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Resumen

En esta tesis estudiamos una variedad particular de semirreticulos con un concepto
de distributividad. Dichas estructuras fueron estudiadas por Cornish y Hickman
en [29] y [35], donde en este tdltimo articulo Hickman las llama supremo algebras
distributivas. Otros autores han llamado a éstas dlgebras de diferentes maneras. A
lo largo de esta memoria, y para mayor simplicidad, las llamaremos DN-algebras.
Nuestro primer objetivo es obtener una representacién topoldgica a través de ciertos
espacios sober con una base distinguida de subconjuntos abiertos, compactos y dual-
mente compactos satisfaciendo una condicién adicional. A dichos espacios los hemos
llamados DN-espacios. Extendemos esta representacion a una dualidad probando
que la categoria cuyos objetos son DN-algebras y morfismos V-semi-homomorfismos
es dualmente equivalente a la categoria que tiene como objetos DN-espacios y como
morfismos ciertas relaciones binarias. También extendemos esta dualidad a la cate-
goria de las DN-algebras con homomorfismos. Nuestro segundo objetivo es aplicar
dicha dualidad para interpretar topolégicamente algunos conceptos algebraicos. Car-
acterizamos los homomorfismos inyectivos y sobreyectivos, los reticulos de los filtros,
filtros finitamente generados, subalgebras y congruencias. También desarrollamos
un nuevo enfoque sobre la existencia de la extension libre de una DN-algebra sobre la
variedad de los reticulos distributivos acotados. Siguiendo la representacién dual de
los homomorfismos sobreyectivos, presentamos una caracterizacion de las imagenes
homomorfas de una DN-algebra a través de ciertas familias de subconjuntos satura-
dos basicos irreducibles de su espacio dual dotadas de la menor topologia Vietoris.
Por otro lado, introducimos una definicion alternativa de aniquilador relativo y pre-
sentamos algunas nuevas equivalencias de la distributividad. Definimos las clases de
las DN-algebras normales y DN-algebras p-lineales y estudiamos sus estructuras en
término de aniquiladores. Por ltimo, analizamos una clase particular de funcién
entre DN-algebras para luego estudiar la clase de las DN-algebras dotadas con un
operador modal de necesidad. Obtenemos una representacién y dualidad topolédgica

y mostramos algunas aplicaciones.
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Abstract

In this thesis we study a particular variety of semilattices with a concept of distribu-
tivity. Such structures were studied by Cornish and Hickman in [29] and [35], in
this last article Hickman called them distributive join algebras. Others authors have
called these algebras in different ways. Throughout this report, and for simplicity,
we will call them DN-algebras. Our first objective is to obtain a topological repre-
sentation through certain sober spaces with distinguished open, compact and dually
compact subsets satisfying an additional condition. We have named these spaces
DN-spaces. We extend this representation to a duality proving that the category
whose objects are DN-algebras and whose morphisms are V-semi-homomorphisms
is dually equivalent to the category whose objects are DN-spaces and whose mor-
phisms are certain binary relations. We also extend this duality to the category of
DN-algebras with homomorphisms. Our second objective is to apply this duality
to topologically interpreting some algebraic concepts. We characterize injective and
surjective homomorphisms, the lattices of filters, finitely generated filters, subalge-
bras and congruences. We also develop a new approach to the existence of the free
extension of a DN-algebra on the variety of bounded distributive lattices. Following
the dual representation of surjective homomorphisms, we present a characterization
of homomorphic images of a DN-algebra through certain families of irreducible basic
saturated subsets from its dual space which have been equipped with the lower Vi-
etoris topology. On the other hand, we introduce an alternative definition of relative
annihilator and we present some new equivalences of the distributivity. We define
the classes of normal DN-algebras and p-linear DN-algebras and we study their
structures in terms of annihilators. Finally, we analyze a particular kind of function
between DN-algebras and then we study the class of DN-algebras equipped with a
modal operator of necessity. We get a representation and a topological duality and

show some applications.
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Introduccion

Es bien conocido que la distributividad de un reticulo puede ser caracterizada a
través de distintas propiedades. Por ejemplo, un reticulo L es distributivo si y sélo
si el reticulo de todos sus filtros Fi (L) es distributivo. Otra importante equivalencia
afirma que un reticulo es distributivo si y sélo si las nociones de filtro primo y
filtro irreducible coinciden. También debemos mencionar la caracterizacién dada por
Mandelker en [38] a través de ciertos subconjuntos especiales llamados aniquiladores
relativos. Si L es un reticulo y a,b € L, el aniquilador de a relativo a b se define
como el conjunto (a,b) ={z € L : x Aa <b}. Luego, resulta que L es distributivo
siy s6lo si (a,b) es un ideal de L, para cada a,b € L. Un paso muy importante tanto
para el desarrollo de la teoria de los reticulos distributivos como de la teoria de las
algebras de Boole son los trabajos de Stone sobre representaciones topoldgicas dados
en [48] y [49], donde prueba que las algebras de Boole y los reticulos distributivos
acotados pueden ser representados a través de ciertos espacios topologicos compactos
llamados espacios de Stone o espacios Booleanos. Estos trabajos fueron publicados
alrededor de 1930 y establecen que estructuras algebraicas asociadas a ciertas logicas
estan estrechamente ligadas a la topologia general. Contemporaneo a los trabajos
de Stone son los articulos de Birkhoff, donde prueba una dualidad entre las algebras
de Boole finitas y cuerpos de conjuntos finitos. Esta dualidad es en realidad un
caso particular de la dualidad desarrollada por Stone. Mas tarde, a comienzos
de 1970, Priestley desarrolla en [45] y [46] una nueva dualidad topolégica para los
reticulos distributivos acotados utilizando espacios topoldgicos ordenados compactos
y totalmente disconexos en el orden, conocidos como espacios de Priestley. A partir
de ese momento, las dualidades topolédgicas se han convertido en una herramienta
de gran utilidad en el estudio de varios tipos de algebras con estructura subyacente
de reticulos distributivos.

En la teoria de semirreticulos existen ciertas subclases que cumplen algunas de
las condiciones que definen la propiedad de distributividad en los reticulos distribu-

tivos. Podemos citar a los semirreticulos primos introducidos por Balbes en [4]. Un
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Introduccion Introduccion

A-semirreticulo es primo si el infimo se distribuye sobre supremos finitos, siempre
que exista dicho supremo. Esta condicion extiende la nocién usual de distributivi-
dad de reticulos y es equivalente a una generalizacién de uno de los resultados mas
importantes de la teoria de reticulos distributivos, que es el Teorema de Birkhoff-
Stone o Teorema del Ideal Primo. Pawar y Thakare enunciaron esta equivalencia
en [43] y Hoo y Shum lo demostraron correctamente en [36]. Otra clase de semir-
reticulos con un concepto de distributividad, y quizas la mas estudiada hasta el
momento, son los semirreticulos distributivos. Varios autores han estudiado estas
estructuras algebraicas en [50], [51], [33], [12], [13], [16], [18], [6], [7] ¥ [8]. Mu-
chos resultados validos en la teoria de reticulos distributivos se pueden extender a
la clase de los semirreticulos distributivos, por ejemplo, Gratzer en [33] demuestra
que un semirreticulo es distributivo si y sélo si el conjunto ordenado de todos sus
filtros es un reticulo distributivo, o Celani en [12] prueba que un semirreticulo es
distributivo si y sélo si las nociones de filtro irreducible y filtro primo (llamado
débilmente irreducible en [12]) coinciden. Ademés, Grétzer en [33] desarrolla una
representacion topoldgica que generaliza la dualidad de Stone, aunque no alcanza
a ser una dualidad categdrica, ya que no representa a los homomorfismos entre
semirreticulos distributivos. M4ds tarde, en [12] y en [18], se completa la dualidad
categorica, donde la principal novedad fué mostrar que los duales a los homomorfis-
mos son relaciones binarias. Para ser mas precisos, se prueba que la categoria que
tiene como objetos semirreticulos distributivos y como morfismos homomorfismos
entre semirreticulos distributivos es dualmente equivalente a la categoria que tiene
como objetos ciertos espacios topolégicos sober, llamados DS-espacios, y como mor-
fismos relaciones binarias entre DS-espacios cumpliendo condiciones adicionales. El
articulo [12] también sirvié como punto de partida para poder aplicar estas técnicas
en el desarrollo de una dualidad topoldgica para los semirreticulos implicativos en
[13] y para los semirreticulos distributivos pseudocomplementados en [16]. Otra
importante representacién topoldgica para la clase de los semirreticulos distribu-
tivos ha sido probada recientemente por Bezhanishvili y Jansana en una serie de
articulos publicados en [6], [7] y [8]. En estos trabajos se desarrolla una dualidad
utilizando ciertos espacios de Priestley dotados de un subconjunto distinguido y al-
gunas propiedades adicionales. A dichos espacios los llamaron espacios de Priestley
generalizados y se basa en la conocida dualidad de Priestley dada en [45] y [46].
Particularmente en [8], se extienden estos resultados a los semirreticulos implica-
tivos, generalizando tanto los resultados dados en [13] como la conocida dualidad de

Esakia para las dlgebras de Heyting [31].

VI



Introduccion Introduccion

Otra importante clase de semirreticulos con una nociéon de distributividad, el
cual fueron estudiadas por Cornish y Hickman en [29] y [35], son las N-dlgebras.
En principio, éstas édlgebras fueron llamadas supremo dlgebras por Hickman en [35]
y posteriormente denominadas nearlattices por varios autores en [23] y [26]. Una
N-dlgebra es un V-semirreticulo con ultimo elemento (S,V,1) el cual satisface la
condicién que para cualquier par de elementos acotados inferiormente, existe su
infimo. Una manera equivalente de definir dichas algebras es que para todo elemento
a € S, el filtro principal [a) = {x € S : a < 2} es un reticulo acotado. A diferencia
de otras clases de semirreticulos, las N-algebras pueden ser definidas como algebras
ternarias, es decir, como &lgebras (S, m, 1) de tipo (3,0) donde S es un conjunto y m
es una operaciéon ternaria definida sobre S satisfaciendo determinadas identidades.
Luego, poseen una caracterizacién ecuacional y por lo tanto forman una variedad.
Este hecho fué demostrado en una primera instancia por Hickman en [35] y luego,
de manera independiente, por Chajda y Kolaiik en [26]. Méas tarde, en [3], Aratjo
y Kinyon demuestran que tanto el sistema axiomatico dado por Hickman como el
sistema axiomatico dado por Chajda y Kolafik son redundantes y logran exhibir un
sistema ecuacional de dos identidades independientes. Una subvariedad particular
de las N-algebras, y que son el principal motivo de la presente tesis, son las DN-
algebras, es decir, N-algebras con la condicion adicional de que cada filtro principal
es un reticulo distributivo acotado. Se puede citar la siguiente bibliografia sobre
diversos autores que han estudiado esta clase de dlgebras: [29], [35], [23], [24], [25],
[26], [22], [34] v [3].

Las algebras de Tarski, o dlgebras de implicacion, fueron extensamente estudi-
adas en [40] por Monteiro y en [2] por Abbott. Justamente en [2], Abbott muestra
que la clase de las algebras de Tarski es equivalente a la clase de V-semirreticulos con
ultimo elemento donde cada filtro principal es un algebra de Boole respecto al orden
inducido. En relacion a la representacion topolégica para las algebras de Tarski, una
dualidad completa fué desarrollada por Celani y Cabrer en [17], donde los espacios
duales son ciertos espacios topoldgicos dotados de una base distinguida de subcon-
juntos abiertos y compactos cumpliendo condiciones adicionales. Cabe mencionar
que otra dualidad completa para las algebras de Tarski fué desarrollada por Abad,
Diaz Varela y Torrens en [1]. Como las DN-algebras generalizan tanto a los reticulos
distributivos acotados como a las algebras de Tarski, es natural plantearnos si se
puede extender tanto la dualidad de Stone como la dualidad de las algebras de Tarski
dada en [17] a la clase de las DN-dlgebras. El primer objetivo de este trabajo es

responder a este planteo utilizando las técnicas desarrolladas en la dualidad para los
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semirreticulos distributivos por medio de DS-espacios [18]. Veremos que es posible
desarrollar una dualidad categorica entre DN-dlgebras y ciertos espacios topologicos
llamados DN-espacios. Presentamos estos resultados en el Capitulo 3 y son de gran
importancia, ya que son utilizados durante el resto de la tesis.

Nuestro segundo objetivo es intentar aplicar la dualidad desarrollada para inter-
pretar topolégicamente algunos conceptos algebraicos de la teoria de DN-algebras.
Al final del Capitulo 3, logramos caracterizar tanto a los homomorfismos inyec-
tivos y sobreyectivos, como a los reticulos de las congruencias, subalgebras y filtros.
También damos un nuevo enfoque sobre la existencia de la extensién libre de una
DN-algebra sobre la variedad de los reticulos distributivos acotados. Continuamos
en el Capitulo 4 con el estudio de las imagenes homomorfas de una DN-dlgebra ha-
ciendo uso de los resultados dados en el Capitulo 3 y de la conocida menor topologia
Vietoris sobre una familia de subconjuntos saturados basicos irreducibles de su es-
pacio dual. También proponemos una definicién alternativa de aniquilador relativo
a la dada en [25] y estudiamos algunas caracterizaciones algebraicas. Por ltimo,
en el Capitulo 5, dotamos a las DN-algebras con un operador modal de necesidad,

estudiamos su representacion topoldgica y presentamos algunas aplicaciones.
Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera.

El Capitulo 1 esta dedicado a recordar nociones generales que nos seran de utili-
dad durante el resto de la tesis. Para ser mas especificos, recordamos las definiciones
y propiedades bésicas de algebra universal, reticulos, semirreticulos, dlgebras de
Boole, algebras de Tarski, topologia general, categorias y también sobre la dualidad

de Stone para la clase de los reticulos distributivos acotados.

En el Capitulo 2 introducimos las clases de las N-algebras y DN-dlgebras y
repasamos los conceptos més importantes [23]. En la Seccién 2.1 presentamos la
base ecuacional para las N-dlgebras dado por Chajda y Kolarik en [26], mostrando
asi que la clase de las N-algebras forman una variedad. También mostramos el sis-
tema de axiomas reducido por Araijo y Kinyon en [3]. La Seccién 2.2 trata sobre las
DN-algebras y se encuentra dividida en varias subsecciones. Comenzamos probando
que la clase de las DN-dlgebras admiten una base ecuacional, formando asi una
subvariedad de la variedad de las N-algebras. En la Subseccién 2.2.1 recordamos
algunos resultados sobre diferentes clases de ideales y sobre el reticulo de los filtros
de una DN-algebra. Mostramos un resultado analogo al Teorema del Ideal Primo

probado por Halas en [34] y caracterizamos la distributividad de una DN-algebra
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en términos de la distributividad de su reticulo de filtros y filtros finitamente gen-
erados. En la Subseccion 2.2.2 introducimos y estudiamos algunas clases especiales
de filtros e ideales. Desarrollamos un teorema de separacién y presentamos carac-
terizaciones originales de la distributividad de una DN-algebra. La Subsecciéon 2.2.3
estd dedicada a la presentacion de V-semi-homomorfismos y homomorfismos entre
DN-élgebras, y damos algunas caracterizaciones originales que utilizaremos en los
capitulos posteriores. En la Subseccion 2.2.4 estudiamos las congruencias de una
DN-algebra, definiendo una nocién mas adecuada a dichas estructuras. También
mostramos la existencia de una correspondencia entre las congruencias de una DN-
algebra y las congruencias de el reticulo distributivo de sus filtros finitamente gener-
ados. Finalizamos el capitulo con la Subseccion 2.2.5 probando una representacion

de las DN-algebras por medio del conjunto ordenado de sus ideales primos.

En el Capitulo 3 nos centramos en el estudio de una teoria de representacion
topolégica y dos diferentes dualidades para las DN-algebras. En la Seccién 3.1, divi-
dida en las Subsecciones 3.1.1 y 3.1.2, definimos el espacio dual de una DN-algebra,
llamado DN-espacio, y mostramos algunas formas equivalentes de poder definir un
DN-espacio. Probamos que toda DN-édlgebra A es isomorfa a la DN-algebra dual de
algiin DN-espacio (X, K), y reciprocamente, que para cualquier DN-espacio (X, KC),
existe una DN-élgebra A tal que (X, K) es homeomorfo al espacio dual de A. En la
Seccion 3.2 estudiamos dos diferentes categorias algebraicas que tienen como objetos
DN-algebras pero como morfismos V-semi-homomorfismos y homomorfismos entre
DN-algebras, y presentamos dos dualidades categéricas diferentes a través de ciertas
relaciones binarias definidas sobre sus espacios duales. En la Seccién 3.3 presentamos
diferentes aplicaciones de la dualidad desarrollada. Comenzamos en la Subseccion
3.3.1 caracterizando los homomorfismos inyectivos y sobreyectivos. Definimos la
nocion de homomorfismo fuertemente inyectivo, el cual es un caso especial de homo-
morfismo inyectivo, y mostramos que los homomorfismos fuertemente inyectivos y
sobreyectivos se corresponden a condiciones adicionales sobre las relaciones binarias
asociadas. En la Subseccion 3.3.2 probamos la existencia de un isomorfismo entre
el reticulo de las congruencias de una DN-algebra y ciertos subespacios especiales,
que hemos llamados DN-subespacios, de su espacio dual asociado. También, en la
Subseccion 3.3.3, probamos que el reticulo de las subdlgebras de una DN-dlgebra se
corresponde con familias particulares de elementos basicos de su espacio dual. En la
Subseccion 3.3.4 estudiamos el reticulo de los filtros de una DN-algebra. Probamos

que tal reticulo tiene estructura de dlgebra de Heyting y que se encuentran en corre-
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spondencia con el dlgebra de co-Heyting de los subconjuntos cerrados de su espacio
dual. Por 1ltimo, en la Subseccién 3.3.5, desarrollamos un enfoque topoldgico difer-
ente a la dada en [29] sobre la existencia de la extension reticular distributiva libre
de una DN-algebra. Parte de los contenidos de este capitulo aparecen publicados en

nuestro articulo [19].

El Capitulo 4 esta dividido en dos partes. En la primera parte, teniendo en
cuenta los resultados desarrollados en el Capitulo 3 sobre la representacién dual de
los homomorfismos sobreyectivos, caracterizamos las imagenes homomorfas de una
DN-algebra a través de familias de subconjuntos saturados basicos de su espacio dual
dotadas de la menor topologia Vietoris. La segunda parte esta dividida en varias
subsecciones. En principio, proponemos una definicién diferente de aniquilador rel-
ativo a la dada en [25]. En la Subseccién 4.2.1 establecemos una conexién con
las algebras de Tarski y en la Subseccién 4.2.2 presentamos algunas equivalencias
de la distributividad de una DN-algebra en términos de dichos aniquiladores. En
la Subseccion 4.2.3 estudiamos una clase particular de V-semi-homomorfismos que
preservan aniquiladores y los caracterizamos dualmente. En la Seccion 4.3 intro-
ducimos y damos algunas equivalencias de las clases de las DN-dlgebras normales
y DN-dlgebras p-lineales, el cual son una generalizacion de los reticulos normales
estudiados por Cornish en [27] y [28]. Los resultados que conciernen a este capitulo

se desarrollaron en los articulos [11] y [20].

Finalmente, en el Capitulo 5, estudiamos la clase de las DN-dlgebras con un
operador modal de necesidad [, o simplemente DN[-dlgebras. Con el fin de estu-
diar una teoria de representacion y una dualidad para la clase de las DN[-algebras,
estudiamos en la Seccion 5.1 una dualidad para la categoria que tiene como ob-
jetos DN-algebras y como morfismos aplicaciones particulares entre DN-algebras
que las hemos llamado A-semi-homomorfismos. Como caso especial, en la Seccion
5.2 presentamos una dualidad topoldgica para la categoria que tiene como obje-
tos DNU-algebras y como morfismos A-semi-homomorfismos que conmutan con el
operador [J. Finalizamos el capitulo con algunas aplicaciones dadas en la Seccién
5.3. En las Subsecciones 5.3.1 y 5.3.2 extendemos los resultados desarrollados en
las Subsecciones 3.3.2 y 3.3.3 sobre los reticulos de las congruencias y subélgebras
de una DN-algebra, respectivamente, a la clase de las DN[I-algebras. También, en
la Subseccion 5.3.3, presentamos la [-extensién reticular distributiva libre de una

DN[-4lgebra extendiendo los resultados dados en la Subseccién 3.3.5.
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Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo presentamos las definiciones y propiedades bésicas sobre
algebra universal, reticulos distributivos acotados, semirreticulos, teoria de cate-
gorias, topologia y espacios de Stone, que utilizaremos durante el resto de la tesis.
También fijaremos la notacién que vamos a utilizar para facilitar la lectura posterior.
Supondremos que el lector posee cierta familiaridad con los conceptos. Un estudio
detallado de estas nociones puede verse en [10], [5], [23], [32] v [41].

1.1 Nociones de algebra universal

Si F es un lenguaje o tipo de dlgebras, entonces un dlgebra de tipo F esun par (A, F),
donde A es un conjunto no vacio y F' es un conjunto de operaciones finitarias sobre
Aindexada por F tal que a cada simbolo de funcién n-ario f € F le corresponde una
operacién n-aria f4 sobre A que pertenece a F'. El conjunto A se llama universo o so-
porte del dlgebra (A, F'). Cuando no haya lugar a confusién, escribiremos f en lugar
de f4,y si F es finito, por ejemplo F = {f1, fo, ..., fx}, escribiremos (A, f1, fo, ..., fx).
Adoptamos la convencién aridad(f;) > aridad(f;) > ... > aridad(fx). Con el obje-
tivo de simplificar la notacién, en algunos casos representaremos al algebra (A, F)
por su conjunto soporte A.

Sean A y B algebras del mismo tipo F. Una aplicacion h : A — B se dice un
homomorfismo si para cada simbolo de funciéon n-ario f € F, h (fA (aq, ..., an)) =
fB(h(ay),...,h(a,)) para cada n-upla (ai,...,a,) de elementos de A. Si h es in-
yectiva, entonces h se dice monomorfismo. Si h es suryectiva, entonces h se dice

epimorfismo y en tal caso diremos que B es una imagen homomorfa de A. Si h es
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biyectiva, entonces h se dice un isomorfismo y diremos que A es isomorfa a B, en
simbolos, A = B.

Sean A y B élgebras del mismo tipo F. Diremos que B es una subdlgebra de A
si B C Ay para cada simbolo de funcién f € F, fP es la restriccién de f a B.

Si A es un algebra de tipo F y # C A x A una relacién de equivalencia, diremos
que 6 es una congruencia sobre A si satisface la relacién de compatibilidad: si f es
un simbolo de funcién n-ario en F, ay, ..., ap, b1, ...,0, € Ay (a;,b;) € 6 para cada
i=1,...,n, entonces (f (ay,...,a,), f (b1,....,b,)) € 6. Si X es un subconjunto de A,
entonces la congruencia generada por X es la menor congruencia de A que contiene
a X X X y lo denotaremos como #(X). Al conjunto de todas las congruencias
sobre A lo denotaremos por Con (A). Luego, para cada 6 € Con(A) y f € F
tenemos definido en el conjunto cociente A/f una operacién n-aria f4/¢ que a cada
n-upla de clases de equivalencia de A/6 le asigna el elemento 4 (ay, ...,a,) /0. Asi,
el dlgebra cociente es el algebra cuyo conjunto soporte es A/6 y cuyas operaciones
fundamentales satisfacen la condicién anterior. Las algebras cocientes de A tienen
el mismo tipo que A.

Una variedad es una clase no vacia K de algebras del mismo tipo que es cerrada
bajo imégenes homomorfas, subdlgebras y productos directos. Diremos que K es
ecuacional si existe un conjunto de identidades X tal que un algebra esta en K si
y sOlo si satisface todas las identidades de . Un importante resultado del algebra
universal dado por Birkhoff nos dice que una clase de algebras K es ecuacional si y

sélo si es una variedad [10].

1.2 Reticulos y semirreticulos

Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado y sean a,b € L. Denotaremos el
supremo y el infimo del conjunto {a, b}, si existen, como aVVb y aAb, respectivamente.
Diremos que (L, <) es un reticulo si para todo a,b € L existen a Vb y a Ab. Los

reticulos también pueden definirse como estructuras algebraicas.

Definicién 1.2.1. Un reticulo es un algebra (L, V,A) de tipo (2,2) que satisface

las siguientes identidades:
I. (zVy)Vz=2zV(yVz),
2. (z Ay ANz=xAN(yAz),

3. xVy=yVux,
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4. zNy=yAx,
5. xVzr =z,

6. x ANx =z,

7. xV(rAy) ==z,
8. A (zVy)=u.

La relaciéon < definida sobre L como a < b si y s6lo si a Vb = b siy solo si
aANb=aes tal que el par (L, <) es un reticulo. Si existen elementos 0,1 € L tales
que a A0 =0y aV1l=1paracada a € L, diremos que 0 es el primer elemento
de L y 1 es el ultimo elemento de L. Un reticulo es acotado si tiene primer y
ultimo elemento. Diremos que un reticulo L es distributivo si satisface la identidad
xA(yVz)=(zAy)V(zAz). Essencillo de comprobar que la identidad anterior es
equivalente a x V (y A z) = (z Vy) A (z V z). Luego, un reticulo distributivo acotado
(L,V,N,0,1) es un élgebra de tipo (2,2,0,0) tal que: (L,V,A) es un reticulo, 0 y 1
son el primer y iltimo elemento de L, respectivamente, y satisface la propiedad de
distributividad. En particular, la clase de los reticulos distributivos acotados forman
una variedad.

Sea (S, <) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que (S, <) es un V-
semirreticulo si para todo a,b € S existe a V b. Diremos que (S, <) es un A-
semirreticulo si para todo a,b € S existe a A b. De manera similar a los reticulos,
tanto los V-semirreticulos como los A-semirreticulos también pueden definirse como

estructuras algebraicas.

Definicién 1.2.2. Un semirreticulo es un élgebra (S,0) de tipo (2) que satisface

las siguientes identidades:
1. (xoy)oz==xo0(yoz),
2. xoy=youx,
3. xox =ux.

Sea (S,0) un semirreticulo. Sea la relacién binaria <, definida sobre S como
a <y bsiysolosiaob=>b De forma andloga, sea la relacion <, definida sobre
S como a <, bsiy sélosi aob=a. Entonces el par (S, <y) es un V-semirreticulo

tal que a Vb = aob para todo a,b € Sy el par (S, <,) es un A-semirreticulo tal
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que a Ab = aob para todo a,b € S. Dado que los semirreticulos se definen a
partir de identidades, tenemos que tanto la clase de los V-semirreticulos como de los
A-semirreticulos forman una variedad.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (X, <), diremos que un subconjunto
Y de X es creciente si para todoy € Y y para todo x € X, siy < x entonces x € Y.
Dualmente, Y se dice decreciente si para todo y € Y y para todo x € X, six <y
entonces x € Y. Denotaremos al complemento de Y C X como X —Y o Y¢. Para

cada subconjunto Y de X, definimos
Y)={zeX : JycY (<o)} y Y]={zecX : ey (z<y)}

lo cual denominaremos como conjunto creciente generado por Y y conjunto decre-
ciente generado por Y, respectivamente.

Sea S un V-semirreticulo. Si F' C S, diremos que F' es un filtro de S si satisface
las siguientes condiciones: es no vacio, creciente y si a,b € F entonces a A b € F,
siempre que exista a A b. Si X es un subconjunto no vacio de S, entonces el filtro
generado por X es el menor filtro que contiene a X y lo denotaremos como F' (X).
Un filtro G de S es finitamente generado si existe un subconjunto no vacio finito X
de S tal que G = F (X). Si X = {a} diremos que F ({a}) es el filtro principal de
a y lo denotaremos como [a). En particular, [a) = {x € S : a < z}. Denotaremos
al conjunto de todos los filtros y filtros finitamente generados de S como Fi(S) y
Fif (S), respectivamente.

Si I C S, diremos que [ es un ideal de S si satisface las siguientes condiciones:
es no vacio, decreciente y si a,b € I entonces a Vb € I. Diremos que I es un ideal
propio de S si I # S. Un ideal propio I de S es primo si para cada a,b € S, si
aNb e I, siempre que exista a A b, entonces a € I o b € I. Si X es un subconjunto
de S, entonces el ideal generado por X es el menor ideal que contiene a X. Lo

denotaremos como I (X) y se puede caracterizar como
I(X)={a€S : 3xy,.;2, € X (a<z1V..Vx,}.

Un ideal propio I de S es mazimal si para cada ideal J, si I C J, entonces J = I o
J = 5. Por ultimo, diremos que un ideal propio I de S es irreducible si para cada
par de ideales Iy, I tal que I = I; N I, entonces I = I; o I = I,. Denotaremos al

conjunto de todos los ideales, ideales primos, ideales maximales e ideales irreducibles
de S como Id (S), X (S), Idm (S) e Irr (S), respectivamente.

Los conceptos de filtro, ideal, ideal primo, ideal maximal e ideal irreducible se

extienden de manera andloga a la clase de los reticulos.

4
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Uno de los resultados mas importantes de la teoria de reticulos distributivos es
el Teorema del Ideal Primo, o también conocido como el Teorema de Birkhoff-Stone.

Esencialmente, es un teorema de separacion y se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 1.2.3. Sea L un reticulo distributivo. Sea I € 1d (L) y sea F' € Fi(L) tal
que INF =1). Entonces existe P € X (L) tal que  CP y PNF =10,

Definicién 1.2.4. Un dlgebra de Boole es un algebra (B, V, A, —,0, 1) de tipo (2,2,1,0,0)

que satisface las siguientes condiciones:
1. (B,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
2. xVx=1,
3. x N\ —x=0.

Las édlgebras de Boole fueron introducidas por George Boole a principios del siglo
XIX con el objetivo de dar una interpretacion algebraica de la Légica Proposicional
Clasica. Existe una clase de algebras que corresponde al subreducto implicativo
de las algebras de Boole y son también la contrapartida algebraica del fragmento
implicativo de la Logica Proposicional Clésica: las dlgebras de Tarski, o también

conocidas como dlgebras de implicacion [40].

Definicién 1.2.5. Un dlgebra de Tarski es un dlgebra (A, —, 1) de tipo (2,0) que

satisface las siguientes identidades:
l.1—=2z=n=x,
2. x>z =1,
3.r—=(y—z2)=(x—=vy) — (r—2),
4. (z—y) —wy=(y —x) — .

Toda algebra de Boole es un algebra de Tarski tomando + — y = = V y. Las
algebras de Tarski fueron estudiadas por Monteiro en [40] y por Abbott en [2].

Otra de las generalizaciones de las dlgebras de Boole mas estudiadas son las
algebras de Heyting y corresponden a la contrapartida algebraica de la Légica Intu-
icionista. Para ser més precisos, un dlgebra de Heyting es un algebra (L, V, A, —,0, 1)
donde (L,V,A,0,1) es un reticulo acotado y la operacién binaria — satisface la
condicion

rANy<zsiysdlosix <y — =z
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para cada x,y,z € L. El pseudocomplemento de x € L se define como el elemento

*

r* = x — 0. Luego, toda algebra de Heyting es un reticulo distributivo acotado.

En particular, la clase de las algebras de Heyting forma una variedad [5].

Definicién 1.2.6. Un dlgebra de Heyting es un algebra (L,V,A,—,0,1) de tipo

(2,2,2,0,0) que satisface las siguientes condiciones:

1. (L,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
2. 2N (x—y)=xANy,
J.xN(y—=z)=xAN[(zAy) = (zAz)],

4. (zANy) - x =1

Un dlgebra de co-Heyting es un élgebra (L,V,A,~+,0,1) de tipo (2,2,2,0,0)
donde (L,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado y la operacién binaria ~~

satisface la condicion x < yV z si y sélosi x ~ y < z.

1.3 Topologia
Recordemos algunas nociones topoldgicas basicas que nos serdn de utilidad.

Definicién 1.3.1. Una topologia sobre un conjunto X es una familia 7 de subcon-

juntos de X con las siguientes condiciones:

1. 0, X eT.
2. La union de los elementos de cualquier subfamilia de 7 estd en T.

3. La interseccién de los elementos de cualquier subfamilia finita de 7 esta en 7.

Un espacio topoldgico es un par (X,7) donde X es un conjunto y 7 es una
topologia sobre X. Diremos que un subconjunto U de X es un abierto si U € T.
Un subconjunto V' de X es cerrado si su complemento V¢ = X — V es abierto.
Denotaremos como C (X) a la familia de todos los subconjuntos cerrados de X. La
clausura de un subconjunto A de X, la cual denotaremos como CI(A), se define como
la interseccion de todos los cerrados que contienen a A. Si A = {a}, escribiremos
simplemente Cl({a}) =Cl(a). Un subconjunto U es compacto si para cada familia
de abiertos F tal que U C |J{F : F € F}, existe una subfamilia finita G de F tal
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que U C J{G : G € G}. Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es Ty si dados
x,y € X distintos, existe un abierto U talque x e Uey ¢ U,ox ¢ Uey e U.
Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una coleccion K

de subconjuntos de X, llamados elementos bdsicos, tal que:
1. Para cada z € X, existe un elemento basico B tal que z € B.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bésicos By y Bs, entonces

existe un elemento basico B3 que contiene a x v B3 C By N Bs.

Si K satisface estas condiciones, se define la topologia T generada por K como
sigue: un subconjunto U de X es un abierto de Tx, si para cada z € U existe un
elemento basico B € K tal que x € By B C U. Notemos que cada elemento basico
es un abierto. Se prueba que la topologia T generada por K es igual a la coleccion
de todas las uniones de elementos de K. A un espacio topoldgico (X, Tx) con una
base K para la topologia T lo denotaremos como (X, K). Una subbase S para una

topologia sobre X es una coleccién de subconjuntos de X cuya unién es X.

Definicién 1.3.2. Sea (X, ) un espacio topoldgico. Diremos que un subconjunto

A de X es saturado bdsico si es interseccién de elementos bésicos, es decir, si existe

una subfamilia {U; : i € I} de K tal que A =N{U; : i € I}.

Denotaremos como S (X) a la familia de todos los subconjuntos saturados bésicos
de X. La saturacion basica de un subconjunto A de X se define como el menor
saturado bésico que contiene a A, la cual denotaremos como Sb(A). Si A = {a},
escribiremos simplemente Sb({a}) = Sb (a).

Si (X, K) es un espacio topoldgico e Y un subconjunto de X, entonces la familia
Ty ={UNY : U € Tx} es una topologia sobre Y denominada topologia de sube-
spacio o topologia relativa y el par (Y, Ty) es un subespacio de (X, K). Notemos que
la coleccién Ky = {UNY : U € K} es una base para una topologia Ty, sobre Y
tal que Ty C Tk, es decir, la topologia Tx, es mas fina que la topologia 7y. Si
(X1,T1) y (X2, Ts) son espacios topolégicos, diremos que una funcién f: X; — Xo
es continua si f~' (U) € Ty para cada U € Ts.

Definicién 1.3.3. Sea (X,7) un espacio topolégico y sea F una familia de sub-

conjuntos cerrados no vacios de X.

1. La menor topologia Vietoris T;, definida sobre F es la topologia generada por
la coleccion

{XU . UET}
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como subbase, donde Xy ={Y € F : Y NU # 0}.

2. La topologia Vietoris Ty definida sobre F es la topologia generada por la
coleccion

{Xv : UeTu{X" : VeT}
como subbase, donde XV ={Y € F : Y NV = 0}, es decir, XV = F—Xy.

Sea (X, K) un espacio topoldgico y sea F una subfamilia de la familia S (X') de
todos los subconjuntos saturados bésicos de X. Dado U € C (X)), consideremos el
conjunto

My={Y eF:YNU=0}

y la coleccién By, = {My : U € C(X)}. Observemos que By, es una subbase para
una topologia 7p, sobre F. En efecto, si ¥ € F, entonces existe una famillia
{U; - iel}deKtalqueY =({U; : ¢ € I}. Dado j € I, tenemos el subconjunto
basico U;. Luego, U5 € C(X) y ({U; : i€ [} NUj = 0, es decir, Y N U5 = 0.
Entonces Y € Mye y por lo tanto F = |J{My : U €C(X)}. De esta forma

aseguramos que B, es una subbase para una topologia 7, sobre F.

1.4 Categorias

Utilizaremos basicamente las definiciones clasicas de la teoria de categorias.

Definicién 1.4.1. Una categoria C consiste de:

1. Una coleccion de objetos.
2. Una coleccién de morfismos.

3. Para cada morfismo f, un objeto llamado dominio de f y un objeto llamado
codominio de f. Utilizaremos la notacion f : A — B, donde A y B son el

dominio y el codominio del morfismo f, respectivamente.

4. Para cada par de morfismos f : A — By g : B — C, un morfismo go f llamado
composicion de f y g, sujeto a la siguiente condicién: si f: A — B,g: B — C
y h:C — D, entonces (hog)o f=ho(go f).

5. Para cada objeto A, un morfismo distinguido id4 llamado identidad de A,
sujeto a la siguiente condicién: si f: A — By g:C — A, entonces foids = f
yidaog=yg.



1.5 Dualidad topoldgica de Stone Preliminares

Sean C y D dos categorias. Sean A y B objetos de C y sea i : A — B un
morfismo. Diremos que i es un isomorfismo si existe un morfismo h : B — A tal
que hot =1ds e 10 h = idg. Definimos la categoria C? como la categoria cuyos
objetos son los mismos de C pero invierte los morfismos de C. Un funtor F de C en
D, el cual denotaremos como F : C — D, es una asignacion el cual envia objetos
de C en objetos de D y morfismos de C en morfismos de D sujeto a las siguientes

condiciones:

1. Si f: A — B es un morfismo de C, entonces F (f) : F(A) — F(B) es un

morfismo de D.
2. F (ida) = idp(a) para cada objeto A de C.

3. Para cada par de morfismos f y ¢ de C cuyo dominio de f coincide con el
codominio de g, se satisface la condicién F (f o g) =F (f) o' F(g) donde o y o

denotan la composicién de morfismos en C y D, respectivamente.

A un funtor G : C — D lo llamaremos contravariante de C en D. Denotaremos
al funtor identidad como 1¢ : C — C, es decir, al funtor que 1¢(A) = A para
cada objeto A de C y 1¢(f) = f para cada morfismo f de C. Dados dos funtores
F,G : C — D, una transformacion natural € de F en G es una asignaciéon tal que
a cada objeto A de C le asocia un morfismo €4 : F(A) — G (A) en D cumpliendo
que eg o F (f) = G (f) oea para cada morfismo f: A — B en C. Si cada morfismo
eq: F(A) — G (A) es un isomorfismo entonces diremos que € es un isomorfismo
natural entre F y G.

Diremos que dos categorias C y D son equivalentes si existen funtores F : C — D
y G : D — C y dos isomorfismos naturales e de 1p en FoG y o de 1c en Go F. Si
ademads para cada objeto C' de C y cada objeto D de D se tiene que GoF (C') = C
y FoG (D) = D, entonces diremos que las categorias C y D son isomorfas. Por
ultimo, diremos que las categorias C y D son dualmente equivalentes si C y D son

equivalentes.

1.5 Dualidad topolégica de Stone

En 1936, Stone publica su célebre articulo sobre la representaciéon topoldgica para
las dlgebras de Boole [48]. Posteriormente, el mismo Stone, generaliza dicha repre-

sentacion a las variedades de los reticulos distributivos acotados y de las algebras
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de Heyting en [49]. Estos resultados tuvieron un fuerte impacto en el estudio de
estructuras algebraicas ordenadas. En esta seccion describimos brevemente dicha
dualidad siguiendo la presentacién dada en [5]. Una presentacién alternativa dada
por Grétzer puede encontrarse en [33].

Denotemos como DL a la categoria que tiene como objetos reticulos distributivos
y como morfismos funciones entre reticulos distributivos que preservan todas las

operaciones reticulares.

Definicién 1.5.1. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio de Stone, o espacio

espectral, si satisface las siguientes condiciones:
L (X,T) es Tp.

2. La familia de todos los subconjuntos abiertos y compactos de X forman una

anillo de conjuntos y una base para la topologia 7.

3. Sild y V son dos familias no vacias de subconjuntos abiertos y compactos no

vacios tal que

N{U : UeU} CY{Vv : VeV},

entonces existen subfamilias finitas S y W de U y V, respectivamente, tal que

N{S : SeSyCU{W : Wew).

Sean (X1, 7T1) y (Xa,T2) espacios de Stone y sea f : X; — X, una aplicacién.
Diremos que f es una funcién de Stone si f~'(U) es un subconjunto abierto y
compacto de X7, para cada subconjunto abierto y compacto U de X5. Denotaremos
como SS§ a la categoria que tiene como objetos espacios de Stone y como morfismos
funciones de Stone entre espacios de Stone.

A cada reticulo distributivo se le puede asociar un espacio de Stone de la siguiente
manera: sea L un reticulo distributivo y sea X (L) el conjunto de todos los ideales
primos de L. Para cada a € L, definimos el conjunto ¢, (a) = {P € X (L) : a ¢ P}.
Se define una topologfa sobre X (L) considerando a la familia 7, = {¢y, (a)* : a € L}
como una base para la misma. Resulta que el espacio topoldgico (X (L), ) es un
espacio de Stone donde los subconjuntos abiertos y compactos son exactamente los
miembros de K U {0#}. Luego, si h : Ly — Ly es un homomorfismo entre los
reticulos distributivos Ly y L, entonces la aplicacion X (h) : X (Ls) — X (L1)
dada por X (h) (P) = h~! (P) es un morfismo en la categorfa SS. De esta manera,

tenemos definido un funtor contravariante X : DL — SS.

10
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Si (X, T) es un espacio de Stone, denotemos por D (X) a la coleccién formada por
los complementos de todos los abiertos y compactos de X munido con el conjunto
vacio. Asi, D (X) es un reticulo distributivo y si f : X; — X, es una funcién
de Stone, entonces la aplicacion D (f) : D (X3) — D (X;) dada por D (f)(U) =
S7Y(U) es un morfismo en la categoria DL. Por lo tanto, tenemos definido un
funtor contravariante D : S§ — DL.

Si L es un reticulo distributivo, entonces la funcién ¢, : L — D (X (L)) es un
isomorfismo en DL. De manera andloga, si (X, 7) es un espacio de Stone, entonces
la aplicacion Hy : X — X (D (X)) dada por H (z) ={U € D(X) : x ¢ U} es un

isomorfismo en SS.

Teorema 1.5.2. (Stone) Los funtores contravariantes X y D establecen una equiv-

alencia dual entre las categorias DL y SS.

Si L es un reticulo distributivo entonces L tiene tltimo elemento si y sélo si
X (L) es compacto y L tiene primer elemento si y sélo si el conjunto vacio, 0,
satisface la siguiente condicion: para cada familia no vacia de abiertos y compactos
U, si V{U : U elU} = ) entonces existe una subfamilia finita G de U tal que
N{G : Geg}=0.

11



Capitulo 2
N-algebras

Es un hecho bien conocido que las algebras de Tarski, o también conocidas como
algebras de implicacién [40], son la contrapartida algebraica del fragmento implica-
tivo de la Légica Proposicional Clésica. Una presentacion alternativa a la dada en
la Definicién 1.2.5 a través de una base ecuacional en términos de la implicacién, es
utilizando el concepto de filtro principal dado por Abbott en [2]. Para ser més pre-
cisos, Abbott establece una correspondencia biyectiva entre la clase de las algebras
de Tarski y la clase de los V-semirreticulos con ultimo elemento donde cada filtro
principal es un algebra de Boole respecto al orden inducido. Existe una estruc-
tura que generaliza a las algebras de Tarski: las N-dlgebras. Una N-dlgebra es un
V-semirreticulo con tultimo elemento donde cada filtro principal es un reticulo aco-
tado respecto al orden inducido. Exigiendo que cada filtro principal sea un reticulo
distributivo acotado, obtenemos una clase particular de N-algebras llamadas DN-
algebras. Dichas estructuras fueron estudiadas por diversos autores. En principio
por Cornish y Hickman en [29] y [35] y posteriormente por Chajda, Kolaiik, Halas
y Kiihr en [24], [25], [26], [23] v [34]. También Araijo y Kinyon estudiaron las
DN-élgebras en [3] y recientemente Celani y Calomino en [19], [20] y [11].

En este capitulo introducimos las estructuras algebraicas que son motivo de
estudio de la presente tesis y exponemos los resultados més importantes. Nos cen-
tramos en la clase de los V-semirreticulos con ultimo elemento, o de ahora en mas,
simplemente semirreticulos. Por una cuestion de claridad, primero definimos a las
N-algebras y DN-algebras en términos no ecuacionales, sin embargo, veremos que
estas algebras admiten una presentacion equivalente en términos de una operacién
ternaria por medio de un conjunto finito de ecuaciones.

Gran parte de las demostraciones de este capitulo se pueden ver en [23] y [29].
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2.1 Base ecuacional N-algebras

2.1 Base ecuacional

Definicién 2.1.1. Sea S un semirreticulo. Diremos que S es una N-dlgebra si para
cada a € S, el filtro principal [a) = {z € S : a < z} es un reticulo acotado respecto

al orden inducido.

Dado que el infimo se encuentra definido solamente en los correspondientes filtros
principales de S, podemos indicar este hecho con un subindice, es decir, A, denota
el infimo en [a). Notemos que si z,y € [a) y b < a, entonces z,y € [b) y x Ay =
x Ay y dado que ambos son considerados respecto al orden inducido. El infimo
no estd definido sobre toda el dlgebra y asi las N-algebras parecen ser solamente
algebras parciales, sin embargo, pueden ser consideradas como algebras totales con
una operaciéon ternaria m. Observemos que si a € Sy z,y € [a), entonces el
elemento (z V a) A, (y V a) se encuentra bien definido, pues x V a,y Va € [a) v |a)

es un reticulo. De esta forma, podemos definir una operacion
m:SxSx8§—S

m(z,y,a) = (xVa)A, (yVa). (2.1)

Hickman en [35] y, de manera independiente, Chajda y Kolaiik en [26] proponen
dos bases ecuacionales por separado y muestran que la clase de las N-algebras pueden
ser tratadas como algebras totales en términos de la operacién ternaria m, formando
asi una variedad. Més tarde, en [3], los autores muestran la redundancia de ciertas
ecuaciones y prueban que la variedad de las N-algebras pueden caracterizarse con un
sistema axiomatico mas reducido. Expondremos en esta seccion solamente la base
ecuacional propuesta por Chajda y Kolaiik, desarrollandose de forma andloga los
resultados obtenidos en [35]. Vale mencionar que Hickman llama a las N-algebras
con el nombre de supremo dlgebras y trabaja con la nocién dual, es decir, con
A-semirreticulos donde todo ideal principal es un reticulo y utiliza una notacién
diferente para ordenar las variables. Nuestra notacién m (z,y,a) es para Hickman

j(x,a,y). Veamos que la operacién m formaliza totalmente a las N-algebras.

Proposicién 2.1.2. Sea S una N-dlgebra. Sea m la operacion ternaria 2.1. FEn-

tonces se satisfacen las siquientes identidades:
1. m(z,y,x) =z,
2' m ('r7 x’ y) - m (y? y7 'r)i

13



2.1 Base ecuacional N-algebras

3. m(m(x,z,y),m(z,x,y),z) =m(x,z,m(y,y,2)),
4. m(z,y,z) =m(y,z,2),
5 m(m(z,y,z),w,z)=m(z,m(y,w,z),z),
6. m(z,m(y,y,x),z) =m(x,z,z2),
7. m(x,z,m(z,y,2) =m(zx,,2),
8 m(m(z,x,2),m(y,y,z2),2) =m(x,y,z2),
9. m(z,xz,1) = 1.
Demostracion. Probemos tnicamente los puntos 2.,3.,5. y 6. Claramente

m(z,z,y) = (zVy Ay (xVy = zVy
= (yvaz)r (yVa) = myyx)

lo cual verifica el punto 2. Para el punto 8. notemos que

m(m(x,z,y),m(z,z,y),z) = m(z,x,y)Vz = xVyVz
= eVm(yy,z) = m(@,z,m(yyz)).

El punto 5. se sigue de la siguiente manera,

m(m(z,y,2),w,z) = (m(x,y,2)V2)A, (wVz) = m(z,y,z) A, (wVz2)
= (V)N (yVa)N, (wVz) = (xVz)A,m(y,w,z)
= (V)N (my,w,2)Vz) = m(z,mywz),z).

Por 1ultimo, para el punto 6. tenemos que

m(z,m(y,y,x),z) = (xVz)A, (m(y,y,x)Vz) = (xV2)A, (zVyVz)

xVz = m(z,x,2).

Si S es una N-élgebra, denotaremos como A (S) al dlgebra asociada (S, m, 1) que
tiene como soporte a S, m la operacién ternaria 2.1 y a 1 como ultimo elemento.
Supongamos ahora que (A, m, 1) es un algebra de tipo (3,0) que satisface las iden-
tidades 1.—3. de la Proposicién 2.1.2 y definimos = Vy = m (z,x,y). Entonces

facilmente se prueba que A es un semirreticulo, pues la operacién es idempotente

14



2.1 Base ecuacional N-algebras

por 1., conmutativa por 2. y asociativa por 3. Luego, podemos introducir el orden
inducido < como

x <ysiysélosim(z,x,y)=uy.

Se sigue que z V y es el supremo de z e y respecto a <. Denotaremos como S (A4) al

semirreticulo asociado al algebra A.

Teorema 2.1.3. Sea (A,m, 1) un dlgebra de tipo (3,0) que satisface las identidades
1.=9. de la Proposicion 2.1.2. Si para cada a € A y x,y € |a) se define

z ey =m(z,y,a),
entonces S (A) es una N-dlgebra.

Demostracion. Sea a € A. Probemos que la estructura ([a),V, A4, a,1) es un

reticulo acotado donde el supremo y el infimo se definen como

xVy=m(z,x,vy)

TNy =m(z,y,a),

respectivamente. Dado que S(A) es un semirreticulo, solamente nos queda por
demostrar algunos de los puntos de la Definicién 1.2.1. Sean z,y, z € [a). Entonces
se sigue que © A, . = m (z,r,a) = x V a = z, lo cual muestra la idempotencia del

infimo. Luego,

(xNay) Naz=m(m(x,y,a),z,a) =m(x,m(y,z,a),a) =x Ny (Y Ng 2)

any:m(x,y,&) :m(y,x,a) =yYNa

utilizando los puntos 5. y 4., respectivamente. Ademas,

N (xVy) = m(z,xVy.a) = mz,myyz),a)
= m(x,z,a) = zVa

=z
por el punto 6., y por el punto 7. tenemos que

zV(rNy) = zVm(z,y,a) = m(z,x,m(z,y,a)) = m(z,x,a) = ux.
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2.1 Base ecuacional N-algebras

También = V1 = m(x,z,1) = 1 por el punto 9., probando asi que 1 es el ultimo

elemento de S (A). Entonces resulta que ([a),V, A4, a, 1) es un reticulo acotado. W

A cada N-dlgebra S le hemos asociado un dlgebra ternaria A (S) y reciprocamente,
a cada algebra ternaria (A,m,1) le hemos asociado una N-dlgebra S (A). Veamos

que dichas asignaciones son mutuamente inversas.

Teorema 2.1.4. Si S es una N-dlgebra, entonces S (A(S)) =S y si (A,m, 1) es
un dlgebra de tipo (3,0) que satisface las identidades 1.—9. de la Proposicion 2.1.2,
entonces A(S (A)) = A.

Demostracion. Denotemos a la operacién del supremo de S (A (S)) como V*.
Entonces

zV'y=m(z,z,y)=(xVy Ay (xVy =zVy

y por lo tanto S(A(S)) = S. Por otro lado, sea (A,m,1) un algebra de tipo
(3,0) que satisface las identidades 1.—9. de la Proposicién 2.1.2. Si denotamos a la

operacion ternaria de A (S (A)) como m*, entonces por el punto 8. tenemos que
m* (x,y,2) =(@xV2)A\y(yVz)=m(@m(x,z,z2),m(y,y 2),2) =m(z,y,z),

probando asi que A (S (4)) = A. |

La Proposicién 2.1.2 y los Teoremas 2.1.3 y 2.1.4 muestran una equivalencia en-
tre las N-dlgebras y algebras con una operacion ternaria satisfaciendo una serie de
ecuaciones. Se deduce que la clase de las N-algebras forman una variedad lo cual de-
notaremos como N. Tenemos asi, dos alternativas para trabajar con las N-dlgebras
y vamos a usar una u otra respecto a nuestra conveniencia. Como comentamos an-
teriormente, Aratjo y Kinyon en [3] muestran una serie de resultados respecto a la
dependencia de los sistemas de axiomas propuestos por Hickman y Chajda-Kolatik.
No solamente observan que dichos sistemas son dependientes y los reducen, sino

también exhiben una base ecuacional de identidades independientes.

Teorema 2.1.5. Las siquientes identidades forman una base para la variedad N :
1. m(z,y,z) =z,
2. m(m(x,y,2z),m(@y,m(u,x,2),z),w) =m(w,w,m(y,m(zu,z),z)),
3. m(x,x,1)=1.
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2.2 DN-algebras N-algebras

El siguiente ejemplo es crucial en la teoria de representacion de las N-algebras

como podremos ver mas adelante.

Ejemplo 2.1.1. Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces la terna
(P4 (X),m,X) es una N-algebra donde la operacion ternaria m se encuentra definida

como

m(A,B,C)=(AuC)Nn(BUC). (2.2)
para cada A, B,C' € Py (X).

Ejemplo 2.1.2. La siguiente figura es un ejemplo de N-algebra:

aVb bVc
m(b, ¢, a) m(a, b, c)
a c

2.2 DN-algebras

Los reticulos distributivos forman una importante subvariedad de la variedad de
los reticulos y existen varias formas de caracterizarlos. Por ejemplo, un reticulo es
distributivo si y sélo si el reticulo de sus filtros es distributivo o si todo ideal propio
puede escribirse como interseccion de ideales primos. En esta seccion, dividida en
varias subsecciones, introducimos la nocién de distributividad para la clase de las
N-algebras, lo cual son una generalizacion de la respectiva nocion en reticulos, y es-
tudiamos algunas equivalencias. También presentamos algunos resultados relevantes

sobre ideales, filtros, homomorfismos y congruencias.
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Definicién 2.2.1. Sea A una N-algebra. Diremos que A es una DN-dlgebra si para

cada a € A, el filtro principal [a) es un reticulo distributivo acotado.

Observemos que un reticulo L con tltimo elemento es distributivo si y sélo si es
distributivo como N-algebra. Sin embargo, una DN-algebra no necesariamente es
un semirreticulo distributivo. Se sigue que la N-algebra del Ejemplo 2.1.2 es una

DN-élgebra pero no es un semirreticulo distributivo.

Ejemplo 2.2.1. Un ejemplo sencillo de DN-algebra el cual no es un algebra de

Tarski se puede ver en la siguiente figura:

Tendremos en cuenta este simple ejemplo y lo analizaremos a lo largo de la tesis.

Teorema 2.2.2. Sea A una N-dlgebra. Entonces A es una DN-dlgebra si y solo si

satisface algunas de las siguientes identidades:
1. m(z,m(y,y,2),w) =m(m(x,y,w),m(x,y,w),mzzw)),
2. m(x,x,m(y,z,w)) =m(m(z,z,y),m(z,x,z2),w).
Demostracion. Si A es una DN-algebra, entonces
m(x,m(y,y,2),w) = (Vw)(yVzVw)
= ((zVw) Ay (yVw))V((zVw) Ay (zVw))
= m(x,y,w)Vm(z,zw)
= m(m(z,y,w),m(x,y,w),m(x,z,w))
probando asi el punto 1. De la misma forma,
(xVw)V ((yVw) Ay (z2Vw))
= (xVyVw)A, (zVzVuw)
= m(xVy,zVzw)

m(m(z,z,y),m(x,z,2),w)
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se prueba el punto 2. Reciprocamente, supongamos que A satisface el punto 1. Sea

a€Syuzy, z € |a). Entonces

zN,(yVz) = (xVa)A,(yVzVa) = m(z,m(y,y,z2),a)
= m(m(x,y,a),m(x,y,a),m(x,z,a)) = m(z,y,a)Vm(z, za)
= (xNy) V(TN 2).

Asi, ([a), V, Aa, a, 1) es un reticulo distributivo acotado y A es una DN-dlgebra. De
manera analoga, si A satisface el punto 2., entonces zV (y Ay 2) = (2 V y) Ao (T V 2)

paracadaa € Ay x,y,z € [a). |

Denotaremos como DN a la variedad de las DN-dlgebras. Luego, DN es una

subvariedad de A/. A su vez, las dlgebras de Tarski forman una subvariedad de DN

Teorema 2.2.3. Sea A una DN-dlgebra. Entonces A es un dlgebra de Tarski si y

solo si existe una operacion binaria ¢ sobre A tal que cumple las siguientes identi-

dades:

1. m(c(y,x),c(y,z),z) =c(y,z),
2. m(m(y,y,x),m(y,y,z),c(y,z)) =1,
3. m(m(y,y,x),cly,z),z)=r.

Demostracion. Supongamos que A es un algebra de Tarski. Como cada filtro
principal es un algebra de Boole, entonces para cada © € A e y € [z) existe su
complemento en [x) que denotaremos como ¢ (y, x). Claramente se cumple el punto
1. Ademass,

m(m (y,y,2),m(y,y,7),c(y,z)) = m(y,y,z)Vc(y )
= yVel(y,)
-1

m(m(y,y,7),c(y,z),z) = (m(y,y,2) V) (c(y,2) V)
= yNec(y,T)

Reciprocamente, supongamos que existe una operacién binaria ¢ sobre A que satis-

face los puntos 1.,2. y 3. Seax € A e y € [x). Del punto 1. tenemos que
c(y,z) = mlc(y,z),cly,x),z) = c(y,2)Vua,
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2.2 DN-algebras N-algebras

es decir, ¢(y,x) € [x). De 2. y 3. se sigue que y Vc(y,z) =1 ey A, c(y,z) = .
Entonces ¢ (y, z) es el complemento de y en [z) y A es un algebra de Tarski. |

2.2.1 Ideales y filtros

En esta subseccién mencionamos algunas propiedades de los ideales, los filtros y los
filtros finitamente generados de una DN-dlgebra. También extendemos el clasico
Teorema del Ideal Primo a la variedad de las DN-algebras, teniendo asi, un impor-
tante teorema de representacion que nos sera de utilidad en los capitulos proximos.

Sea, A una DN-dlgebra. Sia € Ay J € Id(A), es sencillo de comprobar que el

ideal generado por J U {a} es el conjunto
JV(a]=I(JU{a})={z€A: Jiel (x<iVa)}.
Lema 2.2.4. Sea A una DN-dlgebra y sea P € 1d (A).
1. Si P es irreducible, entonces P es primo.
2. 8 P es mazximal, entonces P es primo.
3. P es maximal si y solo si para cada a € A, sia ¢ P entonces I (P U {a}) = A.

Demostracion. 1. Sea P un ideal irreducible. Sean a,b € A tal que existe a Aby
a/Abe€ P. Entonces (a Ab] = (a] N (b] € P. Probemos que (P V (a]) N (P V (b]) =
PV ((aJn(b]). Siz e (PV(a])N(PV(b), entonces existen p,ps € P tal que
r<ppVayx<pyVb Como Pesunideal, p=p Vp, € PypVa,pVbe|x).
Luego, al ser [z) un reticulo distributivo acotado, z < (p V a) A, (p V b) = pV (a A D).
Asi, z € I(PU{aAb}) = PV ((a]N(b]). La otra inclusién es inmediata. Por lo
tanto, P = (P V (a])N(PV (b)) ya € Pobe P, es decir, P es primo.

2. Claramente todo ideal maximal es irreducible. Entonces 2. se sigue de 1.

3. Si P es maximal, se sigue facilmente que I (P U{a}) = A para cada a ¢ P.
De forma reciproca, supongamos que existe ) € Id (A) tal que P C @, es decir,
existe a € Q — P. Si b € A, entonces b € I (P U{a}). Luego, existe p € P tal que
b<pVa, perocomo pVa € @y Q es un ideal, tenemos que b € ). Por lo tanto
@ = Ay P es maximal. |

Observacién 2.2.5. Notemos que la condiciéon de primalidad de un ideal I es

equivalente a que para todo x,y,a € A, si m(z,y,a) € [ entonces z € [ oy € I.
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El Teorema del Ideal Primo es un resultado de gran importancia en la teoria de
reticulos distributivos y fue extendido a la variedad de las DN-algebras por Halas
en [34]. A continuacién veremos dicho teorema, que es de fundamental relevancia

para el desarrollo de una teoria de representacion topologica.

Teorema 2.2.6. Sea A una DN-dlgebra. Sea I € 1d (A) y sea F' € Fi(A) tal que
INF =0. Entonces existe P € X (A) tal que ] CP y PNF =1.

Demostracion. Consideremos la familia
F={Held(A) : ICHyHNF=0}.

Como I € F, entonces F # (). Es claro que la unién de una cadena de elementos
de F esta también en F. Asi, por el Lema de Zorn, existe un ideal maximal P tal
que I C Py PNF = (. Probemos que P es primo. Por la Observacién 2.2.5,
supongamos que m (z,y,a) € P pero x ¢ P ey ¢ P. Notemos que a € P. Como
x,y & P se sigue que [ (PU{z})NF #Qel(PU{y})NF #0, es decir, existen
g,h € F yexisten p,g € Ptal que g <pVaxyh<qVy. Asi,pVz,qVyeFy
m(pVx,qVy,a) € F. Utilizando la distributividad del reticulo [a) tenemos que

m(pVax,qVya) = (pVaVa)A,(qVyVa)
= (pVa)AalgVva)V(pVa)Aa(yVa))V
V((zVa)AalqgVa)V((zVa) A (yVa))
= m(p,q,a) Vm(p,y,a)Vm(z,q,a)Vm(z,y,a).

Como m (z,y,a) € Pyp,q,a € P setiene que m (p,q,a),m(p,y,a),m(z,q,a) € P.
Por lo tanto, m(pV x,qVy,a) € Py m(pVaz,qVy,a) € PNFE, locual es una
contradiccién pues PN F = (). Por lo tanto, P es primo. |

Los siguientes corolarios son consecuencia inmediata del Teorema 2.2.6.

Corolario 2.2.7. Sea A una DN-dlgebra. Para todo a,b € A tal que a £ b, existe
Pe X (A) tal quebe P ya¢P.

Corolario 2.2.8. Sea A una DN-dlgebra. Entonces todo ideal propio de A es in-

terseccion de ideales primos.

Dado un semirreticulo, en la Seccién 1.2 del Capitulo 1 recordamos el concepto
de filtro generado por un subconjunto no vacio. Para el caso de las DN-algebras,
tenemos el siguiente resultado el cual caracteriza a los filtros generados y que puede

deducirse de los resultados dados en [29].
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Lema 2.2.9. Sea A una DN-dlgebra y sea X un subconjunto no vacio de A. En-

tonces
F(X)={a€ A : Jxy,.,x,€[X) Ity ANz (11 Ao ANy =a)}.
Demostracion. Sea
G={a€cA: Jr,. . x,€[X)Ir; Ao Az (11 Ao Ay =a)}.

Claramente X C Gy G es no vacio, pues 1 € (G. Probemos que G es un filtro de
A. Seabe Aya € G tal que a < b. Entonces existen z1, ..., z,, € [X) tal que existe
AN ANTp Yy TN ATy =a. Asi, a < x;paracadai =1,...ny T1,...,2,,b € [a).

Como [a) es un reticulo distributivo acotado,
b=bVa=bV(x;AN...ANxy,)=0bVa)AN . AbBVaz,).

Entonces bV xy,...,bVx, € [X) y b € G. Sean a,b € G tal que existe a Ab. Entonces
existen xq, ..., Tn, Y1, ..., Ym € [X) tal que existen x1 A AZp, 1A AYpm, TIN AT, = @
eyt A . Nym = b. Sesigue que a ANb=x1 A . ANZp AL A AYnyaNb e G,
Entonces G es un filtroy F (X) C G. Sea H € Fi(A) tal que X C H. Sea a € G.

Entonces existen 1, ..., x, € [X) tal que existe 21 A ... Ax, y &1 A ... ANz, = a. Asi,
r1,...,n € Hy como H es un filtro, z;1 A... Ax,, = a € H. Por lo tanto, G C H y
F(X)=aG. |

Es bien sabido que la distributividad de un reticulo queda caracterizada a través
de la distributividad del reticulo de sus filtros. Existe un resultado analogo para las
DN-algebras [23].

Teorema 2.2.10. Sea A una N-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-dlgebra.
2. (Fi(A),V,N,{1},A) es un reticulo distributivo acotado.

3. (Fif (A),Vv,N, {1}, A) es un reticulo distributivo acotado.
Demostracion. 1. = 2. Por el Lema 2.2.9 tenemos que para cada F,G € Fi(A),

FvG={acA : Jxy,..,0, e FUG3x; A... ANz, (1a Ao N =0a)}, (2.3)
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es decir, F'V G consiste de todos los infimos finitos existentes de elementos de FUG.
Sean F,G, H € Fi(A). Siempre vale la inclusién (FNG)V(FNH) C FN(GV H).
Sea a € FN(GV H). Entonces a € F y existen z1,...,x, € GU H tal que existe

TIN .. A2y y 1 A ... Az, = a. Luego, como [a) es un reticulo distributivo acotado,
a=aV(riN..Nzy)=(aVz))A..AN(aV )

donde cadaaVz; € FNGoaVx, € FNH. Asi,a e (FNG)V (FNH).

2. = 3. Se sigue que el supremo de dos filtros finitamente generados es un
filtro finitamente generado. Bastara con probar que la interseccién de dos filtros
finitamente generados es nuevamente un filtro finitamente generado. Si G, H €
Fif (A), entonces existen 1, ...,Tn,Y1,...,Ym € A tal que G = F ({z1,...,2,}) ¥
H =F ({y1,....,ym}). Por la distributividad de Fi(A), tenemos que

F({zi, oz O F ({1, nym}t) = ([21) Vo Vize)) N ([y1) VeV [ym)
= V{fz)N[y) : 1<i<nyl<j<m}
= F({x;Vy; : 1<i<nyl<j<m}).
3. = 1. Observemos primero que de 2.3 tenemos el siguiente caso paticular

[)Vy)={a€A : Tz, 2z, €lx)Uly) Iz Ao Azy (1A A2z =a)},

y si existe x A y, entonces [z) V [y) = [x A y).
Sea a € Ay sean x,y, z € [a). Entonces, de la identidad

[vVynz) = )Ny Vi)
([z)Nly) v ([x) N [2))

[
[(zVy) A (zV2))

se tiene que x V (y A z) = (xVy) A (zVz). Porlo tanto, ([a),V, Ay, a,1) es un
reticulo distributivo acotado y A es una DN-algebra. |

Observacién 2.2.11. Si A es una DN-algebra, entonces la interseccion de un filtro
finitamente generado con un filtro principal, es principal. En efecto, sea G € Fif (A)
y [a) un filtro principal de A. Entonces existe un subconjunto no vacio finito
{z1,...,x,} de A tal que G = F ({z1,...,x,}). Se sigue que la interseccién es un

filtro finitamente generado, es decir, existe un subconjunto {y1, ...,y } de A tal que

F({xy, ...,z })N]a) = F ({y1, ..., ym}) -

Como F ({z1,...,z,})N[a) C [a), tenemos que a es una cota inferior de yi, ..., Ym, lo

cual implica que existe y; A ... A Y. Luego, F ({z1,....z,}) N [a) = [y1 A oo A Ym)-

23



2.2 DN-algebras N-algebras

2.2.2 Ideales Optimales

Con el objetivo de presentar nuevas caracterizaciones de la distributividad de una
DN-algebra, presentamos, en principio, nuevas clases de ideales y filtros, pero que

en el caso de las DN-dlgebras ya son conocidas.

Definicién 2.2.12. Sea A una N-dlgebra.

1. Diremos que un subconjunto F de A es un filtro de orden si es no vacio,

creciente y para cada a,b € F, existe c€ F talquec<ayc<b.

2. Diremos que un subconjunto F' de A es un filtro de Frink si para cada aq, ..., a, €
Fycadaa€ A, si(a]N...N(a,] C (a], entonces a € F.

Denotaremos al conjunto de todos los filtros de orden y filtros de Frink de A
como Fip, (A) y Fig (A), respectivamente. Todo filtro de orden y filtro de Frink es,
en particular, un filtro. Si X es un subconjunto de A, podemos dar una descripcion

explicita del filtro de Frink generado por X como
Fr(X)={acA : Jz1,..;2, € X ((m]N...0(x,] C (a])}.
Definicién 2.2.13. Sea A una N-dlgebra.

1. Diremos que un subconjunto I de A es un ideal de Frink si para cada ay, ..., a, €
I'ycadaa€ A, sila)N...NJa,) C |a), entonces a € 1.

2. Diremos que un ideal de Frink I es optimal si su complemento es un filtro de
Frink, es decir, si para cada ay,...,a, ¢ I y cada a € A, si (a1]N...N(a,] C (al,

entonces a ¢ I.

Denotaremos al conjunto de todos los ideales de Frink e ideales optimales como
Idp (A) e Ido, (A), respectivamente. Notemos que los ideales de Frink son justa-
mente los ideales de A y que Idp, (A) C X (A). De manera andloga a los filtros de
Frink, podemos caracterizar el ideal de Frink generado por un subconjunto X de A

de la siguiente manera
Ir(X)={a€cA : Jzy,..;2, € X ([z1)N...N[z,) Ca))}.

El siguiente resultado generaliza el Teorema del Ideal Primo y nos permite sep-

arar ideales de Frink y filtros de orden a través de ideales irreducibles.
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Teorema 2.2.14. Sea A una N-dlgebra. Sea I € Idp (A) y sea F' € Fio, (A) tal que
INF =10. Entonces existe P € Trr (A) tal que  C P y PNF =1).

Demostracion. Consideremos la familia
F={Heldp(A) : ICHyYyHNF =0}.

Entonces F # () y la unién de una cadena de elementos de F estd también en F.
Por el Lema de Zorn, existe un ideal de Frink maximal P tal que I C Py PNF = ).
Probemos que P es irreducible. Sean Iy, I, € Id (A) tal que P = I; N I. Supong-
amos que P C I y P C I, es decir, que existen a,b € A tal quea € I — Py
b € I, — P. Tomemos los ideales de Frink Ir (P U {a}) y Ir (P U {b}). Claramente
Ir(PU{a})NF #0y Ip(PU{b})NF #0,lo cual implica que existen x,y € F' y
X1y ey Ty Y1y -y Y € P tal que [z1) NN zy) N a) C[z) y [y1) NN ym) N [b) C [y).
Como F' es un filtro de orden, existe f € F tal que f < zy f < y. Luego,
1, ...,Tn,a € Iy y al ser I; un ideal, en particular un ideal de Frink, se sigue que
x € I y por lo tanto f € [;. Razonando de manera analoga, yi, ..., ym,b € I y al
ser I, un ideal de Frink, tenemos que f € I;. Asi, f € I; NI, = P lo cual es una

contradiccion. Concluimos que P es irreducible. |

No todo ideal irreducible es necesariamente un ideal optimal en una N-algebra,

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Sea A la N-dlgebra de la siguiente figura:

Notemos que I = {a,d, e} es un ideal irreducible de A el cual no es un ideal

optimal, pues I¢ = {1, b, ¢} no es un filtro de Frink ya que (b| N (c| C (a] y a ¢ I°.
p » P ) ya q y
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Lema 2.2.15. Sea A una DN-dlgebra y sea I € 1d (A). Entonces I es primo si y

solo si es optimal.

Demostracion. Solamente necesitamos probar que todo ideal primo es optimal.
Sea P € X(A),a € Ay ay,...,a, ¢ P tal que (a1]N...N (a,] C (a]. Supongamos
que a € P. Como a < aV a; para cada i = 1,....,n y [a) es un reticulo distributivo
acotado, entonces a < (a V ai) Aq ... N (@ V a,,). Como (a1]N...N(a,] C (a], se sigue
que a = (aVay) Ay ... \g (aV a,) y al ser P un ideal primo, existe algin i tal que
1<i<nyaVa; €P. Luego, a; € P, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,

P es optimal. |

Veamos algunas caracterizaciones de la distributividad de una DN-&lgebra.

Teorema 2.2.16. Sea A una N-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-dlgebra.

2. Trr (A) C Idg, (A).

Demostracion. 1. = 2. Sea I € Irr (A). Como A es una DN-dlgebra, resulta que
I es primo. Luego, por el Lema 2.2.15, I es optimal.

2. = 1. Seaa € Ay sean x,y,z € [a). Siempre vale que =z V (y Az) <
(x Vy)A(xzV z). Probemos la otra desigualdad. Supongamos lo contrario, es decir,
que (xVy)A(zVz) £xV(yAz). Porel Teorema 2.2.14, existe P € Irr (A) tal que
xV(yANz)e Py (xVy)A(xVz)¢ P. Como P esirreducible, entonces es optimal.
Luego P es primo y tenemos quey € Po z € P. Siy € P, entonces zVy € Py al ser
decreciente, (x V y) A (z V z) € P lo cual es una contradiccién. Si z € P, de manera
andloga llegamos a una contradiccién. Entonces (zVy) A (zVz)<azV(yAz)y A

es una DN-algebra. ]

Sea A una N-élgebra y sea I € Idg (A). Sean ay,...,a, € A. Consideremos la

siguiente propiedad:
si (a1] N ...N(a,) C I, entonces a; € I para algin i tal que 1 <i < n. (2.4)
Observemos que todo ideal de Frink que satisface la propiedad 2.4 es irreducible.

En efecto, sean I, I, € Id (A) tal que I = I; N [5. Supongamos que I C [y e I C Is.
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Entonces existen a,b € Atal quea € 1 — I ybe I,—1. Como (a]N(b] C [ NI, =1
e I satisface 2.4, tenemos que a € [ o b € I lo cual es una contradiccion.

El siguiente resultado caracteriza a los ideales irreducibles de una N-algebra.

Lema 2.2.17. Sea A una N-dlgebra y sea I € 1d (A). Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. I es irreducible.

2. Para cada ay,...,a, ¢ 1, existe b ¢ I y existe c € I tal que b < a; V ¢ para cada

1=1,..,n.

Demostracion. 1. = 2. Sean ay,...,a, ¢ I. Tomemos los ideales I,;, = I V (a4
paracadai =1,...,n. Si [/ =1, N...N1I,, , entonces existe algin i tal que 1 <7 < n
e ] =1,,, es decir, a; € I lo cual es una contradicciéon. Entonces, I C I,, N...N 1,,
y existe b € I,, N...N 1, tal que b ¢ I. Asi, existen ¢y, ...,c, € [ tal que b < a; V ¢;
para cada i = 1,...,n. Como [ es un ideal, se sigue que ¢ =c¢; V... V¢, € I tal que
b<a;Vcparacadai=1,...,n.

2. = 1. Sean I, I, € Id(A) tal que I = 1 N1y. SiI C Iy e I C I, entonces
existen aj,as € A tal que a; € I} — I y as € I — I. Luego, existe b ¢ [ y existe
celtalqueb<a;Vcyb<ayVec Comoa VecéeEl yasVcéel, tenemos que

be I;NI, =1, lo cual es una contradiccién. Asi, I es irreducible. |

Teorema 2.2.18. Sea A una N-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
1. A es una DN-dlgebra.
2. Todo ideal irreducible satisface la propiedad 2.4.

3. Todo ideal de Frink irreducible es un ideal optimal.

Demostracion. 1. = 2. Sea I € Irr(A) y sean ay,...,a, € A tal que (a;] N
...N (a,] € I. Supongamos que ay,...,a, ¢ I. Como I es irreducible, por el Lema
2.2.17, existe b ¢ I y existe ¢ € I tal que b < a; V ¢ para cada i = 1,...,n. Luego,
(b] € (a; V] = (a;] V (c] paracadai=1,...,ny

(b] C(@ Ven..Nn(a, Ve = ((a]N...n(an]) V(e C 1.
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Asi, b € I lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe algin i tal que 1 <i <n
ya; €1.

2. = 3. Sea I un ideal de Frink irreducible y sean ay, ...,a, ¢ I tal que (a;] N
..M (ay] C (a]. Supongamos que a € I. Entonces (a;] N ...N (a,] C I, y por la
propiedad 2.4, existe algin i tal que 1 < i < nya; € I, lo cual es una contradiccion.
Concluimos que I es optimal.

3. = 1. Seaa € Ay sean z,y,z € [a). Sabemos que siempre vale la desigualdad
zV(yAz) < (zVy)A(z V z). Sisuponemos que (z Vy)A(z V z) £ 2V (y A z), por el
Teorema 2.2.14 existe P € Irr (A) tal que xV(y A z) € Py (x Vy)A(x V z) ¢ P. Por
hipotesis, P es optimal. Luego, P es primo y tenemos quey € Po z € P. Siy € P,
entonces tVy € Py (xVy)A(xVz) € P, locual es una contradiccién. Si z € P
también arribamos a una contradiccién. Entonces (x Vy) A(xVz) <z V(yAz)y
A es una DN-dlgebra. |

Por el Teorema 2.2.18, tenemos que los ideales irreducibles en las DN-dalgebras

son justamente aquellos ideales que satisfacen la propiedad 2.4.

2.2.3 Homomorfismos

Un homomorfismo entre reticulos distributivos acotados es una aplicacién que preserva
infimos, supremos, primer y tltimo elemento. En esta subseccién introducimos las

nociones de V-semi-homomorfismo y homomorfismo entre DN-édlgebras.

Definicién 2.2.19. Sean A y B DN-dlgebras y sea h : A — B una aplicacion.
Diremos que h es un V-semi-homomorfismo si para cada a,b € A se satisfacen las

siguientes identidades:
1. h(1) =1,
2. h(aVb)=nh(a)Vh(b).
De manera analoga introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.20. Sean Ay B DN-algebrasy sea h : A — B un V-semi-homomorfismo.

Diremos que h es un homomorfismo si para cada a,b € A tal que existe a A b,
h(a Ab) = h(a)Ah(b).

Notemos que los V-semi-homomorfismos, y por lo tanto los homomorfismos,

preservan el orden natural, es decir, si a < b entonces h(a) < h(b). Por otro
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lado, si existe a A b en A, entonces existe h (a) A h(b). En efecto, como a Ab < a,b
entonces h(aAb) < h(a),h(b) y h(a),h(b) € [h(aAD)). Como B es una DN-
algebra, entonces el filtro principal [h (a A b)) es un reticulo distributivo acotado y
por lo tanto existe h (a) A h (b).

Denotaremos como DNS\ [A, B] y DN'H [A, B] a los conjuntos de todos los
V-semi-homomorfismos y homomorfismos entre las DN-algebras A y B, respectiva-

mente. Las siguientes caracterizaciones son originales y se pueden ver en [19].

Lema 2.2.21. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'S [A, B]. Entonces h es un
homomorfismo si y sélo si [b) C [ay) V [az) implica [h (b)) C [h(a1)) V [h(az2)), para
cada ay,a9,b € A.

Demostracion. Supongamos que h es un homomorfismo y sean aq,as,b € A tal
que [b) C [a1) V [az). Entonces, por el Teorema 2.2.10,

[b) = [b) A (lar) V [az)) = ([b) Alar)) V ([b) Alaz)) = [bV ar) V[bV as).

Como existe (bV ay) Ay (bV az), tenemos que b = (bVay) Ay (bVaz). Al ser h
un homomorfismo y B una DN-élgebra, h(b) = h(b) V (h(a1) Ah(a2)) y [k (b)) C
[h(a1) A h(ag)), es decir, [h (D)) C [h(a1)) V [h(ag)).

Reciprocamente, sean ai,as € A tal que existe a; A as. Como h preserva el
orden natural, h(a; Aas) < h(a;) A h(ay). Sea z € B tal que z < h(ay) y
z < h(ay). Entonces [h(ay)) V [h(ag)) C [2). Luego, como existe a; A ag, tenemos
que [ay A az) = [a1) V]az) y [h (a1 A az2)) C [h(ar))V[h(az)). Asi, [h(a; Aaz)) C [2),
es decir, z < h(ay A az). Por lo tanto, h (a1 A ag) = h(a1) A h(az). |

Teorema 2.2.22. Sean A y B DN-dlgebras y sea h : A — B una aplicacion. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. h es un homomorfismo.
2. ™1 (P) e X (A), para cada P € X (B).

Demostracion. 1. = 2. Sea P € X (B). Como h es un homomorfismo y preserva
el orden natural, se sigue que b~ (P) € Id (A). Sih™' (P) = A, entonces 1 € h™! (P)
y h(1) =1 € P, lo cual es una contradiccién pues P es propio. Luego, h™! (P) es
un ideal propio. Sean a,b € A tal que existe a Aby a Ab € h™! (P). Entonces
h(aAb) = h(a) ANh(b) € P. Como P es primo, h(a) € P o h(b) € P, es decir,
a€h ™ (P)obeh™(P). Porlo tanto h=! (P) € X (A).
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2. = 1. Veamos primero que h es una aplicacién mondétona. Sean a,b € A
tal que a < b y supongamos que h(a) £ h(b). Entonces, por el Teorema 2.2.6,
existe P € X (B) tal que h(b) € Py h(a) ¢ P. Asi, b€ "' (P)ya ¢ h™' (P),
lo cual es una contradiccién ya que A~ (P) es un ideal. Probemos ahora que h es
un homomorfismo. Si h(1) < 1, entonces existe P € X (B) tal que h(l) € P,
es decir, 1 € h™!'(P) lo cual contradice que h~!(P) es un ideal propio. Asi,
h(1) =1. Sean a,b € A. Como h es mondtona, h(a)V h(b) < h(aVb). Supong-
amos que h(aVb) £ h(a)V h(b). Por el Teorema 2.2.6, existe Q € X (B) tal que
h(a)Vh(b) € Qy h(aVb) ¢ Q. Sesigueque h(a),h(b) € Qya,be h™'(Q). Como
h71(Q) es un ideal, a Vb € ™1 (Q) y h(aVb) € @, lo cual es una contradiccion.
Concluimos que h (a V b) = h(a)V h (b). Con un argumento similar se prueba que si
existe a Ab, entonces h (a A b) = h(a) Ah(b). Por lo tanto h es un homomorfismo. W

2.2.4 Congruencias

Una congruencia ¢ sobre un semirreticulo S es una relacién de equivalencia com-
patible con el supremo, es decir, si (a,b),(c,d) € 6 entonces (aVc,bVd) € 6.
Claramente no toda congruencia semirreticular de una N-algebra produce una N-
algebra, pues las congruencias deben cumplir la propiedad adicional que preserven
los infimos existentes. En esta subseccion introducimos una nocién de congruencia
mas restringida pero adecuada a nuestros propositos. También probaremos que el
reticulo de las congruencias de una DN-algebra es isomorfo al reticulo de las con-

gruencias de cierto reticulo distributivo [23].

Definicién 2.2.23. Sea A una N-dlgebra y sea 6 € Con (A). Diremos que 6 es una
N-congruencia si satisface la siguiente condicion: si (ag,by), (az,be) € 6 y existen
ai A ag, by A\ by, entonces (aj A ag, by Aby) € 6.

Teorema 2.2.24. Sea A una N-dlgebra. Entonces las congruencias sobre A son

precisamente las N\-congruencias.

Demostracion. Sea 6 una A-congruencia y sean (aj,as), (b1, bs), (c1,c2) € 0.
Entonces (a1 V ¢1,a9 V ¢a), (b1 Vc1,ba Vea) € 0y (m(ay, by, c1),m(az,be,c)) € 0.
Luego, 6 es una congruencia. Reciprocamente, sea 6 una congruencia sobre A.

Primero probemos la siguiente propiedad sobre 6:

siz <y, (z,y) €0y existe x A z, entonces (x A z,y A z) € 6. (2.5)
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Como (z,y) € 6, entonces (m (x,z,x A z),m(y,z,x A z)) € 8, pero

m(z,z, e ANz)=(xV(TA2)Nan 2V (TA2) =2 A2

m(y,z,e ANz)=(yV(xAz)Aen 2V (TA2)=yAz.

Asi, (x A z,y A z) € 0. Probemos ahora que 6 es una A-congruencia. Sean (ay,b;),
(ag,be) € 0 y supongamos que existen a; A as y by A by. Entonces (aj,a; Vb)) €0y
como existe a; A ag, tenemos que (a; A ag, (a3 V by) A az) € 6 por la propiedad 2.5.

Aplicando nuevamente la propiedad 2.5, (ag,as V by) € 6 implica que
((a1 V b1> N as, ((11 V bl) A (CLQ V bg)) €0

y por transitividad, (a; A ag, (a1 V b1) A (ag V b)) € 6. Con un argumento similar
se prueba que (by A by, (a1 V by) A (az V by)) € 6 y por lo tanto (a; A ag, by Aby) € 6.
Concluimos que 6 es una A-congruencia. |

El siguiente resultado nos serd de utilidad y su demostraciéon puede verse en [23].

Lema 2.2.25. Sea A una DN-dlgebra. Sean a,b € A tal que b < a. Entonces para
cada z,y € A, (z,y) € 0(a,b) siy sdlo si

rVa=yVa

Sea A una DN-dlgebra y
f: Con (Fif (A)) — Con (A)
la aplicaciéon definida como
(x,y) € f(0) siysolosi ([z),[y)) € 0. (2.6)

Teorema 2.2.26. Sea A una DN-dlgebra. Entonces los reticulos Con (A) y Con (Fif (A))

son isomorfos.

Demostracion. Probemos que la aplicacién f dada por 2.6 es un isomorfismo. Si
{0; : ie I} CCon(Fif(A)), esclaroque f(({6; : i€I})=N{f(0:;) : iel}.
Veamos que f (\/{0; : i€ I})=\{f(0;) : iel}. Sea(x,y)e f(\V{0: : ie€l}),

31



2.2 DN-algebras N-algebras

es decir, ([z),[y)) € V{0 : i € I}. Entonces existen Fy,...,F, € Fif(A) tal
que Fy = [2),F, = ly) v (F, Fiy1) € U{0; : i€} paracadai = 0,...,n — 1.
Tenemos que (Fy, F1) = ([z),F1) € 6, para algin j € I. Como 6; es una con-
gruencia de Fif (A) vy ([x),[x)) € 0;, ([x),[x)NF;) € 6;. Por la Observacién
2.2.11 se sigue que [x) N Fy es un filtro principal, es decir, existe z; € A tal que
[z) N Fy = [z1). Asi, ([z),[z1)) € 6;. Razonando de la misma manera, tenemos
que existen zy = x,21,...,2, = y tal que F; = [z;) para cada ¢ = 0,...,n. Luego,
([2:) , [zi41)) € U{O: = i€ 1} ypor2.6 (z,z41) € U{f(6;) : i€} Porlotanto,
(x,y) € V{f (0;) : i€ I}. Lareciproca se prueba de manera totalmente andloga.
Si (z,y) € V{f(6;) : i€}, existen zg = x,21,...,2, =y € A tal que (z;, zi11) €
U{f ;) : i€l}paracadai=0,...,n. Asi, ([z),[zis1)) € J{0: : i € I}, 1o cual
implica que (x,y) € \/{0; : i €1}y (x,y) € f(\/{6; : i €1}). Luego, f es un
homomorfismo. Antes de ver que f es biyectiva, probemos la siguiente propiedad:

si b < a, entonces f (0 ([a),[b))) =0 (a,b). (2.7)

Recordemos que en todo reticulo distributivo si v < v, entonces (z,y) € 0 (u,v) si
ysflosizAu=yAuyzVv=yVov. Como [a) C [b)en Fif(A), y aplicando el
Lema 2.2.25, se sigue que para cada x,y € A,

(z,y) € f(0([a),[0)) <= ([z).[y) €0(a),[b)
— [x)Nfa) =ly)Nla) y [x) V[b) =[y) vV [b)
< zVa=yVay [z)VI[)=[y) VD)
— (z,y) €6 (a,b).

Probemos que f es inyectiva. Sean 6,0 € Con (Fif (A)) tal que f(0) = f (o).
Como f es un homomorfismo, podemos asumir que § C 0. Sea (H,G) € o donde
G = F({g1,.-,9n}). Entonces (HNJa),GNJa)) € o para cada a € A, y por la
Observacion 2.2.11, se sigue que existen z,y € A tal que HN[a) = [z) y GN[a) = [y).
Tenemos entonces que (z,y) € f(o) = f(0) y (HN[a),GN[a)) € 6 para cada
a € A. En particular, (H N[g;),GN][g;)) € 0 para cada i = 1,...,n. Luego, por el
Teorema 2.2.10,

(HNlg))V..V(HN[ga)) = HN([g1)V...V][g)) = HNG

(GNlg)) V.. V(GNlgn) = [g)V..Vigm) = G

lo cual implica que (H NG, G) € 0. De manera similar se prueba que (H NG, H) € 0
y por lo tanto (H,G) € 6.
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Por tltimo, veamos que f es sobreyectiva. Por la propiedad 2.7, es facil de ver
que para cada o € Con (A), 0 = \/{0(a,b) : (a,b) €0y a>b}. En efecto, si
(x,y) € o, entonces (z,zVy),(xVyy € oy (z,y) € 0(z,xVy)VO(xVy,y).
Luego,

o = \{0(a,b) : (a,b) €cya>0b}
= VA{f(0(a),[))) : (a,b)coya=b}
= f(V{0([a),[b)) : (a,b) €0oya=b})

y f es sobreyectiva. Asi, f es un isomorfismo entre Con (A4) y Con (Fif (A)). |

Los siguientes resultados pueden encontrarse en [34] y [23].

Corolario 2.2.27. La unica DN-dlgebra subdirectamente irreducible es la cadena de

dos elementos.

Corolario 2.2.28. La variedad DN estd generada por las cadenas de dos elementos.

2.2.5 Teorema de Representacion

Todo reticulo distributivo acotado es isomorfo a un subreticulo de el reticulo dis-
tributivo acotado de los subconjuntos decrecientes de un conjunto ordenado. Dicho
resultado se extiende de manera natural a las algebras de Boole. Nos centramos
ahora en generalizar este teorema de representacion para la clase de las DN-algebras

por medio de conjuntos ordenados.

En el Ejemplo 2.1.1 vimos que si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado,
entonces la terna (P, (X)), m, X) es una N-dlgebra donde m estd dada por la ecuacién
2.2. En realidad, se sigue que (P;(X),m, X) es una DN-dlgebra. Dicha estructura
es de gran importancia, ya que toda DN-algebra puede sumergirse en una DN-algebra
de conjuntos de esta forma como veremos a continuacion.

Sea A una DN-algebra. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado de los

ideales primos (X (A), C) y la aplicacion
wa: A= Pi(X(A))

dada por
pa(la)={PeX(A) : a¢ P}.

Por otro lado, como (X (A),C) es un conjunto parcialmente ordenado, entonces
(Pa (X (4)),m, X (A))
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es una DN-dlgebra y tenemos el siguiente teorema de representacion [34].

Teorema 2.2.29. Sea A una DN-dlgebra. Entonces pa es un homomorfismo in-
yectivo de A en (Py (X (A)),m, X (A)).

Demostracion. Claramente tenemos que @4 (a) € Py (X (A)), para cada a € A.
Luego, por las propiedades de ideal primo, se deduce que p4(aVb) = pa(a)U
wa (D), pa(l) =X (A) ysiexiste a Aben A, entonces 4 (a Ab) = pa(a)Npa(b).
Por lo tanto, w4 (m(a,b,c)) = m(pa(a),pa(b),pa(c)). Probemos que ¢4 es in-
yectiva. Sean a,b € A tal que a # b. Supongamos que a £ b. Por el Corolario 2.2.7,
existe P € X (A) talqueb e Pya ¢ P,esdecir, P € pa(a)y P ¢ ¢a(b). Entonces
¢4 (a) # ¢a (b). De manera andloga, si b £ a concluimos que ¢4 (a) # ¢a (b). Con-

cluimos que ¢4 es un homomorfismo inyectivo. |

Ejemplo 2.2.2. Siguiendo con el Ejemplo 2.2.1, tenemos que el conjunto parcial-
mente ordenado de los ideales primos de A esta dado por X (A4) = {P, P, Ps},
donde P, = {c}, P, = {b} y P3s = {a,c}. Luego,

pa(l) = {P, PP = X(4)
pala) = {P, P}

pa(b) = {P, P}

palc) = {P}

y la DN-algebra de conjuntos resultante es isomorfa a la DN-algebra inicial A.
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Capitulo 3

Representacion, dualidades y

aplicaciones

El objetivo de este capitulo es desarrollar una teoria de representacién topoldgica
para las DN-dlgebras. Para elllo, definimos el espacio dual de una DN-algebra como
un cierto espacio topolégico (X, K) llamado DN-espacio, donde K es una base de
subconjuntos abiertos, compactos y dualmente compactos para una topologia Tx so-
bre X, la cual satisface ciertas condiciones adicionales. Esta representacion es mas
bien estilo Stone, ya que trabajamos con el orden inducido por la topologia, es de-
cir, el orden de especializacién topolégico. Luego, extendemos dicha representacion
a dos dualidades caracterizando los V-semi-homomorfismos y homomorfismos en-
tre DN-dlgebras a través de ciertas relaciones binarias entre sus espacios duales,
teniendo como casos particulares la conocida dualidad de Stone para los reticulos
distributivos acotados dada en [49] y la dualidad para las édlgebras de Tarski de-
sarrollada en [17]. Aplicando la representacién topolégica, finalizamos el capitulo
caracterizando los homomorfismos inyectivos y sobreyectivos, los reticulos de las
congruencias, subalgebras y filtros, y presentamos un enfoque topoldgico sobre la
extension reticular distributiva libre de una DN-algebra. La mayor parte de los

resultados que expondremos se encuentran publicados en [19].

3.1 Representacion topolégica

En esta seccion introducimos los DN-espacios y probamos que toda DN-algebra
puede ser representada a través de cierto DN-espacio y viceversa, que todo DN-

espacio puede ser representado como el espacio dual de alguna DN-dlgebra.
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3.1.1 DN-espacios

Sea (X, K) un espacio topolégico donde K es una base para una topologia Tx definida
sobre X. Consideremos la familia de P (X) constituida por los complementos de los

elementos bésicos, es decir,
D/C(X):{U : UCGK}.

Definicién 3.1.1. Sea (X, ) un espacio topolégico e Y un subconjunto no vacio
de X.

1. Diremos que Y es irreducible si para cada U,V € Di (X),si UNV € Dg (X)
eYNUNV)=0,entonces YNU=0oY NV = 0.

2. Diremos que Y es dualmente compacto si para toda familia F de elementos
bésicos tal que (J{U : U € F} C Y, existe una subfamilia finita S de F tal
que {S : S8} CY.

Notemos que para cada z € X, el subconjunto Sb (z) es irreducible. Luego, la

topologia Tx induce una relacion <g sobre X definida como
x <gcysiysoélosiyeSh(x).

Se sigue de la misma definicién que Sb (z) = [z). Es facil ver que la relacién <y es

reflexiva y transitiva, pero no necesariamente es un orden.

Lema 3.1.2. Sea (X,K) un espacio topoldgico.

1. Si cada subconjunto saturado bdsico irreducible de X es la saturacion bdsica

de un unico punto, entonces <y es un orden.

2. La relacion <x es un orden si y sélo si (X, ) es Ty.

Demostracion. 1. Es inmediato que <i es reflexiva y transitiva. Sean x,y € X
tal que = <x y e y <x x. Entonces Sb (x) = Sb (y), y por unicidad, z = y.

2. Supongamos que <, es un orden y sean x,y € X tal que x # y. Entonces
r £ yoy £x x. Supongamos que = i y, ya que el otro caso es andlogo. Entonces
y ¢ Sb(x), es decir, existe U € K tal que x € U e y ¢ U. Luego, (X,K) es Tp.
Reciprocamente, supongamos que el espacio (X,K) es Ty. Sean z,y € X tal que
x <gyey<gx Entoncesy € Sb(xz)yx € Sb(y). Sifuese x # y, entonces existe
UeKtalquexeUeygU,ox¢UeyecU. Enelcasoquex € Uey ¢ U,
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y € Sb(z) e y € U, lo cual es una contradiccion. De manera similar llegamos a una

contradiccién en el caso que x ¢ U e y € U. Por lo tanto, < es un orden. |

En el caso de que el espacio topoldgico sea Tj, entonces la relacién <x es un orden,
llamado el orden de especializacion. Al orden dual del orden de especializacion <y

lo denotaremos como =< y se define de la siguiente manera:
x <k ysiysélosizeSb(y).

Tenemos que x <k y si y sélo si y € Cl(x), o lo que es equivalente, z € Sb (y) si y
sélo si y € Cl(z). En efecto, si z,y € X, entonces

reShb(y) <= xzeN{UekK : yeU}
— YVWUeKyeU=zel)
— YWeK(xelU*=yeclU
— ye{U°€e D (X) : xe€U%}
< yeCll(zr).

Estamos en condiciones de definir los espacios topologicos duales a las DN-

algebras. La siguiente definicion juega un papel fundamental en la presente tesis.

Definicién 3.1.3. Un espacio topoldgico (X, K) es un DN-espacio si satisface las

siguientes condiciones:

1. K es una base de subconjuntos abiertos, compactos y dualmente compactos

para una topologia T definida sobre X.
2. Paracada U,V,IW e K, UNnW)u(VnW) e K.

3. Cada subconjunto saturado bésico irreducible de X es la saturacion bésica de

un dnico punto.
Observaciones 3.1.4. Sea (X, ) un DN-espacio.

1. La relacion <y es un orden. Por lo tanto, de ahora en més y cuando no haya
lugar a confusion, escribiremos < en lugar de <).. Anédlogamente, escribiremos

=< en lugar de <.

2. Cada U € Dg (X) es decreciente con el orden de especializacién < y creciente

con el orden dual <.
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3. Para cada U,V € K, tenemos que
UnNnV)yuUnV)=UnV eKk.

Asi, K es cerrado bajo intersecciones finitas y la estructura (Dx (X),U, X) es

un semirreticulo.

4. Los DN-espacios son una generalizacion de los espacios topoldgicos duales a

las algebras de Tarski introducidos en [17].

Todo DN-espacio induce una DN-algebra, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5. Sea (X, K) un DN-espacio. Entonces la estructura (Di (X),U, X)
es una DN-dlgebra.

Demostracion. Sea C € D (X)y [C) ={U € D (X) :C C U} el filtro prin-
cipal de C. Si A, B € [C), entonces C C Ay C C B, pero como Dx (X) es un
semirreticulo, tenemos que AU B € [C). Por otro lado, por la condicién 2. de la

Definicién 3.1.3, vale que
(AUC)Ne (BUC)=ANg B € Di (X).

Asi, ANg B € [C). Se sigue que ([C),U,N¢, C, X) es un reticulo distributivo aco-
tado y por lo tanto (Dx (X),U, X) es una DN-dlgebra. [

Si (X, K) es un DN-espacio, diremos que (Dx (X),U, X) es la DN-dlgebra dual
de (X, K). Veamos algunas definiciones equivalentes de la Definicién 3.1.3.

Teorema 3.1.6. Sea (X,K) un espacio topoldgico donde K es una base de sub-
conjuntos abiertos y compactos para una topologia T sobre X. Supongamos que
para cada U, V,W € IC, (UNW)U(VNW) € K. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. (X,K) esTy, ysi A={U; : jeJ} yB={V, : ke K} son dos familias
no vacias de Di (X) tal que

O{U; : e} CU{Vk : ke K},

entonces existen Uy, ...,U, € [A) y Vi, ..., Vi, € B tal que UyN...NU,, € Dy (X)
yUlm...mUng‘/iU...UVm.
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2. (X,K) es Ty, cada elemento bdsico es dualmente compacto y la aplicacion
Hx : X — X (Dx (X)) dada por

Hx (z)={U € D (X) : ¢ U}
para cada x € X, es sobreyectiva.

3. Cada elemento bdsico es dualmente compacto y cada subconjunto saturado

basico irreducible de X es la saturacion bdsica de un unico punto.

Demostracion. 1. = 2. Se sigue facilmente que cada U € K es dualmente com-
pacto y que la aplicacién Hx (z) se encuentra bien definida. Sea P € X (D (X)).
Sea A={U; : U; ¢ P} ysea B={VS : V, € P}. Probemos que

F={U; : U ¢ PYNnN{VS : Vi e P} #0.

Si F = 0, entonces ({U; : U; ¢ P} C U{Vk : Vi € P}. Luego, tenemos que
existen Uy, ..., U, € [A) y Vi, ..., Vi, € B tal que UiN...NU,, € Di (X)y UiN...NU,, C
ViU ..UV, Ademas, existen Uy, ...,U, € A tal que U; C U; para cada j = 1,...,n.
Como VjU...UV,, € Py Pesunideal, UyN..NU, € P. Al ser P primo, tenemos
que U; € P para algun j tal que 1 < j < n y por lo tanto 7] € P, lo cual es una
contradiccién. Entonces existe x € F y P = Hx (z).

2. = 3. Sea Y un subconjunto saturado bésico irreducible de X. Consideremos

la familia

PYZ{UEDK(X) : YQUZQ}

Es sencillo probar que Py es un ideal propio de Dy (X). Veamos que Py es primo.
Sean Uy, U, € Di (X) y supongamos que Uy N Uy € Dy (X) tal que Uy NUy € Py.
Entonces Y N (U3 NUy) = B, pero como Y es irreducible se sigue que Y NU; = ()
oY NU;, =0, es decir, Uy € Py o Uy € Py. Asi, Py € X (Dx(X)). Por otro
lado, dado que (X, K) es Ty, la aplicaciéon Hx es inyectiva. Luego, Hx es biyectiva
y existe un tunico punto y € X tal que Hx (y) = Py. Finalmente, como Y es un

subconjunto saturado basico de X, tenemos que

reY <<= YWeKYCU=uzel) <— YW eK{U‘€ePy=xel)
<— VYW eK{U‘e€Hx(y=xel) — YUeK(yeU=uzel)
<= z€Sb(y).

Por lo tanto, Y es la saturacion bésica de un tinico punto.
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3. = 1. Por el Lema 3.1.2 sabemos que (X,K) es Ty. Sean A = {U; : j € J}
y B={V; : k € K} dos familias no vacfas de Di (X) tal que

N{U; : jeJyCU{Vi : ke K}.

Tomemos I (B) el ideal generado por el subconjunto B y F (A) el filtro generado
por el subconjunto A. Si I (B) N F (A) = ) entonces, por el Teorema 2.2.6, existe
P e X (Dx (X)) tal que I(B) € Py PN F(A) = (. Consideremos la familia
Y =N{We : W e P}. Sesigue que Y es saturado bésico.

Veamos que Y es irreducible. Sean U,V € Dg (X) tal que UNV € D (X) e
YNUNV)=0. Entonces Y CU°UV* y como U¢U V¢ es dualmente compacto,
existen Wy, ..., W,, € P tal que WiN..nWS C U°UV®, es decir, UNV C W U...UW,,.
Asi, UNV € Py como P es un ideal primo tenemos que U € P o V € P. Se sigue
que YNU =0oY NV = 0. Entonces Y es irreducible, y por hipétesis, existe un
tnico punto y € X tal que Sb(y) =Y. Probemos que Hx (y) = P. Si U € Hx (y),
tenemos que y € U¢ y Sb (y) C U°. Entonces Y C U€, o lo que es equivalente,

N{We : WeP}CUe

Como U€ es dualmente compacto, existen W1, ..., W,, € P tal que W N...NW¢S C U¢,
es decir, U C W7 U...UW,. Al ser P un ideal, W; U...UW, € Py U € P. La
otra inclusién es andloga. Luego, I (B) C Hy (y) y Hx (y) N F (A) = ) implica que
ye(W{U; : jedJtey ¢ U{Vik : k€ K}, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, I (B) N F (A) # 0. De esta forma existen Uy,...,U, € [A) y V4,...,V;, € B
tales que UyN...NU, € D (X)yU;N..NU, CViU...UV,. [ |

Observacién 3.1.7. Sea (X, K) un DN-espacio. Entonces X € K si y sélo si
Dy (X) es un reticulo distributivo acotado si y s6lo si K es un anillo de conjuntos.
Luego, de la condicién 2. de la Definicién 3.1.3, K es un anillo de conjuntos si y
solo si K es la familia de todos los subconjuntos abiertos y compactos de X. Por lo
tanto, como caso particular, obtenemos la bien conocida representacion topolédgica

para los reticulos distributivos acotados dado por Stone en [49].

3.1.2 Espacio dual de una DN-algebra

Veamos ahora que a toda DN-dlgebra se le puede asociar un DN-espacio. Sea A una

DN-élgebra y consideremos sobre X (A) la siguiente familia de conjuntos:
Ka={X(A) —pa(a) =pa(a) : ac A},
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donde recordemos que ¢4 (a) = {P € X (A) : a ¢ P}. Se sigue facilmente que

X (A) =U{pa(a)® : a€ A},
ya que todo ideal primo es no vacio. Ademds, si a,b € Ay P € X (A) tal que
P € pa(a)Nep (b)°, entonces existe ¢ = aVbtal que P € w4 (¢)" = va (a)Npa (b)".
De esta forma, la familia 4 es una base para una topologia Ty, definida sobre
X (A). Al espacio topolégico (X (A),K4) lo denominaremos espacio dual de A.

Observemos que el orden de especializacién <y, de (X (A),/K4) es la relacién
de inclusién C. Si P, € X (A), entonces
P<x,Q < QeSh(P)
= QeN{rala)” : Pepala)}
< Va€ A(Pe€ps(a)’=Q € pa(a))
— VacA(aeP=acQ)
— PCQ.

Proposiciéon 3.1.8. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),Ka) su espacio dual.
Sean {pa (b) : b€ B} y{pa(c) : c€ C} dos familias no vacias de Dy, (X (A))
tal que

N{pa(d) : be B} CU{palc) : c€C}.
Entonces ezisten by, ...,b, € [B) y ¢1,...,cm € C tal que existe by A ... Nb, y

0a (b)) No.Na(bn) Cpalc)U...Upa(cn)-

Demostracion. Sea I (C') el ideal generado por el subconjunto C'y F (B) el filtro
generado por el subconjunto B. Si I (C)NF (B) = () entonces, por Teorema 2.2.6, ex-
iste P € X (A) talque I (C) C Py PNF(B)=10. Asi, P ¢ pa(c) para cada c € C
y P ¢ J{pa(c) : c€C}. Por otro lado, P € ¢4 (b) para cada b € B. Luego,
PeN{pa(b) : be B} lo cual es una contradiccién. Entonces I (C') N F (B) # 0,
es decir, existen by,...,b, € [B) y c¢1,...,c,, € C tal que existe by A ... A b, y
biA...N\b, < 1 V..V . Sesigue que g4 (b1)N...Nwa (by) C wa(c1)U...Upa (cp). B

Para cada [ € Id (A) y F € Fi(A) consideremos las siguientes familias:
a(l)={PeX(A) : IZ P} (3.1)

B(F)={PeX(A) : PNF=0}. (3.2)

Claramente o (I) = |J {pa(a) : a€l} y B(F) ={pa(b) : be F}. En par-
ticular, tenemos el siguiente resultado para los filtros finitamente generados.
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Lema 3.1.9. Sea A una DN -dlgebra y sea G € Fiy (A). Entonces existen by, ..., b, €
A tal que B(G) = pa(b1) N...Npa (by).

Demostracion. Como G es un filtro finitamente generado, existe un subcon-
junto no vacio finito {by,...,b,} de A tal que G = F ({by,...,b,}). Si P € p(G),
entonces PN G = 0y {by,...,b,} C P° Asi, b; ¢ P para cada i =
P e pa(bi)N...Npa (b,). Reciprocamente, sea P € w4 (b1)N...Npa (b,). Entonces
{b1,...,b,} C P°y como P es un ideal primo, P es un filtro y F ({b1, ..., b,}) C P°.
Por lo tanto, PNG =0y P € 8(QG). [ |

1,...,ny

En la siguiente proposicion caracterizamos ciertos subconjuntos especiales del
espacio dual de una DN-algebra en términos de sus ideales, filtros y filtros finitamente

generados.

Proposicién 3.1.10. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual.

1. Un subconjunto Y de X (A) es saturado bdsico si y solo si existe I € 1d (A)
tal que Y = a (I)°.

2. Un subconjunto U de X (A) es abierto si y sdlo si existe F € Fi(A) tal que
U=p3(F)".

3. Un subconjunto U de X (A) es abierto y compacto siy sélo si existen ay, ..., a, €
A tal que U = B (F ({ay, ...,a,}))".

4. K4 es una base de subconjuntos abiertos, compactos y dualmente compactos

para la topologia Ti, definida sobre X (A).
5. Para cada a,b,c € A, [pa(a)Npa(e)]U[pa(d) Nepa(c)] e Ka.

Demostracion. 1. Sea Y un subconjunto saturado bésico de X (A). Entonces
existe un subconjunto B de A tal que Y = ({pa (b)° : be B}. Sea J = I (B)
el ideal generado por el subconjunto B. Entonces a (J)" = ({pa(c)® : c€ J}.
Veamos que Y = «(J). Es inmediato que a (J)° C Y. Por otro lado, sea P € Y
y sea ¢ € J. Entonces tenemos que existen by,...,b, € B tal que ¢ < b; V... V b,
v oa(c) C pa(b1)U...Upy (b,). Luego, valen las inclusiones Y C ¢4 (b1)°N...N
0a(bn) Cal(c)’y P e walc). Como esto es cierto para cada ¢ € J, se sigue que
PeN{palc)® : ceJ}=a(J).

2. Sea U un subconjunto abierto de X (A). Al ser K4 una base para la topologia
Tk, existe un subconjunto B de A tal que U = |J{pa (b)° : b€ B}. Consideremos
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G = F (B) el filtro generado por el subconjunto B y probemos que U¢ = 5 (G). Si
P € U¢, entonces b ¢ P para cada b € B. Veamos que PN G = (). En caso
contrario, si existe b € G tal que b € P, entonces existen by,...,b, € [B) tal que
existe by A ... Ab, y by A ... Ab, =b. Como by, ...,b, € [B), existen by, ..., b, € B tal
que b; < b; para cada i = 1, ...,n. Al ser P un ideal primo, tenemos que b; € P para
algtin 7 tal que 1 <i < nyb; € P. Luego, b; € PN B lo cual es una contradiccién.
Entonces PNG =0y P € 5(G). La reciproca se demuestra de manera anéloga.

3. Sea U un subconjunto abierto y compacto de X (A). Por el punto 2. existe
F € Fi(A) tal que U = B(F)" = J{pa(b)" : be F}. Como U es compacto,
existen by, ...,b, € F tal que

U = @a(b)U...Upa (by)"
= Jpa (b)) N..Npa (b))
= B(F({br,....ba}))° .

La reciproca se sigue del Lema 3.1.9.

4. Para cada a € A, tenemos que p4 (a)° = §([a))°. Luego, por el punto 3., cada
4 (a)® es un subconjunto abierto y compacto. Ademads, de la Proposicién 3.1.8; se
sigue que cada subconjunto ¢4 (a)® es también dualmente compacto.

5. Sean a,b,c € A. Entonces

[pa(a)" Npa(c)TUlpa(®) Neale)] = [palaVe)]UlpalbVe)]
= pa((ave)A.(bVe)),
donde (a V ¢) A, (bV c) existe en [¢). Asi, pa((aVe) A (V) € Ka. |

Observacién 3.1.11. En la clase de los semirreticulos distributivos, la familia de
todos los subconjuntos abiertos y compactos forman una base para una topologia
sobre el espacio dual. En el caso de las DN-algebras, no todo subconjunto abierto y
compacto de la topologia es de la forma ¢4 (a)®. En efecto, si U es un subconjunto
abierto de X (A), entonces U = |J{¢a (b)° : b € B} para algiin subconjunto B de
A. Si U es compacto, existen by, ...,b, € B tal que

U=pa1) U..Upa(b)" = [pa(br) N...Npa(ba)]”

Pero la identidad ¢4 (b1) N ... N @A (by) = @a (b1 A ... Ab,) es vélida tnicamente si
existe el infimo by A ... A b,,.

Estamos en condiciones de probar que dado una DN-dlgebra, existe un DN-

espacio tal que su DN-algebra dual es isomorfa a la DN-dlgebra inicial.
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Teorema 3.1.12. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. En-
tonces (X (A),K4) es un DN-espacio y la aplicacion

QA A— DICA (X (A))
es un isomorfismo entre DN-dlgebras.

Demostracion. Como el orden de especializacion <x, de X (A) coincide con la
relacion de inclusion C, lo cual es un orden, se sigue por el punto 2. del Lema
3.1.2 que el espacio (X (A),K4) es Ty. Luego, por el Teorema 3.1.6 y las Proposi-
ciones 3.1.8 y 3.1.10 tenemos que (X (A),K4) es un DN-espacio. Por tltimo,
Dy, (X(A)) = {pa(a) : a€ A} y por el Teorema 2.2.29 la aplicacién ¢4 es un
isomorfismo entre las DN-algebras Ay Di, (X (A)). |

Ejemplo 3.1.1. Retomando los Ejemplos 2.2.1 y 2.2.2, tenemos que la familia
Ka = {pa(1)",04(a)",0a(),0a(c)’} es una base para la topologia T, so-
bre X (A). Luego, T, = {0, X (A) ,{P} . {Ps},{P, Ps},{P, Ps}}. La siguiente

figura muestra los abiertos del espacio dual de A.

(X (A),Ka)

Teorema 3.1.13. Sea (X, K) un DN-espacio. Entonces la aplicacion
Hy: X —)X(DK(X»
dada por Hx (x) = {U € D (X) : x ¢ U} es un homeomorfismo entre DN-espacios.

Demostracion. Por los Teoremas 3.1.5 y 3.1.12, el par <X (D (X)) ,ICDK(X)> es
un DN-espacio. Probemos que la aplicacion Hx es un homeomorfismo. Por el punto
3. de la Definicién 3.1.3 y el Teorema 3.1.6 se sigue que Hx esta bien definida, es

inyectiva y sobreyectiva. Veamos que Hy es continua. Dado un subconjunto abierto
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U de X (Dg (X)), sabemos por la Proposicion 3.1.10 que existe F' € Fi (Dy (X)) tal
que U = B (F)°. Consideremos el subconjunto cerrado V = {0 : O € F} en X.
Bastard con probar que Hy' (U) = V¢ Si x € X entonces

r¢V <— JOe€F(x¢0) < JOe€ F(O € Hx (x))
< Hx(x)eU < ze H{ (U).

Asi, Hy es continua. Ahora probemos que la aplicacién Hx es una aplicacion
abierta, es decir, que para cada U € K, Hx (U) € Kp,(x). Si U € K entonces

r¢lU <— zeU° < U°¢ Hx (x)
<~ Hx (QZ) € PD(X) (UC) — Hx (x) ¢ PDye(X) (Uc)cv

donde ¢p, (x) (U)° € Kpc(x). Por lo tanto Hx (U) = ¢p,(x) (U°)° y Hx es un
homeomorfismo entre DN-espacios. |

3.2 Dualidades topolégicas

En la seccion previa hemos estudiado la correspondencia entre DN-algebras y DN-
espacios. Ahora, motivados por los resultados desarrollados en [17], vamos a con-
siderar dos categorias algebraicas que tienen como objetos DN-algebras pero dis-
tintos morfismos y probaremos que existen equivalencias duales con las categorias
que tienen como objetos DN-espacios y sus morfismos diferentes relaciones binarias,

completando de esta forma una dualidad total.

3.2.1 Dualidad para DN'S,

Denotaremos como DN'S,, a la categoria que tiene como objetos DN-dlgebras y como
morfismos V-semi-homomorfismos entre DN-algebras. Recordamos brevemente al-
gunos conceptos que nos seran de utilidad.

Sean X1, X5 v X3 conjuntos y sea R C X; x X, una relacién binaria. Para cada

subconjunto C' de X7, consideremos
RC)={ye X, : IxeC((z,y) € R)}.

Si C = {x}, escribiremos R (z) en lugar de R ({z}). Diremos que la relacion R

es serial si para cada x € Xy, R(z) # (0. Asociada a la relacién R definimos la
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aplicacion

hR P (Xg) — P (Xl)

dada por
hr(U)={zxeX; : R(x)NU # 0}. (3.3)

Si RC Xy x Xyy S5 C X, x X3 son relaciones binarias, entonces la composicién de

las relaciones R y S se define como
SoR=A{(r,2) e Xy x X3 : Jye Xo((x,y) €Re (y,2) €9)}.
Introducimos las relaciones binarias duales a los V-semi-homomorfismos.

Definicién 3.2.1. Sean (X;,K;) v (X3, Ks) DN-espacios y sea R C X; X X, una
relacion binaria. Diremos que R es una V-relacion si satisface las siguientes condi-

ciones:
1. hg (U) € Dg, (X;), para cada U € Dy, (X3).
2. R(x) es un subconjunto saturado béasico de Xs, para cada = € X.

3. R es serial.

Denotaremos como SRy [X7, X3| al conjunto de todas las V-relaciones entre los
DN-espacios (X1, K1) v (Xo, o).

Lema 3.2.2. Sean (X1, K1) y (X2, Ka) DN-espacios y sea R C Xy X Xy una relacion
binaria. Supongamos que hg (U) € D, (X1), para cada U € Dy, (X3). Las sigu-

tentes condiciones son equivalentes:

1. R(z) es un subconjunto saturado basico de X, para cada x € X;.

2. Para cada (x,y) € X1 X Xa,

(x,y) € R siy sdlo si hgl (Hy, (z)) € Hx, (y) .

Demostracion. 1. = 2. Sea (z,y) € Ry U € Dx, (X3). Entonces

U € hy' (Hx, (r)) < hgr(U) € Hy, ()
<— x¢hg(U)
< R(z)NU=40.
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Se sigue que y ¢ U, es decir, U € Hy, (y). Reciprocamente, sea (z,y) € X; X Xo y
supongamos que (x,y) ¢ R. Como R (x) es un subconjunto saturado bésico de X,
tenemos que R(x) = ({V € Ky : R(x) CV}. Entonces existe V € Ky tal que
yeVey R(x)NVe=10. Asi, V¢ ¢ Hy, (y). Por otro lado, x ¢ hg (V) € Dy, (X))
lo que implica que V¢ € hy' (Hx, (z)). Luego, hy' (Hx, () € Hx, (y).
2. = 1. Probemos que para cada z € Xj,
R(z)=N{VeKy : R(x) CV}.

Una inclusién es inmediata. Sea y € (({V € Ky : R(z) C V} y supongamos que
y ¢ R(z). Entonces hy' (Hx, (7)) € Hx, (y), es decir, existe V € Ky tal que
hr(V€) € Hx, () y V¢ & Hx, (y). Asi, y € Vey x & hg(V°), o lo que es equiva-
lente, y ¢ V'y R(z) C V, lo cual es una contradiccién. |

El siguiente lema nos permitira construir ejemplos de V-relaciones.

Lema 3.2.3. Sean (X1,K;) y (Xs,Ks) DN-espacios y sea [ : X1 — X5 una apli-
cacion tal que f~1(U) € Dx, (X1), para cada U € Dy, (X3). Entonces la relacién
binaria Ry C X7 X Xy dada por

(z,y) € Ry siy solo si f(x) <sy
es una V-relacion.
Demostracion. Como Ry (x) = [f (x)) = Sb(f(x)), tenemos que Ry () es un
subconjunto saturado basico de X, para cada x € X;. Por otro lado, claramente

f(x) € Ry (z) y Ry es serial. Por tdltimo, si U € Dy, (X3), entonces por el punto 2.

de la Observacién 3.1.4 U es decreciente con el orden <, y

hr,(U) = {ze€ Xy : Rp(x)NU #0} = {zeX; : Sh(f(x))NU # 0}
= {reX;, : f(zx) €U} = fYU) € Dx, (X1).

Por lo tanto, Ry es una V-relacién. [ |

Por el Lema 3.2.3 y el Teorema 3.1.13, como caso particular tenemos la siguiente

V-relacion, la cual serd de gran importancia.

Corolario 3.2.4. Sea (X,K) un DN-espacio y sea Hx : X — X (Dx (X)) la apli-
cacion definida en el Teorema 3.1.6. Entonces la relacion binaria Hy C X X
X (Dx (X)) dada por

(x,P) € Hy siy sdlo si Hx (x) C P

es una V-relacion.
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Similar al caso de los semirreticulos distributivos, la composicién usual de dos
V-relaciones no necesariamente es una V-relacion. Este hecho motiva a definir una
nueva nocién de composicién entre V-relaciones. Sean (X1, K1), (Xa, Ko) v (X3, K3)
DN-espacios. Sea R € SRy [X1,Xa] v S € SRy [X2, X3]. Definimos la relacién
binaria S * R C X; x X3 como

(z,2) € Sx RsiysblosiVU € D, (X3) ((SoR)(x)NU=0=2¢U).

Lema 3.2.5. Sean (X1, K1), (Xo, K2) y (X3, K3) DN-espacios. Sea R € SRy [X1, Xo]
y S € SRy [Xa, X3]. Entonces

(z,2) € S* R siy solo si (hgohg) " (Hx, (z)) C Hy, (2).

Demostracion. Sea (x,z) € S * R. Entonces, para cada U € Dy, (X3), si
(SoR)(x)NU = 0 implica z ¢ U, o lo que es equivalente, si ¢ (hgo hg) (U)
entonces U € Hy, (z). Se sigue que si U € (hgohg)™' (Hx, (z)), entonces U €
Hyx, (2), es decir, (hgohg)™' (Hx, (z)) € Hx, (z). La reciproca se razona de man-

era analoga. [}

Observacion 3.2.6. Por el Lema 3.2.5, notemos que (S * R) (z) = Sb ((S o R) (2))

para cada x € X;. En efecto,

(hrohs)™" (Hx, (x)) C Hx, (2)

VU € K3 (x ¢ (hgrohg) (U) = z ¢ U°)
VU € K5 (z ¢ hsor) (U¢) = z € U)
VU € K3((SoR)(z) CU=2€U)
ze({UeKs : (SoR)(x) CU}
z€Sb((SoR)(x)).

z € (S*R)(x)

111111

Lema 3.2.7. Sean (X1, K1), (X2, K2) y (X3, K3) DN-espacios. Sea R € SRy [X1, Xo]
y S € SRy [ Xy, X3]. Entonces hsiry (U) = (hr o hg) (U), para cada U € Dy, (X3).

Demostracion. Si U € Dy, (X3) y € (hgohg) (U), entonces (hgo hg) (U) ¢
Hy, (z) y U ¢ (hgohg) " (Hy, (z)). Como Dy, (X3) es una DN-algebra, por el
Teorema 2.2.6, existe P € X (Dx, (X3)) tal que (hgohg) " (Hx, (z)) C Py U ¢
P. Luego, por el Teorema 3.1.6, existe z € X3 tal que P = Hy, (z). Entonces
(hrohs) " (Hx, (x)) C Hx, (2) y por el Lema 3.2.5 tenemos que (x,2) € S * R.
Como U ¢ Hx, (z), z € Uy porlo tanto (S * R) (x)NU # 0, es decir, x € his.r) (U).
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Veamos la reciproca. Si x € h(s.r) (U), entonces existe z € X3 tal que (z,2) €
S*RyzeU. Porel Lema 3.2.5, (hgohg)” " (Hyx, (z)) C Hx, (2). Ademés, como
U ¢ Hy, (2), se sigue que U ¢ (hzohg) " (Hx, (z)) y (hrohs)(U) ¢ Hx, (z).
Concluimos que = € (hg o hg) (U). |

Con los lemas desarrollados hasta el momento podemos demostrar el siguiente
resultado técnico donde nos garantiza que los DN-espacios junto con las V-relaciones

forman una categoria.

Teorema 3.2.8. Sean (X1, K1), (X2, Ko) y (X3, K3) DN-espacios. Sea R € SRy [ X1, Xo)
Yy S e SR\/ [XQ,Xg}.

1. <€ SR\/ [Xl,Xl].
2. R*S]_: R :SQ *R.
3. S*RESR\/ [X17X3].

Demostracion. 1. De la misma definicién, <; es serial y <; (z) = Sb(z) para
cada z € X;. Por dltimo, probemos que si U € Dy, (X}), entonces h<, (U) = U.
Sea x € U. Por reflexividad, z <; z. Entonces <; (z)NU # 0y z € he, (U).
Reciprocamente, sea z € h<, (U). Entonces <; (z) NU # 0, es decir, existe y € X
tal que y €<y (z) NU. Como x <; y y U es decreciente por la Observacién 3.1.4,
tenemos que x € U. Por lo tanto h<, (U) = U y <; es una V-relacion.

2. Por los Lemas 3.2.2 y 3.2.5 tenemos que

(.T, Z) € Rx <y — (h‘Sl ° hR)_l <HX1 (JJ)) C HXs (Z)
— hl_?.l (HX1 ([L’)) - HXs <Z>
— (z,2) € R.

Analogamente se prueba que R =<, xR.

8. Como Ry S son V-relaciones, por el Lema 3.2.7 se sigue que h(g.g) (U) =
(hgohg) (U) para cada U € Dx, (X3). Por otro lado, por la Observacién 3.2.6,
tenemos que (S * R) (x) = Sb((S o R) (z)). Finalmente, la serialidad de S * R se
sigue de la serialidad de la composicion S o R. Por lo tanto, concluimos que S * R

es una V-relacion. [ |

Denotaremos como SR, a la categoria que tiene como objetos DN-espacios y

como morfismos V-relaciones entre DN-espacios.
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En la Seccién 3.1 estudiamos la relacion entre las DN-algebras y los DN-espacios.
Con el fin de completar la dualidad, vamos a analizar la relacion que existe en-
tre V-semi-homomorfismos y V-relaciones. Sean A y B DN-algebras y sea h €
DN'S, [A, B]. Definimos la relacién binaria R, C X (B) x X (A) como

(P,Q) € Ry, siysélosi h™' (P) C Q.
Proposicién 3.2.9. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'S,, [A, B.

1. Para cada P € X (B) y cada a € A, h(a) ¢ P siy solo si existe Q) € X (A)
tal que (P,Q) € Ry, ya ¢ Q.

2. R, € SRy[X (B), X (A)).

3. 8iC eDNS, ykeDNS,[B,C]|, entonces Ryop, = Rj, * Ry.

Demostracion. 1. Sea P € X (B) ya € A. Si h(a) ¢ P, entonces a ¢ h™* (P).
Por otro lado, como h es un V-semi-homomorfismo, se sigue que h=! (P) € Id (A).
Entonces h™' (P) N [a) = 0, y por el Teorema 2.2.6 existe @ € X (A) tal que
h'(P)CQya¢Q,esdecir, (P,Q) € R,y a¢ Q. La reciproca es inmediata.

2. Sea P € X (B). Asi, ™1 (P) € Id (A). Se sigue que h™! (P) es un ideal propio
de A, pues si 1 € b= (P) entonces h(1) =1 € P, lo cual es una contradiccién ya
que P es un ideal propio. Luego, por el Teorema 2.2.6, existe ) € X (A) tal que
h=' (P) C Q. Tenemos asi que Q € Ry (P) y Ry, es serial. Veamos ahora que para
cada P € X (B), Ry (P) es un subconjunto saturado bésico de X (A). Probemos
que

Ry (P) =N{pala)” : h(a) € P}.

SiQ € Ry, (P), entonces h™! (P) C Q y paracadah(a) € P,a € Q. Asi, Q € 4 (a)°
para cada h(a) € P, es decir, Q € ({pa(a)® : h(a) € P}. Reciprocamente, sea
Q € N{pal(a) : h(a) € P}. Entonces Q € ¢4 (a)® para cada h(a) € P, o lo que
es equivalente, a € Q para cada a € h™! (P). Luego, h ' (P) C Q y Q € R, (P).
Por dltimo, por el punto 1., tenemos que ¢p (h(a)) = hg, (pa (a)) para cada a € A.
Asi, hg, (pa(a)) € Dx, (X (B)) para cada @4 (a) € D, (X (A)) v la relacién Ry,
es una V-relacion.

3. Por la Observacién 3.2.6, serd suficiente con probar que para cada P € X (C),

(Rkon) (P) = Sb((Rp o Ry) (P)) = N{pa(a)® : (RnoRy)(P)C pala)}.
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Si Q € (Rgon) (P), entonces h™ (k71 (P)) € Q. Tomemos ¢4 (a)® € K4 tal que
(R, o Ry) (P) C wa(a)y veamos que Q € ¢4 (a)’, es decir, a € Q. Supongamos
que a ¢ Q. Entoncesa ¢ h™! (k= (P)). Como h (a) ¢ k=1 (P), por el Teorema 2.2.6,
existe R € X (B) tal que k~' (P) C Ry h(a) ¢ R. Nuevamente, como a ¢ h™' (R)
y por el Teorema 2.2.6, existe S € X (A) tal que "' (R) C Sy a ¢ S. Asi,
(P,R) € Ry (R,S) € Ry,. Luego, (P,S) € RyoRry S € (R, 0 Ry) (P). Entonces
S € pal(a)’, olo que es equivalente, a € S lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto a € Q y Q € Sb((Ry, o Ry) (P)). Para probar la otra inclusién, tomemos @) €
Sb ((Ry, o Ry,) (P)). Bastara probar que (koh)™" (P) C Q. Sea a € h™' (k™1 (P)).
Se sigue que (Ry o Ry) (P) C ¢4 (a). En efecto, si (P, S) € Ry, o Ry entonces existe
T € X (B) tal que (P,T) € Ry y (T,S) € Ry. Luego, k™' (P)C Ty h ' (T)C Slo
cual implica que h™ (k™1 (P)) C Sy a € S, es decir, S € 4 (a)°. Finalmente, por
hipdtesis, @ € w4 (a) vy a € Q. [ |

Ejemplo 3.2.1. La siguiente figura nos muestra una aplicaciéon h : A — B entre
DN-algebras definida como h (1) = 1,h(a) = h(c) = z,h (b) = h(e) =y y h(d) = 0.

Es sencillo de comprobar que h es un V-semi-homomorfismo sobreyectivo.

v

Para encontrar la V-relacién R), asociada al V-semi-homomorfismo A, debemos
primero construir los espacios duales de A y B. De manera similar a como hicimos
en los Ejemplos 2.2.2 y 3.1.1, tenemos que X (A) = {Q1, Q2, Q3,Q4}, donde @y =

{C} 5 QQ = {6} s Q3 = {CL, C, d} y Q4 = {bv d> 6}. Luego,

pa(l) = X (4), palc) = {Q2,Q4},
pala) = {Q1,Q2,Q4}, wal(d) = {Q1,Q2},
PA (b) = {Q17Q2, Qs}, PA (6) = {Qla@i&}
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y la familia K4 = {04 (1), 04 (a), 04 (D), 04 (c),pa(d),pa(e)} forma una
base para la topologia

77C — (D?X(A)7{@3}7{Q4}?{Q17Q3}7{Q37Q4}7
! {Q2, Qa} , {Q2, @3, Qu} , {Q1, Q3, Qu}

sobre X (A). De forma andloga, tenemos que X (B) = {Py, P2}, donde P, = {z,0}
y Py = {y,0}. Se sigue que

ep(l) = X(B), ¢s(y) = {h},

ep(x) = {R}, ¢p(0) = {P, P}
y la familia Kp = {@a (1), pa ()", 04 (y)", 4 (0)°} es una base para la topologia
T, = {0, X (B),{P.1},{P:}} sobre X (B). Asi, (X (A),K4) y (X (B),Kg) son los
espacios duales de A y B, respectivamente. Veamos que la relacién Ry, C X (B) X
X (A) dada por Ry, = {(P1,Q3), (P, Q4)} es una V-relaciéon. Claramente, Rj es
serial. También, Ry (P;) = {Q3} = Sb(Q3) vy Ry (P) = {Q4} = Sb(Q4), lo cual
implica que Ry, (P) es un subconjunto saturado bésico de X (A), para cada P €

X (B). Por ultimo, se verifica facilmente que

hr, (pa(a)) = wp(x), hg,(pa(d) = ¢5(0),
hr, (pa (b)) = wB (), hr,(pale)) = ¢5(Y).

Concluimos que R}, es una V-relacion.
Observacién 3.2.10. Si A es una DN-dlgebrae Id : A — A la aplicacién identidad,

entonces

Ria={(P.Q) e X (A)x X (A) : PCQ}=C.

Estamos en condiciones de probar la existencia de un funtor contravariante de
DNS, en SR, . Por el Teorema 3.1.12, la Proposicién 3.2.9 y la Observacion 3.2.10,
podemos concluir que

X\/ . DNS\/ — SR\/
dada por

Xv(A) = (X(A),Ka) si (A4,V,1) es una DN-dlgebra,

Xv(h) = Ry si h es un V -semi-homomorfismo,

es un funtor contravariante.

Probemos que también existe un funtor contravariante de SRy en DN'S,,.
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Teorema 3.2.11. Sean (X1,K;) y (X2, Ko) DN-espacios y sea R € SRy [X1, Xa].
Entonces hgr € DN'S,, [Dx, (X3), Dy, (X1)].

Demostracion. Como R es una V-relacion, hgr (U) € Dy, (X;) para cada U €
Dy, (X3) y hg esta bien definida. Si U,V € Dy, (X3), claramente se sigue que
hr(UUV) = hg(U) U hg (V). Por otro lado, como R es serial, tenemos que

hr (X2) = X;. Concluimos que hr es un V-semi-homomorfismo. |

Observacion 3.2.12. Sea (X, ) un DN-espacio y sea <C X x X la V-relacién
identidad. Por el punto I. del Teorema 3.2.8 tenemos que h< (U) = U para cada
U € D (X). Asi, he : D (X) — Dx (X) es la aplicacion identidad.

Por los Teoremas 3.1.13, 3.2.8, 3.2.11 y la Observacion 3.2.12, podemos definir
un funtor contravariante
D, : SRy — DNS,
como
Dy (X) = (De(X),U,X) si (X,K) es un DN-espacio,
Dy (R) = hg si R es una V -relacién.

Si (X, ) es un DN-espacio, entonces por el Teorema 3.1.13 tenemos que la
aplicacién Hx : X — X (Dx (X)) dada por Hx () = {U € D (X) : ¢ U} es
un homeomorfismo. Luego, por el Corolario 3.2.4, Hy C X x X (Dx (X)) dada por
(x,P) € Hy siy solo si Hx (z) C P es una V-relacion.

Teorema 3.2.13. H* es un isomorfismo natural entre los funtores 1sgr,, y XyoDy,.

Demostracion. Scan (X,K;) y (X2, /Cy) DN-espacios y sea R € SRy [X1, Xo.
Por el Lema 3.2.2,

(r,y) € B <= (Hx, (2),Hx, (y)) € By (3.4)

Por el Corolario 3.2.4, tenemos que las relaciones binarias Hy, y H, son V-

relaciones. Probemos que
* _ *
Hx, * R= Ry, x Hy, .

Por la Observacion 3.2.6, bastara con probar que Ry, o Hy, = Hy, o R. Seax € X3
y P € X (Dg, (X3)). Supongamos que (z, P) € Hy, o R. Entonces existe y € X
tal que (z,y) € R e (y,P) € Hy,. Luego, por 3.4 y el Corolario 3.2.4 tenemos
que (Hx, (z),Hx, (y)) € Ry, v Hx, (y) € P. Al ser Hx, una aplicacién biyectiva,
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entonces existe z € Xj tal que Hx, () = P. Asi, Hx, (y) C Hx, (z). Es decir,
(Hx, (x),Hx, (2)) € (CoRy,) = Rp,. Como (z,Hx, () € Hy, se sigue que
(z,P) € Ry, 0 Hy,.

Reciprocamente, sea (z, P) € Ry, o Hy,. Entonces existe () € X (D, (X1)) tal
que (z,Q) € Hy, y (Q,P) € Ry,,. Como las aplicaciones Hx, y Hx, son biyectivas,
se sigue que existen y € X7 y z € X, tales que Q = Hy, (y) y P = Hx, (). Por lo
tanto, Hx, () C Hx, (v) y (Hx, (y), Hx, (2)) € Ry, es decir, (Hy, (z), Hx, (2)) €
(Rnzo ©) = Rpy. Por 3.4 se sigue que (7,2) € Ry (z, Hx, (2)) € Hy,. Concluimos
que (z,P) € Hy, o R.

Por el Teorema 3.1.13, Hy, es un homeomorfismo entre X; y (Xy0Dy) (X;). Por

lo tanto, H* es un isomorfismo natural entre los funtores 15z, v X, oD\, . [ |

Recordemos que si A es una DN-dlgebra, entonces por el Teorema 3.1.12 tenemos

que la aplicacién 4 : A — Dy, (X (A)) es un isomorfismo entre DN-élgebras.
Teorema 3.2.14. ¢ es un isomorfismo natural entre los funtores 1pys, y DyoX,.

Demostracion. Sean Ay B DN-dlgebras y sea h € DN'S,, [A, B]. Probemos que
se satisface
wpoh=hpg, opa.
Sea P € X (B) ya € A. Por el punto 1. de la Proposicién 3.2.9 y el Teorema 2.2.6,
P € hg,(pala)) <= Ry(P)Npala)#0

< 3Q e X (B)(Q € R,(P)Nwal(a))

< a¢h ' (P)

< Peyg(h(a)).
Luego, por el Teorema 3.1.12; ¢4 es un isomorfismo entre A y (D, o Xy) (A). Por

lo tanto, ¢ es un isomorfismo natural entre los funtores 1pyrs, v DyoX, . |

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.15. Los funtores contravariantes Xy, y Dy y los isomorfismos natu-
rales H* y ¢ establecen una equivalencia dual entre la categoria de DN-dlgebras con

V-semi-homomorfismos y la categoria de DN-espacios con V-relaciones.

3.2.2 Dualidad para DN'H

Denotaremos como DNH a la categoria que tiene como objetos DN-dlgebras y como

morfismos homomorfismos entre DN-algebras. Con el objetivo de poder describir
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los homomorfismos, continuamos con el estudio de los V-semi-homomorfismos. El

siguiente lema nos permitira describir dualmente a los homomorfismos.

Lema 3.2.16. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'H [A, B]. Entonces para cada
PeX(B)yQeX(A),

Ry, (P) =Sb(Q) siy sélo si h™* (P) = Q.

Demostracion. Sean P € X (B) y Q € X (A) tal que Ry, (P) = Sb(Q). Como
Q € Sb(Q), entonces Q € Ry, (P), es decir, h~! (P) C Q. Probemos la otra inclusién.
Por el Teorema 2.2.22, h™'(P) € X (A) y h*(P) C h™'(P). Asi, h'(P) €
Ry, (P) =Sb(Q), es decir,

h=H(P) € N{eala)” © Q€ pala)}.

Luego, a € h™! (P) para cada a € @ o lo que es equivalente Q C h™! (P).

Reciprocamente, supongamos que h~* (P) = . Entonces

H e R, (P) — Q:h‘l(P)gH
< VacA(ae@Q=acH)
< Vpa(a)  €Ka(Q € pala) = H € pa(a))
< HeSh(Q).

Por lo tanto, Ry, (P) = Sb (Q). |

El Teorema 2.2.22 y el Lema 3.2.16 motivan la siguiente definicién.

Definicién 3.2.17. Sean (X1, K;) y (X2, Ks) DN-espacios y sea R € SRy [ X1, Xs].
Diremos que R es una relacion funcional si para cada x € X7, existe y € X5 tal que

R (x) = Sb (y).

Denotaremos como SR [ X7, Xs] al conjunto de todas las relaciones funcionales
entre los DN-espacios (X1, K;) y (X2, K2) y como SR a la categoria que tiene como
objetos DN-espacios y como morfismos relaciones funcionales entre DN-espacios.

Utilizando el Teorema 3.2.15 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.18. Los funtores contravariantes Xy|pnq ¥ D\/‘SRf y los isomor-
fismos naturales H* y ¢ establecen una equivalencia dual entre la categoria de
DN-dlgebras con homomorfismos y la categoria de DN-espacios con relaciones fun-

cionales.
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Veamos que las relaciones funcionales se corresponden con ciertas funciones entre

DN-espacios. En la siguiente definicion, generalizamos a las funciones de Stone.

Definicién 3.2.19. Sean (X1,K;) y (Xs, Ky) DN-espacios y sea f : X; — X, una
aplicacién. Diremos que f es una DN-funcién si f~'(U) € Dy, (X1), para cada
U e D}C2 (XQ)

Sea SF[X1, X5 el conjunto de todas las DN-funciones entre los DN-espacios
(X1, K1) y (Xo, Ky). Como los DN-espacios son una generalizacién de los espacios de
Stone, se sigue que las funciones de Stone son un caso particular de las DN-funciones.
Denotaremos como SF a la categoria que tiene como objetos DN-espacios y como
morfismos DN-funciones entre DN-espacios.

Sean (X1, K1) v (Xs, K2) DN-espacios. Si R € SR [Xi, Xs], definimos la apli-
cacion fr : X7 — X, dada por

fr(x) =ysiysdlosi R(z)=Sb(y).

Lema 3.2.20. Sean (X1,K;) y (X2, Ka) DN-espacios y sea R € SRy [ X1, Xs]. En-
tonces fr € SF [ X1, Xs).

Demostracién. Probemos que fr' (U) = hg (U), para cada U € Dy, (X3). Sea
x € fp' (U). Entonces fr(r) =y € Uy Sh(y)NU # 0. Asf, R(z)NU # 0y
por lo tanto 2 € hr (U). Reciprocamente, si x € hg (U) entonces Sb(y) N U # ().
Luego, existe z € Sb(y) = [y) tal que z € U. Como y < z y por la Observacién
3.1.4 U es decreciente respecto a <, tenemos que y = fr(z) € U. Asi, x € f5' (U).
Finalmente, como hr (U) € Dy, (X2) se sigue que fr es una DN-funcién. |

Sea f € SF[Xi, Xs]. Tomemos la relaciéon Ry C X; x X, dada por
(x,y) € Ry siysdlosi f(x) <yuv.

Lema 3.2.21. Sean (X1,Ky) y (X2, K3) DN-espacios y sea f € SF Xy, Xa]. En-
tonces Ry € SRy [ X1, Xa.

Demostracion. Por el Lema 3.2.3 sabemos que Ry es una DN-relacion. Sola-

mente nos falta probar que es funcional, lo cual se sigue de manera inmediata ya

que para cada x € Xy, Ry (x) = [f (x)) = Sb (f (x)). [

Teorema 3.2.22. Las categorias SRy y SF son isomorfas.
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Demostracion. Sean (X1,K;) y (X, K2) DN-espacios. Sea R € SRy [ X1, Xa] ¥
f € SF[Xy, Xy]. Debemos probar que Ry, = Ry fr, = f. En efecto,

(xvy)ERfR — fR(SC) <2y == yE[fR(x))
<— yeR(zx) <= (z,y)€R.

De manera similar tenemos que

fry @)=y <= Rp(x)=[y) <= [(v)=y.

Por lo tanto, las categorias SRy y SF son isomorfas. |

Ejemplo 3.2.2. En el Ejemplo 3.2.1 definimos un V-semi-homomorfismo h entre
las DN-algebras A y B. En realidad, h es un homomorfismo. Por lo tanto, R,
es una relacién funcional, pues Ry (P1) = Sb(Q3) v Ry (P2) = Sb(Q4). Luego, la

aplicacién fgr, : X (B) — X (A) asociada a la relacién funcional Rj, dada por
fr, (P) =@ siysdlosi Ry, (P)=Sb(Q)
es una DN-funcién, ya que

fallea(1)) = (1), fz (pale) = ep(x),
fr (a(a)) = ¢p(x), [z (pald))
fallea®) = W), fa (pale)) = vp(y).

2
|
AS)
5]
=

D

3.3 Aplicaciones

En las siguientes subsecciones presentamos algunas aplicaciones de los resultados
desarrollados hasta el momento para caracterizar dualmente varios conceptos alge-
braicos de la teoria de DN-algebras como los homomorfismos inyectivos y sobreyec-
tivos, los reticulos de las congruencias, subalgebras y filtros, y también sobre la

existencia de la extension reticular distributiva libre.

3.3.1 Homomorfismos

Definimos la nocién de homomorfismo fuertemente inyectivo, el cual es un caso
particular de homomorfismo inyectivo, y mostramos que los homomorfismos fuerte-
mente inyectivos y sobreyectivos entre DN-dlgebras corresponden a DN-relaciones

funcionales sobreyectivas e inyectivas, respectivamente.
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Definicién 3.3.1. Sean A y B DN-dlgebras y sea h : A — B un homomorfismo.
Diremos que h es fuertemente inyectivo si para cada a,b,...,b, € A se satisface la

siguiente condicion:
si [h(a)) C[h(by))V ...V [h(b,)), entonces [a) C [by) V...V [b,).

Se prueba facilmente que todo homomorfismo fuertemente inyectivo es inyectivo,

y en el caso de los reticulos distributivos acotados, ambas nociones coinciden.

Definicién 3.3.2. Sean (X;, K1) y (X, Ky) DN-espacios y sea R € SR [X1, Xa).

1. Diremos que R es sobreyectiva si para cada y € X5, existe x € X, tal que
R(z) = $b (y).

2. Diremos que R es inyectiva si para cada x € X; y para cada U € Dy, (X7)
con x ¢ U, existe V € D, (Xz) tal que U C hg (V) y x ¢ hg (V).

Teorema 3.3.3. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'H [A, B].

1. h es fuertemente inyectiva si y solo si Ry, es sobreyectiva.
2. h es sobreyectiva st y solo si Ry es inyectiva.

Demostracion. 1. Supongamos que h es fuertemente inyectiva y sea @ € X (A).
Veamos que I (h(Q)) N F(h(Q°)) = 0. Si suponemos lo contrario, existe z € B
tal que z € I (h(Q)) N F (h(Q°)). Luego, existe a € @ tal que z < h(a) y existen
T, ..y Ty € [h(Q°)) tal que existe Ty A ATy, Y TIAAZ, =z Asl, 21N Ax, < B (a).
Entonces existen ¢, ..., ¢, € Q° tal que h(g;) < z; para cada i = 1,...,n. Probemos
que [h(a)) C[h(q1))V...V[h(gn)). Siw € [h(a)), entonces h (a) < wy 1 A...Ax, <
w, es decir, w € [x1) V...V [z,). Ademds, como [z;) C [h(¢;)) paracadai=1,....n,
se sigue que [z1) V...V [z,) C[h(q))V...V[h(q,)) yw € [A(q1)) V... V[h(gy)). Por
lo tanto [h(a)) C [A(q1)) V... V[h(g,)) vy al ser h fuertemente inyectiva tenemos que
[a) C [q1) V...V [gn). Como qq,...,q, € Q°y Q° es filtro, [¢1) V... V [¢,) C Q°. Asi,
a € Q° lo cual es una contradiccién. Entonces I (h(Q)) N F (h(Q°)) = 0 y por el
Teorema 2.2.6, existe P € X (B) tal que I (h(Q)) C Py QNF (h(Q°)) = 0. Luego,
h(Q) C Py P Ch(Q),lo que implica que h(Q) = P. Se sigue por el Lema 3.2.16
que Ry, es sobreyectiva.

De manera reciproca, sean a, by, ..., b, € A tal que [h(a)) C [h (b)) V...V [h (b))
Supongamos que a ¢ [by) V ...V [b,). Entonces a ¢ F ({b1,...,b,}) y por el Teorema
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2.2.6, existe @ € X (A) tal que a € Q vy Q N F({b1,....b,}) = 0. Al ser Ry,
sobreyectiva, existe P € X (B) tal que R, (P) = Sb(Q), es decir, h™' (P) = Q.
Entonces h(a) € Py h(by),...,h(b,) ¢ P. Como [h(a)) C[h(b)) V..V [h(by)) =
F({h(b1),....;h(bn)}), tenemos que h(a) € F({h(b1),....,h(b,)}), lo que implica
que existen xy, ..., Ty, € [{h(b1), ..., A (b,)}) tal que existe 21 A... AZy, ¥ TI A ATy, =
h(a). Luego, existen h (by,) , ..., h (bg,,) € {h(b1),...,h (bs)} tal que h (by,) < x; para
cada i = 1,...,n. Por otro lado, h(a) € Py 1 A ... ANz, € P. Al ser P un ideal
primo, existe z; € P para algin i tal que 1 < i < m. Se sigue que h(by,) € P lo
cual es una contradiccién. Asi, a € [by) V ...V [b,) v h es fuertemente inyectiva.

2. Supongamos que h es sobreyectiva. Sea P € X (B) y ¢p(b) € Di, (X (B))
tal que P ¢ ¢p (b). Luego, existe a € A tal que h(a) = by por la Proposicién 3.2.9,
vp (b) = ¢ (h(a)) = hg, (pa(a)). Asi, existe hg, (pa(a)) € Dx, (X (A)) tal que
wp (b) € hg, (pa(a)) y P ¢ hg, (0a(a)).

Reciprocamente, sea b € B. Para cada P € X (B) tal que b € P, P ¢ ¢g (b).
Como R), es inyectiva, existe g4 (ap) € Di, (X (A)) tal que pp (b) C hg, (pa(ap))
y P & hg, (pa(ap)). Entonces

vp (0)° =N {hr, (alap))® : P¢ep(b)}.

Al ser ¢p (b)° dualmente compacto, tenemos que existen ay,...,a, € A tal que

o (b)) =hg, (pa(a1))N...Nhg, (pa(an))’. Asi, pp (D) = hg, (pa (a1 V... Vay,)).
Seaa = a1 V...Va,. Aplicando el Teorema 3.2.14, ¢ (b) = hg, (pa(a)) = ¢p (h(a))

y como g es inyectiva, b = h (a) y h es sobreyectiva. |

Teorema 3.3.4. Sean (X1, K1) y (Xs, Ks) DN-espacios y sea R € SRy [ X1, Xs].

1. R es inyectiva si y solo si hr es sobreyectiva.

2. R es sobreyectiva si y solo si hg es fuertemente inyectiva.

Ejemplo 3.3.1. El homomorfismo h de los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.2 es sobreyectivo.

Se puede verificar sencillamente que la relacion funcional Rj, es inyectiva.

3.3.2 Congruencias

Siguiendo los resultados dados en [29], en la Subseccién 2.2.4 del Capitulo 2 vi-
mos una forma de caracterizar el reticulo de las congruencias de una DN-algebra a

través del reticulo de sus filtros finitamente generados. Utilizando la representacion
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topoldgica que hemos desarrollado, en esta subseccién presentamos una caracteri-

zacion diferente.

Definicién 3.3.5. Sea (X, K) un espacio topoldgico donde K es un base de subcon-
juntos abiertos y compactos para una topologia T sobre X. Sea Y un subconjunto
de X. Diremos que Y es un K-subconjunto si para cada U € K, UNY es un

subconjunto compacto en la topologia 7y sobre Y.

Lema 3.3.6. Sea (X, K) un espacio topoldgico donde K es un base de subconjuntos
abiertos y compactos para una topologia T sobre X. Sea'Y un IC-subconjunto de X.
Entonces Ky ={UNY : U € K} es una base de subconjuntos abiertos y compactos

para una topologia T, sobreY tal que Ty = Tk, .

Demostracidn. Essencillo de comprobar que la coleccion Ky = {UNY : U e K}
es una base de subconjuntos abiertos y compactos para una topologia 7k, sobre Y
tal que Ty C Tk, . Pobremos la otra inclusiéon. Si O € Tk, , entonces existe una
familia {U;NY : i€ I} C Ky tal que O = J{U;NY : ieI}. Como Y es un
IC-subconjunto, tenemos que cada U; N'Y es un subconjunto abierto y compacto en
Ty. Entonces O € Ty y por lo tanto Ty = T, . [ |

Teorema 3.3.7. Sea (X, KC) un DN-espacio e Y un subconjunto no vacio de X. Las

siguientes condiciones son equivalentes:
1. {(Y,Ky) es un DN-espacio.

2.Y es un K-subconjunto y st A={U;NY :iel} yB={V,NY : ke K}

son dos familias no vacias de Dy, (Y) tal que
A{U:NY iel} CY{VinY : ke K},

entonces existen Uy NY,.., U, NY € [A) y VinY,.,V,,NY € B tal que
(Ul N Y) n...N (Un ﬂY) S DICy (Y) Y

NnY)n.nU,nyY)C(VinY)u..U(V,,nY).

Demostracion. 1. = 2. Probemos que Y es un K-subconjunto de X, es decir, si
U € K entonces U NY es un subconjunto compacto en la topologia Ty. Al ser IC

una base de T, es suficiente con tomar una familia {V; : i € I} C K tal que
uny cy{v,ny :iel}.
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Sea Z ={VfNY : i€ I}. Como (Y,Ky) es un DN-espacio, tenemos que Dy, (V) =
{UcNY : U € K} es una DN-dlgebra. Veamos que I (U°NY)N F(Z) # (. En
caso contrario, si I (U°NY) N F(Z) = 0, entonces por el Teorema 2.2.6 existe
P € X (Dk, (Y)) tal que I(U°NY) C Py PNF(Z) = 0. Por otro lado, por
el Teorema 3.1.6, tenemos que la aplicacién Hy : Y — X (Dg (Y)) es sobreyectiva
y existe y € Y tal que P = Hy (y). Asi, U°NY € Hy (y) y V:NY ¢ Hy (y),
es decir, y ¢ U°NY ey € VCNY para cada i € I. Luego, y e UNY ey ¢
U{ViNnY : i€ I}, lo cual es una contradiccién. Entonces I (U°NY)NF (Z) # 0
y existen VENY,..,VenY € [Z) tal que (VENY)N..n(VENY) € Dy, (Y) y
(VenY)n..n(VenyY)Ccueny. Sesigueque UNY C(ViNY)U...u(V,NY)
y UNY es compacto en 7Ty. Por lo tanto Y es un K-subconjunto de X.

2. = 1. Dado que Y es un K-subconjunto, por el Lema 3.3.6, tenemos que
Ky ={UNY : U € K} es una base de subconjuntos abiertos y compactos de T, .
También, es sencillo de ver que para cada UNY, VNY W NY € Ky,

(UNY)N(WAY)U[(VNY)n(WNY) € Ky

Por el Teorema 3.1.6, concluimos que (Y, Ky ) es un DN-espacio. |

Sea A una DN-algebra y § € Con(A). Tenemos entonces el homomorfismo
natural gy : A — A/ que asocia a cada elemento a € A su clase de equivalencia

qo (a) = a/0. Consideremos el conjunto
Yo={q,' (P) : PeX(A))}. (3.5)

Por el Teorema 2.2.22, se sigue que g, ' (P) € X (A) para cada P € X (A/f).

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.8. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),Ka) su espacio dual. Sea
6 € Con (A). Entonces (Yy, Ky,) es un DN-espacio.

Demostracion. Sea g4 (a)" € K4y probemos que ¢4 (a)° N Yy es un subconjunto
compacto en la topologia 7y,. Nuevamente, como K4 es una base de Tx,, serd
suficiente con tomar una familia {p4 (b)° : b€ B} C K4 tal que w4 (a)*NYy C
U{ea(d)° : be B}. Consideremos el conjunto B/6 = {b/0 : b€ B} y veamos
que
(a/0)NF (B/6) # 0.

Si suponemos que (a/0]NF (B/0) = 0, por el Teorema 2.2.6 existe Q) € X (A/0) tal
que a/f € Q y QN F (B/O) = 0. Luego, tenemos que g, ' (Q) € X (A) y ¢, (Q) €
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0a(a)NYy CU{pa(b)® : be B}. Asi, existe b; € B tal que g, (Q) € w4 (b)",
es decir, b; € g; ' (Q). Entonces g (b;) = b;/0 € Q, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto existe ¢ € A tal que ¢/0 € (a/0] N F (B/0), lo que implica que existen
b1/0,...,b,/0 € [B/0) tal que existe by /O A ...\ b, /0 y by/ON ...\, /0 =c/0 < a]b.
Como by /0, ...,b,/0 € [B/), existen b1 /0, ...,b,/0 € B/ tal que b;/0 < b;/0 para

cada it = 1,...,n. Veamos que
@4 (@) 1Yy € [oa () N Y] U U s () NY]

Si P € ¢a(a)’NYy, entonces a € Py P = g, (R) para algin R € X (A/0). Se
sigue que gp(a) = a/f € Ry by/O A ...A\b,/0 € R. Al ser R un ideal primo, existe
b;/0 € B/ tal que b;/0 € R. Se sigue que b;/0 € R, es decir, b; € q; ' (R) = P. Asi,
P ey (E)C y P e [gpA (E)C N Y:g} U..u [@A (E)C N Yb] Entonces ¢4 (a)°NYy es
compacto en la topologia Ty, y por lo tanto Yy es un K-subconjunto.

Sean {pa (b)NYy : be B} y {pa(c)NYy : c € C} dos familias no vacias de
Dy, (Yp) tal que

N{pa®)NYy : be B} CU{palc)NYy : ceC}.

Sea B/6 = {b/0 : be B} ysea C/0 = {c/0 : ceC}. SiI(C/0)NF(B/I) =
(), entonces por el Teorema 2.2.6 existe Q € X (A/0) tal que I(C/0) C Q vy
QN F(B/) = 0. Por el Teorema 2.2.22, ¢, (Q) € X (A). Como I(C/0) C Q,
g (Q) ¢ U{pal(c)NYy : c e C}. Por otro lado, como Q N F (B/#) = 0, se sigue
que ¢, (Q) € N{pa(b)NYy : b€ B} lo cual es una contradiccién. Entonces ex-
iste a € A tal que a/0 € 1(C/0) N F(B/0), es decir, existen by/0,...,b,/0 € [B/0)
y c1/0,...,cn /0 € C/0 tal que existe by /0 A ... Nb, /0y bi/ON ... ANb, /0 = a0 <

c1/0V ...V ¢, /0. Por ultimo, se prueba facilmente que
[pa (b1) NYe]l N ... [a (bn) NYe] € [pa (1) NYp] U ... U o4 () MY

Concluimos por el Teorema 3.3.7 que (Yp, Ky,) es un DN-espacio. |

La Proposicién 3.3.8 motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.3.9. Sea (X, K) un DN-espacio y sea Y un subconjunto de X. Diremos
que Y es un DN -subespacio si el par (Y, Ky) es un DN-espacio.

Denotaremos como Spy (X) al conjunto de todos los DN-subespacios de (X, K).
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Sea A una DN-dlgebra e Y un subconjunto de X (A). Definimos la siguiente
relacién binaria 6 (Y) C A x A dada por

(a,b) € 0(Y) siysolosipa(a)’NY =pa(b)NY. (3.6)
Es sencillo de comprobar que 6 (Y') € Con (A).

Teorema 3.3.10. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. En-
tonces la aplicacion
F SDN (X (A)) — Con (A)

dada por F(Y) =0 (Y) es un isomorfismo dual.

Demostracion. Veamos que F' es inyectiva. Sean Y],Ys € Spy (X (A)) tal que
0 (Y1) =6 (Y2). Supongamos que Y; € Y5, es decir, que existe P € Y tal que P ¢ Y5

y consideremos el conjunto

F=N{pa®)NYz : 0a(b) ¢ Hx(a) (P)}NN{pa(c)°NY2 1 @alc) € Hxa) (P)}.

Si F # 0, entonces existe Q € F tal que Hx(a)(Q) = Hx(a) (P). Al ser Hx(4) una

aplicacion inyectiva, P = () € Y, lo cual es una contradiccién. Luego, F =) y

N{ea®)NYs = 0a(d) ¢ Hxa)(P)} SU{palc)NYs : walc) € Hxa) (P)}.

Sea B = {b ©pa(b) & Hx(a) (P)} y sea C = {c  pal(c) € Hxa (P)} Como Y,
es un DN-subespacio, por la Proposicién 3.1.8, existen by, ..., b, € [B) y ¢1, ..., ¢ € C
tal que existe by A ... A b, v

[pa (b1) NYo] NN [pa (ba) NY2] C [pa (1) NY2] U .. U fpa (em) N Y2).

Como by, ..., b, € [B), existen by, ..., b, € B tal que b; < b; para cadai = 1,...,n. Sea
b=0bA..Ab, yseac=cV..Vcy,. Asi, o (0)NYs C 4 (c)NYs. Luego, @4 (¢)NYs C
wa (b)NYzyelpar (bVe,c) € 0(Ys) =0(Y1), esdecir, pa (bVc)'NYs = pa (c)NYs.
Como P € pa(c)° NY, tenemos que P € pa (bV c)°NY;. Se sigue que bV e € P
yb=0b A...A\b, € P. Al ser P un ideal primo, existe b; € P para algun i tal que
1<i<n. Entonces b; € P, 0 lo que es equivalente, ¢4 (b_z) € Hxa (P). Por otro
lado, b; € B implica que @ 4 (b_l) ¢ Hx(a) (P), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, F' es inyectiva.

Probemos que F es sobreyectiva. Sea § € Con (A) y sea Yy el conjunto dado por
3.5. Por la Proposicién 3.3.8, el par (Yp, Ky,) es un DN-espacio y Yy € Spn (X (A)).
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Veamos que 0 (Yy) = 0. Sea (a,b) € 0. Si Q € pa(a) N Yy, entonces a ¢ Q y

existe P € X (A/0) tal que Q = g, (P). Asi, g (a) = a/0 ¢ P. Como a/f = b/b,

qo(b) ¢ P. Luego, b ¢ ¢;'(P) = Qy Q € p4(b)NY,. De manera andloga,

wa(b)NYy C wala) MYy y por lo tanto @4 (b) N Yy = pa(a) NYy. Se sigue que

a(d)NYy=pa(a)NYyy (a,b) € 0(Yy). Reciprocamente, sea (a,b) € 0 (Yy), es

decir, 4 (b)°NYy=pa(a)NYy. Si P e X (A/), entonces

@ (a) ¢ P < a%f]a (P) < ¢ (P) & va
= g5 (P)¢eala)’NYo=pa(0)°NYs = ¢ (P)&oa(d)
1 ) P

— bédq (P = ()
es decir, g (a) € P siy sélo si gg (b) € P. Por dltimo, veamos que gy (a) = gy (b). Si
a) £ qo (b), entonces por el Corolario 2.2.7 existe @ € X (A/0) tal que g (b) € Q
y qo(a) ¢ @, lo cual es una contradiccién. Asi, gy (a) < g (b). Andlogamente se
prueba que gy (b) < ggp(a) vy g0 (a) = g (b). Entonces a/0 =b/0 y (a,b) € 6. [

3.3.3 Subalgebras

Si A es una DN-dlgebra, entonces una subalgebra de A es cualquier subconjunto
cerrado bajo la operacién ternaria m. Nuestro préximo objetivo es interpretar
topoldgicamente el reticulo de las subalgebras de A, el cual denotaremos como

Sub(A), a través de ciertas familias de elementos basicos de su espacio dual (X (A),K4).

Definicién 3.3.11. Sea (X, K) un DN-espacio. Diremos que un subconjunto no
vacio £ de K es DN-bdsico si (UNW)U (VNW) € L, para cada U, V,W € L.

Dado un DN-espacio (X, K), denotaremos por Nb (X) a la famillia de todos los

subconjuntos DN-bésicos de IC, es decir,
Nb(X)={LCK : L es DN-bésico}.
Lema 3.3.12. Sea (X,K) un DN-espacio. Entonces (Nb(X),C) es un reticulo.
Sea A una DN-dlgebra y sea B € Sub(A). Consideremos la familia
T(B)={pa(b) : be B}.

Proposicién 3.3.13. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),Ka) su espacio dual.
Entonces la aplicacion

T : Sub (A) — Nb (X (A))

preserva el orden.
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Demostracion. Veamos que T' se encuentra bien definida. Si B € Sub(A), es
claro que T'(B) C K4. Sean U,V,W € T (B). Entonces existen a,b,c € B tal que
U=pa(a)",V=pa(b)y W =0q4(c). Asi,
UNW)u(VnW) = lpa(a) Nealc)TUlpad) Nealc)]
= @a(m(a,b,c)).
Como B es una subélgebra de A, m(a,b,c) € By (UNnW)U (VnW) € T(B).
Asi, T'(B) es DN-bésico. Se sigue facilmente que T preserva el orden. ]

Si A es una DN-élgebra y £ € Nb (X (A)), tomemos el subconjunto
S(LYy={a€A : ps(a) €L}.
Lema 3.3.14. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. Entonces

la aplicacion

S :Nb (X (A)) = Sub (A)
preserva el orden.

Demostracion. Si L € Nb (X (A)), probemos que S (L) es cerrado bajo la op-
eracién m. Sean a,b,c € S (L). Como L es DN-bdsico y ¢4 (a), ¢4 (b)), 0 (c)° €
L, tenemos que [p4 (a) N (¢)TU[pa (b)°Npa(c)] € L. Luego,

[pala) Nea(@)TUlpa () Npale)] = palaVe) Upa(dVe)
= pa((aVe)Ae (V)
= wa(m(a,b,c)).
De esta forma m (a,b,c) € Ly S (L) € Sub (A). Se sigue que S preserva el orden. W

Teorema 3.3.15. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),Ka) su espacio dual. En-
tonces los reticulos Sub (A) y Nb (X (A)) son isomorfos.

Demostracion. Sea B € Sub(A). Entonces

a€S(T(B) <= ¢ala)cT(B
< b€ B(pa(a) =pa (b))
& q=0>.

Asi, a € By S(T (B)) = B. De manera andloga, si £ € Nb (X (A)) entonces
UeT(S(L) < FaecS(L)(U=pala)) < UEeL.
Por lo tanto, T' (S (£)) = L y los reticulos Sub(A) y Nb (X (A)) son isomorfos. W
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3.3.4 Filtros

Si A es una DN-dlgebra, por el Teorema 2.2.10 la estructura (Fi(A4),Vv,N,{1},A4)
es un reticulo distributivo acotado. En esta subseccién dotamos al reticulo de los
filtros de una implicacion de manera tal que sea un algebra de Heyting y hallamos
una correspondencia con los subconjuntos cerrados del DN-espacio dual de A.

Si F, H € Fi(A), definimos el siguiente subconjunto de A:

F—-H={a€A : [a)NnFCH}.
Lema 3.3.16. Sea A una DN-dlgebra y sean F, H € Fi(A).

1. F— H € Fi(A).
2.F>H={acA :VfeF3heH (h<aVf)}.
3. (Fi(A),V,A,—, {1}, A) es un dlgebra de Heyting.

Demostracion. 1. Sean F,H € Fi(A). Como [1) N F = {1} C H, entonces
le F— H. Seana,be Atalquea<byaec F — H. Asi, [b) Cla)y[a)NF C H.
Se sigue que [D)NF C Hybe F — H. Sia,be F — H tal que existe a A b, por el
Teorema 2.2.10 el reticulo Fi(A) es distributivo y

WAD)NE = ([@VB)NF = (O)nF)Vv(HNF) C H.

Por lo tantoaAbe FF— Hy FF — H € Fi(A).

2. Sean F{H € Fi(A)ysea X ={a€ A : VfeF3he H (h<aV f)}. Sea
a € X y probemos que [a)NF C H. Six € [a) N F, entonces a <z y x € F. Como
a € Xyux€F, existe h € H tal que h < aVax =2z Alser H un filtro, se sigue
que x € H. Asi, a € F — H. Reciprocamente, sea a € F — H y f € F'. Entonces
aVfela)NFyaV feH. Luego, a € X y por lo tanto FF' — H = X.

3. Por el Teorema 2.2.10, solo falta probar que para cada F,G, H € Fi(A), vale
que FNG C Hsiysolosi FC G — H. Supongamos que FNG C H yseaa € F.
Siz € [a) NG, entonces a < xy x € G. Porlo tanto, z € FNG y x € H, es decir,
a € G — H. Para probar la reciproca, sea v € FFNG. Como F C G — H, tenemos
que z € G — H. Luego, [x)NGCHyxe€H. [ |

Si F' € Fi(A), entonces el pseudocomplemento de F es el filtro
Fr=F—={l}={ac A : [a)nF ={1}}.

66



3.3 Aplicaciones Representacion, dualidades y aplicaciones

Proposicién 3.3.17. Sea A una DN-dlgebra y sea F € Fi(A). Entonces
Fr={a€A :VfeF (aVf=1)}.

Demostracion. Sea C ={ac€ A : Vf€F (aV f=1)} yseaa € C. Veamos
que [a) N F = {1}. Seax € Atalquea <z yx € F. Entoncesz =aVz=1y
a € F*. De manera reciproca, sea a € F*. Entonces [a) N F = {1}. Como f <aV f
para cada f € F'y F es un filtro, se sigue que aV f € [a)NF. Porlo tanto, aV f = 1
para cada f € F'y a € C. Concluimos que F* = C. |

Dado un espacio topoldgico (X, T), se prueba facilmente [5] que la familia de
todos los subconjuntos cerrados admite naturalmente una estructura de algebra de
co-Heyting (C (X),U,N,~, 0, X), donde la implicacién de dos cerrados U,V de X
se define como

U~V =Cl(UNV.

Estamos en condiciones de probar la existencia de un isomorfismo dual entre los

reticulos de los filtros de una DN-édlgebra y los subconjuntos cerrados de su espacio

dual.

Teorema 3.3.18. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. En-
tonces el dlgebra de Heyting Fi(A) y el dlgebra de co-Heyting C (X (A)) son dual-

mente isomorfas.

Demostracion. En 3.2 definimos la familia 5 (F) = {P € X (A) : PNF =0},
para cada F' € Fi(A). Se sigue que B(F) = N{pa(b) : beF} y B(F) €
C(X (A)). Asi, tenemos definida la aplicacion g : Fi(A) — C (X (A)). Veamos
que para cada F,G € Fi(A) vale la igualdad g (F — G) = 8(G) ~ B (F), es decir,

B(F—G)=CLB(G)NB(F)).

Si B(G)NB(F) C B(F — G), entonces como 3 (F — G) es cerrado tenemos que
Cl(B(G)NB(F)) C B(F—G). Sea P € B(G)NB(F), es decir, PNG =0y
PNF #0. Seax e P. Alser PNF # (), existey € Ptalquey € F. Asi, y < zVy
y xVy € F. Por otro lado, al ser P un ideal, zVy € P. Como PNG = (), entonces
tVy ¢ G Luego, zVy € x)NFyz)NF ¢ G. Porlo tanto 2 ¢ F — Gy
PN (F — G)=0. Concluimos que P € 5 (F — G).

Para probar la otra inclusién, sea P € (F — () y supongamos que
P¢ClB@E)NpF))=N{B(D) : DeFi(4) (B(G)NB(F) CB(D))}.
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Entonces existe D € Fi(A) tal que S(G) NB(F) C B(D)y PND # 0. Asi,
existe x € P tal que x € D. Ademds, PN (F - G) =0y x ¢ F — G, es decir,
[z) N F € G. Entonces existe y € F tal que x <y ey ¢ G, y por el Teorema 2.2.6,
existe Q € X (A) talquey € Q y QNG =10. Sesigue quey € QNFy Q € 5(F) .
Por otro lado, Q € B(G) N B(F)° C (D), lo que implica que @ N D = . Dado
quezr <yey € Q, € Q. Como@ND = (), entonces x ¢ D lo cual es una
contradiccién. Luego, P € CL(B(G)NB(F) )y B(F = G)=6(G)~ ((F). N

3.3.5 Sobre la extension reticular distributiva libre

En [29] los autores prueban que toda DN-dlgebra admite una extensién reticular
distributiva libre. En esta subseccién, presentamos una construcciéon diferente uti-
lizando nuestra representacion topoldgica y estudiamos la relacién entre los filtros

de una DN-dalgebra y los filtros de su extension reticular distributiva libre.

Definicién 3.3.19. Sea A una DN-dlgebra. Una par (L, e) es la extension reticular

distributiva libre de A si satisface las siguientes condiciones:

1. L es un reticulo distributivo acotado y e : A — L un homomorfismo inyectivo.

2. Para cada reticulo distributivo acotado L y cada homomorfismo h : A — L,

existe un tnico homomorfismo h : L — L tal que h = h o e.

Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. Denotemos como
KO (X (A)) a la familia de todos los subconjutos abiertos y compactos de X (A). Si
U e KO (X (A)), entonces existen ay, ..., a, € A tal que U = p4 (a1)°U...Up4 (a,)".

Luego, se sigue que KO (X (A)) es un reticulo distributivo. Consideremos la familia
Dro [X (A)] ={U : U KO (X (A))}.

Entonces la estructura (Dio [X (4)],U,N, 0, X (A)) es un reticulo distributivo aco-

tado y tomemos el homomorfismo inyectivo
YA : A— D}CO [X (A)}
definido por pa (a) ={P € X (A) : a ¢ P}. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.20. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. En-

tonces el par (Dio [X (A)],pa) es la extension reticular distributiva libre de A.
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Demostracion. Sea L un reticulo distributivo acotado y sea h : A — L un
homomorfismo. Definimos h : Dxo [X (A)] — L como

hipa(ar) N..N@a(an)] =h(a) A... \Nh(ay,).

Es inmediato que h estd bien definida. Si U,V € Dxo [X (A)], entonces existen
A1y ey Uy b1y by € Atal que U = 4 (a1)N.e.Npa (a,) YV = 04 (b1)N..Npa (byn).
De la misma definicién, h [U N'V] = h[U] A h[V]. También,

RUUV] = h(pala) N Npa(an) U(pa (b)) N Npa (b))
= hlpa(ar Vb)) N...N@a(ar V)N .. wa(anVby)]
h(ar Vo) A... ANh(ar Vby) A ... ANh(a,V by)
(h(a) Ao A (an)) V (R (B1) A . AR (b))

= h[U)VR[V].

Asi, h es un homomorfismo. Es facil de probar que h es tnicoy que h =ho@,. B

Ejemplo 3.3.2. Teniendo en cuenta los Ejemplos 2.2.2 y 3.1.1, podemos construir
la extensién reticular distributiva libre de la DN-dlgebra del Ejemplo 2.2.1 como lo

podemos ver en la siguiente figura.

Observacién 3.3.21. Notemos que si h es sobreyectiva, entonces h también es

sobreyectiva. En efecto, si b € L entonces existe a € A tal que h(a) = b. Luego,
pa(a) € Deo [X (A)] y hpa(a)] =h(a) =0
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Teorema 3.3.22. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. Sea
(Dro [X (A)],pa) su extension reticular distributiva libre. Entonces los reticulos
Fi(A) y Fi(Dxo [X (A)]) son isomorfos.

Demostracion. Sea VU : Fi(Dgp [X (A)]) = Fi(A) la aplicacién dada por
UV(G)={ac A : pala) € G}.

Veamos que W estd bien definida. Sea G € Fi(Dxo [X (A)]). Entonces ¢4 (1) € G
y1l e V(G). Sia,be Atal que a < bya e V¥ (G), entonces ps(a) C pa(b)y
val(a) € G. Asi, pa(b) € Gy be V(G). Sean a,b € ¥ (G) tal que existe a A b.
Entonces p4 (a),pa (b) € Gy como G es un filtro, 4 (a) Npa (b) = pa(aANb) € G
y aAbe VU (G). Concluimos que ¥ (G) € Fi(A).

Sean G1,G9 € Fi(Dyxo [X (A)]) v sea a € A. Es inmediato que ¥ (G; N Gy) =
U (G)) NV (Gs). Siae€ V(G VY (Gy) = F(V(G)UVY(GE,)), entonces existen
Tl Ty € U(Gy) UV (G,) tal que existe oy A .o Az y 21 A oo Az, = a. Asi,
oa(x1),pa(z,) € GTUGy y wa(x) N o Nwa(x,) = @ala). Se sigue que
vala) € F(GiUGy) =G VGyy a € V(G VGy). De manera reciproca, si a ¢
U (G)VVY (Gy) = F (U (Gy) UV (Gy)), entonces para cada subconjunto {x, ..., z,}
de ¥ (G1) UV (Gy) tal que existe 21 A ... Az, tenemos que x1 A ... Az, # a. Se sigue
que para cada subconjunto {p4 (1), ..., pa (z,)} de G1UG; tal que existe x1A... Az,
tenemos que @4 (z1)N...N@a (,) # ©a (a), esdecir, p4 (a) ¢ F (G UG2) = G1VGs
ya ¢ V(G V Gs). Porlo tanto W (G V Gy) =V (G1) VY (Gy).

Probemos que V¥ es inyectiva. Sean G1, Gy € Fi(Dxo [X (A)]) tal que ¥ (G;) =
U (Gy). SiU € Gy, entonces existen ay, ...,a, € Atal que U = p4 (a1)N...Np4 (ay).
Asi, ¢4 (a;) € Gy, es decir, a; € U (Gy) = U (Gy) para cada i = 1,...,n. Entonces
vala;) € Goparacadai=1,...ny va(a)N..Nps(a,) = U € Go. De manera
similar se prueba que si U € G, entonces U € G1. Asi, G; = Go.

Por tltimo, probemos que ¥ es sobreyectiva. Sea G € Fi(A) y consideremos
el conjunto w4 (G) = {pa(a) : a € G}. Entonces F (pa(G)) € Fi(Dro [X (4)]).
Veamos que ¥ (F (¢4 (G))) = G. Sia € G, entonces pa(a) € pa(G) y @ala) €
F(pa(G)). Asi, a € U (F (va(Q))). Reciprocamente, si a ¢ G, entonces ¢4 (a) ¢
©va (G). Veamos que @4 (a) & F (pa (G)). Sipa(a) € F(pa(Q)), entonces existen
x1, ..., Ty € G tal que existe £ A ... Az, ¥ @a (1) N ... Nwa (x,) = pa(a). Por otro
lado, como a ¢ G, existe P € X (A) tal quea € Py PNG = (), es decir, P ¢ ¢4 (a)
y P € pa(x;) paracadai=1,...,n. Asi, P € @ (x1)N...Np4 (z,) lo cual es una
contradiccién. Entonces w4 (a) & F (pa (G)) vy a & ¥ (F (pa(G))). |

70



Capitulo 4

Familias Vietoris y aniquiladores

relativos

En este capitulo introducimos y estudiamos dos nuevos conceptos. El primer con-
cepto es el de familia Vietoris. En [7], Bezhanishvili y Jansana prueban que si
(X,T,<,Xp) es un espacio de Priestley generalizado, entonces existe una corre-
spondencia entre las imagenes homomorfas de su semirreticulo distributivo acotado
dual X* y ciertos espacios de Priestley generalizados de la forma (F, Ty, C, Fo),
donde Ty es la topologia Vietoris definida sobre una familia de subcojuntos cerrados
F de X y Fp es un subconjunto distinguido de F. Por otro lado, utilizando los
resultados desarrollados en [12], se muestra en [18] que las imédgenes homomorfas
de un semirreticulo distributivo también se pueden describir utilizando DS-espacios
de la forma (F,7r), donde T, es la menor topologia Vietoris definida sobre una
familia de subconjuntos cerrados F de un DS-espacio (X, K). Inspirados por estos
resultados y utilizando la dualidad topoldgica desarrollada en el Capitulo 3, intro-
ducimos la nocion de familia Vietoris de un DN-espacio y probamos que las imagenes
homomorfas de una DN-algebra se pueden caracterizar a través de dichas familias.

El segundo concepto que introducimos es el de aniquilador relativo. En un
reticulo L, el aniquilador de a relativo a b se define como el conjunto (a,b) =
{reL : anz <b}, donde a,b € L. Mandelker estudia en [38] las propiedades de
los aniquiladores relativos y caracteriza la distributividad de un reticulo en términos
de dichos aniquiladores. Para ser mas precisos, establece que un reticulo L es dis-
tributivo si y sélo si (a,b) € Id (L), para cada a,b € L. Estos resultados fueron gen-
eralizados por Varlet a la clase de los semirreticulos distributivos en [51] y también

a la variedad de las DN-dlgebras por Chajda y Kolafik en [25]. Nuestro objetivo es
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proponer una definicion alternativa, y a nuestro entender mas natural a la estructura
del élgebra, de aniquilador relativo a la dada en [25]. Obtenemos nuevas caracteriza-
ciones de la distributividad de una DN-algebra en términos de sus aniquiladores rel-
ativos y estudiamos las clases de las DN-dlgebras normales y DN-dlgebras p-lineales,
lo cual son una generalizacién de los reticulos normales estudiados por Cornish en
[27] v [28]. Lo expuesto en este capitulo se encuentra publicado recientemente en

[11] y en un articulo enviado para su publicacién [20].

4.1 Imagenes homomorfas

El objetivo de esta seccién es probar que las imagenes homomorfas de una DN-
algebra se pueden describir a través de ciertas familias de subconjuntos saturados
bésicos irreducibles de su espacio dual. De ahora en més, denotaremos como Sy, (X)
a la familia de todos los subconjuntos saturados bésicos irreducibles de un espacio
topoldgico (X, K).

Sea. A una DN-dlgebra y sea (X (A),/K4) su espacio dual. Sea (X, ) un DN-
espacio y sea R € SRy [X, X (A)] inyectiva. Consideremos la siguiente familia de

subconjuntos

Fr={R(z) : x € X}.

Claramente, Fr C Sp; (X (A)). Para cada a € A, sea M, el conjunto dado por
My ={R(z) € Fr = R(x)Npala) =0}

Asi, la coleccién de todos los conjuntos de la forma M, es una subbase para una

topologia 75, sobre Fgr. Es més, dicha coleccién forma una base.

Lema 4.1.1. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. Sea (X, K)
un DN-espacio y sea R € SRy [X, X (A)] inyectiva. Entonces

Ba={M,: ac A}
es una base para una topologia Tg, sobre Fg.

Demostracion. Sea v € X y sea R(z) € Fr. Como K es una base para la
topologia T sobre X, existe U € Dy (X) tal que z ¢ U. Al ser R inyectiva, ex-
iste V€ Di, (X (A)) tal que U C hg(V) y @ ¢ hr (V). Luego, por el Teorema
3.1.12, A es isomorfo a Dy, (X (A)) y por lo tanto existe a € A tal que V = ¢4 (a).
Asi, © ¢ hr(pa(a)), es decir, R(z) Npa(a) = 0. De esta foma, R(z) € M,
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y Fr=U{M, : a € A}. Por otro lado, sean a,b € A tal que R(x) € M, N M,.
Veamos que My, = M,NM,. Si R (x) € Mays, entonces R (2)N(pa (@) Upa (b)) =0
lo que implica que R(z) Nga(a) =0y R(z)Npa(b) =0. Asi, R(z) € M, N M,.
La otra inclusién se prueba de manera similar. Entonces existe M, € B4 tal que
R (x) € My € M, N M,y B es una base. [ |

Si definimos el conjunto H, = {R(x) € Fr : R(x) N (a) # 0}, observemos
que
H, = Fp— M, = M’

H, U Hy = Hyyp.

Por otra parte, como R es una relacion serial, tenemos que H; = Fg. Asi, la

estructura

<DBA (]:R)>U>]:R>

resulta ser un semirreticulo.

Lema 4.1.2. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. Sea (X, K)
un DN-espacio y sea R € SRy [ X, X (A)] inyectiva.

1. <.FR,BA> €s T()-
2. Para cada a,b,c € A, (M, N M,) U (M,NM,.) € Ba.

3. Sean{H, : be B} y{H. : c€ C} dos familias no vacias de Dg, (Fr). En-
tonces (\{H, : be B} CU{H. : c€ C} siy sdlo si

{hr(0a®) = be B CU{hr(palc)) : c€C}.

4. Un subconjunto Y de Fgr es saturado basico si y sélo si existe I € 1d (A) tal
que

Y ={R(z) : R(z) Ca()%},
donde a (I) es el conjunto dado por 3.1.

Demostracion. 1. Sean z,y € X tal que R (z) # R (y). Supongamos que existe
P € R(x) tal que P ¢ R(y). Al ser R una V-relacién, R (y) es un subconjunto

saturado basico de X (A), es decir, existe un subconjunto B de A tal que
R(y) =N{pa () : be B}.
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Como P ¢ R (y), existe by € B tal que P ¢ a4 (by)". Asi, P € R(x) Na(by) y
en consecuencia R (z) ¢ M,,. Ademds, si S € R (y) entonces S € ¢4 (b)° para cada
b € B. En particular, S € ¢4 (by)°. Entonces R(y) Npa(by) =0y R(y) € My,.
Con esto hemos probado que (Fg, Ba) es Tp.

2. Sean a,b,c € Ay sea M,, My, M. € B4. En la demostracién de el Lema
4.1.1 probamos que M, N My, = M. Asi, (M, N M) U (M, 0 M) = Myye N Myye.
Veamos que

Maye U Myye = Mave)ae(bve)-

Sea R () € M(ave)n.(sve)- Como existe (a V c) Ac (bV c) en [c), se sigue que
R(z)Npa((aVe) A (bVe)=R(x)N(pal(aVe)Nepal((bVe))) =0

Entonces, como R (x) es irreducible, tenemos que R (x) N4 ((aVe)) =0 o R(x)N
wa((bVe)) =0, es decir, R(z) € Myy.U Mpy.. La otra inclusién es inmediata. Por
lo tanto, (M, N M.) U (M, N M.) € By.

3. Supongamos que vale la inclusién (({H, : b€ B} C|J{H. : c€ C} y sea
x € X tal que x € ({hr(pa(b)):be€ B}. Entonces z € hgr(pa (b)), es decir,
R(x) N pa(b) # 0, para cada b € B. Asi, R(x) € (\{Hy, : be B} y por lo
tanto R(z) € U{H. : c€ C}. Luego, existe ¢y € C tal que R(z) € H,. Se
sigue que = € hr (pa(c)) y © € U{hr(va(c)) : ce€ C}. La reciproca se prueba
analogamente.

4. Sea Y un subconjunto saturado basico de Fr. Entonces existe un subconjunto
B de A tal que

Y=N{M, : be B}.

Sea J = I(B) el ideal generado por el subconjunto B. Si R(z) € Y, entonces
R (z) € My, es decir, R (x)Npa (b) = ) paracadab € B. Sesigue que R (x) C ¢4 (b)°
v R(x) CN{pa () : be B} =a(I)". La otra inclusién es similar. |

Por los Lemas 4.1.1 y 4.1.2, cada subconjunto M, es abierto y compacto de Fr y
el par (Fg,B4) es un DN-espacio. Entonces (Dg, (Fr),U, Fg) es una DN-dlgebra.

Teorema 4.1.3. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DNH[A, B] sobreyectiva.
Entonces (Fg,,Ba) es un DN-espacio homeomorfo a (X (B),Kg).

Demostracion. Como mencionamos, por los Lemas 4.1.1 y 4.1.2 se sigue que el

par (Fg,,B4) es un DN-espacio donde B4 es una base de subconjuntos abiertos,
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compactos y dualmente compactos. Veamos que (Fg, ,B4) es homeomorfo al DN-

espacio (X (B),Kp). Definimos la aplicacién f : X (B) — Fg, dada por
f(P) =Ry (P).

Sean P,Q € X (B) tal que Ry, (P) = Ry, (Q). Supongamos que P ¢ @, es decir, que
existe b € B tal que b € Py b ¢ . Entonces P ¢ ¢p(b) y Q € ¢p(b). Por el
Teorema 3.3.3, Rj, es inyectiva. Luego, existe a € A tal que pp (b) C hg, (¢a(a))
v P ¢ hg, (pa(a)). Asi, Ry (P)Npa(a) = 0. Por otro lado, @ € hg, (pa(a))y
Ri(Q)Na(a) #0. Al ser R, (P) = Ry, (Q), tenemos que Ry, (P) Nwa (a) # 0 lo
cual es una contradiccion. Entonces P = Q) y f es inyectiva.

Es claro que f es sobreyectiva y, por ende, biyectiva. Seaa € Ay sea P € X (B).

Entonces
Pe ft (M, < f(P)eM, < R, (P)e M,
< Ry(P)Nga(a)=0 <= P ¢hg,(va(a))
< P ¢pp(h(a)) <= Pepp(h(a).

Por lo tanto, f~!' (M,) = ¢p (h(a))’y f es continua.
Ahora, probemos que f es una aplicacién abierta. Sea b € B. Dado que h es

sobreyectiva, existe a € A tal que h (a) = b. Entonces

flep(0)) = {f(P) : Pcyp(b)} = {Ru(P) : P€yp(h(a)}
= {Ru(P) : P¢SOB( (a)} {Bn(P) : P¢hg,(pala))}
= {R,(P) : Rp(P)Npala)=0} = M,.

Asi, f es una aplicacion abierta. Concluimos que f es un homeomorfismo. |

El Teorema 4.1.3 motiva la siguiente definicién.

Definicién 4.1.4. Sea (X, K) un DN-espacio. Diremos que una familia no vacia F
de saturados basicos irreducibles no vacios de X es una familia Vietoris si el par
(F,Bp) es un DN-espacio.

Sea A una DN-élgebra y sea F C Sy, (X (A)) una familia Vietoris. Entonces
(F,By4) es un DN-espacio y definimos la relacion R C F x X (A) como

(Y,P)e Rrsiysolosi PeY.

Lema 4.1.5. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),Ka) su espacio dual. Si F es una
familia Vietoris de X (A), entonces Rr € SRy [F, X (A)] tal que R es inyectiva.
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Demostracion. Veamos que Rz es una relacion funcional. Sea a € A. Entonces
hg, (pa(a))={Y €F : Re(Y)Npa(a)#0}=H, € Dg, (F).

Sea Y € F. De la misma definicién, tenemos que Rx (V) =Y. Entonces Rz (Y) es
un subconjunto saturado bésico irreducible de X (A). Luego, existe P € X (A) tal
que Rz (Y) = Sb(P). Por otro lado, como F es una familia no vacia, Rx (Y) # ()
y Rz (Y') es serial. Asi, Rr es una relacién funcional. Por ltimo veamos que Rz
es inyectiva. Seaa € AyseaY € F tal que Y ¢ H,. Entonces Y N4 (a) = 0.
Dado que R (Y) =Y, se sigue que Y ¢ hg, (¢4 (a)). Por otro lado es claro que

H, C hg, (pa(a)). Concluimos que Rz es una relacién funcional inyectiva. |

Lema 4.1.6. Sea A una DN-dlgebra y sea (X, KC) un DN-espacio.
1. St R € SRy [X, X (A)] inyectiva, entonces para cada v € X y P € X (A),

(x,P) € R siy solo si (R(x),P) € Rg,.

2. Si F es una familia Vietoris de X (A), entonces F = Fr..
Demostracion. 1. Sea x € X y sea P € X (A). Entonces
(R(x),P)€ Rr, <= PecR(z) < (z,P)€R.
2. S1Y € Fg,, entonces existe G € F tal que Y = Rx (G). Como Rz (G) =G,

se sigue que Y € Fy F = Fg,. |

En la Seccién 3.3 vimos que las imagenes homomorfas de una DN-algebra se en-
cuentran en correspondencia con las relaciones funcionales inyectivas sobre su espacio

dual. Por el Teorema 3.3.3 y el Lemas 4.1.6 tenemos una nueva caracterizacion.

Teorema 4.1.7. Sea A una DN-dlgebra y sea (X (A),K4) su espacio dual. En-
tonces las imdgenes homomorfas de A estan dualmente caracterizadas por las famil-

1as Vietoris de su espacio dual.

Ejemplo 4.1.1. Siguendo con los Ejemplos 3.2.1, 3.2.2 y 3.3.1, veamos cual es la
familia Vietoris que le corresponde a la imagen homomorfa de A a través de h.

Tenemos que Ry, C X (B) x X (A) es una relacién funcional inyectiva y

Fr, = {Rn(P1), R (P2)} = {Sb(Q3),Sb (Q4)} C S (X (A)).
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Construyamos la topologia 7z, sobre Fp, a través de la base
BA - {M17 M(u Mb7 MC: Md) Me} .

Entonces
M, = 0, M. = {Ry(P)},

M, = {Rw(P)}, My = Fg,
My, = {By(P2)}, M. = {Rn(P)}.

v Tip = {0, Fr,,{Rn (P1)},{Rn (P,)}}, donde claramente los DN-espacios (Fg, , Ba)
y (X (B),Kp) resultan ser homeomorfos.

4.2 Aniquiladores relativos

En esta seccién proponemos una definicién alternativa de aniquilador relativo en
DN-élgebras diferente a la dada en [25] y presentamos algunas caracterizaciones de
la distributividad. También estudiamos la clase de homomorfismos que preservan

aniquiladores.

Definicién 4.2.1. Sea A un semirreticulo y sean a,b € A. El aniquilador de a

relativo a b es el conjunto
aob={reA : b<xzVa}.

Sea A un semirreticulo. Sean a,b € A, [ € Id(A) y F € Fi(A). Introducimos

los siguientes subconjuntos de A dados por

ITob = {z€A:Jiel (b < axVi)},
aoF = {z€A:3feF (f <zxVva)}.

Si X e Y son dos subconjuntos de A, denotaremos como X oY al conjunto
XoY ={aob : (a,b)e X xY}.
Observaciones 4.2.2. Sea A una DN-algebra.
1. Notemos que aob = (aJob=ao [b) = (a] o [b), para cada a,b € A.

2. En la Subseccion 3.3.4 definimos la operacion binaria — sobre el reticulo de

los filtros Fi(A). Como caso particular tenemos que a o b = [a) — [b), pues

re€aob < b<zVa < [z Va) I
< [z)Na) C[b) < z€la)— D).
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3. Seaa € Ay sea F € Fi(A). En [47] se defini6 la extension de F por a como

el conjunto
(a, F)={z €A : zVacF}.

Se prueba facilmente que a o F' = (a, F').
Teorema 4.2.3. Sea A una N-dlgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es una DN-dlgebra.

2. aobeFi(A), para cada a,b € A.

3. IobeFi(A), para cada I € Fi(A) y cada b € A.
4. aoF € Fi(A), para cada F € Fi(A) y cada a € A.

5. IoF eFi(A), para cada I € 1d (A) y cada F € Fi(A).

Demostracion. 1. = 2. Sean a,b € A. Es obvio que 1 € aob. Sean z,y € A tal
quez < yyx € aob. Entonces zVa < yVayb < xzVa. Asi, b < yVaey € aob. Sean
x,y € aob tal que existe Ay. Entonces b < xVay b < yVa, es decir, xVa,yVa € [b).
Dado que [b) es un reticulo distributivo acotado, b < (z V a) Ay (y V a) = (z Ay) Va.
Por lo tanto z Ay €aobyaobe Fi(A).

2. = 3. Seabe Ayseal €ld(A). Es inmediato que 1 € Toby que [ ob es
creciente. Notemos que 10b C [ ob, para cada i € I. Sean x,y € I ob tal que existe
x A y. Luego, existen i1,io € [ tal que b < xVi; yb<yViy. Seat =1, Vip € I.
Asi, b<axViyb<yVi, esdecir, z,y €iobycomoiob & Fi(A) tenemos que
xANy€iobC [ob. Entonces, I ob e Fi(A).

3. = 4. Seaa € Aysea F' € Fi(A). Se sigue que 1 € ao F y que ao F es
creciente. Sean x,y € ao F tal que existe z A y. Entonces existen fi, fo € F' tal que
fi<zVay fo <yVa. Asi, zVa,yVa € F. También, como xVa,yVa € |a), existe
(xVa)A,(yVa)en Ay ademés (zVa)A, (yVa)€F. Luego, (x Va)A, (yVa) <
xVay (@xVa)N, (yVa) <yVa,es decir, z,y € ao ((xVa)A, (yVa)). Dela
Observacion 4.2.2, ao ((z Va) A, (yV a)) = (a]o((z Va) A, (y V a)) y por hipétesis
(a] o ((x Va) N, (yVa)) € Fi(A). Entonces z Ay € ao ((xVa)A,(yVa)), pero
como (x Va) A, (yVa) € F,sesigue que t ANy €aoF. Asi, ao F € Fi(A).

4. = 5 Seal € Id(A) y sea F' € Fi(A). Es fécil de probar que 1 € [ o F
y que I o F' es creciente. Sean x,y € [ o I tal que existe x A y. Entonces existen

(i1, f1), (i2, f2) € I x F tal que © € i1 0 f1 e y € i3 0 f, 0 lo que es equivalente,
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fi<axViry fo <yVie. Tomemos i =1 Vi, € [. Porotrolado, z V fi,yV fo € F
y existe (zV f1) Aupny (¥ V f2) en [z Ay). Se sigue que (xV f1) Aupy (Y V f2) € F.
Consideremos el conjunto io F. Al ser (xV f1) Aupy (U V f2) Sz Viy (xV f1) Aany
(yV f2) <yVisetiene que x,y € ioF. ComoioF € Fi(A), entonces t Ay € ioF,
es decir, existe f € F tal que f < (x Ay)Vi. Asi, tANy€iofyaxANyelolF.
Concluimos que [ o F' € Fi(A).

5. = 1. Seaa € Ay sean x,y,z € [a). Siempre vale que x V (yAz) <
(xVy) A (zVz). Probemos la otra desigualdad. Como (zVy)A(zVz) <yVz
v (xVy) A(zVz) < zVa, entonces y,z € zo ((zVy)A(zVz)). Porla Ob-
servacion 4.2.2, x o ((xVy)A(xVz)) = (x] o [(x Vy)A(xzV 2)) y por hipitesis,
(x]o[(xVy)A(zVz2)) € Fi(A). Luego, y Az € (z]o[(xVy)A(xVz)), es decir,
existe i € (z]y fel(xVy) AN(xVz))talqueyAze€iof. Asi, f < (yAz)Vi. Se
sigue que (xVy) A (xVz) <zV(yAz)y porlotanto A es una DN-édlgebra. W

De la Definicién 4.2.1 tenemos como caso particular el siguiente aniquilador
relativo
a'=aol={zr€A: xVa=1},

llamado el aniquilador de a.

Observaciéon 4.2.4. Si A es una DN-dlgebra y a € A, notemos que de los resultados

desarrollados en la Subseccion 3.3.4 tenemos que
@) =a) > {1} ={z €A : zVa=1},
es decir, [a)" = aT.
Lema 4.2.5. Sea A una DN-dlgebra. Sean a,b € A y sea I € 1d (A).
1. INaob=10 siysdlo si eriste Q € X (A) tal que  CQ,a€Q yb¢ Q.
2. INa” =0 siy sdlo si existe Q € X (A) tal que I CQ ya € Q.
3. INa’ =0 siy solo si existe U € Idm (A) tal que I CU ya € U.

4. U eldm(A) siy sdlo si para cada a € A, a ¢ U si y sélo si U N aT # 0.

Demostracion. 1. Sean a,b € Ay sea I € 1d(A) tal que I Naob= (. Tomemos
el ideal H = IV (a] y probemos que HN[b) = 0. Si x € HN[b), entonces existe
1e€ltalquer <iVayb<uz Asi,b<iVayporlotantoi € aob, lo cual es una
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contradiccién. Entonces HN[b) = () y por el Teorema 2.2.6 existe Q € X (A) tal que
I CQ,ae@yb¢ Q. De manera reciproca, sea Q € X (A) tal que I C Q, a € Q)
y b ¢ Q,y supongamos que I Naob # (). Entonces, existe i € I tal que b < iV a.
Como 2,a € Q, se sigue que i Va € Q vy b € Q, lo cual es una contradiccion.

2. Se sigue del punto 1.

3. Si INa’ = (), entonces por el punto 2. existe Q@ € X (A) tal que I C Q y

a € (. Consideremos la familia
Z={Reld(A)—{A} : ICRyacR}.

Asi, Z # () pues Q € Z. Luego, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal
U en Z. Claramente U es un ideal propio. Veamos que U € Idm (A). Sea b € A tal
que b ¢ U. SiUNDL = (), entonces H = U V (b] es un ideal propio, pues de otra
forma 1 € H implicaria que existe p € U tal que pV b =1, es decir, p e UNbT y
seria una contradiccion. Asi, U C H y H € Z, lo cual es una contradicciéon porque
U es maximal en Z. Entonces debe ser U N b7 # (), es decir, existe ¢ € U tal que
cVb=1. Porlotanto H =Ay U € Idm (A).

Reciprocamente, supongamos que I Na’ # (). Entonces existe ¢ € I tal que
iVa=1. Asi, existe U € Idm (A) tal que I CQ ya € Q. Luego,iVa=1€ U lo
cual es una contradiccion, pues U es un ideal propio.

4. Sea U € Idm (A). Supongamos que a ¢ U. Como U es maximal, U V (a] = A
y 1 € UV (a], es decir, existe p € U tal que pVa=1. Asi, peaTy UNa’ #0.

SiUNa™ # 0y a € U, entonces existe p € U tal que pVa =1. Luego, 1 € U lo
cual es una contradiccion.

De manera reciproca, sea I € Id (A) tal que U C I. Entonces existe a € I tal
que a ¢ U y por lo tanto U Na™ # (), es decir, existe p € U tal que pVa = 1. Como
UcI, tenemosquepelyaVp=1€l. Luego =AyU € Idm (A). |

4.2.1 Conexion con las algebras de Tarski

Sea A una DN-dlgebra. Veamos que cuando los ideales primos y maximales de A

coinciden, entonces A es un algebra de Tarski.

Teorema 4.2.6. Sea A una DN-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
1. [a) es un dlgebra de Boole, para cada a € A.

80



4.2 Aniquiladores relativos Familias Vietoris y aniquiladores relativos

2. Todo ideal primo de A es maximal.

3. la)VaT = A, para cada a € A.

Demostracion. 1. = 2. Seaa € Aysea P € X (A) tal que a ¢ P. Tomemos
el ideal I (P U{a}) y probemos que I (PU {a}) = A. Supongamos que tenemos la
inclusién estricta I (P U {a}) C A, es decir, que existe x € Atal quex ¢ I (P U {a}).
Entonces, por el Teorema 2.2.6, existe Q € X (A) talque P C Q,a € Qy x ¢ ). Sea
p € P. Alser p < pVay [p) un dlgebra de Boole, existe z € [p) tal que (pV a)Vz =1
y (pVa)A,z=p. Como (pVa)A,z € Py P esprimo, tenemos que pVa € P o
z € P. SipVa € P, entonces a € P lo cual es una contradiccion. Si z € P, entonces
z € Q. Luego tenemos que aVz=aV (z2Vp)=(pVa)Vz=1E¢cQ lo que resulta
nuevamente una contradiccién, pues @ es propio. Por lo tanto I (PU{a})=Ay P
es un ideal maximal.

2. = 3. Sea a € A. Obviamente [a) V aT C A. Probemos la otra inclusion.
Supongamos lo contrario, es decir, que existe ¢ € A tal que ¢ ¢ [a) V aT. Luego,
por el Teorema 2.2.6, existe P € X (A) tal que ¢ € Py PN ([a) VaT) = 0. Asi,
a¢ Py Pna’=0{. Al ser P un ideal primo, tenemos que P es maximal y como
a ¢ P, por el Lema 4.2.5 se sigue que PNa’ # (), lo cual es una contradiccion. Asi,
[a) V aT = A.

3. = 1. Seaa € Ayseab € [a) tal que b # a y b # 1. Veamos que b tiene
complemento en [a). Sabemos que a € [b) V bT = F ([b) UbT). Si sblo existe x € [b)
tal que a = x, entonces b < x = a. Luego b = a, lo cual es una contradiccion.
Por otro lado, si solo existe x € bT tal que a = x, tenemos que t Vb =a Vb= 1.
Como a < b, entonces a Vb = b lo que implica que b = 1, lo cual nuevamente es
una contradiccién. Por lo tanto, existe x € [b) y existe y € bT tal que existe x Ay y
r Ay =a. Asi,

a = aAb = (xAy)AD
= (zAb) Ay = bAv.

Entonces b Ay = a. Ademds y € b7, es decir, bV y = 1. Como y € [a), concluimos

que y es el complemento de b en [a). ]

4.2.2 Caracterizaciones de las DIN-algebras

Nuestro préximo objetivo es presentar algunas nuevas caracterizaciones de la dis-

tributividad de una DN-algebra. En la teoria de reticulos, es bien sabido que un
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reticulo es distributivo si y soélo si todo ideal propio se puede escribir como inter-

seccion de ideales primos. Presentamos una generalizacion de dicho resultado.

Teorema 4.2.7. Sea A una N-dlgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es una DN-dlgebra.

2. Todo ideal propio de A es interseccion de ideales primos.

Demostracion. 1. = 2. Sea I € Id(A) — {A}. Para cada a ¢ I, tenemos que
I'N[a) = (. Entonces por el Teorema 2.2.6, existe P, € X (A) tal que I C P, y
a¢ P,. Asi,

I=N{P.e X(A) : ag¢l}.

2. = 1. Dados a,b € A, probemos que aob € Fi(A). Se sigue que 1 € aob
y que a o b es creciente. Sean x,y € a o b tal que existe x A y. Tomemos el ideal
Q = ((x ANy) V a] y supongamos que b ¢ ). Asi, @ es un ideal propio y por hipétesis
tenemos que

Q={PeX(4) : QC P},

Luego, existe P € X (A) tal que (z Ay)Va€ Pyb¢ P. Sesigue que z Ay,a € P
y al ser P un ideal primo, x € Poy € P. Si z € P, entonces x Va € P y como
b < xVa, tenemos que b € P lo cual es una contradiccion. Analogamente llegamos a
una contradiccién si suponemos que y € P. Por lo tanto b € @ and b < (z A y) V a.

Asi, t Ny €aobyaob e Fi(A). Por el Teorema 4.2.3, concluimos que A es una
DN-algebra. |

Ahora nos concentramos en estudiar una nueva equivalencia de la distributividad

en términos de la nocién de ideal maximal relativo.

Definicién 4.2.8. Sea A un semirreticulo. Sea I € Id (A) y sea S un subconjunto
creciente de A. Diremos que [ es un ideal mazimal relativo a S, si I es maximal

respecto a los ideales que son disjuntos a S.

Lema 4.2.9. Sea A un semirreticulo. Sea I € I1d(A) y sea F € Fi(A). Entonces I
es un ideal mazximal relativo a F si y solo si (Ho FYNI # 0, para cada H € 1d (A)
tal que H ¢ I.

Demostracion. Sea I € Id(A) y sea F' € Fi(A). Supongamos que [ es un ideal
maximal relativo a F'y sea H € Id (A) tal que H ¢ I. Consideremos el ideal IV H.
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Dado que I es ideal maximal relativo a F e I C IV H, entonces (I V H)NF # 0,
es decir, existen f € Fli e I yh € H tal que f <iV h. Asi, i € ho f. Por lo tanto
i€eHoFy(HoF)NI#0.

Reciprocamente, asumimos que (H o F) NI # (), para cada H € Id (A) tal que
H ¢ I. Supongamos que I no es un ideal maximal relativo a F. Entonces existe
Held(A)talque I C Hy HNF = (. Como H ¢ I, tenemos que (H o F)NI # 0.
Luego, existe i € [ 'y (h,f) € H x F tal que i € ho f, es decir, f < iV h. Al ser
telCHeiVheH,sesigueque f € Hy HNF # () lo cual contradice nuestra

hipétesis. Entonces I es un ideal maximal relativo a F'. [ ]

Teorema 4.2.10. Sea A una N-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-dlgebra.

2. Todo ideal mazimal relativo a a o b es primo, para cada a,b € A.

Demostracion. 1. = 2. Sean a,b € Ay sea I € Id (A) un ideal maximal relativo
a aob. Probemos que I es primo. Sean x,y € A tal que existe z Ay € I. En
busqueda de una contradiccién, supongamos que x ¢ [ e y ¢ I. Consideremos los
ideales I, = I V (z] e I, = I V (y]. Entonces I, Naob# 0 e I,Naob# 0, es decir,
existen f1, fo €aobei,is € I talque fi <axViry fo <axVig. Seat =11 Vig € I.
Asi, xVi,yVi€aoby existe (z Vi) A; (y Vi) € [i). Por el Teorema 4.2.3, se sigue
que aobeFi(A)y (xVi)A; (yVi)=(xAy)Vi€eEaob. Porotro lado, como I es
un ideal, (x Ay) Vi € I. Entonces I Naob # (), lo cual es una contradicciéon. Por
lo tanto I es primo.

2. = 1. Por el Teorema 4.2.3, es suficiente con probar que aob € Fi(A). Se
sigue que 1 € aob y que aob es creciente. Sean x,y € a o b tal que existe x A y. Si
suponemos que x Ay ¢ aob, entonces (x Ay]Naob = (. Consideremos la familia
de ideales

F={I€ld(A) : (xAy]CTelNaob=10}.

Luego, F # 0 y por el Lema de Zorn existe un elemento maximal M en F. Se
prueba facilmente que M es un ideal maximal relativo a a o b. Entonces M es un
ideal primo y como x Ay € M, se tiene que z € M oy € M. Luego, M Naob +# ()

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto z Ay €aoby aob e Fi(A). [
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4.2.3 T-semi-homomorfismos

A continuacién, estudiamos una clase particular de V-semi-homomorfismos que

preservan la nocién de aniquilador.

Definicién 4.2.11. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'S,, [A, B]. Diremos que
h preserva aniquiladores, o es un T-semi-homomorfismo, si F' (h(aT)) = h (a)", para
cada a € A.

Observacién 4.2.12. Siempre vale la inclusiéon F (h (aT)) C h(a)", para cada a €
A. Siz € F(h(aT)), entonces existen 1, ..., z,, € [h(aT)) tal que existe 1 A ... A 2,
y 1 A ... ANz, = x. Como z1,...,x, € [h(aT)), existen yi,...,y, € h(aT) tal que
y; < x; para cada i = 1,...,n. Asi, existen tq,...,t, € a7 tal que h(t;) = y; para
cada ¢+ = 1,...,n. Luego, t4 Va = ... = t,Va = 1y como h es un V-semi-
homomorfismo, tenemos que h(ty) V h(a) = ... = h(t,) V h(a) = 1. Entonces
xVh(a) =[(ya Vo) Ao A(yn Vx,)] V h(a) y al ser [z) un reticulo distributivo,
xVh(a)=(p Ve Vh(a)A...AY,Va,Vh(a))=1. Porlo tanto, x V h(a) =1
yx € h(a)

Denotemos como DN'S; [A, B] al conjunto de todos los 7-semi-homomorfismos
entre las DN-dlgebras Ay B. Si h € DN'S\ [A, B] en general h™'(P) ¢ X (A), para
cada P € X (B). Veamos que si P es un ideal maximal y i un T-semi-homomorfismo,

entonces h~'(P) es un ideal maximal y por lo tanto primo.

Lema 4.2.13. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'S; [A, B]. Entonces h~'(P) €
Idm (A), para cada P € 1dm (B).

Demostracion. Sea P € Idm (B). Al ser h un V-semi-homomorfismo, se sigue
que h~1 (P) es un ideal. Ademés, h(1) =1 ¢ Py h™' (P) es propio. Sea a € A
tal que a ¢ h™'(P). Entonces h(a) ¢ P y como P es maximal, P N h(a)" # 0
por el Lema 4.2.5. Como h es T-semi-homomorfismo, P N F (h (aT)) # 0, es decir,
existen z1,...,x, € [h(aT)) tal que existe 1 A ... Az, y 1 A ... Az, = z. Luego,
existen y1, ..., Y, € h(aT) tal que y; < x; para cada i = 1,...,n. Se sigue que existen
t1,...,tn, € a’ tal que h(t;) = y; para cada i = 1,...,n. Tenemos entonces que
tyVa=..=t,Va=1y alser h un V-semi-homomorfismo, h(t;) V h(a) = ... =
h(t,) V h(a) =1. Como

r=x1 N A2y = Vr)A..A(ys Va,) €P

y P es primo, existe algin ¢ tal que 1 <7 < ney; Va; € P, lo que implica que
yi = h(t;) € P, es decir, t; € h™* (P). Asi, h='(P)NaT # (. Reciprocamente, es
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facil de probar que si h™' (P) N aT # 0, entonces a ¢ h=' (P). Por lo tanto, por el
Lema 4.2.5, tenemos que h™! (P) € Idm (A). |

Teorema 4.2.14. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'S\ [A, B]. Las siguientes

condiciones son equivalentes:
1. he DNS, [A, B].

2. Para cada P € X (B) y cada Q € X (A) tal que h™' (P) C Q, existe D €
X (B) tal que PC D yQ C h™*(D).

3. Idm (A)N[h~1 (P)) C ' [X (B)N[P)] para cada P € X (B).

Demostracion. 1. = 2. Sea P € X (B) y sea Q € X (A) tal que h™* (P) C Q.
Tomemos el ideal J = I (P Uh(Q)). Observemos que J es un ideal propio, pues en
caso contrario 1 € J, es decir, existe p € Py q € @ tal que pV h(q) = 1. Como
p € hiq)m = F(h(q")), existen x1,...,x, € [h(q7)) tal que existe 21 A ... A, y
T1 N Az, = p. Asi, existen yi, ...,y € h(qT) tal que y; < z; paracadai =1,...,n.
Se sigue que existen t1, ..., t, € ¢7 tal que h (t;) = y; para cada i = 1,...,n. Entonces
ttvVg=..=t,Vg=1. Comop=a1A..ANxp = VT)AN .. Ay V,) EPy P
es un ideal primo, existe algin i tal que 1 <i <ney;Vx; € P. Asi, y; = h(t;) € P,
es decir, t; e b1 (P) CQycomoqe @, t;Vg=1¢€ Q lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto J es un ideal propio de A. Se sigue que existe D € X (B) tal que
PCDyQCh (D).

2. = 3. Sea P € X(B)ysea@ € Idm(A) N [h~'(P)). Entonces tenemos
que Q € X (A) y h™'(P) C Q. Luego, por hipétesis, existe D € X (B) tal que
PCDyQCh (D). Dado que h™! (D) es un ideal y Q es maximal, resulta ser
Q = h™' (D). Se sigue que Q € h™'[X (B)N[P)] y por lo tanto vale la inclusién
dm (A) " [ (P)) € h* (X (B) N [P)].

3. = 1. Sea a € A. Por la Observacién 4.2.12 solamente tenemos que probar
la inclusién h (a)" € F (h(aT)). Supongamos lo contrario, es decir, que existe x €
h(a)" tal que = ¢ F (h(aT)). Luego, por el Teorema 2.2.6, existe P € X (B) tal que
z€ Py PNF(h(a))=10,lo que implica que

Pnh(a)"#0y PNh(a") =0.

Asi, 1 (P)NnaT =0y h™' (P) € Id (A). Por el Lema 4.2.5, existe U € Idm (A) tal
que h™' (P) CU y a € U. Entonces

U eldm(A)n[h' (P)) Ch'[X(B)N[P)]
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y por lo tanto existe D € X (B) tal que P C Dy U = h ' (D). Como a € U,
h(a) € D lo que implica que D N h(a)" = 0. Por otro lado, PN h(a)" # 0y
P C D. Entonces DN h(a)" # 0, lo cual es una contradiccién. Concluimos que
h(a)" C F(h(a™)) y h es un 7-semi-homomorfismo. |

Teniendo en cuenta el Teorema 4.2.14 y la dualidad desarrollada en en Capitulo

3, podemos definir las relaciones duales a los T-semi-homomorfismos.

Definicién 4.2.15. Sean (X1, ) y (X2, K2) DN-espacios y sea R € SRy [ X1, Xa].
Diremos que R es una T-relacion si para cada r € X; y cada y € X, tal que

y € R (x), se satisface la siguiente condicién:
existe z € Xy tal que 2 < zy R(2) C [y).

Proposicién 4.2.16. Sean A y B DN-dlgebras y sea h € DN'S\ [A, B]. Entonces

h es un T-semi-homomorfismo si y solo si Ry, es una T-relacion.

Si denotamos como DN'S; a la categoria que tiene como objetos DN-dlgebras y
como morfismos 7-semi-homomorfismos y como SR, a la categoria que tiene como
objetos DN-espacios y como morfismos T-relaciones entre DN-espacios, tenemos el

siguiente resultado aplicando el Teorema 3.2.15.

Teorema 4.2.17. Los funtores contravariantes X\/|DNST Yy ]DV|SRT y los isomorfis-
mos naturales H* y ¢ establecen una equivalencia dual entre la categoria de DN-

dalgebras con T-semi-homomorfismos y la categoria de DN-espacios con T-relaciones.

4.3 DN-algebras normales

Un reticulo distributivo acotado es normal si cada ideal primo contiene un tnico
ideal primo minimal. Dicho concepto fué introducido por Cornish en [27] y extendido
a la clase de los semirreticulos distributivos en [42]. En esta seccién introducimos las

DN-élgebras normales y obtenemos algunas equivalencias utilizando aniquiladores.

Definicién 4.3.1. Sea A una DN-dlgebra.

1. Diremos que A es normal si cada ideal primo esta contenido en un 1inico ideal

maximal.

2. Diremos que A es p-lineal si la familia de los ideales primos que contienen a

un ideal primo es una cadena.
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Es inmediato que toda DN-algebra p-lineal es normal. Por otro lado, si L es un
reticulo distributivo acotado, entonces la definicion de normalidad es equivalente a
que todo filtro primo contiene un tnico filtro minimal, el cual es un concepto dual

a la definicién dada por Cornish en [27].

Teorema 4.3.2. Sea A una DN-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es normal.

2. Para cada P € X (A) y cada a,b € A tal que aVb =1, PNaT # () o PNbT # (.

Demostracion. 1. = 2. Sea P € X (A) y sean a,b € A tal que a Vb = 1.
Supongamos que PNa’ = (0 y PNbT = (). Entonces, por el Lemma 4.2.5, existen
Uy, Uy € Idm (A) tal que P C Uy, P C Uy,a € Uy y b € Us. Como A es normal,
U, = U,. Luego, a,b € Uy pero a Vb =1 € Uy, lo cual es una contradiccion.

2. = 1. Sea P € X (A) y sean Uy,U; € Idm (A) tal que P C Uy y P C Us,. Si
Uy # U,, entonces existe a € Uy tal que a ¢ Us. Al ser Uy maximal, I (Us U {a}) = A
y 1 € I(UyUA{a}), es decir, existe b € U, tal que a Vb = 1. Por otro lado, por el
Lema 4.2.5, PNa™ =0y PNbT = lo cual contradice nuestra hipdtesis. |

Teorema 4.3.3. Sea A una DN -dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es normal.
2. Para cada a,b € A, (aVb)T =F (aTUDT).

3. Para cada a,b € A tal queaVb=1, aT Vb = A.

Demostracion. 1. = 2. Sean a,b € A. Siempre vale que F (aTUbT) C (a Vb)".
Probemos la otra inclusién. Supongamos que existe x € (a Vb)' tal que x ¢
F (aTUbT). Entonces, por el Teorema 2.2.6, existe P € X (A) tal que = € Py
PNF(amUb™) =0. Como a™,bT C F (aTUDbT), PNa™ =0y PNbT =, por el Lema
4.2.5 existen Uy, Uy € Idm (A) tal que P C Uy, P C Uy,a € Uy y b € U,. Alser A nor-
mal, Uy = Uy y a,b € Uy. También, x € U; lo que implica que z V (a Vb) =1 € Uy,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (a V )T = F (a7 U DT).

2. = 3. Es una consecuencia inmediata.
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3. = 1. Sea P € X (A) y sean Uy,U; € Idm(A) tal que P C Uy y P C Us.
Supongamos que existe a € U; tal que a ¢ Uy. Como U, es maximal, tenemos que
le A=1(UyU{a}) y existe b € Uy tal que a Vb = 1. Entonces a™ V bT = A. Sea
x € P. Al ser x € a™ V b7, existen x1,...,x, € aT UbT tal que existe z1 A ... Az, y
1N .. ANz, =x. Asi, 21 A... Nz, € Py como P es un ideal primo, existe x; € P
para algiun ¢ tal que 1 <7 < n. Six; € a7, entonces x; e Uy yx; Va=1¢€ Uy, lo
cual es una contradiccion porque U; es propio. Si x; € bT también arribamos a una

contradiccion. Asi, U; C U, y por lo tanto U; = Us. [ |

Como consecuencia inmediata del Teorema 4.3.3 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3.4. Sea A una DN-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es normal.

2. La aplicacion p : A — Fi(A) dada por p(a) = a™ es un homomorfismo entre
DN -algebras.

Teorema 4.3.5. Sea A una DN-dlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es p-lineal.
2. Para cada P € X (A) y cada a,b€ A, PNaob#0 o PNboa# 0.

3. Para cada a,b € A, (aob)V (boa) = A.

Demostracion. 1. = 2. Sea P € X (A) y sean a,b € A. Supongamos que
Pnaob=0o PNboa=1{. Por el Lema 4.2.5, existen Q1,Q2 € X (A) tal que
PCQacQbg QP CQybe@ryagQy Como A es p-lineal, Q1 C @2 0
Q2 C Q1. Si Q1 C Q9, entonces a € 3 lo cual arribamos a una contradiccion. En
el caso que Q3 C (q, llegamos también a una contradiccién. Luego, PNaob # 0 o
Pnboa#0.

2. = 8. Supongamos que existen a,b € A tal que (aob)V (boa) # A. Entonces
existe ¢ € A tal que ¢ ¢ (aob)V (boa). Dado que (aob)V (boa) € Fi(A), por
el Teorema 2.2.6 existe P € X (A) tal que ¢ € Py PN (aob)V (boa) = 0. Asi,
PNnaob=0y PNboa = (0 lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto
(aob)V(boa)=A.
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3. = 1. Sean P,()1,Q2 € X (A) talque P C Q1 y P C Q. Si Q1 y Qs son
incomparables, entonces existen a,b € A tal que a € Q1 — Q2 y b € Q3 — Q1. Sea
x € P. Como A= (aob)V(boa), existen x1,...,x, € (aob)U (boa) tal que existe
Ty N NTp Yy 1 Ao AN, = 2. Luego, 1 A ... Ax, € Py al ser P un ideal primo,
existe x; € P para algin i tal que 1 <7 < n. Siz; € aob, entonces b < x; Va. Como
Ti,a € Q1, x;Va € Q1 ybe @ locual es una contradiccion. Si z; € boa, arribamos

también a una contradiccién. Asi, Q1 y ()2 son comparables y A es p-lineal. |

Utilizando el concepto de DN-algebra normal, es posible dar otra caracterizacion

de los T-semi-homomorfismos.

Teorema 4.3.6. Sean A y B dos DN-dlgebras y sea h € DN'S\, [A, B]. Supongamos
que B es normal. Entonces h es un T-semi-homomorfismo si y solo si se satisfacen

las siguientes condiciones:

1. Para cada P € X (B) y cada Q1, Qs € Idm (A), si ™' (P) C Q1N Qo entonces
Q1 = Qe

2. h™Y(P) € Idm (A), para cada P € Idm (B).

Demostracion. Supongamos que h es un T-semi-homomorfismo. Por el Lema
4.2.13 debemos probar solamente la primera condicién. Sea P € X (B) y sean
Q1,Q2 € Idm (A) tal que h™ (P) C Q1 N Q. Supongamos que existe a € Q; tal
que a ¢ Q2. Como () es maximal, 1 € A = I (QyU{a}) y existe b € @3 tal que
aVb=1. Luego, h(aVb) =h(a)Vh(b) =h(l) =1 Alser B normal, por el
Teorema 4.3.2, tenemos que PN h(a)T # 0o PNh(b)T # 0 y al ser h un 7-semi-
homomorfismo, P N F (h(a")) # 0 o PN E(h(bT)) # 0. Si PN F (h(a")) # 0,
entonces existe © € P tal que x € F' (h(aT)), es decir, existen 1, ..., x, € [h(aT)) tal
que existe £1 A... Az, ¥ T1A...Ax, = x. Asi, existen yi, ..., y, € h(aT) tal que y; < z;
para cada i = 1,...,n. Se sigue que existen ¢y, ..., t, € a7 tal que h (t;) = y; para cada
1=1,...,n. Entonces t; Va=..=1t,Va=1y al ser h un V-semi-homomorfismo,
h(t1) Vh(a)=..=h(t,)Vh(a)=1. Por otra parte, como

r=x1 N ATy = Vr) Ao A(ysVa,) €P

y P es un ideal primo, y;Vz; € P para algin i tal que 1 <i <n. Asi, y; = h(t;) € P
yvt; € h"1(P) C QiNQy Luego, a,t; € Q1 yt; Va =1 € Qp lo cual es una
contradiccién, pues @ es un ideal propio. Si PN F (h(b7)) # 0, razonando de

manera similar llegamos a una contradiccién. Por lo tanto, Q1 C Qo y Q1 = Q-.
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Sea a € A. Por la Observacién 4.2.12 bastard con probar que h (a)" C F (h (aT)).
Supongamos que existe = € h (a)" tal que z ¢ F (h(aT)). Entonces, por el Teorema
2.2.6, existe P € X (B) talquex € Py PN F (h(a™)) =0, es decir, h (a)"N P # ()
y PN F(h(a")) = 0. Como B es normal, existe un dnico € Idm (B) tal que
P C Q. Notemos que h(a) ¢ Q. En efecto, si h(a) € Q entonces h(a)'NQ # ()
y existe x € @) tal que h(a) Vax =1 € @, lo cual es una contradiccién por ser )
un ideal propio. Luego, como a ¢ h™' (Q), tenemos por 2. que h™! (Q) € Idm (A)
y por el Lema 4.2.5 se sigue que h™' (Q) NaT # 0, es decir, Q N F (h(aT)) # 0.
Por otro lado, como P N F (h(aT)) = 0, se tiene que h™* (P) NaT = () y nueva-
mente por el Lema 4.2.5 existe U € Idm (A) tal que h™' (P) C U ya € U. Por
lo tanto A™' (P) C h™' (Q) N U y por 1. se tiene que h™! (Q) = U, lo cual es una
contradiccién pues a € U 'y a ¢ h™'(Q). Luego, h(a)T = F(h(aT)) y h es un

T-semi-homomorfismo. |
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Capitulo 5

DNLI-algebras

Una Légica Modal es una Logica Proposicional dotada de nuevos conectivos llamados
operadores modales y que cumplen ciertos axiomas que regulan el comportamiento
de los operadores en relacién con el resto de los conectivos proposicionales. Por
ejemplo, una Légica Modal Normal definida sobre el Calculo Proposicional Clasico
CPC o sobre la Légica Proposicional Intuicionista Int cuenta con los siguientes

axiomas béasicos:
e U(p—¢) — (Hp — Ty),
e T —[T.

El primer axioma también puede ser expresado en términos de conjunciones por

medio de los siguientes axiomas:

e U(pA) — (Lp ADy),
o (OpADy) = O(pA1).

Detalles sobre Légicas Modales se pueden consultar en [9]. Las motivaciones para
estudiar dichas logicas, tanto desde el punto de vista semantico como sintactico, son
variadas y provienen de distintos campos. Ademas, en las ultimas tres décadas han
proliferado las aplicaciones de las Loégicas Modales a la Computacion Tedrica, la
Inteligencia Artificial y hasta la Linguistica. Esto hace que la Logica Modal sea un
area de gran interés y en permanente crecimiento.

Para un estudio semantico de la Logica Proposicional Modal se puede recurrir a
diferentes estructuras matematicas. Desde el punto de vista algebraico, los anteriores

axiomas se pueden expresar en algebras de Boole, algebras de Heyting o en reticulos
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distributivos acotados a través de dos ecuaciones. Si L es un reticulo distributivo
acotado, entonces un operador modal de necesidad definido sobre L es una funcién
unaria

O:L—L

tal que para cada a,b € L se satisfacen las siguientes identidades:

1. 01 =1

Y

2. O(a Ab) = Oa A Db,

Las ecuaciones anteriores expresan que el operador modal [J es una aplicacién
que respeta el iltimo elemento y preserva infimos. Sin embargo, notemos que [J
no necesariamente tiene que preservar el supremo. Por otro lado, en el caso de las
algebras de Boole, es posible definir a partir del operador [J el operador dual ¢ como
Qa = —[-a, donde — es la negacién booleana. Este operador, llamado operador
modal de posibilidad, cumple con condiciones duales al operador [J, es decir, para

cada a,b € B se satisfacen las siguientes identidades:
1. 00 =0,

2. O (aVb)=~30aVv Ob.

Podemos tomar el operador { como primitivo y definir el operador [J como
operador derivado por medio de la siguiente ecuacion Ua = =Q—a. Claramente, por
el principio de dualidad, en las dlgebras de Boole es indistinto con que operador
comenzamos a trabajar, pero en el caso de los reticulos distributivos e incluso en
las algebras de Heyting es bastante mas complejo ya que no tenemos negaciéon o
la negacién intuicionista no permite una interdefinicién entre los dos operadores.
Este tipo de anélisis se pueden trasladar a otras estructuras algebraicas méas débiles
que los reticulos distributivos o algebras de Heyting. En particular, nos podemos
preguntar por el comportamiento de este tipo de funciones en las DN-dlgebras.

En este capitulo vamos a dar los primeros pasos en el estudio de los operadores
modales en las DN-dlgebras. Este estudio es relativamente preliminar, ya que solo
nos hemos centrado en definir operadores modales tipo [J en DN-algebras. Las
DN-dlgebras con un operador de necesidad U1, o DNU-dlgebras que definiremos mas
adelante, generalizan tanto a los reticulos distributivos acotados con un operador
necesidad [15], [44] como a las dlgebras de Tarski modales estudiadas en [14]. Te-

niendo en cuenta los resultados desarrollados en el Capitulo 3, el objetivo principal es
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estudiar una teoria de representacién y una dualidad topoldgica para la clase de las
DN[-4lgebras que nos permita ser la base para un estudio semantico de logicas mas
débiles que las logicas modales y que se encuentren asociadas a las DN[I]-algebras.
Contar con una buena teoria de representacién es un paso importante. Para ello,
introducimos la nociéon de DNU-espacio y definimos una nocién dual para carac-
terizar el operador modal [J. Como una aplicacién de la dualidad, caracterizamos
algunos conceptos algebraicos.

Los resultados presentados en este capitulo serviran de base para posteriores
estudios tanto desde el punto de vista semantico como logico, de logicas asociadas

a las DN-dlgebras con operadores modales.

5.1 A-semi-homomorfismos

Si A y B son algebras de Boole, recordemos que una aplicacion h : A — B es un
semi-homomorfismo si h(1) = 1y h(a Ab) = h(a) Ah(b) para cada a,b € A. Luego,
un dlgebra modal es un par (A, ) donde A es un dlgebra de Booley (J: A — A esun
semi-homomorfismo. En otras palabras, un algebra modal es un algebra de Boole
junto a una aplicacién unaria que respeta el ultimo elemento y preserva infimos.
Las algebras modales se generalizan naturalmente tanto a la clase de los reticulos
distributivos acotados como a la clase de las dlgebras de Tarski.

Como nuestra intencion es estudiar un operador modal necesidad en la clase de
las DN-dalgebras, necesitamos previamente analizar una nocién particular de funcion

que introducimos a continuacion.

Definicién 5.1.1. Sean A y B DN-dlgebras y sea [1 : A — B una aplicacién
mondétona. Diremos que [ es un A-semi-homomorfismo si para cada a,b € A tal

que existe a A b, se satisfacen las siguientes identidades:
1. 01 =1,

2. O(aAb) = Oa A Db,

Observemos que como los A-semi-homomorfismos son aplicaciones monétonas y
B es una DN-algebra, si existe a/Ab en A, entonces existe [JaALlb en B. Denotaremos
como DN'S, [A, B] al conjunto de todos los A-semi-homomorfismos entre las DN-
algebras Ay B y como DN'S, a la categoria que tiene como objetos DN-dlgebras y

como morfismos A-semi-homomorfismos.

93



5.1 N-semi-homomorfismos DNUl-algebras

Ejemplo 5.1.1. La siguiente figura nos muestra una aplicacion h entre DN-algebras
finitas definida como h (1) =1,h(z) =a,h(y) = a,h(z) = cy h(w) = a. Notemos
que h es un ejemplo sencillo de A-semi-homomorfismo el cual no es un V-semi-

homomorfismo.

Lema 5.1.2. Sean A y B DN-dlgebras y sea O € DNSA[A,B]. Si P € X (B),
entonces 071 (P)° € Fi(A).

Demostracion. Sean a,b € A tal que a < by a € O (P)°. Entonces aAb=a
yOa ¢ P. Como Ua <0Oby P esideal, b ¢ P. Asi, b€ O (P)"y O (P)° es
creciente. Sean a,b € O (P) tal que existe a A b. Entonces Ua,0b ¢ P y como
existe aAb, DaAOb =0 (a Ab). Si OaAOb € P, entonces como P es primo Oa € P

o b € P, lo cual es una contradicciéon. Luego, Ja AOb ¢ Py aANb e O (P)".
Por lo tanto, (07! (P) € Fi(A). |

Sean X; y X, conjuntos y sea R C X x X5 una relacion binaria. Consideremos
la aplicacion
DR P (XQ) — P (Xl)

dada por
Or(U)={re€e X, : R(x) CU}. (5.1)

Definimos la contrapartida topolégica de los A-semi-homomorfismos.

Definicién 5.1.3. Sean (X, ;) y (X5, Ks) DN-espacios y sea R C X; x X3 una
relacién binaria. Diremos que R es una A-relacion si satisface las siguientes condi-

ciones:
1. Or (U) € D, (X;), para cada U € Dy, (X3).

2. R(x) es un subconjunto cerrado de X5, para cada = € X.
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Sea SR, [X1, X3] el conjunto de todas las A-relaciones entre los DN-espacios

(X1, K1) vy (Xa, K2). Tenemos las siguientes equivalencias de la Definicién 5.1.3.

Lema 5.1.4. Sean (X1, K1) y (X2, K2) DN-espacios y sea R C X1 X Xy una relacion
binaria. Supongamos que Og (U) € Dy, (X1), para cada U € Dy, (X3). Las sigu-

tentes condiciones son equivalentes:

1. Para cada (z,y) ¢ R, existe U € Dy, (Xa) tal que R(z) CU ey ¢ U.

2. R(x) es un subconjunto cerrado de Xs, para cada x € X;.

3. Para cada (x,y) € X1 X Xo,

(z,y) € R si y sdlo si Hx, (y) C O (Hy, ().

Demostracion. 1. = 2. Sea x € X;. Probemos que
R(x)=N{U € Di, (X3) : R(z) CU}.

Una inclusion es trivial. Sea y € ({U € D, (X2) : R(x) CU} y supongamos
que y ¢ R(x). Luego, existe U € Dy, (X2) tal que R(z) C U ey ¢ U, lo cual es
una contradiccién. Entonces vale la igualdad y por lo tanto R () es un subconjunto
cerrado de X5.

2. = 3. Sea (z,y) € RyseaU € D, (X,) tal que U € Hy, (y). Entonces
y ¢ Uy R(x) € U, es decir, x ¢ Og (U). Se sigue que U € Oy' (Hy, (7)) vy
Hx, (y) € Og'(Hx, (z)). De manera reciproca, sea (z,y) € X; x X» tal que
Hy, (y) C Oy (Hy, (z)) y supongamos que (x,y) ¢ R. Como R (z) es un subcon-
junto cerrado de X5, tenemos que R () = (J{U € Dy, (X3) : R(z) CU} y porlo
tanto existe U € Dy, (Xs) tal que R(z) CU ey ¢ U. Se sigue que U € Hx, (y) v
U ¢ 03" (Hx, (7)), lo cual es una contradiccién.

8. = 1. Sea (z,y) € X; x X, tal que (z,y) ¢ R. Asf, Hx, (y) € Op' (Hx, (z)).
Entonces existe U € Dy, (X3) tal que U € Hy, (y) y U ¢ Oz' (Hx, (z)). Luego,
tenemos que Ui (U) ¢ Hx, (x) yx € Og (U). Concluimosque R(z) CUey ¢ U. A

Observacion 5.1.5. Sean (X1, K1) y (X2, Ky) DN-espacios y R € SR, [ X1, Xo]. Si
x,y € X1, notemos que x <; y implica R (y) C R(x). Sea z € R (y) y supongamos
que z ¢ R (z). Entonces, por el Lema 5.1.4, existe U € Dy, (X3) tal que R (z) CU
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y z ¢ U. Luego, v € Og(U) € D, (X1). Por la Observacion 3.1.4, Or (U) es
creciente con el orden dual <y y asi y € Og (U), es decir, R(y) C U. Entonces

z€ R(y)y z € U, lo cual es una contradiccién.

Lema 5.1.6. Sean (X1,K;) y (X2, Ko) DN-espacios y sea f : X1 — Xo una apli-
cacién tal que f~1(U) € D, (X1), para cada U € Dy, (X5). Entonces la relacion
binaria Ry C X, X Xy dada por

(x,y) € Ry siy solo si f(z) =2y
es una N-relacion.

Demostracion. De la misma definicion, Ry (z) = Cl(f (z)) para cada x € Xj.

Sea U € Dx, (Xs3). Por la Observacién 3.1.4, U es creciente con el orden dual <5y

Or, (U) = {z€X,: Ry(x)CU} = {zeX; : Cl(f(z) CU}
= {zeX,: f(x)eU} = f1U).

Luego, f~1 (U) € Dk, (X1) y Ry es una A-relacion. |

Por el Lema 5.1.6 y el Teorema 3.1.13 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.7. Sea (X,K) un DN-espacio y sea Hx : X — X (Dx (X)) la apli-
cacion definida en el Teorema 3.1.6. Entonces la relacion binaria Hy C X X

X (D (X)) dada por
(x,P) € HY siy solo si P C Hy (x)
es una A-relacion.

A diferencia de las V-relaciones estudiadas en la Subseccién 3.2.1, la composicion

usual de A-relaciones es una A-relaciéon. Es una consecuencia del siguiente resultado.

Proposicién 5.1.8. Sean (X1, K1) y (Xa, Ko) DN-espacios y sea R € SR [ X1, Xa].
Entonces R (C) es un subconjunto cerrado de Xo, para cada subconjunto cerrado C

de Xl.

Demostracion. Sea C' un subconjunto cerrado de X;. Como K; es una base
para la topologia Ti, sobre Xj, existe una familia {V; : i € I} de K; tal que
C = (N{Ve : i e I}. Bastard con probar que para cada y ¢ R (C), existe U € Ky
tal que y € Uy R(C) C U Siy ¢ R(C), entonces para cada z € C se tiene
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que y ¢ R(x). Como R (x) es un subconjunto cerrado de Xs, existe U, € Ky
tal que y € U, y R(z) C US. Asi, x € Ogr(UE). Consideremos las famil-
las A ={Ve¢ :iel}y B={0OgrUS : xe€lr(US} de Dx, (X;). Entonces
CCU{Or(UE) : zeOgr (UL}, es decir,

AV el CU{ORU;) - 2 eUr(U)}

Como X; es un DN-espacio, por el Teorema 3.1.6 tenemos que existen V..., V.¢ €
[A) y @1, ...,z € Xy tal que VEN...NVE € D, (X1) y VEN..N Ve COg (US) U
..UOg (U ). Luego, C C Og (U°) donde U¢ = Ug, U...UUS € Dy, (Xs). Asi,

CCOgr(U%) yexiste U € Ky tal quey e Uy R(C) CU“ [

Teorema 5.1.9. Sean (X1, K1), (X2, o) y (X3, K3) DN-espacios. Sea R € SR [ X1, Xo]
Yy S e SR/\ [XQ, Xg}

1. %1€ SR/\ [Xl,Xl].
2. Ro 51: R :jQ oR.
3. SORGSRA [Xl,Xg].

Demostracion. 1. De la definicién del orden dual, <; (z) = Cl(x) para cada
x € X;. Veamos que <, (U) = U para cada U € Dy, (X;1). Sea U € Dy, (X1) y
x € Og, (U). Entonces =1 () CU y Cl(z) C U. De esta forma, z € U. De manera
reciproca, si € U entonces Cl(x) C U, pues U es un subconjunto cerrado. Asi,
=y (z) CU yxelxg, (U). Por lo tanto, <; es una A-relacion.

2. Claramente R C Ro =<;. Probemos la otra inclusién. Si (z,z) € Ro =<,
entonces existe y € X; tal que (z,y) €=y e (y,2) € R. Luego, z X1 yy z € R(y).
Por la Observacién 5.1.5, R (y) € R (x) y por lo tanto z € R(x). Concluimos que
(x,z) € Ry Ro <;= R. De manera andloga se prueba que R =<5 oR.

3. Sea U € Dy, (X3). Entonces

Oisory (U) = {z€X, :+ (SoR)(z)CU} = {zeX, : S(R(x) CU}
— {ze X, : R(x)COs(U)} = Ogr(0s(U)).

Como Ry S son A-relaciones, se sigue que O(sor) (U) € Dy, (X;). Por otro lado,
por la Proposicién 5.1.8, tenemos que (S o R)(z) = S(R(x)) es un subconjunto

cerrado de X3, para cada x € X;. Concluimos que S o R es una A-relacién. |
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Por el Teorema 5.1.9, los DN-espacios junto con las A-relaciones forman una
categoria. Denotaremos como SR, a la categoria que tiene como objetos DN-
espacios y como morfismos A-relaciones entre DN-espacios. De manera andloga a
la Seccién 3.2, nos vamos a concentrar ahora en estudiar la correspondencia entre
A-semi-homomorfismos e A-relaciones. Si A y B DN-dlgebras y 0 € DN'S, [4, B],
definimos la relacién binaria Rn C X (B) x X (A) como

(P,Q) € Rosiysolosi@QC O (P).
Proposicién 5.1.10. Sean A y B DN-dlgebras y sea 0 € DN'S, [A, B].
1. Para cada P € X (B) y cada a € A, Oa € P si y sélo si existe Q € X (A) tal
que (P,Q) € Ro ya € Q.
2. Para cada a € A, pp (Oa) = Op, (va (a)).
3. Rp € SRA[X (B),X (A)].
4. SiC € DNS, y N € DNS,[B,C], entonces Raog = Roo Ra.

Demostracion. 1. Si Ua € P, entonces a ¢ 7' (P)°. Por el Lema 5.1.2,

O (P)° € Fi(A). Luego, por el Teorema 2.2.6, existe Q € X (A) tal que a € Q y

QNO 1 (P)°=10. Sesigue que (P,Q) € Roy a € Q. La reciproca es inmediata.
2. Sea a € A. Por el punto 1. y 5.1 tenemos que

P €0p,(pal(a)) <= Ro(P)Cpala)
— VQeX(B)(QcO'(P)=a¢Q)
<~ ag¢ O (P)
< Peypp@a).

3. Veamos que para cada P € X (B),

Ry (P) ={¢a(a) : Oa ¢ P}.

Sea Q € Rn(P) y Ua ¢ P. Entonces Q C O (P)ya ¢ O'(P). Asi,a ¢ Q, o
lo que es equivalente, Q) € p4 (a). Como vale para cada Oa ¢ P, se sigue que Q) €
N{¢a(a) : Oa ¢ P}. Reciprocamente, si Q € [{¢a(a) : Oa ¢ P} entonces
a ¢ Q para cada a ¢ 7' (P), es decir, Q C 071 (P). Asi, Q € Ry (P) y Rn(P)
es un subconjunto cerrado de X (A4). Por otro lado, Og_ (¢4 (a)) = ¢ (Ha) €

Dy, (X (B)), para cada a € A. En consecuencia, Ry es una A-relacion.
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4. Sea (P, Q) € Raon. Entonces Q@ C O (A~ (P)) y consideremos el conjunto
O0(Q)={0q : ¢€ @} C B. Porel Lema 5.1.2, A™! (P)° € Fi(B). Veamos que

[(OQ) N A~ (P) = .

Si suponemos lo contrario, entonces existe b € A~ (P)° tal que b € I(O(Q)).
Luego, existen qi,...,q, € Q tal que b < Ugq; V ... VUgq,. Seaq=q1 V...V q, € Q.
Como [ es monétona, b < Og. Al ser A~ (P)° un filtro, Og € A~ (P)° o lo que
es equivalente, ¢ ¢ 071 (A1 (P)). Asi, ¢ ¢ Q lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto I (O(Q)) N A~ (P)° =0, y por el Teorema 2.2.6, existe D € X (B) tal que
O@Q)CDyDNAY(P) =0, es decir, @ C O (D)y DC A~ (P). Por tltimo,
como (P,D) € Ray (D, Q) € Rp se sigue que (P, Q) € Rno Ra. Es facil de probar
la inclusién Roo RA € Raoo. [ |

Por el Teorema 3.1.12 y la Proposicién 5.1.10 tenemos que existe un funtor

contravariante

X/\ . DNS/\ — SR/\
dado por

XA(A) = (X(A),K4) si (A,V,1) es una DN-algebra,

XA (0) = Rp si O es un A -semi-homomorfismo.
Veamos que existe un funtor contravariante de SR, en DN'S,.

Teorema 5.1.11. Sean (X1, K1), (Xo, Ko) y (X3, K3) DN-espacios. Sea R € SR [X1, X5
Yy S e SR/\ [XQ,Xg}.

1. DR < DNS/\ [DICQ (X2) y DIC1 (Xl)]
2. Owsory (U) = (Og o Og) (U), para cada U € Dy, (X3).

Demostracion. 1. De 5.1 y la Definicién 5.1.3, tenemos que Og (U) € Dy, (X7)
para cada U € Dy, (X2). Ademas, Og (X2) = X7 ysi UNV € Dy, (X2), entonces
Or(UNV)=0g(U)NOg (V). Asi, Og es un A-semi-homomorfismo.

2. Se sigue del Teorema 5.1.9. |

Luego, por los Teoremas 3.1.13, 5.1.9 y 5.1.11, podemos definir un funtor con-

travariante

D/\ : SR/\ —>DN8A
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CcOomo

Da(X) = (De(X),U,X) si (X,K) es un DN-espacio,
DA (R) = Og si R es una A -relacién.

Sea (X,K) un DN-espacio y Hy : X — X (Dg (X)) el homeomorfismo del
Teorema 3.1.13. Por el Corolario 5.1.7, Hy € X x X (Dx (X)) dada por (z, P) € H%

siy sélosi P C Hyx () es una A-relacién.
Teorema 5.1.12. H*® es un isomorfismo natural entre los funtores 1sg, y X oD

Demostracion. Sean (X1,K;) y (X2, Ks) DN-espacios y sea R € SR [ X1, Xal.
Por el Lema 5.1.4,

(337y) €ER — (HX1 (x) ) HXz (y)) € RDR' (5'2)

Por el Corolario 5.1.7, las relaciones binarias H%, y H¥, son A-relaciones. Probemos
que Hy, oR = Rp,oH% . Sear € X1y P € X (D, (X3)) tal que (z, P) € Hy,oR.
Entonces existe y € X, tal que (z,y) € Re (y,P) € H%,. Luego, por 52 y el
Corolario 5.1.7, tenemos que (Hx, (z),Hx, (y)) € Ro, y P C Hx, (y). Al ser Hy,
una aplicacién biyectiva, existe z € X, tal que Hx, (2) = P. Asi Hx, (z) C Hx, (y),
es decir, Hx, (y) =k, Hx, (z). Entonces (Hx, (z), Hx, (2)) € (Zk, oRn,) = Rao,.
Como (z, Hx, (z)) € HY,, se sigue que (z, P) € R, o H%,.

Reciprocamente, sea (z, P) € Rg, o H%,. Entonces existe Q € X (D, (X1)) tal
que (z,Q) € H%, y (Q, P) € Ro,. Como las aplicaciones Hx, y Hx, son biyectiva,
se sigue que existen y € X7y z € Xy tal que Q = Hy, (y) y P = Hx, (). Por lo
tanto, Hy, (y) C Hx, (), o lo que es equivalente, Hy, () <x, Hx, (y). Entonces
(Hx, (y),Hx, (2)) € Ro, vy (Hx, (z),Hx, (2)) € (Ro,o =k,) = Ro,. Por el Lema
5.1.10, (z,2) € Ry (2, Hx, (2)) € H%,. Concluimos que (z, P) € H%, o R.

Por el Teorema 3.1.13, Hy, es un homeomorfismo entre X; y (X,0D,) (X;). Por

lo tanto, H® es una isomorfismo natural entre los funtores 15z, y X 0D. |

Teorema 5.1.13. ¢ es una isomorfismo natural entre los funtores 1pys, yDroX,.

Demostracion. Sean A y B DN-dlgebras y sea [0 € DNS,[A, B]. Por la
Proposicién 5.1.10, pp o O = Og, o ¢4. Ademads, por el Teorema 3.1.12, w4 es
un isomorfismo entre Ay (D, 0 X,) (A). Por lo tanto, ¢ es una isomorfismo natural
entre los funtores 1pys, v DroX. [ |
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Teorema 5.1.14. Los funtores contravariantes X, y Dx y los isomorfismos natu-
rales H® y ¢ establecen una equivalencia dual entre la categoria de DN-dlgebras con

A-semi-homomorfismos y la categoria de DN-espacios con A-relaciones.

5.2 Representacién y dualidad para DN Hg

Nuestro proximo objetivo es introducir y estudiar la clase de las DN-algebras con un
operador modal de necesidad. Siguiendo los resultados desarrollados en la seccién
anterior y teniendo en cuenta el articulo [14], presentamos una dualidad topolégica

para dicha clase de algebras a tavés de ciertas estructuras relacionales.

Definicién 5.2.1. Una DN-dlgebra con un operador de necesidad U1, o DNII-
dlgebra, es un par (A, ) donde A es una DN-dlgebra y [J es un A-semi-homomorfismo
definido sobre A.

Definicién 5.2.2. Sean (A,[0;) y (B,y) DNO-dlgebras y sea h € DN'S, [4, B].
Diremos que h es un O-homomorfismo si h (Cya) = Oy (h (a)), para cada a € A.

Denotaremos como DNHp [A, B] al conjunto de todos los C-homomorfismos en-
tre las DN-algebras (A, [0;) y (B, ) y como DNHp a la categoria que tiene como
objetos DN[-algebras y como morfismos [J-homomorfismos entre DN[J-dlgebras.

En nuestra préoxima definicién, introducimos los objetos duales a las DN[-algebras.

Definicién 5.2.3. Una estructura (X, K, Q) es un DNO-espacio si (X, K) es un
DN-espacio y () C X x X es una A-relacién.

Si (X, KC, Q) es un DNO-espacio, entonces la aplicacién
DQ : DIC (X) — DIC (X)

definida como
Oo(U) = {z € X : Q) CU}

es un A-semi-homomorfismo y el par (Dx (X),Og) resulta ser una DNO-algebra.
De manera reciproca, si el par (A,0) es una DNO-algebra, entonces la relacién
asociada Qo € X (A) x X (A) definida como

(P,R) € Qnsiysélosi RC O (P)
es una A-relacién. Asi, la estructura (X (A), K4, Qo) es un DN-espacio.
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Teorema 5.2.4. Sea (A,00) una DNO-dlgebra. Entonces las DNO-dlgebras (A, )
y (D, (X (A)),Oqy) son isomorfas.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.12; la aplicaciéon ¢4 es un isomorfismo entre
las DN-algebras A y Dy, (X (A)). Luego, como consecuencia de la Proposicién
5.1.10, tenemos que ¢4 (Oa) = Or_ (¢4 (a)) para cada a € A. Por lo tanto ¢4 es
un isomorfismo entre las DNO-dlgebras (A,0) y (Di, (X (A)),0qy)- |

Estamos en condiciones de poder definir la contrapartida topoldgica de los [J-

homomorfismos entre DN[-algebras.

Definicién 5.2.5. Sean (X1, K1, Q1) v (Xo, Ko, Qo) DNO-espacios y sea R € SR, [ X1, X5).

Diremos que R es una AUl-relacion si Ro Q)1 = Q20 R.

Denotaremos como SR [X7, X3 al conjunto de todas las Al-relaciones entre
los DNO-espacios (X1, Ky, Q1) v (Xa, Ko, Q2) y como SR a la categoria que tiene
como objetos DN[-espacios y como morfismos AlJ-relaciones entre DN[-espacios.

Sea (X, IC) un DN-espacio y sea Hy : X — X (Dx (X)) el homeomorfismo de el
Teorema 3.1.6. Por el Corolario 5.1.7, se sigue que Hy induce una relacién binaria
HY% C X x X (Dk (X)) que resulta ser una A-relacién. Probemos que H% es en

realidad una AO-relacion.

Teorema 5.2.6. Sea (X, K, Q) un DNO-espacio. Entonces H es una AO-relacion
entre los DNO-espacios (X, K, Q) y (X (Dx (X)), Kpy(x), Qog )-

Demostracion. Si (X, K, Q) es un DNO-espacio, entonces (D (X),0g) es una
DN[O-algebra. Por la Proposicién 5.1.10, Qg es una A-relacién sobre X (Dg (X))
y la estructura (X (D (X)), Kpy(x), @, ) resulta ser un DNO-espacio donde

(r,y) €Q <= (Hx, (v),Hx, (y)) € Qo,-

De manera anédloga a la demostracion de el Teorema 5.1.12, se prueba que la relacion
H% satisface la condicion H o Q = Qp, o HY. Por lo tanto, tenemos que H% es

una Al-relacién. [ |

En la Seccién 5.1 probamos que si (X, K1) v (X3, Kq) son DN-espacios y R €
SR [ X1, Xo], entonces Og : Dic (X) — D (X) es un A-semi-homomorfismo. El
siguiente resultado muestra que en realidad la aplicacion (g es un [J-homomorfismo

entre DN[J-dlgebras cuando R es una Al-relacién.
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Teorema 5.2.7. Sean (X1, K1, Q1) y (Xa, Ko, Q2) DN-espacios y sea R € SR [X1, Xs].
Entonces Or € DN'Hp D, (X2), D, (X1)].

Demostracion. Sea x € X, y sea U € Dy, (X3). Entonces

z€Ur (Mg, (U)) < R(x) g, (U) > Yy e R(x)(Q:y) CU)
= Q(R(@)cU — R(Qi(x)) CU
= VzeQi(z)(R(2) CU) < Qi(z) CUr()
— zely (Or)).

Asi, Og (Og, (U)) =0g, (Or (U)) y Og es un O-homomorfismo. |

Sean (A,[0;) y (B,0y) DNO-dlgebras y sea h € DN'S, [A, B]. Entonces por la
Proposicién 5.1.10 tenemos que la relacién asociada @, C X (B) x X (A) dada por

(P,R) € Q siysélosi RC h™ ' (P)
es una A-relacion. Estudiamos ahora la relacion @0, cuando A es un CJ-homomorfismo.

Teorema 5.2.8. Sean (A,00;) y (B,0s) DNO-dlgebras y sea h € DNHp[A, B].
Entonces Qp € SR [X (B), X (4)].

Demostracion. Probemos que la relacion @), satisface la condicion @y o Qpo, =
Qn, 0 Qn. Si (P,D) € Qn, o Qy, entonces existe S € X (A) tal que (P,S) € Qn y
(S,D) € Qn,, es decir, S C A~ (P) y D C O, (S). Por el Lema 5.1.2, tenemos
que 0, (P)° € Fi(B). Probemos que

[(h(D))NO;" (P)° = 0.

Si suponemos lo contrario, entonces existe b € B tal que b € I (h (D)) N0O;* (P)°,
es decir, existe a € D tal que b < h(a) y Oxb ¢ P. Como h es un -homomorfismo,
Oyb < Oy (h(a)) = h(Oya) y h(Oia) ¢ P. Luego, Oia ¢ h™' (P) y a ¢ O, (9).
Por lo tanto a ¢ D, lo cual es una contradiccién. Entonces I (h (D)) N, (P)° =0
y por el Teorema 2.2.6, existe H € X (B) tal que I (h (D)) C Hy HNO;' (P)° = 0.
Se sigue que D C h™' (H) y H C O, (P), es decir, (H,D) € Q, y (P,H) € Qp,.
Concluimos que (P, D) € Qo Qo,. La inclusiéon Qp, o Qn, C Qn, o Q) se prueba de
forma andaloga y asi (J;, es una All-relacion. |

Resumimos estos resultados utilizando el Teorema 5.1.14.

Teorema 5.2.9. Los funtores contravariantes X/\|D/\/HD Y D/\|3RD y los isomorfis-
mos naturales H® y ¢ establecen una equivalencia dual entre la categoria de DNUI-

algebras con LJ-homomorfismos y la categoria de DN-espacios con AU-relaciones.
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5.3 Aplicaciones

En esta seccion aplicamos la dualidad desarrollada para las DNUI-adlgebras para car-
acterizar topologicamente los conceptos de [J-congruencia, [J-subdlgebra y también

sobre la [l-extension reticular distributiva libre de una DN[I-algebra.

5.3.1 [J-congruencias

En la Subseccion 3.3.2 del Capitulo 3 probamos la existencia de un isomorfismo
dual entre el reticulo de las congruencias de una DN-algebra y el reticulo de los
DN-subespacios de su espacio dual. En esta subsecciéon estudiamos el reticulo de las
congruencias correspondientes a las DN[-algebras.

Si (A,0) es una DNO-algebra, diremos que una relaciéon binaria € es una [J-
congruencia sobre (A,[J) si es una congruencia sobre A y ademds satisface que si
(a,b) € 6 entonces (Ha,db) € 0, para cada a,b € A. Denotaremos como Conp (A)

al conjunto de todas las [J-congruencias sobre (A, ).

Definicién 5.3.1. Sea (X, K, Q) un DND-espacio y sea Y un DN-subespacio de
(X, ). Diremos que Y es Q-saturado si max@ (z) C Y, para cada = € Y.

Sea Sg (X) el conjunto de todos los DNO-subespacios de (X, K, Q).
Sea (A,0) una DNO-dlgebra. Recordemos que si Y es un subconjunto de A,
entonces la relacién binaria 6 (Y) definida por 3.6 es una congruencia sobre A. Se

prueba de manera sencilla que 6 (Y') es una O-congruencia sobre (A, ).

Teorema 5.3.2. Sea (A,00) una DNO-dlgebra y sea (X (A),Ka,Qn) su espacio

dual. Entonces la aplicacion
F:Sq (X (A)) = Cong (A)
dada por F(Y) =0 (Y) es un isomorfismo dual.

Demostracion. Sea Y € Sg (X). Por el Teorema 3.3.10 bastard con probar que
0 (Y') es compatible con el operador modal [J. Sean a,b € A tal que (a,b) € 0(Y) y
supongamos que 4 (Ha) NY # pa (Ob)° NY, es decir, que existe P € X (A) tal
que P € o4 (0a)’NY y P ¢ pa(0b)°NY. Entonces P €Y, Oa e Py b ¢ P.
Luego, por la Proposicién 5.1.10, existe R € X (A) tal que R C ' (P) y a € R.

Consideremos la familia
G={HeX(A) : RCHyHCO"'(P)}.
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Como R € G, tenemos que G es no vacio. Por el Lema de Zorn, existe un elemento
maximal D tal que RC Dy D C O ! (P). Sesiguiequea € RC Dy D € ¢y(a).
Por otro lado, D € maxQp (P) C Y. Asl, D € p4(a)°NY = o4 ()’NY y
D € ¢4 (b)", es decir, be D C O (P) y Ob € P, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto (Ca,[0b) € 0(Y) y 6 (Y) € Cong (A).

Reciprocamente, sea § € Cong (A). Por la Proposicién 3.3.8 sabemos que el par
(Y, KCy) es un DN-espacio tal que F' (Yy) = 6. Veamos que Yy es Qp-saturado. Sea
P €Y, ysea R € maxQp (P). Supongamos que R ¢ Y,. Entonces R C 7' (P) y

consideremos la familia

F=N{ea®)NYs : 0a(b) & Hxay (R)}NN{0a(c)°NYy : a(c) € Hxw (R)}.

Si F # 0, entonces existe D € F y Hya) (D) = Hx(a) (R). Luego, como Hx ) es

inyectiva, D = Ry R € Yy, lo cual es una contradicciéon. Entonces F =) y

N{ea®)NYs + @a(b) & Hxay (R)} SU{pa(c)NYy 1 palc) € Hyw (R}

Sea B={b : ¢a(b) & Hx)(R)} ysea C ={c : palc) € Hx) (R)}. Al ser Yy
un DN-subespacio, existen by, ..., b, € [B) y c1, ..., ¢, € C tal que existe by A ... A by,
y
[pa (b1) VY] NN pa (bn) NY5] C [pa (c1) NYp] U ... U 04 (cm) N Y]

Como by, ...,b, € [B), existen by,...,b, € B tal que b; < b; para cada i = 1,...,n.
Seab=0y A...Nb,yseac=c1V..Vcp Asi, pa(b)NYy C pa(c)NYy. Luego,
walc)NYy C pa(d)NYyyel par (bVee) € 6(Yp). Al ser 6(Yy) compatible
con el operador modal [J, tenemos que el par (O(bVc),0Oc) € 6(Yy), es decir,
ea(@BVe) ' NYy = pa(Oc)NYy. Se sigue que P € ¢4 (). Si suponemos
lo contrario, es decir, si P € ¢4 (Oc) entonces ¢ ¢ ' (P) y ¢ ¢ R. Por otro
lado, como ¢4 (c) € Hx(ay(R), R ¢ wa(c)y ¢ € R lo cual es una contradiccion.
Entonces P € o4 (0c)°NYyy P € pa(0(DVe) NYy Asi,bVe g O (P)y
al ser J7! (P)° un filtro por el Lema 5.1.2 se sigue que b ¢ 07! (P), o lo que es
equivalente, (0b € P. Luego, b = O(by A...Ab,) = Oby A ... AOb, y al ser P
un ideal primo, existe algin 7 tal que 1 < i < n y Ob; € P. Ademads, como [ es
monétona, Ob; < Ob; v Ob; € P. Por la Proposicién 5.1.10, existe D € X (A) tal
que D C O°'(P) y b; € D. Al ser R maximal, tenemos que D C Ry b; € R.
Por otro lado, recordemos que ¢4 (b;) & Hx(a) (R), es decir, b; ¢ R lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, Yy es un subconjunto (p-saturado y la aplicacion F' es

un isomorfismo dual. [ |
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5.3.2 [J-subalgebras

Una O-subdlgebra de una DNO-algebra (A, ) es cualquier subconjunto cerrado bajo
la operacion ternaria m y la operacién binaria [J. Denotaremos como Subp (A) al

reticulo de las congruencias de (A, ).

Definicién 5.3.3. Sea (X,K,Q) un DNO-espacio y sea £ un subconjunto DN-
bésico de K. Diremos que £ es DNO-bdsico si Og (U°)° € L, para cada U € L.

Sea Nbp (X)) la familia de todos los subconjuntos DNCI-bésicas de K y tomemos

la aplicacion T de la Proposicion 3.3.13.

Lema 5.3.4. Sea (A,00) una DNO-dlgebra y sea (X (A),Ka,Qn) su espacio dual.
Entonces la aplicacion

T : Subg (A) — Nbg (X (A))
preserva el orden.
Demostracion. Sea B € Subp (A). Por la Proposicién 3.3.13, bastara con probar
que Og,, (U°)° € T(B) para cada U € T (B). Si U € T (B), entonces existe b € B
tal que U = 4 (b)°. Como b € B, pues B es una subdlgebra de (A,0), se sigue

que 4 (0Ob)° € T (B). Luego, por la Proposicién 5.1.10, Og,, (pa (b)) = wa (Ob).
Asi, Oy (pa (b)) € T(B) y T (B) € Nbg (X (4)). |

Tomemos ahora la aplicacién S de el Lema 3.3.14.

Lema 5.3.5. Sea (A,00) una DNO-dlgebra y sea (X (A),Ka,Qn) su espacio dual.
Entonces la aplicacion
S : Nbg (X (A)) — Subp (A)

preserva el orden.

Demostracion. Sea L € Nbp (X (A)). Por el Lema 3.3.14, serd suficiente con
probar que S (L) es cerrado bajo el operador modal (0. Si a € S (L), entonces

wa(a)® € Ly como £ es DNO-bésico, Ogg (¢a(a))” = pa(0a)® € L. Asi,
Ca e S(L)y S(L) € Subg (A). [

Utilizando el Teorema 3.3.15, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.6. Sea (A,00) una DNUO-dlgebra y sea (X (A),Ka,Qn) su espacio
dual. Entonces los reticulos Subp (A) y Nbg (X (A)) son isomorfos.

106



5.3 Aplicaciones DNUI-algebras

5.3.3 Sobre la [-extensidon reticular distributiva libre

Nos enfocamos en esta subseccion en extender los resultados desarrollados en la
Subseccion 3.3.5 del Capitulo 3 para probar la existencia de la [J-extensién reticular
distributiva libre de una DN[J-algebra.

Extendemos la Definicion 3.3.19 para la clase de las DN[-algebras.

Definicién 5.3.7. Sea (A,J) una DN-dlgebra. Una par <<L,i>,e> es la O-

extension reticular distributiva libre de (A, ) si satisface las siguientes condiciones:

1. <L, ﬁ> es un reticulo distributivo acotado con un operador modaly e : A — L

un [-homomorfismo inyectivo.

2. Para cada reticulo distributivo acotado con un operador modal <Z, A> y cada
O-homomorfismo h : A — L, existe un tnico C-homomorfismo A : L — L tal

que h=hoe.

Sea (A,0) una DNO-élgebra y sea (X (A),K4,Qn) su espacio dual. Por el
Teorema 3.3.20 sabemos que el par (Dxo [X (A)], ¢a) es la extension reticular dis-
tributiva libre de A, donde (Dip [X (4)],U,N, 0, X (A)) es un reticulo distribu-
tivo acotado y ¢4 : A — Dxo[X (A)] es el homomorfismo inyectivo dado por
wala)={P € X(A) : a¢ P}. Consideremos la aplicacién

i . DIC(’) [X (A)] — DICO [X (A)]

dada por
O(U) = ¢4 (Oa) N ... N4 (Oay),

donde U = w4 (a1) N ...N ¢4 (a,) para algin ay, ...,a, € A. Notemos que

O(X (4) =0(pa (1)) = pa (O1) = pa (1) = X (4)

OwnVv)=0W)nO(V),

para cada U,V € Do [X (A)]. En otras palabras, la aplicacién O es un operador

de necesidad sobre Dip [X (A)]. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.8. Sea (A,00) una DNO-dlgebra y sea (X (A),Ka,Qn) su espacio
dual. Entonces el par <<D;C@ (X (A)] ,ﬁ> , g0A> es la U-extension reticular distribu-
tiva libre de (A,0).
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Demostracion. Sea <E,A> un reticulo distributivo acotado con un operador
modal y sea h : A — L un O-homomorfismo. Sea h : Do [X (A)] — L la aplicacién
de el Teorema 3.3.20. Solamente debemos probar que i (O (U)) = A (h(U)) para
cada U € Dxo [X (A)]. Si U € Dxo [X (A)], entonces existen ay, ..., a, € A tal que
U=wala1)N...Nga(a,). Luego,

h(OU) = h(O(pala) N..Npal(an)) = hpa(@a)n...Nea(Oay))
h(Oay) A ... A h(Oay,) A(h(a) A ... NA(h(an))

= A(f_L(al)/\.../\h(an)) = A(E(@A (1) N ... Na (an)))
= A(h(U)).
Por lo tanto, h es un O-homomorfismo. |
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