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Ismael Maŕıa Calomino

Bah́ıa Blanca Argentina

2015



A mis padres



Prefacio

Esta tesis se presenta como parte de los requisitos para optar al grado Académico
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del Dr. Sergio Celani, Profesor Titular de la Facultad de Ciencias Exactas de la

Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires.
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Resumen

En esta tesis estudiamos una variedad particular de semirret́ıculos con un concepto

de distributividad. Dichas estructuras fueron estudiadas por Cornish y Hickman

en [29] y [35], donde en este último art́ıculo Hickman las llama supremo álgebras

distributivas. Otros autores han llamado a éstas álgebras de diferentes maneras. A

lo largo de esta memoria, y para mayor simplicidad, las llamaremos DN-álgebras.

Nuestro primer objetivo es obtener una representación topológica a través de ciertos

espacios sober con una base distinguida de subconjuntos abiertos, compactos y dual-

mente compactos satisfaciendo una condición adicional. A dichos espacios los hemos

llamados DN-espacios. Extendemos esta representación a una dualidad probando

que la categoŕıa cuyos objetos son DN-álgebras y morfismos ∨-semi-homomorfismos

es dualmente equivalente a la categoŕıa que tiene como objetos DN-espacios y como

morfismos ciertas relaciones binarias. También extendemos esta dualidad a la cate-

goŕıa de las DN-álgebras con homomorfismos. Nuestro segundo objetivo es aplicar

dicha dualidad para interpretar topológicamente algunos conceptos algebraicos. Car-

acterizamos los homomorfismos inyectivos y sobreyectivos, los ret́ıculos de los filtros,

filtros finitamente generados, subálgebras y congruencias. También desarrollamos

un nuevo enfoque sobre la existencia de la extensión libre de una DN-álgebra sobre la

variedad de los ret́ıculos distributivos acotados. Siguiendo la representación dual de

los homomorfismos sobreyectivos, presentamos una caracterización de las imágenes

homomorfas de una DN-álgebra a través de ciertas familias de subconjuntos satura-

dos básicos irreducibles de su espacio dual dotadas de la menor topoloǵıa Vietoris.

Por otro lado, introducimos una definición alternativa de aniquilador relativo y pre-

sentamos algunas nuevas equivalencias de la distributividad. Definimos las clases de

las DN-álgebras normales y DN-álgebras p-lineales y estudiamos sus estructuras en

término de aniquiladores. Por último, analizamos una clase particular de función

entre DN-álgebras para luego estudiar la clase de las DN-álgebras dotadas con un

operador modal de necesidad. Obtenemos una representación y dualidad topológica

y mostramos algunas aplicaciones.
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Abstract

In this thesis we study a particular variety of semilattices with a concept of distribu-

tivity. Such structures were studied by Cornish and Hickman in [29] and [35], in

this last article Hickman called them distributive join algebras. Others authors have

called these algebras in different ways. Throughout this report, and for simplicity,

we will call them DN-algebras. Our first objective is to obtain a topological repre-

sentation through certain sober spaces with distinguished open, compact and dually

compact subsets satisfying an additional condition. We have named these spaces

DN-spaces. We extend this representation to a duality proving that the category

whose objects are DN-algebras and whose morphisms are ∨-semi-homomorphisms

is dually equivalent to the category whose objects are DN-spaces and whose mor-

phisms are certain binary relations. We also extend this duality to the category of

DN-algebras with homomorphisms. Our second objective is to apply this duality

to topologically interpreting some algebraic concepts. We characterize injective and

surjective homomorphisms, the lattices of filters, finitely generated filters, subalge-

bras and congruences. We also develop a new approach to the existence of the free

extension of a DN-algebra on the variety of bounded distributive lattices. Following

the dual representation of surjective homomorphisms, we present a characterization

of homomorphic images of a DN-algebra through certain families of irreducible basic

saturated subsets from its dual space which have been equipped with the lower Vi-

etoris topology. On the other hand, we introduce an alternative definition of relative

annihilator and we present some new equivalences of the distributivity. We define

the classes of normal DN-algebras and p-linear DN-algebras and we study their

structures in terms of annihilators. Finally, we analyze a particular kind of function

between DN-algebras and then we study the class of DN-algebras equipped with a

modal operator of necessity. We get a representation and a topological duality and

show some applications.
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Introducción

Es bien conocido que la distributividad de un ret́ıculo puede ser caracterizada a

través de distintas propiedades. Por ejemplo, un ret́ıculo L es distributivo si y sólo

si el ret́ıculo de todos sus filtros Fi (L) es distributivo. Otra importante equivalencia

afirma que un ret́ıculo es distributivo si y sólo si las nociones de filtro primo y

filtro irreducible coinciden. También debemos mencionar la caracterización dada por

Mandelker en [38] a través de ciertos subconjuntos especiales llamados aniquiladores

relativos. Si L es un ret́ıculo y a, b ∈ L, el aniquilador de a relativo a b se define

como el conjunto 〈a, b〉 = {x ∈ L : x ∧ a ≤ b}. Luego, resulta que L es distributivo

si y sólo si 〈a, b〉 es un ideal de L, para cada a, b ∈ L. Un paso muy importante tanto

para el desarrollo de la teoŕıa de los ret́ıculos distributivos como de la teoŕıa de las

álgebras de Boole son los trabajos de Stone sobre representaciones topológicas dados

en [48] y [49], donde prueba que las álgebras de Boole y los ret́ıculos distributivos

acotados pueden ser representados a través de ciertos espacios topológicos compactos

llamados espacios de Stone o espacios Booleanos. Estos trabajos fueron publicados

alrededor de 1930 y establecen que estructuras algebraicas asociadas a ciertas lógicas

estan estrechamente ligadas a la topoloǵıa general. Contemporáneo a los trabajos

de Stone son los art́ıculos de Birkhoff, donde prueba una dualidad entre las álgebras

de Boole finitas y cuerpos de conjuntos finitos. Esta dualidad es en realidad un

caso particular de la dualidad desarrollada por Stone. Más tarde, a comienzos

de 1970, Priestley desarrolla en [45] y [46] una nueva dualidad topológica para los

ret́ıculos distributivos acotados utilizando espacios topológicos ordenados compactos

y totalmente disconexos en el orden, conocidos como espacios de Priestley. A partir

de ese momento, las dualidades topológicas se han convertido en una herramienta

de gran utilidad en el estudio de varios tipos de álgebras con estructura subyacente

de ret́ıculos distributivos.

En la teoŕıa de semirret́ıculos existen ciertas subclases que cumplen algunas de

las condiciones que definen la propiedad de distributividad en los ret́ıculos distribu-

tivos. Podemos citar a los semirret́ıculos primos introducidos por Balbes en [4]. Un
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∧-semirret́ıculo es primo si el ı́nfimo se distribuye sobre supremos finitos, siempre

que exista dicho supremo. Esta condición extiende la noción usual de distributivi-

dad de ret́ıculos y es equivalente a una generalización de uno de los resultados más

importantes de la teoŕıa de ret́ıculos distributivos, que es el Teorema de Birkhoff-

Stone o Teorema del Ideal Primo. Pawar y Thakare enunciaron esta equivalencia

en [43] y Hoo y Shum lo demostraron correctamente en [36]. Otra clase de semir-

ret́ıculos con un concepto de distributividad, y quizás la más estudiada hasta el

momento, son los semirret́ıculos distributivos. Varios autores han estudiado estas

estructuras algebraicas en [50], [51], [33], [12], [13], [16], [18], [6], [7] y [8]. Mu-

chos resultados válidos en la teoŕıa de ret́ıculos distributivos se pueden extender a

la clase de los semirret́ıculos distributivos, por ejemplo, Grätzer en [33] demuestra

que un semirret́ıculo es distributivo si y sólo si el conjunto ordenado de todos sus

filtros es un ret́ıculo distributivo, o Celani en [12] prueba que un semirret́ıculo es

distributivo si y sólo si las nociones de filtro irreducible y filtro primo (llamado

débilmente irreducible en [12]) coinciden. Además, Grätzer en [33] desarrolla una

representación topológica que generaliza la dualidad de Stone, aunque no alcanza

a ser una dualidad categórica, ya que no representa a los homomorfismos entre

semirret́ıculos distributivos. Más tarde, en [12] y en [18], se completa la dualidad

categórica, donde la principal novedad fué mostrar que los duales a los homomorfis-

mos son relaciones binarias. Para ser más precisos, se prueba que la categoŕıa que

tiene como objetos semirret́ıculos distributivos y como morfismos homomorfismos

entre semirret́ıculos distributivos es dualmente equivalente a la categoŕıa que tiene

como objetos ciertos espacios topológicos sober, llamados DS-espacios, y como mor-

fismos relaciones binarias entre DS-espacios cumpliendo condiciones adicionales. El

art́ıculo [12] también sirvió como punto de partida para poder aplicar estas técnicas

en el desarrollo de una dualidad topológica para los semirret́ıculos implicativos en

[13] y para los semirret́ıculos distributivos pseudocomplementados en [16]. Otra

importante representación topológica para la clase de los semirret́ıculos distribu-

tivos ha sido probada recientemente por Bezhanishvili y Jansana en una serie de

art́ıculos publicados en [6], [7] y [8]. En estos trabajos se desarrolla una dualidad

utilizando ciertos espacios de Priestley dotados de un subconjunto distinguido y al-

gunas propiedades adicionales. A dichos espacios los llamaron espacios de Priestley

generalizados y se basa en la conocida dualidad de Priestley dada en [45] y [46].

Particularmente en [8], se extienden estos resultados a los semirret́ıculos implica-

tivos, generalizando tanto los resultados dados en [13] como la conocida dualidad de

Esakia para las álgebras de Heyting [31].
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Otra importante clase de semirret́ıculos con una noción de distributividad, el

cual fueron estudiadas por Cornish y Hickman en [29] y [35], son las N-álgebras.

En principio, éstas álgebras fueron llamadas supremo álgebras por Hickman en [35]

y posteriormente denominadas nearlattices por varios autores en [23] y [26]. Una

N-álgebra es un ∨-semirret́ıculo con último elemento 〈S,∨, 1〉 el cual satisface la

condición que para cualquier par de elementos acotados inferiormente, existe su

ı́nfimo. Una manera equivalente de definir dichas álgebras es que para todo elemento

a ∈ S, el filtro principal [a) = {x ∈ S : a ≤ x} es un ret́ıculo acotado. A diferencia

de otras clases de semirret́ıculos, las N-álgebras pueden ser definidas como álgebras

ternarias, es decir, como álgebras 〈S,m, 1〉 de tipo (3, 0) donde S es un conjunto y m

es una operación ternaria definida sobre S satisfaciendo determinadas identidades.

Luego, poseen una caracterización ecuacional y por lo tanto forman una variedad.

Este hecho fué demostrado en una primera instancia por Hickman en [35] y luego,

de manera independiente, por Chajda y Kolař́ık en [26]. Más tarde, en [3], Araújo

y Kinyon demuestran que tanto el sistema axiomático dado por Hickman como el

sistema axiomático dado por Chajda y Kolař́ık son redundantes y logran exhibir un

sistema ecuacional de dos identidades independientes. Una subvariedad part́ıcular

de las N-álgebras, y que son el principal motivo de la presente tesis, son las DN-

álgebras, es decir, N-álgebras con la condición adicional de que cada filtro principal

es un ret́ıculo distributivo acotado. Se puede citar la siguiente bibliograf́ıa sobre

diversos autores que han estudiado esta clase de álgebras: [29], [35], [23], [24], [25],

[26], [22], [34] y [3].

Las álgebras de Tarski, o álgebras de implicación, fueron extensamente estudi-

adas en [40] por Monteiro y en [2] por Abbott. Justamente en [2], Abbott muestra

que la clase de las álgebras de Tarski es equivalente a la clase de ∨-semirret́ıculos con

último elemento donde cada filtro principal es un álgebra de Boole respecto al orden

inducido. En relación a la representación topológica para las álgebras de Tarski, una

dualidad completa fué desarrollada por Celani y Cabrer en [17], donde los espacios

duales son ciertos espacios topológicos dotados de una base distinguida de subcon-

juntos abiertos y compactos cumpliendo condiciones adicionales. Cabe mencionar

que otra dualidad completa para las álgebras de Tarski fué desarrollada por Abad,

Dı́az Varela y Torrens en [1]. Como las DN-álgebras generalizan tanto a los ret́ıculos

distributivos acotados como a las álgebras de Tarski, es natural plantearnos si se

puede extender tanto la dualidad de Stone como la dualidad de las álgebras de Tarski

dada en [17] a la clase de las DN-álgebras. El primer objetivo de este trabajo es

responder a este planteo utilizando las técnicas desarrolladas en la dualidad para los
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semirret́ıculos distributivos por medio de DS-espacios [18]. Veremos que es posible

desarrollar una dualidad categórica entre DN-álgebras y ciertos espacios topológicos

llamados DN-espacios. Presentamos estos resultados en el Caṕıtulo 3 y son de gran

importancia, ya que son utilizados durante el resto de la tesis.

Nuestro segundo objetivo es intentar aplicar la dualidad desarrollada para inter-

pretar topológicamente algunos conceptos algebraicos de la teoŕıa de DN-álgebras.

Al final del Caṕıtulo 3, logramos caracterizar tanto a los homomorfismos inyec-

tivos y sobreyectivos, como a los ret́ıculos de las congruencias, subálgebras y filtros.

También damos un nuevo enfoque sobre la existencia de la extensión libre de una

DN-álgebra sobre la variedad de los ret́ıculos distributivos acotados. Continuamos

en el Caṕıtulo 4 con el estudio de las imágenes homomorfas de una DN-álgebra ha-

ciendo uso de los resultados dados en el Caṕıtulo 3 y de la conocida menor topoloǵıa

Vietoris sobre una familia de subconjuntos saturados básicos irreducibles de su es-

pacio dual. También proponemos una definición alternativa de aniquilador relativo

a la dada en [25] y estudiamos algunas caracterizaciones algebraicas. Por último,

en el Caṕıtulo 5, dotamos a las DN-álgebras con un operador modal de necesidad,

estudiamos su representación topológica y presentamos algunas aplicaciones.

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera.

El Caṕıtulo 1 está dedicado a recordar nociones generales que nos serán de utili-

dad durante el resto de la tesis. Para ser más espećıficos, recordamos las definiciones

y propiedades básicas de álgebra universal, ret́ıculos, semirret́ıculos, álgebras de

Boole, álgebras de Tarski, topoloǵıa general, categoŕıas y también sobre la dualidad

de Stone para la clase de los ret́ıculos distributivos acotados.

En el Caṕıtulo 2 introducimos las clases de las N-álgebras y DN-álgebras y

repasamos los conceptos más importantes [23]. En la Sección 2.1 presentamos la

base ecuacional para las N-álgebras dado por Chajda y Kolarik en [26], mostrando

aśı que la clase de las N-álgebras forman una variedad. También mostramos el sis-

tema de axiomas reducido por Araújo y Kinyon en [3]. La Sección 2.2 trata sobre las

DN-álgebras y se encuentra dividida en varias subsecciones. Comenzamos probando

que la clase de las DN-álgebras admiten una base ecuacional, formando aśı una

subvariedad de la variedad de las N-álgebras. En la Subsección 2.2.1 recordamos

algunos resultados sobre diferentes clases de ideales y sobre el ret́ıculo de los filtros

de una DN-álgebra. Mostramos un resultado análogo al Teorema del Ideal Primo

probado por Halaš en [34] y caracterizamos la distributividad de una DN-álgebra
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en términos de la distributividad de su ret́ıculo de filtros y filtros finitamente gen-

erados. En la Subsección 2.2.2 introducimos y estudiamos algunas clases especiales

de filtros e ideales. Desarrollamos un teorema de separación y presentamos carac-

terizaciones originales de la distributividad de una DN-álgebra. La Subsección 2.2.3

está dedicada a la presentación de ∨-semi-homomorfismos y homomorfismos entre

DN-álgebras, y damos algunas caracterizaciones originales que utilizaremos en los

caṕıtulos posteriores. En la Subsección 2.2.4 estudiamos las congruencias de una

DN-álgebra, definiendo una noción más adecuada a dichas estructuras. También

mostramos la existencia de una correspondencia entre las congruencias de una DN-

álgebra y las congruencias de el ret́ıculo distributivo de sus filtros finitamente gener-

ados. Finalizamos el caṕıtulo con la Subsección 2.2.5 probando una representación

de las DN-álgebras por medio del conjunto ordenado de sus ideales primos.

En el Caṕıtulo 3 nos centramos en el estudio de una teoŕıa de representación

topológica y dos diferentes dualidades para las DN-álgebras. En la Sección 3.1, divi-

dida en las Subsecciones 3.1.1 y 3.1.2, definimos el espacio dual de una DN-álgebra,

llamado DN-espacio, y mostramos algunas formas equivalentes de poder definir un

DN-espacio. Probamos que toda DN-álgebra A es isomorfa a la DN-álgebra dual de

algún DN-espacio 〈X,K〉, y rećıprocamente, que para cualquier DN-espacio 〈X,K〉,
existe una DN-álgebra A tal que 〈X,K〉 es homeomorfo al espacio dual de A. En la

Sección 3.2 estudiamos dos diferentes categoŕıas algebraicas que tienen como objetos

DN-álgebras pero como morfismos ∨-semi-homomorfismos y homomorfismos entre

DN-álgebras, y presentamos dos dualidades categóricas diferentes a través de ciertas

relaciones binarias definidas sobre sus espacios duales. En la Sección 3.3 presentamos

diferentes aplicaciones de la dualidad desarrollada. Comenzamos en la Subsección

3.3.1 caracterizando los homomorfismos inyectivos y sobreyectivos. Definimos la

noción de homomorfismo fuertemente inyectivo, el cual es un caso especial de homo-

morfismo inyectivo, y mostramos que los homomorfismos fuertemente inyectivos y

sobreyectivos se corresponden a condiciones adicionales sobre las relaciones binarias

asociadas. En la Subsección 3.3.2 probamos la existencia de un isomorfismo entre

el ret́ıculo de las congruencias de una DN-álgebra y ciertos subespacios especiales,

que hemos llamados DN-subespacios, de su espacio dual asociado. También, en la

Subsección 3.3.3, probamos que el ret́ıculo de las subálgebras de una DN-álgebra se

corresponde con familias particulares de elementos básicos de su espacio dual. En la

Subsección 3.3.4 estudiamos el ret́ıculo de los filtros de una DN-álgebra. Probamos

que tal ret́ıculo tiene estructura de álgebra de Heyting y que se encuentran en corre-
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spondencia con el álgebra de co-Heyting de los subconjuntos cerrados de su espacio

dual. Por último, en la Subsección 3.3.5, desarrollamos un enfoque topológico difer-

ente a la dada en [29] sobre la existencia de la extensión reticular distributiva libre

de una DN-álgebra. Parte de los contenidos de este caṕıtulo aparecen publicados en

nuestro art́ıculo [19].

El Caṕıtulo 4 está dividido en dos partes. En la primera parte, teniendo en

cuenta los resultados desarrollados en el Caṕıtulo 3 sobre la representación dual de

los homomorfismos sobreyectivos, caracterizamos las imágenes homomorfas de una

DN-álgebra a través de familias de subconjuntos saturados básicos de su espacio dual

dotadas de la menor topoloǵıa Vietoris. La segunda parte está dividida en varias

subsecciones. En principio, proponemos una definición diferente de aniquilador rel-

ativo a la dada en [25]. En la Subsección 4.2.1 establecemos una conexión con

las álgebras de Tarski y en la Subsección 4.2.2 presentamos algunas equivalencias

de la distributividad de una DN-álgebra en términos de dichos aniquiladores. En

la Subsección 4.2.3 estudiamos una clase particular de ∨-semi-homomorfismos que

preservan aniquiladores y los caracterizamos dualmente. En la Sección 4.3 intro-

ducimos y damos algunas equivalencias de las clases de las DN-álgebras normales

y DN-álgebras p-lineales, el cual son una generalización de los ret́ıculos normales

estudiados por Cornish en [27] y [28]. Los resultados que conciernen a este caṕıtulo

se desarrollaron en los art́ıculos [11] y [20].

Finalmente, en el Caṕıtulo 5, estudiamos la clase de las DN-álgebras con un

operador modal de necesidad �, o simplemente DN�-álgebras. Con el fin de estu-

diar una teoŕıa de representación y una dualidad para la clase de las DN�-álgebras,

estudiamos en la Sección 5.1 una dualidad para la categoŕıa que tiene como ob-

jetos DN-álgebras y como morfismos aplicaciones particulares entre DN-álgebras

que las hemos llamado ∧-semi-homomorfismos. Como caso especial, en la Sección

5.2 presentamos una dualidad topológica para la categoŕıa que tiene como obje-

tos DN�-álgebras y como morfismos ∧-semi-homomorfismos que conmutan con el

operador �. Finalizamos el caṕıtulo con algunas aplicaciones dadas en la Sección

5.3. En las Subsecciones 5.3.1 y 5.3.2 extendemos los resultados desarrollados en

las Subsecciones 3.3.2 y 3.3.3 sobre los ret́ıculos de las congruencias y subálgebras

de una DN-álgebra, respectivamente, a la clase de las DN�-álgebras. También, en

la Subsección 5.3.3, presentamos la �-extensión reticular distributiva libre de una

DN�-álgebra extendiendo los resultados dados en la Subsección 3.3.5.
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ÍNDICE GENERAL ÍNDICE GENERAL

3.1.2 Espacio dual de una DN-álgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Dualidades topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2.1 Dualidad para DNS∨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2.2 Dualidad para DNH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3 Aplicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3.1 Homomorfismos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3.2 Congruencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.3.3 Subálgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.3.4 Filtros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3.3.5 Sobre la extensión reticular distributiva libre . . . . . . . . . . 68

4 Familias Vietoris y aniquiladores relativos 71
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En el presente caṕıtulo presentamos las definiciones y propiedades básicas sobre

álgebra universal, ret́ıculos distributivos acotados, semirret́ıculos, teoŕıa de cate-

goŕıas, topoloǵıa y espacios de Stone, que utilizaremos durante el resto de la tesis.

También fijaremos la notación que vamos a utilizar para facilitar la lectura posterior.

Supondremos que el lector posee cierta familiaridad con los conceptos. Un estudio

detallado de estas nociones puede verse en [10], [5], [23], [32] y [41].

1.1 Nociones de álgebra universal

Si F es un lenguaje o tipo de álgebras, entonces un álgebra de tipo F es un par 〈A,F 〉,
donde A es un conjunto no vaćıo y F es un conjunto de operaciones finitarias sobre

A indexada por F tal que a cada śımbolo de función n-ario f ∈ F le corresponde una

operación n-aria fA sobre A que pertenece a F . El conjunto A se llama universo o so-

porte del álgebra 〈A,F 〉. Cuando no haya lugar a confusión, escribiremos f en lugar

de fA, y si F es finito, por ejemplo F = {f1, f2, ..., fk}, escribiremos 〈A, f1, f2, ..., fk〉.
Adoptamos la convención aridad(f1) ≥ aridad(f2) ≥ ... ≥ aridad(fk). Con el obje-

tivo de simplificar la notación, en algunos casos representaremos al álgebra 〈A,F 〉
por su conjunto soporte A.

Sean A y B álgebras del mismo tipo F . Una aplicación h : A → B se dice un

homomorfismo si para cada śımbolo de función n-ario f ∈ F , h
(
fA (a1, ..., an)

)
=

fB (h (a1) , ..., h (an)) para cada n-upla (a1, ..., an) de elementos de A. Si h es in-

yectiva, entonces h se dice monomorfismo. Si h es suryectiva, entonces h se dice

epimorfismo y en tal caso diremos que B es una imagen homomorfa de A. Si h es
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biyectiva, entonces h se dice un isomorfismo y diremos que A es isomorfa a B, en

śımbolos, A ∼= B.

Sean A y B álgebras del mismo tipo F . Diremos que B es una subálgebra de A

si B ⊆ A y para cada śımbolo de función f ∈ F , fB es la restricción de f a B.

Si A es un álgebra de tipo F y θ ⊆ A×A una relación de equivalencia, diremos

que θ es una congruencia sobre A si satisface la relación de compatibilidad : si f es

un śımbolo de función n-ario en F , a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ A y (ai, bi) ∈ θ para cada

i = 1, ..., n, entonces (f (a1, ..., an) , f (b1, ..., bn)) ∈ θ. Si X es un subconjunto de A,

entonces la congruencia generada por X es la menor congruencia de A que contiene

a X × X y lo denotaremos como θ (X). Al conjunto de todas las congruencias

sobre A lo denotaremos por Con (A). Luego, para cada θ ∈ Con (A) y f ∈ F
tenemos definido en el conjunto cociente A/θ una operación n-aria fA/θ que a cada

n-upla de clases de equivalencia de A/θ le asigna el elemento fA (a1, ..., an) /θ. Aśı,

el álgebra cociente es el álgebra cuyo conjunto soporte es A/θ y cuyas operaciones

fundamentales satisfacen la condición anterior. Las álgebras cocientes de A tienen

el mismo tipo que A.

Una variedad es una clase no vaćıa K de álgebras del mismo tipo que es cerrada

bajo imágenes homomorfas, subálgebras y productos directos. Diremos que K es

ecuacional si existe un conjunto de identidades Σ tal que un álgebra está en K si

y sólo si satisface todas las identidades de Σ. Un importante resultado del álgebra

universal dado por Birkhoff nos dice que una clase de álgebras K es ecuacional si y

sólo si es una variedad [10].

1.2 Ret́ıculos y semirret́ıculos

Sea 〈L,≤〉 un conjunto parcialmente ordenado y sean a, b ∈ L. Denotaremos el

supremo y el ı́nfimo del conjunto {a, b}, si existen, como a∨b y a∧b, respectivamente.

Diremos que 〈L,≤〉 es un ret́ıculo si para todo a, b ∈ L existen a ∨ b y a ∧ b. Los

ret́ıculos también pueden definirse como estructuras algebraicas.

Definición 1.2.1. Un ret́ıculo es un álgebra 〈L,∨,∧〉 de tipo (2, 2) que satisface

las siguientes identidades:

1. (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z),

2. (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z),

3. x ∨ y = y ∨ x,
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4. x ∧ y = y ∧ x,

5. x ∨ x = x,

6. x ∧ x = x,

7. x ∨ (x ∧ y) = x,

8. x ∧ (x ∨ y) = x.

La relación ≤ definida sobre L como a ≤ b si y sólo si a ∨ b = b si y sólo si

a ∧ b = a es tal que el par 〈L,≤〉 es un ret́ıculo. Si existen elementos 0, 1 ∈ L tales

que a ∧ 0 = 0 y a ∨ 1 = 1 para cada a ∈ L, diremos que 0 es el primer elemento

de L y 1 es el último elemento de L. Un ret́ıculo es acotado si tiene primer y

último elemento. Diremos que un ret́ıculo L es distributivo si satisface la identidad

x∧ (y ∨ z) = (x ∧ y)∨ (x ∧ z). Es sencillo de comprobar que la identidad anterior es

equivalente a x∨ (y ∧ z) = (x ∨ y)∧ (x ∨ z). Luego, un ret́ıculo distributivo acotado

〈L,∨,∧, 0, 1〉 es un álgebra de tipo (2, 2, 0, 0) tal que: 〈L,∨,∧〉 es un ret́ıculo, 0 y 1

son el primer y último elemento de L, respectivamente, y satisface la propiedad de

distributividad. En particular, la clase de los ret́ıculos distributivos acotados forman

una variedad.

Sea 〈S,≤〉 un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que 〈S,≤〉 es un ∨-

semirret́ıculo si para todo a, b ∈ S existe a ∨ b. Diremos que 〈S,≤〉 es un ∧-

semirret́ıculo si para todo a, b ∈ S existe a ∧ b. De manera similar a los ret́ıculos,

tanto los ∨-semirret́ıculos como los ∧-semirret́ıculos también pueden definirse como

estructuras algebraicas.

Definición 1.2.2. Un semirret́ıculo es un álgebra 〈S, ◦〉 de tipo (2) que satisface

las siguientes identidades:

1. (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z),

2. x ◦ y = y ◦ x,

3. x ◦ x = x.

Sea 〈S, ◦〉 un semirret́ıculo. Sea la relación binaria ≤∨ definida sobre S como

a ≤∨ b si y sólo si a ◦ b = b. De forma análoga, sea la relación ≤∧ definida sobre

S como a ≤∧ b si y sólo si a ◦ b = a. Entonces el par 〈S,≤∨〉 es un ∨-semirret́ıculo

tal que a ∨ b = a ◦ b para todo a, b ∈ S y el par 〈S,≤∧〉 es un ∧-semirret́ıculo tal
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que a ∧ b = a ◦ b para todo a, b ∈ S. Dado que los semirret́ıculos se definen a

partir de identidades, tenemos que tanto la clase de los ∨-semirret́ıculos como de los

∧-semı́rreticulos forman una variedad.

Dado un conjunto parcialmente ordenado 〈X,≤〉, diremos que un subconjunto

Y de X es creciente si para todo y ∈ Y y para todo x ∈ X, si y ≤ x entonces x ∈ Y .

Dualmente, Y se dice decreciente si para todo y ∈ Y y para todo x ∈ X, si x ≤ y

entonces x ∈ Y . Denotaremos al complemento de Y ⊆ X como X − Y o Y c. Para

cada subconjunto Y de X, definimos

[Y ) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y (y ≤ x)} y (Y ] = {x ∈ X : ∃y ∈ Y (x ≤ y)}

lo cual denominaremos como conjunto creciente generado por Y y conjunto decre-

ciente generado por Y , respectivamente.

Sea S un ∨-semirret́ıculo. Si F ⊆ S, diremos que F es un filtro de S si satisface

las siguientes condiciones: es no vaćıo, creciente y si a, b ∈ F entonces a ∧ b ∈ F ,

siempre que exista a ∧ b. Si X es un subconjunto no vaćıo de S, entonces el filtro

generado por X es el menor filtro que contiene a X y lo denotaremos como F (X).

Un filtro G de S es finitamente generado si existe un subconjunto no vaćıo finito X

de S tal que G = F (X). Si X = {a} diremos que F ({a}) es el filtro principal de

a y lo denotaremos como [a). En particular, [a) = {x ∈ S : a ≤ x}. Denotaremos

al conjunto de todos los filtros y filtros finitamente generados de S como Fi (S) y

Fif (S), respectivamente.

Si I ⊆ S, diremos que I es un ideal de S si satisface las siguientes condiciones:

es no vaćıo, decreciente y si a, b ∈ I entonces a ∨ b ∈ I. Diremos que I es un ideal

propio de S si I 6= S. Un ideal propio I de S es primo si para cada a, b ∈ S, si

a ∧ b ∈ I, siempre que exista a ∧ b, entonces a ∈ I o b ∈ I. Si X es un subconjunto

de S, entonces el ideal generado por X es el menor ideal que contiene a X. Lo

denotaremos como I (X) y se puede caracterizar como

I (X) = {a ∈ S : ∃x1, ..., xn ∈ X (a ≤ x1 ∨ ... ∨ xn)} .

Un ideal propio I de S es maximal si para cada ideal J , si I ⊆ J , entonces J = I o

J = S. Por último, diremos que un ideal propio I de S es irreducible si para cada

par de ideales I1, I2 tal que I = I1 ∩ I2, entonces I = I1 o I = I2. Denotaremos al

conjunto de todos los ideales, ideales primos, ideales maximales e ideales irreducibles

de S como Id (S), X (S), Idm (S) e Irr (S), respectivamente.

Los conceptos de filtro, ideal, ideal primo, ideal maximal e ideal irreducible se

extienden de manera análoga a la clase de los ret́ıculos.
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Uno de los resultados más importantes de la teoŕıa de ret́ıculos distributivos es

el Teorema del Ideal Primo, o también conocido como el Teorema de Birkhoff-Stone.

Esencialmente, es un teorema de separación y se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 1.2.3. Sea L un ret́ıculo distributivo. Sea I ∈ Id (L) y sea F ∈ Fi (L) tal

que I ∩ F = ∅. Entonces existe P ∈ X (L) tal que I ⊆ P y P ∩ F = ∅.

Definición 1.2.4. Un álgebra de Boole es un álgebra 〈B,∨,∧,¬, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0)

que satisface las siguientes condiciones:

1. 〈B,∨,∧, 0, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado,

2. x ∨ ¬x = 1,

3. x ∧ ¬x = 0.

Las álgebras de Boole fueron introducidas por George Boole a principios del siglo

XIX con el objetivo de dar una interpretación algebraica de la Lógica Proposicional

Clásica. Existe una clase de álgebras que corresponde al subreducto implicativo

de las álgebras de Boole y son también la contrapartida algebraica del fragmento

implicativo de la Lógica Proposicional Clásica: las álgebras de Tarski, o también

conocidas como álgebras de implicación [40].

Definición 1.2.5. Un álgebra de Tarski es un álgebra 〈A,→, 1〉 de tipo (2, 0) que

satisface las siguientes identidades:

1. 1→ x = x,

2. x→ x = 1,

3. x→ (y → z) = (x→ y)→ (x→ z),

4. (x→ y)→ y = (y → x)→ x.

Toda álgebra de Boole es un álgebra de Tarski tomando x → y = ¬x ∨ y. Las

álgebras de Tarski fueron estudiadas por Monteiro en [40] y por Abbott en [2].

Otra de las generalizaciones de las álgebras de Boole más estudiadas son las

álgebras de Heyting y corresponden a la contrapartida algebraica de la Lógica Intu-

icionista. Para ser más precisos, un álgebra de Heyting es un álgebra 〈L,∨,∧,→, 0, 1〉
donde 〈L,∨,∧, 0, 1〉 es un ret́ıculo acotado y la operación binaria → satisface la

condición

x ∧ y ≤ z si y sólo si x ≤ y → z

5
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para cada x, y, z ∈ L. El pseudocomplemento de x ∈ L se define como el elemento

x∗ = x → 0. Luego, toda álgebra de Heyting es un ret́ıculo distributivo acotado.

En particular, la clase de las álgebras de Heyting forma una variedad [5].

Definición 1.2.6. Un álgebra de Heyting es un álgebra 〈L,∨,∧,→, 0, 1〉 de tipo

(2, 2, 2, 0, 0) que satisface las siguientes condiciones:

1. 〈L,∨,∧, 0, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado,

2. x ∧ (x→ y) = x ∧ y,

3. x ∧ (y → z) = x ∧ [(x ∧ y)→ (x ∧ z)],

4. (x ∧ y)→ x = 1.

Un álgebra de co-Heyting es un álgebra 〈L,∨,∧, , 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 0, 0)

donde 〈L,∨,∧, 0, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado y la operación binaria  

satisface la condición x ≤ y ∨ z si y sólo si x y ≤ z.

1.3 Topoloǵıa

Recordemos algunas nociones topológicas básicas que nos serán de utilidad.

Definición 1.3.1. Una topoloǵıa sobre un conjunto X es una familia T de subcon-

juntos de X con las siguientes condiciones:

1. ∅, X ∈ T .

2. La unión de los elementos de cualquier subfamilia de T está en T .

3. La intersección de los elementos de cualquier subfamilia finita de T está en T .

Un espacio topológico es un par 〈X, T 〉 donde X es un conjunto y T es una

topoloǵıa sobre X. Diremos que un subconjunto U de X es un abierto si U ∈ T .

Un subconjunto V de X es cerrado si su complemento V c = X − V es abierto.

Denotaremos como C (X) a la familia de todos los subconjuntos cerrados de X. La

clausura de un subconjunto A de X, la cual denotaremos como Cl(A), se define como

la intersección de todos los cerrados que contienen a A. Si A = {a}, escribiremos

simplemente Cl({a}) =Cl(a). Un subconjunto U es compacto si para cada familia

de abiertos F tal que U ⊆
⋃
{F : F ∈ F}, existe una subfamilia finita G de F tal
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que U ⊆
⋃
{G : G ∈ G}. Diremos que un espacio topológico 〈X, T 〉 es T0 si dados

x, y ∈ X distintos, existe un abierto U tal que x ∈ U e y /∈ U , o x /∈ U e y ∈ U .

Si X es un conjunto, una base para una topoloǵıa sobre X es una colección K
de subconjuntos de X, llamados elementos básicos, tal que:

1. Para cada x ∈ X, existe un elemento básico B tal que x ∈ B.

2. Si x pertenece a la intersección de dos elementos básicos B1 y B2, entonces

existe un elemento básico B3 que contiene a x y B3 ⊆ B1 ∩B2.

Si K satisface estas condiciones, se define la topoloǵıa TK generada por K como

sigue: un subconjunto U de X es un abierto de TK, si para cada x ∈ U existe un

elemento básico B ∈ K tal que x ∈ B y B ⊆ U . Notemos que cada elemento básico

es un abierto. Se prueba que la topoloǵıa TK generada por K es igual a la colección

de todas las uniones de elementos de K. A un espacio topológico 〈X, TK〉 con una

base K para la topoloǵıa TK lo denotaremos como 〈X,K〉. Una subbase S para una

topoloǵıa sobre X es una colección de subconjuntos de X cuya unión es X.

Definición 1.3.2. Sea 〈X,K〉 un espacio topológico. Diremos que un subconjunto

A de X es saturado básico si es intersección de elementos básicos, es decir, si existe

una subfamilia {Ui : i ∈ I} de K tal que A =
⋂
{Ui : i ∈ I}.

Denotaremos como S (X) a la familia de todos los subconjuntos saturados básicos

de X. La saturación básica de un subconjunto A de X se define como el menor

saturado básico que contiene a A, la cual denotaremos como Sb(A). Si A = {a},
escribiremos simplemente Sb({a}) = Sb (a).

Si 〈X,K〉 es un espacio topológico e Y un subconjunto de X, entonces la familia

TY = {U ∩ Y : U ∈ TK} es una topoloǵıa sobre Y denominada topoloǵıa de sube-

spacio o topoloǵıa relativa y el par 〈Y, TY 〉 es un subespacio de 〈X,K〉. Notemos que

la colección KY = {U ∩ Y : U ∈ K} es una base para una topoloǵıa TKY sobre Y

tal que TY ⊆ TKY , es decir, la topoloǵıa TKY es más fina que la topoloǵıa TY . Si

〈X1, T1〉 y 〈X2, T2〉 son espacios topológicos, diremos que una función f : X1 → X2

es continua si f−1 (U) ∈ T1 para cada U ∈ T2.

Definición 1.3.3. Sea 〈X, T 〉 un espacio topológico y sea F una familia de sub-

conjuntos cerrados no vaćıos de X.

1. La menor topoloǵıa Vietoris TL definida sobre F es la topoloǵıa generada por

la colección

{XU : U ∈ T }
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1.4 Categoŕıas Preliminares

como subbase, donde XU = {Y ∈ F : Y ∩ U 6= ∅}.

2. La topoloǵıa Vietoris TV definida sobre F es la topoloǵıa generada por la

colección

{XU : U ∈ T } ∪
{
XV : V ∈ T

}
como subbase, donde XV = {Y ∈ F : Y ∩ V = ∅}, es decir, XV = F−XV .

Sea 〈X,K〉 un espacio topológico y sea F una subfamilia de la familia S (X) de

todos los subconjuntos saturados básicos de X. Dado U ∈ C (X), consideremos el

conjunto

MU = {Y ∈ F : Y ∩ U = ∅}

y la colección BL = {MU : U ∈ C (X)}. Observemos que BL es una subbase para

una topoloǵıa TBL sobre F . En efecto, si Y ∈ F , entonces existe una famillia

{Ui : i ∈ I} de K tal que Y =
⋂
{Ui : i ∈ I}. Dado j ∈ I, tenemos el subconjunto

básico Uj. Luego, U c
j ∈ C (X) y

⋂
{Ui : i ∈ I} ∩ U c

j = ∅, es decir, Y ∩ U c
j = ∅.

Entonces Y ∈ MUcj
y por lo tanto F =

⋃
{MU : U ∈ C (X)}. De esta forma

aseguramos que BL es una subbase para una topoloǵıa TBL sobre F .

1.4 Categoŕıas

Utilizaremos básicamente las definiciones clásicas de la teoŕıa de categoŕıas.

Definición 1.4.1. Una categoŕıa C consiste de:

1. Una colección de objetos.

2. Una colección de morfismos.

3. Para cada morfismo f , un objeto llamado dominio de f y un objeto llamado

codominio de f . Utilizaremos la notación f : A → B, donde A y B son el

dominio y el codominio del morfismo f , respectivamente.

4. Para cada par de morfismos f : A→ B y g : B → C, un morfismo g◦f llamado

composición de f y g, sujeto a la siguiente condición: si f : A→ B, g : B → C

y h : C → D, entonces (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

5. Para cada objeto A, un morfismo distinguido idA llamado identidad de A,

sujeto a la siguiente condición: si f : A→ B y g : C → A, entonces f ◦idA = f

y idA ◦ g = g.
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Sean C y D dos categoŕıas. Sean A y B objetos de C y sea i : A → B un

morfismo. Diremos que i es un isomorfismo si existe un morfismo h : B → A tal

que h ◦ i = idA e i ◦ h = idB. Definimos la categoŕıa Cop como la categoŕıa cuyos

objetos son los mismos de C pero invierte los morfismos de C. Un funtor F de C en

D, el cual denotaremos como F : C → D, es una asignación el cual env́ıa objetos

de C en objetos de D y morfismos de C en morfismos de D sujeto a las siguientes

condiciones:

1. Si f : A → B es un morfismo de C, entonces F (f) : F (A) → F (B) es un

morfismo de D.

2. F (idA) = idF(A) para cada objeto A de C.

3. Para cada par de morfismos f y g de C cuyo dominio de f coincide con el

codominio de g, se satisface la condición F (f ◦ g) = F (f) ◦′ F (g) donde ◦ y ◦′

denotan la composición de morfismos en C y D, respectivamente.

A un funtor G : C → Dop lo llamaremos contravariante de C en D. Denotaremos

al funtor identidad como 1C : C → C, es decir, al funtor que 1C(A) = A para

cada objeto A de C y 1C (f) = f para cada morfismo f de C. Dados dos funtores

F,G : C → D, una transformación natural ε de F en G es una asignación tal que

a cada objeto A de C le asocia un morfismo εA : F (A) → G (A) en D cumpliendo

que εB ◦ F (f) = G (f) ◦ εA para cada morfismo f : A→ B en C. Si cada morfismo

εA : F (A) → G (A) es un isomorfismo entonces diremos que ε es un isomorfismo

natural entre F y G.

Diremos que dos categoŕıas C y D son equivalentes si existen funtores F : C → D
y G : D → C y dos isomorfismos naturales ε de 1D en F ◦G y σ de 1C en G ◦ F. Si

además para cada objeto C de C y cada objeto D de D se tiene que G ◦ F (C) = C

y F ◦G (D) = D, entonces diremos que las categoŕıas C y D son isomorfas. Por

último, diremos que las categoŕıas C y D son dualmente equivalentes si C y Dop son

equivalentes.

1.5 Dualidad topológica de Stone

En 1936, Stone publica su célebre art́ıculo sobre la representación topológica para

las álgebras de Boole [48]. Posteriormente, el mismo Stone, generaliza dicha repre-

sentación a las variedades de los ret́ıculos distributivos acotados y de las álgebras
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1.5 Dualidad topológica de Stone Preliminares

de Heyting en [49]. Estos resultados tuvieron un fuerte impacto en el estudio de

estructuras algebraicas ordenadas. En esta sección describimos brevemente dicha

dualidad siguiendo la presentación dada en [5]. Una presentación alternativa dada

por Grätzer puede encontrarse en [33].

Denotemos como DL a la categoŕıa que tiene como objetos ret́ıculos distributivos

y como morfismos funciones entre ret́ıculos distributivos que preservan todas las

operaciones reticulares.

Definición 1.5.1. Un espacio topológico 〈X, T 〉 es un espacio de Stone, o espacio

espectral, si satisface las siguientes condiciones:

1. 〈X, T 〉 es T0.

2. La familia de todos los subconjuntos abiertos y compactos de X forman una

anillo de conjuntos y una base para la topoloǵıa T .

3. Si U y V son dos familias no vaćıas de subconjuntos abiertos y compactos no

vaćıos tal que ⋂
{U : U ∈ U} ⊆

⋃
{V : V ∈ V} ,

entonces existen subfamilias finitas S y W de U y V , respectivamente, tal que⋂
{S : S ∈ S} ⊆

⋃
{W : W ∈ W}.

Sean 〈X1, T1〉 y 〈X2, T2〉 espacios de Stone y sea f : X1 → X2 una aplicación.

Diremos que f es una función de Stone si f−1 (U) es un subconjunto abierto y

compacto de X1, para cada subconjunto abierto y compacto U de X2. Denotaremos

como SS a la categoŕıa que tiene como objetos espacios de Stone y como morfismos

funciones de Stone entre espacios de Stone.

A cada ret́ıculo distributivo se le puede asociar un espacio de Stone de la siguiente

manera: sea L un ret́ıculo distributivo y sea X (L) el conjunto de todos los ideales

primos de L. Para cada a ∈ L, definimos el conjunto ϕL (a) = {P ∈ X (L) : a /∈ P}.
Se define una topoloǵıa sobreX (L) considerando a la familiaKL = {ϕL (a)c : a ∈ L}
como una base para la misma. Resulta que el espacio topológico 〈X(L),KL〉 es un

espacio de Stone donde los subconjuntos abiertos y compactos son exactamente los

miembros de KL ∪ {∅}. Luego, si h : L1 → L2 es un homomorfismo entre los

ret́ıculos distributivos L1 y L1, entonces la aplicación X (h) : X (L2) → X (L1)

dada por X (h) (P ) = h−1 (P ) es un morfismo en la categoŕıa SS. De esta manera,

tenemos definido un funtor contravariante X : DL → SS.
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Si 〈X, T 〉 es un espacio de Stone, denotemos porD (X) a la colección formada por

los complementos de todos los abiertos y compactos de X munido con el conjunto

vaćıo. Aśı, D (X) es un ret́ıculo distributivo y si f : X1 → X2 es una función

de Stone, entonces la aplicación D (f) : D (X2) → D (X1) dada por D (f) (U) =

f−1 (U) es un morfismo en la categoŕıa DL. Por lo tanto, tenemos definido un

funtor contravariante D : SS → DL.

Si L es un ret́ıculo distributivo, entonces la función ϕL : L → D (X (L)) es un

isomorfismo en DL. De manera análoga, si 〈X, T 〉 es un espacio de Stone, entonces

la aplicación HX : X → X (D (X)) dada por H (x) = {U ∈ D (X) : x /∈ U} es un

isomorfismo en SS.

Teorema 1.5.2. (Stone) Los funtores contravariantes X y D establecen una equiv-

alencia dual entre las categoŕıas DL y SS.

Si L es un ret́ıculo distributivo entonces L tiene último elemento si y sólo si

X (L) es compacto y L tiene primer elemento si y sólo si el conjunto vaćıo, ∅,
satisface la siguiente condición: para cada familia no vaćıa de abiertos y compactos

U , si
⋂
{U : U ∈ U} = ∅ entonces existe una subfamilia finita G de U tal que⋂

{G : G ∈ G} = ∅.
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Caṕıtulo 2

N-álgebras

Es un hecho bien conocido que las álgebras de Tarski, o también conocidas como

álgebras de implicación [40], son la contrapartida algebraica del fragmento implica-

tivo de la Lógica Proposicional Clásica. Una presentación alternativa a la dada en

la Definición 1.2.5 a través de una base ecuacional en términos de la implicación, es

utilizando el concepto de filtro principal dado por Abbott en [2]. Para ser más pre-

cisos, Abbott establece una correspondencia biyectiva entre la clase de las álgebras

de Tarski y la clase de los ∨-semirret́ıculos con último elemento donde cada filtro

principal es un álgebra de Boole respecto al orden inducido. Existe una estruc-

tura que generaliza a las álgebras de Tarski: las N-álgebras. Una N-álgebra es un

∨-semirret́ıculo con último elemento donde cada filtro principal es un ret́ıculo aco-

tado respecto al orden inducido. Exigiendo que cada filtro principal sea un ret́ıculo

distributivo acotado, obtenemos una clase particular de N-álgebras llamadas DN-

álgebras. Dichas estructuras fueron estudiadas por diversos autores. En principio

por Cornish y Hickman en [29] y [35] y posteriormente por Chajda, Kolař́ık, Halaš

y Kühr en [24], [25], [26], [23] y [34]. También Araújo y Kinyon estudiaron las

DN-álgebras en [3] y recientemente Celani y Calomino en [19], [20] y [11].

En este caṕıtulo introducimos las estructuras algebraicas que son motivo de

estudio de la presente tesis y exponemos los resultados más importantes. Nos cen-

tramos en la clase de los ∨-semirret́ıculos con último elemento, o de ahora en más,

simplemente semirret́ıculos. Por una cuestión de claridad, primero definimos a las

N-álgebras y DN-álgebras en términos no ecuacionales, sin embargo, veremos que

estas álgebras admiten una presentación equivalente en términos de una operación

ternaria por medio de un conjunto finito de ecuaciones.

Gran parte de las demostraciones de este caṕıtulo se pueden ver en [23] y [29].
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2.1 Base ecuacional N-álgebras

2.1 Base ecuacional

Definición 2.1.1. Sea S un semirret́ıculo. Diremos que S es una N-álgebra si para

cada a ∈ S, el filtro principal [a) = {x ∈ S : a ≤ x} es un ret́ıculo acotado respecto

al orden inducido.

Dado que el ı́nfimo se encuentra definido solamente en los correspondientes filtros

principales de S, podemos indicar este hecho con un sub́ındice, es decir, ∧a denota

el ı́nfimo en [a). Notemos que si x, y ∈ [a) y b ≤ a, entonces x, y ∈ [b) y x ∧a y =

x ∧b y dado que ambos son considerados respecto al orden inducido. El ı́nfimo

no está definido sobre toda el álgebra y aśı las N-álgebras parecen ser solamente

álgebras parciales, sin embargo, pueden ser consideradas como álgebras totales con

una operación ternaria m. Observemos que si a ∈ S y x, y ∈ [a), entonces el

elemento (x ∨ a) ∧a (y ∨ a) se encuentra bien definido, pues x ∨ a, y ∨ a ∈ [a) y [a)

es un ret́ıculo. De esta forma, podemos definir una operación

m : S × S × S → S

como

m(x, y, a) = (x ∨ a) ∧a (y ∨ a) . (2.1)

Hickman en [35] y, de manera independiente, Chajda y Kolař́ık en [26] proponen

dos bases ecuacionales por separado y muestran que la clase de las N-álgebras pueden

ser tratadas como álgebras totales en términos de la operación ternaria m, formando

aśı una variedad. Más tarde, en [3], los autores muestran la redundancia de ciertas

ecuaciones y prueban que la variedad de las N-álgebras pueden caracterizarse con un

sistema axiomático más reducido. Expondremos en esta sección solamente la base

ecuacional propuesta por Chajda y Kolař́ık, desarrollándose de forma análoga los

resultados obtenidos en [35]. Vale mencionar que Hickman llama a las N-álgebras

con el nombre de supremo álgebras y trabaja con la noción dual, es decir, con

∧-semirret́ıculos donde todo ideal principal es un ret́ıculo y utiliza una notación

diferente para ordenar las variables. Nuestra notación m (x, y, a) es para Hickman

j (x, a, y). Veamos que la operación m formaliza totalmente a las N-álgebras.

Proposición 2.1.2. Sea S una N-álgebra. Sea m la operación ternaria 2.1. En-

tonces se satisfacen las siguientes identidades:

1. m (x, y, x) = x,

2. m (x, x, y) = m (y, y, x),
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2.1 Base ecuacional N-álgebras

3. m (m (x, x, y) ,m (x, x, y) , z) = m (x, x,m (y, y, z)),

4. m (x, y, z) = m (y, x, z),

5. m (m (x, y, z) , w, z) = m (x,m (y, w, z) , z),

6. m (x,m (y, y, x) , z) = m (x, x, z),

7. m (x, x,m (x, y, z)) = m (x, x, z),

8. m (m (x, x, z) ,m (y, y, z) , z) = m (x, y, z),

9. m (x, x, 1) = 1.

Demostración. Probemos únicamente los puntos 2.,3.,5. y 6. Claramente

m (x, x, y) = (x ∨ y) ∧y (x ∨ y) = x ∨ y
= (y ∨ x) ∧x (y ∨ x) = m (y, y, x)

lo cual verifica el punto 2. Para el punto 3. notemos que

m (m (x, x, y) ,m (x, x, y) , z) = m (x, x, y) ∨ z = x ∨ y ∨ z
= x ∨m (y, y, z) = m (x, x,m (y, y, z)) .

El punto 5. se sigue de la siguiente manera,

m (m (x, y, z) , w, z) = (m (x, y, z) ∨ z) ∧z (w ∨ z) = m (x, y, z) ∧z (w ∨ z)

= (x ∨ z) ∧z (y ∨ z) ∧z (w ∨ z) = (x ∨ z) ∧z m (y, w, z)

= (x ∨ z) ∧z (m (y, w, z) ∨ z) = m (x,m (y, w, z) , z) .

Por último, para el punto 6. tenemos que

m (x,m (y, y, x) , z) = (x ∨ z) ∧z (m (y, y, x) ∨ z) = (x ∨ z) ∧z (x ∨ y ∨ z)

= x ∨ z = m (x, x, z) .

�

Si S es una N-álgebra, denotaremos como A (S) al álgebra asociada 〈S,m, 1〉 que

tiene como soporte a S, m la operación ternaria 2.1 y a 1 como último elemento.

Supongamos ahora que 〈A,m, 1〉 es un álgebra de tipo (3, 0) que satisface las iden-

tidades 1.−3. de la Proposición 2.1.2 y definimos x ∨ y = m (x, x, y). Entonces

fácilmente se prueba que A es un semirret́ıculo, pues la operación es idempotente
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2.1 Base ecuacional N-álgebras

por 1., conmutativa por 2. y asociativa por 3. Luego, podemos introducir el orden

inducido ≤ como

x ≤ y si y sólo si m (x, x, y) = y.

Se sigue que x∨ y es el supremo de x e y respecto a ≤. Denotaremos como S (A) al

semirret́ıculo asociado al álgebra A.

Teorema 2.1.3. Sea 〈A,m, 1〉 un álgebra de tipo (3, 0) que satisface las identidades

1.−9. de la Proposición 2.1.2. Si para cada a ∈ A y x, y ∈ [a) se define

x ∧a y = m (x, y, a) ,

entonces S (A) es una N-álgebra.

Demostración. Sea a ∈ A. Probemos que la estructura 〈[a) ,∨,∧a, a, 1〉 es un

ret́ıculo acotado donde el supremo y el ı́nfimo se definen como

x ∨ y = m (x, x, y)

y

x ∧a y = m (x, y, a) ,

respect́ıvamente. Dado que S (A) es un semirret́ıculo, solamente nos queda por

demostrar algunos de los puntos de la Definición 1.2.1. Sean x, y, z ∈ [a). Entonces

se sigue que x ∧a x = m (x, x, a) = x ∨ a = x, lo cual muestra la idempotencia del

ı́nfimo. Luego,

(x ∧a y) ∧a z = m (m (x, y, a) , z, a) = m (x,m (y, z, a) , a) = x ∧a (y ∧a z)

y

x ∧a y = m (x, y, a) = m (y, x, a) = y ∧a x

utilizando los puntos 5. y 4., respectivamente. Además,

x ∧a (x ∨ y) = m (x, x ∨ y, a) = m (x,m (y, y, x) , a)

= m (x, x, a) = x ∨ a
= x

por el punto 6., y por el punto 7. tenemos que

x ∨ (x ∧a y) = x ∨m (x, y, a) = m (x, x,m (x, y, a)) = m (x, x, a) = x.
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También x ∨ 1 = m (x, x, 1) = 1 por el punto 9., probando aśı que 1 es el último

elemento de S (A). Entonces resulta que 〈[a) ,∨,∧a, a, 1〉 es un ret́ıculo acotado. �

A cada N-álgebra S le hemos asociado un álgebra ternariaA (S) y rećıprocamente,

a cada álgebra ternaria 〈A,m, 1〉 le hemos asociado una N-álgebra S (A). Veamos

que dichas asignaciones son mutuamente inversas.

Teorema 2.1.4. Si S es una N-álgebra, entonces S (A (S)) = S y si 〈A,m, 1〉 es

un álgebra de tipo (3, 0) que satisface las identidades 1.−9. de la Proposición 2.1.2,

entonces A (S (A)) = A.

Demostración. Denotemos a la operación del supremo de S (A (S)) como ∨∗.
Entonces

x ∨∗ y = m (x, x, y) = (x ∨ y) ∧y (x ∨ y) = x ∨ y

y por lo tanto S (A (S)) = S. Por otro lado, sea 〈A,m, 1〉 un álgebra de tipo

(3, 0) que satisface las identidades 1.−9. de la Proposición 2.1.2. Si denotamos a la

operación ternaria de A (S (A)) como m∗, entonces por el punto 8. tenemos que

m∗ (x, y, z) = (x ∨ z) ∧y (y ∨ z) = m (m (x, x, z) ,m (y, y, z) , z) = m (x, y, z) ,

probando aśı que A (S (A)) = A. �

La Proposición 2.1.2 y los Teoremas 2.1.3 y 2.1.4 muestran una equivalencia en-

tre las N-álgebras y álgebras con una operación ternaria satisfaciendo una serie de

ecuaciones. Se deduce que la clase de las N-álgebras forman una variedad lo cual de-

notaremos como N . Tenemos aśı, dos alternativas para trabajar con las N-álgebras

y vamos a usar una u otra respecto a nuestra conveniencia. Como comentamos an-

teriormente, Araújo y Kinyon en [3] muestran una serie de resultados respecto a la

dependencia de los sistemas de axiomas propuestos por Hickman y Chajda-Kolař́ık.

No solamente observan que dichos sistemas son dependientes y los reducen, sino

también exhiben una base ecuacional de identidades independientes.

Teorema 2.1.5. Las siguientes identidades forman una base para la variedad N :

1. m (x, y, x) = x,

2. m (m (x, y, z) ,m (y,m (u, x, z) , z) , w) = m (w,w,m (y,m (x, u, z) , z)),

3. m (x, x, 1) = 1.
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El siguiente ejemplo es crucial en la teoŕıa de representación de las N-álgebras

como podremos ver más adelante.

Ejemplo 2.1.1. Si 〈X,≤〉 es un conjunto parcialmente ordenado, entonces la terna

〈Pd (X) ,m,X〉 es una N-álgebra donde la operación ternaria m se encuentra definida

como

m (A,B,C) = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) . (2.2)

para cada A,B,C ∈ Pd (X).

Ejemplo 2.1.2. La siguiente figura es un ejemplo de N-álgebra:

1

a b c

a ∨ b a ∨ c b ∨ c

m(b, c, a) m(a, c, b) m(a, b, c)

2.2 DN-álgebras

Los ret́ıculos distributivos forman una importante subvariedad de la variedad de

los ret́ıculos y existen varias formas de caracterizarlos. Por ejemplo, un ret́ıculo es

distributivo si y sólo si el ret́ıculo de sus filtros es distributivo o si todo ideal propio

puede escribirse como intersección de ideales primos. En esta sección, dividida en

varias subsecciones, introducimos la noción de distributividad para la clase de las

N-álgebras, lo cual son una generalización de la respectiva noción en ret́ıculos, y es-

tudiamos algunas equivalencias. También presentamos algunos resultados relevantes

sobre ideales, filtros, homomorfismos y congruencias.
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Definición 2.2.1. Sea A una N-álgebra. Diremos que A es una DN-álgebra si para

cada a ∈ A, el filtro principal [a) es un ret́ıculo distributivo acotado.

Observemos que un ret́ıculo L con último elemento es distributivo si y sólo si es

distributivo como N-álgebra. Sin embargo, una DN-álgebra no necesariamente es

un semirret́ıculo distributivo. Se sigue que la N-álgebra del Ejemplo 2.1.2 es una

DN-álgebra pero no es un semirret́ıculo distributivo.

Ejemplo 2.2.1. Un ejemplo sencillo de DN-álgebra el cual no es un álgebra de

Tarski se puede ver en la siguiente figura:

1

c

a b

Tendremos en cuenta este simple ejemplo y lo analizaremos a lo largo de la tesis.

Teorema 2.2.2. Sea A una N-álgebra. Entonces A es una DN-álgebra si y sólo si

satisface algunas de las siguientes identidades:

1. m (x,m (y, y, z) , w) = m (m (x, y, w) ,m (x, y, w) ,m (x, z, w)),

2. m (x, x,m (y, z, w)) = m (m (x, x, y) ,m (x, x, z) , w).

Demostración. Si A es una DN-álgebra, entonces

m (x,m (y, y, z) , w) = (x ∨ w) ∧w (y ∨ z ∨ w)

= ((x ∨ w) ∧w (y ∨ w)) ∨ ((x ∨ w) ∧w (z ∨ w))

= m (x, y, w) ∨m (x, z, w)

= m (m (x, y, w) ,m (x, y, w) ,m (x, z, w))

probando aśı el punto 1. De la misma forma,

m (x, x,m (y, z, w)) = x ∨ ((y ∨ w) ∧w (z ∨ w))

= (x ∨ w) ∨ ((y ∨ w) ∧w (z ∨ w))

= (x ∨ y ∨ w) ∧w (x ∨ z ∨ w)

= m (x ∨ y, x ∨ z, w)

= m (m (x, x, y) ,m (x, x, z) , w)
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se prueba el punto 2. Rećıprocamente, supongamos que A satisface el punto 1. Sea

a ∈ S y x, y, z ∈ [a). Entonces

x ∧a (y ∨ z) = (x ∨ a) ∧a (y ∨ z ∨ a) = m (x,m (y, y, z) , a)

= m (m (x, y, a) ,m (x, y, a) ,m (x, z, a)) = m (x, y, a) ∨m (x, z, a)

= (x ∧a y) ∨ (x ∧a z) .

Aśı, 〈[a) ,∨,∧a, a, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado y A es una DN-álgebra. De

manera análoga, si A satisface el punto 2., entonces x∨ (y ∧a z) = (x ∨ y)∧a (x ∨ z)

para cada a ∈ A y x, y, z ∈ [a). �

Denotaremos como DN a la variedad de las DN-álgebras. Luego, DN es una

subvariedad de N . A su vez, las álgebras de Tarski forman una subvariedad de DN .

Teorema 2.2.3. Sea A una DN-álgebra. Entonces A es un álgebra de Tarski si y

sólo si existe una operación binaria c sobre A tal que cumple las siguientes identi-

dades:

1. m (c (y, x) , c (y, x) , x) = c (y, x),

2. m (m (y, y, x) ,m (y, y, x) , c (y, x)) = 1,

3. m (m (y, y, x) , c (y, x) , x) = x.

Demostración. Supongamos que A es un álgebra de Tarski. Como cada filtro

principal es un álgebra de Boole, entonces para cada x ∈ A e y ∈ [x) existe su

complemento en [x) que denotaremos como c (y, x). Claramente se cumple el punto

1. Además,

m (m (y, y, x) ,m (y, y, x) , c (y, x)) = m (y, y, x) ∨ c (y, x)

= y ∨ c (y, x)

= 1

y

m (m (y, y, x) , c (y, x) , x) = (m (y, y, x) ∨ x) ∧x (c (y, x) ∨ x)

= y ∧x c (y, x)

= x.

Rećıprocamente, supongamos que existe una operación binaria c sobre A que satis-

face los puntos 1.,2. y 3. Sea x ∈ A e y ∈ [x). Del punto 1. tenemos que

c (y, x) = m (c (y, x) , c (y, x) , x) = c (y, x) ∨ x,
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es decir, c (y, x) ∈ [x). De 2. y 3. se sigue que y ∨ c (y, x) = 1 e y ∧x c (y, x) = x.

Entonces c (y, x) es el complemento de y en [x) y A es un álgebra de Tarski. �

2.2.1 Ideales y filtros

En esta subsección mencionamos algunas propiedades de los ideales, los filtros y los

filtros finitamente generados de una DN-álgebra. También extendemos el clásico

Teorema del Ideal Primo a la variedad de las DN-álgebras, teniendo aśı, un impor-

tante teorema de representación que nos será de utilidad en los caṕıtulos próximos.

Sea A una DN-álgebra. Si a ∈ A y J ∈ Id (A), es sencillo de comprobar que el

ideal generado por J ∪ {a} es el conjunto

J ∨ (a] = I (J ∪ {a}) = {x ∈ A : ∃i ∈ I (x ≤ i ∨ a)} .

Lema 2.2.4. Sea A una DN-álgebra y sea P ∈ Id (A).

1. Si P es irreducible, entonces P es primo.

2. Si P es maximal, entonces P es primo.

3. P es maximal si y sólo si para cada a ∈ A, si a /∈ P entonces I (P ∪ {a}) = A.

Demostración. 1. Sea P un ideal irreducible. Sean a, b ∈ A tal que existe a∧ b y

a ∧ b ∈ P . Entonces (a ∧ b] = (a] ∩ (b] ⊆ P . Probemos que (P ∨ (a]) ∩ (P ∨ (b]) =

P ∨ ((a] ∩ (b]). Si x ∈ (P ∨ (a]) ∩ (P ∨ (b]), entonces existen p1, p2 ∈ P tal que

x ≤ p1 ∨ a y x ≤ p2 ∨ b. Como P es un ideal, p = p1 ∨ p2 ∈ P y p ∨ a, p ∨ b ∈ [x).

Luego, al ser [x) un ret́ıculo distributivo acotado, x ≤ (p ∨ a)∧x (p ∨ b) = p∨(a ∧ b).
Aśı, x ∈ I (P ∪ {a ∧ b}) = P ∨ ((a] ∩ (b]). La otra inclusión es inmediata. Por lo

tanto, P = (P ∨ (a]) ∩ (P ∨ (b]) y a ∈ P o b ∈ P , es decir, P es primo.

2. Claramente todo ideal maximal es irreducible. Entonces 2. se sigue de 1.

3. Si P es maximal, se sigue fácilmente que I (P ∪ {a}) = A para cada a /∈ P .

De forma rećıproca, supongamos que existe Q ∈ Id (A) tal que P ⊂ Q, es decir,

existe a ∈ Q − P . Si b ∈ A, entonces b ∈ I (P ∪ {a}). Luego, existe p ∈ P tal que

b ≤ p ∨ a, pero como p ∨ a ∈ Q y Q es un ideal, tenemos que b ∈ Q. Por lo tanto

Q = A y P es maximal. �

Observación 2.2.5. Notemos que la condición de primalidad de un ideal I es

equivalente a que para todo x, y, a ∈ A, si m(x, y, a) ∈ I entonces x ∈ I o y ∈ I.
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El Teorema del Ideal Primo es un resultado de gran importancia en la teoŕıa de

ret́ıculos distributivos y fue extendido a la variedad de las DN-álgebras por Halaš

en [34]. A continuación veremos dicho teorema, que es de fundamental relevancia

para el desarrollo de una teoŕıa de representación topológica.

Teorema 2.2.6. Sea A una DN-álgebra. Sea I ∈ Id (A) y sea F ∈ Fi (A) tal que

I ∩ F = ∅. Entonces existe P ∈ X (A) tal que I ⊆ P y P ∩ F = ∅.

Demostración. Consideremos la familia

F = {H ∈ Id (A) : I ⊆ H y H ∩ F = ∅} .

Como I ∈ F , entonces F 6= ∅. Es claro que la unión de una cadena de elementos

de F está también en F . Aśı, por el Lema de Zorn, existe un ideal maximal P tal

que I ⊆ P y P ∩ F = ∅. Probemos que P es primo. Por la Observación 2.2.5,

supongamos que m (x, y, a) ∈ P pero x /∈ P e y /∈ P . Notemos que a ∈ P . Como

x, y /∈ P se sigue que I (P ∪ {x}) ∩ F 6= ∅ e I (P ∪ {y}) ∩ F 6= ∅, es decir, existen

g, h ∈ F y existen p, q ∈ P tal que g ≤ p ∨ x y h ≤ q ∨ y. Aśı, p ∨ x, q ∨ y ∈ F y

m (p ∨ x, q ∨ y, a) ∈ F . Utilizando la distributividad del ret́ıculo [a) tenemos que

m (p ∨ x, q ∨ y, a) = (p ∨ x ∨ a) ∧a (q ∨ y ∨ a)

= ((p ∨ a) ∧a (q ∨ a)) ∨ ((p ∨ a) ∧a (y ∨ a))∨
∨ ((x ∨ a) ∧a (q ∨ a)) ∨ ((x ∨ a) ∧a (y ∨ a))

= m (p, q, a) ∨m (p, y, a) ∨m (x, q, a) ∨m (x, y, a) .

Como m (x, y, a) ∈ P y p, q, a ∈ P se tiene que m (p, q, a) ,m (p, y, a) ,m (x, q, a) ∈ P .

Por lo tanto, m (p ∨ x, q ∨ y, a) ∈ P y m (p ∨ x, q ∨ y, a) ∈ P ∩ F , lo cual es una

contradicción pues P ∩ F = ∅. Por lo tanto, P es primo. �

Los siguientes corolarios son consecuencia inmediata del Teorema 2.2.6.

Corolario 2.2.7. Sea A una DN-álgebra. Para todo a, b ∈ A tal que a � b, existe

P ∈ X (A) tal que b ∈ P y a /∈ P .

Corolario 2.2.8. Sea A una DN-álgebra. Entonces todo ideal propio de A es in-

tersección de ideales primos.

Dado un semirret́ıculo, en la Sección 1.2 del Caṕıtulo 1 recordamos el concepto

de filtro generado por un subconjunto no vaćıo. Para el caso de las DN-álgebras,

tenemos el siguiente resultado el cual caracteriza a los filtros generados y que puede

deducirse de los resultados dados en [29].
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Lema 2.2.9. Sea A una DN-álgebra y sea X un subconjunto no vaćıo de A. En-

tonces

F (X) = {a ∈ A : ∃x1, ..., xn ∈ [X) ∃x1 ∧ ... ∧ xn (x1 ∧ ... ∧ xn = a)} .

Demostración. Sea

G = {a ∈ A : ∃x1, ..., xn ∈ [X) ∃x1 ∧ ... ∧ xn (x1 ∧ ... ∧ xn = a)} .

Claramente X ⊆ G y G es no vaćıo, pues 1 ∈ G. Probemos que G es un filtro de

A. Sea b ∈ A y a ∈ G tal que a ≤ b. Entonces existen x1, ..., xn ∈ [X) tal que existe

x1 ∧ ...∧ xn y x1 ∧ ...∧ xn = a. Aśı, a ≤ xi para cada i = 1, ..., n y x1, ..., xn, b ∈ [a).

Como [a) es un ret́ıculo distributivo acotado,

b = b ∨ a = b ∨ (x1 ∧ ... ∧ xn) = (b ∨ x1) ∧ ... ∧ (b ∨ xn) .

Entonces b∨x1, ..., b∨xn ∈ [X) y b ∈ G. Sean a, b ∈ G tal que existe a∧b. Entonces

existen x1, ..., xn, y1, ..., ym ∈ [X) tal que existen x1∧...∧xn, y1∧...∧ym, x1∧...∧xn = a

e y1 ∧ ... ∧ ym = b. Se sigue que a ∧ b = x1 ∧ ... ∧ xn ∧ y1 ∧ ... ∧ ym y a ∧ b ∈ G.

Entonces G es un filtro y F (X) ⊆ G. Sea H ∈ Fi (A) tal que X ⊆ H. Sea a ∈ G.

Entonces existen x1, ..., xn ∈ [X) tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn y x1 ∧ ... ∧ xn = a. Aśı,

x1, ..., xn ∈ H y como H es un filtro, x1 ∧ ... ∧ xn = a ∈ H. Por lo tanto, G ⊆ H y

F (X) = G. �

Es bien sabido que la distributividad de un ret́ıculo queda caracterizada a través

de la distributividad del ret́ıculo de sus filtros. Existe un resultado análogo para las

DN-álgebras [23].

Teorema 2.2.10. Sea A una N-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-álgebra.

2. 〈Fi (A) ,∨,∩, {1} , A〉 es un ret́ıculo distributivo acotado.

3. 〈Fif (A) ,∨,∩, {1} , A〉 es un ret́ıculo distributivo acotado.

Demostración. 1. ⇒ 2. Por el Lema 2.2.9 tenemos que para cada F,G ∈ Fi (A),

F ∨G = {a ∈ A : ∃x1, ..., xn ∈ F ∪G ∃x1 ∧ ... ∧ xn (x1 ∧ ... ∧ xn = a)} , (2.3)
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es decir, F ∨G consiste de todos los ı́nfimos finitos existentes de elementos de F ∪G.

Sean F,G,H ∈ Fi (A). Siempre vale la inclusión (F ∩G)∨ (F ∩H) ⊆ F ∩ (G ∨H).

Sea a ∈ F ∩ (G ∨H). Entonces a ∈ F y existen x1, ..., xn ∈ G ∪ H tal que existe

x1 ∧ ...∧ xn y x1 ∧ ...∧ xn = a. Luego, como [a) es un ret́ıculo distributivo acotado,

a = a ∨ (x1 ∧ ... ∧ xn) = (a ∨ x1) ∧ ... ∧ (a ∨ x1)

donde cada a ∨ xi ∈ F ∩G o a ∨ xi ∈ F ∩H. Aśı, a ∈ (F ∩G) ∨ (F ∩H).

2. ⇒ 3. Se sigue que el supremo de dos filtros finitamente generados es un

filtro finitamente generado. Bastará con probar que la intersección de dos filtros

finitamente generados es nuevamente un filtro finitamente generado. Si G,H ∈
Fif (A), entonces existen x1, ..., xn, y1, ..., ym ∈ A tal que G = F ({x1, ..., xn}) y

H = F ({y1, ..., ym}). Por la distributividad de Fi (A), tenemos que

F ({x1, ..., xn}) ∩ F ({y1, ..., ym}) = ([x1) ∨ ... ∨ [xn)) ∩ ([y1) ∨ ... ∨ [ym))

=
∨
{[xi) ∩ [yj) : 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m}

= F ({xi ∨ yj : 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m}) .

3. ⇒ 1. Observemos primero que de 2.3 tenemos el siguiente caso paticular

[x) ∨ [y) = {a ∈ A : ∃z1, ..., zn ∈ [x) ∪ [y) ∃z1 ∧ ... ∧ zn (z1 ∧ ... ∧ zn = a)} ,

y si existe x ∧ y, entonces [x) ∨ [y) = [x ∧ y).

Sea a ∈ A y sean x, y, z ∈ [a). Entonces, de la identidad

[x ∨ (y ∧ z)) = [x) ∩ ([y) ∨ [z))

= ([x) ∩ [y)) ∨ ([x) ∩ [z))

= [(x ∨ y) ∧ (x ∨ z))

se tiene que x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z). Por lo tanto, 〈[a) ,∨,∧a, a, 1〉 es un

ret́ıculo distributivo acotado y A es una DN-álgebra. �

Observación 2.2.11. Si A es una DN-álgebra, entonces la intersección de un filtro

finitamente generado con un filtro principal, es principal. En efecto, sea G ∈ Fif (A)

y [a) un filtro principal de A. Entonces existe un subconjunto no vaćıo finito

{x1, ..., xn} de A tal que G = F ({x1, ..., xn}). Se sigue que la intersección es un

filtro finitamente generado, es decir, existe un subconjunto {y1, ..., ym} de A tal que

F ({x1, ..., xn}) ∩ [a) = F ({y1, ..., ym}) .

Como F ({x1, ..., xn})∩ [a) ⊆ [a), tenemos que a es una cota inferior de y1, ..., ym, lo

cual implica que existe y1 ∧ ... ∧ ym. Luego, F ({x1, ..., xn}) ∩ [a) = [y1 ∧ ... ∧ ym).
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2.2.2 Ideales Optimales

Con el objetivo de presentar nuevas caracterizaciones de la distributividad de una

DN-álgebra, presentamos, en principio, nuevas clases de ideales y filtros, pero que

en el caso de las DN-álgebras ya son conocidas.

Definición 2.2.12. Sea A una N-álgebra.

1. Diremos que un subconjunto F de A es un filtro de orden si es no vaćıo,

creciente y para cada a, b ∈ F , existe c ∈ F tal que c ≤ a y c ≤ b.

2. Diremos que un subconjunto F deA es un filtro de Frink si para cada a1, ..., an ∈
F y cada a ∈ A, si (a1] ∩ ... ∩ (an] ⊆ (a], entonces a ∈ F .

Denotaremos al conjunto de todos los filtros de orden y filtros de Frink de A

como FiOr (A) y FiF (A), respectivamente. Todo filtro de orden y filtro de Frink es,

en particular, un filtro. Si X es un subconjunto de A, podemos dar una descripción

expĺıcita del filtro de Frink generado por X como

FF (X) = {a ∈ A : ∃x1, ..., xn ∈ X ((x1] ∩ ... ∩ (xn] ⊆ (a])} .

Definición 2.2.13. Sea A una N-álgebra.

1. Diremos que un subconjunto I deA es un ideal de Frink si para cada a1, ..., an ∈
I y cada a ∈ A, si [a1) ∩ ... ∩ [an) ⊆ [a), entonces a ∈ I.

2. Diremos que un ideal de Frink I es optimal si su complemento es un filtro de

Frink, es decir, si para cada a1, ..., an /∈ I y cada a ∈ A, si (a1]∩ ...∩ (an] ⊆ (a],

entonces a /∈ I.

Denotaremos al conjunto de todos los ideales de Frink e ideales optimales como

IdF (A) e IdOp (A), respectivamente. Notemos que los ideales de Frink son justa-

mente los ideales de A y que IdOp (A) ⊆ X (A). De manera análoga a los filtros de

Frink, podemos caracterizar el ideal de Frink generado por un subconjunto X de A

de la siguiente manera

IF (X) = {a ∈ A : ∃x1, ..., xn ∈ X ([x1) ∩ ... ∩ [xn) ⊆ [a))} .

El siguiente resultado generaliza el Teorema del Ideal Primo y nos permite sep-

arar ideales de Frink y filtros de orden a través de ideales irreducibles.
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Teorema 2.2.14. Sea A una N-álgebra. Sea I ∈ IdF (A) y sea F ∈ FiOr (A) tal que

I ∩ F = ∅. Entonces existe P ∈ Irr (A) tal que I ⊆ P y P ∩ F = ∅.

Demostración. Consideremos la familia

F = {H ∈ IdF (A) : I ⊆ H y H ∩ F = ∅} .

Entonces F 6= ∅ y la unión de una cadena de elementos de F está también en F .

Por el Lema de Zorn, existe un ideal de Frink maximal P tal que I ⊆ P y P ∩F = ∅.
Probemos que P es irreducible. Sean I1, I2 ∈ Id (A) tal que P = I1 ∩ I2. Supong-

amos que P ⊂ I1 y P ⊂ I2, es decir, que existen a, b ∈ A tal que a ∈ I1 − P y

b ∈ I2 − P . Tomemos los ideales de Frink IF (P ∪ {a}) y IF (P ∪ {b}). Claramente

IF (P ∪ {a})∩ F 6= ∅ y IF (P ∪ {b})∩ F 6= ∅, lo cual implica que existen x, y ∈ F y

x1, ..., xn, y1, ..., ym ∈ P tal que [x1)∩ ...∩ [xn)∩ [a) ⊆ [x) y [y1)∩ ...∩ [ym)∩ [b) ⊆ [y).

Como F es un filtro de orden, existe f ∈ F tal que f ≤ x y f ≤ y. Luego,

x1, ..., xn, a ∈ I1 y al ser I1 un ideal, en particular un ideal de Frink, se sigue que

x ∈ I1 y por lo tanto f ∈ I1. Razonando de manera análoga, y1, ..., ym, b ∈ I2 y al

ser I2 un ideal de Frink, tenemos que f ∈ I1. Aśı, f ∈ I1 ∩ I2 = P lo cual es una

contradicción. Concluimos que P es irreducible. �

No todo ideal irreducible es necesariamente un ideal optimal en una N-álgebra,

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Sea A la N-álgebra de la siguiente figura:

e

a

1

cb

d

Notemos que I = {a, d, e} es un ideal irreducible de A el cual no es un ideal

optimal, pues Ic = {1, b, c} no es un filtro de Frink ya que (b] ∩ (c] ⊆ (a] y a /∈ Ic.
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Lema 2.2.15. Sea A una DN-álgebra y sea I ∈ Id (A). Entonces I es primo si y

sólo si es optimal.

Demostración. Solamente necesitamos probar que todo ideal primo es optimal.

Sea P ∈ X (A) , a ∈ A y a1, ..., an /∈ P tal que (a1] ∩ ... ∩ (an] ⊆ (a]. Supongamos

que a ∈ P . Como a ≤ a ∨ ai para cada i = 1, ..., n y [a) es un ret́ıculo distributivo

acotado, entonces a ≤ (a ∨ a1)∧a ...∧a (a ∨ an). Como (a1]∩ ...∩ (an] ⊆ (a], se sigue

que a = (a ∨ a1) ∧a ... ∧a (a ∨ an) y al ser P un ideal primo, existe algún i tal que

1 ≤ i ≤ n y a ∨ ai ∈ P . Luego, ai ∈ P , lo cual es una contradicción. Por lo tanto,

P es optimal. �

Veamos algunas caracterizaciones de la distributividad de una DN-álgebra.

Teorema 2.2.16. Sea A una N-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-álgebra.

2. Irr (A) ⊆ IdOp (A).

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea I ∈ Irr (A). Como A es una DN-álgebra, resulta que

I es primo. Luego, por el Lema 2.2.15, I es optimal.

2. ⇒ 1. Sea a ∈ A y sean x, y, z ∈ [a). Siempre vale que x ∨ (y ∧ z) ≤
(x ∨ y)∧ (x ∨ z). Probemos la otra desigualdad. Supongamos lo contrario, es decir,

que (x ∨ y)∧ (x ∨ z) � x∨ (y ∧ z). Por el Teorema 2.2.14, existe P ∈ Irr (A) tal que

x∨ (y ∧ z) ∈ P y (x ∨ y)∧ (x ∨ z) /∈ P . Como P es irreducible, entonces es optimal.

Luego P es primo y tenemos que y ∈ P o z ∈ P . Si y ∈ P , entonces x∨y ∈ P y al ser

decreciente, (x ∨ y)∧ (x ∨ z) ∈ P lo cual es una contradicción. Si z ∈ P , de manera

análoga llegamos a una contradicción. Entonces (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ x ∨ (y ∧ z) y A

es una DN-álgebra. �

Sea A una N-álgebra y sea I ∈ IdF (A). Sean a1, ..., an ∈ A. Consideremos la

siguiente propiedad:

si (a1] ∩ ... ∩ (an] ⊆ I, entonces ai ∈ I para algún i tal que 1 ≤ i ≤ n. (2.4)

Observemos que todo ideal de Frink que satisface la propiedad 2.4 es irreducible.

En efecto, sean I1, I2 ∈ Id (A) tal que I = I1 ∩ I2. Supongamos que I ⊂ I1 e I ⊂ I2.
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Entonces existen a, b ∈ A tal que a ∈ I1−I y b ∈ I2−I. Como (a]∩(b] ⊆ I1∩I2 = I

e I satisface 2.4, tenemos que a ∈ I o b ∈ I lo cual es una contradicción.

El siguiente resultado caracteriza a los ideales irreducibles de una N-álgebra.

Lema 2.2.17. Sea A una N-álgebra y sea I ∈ Id (A). Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. I es irreducible.

2. Para cada a1, ..., an /∈ I, existe b /∈ I y existe c ∈ I tal que b ≤ ai ∨ c para cada

i = 1, ..., n.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sean a1, ..., an /∈ I. Tomemos los ideales Iai = I ∨ (ai]

para cada i = 1, ..., n. Si I = Ia1 ∩ ...∩ Ian , entonces existe algún i tal que 1 ≤ i ≤ n

e I = Iai , es decir, ai ∈ I lo cual es una contradicción. Entonces, I ⊂ Ia1 ∩ ... ∩ Ian
y existe b ∈ Ia1 ∩ ... ∩ Ian tal que b /∈ I. Aśı, existen c1, ..., cn ∈ I tal que b ≤ ai ∨ ci
para cada i = 1, ..., n. Como I es un ideal, se sigue que c = c1 ∨ ... ∨ cn ∈ I tal que

b ≤ ai ∨ c para cada i = 1, ..., n.

2. ⇒ 1. Sean I1, I2 ∈ Id (A) tal que I = I1 ∩ I2. Si I ⊂ I1 e I ⊂ I2, entonces

existen a1, a2 ∈ A tal que a1 ∈ I1 − I y a2 ∈ I2 − I. Luego, existe b /∈ I y existe

c ∈ I tal que b ≤ a1 ∨ c y b ≤ a2 ∨ c. Como a1 ∨ c ∈ I1 y a2 ∨ c ∈ I2, tenemos que

b ∈ I1 ∩ I2 = I, lo cual es una contradicción. Aśı, I es irreducible. �

Teorema 2.2.18. Sea A una N-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-álgebra.

2. Todo ideal irreducible satisface la propiedad 2.4.

3. Todo ideal de Frink irreducible es un ideal optimal.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea I ∈ Irr (A) y sean a1, ..., an ∈ A tal que (a1] ∩
... ∩ (an] ⊆ I. Supongamos que a1, ..., an /∈ I. Como I es irreducible, por el Lema

2.2.17, existe b /∈ I y existe c ∈ I tal que b ≤ ai ∨ c para cada i = 1, ..., n. Luego,

(b] ⊆ (ai ∨ c] = (ai] ∨ (c] para cada i = 1, ..., n y

(b] ⊆ (a1 ∨ c] ∩ ... ∩ (an ∨ c] = ((a1] ∩ ... ∩ (an]) ∨ (c] ⊆ I.
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Aśı, b ∈ I lo cual es una contradicción. Por lo tanto, existe algún i tal que 1 ≤ i ≤ n

y ai ∈ I.

2. ⇒ 3. Sea I un ideal de Frink irreducible y sean a1, ..., an /∈ I tal que (a1] ∩
... ∩ (an] ⊆ (a]. Supongamos que a ∈ I. Entonces (a1] ∩ ... ∩ (an] ⊆ I, y por la

propiedad 2.4, existe algún i tal que 1 ≤ i ≤ n y ai ∈ I, lo cual es una contradicción.

Concluimos que I es optimal.

3. ⇒ 1. Sea a ∈ A y sean x, y, z ∈ [a). Sabemos que siempre vale la desigualdad

x∨(y ∧ z) ≤ (x ∨ y)∧(x ∨ z). Si suponemos que (x ∨ y)∧(x ∨ z) � x∨(y ∧ z), por el

Teorema 2.2.14 existe P ∈ Irr (A) tal que x∨(y ∧ z) ∈ P y (x ∨ y)∧(x ∨ z) /∈ P . Por

hipótesis, P es optimal. Luego, P es primo y tenemos que y ∈ P o z ∈ P . Si y ∈ P ,

entonces x ∨ y ∈ P y (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ∈ P , lo cual es una contradicción. Si z ∈ P
también arribamos a una contradicción. Entonces (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ x ∨ (y ∧ z) y

A es una DN-álgebra. �

Por el Teorema 2.2.18, tenemos que los ideales irreducibles en las DN-álgebras

son justamente aquellos ideales que satisfacen la propiedad 2.4.

2.2.3 Homomorfismos

Un homomorfismo entre ret́ıculos distributivos acotados es una aplicación que preserva

ı́nfimos, supremos, primer y último elemento. En esta subsección introducimos las

nociones de ∨-semi-homomorfismo y homomorfismo entre DN-álgebras.

Definición 2.2.19. Sean A y B DN-álgebras y sea h : A → B una aplicación.

Diremos que h es un ∨-semi-homomorfismo si para cada a, b ∈ A se satisfacen las

siguientes identidades:

1. h (1) = 1,

2. h (a ∨ b) = h (a) ∨ h (b).

De manera análoga introducimos la siguiente definición.

Definición 2.2.20. SeanA yB DN-álgebras y sea h : A→ B un ∨-semi-homomorfismo.

Diremos que h es un homomorfismo si para cada a, b ∈ A tal que existe a ∧ b,
h (a ∧ b) = h (a) ∧ h (b).

Notemos que los ∨-semi-homomorfismos, y por lo tanto los homomorfismos,

preservan el orden natural, es decir, si a ≤ b entonces h (a) ≤ h (b). Por otro
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lado, si existe a ∧ b en A, entonces existe h (a) ∧ h (b). En efecto, como a ∧ b ≤ a, b

entonces h (a ∧ b) ≤ h (a) , h (b) y h (a) , h (b) ∈ [h (a ∧ b)). Como B es una DN-

álgebra, entonces el filtro principal [h (a ∧ b)) es un ret́ıculo distributivo acotado y

por lo tanto existe h (a) ∧ h (b).

Denotaremos como DNS∨ [A,B] y DNH [A,B] a los conjuntos de todos los

∨-semi-homomorfismos y homomorfismos entre las DN-álgebras A y B, respectiva-

mente. Las siguientes caracterizaciones son originales y se pueden ver en [19].

Lema 2.2.21. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B]. Entonces h es un

homomorfismo si y sólo si [b) ⊆ [a1) ∨ [a2) implica [h (b)) ⊆ [h (a1)) ∨ [h (a2)), para

cada a1, a2, b ∈ A.

Demostración. Supongamos que h es un homomorfismo y sean a1, a2, b ∈ A tal

que [b) ⊆ [a1) ∨ [a2). Entonces, por el Teorema 2.2.10,

[b) = [b) ∧ ([a1) ∨ [a2)) = ([b) ∧ [a1)) ∨ ([b) ∧ [a2)) = [b ∨ a1) ∨ [b ∨ a2) .

Como existe (b ∨ a1) ∧b (b ∨ a2), tenemos que b = (b ∨ a1) ∧b (b ∨ a2). Al ser h

un homomorfismo y B una DN-álgebra, h (b) = h (b) ∨ (h (a1) ∧ h (a2)) y [h (b)) ⊆
[h (a1) ∧ h (a2)), es decir, [h (b)) ⊆ [h (a1)) ∨ [h (a2)).

Rećıprocamente, sean a1, a2 ∈ A tal que existe a1 ∧ a2. Como h preserva el

orden natural, h (a1 ∧ a2) ≤ h (a1) ∧ h (a2). Sea z ∈ B tal que z ≤ h (a1) y

z ≤ h (a2). Entonces [h (a1)) ∨ [h (a2)) ⊆ [z). Luego, como existe a1 ∧ a2, tenemos

que [a1 ∧ a2) = [a1)∨ [a2) y [h (a1 ∧ a2)) ⊆ [h (a1))∨ [h (a2)). Aśı, [h (a1 ∧ a2)) ⊆ [z),

es decir, z ≤ h (a1 ∧ a2). Por lo tanto, h (a1 ∧ a2) = h (a1) ∧ h (a2). �

Teorema 2.2.22. Sean A y B DN-álgebras y sea h : A → B una aplicación. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. h es un homomorfismo.

2. h−1 (P ) ∈ X (A), para cada P ∈ X (B).

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea P ∈ X (B). Como h es un homomorfismo y preserva

el orden natural, se sigue que h−1 (P ) ∈ Id (A). Si h−1 (P ) = A, entonces 1 ∈ h−1 (P )

y h (1) = 1 ∈ P , lo cual es una contradicción pues P es propio. Luego, h−1 (P ) es

un ideal propio. Sean a, b ∈ A tal que existe a ∧ b y a ∧ b ∈ h−1 (P ). Entonces

h (a ∧ b) = h (a) ∧ h (b) ∈ P . Como P es primo, h (a) ∈ P o h (b) ∈ P , es decir,

a ∈ h−1 (P ) o b ∈ h−1 (P ). Por lo tanto h−1 (P ) ∈ X (A).
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2. ⇒ 1. Veamos primero que h es una aplicación monótona. Sean a, b ∈ A

tal que a ≤ b y supongamos que h (a) � h (b). Entonces, por el Teorema 2.2.6,

existe P ∈ X (B) tal que h (b) ∈ P y h (a) /∈ P . Aśı, b ∈ h−1 (P ) y a /∈ h−1 (P ),

lo cual es una contradicción ya que h−1 (P ) es un ideal. Probemos ahora que h es

un homomorfismo. Si h (1) < 1, entonces existe P ∈ X (B) tal que h (1) ∈ P ,

es decir, 1 ∈ h−1 (P ) lo cual contradice que h−1 (P ) es un ideal propio. Aśı,

h (1) = 1. Sean a, b ∈ A. Como h es monótona, h (a) ∨ h (b) ≤ h (a ∨ b). Supong-

amos que h (a ∨ b) � h (a) ∨ h (b). Por el Teorema 2.2.6, existe Q ∈ X (B) tal que

h (a)∨h (b) ∈ Q y h (a ∨ b) /∈ Q. Se sigue que h (a) , h (b) ∈ Q y a, b ∈ h−1 (Q). Como

h−1 (Q) es un ideal, a ∨ b ∈ h−1 (Q) y h (a ∨ b) ∈ Q, lo cual es una contradicción.

Concluimos que h (a ∨ b) = h (a)∨h (b). Con un argumento similar se prueba que si

existe a∧b, entonces h (a ∧ b) = h (a)∧h (b). Por lo tanto h es un homomorfismo. �

2.2.4 Congruencias

Una congruencia θ sobre un semirret́ıculo S es una relación de equivalencia com-

patible con el supremo, es decir, si (a, b) , (c, d) ∈ θ entonces (a ∨ c, b ∨ d) ∈ θ.

Claramente no toda congruencia semirreticular de una N-álgebra produce una N-

álgebra, pues las congruencias deben cumplir la propiedad adicional que preserven

los ı́nfimos existentes. En esta subsección introducimos una noción de congruencia

más restringida pero adecuada a nuestros propósitos. También probaremos que el

ret́ıculo de las congruencias de una DN-álgebra es isomorfo al ret́ıculo de las con-

gruencias de cierto ret́ıculo distributivo [23].

Definición 2.2.23. Sea A una N-álgebra y sea θ ∈ Con (A). Diremos que θ es una

∧-congruencia si satisface la siguiente condición: si (a1, b1) , (a2, b2) ∈ θ y existen

a1 ∧ a2, b1 ∧ b2, entonces (a1 ∧ a2, b1 ∧ b2) ∈ θ.

Teorema 2.2.24. Sea A una N-álgebra. Entonces las congruencias sobre A son

precisamente las ∧-congruencias.

Demostración. Sea θ una ∧-congruencia y sean (a1, a2) , (b1, b2) , (c1, c2) ∈ θ.

Entonces (a1 ∨ c1, a2 ∨ c2) , (b1 ∨ c1, b2 ∨ c2) ∈ θ y (m (a1, b1, c1) ,m (a2, b2, c2)) ∈ θ.

Luego, θ es una congruencia. Rećıprocamente, sea θ una congruencia sobre A.

Primero probemos la siguiente propiedad sobre θ:

si x ≤ y, (x, y) ∈ θ y existe x ∧ z, entonces (x ∧ z, y ∧ z) ∈ θ. (2.5)
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Como (x, y) ∈ θ, entonces (m (x, z, x ∧ z) ,m (y, z, x ∧ z)) ∈ θ, pero

m (x, z, x ∧ z) = (x ∨ (x ∧ z)) ∧x∧z (z ∨ (x ∧ z)) = x ∧ z

y

m (y, z, x ∧ z) = (y ∨ (x ∧ z)) ∧x∧z (z ∨ (x ∧ z)) = y ∧ z.

Aśı, (x ∧ z, y ∧ z) ∈ θ. Probemos ahora que θ es una ∧-congruencia. Sean (a1, b1) ,

(a2, b2) ∈ θ y supongamos que existen a1 ∧ a2 y b1 ∧ b2. Entonces (a1, a1 ∨ b1) ∈ θ y

como existe a1 ∧ a2, tenemos que (a1 ∧ a2, (a1 ∨ b1) ∧ a2) ∈ θ por la propiedad 2.5.

Aplicando nuevamente la propiedad 2.5, (a2, a2 ∨ b2) ∈ θ implica que

((a1 ∨ b1) ∧ a2, (a1 ∨ b1) ∧ (a2 ∨ b2)) ∈ θ

y por transitividad, (a1 ∧ a2, (a1 ∨ b1) ∧ (a2 ∨ b2)) ∈ θ. Con un argumento similar

se prueba que (b1 ∧ b2, (a1 ∨ b1) ∧ (a2 ∨ b2)) ∈ θ y por lo tanto (a1 ∧ a2, b1 ∧ b2) ∈ θ.
Concluimos que θ es una ∧-congruencia. �

El siguiente resultado nos será de utilidad y su demostración puede verse en [23].

Lema 2.2.25. Sea A una DN-álgebra. Sean a, b ∈ A tal que b ≤ a. Entonces para

cada x, y ∈ A, (x, y) ∈ θ (a, b) si y sólo si

x ∨ a = y ∨ a

y

[x) ∨ [b) = [y) ∨ [b) .

Sea A una DN-álgebra y

f : Con (Fif (A))→ Con (A)

la aplicación definida como

(x, y) ∈ f (θ) si y sólo si ([x) , [y)) ∈ θ. (2.6)

Teorema 2.2.26. Sea A una DN-álgebra. Entonces los ret́ıculos Con (A) y Con (Fif (A))

son isomorfos.

Demostración. Probemos que la aplicación f dada por 2.6 es un isomorfismo. Si

{θi : i ∈ I} ⊆ Con (Fif (A)), es claro que f (
⋂
{θi : i ∈ I}) =

⋂
{f (θi) : i ∈ I}.

Veamos que f (
∨
{θi : i ∈ I}) =

∨
{f (θi) : i ∈ I}. Sea (x, y) ∈ f (

∨
{θi : i ∈ I}),
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es decir, ([x) , [y)) ∈
∨
{θi : i ∈ I}. Entonces existen F0, ..., Fn ∈ Fif (A) tal

que F0 = [x) , Fn = [y) y (Fi, Fi+1) ∈
⋃
{θi : i ∈ I} para cada i = 0, ..., n − 1.

Tenemos que (F0, F1) = ([x) , F1) ∈ θj para algún j ∈ I. Como θj es una con-

gruencia de Fif (A) y ([x) , [x)) ∈ θj, ([x) , [x) ∩ F1) ∈ θj. Por la Observación

2.2.11 se sigue que [x) ∩ F1 es un filtro principal, es decir, existe z1 ∈ A tal que

[x) ∩ F1 = [z1). Aśı, ([x) , [z1)) ∈ θj. Razonando de la misma manera, tenemos

que existen z0 = x, z1, ..., zn = y tal que Fi = [zi) para cada i = 0, ..., n. Luego,

([zi) , [zi+1)) ∈
⋃
{θi : i ∈ I} y por 2.6 (zi, zi+1) ∈

⋃
{f (θi) : i ∈ I}. Por lo tanto,

(x, y) ∈
∨
{f (θi) : i ∈ I}. La rećıproca se prueba de manera totalmente análoga.

Si (x, y) ∈
∨
{f (θi) : i ∈ I}, existen z0 = x, z1, ..., zn = y ∈ A tal que (zi, zi+1) ∈⋃

{f (θi) : i ∈ I} para cada i = 0, ..., n. Aśı, ([zi) , [zi+1)) ∈
⋃
{θi : i ∈ I}, lo cual

implica que (x, y) ∈
∨
{θi : i ∈ I} y (x, y) ∈ f (

∨
{θi : i ∈ I}). Luego, f es un

homomorfismo. Antes de ver que f es biyectiva, probemos la siguiente propiedad:

si b ≤ a, entonces f (θ ([a) , [b))) = θ (a, b) . (2.7)

Recordemos que en todo ret́ıculo distributivo si u ≤ v, entonces (x, y) ∈ θ (u, v) si

y sólo si x ∧ u = y ∧ u y x ∨ v = y ∨ v. Como [a) ⊆ [b) en Fif (A), y aplicando el

Lema 2.2.25, se sigue que para cada x, y ∈ A,

(x, y) ∈ f (θ ([a) , [b))) ⇐⇒ ([x) , [y)) ∈ θ ([a) , [b))

⇐⇒ [x) ∩ [a) = [y) ∩ [a) y [x) ∨ [b) = [y) ∨ [b)

⇐⇒ x ∨ a = y ∨ a y [x) ∨ [b) = [y) ∨ [b)

⇐⇒ (x, y) ∈ θ (a, b) .

Probemos que f es inyectiva. Sean θ, σ ∈ Con (Fif (A)) tal que f (θ) = f (σ).

Como f es un homomorfismo, podemos asumir que θ ⊆ σ. Sea (H,G) ∈ σ donde

G = F ({g1, ..., gn}). Entonces (H ∩ [a) , G ∩ [a)) ∈ σ para cada a ∈ A, y por la

Observación 2.2.11, se sigue que existen x, y ∈ A tal que H∩[a) = [x) y G∩[a) = [y).

Tenemos entonces que (x, y) ∈ f (σ) = f (θ) y (H ∩ [a) , G ∩ [a)) ∈ θ para cada

a ∈ A. En particular, (H ∩ [gi) , G ∩ [gi)) ∈ θ para cada i = 1, ..., n. Luego, por el

Teorema 2.2.10,

(H ∩ [g1)) ∨ ... ∨ (H ∩ [gn)) = H ∩ ([g1) ∨ ... ∨ [gn)) = H ∩G

y

(G ∩ [g1)) ∨ ... ∨ (G ∩ [gn)) = [g1) ∨ ... ∨ [gn) = G

lo cual implica que (H ∩G,G) ∈ θ. De manera similar se prueba que (H ∩G,H) ∈ θ
y por lo tanto (H,G) ∈ θ.
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Por último, veamos que f es sobreyectiva. Por la propiedad 2.7, es fácil de ver

que para cada σ ∈ Con (A), σ =
∨
{θ (a, b) : (a, b) ∈ σ y a ≥ b}. En efecto, si

(x, y) ∈ σ, entonces (x, x ∨ y) , (x ∨ y, y) ∈ σ y (x, y) ∈ θ (x, x ∨ y) ∨ θ (x ∨ y, y).

Luego,

σ =
∨
{θ (a, b) : (a, b) ∈ σ y a ≥ b}

=
∨
{f (θ ([a) , [b))) : (a, b) ∈ σ y a ≥ b}

= f (
∨
{θ ([a) , [b)) : (a, b) ∈ σ y a ≥ b})

y f es sobreyectiva. Aśı, f es un isomorfismo entre Con (A) y Con (Fif (A)). �

Los siguientes resultados pueden encontrarse en [34] y [23].

Corolario 2.2.27. La única DN-álgebra subdirectamente irreducible es la cadena de

dos elementos.

Corolario 2.2.28. La variedad DN está generada por las cadenas de dos elementos.

2.2.5 Teorema de Representación

Todo ret́ıculo distributivo acotado es isomorfo a un subret́ıculo de el ret́ıculo dis-

tributivo acotado de los subconjuntos decrecientes de un conjunto ordenado. Dicho

resultado se extiende de manera natural a las álgebras de Boole. Nos centramos

ahora en generalizar este teorema de representación para la clase de las DN-álgebras

por medio de conjuntos ordenados.

En el Ejemplo 2.1.1 vimos que si 〈X,≤〉 es un conjunto parcialmente ordenado,

entonces la terna 〈Pd (X) ,m,X〉 es una N-álgebra dondem está dada por la ecuación

2.2. En realidad, se sigue que 〈Pd (X) ,m,X〉 es una DN-álgebra. Dicha estructura

es de gran importancia, ya que toda DN-álgebra puede sumergirse en una DN-álgebra

de conjuntos de esta forma como veremos a continuación.

Sea A una DN-álgebra. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado de los

ideales primos 〈X (A) ,⊆〉 y la aplicación

ϕA : A→ Pd (X (A))

dada por

ϕA (a) = {P ∈ X (A) : a /∈ P} .

Por otro lado, como 〈X (A) ,⊆〉 es un conjunto parcialmente ordenado, entonces

〈Pd (X (A)) ,m,X (A)〉
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es una DN-álgebra y tenemos el siguiente teorema de representación [34].

Teorema 2.2.29. Sea A una DN-álgebra. Entonces ϕA es un homomorfismo in-

yectivo de A en 〈Pd (X (A)) ,m,X (A)〉.

Demostración. Claramente tenemos que ϕA (a) ∈ Pd (X (A)), para cada a ∈ A.

Luego, por las propiedades de ideal primo, se deduce que ϕA (a ∨ b) = ϕA (a) ∪
ϕA (b) , ϕA (1) = X (A) y si existe a ∧ b en A, entonces ϕA (a ∧ b) = ϕA (a) ∩ ϕA (b).

Por lo tanto, ϕA (m (a, b, c)) = m (ϕA (a) , ϕA (b) , ϕA (c)). Probemos que ϕA es in-

yectiva. Sean a, b ∈ A tal que a 6= b. Supongamos que a � b. Por el Corolario 2.2.7,

existe P ∈ X (A) tal que b ∈ P y a /∈ P , es decir, P ∈ ϕA (a) y P /∈ ϕA (b). Entonces

ϕA (a) 6= ϕA (b). De manera análoga, si b � a concluimos que ϕA (a) 6= ϕA (b). Con-

cluimos que ϕA es un homomorfismo inyectivo. �

Ejemplo 2.2.2. Siguiendo con el Ejemplo 2.2.1, tenemos que el conjunto parcial-

mente ordenado de los ideales primos de A esta dado por X (A) = {P1, P2, P3},
donde P1 = {c} , P2 = {b} y P3 = {a, c}. Luego,

ϕA (1) = {P1, P2, P3} = X (A)

ϕA (a) = {P1, P2}
ϕA (b) = {P1, P3}
ϕA (c) = {P2}

y la DN-álgebra de conjuntos resultante es isomorfa a la DN-álgebra inicial A.
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Caṕıtulo 3

Representación, dualidades y

aplicaciones

El objetivo de este caṕıtulo es desarrollar una teoŕıa de representación topológica

para las DN-álgebras. Para elllo, definimos el espacio dual de una DN-álgebra como

un cierto espacio topológico 〈X,K〉 llamado DN-espacio, donde K es una base de

subconjuntos abiertos, compactos y dualmente compactos para una topoloǵıa TK so-

bre X, la cual satisface ciertas condiciones adicionales. Ésta representación es más

bien estilo Stone, ya que trabajamos con el orden inducido por la topoloǵıa, es de-

cir, el orden de especialización topológico. Luego, extendemos dicha representación

a dos dualidades caracterizando los ∨-semi-homomorfismos y homomorfismos en-

tre DN-álgebras a través de ciertas relaciones binarias entre sus espacios duales,

teniendo como casos particulares la conocida dualidad de Stone para los ret́ıculos

distributivos acotados dada en [49] y la dualidad para las álgebras de Tarski de-

sarrollada en [17]. Aplicando la representación topológica, finalizamos el caṕıtulo

caracterizando los homomorfismos inyectivos y sobreyectivos, los ret́ıculos de las

congruencias, subálgebras y filtros, y presentamos un enfoque topológico sobre la

extensión reticular distributiva libre de una DN-álgebra. La mayor parte de los

resultados que expondremos se encuentran publicados en [19].

3.1 Representación topológica

En esta sección introducimos los DN-espacios y probamos que toda DN-álgebra

puede ser representada a través de cierto DN-espacio y viceversa, que todo DN-

espacio puede ser representado como el espacio dual de alguna DN-álgebra.
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3.1.1 DN-espacios

Sea 〈X,K〉 un espacio topológico donde K es una base para una topoloǵıa TK definida

sobre X. Consideremos la familia de P (X) constituida por los complementos de los

elementos básicos, es decir,

DK (X) = {U : U c ∈ K} .

Definición 3.1.1. Sea 〈X,K〉 un espacio topológico e Y un subconjunto no vaćıo

de X.

1. Diremos que Y es irreducible si para cada U, V ∈ DK (X), si U ∩ V ∈ DK (X)

e Y ∩ (U ∩ V ) = ∅, entonces Y ∩ U = ∅ o Y ∩ V = ∅.

2. Diremos que Y es dualmente compacto si para toda familia F de elementos

básicos tal que
⋂
{U : U ∈ F} ⊆ Y , existe una subfamilia finita S de F tal

que
⋂
{S : S ∈ S} ⊆ Y .

Notemos que para cada x ∈ X, el subconjunto Sb (x) es irreducible. Luego, la

topoloǵıa TK induce una relación ≤K sobre X definida como

x ≤K y si y sólo si y ∈ Sb (x) .

Se sigue de la misma definición que Sb (x) = [x). Es fácil ver que la relación ≤K es

reflexiva y transitiva, pero no necesariamente es un orden.

Lema 3.1.2. Sea 〈X,K〉 un espacio topológico.

1. Si cada subconjunto saturado básico irreducible de X es la saturación básica

de un único punto, entonces ≤K es un orden.

2. La relación ≤K es un orden si y sólo si 〈X,K〉 es T0.

Demostración. 1. Es inmediato que ≤K es reflexiva y transitiva. Sean x, y ∈ X
tal que x ≤K y e y ≤K x. Entonces Sb (x) = Sb (y), y por unicidad, x = y.

2. Supongamos que ≤K es un orden y sean x, y ∈ X tal que x 6= y. Entonces

x �K y o y �K x. Supongamos que x �K y, ya que el otro caso es análogo. Entonces

y /∈ Sb (x), es decir, existe U ∈ K tal que x ∈ U e y /∈ U . Luego, 〈X,K〉 es T0.

Rećıprocamente, supongamos que el espacio 〈X,K〉 es T0. Sean x, y ∈ X tal que

x ≤K y e y ≤K x. Entonces y ∈ Sb (x) y x ∈ Sb (y). Si fuese x 6= y, entonces existe

U ∈ K tal que x ∈ U e y /∈ U , o x /∈ U e y ∈ U . En el caso que x ∈ U e y /∈ U ,

36



3.1 Representación topológica Representación, dualidades y aplicaciones

y ∈ Sb (x) e y ∈ U , lo cual es una contradicción. De manera similar llegamos a una

contradicción en el caso que x /∈ U e y ∈ U . Por lo tanto, ≤K es un orden. �

En el caso de que el espacio topológico sea T0, entonces la relación≤K es un orden,

llamado el orden de especialización. Al orden dual del orden de especialización ≤K
lo denotaremos como �K y se define de la siguiente manera:

x �K y si y sólo si x ∈ Sb (y) .

Tenemos que x �K y si y sólo si y ∈ Cl (x), o lo que es equivalente, x ∈ Sb (y) si y

sólo si y ∈ Cl (x). En efecto, si x, y ∈ X, entonces

x ∈ Sb (y) ⇐⇒ x ∈
⋂
{U ∈ K : y ∈ U}

⇐⇒ ∀U ∈ K (y ∈ U ⇒ x ∈ U)

⇐⇒ ∀U ∈ K (x ∈ U c ⇒ y ∈ U c)

⇐⇒ y ∈
⋂
{U c ∈ DK (X) : x ∈ U c}

⇐⇒ y ∈ Cl (x) .

Estamos en condiciones de definir los espacios topológicos duales a las DN-

álgebras. La siguiente definición juega un papel fundamental en la presente tesis.

Definición 3.1.3. Un espacio topológico 〈X,K〉 es un DN-espacio si satisface las

siguientes condiciones:

1. K es una base de subconjuntos abiertos, compactos y dualmente compactos

para una topoloǵıa TK definida sobre X.

2. Para cada U, V,W ∈ K, (U ∩W ) ∪ (V ∩W ) ∈ K.

3. Cada subconjunto saturado básico irreducible de X es la saturación básica de

un único punto.

Observaciones 3.1.4. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio.

1. La relación ≤K es un orden. Por lo tanto, de ahora en más y cuando no haya

lugar a confusión, escribiremos ≤ en lugar de ≤K. Análogamente, escribiremos

� en lugar de �K.

2. Cada U ∈ DK (X) es decreciente con el orden de especialización ≤ y creciente

con el orden dual �.
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3. Para cada U, V ∈ K, tenemos que

(U ∩ V ) ∪ (U ∩ V ) = U ∩ V ∈ K.

Aśı, K es cerrado bajo intersecciones finitas y la estructura 〈DK (X) ,∪, X〉 es

un semirret́ıculo.

4. Los DN-espacios son una generalización de los espacios topológicos duales a

las álgebras de Tarski introducidos en [17].

Todo DN-espacio induce una DN-álgebra, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio. Entonces la estructura 〈DK (X) ,∪, X〉
es una DN-álgebra.

Demostración. Sea C ∈ DK (X) y [C) = {U ∈ DK (X) : C ⊆ U} el filtro prin-

cipal de C. Si A,B ∈ [C), entonces C ⊆ A y C ⊆ B, pero como DK (X) es un

semirret́ıculo, tenemos que A ∪ B ∈ [C). Por otro lado, por la condición 2. de la

Definición 3.1.3, vale que

(A ∪ C) ∩C (B ∪ C) = A ∩C B ∈ DK (X) .

Aśı, A ∩C B ∈ [C). Se sigue que 〈[C) ,∪,∩C , C,X〉 es un ret́ıculo distributivo aco-

tado y por lo tanto 〈DK (X) ,∪, X〉 es una DN-álgebra. �

Si 〈X,K〉 es un DN-espacio, diremos que 〈DK (X) ,∪, X〉 es la DN-álgebra dual

de 〈X,K〉. Veamos algunas definiciones equivalentes de la Definición 3.1.3.

Teorema 3.1.6. Sea 〈X,K〉 un espacio topológico donde K es una base de sub-

conjuntos abiertos y compactos para una topoloǵıa TK sobre X. Supongamos que

para cada U, V,W ∈ K, (U ∩W ) ∪ (V ∩W ) ∈ K. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. 〈X,K〉 es T0, y si A = {Uj : j ∈ J} y B = {Vk : k ∈ K} son dos familias

no vaćıas de DK (X) tal que⋂
{Uj : j ∈ J} ⊆

⋃
{Vk : k ∈ K} ,

entonces existen U1, ..., Un ∈ [A) y V1, ..., Vm ∈ B tal que U1∩ ...∩Un ∈ DK (X)

y U1 ∩ ... ∩ Un ⊆ V1 ∪ ... ∪ Vm.
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2. 〈X,K〉 es T0, cada elemento básico es dualmente compacto y la aplicación

HX : X → X (DK (X)) dada por

HX (x) = {U ∈ DK (X) : x /∈ U}

para cada x ∈ X, es sobreyectiva.

3. Cada elemento básico es dualmente compacto y cada subconjunto saturado

básico irreducible de X es la saturación básica de un único punto.

Demostración. 1. ⇒ 2. Se sigue fácilmente que cada U ∈ K es dualmente com-

pacto y que la aplicación HX (x) se encuentra bien definida. Sea P ∈ X (DK (X)).

Sea A = {Uj : Uj /∈ P} y sea B = {V c
k : Vk ∈ P}. Probemos que

F =
⋂
{Uj : Uj /∈ P} ∩

⋂
{V c

k : Vk ∈ P} 6= ∅.

Si F = ∅, entonces
⋂
{Uj : Uj /∈ P} ⊆

⋃
{Vk : Vk ∈ P}. Luego, tenemos que

existen U1, ..., Un ∈ [A) y V1, ..., Vm ∈ B tal que U1∩...∩Un ∈ DK (X) y U1∩...∩Un ⊆
V1 ∪ ...∪ Vm. Además, existen U1, ..., Un ∈ A tal que Uj ⊆ Uj para cada j = 1, ..., n.

Como V1 ∪ ...∪ Vm ∈ P y P es un ideal, U1 ∩ ...∩Un ∈ P . Al ser P primo, tenemos

que Uj ∈ P para algún j tal que 1 ≤ j ≤ n y por lo tanto Uj ∈ P , lo cual es una

contradicción. Entonces existe x ∈ F y P = HX (x).

2. ⇒ 3. Sea Y un subconjunto saturado básico irreducible de X. Consideremos

la familia

PY = {U ∈ DK (X) : Y ∩ U = ∅} .

Es sencillo probar que PY es un ideal propio de DK (X). Veamos que PY es primo.

Sean U1, U2 ∈ DK (X) y supongamos que U1 ∩ U2 ∈ DK (X) tal que U1 ∩ U2 ∈ PY .

Entonces Y ∩ (U1 ∩ U2) = ∅, pero como Y es irreducible se sigue que Y ∩ U1 = ∅
o Y ∩ U2 = ∅, es decir, U1 ∈ PY o U2 ∈ PY . Aśı, PY ∈ X (DK (X)). Por otro

lado, dado que 〈X,K〉 es T0, la aplicación HX es inyectiva. Luego, HX es biyectiva

y existe un único punto y ∈ X tal que HX (y) = PY . Finalmente, como Y es un

subconjunto saturado básico de X, tenemos que

x ∈ Y ⇐⇒ ∀U ∈ K (Y ⊆ U ⇒ x ∈ U) ⇐⇒ ∀U ∈ K (U c ∈ PY ⇒ x ∈ U)

⇐⇒ ∀U ∈ K (U c ∈ HX (y)⇒ x ∈ U) ⇐⇒ ∀U ∈ K (y ∈ U ⇒ x ∈ U)

⇐⇒ x ∈ Sb (y) .

Por lo tanto, Y es la saturación básica de un único punto.
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3. ⇒ 1. Por el Lema 3.1.2 sabemos que 〈X,K〉 es T0. Sean A = {Uj : j ∈ J}
y B = {Vk : k ∈ K} dos familias no vaćıas de DK (X) tal que⋂

{Uj : j ∈ J} ⊆
⋃
{Vk : k ∈ K} .

Tomemos I (B) el ideal generado por el subconjunto B y F (A) el filtro generado

por el subconjunto A. Si I (B) ∩ F (A) = ∅ entonces, por el Teorema 2.2.6, existe

P ∈ X (DK (X)) tal que I (B) ⊆ P y P ∩ F (A) = ∅. Consideremos la familia

Y =
⋂
{W c : W ∈ P}. Se sigue que Y es saturado básico.

Veamos que Y es irreducible. Sean U, V ∈ DK (X) tal que U ∩ V ∈ DK (X) e

Y ∩ (U ∩ V ) = ∅. Entonces Y ⊆ U c ∪ V c, y como U c ∪ V c es dualmente compacto,

existen W1, ...,Wn ∈ P tal que W c
1∩...∩W c

n ⊆ U c∪V c, es decir, U∩V ⊆ W1∪...∪Wn.

Aśı, U ∩ V ∈ P y como P es un ideal primo tenemos que U ∈ P o V ∈ P . Se sigue

que Y ∩ U = ∅ o Y ∩ V = ∅. Entonces Y es irreducible, y por hipótesis, existe un

único punto y ∈ X tal que Sb (y) = Y . Probemos que HX (y) = P . Si U ∈ HX (y),

tenemos que y ∈ U c y Sb (y) ⊆ U c. Entonces Y ⊆ U c, o lo que es equivalente,⋂
{W c : W ∈ P} ⊆ U c.

Como U c es dualmente compacto, existen W1, ...,Wn ∈ P tal que W c
1 ∩...∩W c

n ⊆ U c,

es decir, U ⊆ W1 ∪ ... ∪Wn. Al ser P un ideal, W1 ∪ ... ∪Wn ∈ P y U ∈ P . La

otra inclusión es análoga. Luego, I (B) ⊆ HX (y) y HX (y) ∩ F (A) = ∅ implica que

y ∈
⋂
{Uj : j ∈ J} e y /∈

⋃
{Vk : k ∈ K}, lo cual es una contradicción. Por lo

tanto, I (B) ∩ F (A) 6= ∅. De esta forma existen U1, ..., Un ∈ [A) y V1, ..., Vm ∈ B
tales que U1 ∩ ... ∩ Un ∈ DK (X) y U1 ∩ ... ∩ Un ⊆ V1 ∪ ... ∪ Vm. �

Observación 3.1.7. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio. Entonces X ∈ K si y sólo si

DK (X) es un ret́ıculo distributivo acotado si y sólo si K es un anillo de conjuntos.

Luego, de la condición 2. de la Definición 3.1.3, K es un anillo de conjuntos si y

sólo si K es la familia de todos los subconjuntos abiertos y compactos de X. Por lo

tanto, como caso particular, obtenemos la bien conocida representación topológica

para los ret́ıculos distributivos acotados dado por Stone en [49].

3.1.2 Espacio dual de una DN-álgebra

Veamos ahora que a toda DN-álgebra se le puede asociar un DN-espacio. Sea A una

DN-álgebra y consideremos sobre X (A) la siguiente familia de conjuntos:

KA = {X (A)− ϕA (a) = ϕA (a)c : a ∈ A} ,
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donde recordemos que ϕA (a) = {P ∈ X (A) : a /∈ P}. Se sigue fácilmente que

X (A) =
⋃
{ϕA (a)c : a ∈ A} ,

ya que todo ideal primo es no vaćıo. Además, si a, b ∈ A y P ∈ X (A) tal que

P ∈ ϕA (a)c∩ϕA (b)c, entonces existe c = a∨b tal que P ∈ ϕA (c)c = ϕA (a)c∩ϕA (b)c.

De esta forma, la familia KA es una base para una topoloǵıa TKA definida sobre

X (A). Al espacio topológico 〈X (A) ,KA〉 lo denominaremos espacio dual de A.

Observemos que el orden de especialización ≤KA de 〈X (A) ,KA〉 es la relación

de inclusión ⊆. Si P,Q ∈ X (A), entonces

P ≤KA Q ⇐⇒ Q ∈ Sb (P )

⇐⇒ Q ∈
⋂
{ϕA (a)c : P ∈ ϕA (a)c}

⇐⇒ ∀a ∈ A (P ∈ ϕA (a)c ⇒ Q ∈ ϕA (a)c)

⇐⇒ ∀a ∈ A (a ∈ P ⇒ a ∈ Q)

⇐⇒ P ⊆ Q.

Proposición 3.1.8. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual.

Sean {ϕA (b) : b ∈ B} y {ϕA (c) : c ∈ C} dos familias no vaćıas de DKA (X (A))

tal que ⋂
{ϕA (b) : b ∈ B} ⊆

⋃
{ϕA (c) : c ∈ C} .

Entonces existen b1, ..., bn ∈ [B) y c1, ..., cm ∈ C tal que existe b1 ∧ ... ∧ bn y

ϕA (b1) ∩ ... ∩ ϕA (bn) ⊆ ϕA (c1) ∪ ... ∪ ϕA (cm) .

Demostración. Sea I (C) el ideal generado por el subconjunto C y F (B) el filtro

generado por el subconjunto B. Si I (C)∩F (B) = ∅ entonces, por Teorema 2.2.6, ex-

iste P ∈ X (A) tal que I (C) ⊆ P y P ∩F (B) = ∅. Aśı, P /∈ ϕA (c) para cada c ∈ C
y P /∈

⋃
{ϕA (c) : c ∈ C}. Por otro lado, P ∈ ϕA (b) para cada b ∈ B. Luego,

P ∈
⋂
{ϕA (b) : b ∈ B} lo cual es una contradicción. Entonces I (C) ∩ F (B) 6= ∅,

es decir, existen b1, ..., bn ∈ [B) y c1, ..., cm ∈ C tal que existe b1 ∧ ... ∧ bn y

b1∧...∧bn ≤ c1∨...∨cm. Se sigue que ϕA (b1)∩...∩ϕA (bn) ⊆ ϕA (c1)∪...∪ϕA (cm). �

Para cada I ∈ Id (A) y F ∈ Fi (A) consideremos las siguientes familias:

α (I) = {P ∈ X (A) : I * P} (3.1)

y

β (F ) = {P ∈ X (A) : P ∩ F = ∅} . (3.2)

Claramente α (I) =
⋃
{ϕA (a) : a ∈ I} y β (F ) =

⋂
{ϕA (b) : b ∈ F}. En par-

ticular, tenemos el siguiente resultado para los filtros finitamente generados.
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Lema 3.1.9. Sea A una DN-álgebra y sea G ∈ Fif (A). Entonces existen b1, ..., bn ∈
A tal que β (G) = ϕA (b1) ∩ ... ∩ ϕA (bn).

Demostración. Como G es un filtro finitamente generado, existe un subcon-

junto no vaćıo finito {b1, ..., bn} de A tal que G = F ({b1, ..., bn}). Si P ∈ β (G),

entonces P ∩ G = ∅ y {b1, ..., bn} ⊆ P c. Aśı, bi /∈ P para cada i = 1, ..., n y

P ∈ ϕA (b1)∩ ...∩ϕA (bn). Rećıprocamente, sea P ∈ ϕA (b1)∩ ...∩ϕA (bn). Entonces

{b1, ..., bn} ⊆ P c y como P es un ideal primo, P c es un filtro y F ({b1, ..., bn}) ⊆ P c.

Por lo tanto, P ∩G = ∅ y P ∈ β (G). �

En la siguiente proposición caracterizamos ciertos subconjuntos especiales del

espacio dual de una DN-álgebra en términos de sus ideales, filtros y filtros finitamente

generados.

Proposición 3.1.10. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual.

1. Un subconjunto Y de X (A) es saturado básico si y sólo si existe I ∈ Id (A)

tal que Y = α (I)c.

2. Un subconjunto U de X (A) es abierto si y sólo si existe F ∈ Fi (A) tal que

U = β (F )c.

3. Un subconjunto U de X (A) es abierto y compacto si y sólo si existen a1, ..., an ∈
A tal que U = β (F ({a1, ..., an}))c.

4. KA es una base de subconjuntos abiertos, compactos y dualmente compactos

para la topoloǵıa TKA definida sobre X (A).

5. Para cada a, b, c ∈ A, [ϕA (a)c ∩ ϕA (c)c] ∪ [ϕA (b)c ∩ ϕA (c)c] ∈ KA.

Demostración. 1. Sea Y un subconjunto saturado básico de X (A). Entonces

existe un subconjunto B de A tal que Y =
⋂
{ϕA (b)c : b ∈ B}. Sea J = I (B)

el ideal generado por el subconjunto B. Entonces α (J)c =
⋂
{ϕA (c)c : c ∈ J}.

Veamos que Y = α (J)c. Es inmediato que α (J)c ⊆ Y . Por otro lado, sea P ∈ Y
y sea c ∈ J . Entonces tenemos que existen b1, ..., bn ∈ B tal que c ≤ b1 ∨ ... ∨ bn
y ϕA (c) ⊆ ϕA (b1) ∪ ... ∪ ϕA (bn). Luego, valen las inclusiones Y ⊆ ϕA (b1)

c ∩ ... ∩
ϕA (bn)c ⊆ ϕA (c)c y P ∈ ϕA (c)c. Como esto es cierto para cada c ∈ J , se sigue que

P ∈
⋂
{ϕA (c)c : c ∈ J} = α (J)c.

2. Sea U un subconjunto abierto de X (A). Al ser KA una base para la topoloǵıa

TKA , existe un subconjunto B de A tal que U =
⋃
{ϕA (b)c : b ∈ B}. Consideremos
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G = F (B) el filtro generado por el subconjunto B y probemos que U c = β (G). Si

P ∈ U c, entonces b /∈ P para cada b ∈ B. Veamos que P ∩ G = ∅. En caso

contrario, si existe b ∈ G tal que b ∈ P , entonces existen b1, ..., bn ∈ [B) tal que

existe b1 ∧ ... ∧ bn y b1 ∧ ... ∧ bn = b. Como b1, ..., bn ∈ [B), existen b1, ..., bn ∈ B tal

que bi ≤ bi para cada i = 1, ..., n. Al ser P un ideal primo, tenemos que bi ∈ P para

algún i tal que 1 ≤ i ≤ n y bi ∈ P . Luego, bi ∈ P ∩ B lo cual es una contradicción.

Entonces P ∩G = ∅ y P ∈ β (G). La rećıproca se demuestra de manera análoga.

3. Sea U un subconjunto abierto y compacto de X (A). Por el punto 2. existe

F ∈ Fi (A) tal que U = β (F )c =
⋃
{ϕA (b)c : b ∈ F}. Como U es compacto,

existen b1, ..., bn ∈ F tal que

U = ϕA (b1)
c ∪ ... ∪ ϕA (b1)

c

= [ϕA (b1) ∩ ... ∩ ϕA (b1)]
c

= β (F ({b1, ..., bn}))c .

La rećıproca se sigue del Lema 3.1.9.

4. Para cada a ∈ A, tenemos que ϕA (a)c = β ([a))c. Luego, por el punto 3., cada

ϕA (a)c es un subconjunto abierto y compacto. Además, de la Proposición 3.1.8, se

sigue que cada subconjunto ϕA (a)c es también dualmente compacto.

5. Sean a, b, c ∈ A. Entonces

[ϕA (a)c ∩ ϕA (c)c] ∪ [ϕA (b)c ∩ ϕA (c)c] = [ϕA (a ∨ c)c] ∪ [ϕA (b ∨ c)c]
= ϕA ((a ∨ c) ∧c (b ∨ c))c ,

donde (a ∨ c) ∧c (b ∨ c) existe en [c). Aśı, ϕA ((a ∨ c) ∧c (b ∨ c))c ∈ KA. �

Observación 3.1.11. En la clase de los semirret́ıculos distributivos, la familia de

todos los subconjuntos abiertos y compactos forman una base para una topoloǵıa

sobre el espacio dual. En el caso de las DN-álgebras, no todo subconjunto abierto y

compacto de la topoloǵıa es de la forma ϕA (a)c. En efecto, si U es un subconjunto

abierto de X (A), entonces U =
⋃
{ϕA (b)c : b ∈ B} para algún subconjunto B de

A. Si U es compacto, existen b1, ..., bn ∈ B tal que

U = ϕA (b1)
c ∪ ... ∪ ϕA (bn)c = [ϕA (b1) ∩ ... ∩ ϕA (bn)]c .

Pero la identidad ϕA (b1) ∩ ... ∩ ϕA (bn) = ϕA (b1 ∧ ... ∧ bn) es válida únicamente si

existe el ı́nfimo b1 ∧ ... ∧ bn.

Estamos en condiciones de probar que dado una DN-álgebra, existe un DN-

espacio tal que su DN-álgebra dual es isomorfa a la DN-álgebra inicial.
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Teorema 3.1.12. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. En-

tonces 〈X (A) ,KA〉 es un DN-espacio y la aplicación

ϕA : A→ DKA (X (A))

es un isomorfismo entre DN-álgebras.

Demostración. Como el orden de especialización ≤KA de X (A) coincide con la

relación de inclusión ⊆, lo cual es un orden, se sigue por el punto 2. del Lema

3.1.2 que el espacio 〈X (A) ,KA〉 es T0. Luego, por el Teorema 3.1.6 y las Proposi-

ciones 3.1.8 y 3.1.10 tenemos que 〈X (A) ,KA〉 es un DN-espacio. Por último,

DKA (X (A)) = {ϕA (a) : a ∈ A} y por el Teorema 2.2.29 la aplicación ϕA es un

isomorfismo entre las DN-álgebras A y DKA (X (A)). �

Ejemplo 3.1.1. Retomando los Ejemplos 2.2.1 y 2.2.2, tenemos que la familia

KA = {ϕA (1)c , ϕA (a)c , ϕA (b)c , ϕA (c)c} es una base para la topoloǵıa TKA so-

bre X (A). Luego, TKA = {∅, X (A) , {P2} , {P3} , {P1, P3} , {P2, P3}}. La siguiente

figura muestra los abiertos del espacio dual de A.

P1

P2

P3

〈X (A) ,KA〉

Teorema 3.1.13. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio. Entonces la aplicación

HX : X → X (DK (X))

dada por HX (x) = {U ∈ DK (X) : x /∈ U} es un homeomorfismo entre DN-espacios.

Demostración. Por los Teoremas 3.1.5 y 3.1.12, el par
〈
X (DK (X)) ,KDK(X)

〉
es

un DN-espacio. Probemos que la aplicación HX es un homeomorfismo. Por el punto

3. de la Definición 3.1.3 y el Teorema 3.1.6 se sigue que HX está bien definida, es

inyectiva y sobreyectiva. Veamos que HX es continua. Dado un subconjunto abierto
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U de X (DK (X)), sabemos por la Proposición 3.1.10 que existe F ∈ Fi (DK (X)) tal

que U = β (F )c. Consideremos el subconjunto cerrado V =
⋂
{O : O ∈ F} en X.

Bastará con probar que H−1X (U) = V c. Si x ∈ X entonces

x /∈ V ⇐⇒ ∃O ∈ F (x /∈ O) ⇐⇒ ∃O ∈ F (O ∈ HX (x))

⇐⇒ HX (x) ∩ F 6= ∅ ⇐⇒ HX (x) /∈ β (F )

⇐⇒ HX (x) ∈ U ⇐⇒ x ∈ H−1X (U) .

Aśı, HX es continua. Ahora probemos que la aplicación HX es una aplicación

abierta, es decir, que para cada U ∈ K, HX (U) ∈ KDK(X). Si U ∈ K entonces

x /∈ U ⇐⇒ x ∈ U c ⇐⇒ U c /∈ HX (x)

⇐⇒ HX (x) ∈ ϕDK(X) (U c) ⇐⇒ HX (x) /∈ ϕDK(X) (U c)c ,

donde ϕDK(X) (U c)c ∈ KDK(X). Por lo tanto HX (U) = ϕDK(X) (U c)c y HX es un

homeomorfismo entre DN-espacios. �

3.2 Dualidades topológicas

En la sección previa hemos estudiado la correspondencia entre DN-álgebras y DN-

espacios. Ahora, motivados por los resultados desarrollados en [17], vamos a con-

siderar dos categoŕıas algebraicas que tienen como objetos DN-álgebras pero dis-

tintos morfismos y probaremos que existen equivalencias duales con las categoŕıas

que tienen como objetos DN-espacios y sus morfismos diferentes relaciones binarias,

completando de esta forma una dualidad total.

3.2.1 Dualidad para DNS∨
Denotaremos comoDNS∨ a la categoŕıa que tiene como objetos DN-álgebras y como

morfismos ∨-semi-homomorfismos entre DN-álgebras. Recordamos brevemente al-

gunos conceptos que nos serán de utilidad.

Sean X1, X2 y X3 conjuntos y sea R ⊆ X1×X2 una relación binaria. Para cada

subconjunto C de X1, consideremos

R (C) = {y ∈ X2 : ∃x ∈ C ((x, y) ∈ R)} .

Si C = {x}, escribiremos R (x) en lugar de R ({x}). Diremos que la relación R

es serial si para cada x ∈ X1, R (x) 6= ∅. Asociada a la relación R definimos la
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aplicación

hR : P (X2)→ P (X1)

dada por

hR (U) = {x ∈ X1 : R (x) ∩ U 6= ∅} . (3.3)

Si R ⊆ X1 ×X2 y S ⊆ X2 ×X3 son relaciones binarias, entonces la composición de

las relaciones R y S se define como

S ◦R = {(x, z) ∈ X1 ×X3 : ∃y ∈ X2 ((x, y) ∈ R e (y, z) ∈ S)} .

Introducimos las relaciones binarias duales a los ∨-semi-homomorfismos.

Definición 3.2.1. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ⊆ X1 × X2 una

relación binaria. Diremos que R es una ∨-relación si satisface las siguientes condi-

ciones:

1. hR (U) ∈ DK1 (X1), para cada U ∈ DK2 (X2).

2. R (x) es un subconjunto saturado básico de X2, para cada x ∈ X1.

3. R es serial.

Denotaremos como SR∨ [X1, X2] al conjunto de todas las ∨-relaciones entre los

DN-espacios 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉.

Lema 3.2.2. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ⊆ X1×X2 una relación

binaria. Supongamos que hR (U) ∈ DK1 (X1), para cada U ∈ DK2 (X2). Las sigu-

ientes condiciones son equivalentes:

1. R (x) es un subconjunto saturado básico de X2, para cada x ∈ X1.

2. Para cada (x, y) ∈ X1 ×X2,

(x, y) ∈ R si y sólo si h−1R (HX1 (x)) ⊆ HX2 (y) .

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea (x, y) ∈ R y U ∈ DK2 (X2). Entonces

U ∈ h−1R (HX1 (x)) ⇐⇒ hR (U) ∈ HX1 (x)

⇐⇒ x /∈ hR (U)

⇐⇒ R (x) ∩ U = ∅.
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Se sigue que y /∈ U , es decir, U ∈ HX2 (y). Rećıprocamente, sea (x, y) ∈ X1 ×X2 y

supongamos que (x, y) /∈ R. Como R (x) es un subconjunto saturado básico de X2,

tenemos que R (x) =
⋂
{V ∈ K2 : R (x) ⊆ V }. Entonces existe V ∈ K2 tal que

y ∈ V c y R (x)∩ V c = ∅. Aśı, V c /∈ HX2 (y). Por otro lado, x /∈ hR (V c) ∈ DK1 (X1)

lo que implica que V c ∈ h−1R (HX1 (x)). Luego, h−1R (HX1 (x)) * HX2 (y).

2. ⇒ 1. Probemos que para cada x ∈ X1,

R (x) =
⋂
{V ∈ K2 : R (x) ⊆ V } .

Una inclusión es inmediata. Sea y ∈
⋂
{V ∈ K2 : R (x) ⊆ V } y supongamos que

y /∈ R (x). Entonces h−1R (HX1 (x)) * HX2 (y), es decir, existe V ∈ K2 tal que

hR (V c) ∈ HX1 (x) y V c /∈ HX2 (y). Aśı, y ∈ V c y x /∈ hR (V c), o lo que es equiva-

lente, y /∈ V y R (x) ⊆ V , lo cual es una contradicción. �

El siguiente lema nos permitirá construir ejemplos de ∨-relaciones.

Lema 3.2.3. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea f : X1 → X2 una apli-

cación tal que f−1 (U) ∈ DK1 (X1), para cada U ∈ DK2 (X2). Entonces la relación

binaria Rf ⊆ X1 ×X2 dada por

(x, y) ∈ Rf si y sólo si f (x) ≤2 y

es una ∨-relación.

Demostración. Como Rf (x) = [f (x)) = Sb (f (x)), tenemos que Rf (x) es un

subconjunto saturado básico de X2, para cada x ∈ X1. Por otro lado, claramente

f (x) ∈ Rf (x) y Rf es serial. Por último, si U ∈ DK2 (X2), entonces por el punto 2.

de la Observación 3.1.4 U es decreciente con el orden ≤2 y

hRf (U) = {x ∈ X1 : Rf (x) ∩ U 6= ∅} = {x ∈ X1 : Sb (f (x)) ∩ U 6= ∅}
= {x ∈ X1 : f (x) ∈ U} = f−1 (U) ∈ DK1 (X1) .

Por lo tanto, Rf es una ∨-relación. �

Por el Lema 3.2.3 y el Teorema 3.1.13, como caso particular tenemos la siguiente

∨-relación, la cual será de gran importancia.

Corolario 3.2.4. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio y sea HX : X → X (DK (X)) la apli-

cación definida en el Teorema 3.1.6. Entonces la relación binaria H∗X ⊆ X ×
X (DK (X)) dada por

(x, P ) ∈ H∗X si y sólo si HX (x) ⊆ P

es una ∨-relación.
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Similar al caso de los semirret́ıculos distributivos, la composición usual de dos

∨-relaciones no necesariamente es una ∨-relación. Este hecho motiva a definir una

nueva noción de composición entre ∨-relaciones. Sean 〈X1,K1〉 , 〈X2,K2〉 y 〈X3,K3〉
DN-espacios. Sea R ∈ SR∨ [X1, X2] y S ∈ SR∨ [X2, X3]. Definimos la relación

binaria S ∗R ⊆ X1 ×X3 como

(x, z) ∈ S ∗R si y sólo si ∀U ∈ DK3 (X3) ((S ◦R) (x) ∩ U = ∅ ⇒ z /∈ U) .

Lema 3.2.5. Sean 〈X1,K1〉 , 〈X2,K2〉 y 〈X3,K3〉 DN-espacios. Sea R ∈ SR∨ [X1, X2]

y S ∈ SR∨ [X2, X3]. Entonces

(x, z) ∈ S ∗R si y sólo si (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z) .

Demostración. Sea (x, z) ∈ S ∗ R. Entonces, para cada U ∈ DK3 (X3), si

(S ◦R) (x) ∩ U = ∅ implica z /∈ U , o lo que es equivalente, si x /∈ (hR ◦ hS) (U)

entonces U ∈ HX3 (z). Se sigue que si U ∈ (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)), entonces U ∈
HX3 (z), es decir, (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z). La rećıproca se razona de man-

era análoga. �

Observación 3.2.6. Por el Lema 3.2.5, notemos que (S ∗R) (x) = Sb ((S ◦R) (x))

para cada x ∈ X1. En efecto,

z ∈ (S ∗R) (x) ⇐⇒ (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z)

⇐⇒ ∀U ∈ K3 (x /∈ (hR ◦ hS) (U c)⇒ z /∈ U c)

⇐⇒ ∀U ∈ K3

(
x /∈ h(S◦R) (U c)⇒ z ∈ U

)
⇐⇒ ∀U ∈ K3 ((S ◦R) (x) ⊆ U ⇒ z ∈ U)

⇐⇒ z ∈
⋂
{U ∈ K3 : (S ◦R) (x) ⊆ U}

⇐⇒ z ∈ Sb ((S ◦R) (x)) .

Lema 3.2.7. Sean 〈X1,K1〉 , 〈X2,K2〉 y 〈X3,K3〉 DN-espacios. Sea R ∈ SR∨ [X1, X2]

y S ∈ SR∨ [X2, X3]. Entonces h(S∗R) (U) = (hR ◦ hS) (U), para cada U ∈ DK3 (X3).

Demostración. Si U ∈ DK3 (X3) y x ∈ (hR ◦ hS) (U), entonces (hR ◦ hS) (U) /∈
HX1 (x) y U /∈ (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)). Como DK3 (X3) es una DN-álgebra, por el

Teorema 2.2.6, existe P ∈ X (DK3 (X3)) tal que (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) ⊆ P y U /∈
P . Luego, por el Teorema 3.1.6, existe z ∈ X3 tal que P = HX3 (z). Entonces

(hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z) y por el Lema 3.2.5 tenemos que (x, z) ∈ S ∗ R.

Como U /∈ HX3 (z), z ∈ U y por lo tanto (S ∗R) (x)∩U 6= ∅, es decir, x ∈ h(S∗R) (U).
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Veamos la rećıproca. Si x ∈ h(S∗R) (U), entonces existe z ∈ X3 tal que (x, z) ∈
S ∗ R y z ∈ U . Por el Lema 3.2.5, (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z). Además, como

U /∈ HX3 (z), se sigue que U /∈ (hR ◦ hS)−1 (HX1 (x)) y (hR ◦ hS) (U) /∈ HX1 (x).

Concluimos que x ∈ (hR ◦ hS) (U). �

Con los lemas desarrollados hasta el momento podemos demostrar el siguiente

resultado técnico donde nos garantiza que los DN-espacios junto con las ∨-relaciones

forman una categoŕıa.

Teorema 3.2.8. Sean 〈X1,K1〉 , 〈X2,K2〉 y 〈X3,K3〉 DN-espacios. Sea R ∈ SR∨ [X1, X2]

y S ∈ SR∨ [X2, X3].

1. ≤1∈ SR∨ [X1, X1].

2. R∗≤1= R =≤2 ∗R.

3. S ∗R ∈ SR∨ [X1, X3].

Demostración. 1. De la misma definición, ≤1 es serial y ≤1 (x) = Sb (x) para

cada x ∈ X1. Por último, probemos que si U ∈ DK1 (X1), entonces h≤1 (U) = U .

Sea x ∈ U . Por reflexividad, x ≤1 x. Entonces ≤1 (x) ∩ U 6= ∅ y x ∈ h≤1 (U).

Rećıprocamente, sea x ∈ h≤1 (U). Entonces ≤1 (x) ∩ U 6= ∅, es decir, existe y ∈ X1

tal que y ∈≤1 (x) ∩ U . Como x ≤1 y y U es decreciente por la Observación 3.1.4,

tenemos que x ∈ U . Por lo tanto h≤1 (U) = U y ≤1 es una ∨-relación.

2. Por los Lemas 3.2.2 y 3.2.5 tenemos que

(x, z) ∈ R∗ ≤1 ⇐⇒ (h≤1 ◦ hR)−1 (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z)

⇐⇒ h−1R (HX1 (x)) ⊆ HX3 (z)

⇐⇒ (x, z) ∈ R.

Análogamente se prueba que R =≤2 ∗R.

3. Como R y S son ∨-relaciones, por el Lema 3.2.7 se sigue que h(S∗R) (U) =

(hR ◦ hS) (U) para cada U ∈ DK3 (X3). Por otro lado, por la Observación 3.2.6,

tenemos que (S ∗R) (x) = Sb ((S ◦R) (x)). Finalmente, la serialidad de S ∗ R se

sigue de la serialidad de la composición S ◦ R. Por lo tanto, concluimos que S ∗ R
es una ∨-relación. �

Denotaremos como SR∨ a la categoŕıa que tiene como objetos DN-espacios y

como morfismos ∨-relaciones entre DN-espacios.
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En la Sección 3.1 estudiamos la relación entre las DN-álgebras y los DN-espacios.

Con el fin de completar la dualidad, vamos a analizar la relación que existe en-

tre ∨-semi-homomorfismos y ∨-relaciones. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈
DNS∨ [A,B]. Definimos la relación binaria Rh ⊆ X (B)×X (A) como

(P,Q) ∈ Rh si y sólo si h−1 (P ) ⊆ Q.

Proposición 3.2.9. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B].

1. Para cada P ∈ X (B) y cada a ∈ A, h (a) /∈ P si y sólo si existe Q ∈ X (A)

tal que (P,Q) ∈ Rh y a /∈ Q.

2. Rh ∈ SR∨ [X (B) , X (A)].

3. Si C ∈ DNS∨ y k ∈ DNS∨ [B,C], entonces Rk◦h = Rh ∗Rk.

Demostración. 1. Sea P ∈ X (B) y a ∈ A. Si h (a) /∈ P , entonces a /∈ h−1 (P ).

Por otro lado, como h es un ∨-semi-homomorfismo, se sigue que h−1 (P ) ∈ Id (A).

Entonces h−1 (P ) ∩ [a) = ∅, y por el Teorema 2.2.6 existe Q ∈ X (A) tal que

h−1 (P ) ⊆ Q y a /∈ Q, es decir, (P,Q) ∈ Rh y a /∈ Q. La rećıproca es inmediata.

2. Sea P ∈ X (B). Aśı, h−1 (P ) ∈ Id (A). Se sigue que h−1 (P ) es un ideal propio

de A, pues si 1 ∈ h−1 (P ) entonces h (1) = 1 ∈ P , lo cual es una contradicción ya

que P es un ideal propio. Luego, por el Teorema 2.2.6, existe Q ∈ X (A) tal que

h−1 (P ) ⊆ Q. Tenemos aśı que Q ∈ Rh (P ) y Rh es serial. Veamos ahora que para

cada P ∈ X (B), Rh (P ) es un subconjunto saturado básico de X (A). Probemos

que

Rh (P ) =
⋂
{ϕA (a)c : h (a) ∈ P} .

Si Q ∈ Rh (P ), entonces h−1 (P ) ⊆ Q y para cada h (a) ∈ P , a ∈ Q. Aśı, Q ∈ ϕA (a)c

para cada h (a) ∈ P , es decir, Q ∈
⋂
{ϕA (a)c : h (a) ∈ P}. Rećıprocamente, sea

Q ∈
⋂
{ϕA (a)c : h (a) ∈ P}. Entonces Q ∈ ϕA (a)c para cada h (a) ∈ P , o lo que

es equivalente, a ∈ Q para cada a ∈ h−1 (P ). Luego, h−1 (P ) ⊆ Q y Q ∈ Rh (P ).

Por último, por el punto 1., tenemos que ϕB (h (a)) = hRh (ϕA (a)) para cada a ∈ A.

Aśı, hRh (ϕA (a)) ∈ DKB (X (B)) para cada ϕA (a) ∈ DKA (X (A)) y la relación Rh

es una ∨-relación.

3. Por la Observación 3.2.6, será suficiente con probar que para cada P ∈ X (C),

(Rk◦h) (P ) = Sb ((Rh ◦Rk) (P )) =
⋂
{ϕA (a)c : (Rh ◦Rk) (P ) ⊆ ϕA (a)c} .
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Si Q ∈ (Rk◦h) (P ), entonces h−1 (k−1 (P )) ⊆ Q. Tomemos ϕA (a)c ∈ KA tal que

(Rh ◦Rk) (P ) ⊆ ϕA (a)c y veamos que Q ∈ ϕA (a)c, es decir, a ∈ Q. Supongamos

que a /∈ Q. Entonces a /∈ h−1 (k−1 (P )). Como h (a) /∈ k−1 (P ), por el Teorema 2.2.6,

existe R ∈ X (B) tal que k−1 (P ) ⊆ R y h (a) /∈ R. Nuevamente, como a /∈ h−1 (R)

y por el Teorema 2.2.6, existe S ∈ X (A) tal que h−1 (R) ⊆ S y a /∈ S. Aśı,

(P,R) ∈ Rk y (R, S) ∈ Rh. Luego, (P, S) ∈ Rh ◦Rk y S ∈ (Rh ◦Rk) (P ). Entonces

S ∈ ϕA (a)c, o lo que es equivalente, a ∈ S lo cual es una contradicción. Por lo

tanto a ∈ Q y Q ∈ Sb ((Rh ◦Rk) (P )). Para probar la otra inclusión, tomemos Q ∈
Sb ((Rh ◦Rk) (P )). Bastará probar que (k ◦ h)−1 (P ) ⊆ Q. Sea a ∈ h−1 (k−1 (P )).

Se sigue que (Rh ◦Rk) (P ) ⊆ ϕA (a)c. En efecto, si (P, S) ∈ Rh ◦Rk entonces existe

T ∈ X (B) tal que (P, T ) ∈ Rk y (T, S) ∈ Rh. Luego, k−1 (P ) ⊆ T y h−1 (T ) ⊆ S lo

cual implica que h−1 (k−1 (P )) ⊆ S y a ∈ S, es decir, S ∈ ϕA (a)c. Finalmente, por

hipótesis, Q ∈ ϕA (a)c y a ∈ Q. �

Ejemplo 3.2.1. La siguiente figura nos muestra una aplicación h : A → B entre

DN-algebras definida como h (1) = 1, h (a) = h (c) = x, h (b) = h (e) = y y h (d) = 0.

Es sencillo de comprobar que h es un ∨-semi-homomorfismo sobreyectivo.

x

1

y

1

a

c

b

d

h

e 0

Para encontrar la ∨-relación Rh asociada al ∨-semi-homomorfismo h, debemos

primero construir los espacios duales de A y B. De manera similar a como hicimos

en los Ejemplos 2.2.2 y 3.1.1, tenemos que X (A) = {Q1, Q2, Q3, Q4}, donde Q1 =

{c} , Q2 = {e} , Q3 = {a, c, d} y Q4 = {b, d, e}. Luego,

ϕA (1) = X (A) , ϕA (c) = {Q2, Q4} ,
ϕA (a) = {Q1, Q2, Q4} , ϕA (d) = {Q1, Q2} ,
ϕA (b) = {Q1, Q2, Q3} , ϕA (e) = {Q1, Q3}
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y la familia KA = {ϕA (1)c , ϕA (a)c , ϕA (b)c , ϕA (c)c , ϕA (d)c , ϕA (e)c} forma una

base para la topoloǵıa

TKA =

{
∅, X (A) , {Q3} , {Q4} , {Q1, Q3} , {Q3, Q4} ,
{Q2, Q4} , {Q2, Q3, Q4} , {Q1, Q3, Q4}

}
sobre X (A). De forma análoga, tenemos que X (B) = {P1, P2}, donde P1 = {x, 0}
y P2 = {y, 0}. Se sigue que

ϕB (1) = X (B) , ϕB (y) = {P1} ,
ϕB (x) = {P2} , ϕB (0) = {P1, P2}

y la familia KB = {ϕA (1)c , ϕA (x)c , ϕA (y)c , ϕA (0)c} es una base para la topoloǵıa

TKB = {∅, X (B) , {P1} , {P2}} sobre X (B). Aśı, 〈X (A) ,KA〉 y 〈X (B) ,KB〉 son los

espacios duales de A y B, respectivamente. Veamos que la relación Rh ⊆ X (B) ×
X (A) dada por Rh = {(P1, Q3) , (P2, Q4)} es una ∨-relación. Claramente, Rh es

serial. También, Rh (P1) = {Q3} = Sb (Q3) y Rh (P2) = {Q4} = Sb (Q4), lo cual

implica que Rh (P ) es un subconjunto saturado básico de X (A), para cada P ∈
X (B). Por último, se verifica fácilmente que

hRh (ϕA (1)) = ϕB (1) , hRh (ϕA (c)) = ϕB (x) ,

hRh (ϕA (a)) = ϕB (x) , hRh (ϕA (d)) = ϕB (0) ,

hRh (ϕA (b)) = ϕB (y) , hRh (ϕA (e)) = ϕB (y) .

Concluimos que Rh es una ∨-relación.

Observación 3.2.10. Si A es una DN-álgebra e Id : A→ A la aplicación identidad,

entonces

RId = {(P,Q) ∈ X (A)×X (A) : P ⊆ Q} =⊆ .

Estamos en condiciones de probar la existencia de un funtor contravariante de

DNS∨ en SR∨. Por el Teorema 3.1.12, la Proposición 3.2.9 y la Observación 3.2.10,

podemos concluir que

X∨ : DNS∨ → SR∨

dada por

X∨ (A) = 〈X (A) ,KA〉 si 〈A,∨, 1〉 es una DN-álgebra,

X∨ (h) = Rh si h es un ∨ -semi-homomorfismo,

es un funtor contravariante.

Probemos que también existe un funtor contravariante de SR∨ en DNS∨.
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Teorema 3.2.11. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SR∨ [X1, X2].

Entonces hR ∈ DNS∨ [DK2 (X2) , DK1 (X1)].

Demostración. Como R es una ∨-relación, hR (U) ∈ DK1 (X1) para cada U ∈
DK2 (X2) y hR está bien definida. Si U, V ∈ DK2 (X2), claramente se sigue que

hR (U ∪ V ) = hR (U) ∪ hR (V ). Por otro lado, como R es serial, tenemos que

hR (X2) = X1. Concluimos que hR es un ∨-semi-homomorfismo. �

Observación 3.2.12. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio y sea ≤⊆ X × X la ∨-relación

identidad. Por el punto 1. del Teorema 3.2.8 tenemos que h≤ (U) = U para cada

U ∈ DK (X). Aśı, h≤ : DK (X)→ DK (X) es la aplicación identidad.

Por los Teoremas 3.1.13, 3.2.8, 3.2.11 y la Observación 3.2.12, podemos definir

un funtor contravariante

D∨ : SR∨ → DNS∨

como
D∨ (X) = 〈DK (X) ,∪, X〉 si 〈X,K〉 es un DN-espacio,

D∨ (R) = hR si R es una ∨ -relación.

Si 〈X,K〉 es un DN-espacio, entonces por el Teorema 3.1.13 tenemos que la

aplicación HX : X → X (DK (X)) dada por HX (x) = {U ∈ DK (X) : x /∈ U} es

un homeomorfismo. Luego, por el Corolario 3.2.4, H∗X ⊆ X ×X (DK (X)) dada por

(x, P ) ∈ H∗X si y sólo si HX (x) ⊆ P es una ∨-relación.

Teorema 3.2.13. H∗ es un isomorfismo natural entre los funtores 1SR∨ y X∨◦D∨.

Demostración. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SR∨ [X1, X2].

Por el Lema 3.2.2,

(x, y) ∈ R ⇐⇒ (HX1 (x) , HX2 (y)) ∈ RhR . (3.4)

Por el Corolario 3.2.4, tenemos que las relaciones binarias H∗X1
y H∗X2

son ∨-

relaciones. Probemos que

H∗X2
∗R = RhR ∗H∗X1

.

Por la Observación 3.2.6, bastará con probar que RhR ◦H∗X1
= H∗X2

◦R. Sea x ∈ X1

y P ∈ X (DK2 (X2)). Supongamos que (x, P ) ∈ H∗X2
◦ R. Entonces existe y ∈ X2

tal que (x, y) ∈ R e (y, P ) ∈ H∗X2
. Luego, por 3.4 y el Corolario 3.2.4 tenemos

que (HX1 (x) , HX2 (y)) ∈ RhR y HX2 (y) ⊆ P . Al ser HX2 una aplicación biyectiva,
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entonces existe z ∈ X2 tal que HX2 (z) = P . Aśı, HX2 (y) ⊆ HX2 (z). Es decir,

(HX1 (x) , HX2 (z)) ∈ (⊆ ◦RhR) = RhR . Como (x,HX1 (x)) ∈ H∗X1
se sigue que

(x, P ) ∈ RhR ◦H∗X1
.

Rećıprocamente, sea (x, P ) ∈ RhR ◦H∗X1
. Entonces existe Q ∈ X (DK1 (X1)) tal

que (x,Q) ∈ H∗X1
y (Q,P ) ∈ RhR . Como las aplicaciones HX1 y HX2 son biyectivas,

se sigue que existen y ∈ X1 y z ∈ X2 tales que Q = HX1 (y) y P = HX2 (z). Por lo

tanto, HX1 (x) ⊆ HX1 (y) y (HX1 (y) , HX2 (z)) ∈ RhR , es decir, (HX1 (x) , HX2 (z)) ∈
(RhR◦ ⊆) = RhR . Por 3.4 se sigue que (x, z) ∈ R y (z,HX2 (z)) ∈ H∗X2

. Concluimos

que (x, P ) ∈ H∗X2
◦R.

Por el Teorema 3.1.13, HX1 es un homeomorfismo entre X1 y (X∨◦D∨) (X1). Por

lo tanto, H∗ es un isomorfismo natural entre los funtores 1SR∨ y X∨◦D∨. �

Recordemos que si A es una DN-álgebra, entonces por el Teorema 3.1.12 tenemos

que la aplicación ϕA : A→ DKA (X (A)) es un isomorfismo entre DN-álgebras.

Teorema 3.2.14. ϕ es un isomorfismo natural entre los funtores 1DNS∨ y D∨◦X∨.

Demostración. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B]. Probemos que

se satisface

ϕB ◦ h = hRh ◦ ϕA.

Sea P ∈ X (B) y a ∈ A. Por el punto 1. de la Proposición 3.2.9 y el Teorema 2.2.6,

P ∈ hRh (ϕA (a)) ⇐⇒ Rh (P ) ∩ ϕA (a) 6= ∅
⇐⇒ ∃Q ∈ X (B) (Q ∈ Rh (P ) ∩ ϕA (a))

⇐⇒ a /∈ h−1 (P )

⇐⇒ P ∈ ϕB (h (a)) .

Luego, por el Teorema 3.1.12, ϕA es un isomorfismo entre A y (D∨ ◦ X∨) (A). Por

lo tanto, ϕ es un isomorfismo natural entre los funtores 1DNS∨ y D∨◦X∨. �

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.15. Los funtores contravariantes X∨ y D∨ y los isomorfismos natu-

rales H∗ y ϕ establecen una equivalencia dual entre la categoŕıa de DN-álgebras con

∨-semi-homomorfismos y la categoŕıa de DN-espacios con ∨-relaciones.

3.2.2 Dualidad para DNH

Denotaremos como DNH a la categoŕıa que tiene como objetos DN-álgebras y como

morfismos homomorfismos entre DN-álgebras. Con el objetivo de poder describir
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los homomorfismos, continuamos con el estudio de los ∨-semi-homomorfismos. El

siguiente lema nos permitirá describir dualmente a los homomorfismos.

Lema 3.2.16. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNH [A,B]. Entonces para cada

P ∈ X (B) y Q ∈ X (A),

Rh (P ) = Sb (Q) si y sólo si h−1 (P ) = Q.

Demostración. Sean P ∈ X (B) y Q ∈ X (A) tal que Rh (P ) = Sb (Q). Como

Q ∈ Sb (Q), entoncesQ ∈ Rh (P ), es decir, h−1 (P ) ⊆ Q. Probemos la otra inclusión.

Por el Teorema 2.2.22, h−1 (P ) ∈ X (A) y h−1 (P ) ⊆ h−1 (P ). Aśı, h−1 (P ) ∈
Rh (P ) = Sb (Q), es decir,

h−1 (P ) ∈
⋂
{ϕA (a)c : Q ∈ ϕA (a)c} .

Luego, a ∈ h−1 (P ) para cada a ∈ Q o lo que es equivalente Q ⊆ h−1 (P ).

Rećıprocamente, supongamos que h−1 (P ) = Q. Entonces

H ∈ Rh (P ) ⇐⇒ Q = h−1 (P ) ⊆ H

⇐⇒ ∀a ∈ A (a ∈ Q⇒ a ∈ H)

⇐⇒ ∀ϕA (a)c ∈ KA (Q ∈ ϕA (a)c ⇒ H ∈ ϕA (a)c)

⇐⇒ H ∈ Sb (Q) .

Por lo tanto, Rh (P ) = Sb (Q). �

El Teorema 2.2.22 y el Lema 3.2.16 motivan la siguiente definición.

Definición 3.2.17. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SR∨ [X1, X2].

Diremos que R es una relación funcional si para cada x ∈ X1, existe y ∈ X2 tal que

R (x) = Sb (y).

Denotaremos como SRf [X1, X2] al conjunto de todas las relaciones funcionales

entre los DN-espacios 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 y como SRf a la categoŕıa que tiene como

objetos DN-espacios y como morfismos relaciones funcionales entre DN-espacios.

Utilizando el Teorema 3.2.15 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.18. Los funtores contravariantes X∨|DNH y D∨|SRf y los isomor-

fismos naturales H∗ y ϕ establecen una equivalencia dual entre la categoŕıa de

DN-álgebras con homomorfismos y la categoŕıa de DN-espacios con relaciones fun-

cionales.
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Veamos que las relaciones funcionales se corresponden con ciertas funciones entre

DN-espacios. En la siguiente definición, generalizamos a las funciones de Stone.

Definición 3.2.19. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea f : X1 → X2 una

aplicación. Diremos que f es una DN-función si f−1 (U) ∈ DK1 (X1), para cada

U ∈ DK2 (X2).

Sea SF [X1, X2] el conjunto de todas las DN-funciones entre los DN-espacios

〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉. Como los DN-espacios son una generalización de los espacios de

Stone, se sigue que las funciones de Stone son un caso particular de las DN-funciones.

Denotaremos como SF a la categoŕıa que tiene como objetos DN-espacios y como

morfismos DN-funciones entre DN-espacios.

Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios. Si R ∈ SRf [X1, X2], definimos la apli-

cación fR : X1 → X2 dada por

fR (x) = y si y sólo si R (x) = Sb (y) .

Lema 3.2.20. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SRf [X1, X2]. En-

tonces fR ∈ SF [X1, X2].

Demostración. Probemos que f−1R (U) = hR (U), para cada U ∈ DK2 (X2). Sea

x ∈ f−1R (U). Entonces fR (x) = y ∈ U y Sb (y) ∩ U 6= ∅. Aśı, R (x) ∩ U 6= ∅ y

por lo tanto x ∈ hR (U). Rećıprocamente, si x ∈ hR (U) entonces Sb (y) ∩ U 6= ∅.
Luego, existe z ∈ Sb (y) = [y) tal que z ∈ U . Como y ≤ z y por la Observación

3.1.4 U es decreciente respecto a ≤, tenemos que y = fR (x) ∈ U . Aśı, x ∈ f−1R (U).

Finalmente, como hR (U) ∈ DK2 (X2) se sigue que fR es una DN-función. �

Sea f ∈ SF [X1, X2]. Tomemos la relación Rf ⊆ X1 ×X2 dada por

(x, y) ∈ Rf si y sólo si f (x) ≤2 y.

Lema 3.2.21. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea f ∈ SF [X1, X2]. En-

tonces Rf ∈ SRf [X1, X2].

Demostración. Por el Lema 3.2.3 sabemos que Rf es una DN∨-relación. Sola-

mente nos falta probar que es funcional, lo cual se sigue de manera inmediata ya

que para cada x ∈ X1, Rf (x) = [f (x)) = Sb (f (x)). �

Teorema 3.2.22. Las categoŕıas SRf y SF son isomorfas.
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Demostración. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios. Sea R ∈ SRf [X1, X2] y

f ∈ SF [X1, X2]. Debemos probar que RfR = R y fRf = f . En efecto,

(x, y) ∈ RfR ⇐⇒ fR (x) ≤2 y ⇐⇒ y ∈ [fR (x))

⇐⇒ y ∈ R (x) ⇐⇒ (x, y) ∈ R.

De manera similar tenemos que

fRf (x) = y ⇐⇒ Rf (x) = [y) ⇐⇒ f (x) = y.

Por lo tanto, las categoŕıas SRf y SF son isomorfas. �

Ejemplo 3.2.2. En el Ejemplo 3.2.1 definimos un ∨-semi-homomorfismo h entre

las DN-álgebras A y B. En realidad, h es un homomorfismo. Por lo tanto, Rh

es una relación funcional, pues Rh (P1) = Sb (Q3) y Rh (P2) = Sb (Q4). Luego, la

aplicación fRh : X (B)→ X (A) asociada a la relación funcional Rh dada por

fRh (P ) = Q si y sólo si Rh (P ) = Sb (Q)

es una DN-función, ya que

f−1Rh (ϕA (1)) = ϕB (1) , f−1Rh (ϕA (c)) = ϕB (x) ,

f−1Rh (ϕA (a)) = ϕB (x) , f−1Rh (ϕA (d)) = ϕB (0) ,

f−1Rh (ϕA (b)) = ϕB (y) , f−1Rh (ϕA (e)) = ϕB (y) .

3.3 Aplicaciones

En las siguientes subsecciones presentamos algunas aplicaciones de los resultados

desarrollados hasta el momento para caracterizar dualmente varios conceptos alge-

braicos de la teoŕıa de DN-álgebras como los homomorfismos inyectivos y sobreyec-

tivos, los ret́ıculos de las congruencias, subálgebras y filtros, y también sobre la

existencia de la extensión reticular distributiva libre.

3.3.1 Homomorfismos

Definimos la noción de homomorfismo fuertemente inyectivo, el cual es un caso

particular de homomorfismo inyectivo, y mostramos que los homomorfismos fuerte-

mente inyectivos y sobreyectivos entre DN-álgebras corresponden a DN-relaciones

funcionales sobreyectivas e inyectivas, respectivamente.
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Definición 3.3.1. Sean A y B DN-álgebras y sea h : A → B un homomorfismo.

Diremos que h es fuertemente inyectivo si para cada a, b1, ..., bn ∈ A se satisface la

siguiente condición:

si [h (a)) ⊆ [h (b1)) ∨ ... ∨ [h (bn)) , entonces [a) ⊆ [b1) ∨ ... ∨ [bn) .

Se prueba fácilmente que todo homomorfismo fuertemente inyectivo es inyectivo,

y en el caso de los ret́ıculos distributivos acotados, ambas nociones coinciden.

Definición 3.3.2. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SRf [X1, X2].

1. Diremos que R es sobreyectiva si para cada y ∈ X2, existe x ∈ X1 tal que

R (x) = Sb (y).

2. Diremos que R es inyectiva si para cada x ∈ X1 y para cada U ∈ DK1 (X1)

con x /∈ U , existe V ∈ DK2 (X2) tal que U ⊆ hR (V ) y x /∈ hR (V ).

Teorema 3.3.3. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNH [A,B].

1. h es fuertemente inyectiva si y sólo si Rh es sobreyectiva.

2. h es sobreyectiva si y sólo si Rh es inyectiva.

Demostración. 1. Supongamos que h es fuertemente inyectiva y sea Q ∈ X (A).

Veamos que I (h (Q)) ∩ F (h (Qc)) = ∅. Si suponemos lo contrario, existe x ∈ B

tal que x ∈ I (h (Q)) ∩ F (h (Qc)). Luego, existe a ∈ Q tal que x ≤ h (a) y existen

x1, ..., xn ∈ [h (Qc)) tal que existe x1∧...∧xn y x1∧...∧xn = x. Aśı, x1∧...∧xn ≤ h (a).

Entonces existen q1, ..., qn ∈ Qc tal que h (qi) ≤ xi para cada i = 1, ..., n. Probemos

que [h (a)) ⊆ [h (q1))∨...∨[h (qn)). Si w ∈ [h (a)), entonces h (a) ≤ w y x1∧...∧xn ≤
w, es decir, w ∈ [x1)∨ ...∨ [xn). Además, como [xi) ⊆ [h (qi)) para cada i = 1, ..., n,

se sigue que [x1)∨ ...∨ [xn) ⊆ [h (q1))∨ ...∨ [h (qn)) y w ∈ [h (q1))∨ ...∨ [h (qn)). Por

lo tanto [h (a)) ⊆ [h (q1))∨ ...∨ [h (qn)) y al ser h fuertemente inyectiva tenemos que

[a) ⊆ [q1) ∨ ... ∨ [qn). Como q1, ..., qn ∈ Qc y Qc es filtro, [q1) ∨ ... ∨ [qn) ⊆ Qc. Aśı,

a ∈ Qc lo cual es una contradicción. Entonces I (h (Q)) ∩ F (h (Qc)) = ∅ y por el

Teorema 2.2.6, existe P ∈ X (B) tal que I (h (Q)) ⊆ P y Q∩F (h (Qc)) = ∅. Luego,

h (Q) ⊆ P y P ⊆ h (Q), lo que implica que h (Q) = P . Se sigue por el Lema 3.2.16

que Rh es sobreyectiva.

De manera rećıproca, sean a, b1, ..., bn ∈ A tal que [h (a)) ⊆ [h (b1))∨ ...∨ [h (bn)).

Supongamos que a /∈ [b1) ∨ ... ∨ [bn). Entonces a /∈ F ({b1, ..., bn}) y por el Teorema
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2.2.6, existe Q ∈ X (A) tal que a ∈ Q y Q ∩ F ({b1, ..., bn}) = ∅. Al ser Rh

sobreyectiva, existe P ∈ X (B) tal que Rh (P ) = Sb (Q), es decir, h−1 (P ) = Q.

Entonces h (a) ∈ P y h (b1) , ..., h (bn) /∈ P . Como [h (a)) ⊆ [h (b1)) ∨ ... ∨ [h (bn)) =

F ({h (b1) , ..., h (bn)}), tenemos que h (a) ∈ F ({h (b1) , ..., h (bn)}), lo que implica

que existen x1, ..., xm ∈ [{h (b1) , ..., h (bn)}) tal que existe x1∧...∧xm y x1∧...∧xm =

h (a). Luego, existen h (bk1) , ..., h (bkm) ∈ {h (b1) , ..., h (bn)} tal que h (bki) ≤ xi para

cada i = 1, ..., n. Por otro lado, h (a) ∈ P y x1 ∧ ... ∧ xm ∈ P . Al ser P un ideal

primo, existe xi ∈ P para algún i tal que 1 ≤ i ≤ m. Se sigue que h (bki) ∈ P lo

cual es una contradicción. Aśı, a ∈ [b1) ∨ ... ∨ [bn) y h es fuertemente inyectiva.

2. Supongamos que h es sobreyectiva. Sea P ∈ X (B) y ϕB (b) ∈ DKB (X (B))

tal que P /∈ ϕB (b). Luego, existe a ∈ A tal que h (a) = b y por la Proposición 3.2.9,

ϕB (b) = ϕB (h (a)) = hRh (ϕA (a)). Aśı, existe hRh (ϕA (a)) ∈ DKA (X (A)) tal que

ϕB (b) ⊆ hRh (ϕA (a)) y P /∈ hRh (ϕA (a)).

Rećıprocamente, sea b ∈ B. Para cada P ∈ X (B) tal que b ∈ P , P /∈ ϕB (b).

Como Rh es inyectiva, existe ϕA (aP ) ∈ DKA (X (A)) tal que ϕB (b) ⊆ hRh (ϕA (aP ))

y P /∈ hRh (ϕA (aP )). Entonces

ϕB (b)c =
⋂
{hRh (ϕA (aP ))c : P /∈ ϕB (b)} .

Al ser ϕB (b)c dualmente compacto, tenemos que existen a1, ..., an ∈ A tal que

ϕB (b)c = hRh (ϕA (a1))
c ∩ ... ∩ hRh (ϕA (an))c. Aśı, ϕB (b) = hRh (ϕA (a1 ∨ ... ∨ an)).

Sea a = a1∨...∨an. Aplicando el Teorema 3.2.14, ϕB (b) = hRh (ϕA (a)) = ϕB (h (a))

y como ϕB es inyectiva, b = h (a) y h es sobreyectiva. �

Teorema 3.3.4. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SRf [X1, X2].

1. R es inyectiva si y sólo si hR es sobreyectiva.

2. R es sobreyectiva si y sólo si hR es fuertemente inyectiva.

Ejemplo 3.3.1. El homomorfismo h de los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.2 es sobreyectivo.

Se puede verificar sencillamente que la relación funcional Rh es inyectiva.

3.3.2 Congruencias

Siguiendo los resultados dados en [29], en la Subsección 2.2.4 del Caṕıtulo 2 vi-

mos una forma de caracterizar el ret́ıculo de las congruencias de una DN-álgebra a

través del ret́ıculo de sus filtros finitamente generados. Utilizando la representación
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topológica que hemos desarrollado, en esta subsección presentamos una caracteri-

zación diferente.

Definición 3.3.5. Sea 〈X,K〉 un espacio topológico donde K es un base de subcon-

juntos abiertos y compactos para una topoloǵıa TK sobre X. Sea Y un subconjunto

de X. Diremos que Y es un K-subconjunto si para cada U ∈ K, U ∩ Y es un

subconjunto compacto en la topoloǵıa TY sobre Y .

Lema 3.3.6. Sea 〈X,K〉 un espacio topológico donde K es un base de subconjuntos

abiertos y compactos para una topoloǵıa TK sobre X. Sea Y un K-subconjunto de X.

Entonces KY = {U ∩ Y : U ∈ K} es una base de subconjuntos abiertos y compactos

para una topoloǵıa TKY sobre Y tal que TY = TKY .

Demostración. Es sencillo de comprobar que la colecciónKY = {U ∩ Y : U ∈ K}
es una base de subconjuntos abiertos y compactos para una topoloǵıa TKY sobre Y

tal que TY ⊆ TKY . Pobremos la otra inclusión. Si O ∈ TKY , entonces existe una

familia {Ui ∩ Y : i ∈ I} ⊆ KY tal que O =
⋃
{Ui ∩ Y : i ∈ I}. Como Y es un

K-subconjunto, tenemos que cada Ui ∩ Y es un subconjunto abierto y compacto en

TY . Entonces O ∈ TY y por lo tanto TY = TKY . �

Teorema 3.3.7. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio e Y un subconjunto no vaćıo de X. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. 〈Y,KY 〉 es un DN-espacio.

2. Y es un K-subconjunto y si A = {Ui ∩ Y : i ∈ I} y B = {Vk ∩ Y : k ∈ K}
son dos familias no vaćıas de DKY (Y ) tal que⋂

{Ui ∩ Y : i ∈ I} ⊆
⋃
{Vk ∩ Y : k ∈ K} ,

entonces existen U1 ∩ Y, ..., Un ∩ Y ∈ [A) y V1 ∩ Y, ..., Vm ∩ Y ∈ B tal que

(U1 ∩ Y ) ∩ ... ∩ (Un ∩ Y ) ∈ DKY (Y ) y

(U1 ∩ Y ) ∩ ... ∩ (Un ∩ Y ) ⊆ (V1 ∩ Y ) ∪ ... ∪ (Vm ∩ Y ) .

Demostración. 1. ⇒ 2. Probemos que Y es un K-subconjunto de X, es decir, si

U ∈ K entonces U ∩ Y es un subconjunto compacto en la topoloǵıa TY . Al ser K
una base de TK, es suficiente con tomar una familia {Vi : i ∈ I} ⊆ K tal que

U ∩ Y ⊆
⋃
{Vi ∩ Y : i ∈ I} .
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Sea Z = {V c
i ∩ Y : i ∈ I}. Como 〈Y,KY 〉 es un DN-espacio, tenemos queDKY (Y ) =

{U c ∩ Y : U ∈ K} es una DN-álgebra. Veamos que I (U c ∩ Y ) ∩ F (Z) 6= ∅. En

caso contrario, si I (U c ∩ Y ) ∩ F (Z) = ∅, entonces por el Teorema 2.2.6 existe

P ∈ X (DKY (Y )) tal que I (U c ∩ Y ) ⊆ P y P ∩ F (Z) = ∅. Por otro lado, por

el Teorema 3.1.6, tenemos que la aplicación HY : Y → X (DK (Y )) es sobreyectiva

y existe y ∈ Y tal que P = HY (y). Aśı, U c ∩ Y ∈ HY (y) y V c
i ∩ Y /∈ HY (y),

es decir, y /∈ U c ∩ Y e y ∈ V c
i ∩ Y para cada i ∈ I. Luego, y ∈ U ∩ Y e y /∈⋃

{Vi ∩ Y : i ∈ I}, lo cual es una contradicción. Entonces I (U c ∩ Y ) ∩ F (Z) 6= ∅
y existen V c

1 ∩ Y, ..., V c
n ∩ Y ∈ [Z) tal que (V c

1 ∩ Y ) ∩ ... ∩ (V c
n ∩ Y ) ∈ DKY (Y ) y

(V c
1 ∩ Y ) ∩ ... ∩ (V c

n ∩ Y ) ⊆ U c ∩ Y . Se sigue que U ∩ Y ⊆ (V1 ∩ Y ) ∪ ... ∪ (Vn ∩ Y )

y U ∩ Y es compacto en TY . Por lo tanto Y es un K-subconjunto de X.

2. ⇒ 1. Dado que Y es un K-subconjunto, por el Lema 3.3.6, tenemos que

KY = {U ∩ Y : U ∈ K} es una base de subconjuntos abiertos y compactos de TKY .

También, es sencillo de ver que para cada U ∩ Y, V ∩ Y,W ∩ Y ∈ KY ,

[(U ∩ Y ) ∩ (W ∩ Y )] ∪ [(V ∩ Y ) ∩ (W ∩ Y )] ∈ KY .

Por el Teorema 3.1.6, concluimos que 〈Y,KY 〉 es un DN-espacio. �

Sea A una DN-álgebra y θ ∈ Con (A). Tenemos entonces el homomorfismo

natural qθ : A → A/θ que asocia a cada elemento a ∈ A su clase de equivalencia

qθ (a) = a/θ. Consideremos el conjunto

Yθ =
{
q−1θ (P ) : P ∈ X (A/θ)

}
. (3.5)

Por el Teorema 2.2.22, se sigue que q−1θ (P ) ∈ X (A) para cada P ∈ X (A/θ).

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.

Proposición 3.3.8. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Sea

θ ∈ Con (A). Entonces 〈Yθ,KYθ〉 es un DN-espacio.

Demostración. Sea ϕA (a)c ∈ KA y probemos que ϕA (a)c ∩ Yθ es un subconjunto

compacto en la topoloǵıa TYθ . Nuevamente, como KA es una base de TKA , será

suficiente con tomar una familia {ϕA (b)c : b ∈ B} ⊆ KA tal que ϕA (a)c ∩ Yθ ⊆⋃
{ϕA (b)c : b ∈ B}. Consideremos el conjunto B/θ = {b/θ : b ∈ B} y veamos

que

(a/θ] ∩ F (B/θ) 6= ∅.

Si suponemos que (a/θ]∩F (B/θ) = ∅, por el Teorema 2.2.6 existe Q ∈ X (A/θ) tal

que a/θ ∈ Q y Q ∩ F (B/θ) = ∅. Luego, tenemos que q−1θ (Q) ∈ X (A) y q−1θ (Q) ∈
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ϕA (a)c ∩ Yθ ⊆
⋃
{ϕA (b)c : b ∈ B}. Aśı, existe bi ∈ B tal que q−1θ (Q) ∈ ϕA (bi)

c,

es decir, bi ∈ q−1θ (Q). Entonces qθ (bi) = bi/θ ∈ Q, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto existe c ∈ A tal que c/θ ∈ (a/θ] ∩ F (B/θ), lo que implica que existen

b1/θ, ..., bn/θ ∈ [B/θ) tal que existe b1/θ ∧ ... ∧ bn/θ y b1/θ ∧ ... ∧ bn/θ = c/θ ≤ a/θ.

Como b1/θ, ..., bn/θ ∈ [B/θ), existen b1/θ, ..., bn/θ ∈ B/θ tal que bi/θ ≤ bi/θ para

cada i = 1, ..., n. Veamos que

ϕA (a)c ∩ Yθ ⊆
[
ϕA
(
b1
)c ∩ Yθ] ∪ ... ∪ [ϕA (bn)c ∩ Yθ] .

Si P ∈ ϕA (a)c ∩ Yθ, entonces a ∈ P y P = q−1θ (R) para algún R ∈ X (A/θ). Se

sigue que qθ (a) = a/θ ∈ R y b1/θ ∧ ... ∧ bn/θ ∈ R. Al ser R un ideal primo, existe

bj/θ ∈ B/θ tal que bj/θ ∈ R. Se sigue que bj/θ ∈ R, es decir, bj ∈ q−1θ (R) = P . Aśı,

P ∈ ϕA
(
bj
)c

y P ∈
[
ϕA
(
b1
)c ∩ Yθ]∪ ...∪ [ϕA (bn)c ∩ Yθ]. Entonces ϕA (a)c ∩ Yθ es

compacto en la topoloǵıa TYθ y por lo tanto Yθ es un K-subconjunto.

Sean {ϕA (b) ∩ Yθ : b ∈ B} y {ϕA (c) ∩ Yθ : c ∈ C} dos familias no vaćıas de

DKYθ (Yθ) tal que⋂
{ϕA (b) ∩ Yθ : b ∈ B} ⊆

⋃
{ϕA (c) ∩ Yθ : c ∈ C} .

Sea B/θ = {b/θ : b ∈ B} y sea C/θ = {c/θ : c ∈ C}. Si I (C/θ) ∩ F (B/θ) =

∅, entonces por el Teorema 2.2.6 existe Q ∈ X (A/θ) tal que I (C/θ) ⊆ Q y

Q ∩ F (B/θ) = ∅. Por el Teorema 2.2.22, q−1θ (Q) ∈ X (A). Como I (C/θ) ⊆ Q,

q−1θ (Q) /∈
⋃
{ϕA (c) ∩ Yθ : c ∈ C}. Por otro lado, como Q ∩ F (B/θ) = ∅, se sigue

que q−1θ (Q) ∈
⋂
{ϕA (b) ∩ Yθ : b ∈ B} lo cual es una contradicción. Entonces ex-

iste a ∈ A tal que a/θ ∈ I (C/θ) ∩ F (B/θ), es decir, existen b1/θ, ..., bn/θ ∈ [B/θ)

y c1/θ, ..., cm/θ ∈ C/θ tal que existe b1/θ ∧ ... ∧ bn/θ y b1/θ ∧ ... ∧ bn/θ = a/θ ≤
c1/θ ∨ ... ∨ cm/θ. Por último, se prueba fácilmente que

[ϕA (b1) ∩ Yθ] ∩ ... ∩ [ϕA (bn) ∩ Yθ] ⊆ [ϕA (c1) ∩ Yθ] ∪ ... ∪ [ϕA (cm) ∩ Yθ] .

Concluimos por el Teorema 3.3.7 que 〈Yθ,KYθ〉 es un DN-espacio. �

La Proposición 3.3.8 motiva la siguiente definición.

Definición 3.3.9. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio y sea Y un subconjunto deX. Diremos

que Y es un DN-subespacio si el par 〈Y,KY 〉 es un DN-espacio.

Denotaremos como SDN (X) al conjunto de todos los DN-subespacios de 〈X,K〉.
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Sea A una DN-álgebra e Y un subconjunto de X (A). Definimos la siguiente

relación binaria θ (Y ) ⊆ A× A dada por

(a, b) ∈ θ (Y ) si y sólo si ϕA (a)c ∩ Y = ϕA (b)c ∩ Y. (3.6)

Es sencillo de comprobar que θ (Y ) ∈ Con (A).

Teorema 3.3.10. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. En-

tonces la aplicación

F : SDN (X (A))→ Con (A)

dada por F (Y ) = θ (Y ) es un isomorfismo dual.

Demostración. Veamos que F es inyectiva. Sean Y1, Y2 ∈ SDN (X (A)) tal que

θ (Y1) = θ (Y2). Supongamos que Y1 * Y2, es decir, que existe P ∈ Y1 tal que P /∈ Y2
y consideremos el conjunto

F =
⋂{

ϕA (b) ∩ Y2 : ϕA (b) /∈ HX(A) (P )
}
∩
⋂{

ϕA (c)c ∩ Y2 : ϕA (c) ∈ HX(A) (P )
}
.

Si F 6= ∅, entonces existe Q ∈ F tal que HX(A) (Q) = HX(A) (P ). Al ser HX(A) una

aplicación inyectiva, P = Q ∈ Y2 lo cual es una contradicción. Luego, F = ∅ y⋂{
ϕA (b) ∩ Y2 : ϕA (b) /∈ HX(A) (P )

}
⊆
⋃{

ϕA (c) ∩ Y2 : ϕA (c) ∈ HX(A) (P )
}
.

Sea B =
{
b : ϕA (b) /∈ HX(A) (P )

}
y sea C =

{
c : ϕA (c) ∈ HX(A) (P )

}
. Como Y2

es un DN-subespacio, por la Proposición 3.1.8, existen b1, ..., bn ∈ [B) y c1, ..., cm ∈ C
tal que existe b1 ∧ ... ∧ bn y

[ϕA (b1) ∩ Y2] ∩ ... ∩ [ϕA (bn) ∩ Y2] ⊆ [ϕA (c1) ∩ Y2] ∪ ... ∪ [ϕA (cm) ∩ Y2] .

Como b1, ..., bn ∈ [B), existen b1, ..., bn ∈ B tal que bi ≤ bi para cada i = 1, ..., n. Sea

b = b1∧...∧bn y sea c = c1∨...∨cm. Aśı, ϕA (b)∩Y2 ⊆ ϕA (c)∩Y2. Luego, ϕA (c)c∩Y2 ⊆
ϕA (b)c∩Y2 y el par (b ∨ c, c) ∈ θ (Y2) = θ (Y1), es decir, ϕA (b ∨ c)c∩Y1 = ϕA (c)c∩Y1.
Como P ∈ ϕA (c)c ∩ Y1, tenemos que P ∈ ϕA (b ∨ c)c ∩ Y1. Se sigue que b ∨ c ∈ P
y b = b1 ∧ ... ∧ bn ∈ P . Al ser P un ideal primo, existe bi ∈ P para algún i tal que

1 ≤ i ≤ n . Entonces bi ∈ P , o lo que es equivalente, ϕA
(
bi
)
∈ HX(A) (P ). Por otro

lado, bi ∈ B implica que ϕA
(
bi
)
/∈ HX(A) (P ), lo cual es una contradicción. Por lo

tanto, F es inyectiva.

Probemos que F es sobreyectiva. Sea θ ∈ Con (A) y sea Yθ el conjunto dado por

3.5. Por la Proposición 3.3.8, el par 〈Yθ,KYθ〉 es un DN-espacio y Yθ ∈ SDN (X (A)).
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Veamos que θ (Yθ) = θ. Sea (a, b) ∈ θ. Si Q ∈ ϕA (a) ∩ Yθ, entonces a /∈ Q y

existe P ∈ X (A/θ) tal que Q = q−1θ (P ). Aśı, qθ (a) = a/θ /∈ P . Como a/θ = b/θ,

qθ (b) /∈ P . Luego, b /∈ q−1θ (P ) = Q y Q ∈ ϕA (b) ∩ Yθ. De manera análoga,

ϕA (b) ∩ Yθ ⊆ ϕA (a) ∩ Yθ y por lo tanto ϕA (b) ∩ Yθ = ϕA (a) ∩ Yθ. Se sigue que

ϕA (b)c ∩ Yθ = ϕA (a)c ∩ Yθ y (a, b) ∈ θ (Yθ). Rećıprocamente, sea (a, b) ∈ θ (Yθ), es

decir, ϕA (b)c ∩ Yθ = ϕA (a)c ∩ Yθ. Si P ∈ X (A/θ), entonces

qθ (a) /∈ P ⇐⇒ a /∈ q−1θ (P ) ⇐⇒ q−1θ (P ) /∈ ϕA (a)c

⇐⇒ q−1θ (P ) /∈ ϕA (a)c ∩ Yθ = ϕA (b)c ∩ Yθ ⇐⇒ q−1θ (P ) /∈ ϕA (b)c

⇐⇒ b /∈ q−1θ (P ) ⇐⇒ qθ (b) /∈ P,

es decir, qθ (a) ∈ P si y sólo si qθ (b) ∈ P . Por último, veamos que qθ (a) = qθ (b). Si

qθ (a) � qθ (b), entonces por el Corolario 2.2.7 existe Q ∈ X (A/θ) tal que qθ (b) ∈ Q
y qθ (a) /∈ Q, lo cual es una contradicción. Aśı, qθ (a) ≤ qθ (b). Análogamente se

prueba que qθ (b) ≤ qθ (a) y qθ (a) = qθ (b). Entonces a/θ = b/θ y (a, b) ∈ θ. �

3.3.3 Subálgebras

Si A es una DN-álgebra, entonces una subálgebra de A es cualquier subconjunto

cerrado bajo la operación ternaria m. Nuestro próximo objetivo es interpretar

topológicamente el ret́ıculo de las subálgebras de A, el cual denotaremos como

Sub(A), a través de ciertas familias de elementos básicos de su espacio dual 〈X (A) ,KA〉.

Definición 3.3.11. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio. Diremos que un subconjunto no

vaćıo L de K es DN-básico si (U ∩W ) ∪ (V ∩W ) ∈ L, para cada U, V,W ∈ L.

Dado un DN-espacio 〈X,K〉, denotaremos por Nb (X) a la famillia de todos los

subconjuntos DN-básicos de K, es decir,

Nb (X) = {L ⊆ K : L es DN-básico} .

Lema 3.3.12. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio. Entonces 〈Nb (X) ,⊆〉 es un ret́ıculo.

Sea A una DN-álgebra y sea B ∈ Sub(A). Consideremos la familia

T (B) = {ϕA (b)c : b ∈ B} .

Proposición 3.3.13. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual.

Entonces la aplicación

T : Sub (A)→ Nb (X (A))

preserva el orden.

64



3.3 Aplicaciones Representación, dualidades y aplicaciones

Demostración. Veamos que T se encuentra bien definida. Si B ∈ Sub(A), es

claro que T (B) ⊆ KA. Sean U, V,W ∈ T (B). Entonces existen a, b, c ∈ B tal que

U = ϕA (a)c , V = ϕA (b)c y W = ϕA (c)c. Aśı,

(U ∩W ) ∪ (V ∩W ) = [ϕA (a)c ∩ ϕA (c)c] ∪ [ϕA (b)c ∩ ϕA (c)c]

= ϕA (m (a, b, c))c .

Como B es una subálgebra de A, m (a, b, c) ∈ B y (U ∩W ) ∪ (V ∩W ) ∈ T (B).

Aśı, T (B) es DN-básico. Se sigue fácilmente que T preserva el orden. �

Si A es una DN-álgebra y L ∈ Nb (X (A)), tomemos el subconjunto

S (L) = {a ∈ A : ϕA (a)c ∈ L} .

Lema 3.3.14. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Entonces

la aplicación

S : Nb (X (A))→ Sub (A)

preserva el orden.

Demostración. Si L ∈ Nb (X (A)), probemos que S (L) es cerrado bajo la op-

eración m. Sean a, b, c ∈ S (L). Como L es DN-básico y ϕA (a)c , ϕA (b)c , ϕA (c)c ∈
L, tenemos que [ϕA (a)c ∩ ϕA (c)c] ∪ [ϕA (b)c ∩ ϕA (c)c] ∈ L. Luego,

[ϕA (a)c ∩ ϕA (c)c] ∪ [ϕA (b)c ∩ ϕA (c)c] = ϕA (a ∨ c)c ∪ ϕA (b ∨ c)c

= ϕA ((a ∨ c) ∧c (b ∨ c))c

= ϕA (m (a, b, c))c .

De esta forma m (a, b, c) ∈ L y S (L) ∈ Sub (A). Se sigue que S preserva el orden. �

Teorema 3.3.15. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. En-

tonces los ret́ıculos Sub (A) y Nb (X (A)) son isomorfos.

Demostración. Sea B ∈ Sub(A). Entonces

a ∈ S (T (B)) ⇐⇒ ϕA (a)c ∈ T (B)

⇐⇒ ∃b ∈ B (ϕA (a)c = ϕA (b)c)

⇐⇒ a = b.

Aśı, a ∈ B y S (T (B)) = B. De manera análoga, si L ∈ Nb (X (A)) entonces

U ∈ T (S (L)) ⇐⇒ ∃a ∈ S (L) (U = ϕA (a)c) ⇐⇒ U ∈ L.

Por lo tanto, T (S (L)) = L y los ret́ıculos Sub(A) y Nb (X (A)) son isomorfos. �
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3.3.4 Filtros

Si A es una DN-álgebra, por el Teorema 2.2.10 la estructura 〈Fi (A) ,∨,∩, {1} , A〉
es un ret́ıculo distributivo acotado. En esta subsección dotamos al ret́ıculo de los

filtros de una implicación de manera tal que sea un álgebra de Heyting y hallamos

una correspondencia con los subconjuntos cerrados del DN-espacio dual de A.

Si F,H ∈ Fi (A), definimos el siguiente subconjunto de A:

F → H = {a ∈ A : [a) ∩ F ⊆ H} .

Lema 3.3.16. Sea A una DN-álgebra y sean F,H ∈ Fi (A).

1. F → H ∈ Fi (A).

2. F → H = {a ∈ A : ∀f ∈ F ∃h ∈ H (h ≤ a ∨ f)}.

3. 〈Fi (A) ,∨,∧,→, {1} , A〉 es un álgebra de Heyting.

Demostración. 1. Sean F,H ∈ Fi (A). Como [1) ∩ F = {1} ⊆ H, entonces

1 ∈ F → H. Sean a, b ∈ A tal que a ≤ b y a ∈ F → H. Aśı, [b) ⊆ [a) y [a)∩F ⊆ H.

Se sigue que [b)∩F ⊆ H y b ∈ F → H. Si a, b ∈ F → H tal que existe a∧ b, por el

Teorema 2.2.10 el ret́ıculo Fi (A) es distributivo y

[a ∧ b) ∩ F = ([a) ∨ [b)) ∩ F = ([a) ∩ F ) ∨ ([b) ∩ F ) ⊆ H.

Por lo tanto a ∧ b ∈ F → H y F → H ∈ Fi (A).

2. Sean F,H ∈ Fi (A) y sea X = {a ∈ A : ∀f ∈ F ∃h ∈ H (h ≤ a ∨ f)}. Sea

a ∈ X y probemos que [a)∩F ⊆ H. Si x ∈ [a)∩F , entonces a ≤ x y x ∈ F . Como

a ∈ X y x ∈ F , existe h ∈ H tal que h ≤ a ∨ x = x. Al ser H un filtro, se sigue

que x ∈ H. Aśı, a ∈ F → H. Rećıprocamente, sea a ∈ F → H y f ∈ F . Entonces

a ∨ f ∈ [a) ∩ F y a ∨ f ∈ H. Luego, a ∈ X y por lo tanto F → H = X.

3. Por el Teorema 2.2.10, solo falta probar que para cada F,G,H ∈ Fi (A), vale

que F ∩G ⊆ H si y sólo si F ⊆ G→ H. Supongamos que F ∩G ⊆ H y sea a ∈ F .

Si x ∈ [a) ∩G, entonces a ≤ x y x ∈ G. Por lo tanto, x ∈ F ∩G y x ∈ H, es decir,

a ∈ G→ H. Para probar la rećıproca, sea x ∈ F ∩G. Como F ⊆ G→ H, tenemos

que x ∈ G→ H. Luego, [x) ∩G ⊆ H y x ∈ H. �

Si F ∈ Fi (A), entonces el pseudocomplemento de F es el filtro

F ∗ = F → {1} = {a ∈ A : [a) ∩ F = {1}} .
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Proposición 3.3.17. Sea A una DN-álgebra y sea F ∈ Fi (A). Entonces

F ∗ = {a ∈ A : ∀f ∈ F (a ∨ f = 1)} .

Demostración. Sea C = {a ∈ A : ∀f ∈ F (a ∨ f = 1)} y sea a ∈ C. Veamos

que [a) ∩ F = {1}. Sea x ∈ A tal que a ≤ x y x ∈ F . Entonces x = a ∨ x = 1 y

a ∈ F ∗. De manera rećıproca, sea a ∈ F ∗. Entonces [a)∩F = {1}. Como f ≤ a∨ f
para cada f ∈ F y F es un filtro, se sigue que a∨f ∈ [a)∩F . Por lo tanto, a∨f = 1

para cada f ∈ F y a ∈ C. Concluimos que F ∗ = C. �

Dado un espacio topológico 〈X, T 〉, se prueba fácilmente [5] que la familia de

todos los subconjuntos cerrados admite naturalmente una estructura de álgebra de

co-Heyting 〈C (X) ,∪,∩, , ∅, X〉, donde la implicación de dos cerrados U, V de X

se define como

U  V = Cl (U ∩ V c) .

Estamos en condiciones de probar la existencia de un isomorfismo dual entre los

ret́ıculos de los filtros de una DN-álgebra y los subconjuntos cerrados de su espacio

dual.

Teorema 3.3.18. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. En-

tonces el álgebra de Heyting Fi (A) y el álgebra de co-Heyting C (X (A)) son dual-

mente isomorfas.

Demostración. En 3.2 definimos la familia β (F ) = {P ∈ X (A) : P ∩ F = ∅},
para cada F ∈ Fi (A). Se sigue que β (F ) =

⋂
{ϕA (b) : b ∈ F} y β (F ) ∈

C (X (A)). Aśı, tenemos definida la aplicación β : Fi (A) → C (X (A)). Veamos

que para cada F,G ∈ Fi (A) vale la igualdad β (F → G) = β (G) β (F ), es decir,

β (F → G) = Cl (β (G) ∩ β (F )c) .

Si β (G) ∩ β (F )c ⊆ β (F → G), entonces como β (F → G) es cerrado tenemos que

Cl (β (G) ∩ β (F )c) ⊆ β (F → G). Sea P ∈ β (G) ∩ β (F )c, es decir, P ∩ G = ∅ y

P ∩F 6= ∅. Sea x ∈ P . Al ser P ∩F 6= ∅, existe y ∈ P tal que y ∈ F . Aśı, y ≤ x∨ y
y x∨ y ∈ F . Por otro lado, al ser P un ideal, x∨ y ∈ P . Como P ∩G = ∅, entonces

x ∨ y /∈ G. Luego, x ∨ y ∈ [x) ∩ F y [x) ∩ F * G. Por lo tanto x /∈ F → G y

P ∩ (F → G) = ∅. Concluimos que P ∈ β (F → G).

Para probar la otra inclusión, sea P ∈ β (F → G) y supongamos que

P /∈ Cl (β (G) ∩ β (F )c) =
⋂
{β (D) : D ∈ Fi (A) (β (G) ∩ β (F )c ⊆ β (D))} .
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Entonces existe D ∈ Fi (A) tal que β (G) ∩ β (F )c ⊆ β (D) y P ∩ D 6= ∅. Aśı,

existe x ∈ P tal que x ∈ D. Además, P ∩ (F → G) = ∅ y x /∈ F → G, es decir,

[x) ∩ F * G. Entonces existe y ∈ F tal que x ≤ y e y /∈ G, y por el Teorema 2.2.6,

existe Q ∈ X (A) tal que y ∈ Q y Q∩G = ∅. Se sigue que y ∈ Q∩ F y Q ∈ β (F )c.

Por otro lado, Q ∈ β (G) ∩ β (F )c ⊆ β (D), lo que implica que Q ∩ D = ∅. Dado

que x ≤ y e y ∈ Q, x ∈ Q. Como Q ∩ D = ∅, entonces x /∈ D lo cual es una

contradicción. Luego, P ∈ Cl (β (G) ∩ β (F )c) y β (F → G) = β (G) β (F ). �

3.3.5 Sobre la extensión reticular distributiva libre

En [29] los autores prueban que toda DN-álgebra admite una extensión reticular

distributiva libre. En esta subsección, presentamos una construcción diferente uti-

lizando nuestra representación topológica y estudiamos la relación entre los filtros

de una DN-álgebra y los filtros de su extensión reticular distributiva libre.

Definición 3.3.19. Sea A una DN-álgebra. Una par 〈L, e〉 es la extensión reticular

distributiva libre de A si satisface las siguientes condiciones:

1. L es un ret́ıculo distributivo acotado y e : A→ L un homomorfismo inyectivo.

2. Para cada ret́ıculo distributivo acotado L y cada homomorfismo h : A → L,

existe un único homomorfismo h : L→ L tal que h = h ◦ e.

Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Denotemos como

KO (X (A)) a la familia de todos los subconjutos abiertos y compactos de X (A). Si

U ∈ KO (X (A)), entonces existen a1, ..., an ∈ A tal que U = ϕA (a1)
c∪ ...∪ϕA (an)c.

Luego, se sigue que KO (X (A)) es un ret́ıculo distributivo. Consideremos la familia

DKO [X (A)] = {U : U c ∈ KO (X (A))} .

Entonces la estructura 〈DKO [X (A)] ,∪,∩, ∅, X (A)〉 es un ret́ıculo distributivo aco-

tado y tomemos el homomorfismo inyectivo

ϕA : A→ DKO [X (A)]

definido por ϕA (a) = {P ∈ X (A) : a /∈ P}. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.20. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. En-

tonces el par 〈DKO [X (A)] , ϕA〉 es la extensión reticular distributiva libre de A.
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Demostración. Sea L un ret́ıculo distributivo acotado y sea h : A → L un

homomorfismo. Definimos h : DKO [X (A)]→ L como

h [ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an)] = h (a1) ∧ ... ∧ h (an) .

Es inmediato que h está bien definida. Si U, V ∈ DKO [X (A)], entonces existen

a1, ..., an, b1, ..., bm ∈ A tal que U = ϕA (a1)∩...∩ϕA (an) y V = ϕA (b1)∩...∩ϕA (bm).

De la misma definición, h [U ∩ V ] = h [U ] ∧ h [V ]. También,

h [U ∪ V ] = h [(ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an)) ∪ (ϕA (b1) ∩ ... ∩ ϕA (bm))]

= h [ϕA (a1 ∨ b1) ∩ ... ∩ ϕA (a1 ∨ bm) ∩ ... ∩ ϕA (an ∨ bm)]

= h (a1 ∨ b1) ∧ ... ∧ h (a1 ∨ bm) ∧ ... ∧ h (an ∨ bm)

= (h (a1) ∧ ... ∧ h (an)) ∨ (h (b1) ∧ ... ∧ h (bm))

= h [U ] ∨ h [V ] .

Aśı, h es un homomorfismo. Es fácil de probar que h es único y que h = h ◦ ϕA. �

Ejemplo 3.3.2. Teniendo en cuenta los Ejemplos 2.2.2 y 3.1.1, podemos construir

la extensión reticular distributiva libre de la DN-álgebra del Ejemplo 2.2.1 como lo

podemos ver en la siguiente figura.

ϕA (1)

ϕA (c)

ϕA (a)

ϕA (b)

ϕA (a) ∩ ϕA (b)

ϕA (a) ∩ ϕA (b) ∩ ϕA (c)

Observación 3.3.21. Notemos que si h es sobreyectiva, entonces h también es

sobreyectiva. En efecto, si b ∈ L entonces existe a ∈ A tal que h (a) = b. Luego,

ϕA (a) ∈ DKO [X (A)] y h [ϕA (a)] = h (a) = b.
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Teorema 3.3.22. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Sea

〈DKO [X (A)] , ϕA〉 su extensión reticular distributiva libre. Entonces los ret́ıculos

Fi (A) y Fi (DKO [X (A)]) son isomorfos.

Demostración. Sea Ψ : Fi (DKO [X (A)])→ Fi (A) la aplicación dada por

Ψ (G) = {a ∈ A : ϕA (a) ∈ G} .

Veamos que Ψ está bien definida. Sea G ∈ Fi (DKO [X (A)]). Entonces ϕA (1) ∈ G
y 1 ∈ Ψ (G). Si a, b ∈ A tal que a ≤ b y a ∈ Ψ (G), entonces ϕA (a) ⊆ ϕA (b) y

ϕA (a) ∈ G. Aśı, ϕA (b) ∈ G y b ∈ Ψ (G). Sean a, b ∈ Ψ (G) tal que existe a ∧ b.
Entonces ϕA (a) , ϕA (b) ∈ G y como G es un filtro, ϕA (a)∩ϕA (b) = ϕA (a ∧ b) ∈ G
y a ∧ b ∈ Ψ (G). Concluimos que Ψ (G) ∈ Fi (A).

Sean G1, G2 ∈ Fi (DKO [X (A)]) y sea a ∈ A. Es inmediato que Ψ (G1 ∩G2) =

Ψ (G1) ∩ Ψ (G2). Si a ∈ Ψ (G1) ∨ Ψ (G2) = F (Ψ (G1) ∪Ψ (G2)), entonces existen

x1, ..., xn ∈ Ψ (G1) ∪ Ψ (G2) tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn y x1 ∧ ... ∧ xn = a. Aśı,

ϕA (x1) , ..., ϕA (xn) ∈ G1 ∪ G2 y ϕA (x1) ∩ ... ∩ ϕA (xn) = ϕA (a). Se sigue que

ϕA (a) ∈ F (G1 ∪G2) = G1 ∨ G2 y a ∈ Ψ (G1 ∨G2). De manera rećıproca, si a /∈
Ψ (G1)∨Ψ (G2) = F (Ψ (G1) ∪Ψ (G2)), entonces para cada subconjunto {x1, ..., xn}
de Ψ (G1)∪Ψ (G2) tal que existe x1∧ ...∧xn, tenemos que x1∧ ...∧xn 6= a. Se sigue

que para cada subconjunto {ϕA (x1) , ..., ϕA (xn)} de G1∪G2 tal que existe x1∧...∧xn,

tenemos que ϕA (x1)∩...∩ϕA (xn) 6= ϕA (a), es decir, ϕA (a) /∈ F (G1 ∪G2) = G1∨G2

y a /∈ Ψ (G1 ∨G2). Por lo tanto Ψ (G1 ∨G2) = Ψ (G1) ∨Ψ (G2).

Probemos que Ψ es inyectiva. Sean G1, G2 ∈ Fi (DKO [X (A)]) tal que Ψ (G1) =

Ψ (G2). Si U ∈ G1, entonces existen a1, ..., an ∈ A tal que U = ϕA (a1)∩ ...∩ϕA (an).

Aśı, ϕA (ai) ∈ G1, es decir, ai ∈ Ψ (G1) = Ψ (G2) para cada i = 1, ..., n. Entonces

ϕA (ai) ∈ G2 para cada i = 1, ..., n y ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an) = U ∈ G2. De manera

similar se prueba que si U ∈ G2, entonces U ∈ G1. Aśı, G1 = G2.

Por último, probemos que Ψ es sobreyectiva. Sea G ∈ Fi (A) y consideremos

el conjunto ϕA (G) = {ϕA (a) : a ∈ G}. Entonces F (ϕA (G)) ∈ Fi (DKO [X (A)]).

Veamos que Ψ (F (ϕA (G))) = G. Si a ∈ G, entonces ϕA (a) ∈ ϕA (G) y ϕA (a) ∈
F (ϕA (G)). Aśı, a ∈ Ψ (F (ϕA (G))). Rećıprocamente, si a /∈ G, entonces ϕA (a) /∈
ϕA (G). Veamos que ϕA (a) /∈ F (ϕA (G)). Si ϕA (a) ∈ F (ϕA (G)), entonces existen

x1, ..., xn ∈ G tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn y ϕA (x1) ∩ ... ∩ ϕA (xn) = ϕA (a). Por otro

lado, como a /∈ G, existe P ∈ X (A) tal que a ∈ P y P ∩G = ∅, es decir, P /∈ ϕA (a)

y P ∈ ϕA (xi) para cada i = 1, ..., n. Aśı, P ∈ ϕA (x1) ∩ ... ∩ ϕA (xn) lo cual es una

contradicción. Entonces ϕA (a) /∈ F (ϕA (G)) y a /∈ Ψ (F (ϕA (G))). �
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Caṕıtulo 4

Familias Vietoris y aniquiladores

relativos

En este caṕıtulo introducimos y estudiamos dos nuevos conceptos. El primer con-

cepto es el de familia Vietoris. En [7], Bezhanishvili y Jansana prueban que si

〈X, T ,≤, X0〉 es un espacio de Priestley generalizado, entonces existe una corre-

spondencia entre las imágenes homomorfas de su semirret́ıculo distributivo acotado

dual X∗ y ciertos espacios de Priestley generalizados de la forma 〈F , TV ,⊆,F0〉,
donde TV es la topoloǵıa Vietoris definida sobre una familia de subcojuntos cerrados

F de X y F0 es un subconjunto distinguido de F . Por otro lado, utilizando los

resultados desarrollados en [12], se muestra en [18] que las imágenes homomorfas

de un semirret́ıculo distributivo también se pueden describir utilizando DS-espacios

de la forma 〈F , TL〉, donde TL es la menor topoloǵıa Vietoris definida sobre una

familia de subconjuntos cerrados F de un DS-espacio 〈X,K〉. Inspirados por estos

resultados y utilizando la dualidad topológica desarrollada en el Caṕıtulo 3, intro-

ducimos la noción de familia Vietoris de un DN-espacio y probamos que las imágenes

homomorfas de una DN-álgebra se pueden caracterizar a través de dichas familias.

El segundo concepto que introducimos es el de aniquilador relativo. En un

ret́ıculo L, el aniquilador de a relativo a b se define como el conjunto 〈a, b〉 =

{x ∈ L : a ∧ x ≤ b}, donde a, b ∈ L. Mandelker estudia en [38] las propiedades de

los aniquiladores relativos y caracteriza la distributividad de un ret́ıculo en términos

de dichos aniquiladores. Para ser más precisos, establece que un ret́ıculo L es dis-

tributivo si y sólo si 〈a, b〉 ∈ Id (L), para cada a, b ∈ L. Estos resultados fueron gen-

eralizados por Varlet a la clase de los semirret́ıculos distributivos en [51] y también

a la variedad de las DN-álgebras por Chajda y Kolař́ık en [25]. Nuestro objetivo es
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proponer una definición alternativa, y a nuestro entender más natural a la estructura

del álgebra, de aniquilador relativo a la dada en [25]. Obtenemos nuevas caracteriza-

ciones de la distributividad de una DN-álgebra en términos de sus aniquiladores rel-

ativos y estudiamos las clases de las DN-álgebras normales y DN-álgebras p-lineales,

lo cual son una generalización de los ret́ıculos normales estudiados por Cornish en

[27] y [28]. Lo expuesto en este caṕıtulo se encuentra publicado recientemente en

[11] y en un art́ıculo enviado para su publicación [20].

4.1 Imágenes homomorfas

El objetivo de esta sección es probar que las imágenes homomorfas de una DN-

álgebra se pueden describir a través de ciertas familias de subconjuntos saturados

básicos irreducibles de su espacio dual. De ahora en más, denotaremos como SIrr (X)

a la familia de todos los subconjuntos saturados básicos irreducibles de un espacio

topológico 〈X,K〉.
Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Sea 〈X,K〉 un DN-

espacio y sea R ∈ SRf [X,X (A)] inyectiva. Consideremos la siguiente familia de

subconjuntos

FR = {R (x) : x ∈ X} .

Claramente, FR ⊆ SIrr (X (A)). Para cada a ∈ A, sea Ma el conjunto dado por

Ma = {R (x) ∈ FR : R (x) ∩ ϕA (a) = ∅} .

Aśı, la colección de todos los conjuntos de la forma Ma es una subbase para una

topoloǵıa TBA sobre FR. Es más, dicha colección forma una base.

Lema 4.1.1. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Sea 〈X,K〉
un DN-espacio y sea R ∈ SRf [X,X (A)] inyectiva. Entonces

BA = {Ma : a ∈ A}

es una base para una topoloǵıa TBA sobre FR.

Demostración. Sea x ∈ X y sea R (x) ∈ FR. Como K es una base para la

topoloǵıa TK sobre X, existe U ∈ DK (X) tal que x /∈ U . Al ser R inyectiva, ex-

iste V ∈ DKA (X (A)) tal que U ⊆ hR (V ) y x /∈ hR (V ). Luego, por el Teorema

3.1.12, A es isomorfo a DKA (X (A)) y por lo tanto existe a ∈ A tal que V = ϕA (a).

Aśı, x /∈ hR (ϕA (a)), es decir, R (x) ∩ ϕA (a) = ∅. De esta foma, R (x) ∈ Ma
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y FR =
⋃
{Ma : a ∈ A}. Por otro lado, sean a, b ∈ A tal que R (x) ∈ Ma ∩Mb.

Veamos queMa∨b = Ma∩Mb. Si R (x) ∈Ma∨b, entonces R (x)∩(ϕA (a) ∪ ϕA (b)) = ∅
lo que implica que R (x) ∩ ϕA (a) = ∅ y R (x) ∩ ϕA (b) = ∅. Aśı, R (x) ∈ Ma ∩Mb.

La otra inclusión se prueba de manera similar. Entonces existe Ma∨b ∈ BA tal que

R (x) ∈Ma∨b ⊆Ma ∩Mb y BA es una base. �

Si definimos el conjunto Ha = {R (x) ∈ FR : R (x) ∩ ϕA (a) 6= ∅}, observemos

que

Ha = FR −Ma = M c
a

y

Ha ∪Hb = Ha∨b.

Por otra parte, como R es una relación serial, tenemos que H1 = FR. Aśı, la

estructura

〈DBA (FR) ,∪,FR〉

resulta ser un semirret́ıculo.

Lema 4.1.2. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Sea 〈X,K〉
un DN-espacio y sea R ∈ SRf [X,X (A)] inyectiva.

1. 〈FR,BA〉 es T0.

2. Para cada a, b, c ∈ A, (Ma ∩Mc) ∪ (Mb ∩Mc) ∈ BA.

3. Sean {Hb : b ∈ B} y {Hc : c ∈ C} dos familias no vaćıas de DBA (FR). En-

tonces
⋂
{Hb : b ∈ B} ⊆

⋃
{Hc : c ∈ C} si y sólo si⋂

{hR (ϕA (b)) : b ∈ B} ⊆
⋃
{hR (ϕA (c)) : c ∈ C} .

4. Un subconjunto Y de FR es saturado básico si y sólo si existe I ∈ Id (A) tal

que

Y = {R (x) : R (x) ⊆ α (I)c} ,

donde α (I) es el conjunto dado por 3.1.

Demostración. 1. Sean x, y ∈ X tal que R (x) 6= R (y). Supongamos que existe

P ∈ R (x) tal que P /∈ R (y). Al ser R una ∨-relación, R (y) es un subconjunto

saturado básico de X (A), es decir, existe un subconjunto B de A tal que

R (y) =
⋂
{ϕA (b)c : b ∈ B} .
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Como P /∈ R (y), existe b0 ∈ B tal que P /∈ ϕA (b0)
c. Aśı, P ∈ R (x) ∩ ϕA (b0) y

en consecuencia R (x) /∈Mb0 . Además, si S ∈ R (y) entonces S ∈ ϕA (b)c para cada

b ∈ B. En particular, S ∈ ϕA (b0)
c. Entonces R (y) ∩ ϕA (b0) = ∅ y R (y) ∈ Mb0 .

Con esto hemos probado que 〈FR,BA〉 es T0.

2. Sean a, b, c ∈ A y sea Ma,Mb,Mc ∈ BA. En la demostración de el Lema

4.1.1 probamos que Ma ∩Mb = Ma∨b. Aśı, (Ma ∩Mc) ∪ (Ma ∩Mb) = Ma∨c ∩Mb∨c.

Veamos que

Ma∨c ∪Mb∨c = M(a∨c)∧c(b∨c).

Sea R (x) ∈M(a∨c)∧c(b∨c). Como existe (a ∨ c) ∧c (b ∨ c) en [c), se sigue que

R (x) ∩ ϕA ((a ∨ c) ∧c (b ∨ c)) = R (x) ∩ (ϕA ((a ∨ c)) ∩ ϕA ((b ∨ c))) = ∅.

Entonces, como R (x) es irreducible, tenemos que R (x)∩ϕA ((a ∨ c)) = ∅ o R (x)∩
ϕA ((b ∨ c)) = ∅, es decir, R (x) ∈Ma∨c ∪Mb∨c. La otra inclusión es inmediata. Por

lo tanto, (Ma ∩Mc) ∪ (Mb ∩Mc) ∈ BA.

3. Supongamos que vale la inclusión
⋂
{Hb : b ∈ B} ⊆

⋃
{Hc : c ∈ C} y sea

x ∈ X tal que x ∈
⋂
{hR (ϕA (b)) : b ∈ B}. Entonces x ∈ hR (ϕA (b)), es decir,

R (x) ∩ ϕA (b) 6= ∅, para cada b ∈ B. Aśı, R (x) ∈
⋂
{Hb : b ∈ B} y por lo

tanto R (x) ∈
⋃
{Hc : c ∈ C}. Luego, existe c0 ∈ C tal que R (x) ∈ Hc0 . Se

sigue que x ∈ hR (ϕA (c0)) y x ∈
⋃
{hR (ϕA (c)) : c ∈ C}. La rećıproca se prueba

análogamente.

4. Sea Y un subconjunto saturado básico de FR. Entonces existe un subconjunto

B de A tal que

Y =
⋂
{Mb : b ∈ B} .

Sea J = I (B) el ideal generado por el subconjunto B. Si R (x) ∈ Y , entonces

R (x) ∈Mb, es decir, R (x)∩ϕA (b) = ∅ para cada b ∈ B. Se sigue queR (x) ⊆ ϕA (b)c

y R (x) ⊆
⋂
{ϕA (b)c : b ∈ B} = α (I)c. La otra inclusión es similar. �

Por los Lemas 4.1.1 y 4.1.2, cada subconjunto Ma es abierto y compacto de FR y

el par 〈FR,BA〉 es un DN-espacio. Entonces 〈DBA (FR) ,∪,FR〉 es una DN-álgebra.

Teorema 4.1.3. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNH [A,B] sobreyectiva.

Entonces 〈FRh ,BA〉 es un DN-espacio homeomorfo a 〈X (B) ,KB〉.

Demostración. Como mencionamos, por los Lemas 4.1.1 y 4.1.2 se sigue que el

par 〈FRh ,BA〉 es un DN-espacio donde BA es una base de subconjuntos abiertos,
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compactos y dualmente compactos. Veamos que 〈FRh ,BA〉 es homeomorfo al DN-

espacio 〈X (B) ,KB〉. Definimos la aplicación f : X (B)→ FRh dada por

f (P ) = Rh (P ) .

Sean P,Q ∈ X (B) tal que Rh (P ) = Rh (Q). Supongamos que P * Q, es decir, que

existe b ∈ B tal que b ∈ P y b /∈ Q. Entonces P /∈ ϕB (b) y Q ∈ ϕB (b). Por el

Teorema 3.3.3, Rh es inyectiva. Luego, existe a ∈ A tal que ϕB (b) ⊆ hRh (ϕA (a))

y P /∈ hRh (ϕA (a)). Aśı, Rh (P ) ∩ ϕA (a) = ∅. Por otro lado, Q ∈ hRh (ϕA (a)) y

Rh (Q) ∩ ϕA (a) 6= ∅. Al ser Rh (P ) = Rh (Q), tenemos que Rh (P ) ∩ ϕA (a) 6= ∅ lo

cual es una contradicción. Entonces P = Q y f es inyectiva.

Es claro que f es sobreyectiva y, por ende, biyectiva. Sea a ∈ A y sea P ∈ X (B).

Entonces

P ∈ f−1 (Ma) ⇐⇒ f (P ) ∈Ma ⇐⇒ Rh (P ) ∈Ma

⇐⇒ Rh (P ) ∩ ϕA (a) = ∅ ⇐⇒ P /∈ hRh (ϕA (a))

⇐⇒ P /∈ ϕB (h (a)) ⇐⇒ P ∈ ϕB (h (a))c .

Por lo tanto, f−1 (Ma) = ϕB (h (a))c y f es continua.

Ahora, probemos que f es una aplicación abierta. Sea b ∈ B. Dado que h es

sobreyectiva, existe a ∈ A tal que h (a) = b. Entonces

f (ϕB (b)c) = {f (P ) : P ∈ ϕB (b)c} = {Rh (P ) : P ∈ ϕB (h (a))c}
= {Rh (P ) : P /∈ ϕB (h (a))} = {Rh (P ) : P /∈ hRh (ϕA (a))}
= {Rh (P ) : Rh (P ) ∩ ϕA (a) = ∅} = Ma.

Aśı, f es una aplicación abierta. Concluimos que f es un homeomorfismo. �

El Teorema 4.1.3 motiva la siguiente definición.

Definición 4.1.4. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio. Diremos que una familia no vaćıa F
de saturados básicos irreducibles no vaćıos de X es una familia Vietoris si el par

〈F ,BL〉 es un DN-espacio.

Sea A una DN-álgebra y sea F ⊆ SIrr (X (A)) una familia Vietoris. Entonces

〈F ,BA〉 es un DN-espacio y definimos la relación RF ⊆ F ×X (A) como

(Y, P ) ∈ RF si y sólo si P ∈ Y.

Lema 4.1.5. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. Si F es una

familia Vietoris de X (A), entonces RF ∈ SRf [F , X (A)] tal que RF es inyectiva.
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Demostración. Veamos que RF es una relación funcional. Sea a ∈ A. Entonces

hRh (ϕA (a)) = {Y ∈ F : RF (Y ) ∩ ϕA (a) 6= ∅} = Ha ∈ DBA (F) .

Sea Y ∈ F . De la misma definición, tenemos que RF (Y ) = Y . Entonces RF (Y ) es

un subconjunto saturado básico irreducible de X (A). Luego, existe P ∈ X (A) tal

que RF (Y ) = Sb (P ). Por otro lado, como F es una familia no vaćıa, RF (Y ) 6= ∅
y RF (Y ) es serial. Aśı, RF es una relación funcional. Por último veamos que RF

es inyectiva. Sea a ∈ A y sea Y ∈ F tal que Y /∈ Ha. Entonces Y ∩ ϕA (a) = ∅.
Dado que RF (Y ) = Y , se sigue que Y /∈ hRF (ϕA (a)). Por otro lado es claro que

Ha ⊆ hRF (ϕA (a)). Concluimos que RF es una relación funcional inyectiva. �

Lema 4.1.6. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X,K〉 un DN-espacio.

1. Si R ∈ SRf [X,X (A)] inyectiva, entonces para cada x ∈ X y P ∈ X (A),

(x, P ) ∈ R si y sólo si (R (x) , P ) ∈ RFR .

2. Si F es una familia Vietoris de X (A), entonces F = FRF .

Demostración. 1. Sea x ∈ X y sea P ∈ X (A). Entonces

(R (x) , P ) ∈ RFR ⇐⇒ P ∈ R (x) ⇐⇒ (x, P ) ∈ R.

2. Si Y ∈ FRF , entonces existe G ∈ F tal que Y = RF (G). Como RF (G) = G,

se sigue que Y ∈ F y F = FRF . �

En la Sección 3.3 vimos que las imágenes homomorfas de una DN-álgebra se en-

cuentran en correspondencia con las relaciones funcionales inyectivas sobre su espacio

dual. Por el Teorema 3.3.3 y el Lemas 4.1.6 tenemos una nueva caracterización.

Teorema 4.1.7. Sea A una DN-álgebra y sea 〈X (A) ,KA〉 su espacio dual. En-

tonces las imágenes homomorfas de A están dualmente caracterizadas por las famil-

ias Vietoris de su espacio dual.

Ejemplo 4.1.1. Siguendo con los Ejemplos 3.2.1, 3.2.2 y 3.3.1, veamos cual es la

familia Vietoris que le corresponde a la imágen homomorfa de A a través de h.

Tenemos que Rh ⊆ X (B)×X (A) es una relación funcional inyectiva y

FRh = {Rh (P1) , Rh (P2)} = {Sb (Q3) , Sb (Q4)} ⊆ SIrr (X (A)) .
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Construyamos la topoloǵıa TBA sobre FRh a través de la base

BA = {M1,Ma,Mb,Mc,Md,Me} .

Entonces
M1 = ∅, Mc = {Rh (P1)} ,
Ma = {Rh (P1)} , Md = FRh
Mb = {Rh (P2)} , Me = {Rh (P2)} .

y TKB = {∅,FRh , {Rh (P1)} , {Rh (P2)}}, donde claramente los DN-espacios 〈FRh ,BA〉
y 〈X (B) ,KB〉 resultan ser homeomorfos.

4.2 Aniquiladores relativos

En esta sección proponemos una definición alternativa de aniquilador relativo en

DN-álgebras diferente a la dada en [25] y presentamos algunas caracterizaciones de

la distributividad. También estudiamos la clase de homomorfismos que preservan

aniquiladores.

Definición 4.2.1. Sea A un semirret́ıculo y sean a, b ∈ A. El aniquilador de a

relativo a b es el conjunto

a ◦ b = {x ∈ A : b ≤ x ∨ a} .

Sea A un semirret́ıculo. Sean a, b ∈ A, I ∈ Id (A) y F ∈ Fi (A). Introducimos

los siguientes subconjuntos de A dados por

I ◦ b = {x ∈ A : ∃i ∈ I (b ≤ x ∨ i)} ,
a ◦ F = {x ∈ A : ∃f ∈ F (f ≤ x ∨ a)} .

Si X e Y son dos subconjuntos de A, denotaremos como X ◦ Y al conjunto

X ◦ Y =
⋃
{a ◦ b : (a, b) ∈ X × Y } .

Observaciones 4.2.2. Sea A una DN-álgebra.

1. Notemos que a ◦ b = (a] ◦ b = a ◦ [b) = (a] ◦ [b), para cada a, b ∈ A.

2. En la Subsección 3.3.4 definimos la operación binaria → sobre el ret́ıculo de

los filtros Fi(A). Como caso particular tenemos que a ◦ b = [a)→ [b), pues

x ∈ a ◦ b ⇐⇒ b ≤ x ∨ a ⇐⇒ [x ∨ a) ⊆ [b)

⇐⇒ [x) ∩ [a) ⊆ [b) ⇐⇒ x ∈ [a)→ [b) .
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3. Sea a ∈ A y sea F ∈ Fi(A). En [47] se definió la extensión de F por a como

el conjunto

〈a, F 〉 = {x ∈ A : x ∨ a ∈ F} .

Se prueba fácilmente que a ◦ F = 〈a, F 〉.

Teorema 4.2.3. Sea A una N-álgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es una DN-álgebra.

2. a ◦ b ∈ Fi (A), para cada a, b ∈ A.

3. I ◦ b ∈ Fi (A), para cada I ∈ Fi (A) y cada b ∈ A.

4. a ◦ F ∈ Fi (A), para cada F ∈ Fi (A) y cada a ∈ A.

5. I ◦ F ∈ Fi (A), para cada I ∈ Id (A) y cada F ∈ Fi (A).

Demostración. 1. ⇒ 2. Sean a, b ∈ A. Es obvio que 1 ∈ a ◦ b. Sean x, y ∈ A tal

que x ≤ y y x ∈ a◦b. Entonces x∨a ≤ y∨a y b ≤ x∨a. Aśı, b ≤ y∨a e y ∈ a◦b. Sean

x, y ∈ a◦b tal que existe x∧y. Entonces b ≤ x∨a y b ≤ y∨a, es decir, x∨a, y∨a ∈ [b).

Dado que [b) es un ret́ıculo distributivo acotado, b ≤ (x ∨ a)∧b (y ∨ a) = (x ∧ y)∨a.

Por lo tanto x ∧ y ∈ a ◦ b y a ◦ b ∈ Fi (A).

2. ⇒ 3. Sea b ∈ A y sea I ∈ Id (A). Es inmediato que 1 ∈ I ◦ b y que I ◦ b es

creciente. Notemos que i ◦ b ⊆ I ◦ b, para cada i ∈ I. Sean x, y ∈ I ◦ b tal que existe

x ∧ y. Luego, existen i1, i2 ∈ I tal que b ≤ x ∨ i1 y b ≤ y ∨ i2. Sea i = i1 ∨ i2 ∈ I.

Aśı, b ≤ x ∨ i y b ≤ y ∨ i, es decir, x, y ∈ i ◦ b y como i ◦ b ∈ Fi (A) tenemos que

x ∧ y ∈ i ◦ b ⊆ I ◦ b. Entonces, I ◦ b ∈ Fi (A).

3. ⇒ 4. Sea a ∈ A y sea F ∈ Fi (A). Se sigue que 1 ∈ a ◦ F y que a ◦ F es

creciente. Sean x, y ∈ a ◦F tal que existe x∧ y. Entonces existen f1, f2 ∈ F tal que

f1 ≤ x∨a y f2 ≤ y∨a. Aśı, x∨a, y∨a ∈ F . También, como x∨a, y∨a ∈ [a), existe

(x ∨ a)∧a (y ∨ a) en A y además (x ∨ a)∧a (y ∨ a) ∈ F . Luego, (x ∨ a)∧a (y ∨ a) ≤
x ∨ a y (x ∨ a) ∧a (y ∨ a) ≤ y ∨ a, es decir, x, y ∈ a ◦ ((x ∨ a) ∧a (y ∨ a)). De la

Observación 4.2.2, a ◦ ((x ∨ a) ∧a (y ∨ a)) = (a] ◦ ((x ∨ a) ∧a (y ∨ a)) y por hipótesis

(a] ◦ ((x ∨ a) ∧a (y ∨ a)) ∈ Fi (A). Entonces x ∧ y ∈ a ◦ ((x ∨ a) ∧a (y ∨ a)), pero

como (x ∨ a) ∧a (y ∨ a) ∈ F , se sigue que x ∧ y ∈ a ◦ F . Aśı, a ◦ F ∈ Fi (A).

4. ⇒ 5. Sea I ∈ Id (A) y sea F ∈ Fi (A). Es fácil de probar que 1 ∈ I ◦ F
y que I ◦ F es creciente. Sean x, y ∈ I ◦ F tal que existe x ∧ y. Entonces existen

(i1, f1) , (i2, f2) ∈ I × F tal que x ∈ i1 ◦ f1 e y ∈ i2 ◦ f2, o lo que es equivalente,
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f1 ≤ x∨ i1 y f2 ≤ y ∨ i2. Tomemos i = i1 ∨ i1 ∈ I. Por otro lado, x∨ f1, y ∨ f2 ∈ F
y existe (x ∨ f1) ∧x∧y (y ∨ f2) en [x ∧ y). Se sigue que (x ∨ f1) ∧x∧y (y ∨ f2) ∈ F .

Consideremos el conjunto i ◦ F . Al ser (x ∨ f1)∧x∧y (y ∨ f2) ≤ x∨ i y (x ∨ f1)∧x∧y
(y ∨ f2) ≤ y∨ i se tiene que x, y ∈ i◦F . Como i◦F ∈ Fi (A), entonces x∧y ∈ i◦F ,

es decir, existe f ∈ F tal que f ≤ (x ∧ y) ∨ i. Aśı, x ∧ y ∈ i ◦ f y x ∧ y ∈ I ◦ F .

Concluimos que I ◦ F ∈ Fi (A).

5. ⇒ 1. Sea a ∈ A y sean x, y, z ∈ [a). Siempre vale que x ∨ (y ∧ z) ≤
(x ∨ y) ∧ (x ∨ z). Probemos la otra desigualdad. Como (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ y ∨ x
y (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ z ∨ x, entonces y, z ∈ x ◦ ((x ∨ y) ∧ (x ∨ z)). Por la Ob-

servación 4.2.2, x ◦ ((x ∨ y) ∧ (x ∨ z)) = (x] ◦ [(x ∨ y) ∧ (x ∨ z)) y por hipótesis,

(x] ◦ [(x ∨ y) ∧ (x ∨ z)) ∈ Fi (A). Luego, y ∧ z ∈ (x] ◦ [(x ∨ y) ∧ (x ∨ z)), es decir,

existe i ∈ (x] y f ∈ [(x ∨ y) ∧ (x ∨ z)) tal que y ∧ z ∈ i ◦ f . Aśı, f ≤ (y ∧ z) ∨ i. Se

sigue que (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ≤ x ∨ (y ∧ z) y por lo tanto A es una DN-álgebra. �

De la Definición 4.2.1 tenemos como caso particular el siguiente aniquilador

relativo

aᵀ = a ◦ 1 = {x ∈ A : x ∨ a = 1} ,

llamado el aniquilador de a.

Observación 4.2.4. Si A es una DN-álgebra y a ∈ A, notemos que de los resultados

desarrollados en la Subsección 3.3.4 tenemos que

[a)∗ = [a)→ {1} = {x ∈ A : x ∨ a = 1} ,

es decir, [a)∗ = aᵀ.

Lema 4.2.5. Sea A una DN-álgebra. Sean a, b ∈ A y sea I ∈ Id (A).

1. I ∩ a ◦ b = ∅ si y sólo si existe Q ∈ X (A) tal que I ⊆ Q, a ∈ Q y b /∈ Q.

2. I ∩ aᵀ = ∅ si y sólo si existe Q ∈ X (A) tal que I ⊆ Q y a ∈ Q.

3. I ∩ aᵀ = ∅ si y sólo si existe U ∈ Idm (A) tal que I ⊆ U y a ∈ U .

4. U ∈ Idm (A) si y sólo si para cada a ∈ A, a /∈ U si y sólo si U ∩ aᵀ 6= ∅.

Demostración. 1. Sean a, b ∈ A y sea I ∈ Id (A) tal que I ∩ a ◦ b = ∅. Tomemos

el ideal H = I ∨ (a] y probemos que H ∩ [b) = ∅. Si x ∈ H ∩ [b), entonces existe

i ∈ I tal que x ≤ i∨ a y b ≤ x. Aśı, b ≤ i∨ a y por lo tanto i ∈ a ◦ b, lo cual es una
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contradicción. Entonces H∩ [b) = ∅ y por el Teorema 2.2.6 existe Q ∈ X (A) tal que

I ⊆ Q, a ∈ Q y b /∈ Q. De manera rećıproca, sea Q ∈ X (A) tal que I ⊆ Q, a ∈ Q
y b /∈ Q, y supongamos que I ∩ a ◦ b 6= ∅. Entonces, existe i ∈ I tal que b ≤ i ∨ a.

Como i, a ∈ Q, se sigue que i ∨ a ∈ Q y b ∈ Q, lo cual es una contradicción.

2. Se sigue del punto 1.

3. Si I ∩ aᵀ = ∅, entonces por el punto 2. existe Q ∈ X (A) tal que I ⊆ Q y

a ∈ Q. Consideremos la familia

Z = {R ∈ Id (A)− {A} : I ⊆ R y a ∈ R} .

Aśı, Z 6= ∅ pues Q ∈ Z. Luego, por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal

U en Z. Claramente U es un ideal propio. Veamos que U ∈ Idm (A). Sea b ∈ A tal

que b /∈ U . Si U ∩ bᵀ = ∅, entonces H = U ∨ (b] es un ideal propio, pues de otra

forma 1 ∈ H implicaŕıa que existe p ∈ U tal que p ∨ b = 1, es decir, p ∈ U ∩ bᵀ y

seŕıa una contradicción. Aśı, U ⊂ H y H ∈ Z, lo cual es una contradicción porque

U es maximal en Z. Entonces debe ser U ∩ bᵀ 6= ∅, es decir, existe c ∈ U tal que

c ∨ b = 1. Por lo tanto H = A y U ∈ Idm (A).

Rećıprocamente, supongamos que I ∩ aᵀ 6= ∅. Entonces existe i ∈ I tal que

i ∨ a = 1. Aśı, existe U ∈ Idm (A) tal que I ⊆ Q y a ∈ Q. Luego, i ∨ a = 1 ∈ U lo

cual es una contradicción, pues U es un ideal propio.

4. Sea U ∈ Idm (A). Supongamos que a /∈ U . Como U es maximal, U ∨ (a] = A

y 1 ∈ U ∨ (a], es decir, existe p ∈ U tal que p ∨ a = 1. Aśı, p ∈ aᵀ y U ∩ aᵀ 6= ∅.
Si U ∩ aᵀ 6= ∅ y a ∈ U , entonces existe p ∈ U tal que p ∨ a = 1. Luego, 1 ∈ U lo

cual es una contradicción.

De manera rećıproca, sea I ∈ Id (A) tal que U ⊂ I. Entonces existe a ∈ I tal

que a /∈ U y por lo tanto U ∩ aᵀ 6= ∅, es decir, existe p ∈ U tal que p∨ a = 1. Como

U ⊂ I, tenemos que p ∈ I y a ∨ p = 1 ∈ I. Luego I = A y U ∈ Idm (A). �

4.2.1 Conexión con las álgebras de Tarski

Sea A una DN-álgebra. Veamos que cuando los ideales primos y maximales de A

coinciden, entonces A es un álgebra de Tarski.

Teorema 4.2.6. Sea A una DN-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. [a) es un álgebra de Boole, para cada a ∈ A.
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2. Todo ideal primo de A es maximal.

3. [a) ∨ aᵀ = A, para cada a ∈ A.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea a ∈ A y sea P ∈ X (A) tal que a /∈ P . Tomemos

el ideal I (P ∪ {a}) y probemos que I (P ∪ {a}) = A. Supongamos que tenemos la

inclusión estricta I (P ∪ {a}) ⊂ A, es decir, que existe x ∈ A tal que x /∈ I (P ∪ {a}).
Entonces, por el Teorema 2.2.6, existe Q ∈ X (A) tal que P ⊆ Q, a ∈ Q y x /∈ Q. Sea

p ∈ P . Al ser p ≤ p∨a y [p) un álgebra de Boole, existe z ∈ [p) tal que (p ∨ a)∨z = 1

y (p ∨ a) ∧p z = p. Como (p ∨ a) ∧p z ∈ P y P es primo, tenemos que p ∨ a ∈ P o

z ∈ P . Si p∨a ∈ P , entonces a ∈ P lo cual es una contradicción. Si z ∈ P , entonces

z ∈ Q. Luego tenemos que a ∨ z = a ∨ (z ∨ p) = (p ∨ a) ∨ z = 1 ∈ Q lo que resulta

nuevamente una contradicción, pues Q es propio. Por lo tanto I (P ∪ {a}) = A y P

es un ideal maximal.

2. ⇒ 3. Sea a ∈ A. Obviamente [a) ∨ aᵀ ⊆ A. Probemos la otra inclusión.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe c ∈ A tal que c /∈ [a) ∨ aᵀ. Luego,

por el Teorema 2.2.6, existe P ∈ X (A) tal que c ∈ P y P∩ ([a) ∨ aᵀ) = ∅. Aśı,

a /∈ P y P∩ aᵀ = ∅. Al ser P un ideal primo, tenemos que P es maximal y como

a /∈ P , por el Lema 4.2.5 se sigue que P ∩ aᵀ 6= ∅, lo cual es una contradicción. Aśı,

[a) ∨ aᵀ = A.

3. ⇒ 1. Sea a ∈ A y sea b ∈ [a) tal que b 6= a y b 6= 1. Veamos que b tiene

complemento en [a). Sabemos que a ∈ [b) ∨ bᵀ = F ([b) ∪ bᵀ). Si sólo existe x ∈ [b)

tal que a = x, entonces b ≤ x = a. Luego b = a, lo cual es una contradicción.

Por otro lado, si sólo existe x ∈ bᵀ tal que a = x, tenemos que x ∨ b = a ∨ b = 1.

Como a ≤ b, entonces a ∨ b = b lo que implica que b = 1, lo cual nuevamente es

una contradicción. Por lo tanto, existe x ∈ [b) y existe y ∈ bᵀ tal que existe x ∧ y y

x ∧ y = a. Aśı,

a = a ∧ b = (x ∧ y) ∧ b
= (x ∧ b) ∧ y = b ∧ y.

Entonces b ∧ y = a. Además y ∈ bᵀ, es decir, b ∨ y = 1. Como y ∈ [a), concluimos

que y es el complemento de b en [a). �

4.2.2 Caracterizaciones de las DN-álgebras

Nuestro próximo objetivo es presentar algunas nuevas caracterizaciones de la dis-

tributividad de una DN-álgebra. En la teoŕıa de ret́ıculos, es bien sabido que un
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ret́ıculo es distributivo si y sólo si todo ideal propio se puede escribir como inter-

sección de ideales primos. Presentamos una generalización de dicho resultado.

Teorema 4.2.7. Sea A una N-álgebra. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es una DN-álgebra.

2. Todo ideal propio de A es intersección de ideales primos.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea I ∈ Id (A) − {A}. Para cada a /∈ I, tenemos que

I ∩ [a) = ∅. Entonces por el Teorema 2.2.6, existe Pa ∈ X (A) tal que I ⊆ Pa y

a /∈ Pa. Aśı,

I =
⋂
{Pa ∈ X (A) : a /∈ I} .

2. ⇒ 1. Dados a, b ∈ A, probemos que a ◦ b ∈ Fi (A). Se sigue que 1 ∈ a ◦ b
y que a ◦ b es creciente. Sean x, y ∈ a ◦ b tal que existe x ∧ y. Tomemos el ideal

Q = ((x ∧ y) ∨ a] y supongamos que b /∈ Q. Aśı, Q es un ideal propio y por hipótesis

tenemos que

Q =
⋂
{P ∈ X (A) : Q ⊆ P} .

Luego, existe P ∈ X (A) tal que (x ∧ y) ∨ a ∈ P y b /∈ P . Se sigue que x ∧ y, a ∈ P
y al ser P un ideal primo, x ∈ P o y ∈ P . Si x ∈ P , entonces x ∨ a ∈ P y como

b ≤ x∨a, tenemos que b ∈ P lo cual es una contradicción. Análogamente llegamos a

una contradicción si suponemos que y ∈ P . Por lo tanto b ∈ Q and b ≤ (x ∧ y) ∨ a.

Aśı, x ∧ y ∈ a ◦ b y a ◦ b ∈ Fi (A). Por el Teorema 4.2.3, concluimos que A es una

DN-álgebra. �

Ahora nos concentramos en estudiar una nueva equivalencia de la distributividad

en términos de la noción de ideal maximal relativo.

Definición 4.2.8. Sea A un semirret́ıculo. Sea I ∈ Id (A) y sea S un subconjunto

creciente de A. Diremos que I es un ideal maximal relativo a S, si I es maximal

respecto a los ideales que son disjuntos a S.

Lema 4.2.9. Sea A un semirret́ıculo. Sea I ∈ Id (A) y sea F ∈ Fi (A). Entonces I

es un ideal maximal relativo a F si y sólo si (H ◦ F )∩ I 6= ∅, para cada H ∈ Id (A)

tal que H * I.

Demostración. Sea I ∈ Id (A) y sea F ∈ Fi (A). Supongamos que I es un ideal

maximal relativo a F y sea H ∈ Id (A) tal que H * I. Consideremos el ideal I ∨H.
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Dado que I es ideal maximal relativo a F e I ⊆ I ∨H, entonces (I ∨H) ∩ F 6= ∅,
es decir, existen f ∈ F, i ∈ I y h ∈ H tal que f ≤ i ∨ h. Aśı, i ∈ h ◦ f . Por lo tanto

i ∈ H ◦ F y (H ◦ F ) ∩ I 6= ∅.
Rećıprocamente, asumimos que (H ◦ F ) ∩ I 6= ∅, para cada H ∈ Id (A) tal que

H * I. Supongamos que I no es un ideal maximal relativo a F . Entonces existe

H ∈ Id (A) tal que I ⊂ H y H ∩F = ∅. Como H * I, tenemos que (H ◦ F )∩I 6= ∅.
Luego, existe i ∈ I y (h, f) ∈ H × F tal que i ∈ h ◦ f , es decir, f ≤ i ∨ h. Al ser

i ∈ I ⊂ H e i ∨ h ∈ H, se sigue que f ∈ H y H ∩ F 6= ∅ lo cual contradice nuestra

hipótesis. Entonces I es un ideal maximal relativo a F . �

Teorema 4.2.10. Sea A una N-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es una DN-álgebra.

2. Todo ideal maximal relativo a a ◦ b es primo, para cada a, b ∈ A.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sean a, b ∈ A y sea I ∈ Id (A) un ideal maximal relativo

a a ◦ b. Probemos que I es primo. Sean x, y ∈ A tal que existe x ∧ y ∈ I. En

búsqueda de una contradicción, supongamos que x /∈ I e y /∈ I. Consideremos los

ideales Ix = I ∨ (x] e Iy = I ∨ (y]. Entonces Ix ∩ a ◦ b 6= ∅ e Iy ∩ a ◦ b 6= ∅, es decir,

existen f1, f2 ∈ a ◦ b e i1, i2 ∈ I tal que f1 ≤ x∨ i1 y f2 ≤ x∨ i2. Sea i = i1 ∨ i2 ∈ I.

Aśı, x∨ i, y ∨ i ∈ a ◦ b y existe (x ∨ i)∧i (y ∨ i) ∈ [i). Por el Teorema 4.2.3, se sigue

que a ◦ b ∈ Fi (A) y (x ∨ i) ∧i (y ∨ i) = (x ∧ y) ∨ i ∈ a ◦ b. Por otro lado, como I es

un ideal, (x ∧ y) ∨ i ∈ I. Entonces I ∩ a ◦ b 6= ∅, lo cual es una contradicción. Por

lo tanto I es primo.

2. ⇒ 1. Por el Teorema 4.2.3, es suficiente con probar que a ◦ b ∈ Fi (A). Se

sigue que 1 ∈ a ◦ b y que a ◦ b es creciente. Sean x, y ∈ a ◦ b tal que existe x ∧ y. Si

suponemos que x ∧ y /∈ a ◦ b, entonces (x ∧ y] ∩ a ◦ b = ∅. Consideremos la familia

de ideales

F = {I ∈ Id (A) : (x ∧ y] ⊆ I e I ∩ a ◦ b = ∅} .

Luego, F 6= ∅ y por el Lema de Zorn existe un elemento maximal M en F . Se

prueba fácilmente que M es un ideal maximal relativo a a ◦ b. Entonces M es un

ideal primo y como x ∧ y ∈M , se tiene que x ∈M o y ∈M . Luego, M ∩ a ◦ b 6= ∅
lo cual es una contradicción. Por lo tanto x ∧ y ∈ a ◦ b y a ◦ b ∈ Fi (A). �
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4.2.3 ᵀ-semi-homomorfismos

A continuación, estudiamos una clase particular de ∨-semi-homomorfismos que

preservan la noción de aniquilador.

Definición 4.2.11. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B]. Diremos que

h preserva aniquiladores, o es un ᵀ-semi-homomorfismo, si F (h (aᵀ)) = h (a)ᵀ, para

cada a ∈ A.

Observación 4.2.12. Siempre vale la inclusión F (h (aᵀ)) ⊆ h (a)ᵀ, para cada a ∈
A. Si x ∈ F (h (aᵀ)), entonces existen x1, ..., xn ∈ [h (aᵀ)) tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn
y x1 ∧ ... ∧ xn = x. Como x1, ..., xn ∈ [h (aᵀ)), existen y1, ..., yn ∈ h (aᵀ) tal que

yi ≤ xi para cada i = 1, ..., n. Aśı, existen t1, ..., tn ∈ aᵀ tal que h (ti) = yi para

cada i = 1, ..., n. Luego, t1 ∨ a = ... = tn ∨ a = 1 y como h es un ∨-semi-

homomorfismo, tenemos que h (t1) ∨ h (a) = ... = h (tn) ∨ h (a) = 1. Entonces

x ∨ h (a) = [(y1 ∨ x1) ∧ ... ∧ (yn ∨ xn)] ∨ h (a) y al ser [x) un ret́ıculo distributivo,

x ∨ h (a) = (y1 ∨ x1 ∨ h (a)) ∧ ... ∧ (yn ∨ xn ∨ h (a)) = 1. Por lo tanto, x ∨ h (a) = 1

y x ∈ h (a)ᵀ.

Denotemos como DNSᵀ [A,B] al conjunto de todos los ᵀ-semi-homomorfismos

entre las DN-álgebras A y B. Si h ∈ DNS∨ [A,B] en general h−1(P ) /∈ X(A), para

cada P ∈ X(B). Veamos que si P es un ideal maximal y h un ᵀ-semi-homomorfismo,

entonces h−1(P ) es un ideal maximal y por lo tanto primo.

Lema 4.2.13. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNSᵀ [A,B]. Entonces h−1(P ) ∈
Idm (A), para cada P ∈ Idm (B).

Demostración. Sea P ∈ Idm (B). Al ser h un ∨-semi-homomorfismo, se sigue

que h−1 (P ) es un ideal. Además, h (1) = 1 /∈ P y h−1 (P ) es propio. Sea a ∈ A

tal que a /∈ h−1 (P ). Entonces h (a) /∈ P y como P es maximal, P ∩ h (a)ᵀ 6= ∅
por el Lema 4.2.5. Como h es ᵀ-semi-homomorfismo, P ∩ F (h (aᵀ)) 6= ∅, es decir,

existen x1, ..., xn ∈ [h (aᵀ)) tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn y x1 ∧ ... ∧ xn = x. Luego,

existen y1, ..., yn ∈ h (aᵀ) tal que yi ≤ xi para cada i = 1, ..., n. Se sigue que existen

t1, ..., tn ∈ aᵀ tal que h (ti) = yi para cada i = 1, ..., n. Tenemos entonces que

t1 ∨ a = ... = tn ∨ a = 1 y al ser h un ∨-semi-homomorfismo, h (t1) ∨ h (a) = ... =

h (tn) ∨ h (a) = 1. Como

x = x1 ∧ ... ∧ xn = (y1 ∨ x1) ∧ ... ∧ (yn ∨ xn) ∈ P

y P es primo, existe algún i tal que 1 ≤ i ≤ n e yi ∨ xi ∈ P , lo que implica que

yi = h (ti) ∈ P , es decir, ti ∈ h−1 (P ). Aśı, h−1 (P ) ∩ aᵀ 6= ∅. Rećıprocamente, es
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fácil de probar que si h−1 (P ) ∩ aᵀ 6= ∅, entonces a /∈ h−1 (P ). Por lo tanto, por el

Lema 4.2.5, tenemos que h−1 (P ) ∈ Idm (A). �

Teorema 4.2.14. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B]. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. h ∈ DNSᵀ [A,B].

2. Para cada P ∈ X (B) y cada Q ∈ X (A) tal que h−1 (P ) ⊆ Q, existe D ∈
X (B) tal que P ⊆ D y Q ⊆ h−1 (D).

3. Idm (A) ∩ [h−1 (P )) ⊆ h−1 [X (B) ∩ [P )] para cada P ∈ X (B).

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea P ∈ X (B) y sea Q ∈ X (A) tal que h−1 (P ) ⊆ Q.

Tomemos el ideal J = I (P ∪ h (Q)). Observemos que J es un ideal propio, pues en

caso contrario 1 ∈ J , es decir, existe p ∈ P y q ∈ Q tal que p ∨ h (q) = 1. Como

p ∈ h (q)ᵀ = F (h (qᵀ)), existen x1, ..., xn ∈ [h (qᵀ)) tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn y

x1 ∧ ...∧xn = p. Aśı, existen y1, ..., yn ∈ h (qᵀ) tal que yi ≤ xi para cada i = 1, ..., n.

Se sigue que existen t1, ..., tn ∈ qᵀ tal que h (ti) = yi para cada i = 1, ..., n. Entonces

t1 ∨ q = ... = tn ∨ q = 1. Como p = x1 ∧ ...∧ xn = (y1 ∨ x1)∧ ...∧ (yn ∨ xn) ∈ P y P

es un ideal primo, existe algún i tal que 1 ≤ i ≤ n e yi∨xi ∈ P . Aśı, yi = h (ti) ∈ P ,

es decir, ti ∈ h−1 (P ) ⊆ Q y como q ∈ Q, ti∨q = 1 ∈ Q lo cual es una contradicción.

Por lo tanto J es un ideal propio de A. Se sigue que existe D ∈ X (B) tal que

P ⊆ D y Q ⊆ h−1 (D).

2. ⇒ 3. Sea P ∈ X (B) y sea Q ∈ Idm (A) ∩ [h−1 (P )). Entonces tenemos

que Q ∈ X (A) y h−1 (P ) ⊆ Q. Luego, por hipótesis, existe D ∈ X (B) tal que

P ⊆ D y Q ⊆ h−1 (D). Dado que h−1 (D) es un ideal y Q es maximal, resulta ser

Q = h−1 (D). Se sigue que Q ∈ h−1 [X (B) ∩ [P )] y por lo tanto vale la inclusión

Idm (A) ∩ [h−1 (P )) ⊆ h−1 [X (B) ∩ [P )].

3. ⇒ 1. Sea a ∈ A. Por la Observación 4.2.12 solamente tenemos que probar

la inclusión h (a)ᵀ ⊆ F (h (aᵀ)). Supongamos lo contrario, es decir, que existe x ∈
h (a)ᵀ tal que x /∈ F (h (aᵀ)). Luego, por el Teorema 2.2.6, existe P ∈ X (B) tal que

x ∈ P y P ∩ F (h (aᵀ)) = ∅, lo que implica que

P ∩ h (a)ᵀ 6= ∅ y P ∩ h (aᵀ) = ∅.

Aśı, h−1 (P ) ∩ aᵀ = ∅ y h−1 (P ) ∈ Id (A). Por el Lema 4.2.5, existe U ∈ Idm (A) tal

que h−1 (P ) ⊆ U y a ∈ U . Entonces

U ∈ Idm (A) ∩
[
h−1 (P )

)
⊆ h−1 [X (B) ∩ [P )]
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y por lo tanto existe D ∈ X (B) tal que P ⊆ D y U = h−1 (D). Como a ∈ U ,

h (a) ∈ D lo que implica que D ∩ h (a)ᵀ = ∅. Por otro lado, P ∩ h (a)ᵀ 6= ∅ y

P ⊆ D. Entonces D ∩ h (a)ᵀ 6= ∅, lo cual es una contradicción. Concluimos que

h (a)ᵀ ⊆ F (h (aᵀ)) y h es un ᵀ-semi-homomorfismo. �

Teniendo en cuenta el Teorema 4.2.14 y la dualidad desarrollada en en Caṕıtulo

3, podemos definir las relaciones duales a los ᵀ-semi-homomorfismos.

Definición 4.2.15. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SR∨ [X1, X2].

Diremos que R es una ᵀ-relación si para cada x ∈ X1 y cada y ∈ X2 tal que

y ∈ R (x), se satisface la siguiente condición:

existe z ∈ X1 tal que x ≤ z y R (z) ⊆ [y) .

Proposición 4.2.16. Sean A y B DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B]. Entonces

h es un ᵀ-semi-homomorfismo si y sólo si Rh es una ᵀ-relación.

Si denotamos como DNSᵀ a la categoŕıa que tiene como objetos DN-álgebras y

como morfismos ᵀ-semi-homomorfismos y como SRᵀ a la categoŕıa que tiene como

objetos DN-espacios y como morfismos ᵀ-relaciones entre DN-espacios, tenemos el

siguiente resultado aplicando el Teorema 3.2.15.

Teorema 4.2.17. Los funtores contravariantes X∨|DNSᵀ y D∨|SRᵀ y los isomorfis-

mos naturales H∗ y ϕ establecen una equivalencia dual entre la categoŕıa de DN-

álgebras con ᵀ-semi-homomorfismos y la categoŕıa de DN-espacios con ᵀ-relaciones.

4.3 DN-álgebras normales

Un ret́ıculo distributivo acotado es normal si cada ideal primo contiene un único

ideal primo minimal. Dicho concepto fué introducido por Cornish en [27] y extendido

a la clase de los semirret́ıculos distributivos en [42]. En esta sección introducimos las

DN-álgebras normales y obtenemos algunas equivalencias utilizando aniquiladores.

Definición 4.3.1. Sea A una DN-álgebra.

1. Diremos que A es normal si cada ideal primo está contenido en un único ideal

maximal.

2. Diremos que A es p-lineal si la familia de los ideales primos que contienen a

un ideal primo es una cadena.
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Es inmediato que toda DN-álgebra p-lineal es normal. Por otro lado, si L es un

ret́ıculo distributivo acotado, entonces la definición de normalidad es equivalente a

que todo filtro primo contiene un único filtro minimal, el cual es un concepto dual

a la definición dada por Cornish en [27].

Teorema 4.3.2. Sea A una DN-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es normal.

2. Para cada P ∈ X (A) y cada a, b ∈ A tal que a∨b = 1, P ∩aᵀ 6= ∅ o P ∩bᵀ 6= ∅.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea P ∈ X (A) y sean a, b ∈ A tal que a ∨ b = 1.

Supongamos que P ∩ aᵀ = ∅ y P ∩ bᵀ = ∅. Entonces, por el Lemma 4.2.5, existen

U1, U2 ∈ Idm (A) tal que P ⊆ U1, P ⊆ U2, a ∈ U1 y b ∈ U2. Como A es normal,

U1 = U2. Luego, a, b ∈ U1 pero a ∨ b = 1 ∈ U1, lo cual es una contradicción.

2. ⇒ 1. Sea P ∈ X (A) y sean U1, U2 ∈ Idm (A) tal que P ⊆ U1 y P ⊆ U2. Si

U1 6= U2, entonces existe a ∈ U1 tal que a /∈ U2. Al ser U2 maximal, I (U2 ∪ {a}) = A

y 1 ∈ I (U2 ∪ {a}), es decir, existe b ∈ U2 tal que a ∨ b = 1. Por otro lado, por el

Lema 4.2.5, P ∩ aᵀ = ∅ y P ∩ bᵀ = ∅ lo cual contradice nuestra hipótesis. �

Teorema 4.3.3. Sea A una DN-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es normal.

2. Para cada a, b ∈ A, (a ∨ b)ᵀ = F (aᵀ ∪ bᵀ).

3. Para cada a, b ∈ A tal que a ∨ b = 1, aᵀ ∨ bᵀ = A.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sean a, b ∈ A. Siempre vale que F (aᵀ ∪ bᵀ) ⊆ (a ∨ b)ᵀ.
Probemos la otra inclusión. Supongamos que existe x ∈ (a ∨ b)ᵀ tal que x /∈
F (aᵀ ∪ bᵀ). Entonces, por el Teorema 2.2.6, existe P ∈ X (A) tal que x ∈ P y

P ∩F (aᵀ ∪ bᵀ) = ∅. Como aᵀ, bᵀ ⊆ F (aᵀ ∪ bᵀ), P ∩aᵀ = ∅ y P ∩bᵀ = ∅, por el Lema

4.2.5 existen U1, U2 ∈ Idm (A) tal que P ⊆ U1, P ⊆ U2, a ∈ U1 y b ∈ U2. Al ser A nor-

mal, U1 = U2 y a, b ∈ U1. También, x ∈ U1 lo que implica que x ∨ (a ∨ b) = 1 ∈ U1,

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (a ∨ b)ᵀ = F (aᵀ ∪ bᵀ).
2. ⇒ 3. Es una consecuencia inmediata.
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3. ⇒ 1. Sea P ∈ X (A) y sean U1, U2 ∈ Idm (A) tal que P ⊆ U1 y P ⊆ U2.

Supongamos que existe a ∈ U1 tal que a /∈ U2. Como U2 es maximal, tenemos que

1 ∈ A = I (U2 ∪ {a}) y existe b ∈ U2 tal que a ∨ b = 1. Entonces aᵀ ∨ bᵀ = A. Sea

x ∈ P . Al ser x ∈ aᵀ ∨ bᵀ, existen x1, ..., xn ∈ aᵀ ∪ bᵀ tal que existe x1 ∧ ... ∧ xn y

x1 ∧ ... ∧ xn = x. Aśı, x1 ∧ ... ∧ xn ∈ P y como P es un ideal primo, existe xi ∈ P
para algún i tal que 1 ≤ i ≤ n. Si xi ∈ aᵀ, entonces xi ∈ U1 y xi ∨ a = 1 ∈ U1, lo

cual es una contradicción porque U1 es propio. Si xi ∈ bᵀ también arribamos a una

contradicción. Aśı, U1 ⊆ U2 y por lo tanto U1 = U2. �

Como consecuencia inmediata del Teorema 4.3.3 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.3.4. Sea A una DN-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es normal.

2. La aplicación ρ : A → Fi (A) dada por ρ (a) = aᵀ es un homomorfismo entre

DN-algebras.

Teorema 4.3.5. Sea A una DN-álgebra. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. A es p-lineal.

2. Para cada P ∈ X (A) y cada a, b ∈ A, P ∩ a ◦ b 6= ∅ o P ∩ b ◦ a 6= ∅.

3. Para cada a, b ∈ A, (a ◦ b) ∨ (b ◦ a) = A.

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea P ∈ X (A) y sean a, b ∈ A. Supongamos que

P ∩ a ◦ b = ∅ o P ∩ b ◦ a = ∅. Por el Lema 4.2.5, existen Q1, Q2 ∈ X (A) tal que

P ⊆ Q1, a ∈ Q1, b /∈ Q1, P ⊆ Q2, b ∈ Q2 y a /∈ Q2. Como A es p-lineal, Q1 ⊆ Q2 o

Q2 ⊆ Q1. Si Q1 ⊆ Q2, entonces a ∈ Q2 lo cual arribamos a una contradicción. En

el caso que Q2 ⊆ Q1, llegamos también a una contradicción. Luego, P ∩ a ◦ b 6= ∅ o

P ∩ b ◦ a 6= ∅.
2. ⇒ 3. Supongamos que existen a, b ∈ A tal que (a ◦ b)∨ (b ◦ a) 6= A. Entonces

existe c ∈ A tal que c /∈ (a ◦ b) ∨ (b ◦ a). Dado que (a ◦ b) ∨ (b ◦ a) ∈ Fi (A), por

el Teorema 2.2.6 existe P ∈ X (A) tal que c ∈ P y P ∩ (a ◦ b) ∨ (b ◦ a) = ∅. Aśı,

P ∩ a ◦ b = ∅ y P ∩ b ◦ a = ∅ lo cual contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto

(a ◦ b) ∨ (b ◦ a) = A.
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3. ⇒ 1. Sean P,Q1, Q2 ∈ X (A) tal que P ⊆ Q1 y P ⊆ Q2. Si Q1 y Q2 son

incomparables, entonces existen a, b ∈ A tal que a ∈ Q1 − Q2 y b ∈ Q2 − Q1. Sea

x ∈ P . Como A = (a ◦ b)∨ (b ◦ a), existen x1, ..., xn ∈ (a ◦ b)∪ (b ◦ a) tal que existe

x1 ∧ ... ∧ xn y x1 ∧ ... ∧ xn = x. Luego, x1 ∧ ... ∧ xn ∈ P y al ser P un ideal primo,

existe xi ∈ P para algún i tal que 1 ≤ i ≤ n. Si xi ∈ a◦b, entonces b ≤ xi∨a. Como

xi, a ∈ Q1, xi∨a ∈ Q1 y b ∈ Q1 lo cual es una contradicción. Si xi ∈ b◦a, arribamos

también a una contradicción. Aśı, Q1 y Q2 son comparables y A es p-lineal. �

Utilizando el concepto de DN-álgebra normal, es posible dar otra caracterización

de los ᵀ-semi-homomorfismos.

Teorema 4.3.6. Sean A y B dos DN-álgebras y sea h ∈ DNS∨ [A,B]. Supongamos

que B es normal. Entonces h es un ᵀ-semi-homomorfismo si y sólo si se satisfacen

las siguientes condiciones:

1. Para cada P ∈ X (B) y cada Q1, Q2 ∈ Idm (A), si h−1 (P ) ⊆ Q1∩Q2 entonces

Q1 = Q2.

2. h−1(P ) ∈ Idm (A), para cada P ∈ Idm (B).

Demostración. Supongamos que h es un ᵀ-semi-homomorfismo. Por el Lema

4.2.13 debemos probar solamente la primera condición. Sea P ∈ X (B) y sean

Q1, Q2 ∈ Idm (A) tal que h−1 (P ) ⊆ Q1 ∩ Q2. Supongamos que existe a ∈ Q1 tal

que a /∈ Q2. Como Q2 es maximal, 1 ∈ A = I (Q2 ∪ {a}) y existe b ∈ Q2 tal que

a ∨ b = 1. Luego, h (a ∨ b) = h (a) ∨ h (b) = h (1) = 1. Al ser B normal, por el

Teorema 4.3.2, tenemos que P ∩ h (a)ᵀ 6= ∅ o P ∩ h (b)ᵀ 6= ∅ y al ser h un ᵀ-semi-

homomorfismo, P ∩ F (h (aᵀ)) 6= ∅ o P ∩ F (h (bᵀ)) 6= ∅. Si P ∩ F (h (aᵀ)) 6= ∅,
entonces existe x ∈ P tal que x ∈ F (h (aᵀ)), es decir, existen x1, ..., xn ∈ [h (aᵀ)) tal

que existe x1∧...∧xn y x1∧...∧xn = x. Aśı, existen y1, ..., yn ∈ h (aᵀ) tal que yi ≤ xi

para cada i = 1, ..., n. Se sigue que existen t1, ..., tn ∈ aᵀ tal que h (ti) = yi para cada

i = 1, ..., n. Entonces t1 ∨ a = ... = tn ∨ a = 1 y al ser h un ∨-semi-homomorfismo,

h (t1) ∨ h (a) = ... = h (tn) ∨ h (a) = 1. Por otra parte, como

x = x1 ∧ ... ∧ xn = (y1 ∨ x1) ∧ ... ∧ (yn ∨ xn) ∈ P

y P es un ideal primo, yi∨xi ∈ P para algún i tal que 1 ≤ i ≤ n. Aśı, yi = h (ti) ∈ P
y ti ∈ h−1 (P ) ⊆ Q1 ∩ Q2. Luego, a, ti ∈ Q1 y ti ∨ a = 1 ∈ Q1 lo cual es una

contradicción, pues Q1 es un ideal propio. Si P ∩ F (h (bᵀ)) 6= ∅, razonando de

manera similar llegamos a una contradicción. Por lo tanto, Q1 ⊆ Q2 y Q1 = Q2.
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Sea a ∈ A. Por la Observación 4.2.12 bastará con probar que h (a)ᵀ ⊆ F (h (aᵀ)).

Supongamos que existe x ∈ h (a)ᵀ tal que x /∈ F (h (aᵀ)). Entonces, por el Teorema

2.2.6, existe P ∈ X (B) tal que x ∈ P y P ∩ F (h (aᵀ)) = ∅, es decir, h (a)ᵀ ∩ P 6= ∅
y P ∩ F (h (aᵀ)) = ∅. Como B es normal, existe un único Q ∈ Idm (B) tal que

P ⊆ Q. Notemos que h (a) /∈ Q. En efecto, si h (a) ∈ Q entonces h (a)ᵀ ∩ Q 6= ∅
y existe x ∈ Q tal que h (a) ∨ x = 1 ∈ Q, lo cual es una contradicción por ser Q

un ideal propio. Luego, como a /∈ h−1 (Q), tenemos por 2. que h−1 (Q) ∈ Idm (A)

y por el Lema 4.2.5 se sigue que h−1 (Q) ∩ aᵀ 6= ∅, es decir, Q ∩ F (h (aᵀ)) 6= ∅.
Por otro lado, como P ∩ F (h (aᵀ)) = ∅, se tiene que h−1 (P ) ∩ aᵀ = ∅ y nueva-

mente por el Lema 4.2.5 existe U ∈ Idm (A) tal que h−1 (P ) ⊆ U y a ∈ U . Por

lo tanto h−1 (P ) ⊆ h−1 (Q) ∩ U y por 1. se tiene que h−1 (Q) = U , lo cual es una

contradicción pues a ∈ U y a /∈ h−1 (Q). Luego, h (a)ᵀ = F (h (aᵀ)) y h es un

ᵀ-semi-homomorfismo. �
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Caṕıtulo 5

DN�-álgebras

Una Lógica Modal es una Lógica Proposicional dotada de nuevos conectivos llamados

operadores modales y que cumplen ciertos axiomas que regulan el comportamiento

de los operadores en relación con el resto de los conectivos proposicionales. Por

ejemplo, una Lógica Modal Normal definida sobre el Cálculo Proposicional Clásico

CPC o sobre la Lógica Proposicional Intuicionista Int cuenta con los siguientes

axiomas básicos:

• � (ϕ→ ψ)→ (�ϕ→ �ψ),

• > → �>.

El primer axioma también puede ser expresado en términos de conjunciones por

medio de los siguientes axiomas:

• �(ϕ ∧ ψ)→ (�ϕ ∧�ψ),

• (�ϕ ∧�ψ)→ �(ϕ ∧ ψ).

Detalles sobre Lógicas Modales se pueden consultar en [9]. Las motivaciones para

estudiar dichas lógicas, tanto desde el punto de vista semántico como sintáctico, son

variadas y provienen de distintos campos. Además, en las últimas tres décadas han

proliferado las aplicaciones de las Lógicas Modales a la Computación Teórica, la

Inteligencia Artificial y hasta la Lingúıstica. Esto hace que la Lógica Modal sea un

área de gran interés y en permanente crecimiento.

Para un estudio semántico de la Lógica Proposicional Modal se puede recurrir a

diferentes estructuras matemáticas. Desde el punto de vista algebraico, los anteriores

axiomas se pueden expresar en álgebras de Boole, álgebras de Heyting o en ret́ıculos
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distributivos acotados a través de dos ecuaciones. Si L es un ret́ıculo distributivo

acotado, entonces un operador modal de necesidad definido sobre L es una función

unaria

� : L→ L

tal que para cada a, b ∈ L se satisfacen las siguientes identidades:

1. �1 = 1,

2. � (a ∧ b) = �a ∧�b.

Las ecuaciones anteriores expresan que el operador modal � es una aplicación

que respeta el último elemento y preserva ı́nfimos. Sin embargo, notemos que �

no necesariamente tiene que preservar el supremo. Por otro lado, en el caso de las

álgebras de Boole, es posible definir a partir del operador � el operador dual ♦ como

♦a = ¬�¬a, donde ¬ es la negación booleana. Este operador, llamado operador

modal de posibilidad, cumple con condiciones duales al operador �, es decir, para

cada a, b ∈ B se satisfacen las siguientes identidades:

1. ♦0 = 0,

2. ♦ (a ∨ b) = ♦a ∨ ♦b.

Podemos tomar el operador ♦ como primitivo y definir el operador � como

operador derivado por medio de la siguiente ecuación �a = ¬♦¬a. Claramente, por

el principio de dualidad, en las álgebras de Boole es indistinto con que operador

comenzamos a trabajar, pero en el caso de los ret́ıculos distributivos e incluso en

las álgebras de Heyting es bastante más complejo ya que no tenemos negación o

la negación intuicionista no permite una interdefinición entre los dos operadores.

Este tipo de análisis se pueden trasladar a otras estructuras algebraicas más débiles

que los ret́ıculos distributivos o álgebras de Heyting. En particular, nos podemos

preguntar por el comportamiento de este tipo de funciones en las DN-álgebras.

En este caṕıtulo vamos a dar los primeros pasos en el estudio de los operadores

modales en las DN-álgebras. Este estudio es relativamente preliminar, ya que solo

nos hemos centrado en definir operadores modales tipo � en DN-álgebras. Las

DN-álgebras con un operador de necesidad �, o DN�-álgebras que definiremos más

adelante, generalizan tanto a los ret́ıculos distributivos acotados con un operador

necesidad [15], [44] como a las álgebras de Tarski modales estudiadas en [14]. Te-

niendo en cuenta los resultados desarrollados en el Caṕıtulo 3, el objetivo principal es
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estudiar una teoŕıa de representación y una dualidad topológica para la clase de las

DN�-álgebras que nos permita ser la base para un estudio semántico de lógicas más

débiles que las lógicas modales y que se encuentren asociadas a las DN�-álgebras.

Contar con una buena teoŕıa de representación es un paso importante. Para ello,

introducimos la noción de DN�-espacio y definimos una noción dual para carac-

terizar el operador modal �. Como una aplicación de la dualidad, caracterizamos

algunos conceptos algebraicos.

Los resultados presentados en este caṕıtulo servirán de base para posteriores

estudios tanto desde el punto de vista semántico como lógico, de lógicas asociadas

a las DN-álgebras con operadores modales.

5.1 ∧-semi-homomorfismos

Si A y B son álgebras de Boole, recordemos que una aplicación h : A → B es un

semi-homomorfismo si h(1) = 1 y h (a ∧ b) = h(a)∧h(b) para cada a, b ∈ A. Luego,

un álgebra modal es un par 〈A,�〉 donde A es un álgebra de Boole y � : A→ A es un

semi-homomorfismo. En otras palabras, un álgebra modal es un álgebra de Boole

junto a una aplicación unaria que respeta el último elemento y preserva ı́nfimos.

Las álgebras modales se generalizan naturalmente tanto a la clase de los ret́ıculos

distributivos acotados como a la clase de las álgebras de Tarski.

Como nuestra intención es estudiar un operador modal necesidad en la clase de

las DN-álgebras, necesitamos previamente analizar una noción particular de función

que introducimos a continuación.

Definición 5.1.1. Sean A y B DN-álgebras y sea � : A → B una aplicación

monótona. Diremos que � es un ∧-semi-homomorfismo si para cada a, b ∈ A tal

que existe a ∧ b, se satisfacen las siguientes identidades:

1. �1 = 1,

2. � (a ∧ b) = �a ∧�b.

Observemos que como los ∧-semi-homomorfismos son aplicaciones monótonas y

B es una DN-álgebra, si existe a∧b en A, entonces existe �a∧�b en B. Denotaremos

como DNS∧ [A,B] al conjunto de todos los ∧-semi-homomorfismos entre las DN-

álgebras A y B y como DNS∧ a la categoŕıa que tiene como objetos DN-álgebras y

como morfismos ∧-semi-homomorfismos.
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Ejemplo 5.1.1. La siguiente figura nos muestra una aplicación h entre DN-álgebras

finitas definida como h (1) = 1, h (x) = a, h (y) = a, h (z) = c y h (w) = a. Notemos

que h es un ejemplo sencillo de ∧-semi-homomorfismo el cual no es un ∨-semi-

homomorfismo.

c

a

1

b

1

x y

z

w

h

Lema 5.1.2. Sean A y B DN-álgebras y sea � ∈ DNS∧ [A,B]. Si P ∈ X (B),

entonces �−1 (P )c ∈ Fi (A).

Demostración. Sean a, b ∈ A tal que a ≤ b y a ∈ �−1 (P )c. Entonces a ∧ b = a

y �a /∈ P . Como �a ≤ �b y P es ideal, �b /∈ P . Aśı, b ∈ �−1 (P )c y �−1 (P )c es

creciente. Sean a, b ∈ �−1 (P )c tal que existe a ∧ b. Entonces �a,�b /∈ P y como

existe a∧b, �a∧�b = � (a ∧ b). Si �a∧�b ∈ P , entonces como P es primo �a ∈ P
o �b ∈ P , lo cual es una contradicción. Luego, �a ∧ �b /∈ P y a ∧ b ∈ �−1 (P )c.

Por lo tanto, �−1 (P )c ∈ Fi (A). �

Sean X1 y X2 conjuntos y sea R ⊆ X1×X2 una relación binaria. Consideremos

la aplicación

�R : P (X2)→ P (X1)

dada por

�R (U) = {x ∈ X1 : R (x) ⊆ U} . (5.1)

Definimos la contrapartida topológica de los ∧-semi-homomorfismos.

Definición 5.1.3. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ⊆ X1 × X2 una

relación binaria. Diremos que R es una ∧-relación si satisface las siguientes condi-

ciones:

1. �R (U) ∈ DK1 (X1), para cada U ∈ DK2 (X2).

2. R (x) es un subconjunto cerrado de X2, para cada x ∈ X1.
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Sea SR∧ [X1, X2] el conjunto de todas las ∧-relaciones entre los DN-espacios

〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉. Tenemos las siguientes equivalencias de la Definición 5.1.3.

Lema 5.1.4. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ⊆ X1×X2 una relación

binaria. Supongamos que �R (U) ∈ DK1 (X1), para cada U ∈ DK2 (X2). Las sigu-

ientes condiciones son equivalentes:

1. Para cada (x, y) /∈ R, existe U ∈ DK2 (X2) tal que R (x) ⊆ U e y /∈ U .

2. R (x) es un subconjunto cerrado de X2, para cada x ∈ X1.

3. Para cada (x, y) ∈ X1 ×X2,

(x, y) ∈ R si y sólo si HX2 (y) ⊆ �−1R (HX1 (x)) .

Demostración. 1. ⇒ 2. Sea x ∈ X1. Probemos que

R (x) =
⋂
{U ∈ DK2 (X2) : R (x) ⊆ U} .

Una inclusión es trivial. Sea y ∈
⋂
{U ∈ DK2 (X2) : R (x) ⊆ U} y supongamos

que y /∈ R (x). Luego, existe U ∈ DK2 (X2) tal que R (x) ⊆ U e y /∈ U , lo cual es

una contradicción. Entonces vale la igualdad y por lo tanto R (x) es un subconjunto

cerrado de X2.

2. ⇒ 3. Sea (x, y) ∈ R y sea U ∈ DK2 (X2) tal que U ∈ HX2 (y). Entonces

y /∈ U y R (x) * U , es decir, x /∈ �R (U). Se sigue que U ∈ �−1R (HX1 (x)) y

HX2 (y) ⊆ �−1R (HX1 (x)). De manera rećıproca, sea (x, y) ∈ X1 × X2 tal que

HX2 (y) ⊆ �−1R (HX1 (x)) y supongamos que (x, y) /∈ R. Como R (x) es un subcon-

junto cerrado de X2, tenemos que R (x) =
⋂
{U ∈ DK2 (X2) : R (x) ⊆ U} y por lo

tanto existe U ∈ DK2 (X2) tal que R (x) ⊆ U e y /∈ U . Se sigue que U ∈ HX2 (y) y

U /∈ �−1R (HX1 (x)), lo cual es una contradicción.

3. ⇒ 1. Sea (x, y) ∈ X1 ×X2 tal que (x, y) /∈ R. Aśı, HX2 (y) * �−1R (HX1 (x)).

Entonces existe U ∈ DK2 (X2) tal que U ∈ HX2 (y) y U /∈ �−1R (HX1 (x)). Luego,

tenemos que�R (U) /∈ HX1 (x) y x ∈ �R (U). Concluimos que R (x) ⊆ U e y /∈ U . �

Observación 5.1.5. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y R ∈ SR∧ [X1, X2]. Si

x, y ∈ X1, notemos que x �1 y implica R (y) ⊆ R (x). Sea z ∈ R (y) y supongamos

que z /∈ R (x). Entonces, por el Lema 5.1.4, existe U ∈ DK2 (X2) tal que R (x) ⊆ U
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y z /∈ U . Luego, x ∈ �R (U) ∈ DK1 (X1). Por la Observacion 3.1.4, �R (U) es

creciente con el orden dual �1 y aśı y ∈ �R (U), es decir, R (y) ⊆ U . Entonces

z ∈ R (y) y z ∈ U , lo cual es una contradicción.

Lema 5.1.6. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea f : X1 → X2 una apli-

cación tal que f−1 (U) ∈ DK1 (X1), para cada U ∈ DK2 (X2). Entonces la relación

binaria Rf ⊆ X1 ×X2 dada por

(x, y) ∈ Rf si y sólo si f (x) �2 y

es una ∧-relación.

Demostración. De la misma definición, Rf (x) = Cl (f (x)) para cada x ∈ X1.

Sea U ∈ DK2 (X2). Por la Observación 3.1.4, U es creciente con el orden dual �2 y

�Rf (U) = {x ∈ X1 : Rf (x) ⊆ U} = {x ∈ X1 : Cl (f (x)) ⊆ U}
= {x ∈ X1 : f (x) ∈ U} = f−1 (U) .

Luego, f−1 (U) ∈ DK1 (X1) y Rf es una ∧-relación. �

Por el Lema 5.1.6 y el Teorema 3.1.13 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.7. Sea 〈X,K〉 un DN-espacio y sea HX : X → X (DK (X)) la apli-

cación definida en el Teorema 3.1.6. Entonces la relación binaria H•X ⊆ X ×
X (DK (X)) dada por

(x, P ) ∈ H•X si y sólo si P ⊆ HX (x)

es una ∧-relación.

A diferencia de las ∨-relaciones estudiadas en la Subsección 3.2.1, la composición

usual de ∧-relaciones es una ∧-relación. Es una consecuencia del siguiente resultado.

Proposición 5.1.8. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SR∧ [X1, X2].

Entonces R (C) es un subconjunto cerrado de X2, para cada subconjunto cerrado C

de X1.

Demostración. Sea C un subconjunto cerrado de X1. Como K1 es una base

para la topoloǵıa TK1 sobre X1, existe una familia {Vi : i ∈ I} de K1 tal que

C =
⋂
{V c

i : i ∈ I}. Bastará con probar que para cada y /∈ R (C), existe U ∈ K2

tal que y ∈ U y R (C) ⊆ U c. Si y /∈ R (C), entonces para cada x ∈ C se tiene
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que y /∈ R (x). Como R (x) es un subconjunto cerrado de X2, existe Ux ∈ K2

tal que y ∈ Ux y R (x) ⊆ U c
x. Aśı, x ∈ �R (U c

x). Consideremos las famil-

ias A = {V c
i : i ∈ I} y B = {�R (U c

x) : x ∈ �R (U c
x)} de DK1 (X1). Entonces

C ⊆
⋃
{�R (U c

x) : x ∈ �R (U c
x)}, es decir,⋂

{V c
i : i ∈ I} ⊆

⋃
{�R (U c

x) : x ∈ �R (U c
x)} .

Como X1 es un DN-espacio, por el Teorema 3.1.6 tenemos que existen V c
1 , ..., V

c
n ∈

[A) y x1, ..., xm ∈ X1 tal que V c
1 ∩ ... ∩ V c

n ∈ DK1 (X1) y V c
1 ∩ ... ∩ V c

n ⊆ �R
(
U c
x1

)
∪

... ∪ �R
(
U c
xm

)
. Luego, C ⊆ �R (U c) donde U c = U c

x1
∪ ... ∪ U c

xn ∈ DK2 (X2). Aśı,

C ⊆ �R (U c) y existe U ∈ K2 tal que y ∈ U y R (C) ⊆ U c. �

Teorema 5.1.9. Sean 〈X1,K1〉 , 〈X2,K2〉 y 〈X3,K3〉 DN-espacios. Sea R ∈ SR∧ [X1, X2]

y S ∈ SR∧ [X2, X3].

1. �1∈ SR∧ [X1, X1].

2. R◦ �1= R =�2 ◦R.

3. S ◦R ∈ SR∧ [X1, X3].

Demostración. 1. De la definición del orden dual, �1 (x) = Cl (x) para cada

x ∈ X1. Veamos que ��1 (U) = U para cada U ∈ DK1 (X1). Sea U ∈ DK1 (X1) y

x ∈ ��1 (U). Entonces �1 (x) ⊆ U y Cl (x) ⊆ U . De esta forma, x ∈ U . De manera

rećıproca, si x ∈ U entonces Cl (x) ⊆ U , pues U es un subconjunto cerrado. Aśı,

�1 (x) ⊆ U y x ∈ ��1 (U). Por lo tanto, �1 es una ∧-relación.

2. Claramente R ⊆ R◦ �1. Probemos la otra inclusión. Si (x, z) ∈ R◦ �1,

entonces existe y ∈ X1 tal que (x, y) ∈�1 e (y, z) ∈ R. Luego, x �1 y y z ∈ R (y).

Por la Observación 5.1.5, R (y) ⊆ R (x) y por lo tanto z ∈ R (x). Concluimos que

(x, z) ∈ R y R◦ �1= R. De manera análoga se prueba que R =�2 ◦R.

3. Sea U ∈ DK3 (X3). Entonces

�(S◦R) (U) = {x ∈ X1 : (S ◦R) (x) ⊆ U} = {x ∈ X1 : S (R (x)) ⊆ U}
= {x ∈ X1 : R (x) ⊆ �S (U)} = �R (�S (U)) .

Como R y S son ∧-relaciones, se sigue que �(S◦R) (U) ∈ DK1 (X1). Por otro lado,

por la Proposición 5.1.8, tenemos que (S ◦R) (x) = S (R (x)) es un subconjunto

cerrado de X3, para cada x ∈ X1. Concluimos que S ◦R es una ∧-relación. �
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Por el Teorema 5.1.9, los DN-espacios junto con las ∧-relaciones forman una

categoŕıa. Denotaremos como SR∧ a la categoŕıa que tiene como objetos DN-

espacios y como morfismos ∧-relaciones entre DN-espacios. De manera análoga a

la Sección 3.2, nos vamos a concentrar ahora en estudiar la correspondencia entre

∧-semi-homomorfismos e ∧-relaciones. Si A y B DN-álgebras y � ∈ DNS∧ [A,B],

definimos la relación binaria R� ⊆ X (B)×X (A) como

(P,Q) ∈ R� si y sólo si Q ⊆ �−1 (P ) .

Proposición 5.1.10. Sean A y B DN-álgebras y sea � ∈ DNS∧ [A,B].

1. Para cada P ∈ X (B) y cada a ∈ A, �a ∈ P si y sólo si existe Q ∈ X (A) tal

que (P,Q) ∈ R� y a ∈ Q.

2. Para cada a ∈ A, ϕB (�a) = �R� (ϕA (a)).

3. R� ∈ SR∧ [X (B) , X (A)].

4. Si C ∈ DNS∧ y 4 ∈ DNS∧ [B,C], entonces R4◦� = R� ◦R4.

Demostración. 1. Si �a ∈ P , entonces a /∈ �−1 (P )c. Por el Lema 5.1.2,

�−1 (P )c ∈ Fi (A). Luego, por el Teorema 2.2.6, existe Q ∈ X (A) tal que a ∈ Q y

Q ∩�−1 (P )c = ∅. Se sigue que (P,Q) ∈ R� y a ∈ Q. La rećıproca es inmediata.

2. Sea a ∈ A. Por el punto 1. y 5.1 tenemos que

P ∈ �R� (ϕA (a)) ⇐⇒ R� (P ) ⊆ ϕA (a)

⇐⇒ ∀Q ∈ X (B) (Q ⊆ �−1 (P )⇒ a /∈ Q)

⇐⇒ a /∈ �−1 (P )

⇐⇒ P ∈ ϕB (�a) .

3. Veamos que para cada P ∈ X (B),

Rh (P ) =
⋂
{ϕA (a) : �a /∈ P} .

Sea Q ∈ R� (P ) y �a /∈ P . Entonces Q ⊆ �−1 (P ) y a /∈ �−1 (P ). Aśı, a /∈ Q, o

lo que es equivalente, Q ∈ ϕA (a). Como vale para cada �a /∈ P , se sigue que Q ∈⋂
{ϕA (a) : �a /∈ P}. Rećıprocamente, si Q ∈

⋂
{ϕA (a) : �a /∈ P} entonces

a /∈ Q para cada a /∈ �−1 (P ), es decir, Q ⊆ �−1 (P ). Aśı, Q ∈ R� (P ) y R� (P )

es un subconjunto cerrado de X (A). Por otro lado, �R� (ϕA (a)) = ϕB (�a) ∈
DKB (X (B)), para cada a ∈ A. En consecuencia, R� es una ∧-relación.
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4. Sea (P,Q) ∈ R4◦�. Entonces Q ⊆ �−1 (4−1 (P )) y consideremos el conjunto

� (Q) = {�q : q ∈ Q} ⊆ B. Por el Lema 5.1.2, 4−1 (P )c ∈ Fi (B). Veamos que

I (� (Q)) ∩4−1 (P )c = ∅.

Si suponemos lo contrario, entonces existe b ∈ 4−1 (P )c tal que b ∈ I (� (Q)).

Luego, existen q1, ..., qn ∈ Q tal que b ≤ �q1 ∨ ... ∨ �qn. Sea q = q1 ∨ ... ∨ qn ∈ Q.

Como � es monótona, b ≤ �q. Al ser 4−1 (P )c un filtro, �q ∈ 4−1 (P )c o lo que

es equivalente, q /∈ �−1 (4−1 (P )). Aśı, q /∈ Q lo cual es una contradicción. Por lo

tanto I (� (Q)) ∩ 4−1 (P )c = ∅, y por el Teorema 2.2.6, existe D ∈ X (B) tal que

� (Q) ⊆ D y D∩4−1 (P )c = ∅, es decir, Q ⊆ �−1 (D) y D ⊆ 4−1 (P ). Por último,

como (P,D) ∈ R4 y (D,Q) ∈ R� se sigue que (P,Q) ∈ R� ◦R4. Es fácil de probar

la inclusión R� ◦R4 ⊆ R4◦�. �

Por el Teorema 3.1.12 y la Proposición 5.1.10 tenemos que existe un funtor

contravariante

X∧ : DNS∧ → SR∧

dado por

X∧ (A) = 〈X (A) ,KA〉 si 〈A,∨, 1〉 es una DN-álgebra,

X∧ (�) = R� si � es un ∧ -semi-homomorfismo.

Veamos que existe un funtor contravariante de SR∧ en DNS∧.

Teorema 5.1.11. Sean 〈X1,K1〉 , 〈X2,K2〉 y 〈X3,K3〉 DN-espacios. Sea R ∈ SR∧ [X1, X2]

y S ∈ SR∧ [X2, X3].

1. �R ∈ DNS∧ [DK2 (X2) , DK1 (X1)].

2. �(S◦R) (U) = (�R ◦�S) (U), para cada U ∈ DK3 (X3).

Demostración. 1. De 5.1 y la Definición 5.1.3, tenemos que �R (U) ∈ DK1 (X1)

para cada U ∈ DK2 (X2). Además, �R (X2) = X1 y si U ∩ V ∈ DK2 (X2), entonces

�R (U ∩ V ) = �R (U) ∩�R (V ). Aśı, �R es un ∧-semi-homomorfismo.

2. Se sigue del Teorema 5.1.9. �

Luego, por los Teoremas 3.1.13, 5.1.9 y 5.1.11, podemos definir un funtor con-

travariante

D∧ : SR∧ → DNS∧
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como
D∧ (X) = 〈DK (X) ,∪, X〉 si 〈X,K〉 es un DN-espacio,

D∧ (R) = �R si R es una ∧ -relación.

Sea 〈X,K〉 un DN-espacio y HX : X → X (DK (X)) el homeomorfismo del

Teorema 3.1.13. Por el Corolario 5.1.7, H•X ⊆ X×X (DK (X)) dada por (x, P ) ∈ H•X
si y sólo si P ⊆ HX (x) es una ∧-relación.

Teorema 5.1.12. H• es un isomorfismo natural entre los funtores 1SR∧ y X∧◦D∧.

Demostración. Sean 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 DN-espacios y sea R ∈ SR∧ [X1, X2].

Por el Lema 5.1.4,

(x, y) ∈ R ⇐⇒ (HX1 (x) , HX2 (y)) ∈ R�R . (5.2)

Por el Corolario 5.1.7, las relaciones binarias H•X1
y H•X2

son ∧-relaciones. Probemos

que H•X2
◦R = R�R ◦H•X1

. Sea x ∈ X1 y P ∈ X (DK2 (X2)) tal que (x, P ) ∈ H•X2
◦R.

Entonces existe y ∈ X2 tal que (x, y) ∈ R e (y, P ) ∈ H•X2
. Luego, por 5.2 y el

Corolario 5.1.7, tenemos que (HX1 (x) , HX2 (y)) ∈ R�R y P ⊆ HX2 (y). Al ser HX2

una aplicación biyectiva, existe z ∈ X2 tal que HX2 (z) = P . Aśı HX2 (z) ⊆ HX2 (y),

es decir, HX2 (y) �K2 HX2 (z). Entonces (HX1 (x) , HX2 (z)) ∈ (�K2 ◦R�R) = R�R .

Como (x,HX1 (x)) ∈ H•X1
, se sigue que (x, P ) ∈ R�R ◦H•X1

.

Rećıprocamente, sea (x, P ) ∈ R�R ◦H•X1
. Entonces existe Q ∈ X (DK1 (X1)) tal

que (x,Q) ∈ H•X1
y (Q,P ) ∈ R�R . Como las aplicaciones HX1 y HX2 son biyectiva,

se sigue que existen y ∈ X1 y z ∈ X2 tal que Q = HX1 (y) y P = HX2 (z). Por lo

tanto, HX1 (y) ⊆ HX1 (x), o lo que es equivalente, HX1 (x) �K1 HX1 (y). Entonces

(HX1 (y) , HX2 (z)) ∈ R�R y (HX1 (x) , HX2 (z)) ∈ (R�R◦ �K1) = R�R . Por el Lema

5.1.10, (x, z) ∈ R y (z,HX2 (z)) ∈ H•X2
. Concluimos que (x, P ) ∈ H•X2

◦R.

Por el Teorema 3.1.13, HX1 es un homeomorfismo entre X1 y (X∧◦D∧) (X1). Por

lo tanto, H• es una isomorfismo natural entre los funtores 1SR∧ y X∧◦D∧. �

Teorema 5.1.13. ϕ es una isomorfismo natural entre los funtores 1DNS∧ y D∧◦X∧.

Demostración. Sean A y B DN-álgebras y sea � ∈ DNS∧ [A,B]. Por la

Proposición 5.1.10, ϕB ◦ � = �R� ◦ ϕA. Además, por el Teorema 3.1.12, ϕA es

un isomorfismo entre A y (D∧ ◦ X∧) (A). Por lo tanto, ϕ es una isomorfismo natural

entre los funtores 1DNS∧ y D∧◦X∧. �
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Teorema 5.1.14. Los funtores contravariantes X∧ y D∧ y los isomorfismos natu-

rales H• y ϕ establecen una equivalencia dual entre la categoŕıa de DN-álgebras con

∧-semi-homomorfismos y la categoŕıa de DN-espacios con ∧-relaciones.

5.2 Representación y dualidad para DNH�
Nuestro próximo objetivo es introducir y estudiar la clase de las DN-álgebras con un

operador modal de necesidad. Siguiendo los resultados desarrollados en la sección

anterior y teniendo en cuenta el art́ıculo [14], presentamos una dualidad topológica

para dicha clase de álgebras a tavés de ciertas estructuras relacionales.

Definición 5.2.1. Una DN-álgebra con un operador de necesidad �, o DN�-

álgebra, es un par 〈A,�〉 dondeA es una DN-álgebra y� es un ∧-semi-homomorfismo

definido sobre A.

Definición 5.2.2. Sean 〈A,�1〉 y 〈B,�2〉 DN�-álgebras y sea h ∈ DNS∧ [A,B].

Diremos que h es un �-homomorfismo si h (�1a) = �2 (h (a)), para cada a ∈ A.

Denotaremos como DNH� [A,B] al conjunto de todos los �-homomorfismos en-

tre las DN�-álgebras 〈A,�1〉 y 〈B,�2〉 y como DNH� a la categoŕıa que tiene como

objetos DN�-álgebras y como morfismos �-homomorfismos entre DN�-álgebras.

En nuestra próxima definición, introducimos los objetos duales a las DN�-álgebras.

Definición 5.2.3. Una estructura 〈X,K, Q〉 es un DN�-espacio si 〈X,K〉 es un

DN-espacio y Q ⊆ X ×X es una ∧-relación.

Si 〈X,K, Q〉 es un DN�-espacio, entonces la aplicación

�Q : DK (X)→ DK (X)

definida como

�Q (U) = {x ∈ X : Q (x) ⊆ U}

es un ∧-semi-homomorfismo y el par 〈DK (X) ,�Q〉 resulta ser una DN�-álgebra.

De manera rećıproca, si el par 〈A,�〉 es una DN�-álgebra, entonces la relación

asociada Q� ⊆ X (A)×X (A) definida como

(P,R) ∈ Q� si y sólo si R ⊆ �−1 (P )

es una ∧-relación. Aśı, la estructura 〈X (A) ,KA, Q�〉 es un DN�-espacio.
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Teorema 5.2.4. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra. Entonces las DN�-álgebras 〈A,�〉
y 〈DKA (X (A)) ,�Q�〉 son isomorfas.

Demostración. Por el Teorema 3.1.12, la aplicación ϕA es un isomorfismo entre

las DN-álgebras A y DKA (X (A)). Luego, como consecuencia de la Proposición

5.1.10, tenemos que ϕA (�a) = �R� (ϕA (a)) para cada a ∈ A. Por lo tanto ϕA es

un isomorfismo entre las DN�-álgebras 〈A,�〉 y 〈DKA (X (A)) ,�Q�〉. �

Estamos en condiciones de poder definir la contrapartida topológica de los �-

homomorfismos entre DN�-álgebras.

Definición 5.2.5. Sean 〈X1,K1, Q1〉 y 〈X2,K2, Q2〉DN�-espacios y seaR ∈ SR∧ [X1, X2].

Diremos que R es una ∧�-relación si R ◦Q1 = Q2 ◦R.

Denotaremos como SR� [X1, X2] al conjunto de todas las ∧�-relaciones entre

los DN�-espacios 〈X1,K1, Q1〉 y 〈X2,K2, Q2〉 y como SR� a la categoŕıa que tiene

como objetos DN�-espacios y como morfismos ∧�-relaciones entre DN�-espacios.

Sea 〈X,K〉 un DN-espacio y sea HX : X → X (DK (X)) el homeomorfismo de el

Teorema 3.1.6. Por el Corolario 5.1.7, se sigue que HX induce una relación binaria

H•X ⊆ X × X (DK (X)) que resulta ser una ∧-relación. Probemos que H•X es en

realidad una ∧�-relación.

Teorema 5.2.6. Sea 〈X,K, Q〉 un DN�-espacio. Entonces H•X es una ∧�-relación

entre los DN�-espacios 〈X,K, Q〉 y
〈
X (DK (X)) ,KDK(X), Q�Q

〉
.

Demostración. Si 〈X,K, Q〉 es un DN�-espacio, entonces 〈DK (X) ,�Q〉 es una

DN�-álgebra. Por la Proposición 5.1.10, Q�Q es una ∧-relación sobre X (DK (X))

y la estructura
〈
X (DK (X)) ,KDK(X), Q�Q

〉
resulta ser un DN�-espacio donde

(x, y) ∈ Q ⇐⇒ (HX1 (x) , HX2 (y)) ∈ Q�Q .

De manera análoga a la demostración de el Teorema 5.1.12, se prueba que la relación

H•X satisface la condición H•X ◦ Q = Q�Q ◦ H•X . Por lo tanto, tenemos que H•X es

una ∧�-relación. �

En la Sección 5.1 probamos que si 〈X1,K1〉 y 〈X2,K2〉 son DN-espacios y R ∈
SR∧ [X1, X2], entonces �R : DK (X) → DK (X) es un ∧-semi-homomorfismo. El

siguiente resultado muestra que en realidad la aplicación �R es un �-homomorfismo

entre DN�-álgebras cuando R es una ∧�-relación.
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Teorema 5.2.7. Sean 〈X1,K1, Q1〉 y 〈X2,K2, Q2〉 DN�-espacios y sea R ∈ SR� [X1, X2].

Entonces �R ∈ DNH� [DK2 (X2) , DK1 (X1)].

Demostración. Sea x ∈ X1 y sea U ∈ DK2 (X2). Entonces

x ∈ �R (�Q2 (U)) ⇐⇒ R (x) ⊆ �Q2 (U) ⇐⇒ ∀y ∈ R (x) (Q2 (y) ⊆ U)

⇐⇒ Q2 (R (x)) ⊆ U ⇐⇒ R (Q1 (x)) ⊆ U

⇐⇒ ∀z ∈ Q1 (x) (R (z) ⊆ U) ⇐⇒ Q1 (x) ⊆ �R (U)

⇐⇒ x ∈ �Q1 (�R (U)) .

Aśı, �R (�Q2 (U)) = �Q1 (�R (U)) y �R es un �-homomorfismo. �

Sean 〈A,�1〉 y 〈B,�2〉 DN�-álgebras y sea h ∈ DNS∧ [A,B]. Entonces por la

Proposición 5.1.10 tenemos que la relación asociada Qh ⊆ X (B)×X (A) dada por

(P,R) ∈ Qh si y sólo si R ⊆ h−1 (P )

es una ∧-relación. Estudiamos ahora la relaciónQh cuando h es un�-homomorfismo.

Teorema 5.2.8. Sean 〈A,�1〉 y 〈B,�2〉 DN�-álgebras y sea h ∈ DNH� [A,B].

Entonces Qh ∈ SR� [X (B) , X (A)].

Demostración. Probemos que la relación Qh satisface la condición Qh ◦ Q�2 =

Q�1 ◦ Qh. Si (P,D) ∈ Q�1 ◦ Qh, entonces existe S ∈ X (A) tal que (P, S) ∈ Qh y

(S,D) ∈ Q�1 , es decir, S ⊆ h−1 (P ) y D ⊆ �−11 (S). Por el Lema 5.1.2, tenemos

que �−12 (P )c ∈ Fi (B). Probemos que

I (h (D)) ∩�−12 (P )c = ∅.

Si suponemos lo contrario, entonces existe b ∈ B tal que b ∈ I (h (D)) ∩ �−12 (P )c,

es decir, existe a ∈ D tal que b ≤ h (a) y �2b /∈ P . Como h es un �-homomorfismo,

�2b ≤ �2 (h (a)) = h (�1a) y h (�1a) /∈ P . Luego, �1a /∈ h−1 (P ) y a /∈ �−11 (S).

Por lo tanto a /∈ D, lo cual es una contradicción. Entonces I (h (D))∩�−12 (P )c = ∅
y por el Teorema 2.2.6, existe H ∈ X (B) tal que I (h (D)) ⊆ H y H∩�−12 (P )c = ∅.
Se sigue que D ⊆ h−1 (H) y H ⊆ �−12 (P ), es decir, (H,D) ∈ Qh y (P,H) ∈ Q�2 .

Concluimos que (P,D) ∈ Qh ◦Q�2 . La inclusión Qh ◦Q�2 ⊆ Q�1 ◦Qh se prueba de

forma análoga y aśı Qh es una ∧�-relación. �

Resumimos estos resultados utilizando el Teorema 5.1.14.

Teorema 5.2.9. Los funtores contravariantes X∧|DNH� y D∧|SR� y los isomorfis-

mos naturales H• y ϕ establecen una equivalencia dual entre la categoŕıa de DN�-

álgebras con �-homomorfismos y la categoŕıa de DN�-espacios con ∧�-relaciones.

103



5.3 Aplicaciones DN�-álgebras

5.3 Aplicaciones

En esta sección aplicamos la dualidad desarrollada para las DN�-álgebras para car-

acterizar topológicamente los conceptos de �-congruencia, �-subálgebra y también

sobre la �-extensión reticular distributiva libre de una DN�-álgebra.

5.3.1 �-congruencias

En la Subsección 3.3.2 del Caṕıtulo 3 probamos la existencia de un isomorfismo

dual entre el ret́ıculo de las congruencias de una DN-álgebra y el ret́ıculo de los

DN-subespacios de su espacio dual. En esta subsección estudiamos el ret́ıculo de las

congruencias correspondientes a las DN�-álgebras.

Si 〈A,�〉 es una DN�-álgebra, diremos que una relación binaria θ es una �-

congruencia sobre 〈A,�〉 si es una congruencia sobre A y además satisface que si

(a, b) ∈ θ entonces (�a,�b) ∈ θ, para cada a, b ∈ A. Denotaremos como Con� (A)

al conjunto de todas las �-congruencias sobre 〈A,�〉.

Definición 5.3.1. Sea 〈X,K, Q〉 un DN�-espacio y sea Y un DN-subespacio de

〈X,K〉. Diremos que Y es Q-saturado si maxQ (x) ⊆ Y , para cada x ∈ Y .

Sea SQ (X) el conjunto de todos los DN�-subespacios de 〈X,K, Q〉.
Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra. Recordemos que si Y es un subconjunto de A,

entonces la relación binaria θ (Y ) definida por 3.6 es una congruencia sobre A. Se

prueba de manera sencilla que θ (Y ) es una �-congruencia sobre 〈A,�〉.

Teorema 5.3.2. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra y sea 〈X (A) ,KA, Q�〉 su espacio

dual. Entonces la aplicación

F : SQ (X (A))→ Con� (A)

dada por F (Y ) = θ (Y ) es un isomorfismo dual.

Demostración. Sea Y ∈ SQ (X). Por el Teorema 3.3.10 bastará con probar que

θ (Y ) es compatible con el operador modal �. Sean a, b ∈ A tal que (a, b) ∈ θ (Y ) y

supongamos que ϕA (�a)c ∩ Y 6= ϕA (�b)c ∩ Y , es decir, que existe P ∈ X (A) tal

que P ∈ ϕA (�a)c ∩ Y y P /∈ ϕA (�b)c ∩ Y . Entonces P ∈ Y , �a ∈ P y �b /∈ P .

Luego, por la Proposición 5.1.10, existe R ∈ X (A) tal que R ⊆ �−1 (P ) y a ∈ R.

Consideremos la familia

G =
{
H ∈ X (A) : R ⊆ H y H ⊆ �−1 (P )

}
.

104



5.3 Aplicaciones DN�-álgebras

Como R ∈ G, tenemos que G es no vaćıo. Por el Lema de Zorn, existe un elemento

maximal D tal que R ⊆ D y D ⊆ �−1 (P ). Se sigue que a ∈ R ⊆ D y D ∈ ϕA (a)c.

Por otro lado, D ∈ maxQ� (P ) ⊆ Y . Aśı, D ∈ ϕA (a)c ∩ Y = ϕA (b)c ∩ Y y

D ∈ ϕA (b)c, es decir, b ∈ D ⊆ �−1 (P ) y �b ∈ P , lo cual es una contradicción. Por

lo tanto (�a,�b) ∈ θ (Y ) y θ (Y ) ∈ Con� (A).

Rećıprocamente, sea θ ∈ Con� (A). Por la Proposición 3.3.8 sabemos que el par

〈Yθ,Kθ〉 es un DN-espacio tal que F (Yθ) = θ. Veamos que Yθ es Q�-saturado. Sea

P ∈ Yθ y sea R ∈ maxQ� (P ). Supongamos que R /∈ Yθ. Entonces R ⊆ �−1 (P ) y

consideremos la familia

F =
⋂{

ϕA (b) ∩ Yθ : ϕA (b) /∈ HX(A) (R)
}
∩
⋂{

ϕA (c)c ∩ Yθ : ϕA (c) ∈ HX(A) (R)
}
.

Si F 6= ∅, entonces existe D ∈ F y HX(A) (D) = HX(A) (R). Luego, como HX(A) es

inyectiva, D = R y R ∈ Yθ, lo cual es una contradicción. Entonces F = ∅ y⋂{
ϕA (b) ∩ Yθ : ϕA (b) /∈ HX(A) (R)

}
⊆
⋃{

ϕA (c) ∩ Yθ : ϕA (c) ∈ HX(A) (R)
}
.

Sea B =
{
b : ϕA (b) /∈ HX(A) (R)

}
y sea C =

{
c : ϕA (c) ∈ HX(A) (R)

}
. Al ser Yθ

un DN-subespacio, existen b1, ..., bn ∈ [B) y c1, ..., cm ∈ C tal que existe b1 ∧ ... ∧ bn
y

[ϕA (b1) ∩ Yθ] ∩ ... ∩ [ϕA (bn) ∩ Yθ] ⊆ [ϕA (c1) ∩ Yθ] ∪ ... ∪ [ϕA (cm) ∩ Yθ] .

Como b1, ..., bn ∈ [B), existen b1, ..., bn ∈ B tal que bi ≤ bi para cada i = 1, ..., n.

Sea b = b1 ∧ ... ∧ bn y sea c = c1 ∨ ... ∨ cm. Aśı, ϕA (b) ∩ Yθ ⊆ ϕA (c) ∩ Yθ. Luego,

ϕA (c)c ∩ Yθ ⊆ ϕA (b)c ∩ Yθ y el par (b ∨ c, c) ∈ θ (Yθ). Al ser θ (Yθ) compatible

con el operador modal �, tenemos que el par (� (b ∨ c) ,�c) ∈ θ (Yθ), es decir,

ϕA (� (b ∨ c))c ∩ Yθ = ϕA (�c)c ∩ Yθ. Se sigue que P ∈ ϕA (�c)c. Si suponemos

lo contrario, es decir, si P ∈ ϕA (�c) entonces c /∈ �−1 (P ) y c /∈ R. Por otro

lado, como ϕA (c) ∈ HX(A) (R), R /∈ ϕA (c) y c ∈ R lo cual es una contradicción.

Entonces P ∈ ϕA (�c)c ∩ Yθ y P ∈ ϕA (� (b ∨ c))c ∩ Yθ. Aśı, b ∨ c /∈ �−1 (P )c y

al ser �−1 (P )c un filtro por el Lema 5.1.2 se sigue que b /∈ �−1 (P )c, o lo que es

equivalente, �b ∈ P . Luego, �b = � (b1 ∧ ... ∧ bn) = �b1 ∧ ... ∧ �bn y al ser P

un ideal primo, existe algún i tal que 1 ≤ i ≤ n y �bi ∈ P . Además, como � es

monótona, �bi ≤ �bi y �bi ∈ P . Por la Proposición 5.1.10, existe D ∈ X (A) tal

que D ⊆ �−1 (P ) y bi ∈ D. Al ser R maximal, tenemos que D ⊆ R y bi ∈ R.

Por otro lado, recordemos que ϕA
(
bi
)
/∈ HX(A) (R), es decir, bi /∈ R lo cual es una

contradicción. Por lo tanto, Yθ es un subconjunto Q�-saturado y la aplicación F es

un isomorfismo dual. �
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5.3.2 �-subálgebras

Una �-subálgebra de una DN�-álgebra 〈A,�〉 es cualquier subconjunto cerrado bajo

la operación ternaria m y la operación binaria �. Denotaremos como Sub� (A) al

ret́ıculo de las congruencias de 〈A,�〉.

Definición 5.3.3. Sea 〈X,K, Q〉 un DN�-espacio y sea L un subconjunto DN-

básico de K. Diremos que L es DN�-básico si �Q (U c)c ∈ L, para cada U ∈ L.

Sea Nb� (X) la familia de todos los subconjuntos DN�-básicas de K y tomemos

la aplicación T de la Proposición 3.3.13.

Lema 5.3.4. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra y sea 〈X (A) ,KA, Q�〉 su espacio dual.

Entonces la aplicación

T : Sub� (A)→ Nb� (X (A))

preserva el orden.

Demostración. Sea B ∈ Sub� (A). Por la Proposición 3.3.13, bastará con probar

que �Q� (U c)c ∈ T (B) para cada U ∈ T (B). Si U ∈ T (B), entonces existe b ∈ B
tal que U = ϕA (b)c. Como �b ∈ B, pues B es una subálgebra de 〈A,�〉, se sigue

que ϕA (�b)c ∈ T (B). Luego, por la Proposición 5.1.10, �Q� (ϕA (b)) = ϕA (�b).

Aśı, �Q� (ϕA (b))c ∈ T (B) y T (B) ∈ Nb� (X (A)). �

Tomemos ahora la aplicación S de el Lema 3.3.14.

Lema 5.3.5. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra y sea 〈X (A) ,KA, Q�〉 su espacio dual.

Entonces la aplicación

S : Nb� (X (A))→ Sub� (A)

preserva el orden.

Demostración. Sea L ∈ Nb� (X (A)). Por el Lema 3.3.14, será suficiente con

probar que S (L) es cerrado bajo el operador modal �. Si a ∈ S (L), entonces

ϕA (a)c ∈ L y como L es DN�-básico, �Q� (ϕA (a))c = ϕA (�a)c ∈ L. Aśı,

�a ∈ S (L) y S (L) ∈ Sub� (A). �

Utilizando el Teorema 3.3.15, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.6. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra y sea 〈X (A) ,KA, Q�〉 su espacio

dual. Entonces los ret́ıculos Sub� (A) y Nb� (X (A)) son isomorfos.
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5.3.3 Sobre la �-extensión reticular distributiva libre

Nos enfocamos en esta subsección en extender los resultados desarrollados en la

Subsección 3.3.5 del Caṕıtulo 3 para probar la existencia de la �-extensión reticular

distributiva libre de una DN�-álgebra.

Extendemos la Definición 3.3.19 para la clase de las DN�-álgebras.

Definición 5.3.7. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra. Una par
〈〈
L,�

〉
, e
〉

es la �-

extensión reticular distributiva libre de 〈A,�〉 si satisface las siguientes condiciones:

1.
〈
L,�

〉
es un ret́ıculo distributivo acotado con un operador modal y e : A→ L

un �-homomorfismo inyectivo.

2. Para cada ret́ıculo distributivo acotado con un operador modal
〈
L,∆

〉
y cada

�-homomorfismo h : A→ L, existe un único �-homomorfismo h : L→ L tal

que h = h ◦ e.

Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra y sea 〈X (A) ,KA, Q�〉 su espacio dual. Por el

Teorema 3.3.20 sabemos que el par 〈DKO [X (A)] , ϕA〉 es la extensión reticular dis-

tributiva libre de A, donde 〈DKO [X (A)] ,∪,∩, ∅, X (A)〉 es un ret́ıculo distribu-

tivo acotado y ϕA : A → DKO [X (A)] es el homomorfismo inyectivo dado por

ϕA (a) = {P ∈ X (A) : a /∈ P}. Consideremos la aplicación

� : DKO [X (A)]→ DKO [X (A)]

dada por

� (U) = ϕA (�a1) ∩ ... ∩ ϕA (�an) ,

donde U = ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an) para algún a1, ..., an ∈ A. Notemos que

� (X (A)) = � (ϕA (1)) = ϕA (�1) = ϕA (1) = X (A)

y

� (U ∩ V ) = � (U) ∩� (V ) ,

para cada U, V ∈ DKO [X (A)]. En otras palabras, la aplicación � es un operador

de necesidad sobre DKO [X (A)]. Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.8. Sea 〈A,�〉 una DN�-álgebra y sea 〈X (A) ,KA, Q�〉 su espacio

dual. Entonces el par
〈〈
DKO [X (A)] ,�

〉
, ϕA

〉
es la �-extensión reticular distribu-

tiva libre de 〈A,�〉.

107



5.3 Aplicaciones DN�-álgebras

Demostración. Sea
〈
L,∆

〉
un ret́ıculo distributivo acotado con un operador

modal y sea h : A→ L un �-homomorfismo. Sea h : DKO [X (A)]→ L la aplicación

de el Teorema 3.3.20. Solamente debemos probar que h
(
� (U)

)
= ∆

(
h (U)

)
para

cada U ∈ DKO [X (A)]. Si U ∈ DKO [X (A)], entonces existen a1, ..., an ∈ A tal que

U = ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an). Luego,

h
(
� (U)

)
= h

(
� (ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an))

)
= h (ϕA (�a1) ∩ ... ∩ ϕA (�an))

= h (�a1) ∧ ... ∧ h (�an) = ∆ (h (a1)) ∧ ... ∧∆ (h (an))

= ∆ (h (a1) ∧ ... ∧ h (an)) = ∆
(
h (ϕA (a1) ∩ ... ∩ ϕA (an))

)
= ∆

(
h (U)

)
.

Por lo tanto, h es un �-homomorfismo. �
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