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Introducción

Esta es una breve introducción, dada para ayudar a la comprensión de

lo que sigue, pero de ninguna manera pretende ser una reseña histórica sobre

el nacimiento y evolución de la lógica temporal. Todo lo que acá decimos ya

figura en alguno de los buenos trabajos citados en la bibliografía final y a estos

remitimos a los lectores interesados.

Algunos autores consideran a Arthur Prior (ver por ejemplo [130, 131,

132]) como el iniciador de la disciplina conocida como “lógica temporal”, a fi-

nales de la década de los cincuenta y en los sesenta del siglo XX. Pero también

es habitual señalar a los lógicos estoicos como los iniciadores de la lógica tem-

poral y encontrar conexiones que llegan hasta la actualidad.

En este volumen la lógica temporal es una extensión de la lógica clásica

introducida para permitir formalizar enunciados que incluyen datos sobre el

momento del tiempo en que han ocurrido, por ejemplo para los enunciados

“está haciendo calor” y “hará calor” tenemos las opciones de formalizarlas co-

mo la misma proposición, o dos proposiciones completamente diferentes.

Una posibilidad que brinda la lógica temporal es formalizarla como la

misma proposición pero en dos momentos diferentes del tiempo, es decir nos

permite diferenciar si un acontecimiento ocurre en el pasado, en el presente, o

en el futuro.

A partir de la obra de Arthur N. Prior Time and tense [132], título difícil-
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mente traducible al español, surge la lógica temporal formal moderna que se

divide en cuatro grandes ramas:

La lógica de la datación o de la fecha (time).

La lógica del tiempo gramatical (tense).

La lógica temporal de preposiciones y adverbios.

La lógica temporal de propósito específico.

Las lógicas del tiempo gramatical son aquellas que se fundan en la dis-

tinción propia de las lenguas indo-europeas entre sus tiempos fundamentales:

pasado, presente y futuro. El sistema considerado como el más elemental de

la lógica del tiempo gramatical es el minimal introducido por E. J. Lemmon

en 1965 y que ha sido denominado Kt. El sistema Kt es el habitual de la lógica

clásica de proposiciones, con sus símbolos y sus reglas de formación de fórmu-

las bien formadas. A esto se añaden cuatro operadores unarios (G , H , F y P).

La axiomatización estilo Hilbert de Kt puede encontrarse en [149]:

Todos los axiomas de la lógica proposicional clásica.

G (α→β )→ (Gα→Gβ ), H (α→β )→ (Hα→Hβ ),

α→G Pα, α→H Fα, donde Pα :=¬H (¬α) y Fα :=¬G (¬α).

Las reglas de inferencia son modus ponens, y

(RG)
α

Gα
(RH)

α

Hα

Prior “interpretó” a los cuatro operadores unarios G , H , F y P del modo

siguiente:

G : “Será siempre en el futuro verdad”.

H : “Ha sido siempre en el pasado verdad”.
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F : “Será alguna vez en el futuro verdad”.

P : “Fue alguna vez en el pasado verdad”.

Los operadores unarios G y F habitualmente son denominados opera-

dores temporales débiles mientras que a H y P se los suele llamar operadores

temporales fuertes.

Los modelos algebraicos de la lógica temporal clásica (ver [149, 104]) los

constituyen las álgebras de Boole temporales (o álgebras temporales).

1. Un álgebra de Boole temporal (o t B−álgebra) es una terna (B ,G , H ) tal

que B = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 es un álgebra de Boole (o B−álgebra) y G , H :

B −→ B son dos operaciones unarias sobre B tales que

1.1 G (1) = 1, H (1) = 1,

1.2 G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

1.3 x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P(x ) =¬H (¬x ) y F (x ) =¬G (¬x ).

Observemos que pueden darse distintas axiomáticas para las álgebras de

Boole temporales y algunas de ellas serán utilizadas más adelante. En efecto,

2. Un álgebra de Boole temporal (o t B−álgebra) es una terna (B ,G , H ) tal

queB = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 es una B−álgebra y G , H : B −→ B son dos opera-

ciones unarias sobre B tales que

2.1 G (1) = 1, H (1) = 1,

2.2 G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

2.3 G (x )∨ y = 1 si, y sólo si, x ∨H (y ) = 1.

En primer lugar recordemos que las B−álgebras pueden ser descritas co-

mo álgebrasB = 〈B ,→,¬, 1〉 de tipo (2, 1, 0) que satisfacen ciertas identidades.

Luego, cuando hablemos de álgebras de Boole pero con operaciones primitivas

a {→,¬, 1} las denominaremos B H−álgebras. Entonces
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3. Un álgebra de Boole temporal es una terna (B ,G , H ) tal queB = 〈B ,→

,¬, 1〉 es una B H−álgebra y G , H : B −→ B son dos operaciones unarias

sobre B tales que

3.1 G (1) = 1, H (1) = 1,

3.2 G (x → y ) =G (x )→G (y ), H (x → y ) =H (x )→H (y ),

3.3 x → G P(x ) = 1, x → H F (x ) = 1, donde F (x ) = ¬G (¬x ) y P(x ) =

¬H (¬x ).

La prueba de que las tres definiciones anteriores son equivalentes puede

consultarse en [85]. También, en [104], Kowalski da la siguiente definición de

álgebra de Boole temporal, equivalente a las anteriores.

4. Un álgebra de Boole temporal (o t B−álgebra) es una terna (B ,G , H ) tal

queB = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 es una B−álgebra y G , H : B −→ B son dos opera-

ciones unarias sobre B tales que

4.1 G (1) = 1, H (1) = 1,

4.2 G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

4.3 ¬x ∨G (¬H (¬x )) = 1, ¬x ∨H (¬G (¬x )) = 1.

Por otra parte, numerosos autores han definido de manera adecuada ope-

radores temporales para obtener así contrapartidas algebraicas de nuevas lógi-

cas temporales. Los lectores interesados en ampliar este ítem pueden consultar

por ejemplo [43], [28], [31] y [27].

En 2007, Diaconescu y Georgescu, en su importante trabajo [43], comen-

zaron el estudio algebraico de operadores temporales sobre M V−álgebras y

álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas.
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Chiriţă, en [29] (ver también [28]), introdujo las álgebras de Łukasiewicz-

Moisil θ−valuadas temporales y probó un importante teorema de representa-

ción que le permitió demostrar la completitud de la lógica de Mosil θ−valuada

temporal (ver [28]). Diaconescu y Georgescu, en [43], formularon el problema

de obtener una representación para las M V−álgebras temporales, el cual fue

resuelto por Botur y Paseka ([9, 126]), pero restringido al caso de las M V−álge-

bras temporales semisimples.

Botur y otros, en [8], introdujeron y estudiaron las álgebras temporales

básicas, las cuales son una interesante generalización de las M V−álgebras tem-

porales.

En esta tesis se definen y se estudian nuevas álgebras obtenidas al adi-

cionar operadores temporales sobre distintas clases de álgebras, más generales

que las álgebras de Boole como por ejemplo las álgebras de De Morgan, las ál-

gebras de Heyting, las álgebras de Heyting simétricas y las álgebras tetravalentes

modales. Además, consideramos operadores temporales sobre las álgebras de

Heyting simétricas de orden n , a las que hemos denominado SHn−álgebras,

y sobre las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas, a las que hemos

denominado LM n×m−álgebras, en cada caso de las cuales se obtiene una ge-

neralización común para las álgebras de Boole temporales y las álgebras de

Łukasiewicz-Moisil n−valuadas temporales.
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Abstract

The volume presented here is organized in five chapters. In the first, with

no claim to originality, we describe some known results that will facilitate the

reading of the thesis.

Chapter 2 is organized in three sections. In the first we investigate the

variety of algebras that we have called tense De Morgan Algebras as a natural

generalization of tense Boolean algebras. In this section our main interest is

the representation theory for this class of algebras. Section 2.1 is organized as

follows: In Subsection 2.1.1 we define the variety of tense De Morgan algebras,

introduce some examples and prove some properties. In Subsection 2.1.2 we

give a representation theorem for tense De Morgan algebras in terms of tense

De Morgan algebras of sets by using a well-known representation theorem for

De Morgan algebras. In Subsection 2.1.3 we describe a topological duality for

tense De Morgan algebras, extending the duality given by Cornish and Fowler

in [42] for De Morgan algebras. Finally, in Subsection 2.1.4 we characterize the

congruences lattice of these algebras in terms of the duality mentioned before

and certain closed subsets of the space associated with them.

The results obtained in this section were published in

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on De Morgan algebras. Log. J.

IGPL 22, 2, 255–267. 2014.
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The second section consists of two subsections. In the first we obtain a

discrete duality for the n-valued Łukasiewicz-Moisil algebras taking into ac-

count the results indicated by Dzik, Orłowska and van Alten in 2006 for De Mor-

gan algebras [49]. In the second subsection we extend the discrete duality giv-

en for n-valued Łukasiewicz-Moisil algebras to the case of the tense n-valued

Łukasiewicz–Moisil algebras. The results of this sections were published in

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Discrete duality for tense Łukasiewicz–Moisil al-

gebras. Fund. Inform., 136. 1–13. 2015.

The third section is divided into three subsections. In Subsection 2.3.1

we review definitions and known results on tetravalent modal algebras which

will be useful in the subsequent subsections. We also show that De Morgan al-

gebras with implication defined by Kondo in [102] are polynominally equiv-

alent to the contrapositive modal tetravalent algebras defined by Figallo and

Landini in [58] and recently studied by Coniglio and Figallo in [40]. In Subsec-

tion 2.3.2 we obtain two different discrete dualities for the tetravalent modal

algebras. Finally, in the last subsection we define the variety of tense tetrava-

lent modal algebras as a common generalization of tense Boolean algebras and

tense n−valued Łukasiewicz-Moisil algebras. The most important result in this

subsection is having obtained a discrete duality for these new algebras.

Chapter 3 is organized into five sections. The first is devoted to the study

of the n × m -valued Łukasiewicz-Moisil algebras defined by Figallo and

Sanza in [60]. This section has been subdivided into five subsections. In Sub-

section 3.1.1 we review an example which has allowed us to legitimate the study

of the n ×m -valued Łukasiewicz-Moisil algebras. In Subsection 3.1.2 we re-

call definitions and results which will be useful for what follows. In Subsec-

tion 3.1.3 we introduce new implication connectives and prove some of their

basic properties. In Subsection 3.1.4 the definition of monadic n ×m−valued

Łukasiewicz–Moisil algebra is reviewed. These algebras were defined by Figallo
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and Sanza in [69]. Finally, in the last subsection we define the class of polyadic

n ×m -valued Łukasiewicz-Moisil algebras. These algebras, for the case of m =

2, they coincide with polyadic n−valued Łukasiewicz-Moisil algebras [7]. The

main result of this subsection is a representation theorem for polyadic n ×

m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras. Section 3.2 is focused on the study of

weak-tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras defined by Figallo and

Pelaitay in [78]. This section is divided into four subsections. In Subsection

3.2.1 we introduce the variety of weak-tense n×m−valued Łukasiewicz-Moisil

as a common generalization of weak-tense Boolean algebras and weak-tense

n−valued Łukasiewicz-Moisil algebras. In Subsection 3.2.2, based on the no-

tion of weak frame, we provide an example of weak-tense n × m−valued

Lukasiewicz-Moisil algebras to bear into consideration for further analysis. In

Subsection 3.2.3 we prove a representation theorem for weak-tense n ×m -

valued Łukasiewicz-Moisil algebras. Finally, in the last subsection we focus on

the study of congruences in a weak-tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil

algebra. These results allowed us to characterize simple and subdirectly irre-

ducible algebras from the previously mentioned variety. Section 3.3 is focused

on the study of tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras defined by

Figallo and Pelaitay in [79]. This section is divided into four subsections. In

Subsection 3.3.1 we introduce the variety of tense n ×m−valued Łukasiewicz-

Moisil algebras as a common generalization of tense Boolean algebras and tense

n−valued Łukasiewicz-Moisil algebras. In Subsection 3.3.2, based on the no-

tion of frame, we provide an example of tense n×m−valued Łukasiewicz-Moisil

algebras, necessary for later analysis. In Subsection 3.3.3, we proved a repre-

sentation theorem for tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras; as a

corollary of this theorem we obtain the representation theorem provided by

Diaconescu and Georgescu in [43] for tense n−valued Łukasiewicz-Moisil al-

gebras. Finally, in the last subsection we focus on the study of congruences in

a tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras. These results allowed us to
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characterize simple and subdirectly irreducible algebras from the variety previ-

ously mentioned. Section 3.4 is focused on the study polyadic weak-tense n ×

m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras. This section is divided into two sub-

sections. In Subsection 3.4.1 we introduced the class of study polyadic weak-

tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras as a common generalization

of polyadic weak-tense Boolean algebras and polyadic weak-tense n−valued

Łukasiewicz-Moisil algebras. Furthermore, based on the notion of weak-tense

system, we provide an example of polyadic weak-tense n × m−valued

Łukasiewicz-Moisil algebras. The most prominent result from this second sub-

section is a representation theorem for polyadic weak-tense n ×m−valued

Łukasiewicz-Moisil algebras. In the last subsection we define the class of

polyadic tense n ×m−valued Łukasiewicz-Moisil algebras and we provide an

example based on the notion of tense system. Some of the results of this chap-

ter have been accepted for publishing in

A. V. Figallo, G. Pelaitay. A representation theorem for tense n ×m−valued

Łukasiewicz–Moisil algebras. Mathematica Bohemica. 2015.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. n ×m -valued Łukasiewicz–Moisil algebras with

two modal operators. South American Journal of Logic. 2015.

They have also been presented and exposed in

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Operadores temporales sobre álgebras de

Łukasiewicz-Moisil n ×m -valuadas, Actas del XII Congreso Dr. Antonio

Monteiro, UNS, Bahía Blanca, Argentina, (2013), 31-32.

Chapter four is organized into three sections. The first section is focused

to the study of tense operators on Heyting algebras. This section is divided into

six subsections. In the first subsection we demonstrate that algebraic axioma-

tization given by Chajda in [24] of the tense operators F and P in intuitionistic

logic is not in accordance with the Halmos definition of existential quantifier. In
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the second subsection we introduce I K t−algebras variety, we show some ex-

amples and prove some of its properties. In the third subsection we prove that

intuitionistic tense logic introduced by Ewald in [52] has I K t−algebras as its

algebraic counterpart. In the fourth subsection we describe a discrete duality

for I K t−algebras bearing into account the results indicated by Orłowska and

Rewitzky in [124] for Heyting algebras. In the fifth subsection we give a general

construction of tense operators on a complete Heyting algebra via the so-called

Heyting frames. Finally, in the last subsection we introduce the notion of tense

deductive system which allows us to determine the congruences lattice in an

I K t−algebras and characterize simple and subdirectly irreducible from the IKt

variety. The results of this section have been published in

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Remarks on Heyting algebras with tense operators.

Bull. Sect. Logic Univ. Lódz 41, 1–2, 71–74. 2012.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of the Ewald’s intu-

itionistic tense logic. Soft Computing. 18, 10, 1873–1883. 2014.

They were also presented and discussed in

A. V. Figallo, G. Pelaitay.Una axiomatización algebraica del sistema IKt, IV

Congreso Lationoamericano de Matemáticos, Córdoba, 2012.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of IKt system, 6th

Workshop on Intuitionistic Modal Logic and Applications, Rio de Janeiro,

Brazil, 2013.

The second section is focused on the study of tense operators on sym-

metric Heyting algebras. This section is divided into three subsections. In the

first section we define tense symmetric Heyting algebras, we provide an exam-

ple and prove some of their properties. In the second subsection we obtain a

discrete duality for tense symmetric Heyting algebras taking into account the
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indications in [49] for De Morgan algebras and in [124] for Heyting algebras. In

the third subsection we describe a propositional calculus that has tense sym-

metric Heyting algebras as an algebraic counterpart. The results in this section

were published in

A. V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Discrete duality for TSH-algebras. Com-

mun. Korean Math. Soc., 27, 1, 47–56. 2012.

They were also presented and discussed in

A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Operadores temporales sobre álgebras

de Heyting simétricas. LIX Reunión Anual de la Unión Matemática Ar-

gentina. Índice de Comunicaciones Científicas. Mar del Plata, Septiem-

bre 2009.

A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Una dualidad discreta para las álgebras

de Heyting simétricas temporales. LX Reunión Anual de la Unión Matemáti-

ca Argentina. Índice de Comunicaciones Científicas. Tandil, Septiembre

2010.

The third section is devoted to the study of tense operators on symmetric

Heyting algebras of order n (or SHn -algebras). This section is divided in three

subsections. In the first subsection, we define the variety of tense SHn -algebras,

we provide an example and prove several properties. In the second subsec-

tion, we obtain a discrete duality for tense SHn -algebras taking into account the

ones indicated in [124] for SHn -algebras. In the third subsection, we describe a

propositional calculus that has tense SHn -algebras as algebraic counterparts.

The results of this section were published in:

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SHn -algebras. Pioneer Journal

of Algebra, Number Theory and its Applications. 1, 1, 33–41. 2011.
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A. V. Figallo, G. Pelaitay. Note on tense SHn -algebras. An. Univ. Craiova Ser.

Mat. Inform., 38, 4, 24–32. 2011.

They were also presented and discussed in:

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SHn -algebras, 16th Brazilian

Logic Conference, Petropolis, Brazil, 2011.

Chapter 5 consists of a brief enumeration of the possible future develop-

ments.



23

.



24

Resumen

El volumen que aquí presentamos está organizado en cinco capítulos. En

el primero se describen resultados conocidos que facilitarán la lectura de la

tesis, el mismo no tiene pretenciones de originalidad.

El Capítulo 2 está organizado en tres secciones. En la primera sección in-

vestigamos la variedad de álgebras que hemos denominado álgebras de

De Morgan temporales, como una generalización natural de las álgebras de

Boole temporales. En esta sección nuestro principal interés es la teoría de re-

presentación para esta clase de álgebras. La Sección 2.1 está organizada como

sigue:

En la Subsección 2.1.1 definimos la variedad de las álgebras de

De Morgan temporales, introducimos algunos ejemplos y probamos algunas

propiedades. En la Subsección 2.1.2 damos un teorema de representación para

las álgebras de De Morgan temporales en términos de las álgebras de

De Morgan temporales de conjuntos usando un conocido teorema de repre-

sentación para las álgebras de De Morgan. En la Subsección 2.1.3 describimos

una dualidad topológica para las álgebras de De Morgan temporales, exten-

diendo la dualidad dada por Cornish y Fowler en [42] para las álgebras de De

Morgan. Finalmente, en la Subsección 2.1.4 caracterizamos el retículo de las

congruencias de estas álgebras en términos de la dualidad antes mencionada
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y de ciertos subconjuntos cerrados del espacio asociado con él. Los resultados

de esta sección fueron publicados en

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on De Morgan algebras. Log. J.

IGPL 22, 2, 255–267. 2014.

La segunda sección está compuesta por dos subsecciones. En la primera

obtenemos una dualidad discreta para las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n-

valuadas teniendo en cuenta los resultados indicados por Dzik, Orłowska y

van Alten en 2006 para las álgebras de De Morgan [49]. En la segunda subsec-

ción extendemos la dualidad discreta dada para las álgebras de Łukasiewicz-

Moisil n-valuadas al caso de las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas

temporales. Los resultados de esta sección fueron publicados en

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Discrete duality for tense Łukasiewicz–Moisil al-

gebras. Fund. Inform., 136. 1–13. 2015.

La tercer sección está dividida en tres subsecciones. En la Subsección

2.3.1 repasamos definiciones y resultados conocidos sobre las álgebras tetrava-

lentes modales que nos serán de utilidad en las subsecciones siguientes. Tam-

bién mostramos que las álgebras de De Morgan con implicación definidas por

Kondo en [102] son polinomialmente equivalentes a las álgebras tetravalentes

modales contrapositivas definidas por Figallo y Landini en [58] y estudiadas re-

cientemente por Coniglio y Figallo en [40]. En la Subsección 2.3.2 obtenemos

dos dualidades discretas diferentes para las álgebras tetravalentes modales. Fi-

nalmente, en la última subsección definimos la variedad de las álgebras tetrava-

lentes modales temporales como una generalización común de las álgebras de

Boole temporales y las álgebras de Łukasiewicz-Moisil 3−valuadas temporales.

El resultado más importante de esta subsección es la obtención de una duali-

dad discreta para esta nueva clase de álgebras.
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El Capítulo 3 está organizado en cinco secciones. La primera está dedica-

da al estudio de las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas definidas

por Figallo y Sanza en [60]. Esta sección se divide en cinco subsecciones.

En la Subsección 3.1.1. repasamos un ejemplo que nos permite legiti-

mar el estudio de las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m -valuadas. En la

Subsección 3.1.2 recordamos definiciones y resultados que nos serán de uti-

lidad para lo que sigue. En la Subsección 3.1.3 introducimos nuevos conectivos

de implicación y probamos algunas propiedades básicas de estos conectivos.

En la Subsección 3.1.4 recordamos la definición de álgebra de Łukasiewicz-

Moisil n ×m−valuada monádica. Estas álgebras fueron definidas por Figallo y

Sanza en [69]. Finalmente, en la última subsección definimos la clase de las ál-

gebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas poliádicas. Estas álgebras, para

el caso m = 2, coinciden con las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas

poliádicas [7]. El principal resultado de esta subsección es un teorema de re-

presentación para las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas poliádi-

cas.

La Sección 3.2 está dedicada al estudio de las álgebras de Łukasiewicz-

Moisil temporales débiles definidas por Figallo y Pelaitay en [78]. Esta sección

está dividida en cuatro subsecciones.

En la Subsección 3.2.1 introducimos la variedad de las álgebras de

Łukasiewicz-Moisil temporales débiles como una generalización común de las

álgebras de Boole temporales débiles y de las álgebras de Łukasiewicz-Moisil

n−valuadas temporales débiles. En la Subsección 3.2.2, basados en la noción

de marco débil, damos un ejemplo de álgebra de Łukasiewicz-Moisil tempo-

ral débil que será de utilidad en lo que sigue. En la Subsección 3.2.3 probamos

un teorema de representación para las álgebras de Łukasiewicz-Moisil tempo-

rales débiles. Finalmente, en la última subsección nos dedicamos al estudio de

las congruencias en un álgebra de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuada tempo-

ral débil. Estos resultados nos permitieron caracterizar las álgebras simples y
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subdirectamente irreducibles de la variedad antes mencionada.

La Sección 3.3 está dedicada al estudio de las álgebras de Łukasiewicz-

Moisil n×m−valuadas temporales definidas por Figallo y Pelaitay en [79]. Esta

sección está dividida en cuatro subsecciones.

En la Subsección 3.3.1 introducimos la variedad de las álgebras de

Łukasiewicz-Moisil temporales como una generalización común de las álge-

bras de Boole temporales y de las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas

temporales. En la Subsección 3.3.2, basados en la noción de marco, damos un

ejemplo de álgebra de Łukasiewicz-Moisil temporal que será de utilidad en lo

que sigue. En la Subsección 3.3.3, probamos un teorema de representación para

las álgebras de Łukasiewicz-Moisil temporales; como corolario de este teore-

ma obtenemos el teorema de representación dado por Diaconescu y Georgescu

en [43] para las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas temporales. Final-

mente, en la última subsección nos dedicamos al estudio de las congruencias

en un álgebra de Łukasiewicz-Moisil n ×m -valuada temporal. Estos resulta-

dos nos permitieron caracterizar las álgebras simples y subdirectamente irre-

ducibles de la variedad antes mencionada.

La Sección 3.4 está dedicada al estudio de las álgebras de Łukasiewicz-

Moisil n×m−valuadas poliádicas temporales débiles. Esta sección está dividi-

da en dos subsecciones.

En la Subsección 3.4.1 introducimos la clase de las álgebras de

Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas poliádicas temporales débiles como una

generalización común de las álgebras de Boole poliádicas temporales débiles y

las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas poliádicas temporales débiles.

También, basados en la noción de sistema temporal débil, damos un ejemplo

de álgebra de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuada poliádica temporal débil. El

resultado más importante de la segunda subsección es un teorema de repre-

sentación para las álgebras de Łukasiewicz-Moisil temporales débiles.

En la última subsección definimos la clase de las álgebras de Łukasiewicz-
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Moisil n×m−valuadas poliádicas temporales y damos un ejemplo basándonos

en la noción de sistema temporal.

Algunos de los resultados de este capítulo han sido aceptados para su

publicación en

A. V. Figallo, G. Pelaitay. A representation theorem for tense n ×m−valued

Łukasiewicz–Moisil algebras. Mathematica Bohemica. 2015.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. n ×m -valued Łukasiewicz–Moisil algebras with

two modal operators. South American Journal of Logic. 2015.

También han sido presentados y expuestos en

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Operadores temporales sobre álgebras de

Łukasiewicz-Moisil n ×m -valuadas, Actas del XII Congreso Dr. Antonio

Monteiro, UNS, Bahía Blanca, Argentina, (2013), 31-32.

El Capítulo 4 está organizado en tres secciones. La primera sección está

dedicada al estudio de operadores temporales sobre álgebras de Heyting. Es-

ta sección se divide en seis subsecciones. En la primera subsección mostra-

mos que la axiomatización algebraica dada por Chajda en [24] de los operado-

res temporales F y P en la lógica intuicionista no se ajusta a la definición de

Halmos de cuantificador existencial. En la segunda subsección introducimos

la variedad de las I K t−álgebras, mostramos algunos ejemplos y probamos al-

gunas propiedades. En la tercera subsección probamos que el sistema IKt de la

lógica temporal intuicionista introducido por Ewald en [52], tiene a las I K t−ál-

gebras como contraparte algebraica. En la cuarta subsección describimos una

dualidad discreta para las I K t−álgebras teniendo en cuenta los resultados in-

dicados por Orłowska y Rewitzky en [124] para las álgebras de Heyting. En la

quinta subsección damos una construcción general de los operadores tempo-

rales sobre un álgebra de Heyting completa por medio de los llamados mar-

cos de Heyting. Finalmente, en la última subsección introducimos la noción de
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sistema deductivo temporal, la cual nos permite determinar el retículo de las

congruencias en una I K t−álgebra y caracterizar las álgebras simples y subdi-

rectamente irreducibles de la variedad IKt.

Los resultados de esta sección fueron publicados en

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Remarks on Heyting algebras with tense operators.

Bull. Sect. Logic Univ. Lódz 41, 1–2, 71–74. 2012.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of the Ewald’s intu-

itionistic tense logic. Soft Computing. 18, 10, 1873–1883. 2014.

También han sido presentados en

A. V. Figallo, G. Pelaitay.Una axiomatización algebraica del sistema IKt, IV

Congreso Lationoamericano de Matemáticos, Córdoba, 2012.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of IKt system, 6th

Workshop on Intuitionistic Modal Logic and Applications, Rio de Janeiro,

Brazil, 2013.

La segunda sección está dedicada al estudio de operadores temporales

sobre álgebras de Heyting simétricas. Esta sección está dividida en tres subsec-

ciones. En la primera definimos la variedad de las álgebras de Heyting simétri-

cas temporales, damos un ejemplo y probamos algunas propiedades. En la se-

gunda subsección obtenemos una dualidad discreta para las álgebras de

Heyting simétricas temporales teniendo en cuenta las indicadas en [49] para

las álgebras de De Morgan y en [124] para las álgebras de Heyting. En la tercer

subsección describimos un cálculo proposicional que tiene a las álgebras de

Heyting simétricas temporales como contraparte algebraica. Los resultados de

esta sección fueron publicados en

A. V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Discrete duality for TSH−algebras. Com-

mun. Korean Math. Soc., 27, 1, 47–56. 2012.
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También fueron presentados y expuestos en

A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Operadores temporales sobre álgebras

de Heyting simétricas. LIX Reunión Anual de la Unión Matemática Ar-

gentina. Índice de Comunicaciones Científicas. Mar del Plata, Septiem-

bre 2009.

A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Una dualidad discreta para las álgebras

de Heyting simétricas temporales. LX Reunión Anual de la Unión Matemáti-

ca Argentina. Índice de Comunicaciones Científicas. Tandil, Septiembre

2010.

La tercera sección está dedicada al estudio de operadores temporales so-

bre álgebras de Heyting simétricas de orden n (o SHn−álgebras para abreviar) .

Esta sección está dividida en tres subsecciones. En la primera subsección defi-

nimos la variedad de las SHn -álgebras temporales, damos un ejemplo y proba-

mos algunas propiedades. En la segunda subsección obtenemos una dualidad

discreta para las SHn -álgebras temporales teniendo en cuenta las indicadas en

[124] para las SHn -álgebras. En la tercera subsección describimos un cálculo

proposicional que tiene a las SHn -álgebras temporales como contraparte alge-

braica. Los resultados de esta sección fueron publicados en:

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SHn -algebras. Pioneer Journal

of Algebra, Number Theory and its Applications. 1, 1, 33–41. 2011.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Note on tense SHn -algebras. An. Univ. Craiova Ser.

Mat. Inform., 38, 4, 24–32. 2011.

También fueron presentados y expuestos en:

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SHn−algebras, 16th Brazilian

Logic Conference, Petropolis, Brazil, 2011.

El Capítulo 5 consiste en una breve enumeración de los posibles desarro-

llos futuros.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Diversos ejemplos de álgebras

A continuación daremos las definiciones de aquellas clases de álgebras

que utilizaremos más adelante, y también repasaremos algunas propiedades y

resultados que serán necesarios para el desarrollo posterior.

1.1.1. L 0,1−álgebras

Teniendo en cuenta la caracterización dada por M. Sholander en 1951

([145]) para los retículos distributivos, un álgebraA = 〈A,∨,∧, 0, 1〉 de tipo (2, 2,

0, 0) es un retículo distributivo acotado (o L 0,1−álgebra), si se verifican las si-

guientes condiciones:

(rd1) x ∧ (x ∨ y ) = x ,

(rd2) x ∧ (y ∨ z ) = (z ∧x )∨ (y ∧x ),

(rd3) x ∧0= 0, x ∨1= 1.

Para más detalles sobre la teoría de las L 0,1−álgebras puede verse por

ejemplo en [3, 6, 91].

35
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1.1.2. B−álgebras

Nosotros utilizaremos la siguiente definición de álgebra de Boole.

Definición 1.1.1. Un álgebra de Boole (o B−álgebra) es un álgebraB = 〈B ,∨,∧,

¬, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0) donde el reducto 〈B ,∨,∧, 0, 1〉 es una L 0,1−álgebra y se

satisfacen las siguientes condiciones:

(B1) x ∧¬x = 0,

(B2) x ∨¬x = 1.

A continuación recordaremos dos ejemplos de B−álgebras que nos serán

de utilidad.

Ejemplo 1.1.1. Sea 2 = 〈{0, 1},∨,∧,¬, 0, 1〉, donde x ∨ y = máx{x , y }, x ∧ y =

mı́n{x , y },¬x = 1−x , para todo x , y ∈ {0, 1} es una B−álgebra, llamada la B−ál-

gebra estándar.

Ejemplo 1.1.2. Sea X un conjunto no vacío y sea 2 la B−álgebra estándar. En-

tonces 2X = 〈2X ,∨,∧,¬,O,I〉, donde 2X es el conjunto de todas las funciones de

X en {0, 1}, ( f ∨ g )(x ) = f (x )∨ g (x ), ( f ∧ g )(x ) = f (x )∧ g (x ), (¬ f )(x ) = ¬( f (x )),

O(x ) = 0, I(x ) = 1, para todo x ∈X es una B−álgebra.

Las B−álgebras, introducidas por Boole en 1850, son los modelos alge-

braicos del cálculo proposicional de la lógica clásica. Para una mayor informa-

ción sobre estas álgebras se pueden consultar, por ejemplo, [94, 144].

1.1.3. m B−álgebras

En 1955, Halmos ([92]) (ver también [93]) introdujo las álgebras de Boole

monádicas (o m B−álgebras) como pares (B ,∃) donde B = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 es

una B−álgebra y ∃ es una operación unaria sobre B , llamada cuantificador

existencial, de modo que se satisfacen las identidades siguientes:
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(E1) ∃0= 0,

(E2) x ≤∃x ,

(E3) ∃(x ∧∃y ) = ∃x ∧∃y .

Es bien sabido que en cualquier m B−álgebra se verifican las identidades:

(E4) ∃(x ∨ y ) = ∃x ∨∃y ,

(E5) ∃∃x = ∃x .

Por otra parte, en estas álgebras se define la operación unaria ∀, llamada

cuantificador universal, por medio de la fórmula ∀x =¬∃¬x , la cual verifica:

(E6) ∀1= 1,

(E7) x ∧∀x =∀x ,

(E8) ∀(x ∧ y ) =∀x ∧∀y ,

Además, en toda m B−álgebra se verifican las propiedades:

(E9) ∀∀x =∀x .

(E10) ∃∀x =∀x ,

(E11) ∀∃x = ∃x .

1.1.4. td B−álgebras

En esta subsección recordaremos algunas definiciones y resultados sobre

la representación de las álgebras de Boole temporales débiles (ver [107, 149,

10]).
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Definición 1.1.2. Un álgebra de Boole temporal débil (o td B−álgebra) es una

terna (B ,G , H ) tal que B = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 es una B−álgebra y G , H son dos

operadores unarios sobre B tales que, para todo x , y ∈ B :

(tB1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(tB2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ).

Proposición 1.1.1. ([85]) Sea (B ,G , H ) una td B−álgebra. Entonces, la condi-

ción (tB2) de la Definición 1.1.2 es equivalente a la siguiente condición:

(tB2)∗ G (x → y ) =G (x )→G (y ), H (x → y ) =H (x )→H (y ), donde x → y :=¬x∨y .

Observación 1.1.1. Usando la Proposición 1.1.1, en la Definición 1.1.2 si reem-

plazamos la condición (tB2) por (tB2)∗, obtenemos una definición equivalente

de td B−álgebra.

Observación 1.1.2. SeaB = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 una B−álgebra. Si G , H son dos en-

domorfismos deB , entonces (B ,G , H ) es una td B−álgebra.

Observación 1.1.3. SeaB = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉una B−álgebra. Entonces (B , 1B , 1B )

es una td B−álgebra, donde 1B , es la función 1 : B −→ B , definida por 1B (x ) = 1,

para todo x ∈ B.

Definición 1.1.3. Sea (B ,G , H ) una td B−álgebra. Definimos la operación una-

ria dB sobre B por dB (x ) =G (x )∧x ∧H (x ), para todo x ∈ B.

Definición 1.1.4. Si (B ,G , H ) una td B−álgebra, llamaremos filtro temporal de

B a todo subconjunto M de B tal que:

(a) M es filtro de B ,

(b) si x ∈M , entonces G (x ), H (x )∈M .

Notaremos con Dt (B ) a la familia de todos los filtros temporales de la

td B−álgebra B .
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Observación 1.1.4. Para una td B−álgebra (B ,G , H ), el retículo Dt (B ) es iso-

morfo a el retículo de las congruencias de B.

Definición 1.1.5. Un marco débil es una terna (X , R ,Q), donde X es un conjunto

no vacío y R ,Q son dos relaciones binarias sobre X .

Sea (X , R ,Q)un marco débil. Definimos las operaciones G ∗, H ∗ : 2X −→ 2X ,

para todo p ∈ 2X y x ∈X por:

(G ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry }, (H ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,xQy },(1.1)

Proposición 1.1.2. Para todo marco temporal débil (X , R ,Q), (2X ,G ∗, H ∗) es una

td B−álgebra.

Dem. Por el Ejemplo 1.1.2, tenemos que 2X es una B−álgebra. Entonces, solo

resta probar (tB1) y (tB2) de la Definición 1.1.1.

(tB1) Sea x ∈X . (G ∗(I))(x ) =
∧

{I(y ) | y ∈X ,x Ry }= 1, luego G ∗(I) = I. De manera

similar se puede probar que H ∗(I) = I.

(tB2) Sean p ,q ∈ 2X y x ∈X . Entonces,

(G ∗(p ∧q ))(x ) =
∧

{(p ∧q )(y ) | y ∈X ,x Ry }

=
∧

{p (y )∧q (y ) | y ∈X ,x Ry }

=
�
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry }
�

∧
�
∧

{q (y ) | y ∈X ,x Ry }
�

= (G ∗(p ))(x )∧ (G ∗(q ))(x )

= (G ∗(p )∧G ∗(q ))(x ),

así, G ∗(p ∧ q ) = G ∗(p ) ∧G ∗(q ). De manera similar se prueba que H ∗(p ∧ q ) =

H ∗(p )∧H ∗(q ). �

Definición 1.1.6. Sean (B ,G , H ) y (B ′,G ′, H ′) dos td B−álgebras. Una función

f : B −→ B ′ es un morfismo de td B−álgebras (o td B−morfismo) si f es un

morfismo de B−álgebras y este satisface las condiciones: f (G (x )) = G ′( f (x )) y

f (H (x )) =H ′( f (x )), para cada x ∈ B.
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Denotaremos porWT B a la categoría de las B−álgebras temporales dé-

biles con sus correspondientes morfismos y porB a la categoría de las B−ál-

gebras con sus correspondientes morfismos.

La demostración del teorema de representación que indicaremos a con-

tinuación y que utilizaremos más adelante se puede consultar en [107].

Teorema 1.1.1. Para cada td B−álgebra (B ,G , H ), existe un marco débil (X , R ,Q)

y un morfismo inyectivo de td B−álgebrasα : (B ,G , H )−→ (2X ,G ∗, H ∗), donde las

operaciones G ∗ y H ∗ están definidas como en 1.1.

1.1.5. t B−álgebras

En esta subsección recordaremos algunas definiciones y resultados sobre

la representación de las álgebras de Boole temporales (ver [149, 10, 104, 85]).

Definición 1.1.7. Un álgebra de Boole temporal (o t B−álgebra) es una td B−ál-

gebra (B ,G , H ) que satisface la siguiente propiedad adicional, para todo x , y ∈

B :

(tB3) G (x )∨ y = 1⇔ x ∨H (y ) = 1.

Observación 1.1.5. Sea (2,G , H ) una t B−álgebra, donde 2 es la B-álgebra del

Ejemplo 1.1.1. Entonces, G =H = Id o G =H = 12. Donde Id : 2−→ 2 es definida

por Id (x ) = x para todo x ∈ 2 y 12 : 2 −→ 2 es definida por 12(x ) = 1 para todo

x ∈ 2.

Proposición 1.1.3. ([85]) Sea (B ,G , H ) una td B−álgebra. Entonces, la condi-

ción (tB3) de la Definición 1.1.7 es equivalente a:

(tB3)∗ x ≤G P(x ), x ≤ H F (x ), donde P y F son operadores unarios sobre B , defi-

nidos por: P(x ) =¬H (¬x ) y F (x ) =¬G (¬x ).

Observación 1.1.6. Teniendo en cuenta la Proposición 1.1.3 podemos obtener

una definición equivalente para las t B−álgebras. Esto muestra que las t B−ál-

gebras forman una variedad.
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Definición 1.1.8. Un marco es un par (X , R), donde X es un conjunto no vacío y

R es una relación binaria sobre X .

Basados en la noción de marco, vamos a construir un ejemplo de B−ál-

gebra temporal.

Sea (X , R) un marco. Definimos las operaciones G ∗, H ∗ : 2X −→ 2X , para

todo p ∈ 2X y x ∈X por:

(G ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry }, (H ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X , y Rx },(1.2)

Proposición 1.1.4. Para cada marco (X , R), (2X ,G ∗, H ∗) es una t B−álgebra.

Dem. Por la Proposición 1.1.2 tenemos que (2X ,G ∗, H ∗) es una td B−álgebra.

Vamos a verificar la condición (tB3) de la Definición 1.1.7. Sean p ,q ∈ 2X tales

que G ∗(p ) ∨ q = I. Entonces, (G ∗(p ) ∨ q )(x ) = 1, para cada x ∈ X . De donde

resulta que
∧

{p (y )∨q (x ) | y ∈X ,x Ry }= 1, para cada x ∈X , luego p (y )∨q (x ) =

1, para todo x , y ∈ X con x Ry . Pero la condición p (y ) ∨ q (x ) = 1, para todo

x , y ∈ X con x Ry es equivalente a p (x )∨q (y ) = 1, para todo x , y ∈ X con y Rx .

De donde resulta que (p ∨H ∗(q ))(x ) = 1, para cada x ∈X , luego p ∨H ∗(q ) = I. La

implicación recíproca se puede probar de manera similar. �

Observación 1.1.7. El concepto de morfismo de t B−álgebras es definido de la

misma manera que para morfismos de td B−álgebras. También, la operación dB

definida para una td B−álgebra (B ,G , H ), puede extenderse para t B−álgebras.

Denotaremos por T B a la categoría de las B−álgebras temporales con

sus correspondientes morfismos.

La demostración del teorema de representación que indicaremos a con-

tinuación y que utilizaremos más adelante se puede consultar en [107].

Teorema 1.1.2. Para cada t B−álgebra (B ,G , H ), existe un marco (X , R) y un

morfismo inyectivo de t B−álgebras α : (B ,G , H )−→ (2X ,G ∗, H ∗), donde los ope-

radores G ∗ y H ∗ están definidos como en 1.2.
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1.1.6. p B−álgebras

La lógica algebraica del cálculo de predicados clásico surgió por el estu-

dio de dos tipos de estructuras: las álgebras poliádicas introducidas en [93] por

Halmos y las álgebras cilíndricas, introducidas por Tarski (ver [95, 96]). Uno de

los resultados de Galler [84]muestra que las álgebras poliádicas con igualdad y

las álgebras cilíndicas son equivalentes como estructuras algebraicas. El teore-

ma de representación de Halmos [93] y el teorema de representación de Tarski

[95, 96] son la contraparte algebraica de los teoremas de completitud para el

cálculo de predicados clásico.

Recordaremos la definición de álgebra de Boole poliádica (ver [7, 93]).

Definición 1.1.9. Un álgebra de Boole poliádica (o p B−álgebra) es un sistema

(B ,U ,S,∃), donde B es una B−álgebra, U es un conjunto no vacío, S es una

función de UU en el conjunto de los endomorfismos de B y ∃ es una función

de P (U ) en el conjunto de los cuantificadores existenciales de B tales que se

satisfacen los siguientes axiomas:

(i) S(1U ) = 1B ,

(ii) S(ρ ◦τ) =S(ρ) ◦S(τ), para cada ρ,τ∈UU ,

(iii) ∃(;) = 1B ,

(iv) ∃(J ∪ J ′) = ∃(J ) ◦ ∃(J ′), para cada J , J ′ ⊆U ,

(v) S(ρ) ◦ ∃(J ) = S(τ) ◦ ∃(J ), para cada J ⊆U y cada ρ,τ ∈UU tal que ρ |U\J=

τ |U\J ,

(vi) ∃(J ) ◦S(ρ) =S(ρ) ◦ ∃(ρ−1(J )), para cada J ⊆U y para cada ρ ∈UU tal que

ρ |ρ−1(J ) es inyectiva.

La noción de morfismo de p B−álgebras es definida de manera natural.

El cardinal de U será llamado el grado de la p B−álgebra (B ,U ,S,∃). Un sub-



1.1. Diversos ejemplos de álgebras 43

conjunto J de U será llamado el soporte de un elemento p ∈ B si ∃(U \ J )p = p .

Una p B−álgebra es localmente finita si todo elemento tiene un soporte finito.

Ejemplo 1.1.3. SeaB una B−álgebra completa, U un conjunto infinito y X 6= ;.

El conjunto B (XU ) de todas las funciones de X U en B tiene una estructura natural

de B−álgebra. Para cada J ⊆U y τ∈UU definimos dos operaciones unarias ∃(J )

y S(τ) sobre B (XU ) por:

∃(J )(p (x )) =
∨

{p (y ) | y ∈X U , y |U\J= x |U\J },

S(τ)(p (x )) = p (x ◦τ),

para cada p : X U −→ B , τ ∈UU y J ⊆U. Entonces, se puede probar que B (XU ) es

una p B−álgebra.

1.1.7. td p B−álgebras

Las álgebras de Boole poliádicas temporales débiles fueron introducidas

en [86] (ver también [30, 31]) como estructuras algebraicas para la lógica de pre-

dicados temporal débil. Estas se obtienen dotando a una p B−álgebra con los

operadores temporales G y H . Recordaremos definiciones y resultados sobre

B−álgebras poliádicas temporales débiles.

Definición 1.1.10. Un álgebra de Boole poliádica temporal débil (o t B p B−álge-

bra) es un sistema (B ,U ,S,∃,G , H ) tal que se satisfacen las siguientes propieda-

des:

(i) (B ,U ,S,∃) es una p B−álgebra,

(ii) (B ,G , H ) es una td B−álgebra,

(iii) S(τ)(G (p )) =G (S(τ)(p )), para cada τ∈UU y p ∈ B ,

(iv) S(τ)(H (p )) =H (S(τ)(p )), para cada τ∈UU y p ∈ B.
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Definición 1.1.11. Un sistema T = (T, (X t )t∈T , R ,Q , 0) es un sistema temporal

débil si:

(i) T es un conjunto arbitrario no vacío,

(ii) R y Q son dos relaciones binarias sobre T,

(iii) 0∈ T,

(iv) Para cada s , t ∈ T, X t es un conjunto no vacío, con la siguiente propiedad:

si t Rs o t Qs , entonces X t ⊆Xs .

Observación 1.1.8. (T, R ,Q) es un marco débil.

SeaT un sistema temporal débil y U un conjunto no vacío. Denotaremos

por

F U
T = {( f t )t∈T | f t : X U

t −→ 2, para cada t ∈ T }.

Sobre F U
T consideraremos las siguientes operaciones:

(pb1) ( f t )t∈T → (g t )t∈T = ( f t → g t )t∈T , donde ( f t → g t )(x ) = f t (x )→ g t (x ),

para todo x ∈X U
t ,

(pb2) ¬( f t )t∈T = (¬ f t )t∈T , donde (¬ f t )(x ) =¬( f t (x )), para todo x ∈X U
t ,

(pb3) 1T = (1t )t∈T , donde 1t : X U
t −→ 2, 1t (x ) = 1, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

Lema 1.1.1. (Georgescu [86])FU
T = (F

U
T ,→,¬, 1T ) es una B H−álgebra.

Sobre F U
T consideramos los operadores G y H , definidos por:

(pb4) G (( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , g t : X U
t −→ 2, g t (x ) =

∧

{ f s (i ◦x ) | t Rs , s ∈ T },

(pb5) H (( f t )t∈T ) = (h t )t∈T , h t : X U
t −→ 2, h t (x ) =

∧

{ f s (i ◦x ) | t Qs , s ∈ T },
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donde i : X t −→Xs es la función inclusión.

Lema 1.1.2. (Georgescu [86]) (FU
T ,G , H ) es una td B−álgebra.

(pb6) Para cada τ∈UU , definimos S(τ) : F U
T −→ F U

T por S(τ)(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T ,

donde g t : X U
t −→ 2, g t (x ) = f t (x ◦τ), para todo t ∈ T y x ∈X U

t ,

(pb7) Para cada J ⊆U , consideramos la función ∃(J ) : F U
T −→ F U

T , definida por

∃(J )(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t : X U
t −→ 2, es definida por:

g t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }, para todo x ∈X U

t .

Lema 1.1.3. (Georgescu [86]) (FU
T ,U ,S,∃,G , H ) es una td p B−álgebra.

Definición 1.1.12. Sea (B ,U ,S,∃,G , H ) una td p B−álgebra. Un subconjunto J

de U es un soporte de p ∈ B si ∃(U \ J )p = p . La intersección de los soportes de un

elemento p ∈ B será denotado por Jp . Una td p B−álgebra es localmente finita si

todo elemento tiene soporte finito. El cardinal de U es el grado de (B ,U ,S,∃,G , H ).

Teorema 1.1.3. (Georgescu [86]) Sea (B ,U ,S,∃,G , H ) una td p B−álgebra lo-

calmente finita de grado infinito y Γ un filtro propio deB tal que Jp = ;, para

cualquier p ∈ Γ. Entonces existe un sistema temporal débil T = (T, (X t )t∈T , R ,

Q , 0) y un morfismo de td p B−álgebras Φ :B −→FU
T , tal que, para cada p ∈ Γ,

tenemos que: Φ(p ) = ( f t )t∈T implica f 0(x ) = 1, para todo x ∈X U
t .

1.1.8. t p B−álgebras

Las álgebras de Boole poliádicas temporales son estructuras algebraicas (

ver [86, 31]) para la lógica de predicados temporal. En esta sección, recordare-

mos las definiciones y resultados sobre esta clase de álgebras.

Definición 1.1.13. Un álgebra de Boole poliádica temporal (o t p B−álgebra) es

una t B p B−álgebra (B ,U ,S,∃,G , H ) que satisface la propiedad adicional (tB3)

de la Definición 1.1.7.
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Definición 1.1.14. Un sistema T = (T, (X t )t∈T , R , 0), es un sistema temporal si:

(i) T es un conjunto arbitrario no vacío,

(ii) R es una relación binaria sobre T,

(iii) 0∈ T,

(iv) para todo t , s ∈ T, X t es un conjunto no vacío, con la siguiente propiedad:

si t Rs o s Rt , entonces X t =Xs .

Observación 1.1.9. (T, R) es un marco.

SeaT un sistema temporal y U un subconjunto no vacío. Denotamos por:

F U
T = {( f t )t∈T | f t : X U

t −→ 2, para cada t ∈ T }.

Sobre F U
T consideramos las operaciones→,¬ y 1T definidas previamente

en (pb1)-(pb3).

Lema 1.1.4. (Chiriţă [31])FU
T = (F

U
T ,→,¬, 1T ) es una B H−álgebra.

Sobre F U
T consideramos los operadores G y H definidos por

(pb4)∗ G (( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , g t : X U
t −→ 2, g t (x ) =

∧

{ f s (x ) | t Rs , s ∈ T },

(pb5)∗ H (( f t )t∈T ) = (h t )t∈T , h t : X U
t −→ 2, h t (x ) =

∧

{ f s (x ) | s Rt , s ∈ T }.

Lema 1.1.5. (Chiriţă [31]) (FU
T ,G , H ) es una t B−álgebra.

Sobre el conjunto FU
T , para cada τ ∈ UU y J ⊆ U , definimos las opera-

ciones S(τ),∃(J ) : F U
T −→ F U

T como en (pb6)-(pb7).

Proposición 1.1.5. (Chiriţă [31]) (FU
T ,U ,S,∃,G , H ) es una t p B−álgebra.



1.1. Diversos ejemplos de álgebras 47

1.1.9. M−álgebras y K −álgebras

Los retículos de De Morgan son retículos con una operación unaria adi-

cional, e intuitivamente podemos decir que tiene propiedades importantes que

también valen en el caso de las B−álgebras. Estos fueron introducidas de ma-

nera independiente por varios autores, Bialynicki–Birula y Rasiowa en [12],

Kalman en [101], Monteiro en [116] y Dunn en [44], por mencionar algunos.

Dunn, los utilizó como semánticas para la Lógica Relevante, y en este contexto

son también conocidos con el nombre de retículos intensionales. Sobre estos

temas también se puede consultar el libro de Rasiowa [134].

En particular, las álgebras de De Morgan (o M−álgebras) fueron presen-

tadas como L 0,1−álgebras a la que se le ha adicionado una polaridad que satis-

face las leyes de De Morgan. Las M−álgebras aparecen como contraparte alge-

braica de la lógica conocida como Lógica de Belnap [5].

A continuación y de acuerdo con nuestras necesidades las definiremos

del siguiente modo:

Definición 1.1.15. Un álgebra de De Morgan (o M−álgebra) es un álgebraA =

〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0) tal que 〈A,∨,∧, 0, 1〉 es una L 0,1−álgebra y ∼

satisface las ecuaciones:

(M1) ∼∼ x = x ,

(M2) ∼ (x ∨ y ) =∼ x∧∼ y .

En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusión, denotaremos a estas

álgebras por (A,∼).

Es bien conocido que toda M−álgebra verifica las siguientes propiedades:

(M3) x ≤ y si, y sólo si, ∼ y ≤∼ x ,

(M4) ∼ (x ∧ y ) =∼ x ∨ ∼ y ,
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(M5) ∼ 1= 0,

(M6) ∼ 0= 1.

Definición 1.1.16. Un álgebra de Kleene (o K−álgebra) es una M−álgebraA =

〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 donde el operador ∼ satisface la siguiente condición adicional:

(K) x ∧∼ x ≤ y ∨∼ y .

Las K−álgebras fueron consideradas por primera vez por Kalman [101]

bajo el nombre de i−retículos normales y Monteiro las denominó álgebras de

Kleene [116].

1.1.10. LMn−álgebras

Definición 1.1.17. Un álgebra de Łukasiewicz–Moisil n−valuada (o LM n -álge-

bra), n entero, n ≥ 2, es un álgebra L = 〈L,∨,∧,∼,{σi }i∈{1,...,n−1}, 0, 1〉 tal que

〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y {σi }i∈{1,...,n−1} es una familia de operadores

unarios sobre L que satisfacen las siguientes condiciones:

(L1) σi (x ∨ y ) =σi (x )∨σi (y ),

(L2) σi (x )∨∼σi (x ) = 1,

(L3) σi ◦σj =σj ,

(L4) σi (∼ x ) =∼σn−i (x ),

(L5) σ1(x )≤σ2(x )≤ . . .≤σn−1(x ),

(L6) siσi (x ) =σi (y ) para todo i , 1≤ i ≤ n −1, entonces x = y .

Las LM n−álgebras fueron introducidas por Gr. C. Moisil en 1941 ([119])

bajo el nombre de álgebras de Łukasiewicz n−valentes y Cignoli en [32] las es-

tudió bajo el nombre de álgebras de Moisil de orden n . Este concepto fue desa-

rrollado por el mismo Moisil en [121, 122] y por Sicoe en [142, 143]. En [33, 32]

se demostró que la clase de las LM n -álgebras constituyen una variedad.
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Por otra parte un ejemplo muy importante de LM n -álgebras es la cadena

de n fracciones racionales

Łn =
n j

n −1
| 0≤ j ≤ n −1

o

con la estructura natural de retículo y las operaciones unarias∼ yσi , definidas

por las prescripciones: ∼
�

j
n−1

�

= 1− j
n−1

yσi

�

j
n−1

�

=
�

0 si i + j < n

1 en otro caso
.

1.1.11. m LMn−álgebras

En [88], Georgescu y Vraciu introdujeron las álgebras de Łukasiewicz–

Moisil monádicas (o LM n−álgebras monádicas) del siguiente modo:

Definición 1.1.18. Un par (L ,∃) es una LM n−álgebra monádica (o m LM n−ál-

gebra) siL = 〈L,∨,∧ ∼,{σi }i∈{1,...,n−1}, 0, 1〉 es una LM n−álgebra y ∃ es una ope-

ración unaria sobre L, llamada cuantificador existencial, que verifica (E1), (E2),

(E3) y la condición adicional:

(E12) σi (∃x ) = ∃(σi x ), para todo i = 1, . . . , n .

La clase de las m LM n−álgebras ha sido estudiada por varios autores (ver

por ejemplo [62, 61]).

1.1.12. t LMn−álgebras

En 2007, Diaconescu y Georgescu en [43] introdujeron las álgebras de

Łukasiewicz-Moisil temporales (o álgebras de Łukasiewicz-Moisil n−valuadas

temporales) del siguiente modo:

Definición 1.1.19. Una terna (L ,G , H ) es un álgebra de Łukasiewicz-Moisil tem-

poral ( o tLM n−álgebra) siL = 〈L,∧,∨,∼,{σi }i∈{1,...,n−1}, 0, 1〉 es una LM n−álge-

bra y G , H son operaciones unarias sobre L que verifican:
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(tL1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(tL2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(tL3) G (σi (x )) =σi (G (x )), H (σi (x )) =σi (H (x )), para todo i , 1≤ i ≤ n −1,

(tL4) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P(x ) =∼H (∼ x ) y F (x ) =∼G (∼ x ).

Dada una tLM n−álgebra (L ,G , H ), en lo que sigue denotaremos por

Id , 0L , 1L : L −→ L, a las funciones definidas por Id (x ) = x , 0L(x ) = 0 y 1L(x ) = 1

para todo x ∈ L.

Proposición 1.1.6. (Diaconescu y Georgescu [43]) Si (Łn ,G , H ) es una t LM n−ál-

gebra, entonces G =H = Id o G =H = 1Łn .

Sea (X , R) un marco. Definimos los operadores unarios G ∗, H ∗ : ŁX
n −→ ŁX

n

por:

G ∗(p )(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry }, H ∗(p )(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X , y Rx },(1.3)

para todo p ∈ LX
n y x ∈X .

Proposición 1.1.7. (Diaconescu y Georgescu [43]) Para todo marco (X , R),

(ŁX
n ,G ∗, H ∗) es una tLM n−álgebra, donde G ∗ y H ∗ están definidos como en 1.3.

Definición 1.1.20. Sean (L ,G , H ) y (L ′,G ′, H ′) dos t LM n−álgebras. Una fun-

ción f : L −→ L′ es un morfismo de t LM n−álgebras (o t LM n−morfismo) si

f es un morfismo de LM n−álgebras y este satisface las condiciones: f (G (x )) =

G ′( f (x )) y f (H (x )) =H ′( f (x )), para cada x ∈ L.

El siguiente teorema de representación para las tLM n−álgebras tempo-

rales generaliza a el teorema de representación para las t B−álgebras. La de-

mostración de este teorema puede encontrarse en [43].
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Teorema 1.1.4. Para cada tLM n−álgebra (L ,G , H ), existe un marco (X , R) y un

morfismo inyectivo de tLM n−álgebras Φ : (L ,G , H )−→ (ŁX
n ,G ∗, H ∗).

El teorema anterior permite probar la completitud de la lógica de Moisil

n−valuada temporal (ver [43])

Por otra parte, siguiendo la terminología de Chiriţă [31], nosotros llamare-

mos álgebra de Łukasiewicz-Moisil temporal débil (o td LM n−álgebra) a toda

terna (L ,G , H ) dondeL = 〈L,∧,∨,∼,{σi }i∈{1,...,n−1}, 0, 1〉 es una LM n−álgebra y

G , H son dos operaciones unarias sobre L que satisfacen (tL1), (tL2) y (tL3) de

la Definición 1.1.19.

1.1.13. H−álgebras

En conexión con los fundamentos de la lógica, Brouwer y Heyting defi-

nieron una clase de álgebras más general que la de las álgebras de Boole, y esta

generalización se basó en la siguiente propiedad: en cualquier álgebra de Boole

B , para todo a ∈ B el complemento booleano de a , que hemos denotado por

¬a , es el último elemento de {x ∈ B | a ∧ x = 0}. Más generalmente, para todo

a ,b ,x ∈ A se verifica que a ∧ x ≤ b si, y sólo si, x ≤ ¬a ∨b , por lo tanto, dados

a ,b ∈ B existe el último elemento c =¬a ∨b , tal que a ∧ c ≤b .

Teniendo en cuenta lo anterior, dado un retículo L y a ,b ∈ L, si existe el

último elemento x ∈ L tal que a ∧x ≤ b , entonces este elemento se denota por

a →b , y se llama pseudocomplemento relativo de a con respecto a b .

La definición de pseudocomplemento relativo es equivalente a la existen-

cia de un elemento a →b , tal que satisface:

a ∧x ≤b si, y sólo si, x ≤ a →b .

Un álgebra de Heyting (o H−álgebra) es una L 0,1−álgebra L en el cual

a →b existe para todo a ,b ∈ L.
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Su nombre se debe a que en 1930, fue Heyting quien formalizó el cálculo

proposicional intuicionista desde el punto de vista algebraico.

En 1955, Monteiro [117] demostró que pueden ser definidas equivalente-

mente como álgebrasA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 0, 0) que satisfacen las

siguientes identidades:

(H1) x ∧0= 0,

(H2) x → x = 1,

(H3) (x → y )∧ y = y ,

(H4) x ∧ (x → y ) = x ∧ y ,

(H5) x → (y ∧ z ) = (x → y )∧ (x → z ),

(H6) (x ∨ y )→ z = (x → z )∧ (y → z ).

Recordemos que siA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 es una H−álgebra, entonces D ⊆

A es un sistema deductivo si se verifica:

(D1) 1∈D,

(D2) x , x → y ∈D implica y ∈D.

En lo que sigue notaremos por D(A) al conjunto de todos los sistemas

deductivos de A.

En [117], Monteiro probó que en una H−álgebra la noción de sistema

deductivo y filtro coinciden. Además mostró que el retículo de las congruencias

Con H (A), queda determinada del siguiente modo:

siA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 es una H−álgebra y D ∈D(A), entonces

Con H (A) = {R(D) : D ∈D(A)},

donde

R(D) = {(x , y )∈ A ×A : x → y , y → x ∈D}.
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Esta caracterización le permitió probar que los retículos Con H (A) y D(A)

son isomorfos considerando las correspondencias θ 7−→ [1]θ y D 7−→ R(D) las

cuales son inversas una de la otra.

1.1.14. m H−álgebras

En 1957, Monteiro y Varsavsky en [118] consideraron una generalización

de las m B−álgebras y definieron las álgebras de Heyting monádicas (o m H−ál-

gebras) como ternas (A ,∃,∀), dondeA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 es una H−álgebra y

∃, ∀ son operaciones unarias que satisfacen (E1) a (E11).

Dado que, sobre las H−álgebras, a diferencia de lo que ocurre en las B−ál-

gebras, uno de los cuantificadores no puede ser definido en términos del otro,

por lo cuál, Monteiro y Varsavsky debieron considerar simultáneamente el par

de cuantificadores para que la estructura considerada pudiese decirse que era

monádica, sin embargo es posible definir estructuras algebraicas (A ,∃) y (A ,∀),

y de hecho se han considerado.

Ahora, con el objeto de completar la historia, comentamos que en 1982

Georgescu en [87] consideró las m H−álgebras para indicar un teorema de rep-

resentación para las H−álgebras poliádicas (ver también [103, 114]), llamó

cuantificador existencial a cualquier operación unaria ∃ definida sobre una

H−álgebra A que verifica las propiedades (E1), (E2), (E3), (E5) y las identidades

adicionales:

(G1) ∃(∃x →∃y ) = ∃x →∃y ,

(G2) ∃(∃x ∨∃y ) = ∃x ∨∃y .

Este autor llamó cuantificador universal a cualquier operación unaria ∀

sobre A que verifica (E6), (E7), (E9) y la condición:

(G3) ∀(x → y )≤∀x →∀y .
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Georgescu indicó la definición de H−álgebra I−poliádica de la cuál es

posible derivar como caso particular, una definición de m H−álgebra. En efec-

to, según la terminología de Georgescu una m H−álgebra es una terna (A ,∀,∃)

donde A es una H−álgebra y ∀, ∃ son operaciones unarias sobre A que satis-

facen (E1), (E2), (E3), (G1), (G2), (E5), (E6), (E7), (E9) y (G3).

Pero se puede comprobar que la definición de Monteiro–Varsavky coin-

cide con la de Georgescu. Por otra parte, como en la definición de Monteiro–

Varsavky ninguno de los axiomas indicados para los operadores ∀ y ∃ involu-

cran a la implicación intuicionista, Figallo y Ziliani introdujeron en [59] (ver

también [63, 73]), una noción más general del siguiente modo:

Definición 1.1.21. Un retículo distributivo monádico (o m L 0,1−álgebra) es una

terna (A ,∀,∃) dondeA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 es una L 0,1−álgebra, ∀ y ∃ son opera-

ciones unarias sobre A, tales que se satisfacen las condiciones (E1) a (E11).

1.1.15. S H−álgebras y S Hn−álgebras

Entre las muchas extensiones del cálculo intuicionista consideradas por

diversos autores figura la extensión de Moisil a la que este autor llamó cál-

culo proposicional modal simétrico general, el cuál fue publicado en 1942 en

[120] (ver también [122]). Recordemos que este cálculo se obtiene mediante

la adición de un conectivo unario ∼ al alfabeto del cálculo proposicional in-

tuicionista. Dos axiomas lógicos y una regla de inferencia caracterizan a este

nuevo conectivo: las leyes de la doble negación y la regla de contraposición. Por

otra parte, en 1969 Monteiro, con el objeto de estudiar este cálculo con técnicas

algebraicas definió y desarrolló la teoría de las álgebras de Heyting simétricas

(o SH−álgebras, para abreviar). Estas álgebras son H−álgebras a las que se les

ha adicionado una involución que invierte el orden dado por la implicación.

Ejemplos de SH−álgebras lo constituyen las álgebras de Heyting trivalentes, las

álgebras de Łukasiewicz trivalentes y, por supuesto, las B−álgebras. Para más
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detalles consultar [115, 137].

Por otro lado, en 1967, Rousseau ([135],[136]) formuló versiones clásica e

intuicionista del cálculo proposicional intuicionista n−valuado, y fue él quién

indicó el primer sistema de axiomas estándar para cada uno de ellos. Estudios

algebraicos de estos cálculos son las álgebras de Post y las pseudo-álgebras de

Post respectivamente.

Iturrioz en [97] presentó una lógica conectada con el cálculo proposi-

cional modal simétrico general pero con técnicas algebraicas, para lo cuál in-

trodujo la noción de álgebra de Heyting simétrica de orden n . Informalmente

hablando, estas álgebras, contrapartes algebraicas del cálculo proposicional de

Iturrioz, son SH−álgebras a las que se le adicionan n − 1 operadores unarios

S1,S2, . . . ,Sn−1 satisfaciendo propiedades adecuadas. Entonces, en estas semán-

ticas los operadores mencionados pueden ser interpretados como operadores

modales, más precisamente coinciden con los operadores de posibilidad con-

siderados por Moisil cuando definió a las LM n−álgebras.

Formalmente, un álgebra de Heyting simétrica de orden n (o SHn−álge-

bra) es un álgebra A = 〈A,∨,∧,→,∼,{Si }ni=1, 0, 1〉, donde 〈A,∨,∧,→,∼, 0, 1〉 es

una SH−álgebra, es decir, 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 es una H−álgebra y 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 es

una M−álgebra, y los n −1 operadores unarios Si satisfacen las propiedades:

(S1) Si (x ∧ y ) =Si (x )∧Si (y ),

(S2) Si (x → y ) =
∧n

k=i (Sk (x )→Sk (y )),

(S3) Si (S j (x )) =S j (x ), para todo i , j = 1, . . . , n −1,

(S4) S1(x )∨x = x ,

(S5) Si (∼ x ) =∼Sn−i (x ), para i = 1, . . . , n −1,

(S6) S1(x )∨¬S1(x ) = 1, con ¬x = x → 0.
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1.2. Dualidades discretas y aplicaciones

1.2.1. Generalidades sobre la dualidad discreta

La teoría de la dualidad surgió del trabajo de Marshall Stone [146] so-

bre álgebras de Boole y retículos distributivos en los años 30. A principios de

los 50, Jónsson y Tarski [99, 100] extendieron los resultados de Stone a álge-

bras de Boole con operadores. Estos operadores son conocidos como opera-

dores modales de posibilidad. Luego, en los 70, Larisa Maksimova [112, 113] y

Hilary Priestley [127, 128], desarrollaron resultados análogos para las álgebras

de Heyting, las álgebras de Boole topológicas y los retículos distributivos. Los

últimos fueron extendidos a retículos distributivos con operadores por

Goldblatt en [89] ( ver también [38]). Desde entonces establecer una dualidad

se ha convertido en un problema metodológico importante, tanto en el álgebra

como en la lógica.

Todos los resultados de las dualidades clásicas antes mencionados se han

desarrollado utilizando espacios topológicos como espacios duales de álge-

bras.

Una dualidad discreta es una dualidad donde una clase de sistemas rela-

cionales abstractos es una contrapartida dual de una clase de álgebras. A estos

sistemas relacionales se los denomina marcos siguiendo la terminología de las

lógicas no clásicas. Una topología no está involucrada en la construcción de

estos marcos y entonces se puede pensar que tienen una topología discreta.

Establecer una dualidad discreta involucra los siguientes pasos: dada una

clase Alg de álgebras (resp. una clase Marc de marcos) definimos una clase

Marc de marcos (resp. una clase Alg de álgebras). A continuación, para un ál-

gebra A ∈ Alg definimos su marco canonicoX (A) y para cada marco X ∈Marc

definimos su álgebra compleja C (X ). Entonces probamos que X (A) ∈Marc y

C (X )∈Alg.

Una dualidad entre Alg y Marc se verifica siempre que se prueben los si-
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guientes teoremas de representación:

(TD1) Toda álgebra A ∈ Alg es sumergible en el álgebra compleja de su marco

canónico i.e.,C (X (A)).

(TD2) Todo marco X ∈Marc es isomorfo a una subestructura del marco canóni-

co de su álgebra compleja i.e.,X (C (X )).

Un rasgo distintivo de este marco de trabajo para establecer una dualidad

discreta es que las nociones algebraicas y lógicas involucradas en las pruebas

se definen en forma autónoma; no mezclamos metodologías algebraicas y lógi-

cas. La separación de las construcciones lógicas y algebraicas nos permiten ver

las clases duales de álgebras y marcos como dos tipos de estructuras semánti-

cas de un lenguaje formal. Como consecuencia obtenemos fácilmente lo que

llamamos la dualidad a través de la verdad.

Dados un lenguaje formal Len, una clase de marcos Marc que determina

una semántica relacional para Len y una clase Alg de álgebras que determina

su semántica algebraica, una dualidad a través del teorema de verdad dice que

estos dos tipos de semántica son equivalentes en el sentido siguiente:

(DvT) Una fórmula φ ∈ Len es verdadera en toda álgebra de Alg si, y sólo si, es

verdadera en todo marco de Marc.

Con el fin de demostrar tal teorema tenemos que probar el siguiente lema

denominado teorema del álgebra compleja.

(CA) Para todo marco X ∈Marc, una fórmula φ ∈ Len es verdadera en X si, y

sólo si,φ es verdadera en el álgebra complejaC (X ).

Por medio del teorema (CA) y el teorema de representación (TD1) pode-

mos demostrar el teorema (DvT).



58 Capítulo 1. Preliminares

La implicación de derecha a izquierda de (DvT) resulta de la implicación

de izquierda a derecha de (CA) y la implicación de izquierda a derecha de (DvT)

resulta de la implicación de derecha a izquierda de (CA) y (TD1).

De esta manera la dualidad discreta contribuye al desarrollo de una se-

mántica relacional (resp. una semántica algebraica) una vez que una semántica

algebraica (resp. una semántica relacional) de un lenguaje es conocida.

1.2.2. Aplicaciones a completitud y teoremas de corresponden-

cias

La dualidad discreta contribuye también a un resultado de completitud

una vez que un sistema deductivo para un lenguaje Len es dado.

Supongamos que una semántica algebraica de Len está dada en términos

de una clase de álgebras Alg y de una semántica relacional en términos de una

clase de marcos Marc de modo que una dualidad discreta se establezca entre

estas dos clases.

Suponemos que las álgebras de Alg se basan en retículos acotadas.

Para probar la completitud se define una relación binaria≈ en el conjun-

to de fórmulas de Len como demostratividad de la doble implicación, si está

entre las operaciones de Len, o de otra manera como demostratividad de un

secuente construido con un par de fórmulas.

A continuación probamos que esta es una relación de equivalencia y una

congruencia con respecto a todas las operaciones admitidas en Len.

Luego formamos el álgebra Lindenbaum-Tarski A/≈ de Len. Su conjunto

soporte consiste en clases de equivalencia [φ]≈ (con respecto a la relación ≈)

de fórmulas.

A continuación, mostramos que el álgebra A/ ≈ pertenece a la clase de

álgebras Alg.

Ahora, dependiendo de si estamos interesados en la completitud con res-
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pecto a la semántica algebraica o relacional procedemos de la siguiente mane-

ra.

Para probar la completitud del sistema de deducción con respecto a la

semantica relacional consideramos el marco canonicoX (A/≈) del álgebra de

Lindenbaum-Tarski.

Su universo consiste en filtros primos de A/ ≈. Luego formamos un mo-

delo M/≈ basado en este marco.

La preservación de las operaciones por la aplicación que proporciona la

inmersión de A/ ≈ en C (X (A/ ≈)) garantizada por el teorema (TD1) nos per-

mite demostrar el lema de verdad que dice que la satisfacción de una fórmula

φ en el modelo M/≈ por un filtro S es equivalente a [φ]≈ ∈ S. De este lema, la

completitud se sigue de la manera habitual.

Para probar la completitud del sistema de deducción con respecto a la

semántica algebraica definimos una valuación de las fórmulas atómicas de Len

en A/≈ como v (p ) = [p ]≈ y probamos que se extiende a todas las fórmulas tal

que v (φ) = [φ]≈.

Luego mostramos que la demostrabilidad de una fórmula φ es equiva-

lente a v (φ) = [1]≈, donde [1]≈ es el último elemento del reducto reticular de

A/≈, de donde resulta la completitud.

La Dualidad Discreta es también pertinente para la teoría de la corres-

pondencia que tiene por objeto encontrar relaciones entre la verdad de las fór-

mulas en un marco y las propiedades de las relaciones en el marco. Por lo ge-

neral, una correspondencia tiene la siguiente forma:

(CPS) Una fórmula φ ∈ Len es verdadera en un marco X si, y sólo si, las rela-

ciones del marco tienen una cierta propiedad.

Dadas las clases Alg y Marc para las cuales una dualidad discreta y la dua-

lidad por medio del teorema de la verdad con respecto a un lenguaje Len dado

se cumplen, podemos considerar las siguientes correspondencias:
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(Cps1) Las relaciones de un marco X ∈Marc tienen una propiedad determinada

si, y sólo si, una fórmula φ ∈ Len es verdadera en el álgebra compleja

C (X ).

(Cps2) Una fórmula φ ∈ Len es verdadera en un álgebra A ∈ Alg si, y sólo si, las

relaciones de la estructura canónicaX (A) tienen una cierta propiedad.

Se sabe que estas correspondencias están relacionadas con la correspon-

dencia clásica (CPS).

La implicación de izquierda a derecha (Cps1) y la implicación de derecha

a izquierda (CA) implican la implicación de derecha a izquierda (CPS). La im-

plicación de derecha a izquierda (Cps1) y la implicación de izquierda a derecha

(CA) implican implicación de izquierda a derecha (CPS). Ejemplos de las co-

rrespondencias de este tipo se pueden encontrar en [98].

Para más detalles sobre dualidades discretas y aplicaciones recomenda-

mos la lectura de los trabajos [45, 46, 47, 48, 123] y [125] incluidos en la biblio-

grafía final.

1.2.3. Una dualidad discreta para las M−álgebras

En 2006, Dzik, Orłowska y van Alten en [49] describieron una dualidad

discreta para las M−álgebras. Nosotros repasaremos dicha dualidad en esta

subsección.

Sea T una relación binaria sobre un conjunto X y sea U un subconjunto

de X . En lo que sigue denotaremos por [T ]U al conjunto {x ∈ X | para todo y ,

x Ty implica y ∈U}.

Una estructura (X ,≤, g ) es un marco de De Morgan (o M−marco), si X es

un conjunto no vacío dotado de un orden≤ y g : X −→X es una función y, para

todo x , y ∈X ,
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1. x ≤ y implica g (y )≤ g (x ),

2. g (g (x )) = x .

Dada una M−álgebraA = 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 su marco canónico es

(X (A),≤c , g c ),

dondeX (A) es el conjunto de los filtros primos de A ordenado por la inclusión

de conjuntos, esto es, ≤c es ⊆ y g c (S) = {a ∈ A :∼ a /∈S} para todo S ∈X (A). Es

fácil ver que el marco canónico (X (A),≤c , g c ) es un M−marco.

Dado un M−marco (X ,≤, g ), su álgebra compleja es

〈C (X ),∨c ,∧c ,∼c , 0c , 1c 〉,

donde C (X ) = {U ⊆ X : [≤]U =U} y para cada U , V ∈ C (X ), U ∨c V =U ∪V ,

U ∧c V =U ∩V , 0c = ;, 1c =X , ∼c U = {x ∈X : g (x ) /∈U}.

El álgebra compleja de un M−marco es una M−álgebra y la función h :

A −→C (X (A)), definida, para cada a ∈ A, por

h(a ) = {S ∈X (A) : a ∈S},(1.4)

es un sumergimiento de M−álgebras. Además, la función k : X −→ X (C (X )),

definida, para cada x ∈X , por

k (x ) = {U ∈C (X ) : x ∈U},(1.5)

es inyectiva y preserva el orden.

Por lo tanto, se obtiene una dualidad discreta entre M−álgebras y M−mar-

cos.

1.2.4. Una dualidad discreta para las H−álgebras

En 2007, Orłowska y Rewitzky en [124] obtuvieron una dualidad discreta

para las H−álgebras. A continuación, repasaremos dicha dualidad discreta.
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Un par (X ,≤) es un marco de Heyting (o H−marco) si X es un conjunto

no vacío dotado de un orden ≤. Dada una H−álgebraA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 su

marco canónico es

(X (A),≤c ),

dondeX (A) es el conjunto de los filtros primos de A ordenado por la inclusión

de conjuntos, esto es, ≤c es ⊆. Es claro que el marco canónico (X (A),≤c ) es un

H−marco.

Dado un H−marco (X ,≤), su álgebra compleja es

〈C (X ),∨c ,∧c ,→c , 0c , 1c 〉,

donde C (X ) = {U ⊆ X : [≤]U =U}, y para todo U , V ∈ C (X ), U ∨c V =U ∪V ,

U ∧c V =U ∩V , 0c = ;, 1c =X , U →c V = [≤]((X \U )∪V ).

El álgebra compleja de un H−marco es una H−álgebra y la función h :

A −→C (X (A)), definida, para cada a ∈ A, por

h(a ) = {S ∈X (A) : a ∈S},(1.6)

es un sumergimiento de H−álgebras. Además, la función k : X −→ X (C (X )),

definida, para cada x ∈X , por

k (x ) = {U ∈C (X ) : x ∈U},(1.7)

es inyectiva y preserva el orden.

Por lo tanto, se obtiene una dualidad discreta entre H−álgebras y H−mar-

cos.

1.2.5. Una dualidad discreta para las S H n−álgebras

En esta sección repasaremos la dualidad discreta dada en [124] para las

SH n−álgebras.



1.2. Dualidades discretas y aplicaciones 63

Un SHn−marco es una estructura (X ,≤, g ,{s i }n−1
i=1 ), donde (X ,≤, g ) es un

M−marco y s i (para i = 1, · · · , n −1) son funciones sobre X que satisfacen, para

cada x , y ∈X ,

1. g (s i (x )) = sn−i (g (x )), i = 1, · · · , n −1,

2. s j (s i (x )) = s j (x ), i , j = 1, · · · , n −1,

3. s1(x )≤ x ,

4. x ≤ sn−1(x ),

5. s i (x )≤ s j (x ) para i ≤ j ,

6. x ≤ y implica s i (x )≤ s i (y ) y s i (y )≤ s i (x ), i = 1, · · · , n −1,

7. s i (y )≤ y y y ≤ s i (y ) implica s i (y ) = y , i = 1, · · · , n −1,

8. x ≤ s i (x ) o s i+1(x )≤ x , i = 1, · · · , n −2, n ≥ 3.

El álgebra compleja de un SHn−marco (X ,≤, g ,{s i }n−1
i=1 ) es un álgebra

〈C (X ),∨c ,∧c ,→c ,∼c ,{Sc
i }

n−1
i=1 , 0c , 1c 〉,

donde 〈C (X ),∨c ,∧c ,→c , 0c , 1c 〉, es el álgebra compleja asociada al H−marco (X ,≤

) y las operaciones unarias ∼c ,Sc
i (para i = 1, · · · , n − 1) están defindas por: ∼c

U = {x ∈X : g (x ) /∈U} y Sc
i (U ) = {x ∈X : s i (x )∈U}, para todo U ∈C (X ).

Por otra parte, el marco canónico de una SH n−álgebraA = 〈A,∨,∧,→,∼

,{Si }ni=1, 0, 1〉 es un sistema

(X (A),≤c , g c ,{s c
i }

n−1
i=1 ),

donde (X (A),≤c ) es el marco canónico asociado a la H−álgebra 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉

y para cada S ∈ X (A), g c (S) = {a ∈ A :∼ a /∈ S}, s c
i (S) = {a ∈ A : Si (a ) ∈ S} para

i = 1, · · · , n −1.

Estos resultados permiten obtener una dualidad discreta para las SH n−ál-

gebras y SHn−marcos teniendo en cuenta los sumergimientos definidos en 1.6

y 1.7.
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1.2.6. Dualidades topológicas

La topología y el álgebra tienen variadas conexiones, acá estableceremos

relaciones entre categorías cuyos objetos son álgebras y cuyos morfismos son

los correspondientes homomorfismos, y categorías cuyos objetos son espacios

topológicos y sus morfismos ciertas aplicaciones entre ellos. En particular, in-

dicaremos las dualidades para los retículos distributivos acotados y para las

álgebras de De Morgan.

Dualidad de Priestley para los retículos distributivos acotados

Si bien, la teoría de los espacios de Priestley y su relación con los retículos

distributivos con primer y último elemento, es muy conocida, con el objeto de

fijar las notaciones que usaremos, enunciaremos algunos resultados.

Recordemos que (X ,≤,τ) es un espacio topológico totalmente disconexo

en el orden si (X ,≤) es un conjunto ordenado, (X ,τ) es un espacio topológico

y dados x , y ∈ X , con x 6≤ y , existe un conjunto abierto, cerrado y creciente U

tal que x ∈ U e y /∈ U . Un espacio de Priestley (o P−espacio) es un espacio

topológico compacto y totalmente disconexo en el orden.

Denotaremos con D(X ) la familia de los subconjuntos abiertos, cerrados

y crecientes de un P−espacio X y con X (A) a la familia de los filtros primos una

L 0,1−álgebra A.

SeaA = 〈A,∨,∧, 0, 1〉 una L 0,1−álgebra. Priestley en [127, 128] probó que

la terna (X (A),⊆,τ), donde ⊆ es la relación inclusión y τ la topología que tiene

como familia de subbásicos a los conjuntos σA(a ) = {S ∈ X (A) : a ∈ S} y X (A) \

σA(a ), para cada a ∈ A, es un P−espacio, llamado el espacio de Priestley de A,

y que la función:

(I) σA : A −→D(X (A)) es un L 0,1−isomorfismo.

Recíprocamente, si X es un P−espacio, entonces 〈D(X ),∩,∪,;, X 〉 es una

L 0,1-álgebra, y la función:
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(II) εX : X −→ X (D(X )), definida por εX (x ) = {U ∈D(X ) : x ∈U} es un homeo-

morfismo y un isomorfismo de orden.

Esto nos dice que a toda L 0,1−álgebra podemos pensarla como el retículo

de los abiertos, cerrados y crecientes de un espacio de Priestley y que todo es-

pacio de Priestley podemos considerarlo como el conjunto de los filtros primos

de una L 0,1−álgebra.

Denotaremos con PS la categoría de los P−espacios y las funciones con-

tinuas y creciente (o P−funciones). En lo que sigue, cuando no haya lugar a du-

das, a los P−espacios (X ,≤,τ) los representaremos simplemente por su conjun-

to soporte X . Además, denotaremos conL 0,1 a la categoría de las L 0,1−álgebras

y sus correspondientes homomorfismos.

En [127, 128] se probó que existe una dualidad entre ambas categorías

definiendo los funtores contravariantes Ψ : PS −→L 0,1 y Φ :L 0,1 −→ PS como

sigue:

(P1) Si X es un objeto en PS, Ψ(X ) =D(X ),

si f ∈PS(X1, X2) y U ∈D(X2), Ψ( f )(U ) = f −1(U ).

(P2) si A es un objeto enL 0,1, Φ(A) =X (A),

si h ∈L 0,1(A1, A2) y S ∈X (A2), Φ(h)(S) = h−1(S).

Las composicionesΨ◦Φ y Φ◦Ψ son naturalmente equivalentes a los fun-

tores identidad sobre las categoríasL 0,1 y PS respectivamente, debido a que los

isomorfismos σA y εX son las componentes de las transformaciones naturales,

es decir el siguiente diagrama:
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?

-

-

?

A1

h
A2

σA1 σA2

D(X (A1)) D(X (A2))
Ψ(Φ(h))

es conmutativo para todo morfismo h ∈ (A1, A2)L 0,1 y el siguiente diagra-

ma:

?

-

-

?

X1

f
X2

εX1 εX2

X (D(X1)) X (D(X2))
Φ(Ψ( f ))

es conmutativo para todo morfismo f ∈ (X1, X2)PS.

Por otra parte el retículo de las L 0,1−congruencias puede caracterizarse

por medio de ciertos subconjuntos del P−espacio asociado de la siguiente ma-

nera:

SeaA = 〈A,∨,∧, 0, 1〉 una L 0,1−álgebra y sea X (A) el P−espacio asociado.

Si Y es subconjunto cerrado de X (A), entonces:

(P3) Θ(Y ) = {(a ,b )∈ A ×A :σA(a )∩Y =σA(b )∩Y }

es una congruencia sobre A y la correspondencia Y 7→ Θ(Y ) establece un anti-

isomorfismo entre el retículo C(X (A)) de los subconjuntos cerrados de X (A) so-

bre el retículo Con L 0,1(A).

Para más detalles sobre la dualidad de Priestley y sus aplicaciones pueden

consultarse los trabajos [127, 128, 129] y [39].
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Dualidad para las álgebras de De Morgan

La dualidad de Priestley fue extendida a las M−álgebras por Cornish y

Fowler ([42]) de la manera que indicamos a continuación. Un espacio de De

Morgan (o m P−espacio) es un par (X , g ) donde X es un objeto de PS y g :

X −→ X es un homeomorfismo involutivo que también es un isomorfismo de

orden de X en su orden dual (o anti-isomorfismo de orden). Por otra parte,

una m P−función de un m P−espacio (X1, g 1) en un m P−espacio (X2, g 2) es una

P−función f : X1 −→X2 tal que verifica f ◦ g 1 = g 2 ◦ f .

Denotaremos con mPS a la categoría de los m P−espacios y las m P−fun-

ciones y conM a la categoría de las M−álgebras y sus correspondientes ho-

momorfismos.

SiA = 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 es un objeto deM y g A : X (A)−→ X (A) está defini-

da por:

(FC1) g A(S) = {a ∈ A :∼ a /∈S} para cada S ∈X (A),

entonces (X (A), g A) es un objeto deM .

Por otra parte, si (X , g ) es un m P−espacio y se define la operación ∼g :

D(X )−→D(X ) del siguiente modo:

(FC2) ∼g U =X \ g −1(U ) para cada U ∈D(X ),

entonces 〈D(X ),∪,∩,∼g ,;, X 〉 es un objeto deM .

Luego, las categorías mPS yM son dualmente equivalentes y los isomor-

fismosσA y εX , definidos en (I) y (II), son la equivalencias correspondientes.

Además, estos autores introducen la noción de conjunto involutivo en

un m P−espacio (X , g ) como un subconjunto Y de X tal que Y = g (Y ) y ca-

racterizan las congruencias de una M−álgebraA = 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 por medio

de la familia CI(X (A)) de los subconjuntos cerrados e involutivos de X (A). Para
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obtener este resultado, ellos prueban que la función ΘI de CI(X (A)) en la fa-

milia Con M (A) de las congruencias de A definida como en (P3) es un anti-

isomorfismo de retículos.



Capítulo 2

Álgebras temporales con estructura

subyacente de M−álgebras

2.1. t M−álgebras

2.1.1. t M−álgebras: definiciones y propiedades

En esta subsección definiremos a las álgebras de De Morgan temporales

como una generalización natural de las t B−álgebras.

Definición 2.1.1. Un álgebra de De Morgan temporal (o t M−álgebra) es una

terna (A ,G , H ) tal que A = 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y G , H son dos

operadores unarios sobre A, llamados operadores temporales, tales que, para to-

do x , y ∈ A :

(tM1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(tM2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(tM3) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P(x ) =∼H (∼ x ) y F (x ) =∼G (∼ x ),

(tM4) G (x ∨ y )≤G (x )∨ F (y ), H (x ∨ y )≤H (x )∨P(y ).

69
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En lo que sigue denotaremos a estas álgebras por (A,∼,G , H ) o simple-

mente por A cuando no haya lugar a confusión.

Ejemplo 2.1.1. Es fácil ver que toda t B−álgebra es también una t M−álgebra.

Ejemplo 2.1.2. Existen dos ejemplos canónicos de operadores temporales sobre

una M−álgebraA = 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉. Definimos G =H, tal que G (1) = 1 y G (x ) =

0 para x 6= 1. Se puede chequear que (A ,G , H ) es una t M−álgebra. Otro ejemplo

de operadores temporales son las funciones identidad, es decir, G (x ) = x =H (x )

para todo x ∈ A.

A continuación indicaremos un ejemplo de una t M−álgebra la cual no

es una t B−álgebra.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la M−álgebra ({0, a ,b , c , d , 1},∼), la cual está des-

crita como sigue:

•

•

•

•

•

�
...........
...........
...........
...........
.......

.................................................................................................................
...........
...........
...........
............
...........
...........
...........
...........
..

...........
...........

...........
...........

.......

...................................................

a

c

b

d

0

1

x 0 a b c d 1

∼x 1 d c b a 0

Definimos los operadores G , H por medio de la siguiente tabla

x 0 a b c d 1

G (x ) a a a c a 1

H (x ) 0 0 b b 1 1

Entonces, ({0, a ,b , c , d , 1},∼,G , H ) es una t M−álgebra.

Proposición 2.1.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda t M−álgebra

(A,∼,G , H ) :

(tM5) x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),

(tM6) x ≤ y implica P(x )≤ P(y ) y F (x )≤ F (y ),
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(tM7) F (0) = 0, P(0) = 0,

(tM8) F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

(tM9) F H (x )≤ x , PG (x )≤ x ,

(tM10) G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ).

Dem.

(tM5): Supongamos que x ≤ y . Por (tM2), resulta que G (x ) =G (x ∧ y ) =G (x )∧

G (y ). Por lo tanto, G (x ) ≤ G (y ). En forma análoga se prueba que el operador

temporal H es creciente.

(tM6): Supongamos que x ≤ y . Por (M3), ∼ y ≤∼ x . Aplicando (tM5), tenemos

que G (∼ y ) ≤ G (∼ x ). Por lo tanto, aplicando nuevamente (M3) resulta que

F (x )≤ F (y ). En forma análoga se prueba que P(x )≤ P(y ).

(tM7): Es consecuencia directa de (M6), (tM1) y (M5).

(tM8): Es consecuencia directa de (M2), (tM2) y (M4).

(tM9): Por (tM3), ∼ x ≤ H F (∼ x ). Entonces, aplicando (M3) y (M1) resulta que

∼ H F (∼ x ) ≤ x . Entonces, PG (x ) ≤ x . En forma análoga se prueba la otra de-

sigualdad.

(tM10): Por (tM4), tenemos que G (∼ y ∨∼ x )≤G (∼ y )∨ F (∼ x ). Entonces, apli-

cando (M3), (M2) y (M4), resulta que G (x )∧ F (y ) =∼G (∼ y )∧∼ F (∼ x )≤∼G (∼

(x ∧ y )) = F (x ∧ y ). De manera similar se prueba la segunda desigualdad.

�

2.1.2. Representación por conjuntos

En esta sección probaremos un teorema de representación para las t M−ál-

gebras en términos de t M−álgebras de conjuntos, usando el conocido teorema

de representación para M−álgebras.

Consideremos un conjunto ordenado (X ,≤). Un subconjunto U ⊆ X se

dice creciente si para todo x , y ∈ X tal que x ∈U y x ≤ y , tenemos que y ∈U .
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El conjunto de todos los subconjuntos crecientes de X es denotado porPc (X ).

Es claro que 〈Pc (X ),∪,∩,;, X 〉 es una L 0,1−álgebra. Para cada Y ⊆X , el conjunto

creciente (decreciente) generado por Y es [Y ) = {x ∈ X | ∃y ∈ Y (y ≤ x )} ((Y ] =

{x ∈ X | ∃y ∈ Y (x ≤ y )}). Si Y = {y }, en lugar de [{y }) (({y }]) escribiremos [x )

((x ]). El complemento de Y es denotado por Y c =X \Y .

Sea X un conjunto, R una relación binaria sobre X y R−1 la inversa de R .

Definimos cuatro operadores sobreP (X ) como sigue:

GR (U ) = {x ∈X : R(x )⊆U}, HR−1(U ) = {x ∈X : R−1(x )⊆U}.

FR (U ) = {x ∈X : R(x )∩U 6= ;}, PR−1(U ) = {x ∈X : R−1(x )∩U 6= ;}.

En general, la M−álgebra 〈Pc (X ),∪,∩,∼g ,;, X 〉 no es cerrada bajo los ope-

radores introducidos anteriormente, donde ∼g :Pc (X )−→Pc (X ), está definida

por ∼g U = X \ g (U ), para todo U ∈ Pc (U ). El siguiente resultado da condi-

ciones sobre la relación R y su inversa para que Pc (X ) sea cerrado bajo estas

operaciones.

Proposición 2.1.2. Sea (X ,≤) un conjunto ordenado, R una relación binaria so-

bre X , y R−1 la inversa de R. Entonces

(i) (≤ ◦R)⊆ (R◦ ≤)⇐⇒GR (U )∈Pc (X ), para todo U ∈Pc (X ).

(ii) (≤ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≤)⇐⇒HR−1(U )∈Pc (X ), para todo U ∈Pc (X ).

(iii) (≥ ◦R)⊆ (R◦ ≥)⇐⇒ FR (U )∈Pc (X ), para todo U ∈Pc (X ).

(iv) (≥ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≥)⇐⇒ PR−1(U )∈Pc (X ), para todo U ∈Pc (X ).

Dem. Solo probaremos (ii) y (iv). Las demostraciones de (i) y (iii) pueden verse

en [19].

(ii) En primer lugar, probemos que si U ∈ Pc (X ), entonces HR−1(U ) ∈ Pc (X ).

Sean x , y ∈ X tales que x ≤ y y R−1(x ) ⊆ U . Supongamos que (y , z ) ∈ R−1,
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para algún z ∈ X . Entonces existe w ∈ X tal que (x , w ) ∈ R−1 y w ≤ z . Como

R−1(x ) ⊆U , se verifica que w ∈U ; además dado que U es creciente, tenemos

que z ∈U . Recíprocamente, supongamos que HR−1(U ) ∈ Pc (X ), para todo U ∈

Pc (X ). Sean x , y , z ∈ X tales que x ≤ y y (y , z ) ∈ R−1. Consideremos el conjunto

creciente [R−1(x )). Como R−1(x ) ⊆ [R−1(x )) se verifica que x ∈ HR−1([R−1(x ))).

Entonces, y ∈HR−1([R−1(x ))). Por lo tanto, z ∈ [R−1(x )), es decir, existe w ∈ X tal

que (x , w )∈R−1 y w ≤ z , esto es, (x , z )∈ (R−1◦ ≤).

(iv) Sean x , y ∈ X tales que x ≤ y y x ∈ PR−1(U ). Entonces, existe z ∈U tal que

(x , z ) ∈ R−1. Como (≥ ◦R−1) ⊆ (R−1◦ ≥), resulta que (y , z ) ∈ (R−1◦ ≥). Entonces

existe w ∈ X tal que (y , w ) ∈ R−1 y z ≤ w . Dado que U es creciente, w ∈ U .

Por lo tanto, w ∈R−1(y )∩U , esto es, y ∈ PR−1(U ). Recíprocamente, supongamos

que PR−1(U ) ∈ Pc (X ) para todo U ∈ Pc (X ). Sean x , y , z ∈ X tales que z ≤ x y

(z , y ) ∈ R−1. Supongamos que para cada w ∈ R−1(x ) se verifica que y 6≤ w , es

decir, R−1(x )∩ [y ) = ;. De donde resulta que x /∈ PR−1([y )). Entonces, como z ≤ x

y PR−1([y )) ∈ Pc (X ), tenemos que z /∈ PR−1([y )), es decir, R−1(z )∩ [y ) = ;, lo cual

contradice que (z , y ) ∈ R−1. Por lo tanto, existe w ∈ R−1(x ) tal que y ≤ w , esto

es, (x , y )∈ (R−1◦ ≥). �

Definición 2.1.2. Una estructura F = (X ,≤, g , R , R−1) es un marco de De

Morgan temporal (o TM−marco) si (X ,≤, g ) es un M−marco, R es una relación

binaria sobre X , y R−1 es la inversa de R tal que:

(fM1) (≤ ◦R)⊆ (R◦ ≤),

(fM2) (≤ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≤),

(fM3) (x , y )∈R implica (g (x ), g (y ))∈R.

Proposición 2.1.3. En todo TM−marcoF = (X ,≤, g , R , R−1) se verifican las si-

guientes condiciones:

(fM4) (≥ ◦R)⊆ (R◦ ≥).
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(fM5) (≥ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≥).

Dem. Solo probaremos (fM4). Sea (x , y ) ∈ (≥ ◦R). Entonces, existe un z ∈ X

tal que x ≤ x y (x , y ) ∈ R . Dado que (X ,≤, g ) es un M−marco, tenemos que

g (x ) ≤ g (z ) y (g (z ), g (y )) ∈ R , de donde se sigue que (g (x ), g (y )) ∈ (≤ ◦R). Por

(fM1), existe w ∈ X tal que (g (x ), w ) ∈ R y w ≤ g (y ). Aplicando la condición

(fM3), se sigue que (x , g (w ))∈R y y ≤ g (w ). Por lo tanto, (x , y )∈ (R◦ ≥). �

Proposición 2.1.4. SeaF = (X ,≤, g , R , R−1) un TM−marco. Entonces,

(i) para todo U ∈Pc (X ), FR (U ) =∼g GR (∼g U ),

(ii) para todo U ∈Pc (X ), PR−1(U ) =∼g HR−1(∼g U ).

Dem. Solo probaremos (i). Sea x ∈ FR (U ) y supongamos que x /∈∼g GR (∼g U ), es

decir, R(g (x ))⊆∼g U . Entonces, existe z ∈U tal que (x , z ) ∈ R . Por (fM3) tene-

mos que (g (x ), g (z )) ∈ R . Entonces, podemos deducir que g (z ) ∈∼g U , lo cual

es una contradicción. Por lo tanto, x ∈∼g GR (∼g U ). Recíprocamente, supon-

gamos que x ∈∼g GR (∼g U ). Luego, g (x ) /∈GR (∼g U ), es decir, R(g (x )) 6⊆∼g U .

De la última afirmación, existe z ∈ R(g (x )) tal que g (z ) ∈ U . Así, por (fM3),

deducimos que g (z )∈R(x )∩U . Por lo tanto, x ∈ FR (U ). �

Proposición 2.1.5. Si F = (X ,≤, g , R , R−1) es un TM−marco, entonces A(F ) =

(Pc (X ),∼g ,GR , HR−1) es una t M−álgebra.

Dem. Teniendo en cuenta las Proposiciones 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4, solo tenemos

que probar (tM4). En efecto: sea x ∈GR (U ∪V ) y supongamos que x /∈GR (U ).

Entonces, existe y ∈ X tal que (x , y ) ∈ R y y /∈ U . Dado que, y ∈ U ∪ V , tene-

mos que y ∈ V . Por lo tanto, x ∈ FR (V ). En forma similar podemos probar que

HR−1(U ∪V )⊆HR−1(U )∪PR−1(V ). �

Definición 2.1.3. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra . Definimos dos relaciones

binarias RA
G y RA

H sobre X (A) como sigue:
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(S, T )∈RA
G ⇐⇒G−1(S)⊆ T ⊆ F−1(S),

(S, T )∈RA
H ⇐⇒H−1(S)⊆ T ⊆ P−1(S).

La relación RA
G fue considerada en el artículo [15] para definir la relación

asociada a los operadores modales � y♦ de la Lógica Modal Positiva. También

esta relación ha sido utilizada en [18].

La siguiente Proposición es fundamental para la prueba de la Proposición

2.1.7.

Proposición 2.1.6. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra . Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) (S, T )∈RA
G ,

(ii) (T,S)∈RA
H .

Dem. (i)⇒ (ii). Sean S, T dos filtros primos de A tales que G−1(S) ⊆ T ⊆ F−1(S)

y supongamos que H (x ) ∈ T . Así, F H (x ) ∈S. De la afirmación anterior y (tM9),

tenemos que x ∈ S. Entonces, H−1(T )⊆ S. Por otra parte, supongamos que z ∈

S. Por (tM3), G P(z ) ∈ S y, dado que G−1(S) ⊆ T , tenemos que P(z ) ∈ T . Por lo

tanto, S ⊆ P−1(T ). La implicación recíproca es similar. �

Observaciones 2.1.1. De la Proposición 2.1.6 tenemos que RA
H es la inversa de

RA
G .

Proposición 2.1.7. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra. Entonces,F (A) = (X (A),⊆

, g A , RA
G , RA

H ) es un TM−marco, donde g A : X (A) −→ X (A) está definida como en

(FC1) de la Subsección 1.2.6.

Dem. Teniendo en cuenta la Observación 2.1.1, solo debemos probar (fM1),

(fM2) y (fM3).
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(fM1): Sean S, T, D tres filtros primos de A tales que S ⊆ D y G−1(D) ⊆ T ⊆

F−1(D). Consideremos el ideal

(T c ∪ F−1(S)c ]

y probemos que

G−1(S)∩ (T c ∪ F−1(S)c ] = ;.(2.1)

Supongamos que 2.1 no se satisface. Entonces existen x ∈G−1(S), y ∈ T c

y z /∈ F−1(S) tales que x ≤ y ∨ z . Así, por (tM5) y (tM4), tenemos que G (x ) ≤

G (y ∨ z ) ≤G (y )∨ F (z ). Dado que G (x ) ∈ S y F (z ) /∈ S, deducimos que G (y ) ∈ S,

lo cual es imposible. Entonces por el teorema de Birkhoff–Stone existe un filtro

primo Z tal que

G−1(S)⊆Z y (T c ∪ F−1(S)c )∩Z = ;

Por lo tanto, G−1(S)⊆Z ⊆ F−1(S) y Z ⊆ T., es decir, (S, T )∈ (RA
G◦ ⊆).

(fM2): Se prueba de manera similar a (fM1).

(fM3): Sean S, T dos filtros primos tales que G−1(S) ⊆ T ⊆ F−1(S). Supongamos

que x ∈ G−1(g A(S)). Así, ∼ G (x ) = F (∼ x ) /∈ S, y dado que T ⊆ F−1(S), tenemos

que ∼ x /∈ T , es decir, x ∈ g A(T ). Por otra parte, supongamos que z ∈ g A(T ) y

F (z ) /∈ g A(S). Así, ∼ F (z ) = G (∼ z ) ∈ S, y dado que G−1(S) ⊆ T , tenemos que

∼ z ∈ T , es decir, z /∈ g A(T ), lo cual es una contradicción. Luego, F (z ) ∈ g A(S).

Por lo tanto, G−1(g A(S))⊆ g A(T )⊆ F−1(g A(S)).

�

El siguiente resultado es necesario para la prueba del Teorema 2.1.1.

Lema 2.1.1. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra y sea S ∈X (A) y a ∈ A. Entonces

(i) G (a ) /∈S⇐⇒ existe T ∈X (A) tal que (S, T )∈RA
G y a /∈ T ,

(ii) H (a ) /∈S⇐⇒ existe Z ∈X (A) tal que (S,Z )∈RA
H y a /∈Z .

Dem. Supongamos que G (a ) /∈S. Consideremos el ideal ({a }∪F−1(S)c ], y probe-

mos que
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G−1(S)∩ ({a }∪ F−1(S)c ] = ;(2.2)

Supongamos lo contrario. Entonces existen b ∈ G−1(S) y c ∈ F−1(S)c tal

que b ≤ a ∨ c . De (tM5) y (tM4) tenemos que G (b )≤G (a ∨ c )≤G (a )∨ F (c ). De

esta afirmación deducimos que F (c )∈S, lo cual es una contradicción. Luego se

verifica 2.2. Por lo tanto del teorema de Birkhoff–Stone existe un filtro primo T

tal que

G−1(S)⊆ T y ({a }∪ F−1(S)c )∩T = ;.

Entonces, (S, T )∈RA
G y a /∈ T . La otra implicación es fácil. En forma simi-

lar podemos probar (ii).

�

Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra y consideremos su TM−marco asociado

F (A) = (X (A),⊆, g A , RA
G , RA

H ). La estructura

A(F (A)) = (Pi (X (A)),∼g A ,GRA
G

, HRA
H
)

es una t M−álgebra.

SeaA = 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 una M−álgebra. Para cada a ∈ A consideremos el

conjunto

σA(a ) = {S ∈X (A) : a ∈S}

y la familia de conjuntos

β (A) = {σA(a ) : a ∈ A}

Se sabe que la estructura

(β (A),∼g A )

es una M−subálgebra de la M−álgebra

Pc (X (A)) = (Pc (X (A)),∼g A ).
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La asignación σA : A −→ Pc (X (A)) es un homomorfismo inyectivo de

M−álgebras cuyo rango es el conjunto β (A). Además, este resultado puede ser

extendido a las t M−álgebras como sigue.

Teorema 2.1.1. Para toda t M−álgebra (A,∼,G , H ) el álgebra

β (A) = (β (A),∼g A ,GRA
G

, HRA
H
)

es una subálgebra de A(F (A)) isomorfa a A por medio de la asignaciónσA : A −→

β (A).

Dem. Es fácil chequear que β (A) es una subálgebra de A(F (A)) y que la apli-

caciónσA es inyectiva. Probaremos queσA es un homomorfismo de t M−álge-

bras. Solo necesitamos ver queσA(G (a )) =GRA
G
(σA(a )) yσA(H (a )) =HRA

H
(σA(a )).

Ahora probaremos la inclusión GRA
G
(σA(a ))⊆σA(G (a )). Tomemos un filtro pri-

mo S tal que G (a ) /∈ S. Del Lema 2.1.1, existe T ∈ X (A) tal que (S, T ) ∈ RA
G y

a /∈ T . Entonces, tenemos que RA
G (S) 6⊆ σA(a ). Así S /∈GRA

G
(σA(a )). La inclusión

σA(G (a )) ⊆ GRA
G
(σA(a )) es immediata. La igualdad σA(H (a )) = HRA

H
(σA(a )) re-

sulta por argumentos similares usando (ii) del Lema 2.1.1. �

2.1.3. Dualidad para las t M−álgebras

En esta sección, indicaremos una dualidad para las t M−álgebras tenien-

do en cuenta los resultados establecidos por Cornish y Fowler en [42].

Definición 2.1.4. Un espacio de De Morgan temporal (o t m P−espacio) es un

sistema (X , g , R , R−1) donde (X , g ) es un m P−espacio, R es una relación binaria

sobre X y R−1 es la inversa de R tal que:

(sM1) Para cada U ∈ D(X ) se verifica que GR (U ), HR−1(U ) ∈ D(X ), donde GR (U ),

HR−1(U ) están definidos como en la Sección 2.1.2.

(sM2) (x , y )∈R implica (g (x ), g (y ))∈R.
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(sM3) Para cada x ∈X , R(x ) es un conjunto cerrado.

(sM4) Para cada x ∈X , R(x ) = (R(x )]∩ [R(x )).

Definición 2.1.5. Una t m P−función de un t m P−espacio (X1, g 1, R1, R−1
1 ) en

otro, (X2, g 2, R2, R−1
2 ), es una m P−función f : X1 −→ X2 la cual satisface las si-

guientes condiciones:

(rM1) (x , y )∈R1 implica ( f (x ), f (y ))∈R2 para x , y ∈X1,

(rM2) si ( f (x ), y )∈R2, entonces existe z ∈X1 tal que (x , z )∈R1 y f (z )≤ y ,

(rM3) si (y , f (x ))∈R2, entonces existe z ∈X1 tal que (z ,x )∈R1 y f (z )≤ y .

A continuación probaremos que la categoría tmPS de los t m P−espacios

y t m P−funciones es dualmente equivalente a la categoría T M de las t M−ál-

gebras y sus correspondientes homomorfismos.

Lema 2.1.2. Sea (X , g , R , R−1) un t m P−espacio. Entonces, (D(X ),∼g ,GR , HR−1)

es una t M−álgebra, donde∼g : D(X )−→D(X ) está definida como en (FC2) de la

Subsección 1.2.6.

Dem. La buena definición de GR y HR−1 es consecuencia de (sM1). La condi-

ción (sM2) nos dan las ecuaciones (tM3) y (tM4). Finalmente, (tM1) y (tM2) son

consecuencia de la definición de GR y HR−1 . �

Lema 2.1.3. Sea f : (X1, g 1, R1, R−1
1 )−→ (X2, g 2, R2, R−1

2 )un morfismo de t m P−es-

pacios. Entonces Ψ( f ) : D(X2) −→ D(X1) definida como en (P1) de la Subsección

1.2.6 es un t M−morfismo.

Dem. Solo probaremos que f −1(GR2(U )) =GR1( f −1(U )). La inclusión f −1(GR2(U ))

⊆GR1( f −1(U )) resulta por (rM1). Sea x ∈GR1( f −1(U )) y sea y ∈X2 tal que ( f (x ), y )

∈R2. Por (rM2), existe z ∈X1 tal que (x , z )∈R1 y f (z )≤ y . Dado que z ∈R1(x )⊆

f −1(U ), y ∈U . Así f (x )∈GR2(U ), y en consecuencia GR1( f −1(U ))⊆ f −1(GR2(U )).
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�

Los dos lemas previos muestran que Ψ es un funtor contravariante de

T M en tmPS.

Definición 2.1.6. Un t m P∗−espacio es un sistema (X , g , R , R−1) donde (X , g ) es

un m P−espacio, R es una relación binaria sobre X y R−1 es la inversa de R tal

que se verifican (sM1) y (sM2) de la Definición 2.1.4.

Sea RD(X ) la relación definida en X (D(X )) por medio del operador GR , es

decir,

(εX (x ),εX (y ))∈RD(X )⇔G−1
R (εX (x ))⊆ εX (y )⊆ F−1

R (εX (x )).

Proposición 2.1.8. Sea (X , g , R , R−1) un t m P∗−espacio. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) para todo x ∈X , R(x ) es cerrado y R(x ) = (R(x )]∩ [R(x )).

(ii) para todo x ∈X , R(x ) es compacto y R(x ) = (R(x )]∩ [R(x )).

(iii) para cada x , y ∈X , si (εX (x ),εX (y ))∈RD(X ) entonces (x , y )∈R.

Dem. (i)⇒ (ii) Es inmediata. (ii)⇒ (iii). Supongamos que (εX (x ),εX (y )) ∈ RD(X )

y y /∈ R(x ) = (R(x )]∩ [R(x )). Si y /∈ [R(x )), entonces para todo z ∈ R(x ), z 6≤ y .

Como X es un espacio de Priestley, para cada z ∈ R(x ) existe un Uz ∈ D(X )

tal que z ∈ Uz y y /∈ Uz . Entonces, R(x ) ⊆
⋃

z∈R(x )
Uz y y /∈

⋃

z∈R(x )
Uz . Dado que

R(x ) es compacto, R(x ) ⊆ U para algún U ∈ D(X ) tal que y /∈ U . Pero como

(εX (x ),εX (y )) ∈ RD(X ) y x ∈ GR (U ), entonces y ∈ U , lo cual no es posible. Si

y /∈ (R(x )], por un argumento similar, también obtenemos una contradicción.

(iii)⇒ (i). Probemos que (R(x )]∩ [R(x ))⊆ R(x ); la otra inclusión siempre se ve-

rifica. Supongamos que y ∈ (R(x )]∩ [R(x )). Entonces existen z 1, z 2 ∈X tales que

z 1 ≤ y ≤ z 2 y z 1, z 2 ∈R(x ).
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Por hipótesis, tenemos que (εX (x ),εX (z 1)) ∈ RD(X ), (εX (x ),εX (z 2)) ∈ RD(X ) y

también εX (z 1) ⊆ εX (y ) ⊆ εX (z 2). Es fácil chequear que (εX (x ),εX (y )) ∈ RD(X ).

Resulta de la hipótesis (iii) que (x , y ) ∈ R . Por lo tanto y ∈ R(x ). Probemos

ahora que R(x ) es cerrado. Supongamos que y ∈ Cl(R(x )) y y /∈ R(x ), donde

Cl(R(x )) denota la clausura del conjunto R(x ). Por la hipótesis (iii), tenemos

que (εX (x ),εX (y )) /∈RD(X ). Así, existe U ∈D(X ) tal que GR (U )∈ εX (x ) y U /∈ εX (y ),

o existe V ∈D(X ) tal que V ∈ εX (y ) y FR (V ) /∈ εX (x ). En el primer caso R(x )⊆U y

y ∈U c . De donde resulta que R(x )∩U c = ; y y ∈U c , lo que no es posible, pues

y ∈Cl(R(x )). En el otro caso, y ∈ V y R(x )∩V = ;, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, R(x ) es un subconjunto cerrado de X .

�

Lema 2.1.4. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra. Entonces (X (A),⊆, g A , RA
G , RA

H ) es

un t m P−espacio.

Dem. Solo probaremos (sM3). Vamos a chequear que RA
G (S) es cerrado para S ∈

X (A). Supongamos que T /∈RA
G (S). Entonces por la definición de la relación RA

G ,

existe x ∈ G−1(S) tal que x /∈ T o existe y ∈ T tal que y /∈ F−1(S). En el primer

caso RA
G (S)⊆σA(x ) y en el segundo caso RA

G (S)⊆ X (A) \σA(y ), lo cual completa

la prueba.

�

Lema 2.1.5. Sea h : A1 −→ A2 un t M−morfismo. Entonces, Φ(h) : X (A2) −→

X (A1) definido como en (P2) de la Subsección 1.2.6 es un morfismo de t m P−es-

pacios.

Dem. Probaremos (rM1) y (rM2); (rM3) puede probarse de manera similar a

(rM2). Sean S, T ∈ X (A2). Vamos a probar que si (S, T ) ∈ RA2
G , entonces

(h−1(S), h−1(T ))∈RA1
G . Supongamos que a ∈G−1(h−1(S)). Entonces tenemos que

h(G (a )) =G (h(a )) ∈ S, de donde resulta que h(a ) ∈ T , es decir, a ∈ h−1(T ). De

una manera similar podemos probar que h−1(T ) ⊆ F−1(h−1(S)). Ahora supon-

gamos que (h−1(S), T ) ∈ RA1
G . Vamos a probar que existe un Z ∈ X (A2) tal que
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(S,Z ) ∈ RA2
G y h−1(Z ) ⊆ T . En primer lugar vamos a probar la exstencia de un

filtro Z . La prueba consiste de dos partes:

1. Probaremos la existencia de un filtro primo D ⊆ A2, tal que G−1(S) ⊆ D y

h−1(D)⊆ T .

2. Probaremos la existencia de un filtro primo Z ⊆ A2, tal que G−1(S) ⊆Z ⊆

F−1(S) y Z ⊆D.

De 1 y 2, resulta la existencia del filtro primo Z , que cumple con la condi-

ción establecida.

Por hipótesis tenemos que G−1(h−1(S))⊆ T ⊆ F−1(h−1(S)). Ahora vamos a

probar que

G−1(S)∩ (h(T c )] = ;.(2.3)

Supongamos que 2.3 no se satisface. En consecuencia existen a ∈G−1(S),

b ∈ T c , tales que a ≤ h(b ). Entonces, G (a ) ≤G (h(a )) ∈ S. De esto se sigue que,

b ∈G−1(h−1(S)) ⊆ T , lo que es una contradicción. Entonces 2.3 se verifica. Por

el teorema de Birkhoff–Stone, existe un filtro primo D, tal que

G−1(S)⊆D y h−1(D)⊆ T.

Ahora vamos a probar la segunda parte. Para este propósito primero va-

mos a mostrar que

G−1(S)∩ (Dc ∪ F−1(S)c ] = ;.(2.4)

Supongamos lo contrario. Entonces, existen a ∈ G−1(S), b ∈ Dc y c ∈

F−1(S)c tales que a ≤b ∨ c . Entonces, tenemos

G (a )≤G (b ∨ c )≤G (b )∨ F (c )∈S.

Dado que b /∈ D y G−1(S) ⊆ D, G (b ) /∈ S. Por lo tanto, F (c ) ∈ S, lo cual es

una contradicción. Entonces, 2.4 se verifica. Aplicando el teorema de Birkhoff–

Stone, podemos asegurar que existe un filtro primo Z tal que

G−1(S)⊆Z ⊆ F−1(S) y Z ⊆D.
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Como h−1(Z )⊆ h−1(D)⊆ T , hemos probado la existencia del filtro primo

Z .

�

Los dos lemas previos muestran que Φ es un funtor contravariante de

tmPS en T M .

Ahora, veremos que estas categorías son dualmente equivalentes entre sí.

Proposición 2.1.9. Sea (X , g , R , R−1) un t m P−espacio, entonces la función εX :

X −→ X (D(X )) definida como en (I) de la Subsección 1.2.6 es un isomorfismo de

tmP–espacios.

Dem. Resulta de los resultados establecidos en [42] y Proposición 2.1.8.

�

Proposición 2.1.10. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra, entonces la función σA :

A −→D(X (A)) definida como en (II) de la Subsección 1.2.6 es un t M−isomorfis-

mo.

Dem. Resulta de los resultados establecidos en [42] y Lema 2.1.1.

�

El siguiente teorema es consecuencia de las Proposiciones 2.1.9 y 2.1.10.

Teorema 2.1.2. Los funtores εX y σA establecen una equivalencia dual entre las

categorías T M y tmPS.

2.1.4. Aplicación de la dualidad

En esta subsección usaremos la dualidad descrita en la Sección 2.1.3 para

caracterizar el retículo de las congruencias Con t M (A) de una t M−álgebra (A,∼

,G , H ).

Definición 2.1.7. Sea (X , g , R , R−1) un t m P−espacio. Un subconjunto cerrado e

involutivo Y de X es un t m P−subconjunto de X si este satisface las siguientes

condiciones para u , v ∈X :
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(ts1) si (v, u )∈R y u ∈ Y , entonces existe, w ∈ Y tal que (w , u )∈R y w ≤ v .

(ts2) si (u , v )∈R y u ∈ Y , entonces existe, z ∈ Y tal que (u , z )∈R y z ≤ v .

Lema 2.1.6. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra y Y , un t m P−subconjunto de

X (A). Entonces Θ(Y ) es una t M−congruencia, donde Θ(Y ) está definida como

en (P3) de la Subsección 1.2.6.

Dem. Solo probaremos que Θ(Y ) preserva G y H . Sea (a ,b ) ∈ Θ(Y ) y supon-

gamos que S ∈GRA
G
(σA(a ))∩Y . Luego, (RA

G )−1(S) ⊆ σA(a ) y S ∈ Y . Supongamos

que T ∈ (RA
G )−1(S). En consecuencia, de (ts1) existe un W ∈ Y , tal que W ⊆ T

y W ∈ (RA
G )−1(S). Esta última afirmación nos permite inferir que W ∈σA(a ), de

donde llegamos a la conclusión W ∈σA(b )∩Y . Por lo tanto, dado que W ⊆ T ,

tenemos que T ∈σA(b ); luego, S ∈GRA
G
(σA(b ))∩Y . Entonces, GRA

G
(σA(a ))∩Y ⊆

GRA
G
(σA(b ))∩Y . La otra inclusión se prueba de manera similar. En forma análoga

se puede probar que, Θ(Y ) preserva H . �

Lema 2.1.7. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra y θ ∈ Con t M (A). Si q : A −→ A/θ

es el epimorfismo natural, entonces Y = {Φ(q )(S) : S ∈ X (A/θ )} es un t m P−sub-

conjunto, donde Φ está definido como en (P2) de la Subsección 1.2.6.

Dem. Como Con M (A) es un subretículo de Con t M (A) tenemos que Y = {Φ(q )(S) :

S ∈ X (A/θ )} es un subconjunto cerrado e involutivo de X (A) y θ = Θ(Y ) (ver

[42]). Además, del Lema 2.1.5 tenemos que Φ(q ) es una t m P−función. En-

tonces, Y es un t m P−subconjunto de X (A). En efecto, sea (V,U ) ∈ RA
G y U ∈

Y . De la última afirmación, existe S ∈ X (A/θ ) tal que Φ(q )(S) = U . Entonces,

(V,Φ(q )(S)) ∈ RA
G . Como una consecuencia, tenemos de (rM2) que existe T ∈

X (A/θ ) tal que (T,S) ∈ RA/θ
G y Φ(q )(T ) ⊆ V . Por lo tanto, aplicando (rM1) tene-

mos que Φ(q )(T )⊆ (RA
G )
−1(U ). (ts2) puede ser probado de una manera similar.

�

De los Lemas 2.1.6 y 2.1.7, obtenemos el Teorema 2.1.3.
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Teorema 2.1.3. Sea (A,∼,G , H ) una t M−álgebra y (X (A), g A , RA
G , RA

H ), el t m P−

espacio asociado a A. Entonces, existe un anti–isomorfismo entre Con t M (A) y el

retículo de todos los t m P−subconjuntos de X (A).

2.2. t LMn−álgebras

2.2.1. Una dualidad discreta para las LMn−álgebras

En esta subsección, describiremos una dualidad discreta para las LM n−ál-

gebras teniendo en cuenta la indicada en [49] para M−álgebras.

A continuación recordaremos nuevamente la definición de álgebra de

Łukasiewicz-Mosil n−valuada y enumeraremos algunas propiedades que nos

serán de utilidad en esta subsección.

Un álgebra de Łukasiewicz-Moisil n−valuada (o LM n−álgebra) donde

n es un entero, n ≥ 2, es un álgebra L = 〈L,∨,∧,∼,{σi }1≤i≤n−1, 0, 1〉 tal que

〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y σi , con 1≤ i ≤ n −1, son operaciones una-

rias sobre L las cuales satisfacen (L1)-(L6) (ver Definición 1.1.17).

Una LM n−álgebra L = 〈L,∨,∧,∼,{σi }1≤i≤n−1, 0, 1〉 será denotada en el

resto de esta subsección por su conjunto soporte L.

Lema 2.2.1. ([7]) En toda LM n−álgebra L se verifican las siguientes propiedades:

(L7) σi (x ∧ y ) =σi (x )∧σi (y ),

(L8) x ≤ y si, y sólo si,σi (x )≤σi (y ) para i = 1, . . . , n −1,

(L9) σ1(x )≤ x

(L10) x ≤σn−1(x ),

(L11) σi (1) = 1,σi (0) = 0.
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Definición 2.2.1. Una estructura (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1) es un LMn−marco si (X ,≤

, g ) es un M−marco y Φi (para i = 1, . . . , n − 1) son funciones sobre X que satis-

facen las siguientes condiciones:

(fL1) g (Φi (x )) = Φn−i (g (x )),

(fL2) Φj (Φi (x )) = Φj (x ),

(fL3) Φ1(x )≤ x ,

(fL4) x ≤Φn−1(x ),

(fL5) Φi (x )≤Φj (x ) para i ≤ j ,

(fL6) x ≤Φi (x ) o Φi+1(x )≤ x , i = 1, . . . , n −2, n ≥ 3,

(fL7) Φi (g (x )) = Φi (x ),

(fL8) x ≤ y implica Φi (x )≤Φi (y ).

El siguiente resultado es necesario para la prueba del Lema 2.2.3.

Lema 2.2.2. Sea (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1) un LMn−marco. Entonces, para cada x ∈

X existe i ∈ {1, . . . , n −1} tal que Φi (x ) = x .

Dem. Sea Mx = {j ∈ {1, . . . , n −1} :Φj (x )≤ x }. El conjunto Mx es no vacío, dado

que por (fL3) tenemos que Φ1(x ) ≤ x . Como Mx es finito, existe un elemento

maximal i en Mx . Si i = n−1, entonces dado que i ∈Mx tenemos queΦn−1(x )≤

x . Por (fL4) obtenemos que Φi (x ) = x . Si i < n − 1, entonces dado que i es

maximal, tenemos que i + 1 /∈ Mx . Luego, Φi+1(x ) 6≤ x . De (fL6) debe ser x ≤

Φi (x ). Dado que i ∈Mx , tenemos que Φi (x )≤ x . Por lo tanto, Φi (x ) = x .

�

Definición 2.2.2. El álgebra compleja de un LMn−marco (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1)

es una estructura

〈C (X ),∪,∩,∼c ,{σc
i }1≤i≤n−1,;, X 〉
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donde 〈C (X ),∪,∩,∼c ,;, X 〉 es el álgebra compleja del M−marco (X ,≤, g ) y para

cada U ∈C (X ),σc
i (U ) = {x ∈X :Φi (x )∈U} (para i = 1, . . . , n −1).

Definición 2.2.3. El marco canónico de una LM n−álgebra L es

(X (L),≤c , g c ,{Φc
i }1≤i≤n−1)

donde (X (L),≤c , g c ) es el marco canónico del M−reducto L y para cada S ∈

X (L), Φc
i (S) = {a ∈ L :σi (a )∈S} (para i = 1, . . . , n −1).

Lema 2.2.3. El marco canónico de una LM n−álgebra es un LMn−marco.

Dem. De (L11), (L7), (L8) y (L1) tenemos que X (L) es cerrado bajo Φc
i , i =

1, . . . , n − 1. Ahora vamos a chequear los axiomas de LMn−marco (fL1) a (fL6).

Los axiomas (fL1), (fL2), (fL3), (fL4) y (fL5) se prueban sin dificultad de los axio-

mas (L4), (L3), (L9), (L10) y (L5), respectivamente. A continuación probaremos

que se satisfacen (fL6),(fL7) y (fL8).

(fL6) Sea S un filtro primo. Supongamos que existe a ∈ S y σi (a ) /∈ S y existe

σi+1(b ) ∈ S y b /∈ S. De donde resulta que a ∧σi+1(b ) ∈ S. Dado que para

todo a ,b ∈ L,

a ∧σi+1(b )≤b ∨σi (a ),

tenemos que b∨σi (a )∈S. Dado que S es un filtro primo, b ∈S oσi (a )∈S,

lo cual es una contradicción.

(fL7) De (L2) resulta que para todo S ∈X (L) se verifica que: Φc
i (g c (S)) =σ−1

i (L \

{∼ x ∈ L | x ∈ S}) = L \σ−1
i ({∼ x ∈ L | x ∈ S}) = L \ ({x ∈ L |∼ σi x ∈ S}) =

L \ ({x ∈ L |σi x 6∈S}) = L \ ({x ∈ L | x /∈σ−1
i (S)}) =σ

−1
i (S) = Φ

c
i (S).

(fL8) Se verifica por la definición de Φc
i .

�

Lema 2.2.4. El álgebra compleja de un LMn−marco es una LM n−álgebra.
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Dem. Necesitamos mostrar que las operaciones σc
i (para i = 1, . . . , n − 1) son

cerradas en C (X ), esto es, σc
i (U ) = [≤]σc

i (U ). La inclusión ⊇ se sigue de la re-

flexividad de ≤. Supongamos que x ∈σc
i (U ). Tomemos un y ∈ X tal que x ≤ y .

Entonces, Φi (x ) ∈U y, por (fL8), Φi (x ) ≤ Φi (y ). Luego, dado que U = [≤]U , te-

nemos que Φi (y ) ∈U , como queríamos probar. (L2), (L3) y (L4) resultan de las

condiciones de marco (fL7), (fL2) y (fL1), respectivamente.

(L1): Es consecuencia directa de la definición deσc
i .

(L5): Sea i ≤ j y supongamos que x ∈σc
i (U ). Entonces, Φi (x )∈U . Dado que i ≤

j , de (fL5), tenemos que Φi (x ) ≤ Φj (x ). Luego, dado que U = [≤]U , obtenemos

Φj (x )∈U . Por lo tanto, x ∈σc
j (U ).

(L6): Supongamos que σc
j (U ) = σ

c
j (V ) para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}. Sea x ∈ U .

Entonces, del Lema 2.2.2, existe un i ∈ {1, . . . , n −1} tal que Φi (x ) = x . De donde

obtenemos que x ∈ σc
i (U ). De esta afirmación y de la hipótesis tenemos que

x ∈ σc
i (V ), esto es, Φi (x ) = x ∈ V . Por lo tanto, U ⊆ V . La inclusión restante es

análoga.

�

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento h : L −→C (X (L)), definido

en la Subsección 1.2.3, preserva los operadores unariosσi (i = 1, . . . , n−1), esto

es,

Lema 2.2.5. Para cada a ∈ L, h(σi (a )) =σc
i (h(a )).

Dem. Las siguientes condiciones son equivalentes dos a dos.

1. S ∈σc
i (h(a )),

2. Φc
i (S)∈ h(a ),

3. a ∈Φc
i (S),

4. σi (a )∈S,
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5. S ∈ h(σi (a )).

�

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento de orden k : X −→X (C (X )),

definido en la Subsección 1.2.3, preserva las funciones Φi (para i = 1, . . . , n −1),

esto es,

Lema 2.2.6. Para cada x , y ∈X : Φi (x ) = y si, y sólo si, Φc
i (k (x )) = k (y ).

Dem. Notemos que, para cada x , y ∈X

Φc
i (k (x )) = k (y ) si, y sólo si, para todo U ∈C (X ),Φi (x )∈U⇔ y ∈U .

Supongamos queΦi (x ) = y . Entonces trivialemente, para cada U ∈C (X ),Φi (x )∈

U si, y sólo si, y ∈U . Por otra parte, supongamos queΦc
i (k (x )) = k (y ). Entonces,

[Φi (x )) ∈ C (X ) y Φi (x ) ∈ [Φi (x )), así y ∈ [Φi (x )), esto es, Φi (x ) ≤ y . También

[y )∈C (X ) y y ∈ [y ), así Φi (x )∈ [y ), esto es, y ≤Φi (x ). Por lo tanto, Φi (x ) = y .

�

Luego, tenemos una dualidad discreta entre LM n−álgebras y LMn−mar-

cos.

Teorema 2.2.1.

(a) Toda LM n−álgebra es sumergible en el álgebra compleja de su marco ca-

nónico.

(b) Todo LMn−marco es sumergible en el marco canónico de su álgebra com-

pleja.

2.2.2. Una dualidad discreta para las t LM n−álgebras

En esta sección, obtenemos una dualidad discreta para las t LM n−álge-

bras teniendo en cuenta la indicada en la Sección 2.2 para LM n−álgebras.
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A continuación recordaremos nuevamente la definición de t LM n−álge-

bra y enumeraremos algunas propiedades que nos serán de utilidad en esta

subsección.

Una terna (L ,G , H ) es un álgebra de Łukasiewicz-Moisil n−valuada tem-

poral (o t LM n−álgebra) siL = 〈L,∨,∧,∼,{σi }1≤i≤n−1, 0, 1〉 es una LM n−álgebra

y G , H son operadores unarios sobre L que verifican (tL1), (tL2), (tL3) y (tL4) (ver

Definición 1.1.19).

Lema 2.2.7. (Diaconescu y Georgescu [43]) Las siguientes propiedades se veri-

fican en toda t LM n−álgebras (L ,G , H ).

(tL5) x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),

(tL6) x ≤ y implica F (x )≤ F (y ) y P(x )≤ P(y ),

(tL7) F (0) = 0, P(0) = 0,

(tL8) F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

(tL9) PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

(tL10) G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ),

(tL11) G (x ∨ y )≤G (x )∨ F (y ), H (x ∨ y )≤H (x )∨P(y ).

Sea (X ,≤, g ) un M−marco, R una relación binaria sobre X y R−1 la inversa

de R . Definimos cuatro operadores sobreC (X ) como sigue:

G c (U ) = {x ∈X : R(x )⊆U}, H c (U ) = {x ∈X : R−1(x )⊆U}.(2.5)

F c (U ) = {x ∈X : R(x )∩U 6= ;}, Pc (U ) = {x ∈X : R−1(x )∩U 6= ;}.(2.6)

En general, la M−álgebra 〈C (X ),∪,∩,∼c ,;, X 〉 no es cerrada bajo las ope-

raciones introducidas anteriormente. En el siguiente resultado daremos condi-

ciones sobre la relación R y su inversa para que C (X ) sea cerrado bajo esas

operaciones.
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Lema 2.2.8. Sea (X ,≤, g ) un M−marco, R una relación binaria sobre X , y R−1 la

inversa de R. Entonces

(i) (≤ ◦R)⊆ (R◦ ≤)⇔G c (U )∈C (X ), para todo U ∈C (X ).

(ii) (≤ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≤)⇔H c (U )∈C (X ), para todo U ∈C (X ).

(iii) (≥ ◦R)⊆ (R◦ ≥)⇔ F c (U )∈C (X ), para todo U ∈C (X ).

(iv) (≥ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≥)⇔ Pc (U )∈C (X ), para todo U ∈C (X ).

Dem. La demostración es similar a la de la Proposición 2.1.2. �

Definición 2.2.4. Una estructura (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1, R , R−1) es un LMn−marco

temporal (o TLMn−marco) si (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1) es un LMn -marco, R es una

relación binaria sobre X , y R−1 es la inversa de R tal que:

(ftL1) (x , y )∈R implica (g (x ), g (y ))∈R,

(ftL2) (≤ ◦R)⊆ (R◦ ≤),

(ftL3) (≤ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≤),

(ftL4) (x , y )∈R implica (Φi (x ),Φi (y ))∈R,

(ftL5) (Φi (z ), y )∈R implica que existe un x ∈X tal que (z ,x )∈R y Φi (x )≤ y ,

(ftL6) (y ,Φi (z ))∈R implica que existe un x ∈X tal que (x , z )∈R y Φi (x )≤ y .

Observación 2.2.1. En todo TLMn−marco (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1, R , R−1) se satis-

facen las las siguientes condiciones:

(ftL7) (≥ ◦R)⊆ (R◦ ≥).

(ftL8) (≥ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≥).
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Los operadores F c y Pc introducidos en (2.6) pueden ser definidos por

medio de los operadores G c y H c , respectivamente, como lo muestra el siguien-

te lema:

Lema 2.2.9. Sea (X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1, R , R−1) un TLMn -marco. Entonces,

(i) para todo U ∈C (X ), F c (U ) =∼c G c (∼c U ),

(ii) para todo U ∈C (X ), Pc (U ) =∼c H c (∼c U ).

Dem. La demostración es similar a la de la Proposición 2.1.4. �

Definición 2.2.5. El álgebra compleja de un TLMn -marco

(X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1, R , R−1)

es una terna (C (X ),G c , H c ) dondeC (X ) es el álgebra compleja del LMn−marco

(X ,≤, g ,{Φi }1≤i≤n−1) y G c , H c , están definidas como en (2.5).

Definición 2.2.6. El marco canónico de una t LM n−álgebra (L ,G , H ) es una

estructura

(X (L),≤c , g c ,{Φc }1≤i≤n−1, Rc ,Qc )

donde (X (L),≤c , g c ,{Φc }1≤i≤n−1) es el marco canónico asociado con L y Rc , Qc

son dos relaciones binarias sobreX (L) definidas por:

(S, T )∈Rc⇔G−1(S)⊆ T ⊆ F−1(S)

(S, T )∈Qc⇔H−1(S)⊆ T ⊆ P−1(S).

El siguiente lema es fundamental para la prueba del Lema 2.2.11.

Lema 2.2.10. Sea (L ,G , H ) una t LM n−álgebra. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (S, T )∈Rc ,
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(ii) (T,S)∈Qc .

Dem. La demostración es similar a la de la Proposición 2.1.6. �

Observación 2.2.2. Del Lema 2.2.10 tenemos que Qc es la inversa de Rc .

Lema 2.2.11. El marco canónico de una t LM n−álgebra es un TLMn−marco.

Dem. Teniendo en cuenta la Observación 2.2.2 y el Lema 2.2.3, solo nos resta

probar de (ftL1) a (ftL6).

(ftL1): Sean S, T dos filtros primos tales que G−1(S) ⊆ T ⊆ F−1(S). Supongamos

que x ∈ G−1(g c (S)). Así, ∼ G (x ) = F (∼ x ) /∈ S, y dado que T ⊆ F−1(S), tenemos

que ∼ x /∈ T , es decir, x ∈ g c (T ). Por otra parte, supongamos que z ∈ g c (T ) y

F (z ) /∈ g c (S). Así, ∼ F (z ) = G (∼ z ) ∈ S, y dado que G−1(S) ⊆ T , tenemos que

∼ z ∈ T , es decir, z /∈ g c (T ), lo cual es una contradicción. Así, F (z ) ∈ g c (S). Por

lo tanto, G−1(g c (S))⊆ g c (T )⊆ F−1(g c (S)).

(ftL2): Sean S, T, D tres filtros primos de L tales que S ⊆ D y G−1(D) ⊆ T ⊆

F−1(D). Consideremos el ideal ((L \T )∪ (L \ F−1(S))] y probemos que

G−1(S)∩ ((L \T )∪ (L \ F−1(S))] = ;.(2.7)

Supongamos que (2.7) no se satisface. Entonces, existe un elemento x ∈

G−1(S), y ∈ L \T y z /∈ F−1(S) tales que x ≤ y ∨z . Así, por (tL5) y (tL11), tenemos

que G (x ) ≤ G (y ∨ z ) ≤ G (y ) ∨ F (z ). Dado que G (x ) ∈ S y F (z ) /∈ S, deducimos

que G (y )∈S, lo cual no es posible. Entonces, por el Teorema de Birkhoff–Stone

existe un filtro primo Z tal que

G−1(S)⊆Z y ((L \T )∪ (L \ F−1(S))∩Z = ;

Por lo tanto, G−1(S)⊆Z ⊆ F−1(S) y Z ⊆ T., es decir, (S, T )∈ (Rc◦ ≤c ).
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(ftL3): Se prueba de manera similar a (ftL2).

(ftL4): Sean S, T dos filtros primos. Vamos a probar que si (S, T ) ∈ Rc , entonces

(Φc
i (S),Φi (T )c ) ∈ Rc . Supongamos que a ∈ G−1(Φc

i (S)). Entonces tenemos que

σi (G (a )) =G (σi (a ))∈S, de donde resulta queσi (a )∈ T , es decir, a ∈Φc
i (T ). De

manera similar se puede probar que Φc
i (T )⊆ F−1(Φc

i (S)).

(ftL5): Ahora supongamos que (Φc
i (S), T ) ∈ Rc . Vamos a probar que existe un

Z ∈ X (L) tal que (S,Z ) ∈ Rc y Φc
i (Z ) ⊆ T . En primer lugar vamos a probar la

existencia del filtro Z . La prueba consiste de dos partes:

1. Vamos a probar la existencia de un filtro primo D ⊆ L, tal que G−1(S)⊆D

y Φc
i (D)⊆ T .

2. Vamos a probar la existencia de un filtro primo Z ⊆ L, tal que G−1(S) ⊆

Z ⊆ F−1(S) y Z ⊆D.

De 1 y 2, se sigue la existencia de un filtro primo Z , el cual satisface las

condiciones que fueron establecidas. Por la hipótesis tenemos que G−1(Φc
i (S))⊆

T ⊆ F−1(Φc
i (S)). Ahora vamos a probar que

G−1(S)∩ (σi (L \T )] = ;(2.8)

Supongamos que (2.8) no se satisface. Recíprocamente, existen a ∈G−1(S),

b ∈ L \T , tales que a ≤σi (b ). Entonces, G (a )≤G (σi (b ))∈S.

De esto resulta que, b ∈G−1(Φc
i (S))⊆ T , lo cual es una contradicción. En-

tonces, se satisface (2.8). Por el Teorema de Birkhoff–Stone, existe un filtro pri-

mo D, tal que

G−1(S)⊆D y Φc
i (D)⊆ T.

Ahora vamos a probar la segunda parte. Para este propósito primero va-

mos a probar que
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G−1(S)∩ ((L \D)∪ (L \ F−1(S))] = ;(2.9)

Supongamos lo contrario. Entonces, existen a ∈ G−1(S), b ∈ L \D y c ∈

L \ F−1(S) tales que

a ≤b ∨ c .

Entonces, tenemos que

G (a )≤G (b ∨ c )≤G (b )∨ F (c )∈S.

Dado que b /∈D y G−1(S)⊆D, G (b ) /∈S. Por lo tanto, F (c )∈S, lo cual es una

contradicción. Entonces, se verifica (2.9). Aplicando el Teorema de Birkhoff–

Stone, podemos asegurar la existencia de un filtro primo Z tal que

G−1(S)⊆Z ⊆ F−1(S) y Z ⊆D.

Como Φc
i (Z )⊆Φc

i (D)⊆ T , hemos probado la existencia del filtro primo Z .

(ftL6): Se prueba de manera similar a (ftL5). �

El siguiente resultado es necesario para la prueba del Lema 2.2.14.

Lema 2.2.12. Sea (L ,G , H ) una t LM n−álgebra y sea S ∈X (L) y a ∈ L. Entonces

(i) G (a ) /∈S si, y sólo si, existe T ∈X (L) tal que (S, T )∈Rc y a /∈ T ,

(ii) H (a ) /∈S si, y sólo si, existe Z ∈X (L) tal que (S,Z )∈Qc y a /∈Z ,

Dem. Supongamos que G (a ) /∈ S. Consideremos el ideal ({a } ∪ (L \ F−1(S)], y

probemos que

G−1(S)∩ ({a }∪ (L \ F−1(S)] = ;(2.10)

Supongamos lo contrario. Entonces existen b ∈ G−1(S) y c ∈ (L \ F−1(S))

tales que b ≤ a ∨ c . De (tL5) y (tL11) tenemos que

G (b )≤G (a ∨ c )≤G (a )∨ F (c ).
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De esta última afirmación se deduce que F (c )∈S, lo cual es una contradicción.

Así, se verifica (2.10). Por lo tanto del Teorema de Birkhoff–Stone existe un filtro

primo T tal que

G−1(S)⊆ T y ({a }∪ (L \ F−1(S)))∩T = ;.

Entonces, (S, T ) ∈ Rc y a /∈ T . La otra implicación es fácil. De manera

similar podemos probar (ii).

�

Lema 2.2.13. El álgebra compleja de un TLMn−marco es una t LM n−álgebra.

Dem. De los resultados establecidos en Lema 2.2.3, 2.2.8, 2.2.9 y Observación

2.2.1, solo nos resta probar (tL4). Supongamos que Φi (y ) ∈ G c (U ) y (y ,x ) ∈ R .

Entonces, por (ftL4), tenemos que (Φi (y ),Φi (x )) ∈ R . De esta última afirmación

podemos inderir que Φi (x ) ∈U . Luego, σc
i (G c (U )) ⊆G c (σc

i (U )). Por otra parte,

supongamos que z ∈G c (σc
i (U )) y (Φi (z ), y )∈R . Entonces, de (ftL5), existe x ∈X

tal que (z ,x ) ∈ R y Φi (x ) ≤ y . Por lo tanto, y ∈U . De manera similar podemos

probar queσc
i (H c (U )) =H c (σc

i (U )).

�

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento h : L −→C (X (L)), preserva

G y H , esto es,

Lema 2.2.14. Para todo a ∈ L, h(G (a )) =G c (h(a )) y h(H (a )) =H c (h(a )).

Dem. Tomemos un filtro primo S tal que G (a ) /∈ S. Del Lema 2.2.12, existe T ∈

X (L) tal que (S, T ) ∈ Rc y a /∈ T . Entonces, tenemos que Rc (S) 6⊆ h(a ). Así, S /∈

G c (h(a )). La inclusión h(G (a ))⊆G c (h(a )) es inmediata. La igualdad h(H (a )) =

H c (h(a )) resulta por argumentos similares usando (ii) del Lema 2.2.12.

�

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento de orden k : X −→X (C (X )),

preserva la relación R , esto es,
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Lema 2.2.15. Para cada x , y ∈X : (x , y )∈R si, y sólo si, (k (x ), k (y )∈Rc .

Dem. Supongamos que (x , y )∈R . Necesitamos mostrar que

(k (x ), k (y ))∈Rc .

Notemos que

(k (x ), k (y ))∈Rc ⇔ (G c )−1(k (x ))⊆ k (y ) y k (y )⊆ (F c )−1k (x )

⇔ para todo U ∈C (X ), x ∈G c (U ) implica y ∈U y

para todo U ∈C (X ), y ∈U implica x ∈ F c (U ).

Tomemos U ∈ C (X ) tal que x ∈ G c (U ). Entonces, dado que (x , y ) ∈ R ,

tenemos que y ∈ U . Tomemos un U ∈ C (X ) tal que y ∈ U . Entonces, da-

do que (x , y ) ∈ R tenemos que x ∈ F c (U ). Por otra parte, supongamos que

(k (x ), k (y )) ∈ Rc . Entonces, [≤]{y } ∈ C (X ). Así, x ∈ F c ([≤]{y }). De esta última

afirmación y (ftL7) podemos deducir que x ∈ [≤]F c ({y }). Así, por la reflexividad

de ≤ tenemos que x ∈ F c ({y }), esto es, (x , y )∈R , como se requeria.

�

Luego, tenemos una dualidad discreta entre t LM n -álgebras y TLMn -mar-

cos.

Teorema 2.2.2.

(a) Toda t LM n−álgebra es sumergible en el álgebra compleja de su marco ca-

nónico.

(b) Todo TLMn−marco es sumergible en el marco canónico de su álgebra com-

pleja.
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2.3. t F M−álgebras

2.3.1. Sobre las F M−álgebras

Las álgebras tetravalentes modales fueron consideradas por primera vez

por A. Monteiro y estudiadas intensamente por I. Loureiro, A. V. Figallo, A.

Ziliani y P. Landini (ver [108, 110, 109, 54, 57, 58, 74]). Luego, en 2000, J. M. Font

y M. Rius [82]mostraron su interés en las lógicas originadas por el retículo de

estas álgebras. Actualmente estas álgebras continúan siendo tema de estudios

de diferentes autores. Desde el punto de vista de la lógica, M. Coniglio y M.

Figallo [40, 41] las estudiaron bajo la perspectiva de las lógicas paraconsis-

tentes. Además, S. Celani en [22] probó, entre otros resultados, que las álgebras

tetravalentes modales tienen la propiedad de amalgamación y superamalga-

mación. También, en [74], A.V. Figallo y P. Landini dieron diversas caracteriza-

ciones de las álgebras tetravalentes modales y mostraron la relación existente

entre esta clase de álgebras y la clase de las álgebras De Morgan pseudocom-

plementadas modales ( ver [72]).

Recordemos que un álgebra tetravalente modal (o álgebra 4−valuada mo-

dal) es un álgebraL = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) que verifica:

(i) 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra.

(ii) ♦ : L −→ L satisface las identidades:

(I1) ♦x ∨∼ x = 1,

(I2) ♦x ∧∼ x =∼ x ∧x .

Nosotros, en lo que sigue utilizaremos la terminología de A. V. Figallo

[57]. Entonces, representaremos conFM a la clase de las álgebras 4-valuadas

modales (o F M−álgebras, para abreviar).

(I3) En toda F M−álgebraL = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉, se verifican las siguientes
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propiedades:

1. ∼�x ∨x = 1,

2. �x∨∼ x = x∨∼ x ,

3. �x∨∼�x = 1,

4. �x∧∼�x = 0,

5. �x ≤ x ,

6. �1= 1,

7. �0= 0,

8. si x ≤ y , entonces �x ≤�y ,

9. ��x =�x ,

10. �(�x ∧�y ) =�x ∧�y ,

11. �(x ∧ y ) =�x ∧�y ,

12. �∼�x =∼�x ,

13. �(x ∨�y ) =�x ∨�y ,

14. x ∧�∼ x = 0,

donde el operador � está definido por la fórmula �x :=∼♦∼ x .

I. Loureiro en [110, 111], probó:

(I4) SeaL = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 una F M−álgebra y a ∈ L. Si S es un filtro primo

de L, entonces♦a ∈S⇐⇒ a ∈S o a ∈ g c (S), donde g c está definida como

en la Subsección 1.2.3.
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(I5) Sobre una M−álgebra 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es posible definir una estructura de

F M−álgebra, si y sólo si, para todo filtro primo S, T de L se satisface la

siguiente condición: S ⊆ T ⇐⇒ S = T o g c (S) = T .

(I6) Si L = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 es una F M−álgebra no trivial, entonces existe

un conjunto no vacío X tal que L es isomorfo a una subálgebra de T X
4 ,

donde T4 = 〈T4,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉, T4 = {0, a ,b , 1} tiene el diagrama de la figu-

ra 1 y ∼,♦ están definidas por medio de las siguientes tablas:

�
�

�
��

@
@

@
@@

�
�

�
��

@
@

@
@@

0
Figura 1

a b

1

r
r

r
r x ∼ x ♦x

0 1 0

a a 1

b b 1

1 0 1

Por otra parte, sobre una F M−álgebra L = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 se pueden

definir varios operadores de implicación (ver [58]):

(I7) x ⊃ y =∼ x ∨ y ,

(I8) x→y =♦∼ x ∨ y ,

(I9) x 7→ y = (x→y )∧ (♦y∨∼ x ),

(I10) x� y = (x 7→ y )∧ ((x ⊃ y )→(�∼ x ∨ y )).

Observemos que siL = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 verifica la condición de Kleene

x∧ ∼ x ≤ y ∨ ∼ y , o equivalentemente si L = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 es un álgebra

de Łukasiewicz 3−valuada entonces el operador 7→ y � definido por I9 y I10

respectivamente coincide con la implicación de Łukasiewicz trivalente.
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En T4, las operaciones �, ,→,→, 7→ y � tienen las siguientes tablas:

x �x

0 0

a 0

b 0

1 1

⊃ 0 a b 1

0 1 1 1 1

a a a 1 1

b b 1 b 1

1 0 a b 1

→ 0 a b 1

0 1 1 1 1

a 1 1 1 1

b 1 1 1 1

1 0 a b 1

7→ 0 a b 1

0 1 1 1 1

a a 1 1 1

b b 1 1 1

1 0 a b 1

� 0 a b 1

0 1 1 1 1

a a 1 b 1

b b a 1 1

1 0 a b 1

La implicación� es llamada implicación contrapositiva. Esta implicación,

entre otras propiedades interesantes, permite caracterizar el retículo de las con-

gruencias de una F M−álgebraL = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉 (ver [150]).

Por otra parte, en [58], A.V. Figallo y P. Landini demostraron que las F M−ál-

gebras son polinomialmente equivalente a las álgebras tetravalentes modales

contrapositivas. Recordemos que un álgebra L = 〈L,�,∼, 1〉 de tipo (2, 1, 0) es

un álgebra tetravalente modal contrapositiva si se satisfacen:

1. 1� x = x ,

2. x � 1= 1,

3. (x � y )� y = (y � x )� x ,

4. si x � (y � z ) = 1, entonces y � (x � z ) = 1,

5. ((x � (x � y ))� x )� x = 1,

6. ∼ 1� x = 1,
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7. x �∼ 1=∼ x ,

8. ((x∨∼ y )� z )� ((x � z )∧ (y � z )) = 1,

donde a ∨b denota a (a �b )�b y a ∧b denota a ∼ (∼ a∨∼b ).

Considerando la implicación contrapositiva �, en [40], M. Coniglio y M.

Figallo introdujeron un cálculo estilo Hilbert para dos lógicas naturalmente

asociadas a las álgebras tetravalentes modales contrapositivas. Independiente-

mente, A. V. Figallo y otros en [71], introdujeron un cálculo proposicional estilo

Hilbert para otra lógica asociada a la clase FM . En este cálculo estilo Hilbert

se consideraron dos nuevos operadores de implicación. También, en [71], se in-

trodujo la noción de retículo modal con implicación y se probó que la clase de

estas álgebras es categorialmente equivalente a la clase de las F M−álgebras.

Por otra parte, en [102], M. Kondo definió las álgebras de De Morgan con

implicación (o M I−álgebras) y dió un cálculo proposicional estilo Hilbert para

la lógica, que el llamó, lógica de De Morgan. Un álgebra de De Morgan con

implicación es una estructura L = 〈L,∨,∧, ,→,∼, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 1, 0, 0) tal

que el reducto 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y la implicación ,→ satisface

las siguientes propiedades:

1. y ≤ x ,→ y

2. x ≤ y implica x ,→ y = 1

3. ∼ x∧∼ y ≤ (x ∨ y ) ,→ y

4. ∼ x ∧ y∧∼ (x ,→ y ) = 0

5. x ∧ (x ,→ y )≤ y∨∼ y

6. x ∧ (x ,→ y )≤∼ x ∨ y

7. x∧∼ x ∧ (x → y )≤∼ (x ,→ y )∨ y
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En [102], el autor demostró que la clase de las M I−álgebras está gene-

rada por la M I−álgebra T4 = 〈T4,∨,∧, ,→,∼, 0, 1〉 donde 〈T4,∨,∧,∼, 0, 1〉 es la

M−álgebra definida en (I6) y ,→ está definida en la siguiente tabla:

,→ 0 a b 1

0 1 1 1 1

a a 1 b 1

b b a 1 1

1 0 a b 1

Observemos que en T4 la implicación definida por Kondo coincide con la

implicación contrapositva � definida por A.V. Figallo y P. Landini. Teniendo en

cuenta esta observación se puede probar que las M I−álgebras son polinomial-

mente equivalentes a las álgebras tetravalentes modales contrapositivas.

2.3.2. Dualidades discretas para las F M−álgebras

Primer dualidad discreta para las F M−álgebras

En esta subsección obtenemos una dualidad discreta para las F M−álge-

bras teniendo en cuenta los resultados establecidos en [110].

Definición 2.3.1. Una estructura (X ,≤, g ) es un marco de Loureiro (o L−marco)

si (X ,≤, g ) es un M−marco y se satisface la siguientes propiedad adicional:

(L) si x ≤ y , entonces x = y o g (x ) = y .

Definición 2.3.2. El álgebra compleja de un L−marco (X ,≤, g ) es una estructura

〈C (X ),∪,∩,∼c ,♦c ,;, X 〉

donde 〈C (X ),∪,∩,∼c ,;, X 〉 es el álgebra compleja del M−marco (X ,≤, g ) y para

cada U ∈C (X ),♦c (U ) =U ∪ g (U ).
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Definición 2.3.3. El marco canónico de una F M−álgebraL = 〈L,∨,∧,∼,♦, 0, 1〉

es

(X (L),≤c , g c )

donde (X (L),≤c , g c ) es el marco canónico del M−reducto de L.

Lema 2.3.1. El marco canónico de una F M−álgebra es un L−marco.

Dem. Es consecuencia directa de (I5).

�

Lema 2.3.2. El álgebra compleja de un L−marco es una F M−álgebra.

Dem. Necesitamos probar que♦c es cerrado enC (X ), esto es,♦cU = [≤]♦cU .

La inclusión⊇ resulta de la reflexividad de≤. Supongamos que x ∈♦cU . Tome-

mos un y ∈X tal que x ≤ y . Entonces, x ∈U o x ∈ g (U ). En el primer caso, como

U = [≤]U , tenemos que y ∈U . De donde resulta que y ∈U ∪ g (U ) =♦c (U ). En

el segundo caso, como x ≤ y , aplicando (L) tenemos que x = y o g (x ) = y . De

donde resulta que, en ambos casos, y ∈ ♦cU . A continuación probaremos (I1)

y (I2) de la definición de F M−álgebra.

(I1) ∼c U ∪♦cU = (X \ g (U ))∪ (U ∪ g (U ))

= ((X \ g (U ))∪ g (U ))∪U

=X ∪U =X

(I2) ∼c U ∩♦cU = (X \ g (U ))∩ (U ∪ g (U ))

= ((X \ g (U ))∩U )∪ ((X \ g (U ))∩ g (U ))

= ((X \ g (U ))∩U )∪;

= (X \ g (U ))∩U

=∼c U ∩U
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�

A continuación mostraremos que el sumergimiento h : L −→ C (X (L)),

definido en la Subsección 1.2.3, preserva el operador unario♦, esto es,

Lema 2.3.3. Para cada a ∈ L, h(♦a ) =♦c h(a ).

Dem. Sea S ∈ X (L). Entonces, teniendo en cuenta (I4), las siguientes condi-

ciones son equivalentes dos a dos:

(1) S ∈ h(♦a ),

(2) ♦a ∈S,

(3) a ∈S o a ∈ g c (S),

(4) S ∈ h(a ) o S ∈ g c (h(a )),

(5) S ∈♦c h(a ).

�

Luego, obtenemos una dualidad discreta entre F M−álgebras y L−mar-

cos.

Teorema 2.3.1.

(a) Toda F M−álgebra puede sumergirse en el álgebra compleja de su marco

canónico.

(b) Todo L−marco puede sumergirse en el marco canónico de su álgebra com-

pleja.

Segunda dualidad discreta para las F M−álgebras

En esta sección, obtenemos una dualidad discreta para las F M−álgebras

teniendo en cuenta los resultados establecidos en [22]. Para tal fin, utilizaremos

la siguiente definición de F M−álgebra.
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Un álgebra L = 〈L,∨,∧,∼,�, 0, 1〉 es una F M−álgebra, si el reducto

〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y � es un operador unario definido sobre L

que satisface las siguientes propiedades:

(F1) �a∧∼ a = 0

(F2) a∧∼�a =∼ a ∧a

Definición 2.3.4. Una estructura (X ,≤, g , R) es un FM−marco si (X ,≤, g ) es un

M−marco y R es una relación binaria sobre X que satisface:

(fF1) R reflexiva,

(fF2) (≤ ◦R◦ ≤)⊆R,

(fF3) si (x , y )∈R, entonces x ≤ y o g (x )≤ y .

(fF4) g (x )∈R(x ), para todo x ∈X .

Definición 2.3.5. El álgebra compleja de un FM−marco (X ,≤, g , R) es una es-

tructura

〈C (X ),∪,∩,∼c ,�c ,;, X 〉

donde 〈C (X ),∪,∩,∼c ,;, X 〉 es el álgebra compleja del M−marco (X ,≤, g ) y para

todo U ∈C (X ), �c (U ) = {x ∈X : R(x )⊆U}.

Definición 2.3.6. El marco canónico de una F M−álgebraL = 〈L,∨,∧,∼,�, 0, 1〉

es

(X (L),≤c , g c , Rc )

donde (X (L),≤c , g c ) es el marco canónico del M−reducto de L y para cada S, T ∈

X (L),

(S, T )∈Rc ⇐⇒�−1(S)⊆ T.

Lema 2.3.4. El marco canónico de una F M−álgebra es un FM−marco.
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Dem. Solo resta probar (fF1)-(fF4).

(fF1): Sea S ∈X (L) y supongamos que x ∈ �−1(S). Entonces, �x ∈ S. Dado que

�x ≤ x , tenemos que x ∈S. Por lo tanto, �−1(S)⊆S, esto es, (S,S)∈Rc .

(fF2): Sean (U , V ) ∈ (≤c ◦Rc ≤c ). Entonces, existe T,S ∈ X (L) tal que U ⊆ T ,

(T,S) ∈ Rc y S ⊆ V . De estas dos últimas afirmaciones tenemos que �−1(T )⊆ V .

Por lo tanto, dado que U ⊆ T inferimmos que (U , V )∈Rc .

(fF3): Sean U , V ∈X (L) tal que (U , V ) ∈ Rc . Supongamos que U 6⊆ V y g c (U ) 6⊆

V . Entonces U ∩ g c (U ) 6⊆V . Así existe a ∈U ∩ g c (U ) y a /∈V . Entonces ∼ a /∈U .

Como ∼ a ∧ a = a∧ ∼ �a , y a ∈U , tenemos que ∼ �a /∈U . Así, �a ∈ g c (U ).

Dado que �a∧ ∼ �a = 0, ∼ �a /∈ g c (U ), es decir, �a ∈ U . Así, a ∈ V , pues

(U , V )∈Rc , lo cual es una contradicción.

(fF4): Sea U ∈ X (L). Si (U , g c (U )) /∈ Rc , entonces existe a ∈ L tal que �a ∈U y

a /∈ g c (U ). Así, �a∧∼ a = 0∈U , lo cual es una contradicción.

�

Lema 2.3.5. El álgebra compleja de un FM−marco es una F M−álgebra.

Dem. De [49], C (X ) es cerrado bajo las operaciones de retículo y ∼c . Ahora,

probaremos que es cerrado bajo�c i.e.,�cU = [≤]�cU . De la reflexividad de≤,

tenemos que [≤]�cU ⊆�cU . Supongamos que x ∈�cU . Sea y ∈X tal que x ≤ y

y tomemos un z ∈X que verifique (y , z )∈R . Entonces, de la reflexividad de≤ y

(fF2) inferimos que (x , z )∈R . Así, z ∈U y por lo tanto, x ∈ [≤]�cU . Por lo tanto,

�cU ⊆ [≤]�cU . Es claro que C (X ) es una M−álgebra. Ahora probaremos que

se verifican (F1) y (F2).

(F1): Supongamos que∼c U ∩�cU 6= ;. Entonces, existe y ∈∼c U tal que R(y )⊆

U . Dado que g (y ) ∈ R(y ), tenemos que g (y ) ∈U , lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, ∼c U ∩�cU = ;.

(F2): En primer lugar, notemos que por (fF1) se deduce que �cU ⊆U . Luego,

tenemos que∼c U∩U ⊆∼c �cU∩U . La otra inclusión es consecuencia de (fF3).
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En efecto: sea x ∈∼c �cU ∩U . Entonces, existe z ∈ R(g (x )) tal que z /∈ U . De

donde resulta por (fF3) que g (x ) ≤ z . De esta última afirmación tenemos que

x ∈∼c U . Por lo tanto, x ∈U∩∼c U , lo cual completa la demostración.

�

Ahora probaremos que el sumergimiento h : L −→C (X (L)), definido en

Subsección 1.2.3, preserva el operador unario �, esto es,

Lema 2.3.6. Para cada a ∈ L, h(�a ) =�c (h(a )).

Dem. Sea S ∈ h(�a ); entonces �a ∈ S. Supongamos que T ∈ X (L) verifica

que (S, T ) ∈ Rc . Entonces, �−1(S) ⊆ T y así, a ∈ T . Por lo tanto, S ∈ �c (h(a ))

de donde inferimos que h(�a ) ⊆ �c (h(a )). Recíprocamente, supongamos que

S ∈ �c (h(a )). Entonces para cada T ∈ X (L), (S, T ) ∈ Rc implica que T ∈ h(a ).

Supongamos que�a /∈S. Entonces�−1(S) es un filtro y a /∈�−1(S). Luego, existe

W ∈X (L) tal que a /∈W y�−1(S)⊆W . Esta última afirmación nos permite con-

cluir que (S, W )∈Rc . De esta afirmación tenemos que W ∈ h(a ) y así, a ∈W , lo

cual es una contradicción. Por lo tanto, h(�a ) = �c (h(a )). Entonces, en virtud

de los resultados establecidos en [49] la prueba está completa.

�

En el Lema 2.3.7 probaremos que el sumergimiento de orden k : X −→

X (C (X )) definido en Subsección 1.2.3, preserva la relación R .

Lema 2.3.7. Sea (X ,≤, g , R) un FM−marco y sean x , y ∈X . Entonces

(x , y )∈R si, y sólo si, (k (x ), k (y ))∈Rc .

Dem. Supongamos que (x , y ) ∈ R y sea U ∈ C (X ) que verifica �cU ∈ k (x ).

Entonces es fácil ver que y ∈ U y así, (k (x ), k (y )) ∈ Rc . Recíprocamente, sean

x , y ∈ X tales que (k (x ), k (y )) ∈ Rc . Entonces �c−1(k (x )) ⊆ k (y ). Por otra parte,

notemos que [≤](X \(y ])∈C (X ) y y /∈ [≤](X \(y ]). Por lo tanto, [≤](X \(y ]) /∈ k (y )

y así, [≤](X \ (y ]) /∈ �c−1(k (x )). Por lo tanto, �c ([≤](X \ (y ])) /∈ k (x ) de donde

podemos inferir que x /∈ �c ([≤](X \ (y ])). Entonces existe z tal que (x , z ) ∈ R y
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z /∈ [≤](X \ (y ]). De esta última afirmación existe w tal que z ≤ w y w ≤ y , lo

cual nos permite inferir que z ≤ y . Entonces, en virtud de la reflexividad de≤ y

(fF2), (x , y )∈R como queríamos. �

Por lo tanto, tenemos una dualidad discreta entre F M -álgebras y FM-

marcos.

Teorema 2.3.2.

(a) Toda F M−álgebra se puede sumergir en el álgebra compleja de su marco

canónico.

(b) Todo FM−marco se puede sumergir en el marco canónico de su álgebra

compleja.

2.3.3. t F M−álgebras: una dualidad discreta

En esta subsección definimos las F M−álgebras temporales y obtenemos

una dualidad discreta para estas álgebras.

Definición 2.3.7. Una estructura (L ,G , H ,♦) es una F M−álgebra temporal (o

t F M−álgebra) si:

(i) (L ,G , H ) es una t M−álgebra,

(ii) (L ,♦) es una F M−álgebra,

(iii) los operadores F y P definidos por F (x ) =∼G (∼ x ) y P(x ) =∼H (∼ x )

verifican las siguientes identidades: F (♦x ) =♦F (x ) y P(♦x ) =♦P(x ).

Ejemplo 2.3.1. Toda t B−álgebra es una t F M−álgebra.

Ejemplo 2.3.2. Toda álgebra de Łukasiewicz-Moisil 3-valuada temporal es una

t F M−álgebra.
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Proposición 2.3.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda t F M−álgebra

(L ,G , H ,♦)

1. x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),

2. x ≤ y implica F (x )≤ F (y ) y P(x )≤ P(y ),

3. F (0) = 0, P(0) = 0,

4. F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

5. PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

6. G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ),

7. G (�x ) =�G (x ), H (�x ) =�H (x ).

Dem. Es de rutina. �

Definición 2.3.8. Una estructura (X ,≤, g , R , R−1) es un FM−marco temporal ( o

TFM−marco ) si es un TM−marco que satisface la condición (L) de la Definición

2.3.1.

Definición 2.3.9. El álgebra compleja de un TFM−marco (X ,≤, g , R , R−1) es

una estructura (C (X ),∼c ,♦c ,G c , H c ) donde (C (X ),∼c ,G c , H c ) es el álgebra com-

pleja del TM−marco (X ,≤, g , R , R−1) y♦c está definida como en Definición 2.3.2.

Definición 2.3.10. El marco canónico de una t F M−álgebra (L ,G , H ,♦) es

(X (L ),≤c , g c , Rc ,Qc )

donde (X (L ),≤c , g c ) es el marco canónico del F M−reducto de L y Rc ,Qc son

relaciones binarias sobreX (L) definidas como en Definición 2.2.6.

Lema 2.3.8. El marco canónico de una t F M−álgebra es un TFM−marco.

Dem. Es similar a la de la Proposición 2.1.7. �
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Lema 2.3.9. El álgebra compleja de un TFM−marco es una t F M−álgebra.

Dem. Sólo probaremos (iii) de la Definición 2.3.7. En primer lugar probaremos

que F c (g (U )) = g (F c (U )). Sea x ∈ F c (g (U )). Entonces, existe y ∈ g (U ) tal que

(x , y ) ∈ R . De estas dos últimas afirmaciones podemos deducir que g (y ) ∈ U

y (g (x ), g (y )) ∈ R . Así, R(g (x )) ∩U 6= ;, esto es, g (x ) ∈ F c (U ). Por lo tanto,

x ∈ g (F c (U )). Recíprocamente, sea y ∈ g (F c (U )). Entonces, g (y ) ∈ F c (U ). De

esta última afirmación, existe z ∈ U tal que (g (y ), z ) ∈ R . De donde resulta

que (y , g (z )) ∈ R . Así, R(y ) ∩ g (U ) 6= ;, esto es, y ∈ F c (g (U )). Por otra parte,

F c (♦cU ) = F c (U )∪ F c (g (U )) = F c (U )∪ g (F c (U )) =♦c (F c (U )). De manera simi-

lar se puede probar que Pc (♦cU ) =♦c (Pc (U )).

�

Luego, teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos obtener

una dualidad discreta entre t F M−álgebras y TFM−marcos.

Teorema 2.3.3.

(a) Toda t F M−álgebra puede sumergirse en el álgebra compleja de su marco

canónico.

(b) Todo TFM−marco se puede sumergir en el marco canónico de su álgebra

compleja.
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Capítulo 3

Álgebras de Łukasiewicz-Moisil

n ×m−valuadas temporales

3.1. LMn×m−álgebras

En esta subsección, recordaremos la definición de álgebra de Łukasiewicz

–Moisil n ×m -valuada (o LM n×m−álgebras) y exhibiremos algunas construc-

ciones que muestran la relación entre estas estructuras y las B−álgebras (ver

[69, 65, 138, 139, 140, 141]).

3.1.1. El ejemplo de M. Fidel

En 1940, G. Moisil introdujo las álgebras de Łukasiewicz 3-valuadas y 4-

valuadas con el propósito de obtener una contraparte algebraica de las corres-

pondientes lógicas de Łukasiewicz. Un año más tarde, generalizó estas álgebras

definiendo las álgebras de Łukasiewicz n-valuadas ([119]) y las estudió des-

de el punto de vista algebraico. Es bien sabido que estas álgebras no consti-

tuyen la contraparte algebraica de los cálculos proposicionales de Łukasiewicz

n−valuadas para n ≥ 5 (ver [7, 33]). Este problema fue resuelto por R. Cignoli

([34, 35]) adicionando a las operaciones básicas de las álgebras de Łukasiewicz

113
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n−valuadas ciertas operaciones binarias, y los sistemas así obtenidos fueron

llamados álgebras de Łukasiewicz n−valuadas propias. Para una descripción

general de los orígenes de las lógicas de Łukasiewicz multivaluadas y las álge-

bras de Łukasiewicz se remite al lector a [7, 36, 37].

Por otra parte, en 1975, Suchoń ([147]) definió las álgebras de Łukasiewicz

matriciales con el propósito de generalizar las álgebras de Łukasiewicz n-va-

luadas sin negación. El único trabajo que conocemos que menciona al trabajo

de Suchoń es el de Sanza mencionado anteriormente y una breve referencia a

las mismas puede encontrarse en [7, pag. 121]. En 2000 Figallo y Sanza introdu-

jeron las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n×m−valuadas (o LM n×m−álgebras).

Las LM n×m−álgebras constituyen una extensión de aquellas dadas por Suchoń

y en el caso m = 2 coinciden con las álgebras de Łukasiewicz–Moisil n−valua-

das.

Con este propósito, de acuerdo a lo citado en [80], recordemos que la ló-

gica de Belnap 4−valuada ([5], [4]) es un sistema lógico muy conocido por sus

diversas aplicaciones, en particular en el estudio de bases de datos deductivas

y programas lógicos distribuídos, manejando información que puede contener

conflictos o lagunas. La idea de Belnap es simple: Enfrentados a una situación

(para ejemplos ver los trabajos citados) donde se pueden tener varias partes

conflictivas de información sobre la veracidad de una sentencia, o puede no

tenerse información sobre ella, los clásicos valores de verdad (verdadero y fal-

so) deben ser tratados como mutuamente independientes dando origen a 4

valores no clásicos epistémicos: 1 := verdadero y no falso; 0 := falso y no ver-

dadero (estos valores se identifican en algún sentido con los clásicos); n :=

ni verdadero ni falso, el bien llamado valor indeterminado de algunas lógicas

3−valuadas y b := ambos verdadero y falso, también llamado sobredetermina-

do, correspondiente a una situación donde varias fuentes, probablemente in-

dependientes asignan un valor clásico diferente a una sentencia. Estos valores

pueden ser ordenados por medio del retículo de la Figura 2.
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Figura 2

Además, sobre este retículo que denotaremos T4, Belnap consideró una

operación de negación ¬ definida por: ¬0= 1, ¬N =N , ¬B = B y ¬1= 0.

En el ejemplo que desarrollaremos a continuación, el cuál de acuerdo a

lo que me informó A. V. Figallo, fue elaborado por M. Fidel, y perfeccionado

por C. Sanza, la que al utilizarlo al publicar su primer artículo sobre este tema,

sin ninguna intencionalidad olvidó mencionar a Fidel, encontraremos la moti-

vación necesaria para legitimar el estudio de las LM n×m−álgebras.

Entonces, teniendo en cuenta el sistema recién descripto, si considera-

mos el siguiente que lo amplía: Enfrentados a una situación como la analizada

por Belnap, distinguiremos los valores de verdad clásicos de una sentencia, de

la información que tenemos sobre la misma, la cual puede ser positiva o nega-

tiva. Entonces, consideraremos los valores de verdad clásicos 1 := verdadero;

0 := falso y los epistémicos, similares a los considerados por Belnap, a := to-

da la información es negativa y ninguna es positiva; b := alguna información

es positiva y alguna es negativa; c := no existe información positiva ni negati-

va y d := toda la información es positiva y ninguna es negativa. Estos valores

pueden ser ordenados desde el falso al verdadero por medio del retículo S3×3

ilustrado en la Figura 3.
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Figura 3

También definiremos sobre S3×3 la negación de De Morgan ∼ indicada

en la Tabla 1.

Por otra parte, en 1978 A. Monteiro extendió el álgebra base de Belnap

(T4, ¬ , 1), adicionando el operador modal � definido por: �1= 1 y �x = 0, para

todo x 6= 1. El álgebra así obtenida es la que genera las álgebras tetravalentes

modales, las cuales fueron estudiadas por I. Loureiro en [108, 110] (ver también

[55, 56]). Posteriormente, en [80], para una sentencia dadaφ el operador � fue

interpretado como

�φ := la información disponible confirma queφ es verdadera.

De manera similar a lo recién descripto sobre el álgebra base de Belnap,

extendemos el álgebra (S3×3,∼, 1) definiendo ciertos operadores de posibilidad

σi j , 1 ≤ i , j ≤ 2. Entonces para cada valor en S3×3 tenemos la posibilidad de

adoptar diferentes criterios de decisión, dependiendo de la información dispo-

nible de una sentencia. Así, para cada par i , j , 1≤ i , j ≤ 2, el operador σi j es el

definido en la Tabla 1.
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x ∼ x σ11x σ12x σ21x σ22x

0 1 0 0 0 0

a d 0 0 0 1

b b 0 1 0 1

c c 0 0 1 1

d a 0 1 1 1

1 0 1 1 1 1

Tabla 1

Con el propósito de dar una interpretación a cada uno de estos opera-

dores, consideremos por ejemplo, a un directivo que debe tomar una decisión

basado en la información que le brindan sus asesores. Así, este directivo puede

ser considerado, de acuerdo a la decisión σi j que toma como: conservador y

desconfiado de todo (σ11); conservador pero arriesgado (σ12); arriesgado (σ21) o

excesivamente arriesgado (σ22).

Entonces, para cada sentencia φ, los operadores σi j , 1≤ i , j ≤ 2 pueden

ser interpretados como

σ11φ := la información disponible confirma queφ es verdadera,

σ12φ := la información disponible permite considerar aφ como verdadera,

σ21φ := la información disponible no permite considerar aφ como falsa,

σ22φ := la información disponible no confirma queφ es falsa.

Por lo tanto, en este contexto la sentencia

σ11φ es verdadera sólo cuando φ es verdadera, mientras que es falsa en

el resto de los casos,

σ12φ es considerada verdadera cuando φ es verdadera o cuando existe

alguna información positiva sobre φ, mientras que es falsa en el resto de

los casos,
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σ21φ es considerada verdadera cuandoφ es verdadera o cuando no exis-

te información negativa sobre φ, mientras que es falsa en el resto de los

casos,

σ22φ es considerada verdadera en todos los casos excepto aquel en el

cualφ es falso.

Es claro que solo σ11 da una información precisa sobre la veracidad de

una sentencia mientras que el resto de los operadores provee una información

en cierto modo difusa; así, podríamos hablar de diferentes grados de veracidad.

Por lo tanto, obtenemos la matriz característica

(S3×3,∼,σ11,σ12,σ21,σ22, 1)

de una lógica que llamaremos lógica de Suchoń 3×3−valuada.

3.1.2. LMn×m−álgebras: definiciones y propiedades

Sean n y m enteros tales que n ≥ 2 y m ≥ 2. En lo que sigue denotaremos

con (n ×m ) al producto cartesiano de los n − 1 por el de los m − 1 primeros

naturales, esto es

(n ×m ) = {1, . . . , n −1}× {1, . . . , m −1}.

Definición 3.1.1. Un álgebra de Łukasiewicz–Moisil n×m−valuada (o LM n×m−

álgebra), es un álgebra

L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉

donde, el reducto 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y {σi j }(i ,j )∈(n×m ) es una fa-

milia de operadores unarios sobre L que verifican las siguientes condiciones:

(C1) σi j (x ∨ y ) =σi j x ∨σi j y ,

(C2) σi j x ≤σ(i+1)j x ,
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(C3) σi j x ≤σi (j+1)x ,

(C4) σi jσr s x =σr s x ,

(C5) σi j x =σi j y para todo (i , j )∈ (n ×m ) implica x = y ,

(C6) σi j x ∨∼σi j x = 1,

(C7) σi j (∼ x ) =∼σ(n−i )(m−j )x .

Observación 3.1.1. Toda LM n×2−álgebra es isomorfa a una LM n−álgebra. Vale

la pena señalar que las LM n×m−álgebras constituyen una generalización no tri-

vial de la antes mencionada ( ver [140, Remark 3.1]).

Ejemplo 3.1.1. Si L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 es una LM n×m−álgebra y

X , es un conjunto no vacío entonces el conjunto LX puede ser dotado de una

estructura de LM n×m−álgebra:

L X = 〈LX ,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ),O,I〉,

donde las operaciones deL X están definidas para todo f , g ∈ LX , x ∈ X y (i , j ) ∈

(n ×m ) como sigue:

(a) ( f ∨ g )(x ) = f (x )∨ g (x ), ( f ∧ g )(x ) = f (x )∧ g (x ),

(b) (∼ f )(x ) =∼ f (x ),

(c) (σi j ( f ))(x ) =σi j ( f (x )),

(d) O(x ) = 0, I(x ) = 1.

Definición 3.1.2. Sea L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra.

Diremos queL es completa si el L 0,1−reducto 〈L,∨,∧, 0, 1〉 es completo.

Definición 3.1.3. Sea L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra.

Diremos que L es completamente crisipiana si para cada (xk )k∈K (xk ∈ L para
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todo k ∈ K ) tal que
∧

k∈K

xk y
∨

k∈K

xk existen, las siguientes propiedades se satis-

facen: para todo (i , j )∈ (n ×m ),

σi j

 

∧

k∈K

xk

!

=
∧

k∈K

σi j xk , σi j

 

∨

k∈K

xk

!

=
∨

k∈K

σi j xk .

Sea L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra. Denotare-

mos por C (L) al conjunto de todos los elementos complementados de L. Tam-

bién, denotaremos por Id , 0L , 1L a las funciones Id , 0L , 1L : L −→ L, definidas

por Id (x ) = x , 0L(x ) = 0 y 1L(x ) = 1 para todo x ∈ L.

Los siguientes resultados serán necesarios para lo que sigue:

Lema 3.1.1. ([140]) C (L) =
¦

x ∈ L :σi j (x ) = x , para cada, (i , j )∈ (n ×m )
©

Lema 3.1.2. Si L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 es una LM n×m−álgebra, en-

tonces C (L ) = 〈C (L),∨,∧,¬, 0, 1〉, con ¬x =∼ σi j x , para todo (i , j ) ∈ (n ×m ) y

x ∈C (L) es una B−álgebra.

Definición 3.1.4. SeanL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 yL ′ = 〈L′,∨,∧,∼,{σi j }

(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉dos LM n×m−álgebras. Un morfismo de LM n×m−álgebras (o LM n×m

− morfismo ) es una función f : L −→ L′ tales que, para todo x , y ∈ L y (i , j ) ∈

(n ×m ) tenemos:

(a) f (0) = 0 y f (1) = 1;

(b) f (x ∨ y ) = f (x )∨ f (y ) y f (x ∧ y ) = f (x )∧ f (y );

(c) f (σi j (x )) =σi j ( f (x )), para todo (i , j )∈ (n ×m );

(d) f (∼ x ) =∼ f (x ).

Observación 3.1.2. La última condición de la definición anterior puede obte-

nerse de las tres primeras.
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Observación 3.1.3. Sea f : L −→ L ′ un morfismo de LM n×m−álgebras. En-

tonces tenemos que: x ∈C (L)⇒ f (x )∈C (L′).

De acuerdo con la observación previa podemos considerar la función

C ( f ) = f |C (L): C (L) −→ C (L′). De donde resulta que C ( f ) es un morfismo de

B−álgebras.

Vamos a denotar por LM n×m a la categoría de las LM n×m−álgebras y

sus correspondientes morfismos. Entonces, la asignaciónL 7→C (L ), f 7→C ( f )

define un funtor covariante

C :LM n×m −→B ,

donde B es la categoría de las B−álgebras con sus correspondientes morfis-

mos.

El siguiente ejemplo, muestra que para cada B−álgebra existe una LM n×m

−álgebra asociada.

Ejemplo 3.1.2. SeaB = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 una B−álgebra. El conjunto

D(B ) = B ↑(n×m )= { f : (n ×m ) −→ B tal que para arbitrarios i , j si r ≤

s , entonces f (r, j ) ≤ f (s , j ) y f (i , r ) ≤ f (i , s )}; de todas las funciones crecientes

en cada componente de (n ×m ) en B puede ser dotada de una estructura de

LM n×m−álgebra

D(B) = 〈B ↑(n×m ),∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0D(B ), 1D(B )〉

donde 0D(B ), 1D(B ) : (n ×m )−→ B están definidas por 0D(B )(i , j ) = 0 y 1D(B )(i , j ) =

1, para cada (i , j ) ∈ (n ×m ), las operaciones del retículo 〈B ↑(n×m ),∨,∧〉 están

definidas puntualmente y

(a) (σi j f )(r, s ) = f (i , j ), para todo f ∈ B ↑(n×m ) y (i , j ), (r, s )∈ (n ×m ),

(b) (∼ f )(i , j ) = ¬ f (n − i , m − j ), donde ¬x denota el complemento Booleano

de x , para todo f ∈ B ↑(n×m ) y (i , j )∈ (n ×m ).
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Observación 3.1.4. ([139]) La LM n×m−álgebra D(2) = 2 ↑(n×m ) es simple, com-

pleta y completamente crisipiana.

Observación 3.1.5. ([139]) Identificando el conjunto (n×2) con n= {1, · · · , n−1}

tenemos que τŁn : Łn −→ 2 ↑n es un isomorfismo el cual en este caso está definido

por τŁn (
j

n−1
) = f j donde f j (i ) = 0 si i + j < n y f j (i ) = 1 en otro caso.

Sean B = 〈B ,∨,∧,¬, 0, 1〉 y B ′ = 〈B ′,∨,∧,¬, 0, 1〉 dos B−álgebras y sean

D(B) y D(B ′) las correspondientes LM n×m−álgebras asociadas. Para cada mor-

fismo de B−álgebras, g : B −→ B ′ definimos la función D(g ) : D(B)−→D(B ′)

de la siguiente manera:

(D(g ))(u ) = g ◦u , para todo u ∈D(B ).

Entonces la función D(g ) : D(B )−→D(B ′) es un morfismo de LM n×m−ál-

gebras. Luego, la asignaciónB 7→D(B), g 7→D(g ) define un funtor covariante

D :B −→LM n×m .

Observaciones 3.1.1. El funtor D es un adjunto a derecha de C , C es fiel y D es

pleno.

Observaciones 3.1.2. Los funtores adjuntos C y D establecen una fuerte relación

entre las categoríasB yLM n×m . Ellos permiten transferir algunas propiedades

de las B−álgebras a las LM n×m−álgebras.

Definición 3.1.5. Sea L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra.

Diremos que un conjunto M ⊆ L es un n×m -filtro deL si satisface las siguientes

condiciones:

(a) x , y ∈M implica x ∧ y ∈M ,

(b) x ∈M , x ≤ y implica y ∈M ,

(c) x ∈M implicaσ11x ∈M .
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3.1.3. La implicación de Filipoiu en las LMn×m−álgebras

En esta subsección introduciremos nuevos conectivos de implicación y

probaremos algunas propiedades básicas de estos conectivos.

Definición 3.1.6. Sea L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra

y (i , j ) ∈ (n ×m ). Consideremos la operación binaria ,→
i j

, que llamamos impli-

cación de Filipoiu, sobre L definida por

x ,→
i j

y =∼σi j x ∨σi j y , para todo x , y ∈ L.

Observación 3.1.6. Si x , y ∈ C (L), entonces x ,→
i j

y = ¬x ∨ y , para cada (i , j ) ∈

(n ×m ).

Proposición 3.1.1. Para cada (i , j ) ∈ (n ×m ), la implicación ,→
i j

tiene las si-

guientes propiedades:

(a) x ,→
i j
(y ,→

i j
x ) = 1,

(b) x ,→
i j
(y ,→

i j
(x ∧ y )) = 1,

(c) x ,→
i j
(y ,→

i j
z ) = (x ,→

i j
y ) ,→

i j
(x ,→

i j
z ),

(d) (x ∧ y ) ,→
i j

x = 1, (x ∧ y ) ,→
i j

y = 1,

(e) x ,→
i j
(x ∨ y ) = 1, y ,→

i j
(x ∨ y ) = 1,

(f) x ≤ y si, y sólo si, x ,→
i j

y = 1, para todo (i , j )∈ (n ×m ),

(g) x ,→
i j

1= 1,

(h) (x ,→
i j

y )∧ (x ,→
i j

z ) = x ,→
i j
(y ∧ z ),

(i) σr s x ,→
i j
σr s y = x ,→

r s
y , para todo (r, s )∈ (n ×m ),

(j) σr s x ,→
i j
σr s x = 1,

(k) x ,→
i j
(y ,→

i j
z ) = (x ∧ y ) ,→

i j
z ,
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(l) Si x ≤ y ,→
i j

z para todo (i , j )∈ (n ×m ), entonces x ∧ y ≤ z .

Dem.

(a) x ,→
i j
(y ,→

i j
x ) =∼σi j x ∨σi j (∼σi j y ∨σi j x )

=∼σi j x ∨ (σi j ∼σi j y ∨σi jσi j x )

=∼σi j x ∨ (∼σi j y ∨σi j x )

= (∼σi j x ∨σi j x )∨∼σi j y

= 1∨∼σi j y

= 1

(b) x ,→
i j
(y ,→

i j
(x ∧ y )) =∼σi j x ∨σi j (∼σi j y ∨σi j (x ∧ y ))

=∼σi j x ∨ (∼σi j y ∨σi j (x ∧ y ))

=∼σi j x ∨ (∼σi j y ∨ (σi j x ∧σi j y ))

=∼σi j x ∨ (∼σi j y ∨σi j x )∧ (∼σi j y ∨σi j y )

=∼σi j x ∨ (∼σi j y ∨σi j x )∧1

=∼σi j x ∨ (∼σi j y ∨σi j x )

= (∼σi j x ∨σi j x )∨∼σi j y

= 1∨∼σi j y

= 1

(c) x ,→
i j
(y ,→

i j
z ) =∼σi j x ∨σi j (∼σi j y ∨σi j z )

=∼σi j x∨∼σi j y ∨σi j z .

Por otra parte,
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(x ,→
i j

y ) ,→
i j
(x ,→

i j
z ) =∼σi j (∼σi j x ∨σi j y )∨σi j (∼σi j x ∨σi j z )

= (σi j x∧∼σi j y )∨∼σi j x ∨σi j z

=∼σi j x∨∼σi j y ∨σi j z

De donde resulta que: x ,→
i j
(y ,→

i j
z ) = (x ,→

i j
y ) ,→

i j
(x ,→

i j
z ).

(d) (x ∧ y ) ,→
i j

x =∼σi j (x ∧ y )∨σi j x

= (∼σi j x∨∼σi j y )∨σi j x

= 1.

De manera similar se puede probar que (x ∧ y ) ,→
i j

y = 1.

(e) x ,→
i j
(x ∨ y ) =∼σi j x ∨σi j (x ∨ y )

=∼σi j x ∨σi j x ∨σi j y

= 1,

De manera similar se puede probar que y ,→
i j
(x ∨ y ) = 1.

(f) (⇒) Sean x , y ∈ L tales que x ≤ y y (i , j )∈ (n×m ). Entonces tenemos que:

x ∨y = y , así x ,→
i j

y =∼σi j x ∨σi j y =∼σi j x ∨σi j (x ∨y ) =∼σi j x ∨σi j x ∨

σi j y = 1.

(⇐) Sean x , y ∈ L. Dado que x ,→
i j

y = 1, para todo (i , j ) ∈ (n ×m ) resulta

que ∼σi j x ∨σi j y = 1, para todo (i , j )∈ (n ×m ).

Dado que en toda B−álgebra tenemos que x ≤ y si, y sólo si, ¬x ∨ y = 1,

obtenemos que σi j x ≤ σi j y , para todo (i , j ) ∈ (n ×m ). Luego, de (C5)

tenemos que x ≤ y .

(g) Es inmediata de (f), pues x ≤ 1.

(h) (x ,→
i j

y )∧ (x ,→
i j

z ) = (∼σi j x ∨σi j y )∧ (∼σi j x ∨σi j z )
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=∼σi j x ∨ (σi j y ∧σi j z )

=∼σi j x ∨σi j (y ∧ z )

= x ,→
i j
(y ∧ z ),

(k) x ,→
i j
(y ,→

i j
z ) =∼σi j x ∨σi j (∼σi j y ∨σi j z )

=∼σi j x∨∼σi j y ∨σi j z

=∼ (σi j x ∧σi j y )∨σi j z

=∼σi j (x ∧ y )∨σi j z

= (x ∧ y ) ,→
i j

z

(l) Sean x , y , z ∈ L tales que x ≤ y ,→
i j

z para todo (i , j )∈ (n ×m ).

Por (f) obtenemos que x ,→
i j
(y ,→

i j
z ) = 1 para todo (i , j ) ∈ (n ×m ). Luego,

usando (k) y (f) resulta que (x ∧ y )≤ z

�

3.1.4. m LMn×m−álgebras

En 2007, Figallo y Sanza en [64] (ver también [69]) introdujeron las álge-

bras de Łukasiewicz–Moisil n ×m−valuadas monádicas del siguiente modo:

Definición 3.1.7. Un álgebra de Łukasiewicz–Moisil n ×m−valuada monádica

(o m LM n×m−álgebra) es un par (L ,∃) tal queL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉

es una LM n×m−álgebra y ∃ es una operación unaria sobre L que verifica (E1),

(E2), (E3) y la condición adicional:

(E13) σi j (∃x ) = ∃(σi j x ), para todo (i , j )∈ (n ×m ).

Estas álgebras para el caso m = 2 coinciden con las m LM n−álgebras in-

troducidas por Georgescu y Vraciu en [88] (ver también [61, 62]).
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3.1.5. p LMn×m−álgebras

En esta subsección definiremos las álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×

m−valuadas poliádicas (o p LM n×m−álgebras, para abreviar). Estas álgebras

son una extensión natural de las B−álgebras poliádicas y una generalización

natural de las LM n−álgebras poliádicas. También, en esta subsección probare-

mos un teorema de representación para las p LM n×m−álgebras.

Definición 3.1.8. Una LM n×m−álgebra poliádica (o p LM n×m−álgebra) es una

estructura (L ,U ,S,∃) donde L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 es una LM n×m

−álgebra, U es un conjunto no vacío, S es un aplicación de UU en el conjunto

de todos los endomofismos de L y ∃ es una aplicación de P (U ) en LL , tal que se

satisfacen los siguientes axiomas:

(i) S(1U ) = 1L ,

(ii) S(ρ ◦τ) =S(ρ) ◦S(τ), para cada ρ,τ∈UU ,

(iii) ∃(;) = 1L ,

(iv) ∃(J ∪ J ′) = ∃(J ) ◦ ∃(J ′), para cada J , J ′ ⊆U ,

(v) S(ρ) ◦ ∃(J ) = S(τ) ◦ ∃(J ), para cada J ⊆ U y para cada ρ,τ ∈ UU tal que

ρ |U\J=τ |U\J ,

(vi) ∃(J ) ◦S(ρ) = S(ρ) ◦ ∃(ρ−1(J )) para cada J ⊆U y para cada ρ ∈UU tal que

ρ |ρ−1(J ) es inyectiva.

(vii) Para cada J ⊆U , el par (L ,∃(J )) es una m LM n×m−álgebra.

Definición 3.1.9. Sean (L ,U ,S,∃) y (L ′,U ,S,∃)dos p LM n×m−álgebras. Un mor-

fismo de p LM n×m−álgebras (o p LM n×m−morfismo ) es un LM n×m−morfismo

f : L −→ L′ tal que f ◦S(ρ) = S(ρ) ◦ f y f ◦ ∃(J ) = ∃(J ) ◦ f , para todo ρ ∈UU y

J ⊆U.
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Observación 3.1.7. Si (L ,U ,S,∃) es una p LM n×m−álgebra, entonces se puede

dotar a C (L) de una estructura de p B−álgebra. Todo p LM n×m−morfismo f :

(L ,U ,S,∃)−→ (L ′,U ,S,∃) induce un p B−morfismo

C ( f ) : (C (L),U ,S,∃)−→ (C (L′),U ,S,∃).

De esta manera hemos definido un funtor de la categoría PLM n×m de las

LM n×m−álgebras poliádicas y sus correspondientes morfismos en la categoría

PB de las álgebras de Boole poliádicas con sus correspondientes morfismos.

Definición 3.1.10. Sea (L ,U ,S,∃) una p LM n×m−álgebra y a ∈ L. Un subcon-

junto J de U es un soporte de a si ∃(U \ J )a = a . Una p LM n×m−álgebra es lo-

calmente finita si cada elemento tiene soporte finito. El grado de (L ,U ,S,∃) es el

cardinal de U.

Lema 3.1.3. Sea (L ,U ,S,∃) una p LM n×m−álgebra, a ∈ L y J ⊆U. Si el grado de

L es mayor o igual que 2, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) J es el soporte de a ,

(ii) ∀(U \ J )a = a ,

(iii) ρ |U\J=τ |U\J implica S(ρ)a =S(τ)a ,

(iv) ρ |U\J= 1U\J implica S(ρ)a = a ,

(v) Para cada (i , j )∈ (n×m ), J es el soporte deσi j (a ) en la p B−álgebra C (L).

Dem. Es de rutina. �

En el resto de esta subsección, por p LM n×m−álgebra entenderemos a

una p LM n×m -álgebra finita de grado infinito.

Ejemplo 3.1.3. SeaL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉una LM n×m−álgebra com-

pleta y completamente crisipiana, U un conjunto infinito y X 6= ;. El conjunto

L(XU ) de todas las funciones de X U en L tiene una estructura natural de LM n×m−
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álgebra. Para cada J ⊆U y τ∈UU definimos dos operaciones unarias ∃(J ) y S(τ)

sobre L(XU ) por:

∃(J )(p (x )) =
∨

{p (y ) | y ∈X U , y |U\J= x |U\J },

S(τ)(p (x )) = p (x ◦τ),

para cada p : X U −→ L, τ ∈UU y J ⊆U. Entonces se puede probar que L(XU ) es

una p LM n×m−álgebra.

Definición 3.1.11. Diremos que una p LM n×m−subálgebra de L(XU ) es una

p LM n×m −álgebra funcional. Denotaremos por F(X U , L) al conjunto de todas

las p LM n×m−álgebras funcionales de L(XU ) que tienen soporte finito.

Observaciones 3.1.3. F(X U , L) es localmente finita.

Proposición 3.1.2. Sea (L ,U ,S,∃) una p LM n×m−subálgebra completamente

crisipiana. Para cada a ∈ L, p ∈UU y J ⊆U se satisface la siguiente igualdad:

S(τ)∃(J )a =
∨

{S(ρ)a | ρ |U\J=τ |U\J }

Dem. Teniendo en cuenta los resultados de [7, Proposition 4.24, pag.50] tene-

mos que:

σi j S(τ)∃(J )a = ∃(J )S(τ)σi j a

=
∨

{S(ρ)σi j a |ρ |U\J=τ |U\J }

=
∨

{σi j S(ρ)a |ρ |U\J=τ |U\J }

=σi j

�
∨

{S(ρ)a |ρ |U\J=τ |U\J }
�

para todo (i , j ) ∈ (n ×m ). Entonces, aplicando (C5) tenemos la igualdad re-

querida.

�
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Observación 3.1.8. Sea (L ,U ,S,∃)una p LM n×m−álgebra. Consideremos el con-

junto

Eo(L) = {a ∈ L | ; es soporte de a }.

Entonces, se puede probar que Eo(L) es una LM n×m−subálgebra de L.

Teorema 3.1.1. Sea (L ,U ,S,∃)una p LM n×m -álgebra y M un n×m -filtro propio

de Eo(L). Entonces existe un conjunto no vacío X y un p LM n×m−morfismo

Φ : L −→F(X U , D(2))

tal que Φ(a ) = 1, para cada a ∈M .

Dem. Consideremos la p B−álgebra (C (L),U ,S,∃) y denotemos por E (L) a la

p B−álgebra de todos los elementos de C (L) que tienen soporte ; en C (L), es

decir, E (L) = {a ∈ C (L) : ; es soporte de a }. Es claro que E (L) = Eo(L)∩C (L) y

que Mo =M ∩C (L) es un filtro propio de la B−álgebra C (L). Luego, por [7, The-

orem 4.28, pag. 51] existe un conjunto no vacío X y un morfismo de B−álgebras

poliádicas

Ψ : C (L)−→F(X U , 2)

tal que Ψ(a ) = 1 para cada a ∈Mo .

Definimos la aplicación Φ : L −→F(X U , D(2)) por

Φ(a )(x )(i , j ) =Ψ(σi j a )(x ),

para todo a ∈ L, x ∈ X U y (i , j ) ∈ (n ×m ). No es difícil probar que Φ es un

morfismo de LM n×m−álgebras. Por otra parte, para cada a ∈ L, J ⊆U , ρ ∈UU ,

x ∈X U y (i , j )∈ (n ×m ) tenemos:

(a) Φ(∃(J )a )(x )(i , j ) =Ψ(σi j ∃(J )a )(x )

=Ψ(∃(J )σi j a )(x )

= ∃(J )Ψ(σi j a )(x )
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=
∨

{Ψ(σi j a )(y ) | y |U\J= x |U\J }

=
∨

{Φ(a )(y ) | y |U\J= x |U\J }

= (∃(J )Φ(a ))(x )(i , j ).

(b) Φ(S(τ)a )(x )(i , j ) =Ψ(σi j S(τ)a )(x )

=Ψ(S(τ)σi j a )(x )

= (S(τ)Ψ(σi j a ))(x )

=Ψ(σi j a )(xτ)

= Φ(a )(xτ)(i , j )

= (S(τ)Φ(a ))(x )(i , j ),

De (a) y (b) tenemos que Φ es un p LM n×m−morfismo. Si a ∈M entonces

σi j a ∈Mo , por lo tantoΨ(σi j a ) = 1 para cada (i , j )∈ (n×m ). Así,Φ(a )(x )(i , j ) =

Ψ(σi j a )(x ) = 1 para cada x ∈X U y (i , j )∈ (n ×m ).

�

3.2. td LMn×m−álgebras

En esta sección definimos las LM n×m−álgebras temporales débiles (o

td LM n×m−álgebras) como una generalización común de las B−álgebras tem-

porales débiles y las LM n−álgebras temporales débiles.

3.2.1. td LMn×m−álgebras: definiciones y propiedades

Definición 3.2.1. Una LM n×m−álgebra temporal débil ( o td LM n×m−álgebra)

es una terna (L ,G , H ) tal queL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 es una LM n×m -

álgebra y G , H son dos operadores unarios sobre L tales que, para todo x , y ∈ L,

se satisfacen las siguientes condiciones:
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(tC1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(tC2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(tC3) G (σi j (x )) =σi j (G (x )), H (σi j (x )) =σi j (H (x )), para todo (i , j )∈ (n ×m ).

Ahora consideremos los operadores F y P de la siguiente manera:

Definición 3.2.2. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Para cada x ∈ L, los o-

peradores unarios P y F están definidos para todo x ∈ L por:

F (x ) =∼G (∼ x ), P(x ) =∼H (∼ x ).

En la siguiente proposición enumeraremos varias propiedades de las

td LM n×m−álgebras.

Proposición 3.2.1. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Las siguientes propie-

dades se satisfacen, para todo x , y ∈ L y (i , j )∈ (n ×m ) :

1. P(0) = 0, F (0) = 0,

2. x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),

3. x ≤ y implica P(x )≤ P(y ) y F (x )≤ F (y ),

4. P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ), F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ),

5. G (x )∨G (y )≤G (x ∨ y ), H (x )∨H (y )≤H (x ∨ y ),

6. F (x ∧ y )≤ F (x )∧ F (y ), P(x ∧ y )≤ P(x )∧P(y ),

7. G (x ∨ y )≤ F (x )∨G (y ), H (x ∨ y )≤ P(x )∨H (y ),

8. G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ).

Lema 3.2.1. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Si x ∈ C (L) entonces G (x ) ∈

C (L) y H (x )∈C (L).
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Dem. Sea x ∈ C (L). Entonces, σi j x = x , para cada (i , j ) ∈ (n ×m ). Luego, de

(tC3), tenemos que: σi j G (x ) = G (σi j x ) = G (x ), por lo tanto G (x ) ∈ C (L). De

manera similar se prueba que H (x )∈C (L). �

Definición 3.2.3. De acuerdo con el lema previo podemos considerar los opera-

dores unarios C (G ) : C (L)−→C (L) y C (H ) : C (L)−→C (L), definidos por C (G ) =

G |C (L), C (H ) =H |C (L) .

Proposición 3.2.2. Si (L ,G , H ) es una td LM n×m -álgebra, entonces

(C (L ),C (G ),C (H ))

es una td B−álgebra.

Dem. Es inmediata del Lema 3.2.1 y la Definición 3.2.3. �

Proposición 3.2.3. SeaL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LMn×m -álgebra y

G , H dos operaciones unarias sobre L que satisfacen las condiciones (tC1) y (tC3).

Entonces, la condición (tC2) es equivalente a:

(tC2)∗ G (x ,→
i j

y ) ≤ G (x ) ,→
i j

G (y ), H (x ,→
i j

y ) ≤ H (x ) ,→
i j

G (y ), para todo (i , j ) ∈ (n ×

m ).

Dem.

(tC2)⇒ (tC2)∗. Sea (i , j )∈ (n×m ). Entonces G (a ,→
i ,j

b )∈C (L) y G (a ) ,→
i ,j

G (b )

∈C (L), así G (a ) ,→
i ,j

G (b ) tiene complemento¬(G (a ) ,→
i ,j

G (b )) =∼σr s (G (a ) ,→
i ,j

G (b ))

para todo (r, s )∈ (n×m ). Entonces, tenemos que: G (a ,→
i ,j

b )∧∼σr s (G (a ) ,→
i ,j

G (b ))

=G (∼σi j (a )∨σi j (b ))∧ ∼σr s (∼σi j (G (a ))∨σi j (G (b ))) =G (∼σi j (a )∨σi j (b ))∧

σi j (G (a ))∧ ∼ σi j G (b ) = G (∼ σi j (a ) ∨ σi j (b )) ∧Gσi j (a )∧ ∼ σi j G (b ) = G ((∼

σi j (a ) ∨σi j (b )) ∧σi j (a ))∧ ∼ σi j G (b ) = G (σi j (a ∧ b ))∧ ∼ σi j G (b ) = σi j G (a ∧

b )∧ ∼ σi j G (b ) ≤ σi j G (b )∧ ∼ σi j G (b ) = 0, así G (a ,→
i ,j

b )∧ ∼ σr s (G (a ) ,→
i ,j

G (b )) =

0. De donde resulta que G (a ,→
i ,j

b )≤G (a ) ,→
i ,j

G (b ).

(tC2)∗⇒ (tC2). Sean a ,b ∈ L tales que a ≤b . Por (f) de la Proposición 3.1.1

obtenemos que a ,→
i ,j

b = 1 para todo (i , j ) ∈ (n ×m ), así 1 =G (1) =G (a ,→
i ,j

b ) ≤
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G (a ) ,→
i ,j

G (b ) para todo (i , j ) ∈ (n ×m ). Usando nuevamente (f) tenemos que

G (a ) ≤ G (b ), por lo tanto G es creciente. De donde se sigue que G (a ∧ b ) ≤

G (a )∧G (b ). De (b) y (f) de la Proposición 3.1.1 obtenemos que a ≤ b ,→
i ,j
(a ∧b )

para todo (i , j )∈ (n×m ), entonces G (a )≤G (b ,→
i ,j
(a ∧b ))≤G (b ) ,→

i ,j
G (a ∧b ) para

todo (i , j ) ∈ (n ×m ). Por (l) de la Proposición 3.1.1 resulta que G (a ) ∧G (b ) ≤

G (a ∧b ). Por lo tanto, G (a ∧b ) =G (a )∧G (b ).

�

Por lo tanto, si en la Definición 3.2.1 reemplazamos el axioma (tC2) por el

(tC2)∗, obtenemos una definición equivalente de td LM n×m -álgebra.

3.2.2. td LMn×m−álgebras especiales

Basados en la noción de marco débil, vamos a dar un ejemplo importante

de td LM n×m -álgebra.

SeaL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉una LM n×m -álgebra completa y com-

pletamente crisipiana.

Vamos a considerar un marco débil (X , R ,Q). Definimos sobre LX las ope-

raciones ∨,∧,∼,σi j para todo (i , j ) ∈ (n ×m ), I, O como en el Ejemplo 3.1.1 y

las operaciones unarias adicionales G ∗ y H ∗ como sigue:

(G ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry }, (H ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,xQy },

para todo p ∈ LX , x ∈X .

Proposición 3.2.4. Para todo marco débil (X , R ,Q), (L X ,G ∗, H ∗) es una td LM n×m

−álgebra.

Dem. Por el Ejemplo 3.1.1 tenemos que L X es una LM n×m−álgebra. Ahora,

vamos a probar que G ∗ y H ∗ satisfacen las propiedades (tC1)-(tC3).

(tC1) Sea x ∈X . Entonces,

(G ∗(I))(x ) =
∧

{I(y ) | y ∈X ,x Ry }
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=
∧

{1 | y ∈X ,x Ry }= 1.

(tC2) Sean f , g ∈ LX y x ∈X . Entonces,

(G ∗( f ∧ g ))(x ) =
∧

{( f ∧ g )(y ) | y ∈X ,x Ry }

=
�
∧

{ f (y ) | y ∈X ,x Ry }
�

∧
�
∧

{g (y ) | y ∈X ,x Ry }
�

= (G ∗( f ))(x )∧ (G ∗(g ))(x )

= (G ∗( f )∧G ∗(g ))(x ).

(tC3) Sean f , g ∈ LX , x ∈ X , (i , j ) ∈ (n ×m ). Dado que L es completamente

crisipiana resulta que:

(G ∗(σi j ( f )))(x ) =
∧

{σi j ( f )(y ) | y ∈X ,x Ry },

=
∧

{σi j ( f (y )) | y ∈X ,x Ry },

=σi j

�
∧

{ f (y ) | y ∈X ,x Ry }
�

,

=σi j (G ∗( f )(x )),

= (σi j (G ∗( f )))(x ).

�

Observación 3.2.1. En la td LM n×m−álgebra (L X ,G ∗, H ∗), de la proposición an-

terior, se puede probar que los operadores temporales P∗ y F ∗ están definidos de

la siguiente forma: para cada p ∈ LX , x ∈X ,

(P∗(p ))(x ) =
∨

{p (y ) | y ∈X , y Rx }, (F ∗(p ))(x ) =
∨

{p (y ) | y ∈X , yQx },

Definición 3.2.4. Sea (L ,G , H ) y (L ′,G ′, H ′) dos td LM n×m−álgebras. Una fun-

ción f : L −→ L′ es un morfismo de td LM n×m−álgebras (o td LM n×m−morfismo)

si es un morfismo de LM n×m−álgebras, que satisface la propiedad adicional,

para todo x , y ∈ L :



136 Capítulo 3. Álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas temporales

(e) f (G (x )) =G ′( f (x )), f (H (x )) =H ′( f (x ).)

Observación 3.2.2. Sea f :L −→L ′ un morfismo de td LM n×m−álgebras. En-

tonces, usando (C5), podemos probar que x ∈C (L)⇒ f (x )∈C (L′).

De acuerdo con la observación previa podemos considerar la función

C ( f ) = f |C (L): C (L) −→ C (L′). De donde resulta que C ( f ) es un morfismo de

td B−álgebras.

Vamos a denotar porWT LM n×m a la categoría de las LM n×m−álgebras

temporales débiles y sus correspondientes morfismos. Entonces, la asignación

L 7→C (L ), f 7→C ( f ) define un funtor covariante C :WT LM n×m −→WT B ,

dondeWT B es la categoría de las B−álgebras temporales débiles con sus co-

rrespondientes morfismos.

De los resultados anteriores y con técnicas habituales se pueden probar

las siguientes proposiciones:

Proposición 3.2.5. C es fiel.

Proposición 3.2.6. C preserva el producto directo.

Proposición 3.2.7. Sea f :L −→L ′ un morfismo enWT LM n×m . Entonces:

f es inyectiva si, y sólo si, C ( f ) es injectiva.

Proposición 3.2.8. Sean (L ,G , H ) y (L ′,G ′, H ′) dos td LM n×m−álgebras y f :

L −→ L′ una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f :L −→L ′ es un monomorfismo enWT LM n×m ,

(ii) C ( f ) : C (L )−→C (L ′) es un monomorfismo enWT B .

3.2.3. Representación de td LMn×m−álgebras

En esta sección daremos un teorema de representación para las td LM n×m

−álgebras.
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Sea (B ,G , H ) una td B−álgebra. Consideremos la LM n×m−álgebra aso-

ciada D(B) definida como en el Ejemplo 3.1.2. En D(B ) definimos las opera-

ciones unarias D(G ) y D(H ) por:

(D(G ))( f ) =G ◦ f , (D(H ))( f ) =H ◦ f , para todo f ∈D(B ).

Entonces, se verifica el siguiente

Lema 3.2.2. Si (B ,G , H ) es una td B−álgebra, entonces (D(B), D(G ), D(H )) es

una td LM n×m -álgebra.

Dem. Vamos a probar que D(G ) y D(H ) verifican los axiomas (tC1)-(tC3).

(tC1) Sea (i , j )∈ (n ×m ). Entonces,

(D(G ))(1D(B ))(i , j ) = (G ◦1D(B ))(i , j )

=G (1D(B )(i , j ))

=G (1) = 1

(tC2) Sean f , g ∈D(B ) y (i , j )∈ (n ×m ). Entonces, tenemos que:

(D(G )( f ∧ g ))(i , j ) = (G ◦ ( f ∧ g ))(i , j )

=G ( f (i , j )∧ g (i , j ))

=G ( f (i , j ))∧G (g (i , j ))

= (G ◦ f )(i , j )∧ (G ◦ g )(i , j )

= (D(G )( f ))(i , j )∧ (D(G )(g ))(i , j )

= ((D(G )( f )∧ (D(G )(g ))(i , j )

Por lo tanto, (D(G ))( f ∧ g ) = (D(G ))( f )∧ (D(G ))(g ).

(tC3) Sea f ∈D(B ) y (i , j ), (r, s )∈ (n ×m ). Entonces, tenemos que:
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(D(G )(σi j f ))(r, s ) = (G ◦ (σi j f ))(r, s )

=G ((σi j f )(r, s ))

=G ( f (i , j ))

= (G ◦ f )(i , j )

= (D(G )( f ))(i , j )

=σi j (D(G )( f ))(r, s )

De donde se deduce que (D(G ))(σi j ) =σi j (D(G )).

�

Definición 3.2.5. Sean (B ,G , H ) y (B ′,G , H ) dos td B−álgebras, f : B −→ B ′ un

morfismo de td B−álgebras y sean D(B) y D(B ′) las correspondientes LM n×m−ál-

gebras asociadas. Vamos extender la función f a la función D( f ) : D(B ) −→

D(B ′) de la siguiente manera:

(D( f ))(u ) = f ◦u , para todo u ∈D(B ).

Lema 3.2.3. La función D( f ) : D(B )−→D(B ′) es un morfismo de td LM n×m−ál-

gebras.

Dem. Dado que f es un morfismo de B−álgebras es fácil probar que D( f ) es

un L 0,1−homomorfismo. Sea u ∈ D(B ) y (i , j ), (r, s ) ∈ (n ×m ). Entonces, te-

nemos que D( f )(σr s u )(i , j ) = f ((σr s u )(i , j )) = f (u (r, s )) y σr s (D( f )(u ))(i , j ) =

D( f )(u )(r, s ) = f (u (r, s )). De donde resulta que D( f ) ◦σr s =σr s ◦D( f ). Por otra

parte, D( f )(D(G )u )(r, s ) = ( f ◦ (D(G )u ))(r, s ) = f ((D(G )u )(r, s ), lo cual completa

la prueba.

�

Hemos probado que para cada td B−álgebraB , D(B) es una td LM n×m -

álgebra y para cada morfismo de td B−álgebras f , D( f ) es un morfismo de

td LM n×m -álgebras.
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Entonces, la asignaciónB 7→D(B), f 7→D( f ) define un funtor covariante

D :WT B −→WT LM n×m

De los resultados anteriores y con técnicas habituales se pueden probar

las siguientes proposiciones:

Proposición 3.2.9. D es un funtor pleno.

Proposición 3.2.10. El funtor D preserva productos directos.

Definición 3.2.6. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Consideremos la fun-

ción ωL : L −→ D(C (L)), definida por ωL (x )(i , j ) = σi j (x ) para todo x ∈ L,

(i , j )∈ (n ×m ).

Lema 3.2.4. ωL es un morfismo inyectivo enWT L n×m .

Dem. Teniendo en cuenta [140, Theorem 3.1], la aplicaciónωL : L −→D(C (L))

es un LM n×m−morfismo inyectivo. Además, de (tC3) es simple chequear que

ωL conmuta con los operadores temporales G y H . �

Definición 3.2.7. Sea (B ,G , H ) una td B−álgebra. Consideremos la funciónφB :

B −→ C (D(B )), definida por: φB (x ) = f x donde f x : (n ×m ) −→ B, f x (i , j ) = x

para todo (i , j )∈ (n ×m ).

Lema 3.2.5. φB es un isomorfismo de td B−álgebras.

Dem. Sea x ∈ B y f x : (n ×m ) −→ B con f x (i , j ) = x para todo (i , j ) ∈ (n ×m ).

De donde resulta que f x es creciente en cada componente y σr s ( f x ) = f x para

todo (r, s ) ∈ (n ×m ), así f x ∈ C (D(B )). De donde obtenemos que φB está bien

definida. Es fácil probar que φB es un B−morfismo. Vamos a chequear que φB

conmuta con G y H . Sea x ∈ B y (i , j )∈ (n ×m ). Entonces, tenemos que:

(a) φB (G (x ))(i , j ) = fG (x )(i , j ) =G (x ).

(b) C (D(G ))(φB (x ))(i , j ) =D(G ) |C (D(B )) (φB (x ))(i , j )
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= (G ◦φB (x ))(i , j )

=G (φB (x )(i , j ))

=G ( f x (i , j ))

=G (x ).

De (a) y (b) obtenemos que φB ◦G = C (D(G )) ◦φB . El homomorfismo

φB : B −→ C (D(B )) es inyectivo pues φB (x ) = φB (y ) implica f x = f y , luego

f x (i , j ) = f y (i , j ) para todo (i , j ) ∈ (n ×m ), así x = y . Para probar la sobreyec-

tividad tomamos g ∈ C (D(B )). Entonces σi j (g ) = g para todo (i , j ) ∈ (n ×m )

lo que significa que σi j (g )(r, s ) = g (r, s ) para todo (i , j ), (r, s ) ∈ (n ×m ). Pero

σi j (g )(r, s ) = g (i , j ), luego g (i , j ) = g (r, s ) para todo (i , j ), (r, s )∈ (n×m ), lo que

significa que g es constante. Por lo tanto φB (g ) = g . De donde resulta que φB

es un isomorfismo.

�

Lema 3.2.6. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Las siguientes implicaciones

se satisfacen:

(i) Si C (G ) = Id entonces G = Id .

(ii) Si C (H ) = Id entonces H = Id .

Dem. (i) Sea x ∈ L. Entonces tenemos que σi j (x ) ∈ C (L) para todo (i , j ) ∈

(n×m ). Por hipótesis resulta que G (σi j (x )) =σi j (x ). Dado que G conmuta con

σi j , obtenemos que σi j G (x ) =σi j (x ) para todo (i , j ) ∈ (n ×m ). De esta última

afirmación, aplicando (C5), resulta que G (x ) = x . Por lo tanto, G = Id . (ii) se

puede probar de manera similar a (i). �

Lema 3.2.7. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Las siguientes implicaciones

se satisfacen:

(i) Si C (G ) = 1C (L) entonces G = 1L .
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(ii) Si C (H ) = 1C (L) entonces H = 1L .

Dem. Solo probaremos (i). Sea x ∈ L. Tenemos que σi j (x ) ∈ C (L) para todo

(i , j ) ∈ (n ×m ). Por la hipótesis resulta que C (G )(σi j (x )) = 1. Dado que C (G ) =

G |C (L) obtenemos que C (G )(σi j x ) =G (σi j x ) = σi j G (x ) = 1 = σi j (1) para todo

(i , j )∈ (n ×m ). Por (C5) resulta que G (x ) = 1. Por lo tanto G = 1L .

�

Las dos proposiciones siguientes nos serán de utlidad para lo que sigue.

Proposición 3.2.11. Sean f , g : B −→ B ′ dos morfismos en WT B . Entonces

tenemos las siguiente equivalencia: f = g⇔D( f ) =D(g )

Dem. Es de rutina. �

Proposición 3.2.12. Sean f , g : B −→ B ′ dos morfismos en WT B . Entonces

tenemos las siguiente equivalencia: f es inyectiva⇔D( f ) es inyectiva.

Dem. Es de rutina. �

Definición 3.2.8. Sea (X , R ,Q) un marco débil y (2X ,G , H ) la td B−álgebra de la

Proposición 1.1.2. Consideremos la función

β : (D(2X ), D(G ), D(H ))−→ (D(2)X ,G ∗, H ∗)

definida por: β ( f )(x )(i , j ) = f (i , j )(x ) para todo f ∈D(2X ), x ∈X , (i , j )∈ (n×m ),

donde G ∗ y H ∗ están definidos por: G ∗(p )(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry } y H ∗(p )(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,xQy }.

Lema 3.2.8. β es un isomorfismo de td LM n×m−álgebras.

Dem. No es difícil ver que β es un LM n×m−morfismo inyectivo. Solo resta pro-

bar que β conmuta con los operadores temporales.

Sea f ∈D(2X ), x ∈X y (i , j )∈ (n ×m ). Entonces, tenemos que:

(a) β (D(G )( f ))(x )(i , j ) =D(G )( f )(i , j )(x )
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=G ( f (i , j ))(x )

=
∧

{ f (i , j )(y ) | y ∈X ,x Ry }.

(b) G ∗(β ( f ))(x )(i , j ) =
∧

{β ( f )(y )(i , j ) | y ∈X ,x Ry }

=
∧

{ f (i , j )(y ) | y ∈X ,x Ry }.

De (a) y (b), obtenemos que β (D(G )( f ))(x )(i , j ) =G ∗(β ( f )(x ))(i , j ), así β ◦

D(G ) = G ∗ ◦ β . Definimos la función γ : D(2)X −→ D(2X ) por: γ(g )(i , j )(x ) =

g (x )(i , j ) para todo g ∈ D(2)X , x ∈ X , (i , j ) ∈ (n ×m ). Sea r ≤ s . Para todo x ∈

X , tenemos que g (x ) ∈ D(2), así g (x )(r, j ) ≤ g (x )(s , j ) y g (x )(i , r ) ≤ g (x )(i , s ).

De donde resulta que γ(g )(r, j )(x ) ≤ γ(g )(s , j )(x ) y γ(g )(i , r )(x ) ≤ γ(g )(s , j )(x )

para todo x ∈ X , así γ(g )(r, j ) ≤ γ(g )(s , j ) y γ(g )(i , r ) ≤ γ(g )(s , j ). Luego, γ está

bien definida. Vamos a probar que β y γ son mutuamente inversos. Sea g ∈

D(2)X , x ∈ X y (i , j ) ∈ (n ×m ). Entonces, tenemos que : (β ◦ γ)(g )(x )(i , j ) =

β (γ(g ))(x )(i , j ) = γ(g )(i , j )(x ) = g (x )(i , j ), por lo tanto (β ◦ γ)(g ) = g . Sea f ∈

D(2X ), (i , j ) ∈ (n ×m ) y x ∈ X . Entonces (γ ◦ β )( f )(i , j )(x ) = γ(β ( f ))(i , j )(x ) =

β ( f )(x )(i , j ) = f (i , j )(x ), así (γ ◦β )( f ) = f .

�

Teorema 3.2.1. Para cada td LM n×m -álgebra (L ,G , H ) existe un marco débil

(X , R ,Q) y un td LM n×m−morfismo inyectivo α : (L ,G , H )−→ (D(2)X ,G ∗, H ∗).

Dem. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Por el Lema 3.2.2 tenemos que la

estructura (C (L ),C (G ),C (H )) es una td B−álgebra. Aplicando el teorema de re-

presentación para las td B−álgebras, resulta que existe un marco débil (X , R ,Q)

y un morfismo inyectivo de td B−álgebras κ : (C (L ),C (G ),C (H ))−→ (2X ,G , H ).

Sea D(κ) : D(C (L)) −→ D(2X ) el correspondiente morfismo de κ por medio del

funtor D. Entonces, tenemos que D(κ) es un morfismo inyectivo. Por otra parte,

usando el Lema 3.2.4 tenemos un morfismo inyectivo de td LM n×m -álgebras
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ωL : L −→ D(C (L)). Además, por el Lema 3.2.5, β : D(2X ) −→ D(2)X es un iso-

morfismo de td LM n×m−álgebras. Ahora, en el siguiente diagrama,

L
ωL−→D(C (L))

D(κ)
−→D(2X )

β
−→D(2)X

si consideramos la composiciónβ ◦D(κ)◦ωL obtenemos el morfismo inyectivo

requerido. �

3.2.4. Congruencias en td LMn×m−álgebras

En esta sección, vamos a definir la operación d en una td LM n×m−álgebra

(L ,G , H ), extendiendo la noción similar para td B−álgebras. Usaremos las pro-

piedades de d para el estudio de los n ×m−filtros temporales y congruencias

en una td LM n×m -álgebra (L ,G , H ).

Definición 3.2.9. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Definimos la operación

unaria d = dL sobre L por d (x ) = dL (x ) =G (x )∧x ∧H (x ), para todo x ∈ L. Para

cada n ∈ω, definimos d n x por inducción: d 0(x ) = x , d n+1(x ) = d (d n (x )).

Observación 3.2.3. Para cada n ∈ω tenemos que d n (d (x )) = d n+1(x ).

Lema 3.2.9. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Entonces, d C (L ) = dL |C (L ),

donde d C (L ) fue introducido en la Definición 1.1.3.

Dem. Sea x ∈C (L). Entonces, tenemos que dL (x ) =G (x )∧x ∧H (x ) =C (G )(x )∧

x ∧C (H )(x ) = d C (L )(x ). �

Lema 3.2.10. Sea (B ,G , H ) una td B−álgebra. Entonces, d D(B)( f ) = dB ◦ f , para

todo f ∈D(B).

Dem. Sea f ∈D(B) y (i , j )∈ (n ×m ). Entonces, tenemos que:

(d D(B( f )))(i , j ) = (D(G )( f )∧ f ∧D(H )( f ))(i , j ),

= (D(G )( f ))(i , j )∧ f (i , j )∧ (D(H )( f )(i , j )),
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=G ( f (i , j ))∧ f (i , j )∧H ( f (i , j )),

= dB ( f (i , j )),

= (dB ◦ f )(i , j ).

Por lo tanto, d D(B( f )) = dB ◦ f . �

Proposición 3.2.13. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Entonces, para todo

x , y ∈ L, n ∈ω y (i , j )∈ (n ×m ), se satisfacen las siguientes propiedades:

(a) d n (0) = 0, d n (1) = 1,

(b) d n+1(x )≤ d n (x ),

(c) d n (x ∧ y ) = d n (x )∧d n (y ),

(d) Si x ≤ y , entonces d n (x )≤ d n (y ),

(e) Si d (x ) = x , entonces d (σi j x ) =σi j x ,

(f ) Si d (x ) = x , entonces d n (x ) = x ,

(g) d n (σi j x ) =σi j (d n (x )).

Dem. Es fácil probar (a), (b), (c), (d), (f) y (g).

(e) Sea x ∈ L con d (x ) = x y sea (i , j )∈ (n ×m ). Entonces:

d (σi j x ) =G (σi j x )∧σi j x ∧H (σi j x ),

=σi j G (x )∧σi j x ∧σi j H (x ),

=σi j (G (x )∧x ∧H (x )),

=σi j d (x ),

=σi j x .
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�

Proposición 3.2.14. Sea (L ,G , H )una td LM n×m−álgebra y consideremos el con-

junto Ld = {x ∈ L : d (x ) = x }. Entonces, Ld es cerrado bajo las operaciones ∨,∧ y

σi j para todo (i , j )∈ (n ×m ).

Dem. De (e) de la Proposición 3.2.13, resulta que Ld es cerrado bajo σi j , para

todo (i , j )∈ (n×m ). Sean x , y ∈ Ld . Entonces, d (x ) = x y d (y ) = y . Usando (tC2)

resulta que:

d (x ∧ y ) =G (x ∧ y )∧ (x ∧ y )∧H (x ∧ y ),

= (G (x )∧x ∧H (x ))∧ (G (y )∧ y ∧H (y )),

= d (x )∧d (y ),

= x ∧ y ,

así, x ∧ y ∈ Ld .

Sabemos por la definición de d que d (x ∨ y )≤ x ∨ y . Por otra parte,

d (x ∨ y ) =G (x ∨ y )∨ (x ∨ y )∨H (x ∨ y ),

= (G (x ∨ y )∧x ∧H (x ∨ y ))∨ (G (x ∨ y )∧ y ∧H (x ∨ y )),

≥ (G (x )∧x ∧H (x ))∨ (G (y )∧ y ∧H (y )),

= d (x )∨d (y )

= x ∨ y .

De donde obtenemos que d (x ∨ y ) = x ∨ y , así x ∨ y ∈ Ld . �

Observaciones 3.2.1.

(a) Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. En general, Ld no es cerrado bajo la

operación unaria ∼.
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(b) Sea f : (L ,G , H )−→ (L ′,G ′, H ′) un morfismo de td LM n×m−álgebras. En-

tonces, se satisface la siguiente propiedad: x ∈ Ld ⇒ f (x )∈ (L′)d .

(c) Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Entonces, se satisface la siguiente

igualdad: C (Ld ) = (C (L))d .

Definición 3.2.10. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Diremos que D ⊆ L

es un n ×m−filtro temporal, si D es un n ×m−filtro que verifica la siguiente

condición adicional: x ∈D implica G (x ), H (x )∈D.

Notaremos con Dt (L) al conjunto de todos los n ×m−filtros temporales

de L.

Proposición 3.2.15. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra y D ⊆ L. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) D es un n ×m−filtro temporal,

(ii) D es un n ×m−filtro cerrado bajo d .

Dem. (⇒) Supongamos que D es un n ×m−filtro temporal. Entonces D es un

n ×m−filtro y D es cerrado bajo las operaciones G y H . Sea x ∈ D. Entonces

d (x ) = G (x ) ∧ x ∧H (x ) y resulta que d (x ) ∈ D. (⇐) Supongamos que D es un

n×m−filtro cerrado bajo d . Debemos probar que D es cerrado bajo G y H . Sea

x ∈ D. Entonces d (x ) ≤G (x ) y d (x ) ≤H (x ). De donde resulta que G (x ), H (x ) ∈

D. �

Lema 3.2.11. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Entonces

Con td LM n×m (L ) = {R(D) : D ∈Dt (L )},

donde R(D) = {(x , y )∈ L× L : existe z ∈D tal que x ∧ z = y ∧ z }.

Dem. Sea D ∈Dt (L ), dado queL es una LM n×m−álgebra y D es un n×m−filtro

de L , sabemos que R(D) ∈ Con LM n×m (L ). Vamos a probar que R(D) preserva
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los operadores G y H . Sea (x , y )∈D. Entonces, existe z ∈D tal que x ∧z = y ∧z .

Dado que D es un n ×m−filtro temporal tenemos que G (z )∈D. Entonces, por

(tC2) obtenemos que G (x ) ∧G (z ) = G (y ) ∧G (z ), esto es, (G (x ),G (y )) ∈ R(D).

De manera similar, se prueba que R(D) preserva H . Recíprocamente, sea θ ∈

Con td LM n×m (L ), entonces θ ∈ Con LM n×m (L ). De los resultados obtenidos en

[140, Proposition 4.4] tenemos que [1]θ es un n ×m−filtro deL y R([1]θ ) = θ .

Además, de la hipótesis y de (tC1), tenemos que (G (x ), 1), (H (x ), 1) ∈ θ siempre

que (x , 1)∈ θ , esto es, [1]θ ∈Dt (L ), lo cual completa la prueba.

�

Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [140, Theorem 4.1] y

Lema 3.2.11, obtenemos:

Teorema 3.2.2. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Entonces, los retículos

Con td LM n×m (L ) y Dt (L ) son isomorfos, por medio de las correspondencias θ 7→

[1]θ , D 7→R(D), las cuales son mutuamente inversas.

El siguiente lema nos será de utilidad para la prueba del Teorema 3.2.3.

Lema 3.2.12. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Entonces, se satisfacen las

siguientes implicaciones:

(a) Si D ∈Dt (L ), entonces D ∩C (L )∈Dt (C (L )),

(b) Si M ∈ Dt (C (L )), entonces M ∗ ∈ Dt (L ), donde M ∗ = {x ∈ L : a ≤ x , para

algún a ∈M }.

Dem.

(a) Sea D ∈ Dt (L ). Probemos que D ∩C (L ) es un filtro temporal (ver Defini-

ción 1.1.4 ). Como D es n ×m−filtro temporal tenemos que D ∩C (L ) es fil-

tro. Sea x ∈ D ∩C (L ). Entonces, σi j (x ) = x ∈ D. De donde resulta que G (x ) =

G (σi j (x )) =σi j (G (x ))∈D. Luego, G (x )∈D∩C (L ). De manera análoga se prue-

ba que H (x )∈D ∩C (L ).



148 Capítulo 3. Álgebras de Łukasiewicz-Moisil n ×m−valuadas temporales

(b) Sea M ∈ Dt (C (L )). Probemos que M ∗ es un n ×m−filtro temporal de L .

Dado que M es filtro de C (L ), resulta que M ∗ es filtro de L . Sea x ∈ M ∗. En-

tonces, existe a ∈M tal que a ≤ x . Como σ11a = a , tenemos que a ≤σ11x . De

donde resulta queσ11x ∈M ∗. Por otra parte, sea x ∈M ∗. Entonces, existe a ∈M

tal que a ≤ x . Como G es creciente, tenemos que G (a ) ≤G (x ), con G (a ) ∈M .

De donde resulta que G (x )∈M ∗. De manera similar se prueba que H (x )∈M ∗.

�

Teorema 3.2.3. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m -álgebra. Entonces, los retículos

Dt (L ) y Dt (C (L )) son isomorfos bajo las correspondencias D 7→ D ∩ C (L ) y

M 7→M ∗, las cuales son una la inversa de la otra.

Dem. Es consecuencia directa del Lema 3.2.12.

�

Los siguientes dos resultados nos permiten dar una caracterización de

las td LM n×m−álgebras simples y subdirectamente irreducibles. Las pruebas de

estas dos proposiciones son consecuencia de los Teorema 3.2.2 y 3.2.3.

Proposición 3.2.16. Para cada td LM n×m−álgebra (L ,G , H ) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (L ,G , H ) es una td LM n×m−álgebra simple.

(ii) (C (L ),G , H ) es una td B−álgebra simple.

(iii) Para cada a ∈C (L) \ {1} existe n ∈ω tal que d n (a ) = 0.

Proposición 3.2.17. Para cada td LM n×m -álgebra (L ,G , H ) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (L ,G , H ) es una td LM n×m−álgebra subdirectamente irreducible.

(ii) (C (L ),G , H ) es una td B−álgebra subdirectamente irreducible.

(iii) Existe b ∈ C (L) \ {1}, tal que: para cada a ∈ C (L) \ {1} existe n ∈ω tal que

d n (a )≤b .
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3.3. t LMn×m−álgebras

En esta sección definimos las LM n×m−álgebras temporales como una ge-

neralización común de las B−álgebras temporales y las LM n−álgebras tempo-

rales.

3.3.1. t LMn×m−álgebras: definiciones y propiedades

Definición 3.3.1. Una LM n×m−álgebra temporal (o t LM n×m−álgebra) es una

td LM n×m−álgebra (L ,G , H ) tal que, para todo x ∈ L, se satisface la siguiente

propiedad adcional:

(tC4) x ≤ G P(x ) y x ≤ H F (x ), donde F y P están definidos como en Definición

3.2.2.

Observación 3.3.1. Teniendo en cuenta la Observación 3.1.1 podemos inferir

que toda t LM n×2−álgebra es isomorfa a una t LM n−álgebra.

Observación 3.3.2. Definiciones, proposiciones, lemas y observaciones válidas

en las td LM n×m−álgebras, son válidas también para las t LM n×m−álgebras.

Proposición 3.3.1. Sea (L ,G , H ) una t LM n×m−álgebra. Entonces, se satisfacen

las siguientes propiedades, para todo x , y ∈ L y (i , j ), (r, s )∈ (n ×m ):

1. Las condiciones 1-8 de la Proposición 3.2.1.

2. PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

3. x ∧ F (y )≤ F (P(x )∧ y ), x ∧P(y )≤ P(F (x )∧ y ).

3.3.2. t LMn×m−álgebras especiales

Basados en la noción de marco vamos a dar un ejemplo importante de

t LM n×m−álgebra.
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Sea L = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra completa y

completamente crisipiana.

Sea (X , R) un marco. Definimos sobre LX las operaciones ∨,∧,∼,σi j para

todo (i , j ) ∈ (n ×m ), I, O como en el Ejemplo 3.1.1 y las operaciones unarias

adicionales G ∗ y H ∗ como sigue:

(G ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X ,x Ry }, (H ∗(p ))(x ) =
∧

{p (y ) | y ∈X , y Rx },(3.1)

para todo p ∈ LX , x ∈X .

Proposición 3.3.2. Para todo marco (X , R), (L X ,G ∗, H ∗) es una t LM n×m−álge-

bra.

Dem. La demostración de que (L X ,G ∗, H ∗) es una td LM n×m−álgebra es similar

a la prueba de la Proposición 3.2.4. Solo nos resta verificar la condición (tC4).

Dado que

∼H ∗(∼ p )(x ) =∼
�
∧

{∼ p (y ) | y ∈X , y Rx }
�

=
∨

{p (y ) | y ∈X , y Rx }

Obtenemos que

G ∗P∗(p )(x ) =G ∗(∼H ∗(∼ p ))(x ) =
∧

z∈X

{
∨

y∈X

{p (y ) | y Rz } | x Rz }

Dado que cada miembro del ínfimo es mayor o igual a p (x ) concluimos

que G ∗P∗(p )(x )≥ p (x ) para todo x ∈X , es decir, p ≤G ∗P∗(p ). En forma análoga

se puede probar p ≤H ∗F ∗(p ).

�

Definición 3.3.2. Sean (L ,G , H ) y (L ′,G ′, H ′) dos t LM n×m−álgebras. Una fun-

ción f : L −→ L′ es un morfismo de t LM n×m−álgebras (o t LM n×m−morfismo) si

f es un LM n×m−morfismo y se satisface la siguiente condición adicional:

f (G (x )) =G ′( f (x )) y f (H (x )) =H ′( f (x )), para cada x ∈ L.
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Definición 3.3.3. Sean (X , R) y (Y ,Q) dos marcos. Una función u : (X , R) −→

(Y ,Q) es un morfismo de marcos si se satisfacen la siguiente condición: a Rb im-

plica u (a )Qu (b ) para todo a ,b ∈X .

SeaL = 〈L,∧,∨,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉una LM n×m−álgebra y u : (X , R)−→

(Y ,Q) un morfismo de marcos. Consideremos la función u ∗ : LY −→ LX , defini-

da por: u ∗(p ) = p ◦u para todo p ∈ LY .

Proposición 3.3.3. SeaL = 〈L,∨,∧,∼,{σi j }(i ,j )∈(n×m ), 0, 1〉 una LM n×m−álgebra

completa y completamente crisipiana, (X , R), (Y ,Q) dos marcos y u : (X , R) −→

(Y ,Q) un morfismo de marcos los cuales satisfacen las siguientes condiciones:

(a) u : X −→ Y es sobreyectiva.

(b) Si u (a )Qu (b ), entonces a Rb para todo a ,b ∈X .

Entonces u ∗ es un morfismo de t LM n×m−álgebras.

Dem. Solo probaremos que u ∗ ◦G = G ◦ u ∗. Sea p ∈ LY y x ∈ X . Tenemos

que: u ∗(G (p ))(x ) = (G (p ) ◦ u )(x ) = G (p )(u (x )) =
∧

{p (b ) | b ∈ Y , u (x )Qb} y

G (u ∗(p ))(x ) =G (p ◦u )(x ) =
∧

{(p (u (a ))) | a ∈X ,x Ra }.

(i) Sea a ∈ X tal que x Ra . De donde resulta que u (a ) ∈ Y y u (x )Qu (a ),

así {p (u (a )) | a ∈ X ,x Ra } ⊆ {p (b ) | b ∈ Y , u (x )Qb}, luego
∧

{p (b ) | b ∈

Y , u (x )Qb} ≤
∧

{p (u (a )) | a ∈X ,x Ra }.

(ii) Sea b ∈ Y tal que u (x )Qb . Por las condiciones (a) y (b) resulta que e-

xiste a ∈ X tal que b = u (a ) y x Ra . De donde obtenemos que {p (b ) |

b ∈ Y , u (x )Qb} ⊆ {p (u (a )) | a ∈ X ,x Ra }, así
∧

{p (u (a )) | a ∈ X ,x Ra } ≤
∧

{p (b ) |b ∈ Y , u (x )Qb}.

De (i) y (ii) resulta que u ∗(G (p ))(x ) =G (u ∗(p ))(x ), así u ∗ ◦G =G ◦u ∗.

�
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3.3.3. Representación de t LMn×m−álgebras

En esta subsección probaremos un teorema de representación para las

t LM n×m−álgebras, como corolario de este obtenemos el Teorema 1.1.4, dado

por Diaconescu y Georgescu en [43], para t LM n−álgebras.

Para las t LM n×m−álgebras, los funtores C y D se construyen de la misma

manera que para las td LM n×m−álgebras.

Proposición 3.3.4. Si (L ,G , H ) es una t LM n×m−álgebra, entonces

(C (L ),C (G ),C (H ))

es una t B−álgebra.

Dem. Es de manera similar a la Proposición 3.2.2. �

Lema 3.3.1. Si (B ,G , H ) es una t B−álgebra, entonces (D(B), D(G ), D(H )) es

una t LM n×m−álgebra.

Dem. Hemos probado en Lema 3.2.2 que D(B) tiene estructura de td LM n×m−ál-

gebra. Ahora probaremos que D(G ) y D(H ) verifican (tC4) de la Definición 3.3.1.

Sea f ∈D(B ) y (i , j )∈ (n ×m ). Entonces,

D(G )∼D(H )(∼ f )(i , j ) =D(G )∼D(H )(¬ f )(n − i , m − j )

=D(G )∼ (H ◦¬ f )(n − i , m − j )

=D(G )¬(H ◦¬ f )(i , j )

= (G ◦¬H ◦¬ f )(i , j ).

Dado que (B ,G , H ) es una t B−álgebra tenemos que:

f (i , j )≤G¬H¬ f (i , j ).

De donde obtenemos que: f ≤ D(G ) ∼ D(H ) ∼ f . De manera similar se puede

probar que f ≤D(H )∼D(G )∼ f .

�
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Teorema 3.3.1. Para toda t LM n×m−álgebra (L ,G , H ) existe un marco (X , R) y

un morfismo inyectivo de t LM n×m−álgebras α : (L ,G , H ) −→ (D(2)X ,G ∗, H ∗)

donde G ∗ y H ∗ están definidos en 3.1.

Dem. Seguiremos la línea de prueba del teorema de representación para las

td LM n×m−álgebras (ver Teorema 3.2.1). Sea (L ,G , H ) una t LM n×m−álgebra y

sea (X , R) un marco. De la Proposición 3.3.4 tenemos que (C (L ),C (G ),C (H )) es

una t B−álgebra. Aplicando el teorema de representación para las t B−álgebras,

resulta que existe un marco (X , R) y un morfismo inyectivo de t B−álgebras

κ : (C (L ),C (G ),C (H ))−→ (2X ,G ∗, H ∗).

Por el Lema 3.3.1 y la Proposición 3.3.2 resulta que D(C (L )), D(2X ), (D(2))X

son t LM n×m−álgebras.

Entonces, tenemos los siguientes morfismos t LM n×m−álgebras construi-

dos de la misma manera que en la prueba del Teorema 3.2.1:

D(κ) : D(C (L))−→D(2X ), el morfismo de t LM n×m−álgebras obtenido de

aplicar el funtor D a κ,

ωL : L −→ D(C (L)), el morfismo inyectivo de LM n×m−álgebras definido

como en Definición 3.2.6,

β : D(2X )−→D(2)X , un morfismo biyectivo de t LM n×m−álgebras definido

como en Definición 3.2.8.

Como en el Teorema 3.2.1, la composición β ◦D(κ) ◦ωL es el morfismo

inyectivo requerido.

�

Corolario 3.3.1. Para cada t LM n−álgebra (L ,G , H ) existe un marco (X , R) y un

morfismo inyectivo de t LM n−álgebras Φ : (L ,G , H )−→ (ŁX
n ,G ∗, H ∗).

Dem. Es consecuenica inmediata de la Observaciones 3.3.1, 3.1.5 y Teorema

3.3.1. �
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3.3.4. Congruencias en t LM n×m−álgebras

La operación d , definida para td LM n×m−álgebras (ver Subsección 3.2.4),

puede ser extendida a t LM n×m−álgebras. Las definiciones de n×m−filtro tem-

poral y t LM n×m−congruencias son análogas a las correspondientes definicio-

nes dada para td LM n×m−álgebras. Los lemas, proposiciones y observaciones

también pueden probarse para t LM n×m−álgebras.

3.4. td p LM n×m−álgebras

En esta subsección, introduciremos las LM n×m−álgebras poliádicas tem-

porales débiles como una generalización común de las B−álgebras poliádicas

temporales débiles y las LM n−álgebras poliádicas temporales débiles.

3.4.1. td p LM n×m−álgebras: definición y ejemplo

Definición 3.4.1. Una LM n×m−álgebras poliádica temporal débil (o td p LM n×m

−álgebra) es una sistema (L ,U ,S,∃,G , H ) tal que

(a) (L ,U ,S,∃) es una p LM n×m−álgebra,

(b) (L ,G , H ) es una td p LM n×m−álgebra,

(c) S(τ)(G (p )) =G (S(τ))(p )), para todo τ∈UU y p ∈ L,

(d) S(τ)(H (p )) =H (S(τ))(p )), para todo τ∈UU y p ∈ L.

Definición 3.4.2. Sean (L ,U ,S,∃,G , H ) y (L ′,U ,S,∃,G , H ) dos td p LM n×m−ál-

gebras. Una función f : L −→ L′ es un morfismo de LM n×m−álgebras tempo-

rales poliádicas débiles (o td p LM n×m−morfismo) si se satisfacen las siguientes

propiedades:

(i) f es un morfismo de p LM n×m−álgebras,
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(ii) f es un morfismo de td LM n×m−álgebras.

Vamos a usar la noción de sistema temporal débil para dar un ejemplo de

td p LM n×m−álgebras.

Definición 3.4.3. Sea T = (T, (X t )t∈T , R ,Q , 0) un sistema temporal débil,L una

LM n×m−álgebra completa y completamente crisipiana y U un subconjunto no

vacío. Denotamos por:

FU ,n×m
T ,L = {( f t )t∈T | f t : X U −→ L, para cada t ∈ T }.

En particular, cuando L =D(2) aFU ,n×m
T ,L lo denotamos porFU ,n×m

T .

EnFU ,n×m
T ,L consideraremos las siguientes operaciones:

( f t )t∈T ∧ (g t )t∈T = ( f t ∧ g t )t∈T , donde ( f t ∧ g t )(x ) = f t (x )∧ g t (x ), para todo

t ∈ T y x ∈X U
t ,

( f t )t∈T ∨ (g t )t∈T = ( f t ∨ g t )t∈T , donde ( f t ∨ g t )(x ) = f t (x )∨ g t (x ), para todo

t ∈ T y x ∈X U
t ,

∼T (( f t )t∈T ) = (∼ ◦ f t )t∈T , donde (∼ ◦ f t )(x ) =∼ ( f t (x )), para todo t ∈ T y

x ∈X U
t ,

σTi j (( f t )t∈T ) = (σi j ◦ f t )t∈T , donde (σi j ◦ f t )(x ) =σi j ( f t (x )), para todo (i , j )∈

(n ×m ), t ∈ T y x ∈X U
t ,

0T = (0t )t∈T , donde 0t : X U
t −→ L, 0t (x ) = 0, para todo t ∈ T y x ∈X U

t ,

1T = (1t )t∈T , donde 1t : X U
t −→ L, 1t (x ) = 1, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

Lema 3.4.1. FU ,n×m
T ,L = 〈F U ,n×m

T ,L ,∨,∧,∼T ,{σTi j }(i ,j )∈(n×m ), 0T , 1T 〉 es una LM n×m

−álgebra.

Dem. Es fácil ver que 〈F U ,n×m
T ,L ,∨,∧, 0T , 1T 〉 es una L 0,1−álgebra. Ahora probare-

mos que se satisfacen (M1) y (M2) de la Definición 1.1.15.
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(M1) ∼T ∼T (( f t )t∈T ) =∼T ((∼ ◦ f t )t∈T ),

= (∼ ◦∼ ◦ f t )t∈T , donde

(∼ ◦∼ f t )(x ) =∼ (∼ ( f t (x ))) = f t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t , así

∼T ∼T (( f t )t∈T ) = ( f t )t∈T .

(M2) ∼T (( f t )t∈T ∧ (g t )t∈T ) =∼T (( f t ∧ g t )t∈T ),

= (∼ ◦( f t ∧ g t ))t∈T , donde

(∼ ◦( f t ∧ g t ))(x ) =∼ (( f t ∧ g t )(x )),

=∼ ( f t (x )∧ g t (x )),

=∼ f t (x )∨∼ g t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t ,

así, ∼T (( f t )t∈T ∧ (g t )t∈T ) =∼T ( f t )t∈T∨∼T (g t )t∈T .

Ahora, vamos a verificar las condiciones (C1)-(C7) de la Definición 3.1.1.

(C1) Sea (i , j )∈ (n ×m ) y ( f t )t∈T , (g t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Entonces,

σTi j (( f t )t∈T ∨ (g t )t∈T ) =σTi j (( f t ∨ g t )t∈T ) = (σi j ◦ ( f t ∨ g t ))t∈T .

ComoL es una LM n×m−álgebra resulta que:

(σi j ◦ ( f t ∨ g t ))t∈T = ((σi j ◦ f t )∨ (σi j ◦ g t ))t∈T

= (σi j ◦ f t )t∈T ∨ (σi j ◦ g t )t∈T

=σTi j (( f t )t∈T )∨σTi j ((g t )t∈T ).

(C2) Sea (i , j )∈ (n ×m ). Vamos a probar queσTi j (( f t )t∈T )≤σT(i+1)j (( f t )t∈T ),

para todo ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L .

Sea ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Entonces,
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σTi j (( f t )t∈T ) = (σi j ◦ f t )t∈T yσT(i+1)j (( f t )t∈T ) = (σ(i+1)j ◦ f t )t∈T .

Sea t ∈ T y x ∈X U
t . ComoL es una LM n×m−álgebra resulta que:

σi j ( f t (x ))≤σ(i+1)j ( f t (x )), así,σTi j (( f t )t∈T )≤σT(i+1)j (( f t )t∈T ).

De manera similar podemos probar que:

σTi j (( f t )t∈T )≤σTi (j+1)(( f t )t∈T ).

(C4) Vamos a probar queσTi j ◦σTr s =σ
T
r s , para todo (i , j ), (r, s )∈ (n ×m ).

Sean (i , j ), (r, s )∈ (n ×m ) y ( f t )t∈T ∈FU ,n×m
T ,L . Probar que

(σTi j ◦σTr s )(( f t )t∈T ) =σTr s (( f t )t∈T ) es equivalente a probar que:

(σi j ◦σr s ◦ f t )t∈T = (σr s ◦ f t )t∈T . En efecto:

Sea t ∈ T y x ∈X U
t . Luego, resulta que

(σi j ◦σr s ◦ f t )(x ) = (σi j ◦σr s )( f t (x )) =σr s ( f t (x )) = (σr s ◦ f t )(x ),

así, (σi j ◦σr s ◦ f t )t∈T = (σr s ◦ f t )t∈T .

(C5) Sean ( f t )t∈T , (g t )t∈T ∈FU ,n×m
T ,L tales queσTi j (( f t )t∈T ) =σTi j ((g t )t∈T ),

para todo (i , j )∈ (n ×m ). Entonces,

(σi j ◦ f t )t∈T = (σi j ◦ g t )t∈T , para todo (i , j )∈ (n ×m ).

De donde resulta que para todo t ∈ T,σi j ◦ f t =σi j ◦ g t , esto es,

σi j ( f t (x )) =σi j (g t (x )), para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

Usando el axioma (C5) para la LM n×m−álgebraL , obtenemos que:

f t (x ) = g t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t , así ( f t )t∈T = (g t )t∈T .

(C6) σTi j (( f t )t∈T )∨∼T (σTi j (( f t )t∈T ) = (σi j ◦ f t )t∈T ∨ (∼ ◦σi j ◦ f t )t∈T ,
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= ((σi j ◦ f t )∨ (∼ ◦σi j ◦ f t ))t∈T ,

donde ((σi j ◦ f t )∨ (∼ ◦σi j ◦ f t ))(x ) =σi j ( f t (x ))∨∼σi j ( f t (x )) = 1,

para todo t ∈ T y x ∈X U
t . Así,σTi j (( f t )t∈T )∨∼T (σTi j (( f t )t∈T )) = 1T .

(C7) σTi j (∼T ( f t )t∈T ) = (σi j ◦ ∼ ◦ f t )t∈T , donde

(σi j ◦ ∼ ◦ f t )(x ) =σi j (∼ f t (x )) =∼σn−i m−j ( f t (x )) = (∼ ◦σn−i m−j ◦ f t )(x ),

para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

De donde resulta que :σTi j (∼T ( f t )t∈T ) =∼T (σTn−i m−j ( f t )t∈T ).

�

Observación 3.4.1. C (FU ,n×m
T ,L ) es una B−álgebra.

SobreFU ,n×m
T ,L definimos los operadores unarios G y H por:

G (( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t : X U −→ L, g t (x ) =
∧

{ f s (i ◦x ) | t Rs , s ∈ T },

H (( f t )t∈T ) = (h t )t∈T , donde h t : X U −→ L, h t (x ) =
∧

{ f s (i ◦x ) | t Qs , s ∈ T },

donde i : X t −→Xs es la función inclusión.

Lema 3.4.2. (FU ,n×m
T ,L ,G , H ) es una td LM n×m−álgebra.

Dem. Por el Lema 3.4.1, sabemos que FU ,n×m
T ,L es una LM n×m−álgebra. En-

tonces, solo nos resta probar que G y H verifican (tC1)-(tC3).

(tC1) G (1T ) =G ((1t )t∈T ) = ( f t )t∈T , donde f t (x ) =
∧

{1s (i ◦x ) | t Rs }= 1,

para todo t ∈ T y x ∈X U
t , luego ( f t )t∈T = (1t )t∈T . De donde resulta que:

G (1T ) = 1T . De manera similar se prueba que H (1T ) = 1T .

(tC2) Sean ( f t )t∈T , (g t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Entonces, tenemos que:
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(a) G (( f t )t∈T ) = (vt )t∈T , donde vt (x ) =
∧

{ f s (i ◦x ) | t Rs },

(b) G ((g t )t∈T ) = (p t )t∈T , donde p t (x ) =
∧

{g s (i ◦x ) | t Rs },

(c) G (( f t )t∈T ∧ (g t )t∈T ) =G (( f t ∧ g t )t∈T ) = (u t )t∈T ,

donde u t (x ) =
∧

{( f s ∧ g s )(i ◦x ) | t Rs }.

Sea t ∈ T y x ∈ X U
t . Por (a), (b) y (c) obtenemos que u t (x ) = vt (x )∧p t (x ),

luego (u t )t∈T = (vt )t∈T ∧ (p t )t∈T , así G (( f t )t∈T ∧ (g t )t∈T ) =G (( f t )t∈T )∧G ((g t )t∈T ).

De manera similar se prueba que H (( f t )t∈T ∧ (g t )t∈T ) =H (( f t )t∈T )∧H ((g t )t∈T ).

(tC3) Sean ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Entonces, tenemos que:

(a) G (σTi j ( f t )t∈T ) =G ((σi j ◦ f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde

g t (x ) =
∧

{(σi j ◦ f s )(i ◦x ) | t Rs }.

(b) σTi j (G (( f t )t∈T )) =σTi j ((p t )t∈T ), donde p t (x ) =
∧

{ f s (i ◦x ) | t Rs }.

Sea t ∈ T y x ∈ X U
t . Por (a), (b) y el hecho que L es completamente

crisipiana, obtenemos que g t (x ) = σi j (p t (x )), luego (g t )t∈T = σTi j (p t )t∈T . Así,

G ◦σTi j =σ
T
i j ◦G . De manera similar se prueba que el operador H conmuta con

el operadorσi j .

�

Para cada τ∈UU , definimos S(τ) : F U ,n×m
T ,L −→ F U ,n×m

T ,L por

S(τ)(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t : X U
t −→ L es definida por:

g t (x ) = f t (x ◦τ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

Para cada J ⊆U , definimos la función ∃(J ) : F U ,n×m
T ,L −→ F U ,n×m

T ,L por

∃(J )(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t : X U
t −→ L es definida por:

g t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .
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Proposición 3.4.1. Para cada J ⊆U , (FU ,n×m
T ,L ,∃(J )) es una m LM n×m−álgebra.

Dem. Sea J ⊆U . Vamos a probar que ∃(J ) es un cuantificador existencial sobre

FU ,n×m
T ,L .

(E1) ∃(J )(0T ) = ∃(J )((0t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde

g t (x ) =
∨

{0t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }=

∨

{0}= 0,

para todo t ∈ T y x ∈X U
t . De donde obtenemos que (g t )t∈T = 0T ,

luego ∃(J )(0T ) = 0T .

(E2) Sea ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Vamos a probar que ( f t )t∈T ≤∃(J )(( f t )t∈T ).

Tenemos que: ∃(J )(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde

g t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J },

para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

De donde obtenemos que f t (x )≤ g t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t ,

luego ( f t )t∈T ≤ (g t )t∈T .

(E3) Sean ( f t )t∈T , (g t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Tenemos que:

(a) ∃(J )(( f t )t∈T ∧∃(J )(g t )t∈T ) = ∃(J )(( f t )t∈T ∧ (h t )t∈T )

= ∃(J )(( f t ∧h t )t∈T )

= (u t )t∈T ,

(b) ∃(J )(( f t )t∈T )∧∃(J )((g t )t∈T ) = (p t )t∈T ∧ (vt )t∈T

= (p t ∧vt )t∈T ,

donde, para todo t ∈ T y x ∈X U
t ,
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h t (x ) =
∨

{g t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J },

u t (x ) =
∨

{( f t (z )∧h t (z )) | z ∈X U
t , z |U\J= x |U\J },

=
∨

{ f t (z )∧ g t (y ) | z , y ∈X U
t , z |U\J= x |U\J= y |U\J },

p t (x ) =
∨

{ f t (z ) | z ∈X U
t , z |U\J= x |U\J },

vt (x ) =
∨

{g t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }.

De donde resulta que, para todo t ∈ T y x ∈X U
t ,

p t (x )∧vt (x ) =
∨

{ f t (z )∧ g t (y ) | z , y ∈X U
t , z |U\J= x |U\J= y |U\J }

= u t (x ).

Por lo tanto, ∃(J )(( f t )t∈T ∧∃(J )((g t )t∈T ) = ∃(J )(( f t )t∈T )∧∃(J )((g t )t∈T ).

(E13) Sean (i , j )∈ (n ×m ) y ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Entonces, tenemos que

(a) ∃(J )(σTi j )(( f t )t∈T ) = ∃(J )((σi j ◦ f t )t∈T ) = (g t )t∈T ,

donde g t (x ) =
∨

{σi j ( f t (y )) | y ∈ X U
t , y |U\J= x |U\J }, para todo t ∈ T y

x ∈X U
t .

(b) σTi j (∃(J )(( f t )t∈T ) =σTi j ((h t )t∈T ) = (σi j ◦h t )t∈T

con h t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

Dado queL es completamente crisipiana deducimos que

σi j (h t (x )) = g t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t , luego

∃(J )(σTi j (( f t )t∈T )) =σTi j (∃(J )(( f t )t∈T )).

�

La siguiente proposición nos proporciona el ejemplo más importante de

td p LM n×m−álgebra.
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Proposición 3.4.2. (FU ,n×m
T ,L ,U ,S,∃,G , H ) es una td p LM n×m−álgebra.

Dem. Vamos a verificar las condiciones de la Definición 3.4.1.

(a) En primer lugar vamos a probar que se verifican las condiciones de la

Definición 3.1.8.

(i) Sea ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L , t ∈ T y x ∈X U

t .

Aplicando la definición de S, obtenemos que:

S(1U )(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t (x ) = f t (x ◦1U ) = f t (x ),

así S(1U )(( f t )t∈T ) = ( f t )t∈T , luego S(1U ) = 1FU ,n×m
T ,L

.

(ii) Sean ρ,τ∈UU , ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L , t ∈ T y x ∈X U

t .

S(ρ ◦τ)(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T con g t (x ) = f t (x ◦ρ ◦τ).

(S(ρ) ◦S(τ))(( f t )t∈T ) =S(ρ)(S(τ)(( f t )t∈T )) =S(ρ)((h t )t∈T ) = (p t )t∈T ,

donde h t (x ) = f t (x ◦τ) y p t (x ) = h t (x ◦ρ) = f t (x ◦ρ ◦τ).

De donde resulta que S(ρ ◦τ)(( f t )t∈T ) = (S(ρ) ◦S(τ))(( f t )t∈T ),

luego S(ρ ◦τ) =S(ρ) ◦S(τ).

(iii) Sea ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L , t ∈ T y x ∈X U

t . Entonces, tenemos que:

∃(;)(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde

g t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U= x |U}=

∨

{ f t (x )}= f t (x ), así

∃(;)(( f t )t∈T ) = ( f t )t∈T ,

es decir, ∃(;) = 1F U ,n×m
T ,L

.

(iv) Sean J , J ′ ⊆U y ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L . Entonces,
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(1) ∃(J ∪ J ′)(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T

con g t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\(J∪J ′)= x |U\(J∪J ′)},

para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

(2) (∃(J ) ◦ ∃(J ′))(( f t )t∈T ) = ∃(J )(∃(J ′)( f t )t∈T ) = ∃(J )((h t )t∈T ) = (p t )t∈T ,

donde h t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J ′= x |U\J ′} y

p t (x ) =
∨

{h t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

Entonces, obtenemos que:

p t (x ) =
∨

{ f t (z ) | z ∈X U
t , existe y ∈X U

t : z |U\J ′= y |U\J ′ ,x |U\J= y |U\J }.

Ahora probaremos que los conjuntos

A = { f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\(J∪J ′)= x |U\(J∪J ′)}

y B = { f t (z ) | z ∈ X U
t , existe y ∈ X U

t tal que z |U\J ′= y |U\J ′ ,x |U\J= y |U\J }

son iguales.

Sea z ∈X U
t tales que z |U\(J∪J ′)= x |U\(J∪J ′) . Consideremos y ∈X U

t , definida

por:

y (a ) =
�

z (a ) si a ∈U \ J ′,

x (a ) si a ∈ J ′,
.

De donde resulta que y |U\J ′= z |U\J ′ . Si a ∈U \ J , entonces tenemos dos

casos:

(I) Si a ∈ J ′ entonces, y (a ) = x (a ).

(II) Si a /∈ J ′ resulta que a ∈U \ (J ∪ J ′), así y (a ) = z (a ) = x (a ).

De (I) y (II), tenemos que z |U\J ′= y |U\J ′ y x |U\J= y |U\J , así A ⊆ B .
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Recíprocamente, sea z ∈X U
t tal que, existe y ∈X U

t con z |U\J ′= y |U\J ′

y x |U\J= y |U\J . De donde resulta que

z |(U\J ′)∩(U\J )= y |(U\J ′)∩(U\J ) y x |(U\J )∩(U\J ′)= y |(U\J )∩(U\J ′), luego

z |U\(J∪J ′)= x |U\(J∪J ′) .

Entonces, obtenemos que B ⊆ A, luego A = B .

Tenemos que g t (x ) = p t (x ) para todo t ∈ T y x ∈X U
t , así

∃(J ∪ J ′) = ∃(J ) ◦ ∃(J ′).

(v) Sea J ⊆U , ρ,τ∈UU y ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L , tal que ρ |U\J=τ |U\J .

Entonces, obtenemos que:

(1) (S(ρ) ◦ ∃(J ))(( f t )t∈T ) =S(ρ)(∃(J )(( f t )t∈T )) = (g t )t∈T , donde

g t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= (x ◦ρ) |U\J }, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

(2) (S(τ) ◦ ∃(J ))(( f t )t∈T ) =S(τ)(∃(J ))(( f t )t∈T ) = (h t )t∈T , donde

h t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\J= (x ◦τ)U\J }, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

De ρ |U\J=τ |U\J resulta que (x ◦ρ) |U\J= (x ◦τ) |U\J , para todo x ∈X U
t ,

luego g t (x ) = h t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

De donde resulta que: S(ρ) ◦ ∃(J ) =S(τ) ◦ ∃(J ).

(vi) Sea J ⊆U , ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L y ρ ∈UU tal que ρ |ρ−1(J ) es inyectiva.

Entonces, tenemos que:

(1) (∃(J ) ◦S(ρ))(( f t )t∈T )) = (g t )t∈T , donde

g t (x ) =
∨

{ f t (y ◦ρ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J }, para todo t ∈ t y x ∈X U

t .
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(2) (S(ρ) ◦ ∃(ρ−1(J )))(( f t )t∈T )) = (h t )t∈T , donde

h t (x ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\ρ−1(J )= (x ◦ρ) |U\ρ−1(J )}, para todo t ∈ T

y x ∈X U
t .

Ahora, vamos a probar que los conjuntos A y B son iguales, donde

A = { f t (y ◦ρ) | y ∈X U
t , y |U\J= x |U\J } y

B = { f t (y ) | y ∈X U
t , y |U\ρ−1(J )= (x ◦ρ) |U\ρ−1(J )}.

Sea y ∈X U
t tal que y |U\J= x |U\J . Consideremos z = y ◦ρ.

Sea a ∈U \ρ−1(J ). Entonces, z (a ) = y (ρ(a )) = x (ρ(a )) = (x ◦ρ)(a ),

así z |U\ρ−1(J )= (x ◦ρ) |U\ρ−1(J ) . Entonces, obtenemos que A ⊆ B.

Recíprocamente, sea y ∈X U
t tal que y |U\ρ−1(J )= (x ◦ρ) |U\ρ−1(J ).

Como ρ |ρ−1(J ) es inyectiva, podemos considerar la función biyectiva

ρ′ :ρ−1(J )−→ J , definida por ρ′(a ) =ρ(a ) para todo a ∈ρ−1(J ).

También, vamos a considerar z ∈X U
t , definida por:

z (a ) =
�

y (ρ′−1(a )) si a ∈ J ,

x (a ) si a ∈U \ J ,
.

Se puede ver que z |U\J= x |U\J . De donde se deduce que (z ◦ρ)(a ) = y (a ),

para todo a ∈U , así z ◦ρ = y .

De donde resulta que B ⊆ A, así A = B .

(vi) Aplicando la Proposición 3.4.1.

(b) Aplicando el Lema 3.4.2.
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(c) Sea τ∈UU , ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L , t ∈ T y x ∈X U

t . De donde resulta que:

(1) S(τ)(G (( f t )t∈T )) =S(τ)((g t )t∈T ) = (h t )t∈T , donde

g t (x ) =
∧

{ f s (i ◦x ) | t Rs , s ∈ T } y h t (x ) = g t (x ◦τ) =
∧

{ f s (i ◦x ◦τ) | t Rs }.

(2) G (S(τ)(( f t )t∈T )) =G ((p t )t∈T ) = (u t )t∈T , donde p t (x ) = f t (x ◦τ) y

u t (x ) =
∧

{ps (i ◦x ) | t Rs , s ∈ T }.

De (1) y (2) obtenemos que h t (x ) = u t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U
t , así

(h t )t∈T = (u t )t∈T , es decir, S(τ)(G (( f t )t∈T )) =G (S(τ))(( f t )t∈T )).

(d) En forma similar a (c).

�

Definición 3.4.4. Sea (L ,U ,S,∃,G , H )una td p LM n×m−álgebra. Un subconjun-

to J de U es un soporte de p ∈ L si ∃(U \ J )p = p . La intersección de los soportes

de un elemento p ∈ L será denotado por Jp . Una td p LM n×m−álgebra es local-

mente finita si todo elemento tiene soporte finito. El grado de (L ,U ,S,∃,G , H ) es

la cardinalidad de U.

Observación 3.4.2. Consideremos la td p LM n×m−álgebra (FU ,n×m
T ,L ,U ,S,∃,G , H ).

Aplicando la Definición 3.4.4, M ⊆U es un soporte de ( f t )t∈T ∈ F U ,n×m
T ,L si ∃(U \

M )(( f t )t∈T ) = ( f t )t∈T . Usando la definición de ∃, obtenemos que
∨

{ f t (y ) | y ∈

X U
t , y |M= x |M }= f t (x ), para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

Lema 3.4.3. Consideremos la td p LM n×m−álgebra (FU ,n×m
T ,U ,S,∃,G , H ), donde

FU ,n×m
T = {( f t )t∈T | f t : X U

t −→D(2) para cada t ∈ T }, ( f t )t∈T ∈FU ,n×m
T y Q ⊆U.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Q es un soporte de ( f t )t∈T ,

(b) Para todo (x t )t∈T , (yt )t∈T , x t , yt ∈X U
t , para todo t ∈ T tenemos que:
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x t |Q= yt |Q , t ∈ T ⇒ f t (x t ) = f t (yt ), t ∈ T .

Dem. (a)⇒ (b): Supongamos que Q es soporte de ( f t )t∈T . Aplicando la Defini-

ción 3.4.4 y la Definición de ∃, resulta que:
∨

{ f t (y ) | y ∈ X U
t , y |Q= x |Q}= f t (x ),

para todo t ∈ T y x ∈X U
t . Sean t ∈ T, x t , yt ∈X U

t tales que x t |Q= yt |Q . Entonces,

tenemos:

f t (x t ) =
∨

{ f t (y ) | y ∈X U
t , y |Q= x t |Q} ≥ f t (yt )

f t (yt ) =
∨

{ f t (x ) | x ∈X U
t ,x |Q= yt |Q} ≥ f t (x t )

Así, f t (x ) = f t (yt ).

(b)⇒ (a): Usando la definición de ∃obtenemos que ∃(U\Q)( f t )t∈T = (g t )t∈T ,

donde g t : X U
t −→D(2), g t (x ) =

∨

{ f t (y ) | y ∈ X U
t , y |Q= x |Q}, para todo t ∈ T y

x ∈ X U
t . Sea t ∈ T y x ∈ X U

t . Por (b) resulta que g t (x ) =
∨

{ f t (x ) | y ∈ X U
t , y |Q=

x |Q} = f t (x ). De donde obtenemos que (g t )t∈T = ( f t )t∈T , así ∃(U \Q)( f t )t∈T =

( f t )t∈T , es decir, Q es soporte de ( f t )t∈T .

�

Lema 3.4.4. Sea f : L −→ L′ un morfismo de td p LM n×m−álgebras, p ∈ L,Q ⊆U.

Si Q es soporte de p , entonces Q es soporte de f (p ).

Dem. Como Q es soporte de p , resulta que ∃(U \Q)p = p . Aplicando la defini-

ción de morfismo de td p LM n×m−álgebras obtenemos que: f (∃(U \Q)p ) = ∃(U \

Q) f (p ) = f (p ), luego Q es soporte de f (p ).

�

Lema 3.4.5. Sea (L ,G , H ) una td LM n×m−álgebra. Entonces,

(i) (C (L ),U ,S,∃,C (G ),C (H )) es una td p B−álgebra.

(ii) SiL es localmente finita, entonces C (L ) es localmente finita.

Dem. Solo probaremos (i). Aplicando [7, p. 453, Remark 4.2], tenemos que C (L)

puede ser dotado de una estructura de p B−álgebra. Por la Proposición 3.2.2,
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tenemos que (C (L ),C (G ),C (H )) es una td B−álgebra. Las condiciones (iii) y (iv)

de la Definición 1.1.9 son bien conocidas para los elementos de C (L), luego

C (L ) es una td p B−álgebra.

�

Sea (B ,U ,S,∃,G , H ) una td p B−álgebra. Consideremos sobre D(B ) las si-

guientes operaciones, para todo τ∈UU , f ∈D(B ) y J ⊆U :

(D(S)(τ))( f ) =S(τ) ◦ f ,

(D(∃)(J ))( f ) = ∃(J ) ◦ f ,

(D(G ))( f ) =G ◦ f ,

(D(H ))( f ) =H ◦ f .

Entonces, se verifica el siguiente:

Lema 3.4.6.

(i) (D(B),U , D(S), D(∃), D(G ), D(H )) es una td p LM n×m−álgebra.

(ii) SiB es localmente finita, entonces D(B) es localmente finita.

La asignaciónB 7→ C (B),B 7→ D(B) establece los funtores adjuntos C

y D entre la categoría de las B−álgebras poliádicas temporal débiles y la cate-

goría de las LM n×m−álgebras poliádicas temporales débiles.

Definición 3.4.5. Sea (L ,U ,S,∃,G , H ) una td p LM n×m−álgebra. Consideremos

la función ωL : L −→ D(C (L)), ωL (x )(i , j ) = σi j (x ), para todo x ∈ L y (i , j ) ∈

(n ×m ).

Lema 3.4.7. ωL es un morfismo inyectivo de td p LM n×m−álgebras.

Dem. Por el Lema 3.2.4, ωL es un morfismo inyectivo de td LM n×m−álgebras.

Solo nos resta probar queωL conmuta con S y ∃.
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Sea J ⊆U , τ∈UU , x ∈ L, (i , j )∈ (n ×m ).

(a) Tenemos que:ωL (S(τ)(x ))(i , j ) =σi j (S(τ))(x ) =S(τ)(σi j x ).

Por otra parte, D(S)(τ)(ωL (x ))(i , j ) =S(τ)(ωL (x )(i , j )) =S(τ)(σi j (x )).

Por lo tanto,ωL ◦S(τ) =D(S)(τ) ◦ωL .

(b) Tenemos que:ωL (∃(J )(x ))(i , j ) =σi j (∃(J )(x )).

Por otra parte, D(∃)(J )(ωL (x ))(i , j ) = ∃(J )(ωL (x )(i , j )) = ∃(J )(σi j x ).

Como ∃(J ) conmuta conσi j , obtenemos que D(∃)(J ) ◦ωL =ωL ◦ ∃(J ).

�

Lema 3.4.8. Sea T = (T, (X t )t∈T , R ,Q , 0) un sistema temporal débil. Entonces

C (FU ,n×m
T )'FU ,n×m

T .

Dem. Por Lema 3.2.5, tenemos que 2'C (D(2)). Consideremos un isomorfismo

u : 2 −→ C (D(2)) ⊆ D(2). Definimos la función Φ :FU ,n×m
T −→ C (FU ,n×m

T ) por:

Φ(( f t )t∈T ) = (g t )t∈T con f t : X U
t −→ 2, g t : X U

t −→D(2), g t = u ◦ f t , para cada t ∈

T . No es difícil ver queΦ es un morfismo inyectivo de td p B−álgebras. Para pro-

bar la sobrectividad, consideremos (h t )t∈T ∈C (FU ,n×m
T ). Entonces,σTi j ((h t )t∈T ) =

(h t )t∈T , para todo (i , j ) ∈ (n ×m ) si, y sólo si, σi j ◦ h t = h t , para todo (i , j ) ∈

(n×m ), para todo t ∈ T si, y sólo si,σi j (h t (x )) = h t (x ), para todo (i , j )∈ (n×m ),

para todo t ∈ T y x ∈ X U
t si, y sólo si, h t (x ) ∈ C (D(2)) ' 2, para todo t ∈ T y

x ∈X U
t . Por lo tanto, Φ es sobreyectiva.

�

3.4.2. Representación de td p LMn×m−álgebras

En esta subsección obtenemos un teorema de representación para las

td p LM n×m−álgebra.
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Proposición 3.4.3. Sea T = (T, (X t )t∈T , R ,Q , 0) un sistema temporal débil. En-

tonces existe un td p LM n×m−morfismo inyectivo λ : D(FU
T )−→F

U ,n×m
T .

Dem. Tenemos que D(FU
T ) = {ν : (n ×m ) −→ FU

T | r ≤ s implica ν (i , r ) ≤

ν (i , s ),ν (r, j ) ≤ ν (s , j )}. Sea ν ∈ D(FU
T ). Para cada (i , j ) ∈ (n ×m ) vamos a de-

notar ν (i , j ) = (g i j
t )t∈T , donde g i j

t : X U
t −→ 2, tal que para todo r ≤ s y t ∈ T,

g i r
t ≤ g i s

t , g r j
t ≤ g s j

t . Vamos a definir λ : D(FU
T ) −→ F

U ,n×m
T , λ(ν ) = ( f t )t∈T ,

donde para todo t ∈ T, x ∈ X U
t y (i , j ) ∈ (n ×m ), f t : X U

t −→ D(2) está defini-

da por: f t (x )(i , j ) = g i j
t (x ). Como las g i j

t son crecientes componente a com-

ponente resulta que f t (x ) también lo son, así f t (x ) ∈ D(2). Debemos probar

que λ es un morfismo de td p LM n×m−álgebras, es decir, λ es un morfismo de

td LM n×m−álgebras y conmuta con las operaciones S y ∃. Sean ν1,ν2 ∈ D(F U
T )

con ν1(i , j ) = (g i j
t )t∈T y ν2(i , j ) = (u i j

t )t∈T , donde g i j
t , u i j

t : X U
t −→ 2. Vamos a

probar que λ(0D(F U
T )
) = 0FTU ,n×m . Tenemos que:

(1) 0D(F U
T )
= 0 : (n ×m ) −→ F U

T , 0(i , j ) = (0i j
t )t∈T con 0i j

t : X U
t −→ 2, 0i j

t (x ) = 0,

para todo t ∈ T y x ∈X U
t .

(2) 0FTU ,n×m = (0t )t∈T con 0t : X U
t −→ D(2) es definida por 0t (x )(i , j ) = 0, para

todo x ∈X U
t y (i , j )∈ (n ×m ).

De (1) y (2) resulta que 0t (x )(i , j ) = 0i j
t (x ), para todo t ∈ T,x ∈ X U

t y

(i , j ) ∈ (n ×m ), así λ(0D(FTU )) = 0FTU ,n×m . En forma similar se puede probar que

λ(1D(F U
T )
) = 1FTU ,n×m .

Vamos a probar que λ(ν1 ∨ν2) =λ(ν1)∨λ(ν2).

Por la definición de λ, tenemos que: λ(ν1 ∨ ν2) = (p t )t∈T , λ(ν1) = ( f t )t∈T ,

λ(ν2) = (h t )t∈T , donde p t , f t , h t : X U
t −→ D(2), (p t (x ))(i , j )(i , j ) = (g i j

t ∨

u i j
t )(x ), ( f t (x ))(i , j ) = g i j

t (x ), (h t (x ))(i , j ) = u i j
t (x ), para todo t ∈ T,x ∈ X U

t

y (i , j )∈ (n ×m ).
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Sea t ∈ T y x ∈ X U
t . La relación (g i j

t ∨ u i j
t )(x ) = g i j

t (x )∨ u i j
t (x ) es válida,

así resulta que: (p t (x ))(i , j ) = ( f t (x ))(i , j )∨ (h t (x ))(i , j ), para todo (i , j ) ∈

(n ×m ). Luego λ(ν1 ∨ν2) =λ(ν1)∨λ(ν2).

De la misma manera podemos probar que: λ(ν1 ∧ν2) =λ(ν1)∧λ(ν2).

Vamos a probar que λ ◦σi j =σi j ◦λ.

Sea (i , j )∈ (n ×m ). Tenemos que

(σi j (ν1))(i , j ) =σi j (ν1(i , j )) =σi j ((g
i j
t )t∈T ) = (σi j ◦ g i j

t∈T ),

luego λ(σi j (ν1)) = ( f t )t∈T con f t (x )(i , j ) = (σi j ◦ g i j
t )(x ), para todo t ∈

T,x ∈X U
t y (i , j )∈ (n ×m ).

Por otra parte,σi j (λ(ν1)) =σi j ((h t )t∈T ) = (σi j ◦h t )t∈T , donde h t (x )(i , j ) =

g i j
t (x ). Sea x ∈X U

t y t ∈ T . De donde resulta que f t (x )(i , j ) =σi j (h t (x )(i , j )),

para todo (i , j )∈ (n ×m ), así λ(σi j (ν1)) =σi j (λ(ν1)).

Vamos a probar que λ conmuta con los operadores temporales G y H .

Sea (i , j ) ∈ (n ×m ). Entonces, D(G )(ν1)(i , j ) = G (ν1(i , j )) = G ((g i j
t )t∈T ) =

(h i j
t )t∈T , donde h i j

t (x ) =
∧

{g i j
s (i ◦x ) | t Rs , s ∈ T }, para todo t ∈ T y x ∈X U

t .

De donde resulta que λ(D(G )(ν1)) = ( f t )t∈T con f t (x )(i , j ) = h i j
t (x ), para

todo t ∈ T y x ∈X U
t .

Por otra parte, G (λ(ν1)) =G ((g i j
t )t∈T ) = (u

i j
t ) con u i j

t =
∧

{g i j
s (i ◦x ) | t Rs },

para todo t ∈ T y x ∈ X U
t . Podemos ver que f t (x )(i , j ) = u i j

t (x ) para todo

t ∈ T, x ∈ X U
t y (i , j ) ∈ (n ×m ), luego λ ◦G =G ◦λ. De manera similar se

puede probar que λ ◦H =H ◦λ.

Vamos a probar que λ conmuta con S.
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Sea τ ∈UU y (i , j ) ∈ (n ×m ). Entonces, D(S)(τ)(ν1)(i , j ) = S(τ)(ν1(i , j )) =

S(τ)((g i j
t )t∈T ) = (h

i j
t )t∈T con h i j

t (x ) = g i j
t (x ◦τ). De donde resulta que: (λ ◦

D(S)(τ))(ν1) =λ(D(S)(τ)(ν1)) = ( f t )t∈T , donde f t (x )(i , j ) = h i j
t (x ).

Por otra parte, (S(τ) ◦ λ)(ν1) = S(τ)(λ(ν1)) = (p t )t∈T , donde p t (x )(i , j ) =

g i j
t (x ◦τ). De donde resulta que: f t (x )(i , j ) = p t (x )(i , j ), para todo t ∈ T,

x ∈X U
t y (i , j )∈ (n ×m ), así λ ◦D(S)(τ) =S(τ) ◦λ.

Vamos a probar que λ conmuta con ∃.

Sea J ⊆U y sea (i , j )∈ (n ×m ). Tenemos que:

D(∃)(J )(ν1)(i , j ) = ∃(J )(ν1(i , j )) = ∃(J )((g i j
t )t∈T ) = (h

i j
t )t∈T , donde h i j

t (x ) =
∨

{g i j
t (y ) | y ∈ X U

t , y |U\J= x |U\J },para todo t ∈ T y x ∈ X U
t . Luego: (λ ◦

D(∃)(J ))(ν1) = λ(D(∃(J )(ν1))) = ( f t )t∈T con f t (x )(i , j ) = h i j
t (x ), para todo

t ∈ T y x ∈X U
t .

Por otra parte, (∃(J ) ◦λ)(ν1) = ∃(J )(λ(ν1)) = ∃(J )((p t )t∈T ) = (vt )t∈T , donde

p t (x )(i , j ) = g i j
t (x ) y vt (x )(i , j ) =

∨

{p t (y )(i , j ) | y ∈ X U
t , y |U\J= x |U\J }. De

donde resulta que vt (x )(i , j ) = h i j
t (x ) para todo t ∈ T, x ∈ X U

t y (i , j ) ∈

(n ×m ) así, (vt )t∈T = (h
i j
t )t∈T , es decir, λ ◦D(∃)(J ) = ∃(J ) ◦λ.

Vamos a probar que λ es inyectiva.

Sean ν1,ν2 ∈D(F U
T ), ν1(i , j ) = (g i j

t )t∈T y ν2(i , j ) = (p i j
t )t∈T , para todo (i , j )∈

(n×m ) tales que λ(ν1) =λ(ν2). Usando la definición de λ, obtenemos que

g i j
t (x ) = p i j

t (x ), para todo t ∈ T,x ∈X U
t y (i , j )∈ (n×m ). De donde resulta

que ν1(i , j ) = ν2(i , j ), para todo (i , j )∈ (n ×m ), luego ν1 = ν2. Por lo tanto,

λ es inyectiva.

�

El siguiente teorema muestra que toda td p LM n×m−álgebra puede repre-

sentarse por medio de la td p LM n×m−álgebraFU ,n×m
T asociada con un sistema

temporal débil T .
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Teorema 3.4.1. Sea (L ,U ,S,∃,G , H ) una td p LM n×m−álgebra localmente fini-

ta de grado infinito y Γ un filtro propio de L con Jp = ; para todo p ∈ Γ. En-

tonces existe un sistema temporal débil T = (T, (X t )t∈T , R ,Q , 0) y un morfismo de

td p LM n×m−álgebras Φ : L −→ F U ,n×m
T tal que, para todo p ∈ Γ, se satisface la

siguiente propiedad:

(P) Φ(p ) = ( f t )t∈T ⇒ ( f 0(x ))(i , j ) = 1, para todo x ∈X U
t , (i , j )∈ (n ×m ).

Dem. Sea (L ,U ,S,∃,G , H ) una td p LM n×m−álgebra y Γ un filtro propio de L .

Por el Lema 3.4.5, tenemos que (C (L ),U ,S,∃,C (G ),C (H )) es una td p B−álgebra

y Γ0 = Γ ∩C (L) es un filtro propio de C (L ). Aplicando el teorema de repre-

sentación para las td p B−álgebras, resulta que existe un sistema temporal débil

T = (T, (X t )t∈T , R ,Q , 0)

y un morfismo de td p B−álgebras µ : C (L) −→FU
T , tal que para todo p ∈ Γo se

satisface la siguiente propiedad: µ(p ) = (g t )t∈T ⇒ g 0(x ) = 1, para todo x ∈ X U
t .

Sea D(µ) : D(C (L))−→D(F U
T ) el correspondiente morfismo deµpor el funtor D.

Usando el Lema 3.4.7, tenemos un morfismo inyectivo de td p LM n×m−álgebras

ωL : L −→ D(C (L)) y usando la Proposición 3.4.3, tenemos un morfismo in-

yectivo de td p LM n×m−álgebras λ : D(FU
T ) −→F

U ,n×m
T . Ahora, en el siguiente

diagrama,

L
ωL−→D(C (L))

D(µ)
−→D(F U

F )
λ−→F U ,n×m
T

si consideramos la composición λ◦D(µ)◦ωL obtenemos el morfismo in-

yectivo requerido.

Ahora, vamos a verificar la condición (P) del teorema. Sea p ∈ Γ y (i , j ) ∈

(n×m ). Sabemos queωL (p )(i , j ) =σi j (p ) yσi j (p )∈ Γ0. Entonces, D(µ)(ωL (p ))

= µ ◦ωL (p ), luego (µ ◦ωL (p ))(i , j ) = µ(ωL (p )(i , j )) = µ(σi j (p )). Supongamos

que µ(σi j p ) = (g i j
t )t∈T , donde g i j

t : X U
t −→ 2. Como σi j p ∈ Γ0, obtenemos que

g i j
0 (x ) = 1, para todo x ∈ X U

t . De donde resulta que: Φ(p ) = λ(D(µ)(ωL (p ))) =

λ(D(µ)(σi j p )) = λ(µ(σi j p )). De donde resulta que Φ(p )(i , j ) = ( f t )t∈T , donde,
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aplicando la prueba de la Proposición 3.4.3, tenemos que f t (x )(i , j ) = g i j
t (x ),

para todo t ∈ T y x ∈X U
t . Entonces, f 0(x )(i , j ) = g i j

0 (x ) = 1. �

Observación 3.4.3. La idea principal de la prueba del Teorema 3.4.1 es usar los

funtores adjuntos C y D para transferir el teorema de representación para las

td p B−álgebras en el teorema de representación para las td p LM n×m−álgebras.

3.5. t p LM n×m−álgebras

En esta subsección, introduciremos las LM n×m−álgebras poliádicas tem-

porales (o t p LM n×m−álgebras) como una generalización común de las B−ál-

gebras poliádicas temporales y las LM n−álgebras poliádicas temporales.

3.5.1. t p LM n×m−álgebras: definición y ejemplo

Definición 3.5.1. Una LM n×m−álgebras poliádica temporal (o t p LM n×m−ál-

gebra) es una td p LM n×m−álgebra (L ,U ,S,∃,G , H ) tal que G y H verifican la

siguiente propiedad adicional: para todo x ∈ L,

4. x ≤G P(x ) y x ≤H F (x ), donde P(x ) =∼H (∼ x ) y F (x ) =∼G (∼ x ).

Ahora, vamos a construir un ejemplo de t p LM n×m−álgebra basados en

la noción de sistema temporal.

Sea T = (T, (X t )t∈T , R , 0) un sistema temporal, L una LM n×m−álgebra

completa y completamente crisipiana y U un subconjunto no vacío.

Sobre el conjunto F U ,n×m
T ,L = {( f t )t∈T | f t : X U −→ L, para todo t ∈ T } de-

finimos las operaciones ∨,∧,∼T ,σTi j , 0T y 1T de la misma manera que en la

Definición 3.4.3.

Definimos sobre F U ,n×m
T ,L los operadores unarios G y H por

G (( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t : X U
t −→ L, g t (x ) =

∧

{ f s (x ) | t Rs , s ∈ T },
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H (( f t )t∈T ) = (h t )t∈T , donde h t : X U
t −→ L, h t (x ) =

∧

{ f s (x ) | s Rt , s ∈ T }.

Para todo ρ ∈UU y J ⊆U , la operación S(ρ) y el cuantificador existencial

∃(J ) se definen de la misma manera que para el caso temporal débil.

La siguiente proposición, representa el principal ejemplo de t p LM n×m -

álgebra.

Proposición 3.5.1. (FU ,n×m
T ,L ,U ,S,∃,G , H ) es una t p LM n×m -álgebra.

Dem. La prueba de que (FU ,n×m
T ,L ,U ,S,∃,G , H ) es una td p LM n×m−álgebra es

similar a la prueba de la Proposición 3.4.2. Resta verificar la condición 4 de la

Definición 3.5.1. Sean ( f t )t∈t ∈ F U ,n×m
T ,L . Dado que ∼T H ∼T (( f t )t∈T ) = (h t )t∈T ,

donde h t : X U
t −→ L, h t (x ) =

∨

{ f s (x ) | s Rt , s ∈ T }, obtenemos que G P(( f t )t∈T ) =

G ∼T H ∼T (( f t )t∈T ) = (g t )t∈T , donde g t : X U
t −→ L, g t (x ) =

∧

{hs (x ) | t Rs , s ∈

T }. Por otra parte, se verifica que h t (x ) ≥ f t (x ) para todo t ∈ T y x ∈ X U
t .

De donde resulta que g t (x ) ≥ f t (x ) para todo t ∈ T y x ∈ X U
t . Por lo tanto,

( f t )t∈T ≤G P(( f t )t∈T ). En forma análoga se prueba que ( f t )t ≤H F (( f t )t∈T ).

�

Observación 3.5.1. La construcción de los funtores adjuntos C y D, entre la ca-

tegoría de las B−álgebras poliádicas temporales débiles y las LM n×m−álgebras

poliádicas temporales débiles, puede extenderse a la categoría de las B−álgebras

poliádicas temporales y las LM n×m−álgebras poliádicas temporales.
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Capítulo 4

Álgebras temporales con estructura subyacente de

H−álgebras

4.1. Operadores temporales sobre H−álgebras

4.1.1. La definición de t H−álgebra de Chajda

En esta sección vamos a mostrar que la axiomatización algebraica dada

por Chajda de los operadores temporales F y P en la lógica intuicionista no

se ajusta a la definición de Halmos de cuantificador existencial. La noción de

operador temporal sobre una H−álgebra fue introducida por Chajda en [24]. A

continuación, repetiremos la definición dada en [24].

Definición 4.1.1. SeaA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉una H−álgebra. Denotamos por¬x =

x → 0 (el pseudocomplemento de x ). Los operadores unarios G , H definidos sobre

A son llamados operadores temporales si se satisfacen las siguientes condiciones:

(ch1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(ch2) G (x → y )≤G (x )→G (y ), H (x → y )≤H (x )→H (y ),

(ch3) G (x )∨G (y )≤G (x ∨ y ), H (x )∨H (y )≤H (x ∨ y ),

(ch4) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

177
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(ch5) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P(x ) =¬H (¬x ) y F (x ) =¬G (¬x ).

Nuestro próximo objetivo es probar que los axiomas (ch2) y (ch3) son re-

dundantes. Para hacer esto, necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.1.1. Sean G , H dos operadores unarios sobre una H−álgebraA = 〈A,∨,

∧,→, 0, 1〉, que satisfacen el axioma (ch4). Entonces se verifican los axiomas (ch2)

y (ch3).

Dem. En primer lugar vamos a probar que G es creciente. Sean x , y ∈ A tales

que x ≤ y . De (ch4), tenemos que G (x ) =G (x ∧y ) =G (x )∧G (y ), esto es, G (x )≤

G (y ). Teniendo en cuenta que G es creciente, obtenemos que G (x )≤G (x ∨y ) y

G (y ) ≤G (x ∨ y ). Luego, G (x )∨G (y ) ≤G (x ∨ y ). Por otra parte, de (H2) y (ch4),

tenemos que G (x )∧G (x → y ) =G (x ∧ (x → y )) =G (x ∧ y ) ≤G (y ). Por lo tanto,

G (x → y ) ≤G (x )→G (y ). En forma similar se puede probar que H (x )∨H (y ) ≤

H (x ∨ y ) y H (x → y )≤H (x )→H (y ), lo cual completa la prueba.

�

Teniendo en cuenta el Lema 4.1.1, podemos reformular la Definición 4.1.1

como sigue:

Definición 4.1.2. Una t H−álgebra es una terna (A ,G , H ) tal queA = 〈A,∨,∧,→

, 0, 1〉 es una H−álgebra y G , H son dos operadores unarios definidos sobre A, lla-

mados operadores temporales, que verifican:

(ch1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(ch2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(ch5) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P(x ) =¬H (¬x ) y F (x ) =¬G (¬x ).

Notemos que esta última definición es similar a la definición de t B−ál-

gebra donde (tB3)∗ (ver Proposición 1.1.3) fue reemplazado por (ch5). Otra ob-

jeción al trabajo de Chajda es que en [24, Remark 8], el autor afirma que si en
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una H−álgebraA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 los operadores temporales G y H satisfa-

cen G (0) = 0 y H (0) = 0, entonces F y P pueden ser considerados como cuan-

tificadores existenciales. Tal denominación no es clara dado que F y P no son

cuantificadores existenciales en el sentido de Halmos, como lo muestra el si-

guiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos la H−álgebra A = {0, a ,b , c , d , f , g , 1}, la cual está

descrita como sigue:
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Definimos G , H por G (x ) = x =H (x ), para todo x ∈ A. Es fácil ver que G y

H son operadores temporales sobre A. Por otra parte,

F (a ∨b ) = 1 6= f = F (a )∨ F (b ) y P(a ∨b ) = 1 6= f = P(a )∨P(b ).

Además, en la lógica temporal intuicionista, los operadores temporales F

y P no pueden ser definidos por medio de G y H , es decir, las siguientes equi-

valencias no se satisfacen:

Fα↔¬G¬α y Pα↔¬H¬α.

Luego, la definición de F y P dada en (Ch5) no es correcta. Por lo tanto podemos

decir que la axiomatización algebraica dada por Chajda en [24] de los operado-

res temporales P y F no se ajusta a la definición de cuantificador existencial de

Halmos.
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4.1.2. Las IKt−álgebras

Con el objetivo de obtener una caracterización algebraica del sistema IKt,

en esta sección, vamos a introducir la variedad IKt. Más precisamente:

Definición 4.1.3. Sea A = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 una H−álgebra y sean G , H, F y P

operaciones unarias sobre A que satisfacen:

(t1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(t2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(t3) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ),

(t4) F (0) = 0, P(0) = 0,

(t5) F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

(t6) PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

(t7) F (x → y )≤G (x )→ F (y ), P(x → y )≤H (x )→ P(y ).

Entonces el álgebra (A ,G , H , F, P) será llamada IKt−álgebra y G , H, F y P serán

llamados operadores temporales.

Los siguientes son algunos ejemplos útiles.

Ejemplo 4.1.2. Sea (A ,G , H ) una t B−álgebra. Si definimos x → y = ¬x ∨ y ,

para cada x , y ∈ A, entonces (A ,G , H , F, P) es una IKt−álgebra, donde F y P

están definidos como en (tB3)∗ de la Proposición 1.1.3.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos la H−álgebraA representada en la Figura 4.
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Figura 4

Definimos los operadores G , H, F y P por medio de la siguiente tabla:

x 0 a b c d e f g 1

G(x) 0 0 b 0 d e d g 1

H(x) 0 a 0 c d 0 f d 1

F(x) 0 a d c d 1 f 1 1

P(x) 0 d b 1 d e 1 g 1

Entonces, es fácil ver que (A ,G , H , F, P) es una IKt−álgebra.

Vamos a detallar algunas propiedades básicas válidas en las IKt−álgebras,

probando solamente algunas de ellas.

Lema 4.1.2. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Entonces

(t8) x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),

(t9) x ≤ y implica F (x )≤ F (y ) y P(x )≤ P(y ),

(t10) F (x )→G (y )≤G (x → y ), P(x )→H (y )≤H (x → y ),

(t11) G (x → y )≤ F (x )→ F (y ), H (x → y )≤ P(x )→ P(y ),

(t12) G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ),

(t13) x ∧ F (y )≤ F (P(x )∧ y ), x ∧P(y )≤ P(F (x )∧ y ),
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(t14) F (x )∧ y = 0 si, sólo si, x ∧P(y ) = 0.

Dem. Los axiomas (t8) y (t9) son consecuencia de los axiomas (t2) y (t5), respec-

tivamente. A continuación, vamos a probar (t10). De (t7) obtenemos F (P(x )→

H (y )) ≤ G P(x ) → F H (y ). Dado que x ≤ G P(x ) y F H (y ) ≤ y podemos de-

ducir que G P(x ) → F H (y ) ≤ x → y . Luego, F (P(x ) → H (y )) ≤ x → y . De es-

ta última afirmación y de (t8) resulta que H F (P(x ) → H (y )) ≤ H (x → y ). En-

tonces de (t3), tenemos que P(x ) → H (y ) ≤ H (x → y ). La otra desigualdad

es análoga. Vamos a probar que se verifica (t11). Teniendo en cuenta el axio-

ma (t7), tenemos que G (x → y ) ≤ F ((x → y ) → y ) → F (y ). Por otra parte, de

(H2) se puede deducir que x ≤ (x → y ) → y . Entonces, de (t9) resulta que

F (x ) ≤ F ((x → y ) → y )). Entonces F ((x → y ) → y ) → F (y ) ≤ F (x ) → F (y ).

Luego, G (x → y ) ≤ F (x ) → F (y ). La otra desigualdad se prueba de manera

similar. Ahora, vamos a probar (t12). Dado que x ≤ y → (x ∧ y ), de (t8), ob-

tenemos G (x ) ≤ G (y → (x ∧ y )). De esta última afirmación y (t11), resulta que

G (x ) ≤ F (y ) → F (x ∧ y ), esto es, G (x ) ∧ F (y ) ≤ F (x ∧ y ). La otra desigualdad

se prueba de manera similar. Entonces, vamos a probar (t13). De (t3) tenemos

que x ∧ F (y ) ≤ G P(x )∧ F (y ). De esta última afirmación y de (t12) obtenemos

x ∧F (y )≤ F (P(x )∧y ). La otra desigualdad es análoga. Finalmente, veamos que

se verifica (t14). Vamos a suponer que F (x )∧ y = 0. De (t13) y (t4), obtenemos

x ∧P(y )≤ P(F (x )∧y ) = P(0) = 0. Luego, x ∧P(y ) = 0. En forma similar, podemos

probar la otra dirección.

�

Nuestra presentación de los operadores temporales difiere de la de

Chajda dado que nuestros operadores P y F no pueden derivarse por medio

de G y H , ver el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1.4. Consideremos la IKt−álgebra (A ,G , H , F, P), definida en el Ejem-

plo 4.1.3, entonces se puede ver que:

¬G (¬a ) = c 6= a = F (a ) y ¬H (¬a ) = 1 6= d = P(a ).
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El siguiente lema nos permite obtener una definición equivalente de una

IKt−álgebra.

Lema 4.1.3. Sean G , H dos operaciones unarias sobre una H−álgebra A =

〈A,∨, ∧,→, 0, 1〉 tal que G (1) = 1 y H (1) = 1. Entonces el axioma (t2) es equiva-

lente al siguiente:

(t2)∗ G (x → y )≤G (x )→G (y ), H (x → y )≤H (x )→H (y ).

Dem. Solo vamos a probar la equivalencia entre (t2) y (t2)∗ en el caso de G . De

(t2), (t8) y (H2), tenemos G (x )∧G (x → y ) =G (x ∧ (x → y )) =G (x ∧ y ) ≤G (y ).

Por lo tanto, G (x → y ) ≤ G (x ) → G (y ). Recíprocamente, sean x , y ∈ A tales

que x ≤ y . Entonces x → y = 1 y así, de (t2)∗ y la hipótesis, obtenemos que

1=G (x → y )≤G (x )→G (y ). Luego, G (x )≤G (y ) de donde obtenemos que G es

creciente. De la última afirmación y (t2)∗, inferimos que G (x )≤G (y → (x ∧y ))≤

G (y )→G (x∧y ). Por lo tanto, G (x )∧G (y )≤G (x∧y ). De esta última afirmación y

teniendo en cuenta que G es creciente, concluimos que G (x )∧G (y ) =G (x ∧y ).

�

Por lo tanto, si en la Definición 4.1.3 reemplazamos el axioma (t2) por

(t2)∗, obtenemos una definición equivalente de una IKt−álgebra.

El Lema 4.1.4 muestra la relación entre los operadores temporales y el

pseudocomplemento en una IKt−álgebra (A ,G , H , F, P).

Lema 4.1.4. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Entonces

(t15) G (0) = 0 si, y sólo si, G (¬x )≤¬G (x ),

(t16) H (0) = 0 si, y sólo si, H (¬x )≤¬H (x ),

(t17) G (¬x ) =¬F (x ), H (¬x ) =¬P(x ),

(t18) F (x )≤¬G (¬x ), P(x )≤¬H (¬x ),
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(t19) F (¬x )≤¬G (x ), P(¬x )≤¬H (x ).

Dem. Primero vamos a probar (t15). Supongamos que G (0) = 0. Entonces por

(t2)∗, tenemos que G (¬x ) =G (x → 0)≤G (x )→G (0) = ¬G (x ). Recíprocamente,

si G (¬x )≤¬G (x ) entonces G (0) =G (x ∧¬x ) =G (x )∧G (¬x )≤G (x )∧¬G (x ) = 0.

Por lo tanto, G (0) = 0. Debido a la simetría de los operadores temporales G y

H , (t16) se puede probar de manera similar a (t15). Vamos a probar (t17). Dado

que 0 ≤ G (0), tenemos F (x ) → 0 ≤ F (x ) → G (0). Aplicando (t10), obtenemos

¬F (x ) ≤ G (¬x ). Por otra parte, de (t11) y (t4), tenemos: G (¬x ) = G (x → 0) ≤

F (x )→ F (0) = ¬F (x ). Luego, G (¬x ) = ¬F (x ). La otra igualdad se prueba de una

manera similar. Vamos a probar (t18). Dado que F (x )≤¬¬F (x ), aplicando (t17),

tenemos que F (x ) ≤ ¬G (¬x ). De manera similar, P(x ) ≤ ¬H (¬x ). Finalmente,

vamos a verificar (t19). De (t4) y (t7), tenemos que: F (x → 0) ≤ G (x )→ F (0) =

G (x )→ 0, esto es, F (¬x )≤¬G (x ). P(¬x )≤¬H (x ) se prueba de manera similar.

�

4.1.3. Completitud algebraica del sistema IKt

En esta sección vamos a probar que las IKt−álgebras son la contraparte

algebraica del sistema IKt.

La lógica temporal intuicionista IKt fue introducida por Ewald [52] exten-

diendo el lenguaje de la lógica proposicional intuicionista con los operadores

unarios P , F , H y G . La axiomatización estilo Hilbert de IKt puede encontrarse

en [52][p. 171]:

(A1) Todos los axiomas de la lógica intuicionista (Int).

(A2) G (α→β )→ (Gα→Gβ ), H (α→β )→ (Hα→Hβ ),

(A3) G (α∧β )↔Gα∧Gβ , H (α∧β )↔Hα∧Hβ ,

(A4) F (α∨β )↔ Fα∨ Fβ , P(α∨β )↔ Pα∨Pβ ,
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(A5) G (α→β )→ (Fα→ Fβ ), H (α→β )→ (Pα→ Pβ ),

(A6) Gα∧ Fβ → F (α∧β ), Hα∧Pβ → P(α∧β ),

(A7) G¬α→¬Fα, H¬α→¬Pα,

(A8) F Hα→α, PGα→α,

(A9) α→G Pα, α→H Fα,

(A10) (Fα→Gβ )→G (α→β ), (Pα→Hβ )→H (α→β ),

(A11) F (α→β )→ (Gα→ Fβ ), P(α→β )→ (Hα→ Pβ ).

Las reglas de inferencia son modus ponens, y

(RG)
α

Gα
, (RH)

α

Hα
.

Es bien sabido que la axiomatización de Ewald no es minimal (ver por

ejemplo [148]), pues varios axiomas pueden deducirse de los otros. Además,

en contraste con la lógica proposicional clásica, F y P no pueden definirse en

términos de G y H , es decir, las siguientes equivalencias no se satisfacen:

Pα↔¬H¬α y Fα↔¬G¬α.

Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Vamos a denotar por V al conjunto

de todas las variables proposicionales y por For [V ] al conjunto de todas las

IKt−fórmulas.

Sea v : V −→ A una función que asigna a cada variable p en V un ele-

mento v (p ) de la H−álgebra A. Tales funciones son llamadas valuaciones. La

valuación v puede ser extendida unívocamente al conjunto For [V ] de todas

las IKt−fórmulas inductivamente de la siguiente manera:

1. v (α∧β ) = v (α)∧v (β ),

2. v (α∨β ) = v (α)∨v (β ),
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3. v (¬α) =¬v (α),

4. v (α→β ) = v (α)→ v (β ),

5. v (Gα) =G v (α),

6. v (Hα) =Hv (α),

7. v (Fα) = F v (α),

8. v (Pα) = Pv (α).

Diremos que una IKt−fórmula α ∈ For [V ] es válida si v (α) = 1 para todo

valuación v : For [V ]−→ A en cualquier IKt−álgebra (A ,G , H , F, P).

Teorema 4.1.1. Toda IKt−fórmula demostrable es válida.

Dem. La demostración correspondiente a los axiomas de la lógica intuicionista

y modus ponens son estándar (ver por ejemplo [133]). La validez del axioma

(A2) es una consecuencia del Lema 4.1.3. Además, la prueba de la validez de los

axiomas (A3), (A4), (A5), (A6), (A8), (A9), (A10) y (A11) son consecuencia de los

axiomas (t2), (t5), (t11), (t12), (t6), (t3), (t10) y (t7) respectivamente. Finalmente

la prueba de la validez del axioma (A7) se sigue de (t17). Así, solo resta probar

que las reglas (RG) y (RH) preservan validez. Sea v una valuación del conjunto

de todas las fórmulas For [V ] en alguna IKt−álgebra (A,G , H , F, P) y suponga-

mos que v (α) = 1. Luego, de (t1) tenemos que v (Gα) = G (vα) = G (1) = 1. Por

lo tanto, Gα es válida. De forma similar podemos probar que (RH) preserva

validez.

�

Para obtener la completitud, vamos a probar que las fórmulas válidas son

demostrables, construyendo el álgebra de Lindenbaum–Tarski de IKt (ver [133],

para más detalles). En primer lugar, vamos a definir una relación de equivalen-

cia ≡ sobre el conjunto For [V ]:
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α≡β ⇐⇒`α→β y `β →α,

donde `α significa que α es demostrable en IKt.

Lema 4.1.5. La relación de equivalencia ≡ es una congruencia sobre For [V ].

Dem. Solo vamos a probar que ≡ es compatible con las conectivas G y F . Su-

pongamos que α≡ β . Entonces `α→ β y ` β →α, lo que implica que `G (α→

β ) y `G (β →α). Luego, del axioma (A2) y modus ponens tenemos que `G (α)→

G (β ) y ` G (β ) → G (α), esto es, G (α) ≡ G (β ). Ahora vamos a probar que F es

compatible con ≡. Supongamos que α ≡ β . Entonces, podemos deducir que

` G (α → β ) y ` G (β → α). Luego, de (A5) y modus ponens obtenemos que `

Fα→ Fβ y ` Fβ → Fα. Por lo tanto, Fα≡ Fβ .

�

Para cada IKt−fórmula α ∈ For [V ], denotamos por [α]≡ la clase de equi-

valencia de α, esto es,

[α]≡ = {β ∈ For [V ] :α≡β}.

El conjunto de todas las IKt−clases es denotado por For [V ]/≡.

Dado que la equivalencia≡ es una congruencia sobre el conjunto For [V ],

podemos definir su álgebra cociente introduciendo las siguientes operaciones

sobre el conjunto cociente For [V ]/≡. Para α,β ∈ For [V ], ponemos:

1. [α]≡ ∨ [β ]≡ = [α∨β ]≡,

2. [α]≡ ∧ [β ]≡ = [α∧β ]≡,

3. [α]≡→ [β ]≡ = [α→β ]≡,

4. ¬[α]≡ = [¬α]≡,

5. G [α]≡ = [Gα]≡,

6. H [α]≡ = [Hα]≡,
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7. F [α]≡ = [Fα]≡,

8. P[α]≡ = [Pα]≡,

9. 0= [⊥]≡,

10. 1= [>]≡.

donde > es la constante verdad definida por

> := p → p

para alguna variable proposicional fija p ∈ V y ⊥ es la constante falso definida

por

⊥ :=¬>.

Dado que la clase de las IKt−álgebras es ecuacional y la relación≡ es una

congruencia, el álgebra cociente es una IKt−álgebra como se establece en la

siguiente proposición.

Proposición 4.1.1. El álgebra cociente

〈For [V ]/≡,∨,∧,→,G , H , F, P, 0, 1〉

es una IKt−álgebra.

La IKt−álgebra

〈For [V ]/≡,∨,∧,→,G , H , F, P, 0, 1〉

es la IKt−álgebra de Lindenbaum–Tarski. Ahora podemos definir una valua-

ción v ∗ : V −→ For [V ]/≡ por

v ∗(p ) = [p ]≡

Se puede verificar fácilmente por inducción sobre las fórmulas que
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v ∗(α) = [α]≡

para toda IKt−fórmula α∈ For [V ].

El siguiente lema será útil para probar la completitud algebraica de IKt.

Lema 4.1.6. Para cada IKt−fórmula α∈ For [V ],

`α⇐⇒ v ∗(α) = 1.

Dem. Si ` α, entonces ` > → α. La inversa, ` α → >, siempre se verifica. Así,

α ≡ > y v ∗(α) = [α]≡ = [>]≡ = 1. Recíprocamente, si v ∗(α) = [α]≡ = 1, entonces

`>→α. Por lo tanto, `α. �

El siguiente teorema muestra la completitud algebraica de IKt.

Teorema 4.1.2. Una IKt–fórmula es demostrable si, y sólo si, es válida.

Dem. Supongamos que α es válida. Entonces, v (α) = 1 para toda valuación v

sobre una IKt−álgebra (A ,G , H , F, P). En particular, tenemos que v ∗(α) = 1 en

la IKt−álgebra de Lindenbaum–Tarski. Del Lema 4.1.6 obtenemos que α debe

ser demostrable. La otra dirección fue probada en el Teorema 4.1.1.

�

Finalizaremos esta sección probando que IKt es conservativo sobre la ló-

gica intuicionista Int.

Sea For [V ]∗ el conjunto de todas las Int–fórmulas, esto es, el conjunto

For [V ]∗ es el subconjunto de todas las IKt–fórmulas For [V ] que no contienen

los conectivos G , H , F y P . Es claro que For [V ]∗ es el conjunto de fórmulas de la

lógica proposcional intuicionista Int. Para cada Int–fórmula α ∈ For [V ]∗, `Int α

denota que α es demostrable en Int. Esto significa que existe una demostración

de α que usa solamente los axiomas de (A1) y modus ponens.
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Proposición 4.1.2. IKt es conservativo sobre la lógica intuicionista, esto es, para

cada IKt–fórmula α∈ For [V ]∗,

`α⇐⇒`Int α.

Dem. Seaα∈ For [V ]∗ y supongamos que 6`Int α. Dado que la lógica intuicionista

Int es completa con respecto a la semántica de las H−álgebras, existe una H−ál-

gebraA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 y una valuación v ∗ : For [V ]∗ → A tal que v ∗(α) 6= 1.

Definiendo G (x ) = x , H (x ) = x , F (x ) = x y P(x ) = x para todo x ∈ A, podemos

extender esta H−álgebra a una IKt−álgebra (A ,G , H , F, P). También la valua-

ción v ∗ puede extenderse a una valuación v : For [V ]→ A por v (G p ) = v ∗(p ),

v (Hp ) = v ∗(p ), v (F p ) = v ∗(p ) y v (Pp ) = v ∗(p ) para todo p ∈ V . Entonces tene-

mos que v (α) 6= 1, lo que significa que 6` α por el Teorema 4.1.2. La recíproca es

trivial. �

4.1.4. Una dualidad discreta para las IKt−álgebras

En esta sección, describiremos una dualidad discreta para las IKt−álge-

bras teniendo en cuenta la indicada en [124] para las H−álgebras. Para tal fin,

introducimos la siguiente:

Definición 4.1.4. Una estructura (X ,≤, R , R−1) es un IKt−marco si (X ,≤) es un

H−marco, R es una relación binaria sobre X , y R−1 es la inversa de R tal que:

(K1) (≥ ◦R)⊆ (R◦ ≥),

(K2) (≥ ◦R−1)⊆ (R−1◦ ≥).

En lo que sigue, IKt−marcos serán denotados simplemente por X cuan-

do no haya lugar a confusión. Además, denotaremos por [x ) al conjunto {y ∈

X : x ≤ y } y por (x ] al conjunto {y ∈X : y ≤ x }.

Definición 4.1.5. Un marco canónico de una IKt−álgebra (A ,G , H , F, P) es una

estructura (X (A),≤c , Rc ,Qc ), donde (X (A),≤c ) es el marco canónico asociado

conA = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 y además se verifican las siguientes condiciones:
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(a) Rc y Qc son dos relaciones binarias sobreX (A),

(b) Rc = (Qc )−1,

(c) (S, T )∈Rc ⇐⇒G−1(S)⊆ T ⊆ F−1(S).

Lema 4.1.7. El marco canónico de una IKt−álgebra es un IKt−marco.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [124], solo tenemos

que probar (K1) y (K2). Supongamos que (S, T ) ∈ (≥c ◦Rc ). Entonces existe U ∈

X (A) tal que S ⊇ U y G−1(U ) ⊆ T ⊆ F−1(U ). Consideremos el filtro K genera-

do por T ∪G−1(S). Vamos a mostrar que K ⊆ F−1(S). Supongamos que x ∈ K .

Entonces, existe y ∈ T y z ∈ G−1(S) tal que y ∧ z ≤ x . Luego, y ≤ z → x así

F (y ) ≤ F (z → x ), y por lo tanto por (t7), obtenemos que F (y ) ≤ G (z )→ F (x ).

Dado que y ∈ T y T ⊆ F−1(S), tenemos que G (z ) → F (x ) ∈ S. De esta última

afirmación y del hecho que S es un sistema deductivo tenemos que F (x ) ∈ S,

esto es, x ∈ F−1(S). Por lo tanto, K ∩ (A \F−1(S)) = ;. Entonces por el teorema de

Birkhoff-Stone existe un filtro primo W ∈X (A) tal que W ⊆ F−1(S), G−1(S)⊆ T

y W ⊇ T , es decir, (S, T )∈ (Rc◦ ≥c ). Podemos probar (K2) de una manera similar

a (K1). �

Sea T una relación binaria sobre X y sea U un subconjunto de X . En lo

que sigue denotaremos por [T ]U al conjunto {x ∈ X : T (x ) ⊆U} y por 〈U 〉U al

conjunto {x ∈X : T (x )∩U 6= ;}.

Definición 4.1.6. El álgebra compleja de un IKt−marco (X ,≤, R , R−1) es

(C (X ),G c , H c , F c , Pc ),

dondeC (X ) es el álgebra compleja del H−marco (X ,≤), G c (U ) = [≤ ◦R]U, H c (U )

= [≤ ◦R−1]U, F c (U ) = 〈R〉U y Pc (U ) = 〈R−1〉U para todo U ∈C (X ).

El siguiente resultado es necesario para la prueba del Teorema 4.1.3.

Lema 4.1.8. C (X ) es cerrado bajo las operaciones G c , H c , F c y Pc .



192 Capítulo 4. Álgebras temporales con estructura subyacente de H−álgebras

Dem. Solo probaremos queC (X ) es cerrado bajo las operaciones G c y F c , esto

es, para cada U ∈ C (X ), [≤][≤ ◦R]U = [≤ ◦R]U y [≤]〈R〉U = 〈R〉U . En ambos

casos la inclusión ⊆ resulta de la reflexividad de ≤. En primer lugar, vamos a

probar que [≤ ◦R]U ⊆ [≤][≤ ◦R]U . Sean x , y ∈ X tales que R([x )) ⊆U y x ≤ y .

Vamos a probar que R([y )) ⊆U . Ahora supongamos que z ∈ R([y )). Entonces,

existe w ∈ [y ) tal que (w , z )∈R . Por la transitividad de la relación≤ obtenemos

que x ≤ w . Dado que (w , z ) ∈ R podemos deducir que z ∈ R([x )) por lo tanto

z ∈U . A continuación, vamos a probar que 〈R〉U ⊆ [≤]〈R〉U . Sea x ∈ 〈R〉U tal

que x ≤ y . Entonces, R(x )∩U 6= ;, esto es, existe w ∈U tal que (x , w ) ∈ R . Así,

de (K1) podemos deducir que (y , w ) ∈ (R◦ ≥). De esta última afirmación existe

z ∈ X tal que (y , z ) ∈ R y w ≤ z . Dado que U ∈C (X ) tenemos que z ∈ R(y )∩U .

Por lo tanto y ∈ 〈R〉U . �

Teorema 4.1.3. El álgebra compleja de un IKt−marco es una IKt−álgebra.

Dem. De los resultados establecidos en [124],C (X ) es una H−álgebra. Además

del Lema 4.1.8, C (X ) es cerrado bajo las operaciones G c , H c , F c y Pc . De la

definición de los operadores G c , H c , F c y Pc podemos obtener (t1), (t2), (t4) y

(t5). Vamos a probar que se verifican los axiomas restantes.

Vamos a probar que U ⊆ [≤ ◦R]〈R−1〉U . Sean x , y ∈ X tales que x ∈ U

y y ∈ R([x )). Entonces, existe z ∈ [x ) tal que (z , y ) ∈ R . Dado que U ∈ C (X )

tenemos que z ∈U y dado que z ∈ R−1(y ), obtenemos R−1(y )∩U 6= ;, esto es,

y ∈ 〈R−1〉U . De manera similar podemos probar que U ⊆ [≤ ◦R−1]〈R〉U . Por lo

tanto (t3) se verifica.

A continuación, vamos a probar que 〈R−1〉[≤ ◦R]U ⊆U . Sea x ∈ 〈R−1〉[≤

◦R]U . Entonces, R−1(x )∩ [≤ ◦R]U 6= ;. Luego, existe z ∈ R−1(x ) tal que R([z )) ⊆

U . Dado que≤ es reflexiva tenemos que (z ,x )∈ (≤ ◦R), esto es, x ∈R([z )). Por lo

tanto x ∈U . De manera similar podemos probar que 〈R〉[≤ ◦R−1]⊆U . Entonces

(t6) se verifica.

Finalmente, vamos a probar que (t7) se verifica. Supongamos que x ∈

〈R〉(U →c V ), x ≤ z y z ∈ [≤ ◦R]U . Vamos a probar que z ∈ 〈R〉V , es decir,
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R(z )∩ V 6= ;. Dado que x ∈ 〈R〉(U →c V ) entonces existe y ∈ R(x )∩ (U →c V ),

z ≥ x , (x , y ) ∈ R , y así de (K1) tenemos que (z , v ) ∈ R y v ≥ y para algún v ∈ X .

Dado que v ∈ R(z ) ⊆ (≤ ◦R)(z ) ⊆U , y ≤ v y y ∈ (U →c V ) entonces v ∈ V . Por

lo tanto, R(z )∩V 6= ;. De manera similar podemos probar 〈R−1〉(U →c V ) ⊆ [≤

◦R−1]U →c 〈R−1〉V .

�

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento h : A −→C (X (A)), preser-

va G , H , F y P , esto es,

Lema 4.1.9. Sea (A,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Para cada a ∈ A,

(a) h(G (a )) =G c (h(a )) = [≤c ◦Rc ]h(a ),

(b) h(H (a )) =H c (h(a )) = [≤c ◦Qc ]h(a ),

(c) h(F (a )) = F c (h(a )) = 〈Rc 〉h(a ),

(d) h(P(a )) = Pc (h(a )) = 〈Qc 〉h(a ).

Dem. Solo vamos a probar (a) y (c).

(a): Sea G (a ) ∈ S y probemos que (≤c ◦Rc )(S) ⊆ h(a ). Supongamos que T ∈ (≤c

◦Rc )(S). Entonces existe W ∈ X (A) tal que S ⊆ W y G−1(W ) ⊆ T ⊆ F−1(W ).

Dado que a ∈G−1(S) y S ⊆W tenemos que a ∈G−1(W ). Luego, a ∈ T , es decir,

T ∈ h(a ). Por otra parte, vamos a demostrar que, para cada a ∈ A, si G (a ) /∈ S

entonces S /∈ [≤c ◦Rc ]h(a ). Dado que ≤c es reflexiva, es suficiente con mostrar

que, si G (a ) /∈ S entonces S /∈ [Rc ]h(a ). Supongamos que G (a ) /∈ S y F (b ) /∈ S.

Entonces a /∈ G−1(S) y b /∈ F−1(S). Consideremos el ideal ↓ a ∩ ↓ b , donde ↓ x

denota el ideal generado por el conjunto unitario {x }. Entonces,

(↓ a ∩ ↓b )∩G−1(S)⊆↓ a ∩G−1(S) = ; y G−1(S) es un filtro.

Entonces, por el teorema Birkhoff-Stone existe un filtro primo T tal que

G−1(S)⊆ T y a /∈ T y b /∈ T .
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Luego, G (a ) /∈S implica, para algún T ∈X (A), a /∈ T y T ⊆ F−1(S) y si b /∈ F−1(S)

entonces b /∈ T .

(c): Para cada a ∈ A y para cada S ∈X (A), probemos que

F (a )∈S si, y sólo si, existe T ∈X (A) tal que G−1(S)⊆ T ⊆ F−1(S) y a ∈ T .

La implicación de derecha a izquierda es trivial. Supongamos que F (a ) ∈ S y

G (b ) ∈ S. Entonces a ∈ F−1(S) y b ∈ G−1(S). Consideremos el filtro ↑ a ∩ ↑ b ,

donde ↑ x denota al filtro generado por el conjunto unitario {x }. Tenemos que

(↑ a ∩ ↑b )∩ (A \ F−1(S))⊆↑ a ∩ (A \ F−1(S)) = ; y A \ F−1(S) es un ideal.

Así, por el teorema de Birkhoff-Stone existe un filtro primo T tal que

T ∩ (A \ F−1(S)) = ; y a ∈ T y b ∈ T .

Luego a ∈ F−1(S) implica, para algún T ∈ X (A), T ⊆ F−1(S) y a ∈ T y si b ∈

G−1(S) entonces b ∈ T .

�

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento de orden k : X −→X (C (X )),

preserva la relación R , esto es,

Lema 4.1.10. Sea (X ,≤, R , R−1) un IKt−marco y sean x , y ∈X . Entonces,

(x , y )∈R si, y sólo si, (k (x ), k (y ))∈Rc .

Dem. Supongamos que (x , y )∈R . Necesitamos mostrar que

(k (x ), k (y ))∈Rc .

Notemos que

(k (x ), k (y ))∈Rc si, y sólo si, [≤ ◦R]−1(k (x ))⊆ k (y ) y k (y )⊆ 〈R〉−1k (x )

si, y sólo si, para todo U ∈C (X ), x ∈ [≤ ◦R]U implica y ∈U

y para todo U ∈C (X ), y ∈U implica x ∈ 〈R〉U .
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Tomemos cualquier U ∈C (X ) tal que x ∈ [≤ ◦R]U . Entonces, dado que (x , y ) ∈

R y R ⊆ (≤ ◦R), tenemos que y ∈ U . Tomemos cualquier U ∈ C (X ) tal que

y ∈ U . Entonces, dado que (x , y ) ∈ R tenemos que x ∈ 〈R〉U . Por otra parte,

supongamos que (k (x ), k (y )) ∈ Rc . Entonces, [≤]{y } ∈ C (X ). Así x ∈ 〈R〉[≤]{y }.

De esta última afirmación y (K1) podemos deducir que x ∈ [≤]〈R〉{y }. Así, por

la reflexividad de≤ tenemos que x ∈ 〈R〉{y }, esto es, (x , y )∈R , como queríamos

demostrar.

�

Entonces, tenemos una dualidad discreta entre IKt−marcos y IKt−álge-

bras.

Teorema 4.1.4.

(a) Toda IKt−álgebra es sumergible en el álgebra compleja de su marco canóni-

co.

(b) Todo IKt−marco es sumergible en el marco canónico de su álgebra com-

pleja.

4.1.5. Una construcción general de los operadores temporales

En esta sección, vamos a dar una construcción general de los operadores

temporales sobre una H−álgebra completa por medio de los llamados H−mar-

cos. Construcciones similares fueron indicadas en [24], [8], [26] y [25]. SeaA =

〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 una H−álgebra y AX el conjunto de todas las funciones de X en

A. Es fácil ver queA X = 〈AX ,∨,∧,→,O,I〉 es una H−álgebra, donde las opera-

ciones ∨,∧,→ están definidas puntualemente y además O(x ) = 0, I(x ) = 1 para

cada x ∈X .

Teniendo en cuenta las afirmaciones anteriores podemos formular el si-

guiente teorema:
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Teorema 4.1.5. Sea A = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 una H−álgebra completa y (X ,≤) un

H−marco. Definimos los operadores G , H, F y P sobre AX como sigue:

G (p )(x ) =
∧

y∈[x )

{p (y )}, H (p )(x ) =
∧

y∈(x ]

{p (y )},

F (p )(x ) =
∨

y∈[x )

{p (y )}, P(p )(x ) =
∨

y∈(x ]

{p (y )}.

Entonces (A X ,G , H , F, P) es una IKt−álgebra tal que G (O) =O, H (O) =O,

F (I) = I y P(I) = I. Además, se verifican:

(a) G (p )≤ F (p ) para todo p ∈ AX ,

(b) H (p )≤ P(p ) para todo p ∈ AX .

Dem. Es evidente probar los axiomas (t1) y (t4). Dado queA es una H−álgebra

completa y las operaciones de ínfimo y supremo son asociativas, obtenemos

(t2) y (t5) de forma inmediata. De la definición de G y P tenemos que:

G P(p )(x ) =
∧

y∈[x )

{
∨

z∈(y ]

{p (z )}}.

Por otra parte, es claro que

p (x )≤
∨

z∈(y ]

{p (z )}, para cada y ∈ [x ).(4.1)

De 4.1 y la definición de ínfimo, tenemos que

p (x )≤
∧

y∈[x )

{
∨

z∈(y ]

{p (z )}}.

Por lo tanto, p ≤G P(p ). En forma análoga, se puede probar que p ≤H F (p ). Por

lo tanto, (t3) se verifica.

De la definición de P y G , tenemos que

PG (p )(x ) =
∨

y∈(x ]

{
∧

z∈[y )

{p (z )}}.
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Además, se verifica que

∧

z∈[y )

{p (z )} ≤ p (x ), para cada y ∈ (x ].(4.2)

De 4.2 y la definición de supremo, tenemos que

∨

y∈(x ]

{
∧

z∈[y )

{p (z )}} ≤ p (x ).

Luego, PG (p )≤ p . En forma análoga, se puede probar que

F H (p )≤ p .

Por lo tanto, (t6) se verifica. Finalmente, verifiquemos (t7). Sea y ∈ (x ], entonces

∧

z∈(x ]
{p (z )}∧ (p (y )→q (y ))≤ p (y )∧ (p (y )→q (y ))

≤q (y )

≤
∨

z∈(x ]
{q (z )}.

De la desigualdad anterior, tenemos que

(p (y )→q (y ))≤
∧

z∈(x ]

{p (z )}→
∨

z∈(x ]

{q (z )},

para cada y ∈ (x ].

Luego,
∨

y∈(x ]

(p (y )→q (y ))≤
∧

z∈(x ]

{p (z )}→
∨

z∈(x ]

{q (z )},

esto es, F (p → q )≤G (p )→ F (q ). De manera similar, se prueba que P(p → q )≤

H (p )→ P(q ). Por lo tanto, (A X ,G , H , F, P) es una IKt−álgebra. Además, es claro

que G (O) =O=H (O) y que F (I) = I= P(I). Por otra parte, por la reflexividad de

la relación ≤, tenemos que

G (p )(x ) =
∧

y∈[x )
{p (y )} ≤ p (x )≤

∨

y∈[x )
{p (y )}= F (p )(x ).
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Por lo tanto, G (p ) ≤ F (p ). De manera similar podemos probar que se verifica

(b).

�

El siguiente ejemplo es una aplicación del teorema previo.

Ejemplo 4.1.5. Sea (X ,≤) un H−marco, donde X = {1, 2} y ≤ denota el orden

natural. Sea A la H−álgebra de tres elementos, esto es, A = {0, a , 1}, donde 0 ≤

a ≤ 1. Consideremos la H−álgebra AX la cual tiene 9 elementos y cuyo diagra-

ma de puede visualizarse en el Ejemplo 4.1.3. Entonces podemos identificar los

elementos como sigue:

0 a b c d e f g 1

(0,0) (a ,0) (0,a ) (1,0) (a ,a ) (0,1) (1,a ) (a ,1) (1,1)

Dado que X = {1, 2}, aplicando el Teorema 4.1.5 tenemos:

x G(x) H(x) F(x) P(x)

(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)

(a,0) (0,0) (a,0) (a,0) (a,a)

(0,a) (0,a) (0,0) (a,a) (0,a)

(1,0) (0,0) (1,0) (1,0) (1,1)

(a,a) (a,a) (a,a) (a,a) (a,a)

(0,1) (0,1) (0,0) (1,1) (0,1)

(1,a) (a,a) (1,a) (1,a) (1,1)

(a,1) (a,1) (a,a) (1,1) (a,1)

(1,1) (1,1) (1,1) (1,1) (1,1)

Observemos que G , H , F y P son los operadores temporales del Ejemplo

4.1.3.
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4.1.6. Congruencias y sistemas deductivos temporales

Con el objetivo de caracterizar las IKt−congruencias, introducimos la si-

guiente definición:

Definición 4.1.7. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Un subconjunto D de A

es un sistema deductivo temporal, si este satisface (D1), (D2) y la condición adi-

cional

(D3) G (x ), H (x )∈D para cada x ∈D.

Vamos a probar que el retículo de las IKt−congruencias Con I K t (A) es iso-

morfo al retículo de todos los sistemas deductivos de A,DI K t (A).

Lema 4.1.11. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Entonces

Con I K t (A) = {R(D) : D ∈DI K t (A)},

donde R(D) está definida como en la Subseción 1.1.13.

Dem. Sea D ∈ DI K t (A), dado que A es una H−álgebra y D es un sistema de-

ductivo de A, tenemos que R(D) ∈ Con H (A). Vamos a probar que R(D) preser-

va los operadores temporales. Sea (x , y ) ∈ R(D) dado que D es un sistema de-

ductivo temporal, G (x → y ),G (y → x ) ∈D. Entonces por (t2)∗, obtenemos que

G (x )→G (y ),G (y )→G (x ) ∈D, esto es, (G (x ),G (y )) ∈ R(D). Por otra parte, dado

que G (x → y ),G (y → x ) ∈D, aplicando (t11), tenemos que F (x )→ F (y ), F (y )→

F (x ) ∈ D; esto es, (F (x ), F (y )) ∈ R(D). De manera similar, se prueba que R(D)

preserva H y P . Recíprocamente, sea θ ∈Con I K t (A), entonces θ ∈Con H (A). De

los resultados expuestos en la Subsección 1.1.13, tenemos que [1]θ es un sis-

tema deductivo de A y R([1]θ ) = θ . Además, de la hipótesis y (t1) tenemos que

(G (x ), 1)∈ θ y (H (x ), 1)∈ θ siempre que (x , 1)∈ θ , esto es, [1]θ ∈DI K t (A), lo cual

completa la prueba.

�

Teniendo en cuenta los resultados establecidos en la Subsección 1.1.13 y

Lema 4.1.11, obtenemos:
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Teorema 4.1.6. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Entonces, los retículos

Con I K t (A) yDI K t (A) son isomorfos.

Vamos a definir el operador d sobre una IKt−álgebra (A ,G , H , F, P). Este

operador fue definido previamente en [104] para t B−álgebras, en [43] para

M V−álgebras temporales, y en [29] para las álgebras de Łukasiewicz-Moisil

θ−valuadas temporales, respectivamente. Usaremos las propiedades de d para

caracterizar las IKt−álgebras simples y subdirectamente irreducibles.

Definición 4.1.8. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Definimos la operación

unaria d = dA sobre A por d (x ) =G (x )∧ x ∧H (x ), para cada x ∈ A. Para cada

n ∈ω definimos d n (x ) por : d 0(x ) = x , d n+1(x ) = d (d n (x )).

Lema 4.1.12. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. Entonces para cada n ∈ω, se

verifican:

(a) d n (1) = 1 y d n (0) = 0,

(b) d n+1(x )≤ d n (x ),

(c) d n (x ∧ y ) = d n (x )∧d n (y ),

(d) x ≤ y implica d n (x )≤ d n (y ),

(e) D ∈DI K t (A) si, y sólo si, D es un filtro cerrado bajo d .

Dem. Es fácil probar (a), (b), (c) y (d). Vamos a probar que (e) se satisface. (⇒)

Supongamos que D es un sistema deductivo temporal. Entonces D es un filtro

y D es cerrado bajo las operaciones G y H . Sea x ∈D. Entonces d (x ) =G (x )∧x∧

H (x ) y resulta que d (x )∈D. (⇐) Supongamos que D es un filtro cerrado bajo d .

Debemos probar que D es cerrado bajo G y H . Sea x ∈D. Entonces d (x )≤G (x )

y d (x )≤H (x ). De donde resulta que G (x ), H (x )∈D. �

Proposición 4.1.3. Sea (A ,G , H , F, P) una IKt−álgebra. El sistema deductivo

temporal 〈a 〉 de (A ,G , H , F, P) generado por {a } tiene la siguiente forma:

〈a 〉= {x ∈ A : d n (a )≤ x , para algún n ∈ω}.
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Dem. Denotemos por Σ al lado derecho de la igualdad anterior. 1 ∈ Σ, dado

que d 0a = a ≤ 1. Sea x ∈Σ tal que x ≤ y . Luego, existe n ∈ω tal que d n (a )≤ x .

Dado que x ≤ y , tenemos que d n (a )≤ y , esto es, y ∈Σ. A continuación, vamos

a probar que x ∧ y ∈ Σ, para x , y ∈ Σ. Sean x , y ∈ Σ, entonces existen n , m ∈ω

tales que d n (a ) ≤ x y d m (a ) ≤ y . Si tomamos k = n +m , del Lema 4.1.12, se

verifica que d k (a )≤ x y d k (a )≤ y , de donde resulta que d k (a )≤ x ∧ y , esto es,

x ∧ y ∈Σ. De (b) del Lema 4.1.12, obtenemos que Σ es cerrado bajo el operador

d . Por lo tanto, de (e) del Lema 4.1.12, Σ es un sistema deductivo temporal. El

resto de la prueba es obvia.

�

Los dos resultados siguientes son consecuencia de la Proposición 4.1.3 y

Teorema 4.1.6 (ver [104], [43], para resultados similares en el caso de t B−álgebras

y M V−álgebras temporales, respectivamente).

Proposición 4.1.4. Para cada IKt−álgebra (A ,G , H , F, P) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (A ,G , H , F, P) es una IKt álgebra simple,

(ii) (A ,G , H , F, P) satisface la propiedad:

(A) Para cada a ∈ A \ {1} existe n ∈ω tal que d n (a ) = 0.

Proposición 4.1.5. Para cada IKt−álgebra (A ,G , H , F, P) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (A ,G , H , F, P) es una IKt−álgebra subdirectamente irreducible,

(ii) (A ,G , H , F, P) satisface la propiedad:

(B) Existe b ∈ A \ {1}, tal que: para cada a ∈ A \ {1} existe n ∈ ω tal que

d n (a )≤b .

Finalmente, vamos a mostrar un ejemplo de una IKt−álgebra subdirec-

tamente irreducible la cual no es una H−álgebra subdirectamente irreducible.
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Ejemplo 4.1.6. Consideremos la IKt−álgebra (A ,G , H , F, P) del Ejemplo 4.1.3.

Es claro queA no es una H−álgebra subdirectamente irreducible. Por otra parte,

teniendo en cuenta (B) de la Proposición 4.1.5, podemos chequear que la estruc-

tura (A ,G , H , F, P) es una IKt−álgebra subdirectamente irreducible.

4.2. t S H−álgebras

En esta sección introduciremos las SH−álgebras temporales como una

generalización natural de las B−álgebras temporales.

4.2.1. t S H−álgebras: definiciones y propiedades

Definición 4.2.1. Un álgebra de Heyting simétrica temporal (o SH−álgebra tem-

poral, o t SH−álgebra) es una terna (A ,G , H ) tal queA = 〈A,∨,∧,→,∼, 0, 1〉 es

una SH−álgebra y G , H son dos operadores unarios sobre A tales que, para todo

x , y ∈ A :

(tsh1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(tsh2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(tsh3) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P y F están definidos por P(x ) =∼H (∼ x )

y F (x ) =∼G (∼ x ).

Ejemplo 4.2.1. Si (A ,G , H ) una t B−álgebra, y definimos

x → y =¬x ∨ y ,

para cada x , y ∈ A, entonces (A ,G , H ) es una t SH−álgebra.

Lema 4.2.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda t SH−álgebra

(A ,G , H ) :

(tsh4) x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),
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(tsh5) x ≤ y implica P(x )≤ P(y ) y F (x )≤ F (y ),

(tsh6) G (x )∨G (y )≤G (x ∨ y ), H (x )∨H (y )≤H (x ∨ y ),

(tsh7) P(x ∧ y )≤ P(x )∧P(y ), F (x ∧ y )≤ F (x )∧ F (y ),

(tsh8) P(0) = 0, F (0) = 0,

(tsh9) P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ), F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ),

(tsh10) F H (x )≤ x , PG (x )≤ x .

Dem. Es de rutina. �

Lema 4.2.2. Sean G y H dos operaciones unarias sobre una SH−álgebra A =

〈A,∨,∧,→,∼, 0, 1〉 tal que G (1) = 1 y H (1) = 1. Entonces, la condición (tsh2) es

equivalente a la siguiente condición:

(tsh2)∗ G (x → y )≤G (x )→G (y ), H (x → y )≤H (x )→H (y ).

Dem. La demostración es similar a la dada en el Lema 4.1.3.

�

Por lo tanto, si reemplazamos en la Definición 4.2.1 el axioma (tsh2) por

el (tsh2)∗, obtenemos una definición equivalente de t SH−álgebra.

Lema 4.2.3. Sea (A ,G , H ) una t SH−álgebra. Si M es un filtro de A, entonces

G−1(M ) y H−1(M ) son filtros de A.

Dem. La prueba es una consecuencia directa de (tsh1) y (tsh2) de la Definición

4.2.1.

�

4.2.2. Una dualidad discreta para las t S H−álgebras

En esta sección, describiremos una dualidad discreta para las t SH−álge-

bras utilizando las descritas para las M−álgebras y para las H−álgebras. Para

tal fin, introducimos la siguiente:
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Definición 4.2.2. Un SH−marco temporal (o TSH−marco ) es una estructura

(X ,≤, g , R ,Q) donde (X ,≤, g ) es un M−marco, (X , R ,Q) es un marco débil y se

satisfacen las siguientes condiciones adicionales:

(fsh1) (≤ ◦R◦ ≤)⊆R ,

(fsh2) x R g (y )⇔ yQ g (x ), para todo x , y ∈X .

Proposición 4.2.1. En todo TSH−marco (X ,≤, g , R ,Q) se satisface la siguiente

propiedad:

(fsh3) (≤ ◦Q◦ ≤)⊆Q .

Dem. Sea (x , y )∈ (≤ ◦Q◦ ≤). Entonces, existe z , w ∈X tales que x ≤ z , (z , w )∈Q

y w ≤ y . Dado que (X ,≤, g ) es un M−marco tenemos que g (z ) ≤ g (x ), g (y ) ≤

g (w ), y (g (g (z )), g (g (w ))) ∈Q . Aplicando (fsh2), obtenemos que (g (w ), g (z )) ∈

R . Así, (g (y ), g (x )) ∈ R . Entonces, aplicando nuevamente (fsh2) tenemos que

xQy .

�

En lo que sigue, los TSH−marcos serán denotados simplemente por X

cuando no haya lugar a confusión.

Definición 4.2.3. Un marco canónico de una t SH−álgebra (A ,G , H ) es una es-

tructura (X (A ),≤c , g c , Rc ,Qc ), donde (X (A ),≤c , g c ) es el marco canónico aso-

ciado al M−reducto 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 y se verifican las siguientes condiciones para

S, T ∈X (A ).

(rsh1) SRc T ⇔G−1(S)⊆ T,

(rsh2) SQc T ⇔H−1(S)⊆ T.

Lema 4.2.4. El marco canónico de una t SH−álgebra es un TSH−marco.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en la Subsección 1.2.4,

solo tenemos que probar (fsh1) y (fsh2).
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(fsh1): Sea (S, T ) ∈ (≤c ◦Rc◦ ≤). Entonces existen V, W ∈X (A ) tales que S ⊆ V,

V Rc W y W ⊆ T. De las dos últimas afirmaciones tenemos que G−1(V )⊆ T. Por

lo tanto, dado que S ⊆V inferimos que SRc T .

(fsh2): Sean T Rc g c (S) y a ∈ H−1(S). Supongamos que ∼ a ∈ T . Por otra parte,

de (tsh3) de la Definición 4.2.1 tenemos que ∼ a ≤G (∼H (a )) y así, obtenemos

que G (∼H (a )) ∈ T . De esta última afirmación y del hecho que G−1(T )⊆ g c (S),

obtenemos∼H (a )∈ g c (S). Luego, H (a ) /∈S lo cual es una contradicción. Por lo

tanto, a ∈ g c (T ). De donde concluimos que PQc g c (F ). La recíproca se prueba

de manera similar.

�

Definición 4.2.4. El álgebra compleja de un t SH−marco (X ,≤, g , R ,Q) es

〈C (X ),∨c ,∧c ,→c ,∼c ,G c , H c , 0c , 1c 〉,

donde 〈C (X ),∨c ,∧c ,→c ,∼c , 0c , 1c 〉, es el álgebra compleja del H−marco (X ,≤),

∼c U =X \ g (U ), G c (U ) = [R]U y H c (U ) = [Q]U para todo U ∈C (X ).

Lema 4.2.5. El álgebra compleja de un TSH−marco es una t SH−álgebra.

Dem. De [49, 124], C (X ) es cerrado bajo las operaciones de retículo, ∼c y→c .

Ahora, vamos a probar queC (X ) es cerrado bajo G c , es decir, G c (U ) = [≤]G c (U ).

De la reflexividad de ≤, tenemos que [≤]G c (U ) ⊆G c (U ). Supongamos que x ∈

G c (U ). Sea y ∈ X tal que x ≤ y y tomemos z ∈ X que verifique y Rz . Luego, de

la reflexividad de ≤ y (fsh1) inferimos que x Rz . Así, z ∈U y por lo tanto, x ∈ [≤

]G c (U ). Entonces, G c (U )⊆ [≤]G c (U ). En forma similar, usando (fsh3), se prueba

que H c (U ) = [≤]H c (U ). Por otra parte, claramente se satisfacen los axiomas

(tsh1) y (tsh2). Por lo tanto solo resta probar (tsh3). Sea x ∈ U y supongamos

que x /∈ G c (∼c H c (∼c U )). Entonces, existe y ∈ X tal que x Ry y y /∈∼c H c (∼c

U ). De esta última afirmación, y ∈ g (H c (∼c U )) y así, y = g (z ) para algún z ∈

H c (∼c U ). Luego, x R g (z ) y de (fsh2) tenemos que zQ g (x ). Esta afirmación y

del hecho que z ∈ H c (∼c U ) nos permite inferir que g (x ) /∈ g (U ), lo cual es
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una contradicción. Así, U ⊆G c (∼c H c (∼c U )). En forma análoga, se prueba que

U ⊆H c (∼c G c (∼c U )).

�

Ahora vamos a mostrar que la inmersión h :A −→C (X (A )), preserva G

y H , esto es,

Lema 4.2.6. Para todo a ∈ A, h(G (a )) =G c (h(a )) y h(H (a )) =H c (h(a )).

Dem. Sea S ∈ h(G (a )); entonces G (a ) ∈ S. Supongamos que T ∈X (A ) verifica

que SRc T . Entonces de (rsh1), G−1(S)⊆ T y así, a ∈ T . Por lo tanto, S ∈G c (h(a ))

de donde inferimos que h(G (a ))⊆G c (h(a )). Recíprocamente, supongamos que

S ∈ G c (h(a )). Entonces para todo T ∈ X (A ), SRc T implica que T ∈ h(a ). Su-

pongamos que G (a ) /∈S. Entonces G−1(S) es un filtro y a /∈G−1(S). Luego, existe

V ∈ X (A ) tal que a /∈ V y G−1(S) ⊆ V . Esta última afirmación y (rsh1) nos

permite concluir que SRc V . De esta afirmación tenemos que V ∈ h(a ) y así,

a ∈V, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, h(G (a )) =G c (h(a )). De manera

similar, usando (rsh2), se prueba que h(H (a )) =H c (h(a )).

�

El Lema 4.2.7 muestra que la inmersión de orden k : X −→ X (C (X ))

definida por k (x ) = {U ∈C (X ) : x ∈U} preserva las relaciones R y Q .

Lema 4.2.7. Sea (X ,≤, g , R ,Q) un t SH−marco y sean x , y ∈X . Entonces,

(i) x Ry ⇔ k (x )Rc k (y ),

(ii) xQy ⇔ k (x )Qc k (y ).

Dem. Solo probaremos (i). Sea x Ry y supongamos que U ∈ C (X ) verifica que

G c (U ) ∈ k (x ). Entonces, es fácil ver que y ∈ U y así, k (x )Rc k (y ). Recíproca-

mente, sean x , y ∈ X tales que k (x )Rc k (y ). Entonces, G c−1(k (x )) ⊆ k (y ). Por

otra parte, notemos que [≤](X \ (y ]) ∈ C (X ) y y /∈ [≤](X \ (y ]). Entonces, [≤

](X \(y ]) /∈ k (y ) y así, [≤](X \(y ]) /∈G c−1(k (x )). Por lo tanto, [R]([≤](X \(y ])) /∈ k (x )

de donde inferimos que x /∈ [R]([≤](X \ (y ]). Entonces, existe z ∈ X tal que x Rz
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y z /∈ [≤](X \ (y ]). De esta última afirmación existe w ∈ X tal que z ≤w y w ≤ y ,

lo que nos permite inferir que z ≤ y . Luego, en virtud de la reflexividad de ≤ y

(fsh1), x Ry como queríamos probar.

�

Entonces, tenemos una dualidad discreta entre TSH−marcos y t SH−ál-

gebras.

Teorema 4.2.1.

(a) Toda t SH−álgebra es inmersible en el álgebra compleja de su marco canóni-

co.

(b) Todo TSH−marco es inmersible en el marco canónico de su álgebra com-

pleja.

4.2.3. Un cálculo proposicional basado en t S H−álgebras

En esta sección, describiremos un cálculo proposicional que tiene a las

t SH−álgebras como contraparte algebraica. La terminología y símbolos usa-

dos aquí coinciden en general con los usados en [134].

SeaL = (A0, For [V ]) un lenguaje formalizado de orden cero, donde en el

alfabeto A0 = (V, L 0, L 1, L 2,U ) el conjunto

V de variables proposicionales es numerable,

L 0 es vacío,

L 1 contiene tres elementos denotados por ∼, G y H llamados símbolo de

negación y símbolo de operadore temporales, respectivamente,

L 2 contiene tres elementos denotados por ∨, ∧, →, llamados símbolo de

disyunción, símbolo de conjunción y símbolo de implicación, respecti-

vamente,
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U contiene dos elementos denotados por (, ).

Para cada α, β en el conjunto For [V ] de todas las fórmulas sobre A0, en

lugar de (α → β ) ∧ (β → α), ∼ G ∼ α y ∼ H ∼ α escribiremos para abreviar

α↔β , Fα y Pα, respectivamente.

Supongamos que el conjuntoAl de los axiomas lógicos consiste de todas

las fórmulas de la siguiente forma, donde α, β son fórmulas cualesquiera en

For [V ]:

(MS0) los axiomas del cálculo proposicional modal simétrico, es decir, los axio-

mas (A1)-(A10) indicados en [115, pag. 60],

(MS1) G (α→β )→ (Gα→Gβ ), H (α→β )→ (Hα→Hβ ),

(MS2) α→G Pα, α→H Fα.

El operador de consecuencia CL en L está determinado por Al y las

siguientes reglas de inferencia:

(R1)
α, α→β
β

,

(R2)
α→β
∼β →∼α

,

(R3)
α

Gα
,

(R4)
α

Hα
.

El sistema T MS = (L ,CL ) así obtenido será llamado el T MS−cálculo

proposicional. Denotaremos porT al conjunto de todas las fórmulas demostra-

bles en T MS. Si α pertenece a T escribiremos `α.

Sea ≈ la relación binaria sobre For [V ] definida por
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α≈β ⇐⇒`α↔β .

Entonces es fácil chequear que ≈ es una relación de congruencia sobre

〈For [V ],∨,∧,→,∼,G , H〉 y T determina una clase de equivalencia la cual de-

notaremos por 1. Además, teniendo en cuenta [115, pag. 62] se puede deducir

que

Teorema 4.2.2. 〈For [V ]/ ≈,∨,∧,→,∼,G , H , 0, 1〉 es una t SH−álgebra, siendo

0=∼ 1.

Definición 4.2.5. Un t SH−modelo basado en un TSH−marco K = (X ,≤, g , R ,Q)

es un sistema M = (K , m ) tal que m : V −→P (X ) es una función que asigna sub-

conjuntos de estados a variables proposicionales, es decir, satisface la siguiente

condición:

(her) x ≤ y y x ∈m (p ) implica y ∈m (p ).

Observación 4.2.1. A la función m de la Definición 4.2.5 anterior la llamaremos

función de significado o valuación.

Definición 4.2.6. Un t SH−modelo M = ((X ,≤, g , R ,Q); m ) satisface una fórmu-

la α en el estado x y escribiremos M |=x α, si se satisfacen las siguientes condi-

ciones:

M |=x p ⇐⇒ x ∈m (p ) para p ∈V ,

M |=x α∨β ⇐⇒M |=x α o M |=x β ,

M |=x α∧β ⇐⇒M |=x α y M |=x β ,

M |=x∼α⇐⇒M 6|=g (x ) α,

M |=x α→β ⇐⇒ para todo y , si x ≤ y y M |=y α entonces M |=y β ,

M |=x Gα⇐⇒ para todo y , si x Ry entonces M |=y α,
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M |=x Hα⇐⇒ para todo y , si xQy entonces M |=y α.

Definición 4.2.7.

Un fórmula α es verdadera en un t SH−modelo M (denotada por M |= α)

si, y sólo si, para todo x ∈X , M |=x α.

La fórmula α es verdadera en un TSH−marco K (denotada por K |=α) si,

y sólo si, esta es verdadera en todo t SH−modelo basado en K .

La fórmula α es válida si, y sólo si, es verdadera en todo TSH−marco.

Proposición 4.2.2. Dado un t SH−modelo M = ((X ,≤, g , R ,Q); m ), la función

m puede ser extendida a todas las fórmulas por m (α) = {x ∈ X : M |=x α}. Para

todo t SH−modelo M y para toda fórmula α, esta extensión tiene la siguiente

propiedad:

(her) si x ≤ y y x ∈m (α) entonces y ∈m (α).

Dem. La prueba es por inducción con respecto a la complejidad de α. Por dar

un ejemplo mostraremos (her) para fórmulas de la forma Gα. Sea (1) x ≤ y y (2)

M |=x G (α). Supongamos que y Rz , entonces por (1),(2) y (fsh1), tenemos que

M |=z α. �

Teorema 4.2.3. (Teorema de Completitud) Sea α una fórmula en T MS. En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) α es demostrable en T MS,

(ii) α es válida.

Dem. (i)⇒ (ii): Procederemos por inducción sobre la complejidad de la fórmu-

la α. Por ejemplo, probaremos que el axioma (MS2) es válido. Sea K = (X ,≤

, g , R ,Q) un TSH−marco y M un t SH−modelo basado en K .

(1) Sean x , y ∈X tales que x ≤ y , [hip.]
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(2) M |=y α, [hip.]

(3) Sea z ∈X tal que y Q z , [hip.]

Supongamos que

(4) M |=g (z )G ∼α, [hip.]

(5) g (z )R g (y ), [(3),(fsh3)]

(6) M |=g (y )∼α, [(4),(5)]

(7) M 6|=y α. [(6)]

(7) contradice (2). Entonces

(8) M 6|=g (z )G ∼α, [(4),(7)]

(9) M |=z∼G ∼α, [(8)]

(10) M |=y H ∼G ∼α, [(3),(9)]

(11) M |=x α→H ∼G ∼α. [(1),(2),(10)]

(ii)⇒ (i): Supongamos que α no es demostrable, es decir, [α]≈ 6= 1. Aplicando el

Teorema 4.2.1 a la t SH−álgebra For [V ]/≈, existe un SH−marcoX (For [V ]/≈

) y un morfismo inyectivo de t SH−álgebras h : For [V ]/≈−→C (X (For [V ]/≈

)). Consideremos la función m : T MS −→C (X (For [V ]/≈))definida por m (α) =

h([α]≈) para todo α ∈ For [V ]. Es fácil probar que m es una función de sig-

nificado. Dado que h es inyectiva, m (α) = h([α]≈) 6= X (For [V ]/ ≈), es decir,

(X (For [V ]/ ≈), m ) 6|=xo α para algún xo ∈ X (For [V ]/ ≈). Por lo tanto, α no es

válida. �

4.3. t S Hn−álgebras

En esta sección introduciremos las SHn−álgebras temporales, o t SHn−ál-

gebras como una generalización de las LM n−álgebras temporales.
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4.3.1. t S Hn−álgebras: definición y propiedades

Definición 4.3.1. Un álgebra de Heyting simétrica de orden n temporal (o SHn -

álgebra temporal, o t SHn -álgebra) es una terna (A ,G , H ) tal queA = 〈A,∨,∧,→

,{Si }1≤i≤n−1,∼, 0, 1〉 es una SHn−álgebra y G , H son dos operadores unarios sobre

A tales que:

1. G (1) = 1, H (1) = 1,

2. G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

3. x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde P y F están definidos por: P(x ) =∼H (∼ x ) y

F (x ) =∼G (∼ x ),

4. Si (G (x )) =GSi (x ), Si (H (x )) =HSi (x ), para i = 1, . . . , n −1.

Ejemplos 4.3.1.

El reducto 〈A,∨,∧,→,G , H ,∼, 0, 1〉 de una t SHn−álgebra (A ,G , H ) es una

t SH−álgebra.

Si (A ,G , H ) es una t SH n−álgebra en la cual se satisface la ley de Kleene:

x∧∼ x ≤ y∨∼ y , entonces (A ,G , H ) es una t LM n−álgebra.

Lema 4.3.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda t SHn−álgebra

(A ,G , H ) :

5. x ≤ y implica G (x )≤G (y ) y H (x )≤H (y ),

6. x ≤ y implica P(x )≤ P(y ) y F (x )≤ F (y ),

7. G (x )∨G (y )≤G (x ∨ y ), H (x )∨H (y )≤H (x ∨ y ),

8. P(x ∧ y )≤ P(x )∧P(y ), F (x ∧ y )≤ F (x )∧ F (y ),

9. P(0) = 0, F (0) = 0,
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10. P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ), F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ),

11. F H (x )≤ x , PG (x )≤ x .

12. Si (F (x )) = FSi (x ), Si (P(x )) = PSi (x ), para i = 1, . . . , n −1.

Dem. Es de rutina. �

Lema 4.3.2. Sean G y H dos operaciones unarias sobre una SHn−álgebraA =

〈A,∨,∧,→,{Si }1≤i≤n−1,∼, 0, 1〉 tal que G (1) = 1 y H (1) = 1. Entonces, la condición

2 de la Definición 4.3.1 es equivalente a la siguiente condición:

(2)∗ G (x → y )≤G (x )→G (y ), H (x → y )≤H (x )→H (y ).

Dem. La demostración es similar a la dada en el Lema 4.1.3.

�

Por lo tanto, si reemplazamos en la Definición 4.3.1 el axioma 2. por el

(2)∗, obtenemos una definición equivalente de t SH−álgebra.

4.3.2. Una dualidad discreta para las t S Hn−álgebras

En esta sección, describiremos una dualidad discreta para las t SHn−álge-

bras temporales teniendo en cuenta los resultados indicados en la Subsección

1.2.5 para las SHn−álgebras. Para tal fin, introducimos la siguiente:

Definición 4.3.2. Un SHn−marco temporal ( o TSHn−marco ) es una estructura

(X ,≤, g ,{s i }1≤i≤n−1, R ,Q)

donde (X ,≤, g ,{s i }1≤i≤n−1) es un SHn -marco, (X ,≤, g , R ,Q) es un SH-marco tem-

poral y se satisfacen las siguientes condiciones adicionales:

1. x Ry implica s i (x )Rs i (y ),

2. xQy implica s i (x )Qs i (y ),
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3. s i (z )Ry implica que existe x ∈X tal que z Rx y s i (x )≤ y ,

4. s i (z )Qy implica que existe x ∈X tal que zQx y s i (x )≤ y .

En lo que sigue, a los TSHn−marcos los denotaremos simplemente por

X cuando no haya lugar a confusión.

Definición 4.3.3. Un marco canónico de una t SHn−álgebra (A ,G , H ) es una

estructura

(X (A ),≤c , g c ,{s i }1≤i≤n−1, Rc ,Qc ),

donde (X (A ),≤c , g c ,{s i }1≤i≤n−1) es el marco canónico asociado al SHn−reducto

〈A,∨,∧,→,{Si }1≤i≤n−1,∼, 0, 1〉 y Rc ,Qc son dos relaciones binarias definidas como

en (rsh1) y(rsh2) de la Definición 4.2.3.

Lema 4.3.3. El marco canónico de una t SHn−álgebra es un TSHn−marco.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [124] y en Lema 4.2.4,

solo nos resta probar 1-4 de la Definición 4.3.2.

1: Sean S, T ∈ X (A ). Vamos a probar que si SRc T, entonces s c
i (S)Rc s c

i (T ). Su-

pongamos que a ∈G−1(s c
i (S)). Entonces, tenemos que Si (G (a )) =G (Si (a )) ∈ S,

de donde resulta que Si (a )∈ T, es decir, a ∈ s c
i (T ). De manera similar podemos

probar 2.

3: Sean S, T ∈ X (A ) tales que G−1(s c
i (S)) ⊆ T y consideremos el conjunto E =

{z ∈ A : G (z )∈S}, entonces tenemos que
∧

I 6≤
∨

J , para todo subconjunto fini-

to I ⊆ E , J ⊆ Si (A \T ). En efecto: Supongamos que existen I ⊆ E , J ⊆ Si (A \T )

subconjuntos finitos tales que
∧

I ≤
∨

J . De esta última afirmación y de 2 de la

Definición 4.3.1 inferimos que G (
∧

I ) ∈S. Dado que G es creciente obtenemos

que G (
∨

J )∈S. Por otra parte, es fácil ver que
∨

J ∈Si (A\T ). De esta última afir-

mación, existe a ∈ A \T tal que Si (a ) =
∨

J . Luego, G (Si (a ))∈S. Entonces, por 4

de la Definición 4.3.1 podemos deducir que a ∈ T, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, E es una separación (ver [89, p.185]) de Si (A \T ), entonces de [89,
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p. 186], existe Z ∈X (A ) tal que E ⊆Z y Z ∩Si (A \T ) = ;. Esta última afirmación

nos permite concluir que s c
i (Z )⊆ T y SRcZ . De manera similar se prueba 4.

�

Definición 4.3.4. El álgebra compleja de un TSHn−marco (X ,≤, g ,{s i }1≤i≤n , R ,

Q) es

〈C (X ),∨c ,∧c ,→c ,∼c ,{Sc
i }1≤i≤n−1,G c , H c , 0c , 1c 〉,

donde 〈C (X ),∨c ,∧c ,→c ,∼c ,{Sc
i }1≤i≤n−1, 0c , 1c 〉, es el álgebra compleja del SHn−

marco (X ,≤, g ,{s i }1≤i≤n ) y G c , H c son dos operadores unarios sobre C (X ) deta-

llados como en la Definición 4.2.4.

Lema 4.3.4. El álgebra compleja de un TSHn−marco es una t SHn−álgebra.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [124] y el Lema 4.2.5,

solo nos resta probar 4 de la Definición 4.3.1.

En efecto: sea U ∈ C (X ) y supongamos que s i (y ) ∈ [R]U con y Rx . En-

tonces, por 1 de la Definición 4.3.2 tenemos que s i (y )Rs i (x ). De esta última

afirmación podemos inferir que s i (x ) ∈ U . Por lo tanto, Sc
i ([R]U ) ⊆ [R]Sc

i (U ).

Por otra parte, supongamos que z ∈ [R](Sc
i (U )) y s i (z )Ry . Entonces en virtud

de 2 de la Definición 4.3.2, existe x ∈ X tal que z Rx y s i (x ) ≤ y . Esta última

afirmación nos permite concluir que y ∈ U . En forma similar, se prueba que

Sc
i [Q](U ) = [Q]S

c
i (U ).

�

Ahora vamos a mostrar que la inmersión h :A −→C (X (A )), preserva G

y H , esto es,

Lema 4.3.5. Para todo a ∈ A, h(G (a )) =G c (h(a )) y h(H (a )) =H c (h(a )).

Dem. Es similar a la prueba del Lema 4.2.6. �

El Lema 4.3.6 muestra que la inmersión de orden k : X −→ X (C (X ))

definido por k (x ) = {U ∈C (X ) : x ∈U} preserva las relaciones R y Q .
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Lema 4.3.6. Sea (X ,≤, g ,{s i }1≤i≤n−1, R ,Q) un TSHn−marco y sean x , y ∈ X . En-

tonces,

(i) x Ry ⇔ k (x )Rc k (y ),

(ii) xQy ⇔ k (x )Qc k (y ).

Dem. Es análoga a la prueba del Lema 4.2.7.

�

Entonces, tenemos que existe una dualidad discreta entre TSHn−marcos

y las t SHn−álgebras.

Teorema 4.3.1.

(a) Toda t SHn−álgebra es sumergible en el álgebra compleja de su marco ca-

nónico.

(b) Todo TSHn−marco es sumergible en el marco canónico de su álgebra com-

pleja.

4.3.3. Un cálculo proposicional basado en t S Hn−álgebras

En esta sección, describiremos un cálculo proposicional que tiene a las

t SHn−álgebras como contraparte algebraica. La terminología y símbolos usa-

dos aquí coinciden en general con los usados en [134].

Sea L = (A0, For [V ]) un lenguaje formalizado de orden cero, donde el

alfabeto A0 = (V, L 0, L 1, L 2,U ) el conjunto

V de variables proposicionales es numerable,

L 0 es vacío,

L 1 contiene n + 2 elementos denotados por ∼, Si (for i = 1, · · · , n − 1), G

y H llamados símbolo de negación, símbolos de operadores modales y

símbolo de operadores temporales, respectivamente,
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L 2 contiene tres elementos denotados por ∨, ∧, →, llamados símbolo de

disyunción, símbolo de conjunción y símbolo de implicación, respecti-

vamete,

U contiene dos elementos denotados por (, ).

Para cada α, β en el conjunto For [V ] de todas las fórmulas sobre A0, en

lugar de α→∼ (α→α), (α→ β )∧ (β →α), ∼G ∼α y ∼H ∼α escribiremos para

abreviar ¬α, α↔β , Fα y Pα, respectivamente.

Supondremos que el conjuntoAl de los axiomas lógicos consiste de to-

das las fórmulas de la siguiente forma, donde α, β ,γ son fórmulas en For [V ]:

(LI0) los axiomas de la lógica SHn, es decir, los axiomas (A1)-(A15) indicados

en [97],

(LI1) G (α→β )→ (Gα→Gβ ), H (α→β )→ (Hα→Hβ ),

(LI2) α→G Pα, α→H Fα,

(LI3) SiGα↔GSiα, Si Hα↔HSiα.

La operación de consecuencia CL en L es determinada porAl y las si-

guientes reglas de inferencias:

(R1)
α,α→β
β

(R2)
α→β
∼β →∼α

(R3)
α→β

S1α→S1β

(R4)
α

Gα

(R5)
α

Hα
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El sistema TSH n = (L ,CL ) así obtenido será llamado el SHn−cálculo

proposicional temporal. Denotaremos por T al conjunto de todas las fórmu-

las demostrables en TSH n . Si α pertenece a T escribiremos `α.

Sea ≈ una relación binaria sobre For [V ] definida por:

α≈β ⇐⇒`α↔β .

Entonces es fácil chequear que ≈ es una relación de congruencia sobre

〈For [V ],∨,∧,→,∼,{Si }n−1
i=1 ,G , H〉 y que T determina una clase de equivalencia

que será denotada por 1. Además, teniendo en cuenta [97, p. 300], es fácil ver

que

Teorema 4.3.2. 〈For [V ]/ ≈,∨,∧,→,∼,{Si }n−1
i=1 ,G , H , 0, 1〉 es una t SHn−álgebra,

siendo 0=∼ 1.

Definición 4.3.5. Un t SHn -modelo basado en un TSHn−marco

K = (X ,≤, g ,{s i }n−1
i=1 , R ,Q)

es un sistema M = (K , m ) tal que m : V −→P (X ) es una función de significado

que satisface la siguiente condición:

(her) x ≤ y y x ∈m (p ) imply y ∈m (p ).

Definición 4.3.6. Un t SHn−modelo M = ((X ,≤, g ,{s i }n−1
i=1 , R ,Q); m ) satisface una

fórmula α en el estado x y escribiremos M |=x α, si las siguientes condiciones se

satisfacen:

M |=x p ⇐⇒ x ∈m (p ) para p ∈V ,

M |=x α∨β ⇐⇒M |=x α o M |=x β ,

M |=x α∧β ⇐⇒M |=x α y M |=x β ,

M |=x∼α⇐⇒M 6|=g (x ) α,
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M |=x α→β ⇐⇒ para todo y , si x ≤ y y M |=y α entonces M |=y β ,

M |=x ¬α⇐⇒ para todo y , si x ≤ y entonces M 6|=y α,

M |=x Siα⇐⇒M |=s i (x ) α,

M |=x Gα⇐⇒ para todo y , si x Ry entonces M |=y α,

M |=x Hα⇐⇒ para todo y , si xQy entonces M |=y α.

Definición 4.3.7.

Una fórmula α es verdadera en un t SHn−modelo M (denotado por M |=

α) si, y sólo si, para todo x ∈X , M |=x α.

Una fórmula α es verdadera en un TSHn−marco K (denotado por K |=α)

si, y sólo si, es verdadera en todo t SHn−modelo basado en K

La fórmula α es válida si, y sólo si, es verdadera en todo SHn−marco.

Proposición 4.3.1. Dado un t SHn−modelo M = (K , m ), la función de significa-

do m puede extenderse a todas las fórmulas por m (α) = {x ∈ X : M |=x α}. Para

todo t SH n−modelo M y para toda fórmula α, esta extensión tiene la propiedad:

(her) si x ≤ y y x ∈m (α) entonces y ∈m (α).

Dem. La prueba es por inducción con respecto a la complejidad de α. �

Teorema 4.3.3. (Teorema de Completitud) Sea α una fórmula en TSH n . En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) α es demostrable en TSH n ,

(ii) α is válida.

Dem. (i) ⇒ (ii): Procederemos por inducción sobre la complejidad de la fór-

mula α. Por ejemplo, probaremos que el axioma (LI3) es válido. Sea K = (X ,≤

, g ,{s i }n−1
i=1 , R ,Q) un TSHn−marco y M un t SHn−modelo basado en K .
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(LI3) Probemos que SiGα↔GSiα es válida. En efecto:

(1) Sea y ∈X tal que x ≤ y , [hip.]

(2) M |=y SiGα, [hip.]

(3) Sea z ∈X tal que y R z , [hip.]

(4) s i (y )R s i (z ), [(3), 2 Def. 4.3.2]

(5) M |=s i (z ) α, [(2),(4)]

(6) M |=z Siα, [(5)]

(7) M |=y GSiα, [(3),(6)]

(8) M |=x SiGα→GSiα, [(2),(7)]

Por otra parte

(9) Sea y ∈X tal que x ≤ y , [hip.]

(10) M |=y GSiα, [hip.]

(11) Sea z ∈X tal que s i (y )R z , [hip.]

(12) existe w ∈X tal que y R w y s i (w )≤ z , [(11),3. Def. 4.3.2]

(13) M |=s i (w ) α, [(10),(12)]

(14) M |=z α. [(12),(13),(her)]

(15) M |=y SiGα, [(11),(14)]

(16) M |=x GSiα→SiGα. [(9),(10),(15)]
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Por lo tanto, SiGα↔GSiα es válida. En forma análoga podemos probar

que Si Hα↔HSiα es válida.

(ii)⇒ (i): Supongamos que α no es demostrable, es decir, [α]≈ 6= 1. Aplicando el

Teorema 4.3.1 a la SH n−álgebra For [V ]/≈, existe un TSHn−marcoX (For [V ]/

≈) y un morfismo inyectivo de t SH n−álgebras h : For [V ]/≈−→C (X (For [V ]/

≈)). Consideremos la función m : TSH n −→ C (X (For [V ]/ ≈)) definida por

m (α) = h([α]≈) para todo α ∈ For [V ]. Es fácil probar que m es una función de

significado. Dado que h es inyectiva, m (α) = h([α]≈) 6=X (For [V ]/≈), es decir,

(X (For [V ]/ ≈), m ) 6|=xo α para algún xo ∈ X (For [V ]/ ≈). Por lo tanto, α no es

válida. �
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Capítulo 5

Futuros desarrollos

A continuación enumeraremos algunos de los posibles desarrollos con

los que continuaremos nuestras investigaciones. No agotamos la lista, y co-

mentamos que ya tenemos resultados parciales, pero que todavía no conside-

ramos que sea tiempo de intentar alguna publicación. Los títulos destacados

están para ubicar al lector de que tema se trata. Y tal vez el que no hemos in-

corporado pero que lo consideramos relevante, es desarrollar contrapartidas

algebraicas para el {→, 1}−fragmento del cálculo proposicional clásico tempo-

ral. Tema que en nuestra opinión es de mucho interés en disciplinas afines.

MV-álgebras temporales

En 2007, Diaconescu y Georgescu en [43] introdujeron las M V−álgebras

temporales como sigue:

Sea A = (A,⊕,�,−, 0, 1) una M V−álgebra y G , H : A −→ A dos opera-

ciones unarias sobre A. La estructura (A ,G , H ) es llamada M V−álgebra tem-

poral si se verifican las siguientes condiciones:

1. G (1) = 1, H (1) = 1,

223
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2. G (x → y ) ≤ G (x ) → G (y ), H (x → y ) ≤ H (x ) → H (y ), donde x → y =:

−x ⊕ y ,

3. G (x )⊕G (y )≤G (x ⊕ y ), H (x )⊕H (y )≤H (x ⊕ y ),

4. G (x ⊕x )≤G (x )⊕G (x ), H (x ⊕x )≤H (x )⊕H (x ),

5. F (x )⊕ F (x )≤ F (x ⊕x ), P(x )⊕P(x )≤ P(x ⊕x ),

6. x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde F (x ) =−G (−x ) y P(x ) =−H (−x ).

Los autores en [43] formularon un problema sobre la representación de

las M V−álgebras temporales, este problema fue resuelto [126, 9]para las M V−ál-

gebras temporales semisimples.

Las álgebras de Wajsberg (ver [37, 81]) son una formulación equivalente

de las M V−álgebras basadas en la implicación en lugar de la disyunción. Te-

niendo en cuenta esto podríamos definir a las álgebras de Wajsberg tempo-

rales como ternas (A ,G , H ) dondeA = 〈A,→,∼, 1〉 es un álgebra de Wajsberg

y G , H : A −→ A son dos operaciones unarias sobre A que verifican:

1. G (1) = 1, H (1) = 1,

2. G (x → y )≤G (x )→G (y ), H (x → y )≤H (x )→H (y ),

3. x ≤G P(x ), x ≤H F (x ), donde F (x ) =∼G (∼ x ) y P(x ) =∼H (∼ x ),

4. F (x )→G (y )≤G (x → y ), P(x )→H (y )≤H (x → y ),

5. G (∼ x → x )≤ F (∼ x )→G (x ), H (∼ x → x )≤ P(∼ x )→H (x ),

6. G (∼ x )→ F (x )≤ F (∼ x → x ), H (∼ x )→ P(x )≤ P(∼ x → x ).

Entonces sería interesante determinar una dualidad topológica para las

álgebras de Wajsberg temporales teniendo en cuenta los resultados obtenidos

por Celani y Cabrer en [13].
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L 0,1−álgebras temporales

Como ya dijimos, con el objeto de obtener una versión algebraica del

sistema IKt definimos la variedad de las I K t−álgebras. Recordemos que una

I K t−álgebra es una estructura (A ,G , H , F, P) donde A = 〈A,∨,∧,→, 0, 1〉 es

una H−álgebra y G , H , F y P son operaciones unarias sobre A que verifican los

siguientes axiomas:

(t1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(t2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(t3) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ),

(t4) F (0) = 0, P(0) = 0,

(t5) F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

(t6) PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

(t7) F (x → y )≤G (x )→ F (y ), P(x → y )≤H (x )→ P(y ).

Se puede probar que si en la definición anterior reemplazamos el axioma

(t7) por el siguiente:

(t7)∗ G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ),

se obtiene una definición equivalente de I K t−álgebra. En esta nueva defini-

ción ninguno de los axiomas indicados para los operadores temporales G , H , F

y P involucran ni la implicación intuicionista, ni la negación intuicionista (o

pseudocomplemento). Esto nos motiva, desde un punto de vista algebraico, al

estudio de una clase más general que la de las I K t−álgebras. Estas álgebras

son estructuras (A ,G , H , F, P) dondeA = 〈A,∨,∧, 0, 1〉 es un retículo distribu-

tivo acotado y G , H , F y P son operaciones unarias sobre A que verifican los

siguientes axiomas:
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(t1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(t2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(t3) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ),

(t4) F (0) = 0, P(0) = 0,

(t5) F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

(t6) PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

(t7)∗ G (x )∧ F (y )≤ F (x ∧ y ), H (x )∧P(y )≤ P(x ∧ y ).

Álgebras de Heyting débiles temporales

La variedad de las álgebras de Heyting débiles (o W H−álgebras), fue in-

troducida por Celani y Jansana en [17], como la contraparte algebraica de la

menor lógica subintuicionista ωK considerada en [16]. Una W H−álgebra es

un retículo distributivo acotado dotado de una operación binaria → con las

propiedades de la implicación estricta de la lógica modal K . Las álgebras de

Heyting son ejemplos de W H−álgebras. Otros ejemplos de W H−álgebras que

aparecen en la literatura son las álgebras básicas introducidas por Ardeshir y

Ruitenburg en [1], y los retículos subresiduados de G. Epstein y A. Horn [51].

Cada una de las variedades de W H−álgebras estudiadas en [17] corresponden

a las lógicas proposicionales ωKσ y s Kσ definidas en [16]. Las lógicas ωKσ y

s Kσ son los fragmentos de la implicación estricta de la consecuencia local y

global definida por los modelos de Kripke (ver [16]), respectivamente. Recien-

temente, Celani y San Martín, han iniciado el estudio de operadores frontales

sobre W H−álgebras (ver [20, 14]). Entonces, siguiendo las ideas de Celani y San

Martín, sería interesante estudiar las W H−álgebras dotadas de los operadores

temporales G , H , F y P . Una posible definición de operador temporal sobre una

W H−álgebra sería la siguiente:
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Una estructura (A ,G , H , F, P) es un álgebra de Heyting débil temporal ( o

W H−álgebra temporal) siA = 〈A,∨, ∧,→, 0, 1〉 es una W H−álgebra y G , H , F y

P son operadores unarios sobre A, llamados operadores temporales, que veri-

fican los siguientes axiomas:

(t1) G (1) = 1, H (1) = 1,

(t2) G (x ∧ y ) =G (x )∧G (y ), H (x ∧ y ) =H (x )∧H (y ),

(t3) x ≤G P(x ), x ≤H F (x ),

(t4) F (0) = 0, P(0) = 0,

(t5) F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

(t6) PG (x )≤ x , F H (x )≤ x ,

(t7) F (x → y )≤G (x )→ F (y ), P(x → y )≤H (x )→ P(y ).

Es claro que las W H−álgebras temporales, así definidas, son una genera-

lización no trivial de las I K t−álgebras.

H ∨0−álgebras temporales

Es bien sabido que la variedad de las álgebras de Hilbert es la semántica

algebraica del fragmento implicativo positivo Int→ del cálculo proposicional in-

tuicionista Int. De manera similar, es posible concluir que la variedad de las ál-

gebras de Hilbert con supremo es la semántica algebraica del {→,∨}-fragmento

de Int.

Recordemos que un álgebra de Hilbert con supremo (o H∨−álgebras) (ver

[21]) es un álgebraA = 〈A,∨,→, 1〉 de tipo (2, 2, 0) que verifica:

1. 〈A,→, 1〉 es un álgebra de Hilbert,
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2. 〈A,∨, 1〉 es un ∨-semiretículo con último elemento 1,

3. para todo x , y ∈ A, x → y = 1⇔ x ∨ y = y .

Si existe un elemento 0∈ A tal que 0→ x = 1, para todo x ∈ A, entonces A

se dice una H∨−álgebra con primer elemento (o H∨0 -álgebra). Recientemente,

Celani y Montangie, han iniciado el estudio de las H∨0−álgebras dotadas de un

operador modal de necesidad ♦ (ver [23]). Entonces, siguiendo las ideas de

Celani y Montangie, sería interesante estudiar las H∨0−álgebras dotadas de los

operadores temporales G , H , F y P . Una posible definición de operador tem-

poral sobre una H∨0−álgebra sería la siguiente:

Una estructura (A ,G , H , F, P) es una H∨0−álgebra temporal siA = 〈A,∨,→

, 0, 1〉 es una H∨0−álgebra y G , H , F y P son operadores unarios sobre A, llamados

operadores temporales, que verifican los siguientes axiomas:

1. G (1) = 1, H (1) = 1,

2. G (x → y )≤G (x )→G (y ), H (x → y )≤H (x )→H (y ),

3. x ≤G P(x ), x ≤H F (x ),

4. F (0) = 0, P(0) = 0,

5. F (x ∨ y ) = F (x )∨ F (y ), P(x ∨ y ) = P(x )∨P(y ),

6. PG (x )≤ x y F H (x )≤ x ,

7. F (x → y )≤G (x )→ F (y ), P(x → y )≤H (x )→ P(y ).

Álgebras de De Morgan-Nelson temporales

En 1990, A.V. Figallo [53] introdujo los N−lattices generalizados. Ahora

denominados álgebras de De Morgan-Nelson debido a que en el 2005, Vakarelov
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introdujo bajo eso nombre una noción diferente de la considerada por Figallo.

Entonces, tenemos que:

Un álgebra de De Morgan-Nelson ([53]) es un álgebraA = 〈A,∨,∧,→,∼

, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 1, 0, 0) tal que el reducto 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 es una M−álgebra y

la operación binaria→ satisface las identidades:

1. x → x = 1,

2. (x → y )∧ (∼ x ∨ y ) =∼ x ∨ y ,

3. x ∧ (x → y ) = x ∧ (∼ x ∨ y ),

4. x → (y ∧ z ) = (x → y )∧ (x → z ),

5. x → (y → z ) = (x ∧ y )→ z .

En [106] se estudiaron las álgebras de De Morgan-Nelson monádicas. En-

tonces, siguiendo las ideas de [106], sería interesante estudiar la noción de o-

perador temporal sobre las álgebras de De Morgan-Nelson.
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