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Introduccion

Esta es una breve introduccion, dada para ayudar a la comprension de
lo que sigue, pero de ninguna manera pretende ser una resefa historica sobre
el nacimiento y evolucién de la l6gica temporal. Todo lo que acd decimos ya
figura en alguno de los buenos trabajos citados en la bibliografia final y a estos
remitimos a los lectores interesados.

Algunos autores consideran a Arthur Prior (ver por ejemplo [130, 131,
132]) como el iniciador de la disciplina conocida como “légica temporal”, a fi-
nales de la década de los cincuenta y en los sesenta del siglo XX. Pero también
es habitual sefialar a los 16gicos estoicos como los iniciadores de la logica tem-
poral y encontrar conexiones que llegan hasta la actualidad.

En este volumen la l6gica temporal es una extension de la légica clésica
introducida para permitir formalizar enunciados que incluyen datos sobre el
momento del tiempo en que han ocurrido, por ejemplo para los enunciados
“estd haciendo calor” y “haré calor” tenemos las opciones de formalizarlas co-
mo la misma proposicion, o dos proposiciones completamente diferentes.

Una posibilidad que brinda la légica temporal es formalizarla como la
misma proposicion pero en dos momentos diferentes del tiempo, es decir nos
permite diferenciar si un acontecimiento ocurre en el pasado, en el presente, o
en el futuro.

A partir de la obra de Arthur N. Prior Time and tense [132], titulo dificil-
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mente traducible al espafol, surge la légica temporal formal moderna que se

divide en cuatro grandes ramas:

Lalogica de la datacion o de la fecha (time).

Lalogica del tiempo gramatical (tense).

Lalogica temporal de preposiciones y adverbios.

Lalogica temporal de proposito especifico.

Las logicas del tiempo gramatical son aquellas que se fundan en la dis-
tincién propia de las lenguas indo-europeas entre sus tiempos fundamentales:
pasado, presente y futuro. El sistema considerado como el mas elemental de
la l6gica del tiempo gramatical es el minimal introducido por E. J. Lemmon
en 1965 y que ha sido denominado Kt. El sistema Kt es el habitual de la légica
cldsica de proposiciones, con sus simbolos y sus reglas de formacion de férmu-
las bien formadas. A esto se afiaden cuatro operadores unarios (G, H, F y P).

La axiomatizacién estilo Hilbert de Kt puede encontrarse en [149]:
= Todos los axiomas de la 16gica proposicional clasica.
» Gla—pB)—(Ga—Gp), Hla— p)—(Ha— HP),
» ¢ — GPa, a — HFa,donde Pa:=-H(—-a)y Fa :=-G(—a).
Las reglas de inferencia son modus ponens, y
(RG) — (RH) —
Ga Ha

Prior “interpret6” a los cuatro operadores unarios G, H, F y P del modo

siguiente:
= G: “Sera siempre en el futuro verdad”.

= H: “Ha sido siempre en el pasado verdad”.
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= F:“Serd alguna vez en el futuro verdad”.

= P: “Fue alguna vez en el pasado verdad”.

Los operadores unarios G y F habitualmente son denominados opera-
dores temporales débiles mientras que a H y P se los suele llamar operadores
temporales fuertes.

Los modelos algebraicos de la légica temporal clasica (ver [149, 104]) los

constituyen las algebras de Boole temporales (o dlgebras temporales).

1. Un &lgebra de Boole temporal (o ¢t B—algebra) es una terna (%, G, H) tal
que B = (B,V,A,1,0,1) es un algebra de Boole (o B—dlgebra) y G, H :

B — B son dos operaciones unarias sobre B tales que

1.1 G)=1,HQ1)=1,
1.2 G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)= H(x)A H(y),
1.3 x <GP(x), x <HF(x), donde P(x)=—-H(—x)y F(x) =—~G(—x).

Observemos que pueden darse distintas axiomaticas para las algebras de

Boole temporales y algunas de ellas serdn utilizadas mas adelante. En efecto,

2. Un 4lgebra de Boole temporal (o t B—algebra) es una terna (4, G, H) tal
que B =(B,V,A,—,0,1) esuna B—algebray G, H : B— B son dos opera-

ciones unarias sobre B tales que
2.1 G(1)=1, H(1)=1,
2.2 G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),
2.3 G(x)vy=1si,ys6losi,xVH(y)=1.
En primer lugar recordemos que las B—4lgebras pueden ser descritas co-
mo élgebras 8 = (B,—,,1) de tipo (2,1, 0) que satisfacen ciertas identidades.

Luego, cuando hablemos de dlgebras de Boole pero con operaciones primitivas

a {—, -, 1} las denominaremos B —dlgebras. Entonces
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3. Un 4lgebra de Boole temporal es una terna (%, G, H) tal que 8 = (B,—
,7,1) es una BH—algebray G,H : B — B son dos operaciones unarias

sobre B tales que

3.1 G(1)=1,H(1)=1,
3.2 G(x—y)=G(x)—G(y), Hx —y)=H(x)— H(y),

33 x - GP(x) =1, x = HF(x) = 1, donde F(x) = -G(—x)y P(x) =
= H(—x).

La prueba de que las tres definiciones anteriores son equivalentes puede
consultarse en [85]. También, en [104], Kowalski da la siguiente definicion de

algebra de Boole temporal, equivalente a las anteriores.

4. Un 4lgebra de Boole temporal (o t B—algebra) es una terna (4, G, H) tal
que B =(B,V,A,—,0,1) esuna B—algebray G, H: B— B son dos opera-

ciones unarias sobre B tales que
41 G(1)=1,HQ1)=1,

42 G(xAy)=G(x)AG(y), Hx Ay)=H(x)AH(y),

4.3 =xVG(—H(—x))=1,-xVH(-G(—x))=1.

Por otra parte, numerosos autores han definido de manera adecuada ope-
radores temporales para obtener asi contrapartidas algebraicas de nuevas 16gi-
cas temporales. Los lectores interesados en ampliar este item pueden consultar

por ejemplo [43], [28], [31] y [27].

En 2007, Diaconescu y Georgescu, en su importante trabajo [43], comen-
zaron el estudio algebraico de operadores temporales sobre M V—4lgebras y

dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas.
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Chirita, en [29] (ver también [28]), introdujo las dlgebras de Lukasiewicz-
Moisil 8 —valuadas temporales y prob6é un importante teorema de representa-
cién que le permitié demostrar la completitud de la 16gica de Mosil 8 —valuada
temporal (ver [28]). Diaconescu y Georgescu, en [43], formularon el problema
de obtener una representacion para las M V—algebras temporales, el cual fue
resuelto por Botur y Paseka ([9, 126]), pero restringido al caso de las M V—alge-
bras temporales semisimples.

Botur y otros, en [8], introdujeron y estudiaron las algebras temporales
bdésicas, las cuales son una interesante generalizacion de las M V—algebras tem-

porales.

En esta tesis se definen y se estudian nuevas édlgebras obtenidas al adi-
cionar operadores temporales sobre distintas clases de dlgebras, més generales
que las édlgebras de Boole como por ejemplo las digebras de De Morgan, las dl-
gebras de Heyting, las dlgebras de Heyting simétricasy las dlgebras tetravalentes
modales. Ademds, consideramos operadores temporales sobre las dlgebras de
Heyting simétricas de orden n, a las que hemos denominado SH,—algebras,
y sobre las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuadas, a las que hemos
denominado LM, ,,—4algebras, en cada caso de las cuales se obtiene una ge-
neralizacion comun para las dlgebras de Boole temporales y las dlgebras de

Lukasiewicz-Moisil n—valuadas temporales.
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Abstract

The volume presented here is organized in five chapters. In the first, with
no claim to originality, we describe some known results that will facilitate the
reading of the thesis.

Chapter 2 is organized in three sections. In the first we investigate the
variety of algebras that we have called tense De Morgan Algebras as a natural
generalization of tense Boolean algebras. In this section our main interest is
the representation theory for this class of algebras. Section 2.1 is organized as
follows: In Subsection 2.1.1 we define the variety of tense De Morgan algebras,
introduce some examples and prove some properties. In Subsection 2.1.2 we
give a representation theorem for tense De Morgan algebras in terms of tense
De Morgan algebras of sets by using a well-known representation theorem for
De Morgan algebras. In Subsection 2.1.3 we describe a topological duality for
tense De Morgan algebras, extending the duality given by Cornish and Fowler
in [42] for De Morgan algebras. Finally, in Subsection 2.1.4 we characterize the
congruences lattice of these algebras in terms of the duality mentioned before
and certain closed subsets of the space associated with them.

The results obtained in this section were published in

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on De Morgan algebras. Log. J.
IGPL 22, 2, 255-267. 2014.



17

The second section consists of two subsections. In the first we obtain a
discrete duality for the n-valued Lukasiewicz-Moisil algebras taking into ac-
count the results indicated by Dzik, Ortowska and van Alten in 2006 for De Mor-
gan algebras [49]. In the second subsection we extend the discrete duality giv-
en for n-valued Lukasiewicz-Moisil algebras to the case of the tense n-valued

Lukasiewicz-Moisil algebras. The results of this sections were published in

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Discrete duality for tense Lukasiewicz—Moisil al-
gebras. Fund. Inform., 136. 1-13. 2015.

The third section is divided into three subsections. In Subsection 2.3.1
we review definitions and known results on tetravalent modal algebras which
will be useful in the subsequent subsections. We also show that De Morgan al-
gebras with implication defined by Kondo in [102] are polynominally equiv-
alent to the contrapositive modal tetravalent algebras defined by Figallo and
Landini in [58] and recently studied by Coniglio and Figallo in [40]. In Subsec-
tion 2.3.2 we obtain two different discrete dualities for the tetravalent modal
algebras. Finally, in the last subsection we define the variety of tense tetrava-
lent modal algebras as a common generalization of tense Boolean algebras and
tense n—valued Lukasiewicz-Moisil algebras. The most important result in this
subsection is having obtained a discrete duality for these new algebras.

Chapter 3 is organized into five sections. The first is devoted to the study
of the n x m-valued Lukasiewicz-Moisil algebras defined by Figallo and
Sanza in [60]. This section has been subdivided into five subsections. In Sub-
section 3.1.1 we review an example which has allowed us to legitimate the study
of the n x m-valued Lukasiewicz-Moisil algebras. In Subsection 3.1.2 we re-
call definitions and results which will be useful for what follows. In Subsec-
tion 3.1.3 we introduce new implication connectives and prove some of their
basic properties. In Subsection 3.1.4 the definition of monadic n x m—valued

Lukasiewicz—Moisil algebra is reviewed. These algebras were defined by Figallo
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and Sanza in [69]. Finally, in the last subsection we define the class of polyadic
n x m-valued Lukasiewicz-Moisil algebras. These algebras, for the case of m =
2, they coincide with polyadic n—valued Lukasiewicz-Moisil algebras [7]. The
main result of this subsection is a representation theorem for polyadic n x
m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras. Section 3.2 is focused on the study of
weak-tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras defined by Figallo and
Pelaitay in [78]. This section is divided into four subsections. In Subsection
3.2.1 we introduce the variety of weak-tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil
as a common generalization of weak-tense Boolean algebras and weak-tense
n—valued Lukasiewicz-Moisil algebras. In Subsection 3.2.2, based on the no-
tion of weak frame, we provide an example of weak-tense n x m—valued
Lukasiewicz-Moisil algebras to bear into consideration for further analysis. In
Subsection 3.2.3 we prove a representation theorem for weak-tense n x m-
valued Lukasiewicz-Moisil algebras. Finally, in the last subsection we focus on
the study of congruences in a weak-tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil
algebra. These results allowed us to characterize simple and subdirectly irre-
ducible algebras from the previously mentioned variety. Section 3.3 is focused
on the study of tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras defined by
Figallo and Pelaitay in [79]. This section is divided into four subsections. In
Subsection 3.3.1 we introduce the variety of tense n x m—valued Lukasiewicz-
Moisil algebras as a common generalization of tense Boolean algebras and tense
n—valued Lukasiewicz-Moisil algebras. In Subsection 3.3.2, based on the no-
tion of frame, we provide an example of tense n x m —valued Lukasiewicz-Moisil
algebras, necessary for later analysis. In Subsection 3.3.3, we proved a repre-
sentation theorem for tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras; as a
corollary of this theorem we obtain the representation theorem provided by
Diaconescu and Georgescu in [43] for tense n—valued Lukasiewicz-Moisil al-
gebras. Finally, in the last subsection we focus on the study of congruences in

a tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras. These results allowed us to
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characterize simple and subdirectly irreducible algebras from the variety previ-
ously mentioned. Section 3.4 is focused on the study polyadic weak-tense n x
m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras. This section is divided into two sub-
sections. In Subsection 3.4.1 we introduced the class of study polyadic weak-
tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras as a common generalization
of polyadic weak-tense Boolean algebras and polyadic weak-tense n—valued
Lukasiewicz-Moisil algebras. Furthermore, based on the notion of weak-tense
system, we provide an example of polyadic weak-tense n x m—valued
Lukasiewicz-Moisil algebras. The most prominent result from this second sub-
section is a representation theorem for polyadic weak-tense n x m—valued
Lukasiewicz-Moisil algebras. In the last subsection we define the class of
polyadic tense n x m—valued Lukasiewicz-Moisil algebras and we provide an
example based on the notion of tense system. Some of the results of this chap-

ter have been accepted for publishing in

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. A representation theorem for tense n x m—valued

Ltukasiewicz—Moisil algebras. Mathematica Bohemica. 2015.

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. n x m -valued Lukasiewicz—Moisil algebras with

two modal operators. South American Journal of Logic. 2015.
They have also been presented and exposed in

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Operadores temporales sobre dlgebras de
Ltukasiewicz-Moisil n x m -valuadas, Actas del XII Congreso Dr. Antonio

Monteiro, UNS, Bahia Blanca, Argentina, (2013), 31-32.

Chapter four is organized into three sections. The first section is focused
to the study of tense operators on Heyting algebras. This section is divided into
six subsections. In the first subsection we demonstrate that algebraic axioma-
tization given by Chajda in [24] of the tense operators F and P in intuitionistic

logicis not in accordance with the Halmos definition of existential quantifier. In
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the second subsection we introduce I Kt —algebras variety, we show some ex-
amples and prove some of its properties. In the third subsection we prove that
intuitionistic tense logic introduced by Ewald in [52] has I Kt —algebras as its
algebraic counterpart. In the fourth subsection we describe a discrete duality
for I Kt—algebras bearing into account the results indicated by Ortowska and
Rewitzky in [124] for Heyting algebras. In the fifth subsection we give a general
construction of tense operators on a complete Heyting algebra via the so-called
Heyting frames. Finally, in the last subsection we introduce the notion of tense
deductive system which allows us to determine the congruences lattice in an
I K t—algebras and characterize simple and subdirectly irreducible from the IKt

variety. The results of this section have been published in

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. Remarks on Heyting algebras with tense operators.
Bull. Sect. Logic Univ. L6dz 41, 1-2, 71-74. 2012.

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of the Ewald’s intu-

itionistic tense logic. Soft Computing. 18, 10, 1873-1883. 2014.
They were also presented and discussed in

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. Una axiomatizacién algebraica del sistema IKt, IV

Congreso Lationoamericano de Matemaéticos, Cérdoba, 2012.

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of IKt system, 6th
Workshop on Intuitionistic Modal Logic and Applications, Rio de Janeiro,

Brazil, 2013.

The second section is focused on the study of tense operators on sym-
metric Heyting algebras. This section is divided into three subsections. In the
first section we define tense symmetric Heyting algebras, we provide an exam-
ple and prove some of their properties. In the second subsection we obtain a

discrete duality for tense symmetric Heyting algebras taking into account the
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indications in [49] for De Morgan algebras and in [124] for Heyting algebras. In
the third subsection we describe a propositional calculus that has tense sym-
metric Heyting algebras as an algebraic counterpart. The results in this section

were published in

= A.V.Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Discrete duality for TSH -algebras. Com-
mun. Korean Math. Soc., 27, 1, 47-56. 2012.

They were also presented and discussed in

= A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Operadores temporales sobre dlgebras
de Heyting simétricas. LIX Reuniéon Anual de la Unién Matemadtica Ar-
gentina. Indice de Comunicaciones Cientificas. Mar del Plata, Septiem-

bre 2009.

= A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Una dualidad discreta para las dlgebras
de Heyting simétricas temporales. LX Reunién Anual de 1a Unién Matemati-
ca Argentina. Indice de Comunicaciones Cientificas. Tandil, Septiembre

2010.

The third section is devoted to the study of tense operators on symmetric
Heyting algebras of order n (or SH,-algebras). This section is divided in three
subsections. In the first subsection, we define the variety of tense SH,,-algebras,
we provide an example and prove several properties. In the second subsec-
tion, we obtain a discrete duality for tense SH,, -algebras taking into account the
ones indicated in [124] for SH ,-algebras. In the third subsection, we describe a
propositional calculus that has tense SH,,-algebras as algebraic counterparts.

The results of this section were published in:

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SH, -algebras. Pioneer Journal

of Algebra, Number Theory and its Applications. 1, 1, 33-41. 2011.
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= A.V.Figallo, G. Pelaitay. Note on tense SH,, -algebras. An. Univ. Craiova Ser.
Mat. Inform., 38, 4, 24-32. 2011.

They were also presented and discussed in:

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SH,,-algebras, 16th Brazilian

Logic Conference, Petropolis, Brazil, 2011.

Chapter 5 consists of a brief enumeration of the possible future develop-

ments.
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Resumen

El volumen que aqui presentamos esta organizado en cinco capitulos. En
el primero se describen resultados conocidos que facilitaran la lectura de la
tesis, el mismo no tiene pretenciones de originalidad.

El Capitulo 2 esta organizado en tres secciones. En la primera seccion in-
vestigamos la variedad de d4lgebras que hemos denominado 4lgebras de
De Morgan temporales, como una generalizacién natural de las 4lgebras de
Boole temporales. En esta seccién nuestro principal interés es la teoria de re-
presentacion para esta clase de algebras. La Seccion 2.1 estd organizada como
sigue:

En la Subseccion 2.1.1 definimos la variedad de las dalgebras de
De Morgan temporales, introducimos algunos ejemplos y probamos algunas
propiedades. En la Subseccion 2.1.2 damos un teorema de representacion para
las 4lgebras de De Morgan temporales en términos de las dlgebras de
De Morgan temporales de conjuntos usando un conocido teorema de repre-
sentacion para las édlgebras de De Morgan. En la Subseccién 2.1.3 describimos
una dualidad topoldgica para las dlgebras de De Morgan temporales, exten-
diendo la dualidad dada por Cornish y Fowler en [42] para las dlgebras de De
Morgan. Finalmente, en la Subseccion 2.1.4 caracterizamos el reticulo de las

congruencias de estas dlgebras en términos de la dualidad antes mencionada
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y de ciertos subconjuntos cerrados del espacio asociado con él. Los resultados

de esta seccion fueron publicados en

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on De Morgan algebras. Log. J.
IGPL 22, 2, 255-267. 2014.

La segunda seccion esta compuesta por dos subsecciones. En la primera
obtenemos una dualidad discreta para las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n-
valuadas teniendo en cuenta los resultados indicados por Dzik, Orfowska y
van Alten en 2006 para las dlgebras de De Morgan [49]. En la segunda subsec-
cién extendemos la dualidad discreta dada para las dlgebras de Lukasiewicz-
Moisil n-valuadas al caso de las édlgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas

temporales. Los resultados de esta seccion fueron publicados en

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Discrete duality for tense Lukasiewicz—Moisil al-
gebras. Fund. Inform., 136. 1-13. 2015.

La tercer seccion estd dividida en tres subsecciones. En la Subseccion
2.3.1 repasamos definiciones y resultados conocidos sobre las dlgebras tetrava-
lentes modales que nos serdn de utilidad en las subsecciones siguientes. Tam-
bién mostramos que las dlgebras de De Morgan con implicacién definidas por
Kondo en [102] son polinomialmente equivalentes a las dlgebras tetravalentes
modales contrapositivas definidas por Figallo y Landini en [58] y estudiadas re-
cientemente por Coniglio y Figallo en [40]. En la Subseccién 2.3.2 obtenemos
dos dualidades discretas diferentes para las dlgebras tetravalentes modales. Fi-
nalmente, en la tltima subseccién definimos la variedad de las dlgebras tetrava-
lentes modales temporales como una generalizacién comun de las dlgebras de
Boole temporales y las édlgebras de Lukasiewicz-Moisil 3—valuadas temporales.
El resultado mds importante de esta subseccion es la obtencion de una duali-

dad discreta para esta nueva clase de algebras.
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El Capitulo 3 estd organizado en cinco secciones. La primera esta dedica-
da al estudio de las algebras de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuadas definidas

por Figallo y Sanza en [60]. Esta seccion se divide en cinco subsecciones.

En la Subseccién 3.1.1. repasamos un ejemplo que nos permite legiti-
mar el estudio de las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n x m-valuadas. En la
Subseccién 3.1.2 recordamos definiciones y resultados que nos serdn de uti-
lidad para lo que sigue. En la Subseccion 3.1.3 introducimos nuevos conectivos
de implicaciéon y probamos algunas propiedades bdasicas de estos conectivos.
En la Subseccién 3.1.4 recordamos la definiciéon de algebra de Lukasiewicz-
Moisil n x m—valuada monédica. Estas dlgebras fueron definidas por Figallo y
Sanza en [69]. Finalmente, en la tltima subseccién definimos la clase de las 4l-
gebras de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuadas poliddicas. Estas dlgebras, para
el caso m = 2, coinciden con las 4lgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas
poliddicas [7]. El principal resultado de esta subseccién es un teorema de re-
presentacion para las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuadas poliadi-

cas.

La Seccion 3.2 estd dedicada al estudio de las dlgebras de Lukasiewicz-
Moisil temporales débiles definidas por Figallo y Pelaitay en [78]. Esta seccién

esta dividida en cuatro subsecciones.

En la Subseccion 3.2.1 introducimos la variedad de las &lgebras de
Lukasiewicz-Moisil temporales débiles como una generalizacién comun de las
dlgebras de Boole temporales débiles y de las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil
n—valuadas temporales débiles. En la Subseccion 3.2.2, basados en la nocién
de marco débil, damos un ejemplo de dlgebra de Lukasiewicz-Moisil tempo-
ral débil que serd de utilidad en lo que sigue. En la Subseccion 3.2.3 probamos
un teorema de representacion para las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil tempo-
rales débiles. Finalmente, en la tltima subseccién nos dedicamos al estudio de
las congruencias en un algebra de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuada tempo-

ral débil. Estos resultados nos permitieron caracterizar las algebras simples y
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subdirectamente irreducibles de la variedad antes mencionada.

La Seccion 3.3 estd dedicada al estudio de las dlgebras de Lukasiewicz-
Moisil n x m—valuadas temporales definidas por Figallo y Pelaitay en [79]. Esta

seccion esta dividida en cuatro subsecciones.

En la Subsecciéon 3.3.1 introducimos la variedad de las dlgebras de
Lukasiewicz-Moisil temporales como una generalizacién comun de las alge-
bras de Boole temporales y de las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas
temporales. En la Subseccién 3.3.2, basados en la nocién de marco, damos un
ejemplo de dlgebra de Lukasiewicz-Moisil temporal que sera de utilidad en lo
que sigue. Enla Subseccién 3.3.3, probamos un teorema de representacion para
las 4lgebras de Lukasiewicz-Moisil temporales; como corolario de este teore-
ma obtenemos el teorema de representacion dado por Diaconescu y Georgescu
en [43] para las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas temporales. Final-
mente, en la dltima subsecciéon nos dedicamos al estudio de las congruencias
en un algebra de Lukasiewicz-Moisil n x m-valuada temporal. Estos resulta-
dos nos permitieron caracterizar las algebras simples y subdirectamente irre-

ducibles de la variedad antes mencionada.

La Seccién 3.4 estd dedicada al estudio de las dlgebras de Lukasiewicz-
Moisil n x m—valuadas poliddicas temporales débiles. Esta seccion estd dividi-

da en dos subsecciones.

En la Subseccion 3.4.1 introducimos la clase de las dlgebras de
Lukasiewicz-Moisil n x m—valuadas poliddicas temporales débiles como una
generalizacion comun de las algebras de Boole poliddicas temporales débiles y
las élgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas poliddicas temporales débiles.
También, basados en la nocion de sistema temporal débil, damos un ejemplo
de 4lgebra de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuada poliddica temporal débil. El
resultado més importante de la segunda subseccién es un teorema de repre-

sentacion para las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil temporales débiles.

En la tltima subseccion definimos la clase de las dlgebras de Lukasiewicz-
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Moisil n x m—valuadas poliddicas temporales y damos un ejemplo basandonos
en la nocion de sistema temporal.
Algunos de los resultados de este capitulo han sido aceptados para su

publicacién en

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. A representation theorem for tense n x m—valued

tukasiewicz—Moisil algebras. Mathematica Bohemica. 2015.

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. n x m-valued Lukasiewicz—Moisil algebras with

two modal operators. South American Journal of Logic. 2015.

También han sido presentados y expuestos en

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Operadores temporales sobre dlgebras de
tukasiewicz-Moisil n x m-valuadas, Actas del XII Congreso Dr. Antonio

Monteiro, UNS, Bahia Blanca, Argentina, (2013), 31-32.

El Capitulo 4 estd organizado en tres secciones. La primera seccion esta
dedicada al estudio de operadores temporales sobre algebras de Heyting. Es-
ta seccion se divide en seis subsecciones. En la primera subsecciéon mostra-
mos que la axiomatizacion algebraica dada por Chajda en [24] de los operado-
res temporales F y P en la logica intuicionista no se ajusta a la definicion de
Halmos de cuantificador existencial. En la segunda subseccion introducimos
la variedad de las I Kt —algebras, mostramos algunos ejemplos y probamos al-
gunas propiedades. En la tercera subseccion probamos que el sistema IKt de la
l6gica temporal intuicionista introducido por Ewald en [52], tiene alas I Kt —al-
gebras como contraparte algebraica. En la cuarta subseccién describimos una
dualidad discreta para las I Kt —algebras teniendo en cuenta los resultados in-
dicados por Orlowska y Rewitzky en [124] para las dlgebras de Heyting. En la
quinta subseccion damos una construccion general de los operadores tempo-
rales sobre un dlgebra de Heyting completa por medio de los llamados mar-

cos de Heyting. Finalmente, en la Gltima subseccién introducimos la nocién de
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sistema deductivo temporal, la cual nos permite determinar el reticulo de las
congruencias en una I Kt—algebra y caracterizar las dlgebras simples y subdi-
rectamente irreducibles de la variedad IKt.

Los resultados de esta seccion fueron publicados en

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Remarks on Heyting algebras with tense operators.
Bull. Sect. Logic Univ. L6dz 41, 1-2, 71-74. 2012.

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of the Ewald’s intu-

itionistic tense logic. Soft Computing. 18, 10, 1873-1883. 2014.
También han sido presentados en

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. Una axiomatizacion algebraica del sistema IKt, IV

Congreso Lationoamericano de Mateméticos, Cérdoba, 2012.

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of IKt system, 6th
Workshop on Intuitionistic Modal Logic and Applications, Rio de Janeiro,

Brazil, 2013.

La segunda seccion estd dedicada al estudio de operadores temporales
sobre élgebras de Heyting simétricas. Esta seccion esta dividida en tres subsec-
ciones. En la primera definimos la variedad de las dlgebras de Heyting simétri-
cas temporales, damos un ejemplo y probamos algunas propiedades. En la se-
gunda subsecciéon obtenemos una dualidad discreta para las dlgebras de
Heyting simétricas temporales teniendo en cuenta las indicadas en [49] para
las dlgebras de De Morgan y en [124] para las dlgebras de Heyting. En la tercer
subseccion describimos un célculo proposicional que tiene a las dlgebras de
Heyting simétricas temporales como contraparte algebraica. Los resultados de

esta seccion fueron publicados en

= A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Discrete duality for TSH—algebras. Com-
mun. Korean Math. Soc., 27, 1, 47-56. 2012.
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También fueron presentados y expuestos en

= A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Operadores temporales sobre dlgebras
de Heyting simétricas. LIX Reuniéon Anual de la Uni6én Matemadtica Ar-
gentina. Indice de Comunicaciones Cientificas. Mar del Plata, Septiem-

bre 2009.

= A.V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Una dualidad discreta para las dlgebras
de Heyting simétricas temporales. LX Reunién Anual de la Uni6én Matemati-
ca Argentina. Indice de Comunicaciones Cientificas. Tandil, Septiembre

2010.

La tercera seccion estd dedicada al estudio de operadores temporales so-
bre algebras de Heyting simétricas de orden n (o SH, —algebras para abreviar) .
Esta seccion estd dividida en tres subsecciones. En la primera subseccién defi-
nimos la variedad de las SH,,-4dlgebras temporales, damos un ejemplo y proba-
mos algunas propiedades. En la segunda subseccién obtenemos una dualidad
discreta para las SH,,-algebras temporales teniendo en cuenta las indicadas en
[124] para las SH,,-algebras. En la tercera subseccion describimos un célculo
proposicional que tiene a las SH, -4dlgebras temporales como contraparte alge-

braica. Los resultados de esta seccién fueron publicados en:

= A.V.Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SH,, -algebras. Pioneer Journal

of Algebra, Number Theory and its Applications. 1, 1, 33-41. 2011.

= A.V. Figallo, G. Pelaitay. Note on tense SH,, -algebras. An. Univ. Craiova Ser.
Mat. Inform., 38, 4, 24-32. 2011.

También fueron presentados y expuestos en:

= A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SH,—algebras, 16th Brazilian

Logic Conference, Petropolis, Brazil, 2011.

El Capitulo 5 consiste en una breve enumeracion de los posibles desarro-

llos futuros.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Diversos ejemplos de algebras

A continuacién daremos las definiciones de aquellas clases de algebras
que utilizaremos mas adelante, y también repasaremos algunas propiedades y

resultados que serdn necesarios para el desarrollo posterior.

1.1.1. L,,—algebras

Teniendo en cuenta la caracterizacion dada por M. Sholander en 1951
([145]) para los reticulos distributivos, un dlgebra ./ = (4, V, A, 0, 1) de tipo (2,2,
0,0) es un reticulo distributivo acotado (o Ly;—algebra), si se verifican las si-

guientes condiciones:

(rdl) xA(xVy)=x,

(rd2) xA(yVz)=(zAx)V(y Ax),
(rd3) xA0=0,xVv1=1.

Para mds detalles sobre la teoria de las L,;—algebras puede verse por

ejemplo en [3, 6, 91].

35
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1.1.2. B-—algebras

Nosotros utilizaremos la siguiente definicion de algebra de Boole.

Definicién 1.1.1. Un dlgebra de Boole (o B—dlgebra) es un dlgebra 3 = (B, V, A,
-,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) donde el reducto (B,V,A,0,1) es una Ly,—dlgebra y se

satisfacen las siguientes condiciones:

(B1) xA—x=0,

(B2) xv—-x=1.

A continuaciéon recordaremos dos ejemplos de B—4lgebras que nos seran

de utilidad.

Ejemplo 1.1.1. Sea 2 = ({0,1},V,A,—,0,1), donde x Vy = méax{x,y}, x Ay =
min{x,y},~x =1—x, para todo x,y € {0, 1} es una B—dlgebra, llamada la B—dl-

gebra estdndar.

Ejemplo 1.1.2. Sea X un conjunto no vacio y sea 2 la B—dlgebra estdndar. En-
tonces 25 = (2%,v,A,—,Q,1), donde 2% es el conjunto de todas las funciones de
X en{0,13, (f v g)x) = f(x)Vv glx), (f A g)(x) = f(x) A g(x), (=f)(x) = ~(f(x)),
O(x)=0, I(x) =1, para todo x € X es una B—dlgebra.

Las B—algebras, introducidas por Boole en 1850, son los modelos alge-
braicos del célculo proposicional de la l6gica cldsica. Para una mayor informa-

cién sobre estas dlgebras se pueden consultar, por ejemplo, [94, 144].

1.1.3. mB-—algebras

En 1955, Halmos ([92]) (ver también [93]) introdujo las dlgebras de Boole
monddicas (o m B—algebras) como pares (%,d) donde 8 = (B,V,A,7,0,1) es
una B—4lgebra y 3 es una operacion unaria sobre B, llamada cuantificador

existencial, de modo que se satisfacen las identidades siguientes:
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(E1) F30=0,
(E2) x <dx,

(E3) A(xAdy)=3xATy.
Es bien sabido que en cualquier m B—algebra se verifican las identidades:

(E4) Axvy)=3dxvVv3y,

(E5) Jddx =3x.

Por otra parte, en estas dlgebras se define la operacién unaria V, llamada

cuantificador universal, por medio de la férmula Vx = —=3-x, la cual verifica:
(E6) V1=1,
(E7) xAVx=Vx,
(E8) V(xAy)=VxAVy,
Ademads, en toda m B—algebra se verifican las propiedades:
(E9) VVx=Vx.
(E10) dVx =Vx,

(E11) V3ax =3x.

1.1.4. t,;B—algebras

En esta subseccién recordaremos algunas definiciones y resultados sobre
la representacion de las dlgebras de Boole temporales débiles (ver [107, 149,
10)).
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Definicion 1.1.2. Un dlgebra de Boole temporal débil (o t; B—dlgebra) es una
terna (%,G,H) tal que B = (B,V,A,1,0,1) es una B—dlgebra y G,H son dos

operadores unarios sobre B tales que, para todo x,y € B :
(tBl) G(1)=1,H(1)=1,
(tB2) G(xAy)=G(x)AG(y), HxAy)=H(x)ANH(y).

Proposicion 1.1.1. ([85]) Sea (%,G, H) una t,; B—dlgebra. Entonces, la condi-

cion (tB2) de la Definicion 1.1.2 es equivalente a la siguiente condicion:
(tB2)* G(x —=y)=G(x)—G(y), Hx—y)=H(x)— H(y), dondex —y :==—-xVy.

Observacion 1.1.1. Usando la Proposicion 1.1.1, en la Definicion 1.1.2 si reem-
plazamos la condicion (tB2) por (tB2)*, obtenemos una definicion equivalente

de t,; B—dlgebra.

Observacion 1.1.2. Sea 8 =(B,V,A,—,0,1) una B—dlgebra. Si G, H son dos en-

domorfismos de 3, entonces(AB,G, H) es una t; B—dlgebra.

Observacién 1.1.3. Sea 8 = (B,V,A,,0,1) una B—dlgebra. Entonces(%,1g,15)
es una ty B—dlgebra, donde 13, es la funcion 1: B — B, definida por 15(x) =1,

para todo x € B.

Definicion 1.1.3. Sea (A, G, H) una t, B—dlgebra. Definimos la operacién una-

ria d 4 sobre B por d (x)= G(x)Ax A H(x), para todo x € B.

Definicién 1.1.4. Si(%,G, H) una t,; B—dlgebra, llamaremos filtro temporal de

A a todo subconjunto M de B tal que:
(@) M esfiltrode B,
(b) sixe M, entonces G(x),H(x)e M.

Notaremos con Z,(B) a la familia de todos los filtros temporales de la

ty B—élgebra B.
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Observacion 1.1.4. Para una t; B—dlgebra (%,G, H), el reticulo 9,(B) es iso-
morfo a el reticulo de las congruencias de B.

Definicién 1.1.5. Un marco débil es una terna (X, R,Q), donde X es un conjunto

no vacio y R,Q son dos relaciones binarias sobre X.

Sea (X, R, Q) un marco débil. Definimos las operaciones G*, H* : 2X — 2%,

para todo p €2* y x € X por:

(L1 (G"(p)x)= \lp) |y € X, xRy}, (H (p)x)= \Ip() |y € X, xQy},

Proposicién 1.1.2. Para todo marco temporal débil (X, R,Q), (2%, G*, H*) es una
tqy B—dlgebra.

Dem. Por el Ejemplo 1.1.2, tenemos que 2X es una B—algebra. Entonces, solo
resta probar (tB1) y (tB2) de la Definicion 1.1.1.

(tB1) Sea x € X. (G*()(x)= A\fl(y) | y € X, xRy} =1, luego G*(I) =1. De manera
similar se puede probar que H*(I)=1.

(tB2) Sean p,q € 2¥ y x € X. Entonces,
(G (pAg@)x)=\(pAq)¥) |y €X, xRy}
=N\p()rq(y) 1y €X, xRy}
= (Aip0) 1y X, xRy}) A (Ma(y) 1y € X,xRy})
=(G*(pX)A(GH(g))(x)
=(G*(p)AG*(q))(x),

asi, G*(p A q) = G*(p) A G*(g). De manera similar se prueba que H*(p A g) =
H*(p) A H*(q). |

Definicién 1.1.6. Sean (8B,G,H) y(%A’,G’, H') dos t, B—dlgebras. Una funcion
f : B — B’ es un morfismo de t,; B—dlgebras (o t; B—morfismo) si [ es un
morfismo de B—dlgebras y este satisface las condiciones: f(G(x)) = G'(f(x)) y
f(H(x))=H'(f(x)), para cada x € B.
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Denotaremos por #' 7 9 ala categoria de las B—4lgebras temporales dé-
biles con sus correspondientes morfismos y por % a la categoria de las B—al-

gebras con sus correspondientes morfismos.

La demostracion del teorema de representaciéon que indicaremos a con-

tinuacién y que utilizaremos més adelante se puede consultar en [107].

Teoremal.1.1. Paracadat,; B—dlgebra(3,G, H), existe un marco débil(X, R, Q)
y un morfismo inyectivo de t; B—dlgebrasa : (%,G,H) — (2%, G*, H*), donde las

operaciones G* y H* estdn definidas como en 1.1.

1.1.5. tB-—algebras

En esta subseccion recordaremos algunas definiciones y resultados sobre

la representacion de las dlgebras de Boole temporales (ver [149, 10, 104, 85]).

Definicion 1.1.7. Un dlgebra de Boole temporal (o t B—dlgebra) es una t; B—dl-
gebra (A,G, H) que satisface la siguiente propiedad adicional, para todo x,y €
B:

(tB3) G(x)Vy=1<xVH(y)=1.

Observacion 1.1.5. Sea (2,G, H) una t B—dlgebra, donde 2 es la B-dlgebra del
Ejemplo 1.1.1. Entonces, G=H =1, 0G=H=1,. Donde 1, :2— 2 es definida
por 1;(x) = x para todo x €2 y 1, : 2 — 2 es definida por 1,(x) = 1 para todo

X €2.

Proposicién 1.1.3. ([85]) Sea (%,G, H) una t,; B—dlgebra. Entonces, la condi-

cion (tB3) de la Definicion 1.1.7 es equivalente a:

(tB3)* x < GP(x), x < HF(x), donde P y F son operadores unarios sobre B, defi-
nidos por: P(x) =—-H(—x) y F(x) =~G(—x).

Observacion 1.1.6. Teniendo en cuenta la Proposicion 1.1.3 podemos obtener
una definicion equivalente para las t B—dlgebras. Esto muestra que las t B—dl-

gebras forman una variedad.
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Definicién 1.1.8. Un marco es un par (X, R), donde X es un conjunto no vacio y

R es una relacion binaria sobre X.

Basados en la nocién de marco, vamos a construir un ejemplo de B—4al-
gebra temporal.
Sea (X, R) un marco. Definimos las operaciones G*, H* : 2X 5 2% para

todo p €2X yx € X por:

(1.2) (G*(p)x) = \ip(¥) |y € X, xRy}, (H (p)x) = /\{p(y)|y € X,y Rx},
Proposicién 1.1.4. Para cada marco (X, R), (2%, G*, H*) es una t B—dlgebra.

Dem. Por la Proposicién 1.1.2 tenemos que (2%, G*, H*) es una t; B—algebra.
Vamos a verificar la condicion (tB3) de la Definicién 1.1.7. Sean p, g € 2% tales
que G*(p) vV g = L. Entonces, (G*(p) V g)(x) = 1, para cada x € X. De donde
resulta que /\{p(y)Vq(x) |y € X,xRy}=1, paracada x € X, luego p(y)Vvqg(x)=
1, para todo x,y € X con xRy. Pero la condiciéon p(y)V g(x) = 1, para todo
X,y € X con xRy es equivalente a p(x)V q(y) =1, para todo x,y € X con y Rx.
De donde resulta que (p vV H*(g))(x) =1, paracada x € X, luego pVv H*(q)=1. La

implicacion reciproca se puede probar de manera similar. [ |

Observacion 1.1.7. El concepto de morfismo de t B—dlgebras es definido de la
misma manera que para morfismos de t; B—dlgebras. También, la operacion d 4

definida para una t,; B—dlgebra (%, G, H), puede extenderse para t B—dlgebras.

Denotaremos por 7 # a la categoria de las B—algebras temporales con

sus correspondientes morfismos.

La demostracion del teorema de representacion que indicaremos a con-

tinuacién y que utilizaremos més adelante se puede consultar en [107].

Teorema 1.1.2. Para cada t B—dlgebra (A,G, H), existe un marco (X,R) y un
morfismo inyectivo de t B—dlgebras a : (38,G, H) — (2%, G*, H*), donde los ope-

radores G* y H* estdn definidos como en 1.2.
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1.1.6. pB-—algebras

La l6gica algebraica del célculo de predicados clésico surgio por el estu-
dio de dos tipos de estructuras: las dlgebras poliddicas introducidas en [93] por
Halmos y las dlgebras cilindricas, introducidas por Tarski (ver [95, 96]). Uno de
los resultados de Galler [84] muestra que las dlgebras poliddicas con igualdad y
las 4lgebras cilindicas son equivalentes como estructuras algebraicas. El teore-
ma de representacién de Halmos [93] y el teorema de representacion de Tarski
[95, 96] son la contraparte algebraica de los teoremas de completitud para el

célculo de predicados clésico.

Recordaremos la definicion de dlgebra de Boole poliddica (ver [7, 93]).

Definicion 1.1.9. Un dlgebra de Boole poliddica (o p B—dlgebra) es un sistema
(%,U,S,3), donde B es una B—dlgebra, U es un conjunto no vacio, S es una
funcion de UY en el conjunto de los endomorfismos de 3B y 3 es una funcion
de 2 (U) en el conjunto de los cuantificadores existenciales de % tales que se

satisfacen los siguientes axiomas:
@) S(1y)=1s,
(i) S(poT)=S(p)oS(7), paracadap,t < UY,
(i) (@) =14,
(iv) 3JuJ)=3(J)o3(J"), paracada ], ]’ < U,

W) S(p)e3d(J)=S(t)o3(]), paracada ] CU ycadap,t € UY tal que p |y ;=

T |U\];

(i) A(J)eS(p)=S(p)oIp~1(])), paracada ] € U y para cada p € UY tal que

P lp-1y) es inyectiva.

La nocién de morfismo de p B—4lgebras es definida de manera natural.

El cardinal de U serd llamado el grado de la p B—algebra (%, U, S,d). Un sub-
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conjunto J de U serd llamado el soporte de un elemento p € Bsi(U\ J)p =p.

Una p B—4lgebra es localmente finita si todo elemento tiene un soporte finito.

Ejemplo 1.1.3. Sea B una B—dlgebra completa, U un conjunto infinito y X # 0.
El conjunto BX") de todas las funciones de XV en B tiene una estructura natural
de B—dlgebra. Para cada ] C U yt € UY definimos dos operaciones unarias 3(J)

yS(7) sobre BX") por:

= 3P =VipW) Iy €XY,y luy=xluy},
» S(T)(p(x))=p(xoT),
para cada p : XU — B, € UV y ] C U. Entonces, se puede probar que BX") es

una p B—dlgebra.

1.1.7. t,;pB-—algebras

Las algebras de Boole poliddicas temporales débiles fueron introducidas
en [86] (ver también [30, 31]) como estructuras algebraicas paralalégica de pre-
dicados temporal débil. Estas se obtienen dotando a una p B—élgebra con los
operadores temporales G y H. Recordaremos definiciones y resultados sobre

B—élgebras poliddicas temporales débiles.

Definicién 1.1.10. Un dlgebra de Boole poliddica temporal débil (o typ B—dlge-
bra) es un sistema (%,U,S,3,G, H) tal que se satisfacen las siguientes propieda-

des:
(i) (A,U,S,3) es una p B—dlgebra,
(i) (%,G,H) esunat,;B—dlgebra,
(iii) S(t)(G(p))=G(S(7)(p)), paracadat U yp € B,

(iv) S(t)(H(p))=H(S(t)(p)), paracadat U yp € B.
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Definicién 1.1.11. Un sistema 7 = (T, (X;)rer, R, Q,0) es un sistema temporal

deébil si:
(i) T es un conjunto arbitrario no vacio,
(ii) R yQ son dos relaciones binarias sobre T,
(iii) 0€ T,
(iv) Paracadas,t € T, X; es un conjunto no vacio, con la siguiente propiedad:
sitRs o0tQs, entonces X; € X;.
Observacion 1.1.8. (T, R, Q) es un marco débil.

Sea 7 un sistema temporal débil y U un conjunto no vacio. Denotaremos

por
EY ={(fi)ier | fi : XU — 2, paracada t € T}.
Sobre FJ consideraremos las siguientes operaciones:

(pb1) (fi)ier — (81)ter =(f: — &§¢)ier, donde (f; — g:)(x) = fi(x) — g:(x),

para todo x € XU,
(pb2) —(fi)ier =(=f1)ier, donde (=f;)(x) =—(f:(x)), para todo x € X7,
(pb3) 17 =(1;),er, donde 1, : XV —2,1,/(x)=1,paratodo r € Ty x € XV.
Lema 1.1.1. (Georgescu [86]) 5 =(FY,—,—,17) es una B"—dlgebra.
Sobre FY consideramos los operadores G y H, definidos por:
(pb4) G((fi)ier)=(80)rer, r: X — 2, g(x)=\{fs(iox)| tRs,s € T},

(pb5) H((fo)rer)=(hi)ier, he: XV — 2, hu(x)= \{fs(iox)|tQs,s € T},
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donde i : X; — X, es la funcién inclusion.

Lema 1.1.2. (Georgescu [86]) (75,G, H) es una t, B—dlgebra.

(pb6) Para cada T € UV, definimos S(7): FY — FJ por S(T)(f1)rer) =(&)ser,
donde g; : XY —2, g/(x)= fi(xo7),paratodo t € Ty x € XU,

(pb7) Paracada J C U, consideramos la funcién 3(J): Fy — FEJ, definida por
A(f)eer) =(81)ier, donde g, : XY — 2, es definida por:

&)=\ {fi()y XY,y lv,y=x |} paratodo x € XV.
Lema 1.1.3. (Georgescu [86]) (9’{”, U,S,3,G,H) es una t,;p B—dlgebra.

Definicién 1.1.12. Sea (%,U,S,3,G, H) una t,p B—dlgebra. Un subconjunto ]
de U es un soportede p € B sid(U\ J)p = p. La interseccién de los soportes de un
elemento p € B serd denotado por J,. Una tqp B—dlgebra es localmente finita si

todo elemento tiene soporte finito. El cardinal de U es el grado de(%, U, S,3,G, H).

Teorema 1.1.3. (Georgescu [86]) Sea (#,U,S,3,G, H) una t;p B—dlgebra lo-
calmente finita de grado infinito y I' un filtro propio de 3 tal que ], =0, para
cualquier p € I'. Entonces existe un sistema temporal débil 7 = (T,(X;)ier, R,
Q,0) y un morfismo de t,p B—dlgebras ® : B — ., tal que, para cada p €T,
tenemos que: ®(p) = (f1)er implica fo(x) =1, para todo x € XV.

1.1.8. tpB-—algebras

Las dlgebras de Boole poliddicas temporales son estructuras algebraicas (
ver [86, 31]) para la l6gica de predicados temporal. En esta seccién, recordare-

mos las definiciones y resultados sobre esta clase de dlgebras.

Definicion 1.1.13. Un dlgebra de Boole poliddica temporal (o t p B—dlgebra) es
una tgp B—dlgebra (%,U,S,3,G, H) que satisface la propiedad adicional (tB3)
de la Definicién 1.1.7.
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Definicién 1.1.14. Un sistema T = (T,(X;)cer, R,0), es un sistema temporal si:
(i) T es un conjunto arbitrario no vacio,

(i) R es una relacion binaria sobre T,

(iii) 0€T,

(iv) paratodot,s €T, X, es un conjunto no vacio, con la siguiente propiedad:

SitRs osRt, entonces X; = X;.

Observacion 1.1.9. (T, R) es un marco.

Sea 7 un sistema temporal y U un subconjunto no vacio. Denotamos por:
FY ={(f)ier| fi : XU — 2, paracada r € T}.

Sobre FY consideramos las operaciones —, 1y 17 definidas previamente

en (pb1)-(pb3).
Lema 1.1.4. (Chirita [31]) #J =(FJ,—,~,17) es una B"—dlgebra.

Sobre F consideramos los operadores G y H definidos por

(Pb4)* G((f)ier) =(gt)iers 8+ : XV — 2, g:(x)= \{fs(x) | tRs,s € T},
(pb5)* H((fi)er)=(he)ier, he : XU — 2, hy(x)= A\{fs(x)| sRt,s € T}.
Lema 1.1.5. (Chirita [31]) (74, G, H) es una t B—dlgebra.

Sobre el conjunto Z5, para cada v € UV y J C U, definimos las opera-

ciones $(7),3(J) : FY — FY como en (pb6)-(pb7).

Proposicién 1.1.5. (Chirita [31]) (Z,U,S,3,G, H) es una t p B—dlgebra.
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1.1.9. M —algebrasy K —algebras

Los reticulos de De Morgan son reticulos con una operacién unaria adi-
cional, e intuitivamente podemos decir que tiene propiedades importantes que
también valen en el caso de las B—algebras. Estos fueron introducidas de ma-
nera independiente por varios autores, Bialynicki-Birula y Rasiowa en [12],
Kalman en [101], Monteiro en [116] y Dunn en [44], por mencionar algunos.
Dunn, los utiliz6 como semadnticas para la Logica Relevante, y en este contexto
son también conocidos con el nombre de reticulos intensionales. Sobre estos
temas también se puede consultar el libro de Rasiowa [134].

En particular, las dlgebras de De Morgan (o M —algebras) fueron presen-
tadas como L, ;—4algebras ala que se le ha adicionado una polaridad que satis-
face las leyes de De Morgan. Las M —4lgebras aparecen como contraparte alge-
braica de la l6gica conocida como Légica de Belnap [5].

A continuacién y de acuerdo con nuestras necesidades las definiremos

del siguiente modo:

Definicion 1.1.15. Un dlgebra de De Morgan (o M —dlgebra) es un dlgebra .</ =
(A,V,A,~,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) tal que (A,V,A,0,1) es una L, ,—dlgebra y ~

satisface las ecuaciones:
(M1) ~~x=x,
M2) ~(xVy)=~xA~Y.

En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusion, denotaremos a estas

algebras por (A, ~).

Es bien conocido que toda M —4lgebra verifica las siguientes propiedades:

(M3) x <ysi,ysolosi,~y <~x,

M4) ~(xAy)=~xV ~Yy,
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(M5) ~1=0,
(M6) ~0=1.

Definicion 1.1.16. Un dlgebra de Kleene (o K—dlgebra) es una M —dlgebra .o/ =

(A,V,A,~,0,1) donde el operador ~ satisface la siguiente condicion adicional:
(K) xA~x<yv~y.

Las K—algebras fueron consideradas por primera vez por Kalman [101]
bajo el nombre de i—reticulos normales y Monteiro las denominé dlgebras de

Kleene [116].

1.1.10. LM, —algebras

Definicién 1.1.17. Un dlgebra de Ltukasiewicz—Moisil n—valuada (o LM, -dlge-

.....

,,,,,

unarios sobre L que satisfacen las siguientes condiciones:

LD oi(xVvy)=0ix)Voiy),

(L2) oi(x)v~oilx)=1,

(L3) o;o0;=0},

L4) oi(~x)=~0,-i(x),

L5) oi(x)<02(x) ... < 0p-a(x),

(L6) sioi(x)=0i(y)paratodoi,1 <i<n-—1,entoncesx=y.

Las LM ,—4lgebras fueron introducidas por Gr. C. Moisil en 1941 ([119])
bajo el nombre de dlgebras de Lukasiewicz n—valentes y Cignoli en [32] las es-
tudié bajo el nombre de dlgebras de Moisil de orden 7. Este concepto fue desa-
rrollado por el mismo Moisil en [121, 122] y por Sicoe en [142, 143]. En [33, 32]

se demostré que la clase de las LM ,-élgebras constituyen una variedad.
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Por otra parte un ejemplo muy importante de LM ,-algebras es la cadena
de n fracciones racionales

Ln:{ﬁIOSan—l}

con la estructura natural de reticulo y las operaciones unarias ~ y o;, definidas

. . . 0 sii+j<n
por las prescripciones: ~ (ﬁ) =1--Lyo; (ﬁ) = { | t / .
en otro caso

1.1.11. m LM, —algebras

En [88], Georgescu y Vraciu introdujeron las élgebras de Lukasiewicz—

Moisil monddicas (o LM ,,—4lgebras mondadicas) del siguiente modo:

Definicién 1.1.18. Un par(%¢,3) es una LM ,—dlgebra monddica (o m LM ,,—dl-
gebra) si £ = (L,V,\ ~,{0}icp1,..n-1},0,1) es una LM ,—dlgebra y 3 es una ope-
racion unaria sobre L, llamada cuantificador existencial, que verifica (E1), (E2),

(E3) y la condicion adicional:
(E12) oi(3x)=3(oix), paratodoi=1,...,n.

La clase de las m LM ,—algebras ha sido estudiada por varios autores (ver

por ejemplo [62, 61]).

1.1.12. ¢t LM, —algebras

En 2007, Diaconescu y Georgescu en [43] introdujeron las dlgebras de
Lukasiewicz-Moisil temporales (o dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n—valuadas

temporales) del siguiente modo:

Definicién 1.1.19. Una terna(%,G, H) es un dlgebra de Lukasiewicz-Moisil tem-
poral (o tLM ,—dlgebra) si. £ = (L,\,V,~,{0}ieq,...n-13,0,1) es una LM ,—dlge-

bray G, H son operaciones unarias sobre L que verifican:
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(tL1) G(1)=1,H1)=1,

(tL2) G(xAy)=G(x)AG(y), Hx Ay)=H(x)AH(y),

(tL3) G(oi(x))=0(G(x)), H(o:(x)) = 0;(H(x)), paratodoi, 1 <i<n—1,

(tL4) x <GP(x),x <HF(x), donde P(x)=~ H(~ x) y F(x)=~ G(~ x).

Dada una LM ,—4lgebra (<,G, H), en lo que sigue denotaremos por
14,01,1;: L — L, alas funciones definidas por I;(x)=x, 0.(x) =0y 1.(x)=1

paratodo x € L.

Proposiciéon 1.1.6. (Diaconescuy Georgescu [43]) Si(L,,G, H) esunat LM, —dl-
gebra, entoncesG=H=1,0G=H=1,,.

Sea (X, R) un marco. Definimos los operadores unarios G*, H* : Lif — Lif

por:

(1.3) G (p)x)=/\lpW)ly X, xRy}, H'(p)x)= \{p(y)|y € X,y Rx},

paratodop e LXyx € X.

Proposiciéon 1.1.7. (Diaconescu y Georgescu [43]) Para todo marco (X, R),

(Lfi, G*, H*) es una t LM ,—dlgebra, donde G* y H* estdn definidos como en 1.3.

Definicion 1.1.20. Sean (¥,G,H) y(¥’,G’,H’) dos t LM ,,—dlgebras. Una fun-
cion f : L — L’ es un morfismo de t LM, —dlgebras (o t LM ,—morfismo) si
f es un morfismo de LM, —dlgebras y este satisface las condiciones: f(G(x)) =

G/(f(x)) y f(H(x)) = H'(f(x)), para cadax € L.

El siguiente teorema de representacion para las tLM,—algebras tempo-
rales generaliza a el teorema de representacion para las t B—algebras. La de-

mostracion de este teorema puede encontrarse en [43].
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Teorema 1.1.4. Para cada tLM ,—dlgebra(¥,G, H), existe un marco(X,R) y un
morfismo inyectivo de tLM ,—dlgebras ®:(¥,G,H) — (Lif, G*, H*).

El teorema anterior permite probar la completitud de la 16gica de Moisil

n—valuada temporal (ver [43])

Por otra parte, siguiendo la terminologia de Chirita [31], nosotros llamare-
mos dlgebra de tukasiewicz-Moisil temporal débil (o t; LM ,—élgebra) a toda
G, H son dos operaciones unarias sobre L que satisfacen (tL1), (tL2) y (tL3) de

la Definicién 1.1.19.

1.1.13. H-—algebras

En conexién con los fundamentos de la légica, Brouwer y Heyting defi-
nieron una clase de dlgebras mas general que la de las dlgebras de Boole, y esta
generalizacion se baso en la siguiente propiedad: en cualquier dlgebra de Boole
B, para todo a € B el complemento booleano de a, que hemos denotado por
—a, es el tltimo elemento de {x € B | a A x = 0}. M&s generalmente, para todo
a,b,x € A se verifica que a A x < b si, y s6lo si, x < —a V b, por lo tanto, dados
a,b € B existe el tltimo elemento c=—-a Vv b, talqueaAc <bh.

Teniendo en cuenta lo anterior, dado un reticulo Ly a,b € L, si existe el
ultimo elemento x € L tal que a A x < b, entonces este elemento se denota por
a — b, y se llama pseudocomplemento relativo de a con respecto a b.

La definicion de pseudocomplemento relativo es equivalente a la existen-

cia de un elemento a — b, tal que satisface:
aNx<bsiysblosi,x <a—b.

Un élgebra de Heyting (o H—4lgebra) es una L,;—4lgebra L en el cual

a — b existe paratodo a,b € L.
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Su nombre se debe a que en 1930, fue Heyting quien formalizo6 el célculo
proposicional intuicionista desde el punto de vista algebraico.

En 1955, Monteiro [117] demostré que pueden ser definidas equivalente-
mente como dlgebras ./ = (A,V,A,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) que satisfacen las

siguientes identidades:

(H1) xA0=0,

(H2) x —-x=1,

(H3) (x—=y)Ay =y,

(H4) xA(x—y)=xAYy,

(H5) x—=(yAz)=(x—=y)A(x—2),
(H6) (xVy)—z=(x—2)A(y — 2).

Recordemos que si .«f = (A,V,A,—,0,1) es una H—algebra, entonces D C

A esun sistema deductivo si se verifica:
(D1) 1€D,
(D2) x,x —yeDimplicay € D.

En lo que sigue notaremos por %(A) al conjunto de todos los sistemas
deductivos de A.

En [117], Monteiro prob6 que en una H—algebra la nocién de sistema
deductivo y filtro coinciden. Ademads mostr6 que el reticulo de las congruencias
Conpg(A), queda determinada del siguiente modo:

si.o/ =(A,V,A,—,0,1) esuna H—4lgebray D € 9(A), entonces
Cong(A)=4{R(D): De 9(A)},

donde
R(D)={(x,y)eAxA:x—y,y —»x€D}.
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Esta caracterizacion le permiti6é probar que los reticulos Cony(A) y 2(A)
son isomorfos considerando las correspondencias 8 — [1]y y D — R(D) las

cuales son inversas una de la otra.

1.1.14. mH—algebras

En 1957, Monteiro y Varsavsky en [118] consideraron una generalizacién
delas m B—algebras y definieron las dlgebras de Heyting monddicas (o m H—al-
gebras) como ternas (.</,3,V), donde .«/ = (A,V,A,—,0,1) es una H—éalgebray
1, V son operaciones unarias que satisfacen (E1) a (E11).

Dado que, sobre las H—algebras, a diferencia de lo que ocurre en las B—4l-
gebras, uno de los cuantificadores no puede ser definido en términos del otro,
por lo cudl, Monteiro y Varsavsky debieron considerar simultdneamente el par
de cuantificadores para que la estructura considerada pudiese decirse que era
monddica, sin embargo es posible definir estructuras algebraicas (.7, 3) y (.</, V),
y de hecho se han considerado.

Ahora, con el objeto de completar la historia, comentamos que en 1982
Georgescu en [87] consider6 las m H—algebras para indicar un teorema de rep-
resentaciéon para las H—algebras poliddicas (ver también [103, 114]), llamé
cuantificador existencial a cualquier operacion unaria 3 definida sobre una
H—algebra A que verifica las propiedades (E1), (E2), (E3), (E5) y las identidades

adicionales:
(G1) 3(Fx —3dy)=3x—3y,
(G2) d(FxVvdy)=4dxv3y.

Este autor llamé cuantificador universal a cualquier operaciéon unaria V

sobre A que verifica (E6), (E7), (E9) y la condicién:

(G3) YV(x —y)<Vx—>Vy.
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Georgescu indico6 la definicion de H—algebra I—poliddica de la cudl es
posible derivar como caso particular, una definicién de m H—algebra. En efec-
to, segtin la terminologia de Georgescu una m H—algebra es una terna (.</, V, 3)
donde A es una H—élgebra y V, 3 son operaciones unarias sobre A que satis-
facen (E1), (E2), (E3), (G1), (G2), (E5), (E6), (E7), (E9) y (G3).

Pero se puede comprobar que la definicion de Monteiro—Varsavky coin-
cide con la de Georgescu. Por otra parte, como en la definicién de Monteiro-
Varsavky ninguno de los axiomas indicados para los operadores V y 3 involu-
cran a la implicacién intuicionista, Figallo y Ziliani introdujeron en [59] (ver

también [63, 73]), una nocién més general del siguiente modo:

Definicion 1.1.21. Un reticulo distributivo monddico (o m Ly,—dlgebra) es una
terna(.¢/,V,3) donde .</ = (A,V,A\,—,0,1) es una Ly,—dlgebra, ¥ y 3 son opera-

ciones unarias sobre A, tales que se satisfacen las condiciones (E1) a (E11).

1.1.15. SH—algebrasy S H,,—algebras

Entre las muchas extensiones del célculo intuicionista consideradas por
diversos autores figura la extension de Moisil a la que este autor llamo6 cdl-
culo proposicional modal simétrico general, el cudl fue publicado en 1942 en
[120] (ver también [122]). Recordemos que este cdlculo se obtiene mediante
la adicién de un conectivo unario ~ al alfabeto del célculo proposicional in-
tuicionista. Dos axiomas légicos y una regla de inferencia caracterizan a este
nuevo conectivo: las leyes de la doble negacion y la regla de contraposicion. Por
otra parte, en 1969 Monteiro, con el objeto de estudiar este calculo con técnicas
algebraicas defini6 y desarroll6 la teoria de las dlgebras de Heyting simétricas
(o SH—4dlgebras, para abreviar). Estas dlgebras son H—4lgebras a las que se les
ha adicionado una involucién que invierte el orden dado por la implicacion.
Ejemplos de SH—élgebras lo constituyen las dlgebras de Heyting trivalentes, las

dlgebras de Lukasiewicz trivalentes y, por supuesto, las B—algebras. Para mas
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detalles consultar [115, 137].

Por otro lado, en 1967, Rousseau ([135],[136]) formul6 versiones clasica e
intuicionista del calculo proposicional intuicionista n—valuado, y fue él quién
indic6 el primer sistema de axiomas estandar para cada uno de ellos. Estudios
algebraicos de estos calculos son las dlgebras de Post y las pseudo-élgebras de
Post respectivamente.

Iturrioz en [97] present6 una légica conectada con el cédlculo proposi-
cional modal simétrico general pero con técnicas algebraicas, para lo cudl in-
trodujo la nocién de dlgebra de Heyting simétrica de orden n. Informalmente
hablando, estas algebras, contrapartes algebraicas del cdlculo proposicional de
Iturrioz, son SH—algebras a las que se le adicionan n — 1 operadores unarios
S1,S2,...,S,-1 satisfaciendo propiedades adecuadas. Entonces, en estas seman-
ticas los operadores mencionados pueden ser interpretados como operadores
modales, mds precisamente coinciden con los operadores de posibilidad con-
siderados por Moisil cuando defini6 a las LM ,,—éalgebras.

Formalmente, un dlgebra de Heyting simétrica de orden n (o SH,—élge-
bra) es un dlgebra .¢/ = (A,V,A,—,~,{S;}!.,,0,1), donde (A,V,A,—,~,0,1) es
una SH—4lgebra, es decir, (4,V,A,—,0,1) es una H—algebray (A,V,A,~,0,1) es

una M —dalgebra, y los n — 1 operadores unarios S; satisfacen las propiedades:

(S1) Si(xAy)=Si(x)ASi(y),

(S2) Si(x = y)=N\;_,(Sk(x) = Sk(y)),

(83) Si(Sj(x))=S;(x),paratodoi,j=1,...,n—1,
(84) Si(x)vx=x,

(S§5) Si(~x)=~S,_i(x),parai=1,...,n—1,

(§6) Si(x)v-Si(x)=1,con—x=x—0.
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1.2. Dualidades discretasy aplicaciones

1.2.1. Generalidades sobre la dualidad discreta

La teoria de la dualidad surgi6 del trabajo de Marshall Stone [146] so-
bre algebras de Boole y reticulos distributivos en los afios 30. A principios de
los 50, Jénsson y Tarski [99, 100] extendieron los resultados de Stone a alge-
bras de Boole con operadores. Estos operadores son conocidos como opera-
dores modales de posibilidad. Luego, en los 70, Larisa Maksimova [112, 113] y
Hilary Priestley [127, 128], desarrollaron resultados andlogos para las dlgebras
de Heyting, las dlgebras de Boole topoldgicas y los reticulos distributivos. Los
dltimos fueron extendidos a reticulos distributivos con operadores por
Goldblatt en [89] ( ver también [38]). Desde entonces establecer una dualidad
se ha convertido en un problema metodolégico importante, tanto en el dlgebra
como en la légica.

Todos los resultados de las dualidades clasicas antes mencionados se han
desarrollado utilizando espacios topolégicos como espacios duales de 4dlge-
bras.

Una dualidad discreta es una dualidad donde una clase de sistemas rela-
cionales abstractos es una contrapartida dual de una clase de dlgebras. A estos
sistemas relacionales se los denomina marcos siguiendo la terminologia de las
l6gicas no clésicas. Una topologia no estd involucrada en la construcciéon de
estos marcos y entonces se puede pensar que tienen una topologia discreta.

Establecer una dualidad discreta involucra los siguientes pasos: dada una
clase Alg de algebras (resp. una clase Marc de marcos) definimos una clase
Marc de marcos (resp. una clase Alg de algebras). A continuacion, para un al-
gebra A € Alg definimos su marco canonico Z'(A) y para cada marco X € Marc
definimos su algebra compleja 6 (X). Entonces probamos que Z'(A) € Marc y
6 (X) eAlg.

Una dualidad entre Alg y Marc se verifica siempre que se prueben los si-
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guientes teoremas de representacion:

(TD1) Toda élgebra A € Alg es sumergible en el dlgebra compleja de su marco

canobnico i.e., €(Z'(A)).

(TD2) Todo marco X € Marc es isomorfo a una subestructura del marco canéni-

co de su dlgebra complejai.e., Z'(6(X)).

Un rasgo distintivo de este marco de trabajo para establecer una dualidad
discreta es que las nociones algebraicas y l6gicas involucradas en las pruebas
se definen en forma auténoma; no mezclamos metodologias algebraicas y 16gi-
cas. La separacion de las construcciones l6gicas y algebraicas nos permiten ver
las clases duales de dlgebras y marcos como dos tipos de estructuras seménti-
cas de un lenguaje formal. Como consecuencia obtenemos facilmente lo que
llamamos la dualidad a través de la verdad.

Dados un lenguaje formal Len, una clase de marcos Marc que determina
una semantica relacional para Len y una clase Alg de édlgebras que determina
su semdantica algebraica, una dualidad a través del teorema de verdad dice que

estos dos tipos de semdéntica son equivalentes en el sentido siguiente:

(DvT) Una férmula ¢ € Len es verdadera en toda élgebra de Alg si, y sélo si, es

verdadera en todo marco de Marc.

Con el fin de demostrar tal teorema tenemos que probar el siguiente lema

denominado teorema del dlgebra compleja.

(CA) Para todo marco X € Marc, una férmula ¢ € Len es verdadera en X si, y

sélo si, ¢ es verdadera en el dlgebra compleja 6 (X).

Por medio del teorema (CA) y el teorema de representacion (TD1) pode-

mos demostrar el teorema (DvT).
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La implicacion de derecha a izquierda de (DvT) resulta de la implicacion
de izquierda a derecha de (CA) y la implicacién de izquierda a derecha de (DvT)
resulta de la implicacion de derecha a izquierda de (CA) y (TD1).

De esta manera la dualidad discreta contribuye al desarrollo de una se-
mantica relacional (resp. una semdntica algebraica) una vez que una semantica

algebraica (resp. una semdntica relacional) de un lenguaje es conocida.

1.2.2. Aplicaciones a completitud y teoremas de corresponden-

cias

La dualidad discreta contribuye también a un resultado de completitud
una vez que un sistema deductivo para un lenguaje Len es dado.

Supongamos que una semantica algebraica de Len estd dada en términos
de una clase de dlgebras Alg y de una semdntica relacional en términos de una
clase de marcos Marc de modo que una dualidad discreta se establezca entre
estas dos clases.

Suponemos que las dlgebras de Alg se basan en reticulos acotadas.

Para probar la completitud se define una relacion binaria ~ en el conjun-
to de féormulas de Len como demostratividad de la doble implicacién, si esta
entre las operaciones de Len, o de otra manera como demostratividad de un
secuente construido con un par de férmulas.

A continuacién probamos que esta es una relacion de equivalencia y una
congruencia con respecto a todas las operaciones admitidas en Len.

Luego formamos el dlgebra Lindenbaum-Tarski A/ ~ de Len. Su conjunto
soporte consiste en clases de equivalencia [¢p]~ (con respecto a la relacién ~)
de féormulas.

A continuacién, mostramos que el dlgebra A/ ~ pertenece a la clase de
algebras Alg.

Ahora, dependiendo de si estamos interesados en la completitud con res-
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pecto a la semadntica algebraica o relacional procedemos de la siguiente mane-
ra.

Para probar la completitud del sistema de deduccién con respecto a la
semantica relacional consideramos el marco canonico Z'(A/ ~) del dlgebra de
Lindenbaum-Tarski.

Su universo consiste en filtros primos de A/ ~. Luego formamos un mo-
delo M/ ~ basado en este marco.

La preservacion de las operaciones por la aplicaciéon que proporciona la
inmersion de A/ ~ en 6(Z (A/ ~)) garantizada por el teorema (TD1) nos per-
mite demostrar el lema de verdad que dice que la satisfaccion de una férmula
¢ en el modelo M/ ~ por un filtro S es equivalente a [¢ ]~ € S. De este lema, la
completitud se sigue de la manera habitual.

Para probar la completitud del sistema de deduccién con respecto a la
semantica algebraica definimos una valuacion de las formulas atomicas de Len
en A/ ~ como v(p) = [p]~ Yy probamos que se extiende a todas las férmulas tal
que v(¢) = [¢]~.

Luego mostramos que la demostrabilidad de una férmula ¢ es equiva-
lente a v(¢) = [1], donde [1] es el Gltimo elemento del reducto reticular de
A/ ~, de donde resulta la completitud.

La Dualidad Discreta es también pertinente para la teoria de la corres-
pondencia que tiene por objeto encontrar relaciones entre la verdad de las for-
mulas en un marco y las propiedades de las relaciones en el marco. Por lo ge-

neral, una correspondencia tiene la siguiente forma:

(CPS) Una férmula ¢ € Len es verdadera en un marco X si, y s6lo si, las rela-

ciones del marco tienen una cierta propiedad.

Dadas las clases Alg y Marc para las cuales una dualidad discreta y la dua-
lidad por medio del teorema de la verdad con respecto a un lenguaje Len dado

se cumplen, podemos considerar las siguientes correspondencias:



60 Capitulo 1. Preliminares

(Cpsl) Lasrelaciones de un marco X € Marc tienen una propiedad determinada
si, y s6lo si, una férmula ¢ € Len es verdadera en el dlgebra compleja

6 (X).

(Cps2) Una férmula ¢ € Len es verdadera en un algebra A € Alg si, y solo si, las

relaciones de la estructura canénica 2'(A) tienen una cierta propiedad.

Se sabe que estas correspondencias estdn relacionadas con la correspon-
dencia clésica (CPS).

La implicacién de izquierda a derecha (Cps1) y la implicacién de derecha
a izquierda (CA) implican la implicacién de derecha a izquierda (CPS). La im-
plicacién de derecha a izquierda (Cpsl1) y la implicacién de izquierda a derecha
(CA) implican implicacion de izquierda a derecha (CPS). Ejemplos de las co-

rrespondencias de este tipo se pueden encontrar en [98].

Para mds detalles sobre dualidades discretas y aplicaciones recomenda-
mos la lectura de los trabajos [45, 46, 47, 48, 123] y [125] incluidos en la biblio-

grafia final.

1.2.3. Una dualidad discreta para las M —algebras

En 2006, Dzik, Ortowska y van Alten en [49] describieron una dualidad
discreta para las M—dalgebras. Nosotros repasaremos dicha dualidad en esta

subseccién.

Sea T una relacion binaria sobre un conjunto X y sea U un subconjunto
de X. En lo que sigue denotaremos por [T]U al conjunto {x € X | para todo y,

xTy implica y € U}.

Una estructura (X, <, g) es un marco de De Morgan (o M—marco), si X es
un conjunto no vacio dotado de un orden <y g : X — X es una funciény, para

todo x,y € X,
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1. x <y implica g(y) < g(x),
2. g(gx))=x.
Dada una M—4lgebra ./ =(A,V,A,~,0,1) sumarco canénico es
(Z'(A), <5, 8°),

donde Z'(A) es el conjunto de los filtros primos de A ordenado por la inclusién
de conjuntos, esto es, <¢ es Cy g°(S)={a€A:~a ¢S} paratodo S€ Z'(A). Es

facil ver que el marco canénico (Z'(A), <¢, g¢) es un M—marco.
Dado un M—marco (X, <, g), su dlgebra compleja es
(cg(X)! \/C) /\C) NC) OC’ ]‘C)!

donde ¢(X)={U C X :[S]JlU=U}yparacada U,Ve ¢(X), UvcV=UUYV,
UNV=UNV,00=0,1°=X,~ U={xeX: g(x)¢ U}.

El algebra compleja de un M—marco es una M—délgebra y la funcién h :

A — 6(Z (A)), definida, para cada a € A, por
(1.4) h(a)={Se X (A):a €S},

es un sumergimiento de M—algebras. Ademas, la funciéon k : X — X' (6(X)),

definida, para cada x € X, por
(1.5) k(x)={Ue6(X):x €U},

es inyectiva y preserva el orden.
Por lo tanto, se obtiene una dualidad discreta entre M —algebras y M—mar-

Cos.

1.2.4. Una dualidad discreta para las H—algebras

En 2007, Ortowska y Rewitzky en [124] obtuvieron una dualidad discreta

para las H—algebras. A continuacién, repasaremos dicha dualidad discreta.
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Un par (X, <) es un marco de Heyting (0 H{—marco) si X es un conjunto
no vacio dotado de un orden <. Dada una H—4dlgebra .«/ = (A,V,A,—,0,1) su
marco canonico es

(Z'(A), <),

donde Z'(A) es el conjunto de los filtros primos de A ordenado por la inclusiéon
de conjuntos, esto es, <¢ es C. Es claro que el marco canénico (Z'(A), <¢) es un

H—marco.
Dado un H—marco (X, <), su dlgebra compleja es

<(g(X)’ Vc} /\C} —)C) ()C) 10))

donde ¢(X)={U C X:[<][U=U},yparatodo U,Ve ¢(X), UvcV=UUYV,
UANV=UNV,06=0,1°=X, U—, V=[<](X\U)U V).

El dlgebra compleja de un H{—marco es una H—élgebra y la funcién £ :

A — 6(Z'(A)), definida, para cada a € A, por
(1.6) h(a)={Se Z(A):a S},

es un sumergimiento de H—algebras. Ademas, la funcién k : X — Z'(6(X)),

definida, para cada x € X, por
(1.7) k(x)={Ue€¢(X):x€ U},

es inyectiva y preserva el orden.
Por lo tanto, se obtiene una dualidad discreta entre H—4algebras y H{—mar-

COS.

1.2.5. Una dualidad discreta para las S H,, —algebras

En esta seccion repasaremos la dualidad discreta dada en [124] para las

SH,—élgebras.
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Un 8H,,—marco es una estructura (X, <, g, {s,-}?:_ll), donde (X, <, g) esun
M-marcoys; (parai=1,---,n — 1) son funciones sobre X que satisfacen, para
cadax,y €X,

L. g(si(x))=sn-i(gx)),i=1,"--,n—1,
2. si(si(x)=s;(x), i,j=1,--,n—1,

3. si(x)<x,

4. x <sp-1(x),

5. si(x)<sj(x)parai<j,

6. x <y implica s;(x)<s;(y)ysi(y)<si(x),i=1,---,n—1,

7. si(y)<y vy y <si(y)implica s;(y)=y,i=1,--,n—1,
8. x <si(x)osi(x)<x,i=1,-,n—2,n=>3.
El dlgebra compleja de un 83{,—marco (X, <, g,{s;}/') es un algebra

<(g(X)» Vc) /\C, % NC; {Sf}n71 OC; ]-C>r

i=1"’
donde (6(X), V¢, A¢,—,0¢,1¢), es el dlgebra compleja asociada al H{—marco (X, <
) v las operaciones unarias ~¢,S? (para i = 1,---,n — 1) estan defindas por: ~¢

U={xeX:g(x)¢U}tyS;(U)={x€X:s,(x)€ U}, paratodo U € ¢(X).

Por otra parte, el marco canénico de una SH,—éalgebra .o/ = (A,V,A,—,~
,1Si}1,,0,1) es un sistema
(2(A), <%, 8% {s{35),
donde (Z'(A), <¢) es el marco canénico asociado a la H—4&lgebra (A,V,A,—,0,1)
yparacadaSe X (A), g°(S)={acA:~a ¢S}, s/(S)=1{a €A:S;(a) € S} para
i=1,---,n—1.
Estos resultados permiten obtener una dualidad discreta paralas SH,,—4l-

gebras y 8, —marcos teniendo en cuenta los sumergimientos definidos en 1.6

y1.7.
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1.2.6. Dualidades topoldgicas

La topologia y el dlgebra tienen variadas conexiones, aca estableceremos
relaciones entre categorias cuyos objetos son dlgebras y cuyos morfismos son
los correspondientes homomorfismos, y categorias cuyos objetos son espacios
topolégicos y sus morfismos ciertas aplicaciones entre ellos. En particular, in-
dicaremos las dualidades para los reticulos distributivos acotados y para las

dlgebras de De Morgan.

Dualidad de Priestley para los reticulos distributivos acotados

Si bien, la teoria de los espacios de Priestley y su relacién con los reticulos
distributivos con primer y tltimo elemento, es muy conocida, con el objeto de
fijar las notaciones que usaremos, enunciaremos algunos resultados.

Recordemos que (X, <, 7) es un espacio topoldgico totalmente disconexo
en el orden si (X, <) es un conjunto ordenado, (X, 7) es un espacio topolégico
y dados x,y € X, con x £ y, existe un conjunto abierto, cerrado y creciente U
tal que x € U e y ¢ U. Un espacio de Priestley (o P—espacio) es un espacio
topolégico compacto y totalmente disconexo en el orden.

Denotaremos con D(X) la familia de los subconjuntos abiertos, cerrados
y crecientes de un P—espacio X y con X(A) a la familia de los filtros primos una
Ly ,—4lgebra A.

Sea .o/ =(A,V,A,0,1) una L, ;—algebra. Priestley en [127, 128] prob6 que
la terna (X(A), S, 7), donde C es la relacion inclusién y 7 la topologia que tiene
como familia de subbdsicos a los conjuntos g 4(a) = {S € X(A): a € S} y X(A) \
o4(a), para cada a € A, es un P—espacio, llamado el espacio de Priestley de A,

y que la funcién:
(I) 04:A— D(X(A))esun Ly;—isomorfismo.

Reciprocamente, si X es un P—espacio, entonces (D(X),N,U, 0, X) es una

Ly,-élgebra, y la funcion:
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(IT) ex:X — X(D(X)), definida por ex(x)={U € D(X) : x € U} es un homeo-

morfismo y un isomorfismo de orden.

Esto nos dice que a toda L, ;—4lgebra podemos pensarla como el reticulo
de los abiertos, cerrados y crecientes de un espacio de Priestley y que todo es-
pacio de Priestley podemos considerarlo como el conjunto de los filtros primos
de una L, ;—algebra.

Denotaremos con PS la categoria de los P—espacios y las funciones con-
tinuas y creciente (o P—funciones). En lo que sigue, cuando no haya lugar a du-
das, alos P—espacios (X, <, 7) los representaremos simplemente por su conjun-
to soporte X. Ademads, denotaremos con % ; a la categoria de las L,;—algebras
y sus correspondientes homomorfismos.

En [127, 128] se prob6 que existe una dualidad entre ambas categorias
definiendo los funtores contravariantes W : PS — £,y ®: £, — PS como

sigue:

(P1) Si X esun objeto en PS, ¥(X)= D(X),

si f€PS(X1,Xp)y U € D(X), ¥(f)U)=f~'(U).

(P2) si A esunobjetoen ¥, ®(A)=X(A),

sihe goyl(Al,Ag) y Se X(Az), q)(h)(S) = h_l(S)

Las composiciones Wo ® y ® o W son naturalmente equivalentes a los fun-
tores identidad sobre las categorias £, y PS respectivamente, debido a que los
isomorfismos 04 y €x son las componentes de las transformaciones naturales,

es decir el siguiente diagrama:
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Ay A

O 4, O 4,

D(X(A1)) D(X(A2))

W(®(h))

es conmutativo para todo morfismo h € (A}, A)¢,, y el siguiente diagra-

Y .

X; Xo

8X1 €X2

X(D(X1)) X(D(X2))

O(W(f))

es conmutativo para todo morfismo f € (Xj, X;)ps.

Por otra parte el reticulo de las Ly;—congruencias puede caracterizarse
por medio de ciertos subconjuntos del P—espacio asociado de la siguiente ma-
nera:

Sea ./ =(A,V,A,0,1) una L, ;—4algebray sea X(A) el P—espacio asociado.

Si Y es subconjunto cerrado de X(A), entonces:

(P3) O(Y)={(a,b)eAxA:0r(a)NY=0(b)NY}

es una congruencia sobre A y la correspondencia Y — ©O(Y) establece un anti-
isomorfismo entre el reticulo C(X(A)) de los subconjuntos cerrados de X(A) so-

bre el reticulo Cony,, (A).

Para més detalles sobre la dualidad de Priestley y sus aplicaciones pueden

consultarse los trabajos [127, 128, 129] y [39].
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Dualidad para las dlgebras de De Morgan

La dualidad de Priestley fue extendida a las M —algebras por Cornish y
Fowler ([42]) de la manera que indicamos a continuacién. Un espacio de De
Morgan (o mP—espacio) es un par (X, g) donde X es un objeto de PSy g :
X — X es un homeomorfismo involutivo que también es un isomorfismo de
orden de X en su orden dual (o anti-isomorfismo de orden). Por otra parte,
una m P—funcién de un m P—espacio (X3, g1) en un m P—espacio (X3, g») es una

P—funcién f: X; — X, tal que verifica fo g, =gso0 f.

Denotaremos con mPS a la categoria de los m P—espacios y las m P—fun-
ciones y con ./ a la categoria de las M —algebras y sus correspondientes ho-

momorfismos.

Si./ =(A,V,A,~,0,1) esun objeto de A y g4 : X(A) — X(A) esta defini-
da por:

(FC1) ga(S)={acA:~a¢S}paracadaSeX(A),

entonces (X(A), ga) es un objeto de /.
Por otra parte, si (X, g) es un mP—espacio y se define la operacion ~:

D(X) — D(X) del siguiente modo:
(FC2) ~, U=X\ g !(U) para cada U € D(X),

entonces (D(X),U,N,~g,0, X) es un objeto de /4.

Luego, las categorias mPS y .# son dualmente equivalentes y los isomor-

fismos 04y €x , definidos en (I) y (II), son la equivalencias correspondientes.

Ademds, estos autores introducen la nocién de conjunto involutivo en
un mP—espacio (X, g) como un subconjunto Y de X tal que Y = g(Y) y ca-
racterizan las congruencias de una M —algebra ./ = (A,V,A,~,0,1) por medio

de la familia C;(X(A)) de los subconjuntos cerrados e involutivos de X(A). Para
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obtener este resultado, ellos prueban que la funcién ©; de C;(X(A)) en la fa-
milia Cony(A) de las congruencias de A definida como en (P3) es un anti-

isomorfismo de reticulos.
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Algebras temporales con estructura

subyacente de M —algebras

2.1. tM —algebras

2.1.1. tM —algebras: definiciones y propiedades

En esta subseccion definiremos a las dlgebras de De Morgan temporales

como una generalizacion natural de las ¢t B—4lgebras.

Definicion 2.1.1. Un dlgebra de De Morgan temporal (o t M—dlgebra) es una
terna (.</,G, H) tal que .«f = (A,V,\,~,0,1) es una M—dlgebra y G, H son dos
operadores unarios sobre A, llamados operadores temporales, tales que, para to-

dox,y €A:

(tM1) G1)=1, H1)=1,

(tM2) G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),

(tM3) x <GP(x), x < HF(x), donde P(x)=~ H(~ x) y F(x) =~ G(~ X),
(tM4) G(xVy)<G(x)V F(y), HxVy) < H(x)V P(y).

69
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En lo que sigue denotaremos a estas algebras por (A4,~, G, H) o simple-

mente por A cuando no haya lugar a confusion.
Ejemplo 2.1.1. Es fdcil ver que toda t B—dlgebra es también una t M—dlgebra.

Ejemplo 2.1.2. Existen dos ejemplos canénicos de operadores temporales sobre
una M—dlgebra </ =(A,V,A\,~,0,1). DefinimosG = H, tal queG(1)=1yG(x) =
0 para x # 1. Se puede chequear que(.</,G, H) es una t M—dlgebra. Otro ejemplo
de operadores temporales son las funciones identidad, es decir, G(x) = x = H(x)

para todo x € A.

A continuacién indicaremos un ejemplo de una ¢t M —élgebra la cual no

es una t B—algebra.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos la M —dlgebra({0,a,b,c,d,1},~), la cual estd des-

crita como sigue:

~x|1|d|c|b|lalO

Definimos los operadores G, H por medio de la siguiente tabla

x |0|la|b|c|d]|1l

Gx)|a|la|la|c|la]|l

Hx)|0o|O|b|Db|1]|1

Entonces, ({0,a,b,c,d,1},~,G, H) es una t M —élgebra.

Proposicion 2.1.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda t M —dlgebra

(A,~,G, H):
(tM5) x <y implicaG(x)<G(y)y H(x) < H(y),

(tM6) x <y implica P(x) < P(y) y F(x) < F(y),
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(tM7) F(0)=0, P(0)=0,
(tM8) F(xVy)=F(x)V F(y), P(x Vy)=P(x)V P(y),
(tM9) FH(x)<x, PG(x)<x,

(tM10) G(x)A F(y) < F(x Ay), H(x)AP(y) < P(x Ay).

Dem.

(tM5): Supongamos que x < y. Por (tM2), resulta que G(x)=G(x Ay) = G(x) A
G(y). Por lo tanto, G(x) < G(y). En forma andloga se prueba que el operador
temporal H es creciente.

(tM6): Supongamos que x < y. Por (M3), ~ y <~ x. Aplicando (tM5), tenemos
que G(~ y) < G(~ x). Por lo tanto, aplicando nuevamente (M3) resulta que
F(x) < F(y). En forma anéloga se prueba que P(x) < P(y).

(tM7): Es consecuencia directa de (M6), (tM1) y (M5).

(tM8): Es consecuencia directa de (M2), (tM2) y (M4).

(tM9): Por (tM3), ~ x < HF(~ x). Entonces, aplicando (M3) y (M1) resulta que
~ HF(~ x) < x. Entonces, PG(x) < x. En forma andloga se prueba la otra de-
sigualdad.

(tM10): Por (tM4), tenemos que G(~y V ~ x) < G(~ y)V F(~ x). Entonces, apli-
cando (M3), (M2) y (M4), resulta que G(x)A F(y)=~G(~ y)A~ F(~x) <~ G(~

(x Ay))=F(x Ay). De manera similar se prueba la segunda desigualdad.

2.1.2. Representacion por conjuntos

En esta seccion probaremos un teorema de representacion para las t M —al-
gebras en términos de ¢t M —algebras de conjuntos, usando el conocido teorema

de representacion para M —algebras.

Consideremos un conjunto ordenado (X, <). Un subconjunto U € X se

dice creciente si para todo x,y € X talque x € Uy x < y, tenemos que y € U.
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El conjunto de todos los subconjuntos crecientes de X es denotado por Z,(X).
Es claro que (Z.(X),U,N,0, X) es una L, ;—algebra. Para cada Y C X, el conjunto
creciente (decreciente) generado por Yes [Y)={xe X |dyeY(y <x)} (Y] =
fxeX|dyeY(x<y}.SiY={y} enlugarde [{y}) ({y}]) escribiremos [x)
((x]). El complemento de Y es denotado por Y¢=X\Y.

Sea X un conjunto, R una relacién binaria sobre X y R~! la inversa de R.

Definimos cuatro operadores sobre 2 (X) como sigue:
Gr(U)={x€X:R(x)C U}, Hp(U)={xeX:RY(x)CU}.
FRU)={xeX:Rx)NU#0}, Pp(U)={x€X:R(x)NU #£0}.

En general, la M —délgebra (#.(X),U,N, ~,0, X) no es cerrada bajo los ope-
radores introducidos anteriormente, donde ~,: Z.(X) — Z,(X), estd definida
por ~; U = X\ g(U), para todo U € Z.(U). El siguiente resultado da condi-
ciones sobre la relaciéon R y su inversa para que %2(X) sea cerrado bajo estas

operaciones.

Proposicién 2.1.2. Sea (X, <) un conjunto ordenado, R una relacion binaria so-

bre X,y R~! la inversa de R. Entonces
(i) (£0oR)ZC(Ro <)<= Gr(U) e Z:(X), para todo U € 2,(X).
(i) (KoR1)C(R'o<) <= Hy1(U)e Z.(X), para todo U € Z,(X).
(iii) (=oR)ZC(Ro>) <= Fp(U)e Z.(X), para todo U € Z,(X).
(iv) (ZoR 1) C(R1'0o>) <= Pr-1(U) € Z:(X), para todo U € Z,(X).

Dem. Solo probaremos (ii) y (iv). Las demostraciones de (i) y (iii) pueden verse
en [19].
(ii) En primer lugar, probemos que si U € #,(X), entonces Hp-1(U) € Z,(X).

Sean x,y € X tales que x < y y R7!(x) € U. Supongamos que (y,z) € R},
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para algin z € X. Entonces existe w € X tal que (x,w) € R~! y w < z. Como
R~!(x) C U, se verifica que w € U; ademas dado que U es creciente, tenemos
que z € U. Reciprocamente, supongamos que Hy-1(U) € Z.(X), para todo U €
Z.(X).Sean x,y,z € X tales que x <y y(y,z) € R~!. Consideremos el conjunto
creciente [R71(x)). Como R~!(x) € [R™!(x)) se verifica que x € Hp-1([R7(x))).
Entonces, y € Hz-1([R~!(x))). Por lo tanto, z € [R~!(x)), es decir, existe w € X tal
que (x,w)eR'yw <z, estoes, (x,z)e(R o).

(iv) Sean x,y € X tales que x < y y x € Pr1(U). Entonces, existe z € U tal que
(x,z) € R71. Como (= oR™!) € (R !0 >), resulta que (y,z) € (R"'o >). Entonces
existe w € X tal que (y,w) € R™!'y z < w. Dado que U es creciente, w € U.
Por lo tanto, w € R~'(y)NU, esto es, y € Pz-1(U). Reciprocamente, supongamos
que Pr1(U) € #,(X) para todo U € Z.(X). Sean x,y,z € X talesque z < x y
(z,y) € R~'. Supongamos que para cada w € R~(x) se verifica que y £ w, es
decir, R-}(x)N[y) =0. De donde resulta que x ¢ Pz-1([y)). Entonces, como z < x
y Pr-1([y)) € 2.(X), tenemos que z ¢ Pr-1([y)), es decir, R~!(z)N[y) =0, lo cual
contradice que (z,y) € R~!. Por lo tanto, existe w € R~!(x) tal que y < w, esto

es, (x,y)€(Ro>). [ |

Definicién 2.1.2. Una estructura F = (X,<,g,R,R™') es un marco de De
Morgan temporal (0o TM—marco) si (X, <, g) es un M—marco, R es una relacion

binaria sobre X, y R~ es la inversa de R tal que:
(fM1) (SeoR)CS(Rox),
(fM2) (SoR)CS(R7'ex),
(fM3) (x,y)eR implica(g(x),g(y)) €R.

Proposicion 2.1.3. En todo TM—marco F = (X, <, g, R, R™!) se verifican las si-

guientes condiciones:

(fM4) (=oR) S (Ro2).
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(fM5) (>oR1)C (R 1o>).

Dem. Solo probaremos (fM4). Sea (x,y) € (> oR). Entonces, existe un z € X
tal que x < x y (x,y) € R. Dado que (X, <, g) es un M—marco, tenemos que
g(x) < g(z) y (g(z), g(y)) € R, de donde se sigue que (g(x), g(y)) € (< oR). Por
(fM1), existe w € X tal que (g(x),w) € Ry w < g(y). Aplicando la condicién
(fM3), se sigue que (x, g(w))€ Ry y < g(w). Por lo tanto, (x,y) € (Ro >). [ |

Proposicion 2.1.4. Sea ¥ =(X, <, g, R, R™') un TM—marco. Entonces,
(i) paratodo U € Z.(X), Fr(U) =~g Gp(~g U),
(ii) paratodo U € Z,(X), Pg-1(U)=~g Hg-1(~g U).

Dem. Solo probaremos (i). Sea x € Fz(U)y supongamos que x ¢~¢ Ggr(~, U), es
decir, R(g(x)) S~, U. Entonces, existe z € U tal que (x,z) € R. Por (IM3) tene-
mos que (g(x), g(z)) € R. Entonces, podemos deducir que g(z) €~, U, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, x €~¢ Gg(~, U). Reciprocamente, supon-
gamos que x €~g Gr(~g U). Luego, g(x) ¢ Gr(~, U), es decir, R(g(x)) L~z U.
De la ultima afirmacion, existe z € R(g(x)) tal que g(z) € U. Asi, por (fM3),
deducimos que g(z) € R(x)NU. Por lo tanto, x € Fz(U). |

Proposicion 2.1.5. Si # = (X, <, g, R, R™!) es un TM—marco, entonces A(F) =
(P:(X),~g,Gr, Hg1) es una t M—dlgebra.

Dem. Teniendo en cuenta las Proposiciones 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.4, solo tenemos
que probar (tM4). En efecto: sea x € Gg(U U V) y supongamos que x ¢ Gg(U).
Entonces, existe y € X tal que (x,y) € Ry y ¢ U. Dado que, y € UUV, tene-
mos que y € V. Por lo tanto, x € Fz(V). En forma similar podemos probar que

HRfl(UU V)QHR—l(U)UPR—l(V). |

Definicién 2.1.3. Sea (A,~,G, H) una t M—dlgebra . Definimos dos relaciones

binarias R y Ry, sobre X(A) como sigue:
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(S, T)ERA <= G Y(S)S TS F\(S),

(S, T)eER}, <= H{(S)C T < PS).

La relacion R4 fue considerada en el articulo [15] para definir la relacién
asociada a los operadores modales Oy <> de la Légica Modal Positiva. También

esta relacion ha sido utilizada en [18].

La siguiente Proposicion es fundamental para la prueba de la Proposicion

2.1.7.

Proposicién 2.1.6. Sea (A,~,G, H) una t M—dlgebra . Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
@ (S, T)eRg,
(i) (T,S)€Ry,.

Dem. (i) = (ii). Sean S, T dos filtros primos de A tales que G™(S)C T € F~(S)
y supongamos que H(x) € T. Asi, FH(x) € S. De la afirmacion anterior y (tM9),
tenemos que x € S. Entonces, H!}(T) C S. Por otra parte, supongamos que z €
S. Por (tM3), GP(z) € Sy, dado que G~1(S) € T, tenemos que P(z) € T. Por lo

tanto, S € P~1(T). La implicacién reciproca es similar. [ |
Observaciones 2.1.1. De la Proposicién 2.1.6 tenemos que Ry, es la inversa de

RA.

Proposicion 2.1.7. Sea(A,~,G, H) una t M—dlgebra. Entonces, 7 (A)=(X(A),C
, 8, R4, R es un TM—marco, donde g4 : X(A) — X(A) estd definida como en
(FC1) de la Subseccion 1.2.6.

Dem. Teniendo en cuenta la Observacion 2.1.1, solo debemos probar (fM1),
(fM2) y (EM3).
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(fM1): Sean S, T, D tres filtros primos de A talesque SC Dy G (D) C T C

F~1(D). Consideremos el ideal
(T°UF(S)]

y probemos que
2.1) G Y S)N(T UF(S)]=0.

Supongamos que 2.1 no se satisface. Entonces existen x € G71(S), y € T¢
y z ¢ F~Y(S) tales que x < y V z. Asi, por (tM5) y (tM4), tenemos que G(x) <
G(yVz)<G(y)V F(z). Dado que G(x) €Sy F(z) ¢S, deducimos que G(y) €,
lo cual es imposible. Entonces por el teorema de Birkhoff-Stone existe un filtro
primo Z tal que

G (S)CZy(TUF 1S )NZ=0

Por lo tanto, G™1(S)SZ C F1(S) y Z< T., esdecir, (S, T) €(Rio C).
(fM2): Se prueba de manera similar a (fM1).
(fM3): Sean S, T dos filtros primos tales que G=}(S) € T € F~1(S). Supongamos
que x € G71(g4(S)). Asi, ~ G(x) = F(~ x) ¢ S, y dado que T € F~1(S), tenemos
que ~ x ¢ T, es decir, x € g4(T). Por otra parte, supongamos que z € g4(T)y
F(z) ¢ ga(S). Asi, ~ F(z) = G(~ z) € S, y dado que G~(S) € T, tenemos que
~z €T, es decir, z ¢ ga(T), lo cual es una contradiccién. Luego, F(z) € ga(S).

Por lo tanto, G~(g4(S)) € ga(T) € F~1(ga(8)).
El siguiente resultado es necesario para la prueba del Teorema 2.1.1.
Lema 2.1.1. Sea(A,~,G,H) unatM—dlgebrayseaSec X(A)ya € A. Entonces
() G(a)¢S < existe T € X(A) talque(S, T)ERAya ¢ T,
(i) H(a)¢S < existeZ € X(A) tal que(S,Z) R}, ya ¢ Z.

Dem. Supongamos que G(a) ¢ S. Consideremos el ideal ({a}UF~1(S)], y probe-

mos que
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(2.2) G S N{alUF (S ]=0

Supongamos lo contrario. Entonces existen b € G71(S) y ¢ € F~1(S)° tal
que b <aV c.De (tM5) y (tM4) tenemos que G(b) < G(aV c) < G(a)V F(c). De
esta afirmaciéon deducimos que F(c) € S, lo cual es una contradiccion. Luego se
verifica 2.2. Por lo tanto del teorema de Birkhoff-Stone existe un filtro primo T

tal que
GYS)CT y ({alUuF1(S))NnT=0.

Entonces, (S, T) € Rg‘ y a ¢ T. La otraimplicacion es facil. En forma simi-
lar podemos probar (ii).

Sea(A,~,G, H)una t M—4lgebra y consideremos su J)M—marco asociado

F(A)=(X(A), S, ga, RE, Ry). La estructura
A(F(A)=(2:(X(A)),~g,, Gra, Hga)

es una t M —algebra.

Sea.of =(A,V,A,~,0,1) una M—algebra. Para cada a € A consideremos el
conjunto

oila)={S€X(A):a S}
y la familia de conjuntos
B(A)={o4(a):a A}
Se sabe que la estructura
(B(A),~g,)
es una M —subdlgebra de la M —algebra

Pe(X(A)) = (Z(X(A)), ~g,)-
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La asignaciéon g, : A — Z.(X(A)) es un homomorfismo inyectivo de
M —algebras cuyo rango es el conjunto (A). Ademas, este resultado puede ser

extendido a las t M—algebras como sigue.

Teorema 2.1.1. Para toda t M—dlgebra(A,~,G, H) el dlgebra

ﬁ(A) = (ﬁ(A), ~ga GRg ’ HR;‘,)

es una subdlgebra de A(Z (A)) isomorfa a A por medio de la asignaciono , : A —

B(A).

Dem. Es facil chequear que 3(A) es una subdlgebra de A(Z(A)) y que la apli-
cacion o 4 es inyectiva. Probaremos que o4 es un homomorfismo de t M —4lge-
bras. Solo necesitamos ver que 0 4(G(a)) = GRé(UA(a))yUA(H(a)) = HRQ(O'A(LZ)).
Ahora probaremos la inclusién GRé(a a(a)) € 04(G(a)). Tomemos un filtro pri-
mo S tal que G(a) ¢ S. Del Lema 2.1.1, existe T € X(A) tal que (S,T) € RA y
a ¢ T. Entonces, tenemos que R5(S) € oa(a). Asi S ¢ GRé(aA(a)). La inclusién
04(G(a)) € Gpa(oa(a)) es immediata. La igualdad o a(H(a)) = Hga (o a(a)) re-

sulta por argumentos similares usando (ii) del Lema 2.1.1. [ |

2.1.3. Dualidad para las ¢ M —algebras

En esta seccién, indicaremos una dualidad para las t M —4lgebras tenien-

do en cuenta los resultados establecidos por Cornish y Fowler en [42].

Definicion 2.1.4. Un espacio de De Morgan temporal (o t m P—espacio) es un
sistema (X, g, R,R™) donde (X, g) es un m P—espacio, R es una relacioén binaria

sobre X y R™! es la inversa de R tal que:

(sM1) Para cada U € D(X) se verifica que Gr(U), Hr-1(U) € D(X), donde Gg(U),

Hp-1(U) estdn definidos como en la Seccion 2.1.2.

(sM2) (x,y)€ R implica(g(x),g(y))€R.
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(sM3) Para cada x € X, R(x) es un conjunto cerrado.
(sM4) Paracadax € X, R(x)=(R(x)]N[R(x)).

Definicion 2.1.5. Una t mP—funcién de un t m P—espacio (Xl,gl,Rl,Rfl) en
otro, (X,, gz,Rg,RZ_I), es una mP—funcion f : X, — X, la cual satisface las si-

guientes condiciones:
(rM1) (x»J/) € Rl lmpllca(f(x)»f()’)) € RZ parax,y EXlr
(tM2) si(f(x),y) € R,, entonces existez € X; tal que(x,z)€ R, y f(z) <y,

(tM3) si(y, f(x)) € R,, entonces existe z € X, tal que(z,x)€R, y f(z)<y.

A continuacién probaremos que la categoria tmPS de los t m P—espacios
y t mP—funciones es dualmente equivalente a la categoria 7./ de las t M—al-

gebras y sus correspondientes homomorfismos.

Lema 2.1.2. Sea (X, g,R,R™') un t mP—espacio. Entonces, (D(X),~g, Gg, Hg-1)
es una t M—dlgebra, donde ~¢: D(X) — D(X) estd definida como en (FC2) de la

Subseccion 1.2.6.

Dem. La buena definicién de Gr y Hy-1 es consecuencia de (sM1). La condi-
cién (sM2) nos dan las ecuaciones (tM3) y (tM4). Finalmente, (tM1) y (tM2) son

consecuencia de la definicién de Gg y Hgz-1. [ |

Lema2.1.3. Sea f :(Xy, g1, R, Ry') — (X, &2, R2, R, ') un morfismo de t m P—es-
pacios. Entonces V(f) : D(X,) — D(X;) definida como en (P1) de la Subseccion

1.2.6 es un t M—morfismo.

Dem. Solo probaremos que f~1(Gg,(U)) = Gg,(f~}(U)). Lainclusiéon f~1(Gg,(U))
C Gg,(f~1(U)) resulta por (rM1). Sea x € Gg,(f~(U))yseay € X, tal que (f(x),y)
€ R,. Por (rM2), existe z € X; tal que (x,z) € R,y f(z) <y.Dado que z € Ri(x) C
1 (U), y € U. Asi f(x) € Gg,(U), y en consecuencia Gg, (f~1(U)) € f~1Gg,(U)).
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Los dos lemas previos muestran que ¥ es un funtor contravariante de

T M en tmPS.

Definicién 2.1.6. Un t m P*—espacio es un sistema (X, g, R,R™') donde (X, g) es
un mP—espacio, R es una relacion binaria sobre X y R™! es la inversa de R tal

que se verifican (sM1) y (sM2) de la Definicion 2.1.4.

Sea RPW) ]a relacion definida en X(D(X)) por medio del operador Gg, es

decir,

(ex(x), ex(y)) € RPY &= Gl (ex(x)) S ex(y) € Fy ' (ex(x)).

Proposicion 2.1.8. Sea (X, g, R, R™') un t m P*—espacio. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) paratodo x € X, R(x) es cerrado y R(x) = (R(x)]N[R(x)).
(ii) paratodo x € X, R(x) es compacto y R(x) = (R(x)] N [R(x)).
(iii) paracadax,y € X, si(ex(x),ex(y)) € RPX entonces(x,y) € R.

Dem. (i) = (ii) Es inmediata. (ii) = (iii). Supongamos que (&x(x), ex(y)) € RPX
vy ¢ R(x) = (R(x)]N[R(x)). Si y ¢ [R(x)), entonces para todo z € R(x), z £ y.
Como X es un espacio de Priestley, para cada z € R(x) existe un U, € D(X)
tal que z € U, y y ¢ U,. Entonces, R(x) S |J U, yy ¢ |J U..Dado que
R(x) es compacto, R(x) € U para algin U éeg)E)X) tal quez;R;g)U. Pero como
(ex(x),ex(y)) € RPX y x € Gr(U), entonces y € U, lo cual no es posible. Si
¥y ¢ (R(x)], por un argumento similar, también obtenemos una contradiccién.
(iii) = (i). Probemos que (R(x)] N[R(x)) € R(x); la otra inclusién siempre se ve-

rifica. Supongamos que y € (R(x)]N[R(x)). Entonces existen z;, z, € X tales que

21y <23y 21,22 € R(x).
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Por hipotesis, tenemos que (ex(x), £x(z1)) € RPX), (ex(x), ex(z,)) € RPX y
también £x(z;) € ex(y) C ex(z.). Es facil chequear que (ex(x), ex(y)) € RPX.
Resulta de la hipétesis (iii) que (x,y) € R. Por lo tanto y € R(x). Probemos
ahora que R(x) es cerrado. Supongamos que y € Cl(R(x)) y y ¢ R(x), donde
CI(R(x)) denota la clausura del conjunto R(x). Por la hipétesis (iii), tenemos
que (ex(x), ex(y)) ¢ RPX). Asi, existe U € D(X) tal que Gr(U) € ex(x)y U ¢ ex(y),
oexiste Ve D(X)talque Veex(y)y Fr(V) ¢ ex(x). En el primer caso R(x) C Uy
y € U¢. De donde resulta que R(x)NU¢ =0y y € U°, lo que no es posible, pues
y € CI(R(x)). En el otro caso, y € V'y R(x)N V =0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, R(x) es un subconjunto cerrado de X.

Lema 2.1.4. Sea(A,~,G,H) una t M—dlgebra. Entonces (X(A), <, ga, RS, R};) es

un t m P—espacio.

Dem. Solo probaremos (sM3). Vamos a chequear que R4(S) es cerrado para S €
X(A). Supongamos que T ¢ RA(S). Entonces por la definicién de la relacién R,
existe x € G~!(S) tal que x ¢ T o existe y € T tal que y ¢ F~1(S). En el primer
caso R4(S) € 0 a(x) y en el segundo caso R(S) € X(A)\ o a(y), lo cual completa
la prueba.

Lema 2.1.5. Sea h : Ay — A, un t M—morfismo. Entonces, ®(h) : X(A;) —
X(A,) definido como en (P2) de la Subseccion 1.2.6 es un morfismo de t m P—es-

pacios.

Dem. Probaremos (rM1) y (rM2); (rM3) puede probarse de manera similar a
(rtM2). Sean S,T € X(A,). Vamos a probar que si (S,T) € R, entonces
(h~YS),h (1)) e Rél. Supongamos que a € G~!(h~}(S)). Entonces tenemos que
h(G(a)) = G(h(a)) € S, de donde resulta que h(a) € T, es decir, a € h='(T). De
una manera similar podemos probar que h='(T) € F~!(h~!(S)). Ahora supon-

gamos que (h~1(S),T) Rél. Vamos a probar que existe un Z € X(A,) tal que
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(S,72) Réz y h=(Z) € T. En primer lugar vamos a probar la exstencia de un

filtro Z. La prueba consiste de dos partes:

1. Probaremos la existencia de un filtro primo D C A,, tal que G"}(S)S Dy

h={(D)CT.

2. Probaremos la existencia de un filtro primo Z C A,, tal que G™'(S) S Z C

F(S)yZCD.

De 1y 2, resulta la existencia del filtro primo Z, que cumple con la condi-
cion establecida.

Por hipétesis tenemos que G~}(h~1(S)) € T € F~1(h~(S)). Ahora vamos a
probar que

2.3) G(S)N(A(T )] =0.

Supongamos que 2.3 no se satisface. En consecuencia existen a € G~1(S),
b € T¢, tales que a < h(b). Entonces, G(a) < G(h(a)) € S. De esto se sigue que,
b € G71(h~!(S)) C T, lo que es una contradiccién. Entonces 2.3 se verifica. Por

el teorema de Birkhoff-Stone, existe un filtro primo D, tal que
G '(S)SDyh ' (D)CT.

Ahora vamos a probar la segunda parte. Para este propésito primero va-
mos a mostrar que

(2.4) G HS)N(D*UFYS)]=0.

Supongamos lo contrario. Entonces, existen a € G71(S), b € D¢y ¢ €

F~1(S)¢ tales que a < b V c. Entonces, tenemos
G(a)<G(bvc)<G(b)V F(c)eS.

Dado que b ¢ Dy G7'(S) € D, G(b) ¢ S. Por lo tanto, F(c) € S, lo cual es
una contradiccion. Entonces, 2.4 se verifica. Aplicando el teorema de Birkhoff-

Stone, podemos asegurar que existe un filtro primo Z tal que

G (S)CZCF(S)yZCD.
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Como h~'(Z) C h~'(D) € T, hemos probado la existencia del filtro primo

|
Los dos lemas previos muestran que ® es un funtor contravariante de

tmPSen 7 /.
Ahora, veremos que estas categorias son dualmente equivalentes entre si.

Proposicion 2.1.9. Sea (X, g, R, R™!) un t m P—espacio, entonces la funcién €y :
X — X(D(X)) definida como en (I) de la Subseccién 1.2.6 es un isomorfismo de

tmP-espacios.

Dem. Resulta de los resultados establecidos en [42] y Proposicién 2.1.8.

Proposicién 2.1.10. Sea (A,~,G, H) una t M—dlgebra, entonces la funcion o :
A — D(X(A)) definida como en (11) de la Subseccion 1.2.6 es un t M—isomorfis-

mo.

Dem. Resulta de los resultados establecidos en [42] y Lema 2.1.1.
|

El siguiente teorema es consecuencia de las Proposiciones 2.1.9y 2.1.10.

Teorema 2.1.2. Los funtores €x y 0 4 establecen una equivalencia dual entre las

categorias 7 ./ ytmPS.

2.1.4. Aplicacion de la dualidad

En esta subseccion usaremos la dualidad descrita en la Seccién 2.1.3 para
caracterizar el reticulo de las congruencias Con,/(A) de una t M—4lgebra (A, ~

,G,H).

Definicién 2.1.7. Sea (X, g, R, R™') un t m P—espacio. Un subconjunto cerrado e
involutivo Y de X es un t m P—subconjunto de X si este satisface las siguientes

condiciones parau,v € X:
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(tsl) si(v,u)eRyu €Y, entonces existe, w €Y tal que(w,u)eRyw < v.
(ts2) si(u,v)eRyu <Y, entonces existe,z<€ Y tal que(u,z)eRyz <v.

Lema 2.1.6. Sea (A,~,G,H) una tM—dlgebra y Y, un t m P—subconjunto de
X(A). Entonces O(Y) es una t M—congruencia, donde O(Y) estd definida como
en (P3) de la Subseccién 1.2.6.

Dem. Solo probaremos que O(Y) preserva G y H. Sea (a,b) € O(Y) y supon-
gamos que S € GRé(O'A(d)) NY. Luego, (RA)1(S) € oa(a) y S € Y. Supongamos
que T € (Ré)‘l(S). En consecuencia, de (tsl) existeun W e Y, talque W C T
y W € (R£)7Y(S). Esta ultima afirmacion nos permite inferir que W € g4(a), de
donde llegamos a la conclusion W € g 4(b)N Y. Por lo tanto, dado que W C T,
tenemos que T € g 4(b); luego, S € GRg(aA(b)) N'Y. Entonces, GRS(O'A(Q)) nyc
G RA (oa(b))NY.Laotrainclusion se prueba de manera similar. En forma andloga

se puede probar que, O(Y) preserva H. [ |

Lema 2.1.7. Sea(A,~,G,H) una tM—dlgebray 6 € Con,y(A). Sig:A— A/0
es el epimorfismo natural, entonces Y = {®(q)(S): S € X(A/0)} es un t m P—sub-

conjunto, donde ® estd definido como en (P2) de la Subseccion 1.2.6.

Dem. Como Con y(A) es un subreticulo de Con;y/(A) tenemos que Y = {®(g)(S) :
S € X(A/0)} es un subconjunto cerrado e involutivo de X(A) y 8 = O(Y) (ver
[42]). Ademads, del Lema 2.1.5 tenemos que ®(g) es una ¢t mP—funcién. En-
tonces, Y es un ¢t mP—subconjunto de X(A). En efecto, sea (V,U) € Ré yU e
Y. De la tltima afirmacion, existe S € X(A/8) tal que ®(g)(S) = U. Entonces,
(V,®(g)(S)) € RZ. Como una consecuencia, tenemos de (rM2) que existe T €
X(A/0) tal que (T,S) € Ré/ 0 y ®(q)(T) € V. Por lo tanto, aplicando (rM1) tene-
mos que ®(g)(T) S (Ré)_l(U ). (ts2) puede ser probado de una manera similar.

De los Lemas 2.1.6 y 2.1.7, obtenemos el Teorema 2.1.3.
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Teorema 2.1.3. Sea (A,~,G, H) una t M—dlgebra y (X(A), ga, R2, R}, el tmP—
espacio asociado a A. Entonces, existe un anti—-isomorfismo entre Con,p(A) y el

reticulo de todos los t m P—subconjuntos de X(A).

2.2, tLM,—algebras

2.2.1. Unadualidad discreta para las L M, —algebras

En esta subseccion, describiremos una dualidad discreta para las LM ,,—al-

gebras teniendo en cuenta la indicada en [49] para M —algebras.

A continuacién recordaremos nuevamente la definicion de 4lgebra de
Lukasiewicz-Mosil n—valuada y enumeraremos algunas propiedades que nos

seran de utilidad en esta subseccion.

Un 4lgebra de Lukasiewicz-Moisil n—valuada (o LM ,—algebra) donde
n es un entero, n > 2, es un algebra £ = (L,V,A,~,{0:}1<i<n-1,0,1) tal que
(L,V,A,~,0,1) es una M—élgebray o;, con 1 <i <n—1, son operaciones una-

rias sobre L las cuales satisfacen (L1)-(L6) (ver Definicién 1.1.17).

Una LM ,—4algebra & = (L,V,A,~, {0} 1<i<n-1,0,1) serd denotada en el

resto de esta subseccién por su conjunto soporte L.

Lema2.2.1. ([7]) Entoda LM ,—dlgebra L se verifican las siguientes propiedades:
L7) oilxAy)=0ix)Aoi(y),
(L8) x<ysiysélosi,ci{x)<oi(y)parai=1,...,n—1,
(L9) oi(x)<x

(L10) x <0 p(x),

L1 o:(1)=1,0:(0)=0.
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Definicién 2.2.1. Unaestructura(X,<, g,{®;}1<i<n—1) esun LM, —marco si(X, <
,g8) esun M—marcoy ®; (parai=1,...,n—1) son funciones sobre X que satis-

facen las siguientes condiciones:
(fL1) g(Pi(x))=P,-i(g(x)),
(fL2) @;(®;(x))=P;(x),
(fL3) @1(x)<x,
(fL4) x <®,_(x),
(fL5) ®;(x)<®(x) parai<j,
(fLe) x<®;(x)o®; .1 (x)<x,i=1,...,n—2,n>3,
(fL7) @;(g(x)) = @i(x),
(fL8) x <y implica ®;(x) < ®;(y).
El siguiente resultado es necesario para la prueba del Lema 2.2.3.

Lema 2.2.2. Sea (X, <, g,{®;}<i<n-1) un LM, —marco. Entonces, para cada x €

Xexistei€{l,...,n—1} tal que ®;(x) = x.

Dem. Sea M, ={j €{l,...,n—1}:®;(x) < x}. El conjunto M, es no vacio, dado
que por (fL3) tenemos que ®,(x) < x. Como M, es finito, existe un elemento
maximal i en M,. Sii =n—1, entonces dado que i € M, tenemos que ®,,_;(x) <
x. Por (fL4) obtenemos que ®;(x) = x. Si i < n — 1, entonces dado que i es
maximal, tenemos que i +1 ¢ M,. Luego, ®;,,(x) £ x. De (fL6) debe ser x <
®;(x). Dado que i € M, tenemos que ®;(x) < x. Por lo tanto, ®;(x) = x.

Definicién 2.2.2. El dlgebra compleja de un LM, —marco (X, <, g,{®:h<i<n-1)
es una estructura

((g(X)) Ur ﬂ) Nc) {U?}lgiﬁnfl»& X)
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donde (6 (X),U,Nn,~¢,0, X) es el digebra compleja del M—marco (X,<, g) y para
cadaU € 6(X), o{(U)={xe€X:®;(x)e U} (parai=1,...,n—1).

Definicion 2.2.3. El marco canonico de una LM, —dlgebra L es
(X(L), <% g° 1P hi<i<n—1)

donde (%' (L), <¢, g¢) es el marco canonico del M—reducto L y para cada S €

Z (L), ®(S)={acL:0a)€S} (parai=1,...,n—1).
Lema 2.2.3. El marco canénico de una LM ,—dlgebra es un LM,,—marco.

Dem. De (L11), (L7), (L8) y (L1) tenemos que Z'(L) es cerrado bajo ®{, i =
1,...,n—1. Ahora vamos a chequear los axiomas de LM, —marco (fL1) a (fL6).
Los axiomas (fL1), (fL2), (fL3), (fL4) y (fL5) se prueban sin dificultad de los axio-
mas (L4), (L3), (L9), (L10) y (L5), respectivamente. A continuacién probaremos

que se satisfacen (fL6),(fL7) y (fL8).

(fL6) Sea S un filtro primo. Supongamos que existe a € Sy g;(a) ¢ Sy existe
oi11(b)eSyb ¢S. De donde resulta que a A 0;41(b) € S. Dado que para
todoa,belL,

anoi(b)<bVvo;a),

tenemos que bVo;(a) € S. Dado que S es unfiltro primo, b €So o;(a) €S,

lo cual es una contradiccién.

(fL7) De (L2) resulta que para todo S € Z (L) se verifica que: ®(g*(S)) =0 '(L\
{~xeL|lxeSh)=L\o;'(f~xeL|xeS)=L\({xeL|~o;x S} =
L\(fxeLloxgSh=L\({IxeL|x¢o; (S =0;"(S)={(S).

(fL8) Se verifica por la definicién de ®¢.

Lema 2.2.4. El dlgebra compleja de un LM, —marco es una LM ,,—dlgebra.
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Dem. Necesitamos mostrar que las operaciones o (para i = 1,...,n—1) son
cerradas en 6(X), esto es, 0§(U) = [<]o{(U). La inclusién 2 se sigue de la re-
flexividad de <. Supongamos que x € o{(U). Tomemosuny € X talque x < y.
Entonces, ®;(x) € Uy, por (fL8), ®;(x) < ®;(y). Luego, dado que U = [<]U, te-
nemos que ®;(y) € U, como queriamos probar. (L2), (L3) y (L4) resultan de las

condiciones de marco (fL7), (fL2) y (fL1), respectivamente.
(L1): Es consecuencia directa de la definicién de o§.

(L5): Sea i < j y supongamos que x € o;(U). Entonces, ®;(x) € U. Dado que i <
J, de (fL5), tenemos que ®;(x) < ®;(x). Luego, dado que U = [<]U, obtenemos
®;(x)e U. Porlo tanto, x € crjc.(U).

(L6): Supongamos que UJC.(U) = ajc.(V) paratodo j € {1,...,n —1}. Sea x € U.
Entonces, del Lema 2.2.2, existe un i € {1,...,n — 1} tal que ®;(x) = x. De donde
obtenemos que x € o{(U). De esta afirmacién y de la hipotesis tenemos que
x € o{(V), esto es, ®;(x) =x € V. Por lo tanto, U C V. La inclusion restante es
analoga.

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento h : L — ¢(2'(L)), definido
en la Subseccion 1.2.3, preserva los operadores unarios o; (i =1,...,n—1), esto

es,
Lema 2.2.5. Paracadaa € L, h(o;(a))=oc{(h(a)).
Dem. Las siguientes condiciones son equivalentes dos a dos.
1. Seoi(h(a)),
2. ®(S)e€ h(a),
3. a€®i(S),

4. oi(a)es,
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5. S€ h(oi(a)).

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento de orden k : X — Z'(6(X)),
definido en la Subseccién 1.2.3, preserva las funciones ®; (parai=1,...,n—1),

esto es,
Lema 2.2.6. Paracadax,y € X: ®;(x)=y si, y solo si, ®;(k(x))=k(y).
Dem. Notemos que, para cada x,y € X

®;(k(x))=k(y) si, y solo si, para todo U € 6(X),®;(x)eU <y €U.

Supongamos que ®;(x) = y. Entonces trivialemente, para cada U € ¢(X), ®;(x) e
U si, ys6losi, y € U. Por otra parte, supongamos que ®{(k(x)) = k(y). Entonces,
[®;(x)) € 6€(X) y ®;(x) € [®i(x)), asi y € [®;(x)), esto es, ®;(x) < y. También
)e€(X)yyely) asi ®;(x)€[y), esto es, y < ®;(x). Por lo tanto, ®;(x)=y.
|
Luego, tenemos una dualidad discreta entre LM, —algebras y LM, —mar-

CoS.
Teorema 2.2.1.

(@) Toda LM ,—dlgebra es sumergible en el dlgebra compleja de su marco ca-

nonico.
(b) Todo LM,,—marco es sumergible en el marco canénico de su dlgebra com-

pleja.

2.2.2. Unadualidad discreta paralas t LM ,—algebras

En esta seccion, obtenemos una dualidad discreta para las t LM, —élge-

bras teniendo en cuenta la indicada en la Secciéon 2.2 para LM, —algebras.
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A continuaciéon recordaremos nuevamente la definicion de ¢ LM ,,—4lge-
bra y enumeraremos algunas propiedades que nos seran de utilidad en esta

subseccién.

Unaterna (%, G, H) es un dlgebra de Lukasiewicz-Moisil n—valuada tem-
poral (o t LM, —éalgebra) si.¥€ =(L,V,A\,~,{0}1<i<n-1,0,1) esuna LM, —élgebra
y G, H son operadores unarios sobre L que verifican (tL1), (tL2), (tL3) y (tL4) (ver
Definicién 1.1.19).

Lema 2.2.7. (Diaconescu y Georgescu [43]) Las siguientes propiedades se veri-

fican en toda t LM ,,—dlgebras (<, G, H).

(tL5) x <y implicaG(x)<G(y) yH(x)< H(y),

(tL6) x <y implica F(x)< F(y) y P(x) < P(y),

(tL7) F(0)=0, P(0)=0,

(tL8) F(xVy)=F(x)V F(y), P(xVy)=P(x)V P(y),

(tL9) PG(x)<x, FH(x)<x,
(tL10) G(x)AF(y)< F(xAy), Hx)AP(y)< P(x AYy),
(tL11) G(xVy)<G(x)V F(y), H(x Vy) < H(x)V P(y).

Sea (X, <, g) un M—marco, R una relacién binaria sobre X y R~! la inversa

de R. Definimos cuatro operadores sobre 6(X) como sigue:
(2.5) G(U)={xeX:R(x)C U}, H(U)={xeX:R'(x)CU}.

(2.6) F(U)={xeX:R(x)NU#0}, P(U)={xeX:R Y (x)NnU #0}.

En general, la M —élgebra (6 (X),U,N,~¢,0, X) no es cerrada bajo las ope-
raciones introducidas anteriormente. En el siguiente resultado daremos condi-
ciones sobre la relacién R y su inversa para que %(X) sea cerrado bajo esas

operaciones.
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Lema 2.2.8. Sea (X, <, g) un M—marco, R una relacién binaria sobre X, y R™! la

inversa de R. Entonces
(i) (£oR)C(Ro<) &= G¢(U)e ¥ (X), para todo U € 6(X).
(i) (SoRHC(R'o<)= H(U)e€ €(X), para todo U € € (X).
(iii) (=oR)ZC(Ro>) ¢ F(U)e€ 6(X), para todo U € 6(X).
(iv) (ZoR 1) C(R1o>) < P(U)e 6(X), para todo U € 6(X).
Dem. La demostracion es similar a la de la Proposicion 2.1.2. [ |

Definicién 2.2.4. Unaestructura(X,<, g,{®;}1<i<n-1, R, R7!) esun LM, —marco
temporal (0 TLM,—marco) si (X, <, g8,{®:}1<i<n-1) es un LM, -marco, R es una

relacion binaria sobre X, y R™! es la inversa de R tal que:

(ftL1) (x,y)<€ R implica(g(x),g(y)) €R,

(ftL2) (<oR)<S(Rox),

(ftL3) (SoR ') C(R'ox),

(ftL4) (x,y)< R implica(®;(x),®;(y)) €R,

(ftL5) (®;(2),y) € R implica que existe un x € X tal que(z,x)€R y®;(x) <y,

(ftLe) (y,®;(z)) € R implica que existe unx € X tal que(x,z)€ Ry ®;(x)<y.

Observacién 2.2.1. En todo TLM,—marco (X, <, g,{®:h<i<n-1, R, R7!) se satis-

facen las las siguientes condiciones:
(ftL7) (ZoR) < (Ro 2).

(ftL8) (=oR™") S (R o 2).
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Los operadores F¢ y P¢ introducidos en (2.6) pueden ser definidos por
medio de los operadores G¢ y H¢, respectivamente, como lo muestra el siguien-

te lema:
Lema 2.2.9. Sea (X, <, g,{®;}1<i<n-1, R, R7') un TLM,, -marco. Entonces,
(i) paratodo U € 6(X), F¢(U)=~¢ G¢(~¢ U),
(ii) paratodo U € 6(X), P¢(U)=~¢ H*(~° U).
Dem. La demostracion es similar a la de la Proposicion 2.1.4. [ |

Definicién 2.2.5. El dlgebra compleja de un JTLM,,-marco
(X» S; g’ {(I)i}lfifnfl) R’ R_l)

es una terna (6 (X),G¢, H¢) donde 6 (X) es el dlgebra compleja del LM ,,—marco
(X, <, 8,1 h<i<n-1) Y G©, H®, estdn definidas como en (2.5).

Definicion 2.2.6. El marco canénico de una t LM, —dlgebra (¥,G,H) es una

estructura

(%(L)’ SC! gcr {q)c}lfiﬁnfl) RC) QC)

donde (¥ (L), <¢, g¢,{®}1<i<n—1) es el marco canénico asociado con L y R¢, Q°

son dos relaciones binarias sobre 2 (L) definidas por:
(S,T)ER =G (S TS F'(S)
(S, T)eQ = H (S)CTCPYS).
El siguiente lema es fundamental para la prueba del Lema 2.2.11.

Lema 2.2.10. Sea (¥,G, H) una t LM ,—dlgebra. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

i (S, T)eRe,
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(i) (T,S)eqe.

Dem. La demostracion es similar a la de la Proposicion 2.1.6. [ |

Observacion 2.2.2. Del Lema 2.2.10 tenemos que Q° es la inversa de R°.

Lema 2.2.11. El marco canénico de una t LM ,—dlgebra es un JTLM,,—marco.

Dem. Teniendo en cuenta la Observacion 2.2.2 y el Lema 2.2.3, solo nos resta

probar de (ftL1) a (ftL6).

(ftL1): Sean S, T dos filtros primos tales que G~}(S) € T € F~(S). Supongamos
que x € G71(g¢(S)). Asi, ~ G(x) = F(~ x) ¢ S, ydado que T C F~(S), tenemos
que ~ x ¢ T, es decir, x € g¢(T). Por otra parte, supongamos que z € g°(T)y
F(z) & g°(S). Asi, ~ F(z) = G(~ z) € S, y dado que G~!(S) € T, tenemos que
~zeT,esdecir, z ¢ g¢(T), lo cual es una contradiccién. Asi, F(z) € g¢(S). Por
lo tanto, G™'(g°(S)) € g°(T) < F~'(g°(5)).

(ftL2): Sean S, T, D tres filtros primos de L talesque SC Dy G (D) C T C
F~Y(D). Consideremos el ideal ((L\ T)U(L\ F~(S))] y probemos que
2.7) G Y S)N(L\T)U(L\ F1(S))] =0.

Supongamos que (2.7) no se satisface. Entonces, existe un elemento x €
G7US),ye L\ Tyz¢ F!(S)tales que x <y V z. Asi, por (tL5) y (tL11), tenemos
que G(x) < G(yvz)<G(y)V F(z). Dado que G(x) € Sy F(z) ¢ S, deducimos
que G(y) €S, lo cual no es posible. Entonces, por el Teorema de Birkhoff-Stone

existe un filtro primo Z tal que
G YS)CZy(L\T)U(L\F'(S)nZ=0

Por lo tanto, G™Y(S) S Z C F~Y(S) y Z S T., es decir, (S, T) € (R0 <°).
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(ftL3): Se prueba de manera similar a (ftL2).

(ftL4): Sean S, T dos filtros primos. Vamos a probar que si (S, T) € R¢, entonces
(@4(S), ®;(T)°) € R°. Supongamos que a € G~}(®¢(S)). Entonces tenemos que
0i(G(a))=G(o(a)) €S, de donde resulta que o;(a) € T, es decir, a € ®;(T). De

manera similar se puede probar que ®{(7) C F~1(®{(S)).

(ftL5): Ahora supongamos que (®7(S), T) € R°. Vamos a probar que existe un
Z € Z(L) tal que (S,Z) € R° y ®(Z) € T. En primer lugar vamos a probar la

existencia del filtro Z. La prueba consiste de dos partes:

1. Vamos a probar la existencia de un filtro primo D C L, tal que G~(S) € D

y®¢(D)C T.

2. Vamos a probar la existencia de un filtro primo Z C L, tal que G~(S) C

ZCF(S)yZcD.

De 1y 2, se sigue la existencia de un filtro primo Z, el cual satisface las
condiciones que fueron establecidas. Por la hipdtesis tenemos que G~1(®$(S)) €

T C F~1(®¢(S)). Ahora vamos a probar que
(2.8) G'(S)N(oi(L\T)] =0

Supongamos que (2.8) no se satisface. Reciprocamente, existen a € G71(S),
be L\ T, tales que a < o;(b). Entonces, G(a) < G(o;(b)) €S.

De esto resulta que, b € G~1(®$(S)) € T, lo cual es una contradiccion. En-
tonces, se satisface (2.8). Por el Teorema de Birkhoff-Stone, existe un filtro pri-
mo D, tal que

G '(S)SDy ®(D)CT.

Ahora vamos a probar la segunda parte. Para este propdsito primero va-

mos a probar que
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(2.9 GTHS)N(L\D)U(L\FY(8)] =0

Supongamos lo contrario. Entonces, existen a € G7'(S), be L\Dyc €
L\ F~1(S) tales que

a<bVec.
Entonces, tenemos que
G(a)<G(bVvc)<G(b)V F(c)eS.

Dadoque b ¢ DyG~(S)C D, G(b) ¢ S. Porlo tanto, F(c) € S, 1o cual es una
contradiccién. Entonces, se verifica (2.9). Aplicando el Teorema de Birkhoff-

Stone, podemos asegurar la existencia de un filtro primo Z tal que
G'(S)CZCF(S)yZcD.

Como ¢¢(Z) C ®¢(D) C T, hemos probado la existencia del filtro primo Z.

(ftL6): Se prueba de manera similar a (ftL5). [ |

El siguiente resultado es necesario para la prueba del Lema 2.2.14.
Lema2.2.12. Sea(%,G,H) unat LM ,—dlgebrayseaS< X (L) ya € L. Entonces
(i) G(a) ¢S si, ysolosi, existe T € Z' (L) talque(S,T)e R ya ¢ T,
(i) H(a)¢S si, ysélosi, existeZ € Z' (L) tal que(S,Z)€Q° ya ¢ Z,

Dem. Supongamos que G(a) ¢ S. Consideremos el ideal ({a} U(L\ F~}(S)], y
probemos que

(2.10) G HS) N(fa}U(L\FYS)] =0

Supongamos lo contrario. Entonces existen b € G71(S) y ¢ € (L\ F~(S))

tales que b <aV c. De (tL5) y (tL11) tenemos que

G(b)<G(aVvc)<G(a)V F(c).
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De esta tltima afirmacion se deduce que F(c) € S, lo cual es una contradiccién.
Asi, se verifica (2.10). Por lo tanto del Teorema de Birkhoff-Stone existe un filtro

primo T tal que
GO Ty ({atu(L\F(SHNT=0.

Entonces, (S,T) € R°y a ¢ T. La otra implicacién es facil. De manera
similar podemos probar (ii).

|
Lema 2.2.13. Eldlgebra compleja de un TLM,,—marco es una t LM ,,—dlgebra.

Dem. De los resultados establecidos en Lema 2.2.3, 2.2.8, 2.2.9 y Observacién
2.2.1, solo nos resta probar (tL4). Supongamos que ®;(y) € G¢(U) y (y,x) € R.
Entonces, por (ftL4), tenemos que (®;(y), ®;(x)) € R. De esta tltima afirmacién
podemos inderir que ®;(x) € U. Luego, o{(G°(U)) € G¢(o{(U)). Por otra parte,
supongamos que z € G°(o{(U))y(®;(z),y) € R. Entonces, de (ftL5), existe x € X
tal que (z,x) € Ry ®;(x) < y. Por lo tanto, y € U. De manera similar podemos
probar que o {(H(U)) = H(o;(U)).
|
Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento h : L — 6(%'(L)), preserva

G y H, esto es,
Lema 2.2.14. Para todo a € L, h(G(a))=G¢(h(a)) y h(H(a))= H¢(h(a)).

Dem. Tomemos un filtro primo S tal que G(a) ¢ S. Del Lema 2.2.12, existe T €

Z'(L)tal que (S,T) € R° y a ¢ T. Entonces, tenemos que R(S) € h(a). Asi, S ¢

G°(h(a)). Lainclusion h(G(a)) € G¢(h(a)) es inmediata. La igualdad h(H(a)) =
H¢(h(a)) resulta por argumentos similares usando (ii) del Lema 2.2.12.

|

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento de orden k : X — Z'(6(X)),

preserva la relacion R, esto es,
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Lema 2.2.15. Paracadax,y € X:(x,y)€ R si, y solo si, (k(x), k(y) € R°.

Dem. Supongamos que (x,y) € R. Necesitamos mostrar que

(k(x), k(y)) € R°.
Notemos que

(k(x), k(y)) € R® = (G) ' (k(x)) S k(y)y k(y) € (F) " k(x)

& paratodo U € 6(X), x e G¢(U) implicayeUy

para todo U € 6(X), y € U implica x € F¢(U).

Tomemos U € %(X) tal que x € G¢(U). Entonces, dado que (x,y) € R,
tenemos que y € U. Tomemos un U € 6(X) tal que y € U. Entonces, da-
do que (x,y) € R tenemos que x € F¢(U). Por otra parte, supongamos que
(k(x), k(y)) € R°. Entonces, [<]{y} € €(X). Asi, x € F¢([<]{y}). De esta tltima
afirmaciény (ftL.7) podemos deducir que x € [<] F¢({y}). Asi, por la reflexividad

de < tenemos que x € F¢({y}), esto es, (x,y) € R, como se requeria.

Luego, tenemos una dualidad discreta entre t LM, -dlgebrasy TLM,,-mar-

COS.

Teorema 2.2.2.

(@) TodatLM,—dlgebra es sumergible en el dlgebra compleja de su marco ca-

nonico.

(b) Todo TLM,,—marco es sumergible en el marco canénico de su dlgebra com-

pleja.
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2.3. tF M —algebras

2.3.1. Sobrelas F M —algebras

Las élgebras tetravalentes modales fueron consideradas por primera vez
por A. Monteiro y estudiadas intensamente por I. Loureiro, A. V. Figallo, A.
Ziliani y P. Landini (ver [108, 110, 109, 54, 57, 58, 74]). Luego, en 2000, J. M. Font
y M. Rius [82] mostraron su interés en las lo6gicas originadas por el reticulo de
estas algebras. Actualmente estas édlgebras contindan siendo tema de estudios
de diferentes autores. Desde el punto de vista de la légica, M. Coniglio y M.
Figallo [40, 41] las estudiaron bajo la perspectiva de las légicas paraconsis-
tentes. Ademds, S. Celani en [22] probd, entre otros resultados, que las dlgebras
tetravalentes modales tienen la propiedad de amalgamacion y superamalga-
macién. También, en [74], A.V. Figallo y P. Landini dieron diversas caracteriza-
ciones de las dlgebras tetravalentes modales y mostraron la relacién existente
entre esta clase de dlgebras y la clase de las dlgebras De Morgan pseudocom-
plementadas modales ( ver [72]).

Recordemos que un dlgebra tetravalente modal (o dlgebra 4—valuada mo-

dal) es un dlgebra £ =(L,V,A,~,$,0,1) de tipo (2,2, 1, 1,0,0) que verifica:
@ (L,v,A,~,0,1) es una M—algebra.
(i) ¢ :L — L satisface las identidades:

I $xv~x=1,

(I12) GxA~x=~XAX.

Nosotros, en lo que sigue utilizaremos la terminologia de A. V. Figallo
[57]. Entonces, representaremos con .7 ./ ala clase de las dlgebras 4-valuadas

modales (o FM—algebras, para abreviar).

(I3) Entoda FM—algebra ¥ =(L,V,A,~,<$,0,1), se verifican las siguientes



2.3. t FM —algebras

10.
11.
12.
13.

14.

donde el operador [ esté definido por la formula Ox :=~ < ~ x.

propiedades:

. ~Oxvx=1,

.OxV~x=xV~Xx,

. Oxv~0Ox =1,
. OxA~Ox =0,
Ox <x,
O1=1,
00=0,
six <y, entonces Ox <y,

. O0x =0Ox,

O@Ox AOy)=0x AOy,
O(x Ay)=0OxA0y,
O~0Ox =~0x,

O(x vOy)=0OxVvOdy,

xANO~x=0,

L. Loureiro en [110, 111], probé:

99

(I4) Sea Y =(L,V,A,~,$,0,1) una FM—élgebraya € L. Si S es un filtro primo

de L, entonces pa € S<=acSoa < g¢(S), donde g¢ estd definida como

en la Subseccién 1.2.3.
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(I5) Sobre una M—élgebra (L, V,A,~,0,1) es posible definir una estructura de
FM—élgebra, siy s6lo si, para todo filtro primo S, T de L se satisface la

siguiente condicion: SC T <= S=To g¢(S)=T.

(I6) Si £ =(L,V,A,~,$,0,1) es una FM—algebra no trivial, entonces existe
un conjunto no vacio X tal que L es isomorfo a una subdlgebra de Tf,
donde T, =(Ty,V,A,~,$,0,1), Ty = {0, a, b, 1} tiene el diagrama de la figu-

ra 1y~,< estdn definidas por medio de las siguientes tablas:

1
x| ~x | $x
0| 1 0
a b a 1
1
0 1

0

Figura 1

Por otra parte, sobre una FM—4lgebra £ = (L,V,A,~,$,0,1) se pueden

definir varios operadores de implicacion (ver [58]):
(I7) x>oy=~xVy,
(I8) x—=y={~x VY,
19) x—=y=@x—=y)A(QyV~x),
(110) x>y =(x—y)A((x>y)=(@O~xVy)).

Observemos que si £ = (L,V,A,~,<,0,1) verifica la condicién de Kleene
XA ~x <yV ~y,oequivalentemente si < = (L,V,A,~,<,0,1) es un dlgebra
de Lukasiewicz 3—valuada entonces el operador — y = definido por 19 y 110

respectivamente coincide con la implicacion de Lukasiewicz trivalente.
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En T, las operaciones [J,—,—,— y > tienen las siguientes tablas:

x | Ox 5|10 a b 1 — |0 a b 1
0| O 01 1 1 1 0|1 1 1 1
al|l 0 a a 1 1 a|l 1 1 1
0 b b 1 b|1 1 1 1

1 1 1[0 a b 1 110 a b 1
— |0 a b 1 =10 a b 1

0|1 1 1 1 0|1 1 1 1

a 1 1 1 a 1 b 1

b 1 1 1 a 1 1

10 a b 1 110 a b 1

Laimplicacion > es llamada implicacién contrapositiva. Esta implicacion,
entre otras propiedades interesantes, permite caracterizar el reticulo de las con-
gruencias de una FM—algebra £ =(L,V,A,~,<,0,1) (ver [150]).

Por otra parte, en [58], A.V. Figallo y P. Landini demostraron que las F M —al-
gebras son polinomialmente equivalente a las dlgebras tetravalentes modales
contrapositivas. Recordemos que un algebra . = (L, >,~,1) de tipo (2,1,0) es

un 4lgebra tetravalente modal contrapositiva si se satisfacen:
1. 1>x=x,
2. x>1=1,
3. (x=y)=y=x)>x,
4. six>(y =z)=1,entoncesy > (x > z)=1,
5 (x>=(x>=y))=x)=x=1,

6. ~1>=x=1,
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7. X =~1=~x,

8. (xv~y)=2z)=((x=2)A(y = 2))=1,

donde a Vb denotaa(a ~b)>~byaAbdenotaa~(~aVv~Db).

Considerando la implicacion contrapositiva >, en [40], M. Coniglio y M.
Figallo introdujeron un célculo estilo Hilbert para dos légicas naturalmente
asociadas a las dlgebras tetravalentes modales contrapositivas. Independiente-
mente, A. V. Figallo y otros en [71], introdujeron un célculo proposicional estilo
Hilbert para otra l6gica asociada a la clase # ./ . En este calculo estilo Hilbert
se consideraron dos nuevos operadores de implicacién. También, en [71], se in-
trodujo la nocidn de reticulo modal con implicaciény se prob6 que la clase de
estas algebras es categorialmente equivalente a la clase de las FM —algebras.

Por otra parte, en [102], M. Kondo defini6 las dlgebras de De Morgan con
implicacion (o M I—algebras) y di6 un célculo proposicional estilo Hilbert para
la l6gica, que el llamé, légica de De Morgan. Un dlgebra de De Morgan con
implicacién es una estructura . = (L,V,A,—,~,0,1) de tipo (2,2,2,1,0,0) tal
que el reducto (L,V,A,~,0,1) es una M—élgebra y la implicacién — satisface

las siguientes propiedades:
L.y<x—y
2. x<yimplicax—y=1
3. XA~y S (xVYy)—y
4, ~XAYyA~(x—y)=0
5. xA(x —=y)<yVv~y
6. XA(x —=y)<~xVy

7. XA~XAN(x—>y)S<~(x—>y)Vy
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En [102], el autor demostré que la clase de las M —4lgebras estéd gene-
rada por la MI—algebra 7, = (T,,V,A,—,~,0,1) donde (T},V,A,~,0,1) es la

M —algebra definida en (I6) y < estd definida en la siguiente tabla:

— 10 a b 1
0|1 1 1 1
a 1 b 1
b a 1 1
110 a b 1

Observemos que en 7, la implicacién definida por Kondo coincide con la
implicacién contrapositva > definida por A.V. Figallo y P. Landini. Teniendo en
cuenta esta observacion se puede probar que las M [ —algebras son polinomial-

mente equivalentes a las dlgebras tetravalentes modales contrapositivas.

2.3.2. Dualidades discretas para las F M —algebras

Primer dualidad discreta para las F M —algebras

En esta subseccion obtenemos una dualidad discreta para las FM —alge-

bras teniendo en cuenta los resultados establecidos en [110].

Definicion 2.3.1. Una estructura(X, <, g) es un marco de Loureiro (o L—marco)

si(X, <, g) esun M—marco y se satisface la siguientes propiedad adicional:
(L) six<y, entoncesx=y og(x)=y.
Definicién 2.3.2. Eldlgebra compleja de un L—marco(X, <, g) es una estructura
(6(X),u,N,~, 55,0, X)

donde (6 (X),U,Nn,~¢,0, X) es el digebra compleja del M—marco (X, <, g) y para
cada U € 6(X), Oc(U)=UU g(U).
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Definicién 2.3.3. El marco canénico de una FM—dlgebra ¥ =(L,V,A,~,$,0,1)
es

(Z(L),=%8°)

donde (% (L), <¢, g°¢) es el marco candnico del M—reducto de L.
Lema 2.3.1. El marco canénico de una F M —dlgebra es un L—marco.

Dem. Es consecuencia directa de (I5).

Lema 2.3.2. El dlgebra compleja de un L—marco es una F M —dlgebra.

Dem. Necesitamos probar que <{>° es cerrado en ¢ (X), esto es, $cU = [<]HCU.
Lainclusién 2 resulta de la reflexividad de <. Supongamos que x € {)U. Tome-
mosun y € X tal que x < y. Entonces, x € U o x € g(U). En el primer caso, como
U =[<]U, tenemos que y € U. De donde resulta que y € UU g(U) = $¢(U). En
el segundo caso, como x < y, aplicando (L) tenemos que x =y o g(x)=y. De
donde resulta que, en ambos casos, y € {>°U. A continuacién probaremos (I1)

y (12) de la definicién de FM—algebra.

(I ~UUOU=(X\gU)u(UugU))
=((X\gU)ug)uU
—XuU=X

(12) ~UNOGU=(X\gU)N(UUgU))
=X\ g(UNNU)UV((X\ g(U)Ng(U))
=(X\gU)nU)UD
=X\ gU)NnU

=~cUNU
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|
A continuacién mostraremos que el sumergimiento h : L — 6(Z'(L)),

definido en la Subseccién 1.2.3, preserva el operador unario <, esto es,
Lema 2.3.3. Paracadaa € L, h({a)=<°h(a).

Dem. Sea S € Z'(L). Entonces, teniendo en cuenta (I4), las siguientes condi-

ciones son equivalentes dos a dos:
(1) Seh($a),
2) Qac€s,
(3) acSoacgs),
(4) S€h(a)oSe g(h(a)),
(5) Sedeh(a).

|
Luego, obtenemos una dualidad discreta entre FM—élgebras y L—mar-

CoS.
Teorema 2.3.1.

(@) Toda FM—dlgebra puede sumergirse en el dlgebra compleja de su marco

canonico.
(b) Todo L—marco puede sumergirse en el marco canénico de su dlgebra com-
pleja.

Segunda dualidad discreta para las F M —algebras

En esta seccion, obtenemos una dualidad discreta para las FM —algebras
teniendo en cuenta los resultados establecidos en [22]. Para tal fin, utilizaremos

la siguiente definicién de FM —élgebra.
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Un élgebra ¢ = (L,V,A,~,[0,0,1) es una FM—dalgebra, si el reducto
(L,V,A,~,0,1) es una M—élgebra y O es un operador unario definido sobre L

que satisface las siguientes propiedades:

(F1) Qan~a=0

(F2) an~Oa=~aAa

Definicién 2.3.4. Una estructura (X, <, g,R) es un IM—marco si (X, <, g) es un

M—marco y R es una relacién binaria sobre X que satisface:
(fF1) R reflexiva,

(fF2) (SoRo<)CR,

(fF3) si(x,y)€R, entoncesx <y og(x)<y.

(fF4) g(x)e€ R(x), para todo x € X.

Definicién 2.3.5. El dlgebra compleja de un FM—marco (X,<, g, R) es una es-
tructura

(¢(X),u,n,~,0O%0,X)

donde (6 (X),U,Nn,~¢,0,X) es el dlgebra compleja del M—marco (X, <, g) y para
todoU e 6(X),0¢(U)={x€X:R(x)C U}.

Definicién 2.3.6. El marco canonico de una FM—dlgebra ¥ =(L,V,A,~,1,0,1)
es

(Z(L), <% 8% R")

donde(Z (L), <¢, g°) es el marco canénico del M—reducto de L y para cadaS, T €
(L),
(S,T)eR =T (S)CT.

Lema 2.3.4. El marco canénico de una F M—dlgebra es un FNM—marco.
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Dem. Solo resta probar (fF1)-(fF4).
(fF1): Sea S € Z'(L) y supongamos que x € [07!(S). Entonces, Ox € S. Dado que

Ox < x, tenemos que x € S. Por lo tanto, 0(S) C S, esto es, (S,S) € R°.

(fF2): Sean (U, V) € (<¢ oR¢ <°). Entonces, existe T,S € Z(L) tal que U C T,
(T,S)e R¢ y S C V. De estas dos tltimas afirmaciones tenemos que O°(T)C V.

Por lo tanto, dado que U C T inferimmos que (U, V) € R°.

(fF3): Sean U,V € (L) tal que (U, V) € R°. Supongamos que U € V'y g¢(U) &
V.Entonces UN g¢(U)Z V. Asiexisteac UNg¢(U)ya ¢ V. Entonces ~a ¢ U.
Como~aAa=aN~0Oa,ya < U, tenemos que ~ Oa ¢ U. Asi, Oa € g¢(U).
Dado que OaA ~ Oa = 0, ~ Oa ¢ g°(U), es decir, Ja € U. Asi, a € V, pues

(U, V)€ R¢, 1o cual es una contradiccion.

(fF4): Sea U € Z'(L). Si (U, g¢(U)) ¢ R¢, entonces existe a € Ltalqueda € Uy

a ¢ gc(U).Asi,dan~a =0¢e U, lo cual es una contradiccién.

Lema 2.3.5. El dlgebra compleja de un FM—marco es una F M—dlgebra.

Dem. De [49], 6 (X) es cerrado bajo las operaciones de reticulo y ~¢. Ahora,
probaremos que es cerrado bajo (¢ i.e., O°U = [<]°U. De la reflexividad de <,
tenemos que [<]O0°U CO°U. Supongamos que x €[0°U.Seay € X talquex <y
y tomemos un z € X que verifique (y,z) € R. Entonces, de la reflexividad de <y
(fF2) inferimos que (x, z) € R. Asi, z € U y por lo tanto, x € [<]O°U. Por lo tanto,
O°U C [<]O°U. Es claro que 6(X) es una M—4élgebra. Ahora probaremos que
se verifican (F1) y (F2).

(F1): Supongamos que ~¢ UNQO°U # 0. Entonces, existe y e~¢ U tal que R(y) C
U. Dado que g(y) € R(y), tenemos que g(y) € U, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, ~¢ UNOU =0.

(F2): En primer lugar, notemos que por (fF1) se deduce que (0°U < U. Luego,

tenemos que ~° UNU C~¢ J°UNU. La otra inclusién es consecuencia de (fF3).
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En efecto: sea x e~¢ 0°U N U. Entonces, existe z € R(g(x)) tal que z ¢ U. De

donde resulta por (fF3) que g(x) < z. De esta tltima afirmacion tenemos que
x e~¢ U. Por lo tanto, x € Un~¢ U, lo cual completa la demostracion.

|

Ahora probaremos que el sumergimiento i : L — ¢ (Z'(L)), definido en

Subseccion 1.2.3, preserva el operador unario [J, esto es,
Lema 2.3.6. Paracadaa € L, h(Oa)=0¢(h(a)).

Dem. Sea S € h(Oa); entonces Oa € S. Supongamos que T € X'(L) verifica
que (S, T) € R°. Entonces, 07'(S) € T y asi, a € T. Por lo tanto, S € O¢(h(a))
de donde inferimos que h(Oa) € O¢(h(a)). Reciprocamente, supongamos que
S € O°(h(a)). Entonces para cada T € (L), (S, T) € R implica que T € h(a).
Supongamos que Oa ¢ S. Entonces O71(S) es un filtro y a ¢ O7!(S). Luego, existe
WeZ(L)talque a ¢ W yOd!(S) € W. Esta tltima afirmacién nos permite con-
cluir que (S, W) € R¢. De esta afirmacion tenemos que W € h(a)yasi,a€ W, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, h(Oa) = O¢(h(a)). Entonces, en virtud
de los resultados establecidos en [49] la prueba estd completa.
|
En el Lema 2.3.7 probaremos que el sumergimiento de orden k : X —

Z'(6(X)) definido en Subseccion 1.2.3, preserva la relacion R.
Lema2.3.7. Sea(X,<, g,R) un FM—marcoy sean x,y € X. Entonces
(x,y)€R si, ysélosi, (k(x), k(y)) € Re.

Dem. Supongamos que (x,y) € Ry sea U € 6(X) que verifica O°U € k(x).
Entonces es facil ver que y € U y asi, (k(x), k(y)) € R°. Reciprocamente, sean
x,y € X tales que (k(x), k(y)) € R°. Entonces 00°"}(k(x)) C k(y). Por otra parte,
notemos que [<](X\(y]) € €(X)yy ¢ [<](X\(y]). Porlo tanto, [<](X\(y]) & k(y)
y asi, [<I(X\ (y]) ¢ O° ! (k(x)). Por lo tanto, O°([<](X \ (¥])) ¢ k(x) de donde

podemos inferir que x ¢ O°([<](X \ (y])). Entonces existe z tal que (x,z) € Ry
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z ¢ [<](X\ (¥]). De esta ultima afirmacién existe w talque z < wyw <y, lo
cual nos permite inferir que z < y. Entonces, en virtud de la reflexividad de <y

(fF2), (x,y) € R como queriamos. [ |
Por lo tanto, tenemos una dualidad discreta entre FM-élgebras y FM-

marcos.

Teorema 2.3.2.

(@) Toda FM—dlgebra se puede sumergir en el dlgebra compleja de su marco

canonico.
(b) Todo IM—marco se puede sumergir en el marco canénico de su dlgebra

compleja.

2.3.3. tF M —algebras: una dualidad discreta

En esta subseccion definimos las FM—4élgebras temporales y obtenemos

una dualidad discreta para estas édlgebras.

Definicion 2.3.7. Una estructura (¥,G, H,<>) es una F M —dlgebra temporal (o
t FM—dlgebra) si:

(i) (¥,G,H)esunatM-—dlgebra,
(i) (£,<)esuna FM—dlgebra,
(iii) los operadores F y P definidos por F(x)=~ G(~ x) y P(x) =~ H(~ x)
verifican las siguientes identidades: F({x) =< F(x) y P($x) = O P(x).
Ejemplo 2.3.1. Toda t B—dlgebra es una t FM—dlgebra.

Ejemplo 2.3.2. Toda dlgebra de Lukasiewicz-Moisil 3-valuada temporal es una

t FM—dlgebra.
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Proposicion 2.3.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda t F M —dlgebra

(¥,G,H,$)
1. x <y implica G(x) < G(y) y H(x) < H(y),
2. x <y implica F(x) < F(y) y P(x) < P(y),
3. F(0)=0, P(0)=0,
4. F(xVy)=F(x)V F(y), P(xVy)=P(x)V P(y),
5. PG(x)<x, FH(x)<x,
6. G(X)AF(y)< F(xAy), Hx)AP(y)<P(x Ay),
7. G(Ox)=0G(x), H(Ox) =0OH(x).
Dem. Es de rutina. m

Definicién 2.3.8. Una estructura(X,<, g, R, R™) es un FNM—marco temporal (o
JIM—marco ) si es un TM—marco que satisface la condicién (L) de la Definicion

2.3.1.

Definicién 2.3.9. El dlgebra compleja de un TI¥M—marco (X,<,g,R,R7!) es
una estructura (6 (X),~¢,${¢,G¢, H¢) donde (6 (X),~¢,G¢, H®) es el dlgebra com-
pleja del TM—marco (X, <, g, R, R™!) y<{° estd definida como en Definicién 2.3.2.

Definicién 2.3.10. El marco candnico de una t FM—dlgebra(¥,G,H,{) es
(X(£),<%8°RQ°)

donde (X (£),<¢, g¢) es el marco candnico del FM—reducto de L y R¢,Q° son

relaciones binarias sobre Z (L) definidas como en Definicion 2.2.6.
Lema 2.3.8. El marco canénico de una t FM—dlgebra es un T3 M—marco.

Dem. Es similar a la de la Proposicion 2.1.7. |
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Lema 2.3.9. Eldlgebra compleja de un TJ3M—marco es una t FM—dlgebra.

Dem. Sélo probaremos (iii) de la Definicién 2.3.7. En primer lugar probaremos
que F°(g(U)) = g(F°¢(U)). Sea x € F¢(g(U)). Entonces, existe y € g(U) tal que
(x,¥) € R. De estas dos ultimas afirmaciones podemos deducir que g(y) € U
y (g(x),g(y)) € R. Asi, R(g(x))NU # 0, esto es, g(x) € F¢(U). Por lo tanto,
x € g(F¢(U)). Reciprocamente, sea y € g(F°(U)). Entonces, g(y) € F¢(U). De
esta Ultima afirmacién, existe z € U tal que (g(y),z) € R. De donde resulta
que (y,g(z)) € R. Asi, R(y)N g(U) # 0, esto es, y € F°(g(U)). Por otra parte,
Fe(HeU)=Fe(U)U Fe(g(U))= Fe(U)U g(F°(U)) = <{c(F¢(U)). De manera simi-
lar se puede probar que P¢(HU) = $e(Pe(U)).
|
Luego, teniendo en cuenta los resultados anteriores, podemos obtener

una dualidad discreta entre ¢t FM—algebras y T¥M—marcos.
Teorema 2.3.3.

(@) Toda t FM—dlgebra puede sumergirse en el dlgebra compleja de su marco

canonico.

(b) Todo TFM—marco se puede sumergir en el marco canonico de su dlgebra

compleja.
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Capitulo 3

Algebras de Lukasiewicz-Moisil

n x m—valuadas temporales

3.1. LM,,,,,—algebras

En esta subseccion, recordaremos la definicion de dlgebra de Lukasiewicz
—Moisil n x m-valuada (o LM,,,—élgebras) y exhibiremos algunas construc-
ciones que muestran la relacién entre estas estructuras y las B—4lgebras (ver

[69, 65, 138, 139, 140, 141]).

3.1.1. Elejemplo de M. Fidel

En 1940, G. Moisil introdujo las dlgebras de Lukasiewicz 3-valuadas y 4-
valuadas con el propdsito de obtener una contraparte algebraica de las corres-
pondientes l6gicas de Lukasiewicz. Un afio mads tarde, generalizo estas dlgebras
definiendo las dlgebras de Lukasiewicz n-valuadas ([119]) y las estudié des-
de el punto de vista algebraico. Es bien sabido que estas dlgebras no consti-
tuyen la contraparte algebraica de los célculos proposicionales de Lukasiewicz
n—valuadas para n > 5 (ver [7, 33]). Este problema fue resuelto por R. Cignoli

([34, 35]) adicionando a las operaciones béasicas de las dlgebras de Lukasiewicz

113
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n—valuadas ciertas operaciones binarias, y los sistemas asi obtenidos fueron
llamados algebras de Lukasiewicz n—valuadas propias. Para una descripcién
general de los origenes de las l6gicas de Lukasiewicz multivaluadas y las 4lge-

bras de Lukasiewicz se remite al lector a [7, 36, 37].

Por otra parte, en 1975, Suchon ([147]) defini6 las dlgebras de Lukasiewicz
matriciales con el propésito de generalizar las dlgebras de Lukasiewicz n-va-
luadas sin negacion. El inico trabajo que conocemos que menciona al trabajo
de Suchon es el de Sanza mencionado anteriormente y una breve referencia a
las mismas puede encontrarse en [7, pag. 121]. En 2000 Figallo y Sanza introdu-
jeron las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n x m—valuadas (o LM, ,,, —algebras).
Las LM, —élgebras constituyen una extension de aquellas dadas por Suchon
y en el caso m = 2 coinciden con las dlgebras de Lukasiewicz—Moisil n—valua-

das.

Con este prop6sito, de acuerdo a lo citado en [80], recordemos que la 16-
gica de Belnap 4—valuada ([5], [4]) es un sistema légico muy conocido por sus
diversas aplicaciones, en particular en el estudio de bases de datos deductivas
y programas légicos distribuidos, manejando informacién que puede contener
conflictos o lagunas. La idea de Belnap es simple: Enfrentados a una situacién
(para ejemplos ver los trabajos citados) donde se pueden tener varias partes
conflictivas de informacién sobre la veracidad de una sentencia, o puede no
tenerse informacién sobre ella, los cldsicos valores de verdad (verdadero y fal-
so) deben ser tratados como mutuamente independientes dando origen a 4
valores no clésicos epistémicos: 1 := verdadero y no falso; 0 := falso y no ver-
dadero (estos valores se identifican en algin sentido con los clasicos); n :=
ni verdadero ni falso, el bien llamado valor indeterminado de algunas légicas
3—valuadas y b := ambos verdadero y falso, también llamado sobredetermina-
do, correspondiente a una situacion donde varias fuentes, probablemente in-
dependientes asignan un valor clésico diferente a una sentencia. Estos valores

pueden ser ordenados por medio del reticulo de la Figura 2.
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0

Figura 2

Ademas, sobre este reticulo que denotaremos T;, Belnap consideré una

operacion de negacion — definida por: -0=1,-N=N,-B=By-1=0.

En el ejemplo que desarrollaremos a continuacion, el cudl de acuerdo a
lo que me informo A. V. Figallo, fue elaborado por M. Fidel, y perfeccionado
por C. Sanza, la que al utilizarlo al publicar su primer articulo sobre este tema,
sin ninguna intencionalidad olvid6 mencionar a Fidel, encontraremos la moti-

vacion necesaria para legitimar el estudio de las LM, «,,, —algebras.

Entonces, teniendo en cuenta el sistema recién descripto, si considera-
mos el siguiente que lo amplia: Enfrentados a una situacién como la analizada
por Belnap, distinguiremos los valores de verdad cldsicos de una sentencia, de
la informacién que tenemos sobre la misma, la cual puede ser positiva o nega-
tiva. Entonces, consideraremos los valores de verdad clasicos 1 := verdadero;
0 := falso y los epistémicos, similares a los considerados por Belnap, a := to-
da la informacién es negativa y ninguna es positiva; b := alguna informacién
es positiva y alguna es negativa; c := no existe informacién positiva ni negati-
vay d = toda la informacién es positiva y ninguna es negativa. Estos valores
pueden ser ordenados desde el falso al verdadero por medio del reticulo S;.3

ilustrado en la Figura 3.
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1

0
Figura 3

También definiremos sobre Ss.3 la negacién de De Morgan ~ indicada

en la Tabla 1.

Por otra parte, en 1978 A. Monteiro extendi6 el dlgebra base de Belnap
(T4, =, 1), adicionando el operador modal [0 definido por: 01 =1y Ox =0, para
todo x # 1. El dlgebra asi obtenida es la que genera las dlgebras tetravalentes
modales, las cuales fueron estudiadas por I. Loureiro en [108, 110] (ver también
[55, 56]). Posteriormente, en [80], para una sentencia dada ¢ el operador [J fue

interpretado como

O¢ = la informacion disponible confirma que ¢ es verdadera.

De manera similar a lo recién descripto sobre el dlgebra base de Belnap,
extendemos el dlgebra (S3«3,~, 1) definiendo ciertos operadores de posibilidad
oij, 1 <i,j < 2. Entonces para cada valor en S3,3 tenemos la posibilidad de
adoptar diferentes criterios de decision, dependiendo de la informacién dispo-
nible de una sentencia. Asi, para cada par i,j, 1 < i,j <2, el operador o;; es el

definido en la Tabla 1.



3.1. LM,, x,,—4algebras 117

X | ~x |Oonx | Opx | oax | Onx

0| 1 0 0 0 0

a| d 0 0 0 1
b 0 1 0 1

c c 0 0 1 1

d| a 0 1 1 1

1( 0 1 1 1 1

Tabla 1

Con el propésito de dar una interpretacion a cada uno de estos opera-
dores, consideremos por ejemplo, a un directivo que debe tomar una decisiéon
basado en la informacién que le brindan sus asesores. Asi, este directivo puede
ser considerado, de acuerdo a la decision o;; que toma como: conservador y
desconfiado de todo (01:); conservador pero arriesgado (01); arriesgado (0 21) 0
excesivamente arriesgado (0 »,).

Entonces, para cada sentencia ¢, los operadores 0;;, 1 < i,j <2 pueden

ser interpretados como
0119 = la informacion disponible confirma que ¢ es verdadera,
0120 = lainformacion disponible permite considerar a ¢p como verdadera,
021 ¢ = la informacion disponible no permite considerar a ¢ como falsa,
02¢ = la informacion disponible no confirma que ¢ es falsa.
Por lo tanto, en este contexto la sentencia

0119 es verdadera s6lo cuando ¢ es verdadera, mientras que es falsa en

el resto de los casos,

012¢ es considerada verdadera cuando ¢ es verdadera o cuando existe
alguna informacion positiva sobre ¢, mientras que es falsa en el resto de

los casos,
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02 ¢ es considerada verdadera cuando ¢ es verdadera o cuando no exis-
te informacion negativa sobre ¢, mientras que es falsa en el resto de los

Casos,

02 ¢ es considerada verdadera en todos los casos excepto aquel en el

cual ¢ es falso.

Es claro que solo 0; da una informacién precisa sobre la veracidad de
una sentencia mientras que el resto de los operadores provee una informacion
en cierto modo difusa; asi, podriamos hablar de diferentes grados de veracidad.

Por lo tanto, obtenemos la matriz caracteristica
(S3x3)~,011,012,021,022,1)

de una légica que llamaremos légica de Suchon 3 x 3—valuada.

3.1.2. LM,,,,—4algebras: definiciones y propiedades

Sean n y m enteros tales que n > 2y m > 2. En lo que sigue denotaremos
con (n x m) al producto cartesiano de los n — 1 por el de los m — 1 primeros

naturales, esto es
(nxm)=1{1,...,n—1}x{1,...,m —1}.

Definicion 3.1.1. Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil nx m—valuada (0 LM, —

dlgebra), es un dlgebra
£ = (L) V, A, ~, {O'ij}(i,j)e(nxm)» 0) ]->

donde, el reducto (L,V,A\,~,0,1) es una M—dlgebra y {0} j)e(nxm) €S una fa-

milia de operadores unarios sobre L que verifican las siguientes condiciones:
(C1) oij(xVy)=0ijxV0y,

(C2) OijX < Oi+1)jX,
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(C3) Tijx Z0ij+1X,

(C4) 0ijo;sx=0X,

(C5) oijx=0;;y paratodo(i,j)€(n x m)implicax=y,

C6) ogijjxV~0o;jx=1,

(C7) Tij(~x)=~ T nm-i)m-jX-

Observacion 3.1.1. Toda LM,,.,—dlgebra es isomorfa a una LM, —dlgebra. Vale
la pena senialar que las LM ,,,,,—dlgebras constituyen una generalizacion no tri-

vial de la antes mencionada ( ver [140, Remark 3.1]).

Ejemplo 3.1.1. Si € = (L,V,A\,~,{0ij}i j)etnxm) 0,1) es una LM, —dlgebra y
X, es un conjunto no vacio entonces el conjunto LX puede ser dotado de una

estructura de LM, —dlgebra:
L5 = (L5 VN~ 40} 6 petnxm), O 1),

donde las operaciones de £ estdn definidas para todo f,g € LX, x€ X y(i,j) e

(1 x m) como sigue:
@ (fvgx)=flx)vglx), (fAg)x)=flx)Ag(x),
(b) (~ fx)=~ f(x),
© (oi;(MNx)=0(f(x)),
(d) O(x)=0,I(x)=1.

Definicién 3.1.2. Sea £ = (L,V,A\,~,{0;}i j)e(nxm),0,1) una LM ,,—dlgebra.

Diremos que £ es completa si el L,,—reducto(L,V,A,0,1) es completo.

Definicion 3.1.3. Sea £ = (L,V,\,~, {0} j)etnxm), 0,1) una LM y,,—dlgebra.

Diremos que £ es completamente crisipiana si para cada (xy)rex (Xx € L para
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todo k € K) tal que |\ xi y \/ xi existen, las siguientes propiedades se satis-
keK kek
facen: para todo (i, j) € (n x m),

oo ot () -y o

kek kek kek keK

Sea £ = (L,V,A\,~,{0ij}ij)e(nxm)0,1) una LM, ,,—dalgebra. Denotare-
mos por C(L) al conjunto de todos los elementos complementados de L. Tam-
bién, denotaremos por I, 0;, 1; a las funciones I, 0;, 1, : L — L, definidas

por I;(x)=x,0.(x)=0y 1,(x)=1paratodo x € L.

Los siguientes resultados serdan necesarios para lo que sigue:
Lema 3.1.1. ([140]) C(L)= {x € L:0;j(x)=x,para cada, (i, j)€(n x m)}

Lema 3.1.2. Si ¥ = (L,V,A,~,{0ij}ij)etnxm) 0,1) es una LM ,,—dlgebra, en-
tonces C(<£) = (C(L),V,A,—,0,1), con ~x =~ 0;;x, para todo (i,j) € (n x m) y

x € C(L) es una B—dlgebra.

Definicion 3.1.4. Sean £ = (L,V,\,~,{0;}i jrenxm) 0, 1) y L' = (L', V,\,~,{0;}
(i,j)e(nxm), 0, 1) dos LM ., —dlgebras. Un morfismo de LM, ,, —dlgebras (0 LM .,
— morfismo ) es una funcién f : L — L’ tales que, para todo x,y € Ly(i,j) €

(n x m) tenemos:
(@ fO)=0yf(1)=1;
b) fxvy)=fX)VIWyfxay)=fx)Afy);
© floij(x))=0ii(f(x)), para todo(i,j) € (n x m);
d) fl~x)=~ f(x).

Observacion 3.1.2. La ultima condicion de la definicion anterior puede obte-

nerse de las tres primeras.
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Observacion 3.1.3. Sea [ : £ — £’ un morfismo de LM, x,,—dlgebras. En-

tonces tenemos que: x € C(L)= f(x)e C(L).

De acuerdo con la observaciéon previa podemos considerar la funcién
C(f) = f lew: C(L) — C(L’). De donde resulta que C(f) es un morfismo de
B—4lgebras.

Vamos a denotar por £ # ,«, a la categoria de las LM, —algebras y
sus correspondientes morfismos. Entonces, la asignacion £ — C(%), f — C(f)

define un funtor covariante
C: .zv//lnxm — %1

donde 2 es la categoria de las B—dalgebras con sus correspondientes morfis-

maos.

Elsiguiente ejemplo, muestra que para cada B—4algebra existe una LM,

—algebra asociada.

Ejemplo 3.1.2. Sea 8 =(B,V,A,—,0,1) una B—dlgebra. El conjunto

D(B) = B l»xm= {f : (n x m) — B tal que para arbitrarios i, j si r <
s, entonces f(r,j) < f(s,j)y f(i,r) < f(i,s)}; de todas las funciones crecientes
en cada componente de (n x m) en B puede ser dotada de una estructura de

LM, x,—dlgebra
D(B)= (B ™V, A, ~, 10} jyetnxm) On) Los)

donde Opg), 1pp) : (n x m) — B estdn definidas por Op)(i,j) =0y 1pwp(i,j)=
1, para cada (i,j) € (n x m), las operaciones del reticulo (B T"*™),V, \) estdn

definidas puntualmente y
@ (o f)r,s)=f(i,j), paratodo f € BT™™ y(i,j),(r,s)€(n x m),

(b) (~f)i,j)=—f(n—1i,m—j), donde—x denota el complemento Booleano

dex, para todo f € BT y(i,j)€(n x m).
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Observacion 3.1.4. ([139]) La LM ,x,,—dlgebra D(2) = 2 7"*™) es simple, com-

pleta y completamente crisipiana.

Observacion 3.1.5. ([139]) Identificando el conjunto(nx2)conn={1,---,n—1}
tenemos que Ty, : L, — 2" es un isomorfismo el cual en este caso estd definido

porTLn(n%l)zfj donde fi(i)=0sii+j<ny f;(i)=1 en otro caso.

Sean B = (B,V,A,1,0,1) y B’ = (B’,V,A,—,0,1) dos B—algebras y sean
D(A)y D(%’)las correspondientes LM, —élgebras asociadas. Para cada mor-
fismo de B—aélgebras, g : B— B’ definimos la funcién D(g): D(28) — D(%A’)

de la siguiente manera:
(D(g))(u)= gou,paratodo u € D(B).

Entonces la funcién D(g) : D(B) — D(B’) es un morfismo de LM, , —4l-

gebras. Luego, la asignacion 8 — D(2), g — D(g) define un funtor covariante
D : c% — g.ﬁnxm .

Observaciones 3.1.1. El funtor D es un adjunto a derecha de C, C es fiel y D es

pleno.

Observaciones 3.1.2. Los funtores adjuntos C y D establecen una fuerte relacion
entre las categorias B y L M ,xm . Ellos permiten transferir algunas propiedades

de las B—dlgebras a las LM, ,, —dlgebras.

Definicion 3.1.5. Sea £ = (L,V,A\,~,{0;}(i j)e(nxm),0,1) una LM y,,—dlgebra.
Diremos que un conjunto M C L es un n x m-filtro de £ si satisface las siguientes

condiciones:
(@ x,yeM implicax\y € M,
(b) xeM,x <y implicay € M,

() xeM implicac1x € M.
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3.1.3. Laimplicacion de Filipoiu en las LM,,,,,,—algebras

En esta subseccion introduciremos nuevos conectivos de implicacion y

probaremos algunas propiedades bdsicas de estos conectivos.
Definicion 3.1.6. Sea £ = (L,V,\,~,{0 i} j)etnxm) 0,1) una LM, ,—dlgebra

y(i,j) € (n x m). Consideremos la operacion binaria —, que llamamos impli-
ij

cacion de Filipoiu, sobre L definida por
Xy =~0;jxV0o;y, paratodox,y € L.
ij
Observacion 3.1.6. Si x,y € C(L), entonces x—y =-xV Yy, para cada (i,j) €
ij

(nx m).

Proposicion 3.1.1. Para cada (i, j) € (n x m), la implicacién — tiene las si-
ij
guientes propiedades:

(@) x<i—j>(y<i—j>x)=1,

(b) xly rAy)=1,

(c) x‘f(y‘;’z)=(x‘i—j>y)‘i—j>(x‘7>2),

(d) (x/\y)ﬁx:l,(x/\y)ﬁy:l,

(e) x?(xVy)zl,yﬁ(xVy):L

(f) x <y si, ysoélo si,x?yzl,paratodo(i,j)e(n><m),
(8 x<;1:1,

h) (eoy)IAlrpz)=xly Az),

i) U,sxﬁarsy :x?y, para todo (r,s) € (n x m),

() O'rsxl%l)arsle,

K x=(y—=z)=(xAy)—z,
lj lj l]
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M Six Syl%])z paratodo (i,j)€(n x m), entonces x Ay < z.
Dem.
(a) xfi—j>(y'i—j>x)=~al~ij0ij(~05jyVal-jx)
= O'inV(O'ij ~ 0y VO'l'jO','jJC)
=~0;jXxV(~0ijyVoijx)
= (N gijX VO'ijJC)VNO'ijy

= ].VNO'ijy

(b) x oy DX AYN=~0yxV o~ 05y V(X AY))
=~0xV(~ 0y Voi(x Ay))
=~0jxV(~0;jyV(0ijx NO;jy))
=~0xV(~ 0y VO X)A(~ 05y VoY)
=~0;jxV(~0ijyVoiix)A1l
=~0;jxV(~0;jyVo;x)
=(~0ijXVOijX)V~0ijy
=1v~o;y
=1

© x?(y?z):~aiija,-j(~0ijyVUijZ)

=~0ijXN~0ijyV0ijz.

Por otra parte,
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(d)

(e)

()

(g

(h)

(x<i—j>y)<i—j>(x<i—j>z)=~0ij(~a,-jxVUl-jy)Va,-j(N OijxXV0;jz)
=(0;jXA~0jy)N~0;jxXV0;jz
=~0;jXN~0;jyV0;z

De donde resulta que: x?(y c;z) =(x c;y)?(x?z).

(x/\y)?x:fva,-j(x/\y)VUijx

=(~0ijxV~0jy)VOijx

=1.
De manera similar se puede probar que (x Ay) 7 y=1
xl%j)(x Vy)=~0;jxVojxVy)

=~0;jXVO;jxXV0;jy

=1,
De manera similar se puede probar que y c;(x vy)=1.

(=) Sean x,y € Ltalesque x <y y(i,j)€(nx m). Entonces tenemos que:
XVy=y,asix—y=~0;jxV0o;y=~0;jxV0o;j(xVy)=~0;jxVo;jxV
ij

O'ijyzl.

(<) Sean x,y € L. Dado que x —y =1, para todo (i, j) € (n x m) resulta
ij

que~0;jxVo;jy=1,paratodo (i,j)€(n x m).

Dado que en toda B—algebra tenemos que x < y si, y s6lo si, =xVy =1,
obtenemos que o;;x < 0;;y, para todo (i,j) € (n x m). Luego, de (C5)

tenemos que x <y.
Es inmediata de (f), pues x <1.

(x‘i_j’J’)/\(x‘i—j’Z)=(N0ijxVUijy)/\(N(TinVCTijZ)
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=~0;jxV(0o;jyNO;jz)
=~ o'iijO'ij(y Az)
:xl%]}(y/\z),
b x oy z)=~0ixVoi(~0oiyVoi;z)
=~0;jXV~0i;YyV0Oijz
=~(0ijXNOijy)VOijz
=~0;i(x\Ny)VO;jz
=(x /\y)l%])z
(1) Sean x,y,z € Ltales que x Sy?z paratodo (i,j)€(n x m).

Por (f) obtenemos que x —(y —z) =1 para todo (i, j) € (n x m). Luego,
ij i

usando (k) y (f) resultaque (x Ay)<z

3.14. mLM,,,,—4algebras

En 2007, Figallo y Sanza en [64] (ver también [69]) introdujeron las alge-

bras de Lukasiewicz—Moisil n x m—valuadas monddicas del siguiente modo:

Definicion 3.1.7. Un dlgebra de Lukasiewicz—Moisil n x m—valuada monddica
(0 m LM ,x,n—dlgebra) es un par (%, 3) tal que £ = (L,V,\,~,{0;}(i,j)etnxm) 0, 1)
es una LM, ,,—dlgebra y 3 es una operacién unaria sobre L que verifica (E1),

(E2), (E3) y la condicion adicional:
(E13) o;;(dx)=3(0;;x), para todo(i,j)€(n x m).

Estas élgebras para el caso m = 2 coinciden con las m LM, —algebras in-

troducidas por Georgescu y Vraciu en [88] (ver también [61, 62]).
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3.1.5. pLM,,,, —algebras

En esta subseccion definiremos las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil n x
m—valuadas poliddicas (o p LM, —éalgebras, para abreviar). Estas dlgebras
son una extension natural de las B—algebras poliddicas y una generalizacién
natural de las LM, —4lgebras poliddicas. También, en esta subseccién probare-

mos un teorema de representacion para las p LM, —algebras.

Definicion 3.1.8. Una LM, ,,—dlgebra poliddica (o p LM ,x,—dlgebra) es una
estructura (<£,U,S,3) donde £ = (L,V,\,~, {0} j)e(nxm) 0,1) es una LM,
—dlgebra, U es un conjunto no vacio, S es un aplicacion de UY en el conjunto
de todos los endomofismos de L y 3 es una aplicacion de 2 (U) en L%, tal que se

satisfacen los siguientes axiomas:

@) S(y)=1,,

(i) S(pot)=S(p)oS(7), paracadap,t<UY,
(i) 3(0)=1.,
(iv) 3JuJ)=3(J)o3A(J"), paracada J,]’ U,

) S(p)o3I(J)=S(t)o3(J), para cada ] < U y para cada p,7 € UY tal que

P lou="1 o,

(vi) 3(J)oS(p)=S(p)oIp~1())) para cada ] < U y para cada p € UY tal que

P o1y es inyectiva.

(vii) Paracada ] C U, el par(<£,3(])) es una m LM, ,—dlgebra.

Definicion 3.1.9. Sean(%¢,U,S,3)y(¥’,U,S,3) dos p LM, «,,—dlgebras. Un mor-
fismo de p LM ,,x,—dlgebras (0 p LM ,x,,—morfismo ) es un LM ,,—morfismo
f:L— L talque foS(p)=S(p)ofyfod(J)=3(J)of, paratodop € UV y
JcU.
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Observacion 3.1.7. Si(%,U,S,3) es una p LM, ,,—dlgebra, entonces se puede
dotar a C(L) de una estructura de p B—dlgebra. Todo p LM ,x,—morfismo f :
(¢,U0,S,3) — (%', U,S,3) induce un p B—morfismo

C(f):(C(L),U,S,3)—(C(L),U,S,3).

De esta manera hemos definido un funtor de la categoria £ M , ., de las
LM, «n—dlgebras poliddicas y sus correspondientes morfismos en la categoria

P RB de las dlgebras de Boole poliddicas con sus correspondientes morfismos.

Definicién 3.1.10. Sea (¥,U,S,3) una pLM ,,,—dlgebray a € L. Un subcon-
junto J de U es un soporte de a si U\ J)a = a. Una p LM, x,—dlgebra es lo-
calmente finita si cada elemento tiene soporte finito. El grado de (<, U, S,3) es el

cardinal de U.

Lema3.1.3. Sea(<%,U,S,3) unapLM ,x,—dlgebra,ac Ly ] C U. Siel grado de

L es mayor o igual que 2, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) J eselsoportedea,
(ii) Y(U\J)a=a,
(i) p loy="7 v\ implicaS(p)a =S(7)a,
(iv) p lvyy=1v\; implicaS(p)a=a,
(v) Paracada(i,j)€(nxm), ] eselsoportedeo;j(a) enlap B—dlgebra C(L).

Dem. Es de rutina. [ |

En el resto de esta subseccion, por p LM,,,,—élgebra entenderemos a

una p LM, ,-algebra finita de grado infinito.

Ejemplo 3.1.3. Sea ¥ = (L,V,\,~, {0} jetnxm) 0, 1) una LM, —dlgebra com-
pleta y completamente crisipiana, U un conjunto infinito y X # 0. El conjunto

LX) de todas las funciones de XU en L tiene una estructura natural de LM, —
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dlgebra. Para cada ] C U yt € UY definimos dos operaciones unarias 3(J) y S(7)

sobre LX) por:

» NP =VipW) |y €XV,y lvy=x oy}
= S(7)(p(x))=p(xoT),

para cada p : XU — L, T € UV y J C U. Entonces se puede probar que LX) es

una p LM, x,,—dlgebra.

Definicién 3.1.11. Diremos que una pLM,,,—subdlgebra de LX) es una
pLM,«, —dlgebra funcional. Denotaremos por F(XY, L) al conjunto de todas

las p LM, ,, —dlgebras funcionales de LX") que tienen soporte finito.

Observaciones 3.1.3. F(XY, L) es localmente finita.

Proposicion 3.1.2. Sea (¥,U,S,3) una p LM, ,,—subdlgebra completamente

crisipiana. Paracadaa € L, p € UY y J C U se satisface la siguiente igualdad.:
S(v)ANa=\/iS(p)a | p lvy="7 lun}

Dem. Teniendo en cuenta los resultados de [7, Proposition 4.24, pag.50] tene-

mos que:

0;8(t)AJ)a=3(J)S(t)oija
=\{S(p)oijalplvy=7ln,}
=\i{oijS(p)alp lvy="7lu,}

=0 (Viso)alploy="7lu})

para todo (i,j) € (n x m). Entonces, aplicando (C5) tenemos la igualdad re-

querida.
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Observacioén 3.1.8. Sea(%¢,U,S,3) unap LM, ,,—dlgebra. Consideremos el con-
junto

E,(L)={a € L|0essoportede a }.

Entonces, se puede probar que E,(L) es una LM, —subdlgebra de L.

Teorema3.1.1. Sea(¥,U,S,3) unap LM, x, -dlgebray M un nx m-filtro propio

de E,(L). Entonces existe un conjunto no vacio X y un p LM ,,x,, —morfismo
®: L —TF(XY, D2)
tal que ®(a)=1, para cadaa € M.

Dem. Consideremos la p B—élgebra (C(L),U,S,3) y denotemos por E(L) a la
p B—algebra de todos los elementos de C(L) que tienen soporte # en C(L), es
decir, E(L) = {a € C(L) : @ es soporte de a}. Es claro que E(L) = E,(L)NC(L)y
que M, = MNC(L)es un filtro propio de la B—4algebra C(L). Luego, por [7, The-
orem 4.28, pag. 51] existe un conjunto no vacio X y un morfismo de B—4lgebras
poliddicas
U:C(L)—F(XY,2)
tal que W(a)=1 para cada a € M,,.
Definimos la aplicaciéon @ : L — F(XY, D(2)) por

®(a)(x)(i,j)=¥(o;ja)x),

paratodo a € L, x € XV y (i,j) € (n x m). No es dificil probar que ® es un
morfismo de LM, ,,—algebras. Por otra parte, paracadaac L, JCU,p € UY,

xe€XYy(i,j)e(n x m)tenemos:
@ ®3(N)a)x)(i,j)=(o;;A(J)a)(x)
=U(d(J)o;ja)(x)

=3())¥(0a)(x)
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=\1{¥(o;;a)) |y loy=x o}
=\Vie@W)y loy=x o}
=@AN2(a))(x)(i, ).

(b) @(S(v)a)(x)(i, j)=¥(o;S()a)(x)
=W(S(7)oja)(x)
=(S(7)¥(0i;a))(x)
=U(0;;a)(x7)
=®(a)(x7)(i, )
= (S()2(a))(x)(i, ),

De (a) y (b) tenemos que ® es un p LM,,,,—morfismo. Si a € M entonces
oija € M,, porlo tanto ¥(o;ja)=1paracada(i,j)€(nxm).Asi, ®(a)(x)(i,j)=

U(o;ja)x)=1paracadax € XUy (i,j)€(n x m).

3.2. t;LM,,,,—algebras

En esta seccion definimos las LM, ,,—4algebras temporales débiles (o
ta LM, —algebras) como una generalizacién comun de las B—4lgebras tem-

porales débiles y las LM ,,—éalgebras temporales débiles.

3.2.1. t;LM,,,,—4algebras: definicionesy propiedades

Definicién 3.2.1. Una LM, —dlgebra temporal débil ( o t; LM, ,,—dlgebra)
esunaterna(X,G, H) tal que £ = (L,V,\,~,{0;}i j)e(nxm), 0, 1) es una LM ;. , -
dlgebra y G, H son dos operadores unarios sobre L tales que, para todo x,y € L,

se satisfacen las siguientes condiciones:
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(tCl) G(1)=1,H(1)=1,

(tC2) G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),

(tC3) G(o;j(x))=0,j(G(x)), H(o;j(x))=0;;j(H(x)), para todo (i, j) € (n x m).
Ahora consideremos los operadores Fy P de la siguiente manera:

Definicién 3.2.2. Sea (¥,G, H) una ty; LM ,«,,—dlgebra. Para cada x € L, los o-

peradores unarios P y F estdn definidos para todo x € L por:
F(x)=~ G(~x), P(x)=~ H(~ x).

En la siguiente proposicién enumeraremos varias propiedades de las

ty LM, —élgebras.

Proposicién 3.2.1. Sea(¥,G,H) unat;LM,,,-dlgebra. Las siguientes propie-

dades se satisfacen, para todo x,y € L'y(i,j) € (n x m):
1. P(0)=0, F(0)=0,
2. x <y implica G(x) < G(y) y H(x) < H(y),
3. x <y implica P(x)< P(y) y F(x) < F(y),
4. P(xVy)=P(x)VP(y), F(xVy)=F(x)V F(y),
5. G(x)VG(y)<G(xVy), Hx)VH(y)<H(x Vy),
6. F(x Ay)< F(x)AF(y), P(x A\y) < P(x)A P(y),
7. G(xVy)< F(x)VG(y), HxVy)< P(x)V H(y),
8. G(x)AF(y)< F(xAy), Hx)AP(y)< P(x Ay).

Lema 3.2.1. Sea (¥,G,H) una t;LM,,,,-dlgebra. Si x € C(L) entonces G(x) €
C(L)yH(x)e C(L).
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Dem. Sea x € C(L). Entonces, 0;;x = x, para cada (i, j) € (n x m). Luego, de
(tC3), tenemos que: 0;;G(x) = G(o;jx) = G(x), por lo tanto G(x) € C(L). De

manera similar se prueba que H(x) € C(L). |

Definicion 3.2.3. De acuerdo con el lema previo podemos considerar los opera-
dores unarios C(G): C(L) — C(L) y C(H): C(L) — C(L), definidos por C(G) =
G lewy, C(H)=H |cq)-

Proposicion 3.2.2. Si(¥,G,H) esunaty;LM,,,, -dlgebra, entonces
(C(£), C(G), C(H))
es una t; B—dlgebra.
Dem. Es inmediata del Lema 3.2.1 y la Definicion 3.2.3. [ |

Proposicion 3.2.3. Sea £ =(L,V,\,~, {0} j)e(nxm), 0,1) una LM, , -dlgebray
G, H dos operaciones unarias sobre L que satisfacen las condiciones (tC1) y (tC3).

Entonces, la condicion (tC2) es equivalente a:

(tC2)" G(x —=y) < G(x)=G(y), H(x—y) < H(x)—>G(y), para todo (i, j) € (n X
ij ij 4] 2

m).

Dem.

(tC2)= (tC2)".Sea (i, j) € (nxm). Entonces G(a —b) € C(L)yG(a)?G(b)
€ C(L), asi G(a)<—> G(b) tiene complemento —(G(a)% g(b)) =~ U,S(G(a)i G(b))
paratodo (r,s) < (n x m). Entonces, tenemos que: G(a <—> b)A ~ O',S(G((l)‘—> G(b))
= G~ 04 (@)V T (D) ~ O o~ 01(Gl@)V 01, (GB)) = G~ 015(@)V 0 (D) A
0ij(Ga)A ~ 0;;G(b) = G(~ oij(a)V g;;(b)) AGo;j(a)A ~ 0;;G(b) = G((~
oijla)voijb)Aoij(a)A~oc;iGb) = G(o;jla ND)A ~ 0;;G(b) = 0;;G(a A
b)A~0;;G(b) < 0;;G(b)A ~ 0;;G(b) =0, asi G(a;'—])b)/\ ~ U,S(G(a);]—;G(b)) =
0. De donde resulta que G(a <l_—,>b) < G(a):_—)G(b).

(tC2)" = (tC2). Sean a, byje L tales que;]a <b. Por (f) dela Proposicién 3.1.1

obtenemos que a—b =1 paratodo (i,j)€(n xm),asil=G(1)=G(a=b) <
i,j i,j
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G(a)— G(b) para todo (i,j) € (n x m). Usando nuevamente (f) tenemos que
G(a) l§] G(b), por lo tanto G es creciente. De donde se sigue que G(a A b) <
G(a)AG(b). De (b) y (f) de la Proposicién 3.1.1 obtenemos que a < b <l_—,>(a AD)
paratodo (i,j)€(nxm), entonces G(a) < G(b—(aAb)) < G(b)%G(a/y\]b) para
todo (i,j) € (n x m). Por (1) de la Proposici(’)nlg.l.l resulta quef,]G(a) ANG(b) <
G(a A D). Por lo tanto, G(a Ab)=G(a) A\ G(b).
|
Por lo tanto, si en la Definicién 3.2.1 reemplazamos el axioma (tC2) por el

(tC2)*, obtenemos una definicién equivalente de ¢, LM, -dlgebra.

3.2.2. t;LM,,,,—algebras especiales

Basados en la nocién de marco débil, vamos a dar un ejemplo importante
de t;LM,,,,,-4lgebra.

Sea Z =(L,V,\,~, {0} j)etnxm) 0,1) una LM, -dlgebra completay com-
pletamente crisipiana.

Vamos a considerar un marco débil (X, R, Q). Definimos sobre LX las ope-
raciones V,A,~,0;; para todo (i,j) € (n x m), I, O como en el Ejemplo 3.1.1 y

las operaciones unarias adicionales G* y H* como sigue:

(G*(PNx)=A{p(y) Iy € X, xRy}, (H(p))x)=Alp(y) |y € X,xQy},
paratodo p € LX, x € X.

Proposicion 3.2.4. Para todo marco débil(X, R,Q), (£%,G*, H*) esunaty; LM, ,
—dlgebra.

Dem. Por el Ejemplo 3.1.1 tenemos que X es una LM 4, —éalgebra. Ahora,

vamos a probar que G* y H* satisfacen las propiedades (tC1)-(tC3).

(tC1) Sea x € X. Entonces,

(G*M)(x) = \{I(y) | y € X, xRy}
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=A\{llyeX xRy}=1.
(tC2) Sean f, g € LXy x € X. Entonces,
(G*(FAN)=NIf ALYy €X xRy}
= (Af0)1y X, xRy}) A (Alg) |y € X,xRy})
= (G (/N AGH(Q))(x)
=(G()AG*(Q)(x).

(tC3) Sean f,g € LX, x € X, (i,j) € (n x m). Dado que .¢ es completamente

crisipiana resulta que:
(G*(o(MNx)= Alo;(f)y) |y €X, xRy},
= \oi;(f(¥) |y € X, xRy},
=0y (AfW) 1y €X,xRy}),
=0 (G*(f)(x)),
=(0(G(Nx).
m

Observacién 3.2.1. Enlat,;LM,,,,,—dlgebra(<£X,G*, H*), de la proposicion an-
terior, se puede probar que los operadores temporales P* y F* estdn definidos de

la siguiente forma: para cada p € LX, x € X,

(P(p)x)=Vipy) |y €X,yRx}, (F(p)x)=\{p(y) |y €X,yQx},

Definicién 3.2.4. Sea(%,G,H)y(%’,G',H’) dos t; LM ,,,,—dlgebras. Una fun-
cion f: L— L' esun morfismodet, LM, ,,—dlgebras (0o t; LM ,,,,—morfismo)
si es un morfismo de LM, ,—dlgebras, que satisface la propiedad adicional,

para todo x,y € L:
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(€) fIG(x)=G"(f(x)), f(Hx))=H'(f(x).)

Observacion 3.2.2. Sea f : £ — £’ un morfismo de t; LM . ,,—dlgebras. En-

tonces, usando (C5), podemos probar que x € C(L)= f(x) e C(L).

De acuerdo con la observacion previa podemos considerar la funcion
C(f) = f lcw: C(L) — C(L’). De donde resulta que C(f) es un morfismo de
ty B—éalgebras.

Vamos a denotar por # 7 <L # .« ala categoria de las LM ., —dalgebras
temporales débiles y sus correspondientes morfismos. Entonces, la asignacion
% — C(¥), f — C(f) define un funtor covariante C: # 7L M xm — W T B,
donde #' 7 A es la categoria de las B—dlgebras temporales débiles con sus co-

rrespondientes morfismos.

De los resultados anteriores y con técnicas habituales se pueden probar

las siguientes proposiciones:
Proposicion 3.2.5. C es fiel.
Proposicion 3.2.6. C preserva el producto directo.

Proposicion 3.2.7. Sea f: £ — £’ un morfismoen W T €L M ,xnm. Entonces:

f es inyectiva si, y solo si, C(f) es injectiva.

Proposicion 3.2.8. Sean (¥,G,H) y (¥’,G’,H’) dos t; LM, x,,—dlgebras y f :

L — L’ una funcién. Las siguientes condiciones son equivalentes:
G f:% — & esun monomorfismoen W 7L M ,xm,

(i) C(f):C(¥)— 6(%’) es un monomorfismoen W7 RB.

3.2.3. Representacionde t; LM, ,,—algebras

En esta secciéon daremos un teorema de representacion paralas t; LM«

—algebras.
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Sea (4,G, H) una t; B—élgebra. Consideremos la LM, ,,—élgebra aso-
ciada D(%) definida como en el Ejemplo 3.1.2. En D(B) definimos las opera-
ciones unarias D(G)y D(H) por:

(DG)(f)=Geo f,(DH))f)=Heo f, paratodo f € D(B).

Entonces, se verifica el siguiente

Lema 3.2.2. Si(%,G, H) es una t; B—dlgebra, entonces (D(%), D(G), D(H)) es

unaty LM, -dlgebra.

Dem. Vamos a probar que D(G) y D(H) verifican los axiomas (tC1)-(tC3).

(tC1) Sea (i, j) € (n x m). Entonces,
(D(G)Lp)(i, j)=(G o 1pm)(i, )
=G(1pw(i, 7))
=G(1)=1
(tC2) Sean f,g e D(B)y(i,j)€(n x m). Entonces, tenemos que:
(D(G)f AN, )=(Go(f AN, J)
=G(f(, j))ng(i, j)
=G(f(i,))AG(g(i, )
=(Go f)i,)IN(Gog)i,j)
=(D(G) M@, JIA (DG, )
=((DG)SIND(G) N, )
Por lo tanto, (D(G))(f A g) = (D(G))(f) A (D(G))(g)-

(tC3) Sea feD(B)y(i,j),(r,s)e(n x m). Entonces, tenemos que:
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(D(G)(i; /)1, 8)=(G o (ai; )T, $)
=G0 f)r,5)
=G(f(i,))
=(Go f)i,j)
=(D(G)NE,])
=0;(D(G))r,5)
De donde se deduce que (D(G))(0;;) = 0;;(D(G)).
|

Definicién 3.2.5. Sean (%,G,H) y(%’,G, H) dos t; B—dlgebras, f : B— B’ un
morfismo de t, B—dlgebrasy sean D(3) y D(#’) las correspondientes LM ,x,, —dl-
gebras asociadas. Vamos extender la funcion f a la funcion D(f) : D(B) —

D(B’) de la siguiente manera:
(D(f))(u)= fou,paratodou € D(B).

Lema 3.2.3. La funcion D(f): D(B) — D(B’) es un morfismo de t; LM ,,x, —dl-

gebras.

Dem. Dado que f es un morfismo de B—algebras es fécil probar que D(f) es
un Ly;—homomorfismo. Sea u € D(B) y (i,j),(r,s) € (n x m). Entonces, te-
nemos que D(f)(orsu)(i,j) = f(orsu)i,j) = f(u(rs)y or(Df)u))E, j) =
D(f)(u)(r,s)= f(u(r,s)). De donde resulta que D(f)o 0 ,s =0 ,s o D(f). Por otra
parte, D(f)(D(G)u)(r,s)=(fo(D(G)u))r,s)= f((D(G)u)(r,s), lo cual completa
la prueba.
|
Hemos probado que para cada ¢, B—4algebra %8, D(%8) esuna t,LM,,,,-
dlgebra y para cada morfismo de f; B—dlgebras f, D(f) es un morfismo de

tq LM, -algebras.
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Entonces, la asignaciéon % — D(A), f — D(f) define un funtor covariante
D'ngg %ng-jlnxm

De los resultados anteriores y con técnicas habituales se pueden probar

las siguientes proposiciones:
Proposicion 3.2.9. D es un funtor pleno.
Proposicion 3.2.10. El funtor D preserva productos directos.

Definicién 3.2.6. Sea (¥,G,H) una t;LM,,,,-dlgebra. Consideremos la fun-
cion wy : L — D(C(L)), definida por w¢(x)(i,j) = 0;j(x) para todo x € L,

(i,j)e(nxm).
Lema 3.2.4. wy es un morfismo inyectivoen W7 %L nxm.

Dem. Teniendo en cuenta [140, Theorem 3.1}, la aplicaciéon wy : L — D(C(L))
es un LM ,.,,—morfismo inyectivo. Ademds, de (tC3) es simple chequear que

w ¢ conmuta con los operadores temporales G y H. |

Definicién 3.2.7. Sea(A,G, H) una t, B—dlgebra. Consideremos la funcién ¢ p :
B — C(D(B)), definida por: ¢ g(x) = f, donde f, :(n x m) — B, f,(i,j)=x

para todo (i,j)€(n x m).
Lema 3.2.5. ¢ es un isomorfismo de t; B—dlgebras.

Dem. Seax € By f,:(nxm)— Bcon f,(i,j) = x para todo (i,j) € (n x m).
De donde resulta que f es creciente en cada componente y o ,(fx) = fx para
todo (r,s) € (n x m), asi fy € C(D(B)). De donde obtenemos que ¢ 5 estd bien
definida. Es facil probar que ¢ 5 es un B—morfismo. Vamos a chequear que ¢ 5

conmutacon Gy H.Sea x € By (i, j)€(n x m). Entonces, tenemos que:

@ @s(G)i,j)= fow (i, j)=G(x).

(b) C(D(G))N¢s(x))(i,j)=D(G) |cwsy (¢ 5(x))i, ])
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=(Go¢p(x))(,])
=G(¢s(x)(, /)
=G(fx(i, 7))

=G(x).

De (a) y (b) obtenemos que ¢ o G = C(D(G)) o ¢ 5. El homomorfismo
¢ : B — C(D(B)) es inyectivo pues ¢ (x) = ¢p(y) implica f, = f,, luego
fx(i,j)= f,(i,j) para todo (i,j) € (n x m), asi x = y. Para probar la sobreyec-
tividad tomamos g € C(D(B)). Entonces o ;;(g) = g para todo (i,j) € (n x m)
lo que significa que o;;(g)(r,s) = g(r,s) para todo (i,j),(r,s) € (n x m). Pero
oij(g)r,s)=g(i,j) luego g(i, j)= g(r,s) paratodo (i,j),(r,s) €(n x m),lo que
significa que g es constante. Por lo tanto ¢ 5(g) = g. De donde resulta que ¢ 5
es un isomorfismo.

Lema 3.2.6. Sea(¥,G,H) unat;LM,,,,-dlgebra. Las siguientes implicaciones

se satisfacen:
(i) SiC(G)=1, entoncesG=1,.
(i) SiC(H)=1, entoncesH=1,.

Dem. (i) Sea x € L. Entonces tenemos que o;;(x) € C(L) para todo (i,j) €
(n x m). Por hipétesis resulta que G(o;;(x)) = 0;;(x). Dado que G conmuta con
o ;j, obtenemos que 0,;;G(x) = 0;;(x) para todo (i, j) € (n X m). De esta tltima
afirmacioén, aplicando (C5), resulta que G(x) = x. Por lo tanto, G = I;;. (ii) se

puede probar de manera similar a (i). [ |

Lema3.2.7. Sea(¥,G,H) unat,; LM, ,,—dlgebra. Las siguientes implicaciones

se satisfacen:

(i) SiC(G)=1¢) entoncesG=1;.
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(i) SiC(H)=1¢) entoncesH=1;.

Dem. Solo probaremos (i). Sea x € L. Tenemos que o;;(x) € C(L) para todo
(i,j) € (n x m). Por la hipétesis resulta que C(G)(o;j(x)) = 1. Dado que C(G) =
G |c(y obtenemos que C(G)(0;jx) = G(o;jx) = 0;;G(x) = 1= 0;;(1) para todo
(i,j)€(n x m). Por (C5) resulta que G(x)=1. Por lo tanto G =1;.

|

Las dos proposiciones siguientes nos seran de utlidad para lo que sigue.

Proposicion 3.2.11. Sean f,g : B — B’ dos morfismos en W 7 %B. Entonces

tenemos las siguiente equivalencia: f = g < D(f)=D(g)
Dem. Es de rutina. |

Proposicion 3.2.12. Sean f,g : B — B’ dos morfismos en W 7 %B. Entonces

tenemos las siguiente equivalencia: f es inyectiva < D(f) es inyectiva.
Dem. Es de rutina. |

Definicién 3.2.8. Sea (X, R,Q) un marco débil y (2*,G, H) la t, B—dlgebra de la

Proposicion 1.1.2. Consideremos la funcion
B :(D(2%), D(G), D(H)) — (D(2)*,G*, H")

definida por: B(f)(x)(i,j)= f(i,)(x) para todo f € D(2%),x € X, (i, j) € (nx m),
donde G* y H* estdn definidos por: G*(p)(x)= Nip(y) |y € X,xRy} y H(p)(x) =
ANp) 1y € X,xQy}.

Lema 3.2.8. 8 es un isomorfismo de t; LM ,,x,—dlgebras.

Dem. No es dificil ver que 8 es un LM, ,, —morfismo inyectivo. Solo resta pro-
bar que f conmuta con los operadores temporales.

Sea f € D(2%), x € Xy (i,]) € (n x m). Entonces, tenemos que:

@ BDG) )i, j)= DG, j)x)
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= G(f(i, j))(x)
= A\UfG,))y) |y €X, xRy}
(b) G(B(NE)E, /)= N\BUHW)E )|y € X, xRy}

= N\ifG,))¥) |y € X, xRy}.

De (a) y (b), obtenemos que B(D(G)((x)(i, j) = GBx))i, ), asi f o
D(G) = G* o 8. Definimos la funcién y : D(2)X — D(2%) por: y(g)(i, j)(x) =
g(x)(i,j) paratodo g € D(2)X, x € X, (i,j) € (n x m). Sea r < s. Para todo x €
X, tenemos que g(x) € D(2), asi g(x)(r,j) < g(x)(s,j) y g(x)(i,r) < g(x)(i,s).
De donde resulta que 7(g)(r, j)(x) < 7(g)(s, /)(x) y 7()i, N)(x) < 7(g)(s, j)x)
para todo x € X, asi y(g)(r,j) < r(g)s,j) yr(g)i,r) < y(g)(s,j). Luego, v esta
bien definida. Vamos a probar que 8 y y son mutuamente inversos. Sea g €
D(2)%X, x € X y (i,j) € (n x m). Entonces, tenemos que : (f o y)(g)(x)(i,j) =
Br(g)x)(i,j) = r(g)i, j)(x) = g(x)(i, ), por lo tanto (B or)(g) = g. Sea f €
D(2%), (i,j) € (n x m) y x € X. Entonces (y o B)(f)(i,7)x) = y(B(N, j)(x) =
B()x)i, j)= f(i, j)x), asi(ye B)(f)=f.

Teorema 3.2.1. Para cada t;LM ,,,,-dlgebra (£,G, H) existe un marco débil

(X,R,Q)yun ty LM, x,,—morfismo inyectivo a : (<, G, H) — (D(2)X, G*, H*).

Dem. Sea (¢,G,H) una t,LM,,,-4lgebra. Por el Lema 3.2.2 tenemos que la
estructura (C(£), C(G),C(H)) es una t; B—algebra. Aplicando el teorema de re-
presentacion para las t; B—4algebras, resulta que existe un marco débil (X, R, Q)
y un morfismo inyectivo de t, B—algebras k : (C(%£), C(G), C(H)) — (2%, G, H).
Sea D(x): D(C(L)) — D(2%) el correspondiente morfismo de k por medio del
funtor D. Entonces, tenemos que D(x) es un morfismo inyectivo. Por otra parte,

usando el Lema 3.2.4 tenemos un morfismo inyectivo de t; LM, ,,-algebras
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wg : L — D(C(L)). Ademas, por el Lema 3.2.5, 8 : D(2*) — D(2)X es un iso-

morfismo de t; LM, ,, —algebras. Ahora, en el siguiente diagrama,

L2% p(c(L) 25 p2%) -5 p2)*

si consideramos la composiciéon 3o D(k)ow 4 obtenemos el morfismo inyectivo

requerido. [ |

3.2.4. Congruenciasent;LM,,,,,—algebras

En esta seccion, vamos a definir la operacion d enuna ¢, LM, ,,,—algebra
(¥,G, H), extendiendo la nocién similar para t; B—algebras. Usaremos las pro-
piedades de d para el estudio de los n x m—filtros temporales y congruencias

enuna t; LM, ,-adlgebra (<, G, H).

Definicién 3.2.9. Sea (%,G,H) unat,;LM,,,-dlgebra. Definimos la operacion
unariad = d ¢ sobre L por d(x)=d ¢(x)=G(x)Ax AH(x), para todo x € L. Para

cada n € w, definimos d"x por induccién: d°(x) = x, d"(x)=d(d"(x)).
Observacion 3.2.3. Para cada n € w tenemos que d"(d(x))=d"*'(x).

Lema 3.2.9. Sea (¥,G,H) una t;LM,,,-dlgebra. Entonces, dc.y) = d.¢ |cie)

donde d ¢ () fue introducido en la Definicion 1.1.3.

Dem. Sea x € C(L). Entonces, tenemos que d ¢(x) = G(x)Ax AH(x) = C(G)(x)A
x ANC(H)(x)=dce)(x). [ ]

Lema 3.2.10. Sea(%,G, H) unat, B—dlgebra. Entonces, dps)(f)=dgo f, para
todo f € D(A).

Dem. Sea f € D(%)y (i,j)€(n x m). Entonces, tenemos que:
(dpam)i, j)=(D(G) )N fFADH)NE, j),
=(D(G)N, JIA f(, jIANDH)(f)E, j)),
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=G(f@@, A f(@, HAH(f(, ),
=d»(f(i,])),
=(dzo ), ])

Por lo tanto, dpsr)y=dszo f. [ ]

Proposicion 3.2.13. Sea (¥¢,G,H) una t;LM ,,,,-dlgebra. Entonces, para todo

x,yeL, newyl(i,j)e(nx m), sesatisfacen las siguientes propiedades:
(@) d"(0)=0,d"(1)=1,
(b) d™*'(x)<d"(x),
(€ d"(xAy)=d"(x)Ad"(y),
(d) Six <y, entoncesd"(x)<d"(y),
(e) Sid(x)=x, entoncesd(o;jx)=0;;x,
() Sid(x)=x, entoncesd"(x)=x,
(g d"(oijx)=0;;(d"(x)).
Dem. Es fécil probar (a), (b), (c), (d), (f) y (g).
(e) Seaxe Lcond(x)=xyseal(i,j)e(nxm). Entonces:
d(o;jx)=G(o;jx)ANoijx NH(0;jx),
=0;;G(x)Nojx No;jH(x),
=0;;(G(x)Ax ANH(x)),
=0;;d(x),

:O'l'jx.
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Proposicion 3.2.14. Sea(%,G,H)unat; LM, ,,—dlgebray consideremos el con-
junto LY ={x € L: d(x)= x}. Entonces, L% es cerrado bajo las operacionesV,A\ y

o;j para todo (i,j)€(n x m).

Dem. De (e) de la Proposicion 3.2.13, resulta que L¢ es cerrado bajo o; j» para
todo (i,j)€(nxm).Sean x,y € L. Entonces, d(x)=xy d(y)=y. Usando (tC2)

resulta que:

d(x Ay)=G(x Ay)A(XxAY)AH(x AY),
=(G(x)Ax ANH(X)A(G(y)Ay NH(y)),
=d(x)Ad(y),
=Xy,

asi, x Ay € L4,

Sabemos por la definicién de d que d(x Vy) < x Vy. Por otra parte,
dxVvVy)=GxVy)V(xVy)VH(xVy),
=(GxVy)AxANH(xVy)V(G(xVy)Ay NH(xVy)),
> (G(x)Ax ANH(x)V(G(y)Ay ANH(y),
=d(x)vd(y)
=xVy.
De donde obtenemos que d(xVy)=xVy,asixVy € L4, [ |
Observaciones 3.2.1.

(@) Sea(¥,G,H)unat,LM,,,,,—dlgebra. En general, L® no es cerrado bajo la

operacion unaria ~.
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(b) Sea f:(¥,G,H)— (¥’,G’,H’) un morfismo de t; LM, ,,—dlgebras. En-

tonces, se satisface la siguiente propiedad: x € L = f(x) € (L')".

(¢) Sea(¥,G,H) una t;LM,,,,—dlgebra. Entonces, se satisface la siguiente

igualdad: C(L?)=(C(L))“.

Definicién 3.2.10. Sea (¥,G,H) una t,;LM,,,,,—dlgebra. Diremos que D C L
es un n x m—filtro temporal, si D es un n x m—filtro que verifica la siguiente

condicion adicional: x € D implica G(x), H(x) € D.

Notaremos con %,(L) al conjunto de todos los n x m—filtros temporales

de L.

Proposicion 3.2.15. Sea (¥,G,H) una t;LM,,,,—dlgebray D C L. Entonces,

las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) D esun n x m—filtro temporal,
(ii) D esun n x m—filtro cerrado bajo d.

Dem. (=) Supongamos que D es un n x m—filtro temporal. Entonces D es un
n x m—filtro y D es cerrado bajo las operaciones G y H. Sea x € D. Entonces
d(x) = G(x)Ax A H(x) y resulta que d(x) € D. (<) Supongamos que D es un
n x m—filtro cerrado bajo d. Debemos probar que D es cerrado bajo Gy H. Sea
x € D. Entonces d(x) < G(x) y d(x) < H(x). De donde resulta que G(x), H(x) €
D. |

Lema 3.2.11. Sea(¥,G,H) unat;LM,,,-dlgebra. Entonces
Conyim,,.,(£L)={R(D): D€ 2,(<)},
donde R(D)={(x,y)e Lx L: existez€ D talquex Nz =y A z}.

Dem. Sea D € 7,(%), dado que £ esuna LM, ,,,—algebray D es un nx m—filtro
de £, sabemos que R(D) € Conpy,,,,(-£). Vamos a probar que R(D) preserva



3.2. ty LM, ,, —4lgebras 147

los operadores G y H. Sea (x,y) € D. Entonces, existe z€ Dtalque x Az =y Az.
Dado que D es un n x m—filtro temporal tenemos que G(z) € D. Entonces, por
(tC2) obtenemos que G(x) A G(z) = G(¥) A G(z), esto es, (G(x),G(y)) € R(D).
De manera similar, se prueba que R(D) preserva H. Reciprocamente, sea 8 €
Cong,im,,,(£), entonces 8 € Conypy,,, (£). De los resultados obtenidos en
[140, Proposition 4.4] tenemos que [1]y es un n x m—filtro de £ y R([1]9) = 6.
Ademas, de la hip6tesis y de (tC1), tenemos que (G(x),1),(H(x),1) € 8 siempre
que (x,1)e 0, esto es, [1]y € 2,(Z), lo cual completa la prueba.
|
Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [140, Theorem 4.1] y

Lema 3.2.11, obtenemos:

Teorema 3.2.2. Sea (¥,G,H) una t;LM,,,—dlgebra. Entonces, los reticulos
Cong,im,,, (L) y 2.(%) son isomorfos, por medio de las correspondencias 0 —

[1]g, D — R(D), las cuales son mutuamente inversas.
El siguiente lema nos sera de utilidad para la prueba del Teorema 3.2.3.

Lema 3.2.12. Sea (%,G,H) una t; LM, ,,—dlgebra. Entonces, se satisfacen las

siguientes implicaciones:
(@ SiDe%,(%), entonces DNC(L) e 2,(C(Z¥)),

(b) SiM € 2,(C(Z)), entonces M* € 9,(%), donde M*={x € L:a < x, para
algiina € M}.

Dem.

(@) Sea D € 2,(%). Probemos que DN C(¥) es un filtro temporal (ver Defini-
ci6n 1.1.4 ). Como D es n x m—filtro temporal tenemos que DN C(.Z) es fil-
tro. Sea x € DN C(%). Entonces, 0;;j(x) = x € D. De donde resulta que G(x) =
G(oij(x))=0i(G(x)) € D. Luego, G(x) € DNC(Z). De manera analoga se prue-
ba que H(x)e DN C(Z).
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(b) Sea M € 9,(C(¥)). Probemos que M* es un n x m—filtro temporal de .Z.
Dado que M es filtro de C(.£), resulta que M* es filtro de ¥. Sea x € M*. En-
tonces, existe a € M tal que a < x. Como 0;a = a, tenemos que a < g;x. De
donde resulta que o1, x € M*. Por otra parte, sea x € M*. Entonces, existe a € M
tal que a < x. Como G es creciente, tenemos que G(a) < G(x), con G(a) € M.
De donde resulta que G(x) € M*. De manera similar se prueba que H(x) € M*.

Teorema 3.2.3. Sea (¥,G,H) una t;LM,,,,-dlgebra. Entonces, los reticulos
2.(%) y 2,(C(£)) son isomorfos bajo las correspondencias D — DN C(ZL) y

M — M*, las cuales son una la inversa de la otra.

Dem. Es consecuencia directa del Lema 3.2.12.

Los siguientes dos resultados nos permiten dar una caracterizacion de
las t; LM, «,,—4lgebras simples y subdirectamente irreducibles. Las pruebas de

estas dos proposiciones son consecuencia de los Teorema 3.2.2 y 3.2.3.

Proposicion 3.2.16. Paracadat;LM ,,,,—dlgebra(<,G, H) las siguientes condi

ciones son equivalentes:
(i) (¥¢,G,H)esunaty;LM,y,—dlgebra simple.
(i) (C(¥),G,H)esunat;B—dlgebra simple.
(iii) Paracadaa < C(L)\ {1} existen € w tal que d™(a)=0.

Proposicion 3.2.17. Paracadat,LM,,,,-dlgebra(<,G, H) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

() (¥¢,G,H)esunat;LM,,—dlgebra subdirectamente irreducible.
(ii) (C(¥),G,H) esunat,;B—dlgebra subdirectamente irreducible.

(iii) Existe b € C(L)\ {1}, tal que: para cada a € C(L)\ {1} existe n € w tal que
d*(a)<b.
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3.3. tLM,,,,—algebras

En esta seccion definimos las LM, ,, —algebras temporales como una ge-
neralizacion comun de las B—algebras temporales y las LM ,—algebras tempo-

rales.

3.3.1. tLM,,,,—algebras: definiciones y propiedades

Definicion 3.3.1. Una LM, ,,,—dlgebra temporal (o t LM ,,,—dlgebra) es una
tqLM,,,,—dlgebra (¥,G, H) tal que, para todo x € L, se satisface la siguiente

propiedad adcional:

(tC4) x < GP(x)yx < HF(x), donde F y P estdn definidos como en Definicion
3.2.2.

Observacion 3.3.1. Teniendo en cuenta la Observacion 3.1.1 podemos inferir

que toda t LM ,,«,—dlgebra es isomorfa a una t LM, —dlgebra.

Observacion 3.3.2. Definiciones, proposiciones, lemas y observaciones vdlidas

enlast; LM ,y,—dlgebras, son vdlidas también para las t LM ,,,,—dlgebras.

Proposicion 3.3.1. Sea(%,G,H) unat LM, ,,—dlgebra. Entonces, se satisfacen

las siguientes propiedades, para todo x,y € Ly (i,j),(r,s)€(n x m):
1. Las condiciones 1-8 de la Proposicion 3.2.1.
2. PG(x)<x,FH(x)<x,

3. x AF(y)< F(P(x)Ay), x AP(y) < P(F(x) AY).

3.3.2. tLM,,,, —algebras especiales

Basados en la nocién de marco vamos a dar un ejemplo importante de

t LM, ,—algebra.
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Sea £ = (L,V,A\,~,{0ij}(ij)etnxm)0,1) una LM, ,,—algebra completa y
completamente crisipiana.

Sea (X, R) un marco. Definimos sobre L las operaciones V,A,~,0;; para
todo (i,j) € (n x m), I, O como en el Ejemplo 3.1.1 y las operaciones unarias

adicionales G* y H* como sigue:

3.1 (G (p)x) = A\Ip() |y € X, xRy}, (H (p))(x)= \ip(y) |y € X,y Rx},

paratodo p € LX, x € X.

Proposicion 3.3.2. Para todo marco (X, R), (¥¢%,G*, H*) es una t LM« , —dlge-

bra.

Dem. La demostracién de que (%, G*, H*) esuna t; LM, , —élgebra es similar
a la prueba de la Proposicion 3.2.4. Solo nos resta verificar la condicién (tC4).

Dado que

~ H(~ p)) =~ (\I~ p0) |y € X,y Rx}) = \/1p(y) |y € X,y Rx}

Obtenemos que

G*P(p)x)=G*(~ H'(~ p))(x)= /\{\/ {p(y) |y Rz} | xRz}

zeX yeX
Dado que cada miembro del infimo es mayor o igual a p(x) concluimos
que G*P*(p)(x) > p(x) para todo x € X, es decir, p < G*P*(p). En forma andloga
se puede probar p < H*F*(p).
|

Definicién 3.3.2. Sean(¥,G,H) y(¥’,G’,H) dos t LM ,x,—dlgebras. Una fun-
cion f: L— L' es un morfismo de t LM ,«,—dlgebras (o t LM,,«,,—morfismo) si
f es un LM, ,,—morfismo y se satisface la siguiente condicion adicional:

F(G(x)=G'(f(x)) y f(H(x)) = H'(f(x)), para cada x € L.
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Definicién 3.3.3. Sean (X, R) y (Y,Q) dos marcos. Una funcion u : (X,R) —
(Y,Q) es un morfismo de marcos si se satisfacen la siguiente condicion: aRb im-

plica u(a)Qu(b) para todo a,b € X.

Sea Z =(L,A\,V,~, {0} j)etnxm)0,1) una LM, ,—dalgebray u : (X, R) —
(Y,Q) un morfismo de marcos. Consideremos la funcién u*: LY — LX, defini-

da por: u*(p)=pou paratodop e LY.

Proposicion 3.3.3. Sea £ =(L,V,\,~,{0i;}i jre(nxm) 0,1) una LM, ,—dlgebra
completa y completamente crisipiana, (X, R), (Y,Q) dos marcosy u : (X,R) —

(Y, Q) un morfismo de marcos los cuales satisfacen las siguientes condiciones:
(@) u:X—Y essobreyectiva.
(b) Siu(a)Qu(b), entonces aRb paratodoa,b < X.

Entonces u* es un morfismo de t LM ., —dlgebras.

Dem. Solo probaremos que u*oG = Gou*. Sea p € L' y x € X. Tenemos
que: u*(G(p))(x) = (G(p)o u)x) = G(p)u(x)) = \ip(d) | b € Y,u(x)Qb} y
G(u(p))x)=G(pou)x)=\i(p(u(a))|a X, xRa}.

(i) Sea a € X tal que xRa. De donde resulta que u(a) € Y y u(x)Qu(a),
asi {p(u(a)) | a € X,xRa} C {p(b) | b € Y,u(x)Qb}, luego /\{p(b) | b e
Y, u(x)Qb} < A\ip(u(a))| a € X,xRa}.

(ii) Sea b € Y tal que u(x)Qb. Por las condiciones (a) y (b) resulta que e-
xiste a € X tal que b = u(a) y xRa. De donde obtenemos que {p(b) |
b e Y, u(x)Qb} C {p(u(a)) | a € X,xRa}, asi /\{p(u(a)) | a € X,xRa} <
Aip(b)| b € Y, u(x)Qb}.

De (i) y (ii) resulta que u*(G(p))(x)=G(u*(p))(x), asi u*oc G =Gou*.
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3.3.3. Representacionde t LM,,,,,—algebras

En esta subseccion probaremos un teorema de representacion para las
t LM, ,—algebras, como corolario de este obtenemos el Teorema 1.1.4, dado

por Diaconescu y Georgescu en [43], para t LM, —algebras.

Paralas t LM, 4, —algebras, los funtores C y D se construyen de la misma

manera que para las t; LM, —algebras.

Proposicion 3.3.4. Si(%,G,H) es una t LM ,,«,,—dlgebra, entonces
(C(2),C(G),C(H))

es una t B—dlgebra.

Dem. Es de manera similar a la Proposicion 3.2.2. [ |

Lema 3.3.1. Si (%,G,H) es una t B—dlgebra, entonces (D(2), D(G), D(H)) es

una t LM, —dlgebra.

Dem. Hemos probado en Lema 3.2.2 que D( %) tiene estructurade t; LM ,,x , —al-
gebra. Ahora probaremos que D(G)y D(H) verifican (tC4) de la Definicion 3.3.1.
Sea f € D(B)y(i,j)<(n x m). Entonces,

D(G)~ D(H)(~ f)(i,j) = D(G)~ D(H)~f)(n —i,m — )
=D(G)~(Hof)n—i,m~j)
= D(G)~(Ho~f)(i, ])
=(GomHonf)i,)).

Dado que (%, G, H) es una ¢ B—élgebra tenemos que:
£, j) < G~HAf(, j).

De donde obtenemos que: f < D(G) ~ D(H) ~ f. De manera similar se puede

probar que f < D(H)~ D(G)~ f.
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Teorema 3.3.1. Para toda t LM ,,x,—dlgebra (< ,G, H) existe un marco (X,R) y
un morfismo inyectivo de t LM ,,x,—dlgebras a : (£,G,H) — (D(2)X,G*, H*)
donde G* y H* estdn definidos en 3.1.

Dem. Seguiremos la linea de prueba del teorema de representacién para las
ta LM, ,,—4algebras (ver Teorema 3.2.1). Sea (¢,G, H) una t LM, «,,—4algebra 'y
sea (X, R) un marco. De la Proposicion 3.3.4 tenemos que (C(.¥), C(G), C(H)) es
una ¢ B—4lgebra. Aplicando el teorema de representacion paralas ¢t B—algebras,

resulta que existe un marco (X, R) y un morfismo inyectivo de t B—&lgebras
K: (C(g)r C(G)! C(H)) - (ZX) G*; H*)

Por el Lema 3.3.1 y la Proposicion 3.3.2 resulta que D(C(.£)), D(2%), (D(2))X
son t LM, —éalgebras.
Entonces, tenemos los siguientes morfismos ¢ LM, —algebras construi-

dos de la misma manera que en la prueba del Teorema 3.2.1:

= D(x):D(C(L)) — D(2%), el morfismo de t LM ,,,,—algebras obtenido de

aplicar el funtor D a k,

= wy:L— D(C(L)), el morfismo inyectivo de LM, —algebras definido

como en Definicion 3.2.6,

= f3:D(2%) — D(2)X, un morfismo biyectivo de t LM ,,,, —algebras definido

como en Definicion 3.2.8.

Como en el Teorema 3.2.1, la composicion 8 o D(k)o w¢ es el morfismo
inyectivo requerido.

Corolario 3.3.1. Paracadat LM, —dlgebra(<¥,G, H) existe un marco(X,R) yun
morfismo inyectivo de t LM ,—dlgebras ® : (£, G, H) — (LX, G*, H*).

Dem. Es consecuenica inmediata de la Observaciones 3.3.1, 3.1.5 y Teorema

3.3.1. |
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3.3.4. CongruenciasentLM,,,, —algebras

La operacion d, definida para t; LM ,,«,, —élgebras (ver Subseccion 3.2.4),
puede ser extendida a t LM, ,,, —algebras. Las definiciones de n x m —filtro tem-
poraly t LM ,,,,—congruencias son andlogas a las correspondientes definicio-
nes dada para t,LM,,,,,—4algebras. Los lemas, proposiciones y observaciones

también pueden probarse para t LM, —algebras.

3.4. t;pLM, . —algebras

En esta subseccion, introduciremos las LM ., —élgebras poliddicas tem-
porales débiles como una generalizacion comun de las B—algebras poliddicas

temporales débiles y las LM, —éalgebras poliddicas temporales débiles.

3.4.1. t;pLM, , —4algebras: definiciény ejemplo

Definicién 3.4.1. Una LM, —dlgebras poliddica temporal débil (otupLM ,,,,
—dlgebra) es una sistema (<, U,S,3,G, H) tal que

(@ (¢,U,S,3)esunapLM,,, —dlgebra,

(b) (¢,G,H)esunatspLM,. ., —dlgebra,

(©) S(t)G(p))=G(S(1))(p)), paratodoTt €UV ypelL,
(d) S(7)(H(p))=H(S(7))(p)), paratodot €U yp € L.

Definicién 3.4.2. Sean(¥,U,S,3,G,H)y(¥’,U,S,3,G,H) dos tupLM,,,,—dl-
gebras. Una funcion f : L — L’ es un morfismo de LM, ,,—dlgebras tempo-
rales poliddicas débiles (o t;p LM, —morfismo) si se satisfacen las siguientes

propiedades:

(i) f esun morfismodepLM, ., —dlgebras,
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(ii) f es un morfismo de t; LM ,x,—dlgebras.

Vamos a usar la nocion de sistema temporal débil para dar un ejemplo de

tapLM, ., —dalgebras.

Definicion 3.4.3. Sea 7 = (T,(X;):er, R, Q,0) un sistema temporal débil, £ una
LM ,,«,—dlgebra completa y completamente crisipiana y U un subconjunto no

vacio. Denotamos por:

Ty " ={(foder | fr : XU — L, paracada t € T},

U,nxm

En particular, cuando L= D(2) a 7 ;'

U,nxm

lo denotamos por 7 ;

En 75" consideraremos las siguientes operaciones:

» (fi)ier N(8t)ier =(f: N &t)ier, donde (f; A g/ )(x)= f:(x)A g:(x), para todo
teTyxeXV,

o (fi)ierV(8)ier =(f:V &i)ier, donde (f; V g/ )(x) = f:(x)V g:(x), para todo
teTyxeXV,

» ~7 ((fi)ier) = (~ ofi)ier, donde (~ of;)(x) =~ (fi(x)), paratodo t € Ty
xeXY,

= 07 ((f)ier)=(0ijofi)ier, donde (o ;o fi)(x) = 04;(f:(x)), paratodo (i, j) €
(nxm),teTyxeXV,

s 07 =(0;);er, donde 0, : XV — L,0,(x)=0,paratodo t € Tyx € XV,
s 17 =(1,;)ser, donde 1, : XV — L, 1,(x)=1,paratodot € Ty x € XV.

Lema 3.4.1. 7, " = (F;')"™",V,A, ~7 407} petnxm) 07,17) es una LM pxp

—dlgebra.

Dem. Es facil ver que (F;/,*",V,A,07,17) es una L —4lgebra. Ahora probare-

mos que se satisfacen (M1) y (M2) de la Definicién 1.1.15.



156

(M1)

(M2)

(€

(C2)

Capitulo 3. Algebras de Lukasiewicz-Moisil 1 x m—valuadas temporales
~7 T ((fdrer) =~7 ((~ o fi)rer),
=(~o~of)ier, donde
(~or~ fi)(x)=~(~(fi(x)) = fi(x), paratodo t € Ty x € XV, asi
~7 T ((fdrer) = (fodier-
~7 (f)eer AN(&)ier) =~7 (fi A &1)rer),
= (~o(f: A gt))rer, donde

(~o(fe Agx)=~((fi A g (X)),

=~ (fi(x)A g:(x)),

=~ fi(x)V ~ g;(x), paratodo r € Ty x € XV,
ast, ~7 ((f)ier AN(&e)rer) =~7 (fi)ierV ~7 (8¢ )rer-

Ahora, vamos a verificar las condiciones (C1)-(C7) de la Definicién 3.1.1.

Sea (i,j)e(nx m)y(fi)er, (g:)ier € Eg,";xm. Entonces,
CT'Z((ft)teT V(gt)er)= U‘Z((ft Vgi)ier)=(0ijo(fi V &)ier-
Como % esuna LM, —algebra resulta que:
(Gijo(fiVENier=0ijof)V(Tijog)ier
=(Tijofi)ierV(0Tijo &)ier
:UZ((ft)teT)vo'Z((gt)teT)-
Sea (i, ) € (n x m). Vamos a probar que o7, ((fi)ier) < 07, 1);((fi)rer),
para todo (f;);er € F;;X”’.

Sea (f;)ier € Fy'™. Entonces,
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UZ((ft)tET) = (O'ij ofi)iery Ug+1)j((ft)teT) = (O'(i+1)j o fi)ier-
Seat€TyxeX’ Como.% esunaLM,,—algebra resulta que:
O'ij(ft(x)) < 0'(i+1)j(ft(x))’ asi, UZ((ft)teT) < Ug+1)j((ft)l’€T)‘

De manera similar podemos probar que:

O.Z((ft)teT) =< O-Zj+1)((ft)t€T)‘

T

(C4) Vamos a probar que 0 oo7 =07, paratodo (i,),(r,s) €(n x m).

(C5)

(C6)

rs’

Unxm

Sean (i,j),(r,s)e(nxm)y(fi)ier€F5, . Probar que

(O-Z o007 )(fi)ier) =07 ((fi)ier) es equivalente a probar que:
(ijo0 50 fi)ier =(0s0 fi)ier. En efecto:

Seat € TyxeXU. Luego, resulta que

(Cijoa,so f)x)=(Tijo0s)(fi(x)=0rs(fi(x))= (00 fr)(x),
asi, (0;jo0 50 fi)ier =(0rs0 fi)ier.

Sean (f;)ier, (8 )ier € Z5 5" tales que o7 ((f)ier) = 07,(81)ier),
paratodo (i, j) € (n x m). Entonces,

(Tijo fi)ier=(0ijo g:)er, paratodo (i,j) € (n x m).

De donde resulta que paratodo t € T, ;0 f; = 0;j o g;, esto es,
0ij(fi(x))=0,j(g:(x)), paratodo t € Ty x € XU.

Usando el axioma (C5) parala LM ., —algebra ¢, obtenemos que:

fi(x)=g:(x), paratodo t € Ty x € XY, asi (f;)ier =(&:)rer-

O'Z((ft)teT)v ~7 (UZ((ft)teT) = (O'ij o fi)ier V(~ o0 ;j©° ft)iers
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=((gijo fi)V(~eaijo fi)ler,
donde ((gijo f)V(~ooijo fi))x)=0ij(fe(x))V~0oi;(fi(x))=1,
paratodo t € Ty x € XU. Asi, O"Z((ft)teT)V ~7 (UZ((ft),eT)) =17.
(C7) o7 (~7 (fi)ier)=(0ijo~of )ier, donde
(gijo~of)(x)=0ij(~ fir(x) =~ O p_im—j(fi(x))=(~ 00 p_im—j o f)(x),
paratodot € Tyx € XV.
De donde resulta que : O"Z(Ng (f)ier)=~7 ((T'Z_,-m_j(ft)teT).
Observaci6n 3.4.1. C(F ;") es una B—digebra.

Sobre Z./%*™ definimos los operadores unarios G y H por:

G((fi)eer) =(8:)ier, donde g, : XV — L, g,(x)= \{fs(iox)| tRs,s € T},
H((f)ier)=(h()ier, donde h, : XV — L, hy(x)= \{fs(iox)| tQs,s € T},

donde i : X; — X; es la funcién inclusion.

Lema 3.4.2. (ﬁ;’;xm, G,H) esunaty LM ,,,—dlgebra.

Dem. Por el Lema 3.4.1, sabemos que 97;!;”” es una LM, ,,—4algebra. En-

tonces, solo nos resta probar que G y H verifican (tC1)-(tC3).

(tC1) G(17)=G((1¢)ier)=(f1)rer, donde fi(x)= A\{ls(iox)|tRs}=1,
paratodo t € Ty x € XV, luego (f)ier =(1):er. De donde resulta que:

G(17)=17. De manera similar se prueba que H(17)=17.

(tC2) Sean (f,)rer,(g¢)ier € F}I,’;X’". Entonces, tenemos que:
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@ G((fi)rer)=(v:)rer, donde vy (x)= A\{fs(iox)| tRs},
(b) G((g:)rer)=(pi)ier, donde p,(x)= \{gs(iox)|tRs},
(c) G((ft)teT A (g:)teT) = G((ft A gt)teT) =(uUt)ter,

donde u,(x)= A\{(f; A gs)(iox)| tRs}.

Seat e TyxeXU. Por (a), (b) y (c) obtenemos que u,(x) = v,(x) A p;(x),

luego (u:)ier = (Ve)ier A(Pi)iers aSI G((f1)ier A(&1)ier) = G((f)ier) AG((&1)ter)
De manera similar se prueba que H((f;)ier A(g:)ier) = H(f1)rer) NH((g1)rer)-

(tC3) Sean (f).cr € F,'5*™. Entonces, tenemos que:
@ G(o7(fi)ier)=G((Tijo fi)ier) = (g:)ier, donde
g:(x)=Al(oijo f)iox)| tRs}.
(b) o/ (G((fi)ier)) =07 (p1)er), donde p.(x) = \{fs(iox)| tRs}.

Seat € Tyx e XU. Por (a), (b) y el hecho que £ es completamente
crisipiana, obtenemos que g,(x) = o;;(p:(x)), luego (g;)ier = O"Z(pt)teT. Asi,
Go O"Z = O"Z o G. De manera similar se prueba que el operador H conmuta con
el operador o;;.

|

U i . pUnxm U,nxm
Para cada 7 € UY, definimos S(7): F;', " — F,'y, " por

» S(T)(f)rer) = (8¢ )rer, donde g, : X — L es definida por:
g:(x)=fi(xo7),paratodot € Tyx e X/.
Para cada J € U, definimos la funcién 3(J): E;"3*" — E;"*™ por
= I)(fi)rer) =(8¢)ier, donde g, : XU — L es definida por:

g:(x)=\{f:ly €eXV,ylony=x |y}, paratodot € Ty x € X.
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Proposicion 3.4.1. Para cada ] C U, (?g:;xm,ﬁ( J)) es una mLM ., —dlgebra.

Dem. Sea J C U. Vamos a probar que 3(J) es un cuantificador existencial sobre

(ED) 3()07)=3(J)(0:)ier) =(g:)ser, donde
g:(x)=\{0.() |y €XV,y lvy=x vy} =\{0} =0,
paratodo € Ty x € XU. De donde obtenemos que (g;)icr = 07,

luego 3(J)(07)=07.

(E2) Sea (f)ier € F;';X’". Vamos a probar que (f,)er < I()((fr)rer)-
Tenemos que: 3(J)((ft)ier) =(8¢)ier, donde
&)=\ ly X,y lvy=xlusb
paratodot € Tyx € XV.
De donde obtenemos que f;(x) < g;(x), paratodo t € Ty x € XV,
luego (fi)ier <(8¢)rer-
(E3) Sean (f)ier,(8:)ier € Fyy ™. Tenemos que:
@ AN e)eer AAUNEe)rer) =AIN(fe)eer A(Ri)ier)
=3(((f: ARidier)
= (Ue)ier,
(b) IUN(fe)eer) NAII(&1)rer) = (Pe)ier A(Vi)ier

=(p: A V¢)iers

donde, paratodot € Tyx € XU,
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hi(x)=\/{g:) 1y € XU,y lvy=x s},
u(x)=\{(fi(2)Ah(2) | z€ XY,z |py=X vy},
=\1{fi(2)Ag:) 2,y €X',z lvy=x lvy=¥ lu}

pi(x)=V{f(2)|ze XV, zlpy=x oy},

v(x)=V{g:W)y €XV,y lvy=x vy}

De donde resulta que, paratodo £ € Ty x € XU,

p()Av(X)=\1{fi(2)Ag:(¥) 2,y €XV, 2 lyy=x lvy=¥ lon}

= 1,(x).

Por lo tanto, I(J)((fe)rer AIJ)N(&e)eer) =IUIN(fe)eer) AIUTN(g1)eer)-

(E13) Sean (i,j)€(nx m)y(fi)ier €Fy 5" . Entonces, tenemos que
@ INNo7)(f)ier) =3)(0ij 0 fi)ier) = (80)ier,

donde g;(x) = \/{Gij(ft(y)) ly € XtU,y o= x |y}, paratodo t € Ty
xeXU.

b) o7 GUNSrer) =07 (hdier) = (T4 0 ho)rer
con h(x)=\/{f:)ly eXV,y loyy=x |y} paratodot € Ty x € X7.
Dado que . es completamente crisipiana deducimos que
0ij(h:(x))=g:(x), paratodo t € Ty x € X7, luego
NG (feer) = 0T EUN S rer))-

]
La siguiente proposicion nos proporciona el ejemplo més importante de

tapLM, ., —4algebra.
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o s 2 Unxm 1
Proposicion 3.4.2. (9}12 ,U,8,3,G,H) esuna t;pLM,,, —dlgebra.

Dem. Vamos a verificar las condiciones de la Definicién 3.4.1.

(a) En primer lugar vamos a probar que se verifican las condiciones de la

Definici6n 3.1.8.
) Sea(fi)ier€Fy o ", teTyxeXV.

Aplicando la definicién de S, obtenemos que:
SAu)(fe)rer) =(8¢)rer, donde g.(x) = fi(x 0 1y) = fi(x),
asi S(Ly)((f1)rer) = (fo)rer, luego S(1y) =1 zumeon.

(i) Seanp,t€UY, (fi)ier€Fyy ", 1€ TyxeXV.
S(p o T)(ft)rer) =(8)rer con gi(x)= fi(xopoT).
(S(p) o S(ON(ft)eer) = S(PXS()N(fo)rer)) = S(P)(Re)ier) = (Pi)ier,
donde h,(x)= fi(x0T)y ps(x)=hi(x0p)= fi(xopoT).
De donde resulta que S(p o 7)((f¢)ier) = (S(p) o S(T(fi)rer),
luego S(p o 7)=S(p) o S(7).

(i) Sea(f:)ier € E; 4™, t € Ty x € XU. Entonces, tenemos que:
A@)(ft)ier) =(&¢)ier, donde
g:x)=VIf )y eXl,y lv=x v} = \V1{fi(x)} = fi(x), asi
AO(f)eer)=(fo)er,
es decir, 3(0) = 1 .

(iv) Sean J, )’ CUY(fi)ier € F;';X’”. Entonces,
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1)

2)

@

(D

ATUIN(fe)eer) =(8e)eer

con g:(x)=\/{f:() 1y € XY,y ln\gur=* logun},

paratodot € Tyx e XV.

A oINS e)eer) =ITNET NS e)eer) = AT N(Re)ier) = (Pi)ier,
donde ,(x)=\/{f:(W) |y €XV,y lv,y=x s}y
pi(x)=\/{h(y)|y €XY,y lyy=x |}, paratodo t € Ty x € XU,

Entonces, obtenemos que:

p(x)=\{fi(2)|z€XV, existey €XV: z |\ y=¥ lons X lvy=Y Iy}
Ahora probaremos que los conjuntos
A={f{(My €XV.y longun=X logum}

yB=1{fi(z)|z € XV, existe y € XU tal que z |p\;= ¥ o\ X lon=Y los}

son iguales.

Sea z € XU tales que z |y\(juyy= X lu\juy) - Consideremos y € XU, definida

por:

z(a) siaceU\]J,
y(a)={ :

x(a) siae],

De donde resulta que y |\ y=2z |y . Sia € U\ J, entonces tenemos dos
casos:

Sia € J’ entonces, y(a) = x(a).

Siaé¢ ] resultaqueacU\(JU]J'), asiy(a)==z(a)=x(a).

De (I) y D), tenemos que z |;\ =y |\ Y X lony=Y vy, asi A C B.
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Reciprocamente, sea z € XU tal que, existe y € XV con z [y\y=y |v\ s
y X [ony=Y luyy . De donde resulta que
Zlnewn=Y lwumnwn Y X lovnwy= ¥ lonw), luego
z lo\gu= X logur -
Entonces, obtenemos que B C A, luego A= B.
Tenemos que g;(x)= p;(x) paratodo t € Ty x € XU, asi
AT uJ)=3(J)e3U).
SeaJC U, p,T€UYy(fi)ier € Eggxm, tal que p [y =T luy -
Entonces, obtenemos que:
(S(p) e AUN(fe)eer) = S(P)EU)N(fe)ier)) = (8¢ )ier, donde
g =\V{f)yeXV,ylyy=(xop)lpn;} paratodore TyxeXV.
(S(7) e IUN(f)rer) =S(T)AUN(fe)rer) = (Rt )rer, donde
h(x)=\V{fi(y)ly €XV,y lyy=(xo7)y,} paratodor € Ty x € XV.
De p |p\ =T | resulta que (x o p) [y ;= (x © 7) |y, para todo x € X7,
luego g;(x)=h,(x), paratodot € Tyx € XU.
De donde resulta que: S(p)o3(J)=S(7)o3(J).
Sea J C U, (fi)er € Fy ™ y p € UV tal que p |15y es inyectiva.
Entonces, tenemos que:
@A) e S(PN((f)rer)) =(&¢)ier, donde

g:x)=\V{fi(yep)ly X,y lyy=xlu} paratodot €t yx e XV.
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@ (S(p)eIp ' IN(fo)ier))=(ht)ier, donde
he(x)=\/ 1)1y €XY,y lnon=(x 2 p) -1}, paratodo t € T
yxeXV.
Ahora, vamos a probar que los conjuntos Ay B son iguales, donde
A=1fiyop)ly €XV,y loy=xloyly
B={fy eXy lvyp-in=(x°p) o100}
Seay € XU tal que y |\ ;= X |y;. Consideremos z =y o p.
Seaa € U\ p~'(J). Entonces, z(a) =y (p(a)) = x(p(a))=(x o p)(a),
asi z |y\p-1()=(x 0 p) |y\p-1(y) - Entonces, obtenemos que A C B.
Reciprocamente, sea y € XY tal que y [y\p-1()=(x 0 p) [\p-1)-
Como p |,-1(;) es inyectiva, podemos considerar la funcion biyectiva
p’: p~Y(J)— J, definida por p’(a) = p(a) para todo a € p~'(]).
También, vamos a considerar z € XU, definida por:

{Y(p"l(a)) siae],
z(a)= .
x(a) siaceU\]J,

Se puede ver que z |\ ;=X |y\; . De donde se deduce que (zop)(a) =y(a),
paratodoac€ U, asizop =y.
De donde resulta que BC A, asi A= B.

(vi) Aplicando la Proposicion 3.4.1.

(b) Aplicando el Lema 3.4.2.
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(©) Seate€UY,(f,)ier €Eyy", t € T'yx €XV. De donde resulta que:

1) S(TNG((fe)ier)) =S(7)(&:)ier) = (h¢)ier, donde
g:(xX)=Alfs(iox)|tRs,s € T}y hy(x)=g:(xo7)= \{fs(ioxoT)|tRs}.

@) G(S(T)(fo)ier)) =G((po)ier) = (Ur)ier, donde p,(x) = fi(x o T)y
u(x)=A\ips(iox)|tRs,s € T}.
De (1) y (2) obtenemos que h;(x) = u,(x), paratodo t € Ty x € XU, asi
(he)ier = (U)ier, es decir, S(T)G((f1)ier)) = GIS(TN(fi)ier))-

(d) En forma similar a (c).

Definicién 3.4.4. Sea(¥,U,S,3,G,H) unat,;pLM,,,, —dlgebra. Un subconjun-
to ] deU esun soportedep € L si3(U\ J)p = p. La interseccion de los soportes
de un elemento p € L serd denotado por J,. Una typLM, ., —dlgebra es local-
mente finita si todo elemento tiene soporte finito. El grado de(¥,U,S,3,G,H) es
la cardinalidad de U..

Observaci6n 3.4.2. Consideremoslat,pLM,,,,—dlgebra(F,'y ™, U,S,3,G, H).
Aplicando la Definicion 3.4.4, M C U es un soporte de (f;)ier € Eggxm si3(U\
M)(f)ier) = (ft)ier- Usando la definicion de 3, obtenemos que \/{ft(y) |y €
XY,y lu=x|u}= fi(x), paratodot € T yx € XU.

Lema 3.4.3. Consideremos la tdpLMnxm—oilgebm(gg'”xm, U,S,3,G, H), donde
?g’"xm ={(feer | [+ 5X§] — D(2) paracadat € T}, (fi)ier € 9;’“’" yQCU.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
(@) Q esun soportede(f;)ier,

(b) Paratodo (x;)ier, Vi)ier, X1, Yt € XtU, para todo t € T tenemos que:
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Xt |Q:J’t |Q, teT= filx)=fiy), teT.

Dem. (a)= (b): Supongamos que Q es soporte de (f;):;er. Aplicando la Defini-
cién 3.4.4 y la Definicion de 3, resulta que: \/{ft(y) ly €XV,y lo=x lo} = fi(x),
paratodot € TyxeXV.Seanr €T, x,,y; € X tales que x; [o=y: |o . Entonces,

tenemos:
ft(xt):\/{ft(J’) ly EX?J’ lo=x: lo} = f:(y:)
ft(J’t):\/{ft(x) | x eXtU,x lo=Y: lo} = fi(x:)

Asi, fi(x)= fi(y:).

(b)= (a): Usando la definicién de 34 obtenemos que I(U\Q)(f:)rer = (8g¢)ser,
donde g, : XV — D(2), g;(x) = Vifi»)lye XY,y lo=xlo}, paratodot € T'y
x€XV.Seat e TyxeXU. Por (b) resulta que g,(x) = Vifix) |y e XU,y lo=
X |o} = fi(x). De donde obtenemos que (g;)ier = (ft)ier, asi AU\ Q)(f1)ier =
(f¢)ier, es decir, Q es soporte de (f;)ier-

|

Lema3.4.4. Sea f: L— L unmorfismodet,pLM, ., —dlgebras,p € L,QC U.
SiQ es soporte de p, entonces Q es soporte de f(p).

Dem. Como Q es soporte de p, resulta que 3(U \ Q)p = p. Aplicando la defini-
cion de morfismo de t,p LM, ,, —élgebras obtenemos que: f(I(U\Q)p)=3(U\

Q)f(p)= f(p), luego Q es soporte de f(p).

Lema 3.4.5. Sea(%,G,H) unat,;LM ,,,—dlgebra. Entonces,
(i) (C(¥),U,S,3,C(G),C(H)) es una t;p B—dlgebra.
(ii) Si % eslocalmente finita, entonces C(£) es localmente finita.

Dem. Solo probaremos (i). Aplicando [7, p. 453, Remark 4.2], tenemos que C(L)

puede ser dotado de una estructura de p B—algebra. Por la Proposicién 3.2.2,
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tenemos que (C(Z), C(G), C(H)) es una t, B—algebra. Las condiciones (iii) y (iv)

de la Definicién 1.1.9 son bien conocidas para los elementos de C(L), luego
C(%¥)esuna t;p B—algebra.

|

Sea(£,U,S,3,G, H) una t; p B—algebra. Consideremos sobre D(B) las si-

guientes operaciones, paratodo t€ UV, fe D(B)y JC U:

(DTN =S(T)e f,

DA =3U)e f,

(DG)(f)=Gof,

(DH))(f)=Ho f.
Entonces, se verifica el siguiente:
Lema 3.4.6.
i) (D(£),U,D(S),D(3),D(G),D(H)) es una tapLM,,,, —dlgebra.

(ii) Si A es localmente finita, entonces D( ) es localmente finita.

La asignacion B — C(A), B — D(A) establece los funtores adjuntos C
y D entre la categoria de las B—algebras poliddicas temporal débiles y la cate-

goria de las LM, ,, —algebras poliddicas temporales débiles.

Definicién 3.4.5. Sea(¥,U,S,3,G,H) unat,pLM,,,—dlgebra. Consideremos
la funcién wg : L — D(C(L)), we(x)(i,j) = 0:;(x), para todo x € L y (i,j) €

(nx m).
Lema 3.4.7. w¢ es un morfismo inyectivo de t;p LM, ,, —dlgebras.

Dem. Por el Lema 3.2.4, w¢ es un morfismo inyectivo de t;LM ,,,,—éalgebras.

Solo nos resta probar que w ¢ conmuta con Sy 3.
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Sea JCU,teUY, xeL,(i,j)e(nxm).
(@) Tenemos que: w ¢ (S(7)(x))(i,j)=0;;(S(T))(x)=S(T)0;;jx).
Por otra parte, D(S)(7)(w.¢(x))(i, ) =S(7) (w2 (x)(i, ) = S(7)(0:j(x)).
Por lo tanto, w¢ 0 S(7) = D(S)(T)owe.
(b) Tenemos que: w(3(J)x))(i,j)=0;(3A(J)(x)).
Por otra parte, D(3)(J)(w«(x))(i,j) = I )N w2 (x)(, ) =30 x).

Como 3(J) conmuta con 0;;, obtenemos que D(3)(J)owy = w g o3(J).

Lema 3.4.8. Sea 7 = (T,(X;)ier, R,Q,0) un sistema temporal débil. Entonces
C(gU,nxm)NgU,nxm
7 =g .

Dem. Por Lema 3.2.5, tenemos que 2 ~ C(D(2)). Consideremos un isomorfismo
u : 2 — C(D(2)) € D(2). Definimos la funcién @ : Z"*" — C(F}"™™) por:
O((fi)ier)=(g)iercon f; : XV — 2, g, : XU — D(2), g, =uo f;, paracadat €
T. No es dificil ver que ® es un morfismo inyectivo de ¢, p B—algebras. Para pro-

U,nxm

bar la sobrectividad, consideremos (h;);er € C(Z 5 ). Entonces, O"Z ((he)ier)=
(h¢)ier, para todo (i,j) € (n x m) si, y solo si, o;j o h; = h;, para todo (i,j) €
(nxm), paratodo ¢ € T'si, ysolo si, 0;;(h;(x)) = h;(x), paratodo (i, j) € (n x m),
paratodo t € Ty x € XU si, y s6lo si, h;(x) € C(D(2)) ~ 2, paratodo t € Ty

xeX gf . Por lo tanto, ® es sobreyectiva.

3.4.2. Representacionde t;pLM,,, ,,—4algebras

En esta subseccién obtenemos un teorema de representacion para las

tapLM, ., —4algebra.
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Proposicion 3.4.3. Sea 7 = (T, (X;)ier, R, Q,0) un sistema temporal débil. En-

tonces existe un typ LM ., —morfismo inyectivo A : D(FY) — F 3"

Dem. Tenemos que D(Z)) = {v : (n x m) — FJ | r < s implica v(i,r) <
v(i,s),v(r,j) < v(s,j)}. Sea v € D(FY). Para cada (i, j) € (n x m) vamos a de-
notar v(i,j) = (gij)teT, donde gij : X? — 2, talque paratodor <syt €T,
gir < gis, g/ < g¥. Vamos a definir A : D(ZFY) — FIL"™, Av) = (f)rer
donde paratodo t € T, x € XU y (i,j) € (n x m), f; : XU — D(2) estd defini-
da por: f:(x)(i,j) = gij (x). Como las gij son crecientes componente a com-
ponente resulta que f;(x) también lo son, asi f;(x) € D(2). Debemos probar
que A es un morfismo de t;pLM, ., —dlgebras, es decir, A es un morfismo de
ts LM, ,—4algebras y conmuta con las operaciones S y 3. Sean v;,v, € D(F}J )
con vi(i,j) = (gij)teT yvo(i,j) = (uij)teT, donde gij, uij : Xf’ — 2. Vamos a

Tenemos que:

U,nxm *

probar que A(Opry)) =OF,

(1) Opgrey=0:(n x m) — EY, 0(i, ) = (07 )rer con 0’ : XV — 2, 0}/ (x) =0,

paratodot € Tyx € XV.

(2) OF,yxm =(0¢)rer cOn O, : XU — D(2) es definida por 0,(x)(7, j) = 0, para

todox € XUy (i,j)€(n x m).

De (1) y (2) resulta que 0,(x)(i,j) = Oij(x), para todo r € T,x € XV y

(i,j) € (n x m), asi A(OD(FW)) =0p, . En forma similar se puede probar que

U,nxm

A'(lD(Fg.I)) = ngU,nxm .
= Vamos a probar que A(v; Vv,) = A(vy) V A(vy).

Por la definicién de A, tenemos que: A(vy Vv2) = (pr)rer, Av1) = (fi)ier,
A(v2) = (hi)rer, donde py, fi, by = XU — D(2), (po(0)d, j)i, ) = (g1 v
u)x), (i), j) = g/ (x), (h(x))(i,j) = u,’(x), para todo t € T, x € X/
y(i,j)€(nxm).
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Seat € Tyx e XY. Larelacién (gﬁj V ufj)(x) = gﬁj(x) Y uij(x) es valida,
asi resulta que: (p.(x))(7, j) = (f:(x))(@, j) V (h.(x))(i, j), para todo (i, j) €
(n x m). Luego A(vy Vvy)=A(v1) VA(V2).

De la misma manera podemos probar que: A(v; A v,) = A(vy) A A(v).
= Vamos a probar que Aoo;; =0;joA.
Sea (i, j)e(n x m). Tenemos que
(050, ) =040 )N =04(8 ier) = (010 gLy),

luego A(0;j(v1)) = (fi)ier con fi(x)(i,j) = (oj© g7)(x), para todo t €
T,xeXVy(i,j)e(n xm).

Por otra parte, 0°;(A(v1)) = 0j((h/)ier) = (0 ij o ht)rer, donde h,(x)(i, j) =
gij(x). Seax € XUyt € T.Dedonderesultaque f;(x)(i,j) =0 ;(h:(x)(i, j)),

paratodo (i,j)€(n x m), asi A(g;;(v1)) = 0 ;(A(v1)).
= Vamos a probar que A conmuta con los operadores temporales G y H.

Sea (i, ) € (n x m). Entonces, D(G)(v1)(i,j) = G(v1(i, })) = G((g" )rer) =
(hij)teﬂ donde hf;j(x) = A{gif(iox) |tRs,s € T}, paratodot€ Tyx e XU.
De donde resulta que A(D(G)(W1)) = (f:)rer con f:(x)(i, ) = h¥(x), para
todoteTyxeXV.

Por otra parte, G(A(v1)) = G((g, )rer) = (u;") con u;’ = \{gJ/(iox)| tRs},
para todo t € T'y x € XU. Podemos ver que f;(x)(i,j) = uij(x) para todo
teT,xeXy(i,j)€(nxm) luego AoG = G o A. De manera similar se

puede probarque Ao H=Ho A.

= Vamos a probar que A conmuta con S.
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Seat €UV vy(i,j)e(nx m).Entonces, D(S)(t)(v1)(i,j)=S(t)(v1(i,j)) =
S(T)((gij)teT) = (hij)teT con hij(x) = gfj(x o 7). De donde resulta que: (Ao
D(S)(x))(v1) = AD(S)T)1)) = (fi)rer, donde f,(x)(i, j) = R (x).

Por otra parte, (S(7) o A)(v1) = S(T)(A(v1)) = (pt)ier, donde p,(x)(i,]) =
g/ (x o 7). De donde resulta que: f;(x)(i, ) = p:(x)(i, ]), para todo t € T,
xeXVy(i,j)e(nxm), asi Ao D(S)(t)=S(7)oA.

= Vamos a probar que A conmuta con 3.
Sea J CUysea(i,j)e(n x m). Tenemos que:

DA, j) =3)W(i, /) = 3U)(g )er) = (1) )rer, donde kY (x) =
\/{gfj(y) |y € XU,y luyy=x |yyy}paratodo t € Ty x € XU. Luego: (Ao
DE)J)(M) = ADEU))) = (fodeer con fi(x)(i,j) = hi(x), para todo
teTyxeX/l.

Por otra parte, (3(J) o A)(v1) = I(J)(A(v1)) = I )(p+)ier) = (vi)ier, donde
pe(x)i, j) =g/ () y v(x)(i, j) = VAP (y)(i, j) | y € XV, lny= X lins}. De
donde resulta que v.(x)(i,j) = hij(x) paratodot € T, x € XU y (i,j) €
(n x m)asi, (V)rer = (hij)teT, es decir, Ao D(A)(J)=3(J)o A.

= Vamos a probar que A es inyectiva.

Sean vy,v, € D(FY), vi(i,j)= (gﬁj)teT yvo(i,j)= (P;j)teT, paratodo (i,j)€
(nx m)tales que A(v;) = A(v;). Usando la definicién de A, obtenemos que
gfj(x) = pﬁj(x), paratodo t € T,x € XU y (i, j) € (n x m). De donde resulta
que v1(i,j)=v2(i,j), paratodo (i, j) € (n x m), luego v; = v,. Por lo tanto,

A es inyectiva.

|
El siguiente teorema muestra que toda t;p LM, ., —algebra puede repre-
U,nxm

sentarse por medio dela t;,pLM ,, , —dalgebra 7, asociada con un sistema

temporal débil 7.
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Teorema 3.4.1. Sea (¥,U,S,3,G,H) una tapLM,,,, —dlgebra localmente fini-
ta de grado infinito y I" un filtro propio de £ con J, =0 para todo p € I'. En-
tonces existe un sistema temporal débil 7 = (T,(X;)ier, R, Q,0) y un morfismo de
tapLM,,,, —dlgebras ® : L — EJ™™ tal que, para todo p €T, se satisface la

siguiente propiedad:
@) ®(p)=(fi)ier = (fo(x))i,j)=1, para todo x € XV, (i,) € (n x m).

Dem. Sea (¢,U,S,3,G,H) una t;pLM,,,, —élgebray I' un filtro propio de .£.
Por el Lema 3.4.5, tenemos que (C(%), U, S,3, C(G), C(H)) es una t, p B—algebra
y I, = I'n C(L) es un filtro propio de C(¥). Aplicando el teorema de repre-

sentacion para las t; p B—algebras, resulta que existe un sistema temporal débil
9 = (T’ (Xt)tGT) R) Qr 0)

y un morfismo de ,p B—élgebras u : C(L) — FJ, tal que para todo p €T, se
satisface la siguiente propiedad: u(p) = (g:)ier = go(x) =1, para todo x € XU.
Sea D(u): D(C(L)) — D(FY) el correspondiente morfismo de u por el funtor D.
Usando el Lema 3.4.7, tenemos un morfismo inyectivo de t,p LM, .., —algebras
wg : L — D(C(L)) y usando la Proposicién 3.4.3, tenemos un morfismo in-
yectivo de t;pLM,, —dlgebras A : D(ZY) — FJ"*™. Ahora, en el siguiente
diagrama,

L5 D(C(L) 28 D(FY) 2 FY

si consideramos la composicién Ao D(u)o w; obtenemos el morfismo in-
yectivo requerido.

Ahora, vamos a verificar la condicion (P) del teorema. Seapel'y (i,j) €
(nxm).Sabemos que w«(p)(i,j)=0ij(p)yocij(p) €. Entonces, D(u)(w«(p))
= powe(p), luego (Lo we(p))(i, j) = ulwe(p)i,j)) = p(oi;(p)). Supongamos
que u(o;jp)= (gij)teT, donde gij : XV — 2. Como o;;p €T, obtenemos que
géj(x) = 1, para todo x € XU. De donde resulta que: ®(p) = A(D(u)(w¢(p))) =
A(D(u)(0ijp)) = Mu(oijp)). De donde resulta que ®(p)(i,j) = (fi)ier, donde,
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aplicando la prueba de la Proposicion 3.4.3, tenemos que f;(x)(i,j) = gij(x),

paratodo t € Ty x € XU. Entonces, fo(x)(i,j)= géj(x) =1. [ ]

Observacion 3.4.3. La idea principal de la prueba del Teorema 3.4.1 es usar los
funtores adjuntos C y D para transferir el teorema de representacion para las

tap B—dlgebras en el teorema de representacion para las tu,p LM , .., —dlgebras.

3.5. tpLM, —algebras

En esta subseccion, introduciremos las LM ., —élgebras poliddicas tem-
porales (o tpLM,,, —algebras) como una generalizacién comun de las B—4l-

gebras poliddicas temporales y las LM ,,—4lgebras poliddicas temporales.

3.5.1. tpLM,, , —algebras: definiciéony ejemplo

Definicién 3.5.1. Una LM ,.,,—dlgebras poliddica temporal (o tpLM,,,,—dl-
gebra) es una typLM,  ,, —dlgebra (£,U,S,3,G,H) tal que G y H verifican la

siguiente propiedad adicional: para todo x € L,
4. x <GP(x)yx <HF(x), donde P(x)=~ H(~x) y F(x)=~ G(~ x).
Ahora, vamos a construir un ejemplo de tpLM,,,,, —algebra basados en
la nocién de sistema temporal.

Sea 7 = (T,(X{):er, R,0) un sistema temporal, £ una LM, —dalgebra

completa y completamente crisipiana y U un subconjunto no vacio.

Sobre el conjunto Eg’;xm ={(f)ier | fr : XY —> L, para todo ¢ € T} de-
finimos las operaciones V,A,~7,07,07 y 17 de la misma manera que en la

ij?
Definicién 3.4.3.

Definimos sobre F,/’,,“" los operadores unarios G y H por

» G((fi)ier) =(&¢)ier, donde g, : XV — L, g:/(x)=A\{fs(x)| tRs,s € T},
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= H((ft)rer)=(h¢)rer, donde h, : XY — L, h.(x)= \{fs(x)| sRt,s € T}.

Paratodo p € UV y J C U, la operacion S(p) y el cuantificador existencial

3(J) se definen de la misma manera que para el caso temporal débil.

La siguiente proposicion, representa el principal ejemplo de tpLM -

algebra.

Proposicién 3.5.1. (", U,S,3,G, H) es una tpLM,,.,,, -dlgebra.

Unxm

Dem. La prueba de que (9?9,55 ,U,S8,3,G,H) es una typLM,,,,—élgebra es
similar a la prueba de la Proposicién 3.4.2. Resta verificar la condicién 4 de la
Definicion 3.5.1. Sean (f;);e; € Fy '™ Dado que ~7 H ~7 ((fi)rer) = (B¢ )ser,
donde h;: XV — L, hy(x)= \/{fs(x) | sRt,s € T}, obtenemos que GP((f;)ier) =
G ~7 H~7 (f)ier) =(8¢)ter, donde g, : XV — L, g,(x) = N\{hs(x)| tRs,s €
T}. Por otra parte, se verifica que h,(x) > fi(x) paratodo t € Ty x € XU.
De donde resulta que g;(x) > f;(x) para todo t € T 'y x € XU. Por lo tanto,
(f)ier £ GP((ft)rer)- En forma andloga se prueba que (f;); < HF((f)rer)-

|

Observacion 3.5.1. La construccion de los funtores adjuntos C y D, entre la ca-
tegoria de las B—dlgebras poliddicas temporales débiles y las LM ,,,,—dlgebras
poliddicas temporales débiles, puede extenderse a la categoria de las B—dlgebras

poliddicas temporales y las LM ,,,,—dlgebras poliddicas temporales.
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Capitulo 4

Algebras temporales con estructura subyacente de

H —algebras

4.1. Operadores temporales sobre H—algebras

4.1.1. Ladefinicion de ¢ H—algebra de Chajda

En esta seccién vamos a mostrar que la axiomatizacion algebraica dada
por Chajda de los operadores temporales F y P en la logica intuicionista no
se ajusta a la definicién de Halmos de cuantificador existencial. La nocién de
operador temporal sobre una H—algebra fue introducida por Chajda en [24]. A

continuacion, repetiremos la definicién dada en [24].

Definicién 4.1.1. Sea.«/ = (A,V,A,—,0,1) una H—dlgebra. Denotamos por —x =
x — 0 (el pseudocomplemento de x ). Los operadores unarios G, H definidos sobre

A son llamados operadores temporales si se satisfacen las siguientes condiciones:
(chl) G(1)=1,H(1)=1,

(ch2) G(x —y)<G(x)—G(y), Hx —y) < H(x)— H(y),

(ch3) G(x)VG(y)=G(xVy), H(x)VH(y)< H(x Vy),

(ch4) G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),

177
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(ch5) x <GP(x), x <HF(x), donde P(x)=-H(—x) y F(x) =~G(—x).

Nuestro préximo objetivo es probar que los axiomas (ch2) y (ch3) son re-

dundantes. Para hacer esto, necesitaremos el siguiente lema.

Lema4.1.1. Sean G, H dos operadores unarios sobre una H—dlgebra ./ = (A, V,
A, —,0,1), que satisfacen el axioma (ch4). Entonces se verifican los axiomas (ch2)

y (ch3).

Dem. En primer lugar vamos a probar que G es creciente. Sean x,y € A tales
que x <y.De (ch4), tenemos que G(x)=G(x Ay)=G(x)AG(y), esto es, G(x) <
G(y). Teniendo en cuenta que G es creciente, obtenemos que G(x) <G(xVy)y
G(y) < G(x Vvy). Luego, G(x)V G(y) < G(x Vy). Por otra parte, de (H2) y (ch4),
tenemos que G(x)AG(x — y)=G(x A(x — ¥)) = G(x Ay) < G(y). Por lo tanto,
G(x — y) < G(x) — G(y). En forma similar se puede probar que H(x)V H(y) <
H(xVy)y H(x —y)<H(x)— H(y), lo cual completa la prueba.
|
Teniendo en cuenta el Lema 4.1.1, podemos reformular la Definicién 4.1.1

como sigue:

Definicién 4.1.2. Unat H—dlgebraesunaterna(.</,G, H) tal que .</ = (A,V,\,—
,0,1) es una H—dlgebra y G, H son dos operadores unarios definidos sobre A, lla-

mados operadores temporales, que verifican:

(chl) G(1)=1, H1)=1,

(ch2) G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),

(ch5) x <GP(x), x <HF(x), donde P(x)=—-H(—x) y F(x)=-G(—x).

Notemos que esta ultima definicion es similar a la definicion de ¢ B—al-
gebra donde (tB3)* (ver Proposicién 1.1.3) fue reemplazado por (ch5). Otra ob-

jecion al trabajo de Chajda es que en [24, Remark 8], el autor afirma que si en
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una H—d4lgebra .«f = (A,V,A,—,0,1) los operadores temporales G y H satisfa-
cen G(0) =0y H(0) =0, entonces F y P pueden ser considerados como cuan-
tificadores existenciales. Tal denominacion no es clara dado que F y P no son
cuantificadores existenciales en el sentido de Halmos, como lo muestra el si-

guiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos la H—dlgebraA=1{0,a,b,c,d, f, g,1}, la cual estd

descrita como sigue:

Definimos G, H por G(x) = x = H(x), para todo x € A. Es fdcil ver que G y

H son operadores temporales sobre A. Por otra parte,

Flavb)=1# f=F(a)VE(b)yPlavb)=1# f=P(a)V P(b).

Ademas, en la logica temporal intuicionista, los operadores temporales F
y P no pueden ser definidos por medio de G y H, es decir, las siguientes equi-

valencias no se satisfacen:

Fa«—-G-a y Pa«—-H-a.

Luego, la definicién de F y P dada en (Ch5) no es correcta. Por lo tanto podemos
decir que la axiomatizacion algebraica dada por Chajda en [24] de los operado-
res temporales Py F no se ajusta a la definicién de cuantificador existencial de

Halmos.
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4.1.2. Las IKt—algebras

Con el objetivo de obtener una caracterizacion algebraica del sistema IKt,

en esta seccion, vamos a introducir la variedad IKt. Mds precisamente:

Definicién 4.1.3. Sea ./ = (A,V,A,—,0,1) una H—dlgebra y sean G, H, F y P

operaciones unarias sobre A que satisfacen:
(t1) G1)=1,H(1)=1,
(t2) G(xAy)=Gx)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),
(t3) x <GP(x), x < HF(x),
(t4) F(0)=0, P(0)=0,
(t5) F(xVy)=F(x)VF(y), P(xVy)=Px)VP(y),
(t6) PG(x)<x, FH(x)<x,
(t7) F(x —y)<G(x)— F(y), P(x = y) < H(x) = P(y).

Entonces el dlgebra(.</, G, H, F, P) serd llamada IKt —dlgebray G, H, F y P serdn

llamados operadores temporales.
Los siguientes son algunos ejemplos ttiles.

Ejemplo 4.1.2. Sea (.</,G, H) una t B—dlgebra. Si definimosx — y =-xVy,
para cada x,y € A, entonces (.</,G,H, F,P) es una IKt—dlgebra, donde F y P

estan definidos como en (tB3)* de la Proposicion 1.1.3.

Ejemplo 4.1.3. Consideremos la H—dlgebra .</ representada en la Figura 4.
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Figura 4

Definimos los operadores G, H, F y P por medio de la siguiente tabla:

x O|la|b|c|d|e| f| g| 1
Gx)| 0| 0| b|O|d|e|d| g| 1
Hx)| 0| a| 0| c|d| O| f|d]| 1
Fx)| 0|l a|d| c|d| 1| f| 1] 1
Px)| 0 b|1|d|e| 1| g| I

Entonces, es fdcil ver que (.</, G, H, F, P) es una IKt —dlgebra.

Vamos a detallar algunas propiedades bdsicas validas en las IKt —élgebras,

probando solamente algunas de ellas.
Lema4.1.2. Sea(.</,G, H, F, P) una IKt —dlgebra. Entonces
(t8) x <y implicaG(x)<G(y) y H(x)< H(y),
(t9) x <y implica F(x)< F(y) y P(x) < P(y),
(t10) F(x)—=G(y)<G(x —y), P(x)—= H(y)< H(x —y),
(t1) G(x —y) = F(x)— F(y), H(x = y) < P(x) = P(y),
(t12) G(x)AF(y)< F(xAy), H(x)AP(y) < P(x AY),

(t13) x AF(y)< F(P(x)Ay), x ANP(y) < P(F(x)A\Yy),
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(t14) F(x)Ay =0si, solo si, x AN P(y)=0.

Dem. Los axiomas (t8) y (t9) son consecuencia de los axiomas (t2) y (t5), respec-
tivamente. A continuacién, vamos a probar (t10). De (t7) obtenemos F(P(x) —
H(y)) < GP(x) — FH(y). Dado que x < GP(x) y FH(y) < y podemos de-
ducir que GP(x) — FH(y) < x — y. Luego, F(P(x) — H(y)) < x — y. De es-
ta dltima afirmacion y de (t8) resulta que HF(P(x) — H(y)) < H(x — y). En-
tonces de (t3), tenemos que P(x) — H(y) < H(x — y). La otra desigualdad
es andloga. Vamos a probar que se verifica (t11). Teniendo en cuenta el axio-
ma (t7), tenemos que G(x — y) < F((x — y) — y) — F(y). Por otra parte, de
(H2) se puede deducir que x < (x — y) — y. Entonces, de (t9) resulta que
F(x) < F((x — y) — y)). Entonces F((x — y) — y) — F(y) < F(x) — F(y).
Luego, G(x — y) < F(x) — F(y). La otra desigualdad se prueba de manera
similar. Ahora, vamos a probar (t12). Dado que x <y — (x A y), de (t8), ob-
tenemos G(x) < G(y — (x Ay)). De esta ultima afirmacién y (t11), resulta que
G(x) < F(y) — F(x ANy), esto es, G(x)A F(y) < F(x Ay). La otra desigualdad
se prueba de manera similar. Entonces, vamos a probar (t13). De (t3) tenemos
que x A F(y) < GP(x) A F(y). De esta ultima afirmacion y de (t12) obtenemos
xANF(y)< F(P(x)Ay).Laotra desigualdad es anédloga. Finalmente, veamos que
se verifica (t14). Vamos a suponer que F(x) Ay = 0. De (t13) y (t4), obtenemos
xAP(y) < P(F(x)Ay)=P(0)=0.Luego, x AP(y)=0. En forma similar, podemos
probar la otra direccién.
|
Nuestra presentacion de los operadores temporales difiere de la de
Chajda dado que nuestros operadores Py F no pueden derivarse por medio

de G y H, ver el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1.4. Consideremos la IKt —dlgebra(.</, G, H, F, P), definida en el Ejem-

plo 4.1.3, entonces se puede ver que:

-G(—a)=c#a=F(a) y "H(~a)=1#d = P(a).
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El siguiente lema nos permite obtener una definicién equivalente de una

IKt —algebra.

Lema 4.1.3. Sean G, H dos operaciones unarias sobre una H—dlgebra .o/ =
(A,V, A\,—,0,1) tal que G(1) =1 y H(1) = 1. Entonces el axioma (t2) es equiva-

lente al siguiente:

(t2)* G(x —=y)<G(x)—G(y), Hx —y)<H(x)— H(y).

Dem. Solo vamos a probar la equivalencia entre (t2) y (t2)* en el caso de G. De
(t2), (t8) y (H2), tenemos G(x)AG(x —» y)=G(x A(x = ¥)) = G(x Ay) < G(y).
Por lo tanto, G(x — y) < G(x) — G(y). Reciprocamente, sean x,y € A tales
que x < y. Entonces x — y = 1y asi, de (t2)* y la hipdtesis, obtenemos que
1=G(x —y)<G(x) — G(y). Luego, G(x) < G(y) de donde obtenemos que G es
creciente. De la tltima afirmacion y (t2)*, inferimos que G(x) < G(y — (xAy)) <
G(y)— G(xAy).Porlo tanto, G(x)AG(y) < G(xAy). De esta tiltima afirmacién 'y
teniendo en cuenta que G es creciente, concluimos que G(x)AG(y)=G(x Ay).

Por lo tanto, si en la Definicién 4.1.3 reemplazamos el axioma (t2) por

(t2)*, obtenemos una definicion equivalente de una K¢ —4lgebra.

El Lema 4.1.4 muestra la relacion entre los operadores temporales y el

pseudocomplemento en una IKt —algebra (.</, G, H, F, P).
Lema4.1.4. Sea(.</,G, H, F, P) una IKt —dlgebra. Entonces
(t15) G(0)=0 si, y sélo si, G(—x) < ~G(x),

(t16) H(0)=0 si, y solo si, H(—x) <—H(x),

(t17) G(—x)=~F(x), H(-x)="~P(x),

(t18) F(x)<-G(—x), P(x) <—-H(—x),
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(t19) F(—x)<-G(x), P(-x)<-H(x).

Dem. Primero vamos a probar (t15). Supongamos que G(0) = 0. Entonces por
(t2)*, tenemos que G(—x) = G(x — 0) < G(x) — G(0) = ~G(x). Reciprocamente,
si G(—x) < =G(x) entonces G(0)=G(x A—x)=G(x)AG(—x) < G(x)A-G(x)=0.
Por lo tanto, G(0) = 0. Debido a la simetria de los operadores temporales G y
H, (t16) se puede probar de manera similar a (t15). Vamos a probar (t17). Dado
que 0 < G(0), tenemos F(x) — 0 < F(x) — G(0). Aplicando (t10), obtenemos
—F(x) < G(—x). Por otra parte, de (t11) y (t4), tenemos: G(—x) = G(x — 0) <
F(x) — F(0)=—F(x). Luego, G(—x) = —F(x). La otra igualdad se prueba de una
manera similar. Vamos a probar (t18). Dado que F(x) <—-—F(x), aplicando (t17),
tenemos que F(x) < -G(—x). De manera similar, P(x) < -H(—x). Finalmente,
vamos a verificar (t19). De (t4) y (t7), tenemos que: F(x — 0) < G(x) — F(0) =
G(x)— 0, esto es, F(—x) <—G(x). P(—x) < —H(x) se prueba de manera similar.

4.1.3. Completitud algebraica del sistema IKt

En esta seccién vamos a probar que las IKt —dalgebras son la contraparte

algebraica del sistema IKt.

Lalégica temporal intuicionista IKt fue introducida por Ewald [52] exten-
diendo el lenguaje de la légica proposicional intuicionista con los operadores
unarios P, F, Hy G. La axiomatizacion estilo Hilbert de IKt puede encontrarse

en [52][p. 171]:
(A1) Todos los axiomas de la l6gica intuicionista (Int).
(A2) G(a—p)—(Ga—Gp), Hla— p)—(Ha— Hp),
(A3) G(aAB)— GaAGp, H(aAB)— HaANHS,

(Ad) F(avp)«— FaV FpB, P(aVv p)— PaV Pp,
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A5) G(a— f)—(Fa— Fp), Hla— B)— (Pa— Pp),
(A6) GaANFpB — F(aAfB), HeAPB — P(aApB),
(A7) Gna—-Fa, Hha— —Pa,
(A8) FHa— a, PGa—«a,
(A9) a—GPa, a— HFa,
(A10) (Fa—Gp)— Gla— ), (Pa— HB)— H(a— p),
(All) Fla— p)—(Ga— Fp), Pla—p)—(Ha— Pp).
Las reglas de inferencia son modus ponens, y

RG) — RH) —
Ga’ Ha'

Es bien sabido que la axiomatizacion de Ewald no es minimal (ver por
ejemplo [148]), pues varios axiomas pueden deducirse de los otros. Ademas,
en contraste con la légica proposicional clésica, F y P no pueden definirse en

términos de G y H, es decir, las siguientes equivalencias no se satisfacen:
Pa«—-H-ay Fa+— ~G—a.

Sea (.«/,G, H, F, P) una IKt—algebra. Vamos a denotar por V al conjunto
de todas las variables proposicionales y por For[V] al conjunto de todas las
IKt —f6érmulas.

Sea v : V — A una funcién que asigna a cada variable p en V un ele-
mento v(p) de la H—4lgebra A. Tales funciones son llamadas valuaciones. La
valuacién v puede ser extendida univocamente al conjunto For[V] de todas

las IKt—f6rmulas inductivamente de la siguiente manera:

1. v(aAB)=v(a)Av(B),
2. v(iavpB)=v(a)vv(p),
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3. v(—a)=—v(a),
4. v(a—B)=v(a)—v(p)
5. v(Ga)=Grv(a),
6. v(Ha)=Hv(a),
7. v(Fa)=Fv(a),

8. v(Pa)=Pv(a).

Diremos que una IKt —férmula a € For[V] es vélida si v(a) = 1 para todo

valuacién v : For[V] — A en cualquier IKt—4élgebra (.</, G, H, F, P).
Teorema 4.1.1. Toda IKt —férmula demostrable es vilida.

Dem. La demostracién correspondiente a los axiomas de la 16gica intuicionista
y modus ponens son estandar (ver por ejemplo [133]). La validez del axioma
(A2) es una consecuencia del Lema 4.1.3. Ademads, la prueba de la validez de los
axiomas (A3), (Ad), (A5), (A6), (A8), (A9), (A10) y (Al1) son consecuencia de los
axiomas (t2), (t5), (t11), (t12), (t6), (t3), (t10) y (t7) respectivamente. Finalmente
la prueba de la validez del axioma (A7) se sigue de (t17). Asi, solo resta probar
que las reglas (RG) y (RH) preservan validez. Sea v una valuacion del conjunto
de todas las férmulas For[V] en alguna IKt—élgebra (A, G, H, F, P) y suponga-
mos que v(a) = 1. Luego, de (t1) tenemos que v(Ga) = G(va) = G(1) = 1. Por
lo tanto, Ga es vélida. De forma similar podemos probar que (RH) preserva
validez.
|
Para obtener la completitud, vamos a probar que las férmulas védlidas son
demostrables, construyendo el dlgebra de Lindenbaum-Tarski de IKt (ver [133],
para mds detalles). En primer lugar, vamos a definir una relacion de equivalen-

cia = sobre el conjunto For[V]:
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a=f<ta—pPyFB—aq
donde - a significa que a es demostrable en IKt.

Lema 4.1.5. La relacién de equivalencia = es una congruencia sobre For[V].

Dem. Solo vamos a probar que = es compatible con las conectivas G y F. Su-
pongamos que a = . Entoncesa — 8 yF 8 — @, lo que implica que - G(a —
B)yF G(B — a). Luego, del axioma (A2) y modus ponens tenemos que - G(a) —
G(B) yF G(B) — G(a), esto es, G(a) = G(B). Ahora vamos a probar que F es
compatible con =. Supongamos que a = 8. Entonces, podemos deducir que
F Gla — B) yF G(B — a). Luego, de (A5) y modus ponens obtenemos que
Fa— FpB ytF FB — Fa.Porlo tanto, Fa = Ff3.
|
Para cada IKt —férmula a € For[V], denotamos por [a]= la clase de equi-

valencia de a, esto es,
lal==1{B € For[V]:a=p}.

El conjunto de todas las IKt —clases es denotado por For[V]/=.

Dado que la equivalencia = es una congruencia sobre el conjunto For[V],
podemos definir su dlgebra cociente introduciendo las siguientes operaciones

sobre el conjunto cociente For[V]/=. Para a, 8 € For[V], ponemos:

L. [a]EV [ﬁ]z = [avﬁ];,
2. [a]z/\[ﬁ]zz [(ZAﬁ]

3. [al=—I[Bl==[a—Pl=
4. —[a]==[~alz,
S. G[a]E:[Ga]E)

6. H[al==[Ha]

)
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7. Flal==[Fd]=,
8. Plal==[Pa]=,
9. 0=[1],
10. 1=[T]-.

donde T es la constante verdad definida por
T=p—p

para alguna variable proposicional fija p € V'y L es la constante falso definida
por

1 :=-T.

Dado que la clase de las IKt —4lgebras es ecuacional y la relacién = es una
congruencia, el dlgebra cociente es una IKz—&lgebra como se establece en la

siguiente proposicion.

Proposicion 4.1.1. El dlgebra cociente
(For[V]/=,V,A,—,G,H,F,B0,1)

es una IKt —dlgebra.

La IKt—algebra

(For[V]/=,V,A,—,G,H,F,R0,1)

es la IKt—4lgebra de Lindenbaum-Tarski. Ahora podemos definir una valua-

ciéon v*: V— For[V]/=por

vi(p)=Ipl=

Se puede verificar facilmente por induccion sobre las férmulas que
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vi(a)=[al=

para toda IKt —férmula a € For[V].

El siguiente lema ser4 til para probar la completitud algebraica de IKt.

Lema 4.1.6. Para cada IKt—férmula a € For[V],

Fa<—vi(a)=1.

Dem. Si - ¢, entonces - T — «a. La inversa, - @ — T, siempre se verifica. Asi,
a=Tyv*a)=[alz= =[T]= = 1. Reciprocamente, si v*(a) = [a]= = 1, entonces

FT — «. Por lo tanto, - «. [ |

El siguiente teorema muestra la completitud algebraica de IKt.

Teorema 4.1.2. Una IKt-férmula es demostrable si, y solo si, es vdlida.

Dem. Supongamos que « es valida. Entonces, v(a) = 1 para toda valuacién v

sobre una IKt —éalgebra (.</, G, H, F, P). En particular, tenemos que v*(a) =1 en

la IKt —algebra de Lindenbaum-Tarski. Del Lema 4.1.6 obtenemos que a debe
ser demostrable. La otra direccion fue probada en el Teorema 4.1.1.

|

Finalizaremos esta seccion probando que IKt es conservativo sobre la 16-

gica intuicionista Int.

Sea For[V]* el conjunto de todas las Int-férmulas, esto es, el conjunto
For[V]* es el subconjunto de todas las IKt—férmulas For[V] que no contienen
los conectivos G, H, Fy P. Es claro que For[V]* es el conjunto de férmulas de la
l6gica proposcional intuicionista Int. Para cada Int-férmula a € For[V]*, b, a
denota que a es demostrable en Int. Esto significa que existe una demostracién

de a que usa solamente los axiomas de (A1) y modus ponens.



190 Capitulo 4. Algebras temporales con estructura subyacente de H—4lgebras

Proposicion 4.1.2. Kt es conservativo sobre la logica intuicionista, esto es, para

cada IKt—férmula a € For[V]*,
Fa <:>|_Int a.

Dem. Sea o € For[V]* ysupongamos que /;,; @. Dado que la légica intuicionista
Int es completa con respecto ala seméntica de las H—algebras, existe una H—4l-
gebra .o/ = (A,V,A,—,0,1) y una valuaciéon v* : For[V]* — A tal que v*(a) # 1.
Definiendo G(x) = x, H(x) = x, F(x) = x y P(x) = x para todo x € A, podemos
extender esta H—4lgebra a una IKt—dalgebra (.</, G, H, F, P). También la valua-
ci6n v* puede extenderse a una valuaciéon v : For[V] — A por v(Gp) = v*(p),
v(Hp)=v*(p), v(Fp)=v*(p) y v(Pp)= v*(p) para todo p € V. Entonces tene-
mos que v(a)# 1, lo que significa que I/ a por el Teorema 4.1.2. La reciproca es

trivial. [ |

4.1.4. Unadualidad discreta para las IKt —algebras

En esta seccion, describiremos una dualidad discreta para las IKt —alge-
bras teniendo en cuenta la indicada en [124] para las H—algebras. Para tal fin,

introducimos la siguiente:

Definicion 4.1.4. Una estructura (X,<,R,R™) es un IJX,—marco si (X,<) es un

H—marco, R es una relacion binaria sobre X, y R~ es la inversa de R tal que:

(K1) (=oR)<S(Ro2),
(K2) (ZoR) S (R 02).

En lo que sigue, JX; —marcos serdn denotados simplemente por X cuan-
do no haya lugar a confusién. Ademads, denotaremos por [x) al conjunto {y €

X:x<y}ypor(x]alconjunto{yeX:y <x}.

Definicién 4.1.5. Un marco canénico de una IKt —dlgebra(.</,G, H, F, P) es una
estructura (Z'(A), <¢, R¢,Q°), donde (X' (A), <) es el marco candnico asociado

con .o/ =(A,V,N\,—,0,1) y ademads se verifican las siguientes condiciones:
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(@) R° yQc° son dos relaciones binarias sobre Z (A),
(b) Re=(Q°),
€ (S,T)ER < G YS)C T F(S).

Lema 4.1.7. El marco canénico de una IKt —dlgebra es un IX,—marco.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [124], solo tenemos
que probar (K1) y (K2). Supongamos que (S, T) € (=€ oR¢). Entonces existe U €
Z(A)talque SD Uy G Y(U) S T € FY(U). Consideremos el filtro K genera-
do por T UG~Y(S). Vamos a mostrar que K € F~!(S). Supongamos que x € K.
Entonces, existe y € Ty z € G7!(S) tal que y Az < x. Luego, y < z — x asi
F(y) < F(z — x), y por lo tanto por (t7), obtenemos que F(y) < G(z) — F(x).
Dadoquey € Ty T € F7(S), tenemos que G(z) — F(x) € S. De esta ultima
afirmacion y del hecho que S es un sistema deductivo tenemos que F(x) € S,
esto es, x € F~1(S). Por lo tanto, KN(A\ F~1(S))=0. Entonces por el teorema de
Birkhoff-Stone existe un filtro primo W € Z'(A) tal que W C F~(S), G'Y(S)C T
y W D T, esdecir, (S, T) € (R°0 >¢). Podemos probar (K2) de una manera similar
a (K1). |

Sea T una relacion binaria sobre X y sea U un subconjunto de X. En lo
que sigue denotaremos por [T]U al conjunto {x € X : T(x) € U} y por (U)U al
conjunto {x € X: T(x)NU #0}.

Definiciéon 4.1.6. El dlgebra compleja de unIX,—marco(X,<,R,R™!)es
(6(X), G, H", F*, P°),

donde 6 (X) es el dlgebra compleja del H{—marco (X, <), G*(U) = [<oR|U, H°(U)
= [<oR7 U, F{(U)=(R)U y P°(U)=(R~')U para todo U € 6 (X).

El siguiente resultado es necesario para la prueba del Teorema 4.1.3.

Lema 4.1.8. 6(X) es cerrado bajo las operaciones G¢, H¢, F¢ y P¢.
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Dem. Solo probaremos que 6(X) es cerrado bajo las operaciones G¢ y F¢, esto
es, para cada U € ¢(X), [S][< oR]U = [£oR]U y [S|{R)U = (R)U. En ambos
casos la inclusion C resulta de la reflexividad de <. En primer lugar, vamos a
probar que [< oR]U C [<][<©oR]U. Sean x,y € X talesque R([x)) CUyx <y.
Vamos a probar que R([y)) € U. Ahora supongamos que z € R([y)). Entonces,
existe w € [y) tal que (w, z) € R. Por la transitividad de la relaciéon < obtenemos
que x < w. Dado que (w, z) € R podemos deducir que z € R([x)) por lo tanto
z € U. A continuacién, vamos a probar que (R)U C [<](R)U. Sea x € (R)U tal
que x < y. Entonces, R(x)NU # 0, esto es, existe w € U tal que (x, w) € R. Asi,
de (K1) podemos deducir que (y, w) € (Ro >). De esta ultima afirmacién existe
zeXtalque(y,z)e Ry w < z.Dado que U € 6¢(X) tenemos que z € R(y)NnU.
Por lo tanto y € (R)U. [ ]

Teorema 4.1.3. El dlgebra compleja de un IJX,—marco es una IKt —dlgebra.

Dem. De los resultados establecidos en [124], 6(X) es una H—algebra. Ademas
del Lema 4.1.8, 6(X) es cerrado bajo las operaciones G¢, H¢, F¢ y P°. De la
definicion de los operadores G¢, H¢, F¢ y P¢ podemos obtener (t1), (t2), (t4) y
(t5). Vamos a probar que se verifican los axiomas restantes.

Vamos a probar que U C [< oR][(R71)U. Sean x,y € X tales que x € U
y ¥y € R([x)). Entonces, existe z € [x) tal que (z,y) € R. Dado que U € ¢(X)
tenemos que z € U y dado que z € R7!(y), obtenemos R~!(y)NU # 0, esto es,
y € (R~!)U. De manera similar podemos probar que U C [< oR7!|(R)U. Por lo
tanto (t3) se verifica.

A continuacién, vamos a probar que (R~1)[< oR]U C U. Sea x € (R7)[<
oR]U. Entonces, R~'(x)N[< oR]U # 0. Luego, existe z € R~!(x) tal que R([z)) €
U.Dado que < es reflexiva tenemos que (z, x) € (< oR), esto es, x € R([z)). Porlo
tanto x € U. De manera similar podemos probar que (R)[< oR~!] C U. Entonces
(t6) se verifica.

Finalmente, vamos a probar que (t7) se verifica. Supongamos que x €

(R)(U —, V), x < zyz e [<oR]U. Vamos a probar que z € (R)V, es decir,
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R(z)NV # 0. Dado que x € (R)(U —, V) entonces existe y € R(x)N(U —, V),

z>x,(x,y)€R,yaside (K1) tenemos que (z,v) € Ry v >y para algin v € X.

Dadoque v € R(z) C(Z©oR)(z)C U,y <vyye(U— V)entonces v € V. Por

lo tanto, R(z)N V # (. De manera similar podemos probar (R~1)(U —, V) C [<
oR7 U —, (RHY V.

|

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento h: A — 6 (X (A)), preser-

vaG, H, Fy P, esto es,

Lema4.1.9. Sea(A,G, H, F, P) una IKt —dlgebra. Para cada a € A,

(@ h(G(a))=G*(h(a))=[<¢oR]h(a),

(b) h(H(a))= H¢(h(a))=[<°°Q°]h(a),

(¢) h(F(a))=F¢(h(a))=(R)h(a),

(d) h(P(a))=P(h(a))=(Q)h(a).
Dem. Solo vamos a probar (a) y (c).
(a): Sea G(a) € Sy probemos que (<¢ oR°)(S) € h(a). Supongamos que T € (<°¢
oR¢)(S). Entonces existe W € Z'(A)talque SC Wy G (W) C T C F~}{(W).
Dado que a € G7'(S) y S € W tenemos que a € G~!(W). Luego, a € T, es decir,
T € h(a). Por otra parte, vamos a demostrar que, para cada a € A, si G(a) ¢ S
entonces S ¢ [<¢ oR¢]h(a). Dado que <¢ es reflexiva, es suficiente con mostrar
que, si G(a) ¢ S entonces S ¢ [R°]h(a). Supongamos que G(a) ¢ Sy F(b) ¢ S.

Entonces a ¢ G7'(S) y b ¢ F~!(S). Consideremos el ideal | an | b, donde | x

denota el ideal generado por el conjunto unitario {x}. Entonces,
(lanlb)NnGH(S)<SlanG(S)=0y G~I(S) es un filtro.
Entonces, por el teorema Birkhoff-Stone existe un filtro primo T tal que

G Y S<CTya¢Tyb¢T.
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Luego, G(a) ¢ S implica, paraalgin Te Z'(A),a¢ Ty T S F~1(S)ysib ¢ F71(S)

entoncesb ¢ T.

(c): Para cada a € A y para cada S € Z'(A), probemos que
F(a)e Ssi, ysolosi, existe Te Z'(A)talque GH(S) S TS F(S)yaeT.

La implicaciéon de derecha a izquierda es trivial. Supongamos que F(a) € Sy
G(b) € S. Entonces a € F7I(S) y b € G7I(S). Consideremos el filtro T an T b,

donde T x denota al filtro generado por el conjunto unitario {x}. Tenemos que
(TanTb)N(A\FY(S)STan(A\F}(S)=0y A\ F~1(S) esun ideal.
Asi, por el teorema de Birkhoff-Stone existe un filtro primo 7 tal que
TNA\FY(S)=0yacTybeT.

Luego a € F71(S) implica, para algin T € Z'(A), TS F}(S)yae Tysib €
G~1(S)entoncesb e T.
|

Ahora vamos a mostrar que el sumergimiento de orden k : X — X(%6/(X)),

preserva la relacion R, esto es,
Lema4.1.10. Sea(X,<,R,R™') unIJIX,—marcoy sean x,y € X. Entonces,
(x,y) € R si, ysélo si, (k(x), k(y)) € Re.
Dem. Supongamos que (x,y) € R. Necesitamos mostrar que
(k(x), k(y)) € R".
Notemos que
(k(x), k(y)) € R° si, y s6lo si, [SoR]"'(k(x)) S k(y)y k(y) € (R)~"k(x)

si, ysolosi, paratodo U € 6(X), x € [<oR|U implicay e U
y paratodo U € 6(X), y € U implica x € (R)U.
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Tomemos cualquier U € ¢(X) tal que x € [<oR]U. Entonces, dado que (x,y) €
Ry R C (£ oR), tenemos que y € U. Tomemos cualquier U € ¢(X) tal que
y € U. Entonces, dado que (x,y) € R tenemos que x € (R)U. Por otra parte,
supongamos que (k(x), k(y)) € R°. Entonces, [<]{y} € €(X). Asi x € (R)[<]{y}.
De esta ultima afirmacién y (K1) podemos deducir que x € [<](R){y}. Asi, por
lareflexividad de < tenemos que x € (R){y}, estoes, (x,y) € R, como queriamos
demostrar.
|
Entonces, tenemos una dualidad discreta entre JK,—marcos y IKt —élge-

bras.
Teorema 4.1.4.

(@) Toda IKt —dlgebra es sumergible en el dlgebra compleja de su marco canéni-

Co.

(b) Todo IK,—marco es sumergible en el marco canénico de su dlgebra com-

pleja.

4.1.5. Una construccion general de los operadores temporales

En esta seccion, vamos a dar una construccion general de los operadores
temporales sobre una H—4lgebra completa por medio de los llamados H{—mar-
cos. Construcciones similares fueron indicadas en [24], [8], [26] y [25]. Sea .« =
(A,V,A,—,0,1) una H—éalgebra y AX el conjunto de todas las funciones de X en
A. Es facil ver que .&/X = (AX,V,A,—,0,1) es una H—élgebra, donde las opera-
ciones V, A,— estan definidas puntualemente y ademds O(x) =0, I(x) = 1 para

cada x € X.

Teniendo en cuenta las afirmaciones anteriores podemos formular el si-

guiente teorema:
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Teorema 4.1.5. Sea .«/ = (A,V,A,—,0,1) una H—dlgebra completa y (X,<) un

H—marco. Definimos los operadores G, H, F y P sobre AX como sigue:

Gp)x)= /\ {p)} Hp)x)= N\ tpO0)},

yelx) ye(x]

Fip)x)=\/ {p} Pp)x)=\/ {p()}.

yeElx) yeE(x]
Entonces (.</*, G, H, F, P) es una IKt —dlgebra tal que G(0)= 0, HQ)=0,
F(I)=1y P(I)=1. Ademdis, se verifican:

(@ G(p) < F(p) para todo p € AX,
(b) H(p) < P(p) para todo p € AX.

Dem. Es evidente probar los axiomas (t1) y (t4). Dado que .</ es una H—algebra
completa y las operaciones de infimo y supremo son asociativas, obtenemos

(t2) y (t5) de forma inmediata. De la definicion de G y P tenemos que:
GP(p)x)= N\ {\/ {p(2)}.
yelx) zely]

Por otra parte, es claro que
4.1) p(x) < \/ {p(2)}, paracada y € [x).

z€(y]

De 4.1y la definicién de infimo, tenemos que
px)< N1V {p2)3.
yelx) z€(y]

Por lo tanto, p < GP(p). En forma andloga, se puede probar que p < HF(p). Por
lo tanto, (t3) se verifica.

De la definicion de Py G, tenemos que

PG(p)x)=\/ { \ {p(2)}}.

ye(x] z€ly)
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Ademas, se verifica que

(4.2) /\ {p(2)} < p(x), paracada y €(x].

z€l[y)

De 4.2 y la definicién de supremo, tenemos que

\ {/\ tp(2)} < p(x).

ye(x] z€ly)

Luego, PG(p) < p. En forma anéloga, se puede probar que
FH(p)<p.

Por lo tanto, (t6) se verifica. Finalmente, verifiquemos (t7). Sea y € (x], entonces

/(\]{p(Z)} Ap(y)—=ay)<py)A(p(y)—q())

<q(y)
<V {q(=)}.

z€(x]

De la desigualdad anterior, tenemos que

(p)—ay)< N\ i@t — \/ 9},

z€(x] z€(x]

paracada y €(x].
Luego,

\V (e —=a) < N\ ipi— \/ a2},

ye(x] z€(x] z€(x]
esto es, F(p — q) < G(p) — F(q). De manera similar, se prueba que P(p — g) <
H(p)— P(q). Porlo tanto, (.¢/%, G, H, F, P) es una IKt —algebra. Ademas, es claro
que G(0)=0= H(O)yque F(I)=1= P(I). Por otra parte, por la reflexividad de

larelacion <, tenemos que

G(p)x)= A IR <px)< V {p(y)} = F(p)(x).

y€lx) y€lx)
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Por lo tanto, G(p) < F(p). De manera similar podemos probar que se verifica

(b).

El siguiente ejemplo es una aplicacion del teorema previo.

Ejemplo 4.1.5. Sea (X, <) un H—marco, donde X = {1,2} y < denota el orden
natural. Sea A la H—dlgebra de tres elementos, esto es, A = {0,a,1}, donde 0 <
a < 1. Consideremos la H—dlgebra AX la cual tiene 9 elementos y cuyo diagra-
ma de puede visualizarse en el Ejemplo 4.1.3. Entonces podemos identificar los

elementos como sigue:

0,0) | (a,0) | (0,a) | (1,0) | (a,a) | (0,1) | (1,4) | (a,1) | (1,1)

Dado que X = {1, 2}, aplicando el Teorema 4.1.5 tenemos:

X Gx | H® | F® | P®

0,00 | (0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,00

(@0) | 0,0 | @0 | @0 | (aa)

(0@ | (0a | (0,0) | (@a) | (0a)

(1,0) | 0,00 | (1,0) | (1,00 | (1,1)

(@a) | (@a | @a) | @a) | (aa)

0,1 | O | OO | (LD | O

(La) | (@a) | (LLa) | (La) | (1,1)

(@l) | @D | (@a | (1,1) | (@l

Ly | 4D | @D | LD | LD

Observemos que G, H, F y P son los operadores temporales del Ejemplo

4.1.3.
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4.1.6. Congruenciasy sistemas deductivos temporales

Con el objetivo de caracterizar las IKt —congruencias, introducimos la si-

guiente definicion:

Definicién 4.1.7. Sea(.</,G, H, F, P) una IKt—dlgebra. Un subconjunto D de A
es un sistema deductivo temporal, si este satisface (D1), (D2) y la condicion adi-

cional
(D3) G(x),H(x)€ D para cada x € D.

Vamos a probar que el reticulo de las IKt —congruencias Con g,(A) es iso-

morfo al reticulo de todos los sistemas deductivos de A, D;x:(A).

Lemad4.1.11. Sea(.</,G, H, F, P) una IKt —dlgebra. Entonces
Conx(A)={R(D): D € Z1x.(A)},

donde R(D) estd definida como en la Subsecion 1.1.13.

Dem. Sea D € 9,k,(A), dado que A es una H—algebra y D es un sistema de-
ductivo de A, tenemos que R(D) € Cong(A). Vamos a probar que R(D) preser-
va los operadores temporales. Sea (x,y) € R(D) dado que D es un sistema de-
ductivo temporal, G(x — y),G(y — x) € D. Entonces por (t2)*, obtenemos que
G(x)— G(y),G(y) = G(x)€ D, esto es, (G(x),G(y)) € R(D). Por otra parte, dado
que G(x — y),G(y — x) € D, aplicando (t11), tenemos que F(x)— F(y), F(y)—
F(x) € D; esto es, (F(x), F(y)) € R(D). De manera similar, se prueba que R(D)
preserva H'y P. Reciprocamente, sea 8 € Con g,(A), entonces 8 € Cony(A). De
los resultados expuestos en la Subsecciéon 1.1.13, tenemos que [1]y es un sis-
tema deductivo de Ay R([1]y) = 6. Ademas, de la hip6tesis y (t1) tenemos que
(G(x),1)€ 0 y(H(x),1) € 0 siempre que (x,1) € 0, esto es, [1]g € Z,k:(A), lo cual
completa la prueba.

Teniendo en cuenta los resultados establecidos en la Subseccion 1.1.13 y

Lema4.1.11, obtenemos:
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Teorema 4.1.6. Sea(.</,G, H, F, P) una IKt —dlgebra. Entonces, los reticulos

Conig(A) y Drx:(A) son isomorfos.

Vamos a definir el operador d sobre una IKt —algebra (.</, G, H, F, P). Este
operador fue definido previamente en [104] para ¢t B—élgebras, en [43] para
M V—algebras temporales, y en [29] para las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil
0 —valuadas temporales, respectivamente. Usaremos las propiedades de d para

caracterizar las IKt —élgebras simples y subdirectamente irreducibles.

Definicion 4.1.8. Sea (.</,G, H, F, P) una IKt—dlgebra. Definimos la operacion
unaria d = d ., sobre A por d(x) = G(x)Ax A H(x), para cada x € A. Para cada
n € w definimos d"(x) por: d°(x)=x, d"'(x) = d(d"(x)).

Lema4.1.12. Sea(.</,G, H, F, P) una IKt —dlgebra. Entonces para cada n € w, se

verifican:
(@ d"(1)=1yd"(0)=0,
(b) d"(x)<d"(x),
() d"(xAy)=d"(x)Ad"(y),
(d) x <y implicad™(x)<d"(y),
(e) D€ Px:(A) si, y solo si, D es un filtro cerrado bajo d .

Dem. Es facil probar (a), (b), (c) y (d). Vamos a probar que (e) se satisface. (=)
Supongamos que D es un sistema deductivo temporal. Entonces D es un filtro
y D es cerrado bajo las operaciones G y H. Sea x € D. Entonces d(x) = G(x)AxA
H(x)yresultaque d(x) € D. (<) Supongamos que D es un filtro cerrado bajo d.
Debemos probar que D es cerrado bajo G y H. Sea x € D. Entonces d(x) < G(x)
y d(x) < H(x). De donde resulta que G(x), H(x) € D. [ ]

Proposicién 4.1.3. Sea (.</,G,H, F, P) una IKt—dlgebra. El sistema deductivo
temporal (a) de(.</,G, H, F, P) generado por {a} tiene la siguiente forma:

(a)={x€A:d"(a) < x, para algiin n € w}.
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Dem. Denotemos por X al lado derecho de la igualdad anterior. 1 € %, dado
que d’a =a <1.Sea x € X tal que x < y. Luego, existe n € w tal que d"(a) < x.
Dado que x <y, tenemos que d"(a) <y, esto es, y € X.. A continuacién, vamos
a probar que x Ay €%, para x,y € X. Sean x,y € %, entonces existen n,m € w
tales que d"(a) < x yd™(a) < y. Si tomamos k = n+ m, del Lema 4.1.12, se
verifica que d*(a) < x y d*(a) < y, de donde resulta que d*(a) < x Ay, esto es,
x Ay €X.De(b)del Lema 4.1.12, obtenemos que X es cerrado bajo el operador
d. Por lo tanto, de (e) del Lema 4.1.12, ¥ es un sistema deductivo temporal. El
resto de la prueba es obvia.
|
Los dos resultados siguientes son consecuencia de la Proposiciéon 4.1.3 y
Teorema4.1.6 (ver [104], [43], pararesultados similares en el caso de t B—algebras

y M V—4lgebras temporales, respectivamente).

Proposicion 4.1.4. Para cada IKt—dlgebra (.</,G, H, F, P) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
(i) (.«/,G,H,F,P)esuna IKtdlgebra simple,
(i) (««/,G,H,F P) satisface la propiedad:
(A) Paracadaa € A\ {1} existen € w tal que d"(a) = 0.

Proposicion 4.1.5. Para cada IKt—dlgebra (.</,G, H, F, P) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) (««/,G,H, F, P) esuna IKt—dlgebra subdirectamente irreducible,
(i) (.«/,G,H,F, P) satisface la propiedad:

(B) Existe b € A\ {1}, tal que: para cada a € A\ {1} existe n € w tal que
d"(a)<b.

Finalmente, vamos a mostrar un ejemplo de una IKt —algebra subdirec-

tamente irreducible la cual no es una H—4lgebra subdirectamente irreducible.
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Ejemplo 4.1.6. Consideremos la IKt—dlgebra (.</,G, H, F, P) del Ejemplo 4.1.3.
Es claro que </ no es una H—dlgebra subdirectamente irreducible. Por otra parte,
teniendo en cuenta (B) de la Proposicion 4.1.5, podemos chequear que la estruc-

tura(.</,G, H, F, P) es una IKt —dlgebra subdirectamente irreducible.

4.2. tSH-—algebras

En esta seccion introduciremos las SH—algebras temporales como una

generalizacion natural de las B—4lgebras temporales.

4.2.1. tSH-—algebras: definicionesy propiedades

Definicién 4.2.1. Un dlgebra de Heyting simétrica temporal (o SH—dlgebra tem-
poral, o t SH—dlgebra) es una terna (.</,G, H) tal que .«/ = (A,V,\,—,~,0,1) es
una SH—dlgebra y G, H son dos operadores unarios sobre A tales que, para todo

X, y€eA:
(tshl) G(1)=1, H(1)=1,
(tsh2) G(xAy)=G(x)AG(y), HxAy)=H(x)AH(y),
(tsh3) x <GP(x), x <HF(x), donde P y F estdn definidos por P(x) =~ H(~ x)

y F(x)=~ G(~x).
Ejemplo 4.2.1. Si(.</,G, H) una t B—dlgebra, y definimos
X—-y=-xVy,
para cada x,y € A, entonces (.</,G, H) es una t SH—dlgebra.

Lema 4.2.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda tSH—dlgebra
(«,G,H):

(tshd) x <y implicaG(x)<G(y)y H(x) < H(y),



4.2. tSH—algebras 203

(tsh5) x <y implica P(x)< P(y)y F(x) < F(y),
(tsh6) G(x)VG(y)<G(xVy), Hx)VH(y)<H(xVy),
(tsh7) P(x Ay)< P(x)AP(y), F(x Ay) < F(x)A F(y),
(tsh8) P(0)=0, F(0)=0,
(tsh9) P(xVy)=P(x)V P(y), F(xVy)=F(x)V F(y),
(tsh10) FH(x)<x, PG(x)<x.
Dem. Es de rutina. u

Lema 4.2.2. Sean G y H dos operaciones unarias sobre una SH—dlgebra .</ =
(A,V,\,—,~,0,1) tal que G(1) =1 y H(1) = 1. Entonces, la condicion (tsh2) es

equivalente a la siguiente condicion:
(tsh2)* G(x —y)<G(x)—G(y), Hx —y) < H(x)— H(y).

Dem. La demostracion es similar a la dada en el Lema 4.1.3.
|
Por lo tanto, si reemplazamos en la Definicién 4.2.1 el axioma (tsh2) por

el (tsh2)*, obtenemos una definicién equivalente de tSH—4lgebra.

Lema 4.2.3. Sea (.</,G, H) una tSH—dlgebra. Si M es un filtro de A, entonces
G YM) y H Y(M) son filtros de A.

Dem. La prueba es una consecuencia directa de (tsh1) y (tsh2) de la Definicién

4.2.1.

4.2.2. Unadualidad discreta para las ¢S H—algebras

En esta seccion, describiremos una dualidad discreta para las tSH—alge-
bras utilizando las descritas para las M —algebras y para las H—4lgebras. Para

tal fin, introducimos la siguiente:
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Definicién 4.2.2. Un SH—marco temporal (0 TSH—marco) es una estructura
(X,<,8,R,Q) donde (X, <, g) es un M—marco, (X,R,Q) es un marco débil y se

satisfacen las siguientes condiciones adicionales:
(fshl) (SoRo<)CR,
(fsh2) xRg(y) < yQg(x), paratodox,y € X.

Proposicion 4.2.1. En todo TSH—marco (X, <, g, R, Q) se satisface la siguiente
propiedad.:

(fsh3) (£0Qeo=<)<Q.

Dem. Sea (x,y) € (< oQo <). Entonces, existe z, w € X talesque x < z, (z, w) € Q

y w < y.Dado que (X, <, g) es un M—marco tenemos que g(z) < g(x), g(y) <

g(w), y(g(g(z)), g(g(w))) € Q. Aplicando (fsh2), obtenemos que (g(w), g(z)) €

R. Asi, (g(y), g(x)) € R. Entonces, aplicando nuevamente (fsh2) tenemos que
xQy.

|

En lo que sigue, los T8H{—marcos serdn denotados simplemente por X

cuando no haya lugar a confusion.

Definicién 4.2.3. Un marco canénico de una t SH—dlgebra(.</,G, H) es una es-
tructura (X' (<), <¢, g¢ R*,Q°), donde (% (.</),<¢, g°) es el marco canénico aso-
ciado al M—reducto (A,V,\,~,0,1) y se verifican las siguientes condiciones para
S, TexX(d).

(rshl) SR°T < G Y(S)C T,
(rsh2) SQ°T < H(S)C T.
Lema 4.2.4. El marco canénico de una t SH—dlgebra es un TSJH—marco.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en la Subseccién 1.2.4,

solo tenemos que probar (fsh1) y (fsh2).
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(fsh1): Sea (S, T) € (<€ oR¢0 <). Entonces existen V, W € Z'(.<f) tales que S C V,
VR‘W y W C T. De las dos tltimas afirmaciones tenemos que G~!(V) C T. Por
lo tanto, dado que S € V inferimos que SR°T.

(fsh2): Sean TR¢g¢(S) y a € H™(S). Supongamos que ~ a € T. Por otra parte,
de (tsh3) de la Definicién 4.2.1 tenemos que ~ a < G(~ H(a))y asi, obtenemos
que G(~ H(a)) € T. De esta tltima afirmacion y del hecho que G=(T) € g<(S),
obtenemos ~ H(a) € g¢(S). Luego, H(a) ¢ S lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, a € g¢(T). De donde concluimos que PQ¢g¢(F). La reciproca se prueba

de manera similar.

Definicién 4.2.4. El dlgebra compleja de un tSH—marco (X,<,g,R,Q) es
<(€(X)? VC} /\C7 _)C’ NC’ GC} HC} OC’ ]‘C>’

donde (6(X), V¢, N, —,~,0°¢1¢), es el dlgebra compleja del H—marco (X, <),
~cU=X\g(U),G(U)=[R]U y H*(U) = [Q]U para todo U € 6 (X).

Lema 4.2.5. El dlgebra compleja de un JSH —marco es una t SH—dlgebra.

Dem. De [49, 124], 6(X) es cerrado bajo las operaciones de reticulo, ~¢y — .
Ahora, vamos a probar que 6(X) es cerrado bajo G¢, es decir, G¢(U) = [<]G¢(U).
De la reflexividad de <, tenemos que [<]G¢(U) € G¢(U). Supongamos que x €
G¢(U). Sea y € X tal que x <y y tomemos z € X que verifique y Rz. Luego, de
la reflexividad de <y (fsh1l) inferimos que xRz. Asi, z € U y por lo tanto, x € [<
1G¢(U). Entonces, G¢(U) € [<]G¢(U). En forma similar, usando (fsh3), se prueba
que H¢(U) = [<]H¢(U). Por otra parte, claramente se satisfacen los axiomas
(tsh1) y (tsh2). Por lo tanto solo resta probar (tsh3). Sea x € U y supongamos
que x ¢ G°(~° H¢(~¢ U)). Entonces, existe y € X tal que xRy y y ¢~¢ H¢(~¢
U). De esta ultima afirmacion, y € g(H¢(~¢ U))y asi, y = g(z) para algin z €
H¢(~¢ U). Luego, xRg(z) y de (fsh2) tenemos que zQg(x). Esta afirmacién y
del hecho que z € H¢(~¢ U) nos permite inferir que g(x) ¢ g(U), lo cual es
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una contradiccién. Asi, U € G¢(~¢ H¢(~¢ U)). En forma andloga, se prueba que
U C H¢(~¢ G¢(~° U)).

|

Ahora vamos a mostrar que la inmersiéon h : .o/ — 6(Z(.«/)), preserva G

y H, esto es,
Lema 4.2.6. Paratodo a € A, h(G(a))=G¢(h(a)) y h(H(a))= H¢(h(a)).

Dem. Sea S € h(G(a)); entonces G(a) € S. Supongamos que T € Z'(.¢/) verifica
que SRT. Entonces de (rsh1), G7'(S)C T yasi, a € T. Por lo tanto, S € G¢(h(a))
de donde inferimos que h(G(a)) € G¢(h(a)). Reciprocamente, supongamos que
S € G¢(h(a)). Entonces para todo T € Z'(.¢/), SR°T implica que T € h(a). Su-
pongamos que G(a) ¢ S. Entonces G~1(S) es un filtro y a ¢ G~1(S). Luego, existe
VeX(d)talque a ¢ Vy G}(S) C V. Esta tltima afirmacién y (rsh1) nos
permite concluir que SR°V. De esta afirmacién tenemos que V € h(a) y asi,
a € V,lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, h(G(a)) = G¢(h(a)). De manera
similar, usando (rsh2), se prueba que h(H(a))= H¢(h(a)).
|
El Lema 4.2.7 muestra que la inmersiéon de orden k : X — 2/(%(X))

definida por k(x)={U € 6¢(X): x € U} preserva las relaciones R y Q.
Lema4.2.7. Sea(X,<, g,R,Q) untSH—marcoysean x,y € X. Entonces,
(i) xRy < k(x)R°k(y),

(i) xQy <= k(x)Qk(y).

Dem. Solo probaremos (i). Sea x Ry y supongamos que U € ¢(X) verifica que
G¢(U) € k(x). Entonces, es facil ver que y € U y asi, k(x)R°k(y). Reciproca-
mente, sean x,y € X tales que k(x)R°k(y). Entonces, G°'(k(x)) € k(y). Por
otra parte, notemos que [<|(X\(y]) € €(X) y y ¢ [<I(X\ (v]). Entonces, [<

J(X\(]) ¢ k(y)yasi, [<I(X\(¥]) ¢ G~ (k(x)). Por lo tanto, [R]([<](X\(¥])) ¢ k(x)
de donde inferimos que x ¢ [R]([<](X \ (y]). Entonces, existe z € X tal que xRz
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y z ¢ [<](X\ (y]). De esta tltima afirmacion existe w € X talquez <wyw <y,
lo que nos permite inferir que z < y. Luego, en virtud de la reflexividad de <y

(fsh1), x Ry como queriamos probar.
|

Entonces, tenemos una dualidad discreta entre TSH{—marcos y t SH—al-

gebras.
Teorema 4.2.1.

(@) TodatSH-—dlgebraesinmersible en el dlgebra compleja de su marco canéni-

CO.

(b) Todo T8H—marco es inmersible en el marco canénico de su dlgebra com-

pleja.

4.2.3. Un cdlculo proposicional basado en ¢S H—algebras

En esta seccion, describiremos un célculo proposicional que tiene a las
tSH—4lgebras como contraparte algebraica. La terminologia y simbolos usa-
dos aqui coinciden en general con los usados en [134].

Sea ¥ =(A% For[V]) un lenguaje formalizado de orden cero, donde en el

alfabeto A°=(V, Ly, L, L,, U) el conjunto

= V de variables proposicionales es numerable,
s [, esvacio,

= [, contiene tres elementos denotados por ~, G y H llamados simbolo de

negacion y simbolo de operadore temporales, respectivamente,

= [, contiene tres elementos denotados por Vv, A, —, llamados simbolo de
disyuncion, simbolo de conjuncién y simbolo de implicacion, respecti-

vamente,
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= [ contiene dos elementos denotados por (, ).

Para cada @, 8 en el conjunto For[V] de todas las formulas sobre A°, en
lugar de (@ — B)A(B — a), ~ G ~ ay~ H ~ a escribiremos para abreviar

a«— 3, Fay Pa, respectivamente.

Supongamos que el conjunto .</; de los axiomas légicos consiste de todas
las féormulas de la siguiente forma, donde a, 8 son férmulas cualesquiera en

For[V]:

(MSO0) los axiomas del cdlculo proposicional modal simétrico, es decir, los axio-

mas (A1)-(A10) indicados en [115, pag. 60],
MS1) G(a—B)—(Ga—Gp), Ha— B)— (Ha— HP),

MS2) a— GPa, a— HF«.

El operador de consecuencia Cy en £ esta determinado por .¢/; y las

siguientes reglas de inferencia:

a, a—f
Rl) ———,
B

a—f

R2) 2=

a
(R3) Ca’

a
(R4) %

El sistema TMS = (<, C<) asi obtenido sera llamado el TMS—célculo
proposicional. Denotaremos por 7 al conjunto de todas las formulas demostra-

bles en TMS. Si a pertenece a 7 escribiremos - a.

Sea ~ la relacion binaria sobre For[V] definida por
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arff<=ta—p.

Entonces es facil chequear que ~ es una relacién de congruencia sobre
(For[V],V,A,—,~,G,H) y 7 determina una clase de equivalencia la cual de-
notaremos por 1. Ademds, teniendo en cuenta [115, pag. 62] se puede deducir

que

Teorema 4.2.2. (For[V]/ ~,V,A,—,~,G,H,0,1) es una tSH—dlgebra, siendo
0=~1.

Definicién 4.2.5. UntSH—modelo basado en un TSH—marcoK =(X, <, g,R,Q)
esunsistema M = (K, m) tal quem : V — 2?(X) es una funcion que asigna sub-
conjuntos de estados a variables proposicionales, es decir, satisface la siguiente

condicion:
(her) x <y yxem(p) implicay € m(p).

Observacion 4.2.1. A la funcion m de la Definicion 4.2.5 anterior la llamaremos

funcién de significado o valuacion.

Definicion 4.2.6. Un tSH—modelo M =((X, <, g, R, Q); m) satisface una formu-
la a en el estado x y escribiremos M =, a, si se satisfacen las siguientes condi-

ciones:

s ME.p<<xem(p)parapeV,

ME,avVB<< ME,aoM},p,

MEaANB<<= ME.ayM =B,

s ME,~a<—=M |;ég(x) a,

MpEca— < paratodoy,six <y yM |, a entoncesM |=, 3,

M =, Ga < para todoy, sixRy entonces M |=, a,
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» M Ha <= paratodoy, sixQy entonces M =, a.

Definicion 4.2.7.

» Un formula a es verdadera en un t SH—modelo M (denotada por M = a)

si, y s6lo si, para todo x € X, M =, a.

» La férmula a es verdadera en un TJSH—marco K (denotada por K |= a) si,

y s6lo si, esta es verdadera en todo t SH—modelo basado en K.
» Laférmula a es vdlida si, y solo si, es verdadera en todo TSH—marco.

Proposicion 4.2.2. Dado un tSH—modelo M = (X, <, g,R,Q); m), la funcién
m puede ser extendida a todas las formulas por m(a) ={x € X : M |=, a}. Para
todo tSH—modelo M y para toda formula a, esta extension tiene la siguiente

propiedad.:
(her) six <y yx e m(a)entoncesy € m(a).

Dem. La prueba es por induccién con respecto a la complejidad de a. Por dar
un ejemplo mostraremos (her) para férmulas de la forma Ga. Sea (1) x <y y (2)
M =, G(a). Supongamos que y Rz, entonces por (1),(2) y (fsh1), tenemos que
M=, a. [ |

Teorema 4.2.3. (Teorema de Completitud) Sea a una férmula en TMS. En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) a es demostrableen TMS,
(ii) a esvdlida.

Dem. (i) = (ii): Procederemos por induccién sobre la complejidad de la férmu-
la a. Por ejemplo, probaremos que el axioma (MS2) es valido. Sea K = (X, <

, &, R,Q) un TSH—marco y M un tSH—modelo basado en K.

(1) Seanx,y € X talesque x <y, [hip.]
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2 MEya, [hip.]

(3) SeazeXtalqueyQz, (hip.]

Supongamos que

4) Mgy, G~a, [hip.]
5) g(z)Rg(y) [(3),(fsh3)]
6) MEgp~a, [(4),(5)]
() My a [(6)]

(7) contradice (2). Entonces

8) My G~a, [(4),(7)]
9 ME~G~a, [(8)]
(100 M, H~G~aq, [(3),9)]
1) MEy,a—H~G~a. [(1),(2),(10)]

(ii) = (i): Supongamos que a no es demostrable, es decir, [a]. # 1. Aplicando el
Teorema 4.2.1 ala t SH—4lgebra For[V]/ ~, existe un SH—marco Z'(For[V]/~
) y un morfismo inyectivo de tSH—4lgebras h : For[V]/ ~— 6 (X (For[V]/ ~
)). Consideremos la funcién m : TMS — 6 (% (For[V]/ ~)) definida por m(a)=
h([a]~) para todo a € For[V]. Es facil probar que m es una funciéon de sig-
nificado. Dado que h es inyectiva, m(a) = h([a]x) # X (For[V]/ ~), es decir,
(X (For[V]/ ~), m) [~,, a para algin x, € Z'(For[V]/ ~). Por lo tanto, @ no es
valida. [ |

4.3. tSH,—algebras

En esta seccion introduciremos las SH,, —4algebras temporales, o t SH,,—4l-

gebras como una generalizacion de las LM ,,—4lgebras temporales.
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4.3.1. tSH,—algebras: definicién y propiedades

Definicion 4.3.1. Un dlgebra de Heyting simétrica de orden n temporal (o SH), -
dlgebra temporal, o t SH,, -dlgebra) es una terna(.</, G, H) tal que ./ = (A,V,\,—
,iSih<i<n-1,~,0,1) es una SH,—dlgebra y G, H son dos operadores unarios sobre

A tales que:
1. G()=1,H(1)=1,
2. G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)A H(y),

3. x<GP(x), x <HF(x), donde P y F estdn definidos por: P(x)=~ H(~x) y
F(x)=~ G(~x),

4. S;(G(x))=GSi(x), Si(H(x))=HSi(x), parai=1,...,n—1.
Ejemplos 4.3.1.

» Elreducto(A,V,\,—,G,H,~,0,1) de una t SH,,—dlgebra (.</,G, H) es una
tSH—dlgebra.

» Si(.¢/,G,H) es una tSH,—dlgebra en la cual se satisface la ley de Kleene:

XAN~x<yV~y,entonces(.<,G,H)esunatLM,—dlgebra.

Lema 4.3.1. Las siguientes propiedades se verifican en toda tSH,—dlgebra

(.«/,G,H):
5. x <y implica G(x) < G(y) y H(x) < H(y),
6. x <y implica P(x)< P(y) y F(x) < F(y),
7. G(x)VG(y)<G(xVvy), Hx)VH(y)<H(x Vy),
8. P(x Ay)< P(x)AP(y), Flx Ay) < F(x)A F(y),

9. P(0)=0, F(0)=0,



4.3. tSH,—dlgebras 213
10. P(xVy)=P(x)VP(y), F(xVy)=F(x)V F(y),
11. FH(x)<x, PG(x)<x.
12. Si(F(x))= FSi(x), Si(P(x))= PS;(x), parai=1,...,n—1.

Dem. Es de rutina. |

Lema 4.3.2. Sean G y H dos operaciones unarias sobre una SH,—dlgebra ./ =
(A, V,A,—,{Sih<i<n-1,~,0,1) tal que G(1) =1 y H(1) = 1. Entonces, la condicion

2 de la Definicion 4.3.1 es equivalente a la siguiente condicion:
@2 G(x—y)=G(x)—G(y), Hx —y)< H(x)— H(y).

Dem. La demostracion es similar a la dada en el Lema 4.1.3.

]
Por lo tanto, si reemplazamos en la Definicién 4.3.1 el axioma 2. por el

(2)*, obtenemos una definicion equivalente de tSH—algebra.

4.3.2. Unadualidad discreta para las ¢S H,,—algebras

En esta seccion, describiremos una dualidad discreta para las t SH,, —élge-
bras temporales teniendo en cuenta los resultados indicados en la Subseccién

1.2.5 para las SH,,—élgebras. Para tal fin, introducimos la siguiente:

Definicién 4.3.2. Un SH,,—marco temporal (0 TSH, —marco) es una estructura

(X) Sy g) {Si}lﬁiﬁn—ly R, Q)

donde(X,<, g,{si}1<i<n-1) esun SH,-marco, (X, <, g, R,Q) es un SH-marco tem-

poral y se satisfacen las siguientes condiciones adicionales:
1. xRy implica s;(x)Rs;(y),

2. xQy implica s;(x)Qs;(y),
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3. si(z)Ry implica que existex € X tal que zRx y s;(x) <y,
4. s5i{(z)Qy implica que existe x € X tal que zQx y s;(x) < y.

En lo que sigue, a los TSI, —marcos los denotaremos simplemente por

X cuando no haya lugar a confusion.

Definicién 4.3.3. Un marco canénico de una tSH,—dlgebra (.</,G,H) es una

estructura

(%(VQ{)’ Scr gc) {Si}lﬁifn—l; RC; QC);

donde (% (.«/),<¢, g% {sihi<i<n-1) es el marco canénico asociado al SH,—reducto
(A, V,A,—,{Sihi<i<n-1,~,0,1) Y R¢, Q¢ son dos relaciones binarias definidas como

en (rsh1) y(rsh2) de la Definicién 4.2.3.
Lema 4.3.3. El marco canénico de una tSH,—dlgebra es un T8I ,—marco.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [124] y en Lema 4.2.4,
solo nos resta probar 1-4 de la Definicion 4.3.2.

1: Sean S, T € Z'(.«/). Vamos a probar que si SR°T, entonces s;(S)R¢s;(T). Su-
pongamos que a € G~!(s{(S)). Entonces, tenemos que S;(G(a)) = G(S;(a)) €S,
de donde resulta que S;(a) € T, es decir, a € s{(T). De manera similar podemos
probar 2.

3:Sean S, T € Z'(.«/) tales que G~(s7(S)) € T y consideremos el conjunto E =
{z € A: G(z) € S}, entonces tenemos que /\ I£ \/ J, para todo subconjunto fini-
tol CE, JCS;/(A\T). En efecto: Supongamos que existen I C E, ] € S;(A\ T)
subconjuntos finitos tales que A\ I </ J. De esta tltima afirmacién y de 2 de la
Definicién 4.3.1 inferimos que G( /\ I)e S. Dado que G es creciente obtenemos
que G(\/ J) €S. Por otra parte, es facil ver que \/ J €S;(A\T). De esta tiltima afir-
macion, existe a € A\ T tal que S;(a) = \/ J.Luego, G(S;(a)) € S. Entonces, por 4
de la Definicién 4.3.1 podemos deducir que a € T, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, E es una separacion (ver [89, p.185]) de S;(A\ T), entonces de [89,
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p. 186], existe Z € Z'(.¢/) tal que E C ZyZNS;(A\ T)=0. Esta tiltima afirmacién
nos permite concluir que s;(Z) € T y SR°Z. De manera similar se prueba 4.

Definicion 4.3.4. El dlgebra compleja de un T8H,,—marco (X, <, g,{sihi<i<n, R,

Q)es
(%(X), VC) /\C) 7 ch {Si}lfifn—b GC, HC’ Oc) 1c>y

donde (6(X), V¢, N, —,~%, {8 }1<i<n-1,0¢,1¢), es el dlgebra compleja del SH,,—
marco (X, <, g,{sih<i<n) ¥y G¢, H¢ son dos operadores unarios sobre 6 (X) deta-

llados como en la Definicion 4.2.4.
Lema 4.3.4. El dlgebra compleja de un JSH ,—marco es una t SH,—dlgebra.

Dem. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en [124] y el Lema 4.2.5,
solo nos resta probar 4 de la Definicién 4.3.1.

En efecto: sea U € 6(X) y supongamos que s;(y) € [R]U con yRx. En-
tonces, por 1 de la Definicién 4.3.2 tenemos que s;(¥)Rs;(x). De esta tltima
afirmacion podemos inferir que s;(x) € U. Por lo tanto, S{([R]U) C [R]S;(U).
Por otra parte, supongamos que z € [R](S{(U)) y si(z)Ry. Entonces en virtud
de 2 de la Definicion 4.3.2, existe x € X tal que zRx y s;(x) < y. Esta tltima
afirmacién nos permite concluir que y € U. En forma similar, se prueba que
S;[QI(U) = [QIS{ ().

|
Ahora vamos a mostrar que la inmersion h : .o/ — 6(2'(.¢/)), preserva G

y H, esto es,
Lema 4.3.5. Paratodo a € A, h(G(a))=G¢(h(a)) y h(H(a))= H¢(h(a)).

Dem. Es similar a la prueba del Lema 4.2.6. [ |

El Lema 4.3.6 muestra que la inmersiéon de orden k : X — Z'(€6(X))

definido por k(x)={U € 6(X): x € U} preserva las relaciones Ry Q.
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Lema4.3.6. Sea (X, <, g,{s:}1<i<n-1,R, Q) un T8H,—marco y sean x,y € X. En-

tonces,
(i) xRy & k(x)R°k(y),

(i) xQy & k(x)Qk(y).

Dem. Es andloga a la prueba del Lema 4.2.7.
[ |
Entonces, tenemos que existe una dualidad discreta entre TSH,,—marcos

y las tSH, —élgebras.
Teorema 4.3.1.

(@) Toda tSH,—dlgebra es sumergible en el dlgebra compleja de su marco ca-

nonico.

(b) Todo TSH,—marco es sumergible en el marco canénico de su dlgebra com-

pleja.

4.3.3. Un célculo proposicional basado en tS H,,—algebras

En esta seccién, describiremos un cdlculo proposicional que tiene a las
tSH,—4élgebras como contraparte algebraica. La terminologia y simbolos usa-

dos aqui coinciden en general con los usados en [134].

Sea & = (A? For[V]) un lenguaje formalizado de orden cero, donde el

alfabeto A°=(V, Ly, L,, L,, U) el conjunto
= V de variables proposicionales es numerable,
m [, esvacio,

= [, contiene n + 2 elementos denotados por ~, §; (fori=1,---,n—1),G
y H llamados simbolo de negacién, simbolos de operadores modales y

simbolo de operadores temporales, respectivamente,
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= [, contiene tres elementos denotados por Vv, A, —, llamados simbolo de
disyuncion, simbolo de conjuncién y simbolo de implicacion, respecti-

vamete,

= U contiene dos elementos denotados por (, ).

Para cada a, 8 en el conjunto For[V] de todas las férmulas sobre A°, en
lugarde a =~ (a—a), (@ —= B)A(B — a),~G ~ay~ H~ a escribiremos para

abreviar -a, a — f3, Fa y Pa, respectivamente.
Supondremos que el conjunto .</; de los axiomas légicos consiste de to-

das las férmulas de la siguiente forma, donde a, 3,7 son férmulas en For[V]:

(LIO) los axiomas de la l6gica SHn, es decir, los axiomas (A1)-(A15) indicados

en [97],
(LI G(a— p)—(Ga—Gp), Hla— p)—(Ha— Hp),
(LI2) a— GPa, a — HFa,
(LI3) S;Ga«— GS;a, S;Ha — HS;a.
La operacion de consecuencia C¢ en £ es determinada por .¢/; y las si-

guientes reglas de inferencias:

a,a—f3

B

a—f
Nﬁ—)’\/a

(RD)

(R2)

a—p
Sla—>51/3
a

(R4) Ca

(R3)

(R5) i
Ha
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El sistema TSH, = (<¥,C¢) asi obtenido sera llamado el SH,,—calculo
proposicional temporal. Denotaremos por 7 al conjunto de todas las férmu-

las demostrables en TSH,,. Si a pertenece a 7 escribiremos |- a.

Sea ~ una relacién binaria sobre For[V] definida por:
axff<=Fa—p.

Entonces es facil chequear que ~ es una relaciéon de congruencia sobre
(For[V],V,A,—,~,{S;}/-!,G, H) y que 7 determina una clase de equivalencia
que serd denotada por 1. Ademads, teniendo en cuenta [97, p. 300], es facil ver

que

Teorema 4.3.2. (For[V]/ N,V,/\,—>,~,{S,~}?:—11, G,H,0,1) es una tSH,—dlgebra,

siendo 0=~ 1.
Definicién 4.3.5. Un tSH,,-modelo basado en un TSH ,—marco

K=(X,<,g {s:i}-"R,Q)

i=1"’

es un sistema M = (K, m) tal que m : V — 2 (X) es una funcion de significado

que satisface la siguiente condicion:
(her) x <y yxem(p)implyy € m(p).
Definicién 4.3.6. UntSH,—modeloM =((X,<, g, {s,-}?z_ll, R,Q); m) satisface una

formula a en el estado x y escribiremos M =, a, si las siguientes condiciones se

satisfacen:

s M= p<=>xem(p)parapeV,

ME,avVB< ME,aoM|=f,

MEaANB<<= ME,ayM B,

ME~a<—M Pég(x) a,
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M= a— f <= paratodoy,six <y yM =, a entonces M =, f3,

s M= —a<= paratodoy, six <y entonces M |~, a,

M |:x Sia <=M |:Si(x) a,

M =, Ga < para todoy, sixRy entonces M |=, a,

M = Ha < para todoy, si xQy entonces M =, a.

Definicion 4.3.7.

» Una formula a es verdadera en un tSH,—modelo M (denotado por M |=

a) si, y s6lo si, para todo x € X, M |=, «a.

» Una formula a es verdadera en un TSH,,—marco K (denotado por K |= a)

si, y solo si, es verdadera en todo tSH,,—modelo basado en K

» La férmula a es vdlida si, y solo si, es verdadera en todo SH ,—marco.

Proposicién 4.3.1. Dado un tSH,—modelo M = (K, m), la funcién de significa-
do m puede extenderse a todas las formulas por m(a)={x € X: M |=, a}. Para

todo tSH,,—modelo M y para toda formula a, esta extension tiene la propiedad:
(her) six <y yx e m(a)entoncesy € m(a).
Dem. La prueba es por induccion con respecto a la complejidad de a. [ |

Teorema 4.3.3. (Teorema de Completitud) Sea o una formula en TSH,,. En-

tonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) o esdemostrableen TSH,,,
(i) a isvdlida.
Dem. (i) = (ii): Procederemos por induccién sobre la complejidad de la for-

mula a. Por ejemplo, probaremos que el axioma (LI3) es vélido. Sea K = (X, <

, &, 1s:1"-, R,Q)un T8H ,—marco y M un tSH,—modelo basado en K.

=1’
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(LI3)

(1

2)

3)

(4)

)

(6)

()

(8)

9)

(10)

(11

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Capitulo 4. Algebras temporales con estructura subyacente de H—4lgebras

Probemos que S;Ga «— GS;a es vélida. En efecto:

SeayeXtalquex <y,
Mk, SiGa,
SeazeXtalqueyRz,
si(y)Rsi(z2),

M ) a,

M=, Sia,

M, GS;a,

M 'Zx S,-Ga — GS,'(Z,

Por otra parte

SeayeXtalquex <y,

M=, GS;a,

Seaz e Xtalques;(y)Rz,

existe we XtalqueyRwys;(w)<z,
M Esw) @

ME; a.

Mk, SiGa,

M sz GSia — SiGa.

[hip.]

[hip.]

[hip.]

[(3), 2 Def. 4.3.2]

[(2),4)]

[(5)]

[(3),(6)]

[(2),?)]

[hip.]

[hip.]

[hip.]

[(11),3. Def. 4.3.2]

[(10),(12)]

[(12),(13), (her)]

[(11),(14)]

[(9),(10),(15)]
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Por lo tanto, S;Ga «— GS;a es vélida. En forma andloga podemos probar
que S;Ha «— HS;a es vélida.
(ii) = (i): Supongamos que a no es demostrable, es decir, [a]~ # 1. Aplicando el
Teorema4.3.1 ala SH,—4lgebra For[V]/ ~, existe un TSH ,—marco 2 (For[V]/
~) y un morfismo inyectivo de tSH, —éalgebras h: For[V]/ ~— 6 (X (For[V]/
~/)). Consideremos la funcion m : TSH, — €(Z (For[V]/ ~)) definida por
m(a) = h([a]~) para todo a € For[V]. Es facil probar que m es una funcién de
significado. Dado que h es inyectiva, m(a) = h([a]~) # Z (For[V]/ ~), es decir,
(Z'(For[V]/ ~), m) &, a para algin x, € Z (For[V]/ ~). Por lo tanto, @ no es
valida. |
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Capitulo 5

Futuros desarrollos

A continuacién enumeraremos algunos de los posibles desarrollos con
los que continuaremos nuestras investigaciones. No agotamos la lista, y co-
mentamos que ya tenemos resultados parciales, pero que todavia no conside-
ramos que sea tiempo de intentar alguna publicacion. Los titulos destacados
estdn para ubicar al lector de que tema se trata. Y tal vez el que no hemos in-
corporado pero que lo consideramos relevante, es desarrollar contrapartidas
algebraicas para el {—, 1}—fragmento del célculo proposicional clasico tempo-

ral. Tema que en nuestra opinion es de mucho interés en disciplinas afines.

MV-algebras temporales

En 2007, Diaconescu y Georgescu en [43] introdujeron las M V—4lgebras
temporales como sigue:

Sea ./ = (A,®,0,—,0,1) una MV—-dlgebray G,H : A — A dos opera-
ciones unarias sobre A. La estructura (.¢/, G, H) es llamada M V—4lgebra tem-

poral si se verifican las siguientes condiciones:

1. G()=1,H1)=1,

223



224 Capitulo 5. Futuros desarrollos

2. G(x = y)<G(x) = G(y), Hx — y) < H(x) = H(y), donde x — y =:
—XdYy,

3. GX)®G()<G(x®y), Hx)®H(y)<H(x®y),
4, Gxdx)<Gx)®G(x), Hx®x)<H(x)® H(x),
5. F(x)® F(x)< F(x®x), P(x)® P(x) < P(x ® x),

6. x <GP(x),x <HF(x), donde F(x)=—-G(—x)y P(x)=—H(—x).

Los autores en [43] formularon un problema sobre la representacion de
las M V—4&lgebras temporales, este problema fue resuelto [126, 9] paralas M V—4l-
gebras temporales semisimples.

Las dlgebras de Wajsberg (ver [37, 81]) son una formulacién equivalente
de las M V—4lgebras basadas en la implicacion en lugar de la disyuncion. Te-
niendo en cuenta esto podriamos definir a las dlgebras de Wajsberg tempo-
rales como ternas (.</, G, H) donde .«f = (A,—,~, 1) es un dlgebra de Wajsberg

y G, H: A— A son dos operaciones unarias sobre A que verifican:
1. G()=1,HQ1)=1,
2. G(x—y)=<Gx)—G(y), H(x —y)< H(x)— H(y),
3. x < GP(x), x < HF(x), donde F(x) =~ G(~ x)y P(x) =~ H(~ x),
4. F(x)—=G(y)=G(x —y), P(x)= H(y)<H(x — ),
5. G(~x —x) < F(~ x)— G(x), H(~ x — x) < P(~ x) = H(x),
6. G(~x)— F(x) < F(~x — x), H(~ x)— P(x) < P(~ x — x).

Entonces seria interesante determinar una dualidad topolégica para las
dlgebras de Wajsberg temporales teniendo en cuenta los resultados obtenidos

por Celaniy Cabrer en [13].
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Como ya dijimos, con el objeto de obtener una version algebraica del
sistema IKt definimos la variedad de las I Kt—algebras. Recordemos que una
IKt—4lgebra es una estructura (.</,G, H, F,P) donde .«/ = (A,V,A,—,0,1) es
una H—algebray G, H, F y P son operaciones unarias sobre A que verifican los

siguientes axiomas:
(t) G(1)=1, H(1)=1,
(t2) G(xAy)=Gx)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),
(t3) x <GP(x), x < HF(x),
(t4) F(0)=0, P(0)=0,
(t5) F(xVvy)=F(x)V F(y), P(xVy)=P(x)V P(y),
(t6) PG(x)<x, FH(x)<x,
(t7) F(x —y)<G(x)— F(y), P(x = y) < H(x) = P(y).

Se puede probar que si en la definicion anterior reemplazamos el axioma

(t7) por el siguiente:
(t7)* G(x)AF(y)< F(xAy), Hx)AP(y) < P(x Ay),

se obtiene una definicién equivalente de I Kt—algebra. En esta nueva defini-
cién ninguno de los axiomas indicados para los operadores temporales G, H, F
y P involucran ni la implicacién intuicionista, ni la negacion intuicionista (o
pseudocomplemento). Esto nos motiva, desde un punto de vista algebraico, al
estudio de una clase més general que la de las I Kt—algebras. Estas dlgebras
son estructuras (., G, H, F, P) donde .« = (A,V, A,0,1) es un reticulo distribu-
tivo acotado y G, H, F y P son operaciones unarias sobre A que verifican los

siguientes axiomas:
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) G(1)=1, H1)=1,
(t2) G(xAy)=G(x)AG(y), HxAy)=H(x)ANH(y),
(t3) x <GP(x), x < HF(x),
(t4) F(0)=0, P(0)=0,
(t5) F(xVy)=F(x)VF(y), P(xVy)=Px)VP(y),
(t6) PG(x)<x, FH(x)<x,

t)* G(xX)ANF(y)<F(xAy), Hx)AP(y)<P(xAy).

Algebras de Heyting débiles temporales

La variedad de las dlgebras de Heyting débiles (o W H—4lgebras), fue in-
troducida por Celani y Jansana en [17], como la contraparte algebraica de la
menor légica subintuicionista wK considerada en [16]. Una W H—élgebra es
un reticulo distributivo acotado dotado de una operacién binaria — con las
propiedades de la implicacion estricta de la l6gica modal K. Las dlgebras de
Heyting son ejemplos de W H—élgebras. Otros ejemplos de W H—4lgebras que
aparecen en la literatura son las dlgebras bésicas introducidas por Ardeshir y
Ruitenburg en [1], y los reticulos subresiduados de G. Epstein y A. Horn [51].
Cada una de las variedades de W H—algebras estudiadas en [17] corresponden
a las l6gicas proposicionales wK, y sK, definidas en [16]. Las l6gicas wK, y
sK, son los fragmentos de la implicacion estricta de la consecuencia local y
global definida por los modelos de Kripke (ver [16]), respectivamente. Recien-
temente, Celani y San Martin, han iniciado el estudio de operadores frontales
sobre W H—4lgebras (ver [20, 14]). Entonces, siguiendo las ideas de Celani y San
Martin, seria interesante estudiar las W H—algebras dotadas de los operadores
temporales G, H, F y P. Una posible definicién de operador temporal sobre una

W H—élgebra seria la siguiente:
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Una estructura (.«, G, H, F, P) es un dlgebra de Heyting débil temporal (o
W H—4lgebra temporal) si ./ =(A,V, A,—,0,1) esuna WH—4lgebray G,H,Fy
P son operadores unarios sobre A, llamados operadores temporales, que veri-

fican los siguientes axiomas:

(t) G(1)=1, H(1)=1,
(t2) G(xAy)=G(x)AG(y), H(x Ay)=H(x)AH(y),
(t3) x <GP(x), x < HF(x),

(t4) F(0)=0, P(0)=0,

(t5) F(xVy)=F(x)VF(y), P(xVy)=P(x)V P(y),
(t6) PG(x)<x, FH(x)<x,

(t7) F(x —y)<G(x)— F(y), P(x - y)< H(x)— P(y).

Es claro que las W H—4lgebras temporales, asi definidas, son una genera-

lizacion no trivial de las I Kt —algebras.

V 2
H j—algebras temporales

Es bien sabido que la variedad de las algebras de Hilbert es la seméntica
algebraica del fragmento implicativo positivo Int™ del calculo proposicional in-
tuicionista Int. De manera similar, es posible concluir que la variedad de las 4l-
gebras de Hilbert con supremo es la semantica algebraica del {—, V}-fragmento
de Int.

Recordemos que un élgebra de Hilbert con supremo (o HY—algebras) (ver

[21]) es un dlgebra .«f = (A,V,—, 1) de tipo (2,2, 0) que verifica:

1. (A,—,1) esun algebra de Hilbert,
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2. (A,V,1) esun V-semireticulo con tltimo elemento 1,

3. paratodox,y€A, x—»y=1&xVy =y.

Si existe un elemento 0 € A tal que 0 — x =1, para todo x € A, entonces A
se dice una HY—algebra con primer elemento (o Hy-algebra). Recientemente,
Celani y Montangie, han iniciado el estudio de las Hj—algebras dotadas de un
operador modal de necesidad <} (ver [23]). Entonces, siguiendo las ideas de
Celani y Montangie, seria interesante estudiar las Hy—élgebras dotadas de los
operadores temporales G, H, F y P. Una posible definicién de operador tem-
poral sobre una Hy—algebra seria la siguiente:

Unaestructura (.</, G, H, F, P) es una Hy —dlgebra temporal si.o/ = (A,V,—
,0,1) esuna Hj—algebray G, H, F'y P son operadores unarios sobre A, llamados

operadores temporales, que verifican los siguientes axiomas:
1. G()=1,H(1)=1,
2. G(x—=y)=<G(x)—G(y), Hx —y)<H(x)— H(y),
3. x<GP(x), x <HF(x),
4. F(0)=0, P(0)=0,
5. F(xVy)=F(x)V F(y), P(xVy)=P(x)V P(y),
6. PG(x)<xyFH(x)<x,

7. F(x > y)<G(x)— F(y), P(x > y)< H(x)— P(y).

Algebras de De Morgan-Nelson temporales

En 1990, A.V. Figallo [53] introdujo los N—lattices generalizados. Ahora

denominados dlgebras de De Morgan-Nelson debido a que en el 2005, Vakarelov
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introdujo bajo eso nombre una nocién diferente de la considerada por Figallo.
Entonces, tenemos que:

Un dlgebra de De Morgan-Nelson ([53]) es un élgebra .o/ = (A,V,A,—,~
,0,1) de tipo (2,2,2,1,0,0) tal que el reducto (4, V,A,~,0,1) es una M—élgebray

la operacion binaria — satisface las identidades:

l. x—>x=1,

2. x> yIN(~xVy)=~xVy,
3. xAN(x—=y)=xA(~xVYy),

4. x> (yAz)=(x—-y)A(x—2),
5 x>y —z2)=(xAy)—z.

En [106] se estudiaron las dlgebras de De Morgan-Nelson monddicas. En-
tonces, siguiendo las ideas de [106], seria interesante estudiar la nocién de o-

perador temporal sobre las dlgebras de De Morgan-Nelson.



230 Capitulo 5. Futuros desarrollos



Bibliografia

[1]

(2]

[3]

(4]

[5]

[6]

[7]

(8]

M. Ardeshir, W. Ruitenburg. Basic Propositional Calculus 1. Mathematical
Logic Quarterly 44. 317-343. 1998.

R. Mc Arthur, P. Robert. Tense logic. Synthese Library, 111. D. Reidel Pub-
lishing Co., Dordrecht-Boston, Mass. 1976.

R. Balbes, P. Dwinger. Distributive lattices. University of Missouri Press,

Columbia. 1974.

N. Belnap. How a computer should think. Contemporary Aspects of Phi-
losophy, G. Ryle Ed. Oriel Press, Boston. 30-56. 1976.

N. Belnap. A useful four valued logic. Modern Uses of Multiple-Valued Log-
ic, J. M. Dunn and G. Epstein, Eds. Reidel, Dordrecht-Boston. 8-37. 1977.

G. Birkhoff. Lattice theory. Third edition. American Mathematical Society
Colloquium Publications, Vol. XXV American Mathematical Society, Prov-

idence, R.I. 1967

A. Boicescu, A. Filipoiu, G. Georgescu, S. Rudeanu. Lukasiewicz-Moisil al-
gebras. Annals of Discrete Mathematics, 49. North-Holland Publishing Co.,
Amsterdam. 1991.

M. Botur, I. Chajda, R. Hala§, M. Kolaftik. Tense operators on Basic Algebras.
Internat. J. Theoret. Phys., 50 (12), 3737-3749. 2011.

231



232

[9]

[10]

[11]

BIBLIOGRAFIA

M. Botur, J. Paseka. On tense MV-algebras. Fuzzy Sets and Systems 259.
111-125. 2015.

J. P. Burgess. Basic tense logic. Handbook of philosophical logic, Vol. II, 89—
133, Synthese Lib., 165, Reidel, Dordrecht. 1984.

S. Burris, H.P. Sankappanavar. A course in universal algebra. Graduate

Texts in Mathematics, 78. Springer-Verlag, New York-Berlin. 1981.

[12] A. Bialynicki-Birula, H. Rasiowa. On the representation of quasi-Boolean

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

(18]

[19]

algebras. Bull. Acad. Polon. Sci. CL. III 5, 259-261, XXII. 1957.

L. Cabrer, S. Celani. Priestley dualities for some lattice-ordered algebraic
structures, including MTL, IMTL and MV-algebras. Cent. Eur. J. Math. 4,4.
600-623. 2006.

J. L. Castiglioni, M. S. Sagastume, H. J. San Martin. On frontal Heyting al-
gebras. Rep. Math. Logic, 45. 201-224. 2010.

S. Celani, R. Jansana. Priestley Duality, a Sahlqvist Theorem and a
Goldblatt-Thomason Theorem for Positive Modal Logic. L. ]. of the IGPL,
7,6.683-715. 1999.

S. Celani, R. Jansana. A closer look at some subintuitionistic logics. Notre

Dame Journal of Formal Logic, 42. 225-255. 2003.

S. Celani, R. Jansana. Bounded distributive lattices with strict implication.

Mathematical Logic Quarterly 51. 219-246. 2005.

S. Celani, Simple and subdirectly irreducibles bounded distributive lattices
with unary operators. International Journal of Mathematics and Mathe-

matical Sciences Volume 2006 (2006), Article ID 21835, 20 pages, 2006.

S. Celani. Notes on the representation of distributive modal algebras.

Miskolc Mathematical Notes, 9, 2, 81-89. 2008.



BIBLIOGRAFIA 233

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

S. Celani, H. J. San Martin. Frontal operators in weak Heyting algebras. Stu-

dia Logica, 100, 1-2,91-114. 2012.

S. Celani, D. Montangie. Hilbert algebras algebras with supremum, Algebra
Univers. 67, 237-255. 2012.

S. Celani. Classical modal De Morgan algebras. Studia Logica, 98, 1-2. 251-
266. 2012

S. Celani, D. Montangie. Hilbert algebras algebras with modal operator <.
Studia Logica. 2014.

I. Chajda. Algebraic axiomatization of tense intuitionistic logic. Cent. Eur.

J.Math. 9, 5, 1185-1191. 2011.

I. Chajda, J. Paseka. Dynamic effect algebras and their representations. Soft

Computing, 16 (10), 1733-1741. 2012.

I. Chajda, M. Kolafik. Dynamic effect algebras. Math. Slovaca 62, 3. 379-
388.2012.

I. Chajda, J. Paseka. Tense operators in fuzzy logic. Fuzzy Sets Syst. 2014.
doi:10.1016/j.fss.2014.09.007

C. Chirita. Tense 0 —valued Moisil propositional logic. Int. J. of Computers,

Communications and Control. 5, 642-653. 2010.

C. Chirita. Tense 0-valued Ltukasiewicz—Moisil algebras. J. Mult. Valued
Logic Soft Comput. 17, 1. 1-24. 2011.

C. Chirita. Polyadic tense 0 —valued Lukasiewicz—Moisil algebras. Soft Com-

puting. 16, ,6. 979-987. 2012.

C. Chirita. Tense Multiple-Valued Logical Systems. PhD Thesis, University
of Bucharest, Bucharest, 2012.



234

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

BIBLIOGRAFIA

R. Cignoli. Algebras de Moisil de orden n. Ph.D. Thesis. Univ. Nacional del
Sur, Bahia Blanca, Argentina, 1969.

R. Cignoli. Moisil Algebras. Notas de Logica Matematica, 27, Univ. Nacional
del Sur, Bahia Blanca, Argentina. 1970.

R. Cignoli. Some algebraic aspects of many-valued logics. Brazilian Confer-

ence on Mathematical Logic, 3. 49-69. 1980.

R. Cignoli. Proper n-valued tukasiewicz algebras as S-algebras of

tukasiewicz n—valued propositional calculi. Studia Logica, 41, 3-16. 1982.

R. Cignoli, I. D’ Ottaviano, D. Mundici. Algebras das Logicas de
tukasiewicz, Campinas UNICAMP-CLE, 1995.

R. Cignoli, I. D’Ottaviano, D. Mundici, Algebraic Foundations of Many-

valued Reasoning, Kluwer, 2000.

R. Cignoli, S. Lafalce, A. Petrovich. Remarks on Priestley duality for dis-
tributive lattices. Order, 8, 3, 299-315. 1991.

R. Cignoli. Distributive lattice congruences and Priestley spaces. Proceed-
ings of the First "Dr. Antonio A. R. Monteiro”. 81-84, Univ. Nac. del Sur,
Bahia Blanca, 1991.

M. E. Coniglio, M. Figallo. Hilbert-style presentations of two logics associ-
ated to tetravalent modal algebras. Studia Logica, 102, 3, 525-539. 2014.

M. E. Coniglio, M. Figallo. On a four-valued modal logic with deductive
implication. Bull. Sect. Logic Univ. L6dz 43, 1-2, 1-17. 2014.

W. H. Cornish, P. R. Fowler. Coproducts of De Morgan algebras. Bull. Austral.
Math. Soc. 16, 1, 1-13. 1977.



BIBLIOGRAFIA 235

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

D. Diaconescu, G. Georgescu. Tense operators on MV-algebras and

Ltukasiewicz-Moisil algebras. Fund. Inform., 81 (2007), 4, 379-408. 2007.

M.]J. Dunn. Intensional algebras. Entailment, edited by A. R. Anderson and

N. D. Belnap Jr., Princeton University Press, Princeton. 180-206. 1975.

L. Diintsch, E. Ortowska,l. Rewitzky.Structures with multirelations, their

discrete dualities and applications. Fund. Inform. 100. 1-4, 77-98. 2010.

I. Diintsch, E. Ortowska. Discrete dualities for double Stone algebras. Studia
Logica, 99, 1-3, 127-142. 2011.

I. Diintsch, E. Ortowska. Discrete dualities for rough relation algebras.

Fund. Inform. 127, 1-4, 35-47. 2013.

I. Diintsch, E. Ortowska. Discrete dualities for some algebras with relations.

J. Log. Algebr. Methods Program. 83, 2, 169-.179 2014.

W. Dzik, E. Or towska, C. van Alten. Relational representation theorems for
general lattices with negations. Relations and Kleene algebra in comput-
er science. Lecture Notes in Comput. Sci., 4136, Springer, Berlin, 162-176.

2006.

L. Esakia. Topological Kripke models. Dokl. Akad. Nauk SSSR 214. 298-301.
1974

G. Epstein, A. Horn. Logics which are characterized by subresiduated lat-
tices. Zeitschrift fur Mathematiche Logik und Grundlagen der Mathe-
matik, 22. 199-210. 1976.

W. B. Ewald. Intuitionistic tense and modal logic. J. Symbolic Logic, 51, 1.
166-179. 1986.

[53] A. V. Figallo. Notes on generalized N—lattices. Rev. de la Uni6én Mat. Ar-

gentina, 35. 61-66. 1990.



236 BIBLIOGRAFIA

[54] A.V.Figallo, A. Ziliani. Symmetric tetra—valued modal algebras. Notas Soc.
Mat. Chile, 10, 1. 133-141. 1991.

[55] A.V.Figallo. On the congruence in four-valued modal algebras. Portugaliae

Math., 49. 249-261. 1992.

[56] A.V.Figallo. Tépicos sobre dlgebras modales 4—valuadas. Proceeding of the
IX Simposio Latino—Americano de Logica Matematica, Bahia Blanca, Ar-

gentina, Ed. vol. 39 de Notas de Légica Matematica, 145-157. 1992.

[57] A. V. Figallo. On the congruences in four-valued modal algebras. Portugal.

Math. 49, 2, 249-261. 1992.

[58] A. V. Figallo, P. Landini. On generalized I—algebras and 4—valued modal
algebras. Rep. Math. Logic, 29. 3-18. 1996.

[59] A.V.Figallo, A. Ziliani. Monadic Distributive Lattices. Preprints del Institu-
to de Ciencias Bésicas, U. N. de San Juan, Argentina. 2, 1. 19-35. 1997.

[60] A. V. Figallo, C. Sanza. Algebras de Lukasiewicz n x m—-valuadas con ne-

gacion Noticiero de la Unién Matematica Argentina. 93. 2000.

[61] A.V.Figallo, I. Pascual, A. Ziliani. Notes on monadic n—valued L.ukasiewicz

algebras. Math. Bohem. 129, 3. 255-271. 2004.

[62] A. V. Figallo, C. Sanza, A. Ziliani. Functional monadic n—valued

tukasiewicz algebras. Math. Bohem. 130, 4. 337-348. 2005.

[63] A.V.Figallo, I. Pascual A. Ziliani. Monadic Distributive Lattices. Logic Jour-
nal of IGPL, 15, 5-6. 535-551. 2007.

[64] A.V. Figallo, C. Sanza. Advances in monadic n x m—valued Lukasiewicz
algebras with negation. Abstracts of Lectures, Tutorials and Talks. Inter-
national Conference on Order, Algebra and Logics. Vanderbilt University,

Nashville, USA. 46. 2007.



BIBLIOGRAFIA 237

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

A. V. Figallo, C. Sanza. The NS, «,,—propositional calculus. Bulletin of the
Section of Logic, 35, 2, 67-79. 2008.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on SH,—algebras. Pioneer Journal

of Algebra, Number Theory and its Applications. 1, 1, 33-41. 2011.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Note on tense SH, —algebras. An. Univ. Craiova Ser.
Mat. Inform., 38, 4, 24-32. 2011.

A. V. Figallo, G. Pelaitay, C. Sanza. Discrete duality for TSH—algebras. Com-
mun. Korean Math. Soc., 27, 1, 47-56. 2012.

A. V. Figallo, C. Sanza. Monadic n x m—valued tukasiewicz-Moisil algebras.

Math. Bohem. 137, 4, 425-447. 2012.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Remarks on Heyting algebras with tense operators.
Bull. Sect. Logic Univ. L6dz 41, 1-2, 71-74. 2012.

A. V. Figallo, E. Bianco, A. Ziliani. A new algebraic version of Monteiro’s
four-valued propositional calculus. Open Journal of Philosophy, 4, 319-

331.2014.

A. V. Figallo, N. Oliva, A. Ziliani. Modal pseudocomplemented De Morgan
algebras. Acta Univ. Palacki Olomouc. 53, 1. 65-79. 2014.

A. V. Figallo, I. Pascual, A. Ziliani. Monadic distributive lattices and
monadic augmented Kripke frames. J. Mult. Valued Logic Soft Comput., 22,
1-2, 189-216. 2014.

A. V. Figallo, P. Landini. Several characterizations of the 4—valued modal

algebras. An. Univ. Craiova Ser. Mat. Inform., 41, 2. 154-165. 2014.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Tense operators on De Morgan algebras. Log. J. 1G-
PL 22, 2, 255-267. 2014.



238

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

(82]

[83]
[84]

[85]

(86]

[87]

(88]

BIBLIOGRAFIA

A. V. Figallo, G. Pelaitay. An algebraic axiomatization of the Ewald’s intu-
itionistic tense logic. Soft Computing. 18, 10, 1873-1883. 2014.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. Discrete duality for tense Lukasiewicz—Moisil alge-
bras. Fund. Inform., 136. 1-13. 2015.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. n x m-valued Lukasiewicz—Moisil algebras with

two modal operators. South American Journal of Logic. 2015.

A. V. Figallo, G. Pelaitay. A representation theorem for tense n x m—valued

tukasiewicz—Moisil algebras. Mathematica Bohemica. 2015.

J. Font and M. Rius. An abstract algebraic logic approach to tretavalent

modal logics. Journal of Symbolic Logic 65. 481-518. 2000.

J. Font, A. J. Rodriguez, A. Torrens. Wajsberg algebras. Stochastica 8. 5-31.
1984.

J. Font, M. Rius. An abstract algebraic logic approach to tetravalent modal

logics. J. Symbolic Logic 65. 2, 481-518. 2000.
D. Gabbay. Model theory for tense logics. Ann. Math. Logic 8. 185-236. 1975.
B. A. Galler. Cylindric and polyadic algebras. Proc. AMS, 8. 176-183. 1957.

E Garcia Olmedo. Un estudio algebraico de las logicas temporales. PhD

Thesis, Universidad de Granada, Granada, 1994.

G. Georgescu. A representation theorem for tense polyadic algebras. Math-

ematica, 21, 44, 2. 131-138. 1979.

G. Georgescu. A representation theorem for polyadic Heyting algebras. Al-

gebra Universalis, 14. 197-209. 1982.

G. Georgescu, C. Vraciu. Monadic Boolean algebras and monadic

Ltukasiewicz algebras. Stud. Cerc. Mat. 23, 1025-1048. 1971.



BIBLIOGRAFIA 239

[89]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

R. Goldblatt. Varieties of complex algebras. Ann. Pure Appl. Logic 44, 3,
173-242. 1989.

G. Gritzer. Universal algebra. Second edition. Springer-Verlag, New York-

Heidelberg, 1979.

G. Gritzer. General lattice theory. Second edition. New appendices by the
author with B. A. Davey, R. Freese, B. Ganter, M. Greferath, P. Jipsen, H. A.
Priestley, H. Rose, E. T. Schmidt, S. E. Schmidt, E Wehrung and R. Wille.
Birkh&duser Verlag, Basel, 1998.

P. Halmos. Algebraic Logic. 1. Monadic Boolean algebras. Compositio

Math., 12. 217-249. 1955
P. Halmos. Algebraic Logic. Chelsea, New York, 1962.

P. Halmos. Lectures on Boolean algebras. Van Nostrand Mathematical

Studies, No. 1 D. Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N.J. 1963.

L. Henkin, J. D. Monk, A. Tarski A. Cylindric algebras, 1. North-Holland.
1971.

L. Henkin, J. D. Monk, A. Tarski. Cylindric algebras, 11. North-Holland,
(1985).

L. Iturrioz. Modal operators on symmetrical Heyting algebras. Universal al-
gebra and applications, 289-303, Banach Center Publ., 9, PWN, Warsaw.
1982.

J. Jarvinen, E. Orlowska. Relational correspondences for lattices with oper-
ators. Relational methods in computer science. 134-146, Lecture Notes in

Comput. Sci., 3929, Springer, Berlin, 2006.

B. Jénsson, A. Tarski. Boolean algebras with operators. 1. Amer. J. Math. 73.

891-939. 1951.



240 BIBLIOGRAFIA

[100] B. Jénsson, A Tarski. Boolean algebras with operators. 11. Amer. J. Math.
74.127-162. 1952.

[101] J. A. Kalman. Lattices with involution. Trans. Amer. Math. Soc. 87. 485-
491. 1958.

[102] M. Kondo. Characterization Theorem of 4—valued De Morgan Logic.
Mem. Fac. Sci. Eng. Shimane Univ. Series B: Mathematical Science, 31. 73—

80. 1998.

[103] J. Kotas, A. Pieczkowski. On a generalized cylindrical algebra and intu-

itionistic logic. Studia Logica XVIII, 73-80. 1966.

[104] T. Kowalski. Varieties of tense algebras. Rep. Math. Logic., 32. 53-95. 1998.

[105] E Kroger. Temporal logic of programs. EATCS Monographs on Theoretical
Computer Science, 8. Springer-Verlag, Berlin, 1987.

[106] P. Landini. Extensiones monddicas de las dlgebras de Ockham. Tesis doc-
toral. Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina, Bahia Blan-

ca, 2011.

[107] E.]J.Lemmon. Algebraic semantics for modal logic. 1.11.. ]. Symbolic Logic,
31, 45-46, 191-218. 1966.

[108] I. Loureiro. Axiomatisation et propriétés des algebres modales tétrava-

lentes. C.R. Acad. Sc. Paris t. 295, Série I, 555-557. 1982.

[109] I. Loureiro. Algebras Modais Tetravalentes, Ph. D. Thesis, Faculdade de
Ciéncias de Lisboa, 1983.

[110] L. Loureiro. Prime Spectrum of a Tetravalent Modal Algebra. Notre Dame

Journal of Formal Logic, 24. 389-394. 1983.



BIBLIOGRAFIA 241

[111] I. Loureiro. Finite tetravalent modal algebras. Rev. Un. Mat. Argentina 31,

4,187-191. 1985.

[112] L. Maksimova. Pretabular superintuitionistic logics. Algebra i Logika 11

(1972), 558-570, 615.

[113] L. Maksimova. Pretabular extensions of Lewis’s logic S4. Algebra i Logika

14, 1, 28-55, 117. 1975.
[114] J. Monk. Polyadic Heyting algebras. Notices Amer. Math. Soc. 7. 735. 1966.

[115] A. Monteiro. Sur les algebres de Heyting symétriques. Portugal. Math. 39,
1-4.1-237.1985.

[116] A. Monteiro. Matrices de Morgan caractéristiques pour le calcul proposi-

tionnel classique. An. Acad. Brasil Ci. 32. 1-7. 1960.

[117] A.Monteiro. Axiomes indépendants pour les algebres de Brouwer. Rev. Un.

Mat. Argentina 17. 149-160. 1956.

[118] A. Monteiro, O. Varsavsky. Algebras de Heyting monddicas. Actas de las X
Jornadas de la Uni6on Matemadtica Argentina, Bahia Blanca, (1957), 52-62.
1957

[119] G. Moisil. Notes sur les logiques non—chrysippiennes. Ann. Sci. Univ. Jassy.

Sect. I. 27. 86-98. 1941.
[120] G. Moisil. Logique modale. Disquisit. Math. Phys. 2. 3-98. 1942

[121] G. Moisil. Le algebre di Lukasiewicz. An. Univ. Bucuresti Ser. Acta Logica

6.97-135. 1963.

[122] G. Moisil. Essais sur les logiques non chrysippiennes. Editions de 1A-

cadémie de la République Socialiste de Roumanie, Bucharest, 1972.



242 BIBLIOGRAFIA

[123] E. Ortowska, 1. Rewitzky. Duality via truth: semantic frameworks for
lattice-based logics. Log. J. IGPL 13. 4. 467-490. 2005.

[124] E. Ortowska, I. Rewitzky. Discrete dualities for Heyting algebras with oper-
ators. Fund. Inform. 81. 1-3, 275-295. 2007.

[125] E. Ortowska, 1. Rewitzky. Discrete duality and its application to reason-
ing with incomplete information. In Rough sets and Intelligent Systems

Paradigms. Lectures Notes in Computer Science 4585, 51-56. 2007.

[126] ]. Paseka. Operators on MV —algebras and their representations. Fuzzy

Sets and Systems. 232. 62-73. 2013.

[127] H. A. Priestley. Representation of distributive lattices by means of ordered
stone spaces. Bull. London Math. Soc. 2. 186-190. 1970.

[128] H. A. Priestley. Ordered topological spaces and the representation of dis-
tributive lattices. Proc. London Math. Soc. 3, 24. 507-530. 1972.

[129] H. A. Priestley. Stone lattices: a topological approach. Fund. Math. 84, 2.
127-143. 1974

[130] A. Prior. Time and Modality. Oxford, Oxford University Pres. 1957.
[131] A. Prior. Past, Present and Future. Oxford, Oxford University Press. 1967.
[132] A. Prior. Papers on Time and Tense. Oxford, Oxford University Press. 1968.

[133] H. Rasiowa, R. Sikorski. The Mathematics of Metamathematics. Second
Edition, PWN-Polish Scientific Publishers, Warsaw. 1968.

[134] H. Rasiowa. An algebraic approach to non-classical logics. Studies in Log-
ic and the Foundations of Mathematics, Vol. 78. North-Holland Publish-
ing Co., Amsterdam-London; American Elsevier Publishing Co., Inc., New

York. 1974.



BIBLIOGRAFIA 243

[135] G. Rousseau. Logical systems with finitely many truth-values. Bull. Acad.
Polon. Sci. Sér. Sci. Math. Astronom. Phys. 17. 189-194. 1969.

[136] G. Rousseau. Post algebras and pseudo-Post algebras. Fund. Math. 67.
133-145. 1970

[137] H. P. Sankappanavar. Distributive lattices with a dual endomorphism. Z.

Math. Logik Grundlag. Math. 31, 5, 385-392. 1985.

[138] C. Sanza. Notes on n x m—valued Lukasiewicz algebras with negation.

Log.J. IGPL 12, 6, 499-507. 2004.

[139] C. Sanza. Algebras de Eukasiewicz n x m—valuadas con negacion. Tesis

Doctoral. Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina, 2005.

[140] C. Sanza. n x m—valued Lukasiewicz algebras with negation. Rep. Math.

Logic 40, 83-106. 2006.

[141] C. Sanza. On n x m—valued tukasiewicz-Moisil algebras. Cent. Eur. J.

Math. 6, 3. 372-383. 2008.

[142] C. Sicoe. On many-valued Lukasiewicz algebras. Proc. Japan Acad. 43.

725-728. 1967.

[143] C. Sicoe. A characterization of Lukasiewiczian algebra. 1, 11. Proc. Japan

Acad. 43. 729-732, 733-736. 1967.

[144] R. Sikorski. Boolean algebras. Second edition. Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete, NeueFolge, Band 25 Academic Press Inc., New

York; Springer—Verlag, Berlin-New York 1964.

[145] M. Sholander. Postulates for distributive lattices. Canadian J. Math. 3. 28—
30. 1951.



244 BIBLIOGRAFIA

[146] M. H. Stone. The theory of representations for Boolean algebras. Trans.
Amer. Math. Soc. 40, 1. 37-111. 1936.

[147] W. Suchon. Matrix Lukasiewicz algebras. Rep. Math. Logic 4. 91-104.
1975.

[148] D. Surowik. Knowledge, time and intuitionism, http://www.computa-

tional-logic.org/content/events/iccl-ss-2005/talks/DariuszSurowik.pdf.

[149] S. K. Thomason. Semantic analysis of tense logic. ].Symbolic Logic, 30.
150-158. 1977.

[150] A. Ziliani, A. Algebras de De Morgan modales A—valuadas monddicas.
Tesis doctoral. Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina,

2001.



