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Introduccion

En los anos 40, Tarski introdujo las dlgebras cilindricas con el objeto de proveer de un
aparato algebraico para el estudio del célculo de predicados clasico (o ldgica de primer
orden). Estas ideas se plasmaron en los trabajos de Chin y Tarski (1948), Jénsson y Tarski
(1951) y Tarski y Thompson (1952) (ver por ejemplo [41]). Posteriormente, Halmos entra
en contacto con las algebras cilindricas en distintos seminarios dictados por Tarski y en
1956, publica su primer trabajo sobre dlgebras de Boole monddicas (o dlgebras monddicas),
que son algebras cilindricas de dimension uno. Las mismas son una contraparte algebraica
del célculo de predicados de primer orden donde solo figura una variable proposicional.
Los importantes trabajos de Halmos proveyeron de una herramienta fundamental en el
estudio de la teoria de la cuantificaciéon donde las representaciones topoldgicas juegan un
rol muy importante. En 1968, A. Diego y R. Panzone ([20]), estudiando cierto tipo de
problemas relacionados con la teoria de probabilidades, consideraron las algebras de Boole
con dos cuantificadores que conmutan, las mismas resultan ser las algebras cilindricas de
dimension dos libre de elementos diagonales (o D fy-dlgebras). Mads recientemente, estas
algebras fueron estudiadas por N. Bezhanishvili ([4]) y M. Figallo ([31]), entre otros. En [4]

el autor probé que el reticulo de las subvariedades de la variedad de las D f>-algebras tiene
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el cardinal del continuo. Mientras que, es bien sabido que el reticulo de las subvariedades
de la variedad de las algebras de Boole monadicas forma una cadena numerable. Estas
ultimas afirmaciones muestran que al agregar cuantificadores a una estructura algebraica

las algebras resultantes son méas complejas.

Por otra parte, en 1974, A. Monteiro y O. Varsavsky ([58]) introdujeron el concepto
de algebras de Heyting mondadicas, donde los cuantificadores no estan relacionados entre
si, es decir no es posible definir uno de ellos a partir del otro, como sucede en las dlgebras
monddicas donde dx =~ V ~ z y por lo tanto, debieron equipar a las algebras de Heyting
con los dos cuantificadores. Sin embargo, existen numerosos ejemplos donde solo basta
equipar a la estructura algebraica con un cuantificador, como son los casos de las MV-
algebras monddicas, estudiadas por Rutledge ([70]) en 1959 y por Lattanzi ([45]) en 2000,
las dlgebras de Lukasiewicz n-valentes monadicas consideradas por Abad ([1]) en 1987, las
algebras de De Morgan monddicas investigadas por Petrovich ([62]) en 1997 y las algebras
tetravalentes modales monadicas, estudiadas por Ziliani ([74]) en 2001. Cabe destacar
que todos los ejemplos citados anteriormente corresponden a estructuras algebraicas cuyo
soporte es un algebra de De Morgan especial y esto es justamente lo que permite que los
cuantificadores puedan estar interdefinidos. Sin embargo, debemos senalar que hay otras
clases de algebras donde esto también es posible, por ejemplo, tal es el caso de las dlgebras
de Tarski monadicas o las algebras Implicativas de Lukasiewicz monddicas introducidas y
estudiadas por A. V. Figallo en 1990 (][22, 23]).

Por otra parte, en los afios 50, Moisil ([53]) introdujo las dlgebras de Boole simétricas
para estudiar la teoria de circuitos y ellas fueron estudiadas por A. Monteiro en [57].
Posteriormente, este iltimo autor estudié las dlgebras de Boole ciclicas ([55]), es decir
algebras de Boole con un automorfismo de periodo k. Por otra parte, en 1975, Lee y
Keren-Zvi ([47]) introdujeron las dlgebras de Boole generalizadas en las cuales se extiende
la operacion de complementacion a una operacion més general y definen ademas una
operacién que es un automorfismo de periodo k. En ese articulo probaron que este tipo

de operaciones puede ser ventajosamente aplicado al diseno de sistemas digitales. Mas
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tarde, ideas similares fueron abordadas por diferentes autores y en distintas clases de
algebras, en particular para las T'M-algebras, las dlgebras de Lukasiewicz de orden n y las
MYV -algebras n-valentes. Cabe destacar que en las dos ultimas variedades mencionadas,
en el caso finito, a un algebra k-ciclica se le puede definir un cuantificador especial y vice
versa (ver [1, 45]).

Las consideraciones precedentes motivaron el estudio de los temas desarrollados en
esta tesis. En ella definimos e investigamos nuevas clases de dlgebras. Por un lado con-
sideramos las dlgebras de De Morgan pseudocomplementadas modales (o mpM-algebras)
con operadores adicionales; méas precisamente, con un automorfismo de periodo k, k € IN,
k > 2 o con un cuantificador. Cabe mencionar que en el caso finito dichos operadores no
pueden interdefinirse. Por otro lado, nos interesaremos en el estudio de las MV -dlgebras

equipadas con dos cuantificadores que conmutan.



Resumen

El volumen que aqui presentamos esta organizado en 6 capitulos. En el primero se
describen resultados conocidos que facilitaran la lectura de la tesis, el mismo no tiene
pretenciones de originalidad.

El Capitulo II esta organizado en siete secciones. Comenzamos senialando las motiva-
ciones para el estudio de operadores simétricos en las dlgebras de De Morgan pseudocom-
plementadas modales, a las que denominamos S-algebras. Posteriormente, determinamos
las algebras generadoras de esta variedad y mostramos que es semisimple. A continuacién,
estudiamos las algebras finitas y finitamente generadas lo que nos permitié afirmar que
es una variedad localmente finita. También determinamos la estructura de las S-algebras
libres con n, (n < w) generadores libres y exhibimos el nimero de elementos de la misma
en funcion del nimero de generadores. Completamos el capitulo determinando las condi-
ciones necesarias y suficientes para la existencia de epimorfismos entre S-algebras finitas.
Para ello, debimos realizar un estudio minucioso del espectro primo de las S-édlgebras,
en particular, probamos que el mismo se puede descomponer como una suma cardinal
especial. A partir de estos resultados contabilizamos el nimero de epimorfimos que es

posible definir entre algebras finitas y mostramos dicho niimero en casos particulares como
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las mpM-algebras, las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil de orden 3 y las algebras de Boole.
Finalizamos el capitulo describiendo el reticulo de las subvariedades de la variedad de las

S-algebras.

En el Capitulo III, introducimos y estudiamos las mpM-algebras enriquecidas con un
automorfismo de periodo k, donde k € IN, k > 2 a las que llamamos Ci-algebras. Los resul-
tados de este capitulo son la generalizacién natural de los obtenidos en el capitulo anterior
para de las S-algebras, que son el caso k = 2. Comenzamos presentando las propiedades
mas importantes de esta nueva estructura. Posteriormente, establecemos una correspon-
dencia entre conguencias y c-filtros, (i.e.: ciertos filtros especiales del algebra) lo que
permite determinar la familia de ultrafiltros asociada a cada c-filtro maxinal. Por otra
parte, determinamos las condiciones necesarias y suficientes para que una congruencia
sea maximal, lo que fue posible considerando una nueva operacién binaria, la implicacion
ciclica, y caracterizando a las congruencias por medio de los sistemas deductivos asociados
a esta implicacion. Ademas, las propiedades que verifica esta implicacion nos permitié
mostrar que la variedad de las Cp-algebras es semisimple. Por otra parte, estudiando el
espectro primo de una Cg-dlgebra y utilizando técnicas diferentes al caso k = 2, ya que la
estructura de las Cp-algebras es mucho més complejo que de las S-algebras, determinamos
las algebras generadoras de la variedad. También, mostramos que la variedad es finita-
mente generada y localmente finita. Por tltimo, determinamos el cardinal de la Ci-dlgebra
libre con un conjunto de n (n < w) generadores libres en funcién de los pardmetros k y n
y verificamos este resultado para los casos k =1 y k = 2 mostrando que ellos coninciden

con los ya obtenidos en [61] y en el Capitulo IT de esta tesis, respectivamente.

En el Capitulo IV, definimos las mpM-algebras monadicas (o M-éalgebras). A cada
algebra de esta nueva clase ecuacional, la tratamos como un par formado por una mpM-
algebra y un cuantificador existencial. En primer lugar, exhibimos propiedades y mostramos
la relacién existente entre estas algebras y otras estructuras conocidas. Ademads, a partir
de una familia especial de subalgebras de una mpM-algebra determinamos como obtener
todos los cuantificadores que la transforman en una M-algebra. A continuacion, iniciamos

un estudio topoldgico de las mismas, asociando a cada M-algebra un espacio compacto,
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Hausdorff y totalmente disconexo en el orden, enriquecido con una relacién de equiva-
lencia, al estilo de las dualidades de Halmos-Priestley. Esta primera representacion nos
permitié realizar un estudio exhaustivo de las congruencias. En particular, mostramos
que existe un isomorfismo entre el reticulo de ciertos subconjuntos abiertos, cerrados e
involutivos del espacio asociado a una M-4algebra y el reticulo de las M —congruencias
principales de la misma. Ademads, probamos que las congruencias principales y booleanas
coinciden y en el caso finito determinamos su cardinal. Luego, mostramos que las congru-
encias principales quedan también determinadas por ciertos filtros especiales del dlgebra,
completando el estudio de las mismas. Finalmente, terminamos el capitulo senalando
que, a diferencia de lo que ocurre en otras clases de algebras, aqui, no siempre, es posible

definir la estructura monddica partir de la k-ciclica.

En el Capitulo V, continuamos el estudio de las M-édlgebras y presentamos una se-
gunda representacion topoldgica la que nos permitié determinar las algebras generadoras
(finitas o infinitas) de la variedad. Primeramente, profundizamos el estudio del espectro
primo de las M-algebras, lo que nos permitié obtener una nueva representacion topoldgica
para estas algebras considerando la categoria de los sm-espacios y las sm-funciones. Dicha
dualidad cuenta con la ventaja de brindar méas informacion que la primera, sobre el efecto
de la relacion de equivalencia en el espacio. Por otro lado, probamos que las condiciones
que se le piden a los g-espacios (ver [9]) resultan adecuadas para que el espacio cociente
sea un espacio de Priestley con la topologia de identificacién y que la proyeccién candnica
sea una funcién continua que preserva el orden. Ademads, mostramos que este resultado
se tralada a las espacios de De Morgan monddicos ([62, p.84]) y a los sm-espacios, lo
que es fundamental para el estudio subsiguiente. Por otra parte, utilizamos conceptos de
topologia general tales como convergencia y acomulacién de redes (suceciones de Moore-
Smith) y el teorema de extensién de funciones continuas para espacios T3, entre otros,
para determinar las M-algebras generadoras de cardinalidad arbitraria. Finalmente, te-
niendo en cuenta algunos de los resultados precedentes, analizamos la relacion entre las
algebras de De Morgan mondadicas ([62]) y las dlgebras tetravalentes modales monadicas

([74]). En particular, probamos que toda &lgebra tetravalente modal equipada con un

viii



cuantificador especial es dlgebras de De Morgan monadicas una simple. Luego, estamos
en condiciones de decir que el reticulo de las subvariedades de algebras de De Morgan
monadicas es mucho mas complejo que el reticulo de las subvariedades de los Q-reticulos

distributivos acotados introducidos por Cignoli en [9].

Finalmente, en el Capitulo VI introducimos las MV -algebras con dos cuantificadores
que conmutan las cuales, como ya dijimos, son una generalizacion natural de las dlgebras
cilindricas de dimension dos libre de elementos diagonales. El tramtamiento de estas
algebras esta dado en términos de implicacion y negacién. Este hecho nos permite sim-
plificar los resultados establecidos por Di Nola y Grigolia [18] en cuanto a la caracteri-
zacién de los cuantificadores por medio de subélgebras relativamente completas especiales.
Ademds, probamos que esta nueva variedad tiene la propiedad de extensién de congru-
encias y que es a congruencias distributivas. Por otra parte, desarollamos una dualidad
topoldgica para estas algebras y como aplicacion de la misma, caracterizamos a las con-
gruencias por medio de ciertos subconjuntos cerrados del espacio asociado a un algebra.
Ademas, estudiamos la variedad generada por cadenas de longitud n + 1 (n < w)y, entre
otras resultados, probamos que se trata de una subvariedad semisimple y caracterizamos
sus miembros subdirectamente irreducibles. Finalmente, a partir de un algebra funcional
especial determinamos un conjunto importante de las algebras simples y exhibimos la

totalidad de ellas en el caso finito.
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Abstract

This volume is organized in six chapters. In Chapter I all the results presented are
well-known, but they were included either to facilitate the reading or to fix the notations

needed throughout the remainder chapters and it has no pretensions of originality.

Chapter II is organized in seven sections. We start pointing out the motivations for
the study of symmetric operators in modal pseudocomplemented De Morgan algebras,
which we called S-algebras. Subsequently, we determine the generating algebras of this
variety and we show that it is semisimple. Furthermore, we study the finite and the
finitely generated S-algebras which allows us to assert that this variety is locally finite.
We also determine the structure of the free S-algebras with n (n < w) free generators
and we exhibit a formula to calculate the cardinal number of these algebras in terms
of the number of its free generators. On the other hand, we establish necessary and
sufficient conditions for the existence of epimorphisms between finite S-algebras. To do
this, we make a thorough study of the prime spectrum of the S-algebras. In particular,
we prove that it can be decomposed as a special cardinal sum. From these results we
compute the number of epimorphims which can be defined between finite algebras. In
addition, we show that number in the particular cases of mpM-algebras, Lukasiewicz-
Moisil algebras of order 3 and Boolean algebras. We conclude the chapter describing the

lattice of subvarieties of the variety of the S—algebras.

In Chapter III, we introduce and study the mpM-algebras enriched with an automor-
phism of period k, where k& € IN, k£ > 2. We called them Cg-algebras. The results of
this chapter are a natural generalization of those obtained in the previous chapter for S-

algebras, because they are Ci-algebras when k£ = 2. First, we present the most important



properties of this new structure. Then, we establish a correspondence between the family
of congruences and the family of c-filters (ie: certain special filters of the algebra) which
allows us to determine a family of ultrafilters associated with each maxinal c-filter. More-
over, we determine necessary and sufficient conditions for a congruence to be a maximal
one. This result follows by considering a new binary operation called cyclical implication
and characterizing the congruences by means of the deductive systems associated with
this implication. In addition, the properties verified by this implication allow us to show
that the variety of Cy-algebras is semisimple. On the other hand, we determine the alge-
bras which generate this variety by applying different techniques of the ones used when
k = 2 because the structure of Ci-algebras is much more complex than the S-algebras.
Besides, we prove that the variety of Ci-algebras is finitely generated and locally finite.
Finally, we obtain the cardinal number of the free Cy-algebra with a set of n (n < w) free
generators in terms of the parameters k and n and we also verify this result for the case
k =1 and k = 2, showing that they coincide with those already obtained in [61] and in
Chapter II of this thesis, respectively.

Chapter IV is devoted to monadic mpM-algebras (or M-algebras). Each algebra of
this new variety is considered as a pair consisting of an mpM-algebra and an existential
quantifier. First, we obtain some properties and show the relationship between these
algebras and others well-known structures. Moreover, from a special family of subalgebras
of an mpM-algebra we determine how to get all the quantifiers that transform it into an
M-algebra. Next, we started a topological study of this variety associating to each M-
algebra a compact, Hausdorff and totally order-disconnected topological space enriched
with an equivalence relation, such as the Halmos-Priestley’s dualities. This first duality
allowed us to do an extensive study of the congruences. In particular, we show that there
is an isomorphism between the lattice of certain open, closed and involutive subsets of
the associated space of an M-algebra and the lattice of the principal M-congruences of
it. Furthermore, we prove that the principal and Boolean congruences coincide and we
calculate the number of them in the case of finite algebras. Besides, we show that the

principal congruences are also determined by certain special filters of the algebra. Thus
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the study of the congruences is completed. Finally, we ended the chapter by noting that,
unlike what happens in other classes of algebras, here it is not always possible to define

the monadic structure from the k-cycle one.

In Chapter V, we continue the study of the M-algebras and we present a second
topological representation which allowed us to determine the generating algebras (finite
or infinite) of this variety. First, we go in depth in the study of the prime spectrum of
the M-algebras, in order to obtain a new topological representation for these algebras
considering the category of the sm-spaces and the sm-functions. This duality has the
advantage of providing more information than the first on the effect of the equivalence
relation in the space. On the other hand, we prove that the conditions that verify the
g-spaces (see [9]) are suitable for the quotient space to be a Priestley space with the
identification topology, and for the canonical projection to be a continuous function that
preserves the order. Moreover, we show that this result is transferred to the monadic De
Morgan spaces ([62, p.84]) and to the sm-spaces, which is fundamental for subsequent
study. Furthermore, we use among others, general topological concepts as the convergence
and accumulation for nets (Moore-Smith sequences) and the extension theorem for the
continuous functions in T3-spaces, in order to determine the M-algebras of an arbitrary
cardinality which generates this variety. Finally, taking into account some of the previous
results, we analyzed the relationship between monadic De Morgan algebras ([62]) and
monadic tetravalent modal algebras ([74]). In particular, we prove that all tetravalent
modal algebra with a special quantifier is a simple monadic De Morgan algebra. Hence,
we can assert that the lattice of the subvarieties of monadic De Morgan algebras is much
more complex than the lattice of the subvarieties of Q)-distributive lattices introduced by

Cignoli in [9].

Finally, in Chapter VI we introduce the MV -algebras with two quantifiers which com-
mute. These algebras are a natural generalization of cylindric algebras of dimension two
free of diagonal elements. The study of them is done in terms of implication and negation.

This fact allows us to simplify the results established by Di Nola and Grigolia ([18]) with
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respect to the characterization of quantifiers by means of special relatively complete sub-
algebras. Besides, we prove that this new variety has the congruence extension property
and distributive congruences. Furthermore, we develop a topological duality for these
algebras which allows us to characterize the congruences by means of certain closed sub-
sets of the space associated with them. In addition, we study the variety generated by
chains of length n + 1 (n < w) and, among other results, we prove that it is a semisimple
subvariety and we characterize their subdirectely irreducible members. Finally, from a
special functional algebra we determine an important set of simple algebras and we show

all of them in the finite case.

xiii



Contents

Prefacio . . . . . .

Agradecimientos . . . . .. .. L

Introduccidn . . . . . .

Resumen . . . . .

Abstract . . . .

1 Capitulo I

1.1

1.2

Tépicos sobre dlgebra universal y categorias . . . . . . .. ... ... ...
1.1.1 Homomorfismos . . . . . . . . . .. .. ... ..
1.1.2 Congruencias y algebras cociente . . . . . . .. .. ... ... ...
1.1.3 Congruencias especiales . . . . .. .. ... .. ... ..
1.1.4 Algebras libres . . . . ..
1.1.5 Categorias . . . . . . . . ..
1.1.6  Variedades de algebras relacionadas con la tesis . . . . .. ... ..
Dualidades topolégicas para diversas clases de algebras . . . . . . . .. ..
1.2.1 Reticulos distributivos acotados . . . . . . . .. .. ...
1.2.2  Reticulos distributivos pseudocomplementados . . . . . . . . .. ..
1.2.3 Algebras de De Morgan . . . . . . .. ... ... .
1.24 MV-algebras . . . . . . . . ..

1.2.5 @ —reticulos distributivos acotados . . . . . .. ..o

2 Capitulo II

2.1
2.2
2.3
24

2.5

Introduccidn . . . . . ...
Las mpM —4&lgebras simétricas o S-algebras . . . . .. .. ... ... ...
La implicacién y los sistemas deductivos . . . . . . .. .. ... ... ...
Las S-algebras subdirectamente irreducibles . . . . . . .. .. .. ... ..
2.4.1 La subédlgebra K(A) de las constantes . . . . . . ... ... ... ..
2.4.2 Los T Ailtros maximales y los ultrafiltros . . . . . .. .. ... ..

Algebras finitas, finitamente generadas y libres . . . . . . . .. .. ... ..

11
11

vi

13
24
24
25
26
27
29



2.6 Epimorfismos entre S-algebras finitas . . . . . . .. .00 49
2.6.1 Descomposicion del espectro primo . . . . . .. ... 50
2.6.2 Construccion de los epimorfismos . . . . . . ... ... 53
2.6.3 Ejemplos. mpM-algebras, algebras de Lukasiewicz y de Boole . . . 60

2.7 El reticulo de subvariedades . . . . . . ... ..o 60

Capitulo II1 63

3.1 Operadores k-ciclicos en las mpM-algebras . . . . . . . .. .. ... ... .. 64

3.2 La implicacién ciclica y sus sistemas deductivos . . . . . . .. .. ... .. 68
3.2.1 Los sistemas deductivos generados . . . . . . .. ... ... 72
3.2.2  Determinacién de las congruencias maximales . . . . . . .. .. .. 73

3.3 Algebras generadoras de la variedad de las Cp-algebras . . . . .. ... .. 75

3.4 Cp-dlgebras libres . . . . . . . . . 79

3.5 Ejemplos. . . . .. 83
3.5.1 (Cy-éalgebras libres . . . . . . . . ... 83
3.5.2 (Cy-dlgebras libres . . . . . . . . ... 83
3.5.3 Cg-dlgebras libres con k primo . . . . . ... ... ... ... .. .. 84

Capitulo IV 85

4.1 Las mpM-algebras monadicas o M-algebras . . . . .. .. .. ... .... 86

4.2 Relacion entre subalgebras y cuantificadores . . . . . . ... ... ... .. 90

4.3 Representacion topoldgica de las M-algebras . . . . . . . . .. ... .. .. 92

4.4 Congruencias . . . . . . ... 97

4.5 La semi-simplicidad de la variedad de las M-algebras . . . . . ... .. .. 98

4.6 Un estudio topolégico de las M —congruencias principales y booleanas . . . 100
4.6.1 M—congruencias principales . . . .. .. ... L. 100
4.6.2 Otra caracterizacion de las M —congruencias principales . . . . . . 106

4.7 Relacion entre las M-éalgebras y las Cy-algebras . . . . . . .. .. ... .. 107

Capitulo V 108

5.1 Propiedades del espectro primo de las M-algebras . . . . . . ... ... .. 109



5.2 Segunda representacion topoldgica para las M-dalgebras . . . . . . ... .. 112
5.2.1 Los sm-espacios y las sm-funciones . . . . . .. .. ... ... ... 112
5.2.2 Propiedades de los sm-espacios . . . . . .. .. ... L. 113
5.2.3 Propiedades de las sm-funciones . . . . . .. .. .. ... L. 120

5.3 Espacios cocientes. . . . . . . . .. 122
5.3.1 Espacio cociente de un g—espacio . . . ... .. .. ... ... 122
5.3.2 Espacio cociente de un espacio de De Morgan monadico . . . . . . . 125
5.3.3 Espacio cociente de un sm-espacio . . . . . .. ... ... 126

5.4 Algebras generadoras de cardinalidad arbitraria . . . . .. . ... ... .. 131
5.4.1 Conceptos de topologia general . . . . . .. ... ... ... ... .. 136
5.4.2 Aglomeracién y convergencia de redes en los sm-espacios. . . . . . . 136
5.4.3 Teorema de extension de funciones continuas en los sm-espacios. . . 139
5.4.4 Determinacién de las M-algebras simples . . . . . . ... ... .. 148
5.4.5 Propiedades de los M-algebras simples finitas . . . . . . ... ... 149

5.5 Observaciones sobre las algebras de De Morgan monédicas simples y las
algebras tetravalentes modales monadicas . . . . . . .. .. ... ... ... 150

Capitulo VI 154

6.1 MYV-algebras con dos cuantificadores que conmutan . . . . . . .. ... .. 155

6.2 Introduccidén . . . . . . . ... 155

6.3 Preliminares . . . . . . . . ... 155

6.4 MV-dlgebras biadicas . . . . . . . . .. ... 157

6.5 @-subdlgebras y cuantificadores . . . . . . ... ... 161

6.6 Representacién y dualidad topoldgica para MMV -algebras . . . . . . . .. 170

6.7 Congruencias y cerrados-saturados especiales . . . . . . .. .. .. ... .. 178

6.8 Dualidad de Halmos-Priestley para BMV-algebras . . . . . ... ... .. 181

6.9 La variedad generada por MV -cadenas finitas . . . . . .. ... ... ... 183

6.10 Algebras funcionales biddicas y dlgebras simples . . . . . . . . .. ... .. 185

6.11 Conclusiones finales . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 191

6.11.1 MV, -algebras monadicas simples . . . . . ... ... ... .... 191



6.11.2 MYV, -4lgebras biandicas simples

7 Referencias



1 Capitulo I

En lo que sigue supondremos conocida la teoria de los reticulos distributivos, pero el
lector interesado en ampliar detalles sobre este tema puede consultar, por ejemplo [2, 6].
También daremos por conocidas las nociones basicas de dlgebra universal. Sin embargo,
con el objeto de facilitar la lectura del texto y ademés fijar las notaciones que utilizaremos,
en la Seccién 1.1 repasaremos aquellas nociones de algebra universal que vamos a utilizar

con cierta frecuencia. Mds informacién sobre estos temas pueden consultarse en [8, 35].

1.1 Topicos sobre algebra universal y categorias

Sea A un conjunto no vacio y n un nimero natural. Una operaciéon n—aria sobre A es
cualquier funcién f : A” — A, donde n es la aridad de f. Si n = 0, una operaciéon O—aria
es una constante de A. Una operacién finitaria sobre A es una operacion n—aria para

algin nimero natural n.

Un lenguaje o tipo de dlgebras es un conjunto F, cuyos elementos se llaman simbolos

de funcién, tal que a cada miembro de F se le asigna un nimero natural n, llamado aridad



de f y f se denomina simbolo de funciéon n—ario.

Si F es un lenguaje de élgebras, entonces un élgebra A de tipo F es un par (A, F)
donde A es un conjunto no vacio y F' es una familia de operaciones finitarias sobre A
indexada por F, tal que a cada simbolo de funcion n—ario f € F, le corresponde una
operaciéon n—aria f4 sobre A que pertenece a F. El conjunto A se llama universo o
soporte del algebra A = (A, F'). En lo que sigue, cuando no haya lugar a confusion, escri-
biremos f en lugar de f4 y si F es finito, por ejemplo F = {fi, fa, ..., fx}, escribiremos
(A, f1, fa, ..., fr) en lugar de (A, F'). En este caso, si n; es la aridad de f; para 1 <1i <k,

también diremos que A es de tipo (ny,na, ..., ng).

Con el objetivo de simplificar la notacion, en algunos casos representaremos al algebra
(A, F) por su conjunto soporte A.
1.1.1 Homomorfismos

Sean A y B dos &lgebras del mismo tipo F. Una funcién h : A — B se dice un
homomorfismo de A en B si para cada simbolo de funciéon n—ario f € F y para toda

n—upla (ay, as, ..., a,) tenemos

(Ho) h(fA(a1,as,...,a,)) = fB(h(a1), h(as),. .., h(ay,)).

Si h es inyectiva, diremos que h es una inmersion. En el caso que h es sobreyectiva,
diremos que h es un epimorfismo y que B es una imagen homomorfica de A. Diremos que

A es isomorfa a B y escribiremos A ~ B si existe un homorfismo biyectivo entre A y B.

1.1.2 Congruencias y algebras cociente

Sea A un dlgebra de tipo F y sea 6 C A x A una relacién de equivalencia. Entonces diremos

que # es una congruencia sobre A si satisface la siguiente propiedad de compatibilidad:

(PC) para cada simbolo de funcién n—ario f € F y elementos ay,as, ..., an, by, ba, ...,

b, € A, sia;0b;, para todo 1 <i <n, entonces

fAlay, as, ... an)0 fA(b1, by, ..., by).



El conjunto de todas las congruencias sobre un dlgebra A lo denotaremos por C'on(A).
Si @ € Con(A), entonces el dlgebra cociente de A por 6 que representaremos 4/6, es el

algebra cuyo universo es A/ y cuyas operaciones estan definidas por

fA/0(|a1|97 |a2|97 R |an|9) = |fA(a1> az, ..., an)|9>

donde ay, ag,...,a, € Ay f esun simbolo de funcién n—aria en F. Las dlgebras cocientes
de A son del mismo tipo que A. De esta definicién resulta que la aplicaciéon candnica

q: A—> A/0 es un epimorfismo.
Un resultado importante es el siguiente:

Si A es un dlgebra, entonces Con(A) ordenado por la relacion de inclusion es un re-
ticulo acotado y completo, cuyo primer elemento es la relacion id identidad sobre A y

cuyo ultimo elemento es A x A.

El reticulo de las congruencias de un reticulo es siempre distributivo aunque el reticulo

general no lo sea.

El reticulo de las congruencias caracteriza a las dlgebras subdirectamente irreducibles

del siguiente modo:

Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si, y solo si, Con(A)\ {ida} tiene primer
elemento.

Es decir, A es subdirectamente irreducible si, y sélo si, existe 6; € Con(A), 0, # ida
tal que 6, C 6 para toda 6 € Con(.A).

Un teorema fundamental debido a G. Birkhoff es el siguiente:
Toda dlgebra con mds de un elemento es isomorfa a un producto subdirecto de una familia

de dlgebras subdirectamente irreducibles.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de algebras subdirectamente i-
rreducibles son las simples, donde un dlgebra A con méas de un elemento es simple si, y

solo si, las unicas congruencias de A son las triviales, es decir idq y A X A. Ademds, un



algebra A con mas de un elemento se dice semisimple si es producto subdirecto de una
familia de algebras simples.

1.1.3 Congruencias especiales

Algebras a congruencias distributivas

Un algebra A es a congruencias distributivas si Con(.A) es distributivo. Una clase K de
algebras es a congruencias distributivas si, y sélo si, toda algebra de K es a congruencias
distributivas.

Algebras a congruencias conmutativas

Un &lgebra A es a congruencias conmutativas si se verifica 61 o 5 = 5 o 01, para toda
01, 02 € Con(A). Una clase K de dlgebras es a congruencias conmutativas si, y sélo si,

toda algebra de X es a congruencias conmutativas.

Las congruencias conmutativas de un algebra A pueden ser caracterizadas de la si-

guiente manera:

Si 01,05 € Con(A), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(CC1) 0100y =0500,
(CC2) 91 V 92 = 91 o) 92,

(CC?)) 91 9] 92 Q 92 9] 91.

Algebras a congruencias débilmente regulares

Un élgebra A es a congruencias débilmente regulares si .4 tiene una constante 1y |1l =
|1|¢ implica © = ® para cada ©, & € Con(A).



1.1.4 Algebras libres

Sea I una clase de algebras de tipo F y sea £ € K. L es un algebra que tiene a G como

conjunto de generadores libres si se verifican las dos condiciones siguientes:
(AL1) [G] =L,

(AL2) para cada algebra B € K y cada funcién f : G — B existe un homomorfismo
h: L — B que extiende a f, esto es se verifica h(g) = f(g), para todo g € G.

El homomorfismo h de (AL2) es tnico, y si £ es un dlgebra de K con un conjunto G’

de generadores libres tal que existe una biyeccién de G en G’ entonces £ ~ L' (ver [6]).

1.1.5 Categorias

A continuacién repasaremos algunas definiciones y resultados basicos de la teoria de cate-
gorias seran necesarias para la lectura de este trabajo. Para una mayor informacion sobre

este tema sugerimos consultar [50] y [34].

Una categoria C' estd formada por:
(i) una colecciéon Ob(C') cuyos miembros son llamados objetos,
(ii) una coleccién Morf(C') cuyos objetos son llamados morfismos,

(iii) dos operaciones dom, cod : Morf(C) — Ob(C) que asigna a cada morfismo f
dos objetos llamados dominio y codominio de f respectivamente. Si A = dom(f) y
B = cod(f) escribiremos f: A — B o A 7, B,

(iv) una operacién o : Morf(C) x Morf(C) — Morf(C) que asigna a cada par f,g
con dom(f) = cod(g) el morfismo g o f llamado composicién de f con g que tiene
dom(g o f) = dom(f) y cod(g o f) = cod(g) y tal que se verifica la ley asociativa
siguiente: para toda terna f, g, h en Morf(C) tal que cod(f) = dom(g) y cod(g) =

dom(h) entonces

ho(gof)=(hog)of,
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(v) un operador id : Ob(C) — Morf(C) que asigna a cada objeto A un morfismo
idy : A — A, llamado morfismo identidad de A tal que se verifique la siguiente ley

de identidad: para todo par de morfismos f : A — By g: B — ( resulta
idpof=fy goidg=y.
Dada una categoria C' en lo que sigue denotaremos:

(i) C(A, B) para representar la coleccion de todos los morfismos con dominio A y

codominio B.

(i) A € Ob(C) y f € C(A, B) para indicar que A es un objeto de C' y que f es un

monomorfismo de A en B en C.

A partir de una categoria dada una manera de obtener nuevas categorias es con-
siderando, entre otras, la categoria dual y subcategorias.
Categoria dual

Sea C una categoria. Llamaremos categoria dual (u opuesta) de C' y la notaremos C? a

la categoria donde:
(i) Ob(C) = Ob(C),

(ii) para cada morfismo f: A — B en C tenemos el correspondiente morfismo f :
B — A en C? tal que cod(f?) = dom(f) y dom(f?) = cod(f) y estos son los

unicos morfismos en C'P,

(iii) para todo par P, g°? en Morf(C) tal que dom(g°?) = cod(fF) se tiene:

970 [ = (fog)".
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Subcategorias
Sea C' una categoria. Una categoria D es una subcategoria de C' si se verifica:
(i) Ob(D) <€ 0b(C),
(ii) para todo A, B € Ob(D), D(A,B) C C(A, B),
(iii) las composiciones e identidades coinciden con las de C.
Una subcategoria D de C se dice llena si, y sélo si, para todo A, B € Ob(D),

D(A, B) = C(A, B).

Morfismos especiales

Sea C una categoria y sean f € C(A,B) y D € Ob(C'). Diremos que:

(i) f es un monomorfismo si para todo g, h € C(D, A) tal que f o g = f o h, entonces
g=nh,

(ii) f es un epimorfismo si para todo g,h € C(B, D) tal que go f = h o f, entonces
g=h,

(iii) f es un isomorfismo si, y sélo si, existe un morfismo g € C(B, A) tal que go f = idy

y fog=1idp.

Se verifica que todo isomorfismo es un epimorfismo y un monomorfismo pero la reciproca

no es valida.

Funtores

Sean C'y D categorias entonces:

(i) Un funtor covariante 7" : C — D es una correspondencia que asigna a cada
A € Ob(C) un objeto T'(A) en D y a cada morfismo f € C(A, B) un morfismo de
T(f)e D(T(A),T(B)) tal que :
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(CO1) para todo A € Ob(C), T(ida) = idp(ay,
(CO2) si f:A— Byg:B— CenC,entonces T(fog)=T(f)oT(g).

(ii) Un funtor contravariante T': C — D es una correspondencia que asigna a cada
A € Ob(C) un objeto T'(A) en D y a cada morfismo f € C(A, B) un monomorfismo
de T'(f) de D(T(B),T(A)) tal que :

(CT1) para todo A € Ob(C), T'(ida) = idr(a,
(CT2) sif:A— Byg:B— CenC,entonces T'(fog)=T(g)oT(f).

Tenemos las siguientes clases especiales de funtores:

Un funtor T : C — D se dice:

(i) lleno si para todo par A, B € Ob(C) y para todo morfismo g € D(T(A),T(B))
existe un morfismo f € C(A, B) tal que g = T(f).

(ii) fiel si para todo par A, B € Ob(C) y para todo par de morfismos f,g € C(A, B) tal
que T(f) =T(g) en D(T(A), T(B)) implica que f = g.

Equivalencia natural

Sean C'y D categorias y sean F' : C — D, G : C — D funtores. Una familia de
morfismos {74 : F'(A) — G(A)}acop(c) se dice una transformacion natural si para cada
h € C(A, B) se verifica que G(h) o 74 = 75 0 F'(h).

Ademas, F'y G se dicen naturalmente equivalentes si 74 es un isomorfismo para todo
A€ 0b(0).

Diremos que las categorias C'y D son naturalmente equivalentes si existen /' : C —
D, G:C — D tales que F o G y G o F' son naturalmente equivalentes a los funtores

idp e id 4, respectivamente.
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1.1.6 Variedades de algebras relacionadas con la tesis

A continuacion daremos diversos ejemplos de algebras que utilizaremos mas adelante
y también repasaremos algunas propiedades y resultados que seran necesarios para el

desarrollo posterior.

1. Algebras de Boole
Un algebra de Boole es un algebra (L, V, A, ', 0,1) de tipo (2,2, 1,0,0) donde el reducto

(L,V,N,0,1) es un reticulo distributivo acotado y se satisfacen las siguientes condiciones:
(B1) zA2' =0,
(B2) zva' =1

Las algebras de Boole, introducidas por G. Boole en 1850, son los modelos algebraicos
del célculo proposicional de la légica clasica. Para una mayor informacién sobre estas

algebras se pueden consultar, por ejemplo [39].

2. Reticulos distributivos pseudocomplementados

Existen en la literatura numerosas generalizaciones de las algebras de Boole en las
cuales la negacion es reemplazada por diversas operaciones unarias, que satisfacen algunas
de las propiedades de la operacion original. Una de ellas son los reticulos distributivos
pseudocomplementados cuyo estudio comenzé con un trabajo de V. Glivenko ([37]) en
1929.

Un algebra (L, A, V,*,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un reticulo distributivo pseudocom-
plementado (o p—dlgebra) si (L, A\, V,0, 1) es un reticulo distributivo acotado tal que para

cada a € L, el elemento a* es el pseudocomplemento de a; i.e. < a* siy sélosiaAx = 0.

Cabe destacar que numerosos autores tales como H. Lakser y G. Grétzer ([36]) de-
nominaron a estas algebras p—dlgebras distributivas ya que el nombre de p—élgebras en
general, es utilizado por autores tales como H. P. Sankappanavar ([71]), T. Hecht y T.

Katrindk ([40]) para las no necesariamente distributivas.
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En 1949, P. Ribenboim ([67]) mostré que la clase de las p—algebras constituyen una
variedad. Mas precisamente, probé que estas algebras son reticulos distributivos acotados

con una operacion unaria adicional * que verifica las siguientes identidades:
(R1) x A (zANy) =z Ay*,

(R2) x AO* =z,

(R3) 0** = 0.

Es bien conocido que en toda p—algebra L se verifican las siguientes propiedades para
todo a,b € L:

(P1) ana* =a™ Na* =0,

(P2) a Ab=0si,y solo si, a < b,
(P3) a < a*,

(P4) a** = a*,

(P5) a Ab=0si,y sélo si, a*™* Ab =0,
(P6) a < bimplica b* < a*,

(P7) (aVb)*=a*Ab*,

(P8) (a Ab)™ = a™ Ab™,

(P9) (a™ VvV b™)™* = (aVb)*,
(P10) (aVa*)* =0.

3. Algebras de De Morgan

Un dlgebra de De Morgan (o M —dlgebra) es un algebra (L, V, A, ~, 0, 1) de tipo (2,2, 1,0, 0)

donde el reducto (L, V, A, 0, 1) es un reticulo distributivo acotado y se verifican las siguien-

tes condiciones:
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(M1) ~~ 2 =a,
(M2) ~(zVy)=r~aA~y.

En lo que sigue y por simplicidad, al dlgebra de De Morgan (L, V, A, ~,0, 1) la notaremos
con (L, ~).

De la definicion resulta que en toda M—algebra se verifican las siguientes propiedades:
(M3) = <ysi, ysolosi, ~y <~ zx,
(M4) ~ (z Ay) =~ aV~y,
(M5) ~ 1 =0.

(M6) Si (L,~) es una M-algebra con més de un elemento, se puede definir sobre el con-
junto X (L) de todos los filtros primos de L la transformacién ¢ llamada transfor-
macion de Birula y Rasiowa que a cada P € X (L) le asigna o(P) = L\ ~ P € X(L),
donde ~ P = {~z :x € P} ([5]). Las dos propiedades importantes de ¢ son:

(p1) pp(P) = P, para cada P € X(L),
(p2) si P, @ € X (L) son tales que P C @, entonces ¢(Q) C ¢(P).

La nocién de algebra de De Morgan fue estudiada por A. Bialynicki-Birula y H. Ra-
siowa ([5]) y por H. Rasiowa ([66]) como un instrumento algebraico para el estudio de
l6gicas constructivas con negacién fuerte. Estos autores dan en sus trabajos a las dlgebras

de De Morgan el nombre de dlgebras quasi—booleanas.

4. Algebras de De Morgan pseudocomplementadas
El estudio de algebras mas complejas en las cuales dos o mas generalizaciones de las
algebras de Boole ocurren simultaneamente dieron origen, entre otras, a las dlgebras de

De Morgan pseudocomplementadas.

Un dlgebra de De Morgan pseudocomplementada es un algebra (L, A, V,~.*.0,1) de
tipo (2,2,1,1,0,0) tal que (L,A,V,*,0,1) es una p—algebra y (L,A,V,~,0,1) es un

algebra de De Morgan, es decir se verifican las siguientes condiciones:
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(A1) zV1=1,

(A2) x A (zVy) ==z,

(A3) 2 A (yVz)=(xAy)V(zAz),
(Ad) ~~x =1,

(AD) ~(zVy)=~aA~y,

(AG) A (zANy) =z Ay*,

(A7) 2 A0* = 2, donde 0 =~ 1,
(A8) 0** = 0.

Cabe destacar que en la definicién anterior no se establece ninguna relacion entre las
operaciones ~ y *.

En [69], A. Romanowska denominé a estas algebras pM —élgebras y determind las
pM —3élgebras subdirectamente irreducibles. Posteriormente, H. Sankappanavar [72] ca-
racterizd, entre otros resultados, a todas subvariedades que poseen las congruencias ecua-

cionalmente definibles.

5. Algebras de Lukasiewicz trivalentes

La teoria de las algebras de Lukasiewicz trivalentes fue introducida y desarrollada por
Gr. Moisil [52]. A. Monteiro (ver [56, 54]) indicé una axiomdtica equivalente a la dada
por Moisil y la que daremos a continuacion es debida a L. Monteiro (ver [59]).

Un algebra (A, V, A, ~,V,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0) se dice un , dlgebra de Lukasie-
wicz trivalente si el reducto (A, V, A, ~,0,1) es un algebra de De Morgan y se satisfacen

las identidades:
(L1) ~x Vv Vz =1,

(L2) ~z AV =~zAcz,



17
(L3) V(x Ay) =Vaz AVy.

6. Algebras tetravalentes modales
En 1978, A. Monteiro introdujo a las algebras tetravalentes modales como una gen-
eralizacién de las algebras Lukasiewicz trivalentes omitiendo la identidad (L3). Ma&s pre-

cisamente,

Un élgebra (A, V, A, ~,V,0,1) de tipo (2,2,1,1,0,0) es un dlgebra tetravalente modal
(o T'M —dlgebra), si el reducto (A, V, A, ~,0, 1) es un algebra de De Morgan y se satisfacen
las identidades (L1) y (L2) indicadas anteriormente.

La teoria de las T'M —&lgebras ha sido desarrollada por I. Loureiro en [48, 49] y A. V.
Figallo en [25, 26, 28]. J. Font y M. Rius indicaron, en la introduccién del importante
trabajo [32], una breve pero detallada resena histérica sobre estas algebras.

En [49], I. Loureiro demostrd que si A es una 7'M —algebra con més de un elemento,
entonces existe un conjunto no vacio X tal que A es isomorfa a una subdlgebra de 7;%,
con Ty = (Ty,V,N\,~,V,1), donde Ty = {0,a,b, 1} tiene el diagrama de Hasse indicado

en la figura y ~,V estan definidas por medio de las siguientes tablas:

1 rz |~z | Vx
0 1 0
a b al|l a 1
bl b 1
T
0 1 0 1

Denotaremos con 73, 7, y 7T, a las tnicas subalgebras de 7.

1 1
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T3 y 7, son algebras isomorfas.

4. Algebras de De Morgan pseudocomplementadas modales

Estas estructuras surgieron con el propodsito de determinar la subclase maximal de las
algebras de De Morgan pseudcomplementadas que admiten una estructura de T'M —algebra
(ver A.V. Figallo and P. Landini [27]) y las que denominaron algebras de De Morgan
pseudcomplementadas modales (6 mpM — &algebra). Posteriormente, A. V. Figallo, en
[26], mostr6 que toda mpM —élgebra es una 7'M —algebra definiendo Vo =~ (~ x A x*¥)
(Ax =~V ~x).

Un dlgebra de De Morgan pseudocomplementadas modal es una pM —algebra que ver-

ifica la siguiente condicion:
(A9) zV~z <oVt

Las siquientes propiedades de las mpM — algebra fueron determinadas por N. Oliva

en [61] y forman parte de su tesis de Magister.

Proposicién 1.1. [61] En toda mpM —dlgebra se verifican las siguientes propiedades:
(A10) ~az*V ~a =1,

(A11) (~a)* <~ 2zt

(A12) zA~ (~a) <o A~z

(A13) (~z)" Nz A~ (~x) =0,

(Al4) ~ (~z)'V ~vzV(~ax) =1,

(AL5) (~ (~x)")" <,

(AL6) (~ (z Ay))" = (~x)" Al~y)

(A17) (z* Ny)** =z* ANy™* = (x Vy*)*.



Lema 1.2. En toda mpM -dlgebra valen las siguientes propiedades:

(T1) A0 =0, Al =1,
(T2) Ax <=z, z <Vuz,
(T3) six <y entonces Nz < Ay,
(T4) Ax es un elemento booleano y su complemento es ~ Az,
(T5) (~ Ax)* = Az,
(T6) (~ Ax)* = A~ )7,
(T7) AAx = Az, AVz =Vz, VAzr = Az
(T8) (Az)* =~ Az,
(T9) A ~ Az =~ Az,
(T10) A(x Ay) =LxNAy, V(xVy)=VazVVy,
(T11) six € AA si, y solo si, x = Ax, si, y solo si, © = Vz,
(T12) AA es una subdlgebra de A,
(T13) ~zAAx=0(6xVV ~z=1),
(T14) v ~ Az =1,
(T15) A(AzVy) =LAz V Ay,
(T16) A(~ Az Vy) =~ Az V Ay,
(T17) V(Ax ANy) = Ax AVy,
(T18) A(VxVy)=VaV Ay.

(T19) Vz es un elemento booleano y su complemento es ~ Vz,

19
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Dem. Para la prueba de (T1) a (T16) ver [61].

(T17) V(AzAy) =~ A(~ AxV ~ y). Entonces, de (T16) tenemos que V(AzAy) =~
(~ Az VA~y)=AxA~NA~y=AxA\Vy.

(T18) A(Vx Vy) =~ V(~ VA ~ y) =~ V(A ~ zA ~ y) y teniendo en cuenta
(T17) resulta que A(VzVy) =~ (A ~z AV ~y)=(~A~zV~Vr~y) =VzVAy.
a

Teorema 1.3. [61] Las tnicas mpM —dlgebras subdirectamente irreducibles son, salvo

isomorfismo, las dlgebras B, T y M indicadas a continuacion:
(a) B={0,1} con0<1,~0=0"=1,~1=1*=0,
(b) T=40,a,1}, con0<a<1l,~a=a,a*=0,~0=0"=1,~1=1"=0,

(¢) M ={0,a,b,1} cona £b,b Lay0<ab<l, ~b=a"=b, ~a=>b" =a,
~0=0=1,~1=1"=0.

1 1
1
0 0 0
B T M

Del Teorema anterior resulta que 7' no es una subalgebra de M ya que ¢* =0y a* = b.

Esto muestra que la variedad de la mpM-algebbras difiere de las de las T'M-algebras.

5. Algebras de Lukasiewicz-Moisil de orden n
Las algebras de Lukasiewicz-Moisil de orden n han sido ampliamente estudiadas. Para
ver el desarrollo y propiedades de estas algebras se puede consultar [7]. Las mismas pueden

ser definidas del siguiente modo:

Un dlgebra de Lukasiewicz-Moisil de orden n, n > 2, es una algebras £ = (L, A\, V,
~,0,1 {piti<i<n—1) de tipo (2,2,1,0,0,{1}1<i<n—1) donde se satisfacen las siguientes

condiciones:
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LM1. (L,A,V,~,0,1) es un algebra De Morgan.

Las funciones 1, -+ ,¢,—1 : L — L son homomorfismos de reticulos acotados tales que

para todo x,y € L verifican las siguientes condiciones:

LM2. ¢;(z)V ~ p;(x) =1, para todo i € I,,_1, donde I; = {1,--- I},
LM3. @i(z)A ~ @;(x) =0, para todo i € I,,_1,

LM4. gipj(x) = pj(x), para todo i,j € 1,1,

LM5. ¢i(~ ) =~ ¢;(z), para todo i, j € I,_1, i+ j = n,

LMG6. ¢1(z) < ¢a(z) < -+ < ppa ().

LM7. si p;i(z) = ¢i(y), para todo i = 1,--- ,n — 1, entonces x = y. (principio de determi-

nacién de Moisil)
Como consecuencia de la definiciéon anterior se tiene que:

e Six,y€ L, entonces x < y si, y sélo si, p;i(z) < p;(y), paratodoi=1,--- ,n—1,
o v1(z) <z <, 1(x), para todo x € L.
6. MV-algebras

A continuacién expondremos las definiciones y propiedades bésicas de estas dlgebras,

necesarias para el resto del trabajo. En primer lugar recordemos que

Una MV -dlgebra es un algebra A = (A, —,~,1) de tipo (2,1,0) que verifica las

siguientes identidades:
(wl) 1 »z=ua,
(w2) (z—=y) = ((y—2) = (@—2)=1,

(W3) (x —y) —»y=(@y—2x) —u,
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(wd) (~vy =~ o) = (2 —y) =1

Es bien sabido que las MV -algebras pueden ser definidas otras operaciones, mas precisa-

mente:
1=~0, rTPYy=~x—Y,
T Oy =~ (~a®~y), rVy=~(~r@y) by =(r—y) =y,

TNy =~ (~aV~y),
donde A y V son las operaciones de infimo y supremo definidas en un reticulo, respecti-

vamente.

Si consideramos las operaciones € y ® como operaciones primitivas, entonces tenemos
que (A, &, ®,0) es una MV -algebras en el sentido de Chang (ver [15]) y es equivalente a
la formulacién dada en términos de la implicacién y negacion (ver [33]). Por otra parte, es
sabido que la categoria de las MV -algebras es equivalente a la categoria de los [-Grupos

con unidad fuerte (ver [60]) y que valen las siguientes propiedades:

(1) a® Aai= N\a®aw),

(2) a® E\/jcu = E\/j(a@ a;),
(3) E/\I(a —a;) = (a— E/\Iai),

Notaremos con B(A) al conjunto de los elementos booleanos de A y se verifica que
B(A)={z € A:x®x = x}. A continuacién, exhibiremos propiedades bien conocidas

que caracterizan a los elementos de B(A).

Lema 1.4. (ver [11]) Sea A una MYV -dlgebra, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) a € B(A),
(ii) aA ~a =0,

(iii) a™ = a, para todo entero positivo n.
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En lo que sigue utilizaremos indistintamente todas las operaciones que se pueden
definir sobre una MV -algebra. Con el propdsito de facilitar la lectura daremos a con-

tinuacion un lista de reglas de céalculo, cuyas demostraciones pueden ser encontradas en
[11, 68, 33]:

Lema 1.5. En toda MV -dlgebra valen las siqguientes propiedades:
(wh) z—1=1

(W6) @ ~x =1,

(W7) z—(y—2)=y—(z—2),

(W8) z— (y — ) =1,

(Ww9)  — 0=~0,
(W10) ~oz =~y =y —ux,

(wll) la relacion < definida sobre A de la siguiente manera x <y si, y solo si, ~ t Dy =

r — y =1, es una relacion de orden sobre A,
(wl2) 0 <z <1,
(w13) Stz <y, para todo z € A, se tiene quex P z<ydzyr©z<y0O z,
(wld) Stz <y, se tiene que ~y <~ x,
(wlb) x ©y < z si, y solo si, t <y — z,
(Wwl6) 2O (z —y)=x Ay,
(WwiT) z0y<zAy<zVy<zdy,

(Wwl8) (x®y) mz=2— (y — 2).
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1.2 Dualidades topolégicas para diversas clases de algebras

La topologia y el algebra tienen variadas conexiones, aca estableceremos relaciones entre
categorias cuyos objetos son algebras y cuyos morfismos son los correspondientes homo-
morfismos, y categorias cuyos objetos son espacios topoldgicos y sus morfismos ciertas
aplicaciones entre ellos. En particular, indicaremos las dualidades para los reticulos dis-

tributivos acotados, las algebras de De Morgan y algunas de sus extensiones.

1.2.1 Reticulos distributivos acotados

En lo que sigue indicaremos con £ a la categoria de los reticulos distributivos acotados y
sus correspondientes homomorfismos.

Recordemos que un espacio topoldgico totalmente disconexo en el orden es una terna
(X, 7, <) donde (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado, (X, 7) es un espacio topoldgico

y dados z,y € X tales que z £ y, existe U C X abierto, cerrado y creciente tal que z € U
ey gU.

Un espacio de Priestley (o P—espacio) es un espacio topolégico compacto y totalmente
disconexo en el orden. Una P—funcion de un P—espacio en otro es una funcion continua
y creciente.

A la categoria de los P—espacios y las P—funciones la denotaremos con P. Como es
usual, a los objetos de P lo representaremos por su conjunto subyacente X.

H. Priestley en [63, 64] definid los funtores contravariantes W : P — Ly & : L — P

como sigue:

e si X es un objeto de P, ¥(X) = D(X) donde D(X) = (D(X),N,U,0, X) es el

reticulo de los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X,
e para cada f € P(X1, Xo), U(f)(U) = f~Y(U) para cada U € D(X>).

Ademas,
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e si L es un objeto en £, ®(L) = X (L) donde X (L) = (X (L), <, 7) el conjunto de
los filtros primos de L ordenados por la relacion inclusion y con la topologia que
tiene como sub-bésicos a los conjuntos de la forma op(a) = {P € X(L):a € P}y
X(L)\ or(a) para cada a € L,

e si h € L(Ly, L), entonces ®(h)(P) = h~!(P) para cada P € X (Ly).

Por otra parte, o, : L — D(X (L)) es un isomorfismo de reticulos distributivos acotados
y la funcién ex : X — X (D(X)) definida por ex(x) = {U € D(X) : € U} es un
isomorfismo en P, es decir, es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden. Asi, los
funtores ¥ y ® establecen una completa dualidad entre las categorias L y P.

Por otra parte H. A. Priestley caracterizé a las congruencias de los reticulos distribu-
tivos acotados por medio de ciertos subconjuntos del P—espacio asociado de la siguiente

manera:

Teorema 1.6. Sea L reticulo distributivo acotado e Y un subconjunto cerrado de X (L).

Entonces
OY)={(a,b) e LXL:or(a)NY =0o,(b)NY}

es una congruencia en L y la correspondencia Y — O(Y) establece un anti-isomor-
fismo entre el reticulo de todos los subconjuntos cerrados de X (L) y el reticulo de las

congruencias de L.

1.2.2 Reticulos distributivos pseudocomplementados

En adelante, indicaremos con L, a la categoria de las p—algebras y sus correspondientes
homomorfismos.

En [65], H. Priestley describié una dualidad topolégica para las p—algebras con-
siderando la categoria P, cuyos objetos son los p—espacios y cuyos morfismos son las

p—funciones. Mas precisamente,
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Un p—espacio es un espacio de Priestley (X, 7, <) tal que para todo U € D(X), (U]
es un subconjunto abierto de X. Ademds, una p—funcion f de un p—espacio X; en otro
Xy es una P—funcién tal que f(mazxX; N[z)) = maxXs N |[f(x)) para cada = € Xj.

Entonces se verifica que
e Si L es un objeto en L, entonces X (L) es un objeto en Pp.

e Si X esun objeto en P, entonces (D(X),U,N,*, 0, X) es un objeto en L, definiendo
U* = X \ (U] para cada U € D(X).

Ademas, se probé que la categoria P, es naturalmente equivalente a la dual de la
categoria L, donde o1 y €y, definidas de la manera indicada anteriormente, son las

equivalencias naturales correspondientes. Por otra parte, H. Priestley prob6 que

Teorema 1.7. Si L es una p—adlgebra, entonces el reticulo de todos los subconjuntos
cerrados Y de X (L) tales que maxX(L)N[Y) C Y es isomorfo al dual de reticulo de

todas las congruencias de L.

1.2.3 Algebras de De Morgan

W. Cornish y P. Fowler (ver [16, 17]) extendieron la dualidad de Priestley a las algebras

de De Morgan de la manera que indicamos a continuacion.

Un espacio de De Morgan (o m-espacio) es un par (X, g), donde X es un objeto de P
y g: X — X es un homeomorfismo involutivo y un anti-isomorfismo de orden. Por otra
parte, una m-funcion de un m-espacio (Xi, ¢g1) en un m-espacio (Xs, go) es una P-funcién

f X7 — Xs tal que verifica fog; = go 0 f.

Denotaremos con m a la categoria de los m—espacios y las m—funciones y con M a la

categoria de las M—dalgebras y sus correspondientes homomorfismos.

Si (L, ~) es un objeto de My g1, : X(L) — X(L) estd definida por
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e g,(P)=L\{~x: z € P} paracada P € X(L),

entonces (X (L), gr) es un objeto de m. Por otra parte, si (X, g) es un m—espacio y se

define la operacién ~: D(X) — D(X) por la prescripcién
o ~U=X)\g ' (U) para cada U € D(X),

entonces (D(X),~) es un objeto de M. Luego, las categorias M y m son dualmente

equivalentes y los isomorfismos o, y £x son las equivalencias naturales correspondientes.

Por otra parte, Cornish y Fowler en [17] introdujeron la nocién de conjunto involutivo
de un m-espacio (X, g) como un subconjunto Y de X tal que g(Y) = Y, lo que es

equivalente a decir que y € g(Y) si, y sélo si, y € Y. Entonces, mostraron que

Teorema 1.8. Si L es un dlgebra de De Morgan, entonces el reticulo de todos los sub-
conjuntos cerrados e involutivos de X (L) es isomorfo al dual del reticulo de todas las

congruencias de L.

1.2.4 MV-algebras

A continuacién realizaremos una sintesis de la dualidad obtenida en [51] para las MV-

algebras, la misma es una extension de la ya establecida para las algebras de De Morgan

([16]).

Lema 1.9. [51, Lemma 2| Sea A = (A, —,~,1) un MV -dlgebra, P un filtro primo y

a ¢ P, entonces P, = {x € A:x — a & P} es un filtro primo. Ademds P, es el mayor de

todos los filtros primos tales que @ C g(P) tal que a € Po(P) = J{ye Az —y € P}.
zeQ

Un mu-espacio es un sistema (X, 7, <, g, {®, },ex) tal que verifica:

e (X, 7,<,g) es un espacio de De Morgan,

e {®,},cx es una familia de funciones parciales ¢, : D, — X, donde D, = {q € X :

» < g(q)}, que satisfacen las siguientes condiciones:
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— paracadap € X, ®, es una funcién creciente y continua en la topologia superior
de X,

- p,q < ®,(q) para todo p,q € X tales que p < g(q),

— ®,(q) = ®,(p) para todos p,q € X tales que p < g(q),

— ®,(9(Pp(q))) < g(q) para todos p,q € X tales que p < g(q),
— ©,(P,(q)) = ©,(Py(q)) para todos p,q,r € X tales que p,r < g(q),

—siU € D(X) yq¢ U, existe quy € X es el mayor de todos los p € X tal que
p<g(q) y ®,(q) € U; dados U,V € D(X), si ¢ € U UV entonces (qv)y € U.

- N (DU, (V) € D(X), para todos U,V € D(X).

peU

Para simplificar nos referiremos a los muv-espacios indicando simplemente por su so-

porte.

Sean (X, 7,<,9,{Pp}pex) v (X', 7", <", ¢/, { Py } yex) mu-espacios. Diremos que una
m-funcién f: X — X’ es una MV -funcién si verifica que para todo U,V € D(X):

OO ue (V)= [ (Dyud(fH(V))

pelU pef~HU)

Entonces tenemos que son validas las siguientes afirmaciones:

e Sea A = (A,—,~,1) es una MV-algebra y sea &,,(A) el espacio de De Morgan
asociado a la algebra de De Morgan subyacente de A. Se define para cada filtro
primo P, ®o(P) = U{y € A:z — y € P}, paracada Q € D, = {Q € X(A4) :

zeQ

P C g(Q)}. Entonces Xyv(A) = (Xn(A), {Pp}pex(a)) es un mu-espacio.

e Sea X un mu-espacio. Sea (D(X),N,U,~, D, X) el algebra de De Morgan de los
conjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X, donde para cada U € D(X), ~ U =
X\ g(U). Sidefinimos U -V = N(D5UQ(V)),siU #0Dyd—V =X.

peU

Entonces Dyy = (D(X), —,~, X) es una MV -algebra.
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e Si X y X’ son mu-espacios y f : X — X’ es una MV -funcién, entonces D(f) :
D(X) — D(X') definida por D(f)(U) = f~'(U) es una MV -homomorfismo.

e si Ay A’ son MV-édlgebras y h: A — A’ un MV-homomorfismo, entonces X (h) :

X(A) — X(A"), definido por X (h)(P) = h~'(P) es una MV-funcién.

Si denotamos con MV a la categoria de las MV -algebras, con sus respectivos homorfismos
y con MV a la categoria cuyos objetos son los muv-espacios y cuyos morfismos son las

MYV -funciones, de los resultados obtenidos en [51], es simple probar que

Las categorias MY y MV son dualmente equivalentes.

1.2.5 Q-reticulos distributivos acotados

Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley y la de Halmos para las algebras de Boole
monddicas, R. Cignoli ([9]) las extendi6 a los reticulos dictributivos acotados con un

cuantificador (6 @)—reticulo) como detallaremos a continuacion.

Un g—espacio es un par (X, E) tal que X es un objeto en P y E es una relacién de

equivalencia sobre X que satisface las dos condiciones siguientes:

(ql) E(U) € D(X) para cada U € D(X), donde E(U) es la unién de todas las clases de

equivalencia de los elementos de U.

(q2) Las clases de equivalencia determinadas por E son subconjuntos cerrados de X.

Sean (Xi, E1), (X, F2) g—espacios. Una g—funcién de (X, Ey) en (Xo, Ey) es una
P—funcién f: X; — X, tal que Eyf~H(V) = f~1E,V) para cada V € D(X5).

Denotaremos con @ a la categoria de los ()—reticulos y los ()—homomorfismos y con

q a la categoria de los g—espacios y las g—funciones.

Si (A, V) es un objeto de Q y se define
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Ee = {(P,Q) € X(A) x X(4): PNV(L) = QN V(L)},
entonces (X (A), Ev) € q.

Si (X, E) es un objeto de g, entonces (D(X),Vg) € Q, donde Vg se define como en
(ql).

Por lo tanto, la categoria @ es dualmente equivalente a q.
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2 Capitulo I1

Este capitulo estd organizado en siete secciones. En la primera senalamos las motiva-
ciones que nos llevaron al estudio de las algebras de De Morgan pseudocomplementadas
modales con un automorfismo involutivo, a las que hemos llamado S-algebras. En las
dos secciones subsiguientes caracterizamos las congruencias y definimos una operaciéon de
implicacion en las S-algebras a partir de la cual mostramos que constituyen una variedad
semisimple. En la Seccion 4, determinamos las S-algebras generadoras de la variedad y
probamos que la misma es localmente finita. Posteriormente, estudiamos propiedades de
las algebras finitas y finalizamos la Seccién 5 determinando la estructura de las S-dlgebras
libres con un conjunto finito de generadores libres. Ademads, exhibimos la formula que
nos permite calcular el nimero de sus elementos en funcién del nimero de generadores.
En la Seccion 7 exponemos las condiciones para la existencia de epimorfismos entre S-
algebras finitas. Para ello debimos realizar un estudio minucioso del espectro primo lo que
permitié contabilizar el nimero de epimorfimos que se pueden definir entre dos algebras
finitas. Finalizamos este parrafo mostrando dicho niimero en casos particulares como las
mpM-algebras, las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil de orden 3 y las dlgebras de Boole.

En la dltima seccion, determinamos el reticulo de las subvariedades de la variedad de las
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S-algebras.

2.1 Introduccion

Las algebras de De Morgan pseudocomplementadas fueron estudiadas por A. Romanowska
en [69] quién las denominé pM —algebras. Las mismas constituyen una extensién de las
algebras de De Morgan. Posteriormente H. Sankappanavar, en [71], estudié las subvar-
iedades de las pM-algebras que satisfacen la propiedad de que las congruencias principales
son definibles ecuacionalmente.

Por otra parte, en 1978, A. Monteiro introdujo las dlgebras tetravalentes modales (o
T M-algebras) como algebras (L, A, V,~,V,0,1) de tipo (2,2, 1,1, 0,0) tales que el reducto

(L,N\,V,~,0,1) es un algebra de De Morgan y se satisfacen las siguientes identidades:
(i) Vav ~x =1,
(ii) VeA~z =~ A 2.

Estas dlgebras resultan ser una generalizacion de las algebras Lukasiewicz 3-valuadas y
han sido ampliamente estudiadas por diferentes autores (ver [26, 32, 48, 49, 13, 17]).
En [27], A. V. Figallo y P. Landini probaron que las algebras tetravalentes modales son
polinémicamente equivalentes a las algebras de De Morgan con una operacién unaria

adicional | que verifica:
(F1) zAlz =0,
(F2) zV]z =xV ~ x.

Entonces como consecuencia directa de esta afirmacion resulta que las pM-algebras que
verifican (F2) son dlgebras tetravalentes modales, més precisamente, son algebras de
Lukasiewicz trivalentes. Luego, con el propdsito de determinar la subclase maximal de las
algebras De Morgan pseudcomplementadas que admiten una estructura de T'M —algebra,

es que en [27] se consideré la subvariedad de las pM —algebras que verifican:
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(tm) a2V ~z <z Va*

a las que denominaron algebras de De Morgan pseudcomplementadas modales (o mpM-
algebras). Posteriormente, en ([26]) se mostr6 que toda mpM —algebra es una 7'M —algebra
definiendo Vo =~ (~ z A z*).

Por otra parte, cabe mencionar que la variedad de las mpM-algebras constituyen una
subvariedad propia de la variedad V), de las algebras De Morgan pseudcomplementadas que
satisfacen la identidad: = A (~ z)* = (~ (z A (~ x)*)*, estudiadas por H. Sankappanavar
en [71]. En efecto, basta considerar el algebra L, cuyo diagrama de Hasse se indica a

continuacon y donde las operaciones ~ y * estan dadas en la siguiente tabla:

1 T | ~x|z*
1 1
b 0
a b 0
a
b a 0
0 1 0

Aqui tenemos que b=aV ~a £ aVa* =a.

Por lo tanto, las mpM —&lgebras constituyen una subvariedad de la variedad de las
algebras de De Morgan modales clasicas introducidas por S. Celani en [13], ya que esta
ultima clase ecuacional, contiene a Vy y a la variedad de las algebras de Stone involutivas
introducidas por R. Cignoli y M.S de Gallego en [12].

Por otro lado, en los anos 50, Moisil introdujo las algebras de Boole simétricas, moti-
vado en modelar la teoria de circuitos de conmutacion. Dichas dlgebras estan constituidas
por un algebra de Boole y un operador que resulta ser un automorfismo involutivo. El
mismo autor, probd que estas algebras son polinomialmente equivalentes a los cuerpos
de Galois GF'(2?), es decir de caracteristica 2% (ver [53]). Cabe mencionar que poste-
riormente ideas similares fueron abordadas por diferentes autores y en distintas clases
de algebras, en particular, en [30], para la T'M-algebras. Por lo que surgi6, de manera

natural, estudiar las mpM —algebras con un operador de estas caracteristicas
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2.2 Las mpM-—Aalgebras simétricas o S-algebras

En esta seccion expondremos las definiciones necesarias para el desarrollo del capitulo.

Definicién 2.1. Una pM-dlgebra modal simétrica (6 S-dlgebra) es un par (A, T) donde

A es una mpM-dlgebra y T' es un automorfismo involutivo, es decir T'(T(x)) = x.

Nuestro préximo objetivo es determinar las S-congruencias. En primer lugar lo hare-
mos teniendo en cuenta los resultados establecidos en [61], para lo cual consideraremos

ciertos subconjuntos especiales del algebra.

Definicién 2.2. Si (A, T') es una S-dlgebra, llamaremos T Afiltro de A a todo subcon-
junto N de A tal que:

N1. N es un filtro,
N2. six € N entonces Ax € N,

N3. six € N entonces T'(x) € N.

Notaremos con N (A) a la familia de los T A-filtros de la S-algebra A.

Lema 2.3. Sea (A, T) una S-dlgebra. Para cada N € N(A) sea R(N) = {(z,y) € Ax A:

existe f € N, talquez A f =y A f}. Entonces se verifican las siguientes condiciones:
(i) R(N) € Con(A),
(ii) |1|ray = N.

Dem. (i): Por lo demostrado en [61], solo resta probar que la compatiblilidad con
el automorfismo. Si (z,y) € R(N), entonces existe n € N tal que x An = y A n,
de lo que resulta que T'(x) AT (n) = T(y) ANT(n) y como T(x) € N, concluimos que
(T'(x),T(y)) € R(N).

(ii): Inmediato. O
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Lema 2.4. Sean (A,T') una S-dlgebra con mds de un elemento y © € Con(A). Entonces

se verifican las siguientes condiciones:
(i) No = |1]le es un TA—filtro de A,
(ii) R(|1e) = ©.

Dem. (i): Por los establecido en [61] sélo probaremos que |1]g verifica (N3). En efecto,
sea x € |1]g, entonces (x,1) € © de donde resulta que (T'(z),T(1)) € ©. Luego, teniendo

en cuenta que 7" es un automorfismo conluimos que (7'(z),1) € © y por lo tanto, T'(z) €
1e-
(ii): Es inmediato de [61, Lema 2.4.5]. O

Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente teorema con el cual quedan

caracterizadas las congruencias en las S-algebras.

Teorema 2.5. Sea (A,T) una S-dlgebra con mds de un elemento. Entonces se verifican:

(i) Con(A) ={R(N): N € N(A)}, donde R(N) = {(z,y) € Ax A: existe f € N tal
quex AN f=yANf}

(ii) Los reticulos Con(A) y N(A) son isomorfos considerando las correspondencias

©+—— No y Nr—— R(N), que son inversas una de la otra.

Dem. Es consecuencia inmediata de [61] y el Lema 2.3. O

2.3 La implicacién y los sistemas deductivos

En lo que sigue introduciremos una nueva operacién binaria sobre las S-algebras lo que

nos permitird obtener otra descripcion de los T'A—filtros.

Sea (A,T) una S-algebra y sean a,b € A, definiremos la operacién de implicacién =

por medio de la siguiente prescripcién:

a=b=V~(aNT(a))Vb.
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Proposicion 2.6. St A es una S-dlgebra y a,b,c € A, entonces se verifica las siguiente

propiedades:

I;.
Is.
Is.
Iy.

Iy.

l=a=a,
(a=(b=¢)=(a=b)=(a=0c) =1,
a= (b=a)=1,

((a=b)=a)=a=1,

.a=T(a)=1,
a=Na=1,
.a=>a=1,

.a=(aNb)=a=0b,

sta<b entonces c = a < c=b.

Dem. Solo probaremos I5 y 1.

I5: De (T10) y (T13) tenemos que a = (b= a) =V ~aVV ~T(a)V (b= a)

V~avVV~T(@V(V~ebVV ~T(b)Va) =1.

I;: De (T10), (T17) y (T2) resulta que
(a=b=a)=a=(V~aVV~T(a)Vd)=a)=a
=(V~(V~aVV~T@Vb)VV ~T(V~aVvVV~T(a)Vb)Va)=a
= (DaNAT(@) AV ~b)V (AT(a) NADa AV ~T(b)Va)=a
=(A@ANT(@)N(V~bVV ~TO))Va)=a=a=a=1.

Definicién 2.7. Sea A es una S-dlgebra y D un subconjunto de A. Diremos que D

un sistema deductivo de A si verifica: (Dy) 1 € D y (Ds) sia,a = b, entonces b € D.

€s

El siguiente teorema establece la equivalencia entre las nociones T'A-filtro y sistema

deductivo.

Teorema 2.8. Sea A una S-dlgebra y D C A. Entonces D es un sistema deductivo de A
si, y solo si, D es T'A—filtro de A.



37

Dem. Sea D un sistema deductivo de A y sean a,b € D. Por I3, Is tenemos que
l=a= (b=a)=a= (b= (aNDb) € D, de donde aplicando (D:) tenemos que
aANb € D. Por otro lado, sea ¢ € D y d € A tales que ¢ < d. Luego, por Iy inferimos que
l=c=c<c=dy porlotanto ¢ = d € D, entonces por Dy concluimos que d € D.
Ademés si a € D, por I5 e I tenemos que Aa € Dy T(a) € D.

Reciprocamente si a,a = b € D, entonces por N2 y N3 tenemos que AT (a), Aa,
A(a = b) € D. Luego,

AT(a) N DaNAD(a=b)=AT(a)\NDaNAV ~(aNT(a))Vb)

—~

= AT(a) NDaN(V e~ (aNT(a))V AD) [(T18)]
= AT(a) NADa N (V(~aV ~T(a)) VvV AD)

=AT(@)NDaN(V~aVvV ~T(a))V AD) [(T10)]
= AT(a) N Da A ((~ AaV ~ AT (a)) vV Ab)

= (AT (a) N DaN ~ Da) V (AT (a) N DaN ~ ANT(a)) V (AT (a) AN Da A Ab)
= AT(a) N DNa N Db < b.

De las afirmaciones anteriores (T4) y (T13) concluimos que b € D. O

Proposicién 2.9. Sea (A,T') una S-dlgebra y D C A un sistema deductivo. SiaA ~ a €
D entonces D = A.

Dem. Veamos que (aA ~ a) = 0 = 1. En efecto, por (T10) tenemos que (aA ~ a) =
0=V~(@\~a)VV ~T(aN~a)V0=(VaVV ~a)V (VT(a)VV ~ T(a)). Por
otra parte, de (T2) y (T1) resulta que 1 =aVV ~a <VaVV~a< (VavVV ~
a)V (VT (a)VV ~T(a)). Luego, (aA ~a) =0 € D y por lo tanto 0 € D. O

Observacion 2.10. Como consecuencia de los resultados establecidos por A. Monteiro
en [56] y dado que = wverifica Iy, I, I3 e I, tenemos que en las S-dlgebras todo sistema
deductivo es interseccion de sistemas deductivos mazximales. En particular, {1} es la

interseccion de todos los T /\—filtros mazimales.

Teorema 2.11. La variedad de las S-dlgebras es semisimple.
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Dem. Es consecuencia directa de la Observacion 2.10 y resultados bien conocidos de

algebra universal (ver [35, §]).

2.4 Las S-algebras subdirectamente irreducibles

2.4.1 La subdlgebra K(A) de las constantes

En primer lugar, dada una S-dlgebra A consideremos un subconjunto especial de A que
desempenara un papel fundamental para obtener una primera descripcién de las dlgebras

simples de la variedad.

Definicién 2.12. Sea (A,T') una S-dlgebra. Llamaremos conjunto de los elementos in-
variantes de A al conjunto K(A) ={x € A:T(z) =2 = Vuz}.

Es claro que K(A) # 0, pues 0,1 € K(A).

Proposicién 2.13. Sea (A,T) una S-dlgebra, entonces (K(A),T) es una S-subdlgebra
de Ay (K(A),V,N\,~,0,1) es un dlgebra de Boole.

Dem. Seaz,y € K(A), entonces xAy = T'(z)AT(y) = T(xAy). Ademas, tAy = VxAVy
de donde por (T7) y (T15) resulta que z Ay =~ (~ Vv ~ Vy) =~ (A ~ VA ~
y) =~ (A ~zVAA ~y) =~ AN(~zVA~y)=Vr~(~vzVA~y) =V(@A~A~
y)=V(xAVy)=V(xAy). Luego, z ANy € K(A).

Por otra parte, ~ x =~ T(x) = T(~ z) y por (T11) tenemos que V ~ x = V ~
Vi =~ AVz =~ z, entonces ~ € K(A). Ademsds, si x € K(A) se verifica sin dificultad
que T'(z) € K(A). Veamos ahora que z* € K(A). En efecto, es claro que Az* = A(Ax)*,
luego por (T8) y (T9) se tiene que A(Ax)* = A(~ Ax) =~ Ax = (Azx)* = z* y es
simple verificar que T'(z*) = x*. De las afirmaciones anteriores concluimos que K(A) es

una subélgebra de A. El resto de la demostracion es inmediata de (T4). a
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Observemos que pueden existir elementos booleanos que no son invariantes. En efecto,
basta considerar la S-dlgebra M = {0,a,b,1} cuyo diagrama de Hasse indicamos a con-
tinuacién y tal que ~a=a*=b=T(a),~b=b"=a=T((b),~0=0"=1=T(1) y
~1=1"=0=T(0).

0
M

Es claro que a es un elemento booleano y que a ¢ K(M).

Proposicién 2.14. Sea (A,T) una S-dlgebra y a € A. Entonces el filtro principal [a)
generado por a es un T A—filtro si, y solo si, a € K(A).

Dem. Sia € [a) es un T A-iltro, entonces T'(a), Aa € [a), de lo que tenemos que a < Aa
y a < T'(a). De esta ultima afirmacién resulta que T'(a) < T7(a) = a. Luego por (T2) y
(T11) inferimos que Va = a = T'(a) y por lo tanto a € K(A).

Reciprocamente, como [a) es un filtro, solo debemos probar que es cerrado por A y 7.
En efecto, sea x € [a) entonces por (T3) y como T es una funcién que preserva el orden
es que tenemos que a = Aa < Ax 'y a =T?(a) < T(z) y por lo tanto [a) es un TA-filtro
de A. a

En lo que sigue caracterizaremos las algebras simples, para ello observemos que si A

es una algebra simple por Teorema 2.5 los tinicos T'A-filtros son A y {1}.

Teorema 2.15. Sea (A, T) una S-dlgebra. Entonces (A, T) es simple si, y solo si, K(A) =
{0,1}.

Dem. Sea a € K(A), entonces por la Proposicién 2.14 tenemos que [a) es un T'A-filtro
de A. Luego, como A es simple resulta que [a) = {1} 6 [a) = A, de lo que conluimos que

a=104a=0, con lo que la condicién necesaria queda probada.
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Reciprocamente, es claro que A y {1} son T'A-iltros son A. Probemos ahora que
son los unicos. Sea N C A un TA-iltro, entonces N = {1}. En efecto, sea a € N
entonces a A T'(a) € N y por lo tanto, A(a A T'(a)) € N. Como A(a AT(a)) € K(A),
de la hipétesis resulta que A(a A T(a)) = 0 o A(a AT(a)) = 1. Si suponemos que
A(a AN T(a)) = 0 tendriamos que N = A, lo cual es una contradiccién Por lo tanto,
1=A(anT(a))<aANT(a)<a. O

Observacién 2.16. Si consideramos las dlgebras T2 = (Ty x Ty,V, A, ~,*,T,1) con
T(0,a) = (b,0), T(a,0) = (0,b) y T2 = (T3 X T3,V, A, ~,*,T,1) con T(c,0) = (0,c),
T(1,0) = (0,1) y las restantes operaciones definidas punto por punto, entonces K(T32) =
{0,1} y K(T3) = {0,1} de donde por el Teorema 2.15 conluimos que son S-dlgebras

simples.

2.4.2 Los T A—filtros maximales y los ultrafiltros

En lo que sigue y con el propdsito de obtener una mejor descripcién de las S-dlgebras
simples caracterizaremos los T'A-filtros maximales via los ultrafiltros (filtros maximales)
de una algebra dada, donde la nocién de maximal es la habitual [2, p.68]. Para ello
trabajaremos con la transformacién de Birula-Rasiowa ([5]).

Recordemos que si A es un dlgebra de De Morgan la transformacion ¢ que a cada filtro
primo P de A le hace corresponder p(P) = A\ ~ P = A\{~ z : x € P} se denomina
transformacién de Birula—Rasiowa. Es bien sabido que esta transformacion verifica las

siguientes propiedades:

e, ©(P) es un filtro primo A,
2 p(p(P)) =P,
o5 si @ filtro primo de A tal que P C @, entonces ¢(Q) C ¢(P).

Proposicién 2.17. Sean (A,T) una S-dlgebra y P C A wun filtro primo. FEntonces
p(T'(P)) = Ty(P).
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Dem. Seay € (I'(P)) < y¢~T(P) & ~T(y) ¢ P < T(y) ¢~ P < T(y) € o(P)&
y € T(p(P)). O

Proposicién 2.18. Sea (A,T) una S-dlgebra y P C A un filtro primo. Entonces T'(P)
es un filtro primo. Ademds, P es un filtro primo minimal si, y solo si, T'(P) también lo

€s.

Dem. Por ser T un automorfismo es simple verificar que T'(P) es un filtro, veamos ahora
que es primo. Como P propio y T es automorfismo, 0 & T'(P). Ademas, si a Vb € T(P),
entonces T'(aVb) = T(a) VT (b) € P, como P es primo, se tiene que a € T(P) 6 b € T(P).

Sea P es un filtro primo minimal y supongamos que existe un filtro primo @ tal que
Q C T(P), entonces T(Q) € P. Como T(Q) es un filtro primo y P es minimal resulta
que T'(Q) = P. Por lo tanto, Q) = T'(P), de donde resulta que T'(P) es minimal. La otra

implicacion resulta con un razonamiento analogo al anterior. |

Teorema 2.19. Sean (A,T) una S-dlgebra y U un ultrafiltro de A. Entonces N =
UNTU)NeU)Ne(T(U)) es un T A-filtro de A.

Dem. Es claro que N es un filtro de A, luego solo resta probar que N es cerrado por A
y T. En efecto, sea (1) x € N por (A9) tenemos quese z =x A (~x V) =xA(~2V ~
(vz) < (~vzV(~vx))AhNx=(~xAx)V((~x)" ANx)=(~xAx)VAr <~ zxV Azx.
Entonces (2) z <~ zV Az. Como por hipdtesis (3) x € p(U), entonces ~ = ¢ U. De esta
afirmacién, teniendo en cuenta que = € U, (2) y que U es un filtro primo, concluimos que
Ax € U. Por otra parte, de (2) y (3) tenemos que ~ zV Az € p(U). Como ~ x & p(U)
y ¢(U) es un filtro primo, inferimos que Az € ¢(U). Teniendo en cuenta la Proposicién
6.15 y e resulta que T'(U) y (T (U)) son filtros primos. Ademés, como =z € T'(U) y
x € o(T'(U)), siguiendo un razonamiento totalmente andlogo al de los casos anteriores
tenemos que Az € T(U) y Ax € o(T'(U)). Luego, hemos probado que N es cerrado por
A.

Por otra parte, de (1) tenemos que x € U y € T(U) de donde resulta que T'(z) €
TWU)yT(x) e TT(U) = U, respectivamente. Ademés, como x € ¢(U) por la Proposicién
2.17 concluimos que T'(z) € T(p(U)) = (T (U)). Finalmente, de x € T'(¢(U)) inferimos
que T'(x) € TT(p(U)) = ¢(U). Luego, T'(x) € N para todo x € N. O
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Proposicién 2.20. Sea (A,T) una S-dlgebra y N un TA-filtro de A. Si P un filtro
primo de A tal que N C P, entonces N C o(P)NT(P).

Dem. Sea x € N, de las hipdtesis concluimos que T'(x) € N = T(N) C T(P). Si
suponemos que x € p(P), entonces ~ z € Py como Az € N C P resulta que AxA ~
x € P. Luego, por (T13) tenemos que 0 € P lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
N C o(P)NT(P). a

Proposicién 2.21. Sea (A, T) una S-dlgebra y U C A. Entonces U es un ultrafiltro si,
y solo si, T(U) lo es.

Dem. Supongamos que T'(U) no es un ultrafiltro de A. Como T'(U) es un filtro propio
de A, entonces existe un ultrafiltro W C A tal que T'(U) C W. Luego, U C T (W) y como
U es un maximal T (W) = A. Por lo tanto, A = W con lo que queda probado que T'(U)

es maximal. La otra implicacién resulta con un razonamiento analogo. ]

El siguiente teorema nos permite caracterizar los T A-filtros maximales de una S-
algebra A en término de los ultrafiltros de A, lo que sera de gran utilidad para determinar

las algebras simples de la variedad.

Teorema 2.22. Sea (A,T) una S-dlgebra y N C A. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) N es un T Afiltro maximal de A,

(ii) emiste un ultrafiltro U de A tal que N =UNT(U)Ne(U) Ne(T(U)).
Ademds, esta representacion de N es unica.

Dem. (i)= (ii): Como N es un filtro propio de A, existe un ultrafiltro U de A tal que
N C U. Luego, por Proposicién 2.20 resulta que N C o(U) NT(U) y por ser T'(U) un
filtro primo, N C o(T'(U)) y por lo tanto, N CUNT(U)N(U) N e(T(U)). Por otra
parte, por el Teorema 2.19 sabemos que U NT(U) N (U) N (T(U)) es un T A-iltro.
Entonces N =UNT(U)NU)Np(TU)).
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(il)= (i): Sea U un ultrafiltro de A tal que N = U NT(U)Np(U) Ne(T(U)). Del
Teorema 2.19, N es un T'Ailtro de A y como N es propio, entonces existe un T A-filtro
maximal W tal que N C W. Luego, por la condicién necesaria sabemos que existe un
ultrafiltro Y de A, tal que W =Y NT(Y)Np(Y)Np((T(Y)). Como Y es primoy N CY
entonces tenemos que (1) U CY 6 (2) p(U) CY 6 (3) T(U) CY 6 (4) p(T(U)) CY.
Si ocurre (1) como U es maximal se tiene que U = Y; si vale (2) se tiene que Y = ¢(U)
6 U =Y sivale (3) tenemos U = T*(U) C T(Y) de donde resulta que U = T'(Y). Por
ultimo, si ocurriese (4) tendriamos que T'(U) = p(p(T(U))) =Y 6 o(T'(U)) =Y. Por lo

tanto, N = W y con esto podemos asegurar que la representacion es tnica. O

Los resultados que indicaremos a continuacién seran de utilidad para determinar las
algebras simples.
Consideremos la familia IT de filtros primos de un S-dlgebra A tal que ¢(P),T'(P) € 11,

para todo P € Il y sea O la relacion definida sobre A de la siguente manera:
a©nb si, y solo si, para todo P €1l,a € P<=0b e P.

Entonces se verifica que

Proposicién 2.23. Oy es una relacion de congruencia sobre el S-dlgebra (A, T).

Es bien sabido que si a € A, entonces |ale;, = () PN () A\P. En particular,
PellacP  PellagP
Moy, = () Py |0le; = [) A\P. Veamos ahora que toda congruencia sobre una S-
Pell Pell

algebra (A, T') es de la forma de Oy para algin suconjunto II fijo. Méas precisamente

Proposicion 2.24. Sea © una congruencia sobre la S-dlgebra A, entonces © = Ory, para

alguna familia 11 de filtros primos de A.

Dem. Sea q: A — A/©O el epimorfismo candnico y sea I’ la familia de todos los filtros
primos de A/©. Si consideremos II = {¢~}(Q) : Q € II'}, entonces se prueba de manera

andloga que para reticulos distributivos que (a, b) € Oy si, y solo si, g(a) = q(b). O
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Observacion 2.25. Sea (A,T) una S-dlgebra y sea U un ultrafiltro de A. Entonces es
simple verificar que 1lo = {U, o(U), T(U), T (U)} es una familia de filtros primos de A
con la propiedad que si P € Iy, entonces T'(P),p(P) € .

Ahora estamos en condiciones de presentar las S-dlgebra simples de la variedad.

Teorema 2.26. Una S-dlgebra A es subdirectamente irreducible (simple), si y solo si, A

es isomorfo a una subdlgebra de T3 ¢ T3.

Dem. Por Teorema 2.8 podemos afirmar que (A, T") es isomorfa al cociente entre una S-
algebra y un T A-filtro maximal. Luego, por abuso del lenguaje podemos considerar B un
S-algebra y N un T'Afiltro maximal de B tal que B/N = A, por Teorema 2.22 existe un
ultrafiltro U tal que N = UNT(U)N(U)Ne(T(U)). Por lo visto anteriormente podemos
tomar Iy = {U, T(U), p(U), o(T(U))} una familia de filtros primos de A con la propiedad
que si P € Il entonces T'(P),p(P) € Il;. Ademads, por Proposicién 2.24 tomando el
epimorfismo canénico ¢ : B — B/N tenemos que ¢(a) = ¢(b) <= (a,b) € Oy, y por lo

tanto A = B/Or,. Luego, se presentan los siguientes casos:

(i) supongamos que Il es una anticadena, luego tenemos que se verifica que A ~ T2,

donde las operaciones estan dadas por las siguentes tablas:



x|~z |zt | Tx
0] 1 0] 0
al| n [ ] d
b| n| c
c|l h | k| Db
d| k | h| a
el m |m|m
YA O A A A

g |v]y9
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x|~z |xt|Tx
h | ¢ d | 1
1 1 g | i
gl g s
k| d c |l n
l b a | h
m| e c | e
n| a b | k
1 0

(ii) {U,T(U)} son incomparables y U C ¢(U), entonces T'(U) C ¢(T'(U)) y por lo

tanto tenemos que A ~ T§,

(iii) {U, ¢(U)} son incomparables y ¢(U)

x € A, implica T'(z) =z, a =~ a,

x|~z |xt|Tx
0 1 00
al| n e | d
d| k e | a
el m |m|m
m| e e | 7
1 e 0| ¢
k| d 0| n
n| a 0| k
1 0 0] 1

o(T(U)), entonces A = {0,a,b,1} y si

(iv) {U,T(U)} son incomparables y U = o(T'(U)), entonces A = {0, f,j, 1} y T'(f) = 7,

f=~17,

(v) {U, T(U)} son incomparables y U = p(U), se tiene que 4 clases y A = {0,e,m, 1}

ysiT(e) =m, e=n~ce,
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1 1 1

a b f 7 e m
0 0 0
Tha Tho Tys

(vi)U=T(U)y ¢(U) CU, entonces A =1{0,¢,1}, T'(z) = x, entonces A ~ Tj,

(vil) o(U) =T(U) y ¢(U) C U, entonces A = {0, ¢, 1}, T'(c) =~ ¢, de lo que se tiene
A~Ts.

Finalmente,

(viii) U =T(U) = p(U) = p(T(U)), se tiene que A ~ T5.

Es claro que T3, T3 no son subdlgebras de T7, pero Ty » y T5 son las tnicas subélgebra
T3. O

Es claro que la variedad esta generada por un nimero finito de algebras finitas, luego

tenemos el siguiente

Corolario 2.27. La variedad de las S-dlgebras es finitamente generada y localmente
finita.

Dem. Ee consecuencia directa del Teorema 2.26 y resultados de algebra universal [8,
Theorem 10.16] O

2.5 Algebras finitas, finitamente generadas y libres

Sea A una S-dlgebra y sea X un subconjunto de A. Notaremos con N(X) al T'A-filtro

generado por X, es decir a la interseccién de todos los T'Afiltros de A que contienen a
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X,y con N(a) representaremos a N({a}).

Proposicién 2.28. Sea A una S-dlgebra y a € A, entonces N(a) = [AaANT(Aa)), donde

con [x) indicamos el filtro principal generado por x.

Dem. Veamos primero que F' = [Aa A T(Aa)) es un TA-filtro. En efecto, sea z € F,
entonces Aa AT (Aa) < x. Luego, por (T3) resulta que A(AaAT(Aa)) = AaNT(Aa) <
Az de lo que inferimos que Ax € F. También se puede probar, sin dificultad, que
T(x) € F. Por otro lado, sea H un T'A-filtros de A tal que a € H. Luego, Aa € H y
T(a) € H. Por lo tanto, Aa A T'(a) € H de donde resulta que F' C H. O

Observemos que en toda S-algebra finita los T'/A-filtros son prinicipales. En lo que

sigue caracterizaremos los T'A—filtros maximales en las algebras finitas.

Proposicion 2.29. Sea A una S-dlgebra finita y N C A. Entonces N es un T A—filtro
mazximal de A si, y solo si, de N = F(a) con a dtomo de K(A).

Dem. Como A es finita, por la Proposicién 2.28, existe b € A tal que N = N(b) =
[Ab A T(AD)). Es claro que Ab A T(Ab) € K(A), probemos ahora que es un adtomo de
K(A). Supongamos que no es asi, entonces existe ¢ € K(A) tal que 0 < ¢ < AbAT(AD),
como Ac = T(Ac) = ¢, se tiene que Ac AT (Ac) < AbAT(AD). Luego [AbAT(Ab)) C
[Ace ANT(Ac)) lo que contradice la maximilidad de N.

Reciprocamente, es claro que si a dtomo de K(A), entonces N = [a) es un T'A-filtro de
A. Veamos que N es maximal, supongamos que no es asi. Como N es propio pues 0 < a,
tenemos que existe un T'A-filtro maximal M de A tal que N C M. Por la condicion
necesaria resulta que existe un atomo b € K(A) tal que M = F(b). Luego, F(a) C F(b)

y por lo tanto b < a, lo cual es una contradiccion. |

Por el Teorema 2.8, la Proposicion 2.29 y con técnicas habituales se tiene el siguiente:

Teorema 2.30. Sea A una dlgebra A finita y sean a;, 1 < i < n, los dtomos de K(A).
Entonces A ~ [] A/ai).

=1
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Las algebras libres

En lo que sigue determinaremos la estructura de las S-algebras libres con un conjunto G
de generadores libres tal que |G| = n, n € IN, y a la que notaremos con Fg(n), donde | X]|
es el nimero de elementos de X. La nocién de élgebra libre es la usual ([8]).

Teniendo en cuenta el Corolario 2.27 sabemos que Fgs(n) es finita. Luego, por lo visto

anteriormente tenemos que

Fs) =T @ T @ T @ Ti o T o Ty o T
donde ay, = |My| = {M : M es T A—filtromaximalde Fs(n) y Fs(n)/M ~ Ti}|.

Probemos que
_|EPI(Fs(n), 7))

|Aut(Ty)]
donde EPI(Fs(n),Ty) es el conjunto de todos los epimorfismos de Fs(n) en Ty, y Aut(T})
es el conjunto de todos los automorfismos de Tj.
Consideremos la aplicacién s : EPI(Fs(n),T) — M definida por s(h) = Ker(h), es
claro que es s es sobreyectiva. Luego, para todo N € My, existe b’ € EPI(Fs(n),Ty) tal

que s(h’) = N. Observemos que

(1) s Y(N) ={f: f € EPI(Fs(n),Ty) y ker(f) = N}
={f: [ € EPI(Fs(n),Tx) y ker(f) = ker(h')}
={f:f€ EPI(Fs(n),Ty): f =aoh,ac Aut(Ty)}

Luego, |s71(N)| = |Aut(T},)| de lo que se verifica (1).

Observemos que los conjuntos EPI(Fs(n),Ty) y T} o tienen el mismo cardinal, donde
T} ¢ es el conjunto de las funciones f : G — T} que verifican [f(G)]s = Ty, siendo [X]s
la S-subdlgebra de Fs(n) generada por X.

Ademés, sea T}, ¢ el conjunto de todas las funciones f: G — T y sea F; ={f : G —

S; :S; subalgebramaximalde Ty, }, entonces es claro que
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Ticl = 1Teel = I Fil-

il

Por otro lado, notaremos con F;, ..., = (| Fi; = N{f: G — [ Si;}-
j=1 j=1 j=1

Coémputo de oy

En el caso de kK = 2, es claro que T, no tiene subalgebras maximales y por lo tanto
|U Fi| =0y |[Aut(Ty)| = 1, luego ag = 2.

ZeIPaurau k = 3, la unica subélgebra maximal de T3 es Ty y |Aut(T3)] = 1, de donde
tenemos que ag = 3" — |Fy| = 3" — 2"

Podemos observar que T ; tiene solo un subélgebra maximal isomorfa a T y |Aut(Ty1)| =

4n-2n
2

2, entonces ay,; = . Analogamente, se tiene que auy o = u3 = 1.

Por otra parte, Ty tiene subdlgebras maximales isomorfas T3, Ty y T5, entonces ag =

gn_3n_4n4on
Rt
Finalmente, para a4 es claro que las subalgebras maximales no isomorfas de 7% son
4
isomorfas a Ty, Ty1, Tao y Tus, luego | J F;| = 3-4" —3-2" y como |Aut(Ti)| = 4,
i=1
16" —3.4m43.97

concluimos que a1 = =122 Luego, hemos probado el siguiente teorema
6 4 )

Teorema 2.31. Sea Fs(n) la S-dlgebra libre con n generadores libres. Entonces

|Fs(n)| =22 x 332" x 432 x 9" 2 x16 1

Ejemplos 2.32. Sin =1 entonces |Fs(n)| = 15.925.248.

2.6 Epimorfismos entre S-algebras finitas

En esta seccion estudiaremos y determinaremos las condiciones para la existencia de epi-
morfimos entre algebras simétricas finitas, con el objeto de obtener el nimero de epimor-
fismos. Nuestro trabajo estard basado en cursos dados por A.V. Figallo ([24]), donde se

estudiaron el nimero de epimorfismos y el monoide de los enodomorfismos entre algebras
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de Boole finitas. Por otra parte, este autor extendi6 sus estudios a otras estructuras alge-

braicas como las algebras de Lukasiewicz trivalentes y las algebras tetravalentes modales.

2.6.1 Descomposiciéon del espectro primo

Es bien sabido que en un reticulo distributivo finito los filtros primos son principales y
sus elementos generadores son exactamente los elementos primos del reticulo. En lo que
sigue, siempre que hagamos referencia a una S-algebra A la consideraremos finita.

Por otra lado, la transformacién de Birula-Rasiowa la podemos pensar como una
funcién especial entre el conjunto de los elementos primos de A. Notaremos con II(A) al
conjunto de los elementos primos de A y a la transformacién la notaremos con 1) para
este caso, es decir, ¥ : [I(A) — II(A) estara definida por ¢ (p) = ¢ siy solo si ¢([p)) = [¢).

Es bien sabido que esta funcion verifica:

e Y(¢¥(p)) = p, para todo p € II(A),

e si p,py € TI(A) son tales que p; < po, entonces ¥ (p2) < ¥(py).

Por otra parte, para todo = € A con x # 1 la negacién ~ puede ser caracterizada por

medio de la transformacién v del siguiente modo:

{p€Il(A):(p) L=}

De resultados establecidos por A. Monteiro [| y el Teorema 2.26, tenemos que el es-

pectro primo (I1(A), ) de una S-dlgebra A, tiene las siquientes componentes conexas:
Tipo I: con (p) = p, (1.1) =T y (1.2) v AT,

Tipo II: con p < p', ¥(p) = p' y ¥() = p, (2.1) {p,T(p)} incomparables, (2.2)
p=T(p)y (23) T =1,

Tipo III: con p y p’ incomparables, 1 (p) =p' v ©(p') = p, (3.1) T =1, (3.2) p =T (p)
y (3.3) {p. T(p),¥(p), ¥ (T (p))} incomparables.
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Si p € II(A) diremos que:
e es de tipo I, si ¥(p) = p,
e es de tipo 1, si existe ¢ € II(A) tal que si p < ¢ entonces 1(p) = ¢ 6 si ¢ < p implica

¥(q) = p,
e es de tipo III, si existe ¢ € II(A) incomparable con p tal que ¥ (p) = q.

Obeservemos que si A es una mpM —algebra, entonces las componentes conexas que
tiene son de tipo I, IT y III, donde no entra en juego el operador T. En lo que sigue

presentaremos algunas propiedades que permitiran el desarrollo de la presente seccion.

Lema 2.33. Sea A una mpM-dlgebra finita y p € II(A), entonces se verifican:

V t silly #0,
(i) p* = teli; donde I1: = {z € II(A) : z Az = 0},
0 silli=0,

(ii) ~p* € II(A4),
(iii) sip=pe, = (0,--+ ,¢ci,---,0) con ¢; € I(T;) i = 2,3,4. Entonces se verifican:

1. ¢; € I(Ty) implica ¢ (p) = p,
2. ¢; € II(T3) implica ¥(p:) = p1,

3. ¢; € I(Ty) implica ¥(p.) = pp-

Dem. Se verifica sin dificultad a partir de la definicion de pseudocomplementacion la
validez de (i). Probemos (ii): sea A =~ ﬁTai donde «; € {2,3,4} y los T,, son las
algebras que generan a la variedad de laSZ:ﬂllpM -algebras. Luego, identificaremos a los
elementos de A con n-uplas (z1,--- ,z,). Se puede probar que los elementos primos de
A son de la forma p = (0,--- ,p;,---,0), donde la coordenada i es p; y el resto 0, con
pi € II(T,,). Entonces, es claro que ~ pi € II(T,,) de lo que resulta lo enunciado.

(iii) Sabemos que si P es un filtro primo de A, la transformacién ¢(P) = A\ ~ P.
Como A es finita se define ¥(p) = ¢ si, y solo si, ¢([p)) = A\ ~ [p) = [¢). Luego, observe-
mos que si p = (0,---,1,---,0), entonces se verifica ¢([p)) = ¢([(0,---,1,---,0))) =
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A\ ~ [(0771770)) = [(0771770)) = [p) y por lo tanto w(P) = p, con

lo se cumple 1. Sea, ahora p. = (0,---,¢,---,0) y p1 = (0,---,1,---,0). Luego

¢([p1))230([(0>71770))):A\N[(0771770)):A\{($1>>0>>$n)

ziETS}:{(w1>"'>Z>"'>wn):wiETS>Z€{C>1}}:[(0>"'>C>"'>0)):pcyporlo
) )

tanto 1 (p.) = p;. De manera andloga se verifica que ¥ (p,) = ps i

Corolario 2.34. En toda mpM-dlgebra finita A verifica:

(i) sip € I(A) y (p) = p entonces Vp =p =~ p*,
(ii) sea p,q € II(A) tal que p < q y ¥(q) = p entonces Vp = q =~ p* = Vq =~ ¢*,

(iii) sea p,q € II(A) incomparables tal que ¥(q) = p y ¥(p) = q, entonces p < Vp =
Vq>qyVpglIl(A).

Dem. Teniendo en cuenta la demostracién del Lema 2.33, veamos la validez de (i). Sea
p=(0,-+,p;---,0) con p; € II(T,,) tal que ¥(p) = p. Luego, es claro que p; = 1 €
I1(T%), de lo que se verifica sin dificultad que p =~ p* = Vp.

(ii): Sean p,q € II(A) tales que p < ¢q. Luego, es claro que p = (0,--- ,¢,---,0)
yq=(0,---,1,---,0) con ¢,1 € II(T3), de lo que se verifica operando coordenada a
coordenada que ¢ =~ p* =~ ¢*. Ademas, Vp = Vq = q.

(iii): Si tomamos ahora un primo t = (0,--- ,t;,---,0) de tipo III, es claro que
t; € TI(T}), pues caso contario estariamos en algin caso anterior. Luego, t; = a 6 t; = b,
por lo tanto si tomamos p, ¢ € [I(A) incomparables tal que ¥)(¢) = p y ¥(p) = ¢, entonces
p=(0,---,a,---,0) yqg=(0,---,b,---,0) y por lo tanto Vp=Vqg=(0,---,1,---,0),

con lo queda completa la demostracién. |

Dados los espectros primos (II(A;),¢1) v (I1(Asg),%s), definiremos a (I1(A;), 1) +
(II(Az), 1) del siguiente modo (II(Ay) + II(A2),%), donde + es la suma ordinal de los
conjuntos dados y ¥m4,) = s @ = 1,2. Entonces, de los resultados precedentes hemos

probado el siguiente teorema.
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Teorema 2.35. Sea A una mpM-dlgebra finita y sea (II(A),v) su espectro primo. En-

tonces

(T(A),¢) = > (I(T3) w2+2 (T5) w3+2 ARTY

donde a; < 00 y ; es la transformacion asocmda a la mpM—algebm T;.

2.6.2 Construccién de los epimorfismos

Sean Ay A" dos S-dlgebras finitas, Epi(A, A') el conjunto de toda los S-epimorfismos de
A en A"y consideremos el conjunto R(A) = II(A)U{Vp:pell(A)}.

Definicién 2.36. Sean A y A’ dos S-dlgebras. Diremos que una funcion f : R(A;) —

R(Ay) es una S-funcion si verifica las siguientes condiciones:
S1. f es inyectiva,
Sa. f((p)) = & f(p), para todo p € 11(Ay),
Ss. f(Vq) =V £(q), para todo q € T1(A;),
Si. f(T'(q)) = T(f(q)), para todo ¢ € TI(Ay).
Notaremos con F(As, A1) el conjunto de todas las S-funciones de A; y A,.

Lema 2.37. Sean Ay y Ay dos S-dlgebras finitas y f : R(A1) — R(As) es una S-funcion,

entonces:

(i) f es creciente en 11(Ay),

(ii) f(p) y p son del mismo tipo,
(iii) f es creciente en R(Ay).

Dem. (i) Sean ¢, ¢ € II(A;) tales que ¢1 < g2, entonces por Corolario 2.34 (ii) tenemos
que Vg1 = ¢z y por lo tanto f(q1) < Vf(q1) = f(Var) = f(qa)-
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(ii) Supongamos que p es tipo I, i.e.: ¥(p) = p, entonces f(p) = f(¢¥(p)) = L f(p).
Luego, f(p) es de tipo I. Ademas, si p € II(A) es de tipo II, existe ¢ € TI(A) tal que p < ¢
(6 ¢ < p). Supongamos que p < ¢, de donde resulta que ¥(p) = qy f(p) < f(q), pues
la igualdad nos conduce a una contradiccién. Luego, ¥(f(p)) = f(q) y por lo tanto f(p)
es de tipo II. Si p es de tipo III, existe ¢ € II(A) incomparable con p tal que ¥ (p) = g.
Luego, es claro que se verifica ¢(f(p)) = f(q), entonces f(p) y f(g) son incomparables.
En efecto, si suponemos que f(p) = f(q) como f es inyectiva tenemos que p = ¢, lo que
es una contradiccién. Si suponemos, ahora, que f(p) < f(q), se tiene por Corolario 2.34
(ii) que V f(p) = f(q) y por lo tanto Vp = ¢ pero por el mismo corolario inciso (iii) se
tiene que Vp no es primo lo cual es una contradiccion. El resto de la prueba sigue con un
razonamiento analogo.

(iii) Por lo probado en (i) solo debemos considerar que p,q € R(A;) son tales que
p=Vt; 6 g = Vtycon ty,ty € II(A1) v p < ¢q. Supongamos que (1) p € [I(A;) y g = Vi,
con ty € II(Ay) y consideremos los dos subcasos siguientes: (1.1) t5 de tipo I 6 Iy (1.2)
to de tipo III. Para el caso (1.1), tenemos por el Corolario 2.34 que ¢ = Viy € II(Ay) y
por el inciso (i) de este lema queda probado. Para el caso (1.2), tenemos por el Corolario
2.34 que Vit = (0,...,1,...,0) € II(A;), tenemos que p = p, 6 p = py de lo que se tiene
los siguientes nuevos casos (a) p, < Vp, = Vp, 6 (b) pp < Vp, = Vp,. Supongamos
que ocurre el caso (a), como ¥(p.) = py se tiene que Y(f(pa)) = f(pe) ¥ f(pa), f(pv)
incomparables. Luego, por el Corolario2.34 (iii) tenemos que f(p.) < Vf(p) = f(Vpp) v
por lo tanto f(p) < f(q). El caso (b) es anélogo.

Supongamos ahora que (2) p = Vi, y ¢ = Viy con ty,ty € TI(A;). Luego, es claro que
Vti=(0,...,1;...,0) y Vit =(0,...,1;,...,0) y como p < ¢, entonces i = j de donde
resulta que Vi, = Vig y por lo tanto f(p) = f(q).

Por otra parte, supongamos que (3) p = Vi1 y q,t; € 1I(A;). Entonces p = Vit; =
0,...,1,...,00 y¢=1(0,...,¢,...,0) y como p < ¢, inferimos que i = j y por lo tanto,

p = q con lo que concluye la demostracion. |

El Lema 2.37 nos permitd probar el siguiente lema

Lema 2.38. Sea f € F(A1, As) y para todo x € A, sean AL, ={q € R(A1): f(q) <=z} y
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AT ={p e ll(Ay): f(p) <z} # 0. Entonces se verifica:

Va=\Vv»

qEAL pEAT

Dem. Consideremos el conjunto N, = A” — AT yseana= \/ p,b= \/ qyc= \ r,
PEAT qeAT, rENg

entonces b = a V ¢. Supongamos que N, = (), entonces ¢ < a. En efecto, sea r € N,
entonces existe pg € I1(A;) tal que r = Vpy =~ po* V po, de donde resulta que ~ pp* < ry
po < r. Por el Lema 6.3 concluimos que f(~ po*) < f(r) vy f(po) < f(r). Como f(r) <=z
y por el Lema 2.33 tenemos que ~ po* € II(A;), entonces ~ po*, po € AZ, lo que completa

la demostracion. O

Consideremos ahora un nuevo tipo de funcién asociada a f del siguiente modo:

Definicién 2.39. Sea f € F(A1, Ay), Diremos que la funcion Fy : Ay — Ay es una

II-funcién asociada a f si Fy(x) = \/ q, si AT #0 y Fy(x) =0 si AT =0, para todo
qEA]

x e A

Notaremos con II( Az, A;) al conjunto de las II-funciones asociadas a las S-funciones.
Lema 2.40. Si p € 1I(A;), entonces Fr(p) =0 ¢ Fy(p) € II(A).

Dem. Sea p € II(As), entonces podemos considerar los siguientes casos:

(i) p es un elemento minimal de II(As). Si suponemos que Fy(p) # 0, entonces existe
p € II(Ay) tal que f(p1) < p, pero como f(p;) € II(A;), concluimos que f(p1) = p.
Luego, no es dificil verificar que A7 = {p:} y por lo tanto, F(p) = p1.

(ii) p es un elemento maximal y no minimal de I1(As). Entonces existe g € I1(A4,) tal
que ¢ < py Vg = p. Sisuponemos que Fy(p) # 0, entonces existe p’ € II(A;) tal que si
f(') < p. SiFy(q) =0 tendrfamos que no existe t' € II(A4;) tal que f(t') < g, entonces
f(0') =py A7 = {p'} y por lo tanto Fy(p) = p’ . Por otra parte, si F;(q) # 0 existe
un unico ¢’ € II(Ay) tal que f(¢') = q y verifica ¢ < V¢'. Si fuese ¢ = V¢’ tendriamos
f(¢) = f(V¢) = Vf(¢) = Vg = p, lo cual es una contradiccién. Consecuentemente,

tenemos A7 = {¢, Vq'}. En efecto, es claro que como f(q') = g es de tipo II por el Lema
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2.37 tenemos que ¢’ es del mismo tipo. Entonces V¢’ € T1(A;) y f(Vq') = p. Supongamos
ahora que existe b’ € II(A) tal que f(h') < p. Como f(h') € II(A;), entonces f(h') =q 6
f(h') = p, de lo que resulta que b’ = ¢’ 6 b’ = V¢’ y por lo tanto Fy(p) = V¢’ |

Teorema 2.41. Toda II-funcién Fy asociada a una S-funcion f es un S-epimorfismo.

Dem. Sea f S-funcién de A en A" y sea Fy : A” — A la Il-funcién asociada, entonces
se verifica sin dificultad que Fy(xz V y) = Fy(z) V Fy(y) para todo z,y € A’. Veamos que
Fy(~ @) =~ Fy(a):

(i): Supongamos que AT, # (), pues caso contrario se verifica sin dificultad que Fy(~
x) <~ Fy(x). Sea q' € A".,, entonces gy’ € II(A") y verifica que f(q') <~ z =

p. Luego, existe py € II(A) tal que f(q") < po vy ¥ (po) £ x de lo que se tiene
{pell(A):y(p) £x}
U(po) < U(f(qo')) y por lo tanto f(¥(q0’)) £ x. Como consecuencia de estas afirmaciones

tenemos que ¢(qo’) £ Fy(x) de lo que inferimos que gy’ <~ Fy(z). Por lo tanto, por
el Lema 6.3 tenemos probada la desigualdad deseada. Reciprocamente, supongamos que
~ Fy(x) # 0, en caso contrario se verifica trivialmente que ~ Fy(x) < Fy(~ z). Entonces,
sea p € II(A’) tal que ¥(p') £ Fy(z) de lo que deducimos que ¢ (f(p')) £ « y por lo tanto,
p' < Fy(~ z), de esto ultimo se tiene la igualdad postulada.

(ii): Veamos ahora que F respeta la operacion *. Para ello solo basta probar que se
verifica para los elementos primos, es decir que Fy(p*) < (Fy(p))* para todo p € II(A’).
En efecto, supongamos Fy(p*) # 0y Fy(p) # 0 puesto que si vale la igualdad se verifica

trivialmente. Como Fy(p*) = V ¢, entonces podemos suponer que existe
{q'€ll(Ar),f(¢)<p*}
g0’ € TI(A) tal que f(qo') < p* y por el Lema 2.33 (i) tenemos que p* = V t.
{teTI(A"):tAp=0}
Luego, f(qo') £ p de lo que resulta que ¢y’ € Fy(p) y por el Lema 2.40 podemos afirmar

que qo’ y Fy(p) son primos incomparables. Luego, qo’ A Fr(p) = 0, y por lo tanto ¢o’ <
(Ff(p))*. Por otra parte, veamos que Fy(p)* < Fy(p*). Consideraremos Fy(p)* # 0, pues
caso contrario se verifica trivialmente. Sea ¢’ € II(A;) tal que ¢’ A Fy(p) = 0, entonces
q¢ £ Fy(p) de donde concluimos que f(¢') £ p. Luego, de esta udltima afirmacién y el
Lema 2.40 tenemos que f(q’') y p son primos incomparables. Por lo tanto, f(¢') Ap =0

y f(¢") < p* con lo que queda probada la desigualdad buscada. Como se verifica sin
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dificultad que Fy(z*) = Fy(x)*, para todo x € A, tenemos probado (ii).

(iii): Por dltimo, es claro que T'(Fy(p)) =T( V ¢) = V T(¢'). Luego, sea g €
q’eAg q’eAg

[1(A’) tal que f(qo") < p, entonces T'(f(qo")) = f(T'(q")) < T'(p) y como T'(gy") € II(A’) re-

sultaque T'(q) <V  T(¥) < Fy(T(p)). Reciprocamente, como Fr(T'(p)) =\ I,

VeAT ) W AT )

sea ho' € TI(A") tal que f(ho') < T(p), entonces T'(f(ho')) = f(T'(hy')) < T?(p) = p y por
lo tanto T'(ho') < Fy(p). Luego, hy' < T(F¢(p)). De las desigualdades anteriores es claro
que F(T'(z)) = T(F¢(x)) con x € A. Por lo tanto, Fy : A — A’ es un S-homomorfismo.
Veamos ahora que F es sobreyectiva. Sea b € II(A’), entonces f(b) = a € II(A) y por
lo tanto, F(a) # 0. Recordemos, que por el Lema 2.40 tenemos que Fy(a) € II(A’) y sea
w = Fy(a). Luego, f(b) < f(w) pero como por otra parte f(w) < a = f(b), tenemos que
b= w y por lo tanto, Fy(a) = b. No es dificil verificar que si w € A’, existe z € A tal que
Fi(z) = w. O

Veamos que vale la reciproca del Lema 2.41, antes probemos un resultado auxiliar.

Lema 2.42. Sean Ay y Ay S-dlgebras finitas, h : Ay — Ay un S-epimorfimo yp’ € II(Ay).
Entonces eziste un tinico py € 11(As) tal que h(po) = p'.

/

Dem. Sabemos que existe z € Ay tal que h(z) = p/. Supongamos que h=i(p/) =
t

{z1,--+ , 2} y consideremos el elemento py = /\ x;. Es claro que h(pg) = p' vy que py # 0,
veamos que es primo. En efecto, supongamoslaile po = a Vb, luego se tiene que a < py vy
b < po. Ademas, p' = h(py) = h(a) V h(b), de lo que resulta que py = a 6 py = b.

Por otra parte, veamos que py es tnico. En efecto, sea p; € II(A) v p1 € h71(p))
luego, po < p1, y si p1 es un primo de tipo I o III, pg = p;. Observemos que si p; es de
tipo I y suponemos py < pi, entonces Vpy = p1 vy Apy = (~ po)* A pp = 0. Por otra
parte, como h es un V, A-morfismo tenemos que p’ = h(p1) = h(Vpy) = Vh(po) = Vp/
y como Ap = AVY = A ~ A ~p =~ VA ~p =~ A ~p = Vp, inferimos que
0 = h(Apo) = Ah(py) = Ap', lo que resulta una contradicién. De todos estos casos se

tiene que py = p; es decir es Unico. |
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Consideremos ahora h un S-epimorfismo de As en A;, diremos que la funcion f :
II(A;) — II(As) es inducida por h si se verifica que f(q) = p si, y solo si, h(p) = ¢q. La
existencia de f estd asegurada por el Lema 2.42, ademads f es inyectiva. Por otra parte,
f puede ser extendida de una tinica manera a una S-funcién fs @ R(A;) — R(A2) de la
siguiente forma: si ¢ € II(A4), entonces fi(q) = f(q), fs(¥(q)) = ¢¥f(q) ¥ fs(T'(q)) =
f(T(q)); si ¢ € R(A1)/II(A), entonces fs(Vq) = Vf(¢q). Luego, diremos que f; es la

S-funcién inducida por h.

Lema 2.43. St f la funcion inducida por el S-epimorfismo h, entonces f es una 1I-

funcion.

Dem. Sea h: A; — A un S-epimorfismo y sea g la S-funcién inducida por h. Ademas,
consideremos la [I-funcién F, asociada a g y veamos que F,, = h. En efecto, sea p € II(A,).
Supongamos primero que Fy(p) # 0, luego por Lema 2.40 se tiene que Fy(p) = p’ con
f(@)=pyp €lIl(A)). Entonces por la definicién de f tenemos que h(p) = p' y por lo
tanto, Fy(p') = h(p). Supongamos ahora que Fy(p) = 0, debemos probar que h(p) = 0.
Supongamos que h(p) # 0, entonces existe p’ € II1(A;) tal que p’ < h(p). Luego, por Lema
2.42 existe un unico q € I1(A;) tal que h(q) = p’ y como f es inducida por h tenemos que
f(@') = q. Por otro lado, p’ = p' A h(p) = h(p A q), entonces por el Lema 2.42 tenemos
que ¢ = p A q de lo que se deduce que ¢ = f(p') < py por lo tanto A7 # 0 lo que resulta

ser una contradiccion. O

Este tltimo lema y el Teorema 2.41, nos permiten observar que para cada epimorfismo
tenemos la II-funcion inducida y que toda II-funcién tiene asosiado un S-epimorfismo.
Por lo tanto, no es dificil verificar que el conjunto de los S-epimorfismos de A en A’
(Epi(A, A")) es coordinable con el conjunto de las II-funciones de A en A (F(A;, Az)),

1.€.

|Epi(A, A)| = |F(Ay, Ay)|.

Sea |II(Ay)| = m y |I(Az)| = n, notaremos con Ay = Ay it 15, ¥ A2 = B

conl<:<2y1<j k<3 dos S-algebras finitas, donde A; tiene t;; + 2¢; » primos de

51,1752,5353,k
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tipo I, 2(to2 + to3) + 4t de tipo Iy 2(t31 + t32) + 4¢3 3 de tipo III. Por lo tanto,

tig+ 2tio + 2(to +ta3) +4taq + 2(t31 +t32) + 4tz 3 = m.

De manera andloga se contabilizan los primos de A,. Es claro que s;; < t;; y por lo
tanto, el conjunto F(As, A1) # 0. Ademsds, si notamos con F;;(As, A;) al conjunto de
las S-funciones inyectivas entre los elementos primos de tipo ¢ subtipo j entre As y Ay
resulta que:

|FALA) =TI |54 T [Fi(AL A

1<i<2 2<s<3

1<5<3

De todo lo expuesto anteriormente concluimos el siguiente

Teorema 2.44.

. 511! (281 2)! S21! S99/
Epi(Ag, Ay)| = ’ . ’ . ’ . ’
[Epi(Az; Av)l (s10—t11)! (2s12 —t12)! (s21—1t21)! (S22 —t22)!

(28273)! (28371)! (28372)! (48373)!

(28273 — t273)! (28371 — t371)! (28372 — t373)! (48373 — t373)!

|Aut(A2, A2)| = 8171! . (28172)! . 8271! . 8272!(28273)! . (28371)! . (28372)! . (48373)!

Dem. Para calcular el nimero de epimorfismos tenemos que contabilizar el nimero de
funciones inyectivas de van de los primos del dlgebra de partida en los primos de la imagen
de h y se verifica lo postulado. Por otra parte, si tomamos h € Epi(A, A) tal que h sea
inyectivo, entonces la S-funcién f, funcién inducida por h, es sobre. Como f /) :
II(A) — II(A) es inyectiva se verifica sin dificultad que el nimero de automorfismos es el

enunciado. O
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2.6.3 Ejemplos. mpM-algebras, algebras de Lukasiewicz triva-

lentes y algebras de Boole

Es de destacar que estos resultados se podrian haber obtenido con técnicas topoldgicas,
utilizando la dualidad de Priestley presentada para las algebras de De Morgan pseudo-
complementadas modales estudiadas en [61].

Por otro lado, si consideramos T'(x) = x la identidad tenemos que las algebras A; y

Ay son mpM-algebras finitas y por lo tanto se verifica:

8171! 8271! ) (28371)! |

Epis(As, A = | Epimpar(As, Ay)| = - !
|Epis (A, Au)| = | Epimpar (Az, Av)] (s10 —t11)! (s21—toa)! (2831 —131)

Si Ay v Ag son élgebras de Lukasiewicz de orden 3, resulta que:

8171!

(s11—t11)! . (s91 — taq1)!

8271!

| Epiy,, (As, A1)| =

Ademsds, si A1y A, son algebras de Boole:

8171!

Epig(As, Ay)| = ———.
| sz( 2 1)| (8171—t171)!

2.7 El reticulo de subvariedades A(S)

Presentaremos primero algunas consideraciones previas. Sea K un conjunto de algebras
finitas, entonces notaremos con V = Var(K) a la variedad generada por K. Por otra
parte, por el Lema de Jénsson, el reticulo A(V) de todas las subvariedades de V es un
reticulo distributivo finito y, por lo tanto, A()) es isomorfo al reticulo O(P) de los ideales
del poset P de los elementos irreducibles de A(V). Por otro lado, es bien sabido que
V' € A(V) es un elemento irreducible si, y solo si, existe un dlgebra subdirectamente
irreducible A € V tal que V' = Var({A}). Més ain, si Ay B son algebras subdirectamente
irreducibles de V, Var({A}) C Var({B}) si, y solo si, A € H(S(B)). Donde H(W) =
{C €V : existe un epimorfismop: C — W}y S(Z) el conjunto de las subalgebras de
Z.
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El propdsito de esta seccion es, a partir de estos resultados, dar una descripcion com-
pleta del reticulo de subvariedades de la variedad de las S-algebras, a la que notaremos
con mpMS.

Por el Teorema 2.26, sabemos que Siy;,(mpMS) = {15, T35, Ty, T, T16} donde
Sifin (mpMS) es el conjunto de las algebras subdirectamente irreducibles finitas de mpMS
que en este casos son todas las subdirectamente irreducibles. Luego, vale el siguiente re-

sultado.
Lema 2.45. H(S(A)) = S(A), para toda A € mpMS.

Dem. Como consecuencia los resultados obtenidos en la Seccién 2.6 sabemos que solo se
pueden construir un epimorfismo de un dlgebra simple en una sub-algebra de ella y como
la variedad es semisimple y finitamente generada, tenemos que H(S(A)) = S(A), para

toda algebra subdirectamente irreducible de mpMS. ]

Luego, H(S(T2)) = {T2}, H(S(T5)) = {T2,T5}, H(S(Th)) = {T2, T4}, H(S(Ts)) =
{15, T5, T} vy H(S(Ty6)) = {Ts,Tu, T16}. Entonces, el poset (Sif;,, <) tiene el siguiente

diagrama de Hasse:

T16 Ts

T 15

15
El siguiente teorema serd utildad para determinar el reticulo A(mpMS).

Teorema 2.46. (A. Davey) Sea K un conjunto finito de dlgebras finitas, tal que V =
Var(K) es a congruencias distributivas. Consideremos el conjunto ordenado (Sifi,(V), <)
donde A € B si, y solo si, A € H(S(B)). Entonces, A(V) es un reticulo distributivo
finito isomorfo a O(Sifin(V)).
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Sean Vo = Var(Ty), Vs = Var(Ts), V4 = Var(Ty), Vs = Var(Ts), Va = Var({1z, T3,14}),
VA = VGT({TQ, Tg, T4, Tﬁ}), VA = VGT({TQ, Tg, T4, Tlﬁ}).
Es claro que V; coincide con la variedad BA de las dlgebras de Boole, V3 coincide con

la variedad L3 de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes y V, coincide con la variedad

IBA de las élgebras de Boole involutivas (ver [57]).

Teniendo en cuenta el Teorema 2.46 podemos afirmar que A(mpMS) es un reticulo

finito distributivo con el siguiente diagrama de Hasse:

mpMS

Ve Vi

V16 Vs

IBA Ls

BA
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3 Capitulo III

En este capitulo introducimos y estudiamos las mpM-algebras enriquecidas con un
automorfismo de periodo k, con k € IN, k > 2, a las que denominamos Ci-algebras. Ellas
constituyen una generalizacién natural de las S-algebras desarrolladas en el Capitulo II
que son las que corresponden al caso £k = 2. Comenzamos nuestro estudio presentando
las propiedades mas importantes de esta nueva estructura. Ademads, extendemos algunos
resultados establecidos para las mpM-algebras periodo 2 a las de periodo k, tales como la
relacion entre los c-filtros y las conguencias. Esto nos permitio determinar la familia de
ultrafiltros asociada con cada c-filtro maxinal. Por otra parte, determinamos las condi-
ciones necesarias y suficientes para que una congruencia sea maximal, lo que fue posible
considerando una nueva operacion binaria, la implicacién ciclica, y caracterizando a las
congruencias por medio de los sistemas deductivos asociados a estd implicacién. Ademas,
las propiedades que verifica esta implicacién nos permitié mostrar que la variedad de las
Cr-algebras es semisimple. También determinamos, utilizando las técnicas desarrolladas
por Birula-Rasiowa ([5]), las dlgebras simples. Asimismo, mostramos que esta variedad es
finitamente generada y localmente finita. Finalmente, describimos las Ci-algebras libres

con un conjunto finito de n generadores libres e indicamos la férmula para calcular su
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cardinal en funcién de los parametros n y k. Verificamos y testeamos este resultado para
los casos k = 1y k = 2, mostrando que coninciden con los ya obtenidos en [61] y en el

Capitulo II de esta tesis, respectivamente.

3.1 Operadores k-ciclicos en las mpM-algebras

Las algebras de Boole equipadas con un automorfismo de periodo k, k un enetero mayor
o igual a 2, fueron introducidas por Gr. Moisil [53] y las que denominé dlgebras de Boole
ciclicas. Ademds A. Monterio ([55]) se interes6 en la estructura finita de las édlgebras
libres. Posteriormente, H. Cendra (profesor de la UNS) en [14] presenta un método para
construir un cuerpo de Cuerpo de Galois GF(2*) finito, a partir de un algebra de Boole
ciclica finita y recisprocamente.

Mas recientemente, en 2006, Diaz Varela en [19] probé que si consideramos a los anillos
conmutativos de caracteristica 2 con raiz cuadrada (una operacién primitiva agregada)
como una variedad, esta estd generada por los cuerpos GF(2F) finitos, para la prueba se

usan los resultados de dlgebras de Boole ciclicas comentadas anteriormente.

En esta seccion definiremos las dlgebras de De Morgan pseudocomplementadas modales
equipadas con un automorfismo de periodo k y nos abocaremos al estudio de sus propiedades

mas importantes. Ademads, extenderemos algunos de los resultados vistos en el Capitulo
II.

Definicién 3.1. Una mpM -dlgebra k-ciclica (6 Cgx-dlgebra) es un par (A,t) donde A es
una mpM-dlgebra yt : A — A es un automorfismo tal que t*(x) = x con k entero, k > 0
(donde t°(z) = x y t"(z) = (t" Lo t)(z) sin > 1).

Cuando no haya lugar a confusién escribiremos tx en lugar de t(x).

Cabe observar que las mpM-algebras simétricas, estudiadas en el Capitulo II, las
algebras de Boole ciclicas estudiadas en [55] y las algebras de Lukasiewicz trivalentes

ciclicas de [1], son ejemplos de Ci-dlgebras.
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Observacion 3.2. Teniendo en cuenta los resultados establecidos en el Capitulo I, pode-
mos afirmar que una forma de caracterizar a las congruencias en las Ci-dlgebras es via
los T A—filtros del dlgebra, que en adelante llamaremos filtros ciclicos (6 c-filtros). Mads

precisamente, se puede probar que si (A, t) una Cg-dlgebra con mds de un elemento, en-

tonces

(i) Con(A) ={R(F): F € C(A)}, donde R(F) = {(z,y) € Ax A : existe f € F tal
que z A f =y A [}, siendo C(A) al conjunto de todos los c-filtros de A.

(ii) Los reticulos Con(A) yC(A) son isomorfos considerando las correspondencias © —

Fo y F+—— R(F), que son inversas una de la otra.

En el Lema 3.3 resumiremos las propiedades de los filtros primos y los ultrafiltros
de las Ci-algebras, las cuales son consecuencia directa de los resultados obtenidos en la

Secciéon 1.4 del Capitulo IT y seran de utilidad mas adelante.

Lema 3.3. Sea (A,t) una Cgx-dlgebra y P C A un filtro primo. Entonces se verifican las

siguientes propiedades:
(a) t'(P) es un fitro primo, 1 < i <k,
(b) P es minimal (mazimal) si, y solo si, t'(P) es minimal (mazximal),
(c) U es un ultrafiltro si, y sélo si, t'(P) es un ultrafiltro, 1 <1 <k,
(d) p(t'(P)) =tp(P), 1 <i<k,

(f) si F es un c—filtro de A y F C P, entonces F' C o(P) Nt{(P), donde ¢ es la

transformacion de Birula—Rasiowa (B-R),
(g) st PCQ yQ esun fillro primo de A, entonces o(P) =@ ¢ P = Q.

Dem. (a) y (b): Son consecuencia directa de la Proposicién 6.15.

(c): Es inmediata de la Proposicién 2.21.
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(d): Resulta de la Proposicion 2.17.

(f): Es facil ver que si F es un c-filtro, t'F = F para todo i, 1 < i < k. Como por
hipétesis F' C P, entonces N = t'(N) C t'(P). Sea ahora x € N, entonces por hipStesis
inferimos que Az € Py por (T4) tenemos que ~ Ax & ¢(P). Luego, como por (T14)
1 =av ~ Az € ¢(P) y ¢(P) es filtro primo inferimos que = € ¢(P). Por lo tanto,
N C o(P)Nt'(P).

(g): Se verifica en las mpM-élgebras y por lo tanto matiene su validez en las C-

algebras. |

En lo que sigue nos abocaremos al estudio del espectro primo de una Ci-adlgebra A
con técnicas algebraicas. Observemos que el mismo podria realizarse utilizando técnicas
topoldgicas como en [61], adosdandole una homeomorfismo que represente al autmorfismo
t.

Proposicién 3.4. Sea (A,t) una Cg-dlgebra y sea U C A un ultrafiltro. Entonces N =
k—1

N tU Npt'U) es un c—filtro de A.

i=0

Dem. Es claro que N es un filtro de A. Luego, solo resta probar que N es cerrado por
Ay t. En efecto, sea x € N entonces por (T14) tenemos que ~ vV Ax € N. Como
r € @(t'U) para algin i, 0,< i < k — 1, entonces ~ z & t'U y por el Lema 3.3 (a)
inferimos que Ax € t'U. Si suponemos ahora que x € t'(U), entonces ~ x & p(t'U) y por

lo tanto, Az € p(t'U). De las afirmaciones anteriores se deduce que Az € N. Por otra

k-1 k—1 k=1
parte, sea x € N, si x € () t/(U), entonces t(z) € () t"(U). Ademss, si x € () p(t'U),
i=0 i=0 i=0

k—1 k—1

entonces t(z) € () t(pt'(U)) y por el Lema 3.3 (d) concluimos que t(z) € () ¢(t'U), de
i=0 i=0

donde resulta que t(x) € N. O

En lo que sigue veremos como representar a los c-filtros maximales en término de

ciertos ultrafiltros especiales, extendiendo los resultados establecidos en el Teorema 2.22.
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Teorema 3.5. Sea A una Ci-dlgebra y N C A. Entonces N es un c—filtro maximal de A
s, y solo si, existe un ultrafiltro U de A tal que
k-1

N = (#UNe(t'V).

=0

Ademds, esta representacion es unica.

Dem. Sea N es cfiltro maximal de A, como es propio existe un ultrafiltro U de A tal

k-1
que N C U. Luego, por Lema 3.3 inferimos que N C () ‘U N ¢(¢'U). De la Proposicién
i=0
3.4 y la maximilidad de N se concluye la demostracién.
k-1

Reciprocamente, sea U un ultrafiltro de A tal que N = ﬁ t'U N o(t'U). Por la
Proposicién 3.4 tenemos que N es un cfiltro de A y como N es ZITIOI filtro propio, entonces
existe un cfiltro maximal W tal que N C W. Luego, por la condicién necesaria sabemos
que existe un ultrafiltro Y de A, tal que W = kﬁl 'Y Np(tY) y como Y es un filtro

=0
primo tenemos que t'(U) C Y 6 o(t'U) C Y. Ademds, por el Lema 3.3, sabemos que

t'(U) es maximal y por lo tanto t/(U) = Y. Por otra parte, si ¢(t'U) C Y, por el Lema
3.3, tenemos que t'U = p(p(t'U)) =Y 6 o(t'U) =Y. Ambos casos conducen a N = W.
a

Definicién 3.6. Sea (A,t) una Ci-dlgebra. Diremos que un c-filtro mazximal N es de

periodo d, si d es el menor entero positivo tal que tYN = N. En este caso diremos que el
k-1 ,
c-filtro mazimal N = () t'U N p(t'U) es de periodo d, o que es un d-filtro.
i=0
De la definicion anterior resulta el siguiente lema que juega un rol fundamental en lo

que sigue.

Lema 3.7. Sea (A,t) una Ci-dlgebra. Si N es un d-filtro de A, entonces se verifican las

siguientes condiciones:

(i) d/k,
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(ii) los tnicos ultrafiltros de A que contiene a N son de la forma {t'P, o(t'P)}0<i<d—1}-

Dem. (i): De la Definicién 3.6 es claro que d < k, entonces sabemos que k = dq + r
con r < d. Luego t*N = t¥+"N = t"(t¥N) = t"N y como t es k-ciclica inferimos que

t"N = N, de lo que resulta que r = 0.

(ii): Es consecuencia directa de la Definicién 3.6 y el Teorema 3.5. a

3.2 La implicacién ciclica y sus sistemas deductivos

A continuacién buscamos caracterizar a las congruencia a partir de ciertos sistemas de-

ductivos, lo que nos permitira probar la semisimplicidad de la variedad.

Dada una Ci-dlgebra (A,t), definiremos una nueva operacién binaria — sobre A del

siguiente modo:

k
aﬁb:\/V(Ntia)\/b.

i=1

Lema 3.8. En toda Ci-dlgebra se verifican las siguientes propiedades:
(i) a —a=1,
(ii) a — Aa =1,
(iii) a — t*(a) = 1, para todo s € IN,
(iv) a— (aANb) =a — b,
(v) a < b implica c —a<c—Db,
(vi) ((a =b) = a) —a) =1,
(vii) a — (b —a) =1,
(viii) 1 — a =1 implica a =1,

(ix) (@ = (b—¢)) = ((a = b) = (a —¢)),
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(X) a—1=1.
Dem. Solo probaremos (iii), (iv) y (ix).

k .
(iii): Si s <k, entonces 1 =V ~ t°aVti(a) < \/ V ~taViti(a) =a— t(a). Por
i=1
otra parte, si k < s, entonces existen ¢, r enteros positivos tales que s=k-q+ryr < k.

Por lo tanto, t°(a) = t"(a) y con un razonamiento andlogo al anterior tenemos probada la

propiedad.
k=1 & k=1 k k
(vi): Probemos primero que: (x) \/ t"( A t'z) = \/ A t""x = A t/z. En efecto,
n=1 =1 n=1i=1 j=1

basta mostrar que para todo entero ng tal que 1 < ng < k se verifica que:
{t" " ahcicr = {Prhigen

Sean A = {t/z}1<j<r y B = {t"™ x}1<i<x. Sij es tal que 1 < j < k, entonces puede
suceder que: (a) j >mng 6 (b) j =mng 6 (c) 7 < no.

Veamos que, en todos los casos, existe i tal que t/z = t"™*z. En efecto, si ocurre (a)
tenemos que 0 < j — ng < k, entonces tomando ¢ = j — ng la propiedad esta probada. Si
vale (b), tomando ¢ = k se verifica. Por tltimo, si ocurre (c), tenemos que 0 < ng—j < k'y
por lo tanto 0 < k— (ng—j) < k. Luego, si tomamos i = k — (ng — j) resulta t/z = t"*ig.
De las afirmaciones anteriores concluimos que A C B.

Reciprocamente, como 0 < ¢ < k, entonces ng < i +ng < k + ng lo que nos lleva
a analizar los dos casos siguientes. Si ocurre (a) ng < i+ ng < k, entonces 7 = i + ng
es el buscado. Si ocurre (b) k < i+ ng < k + ng, dividiendo i + ng por k tenemos que
i+ng=¢q-k+r con0<r < k-1 Luego, tHwg = t7% Ty = "z y si tomamos
7 = r tenemos probada la inclusion buscada. Por lo tanto, A = B de donde concluimos
la validez de ().

Mostremos ahora que ((a — b) — a) = a. En primer lugar, observemos que (xx)
k k k
a—b=\V~thaVb=V ~ (A t?a) Vb=V ~ 2Vb, donde z = A t/a. Luego,

Jj=1 Jj=1 Jj=1

k
(@ —=b) —a=(V~zVbd) —a)=\VV~t"(V~zVbVa=Vn~(V~
n=1

k-1 k-1
2VO)V ) VAt (Ve~zVbh)Va=V(~V ~zA~D)V ) "V(~V ~2A~b)Va =
1 1

n= n=
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k-1 k—1

V(AzA ~ b))V ) "V (LzAN ~b)Va= (T17) (AzAV ~b)V \/ t"(AzAV ~b)Va
n—= n=1

Luego, reemplazando z tenemos que

k k-1 k k
(@a—=b) —a=(AANFaAV ~bV V(A NFaAV ~b)Va=(\FAaANV ~

j=1 n=1 j=1 j=1
k-1 k k-1 k-1 k
bV t"(N\ tVANaAV ~b)Va = (Dah \ ?DNaAV ~b)V \/ t"( N\ tVANaAV ~b)Va =
n=1  j=1 =1 n=1  j=1
et ' T ' ’ k 1
(Aan N\ ?PAanNV ~b)Va)V \ t"(\VAaAV ~b) = (T2) a t"(/\ tHAaAV ~
Jj=1 n=1 j=1 n:l j=1
k-1 k
b) =aV ( \/ t"( N\ t?Aa) A t"V ~ b). De lo demostrado, (**) y (T2) inferimos que
n=1 ]:1
(aﬁb)ﬁa—a\/(/\tlﬁa/\ \/ t"V ~b)=aV (AaA /\tZAa/\ \/ t"V ~b) =a. De

i=1 n=1
esta afirmacion y el inciso (i), (vi) queda demostrada.

k

V~t(\VV ~taVd)V

) :

(\/thja\/c): V V(A ~V ~thah~b)V(\ V~taVec)=
i=1

j=1 7=1 2

-

(ix): Observemos primero que (@ — b) — (a — ¢) =

k
t'( N\ Atan ~

1 =1

k‘ .
<wﬂ.

k k k
b))V (VV ~ tlaVve) = (T10)(T17) \| AN tFa AV ~ bV |V ~ tlaVec =
=1 i=1 =1 =1

T ' ko k j' koo ’ k-1 k.
(TlO)(\/ N Atta NNtV ~b)V(VV ~tave) = (A\tAaV \/tl/\tJAa)/\

i=1 j=1 =1 7=1 j=1 j=1
k k

tinb)\/(\/thja\/c):(>x<)((/\t’Aa\//\tJAa)/\\/tZ Nb)\/\/VN
1 =1 =1 =1
' k 'J koo k j' " i
tja\/c:(/\tJAa/\\/tZVNb)\/(\/thja\/c):((/\tjﬁa\/\/vatja) (\ 'V ~
j=1 j=1

j=1 i=1 y— =1

<

(2 =1

k k k
bV V~tia)Ve=((N\t?LaVv thAa)/\(\/tZVNb\/ \/ V ~ t/a)) V c¢. Como
J=1 j=1 j=1 i=1 j=1
k k
por (T4) sabemos que Aa es un elemento booleano, entonces ( A\ ?AaV \/ # ~ Aa) = 1.
j=1 j=1
Luego, tenemos que

k k
(a—b) — (a—c)=\t'V Nb\/\/Vtha\/c—\/V(tha) \/ V(~th)Ve=
i=1 i=1

Jj=1 j=1
a — (b — ¢), con lo que la propiedad queda probada . |

A continuacién vamos a considerar la nocién de sistema deductivo para la implicacién
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— de la manera habitual. Es decir, dada una Cg-algebra A y D C A, diremos que D
es un sistema deductivo ciclico (6 s.d.c.) si, y sélo si, se verifican (D.1) 1 € Dy (D.2)

r,r — y € D implican que y € D.

Lema 3.9. Sea (A,t) una Cy-dlgebra y F C A, entonces las siguiente condiciones son

equivalentes:
(i) F' es un sistema deductivo ciclico,
(ii) F c-filtro.

Dem. (i)= (ii): Es claro que 1 € F. Sean a,b € F, por Lema 3.8 (vii) y (iv) 1 =
b— (a—0 =b—(a — (aNb)) € F. Entonces por (D.2) inferimos que a Ab € F.
Sean ahora a € F'y b € A tales que a < b, entonces por Lema 3.8 (v) tenemos que
1 =a— a<a—b. De esto ultimo, el Lema 3.8 (viii) y (D.2) resulta que b € F. Las
condiciones (C2) y (C3) de la definicién de c-filtro es consecuencia directa del Lema 3.8
incisos (ii) y (iii).

(ii)= (i): Sean a,a — b € F, entonces At’a € F para todo 1 < j < k. Ademés,

k k
A(a — b) € F y por lo tanto, \ At?a A A(a — b) € F. Por otra parte, A\ At/a A
j=1 j=1

k k k k
Na — b)) = NAHaANAN(\V ~ tavd) = (T18) N\ Atla A (\/ V ~ tlaVv Ab) =

J =1 J=1 i=1

k k K
(N Atla N\ ~ Atla) VvV (N AtPa A Ab) = H. Como por (T4) sabemos que Aa es

7=1 =1 7=1

un elemento booleano, entonces resulta que ( A At’a A'\/ ~ At'a) = 0 y por lo tanto
j=1 i=1
k
H = A\ Atla A Ab < Ab < b. Luego, de las afirmaciones anteriores concluimos que
j=1
beF. a

De la Observacion 3.2 y el Lema 3.9 podemos afirmar que las congruencias en las Cy-
algebras quedan determinadas por los sistemas deductivos ciclicos. Luego, por el Lema
3.8, resultados generales de algebra universal y los establecidos por A. Monteiro ([56]),

tenemos probados los siguientes resultados.
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Lema 3.10. En toda Cy-dlgebra (A,t) se verifican las siguientes condiciones:

(i) todo s.d.c. propio de A es intersecccion de s.d.c. mdzimales de A,

(ii) la interseccion de todos los sistemas deductivos mazimales de A es {1}.

Teorema 3.11. La variedad de las Ci-dlgebras es semisimple.

3.2.1 Los sistemas deductivos generados

En lo que sigue nos ocuparemos de estudiar los sistemas deductivos ciclicos generados por
un conjunto H de una Ci-algebra A, los cuales estan definidos de la manera habitual. Es
decir, como la interseccion de todos los sistemas deductivos ciclicos de A que contienen a

H y que notaremos con D(H). Si H = {a} escribiremos simplemente D(a).

Lema 3.12. Sea (A,t) una Cy-dlgebra, a € A y H C A, entonces:

(i) D(a) = |

J

(i) D(H,a) = D(HU{a})={xr€A:a—x € D(H)},

t'Aa), donde [X) es el c-filtro generado por X,

k
=1

(iii) D(a) ={r € A:a —z = 1}.

Dem. (i): Como A t?Aa < Aa < a, entonces a € |
j=1

k
t?Aa). Sea ahora z € [\ t/Aa),

J=1

.
£>w

E ko
entonces A t?Aa < z, de lo que se inferimos que A t?AAa < Az. Luego, Az €

j=1 j=1
ko ko
[\ ?Aa). De manera similar podemos probar que tx € [ A\ t/Aa). Luego, por Lema 3.9
j=1 j=1
k

tenemos que [ A\ #//A\a) es un s.d.c.. Por otra parte, si W es un s.d.c. y a € W, es simple

j=1

k .
verificar [ A\ t?Aa) C W, lo que concluye la demostracion.
j=1

(ii): Por el Lema 3.8 (i) tenemos que a € D(H,a). Ademads, es claro que h € D(H, a)

para todo h € H. Veamos ahora que D(H,a) es un sistema deductivo. En efecto,
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por el Lema 3.8 (x) sabemos que 1 € D(H,a). Ademds, sean z,z — y € D(H,a),
entonces tenemos que a — z,a — (r — y) € D(H). Luego, por Lema 3.8 inferimos que
l=(a—(x—vy) — ((a —2) — (a —y)) € D(H) de lo que resulta por (D.2) y las
afirmaciones anteriores que a — y € D(H).

Por otra parte, si B un s.d.c. tal que H U {a} C B se verifica sin dificultad que
D(H U{a}) C B, lo que completa la demostracion.

(iii): Es inmediata de (ii) tomando H = (). O

Lema 3.13. Sea (A,t) una Cx-algebra y Dy un s.d.c de A, entonces

k
D(Dy,a) ={x € A: existed € D; tal qued A /\tjAa <z}

j=1

k

Dem. Sea B = {r € A : existed € Djtal qued A \ t“/Aa < x}. Entonces es claro
j=1

que D; € D(Dy,a) y que a € D(D;y,a). Por otra parte, si x,y € B, como D; un

filtro concluimos que x Ay € B. Veamos ahora que B es un c-filtro. En efecto, sea
k

z € B entonces existe w € D tal que w A A\ ?Aa < z. Luego, por (T10) tenemos
j=1

k k
que A(w A A\ t#Aa) = Aw A N\ t?Aa < Az 'y como por el Lema 3.9, D; es un c-filtro

tenemos quéZIAw € Dy de dontji_elinferimos que Az € B. De manera, andloga se prueba
que t(z) € B. Por otro lado, supongamos que existe un c-filtro Y tal que D; U{a} C Y.
Si z € B, entonces existe d € Dy tal que d A /k\ t'Aa < z. Como /k\ t'NAaeY eY esun
filtro inferimos que x € Y, con lo que concluijrjllos la demostrauciénj.:1 O

3.2.2 Determinacién de las congruencias maximales

Recordemos que ([8, p.59]), A/ es un élgebra simple si, y sélo si # es una congruencia
maximal de A. Entonces teniendo en cuenta la Observacion 3.2 y el Lema 3.9 las mismas

quedaran determinadas si caracterizamos a los s.d.c. maximales.

Teorema 3.14. Sea (A,t) una Cg-algebra y M C A un s.d.c., entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
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(1) M es mazimal,

k
(2) sia g M, existe m € M tal que N\ t/(Aa) Am =0,
j=1

k
(3) si A\ t/(Da)Vbe M, implicaac M 6be M,

j=1
k

(4) sia & M, implica ~ A\ N\ t'(a) € M,
j=1

(5) sia, b M, implica a — b,b — a € M.

Dem. (1) = (2): Seaa € A tal que a € M y consideremos D = D(M, a). Si suponemos
k
que A t/(Aa) Am # 0 para todo m € M, entonces por Lema 3.13 tenemos que D # A

j=1
y M C D C A, lo que contradice la maximalidad de M.

k
(2)= (3): Sea b€ A tal que A t/(Aa)Vbe M y supongamos que a € M. Entonces

=1
k k
por (2), existe m € M tal que A t/(Aa) Am = 0. Luego, (A t/(Na) Vb)) Am =
=1 j=1
k
(A #(LDa) Am)V (bAm)=bAm e M y por lo tanto b € M.

J=1

k k
(3)= (4): Por hipdtesis a ¢ M y como A A #/(a) < a, entonces A A t/(a) ¢ M.

7=1 7=1

k k
Por otra parte, ~ A A\ t/(a) VA A t/(a) =1 € M. Luego, de las afirmaciones anteriores
j=1 j=1
k
y (3) inferimos que ~ A A t/(a) € M.
j=1
(4)= (5): Sean a,b € A tales que a &€ M y b ¢ M. Luego, por (4) tenemos que
k k k k k
~ A N\ t(a) e M. Como ~ A N\ t'(a) =~ N\ At/ (a)=\ ~ At (a)=\ V ~ti(a) <
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
a — b, entonces tenemos que a — b € M. De manera analoga se prueba que b — a € M.

(5) = (1): Supongamos que M no es maximal, entonces existe un s.d.c. M’ tal que
M c M'. Seaa € M\M y b e A\M’, luego por (5) a — b € M’ pero por ser s.d.

tenemos que b € M’, lo que es una contradiccion. |
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3.3 Algebras generadoras de la variedad de las Ci-algebras

En esta seccién determinaremos las algebras simples que la generan. En primer lugar,
consideraremos el conjunto de los invariantes por t y por V, al igual que en el caso
Mpm-élgebras simétricas, i.e. sea K(A) = {z € A:txr =z = Vz}. En lo que sigue

presentaremos algunos resultados que seran una necesarios para el desarrollo de la seccién.

Proposicién 3.15. Sean (A, t) una Cy-dlgebra y a € A. Entonces se verifican las siguien-

tes condiciones:
(a) K(A) es una Mpm-subdlgebra de A,
(b) K(A) es una dlgebra de Boole,
(c) si(S,ts) es una Cx-subdlgebra de (A,t), entonces K(S) = K(A)NS,
(d) [a) es un c-filtro si, y solo si, a € K(A),
(e) sia € K(A), entonces D(a) = [a).

Dem. La demostracién de (a) y (b) es andloga la de la Proposicién 2.28. Ademds, (c)
es inmediata de las definiciones correspondientes. La prueba de (d) es andloga la de la

Proposicién 2.14. Por dltimo, si a € K(A), entonces por (d) tenemos que [a) es un s.d.c..

k .
Ademés, si Dy es un s.d.c tal que a € D; es inmediato que A #?A € D;. Luego, por el
j=1
Lema 3.12 concluimos que D(a) C D;. O

Teorema 3.16. Sea (A,t) una Ci-dlgebra, entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(i) (A,t) es Cp-dlgebra simple,

k
(ii) para todoa € A, a#1, N\ t/(Na) =0

J=1

(i) K(A) = {0,1}.
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Dem. (i) & (iii): Es anédloga a la demostracién del Teorema 2.15.

(i) = (ii): Como (A,t) es simple entonces {1} es un s.d.c. maximal. De esta tltima

k
afirmacién y el Teorema 3.14 (2) inferimos que A t/(Aa) = 0.
j=1

(i) = (iii): Sea z € K(A), z # 1. Como Az = z = /2, tenemos que !Az = t/z y
k

por lo tanto A #/(Az) = z = 0, lo que completa la demostracién. O
j=1

Sea (A,t) una Cg-algebra. Si para todo x € A, k es el menor entero no negativo tal

tF(z) = z, diremos que (A, t) es k-periédica.

Sean Ty, T3 v Ty las algebras que generan la variedad de las Mpm-algebras. En lo que
sigue consideraremos las algebras T j, 15 v T4, que se obtienen de realizar el producto
cartesiano k-veces de cada una de la algebras indicadas y donde las operaciones estan
definidas punto a punto. Por otra parte, sea ¢t una funcion tal que ¢ : T}, — T} con
i = 2,3,4 definida por t(zy,x9, - ,x%) = (Tk,T1,%2, -+ ,Tg—1) donde (z1, T2, ,x) €
T, - Se puede probar sin dificultad que ¢ es un automorfismo de periodo k y por lo tanto,
(Tog,t), (T5k,t) y (Tur,t) son Cg-dlgebras. En particular son k-periddicas. Veremos que

ellas son algebras simples.

Corolario 3.17. Las Si-dlgebras (T;x,t) con i = 2,3,4 son Ci-dlgebra simples.

Dem. En primer lugar consideramos el dlgebra (T4, t). Por construccién tenemos que
0,1 € K(Tyx). Veamos ahora que esos son los tnicos elementos invariantes de Ty ;. En
efecto, sea z € K(Tyy) tal que z # 0y z # 1, entonces z = (1,22, -+ ,2x). Luego,
se presentan dos casos: (I) z; € {a,b} para algin i, 1 < i < k 6 (II) x; € {0,1} para
todo 7, 1 < ¢ < k. Si ocurre (I), como Va = Vb = 1 inferimos que Vz # z, lo que es
una contradiccién. Si ocurre (II), de la hipdtesis concluimos que existe [ tal que z; =0y
Tiy1 =162 =1y x4 =0. En cualquier caso, por la definicién de t tenemos que tz # z,
lo que contradice que z sea invariante. Por lo tanto, por el Teorema 3.16 inferimos que
(Tyr,t) es una Sp-dlgebra simple. Con un razonamiento similar se prueba que (Tay,t) y

(T5,t) son Si-dlgebras simples. O
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Corolario 3.18. Las subdlgebras de (T}, t) con i = 3,4 son algebras simples.
Dem. Es inmediata del inciso (c) de la Proposicién 3.15. O
Lema 3.19. Toda Ci-dlgebra simple es finita.

Dem. Sea A un algebra simple de la variedad. Entonces {1} es un c-filtro maximal de
k—1

Ay por el Teorema 3.5 existe un ultrafiltro U tal que {1} = () #'U N(t'U), de donde
i=0

resulta que los tnicos utltrafiltros de A son {t'U, ¢(t'U) }{o<i<k—1}, que es un conjunto

finito. Luego, el espectro primo de A es finito, por lo tanto A es finita. O

Teorema 3.20. Si (A,t) una Cy-dlgebra simple, entonces (A,t) ~ (T;4,t) coni=2,3,4
y T;.4 es d-periddica para algiun entero positivo d tal que d/k.
Dem. Por Lema 3.19 sabemos que A es finita y supongamos que {1} es d-periédico

d—1
con d/k. Entonces {1} = [ t'P N p(t'P) y por lo tanto el espectro primo de A es
i=0

{t' P, o(t' P)}jo<j<d—1}-

Por otra parte, como A es un reticulo finito entonces existe un elemento primo p €
II(A) tal que P = [p), es decir que podemos considerar la transformacién ¢(p) = ¢ si y
solo si ¢([p)) = [q), lo que permite identificar a los filtros primos con elementos primos
como en el caso de el estudio de los epimorfismos en las mpM-dlgebras simétrica. Luego,
p pueden ser tipo I: p = ¥(p), de tipo II: p < ¢(p) é de tipo III: p y ¥(p) incomparables.
Supongamos que p es de tipo I, entonces el espectro primo esta formado por la anticadena
{p,tp, ..
isomorfismo a : A — T¢ donde a(p) = (1,0,...,0), a(tp) = (0,1,0,...,0), ... ,a(tip) =
(0,0,...,0,1;,0,...,0). Por otro lado, tenemos que ta(p) = ¢(1,0,...,0) = (0,1,0,...,0)
y en general, obtenemos ta(p) = t/~ta(p) = t/71(1,0,...,0) = t71(0,1,0,...,0) =

-+ =1(0,0,...,0,1,;,0,...,0), con lo que se verifica que o es un Cg-isomorfismo y por lo
j

., 147 1p} v no es dificil ver que los t¥p son de tipo 1. Por lo tanto, existe un mpM-

tanto (A,t) ~ (T24,t). Sip es de tipo II, el espectro primo esta formado por

{p7 tp? R 7td_1p7w(p)?w(tp)? R ’w(td_lp)}
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donde t'p < ¥ (t'p). Observemos que los primos de T 4 son de la forma (0, ...,0,¢,0,...,0)
y (0,...,0,1,0,...,0), luego por un razonamiento andlogo al caso anterior, tenemos que

(A,t) >~ (T54,t). Sip es de tipo 111, el espectro primo es una anticadena

{p7 tp? R 7td_1p7w(p)7w(tp)7 R ’w(td_lp)}

y los primos de T 4 son de la forma (0,...,0,a,0,...,0) y (0,...,0,0,0,...,0). Luego,

con un razonamiento analogo al de los casos anteriores tenemos que (A,t) ~ (Tyq4,t). O

Es bien sabido que dado un entero positivo k, la relacién divide (/) es una relacién
de orden y que el conjunto D;,(k) de los divisores k forman un reticulo donde el maximo
comun divisor entre ki, ks € D;,(k), que notaremos con mcd (ky1, ko), es el infimo entre

ellos.

En el siguiente lema utilizaremos los resultados establecidos en [55] por A. Monteiro.
Este autor probd que la familia de todas las subagebras del dlgebra de Boole k-periddica
By, (con k dtomos), es isomorfa al conjunto de divisores de k ordenados por la relacién
divide. Para cada d divisor de k, la subalgebra B, asociada a d de By, es la inica subalgebra

de By, d-periddica caracterizada por By = {g € By : t%g = g}.

Lema 3.21. Las subdlgebras de (T;x,t) son las dlgebras (T; q4,tq) con d/k. Ademds, Tz 4

es una Ci-subdlgebra 15 4 y Ty 4 asi como 15 4 no es una subdlgebra de T} 4.

Dem. Sea T, = {x € T} : t%z = x}, entonces es claro que (T}, /) es una subélgebra
de (T}, t) donde la restriccién t|T;fk = t/; es un automorfismo de T},. Por otra parte, del
Lema 3.7 tenemos que el espectro primo de Tﬁk es de la forma {t'P, p(t'P)}j0<i<a—13 ¥
por lo tanto, (T, ) ~ (T;4,ta)-

Por otra parte, es claro que (B(Tjx),tp) ~ By para i = 2,3, donde t|p(,,) = tpy
B(A) es el conjunto de los elementos booleanos de la Cg-dlegbra A. Luego, por [55] existe
d/k tal que By es una subalgebra de By. Luego, tenemos que las subdlgebras de (75, t)

con i = 2,3 son de la forma (7} 4,tq) ya que (B(T;q),t5) >~ Ba.
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Para el caso ¢ = 4, es claro que B(Tyx) = Tyk. Sea d un divisor de k, entonces
k = d-q. Luego, podemos considerar a los elementos de T, como k-uplas del tipo
T = (T1,T2,...,Tq) donde Ty = (21,...,2¢), ..., Tg = (Tdg—g: Tdg—(q—1): - - - » Tdq). Por otra
parte, sea el conjunto D = {x € Ty : ¢ = (T1,T2,...,%4), tal que Ty = T3 = ... =
ZTq}. Entonces es claro que D es un subdlgebra de Ty y considerando el automorfismo
tlp : D — D tenemos que (D,t|p) es un élgebra d-periddica. Los dtomos son de la
forma a; = (a,0,...,0),...,a4 = (0,0,...,a) y by = (b,0,...,0),...,b4 = (0,0,...,b0) y
verifican t(a;) = a;41 y t(b;) = biy1. Luego, no es dificil ver que (D, t|p) ~ (T4.q4,tq). Por
otra parte, determinaremos una subalgebra de 7} ; donde sus coordenadas pertenezcan a
Ty. Tomemos D' = {z € Tyy : v = (T1,Ta,...,Ty), tal que T1 = T3 = ... = T4 € To,}
y t' =tlp: D' — D', luego tenemos que (D', t') ~ (Th4,tq). Por lo tanto, (Thq,tq) ¥
(T4.4,tq) son las inicas subalgebras de (T4, t). Como T3 no es subalgebra de T}, entonces

T35 4 no es subalgebra de T} 4, lo que completa la demostracion. |

Lema 3.22. T, 4, NT; 4, = Ti,mcd(d1,d2)7 T54,NT; 4, = T2,mcd(d1,d2)7 T3.4,NTya, = T2,mcd(d17d2)
coni=2,3,4

Dem. Es consecuencia directa del Lema 3.21. O

Como consecuencia directa del Corolario 3.17, el Lema 3.19, el Teorema 3.20 y resul-

tados de élgebra universal [8, Theorem 10.16] concluimos que

Teorema 3.23. La variedad de las Cy-dlgebras es finitamente generada y localmente finita.

3.4 (p-algebras libres

A continuacién determinaremos la estructura de las Cp-algebras libres con un conjunto de
n ,n € IN generadores libres, a la que notaremos con Fg, (n). Ademds, indicaremos como
determinar su cardinal en funcién de n.

Por los resultados vistos hasta aqui, para cada divisor d de k la familia C de los c-filtros

maximales de F¢, (n) puede ser particionada del siguente modo:



80

Ni,d = {N eC: Fck(n)/N ~ Ti,d}-

Luego, tenemos que:

Feo(m) = [T s < T st < T i

d/k d/k d/k
donde ;4 = |N; 4| con i =2,3,4.

Sea ahora Epi(Fe,(n),T;q) el conjunto de todos los epimorfismos de Fg, (n) en T; 4
y Aut(T;q) el conjunto de todos los automorfismos de las algebras T;4. Por [1, pag.
47] sabemos que las algebras Tj4 con | = 2,3 sélo tienen d automorfismos que con-
mutan con ¢ y estos son t,t% -+ t¥1 t? de donde resulta que |Aut(T;4)] = d. Con
un razonamiento similar concluimos que |Aut(7y4)| = 2d. Ademds, si consideramos la
funcién s : Epi(Fe,(n),T;q) — Nia definida por s(h) = ker(h) = h~'({1}), para todo
h € Epi(Fe,(n),T;q), no es dificil probar que s es sobreyectiva y que s™'(N) = {aoh:
a € Aut(T;4)}. Por lo tanto,

|Epi(Fe,(n), Tia)l

[Aut(T;,0)
Por otra parte, para cada h € Epi(Fe, (n),T;q) existe una funcién f : G — T, 4 tal que
f=nhlg. Si F*(G,T;q) ={f: G — T;qtal que [f(G)]c, = Tia}, entonces tenemos que:

Qg =

|Epi(Fe,(n), Tia)| = [F7(G, Tia)l.

Observemos que la condicién [f(G)]c, = Tia4 es equivalente a que f(G) C T4y
f(G) € S para toda subdlgebra maximal S de T; 4. Si notamos con M (d) al conjunto
de los divisores maximales de d distintos a d, entonces se verifica que las subdlgebras

maximales de 7T} 4 son de la forma T}, con x € M(d). Luego, podemos escribir

FGTa)=FalJ U P

I<i zeM(d)

donde F; 4 es el conjunto de todas las funciones de G en T} 4. Por lo tanto,
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PG Tia)| = Fa - I U Fal="=1J U Fal

I<i xzeM(d) I<i zeM(d)
Por otra parte, es bien sabido que para todo conjunto finito J y para toda familia de

conjuntos {A;}jcs se verifica que
Ual= 30X 4
ieJ XCJ, X#0 jex

Observemos que si tomamos I = {w : w < i}, tenemos que

J U EBa=1 U  Ed= > DY () Fual

I<i ze M (d) (z,t)EIx M (d) XCIxM(d) (j1.,j2)€X
donde
m Fj1,j2 = {f c Fi,d : f G — m Tj1,j2}'

(J1.52)€X (J1,J2)€X
Calculo de los a; 4

Si i = 2, entonces I = {2} y por lo tanto,

@) =1 U Fal (2d)"— > (DN Bl

B zeM(d) ZCM(d),Z#0 weZ
Qg g = d = d
(21— > (=) (gl
_ ZCM(d),Z#0
= y ,

donde mcd(Z) es el méximo comun divisor de los elementos de Z.

Si i = 3, tenemos:

(3% — | U FiaUFy4 (3N —|FoaU U Fiyl
o (jx) (253} <1 () _ yedt(d)
3,d d d

Como
BaU | Baul=1Fd+ U Bl-1Fan [J Byl

yeM(d) yeM(d) yeM(d)
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y
1B | Faul=1 U (FanFsy)l,
yeM (d) yeM(d)
obtenemos que
(3d)n _ (2d)n _ Z (_1)|W|—1 (3mcd(W))n + Z (_1)|H|—1 (2mcd(H1UH2))n
WCM(d), W0 HCM(d)x M(d),H#0
a3,qd = d

donde Hy ={z: (x,y) e H} y Hy={y : (z,y) € H}.

Finalmente, para ¢ = 4 por Lema 3.21 tenemos que

(44™ — | U FiaUFy (AN —|FgU U Fuyl
. (o) 20X M(@) _ vedt(d)
4,d 2d 2d

Realizando un razonamiento analogo al caso anterior resulta que

(4d)n _ (2d)n _ Z (_1)|W|—1 (4mcd(W))n + Z (_1)|H|—1 (2mcd(H1UH2))n
WCM(d),W#0 HCM(d)xM(d),H#D

2d

Q4.4 =

De los resultados anteriores tenemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.24. Sea F¢, (n) la Cy-dlgebra libre con n generadores libres. Entonces

|Fe, (n)] = H 9024 H 393,d H4a4’d

d/k d/k d/k
con
(2d)n_ Z (_1)\Z\71 (2mcd(Z))n
ZCM(d),Z#0
Qg q = d ’
(3d)n_(2d)n_ Z (_1)\W\71 (3mcd(W))n+ Z (_1)\H\71 (2mcd(H1UH2))n
W CM(d),W#0 HCM(d)x M(d),H#®
a3, d = d ’
(4d)n_ Z (_1)\W\71 (4mcd(W))n_(2d)n+ Z (_1)\H\71 (2mcd(H1UH2))n

o W CM(d),W#0 HCM(d)x M(d),H#)
Qyqd = 2d
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3.5 Ejemplos

En esta seccién calcularemos el nimero de elementos del algebra libre para ciertos valores

de k reencontrando, en algunos casos, resultados ya conocidos.

3.5.1 C;-algebras libres

Si k = 1, cabe senalar que las C-algebras coinciden con las mpM-algebras estudiadas por
N. Oliva en [61]. Por el Teorema 3.24 tenemos que la C;-dlgebra libre con r generadores

libres es:

Fe,(r) ~ T;i’l X Tgofi’l X Tz‘fl.
Como M (1) = (), entenderemos que > (—1)141 (272" = 0 y por lo tanto a; = 2"

ZCM(1)
Ademads, de manera analoga resulta que

Z (_1)|H| (2mcd(H1UH2))r _ 0’

HCM(1)xM(1),H#£D

Z (_1)|W|—1 (4mcd(W))r — 0= Z (_1)|W|—1 (3mcd(W))r’

WCM (d), W0 WCM (d),W#0

y por lo tanto, az1 =3" — 2"y g1 = % = 2"71(2" — 1). Luego,

|Fe,(n)] = 2% x 39772 x 4211,

Este nimero coincide con el obtenido por N. Oliva en sus Tesis de Magister.

3.5.2 Cs-algebras libres

Observemos que para k = 2, tenemos que la Co-algebra libre con r generadores libres es:

2 2 2

~ Qz,.d as,d Q4,d

Fey(r) ~ HTz,d X HTs,d X HT4,d :
d=1 d=1 d=1

. rT__or T__Qr__ AT r 2r _ AT _92r r
Como |Ti,d| = zd’ Q9 = 4 22 , Qg9 = % Y Qo = %’ tenemos
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4T _oT -~ 327‘737‘7227‘+27‘ 4T _oT 427‘747‘7227‘+27‘
|Fe, (r)] = |Ton | x| Tonl 7 x [T 7 x| Ty 2 X|Taa| 2 x| Tl 7

» 4T _oT r_or 327‘737‘7227‘+27‘ 4T _oT 427‘ 747‘7227‘+27‘
= 22 x4 7 x3?x9 > x472 x 16 7

or 9.47—2" 3r_or 97 —3" —4" 427" 167 —4" —47 427
= 2° x4z x3 X9 2 x 16 1

r 472" r_or 97 —3" —4" 427" 16" —3-4"42.2" 47 27
= 22 x 477 x 3T x9 > x 1 1

r 472" r_or 97 —3" —4" 427" 16" —3-4"42.27 4" —2"
= 22 x4* 2 xF T x9 > X 16~ 1 X 16~ 1

4" 2" 9" 3" 4" 42" 16" —3.4"42.2"

= 22 x4 x PP x93 N [ —

y este es cardinal de la S-algebra libre con un conjunto de r generadores libres hallado

en el Capitulo II.

3.5.3 Cy-algebras libres con k primo

En esta tltima seccién del capitulo, exhibiremos la Ci-adlgebra libre con r generadores
cuando k es un nimero primo. Siguiendo un razonamiento analogo a los anteriores casos

tenemos que:

| Fe,(r)| = H | T, V2! x H |54 N2l H | T g™ el

NEN, 4,d/k NENs 4,d/k NENy 4,d/k
— H(2d)a2’d X H(gd)a_g’d X H(4d)a4’d
d/k d/k d/k

— 9021 (2k)a2,k x 3981 % (3k)a3,k NI (4k)a4,k

21@7‘727‘ 3kr737‘72k7‘+27‘ 4T _oT 4kr747‘72k7‘+27‘

=27 x (2M7TF  x 37 x (3F) g x 472 x (4 2"
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4 Capitulo IV

En este capitulo introducimos e investigamos las mpM-élgebras monadicas (o M-
algebras, para abreviar). A cada algebra de esta nueva clase, que es ecuacional, la trata-
mos como un par formado por una mpM-algebra y un cuantificador existencial. En la
Seccién 1 exhibimos definiciones, propiedades y senalamos la relacion entre ellas y otras
estructuras algebraicas existentes. En la Seccion 2, a partir de una familia especial de
subalgebras de una mpM-élgebra determinamos como obtener todos los cuantificadores
que la transformen en una M-algebra. A partir de la Seccién 3, iniciamos un estudio
topoldgico de las mismas, asociando a cada M-algebra un espacio compacto, Hausdorff y
totalmente disconexo en el orden enriquecido con una relacién de equivalencia, al estilo
de las dualidades de Halmos-Priestley. Esta primera representacion nos permitio realizar
un estudio exhaustivo de las congruencias. En particular, mostramos que existe un iso-
morfismo entre el reticulo de ciertos subconjuntos abiertos, cerrados e involutivos del
espacio asociado a una M-élgebra y el reticulo de las M—congruencias principales de la
misma. Ademds, probamos que las congruencias principales y booleanas coinciden y en el
caso finito determinamos su cardinal. Luego, mostramos que las congruencias principales

quedan también determinadas por ciertos filtros especiales del dlgebra, completando el
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estudio de las mismas. Finalmente terminamos el capitulo senialando que, a diferencia de
lo que ocurre en otras clases de dlgebras, aqui no siempre es posible definir la estructura

monadica partir de la k-ciclica.

4.1 Las mpM —algebras monadicas o M-algebras

Definicién 4.1. Una mpM —dlgebra modal monddica (6 M-dlgebra, para simplificar) es
un dlgebra (A, A\, V,~*,3,0,1) donde el reducto (A, \,V,~,*,0,1) es una mpM-dlgebra y
3 es un operador unario sobre A, que denominaremos cuantificador existencial y satisface

las siguientes identidades:

(ml) z AJdz ==z,

(m2) J(z A Jy) =Tz ATy,

(m3) 3~ Jz =~ Jz,

(m4) I((~x)* Ax) = (~ Jx)* A Jz,
(mb) I~ x* =~ (Jx)*.

En lo que sigue notaremos con M a la variedad de las M-éalgebras y para simplificar

a sus elementos los indicaremos con (A, 3) o simplemente con A.

A continuacién indicamos algunas propiedades del cuantificador existencial validas en

toda M-algebra que seran de gran utilidad en lo que sigue.

Proposicion 4.2. Sea A € M, entonces se verifican:
(m6) x < Jz,

(m7) 931 =1, 30 =0,

(m8) I3z = Jx,

(m9) x <y implica Ix < Jy,
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(m10) ~2zVV3x =1, donde Ve =~ A~z y Ax = (~z)" ANz,

(mll) JzVV e~z =1,

(m12) el conjunto 3A ={x € A: Jx =z} es una mpM-subdlgebra de A,
(m13) J(xVy) =Tz V Iy,

(m14) x < Vz,

(m15) V(zVy)=VazVVy,

(m16) AVz =V,

(ml7) VAz = Az,

(m18) IVr = V3z.

Dem. Solo probaremos (m12) y (m18).

(m12): De (m2) y (m3) es simple verificar que 3A es una subalgebra de De Morgan de
A. Ademsds, sea a € A, entonces a* = (Ja)* y por (mb) tenemos que ~ a* =~ (Ja)* =

d~ a* de lo que se concluye que ~ a* € 4A. Por lo tanto, a* € JA.

(m18): Veamos que 3Vz < V3Iz. Primero observemos que (1) 3V3dz = Vdz. En
efecto, como 3Vdz = 3 ~ A ~ Jz por (m3) y (m4) tenemos que IVIz = 3 ~ AF ~
dJr =3~ 3dA ~dzr =~ JA ~ Jx =~ Ad ~ Jx =~ A ~ dz = Vdz. Por otra parte, de
(m6) y (m15) resulta que Vo < Vdz y por lo tanto de (m9) IVx < 3V3z. Luego, de (1)
concluimos que dVzx < Vdz.

Por otra parte, como x < Vz por (m9) tenemos que 3x < IVz y por lo tanto de
(m15) resulta que (2) Vdzr < V3IVz. Ademsds, se verifica que (3) VIVze = IVz. En
efecto, por (m16), (m4) y (m17) tenemos que V3iVe = VIAVz = VAIVze = AFVze =
JdAVz = 3Vzx. Luego, de (2) y (3) concluimos la demostracion. O

Observacion 4.3.
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(i) De la Proposicion 4.2 se verifica sin dificultad que (A, N\, V,~,/,;3,0,1) es una

dlgebra tetravalente modal monddica que fueron estudiadas en [74].

(ii) De los aziomas (m1), (m2), (m3)y (m13) tenemos que el reducto (A, \,V,~,3,0,1)
es un dlgebra de De Morgan monddica. FEsta clase de dlgebras fue investigada en
[62].

(iii) Si (A, 3) es una M-dlgebra que verifica V(x ANy) = VA Vy, entonces (A, 3) es un

dlgebra de Lukasiewicz trivalente monddica (ver [59]).

Ejemplos 4.4. Los ejemplos de M-dlgebras que indicaremos a continuacion juegan un

rol fundamental en el estudio de esta variedad.

(i) Sean T; con i = 2,3,4 las mpM-dlgebras que generan la variedad. Entonces (T;,3)

donde 3 es la identidad son M-dlgebras.

(i) Sea Y wun conjunto no wvacio, entonces Ty = {f : Y — T;} con i = 2,3 son
mpM -dlgebras definiendo las operaciones coordenada a coordenada y (TY ,3) son
M-dlgebras definiendo para todoy € Y, (3f)(y) =\ f(Y) para todo f € T .

Los resultados que exhibiremos en el Lema 4.6 seran necesarias para el desarrollo de
este capitulo.

Definicién 4.5. Sea A€ M yx € A. Diremos que x es un elemento reqular si ~ x = x*

e indicaremos con Reg(A) al conjunto de todos los elementos requlares de A.

Lema 4.6. Sea A € M entonces se verifican:
(m19) AA=VA= Reg(A),

(m20) Reg(A) C B(A), donde B(A) ={x € A: xVz* = 1} es el conjunto de los elementos

booleanos de A,

(m21) x es un punto fijo de A si, y sélo si, Vx =1y Ax =0, donde x es un punto fijo de

Asi~x=zx.
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Dem.

(m19): Sea z € AA, entonces por (T11) z = Az. Luego, z* = (Az)* y por (T8)
tenemos que z* =~ Az =~ z. Reciprocamente, sea z € Reg(A). Entonces z* =~ z y
por lo tanto Az = (~ 2)* A z = 2" A 2z, de donde por (P3) concluimos que Az = z. El

resto de la demostracion resulta por (T11).

(m20): Sea z € Reg(A), entonces ~ z = z*. Luego, 2V z* =2V ~ z =~ (~ 2N\ 2) =~
(z* A z) = 1. Ademads, z A z* = 0. De estas afirmaciones inferimos que z € B(A).

(m21): Sea x € A un punto fijo, es decir z =~ z. Entonces Ax = (~ z)" Nz =

x* ANz = 0. Por otra parte, de (T2) y (T14) tenemos que Ve =V Vz =~z V Vz = 1.
a

Lema 4.7. Sea A € M entonces se verifican:
(m22) si A ~ Ty, entonces para todo x € A, ~ x es el complemento booleano de x,
(m23) (AA,3T) es un dlgebra de Boole monddica,
(m24) IAA es un dlgebra de Boole,

(m25) si A ~ T3 y z un punto fijo de A, entonces z es el unico punto fijo de A y no es

un elemento booleano de A,

(m26) si A ~ Ty, entonces existen sélo dos puntos fijos de A tales que uno es el comple-

mento booleano del otro.

Dem.

(m22): Supongamos que existe x € A tal que xA ~ = # 0, entonces de la hipétesis
tenemos que 3(zA ~ x) = 1, de donde por (m4), (T10) y (T13) resulta que 1 = AJ(zA ~
x) =3(Ax ANA ~ ) =30 =0 lo que es una contradiccién. Luego, A ~ z =0y por lo
tanto, ~ x V x = 1 para todo x € A.

(m23): De (T12) y (T4) tenemos que AA es un dlgebra de Boole, y de (m4) inferimos
que para todo =z € AA, dx € AA. Ademsds, de (m7), (ml) y (m2) se concluye la

demostracién.
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(m24): Inmediata de (m23).

(m25): Sea z € A un punto fijo, entonces 3z € {0,¢,1}. Veamos que 3z = ¢. En
efecto, si suponemos que dz = 0, entonces 0 = Vdz. Por otra parte, de la hipdtesis,
(m21) y (m18) resulta V3z = 1, lo que es una contradiccién. Andlogamente, se prueba
que 3z # 1. Ademas, por (m6) tenemos z < 3z = ¢ y como ¢ =~ ¢ <~ z = z concluimos
que z = c.

Supongamos ahora que z es un elemento booleano de A. Luego, por ser punto fijo
2 # 0y z# 1, de lo que se tiene que 2z’ € JA, donde 2’ es el complemento de z. Por
otra parte, como 3z = z de (m7) y (m2) resulta que 0 = I(z A 2') = Jz AT = 2 A T2
Ademsés, por (m7) y (m13) tenemos que 1 = 3(zV 2’') = 2V 32/, por lo tanto 32’ = 2’ lo

que es una contradiccién.

(m26): Sea z un punto fijo de A, siguiendo un razonamiento analogo a (m25) se
demuestra que dz # 0y 3z # 1. Luego, 32 = a 6 3z = b. Supongamos que 3z = a,
entonces z < a y por lo tanto a =~ a <~ z = z de lo que se tiene que z = a. Es claro

que si dz = b se demuestra de manera anédloga que z = b. |

4.2 Relacion entre subalgebras y cuantificadores

En esta seccién indicaremos como obtener todos los cuantificadores sobre una mpM-
algebra A a partir de una familia especial de subéalgebras.

Observemos que de (m9), (m6), (m8) y (m13) cada cuantificador 3 es un operador de
clausura aditivo definido como en [2, pag. 47]. Luego, el cuantificador 3 esta determinado
por su imagen 3A. A continuacién determinaremos las condiciones que deben verificar

las subalgebras que determinan al cuantificador.

Proposicién 4.8. Sea (A, 3J) € M entonces A verifica las siguientes condiciones:

(1) para cada v € A, Jx es el primer elemento del conjunto [x) N 3A,

(ii) para cada x,y € A, si x = y existe en A entonces x = y € A, donde x = y es

el pseudocomplemento de x relativo a vy,
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(iii) JA es una mpM-subdlgebra de A,
(iv) para cada x € AA, Jx € AA,
(v) [(~x)* Ax)N (Fx)NFAN AA tiene un tinico elemento,

(Vi) ~ (Jz)* € [F ~ z¥).

Dem. Solo probaremos (v), ya que de [9, Proposition 1.2] las condiciones (i) y (ii) son
vélidas. Ademds, (iii) y (vi) son consecuencia directa de (m12) y (mb5) respectivamente y
(iv) se deducen de (m4).

(v): Sea B = [(~z)* Az)N(Jz]NnFAN AA. Por (m4) resulta que 3Az € B. Por
otra parte, si z € B, entonces se verifica que 4z = z = Az y Az < z < dz de donde se
tiene 3Az < z = 3z. Por otra parte, z = Az < Adz de donde por (m4) concluimos que
z < dAz. Por lo tanto, z = dAx. O

Proposicion 4.9. Sea A una mpM-dlgebra y sea M subdlgebra de A que satisface las

siguientes condiciones:

(i) para cada v € M, el conjunto [x) N M tiene primer elemento,
(ii) para cada z,y € M, si x = y existe en A entonces x =y € M,

(iii) para cada x € AA, entonces Iyr € AA, donde Ipyz es el primer elemento de
[z)N M,

(iv) [(~x)* Ax)N (Fux) N AAN M tiene un tinico elemento,
(v) ~ (3mx)* € [F3m ~ x¥).
Entonces (A,3y) es una M-dlgebra y Iy A = M.

Dem. Por [9, Proposicién 1.3] tenemos que 3y, verifica (m1), (m2) y 3y A = M. Veamos
la validez de (m3), (m4) y (m5).
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(m3): Como Jyx € M y M es una subdlgebra de A, entonces ~ dyx € M. Por
lo tanto, ~ dyx € [~ Iyx) N M de donde resulta que Iy ~ Iz <~ Jpyx. La otra

desigualdad es inmediata.

(m4): Es claro que de (iii) y el hecho que M es una subdlgebra de A tenemos que
Iz € [(~ )" ANe)N(TIpuz]NAANM. Ademés, ATz € [(~ z)"Ax)N(Tpz]NAANM.
De las afirmaciones anteriores y (iv) concluimos la demostracion.

(mb): Sea x € A. Como J,, verifica (m1) tenemos que x < Jy/z, entonces ~ x* <~
(Ipx)*. Por lo tanto, ~ (Ipyz)* € [~ 2*) N M. Luego, por la definicién de 3y se deduce

que Jp ~ x* <~ (Iyx)* y de (v) concluimos que Iy ~ x* =~ (Iprx)*. O

4.3 Representacion topoldgica de las M-algebras

A continuacién, describiremos una dualidad topoldgica para las M-algebras teniendo en
cuenta las obtenidas para los Q-reticulos distributivos, detallada en el Capitulo I, y para
las mpM —&lgebras indicada en [61]. En lo que sigue, y para facilitar la lectura, exhibire-
mos esta ultima dualidad entre la categoria de las mpM —algebras y sus correspondientes

homomorfismos y la categoria de los mpy;—espacios y las mpy, —funciones.

Un mpys—espacio es un par (X, g) que es a la vez, un espacio de De Morgan y un

p—espacio (ver Capitulo I) y satisface la condicién adicional siguiente:
(pml) z <y implicaz =y é g(z) = y.

Una mpy—funcién de un mpy,—espacio en otro es una funcién de De Morgan y una

p—funcién (ver Capitulo I) simultdneamente. Ademads, se probé que:

(Dmpl) si (X, g) es un mpy—espacio, entonces (D(X),U, N, ~.* (), X) es una mpy,—élgebra
donde ~ U = X \ g(U) y U* = X \ (U], para cada U € D(X), y la funcién ex :
X — X(D(X)), definida por ex(z) ={U € D(X) : x € U} es un homeomorfismo

y un isomorfismo de orden.
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(DmplI) si A es una mpy,—élgebra, entonces el par (X(A),ga) donde X(A) es el conjunto
de todos los filtros primos de Ay ga(P) = A\ {~ x : x € P} es un mpy,—espacio.
Ademas, la funciéon o4 : A — D(X(A)), definida por o4(a) = {P € X(A) :a € P}

es un mpy;—isomorfismo.

De lo expuesto anteriormente y con técnicas habituales se concluye que la categoria
de los mpy;—espacios y las mpy,—funciones es naturalmente equivalente al dual de la

categoria de las mpM —4&lgebras y sus correspondientes homomorphismos.

Observacion 4.10. ( [61]) De (pml) se infiere que todo mpy—espacio es la suma cardinal
de una familia de cadenas, cada una de las cudles tiene a lo sumo dos elementos. Luego,

todo mpy;—espacio totalmente ordenado tiene a lo sumo dos elementos.

Antes de describir la dualidad para las M-algebras indicaremos algunas propiedades

su espectro primo que nos seran de utilidad.

Sean A € My X C A. Denotaremos con [(X), F(X) respectivamente al ideal y al
filtro generado por X en A.

Teorema 4.11. ([74]) Sea (A, 3) una M-dlgebra y sean S, T € X (A) tales que SNFA C T
Entonces eziste Q) € X(A) tal que

(i) Sc@.

(i) QN3IA=TnN3A.

Dem. Consideremos el filtro F' = F(SU (T'N3JA) y el ideal J = I(FA\ T'), entonces
FnJ=0. En efecto, supongamos = € F N J, entonces existe (1) k € JA\T, s € Sy
Jt € T'N3A tales que s A 3t < = < k. Luego, (s A It) < Ik = k, de donde por (m2)
resulta que (2) s A 3t < k. Como Js € SN A, de la hipotesis 3s € T y por (2) k € T,
lo que contradice (1).

Luego, por el Teorema de Birkhoff-Stone existe @ € X(A) tal que (3) FF C Q vy
QN J=10. De (3) tenemos que S CQ y TNIA C Q, luego TNIA C Q NIA. Por otra
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parte, sea x € Q N JA. Si suponemos que x € T tenemos que x € JA\ T C J y por lo
tanto, Q N J # 0 lo que es una contradicién. |

Teorema 4.12. Sea (A,3) una M-dlgebra y Rz C X(A) x X(A) definida por Ry =
{(P,Q) € X(A) x X(A) : Pn3A = Q Nn3JA}. Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

(i) R3 es una relacion de equivalencia y las clases de equivalencias son cerradas en
X(A) ([9]),

(ii) (P, Q) € Ry implica (9(P),9(Q)) € Rz ([74]),

(iii) Para todo (P,Q) € R3, si existe R € X(A) tal que g(R) C P, entonces existen
S, T € X(A), tales que (9(S), T) € Ray T C Q,

(iv) Para todo S,T,Q € X(A), tales que (9(S),T) € Rs yT C Q, existen P,R € X(A)
tales que (P,Q) € R y g(R) € Q.

Dem. (iii): Sean P,Q € X(A) tales que (1) PN3JA =@ N3JA y supongamos que existe
R € X(A) tal que g(R) C P. Luego, g(P)N3dA C R de donde por (1) y (ii) tenemos
que g(Q) N 3JA C R. Por el Teorema 4.11, existe W € X(A) tal que (2) g(Q) C Wy (3)
WN3A = RN3A. Por lo tanto, tomando g(W) =T y R =S de (2) inferimos que ' C @
y de (3) y (ii) resulta que g(S)N3JA =T N3JA.

(iv): Sean S,T,Q € X(A), tales que g(S)N3JA =T N3Ay T C Q. Tomemos
R = ¢g(T), entonces es claro que g(R) C @ y por lo tanto, g(R) N 3A C Q. Luego, por el
Teorema 4.11, existe P € X(A) tal que PN 3A=Q N3A. O

Definicién 4.13. Un espacio monddico (o MS-espacio) es una terna (X, g, R), donde
(X, g) es un mpyr-espacio, (X, R) es un g-espacio y se verifican las condiciones adicionales

siguientes:

(msl) si(x,y) € R, entonces (g(z),9(y)) € R,

(ms2) R(U)NR(g(U)) € R(UNg(U)) para todo U € D(X),
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(ms3) para todo U € D(X), si (x,y) € R yup € U es tal que g(ug) < y, entonces eziste
to € X tal que (to, g(uo)) € R yto <z,

(msd) para todo U € D(X), si so € U y x,t € X son tales que t < x y (t,9(s0)) € R,
entonces ezisten ug € U ey € X tales que g(ug) <y y (z,y) € R.

Si (X1, 91, R1) y (Xa, g2, R2) son MS-espacios, entonces f : X1 — Xy es una MS-

funcion si f es una mpy-funcion y una q-funcion simultdineamente.

Observacion 4.14. Sea (X, g) un espacio de Morgan y sea W € D(X), entonces g(W]) =
[g(W)). En efecto, sea x € g((W]), entonces existe wy € W tal que g(x) < wp. Luego,

tenemos que g(wy) < x y por lo tanto x € [g(W)). La otra inclusion es andloga.
Lema 4.15. Sea (X, g, R) un MS-espacio, entonces se verifican las siguientes propiedades:
(i) para todo x € X, g(R(x)) = R(g(x)) ,

(ii) para todoY C X, g(R(Y)) = R(g(Y)), donde R(T) = |J R(x), para todo T C X,

zeT

Dem. (i): Es consecuencia directa de (msl).

(ii): Es consecuencia directa de (i) y el hecho que g = g~ a

Corolario 4.16. Sea (X, g, R) un MS—espacio. Si'Y es un subconjunto involutivo de X,

entonces R(Y') también lo es.
Dem. Es consecuencia directa del Lema 4.15. O

Proposicién 4.17. Si (X, g, R) es un MS-espacio, entonces M(X) = (D(X),U, N, ~,*
g, 0, X) es una M-dlgebra donde para cada U € D(X), U* =X\ (U], ~U = X \ g(U)
y 3r(U) = R(U).

Dem. De la hip6tesis, (Dmpl) y los resultados establecidos en el Capitulo I s6lo debemos
probar que para todo U € D(X) se verifican (m3), (m4) y (mb):

(m3): Sea z € dg ~ JdrU. Entonces, existe y €~ JrU tal que (x,y) € R. De es-
ta afirmacién y de (msl) tenemos que (1) (g(z),9(y)) € Ry (2) g(y) &€ FrU. Luego,
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g(x) € JrU. En efecto, supongamos que existe z € U tal que (g(z),z) € R, entonces de
(1) resulta que (g(y), 2) € R de donde inferimos que ¢g(y) € JrU, lo que contradice (2).

Por lo tanto z €~ JgU. La otra inclusion es inmediata de (m1).
(m4): Es consecuencia directa de (ms2) y del Lema 4.15 tenemos que (m4).

(m5): De la Observacién 4.14 y el Lema 4.15 tenemos que (1) ~ (gU)* = X \
9(BrU)") = X\ g(X \ (3rU]) = g((FrU]) = [9(3rV)) = [g( EJUR(S))) = [EJUR(Q(S)))-

Por otra parte, (2) dg~U*= |J R(s)= U R(s).
se<U selg())
Sea x € ~ (JrU)*, entonces de (1) existe tg € |J R(g(s)) tal que to < z. Luego, por
seU
(msd) existen uy € U y y € X tales que g(ug) < y y (z,y) € R. De las afirmaciones

anteriores resulta que y € [g(U)), de donde por (2) concluimos que =z € Jp ~ U*.
Reciprocamente, sea x € Iz ~ U*. Entonces por (2) existe so € [g(U)) tal que (z,s9) € R
y ademads, existe uy € U tal que g(ug) < sg. De estas afirmaciones y (ms3) tenemos que

existen t; € X tal que (¢1,9(up)) € Ry t; < z. Luego, t; € |J R(g(s)) y por lo tanto
seU

T € [EJUR(Q(S))) =~ (3rU)". O

Proposicién 4.18. Si (A,3) es una M-dlgebra, entonces m(A) = (X(A),ga, R3) es
un MS-espacio donde para todo P € X(A), ga(P) = A\ ~ P y R3 = {(P,Q) €
X(A) x X(A): PN3A=QnN3JA}. Ademas, la funcién o4 es un M-isomorfismo.

Dem. De la hipdtesis tenemos que (X (A),dr) es un g-espacio y que (X(A),ga) es un
mpM-espacio. Luego, se verifica (msl).

(ms2): Dado que todo U € D(X(A)) es de la forma o4(a) = U para algin a € A,
entonces para probar esta condicién es suficiente probar que R3(oa(a))NR3(ga(oa(a))) C

R3(oa(a) Nga(oa(a)), lo que es consecuencia directa del Lema 4.15 y que c4(3Aa) =
O’A(Aﬂa).

O

De las Proposiciones 4.17 y 4.18 y con técnicas habituales obtenemos el siguiente:

Teorema 4.19. La categoria de los MS-espacios y las MS-funciones es naturalmente
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equivalente al dual de la categoria de las M-dlgebras y sus correspondientes homomor-

phismos.

4.4 Congruencias

A continuacion, teniendo en cuenta la dualidad topolégica obtenida anteriormente carac-
terizaremos el reticulo Con(A) de todas las M-congruencias de A, para lo cual vamos a

introducir la siguiente:

Definicién 4.20. Sea (X, g, R) un MS-espacio y sea Y un subconjunto de X. Diremos
que Y es R-saturado si, y solo si, Y = R(Y).

Teorema 4.21. Sea (A,3) una M-dlgebra. Entonces, el reticulo Crpg(m(A)) de todos
los subconjuntos cerrados, involutivos y R3-saturados de m(A) es isomorfo al dual del re-

ticulo Con(A); y el isomorfismo lo establece la funcion Ociry : Crrg(m(A)) — Con(A)
definida por Ocipg(Y) = {(a,b) € Ax A:oa(a)NY =04(b)NY}.

Dem. Sea Y € m(A), entonces por [61] sabemos que O;p,(Y) es una mpM-congruencia.
Luego, solo debemos probar la compatibilidad con 3 lo cual es una consecuencia directa
de los resultados establecidos en [9, Lemma 3.1].

Reciprocamente, sea € Con(A) e Y = {P € X(A) : |1|¢ € P}. Entonces probemos
que Y € Crry(m(A)) y que 6 = O(Y).

(i) Y cerrado: sea @ € Y, entonces de la hip6tesis resulta que |1|g € @ y por lo tanto
existe a € |1|p\@, de lo que se tiene que Q) € X(A)\oa(a). Ademads, es simple verificar
que (X(A)\oa(a))NY = 0. Luego, tenemos que X(A)\oa(a) es un entorno de @ y
X(A)\oa(a) C X(A)\Y. Por lo tanto, Y es cerrado.

(ii) Y es involutivo: sea P € Y y sea = € [1|g. Como Ax € |1|y, entonces por (T13)
~ x ¢ P. Luego, |1lg € ga(P) de donde resulta que ga(P) € Y. La otra inclusién es

inmedita.

(iii) Y es R-saturado: solo probaremos que R(Y) C Y pues la otra inclusién es directa.
Sea (1) P € Y, entonces R(P) C Y. En efecto, sea (2) Q € R(P) y t € |1]|y. Luego,
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~ 3 ~t € |l]p, de donde por (m3), (1) y (2) tenemos que ~ I ~t € PNIA=Q NIA
y como ~ 3 ~ t < t, concluimos que ¢t € ). Por lo tanto, |1/ C @, lo que implica que
@ € Y. Finalmente, de la representacién de Priestley para reticulos distributivos acotados

y el Teorema 2.4.6 de [61] resulta que § = ©(Y'), lo que completa la demostracion. O

La siguiente versién del Teorema 4.21 nos facilitara la determinacién de las congru-
encias principales de las M-édlgebras. La misma estd basada en las dos afirmaciones

siguientes, de facil comprobacién:

(i) Y € X(A) es cerrado (abierto) involutivo si, y sélo si, X(A)\Y es abierto (cerrado)

involutivo,

(ii) oa(a) NY = g4(b) NY si, sblo si, oa(a) Aoa(b) € X(A)\Y, donde W A Z =
(WA Z)U(Z\W).

Teorema 4.22. Sea A una M-dlgebra. Entonces, el reticulo Orrs,(m(A)) de todos los
subconguntos abiertos, involutivos y R3-saturados de m(A) es isomorfo al reticulo Con(A);
y el isomorfismo lo establece la funcion Oorry : Orrg(M(A)) — Con(A) definida por
Oorrs(G) ={(a,b) € Ax A:04(b) Aoa(a) C G}.

4.5 La semi-simplicidad de la variedad de las M-algebras

Nuestro préximo objetivo es determinar las M-algebras subdirectamente irreducibles a
partir de los resultados establecidos anteriormente y ademaés, probar que se trata de una
variedad semisimple.

Con este propésito comenzaremos recordando las siguientes propiedades demostradas
en [61].

Lema 4.23. [61] Sea (X, g) un mpar-espacio. Entonces min X Umaz X = X.

Lema 4.24. [61] Sea (X, g) un mpy-espacio y sea’Y un subconjunto involutivo y no vacio

de X, entonces Y es creciente y decreciente.

Como consecuencia directa del Lema 4.24 tenemos que:
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Corolario 4.25. Sea (X, g) un mpy-espacio. Si Y es un subconjunto involutivo y no

vacio de X, entonces minY UmazY C Y.

En la siguiente proposicion caracterizaremos a los subconjuntos R-saturados que sera

de utilidad en lo que sigue.

Proposicién 4.26. Sea (X, g, R) un MS-espacio y sea Y un subconjunto involutivo y

no vacio de X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) min R(y) C Y, para todoy € Y,

(ii) Y es R—saturado.

Dem. (i)= (ii): Como R es reflexiva tenemos que Y C R(Y). Por otra parte, sea
z € R(Y), entonces existe y € Y tal que z € R(y). Como R(y) es cerrado, entonces
min R(y) # 0. Por lo tanto, existe m € min R(y) tal que m < z y por (i) concluimos que

m € Y. Luego, por el Lema 4.24 tenemos que z € Y de donde resulta que R(Y) C Y.
(iil)= (i): Es consecuencia directa de (ii). O

Proposicién 4.27. Sea (X, g, R) un MS-espacio. FEntonces X el dnico subconjunto

cerrrado e involutivo que contiene a min X.

Dem. Sea Y C X, Y # () involutivo y cerrado tal que (1) min X C Y. Seaz € X
entonces por el Lema 4.23 (2) z € min X 6 (3) x € max X. Si ocurre (2) se tiene que
X C Y, ysiocurre (3) existe t € min X tal que t < z, luego t € Y, pero como Y es

involutivo por Lema 4.24, Y es creciente y por lo tanto z € Y. O

Teorema 4.28. Sea (X, g, R) un MS-espacio tal que D(X) es una M-dlgebra subdirecta-
mente irreducibles. Si'Y es un subconjunto cerrado, involutivo y no vacio de X, entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es R-saturado,

(ii)) min X CY.
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Dem. (i) = (ii): Sea Y € Cipy(X) e Y # 0. SiminX € Y, entonces Y # X y por lo
tanto Y € Crry(X)\ {0, X}. Como D(X) es subdirectamente irreducible, por el Teorema
4.21, existe My € Crpy(X) \ {0, X} tal que (1) S € My para todo S € Crry(X) \ {X}.
Como My # X, por la Proposicién 4.27 existe m € min X tal que m ¢ My y como M
es involutivo, g(m) € My. Sea W = R(m) U g(R(m)). Luego, W es un subconjunto
cerrado e involutivo de X. Ademas, por el Lema 4.15 tenemos que R(W) = W. De las
afirmaciones anteriores inferimos que R(m)NMy =0y g(R(m))NMy = R(g(m))NMy =0
y por consiguiente W N My = (). Por lo tanto, W € Crr (X) \ {0, X} y W &€ My, lo que
contradice (1). Luego, min X C Y.

(ii) = (i): Es consecuencia directa de la Proposicién 4.27. O

Ahora estamos en condiciones de probar que las M-algebras subdirectamnte irre-

ducibles son simples.
Corolario 4.29. La variedad de las M-dlgebras es semisimple.

Dem. Solo debemos probar que si D(X) es subdirectamente irreducible, entonces es
simple. Sea Y € Crre(X) tal que Y # 0, entonces por el Teorema 4.28 tenemos que
minX C Y y como Y es creciente concluimos que Y = X. Por lo tanto, Ciry(X) =

{0, X}, con lo que queda probado que D(X) es simple. O

4.6 Un estudio topolégico de las M —congruencias principales y

booleanas

En esta seccion comenzamos caracterizando los subconjuntos abiertos, involutivos y R—sa-
turados que corresponden a las congruencias principales bajo la dualidad descripta ante-

riormente.

4.6.1 M—congruencias principales

Observemos en primer lugar que si a,b € A y 0(a,b) es la congruencia principal gene-

rada por (a,b) como 0(a,b) = 6(a A b,a V b), entonces podemos suponer, sin pérdida de
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generalidad, que a < b.

Observacion 4.30. Sean A una M—dlgebra, a,b € A y G un subconjunto abierto, in-
volutivo y Rs—saturado de X (A). Por el Teorema 4.22 tenemos que (a,b) € Oorpy(G)
si, y solo si, o4(b)ANoa(a) C G. Si suponemos ademds que a < b, entonces resulta que
(a,b) € ©(G) si, y solo si, c4(b) \ ca(a) C G.

Proposicién 4.31. Sean A una M—adlgebra y (X(A), ga, R3) el MS—espacio asociado.

St a,b € A son tales que a < b, entonces las siquientes condiciones son equivalentes:
(1) ©orrs(G) =68(a,b), donde Oorry es la definida en el Teorema 4.22,

(ii) G es el menor subconjunto de Orry,(X(A)), en el sentido de inclusion, que contiene

a oa(b)\ oala).

Dem. (i) = (ii): De la hipotesis y la Observacion 4.30 tenemos que c4(b) \ oa(a) C G.
Por otra parte, si H € Orp,(X(A)) es tal que g4(b) \oa(a) C H, por la Observacion 4.30
inferimos que (a,b) € Oorrs(H). Luego, por (i) resulta que Oorrs(G) C Oorrs(H), de

lo que concluimos por el Teorema 4.22 que G C H.

(i) = (i): De la hipédtesis y la Observacién 4.30 tenemos que (a,b) € Oorpy(G).
Ademas, si ¢ € Con(A) es tal que (a,b) € p, entonces por el Teorema 4.22 existe H €
Orrs(X(A)) tal que ©orps(H) = ¢. De las afirmaciones anteriores resulta que o(b) \
oa(a) C H. Entonces de (ii) y por el Teorema 4.22 se sigue que ©Oprr,(G) C ¢, de lo que

concluimos que Oprry(G) = 0(a,b). O

Recordemos que si P es un conjunto ordenado, diremos que S C P es convezo si dados
a,be S, entonces {xr € P:a <x <b} CS([2,p. 41]).

Observacion 4.32. De la Observacion 4.10 es simple verificar que todo subconjunto de

un mpM -espacio es convezo.

Lema 4.33. Sea X un mpM-espacio y R C X. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
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(i) R es un subconjunto cerrado, abierto y convero de X,
(ii) emisten W,V € D(X) tales que W CV y R=V \ W.

Dem. (i)= (ii): De la hipétesis y [61, Lema 3.1.1] tenemos que [R) \ R es cerrado y
creciente. Por otra parte, de [61, Lema 3.1.2] existe W € D(X) tal que [R)\ RC W'y
RNW =0. SeaV=RUW y veamos que V es creciente. En efecto, seaz € Veye X
tales que x < y. Six € W, entoncesy € W C V. Si z € R, puede ocurrir que: y € R 6
y ¢ R. En el primer caso, es claro que y € V. En el otro caso tenemos que y € [R) \ R,
luego y € W C V. De las afirmaciones anteriores, V, W € D(X) son los buscados.

(ii)= (i): Es inmediata de la hipétesis y la Observacién 4.32. O

A continuacién, describiremos con mayor precisién a los subconjuntos abiertos, invo-

lutivos y R-saturados que determinan a las congruencias principales.

Proposicién 4.34. Sean (A, 3) una M—dlgebra y (X (A), ga, R3) el MS—espacio asocia-

do. Sia,b e A son tales que a < b, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ©orrs(G) = 0(a,b),
(ii) G = R3((0a(b) \ 0a(a)) Uga(oa(d)\ 0a(a))),

(iii) ewiste un subcongunto T' abierto y cerrado de X(A) tal que G = R3(T' U ga(T)).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis y la Observacién 4.30 tenemos que 0 4(b) \ca(a) C Gy
como G es un subconjunto involutivo de X (A) concluimos que (o4(b)\ca(a))Uga(oa(b)\
oa(a)) € G. Ademads, como G es Ry—saturado resulta que R3((c4(b)\oa(a))Uga(oa(b)\
0a(a))) € G.

Por otra parte, como (04(b) \ 04(a)) Uga(ca(b)\ cga(a)) es un subconjunto abierto,
cerrado e involutivo de X (A), entonces por el Lema 4.24 inferimos que es un subcon-
junto abierto, cerrado y creciente de X (A) de donde concluimos que R3((04(b) \ 0a(a))U
9a(oa(b) \ 0a(a))) € Orrg(X(A)). Como oa(b) \ 0ala) S Ra(0a(b) \ 0ala))Ugaloa(d)\
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oa(a))), de la hipétesis y la Proposicién 4.31 concluimos que G C R3((cga(b) \ 0a(a)) U
ga(oa(b) \ oa(a))).
(i) = (iii): Es inmediato, considerando T"= g 4(b) \ 04(a).

(iii) = (ii): De la hipdtesis y la Observacion 4.32 tenemos que 7" es un subconjunto
abierto, cerrado y convexo en X (A). Ademds, del Lema 4.33 existen U,V € D(X(A))
tales que U C V y T =V \ U. De esta afirmacion inferimos que existen a, b € A tales
que a < b, U =o04(a)y V =04(b). Luego, T = c4(b) \ 04(a) de lo que concluimos la

demostracién.

(i) = (i): Es consecuencia inmediata de la Proposiciéon 4.31 y del hecho que
R5((ca(b)\oa(a))Uga(oa(b)\ca(a))) es el menor elemento de O (X (A)), en el sentido

de inclusién, que contiene a g4(b) \ oa(a). O

Teorema 4.35. Sean A una M-dlgebra y (X(A), ga, R3) el MS—espacio asociado. En-
tonces existe un isomorfismo entre el reticulo COrry (X (A)) de todos los subconjuntos
abiertos, cerrados, involutivos y Rs-saturados de X(A) y el reticulo Conp(A) de las
M—congruencias principales de A, donde el isomorfismo lo establece la restriccion al
reticulo CO1py(X(A)) de la funcion ©orr, definida en el Teorema 4.22.

Dem. Sea G € CO,X(A). Entonces es simple verificar que G = R3(G U ga(G)). Luego,
por la Proposicién 4.34 resulta que Oprpy(G) € Conp(A).

Reciprocamente, sea p € Conp(A), entonces por el Teorema 4.22 existe G € Ojp (X (A))
tal que p = Oprry(G). Luego, por la Proposicion 4.34 existe T C X (A) abierto y cerrado
tal que G = R3(T'U ga(T)), de donde inferimos que G € COp4(X(A)) O

Corolario 4.36. Si A una M-dlgebra, entonces Conp(A) es un dlgebra de Boole.
Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.35 teniendo en cuenta que si G € COs X (A),

por el Lema 4.15 resulta que X (A) \ G € CO;s X (A). O

Por el Corolario 4.36 toda M —congruencia principal es una M —congruencia booleana,

ahora probaremos que se verifica la reciproca.
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Proposicién 4.37. Sean A una M—dlgebra y ¢ € Con(A). Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) ¢ es una M—congruencia booleana,
(ii) ¢ es una M—congruencia principal.

Dem. (i) = (ii): De la hipétesis como ¢ € Con(A), por el Teorema 4.22 inferimos que
¢ = Oo1rs(G). Por otra parte, de la hipétesis existe p € Con(A) tal que pV Oprr(G) =
Ax Ay pAOorrs(G) = Ids. Ademss, del Teorema 4.22, existe H € Ojp (X (A)) tal
que p = Oorrs(H). Luego, de las afirmaciones anteriores concluimos que G U H = X (A)
y GN H = () de donde resulta que G = X(A) \ H es un subconjunto cerrado de X (A).
Por lo tanto, G € CO;sX(A)) y por el Teorema 4.22 tenemos que ¢ € Conp(A).

(i) = (ii): Es consecuencia directa del Corolario 4.36. O

Teniendo en cuenta que si A es una M—algebra finita, toda congruencia es principal

podemos afirmar que:

Corolario 4.38. Si A es una M—dlgebra finita, entonces Con(A) = Conp(A) = Cong(A),

donde Cong(A) es el reticulo de todas las M—congruencias booleanas de A.

A continuacién indicaremos algunos resultados establecidos en [61] que serdn de utili-

dad en lo que sigue.

(N1) Sea (X, g) un mpy — espacio y {C;}icr €l conjunto de todas las cadenas maximales

de X. Entonces para cada U € D(X) se satisfacen las siguientes identidades:

(i) aAU=UNngU)= U G
C; CUNg(U)

i) VU=UUgU)= U Cu
Cirwg}¢®
C;ng(U) #0

(N2) Sea (X, g) un mpy — espacio 'y sea U € D(X). Entonces se verifican las siguientes

condiciones:
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(i) U e V(D(X)) siysélosi U=VU,
(ii) U € A(D(X)) siy sélosi U= AU,
(iii) V(D(X)) = AD(X)).
(N3) Sea (X, g) un mpy — espacioy U € D(X). Entonces se verifican:
(i) U € A(D(X)) si, y s6lo si, U es abierto, cerrado e involutivo,
(ii) U € B(D(X)) si, y solo si, U es abierto, cerradoy U = |J C,, donde C;, es la

zelU
cadena maximal que contiene a x,

(iii) V(D(X)) = A(D(X)) € B(D(X)).

(N4) Sea A una mpM —algebra finita tal que su espacio asociado es la suma cardinal

de n cadenas con dos elementos, m cadenas involutivas con un elemento y 2 ca-

denas no involutivas con un elemento. Entonces |Conmy,, (A)] = |Conl, (A)] =
|Conk (A)| = |[VA| = 27" donde Conl, (A)y Conl  (A) son los reticulos

de las mpM —congruencias booleanas y principales de A, respectivamente.

Proposicién 4.39. Sean (X, g, R) un MS—espacio yU € D(X). Entonces U € Ar(V(D(X)))
s, y solo si, U es un subconjunto abierto, cerrado, involutivo y R—saturado de X.
Dem. Si U € 3z(V(D(X))), entonces de (N3) y el Lema 4.24 tenemos que U es un sub-

conjunto abierto, cerrado, involutivo y R—saturado de X. La reciproca es consecuencia
directa de (N2) y (N3). O

Teorema 4.40. Sea A una M—dlgebra y (X (A), ga, R3) el MS—espacio asociado. En-

tonces, los reticulos AV (A) y Conp(A) son isomorfos.
Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 4.39 y el Teorema 4.35. O

Corolario 4.41. Sean A una M—dlgebra finita y (X (A), ga, R3) el MS—espacio asocia-
do. Si X(3(A)) es la suma cardinal de n cadenas de dos elementos, m cadenas involutivas
con un elemento y 2l cadenas no involutivas con un elemento, con n,m,l enteros no
negativos, entonces |Conp(A)| = |Con(A)| = 2ntm+,

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.40 y (N4) teniendo en cuenta que |Conp(A)| =
IV3I(A)| = |Congy,, (3A)| = 27FmH O
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4.6.2 Otra caracterizacion de las M —congruencias principales

Nuestro proximo objetivo es obtener una nueva caracterizacién de las M —congruencias

principales por medio cierto subconjuntos del algebra.

Es bien sabido ([63]) que, si L es un reticulo distributivo acotado una clase importante

de congruencias son las determinadas los filtros propios F' de L definidas por:

(a,b) € S(F) < existe fe FyaNf=0bAFf.

Entonces se verifica que Yp = {P € X(L) : ' C P} es un subconjunto cerrado y creciente
del espacio de Priestley asociado a Ly O(Yr) = S(F). Ademds, sia € L'y F = [a),
entonces Y,y = {P € X(L) : [a) € P} = or(a). De los resultados anteriores es simple

verificar que:

Lema 4.42. Sea L es un reticulo distributivo acotado y a € L. Entonces O(or(a)) =

S([a))-

Proposicion 4.43. Sea A una M—adlgebra. FEntonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) ¢ es una M—congruencia principal de A,
(ii) eziste a € IV(A) tal que p = S([a)).

Dem. (i) = (ii): De la hipétesis y el Teorema 4.35 existe un subconjunto G abierto, cer-
rado, involutivo y Rs—saturado de X (A) tal que ©Oprrs(G) = ¢. Por otra parte, del Lema
4.24 y el Corolario 4.39 inferimos que G € 3,V D(X(A)) y como por el Teorema 4.40 se
verifica que IV (A) y dr,VD(X(A)) son isomorfos, entonces existe a € IV (A), tal que
G = 04(a). Luego, de las afirmaciones anteriores concluimos que ¢ = Oorry(ca(a)). Te-
niendo en cuenta que la aplicacién Oprpr, es la restriccion de © al conjunto CO gy (X (A))

y el Lema 4.42 inferimos que ¢ = S([a)).

(i) = (i): Sea ¢ = S(]a)). Como a € IV(A), entonces por (ml8) tenemos que
oa(a) € V(3r,D(X(A))) v por (N3) concluimos que g4(a) € COrr (X(A)). Por otra
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parte, del Lema 4.42 S([a)) = ©(ca(a)) = Oorrs(ca(a)) de donde por el Teorema 4.35

concluimos que es ¢ es una M —congruencia principal. O

Proposicién 4.44. Sea A una mpM -dlgebra, (X(A),ga) el mpyr-espacio asociado. Si

a,b € A son tales que a < b, entonces
O(a,b) = S([(VaVv ~ Vb) A (AaV ~ Ab))) = Ocor(ca((Van ~ Vb))V (Aan ~ Ab))).

Dem. Por [61, Teorema 3.4.6, Teorema 2.4.6] inferimos que 0(a, b) = S(|1|g@p)) = S([d)),
con d = (VaVv ~ Vb) A (AaVv ~ Ab). Por otra parte, del Lema 4.42 y [61, Corolario
3.3.9], teniendo en cuenta que Ad = d, concluimos que S([d)) = Ocor(ca(d)). O

Proposicién 4.45. Sea A una M—adlgebra, (X(A), ga, R3) el MS-espacio asociado. Si

a,b € A son tales que a < b, entonces
0(a,b) = S(B(VaV ~ VHA(BGY ~ AB)))) = Bcorrs Brs(4((Van ~ TEV(Dan ~ AB))).

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.35, la Proposicion 4.44 y 4.43. O

4.7 Relacion entre las M-algebras y las C;-algebras

Es bien sabido que toda algebra de Boole k-ciclica (B,T') define una algebra de Boole
monédica (B, 37) donde Ip = xVTzV---VT* 1z Estos resultados fueron generalizados
por M. Abad, en [1], para las dlgebras de Lukasiewicz de orden n y por M. Lattanzi,
en [45], para las MV -algebras generada por n-cadenas. A continuacién veremos que en
el caso de las M—4dlgebras, esto no sucede. En efecto, sea (A,t) una Cy-dlgebra y sea
Jx = xVterV---Vthlz. Teniendo en cuenta que t3x = Fx y que t es un M-
homomorfismo es simple verificar (m1), (m2), (m3) y (m5) pero, en general, (m4) no es
valida ya que si tomamos las S-dlgebra T2 tenemos que 3;T2 ~ T}, y por lo tanto, por
(m26) solo deberia tener dos puntos fijo, lo que aqui no se verifica.

Por otra parte, observemos que si A(zVy) = AzV Ay o equivalentemente V(z Ay) =
Vz A Vy, entonces (m4) se verificaria. Pero en ese caso las mpM-algebras coincidirian

con las de Lukasiewicz de orden 3.
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5 Capitulo V

En el presente capitulo continuamos el estudio de las M-algebras con el propdsito de
determinar todas las dlgebras generadoras de esta variedad. En primer lugar, profun-
dizamos el estudio del espectro primo de las M-algebras, lo que nos permitié obtener
una nueva representacion topolégica para estas algebras considerando la categoria cuyos
objetos son los sm-espacios y cuyos morfismos son las sm-funciones. Esta dualidad cuenta
con la ventaja de brindar una mayor informacion sobre el efecto de la relacion de equiv-
alencia en el espacio, lo que fue de utilidad para alcanzar el objetivo planteado. Por
otra parte, probamos que las condiciones que se le piden a los g-espacios (ver [9]) resul-
tan adecuadas para que el espacio cociente sea un espacio de Priestley con la topologia
de identificacién y que la proyeccién candnica sea una funcion continua que preserva el
orden. Ademds, mostramos que este resultado se traslada a las espacios de De Morgan
monadicos ([62, p.84]) y a los sm-espacios, lo que nos permitié demostrar que si X es un
sm~espacio, entonces X (IgD(X)) y X/R son isomorfos como mpM-espacios, que es el
resultado més importante de esta seccién y facilito la tarea propuesta. Por otra parte,
también utilizamos conceptos de topologia general tales como aglomeracion y convergen-

cia de redes (suceciones de Moore-Smith) y el teorema de extensién de funciones continuas
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para espacios T3, para determinar las M-algebras generadoras de cardinalidad arbitraria.
Igualmente determinamos condiciones necesarias y suficientes para que una M-éalgebras
finita sea simple. Teniendo en cuenta algunos de los resultados precedentes, finalizamos
el capitulo analizando la relacién entre las algebras de De Morgan monédicas ([62]) y las
algebras tetravalentes modales monddicas ([74]), en particular, esto nos sugiere estudiar

una variedad mas general que la de las T'M-algebras ménadicas.

5.1 Propiedades del espectro primo de las M-algebras

A continuacién, describiremos una nueva dualidad topolégica para las M-algebras, la
que nos permitird describir a las algebras simples con mayor precisién. Antes veremos
algunas propiedades del espectro primo de estas algebras que las usaremos en el desarrollo

del capitulo.

Lema 5.1. Sea A una mpM-dlgebra y (X(A), ga) el mpy — espacio asociado. Entonces

para cada a € A, las siquientes condiciones son equivalentes:
(i) Aa =0,
(ii) oa(a) Ngaloa(a)) =0,
(iii) para todo P € X(A), P € ga(a) implica ga(P) & oa(a).

Dem. (i) < (ii): Es inmediata de que AU = UNga(U) y que 04 es un mpy—isomorfismo.

(ii) < (iii): Sea P € g4(a), entonces de (ii) resulta que P & ga(ca(a)) y por lo tanto
9a(P) & oa(a).
(iii) = (i): Supongamos que P € o4(a) N ga(ca(a)), entonces P € oa(a) y P €

ga(oa(a)), lo que contradice (iii). O

Proposicién 5.2. Sea A una M—adlgebra. Si P € X(A) es tal que P € ga(P), entonces
PA3(A) # ga(P) N 3(4).
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Dem. Como P ¢ g4(P), entonces existe a € A tal que a € Py a & ga(P), de donde
resulta P € oa(a) v ga(P) & oa(a). Luego, P € X(A) \ ga(oa(a)) = ga(~ a). De
las afirmaciones anteriores concluimos que P € o4(aA ~ a). Ademads, (1) ga(an ~
a)Nga(oa(an ~a) = 0. En efecto, si Q € ga(aN ~ a), entonces Q & ga(ca(a)), es decir
94(Q) & o4(a) y por consiguiente g4(Q) & oa(aN ~ a). De (1) y el Lema 5.1 inferimos
que A(aN ~ a) =0, de lo que resulta por (m4) que (2) AJ(aA ~ a) = 0. Por otra parte,
como a/A ~ a € P entonces I(aN ~ a) € P. Luego, de (2) y el Lema 5.1 tenemos que
A(aN ~ a) € ga(P). Por lo tanto, I(aA ~a) € PNI(A) y (aN ~a) & ga(P)N3(A), de

lo que concluimos la demostracion. |

Corolario 5.3. Sea A una M—adlgebra y P € X(A). Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

(i) ga(P) C P implica que ga(P)N3(A) C PN3(A).
(i) P Z ga(P) y ga(P) € P implican que P N3(A) £ ga(P) N 3(A).
Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 5.2. |

Corolario 5.4. Sean A una M—dlgebra, P,QQ € X(A) y R3 la relacion definida en el

Teorema 4.12. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(i) ga(P) C Py Q = ga(Q) implican que (P, Q) ¢ R3.
(ii) P & ga(P), ga(P) £ P y Q = ga(Q) implican que (P,Q) & Rs.

Dem. (i): Si suponemos que (P,Q) € R3 entonces del Teorema 4.12 tenemos que
(9a(P),94(Q)) € R3 y por consiguiente (ga(P),Q) € Ra. Luego (ga(P),P) € R3, lo

que contradice el inciso (i) del Corolario 5.3.

(ii): Siguiendo un razonamiento analogo al anterior y teniendo en cuenta el inciso (ii)

del Corolario 5.3 se concluye la demostracion. O

Teorema 5.5. Sea A una M-dlgebra y sean S, T € X(A) tales que SNIA C T y
(S,T) ¢ Rs. Entonces S C ga(S) y (ga(5),T) € R3.
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Dem. Consideremos el filtro F' = [SU(T'N3A)) y el ideal J = (FA\T], entonces FNJ = .
En efecto, supongamos que z € F'N J, entonces existe k € JA\ T, s € Syt € TNIA
tales que s A 3t < = < k. Luego, por (m2) y (m8) tenemos que ds A 3t < Ik = k. Por
otra parte, de la hipdtesis ds € Ty por lo tanto k € T', lo que resulta una contradiccién.
Luego, por el Teorema de Birkhoff-Stone existe @ € X(A) tal que F C Qy QN J = (.
Por otra parte, S C SU(T'NJA). En efecto, si suponemos que S = SU(T'NJA), entonces
TN3A CS. Ademads, como (S,T) ¢ Rz y SN3IA C T, entonces SNIJA C T N JA.
Luego, existe z € T'N JA tal que z ¢ S N JA de donde resulta z ¢ S, contradiccién. De
la afirmacién anterior concluimos que S C () y por lo tanto @ = ga(S) y S C ga(5).
Ademas, TN JA C @ NJA. Por otra parte, si x € Q@ N JA y suponemos que z ¢ T,
tenemos que x € JA\T C J y por lo tanto QN J # B lo que es una contradiccién. Luego,
@ N3JA =T N 3A de lo que concluimos por (ga(5),T) € Rs. O

Proposicién 5.6. Sean A una M-dlgebra y P,Q € X(A). Entonces se verifican las

siguientes propiedades:

(i) (P,Q) € R3 y ga(P) C P implican que ga(Q) C Q.

(ii) (9a(P),Q) € Rz y Q C ga(Q) implican que ga(P) C P.

Dem. (i): Como ga(P) C P, del inciso (i) del Corolario 5.3 y teniendo en cuenta que
(P,Q) € R3 inferimos que ga(P) N3dA C PN 3A C Q. Por otra parte, de la hipétesis
resulta que (1) (ga(P), ga(Q)) € R3 de donde concluimos que g4(Q)NJA C Q. Ademas,
(94(Q), Q) ¢ R3. En efecto, si suponemos lo contrario de (1) tenemos que (g4(Q), P) € R
y por lo tanto (ga(P), P) € R3lo que contradice la Proposicién 5.2. Luego, por el Teorema
5.5 concluimos que g4(Q) C Q.

(ii): De @ C ga(Q) v el inciso (i) del Corolario 5.3 se verifica que @ N JA C ga(Q) N
JA y como (ga(P),Q) € Rs concluimos que g4(P) N JA C ga(Q). Por otra parte
(94(P),94(Q)) ¢ R3, ya que si suponemos lo contrario resulta que (g(Q), Q) € R3 lo que

contradice la Proposicién 5.2. Luego, por el Teorema 5.5 concluimos que g4(P) C P. O
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Corolario 5.7. Sea A una M—dlgebra. Si P,QQ € X(A) son tales que ga(P) C P,
Q g gA(Q) ) gA(Q) g Q7 entonces (P>Q) ¢ R3, (P,QA(Q)) ¢ R3, (gA(P)>Q) ¢ R3 )
(94(P),94(Q)) & Rs.

Dem. Es consecuencia inmediata de la Proposicion 5.6 y el Teorema 4.12. O

Proposicién 5.8. Sea A una M-dlgebra. SiU € D(X(A)), P,Q € U y (P,g94(Q)) € R3,
entonces eziste S € UN ga(U) tal que (S, P) € Rs.

Dem. Como (P, ga(Q)) € R3, entonces por el Teorema 4.12 tenemos que (ga(P),Q) €
R5. Luego, ga(P) € R3(Q) C R3(U) de donde resulta que P € g(R3U). Ademés,
P € R5(U) y por lo tanto P € g(R3(U)) N R3(U) = AR5(U). Por otra parte, sabemos
que existe a € A tal que U = og4(a), entonces P € AR304(a). Teniendo en cuenta que

o4 es un @Q—isomorfismo, un mpy;—isomorfismo y la propiedad (m17) concluimos que
P € AR3soa(a) = 04(AFa) = 04(FAa) = RsA(oa(a)). Luego, existe S € U N ga(U) tal
que (S, P) € Rs. O

5.2 Segunda representacién topolégica para las M-algebras

A continuacién presentaremos una nueva dualidad topoldgica para las M-algebras del

siguiente modo:

5.2.1 Los sm-espacios y las sm-funciones

Definicién 5.9. Un sm-espacio es una terna (X, g, R), donde (X, g) es un mpy-espacio,

(X, R) es un gq-espacio y se verifican las condiciones adicionales siguientes:
(el) si(x,y) € R, entonces (g(x),g9(y)) € R,

(e2) x £ g(x), entonces (x,g(x)) € R,

(€3) si(x,y) € R yg(x) <z, entonces g(y) < vy,

(ed) st U € D(X), z,y € U y (z,9(y)) € R, entonces existe z € U N g(U) tal que
(z,z) € R.
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Definicién 5.10. Si (X1, g1, R1) y (X2, g2, R2) son sm-espacios, entonces una funcion f :

X1 — Xy es una sm-funcion si f es una mpy-funcion y una q-funcion simultdneamente.

5.2.2 Propiedades de los sm-espacios

En lo que sigue determinaremos propiedades de los sm-espacios.

Proposicién 5.11. Sea (X, g, R) tal que (X, g) es un mpy—espacio y (X, R) es un g-

espacio. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(ed) st U € D(X), z,y € U y (x,9(y)) € R, entonces existe z € U N g(U) tal que
(z,2) € R,

(ms2) R(U)NR(g(U)) = R(UNg(U)) para todo U € D(X).

Dem. (e4) = (ms2): Para todo U € D(X) se verifica que R(UNg(U)) € R(U)NR(g(U)).
Supongamos ahora que w € R(U) N R(g(U)), entonces existen x, y € U tales que (w, ) €
Ry (w,g(y)) € R, de lo que se sigue que (z,g(y)) € R. Luego, por (e4) tenemos que
existe z € U Ng(U) tal que (z,z) € R, de lo que resulta que (w,z) € R. Por lo tanto,
w € R(UNg(U)), de lo que concluimos que R(U) N R(g(U)) = R(U N g(U)).

(ms2) = (ed): Sean z, y € U tal que (z,g(y)) € R. Luego, x € R(U) N R(g(U)) de lo
que se sigue de (ms2) que x € R(U N g(U)) . Por lo tanto, existe z € U N g(U) tal que
(x,2) € R. O

Proposicién 5.12. Sea (X, g, R) un sm-espacio. Entonces para todo z,y € X valen las

siguientes propiedades:

(€b) (x,y) € R yx < g(x) implican y < g(y).
(e6) (g9(x),y) € R ey < g(y) implican g(x) < x.
(€7) (9(x),y) € Ry x < g(x) implican g(y) <y.

(e8) (g9(z),y) € Ry g(z) <z implican g(y) < y.
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(€9) (9(x),y) € Ry g(y) <y implican = < g(x).
(e10) g(z) £ x implica (z,g(x)) € R.

(ell) » < g(x) o g(x) < 2, y £ g(y) y gly) £ y implican (z,y) ¢ R, (9(z),y) € R,
(z,9(y)) € Ry (9(x),9(y)) € R.

(e12) = < g(z) 0 g(z) <=z y g(y) =y implican (z,y) ¢ R y (9(x),y) & R.
(e13) = £ g(z) y g(x) £ = y g(y) =y implican (x,y) ¢ Ry (9(x),y) & R.
(eld) x < g(x) o g(x) < x implican (z,g(x)) € R.

(el5) x £ g(x) y g(x) £  implican (z,g(x)) & R.

(€16) (z,y) € Ry x = g(x) implican y = g(y).

(€17) (z,y) € Ry x £ g(x) y g(x) £ x implican y £ g(y) y g(y) £ y.

Dem. (e5): De (x,y) € R resulta por (el) que (g(x),g(y)) € R. Por otra parte, de la
hipétesis tenemos que g(g(z)) < g(z), y por (e3) inferimos que g(g(y)) < g(y) de donde

concluimos que y < g(y).
(e6): Inmediata de (e5).
(e7): Es consecuencia directa de (el) y (e3).

(e8): De la hopdtesis y (el) tenemos que (z,g(y)) € Ry como g(x) < x por (e3)

concluimos que y < g(y).
(€9): Resulta inmediata de (e3).

(e10): De la hipodtesis tenemos que g(x) £ g(g(x)), de lo que se sigue por (e2) que
(9(x),9(9(x))) € Ry por lo tanto (g(x),z) & R.

(ell): Si xz < g(x) y suponemos que (z,y) € R, entonces por (e5) se verifica que
y < g(y), lo que es una contradiccién.
Si suponemos ahora que g(x) < z, con un razonamiento analogo tenemos una con-

tradiccion. Por lo tanto (z,y) € R.
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Si z < g(z) y suponemos que (z,¢g(y)) € R, entonces (g(z),y) € R de donde por (e7)
inferimos que ¢(y) < y, lo que contradice la hipétesis.

Si suponemos que = < g(x), siguiendo una razonamiento andlogo al anterior de (e8)
tenemos que ¢(y) < y, contradiccion.

Los casos restantes se prueban de manera analoga.

(el2): Si (x,y) € Ry se verifica que z < g(z), entonces por (e5) obtenemos que
y < g(y), lo que contradice la hipétesis. Si (x,y) € R y se verifica g(z) < x, por (e3)
tenemos que g(y) < y, absurdo. Por lo tanto, (z,y) € R.

(e13): Sean x, y € X talesque x £ g(z) y g(z) £ xy g(y) = y. Si (z,y) € R, entonces
por (el) tenemos que (g(z),y) € Ry por consiguiente (z,g(z)) € R, lo que contradice
(€2) y (el0).

(el4d
e

): Resulta de la hipdtesis, aplicando (e5) y (e3).
(el5): Es consecuencia inmediata de (e2) y (el0).
):

(el6
(x,9(y)) € R, de lo que obtenemos que (y,g(y)) € R. Siy # g(y), entonces g(y) < y

Si (xz,y) € Ry x = g(x), de (el) se sigue que (g(x),g(y)) € R. Por lo tanto,

6y <gly) 6g(y) £yey £ g(y). De estas afirmaciones, (eld) y (el5) concluimos que
y=29)

(el7): De las hipdtesis y (elb) se sigue que (z,¢g(z)) ¢ R. Ademds, como (x,y) € R
resulta que y # g(x). Si suponemos que y = ¢(y) por (el6) inferimos que = = g(x),
contradiccién. Si g(y) < y por (e3) tenemos que g(x) £ z, contradiccién. Por dltimo, si

y < g(y) por (eb) resulta = £ g(x), contradiccién. O

Corolario 5.13. Sea (X, g, R) un sm-espacio. Entonces para todo x € X,
(e18) max R(x) = min R(x) = R(z).

Dem. Supongamos que R(x)\max R(x) # (0, luego existe y € R(x) tal que y &€ max R(x).
Como R(x) es un conjunto cerrado, entonces existe z € maz R(x) tal que y < z. Luego,

z = g(y) y por lo tanto y < g(y), de lo que se sigue por (el4) que (y,g(y)) € R. Por otra
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parte, como z,y € R(x) resulta que (y, z) € Ry por lo tanto (y,g(y)) € R, lo que es una

contradiccién. Luego max R(z) = R(x). El caso restante se prueba de manera andloga.
a

Corolario 5.14. Sea (X, g, R) un sm-espacio. Entonces:
(i) R(x) € maz X, para todo x € max X,
(ii) R(x) € min X, para todo x € min X,
(iii) R(x) € max X Nmin X, para todo x € max X Nmin X,
(iv) R(z) € max X \ min X, para todo x € max X \ min X,
(v) R(z) € minX \ mazx X, para todo x € min X \ mazx X,
(vi) R(z) C{z€ X :2=g(2)}, para todo x € X tal que z = g(x),

(vil) R(z) € (min X Nmaz X)\{z € X : 2 = g(2)} para todo x # g(x) y x € min X N
mazx X,

(viii) R(x) € max X implica R(g(z)) C min X,
(ix) R(z) € min X implica R(g(z)) C max X.

Dem. (i): Sea x € max X e y € R(x), entonces se pueden presentar los siguientes casos:
(a) g(x) < x, entonces por (e3) obtenemos que g(y) < y de donde resulta que y €
max X.
b) x = g(x), entonces por (el6) obtenemos que y = ¢g(y). Luego, y € maz X.

(
(c) = £ g(z) y g(z) £ =, entonces por (el7), y £ g(y) v 9(y) £ y, y por lo tanto
y € maxr X.

(ii): La demostracién se obtiene siguiendo un razonamiento anadlogo a (i).

(iii): Es conscuencia directa de (i) y (ii).

(iv): Sea x € max X \ min X e y € R(x). Entonces de la hipétesis resulta que g(z) < x.
Luego, por (e3) tenemnos que ¢g(y) < y y por lo tanto y € max X \ min X.
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(v): Siguiendo un razonamiento analogo a (iv) y teniendo en cuenta (e5) se concluye la

demostracion
(vi): Es consecuencia inmediata de (el6).
(vii): Resulta de (el7).

(viii): Sea y € R(g(z)), entonces (y,g(z)) € R, de donde por (el) tenemos que
(9(y),z) € R. Luego, de la hipétesis concluimos que g(y) € maz X. Entonces se pueden

presentar los siguientes casos: y < g(y) 6 y = g(y) 6 y £ g(y) v 9(y) £ y, de lo que se

concluye que y € min X.

(ix): Se demuestra de manera analoga a (viii). O
La siguiente propiedad de separacién de los elementos de un espacio de De Morgan
nos resultara de utilidad para determinar una formulacién equivalente de los sm-espacios.

Proposicién 5.15. Sea (X, g) un espacio de De Morgan. Si x £ g(x), entonces eziste
U € D(X) tal que:

(i) Ung(U) =0,
(ii)) e Uyg(x) ¢U.

Dem. Como = £ g(x) existe V € D(X) tal que x € V y g(z) € V. De esta tltima
afirmacién resulta que x € X \ g(V). Como X \ g(V) € D(X), entonces U =V N (X \
g(V)) € D(X), luegox € Uy g(x) ¢ U. Ademas, como g(U) = g(V)N(X\ V) concluimos
que UNg(U) =0. O

Corolario 5.16. Sea (X, g) un espacio de De Morgan. Si g(x) £ x, entonces existe
U € D(X) tal que:

(i) Ung(U) =10,

(ii) g(x) e U yx & U.
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Dem. Inmediato de la Proposicion 5.15. a
Corolario 5.17. Sea (X, g, R) tal que:
(i) (X, g) es un espacio de De Morgan,
(ii) (X, R) es un g-espacio,
(ms2) R(U)NR(g(U)) = R(UNg(U)) para todo U € D(X).
Entonces se verifican las siguintes propiedades:
(€19) para cada x € X tal que v £ g(x) existe U € D(X) tal que x € U y g(z) € R(U),
(€2) x £ g(x) implica (z,g(x)) € R.

Dem. (e19): Como z £ g(x), de la Proposicién 5.15, existe U € D(X) tal que x € U,
g(x) € Uy UNg(U) = . De esta tltima afirmacién tenemos que R(U N g(U)) = 0.
Luego por (ms2), R(U)N R(g(U)) =0 y como z € U resulta que g(x) € R(g(U)). Por lo
tanto, g(x) € R(U).

(e2): Es consecuencia inmediata de (el9). O
Proposicién 5.18. Sea (X, g, R) tal que:
(i) (X, g) un mpy—espacio,
(ii) (X, R) es un g-espacio,
(el) si(x,y) € R, entonces (g(x),g9(y)) € R,

(ms2) R(U)NR(g(U)) = R(UNg(U)) para todo U € D(X).

Entonces para cada x € X se verifica la siguiente propiedad:

(€3) si(x,y) € Ry g(x) <z, entonces g(y) < y,
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Dem. Sean z,y € X tales que (z,y) € Ry g(z) < x. Entonces z £ ¢g(z) y por el
Corolario 5.17 resulta que (z,g(z)) € R. Si suponemos que g(y) £ y, por ser (X, g) un
mpa-espacio tenemos que g(y) =y 6 y < g(y) 6y £ 9(y) y 9(y) £ v

Si g(y) = vy, de la hipétesis y (el) deducimos que (g(x),y) € R. Luego (z,g(x)) € R,
lo que es una contradiccion.

Supongamos ahora que y < ¢(y). Como x £ g(x), por la Proposicién 5.15 existe
Ue D(X) talque z € Uy UnNg(U) = 0. Luego, por (ms2) R(U) N R(g(U)) = 0. Por
otra parte, como (z,y) € R inferimos que y € R(U) y por lo tanto g(y) € R(U) lo que
implica que y € R(U) N R(g(U)), contradiccién.

Finalmente, si y £ g(y) v g(y) £ y, por el Corolario 5.16 existe V' € D(X) tal que
gly) € VyVng(V) = 0. De esta ultima afirmacién y (ms2) tenemos que R(V) N
R(g(V)) = (. De la hipétesis y (el) resulta que (g(z),g(y)) € R. Por lo tanto, g(x) €
R(V) lo que implica que = € R(g(V)). Ademads, como ¢(x) < x inferimos que x € R(V')
de donde resulta que x € R(V) N R(g(V)), lo que es una contradiccién.

Luego, g(y) < y con lo que concluimos la demostracion. |

Teorema 5.19. Sea (X, g, R) tal que (X, g) es un mpyr—espacio y (X, R) es un g-espacio.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (X,g,R) es un sm-espacio,
(ii) (X,g9,R) es un MS-espacio

Dem. Es consecuencia inmediata de la Definicion 5.9, el Corolario 5.17 y la Proposicién
511y 5.18. 0

A partir de lo demostrado en el Teorema 5.19 podemos afirmar que los conceptos y
resultados establecidos para los MS-espacios son también validos para los sm-espacios.
A continuaciéon, obtendremos una descripcion de las mpM-funciones que nos permitird
presentar una nueva caracterizacion de los sm-isomorfismos, que nos serd de utilidad mas

adelante.
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5.2.3 Propiedades de las sm-funciones

Proposicién 5.20. [61] Sean (X1,01) y (X2, g2) mpM -espacios y f una mpM -funcidon

de X1 en Xs. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f(max X1 Nx)) =maz XoN[f(z)), para todo x € X7,
(ii) f(maxz X1) C mazx Xs.

Dem. (i) = (ii): Sea y € f(maz X;) entonces y = f(x) con z € mazr X;. Luego,
[z) = {z}. Por lo tanto, maxz X1 N [x) = {x} de donde por (i) resulta que f({z}) =
max X2 N [f(z)) lo que implica que y = f(x) € mazx Xs.

(ii) = (i): Sea x € X3, entonces z € mazr X; 6 © € min X, \ mazx X;.

Si € max X1, entonces mazx X7 N [z) = {x}, lo que implica que f(mazx X7 N [z)) =
{f(z)}. Luego, de (ii) resulta que f(x) € max X,. Porlo tanto, {f(z)} = max XoN[f(x)),
de donde concluimos que f(maz X7 N[z)) = max Xo N [f(x)).

Si z € min X, \ max X;, entonces x < gi(x) y g1(z) € mazr X;. Luego, max X; N
[z) = {q1(z)} = maz X7 N [g1(x)). Entonces aplicando el caso anterior a g;(z) tenemos
que f(mazx X1 N [gi(x)) = max Xo N [f(g1(x))) lo que implica que f(mazx X; N [z)) =
max Xo N [f(g1(x))). Por otra parte como f es una mpM-funcién, f(z) < f(q1(z)) =
g2(f(z)). Luego, max XoN[f(z)) = max XoN[f(g1(x))). Porlo tanto, f(max X1N[zx))) =

max X2 N [f(z)) lo que completa la demostracion.

O

Corolario 5.21. [61] Sean (X1,91) y (X2, g2) mpM-espacios y f una mpM -funcion de
Xy en Xy. Entonces f(min X;) € min X,.

Dem. Sea y € f(min X;) entonces existe x € min X; tal que y = f(x). Luego, = €
min X; \ maz X, 6 € min X; Nmaz X;.

Si z € min X, \ max X;, entonces x < g;(x). Por lo tanto, g;(x) € mazr X;. Como f
es una mpM-funcién de la Proposicién 5.20 resulta que f(gi(x)) = g2(f(x)) € mazxr Xo y
f(z) < g2(f(2)). Luego, f(x) € min Xs.

Six € minXy Nmar Xy, v =¢g1(x) 6z £ g1(x) y g1(x) £ x. Si z = g1(z) entonces
f(z) = g2(f(z)) y por lo tanto f(x) € min Xy Nmax Xy. Six £ g1(z) y ¢1(z) £ x, por
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la Proposicién 5.20 podemos afirmar que f(x), g2(f(z)) € max X3 de lo que concluimos

por ser Xy un mpM-espacio que f(x), g2(f(z)) € min Xo. O

Corolario 5.22. Sean (X1, g1, R1) y (X2, g2, R2) sm-espacios y f una funcion de X; en

Xy. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es una sm-funcidn,
(ii) f es una funcion isétona y continua tal que
(a) fogqr=g20F,
(b) f(maz X;) C max X,
(c) Ri(f~1(V)) = f~HRy(V)) para cada V € D(X>).

Dem. Es consecuencia directa de la Proposicion 5.20 y del hecho que f es una sm-funcion

si y s6lo si es una mpM-funcién y una ¢-funcién. m|

Proposicién 5.23. Sean (X1, g1, R1) y (X2, g2, Re) sm-espacios y f una funcion de X,

en Xo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) f es un sm-isomorfismo,
(ii) f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo tal que:
(a) fogqr=g20F,
(b) f(maz X;) = max X,
(¢) (z,y) € Ry, siy solo si (f(x), f(y)) € Ry
Dem. Resulta Corolario 5.22 y [9, Lemma 2.8]. O

Observaciones 5.24. (i) La funcion ex : X — X(D(X)) es un sm-isomorfismo.

(ii) Sean (Xi,91,R1) y (Xa, 92, Re) sm-espacios y f : X1 — X una sm-funcion.
Entonces la aplicacion M(f) : D(X2) — D(Xy), definida por la prescripcion
M(f)(U) = f~Y(U) para cada U € D(X3), es un sm-homomorfismo. Ademds,

M(f) es inyectiva (sobreyectiva) si f es sobreyectiva (inyectiva).
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(iii) Sean (A1,7h) y (Ag,J2) M—dlgebras y h : Ay — Ay un M—homomorfismo de.
Entonces la aplicacion m(h) : X(A2) — X(Ay), definida por la prescripcion
m(h)(P) = h™Y(P) para todo P € X(A3), es una sm-funcién. Ademds, m(h) es

inyectiva (sobreyectiva) si h es un homomorfismo sobreyectivo (inyectivo).

5.3 Espacios cocientes

5.3.1 Espacio cociente de un g-espacio

Lema 5.25. Sea (X, R) un q-espacio. Si x,y € X son tales que para todo w € R(x) y
para todo z € R(y) se verifica que w £ z, entonces existe un subconjunto abierto, cerrado
y creciente U de X tal que R(x) CU y R(y)NU = 0.

Dem. Como X es un espacio de Priestley y para todo w € R(x) y para todo z € R(y) se
verifica que w £ z, entonces para cada w € R(x) y cada z € R(y) existe un subconjunto
abierto, cerrado y creciente U,, de X tal que w € Uy, y z € U,,. Por lo tanto, para

cada z € R(y) se verifica que R(z) € |J Uw: vy 2 ¢ U Uy . Como R(z) es un
weR(x) weR(x)
subconjunto cerrado de X y X es compacto, entonces R(x) es un subconjunto compacto de

X y por consiguiente existe un nimero finito wy, ..., w, € R(z) tales que R(x) C |J Uy,
j=1

n n
y 2 & |J Uw;z. Como |J Uy,, es una unién finita de subconjuntos abiertos, cerrados y
=1 j=1

crecientes de X, entonces también es un subconjunto abierto, cerrado y creciente de X
n

y lo notamos por U, es decir |J U,,, = U,. Por consiguente, para cada z € R(y) existe
j=1
un subconjunto abierto, cerrado y creciente U, de X tal que R(x) C U, y z ¢ U,. Por lo

tanto, R(y) € |J (X \U,). Como R(y) es un subconjunto compacto de X y para cada
z€R(y)
z € R(y), X \ U, es un subconjunto abierto de X, entonces existen zi,...,2, € R(y)

tales que R(y) € U(X \ U,,) y por ende R(y) € X \ (] U,. Como cada conjunto
. Ly

Jj=1 J
m
U.;, 1 <i < m es un subconjunto abierto, cerrado y creciente de X, entonces (1] U, es

7=1
también un subconjunto abierto, cerrado y creciente de X que lo notamos por U, es decir

m
(| U, = U. De esta manera concluimos que existe un subconjunto abierto, cerrado y
J=1
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creciente U de X tal que R(x) CU y R(y)NU = 0. O

Corolario 5.26. Sea (X, R) un g—espacio. Six,y € X son tales que para todo w € R(x)
y para todo z € R(y) se verifica que w £ z, entonces erxiste un subconjunto abierto,

cerrado, creciente y saturado U de X tal que v € U ey ¢ U

Dem. Por el Lema 5.25 podemos afirmar que existe un subconjunto abierto, cerrado y
creciente U de X tal que R(z) CU y R(y)NU = 0. Luego, x € R(U) ey & R(U) y por

(ql), R(U) es un subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado de X. O

Teorema 5.27. Sean (X, <, 7, R) un q—espacio, X/R el conjunto cociente por la relacion

de equivalencia R y q: X — X/R la aplicacion canénica. Entonces se verifican:

i) (X/R,=X,7,) es un espacio de Priestley, donde 1, es la topologia de identificacion
q q

determinada por q y la relacion de orden < estd definida la prescripcion:

e para todo z,y € X, T =27 si, y sélo si, existen w € R(z) y z € R(y) y tal que

w < z.

(ii) La aplicacion q : X — X/R es una funcion continua y creciente (i.e. es un

morfismo de espacios de Priestley).

Dem. (i): En primer lugar veamos que (X/R,=<) es un conjunto ordenado: Como
consecuencia directa de que R es una relacién de equivalencia y (X, <) es un conjunto
ordenado tenemos que =< es reflexiva.

Sean x,y € X talesque T Xy yy =Ty veamos que T = 7y. En efecto, de la hipdtesis
existen w,w’ € R(x) y z,2" € R(y) tales que w < zy 2/ < w'. Sea U un subconjunto
abierto, cerrado, creciente y saturado de X tal que x € U, entonces como U es saturado
tenemos que R(x) C U y por consiguiente w € U. Luego, como U es creciente deducimos
que z € U. De esta ultima afirmacién y como U es saturado inferimos que R(y) C U y
por lo tanto y € U. Entonces, hemos probado que si U es un subconjunto abierto, cerrado
y saturado de X tal que x € U, entonces y € U. Mediante un razonmiento analogo, se

prueba que si V' es un subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado de X tal que
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y € V, entonces x € V. Por lo tanto, podemos afirmar que para todo subconjunto abierto,
cerrado, creciente y saturado W de X se verifica que x € W si, y sdlo, si y € W. Luego,
del [9, Lemma 2.5] concluimos que (z,y) € R y por lo tanto, T =7.

Sean z,y,z € X talesque ¥ Xy vy < Z, entonces T < Z. En efecto, de la hipotesis
existen (1) w € R(z), (2) 2,2’ € R(y) v (3) t € R(z) tales que (4) w < zy (5) 2 < t.
Si suponemos que T £ Z, entonces inferimos que u £ v para todo u € R(z) y v € R(z).
Luego, por el Corolario 5.26 existe un subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado
U de X tal que (6) z € Uy (7) 2 ¢ U. Como U es saturado, entonces de (1) y (6)
inferimos que w € U. Ademads, como U es creciente de (4) z € U, lo que contradice (7).

Veamos ahora que X/R es un espacio compacto: como ¢ : X — X/R es una funcién
continua, ya que la topologia de identificacién determinada por la funcion q es la topologia
més fina para X/R que hace continua a ¢ y como X es compacto, entonces q(X) = X/R
es compacto.

Por 1ltimo, mostraremos que X/R es un espacio totalmente disconexo en el orden:
Sean x,y € X son tales que T A ¥ , entonces por el Corolario 5.26 existe un subconjunto
abierto, cerrado, creciente y saturado U de X tal que (1) z € U e (2) y € U. Sea
V = q(U). Como la topologia en X/R es la de identificacién determinada por ¢ y como
U = q'(q(U)) por ser U saturado, entonces V es abierto y cerrado en X/R. Ademés, V
es creciente. En efecto, sea (3) Z€ V y w € X/R tales que (4) Z = w. De (3) y teniendo
en cuenta que U saturado inferimos que (5) z € U. De (4) obtenemos que existen (6)
t € R(z)y (7) v € R(w) tales que (8) t < wv. De (5), (6) y por ser U saturado inferimos
que t € U. Luego, por (8) y ser U creciente resulta que v € U. De esta tltima afirmacién
y (7) resulta que w € ¢(U) = V. Por lo tanto, V' es un subconjunto abierto, cerrado y
creciente de X/R y de (1), (2) inferimos que T € V y 5§ ¢ V. Luego, concluimos que
(X/R,<,7,) es un espacio de Priestley.

(ii) ¢ : X — X/R es una funcién isétona y continua: sélo resta probar que ¢ es

isotona, lo que es inmediato de la definicion de la relacién <. |

En [73] se considera en el espacio cociente de un espacio de Pristley la siguiente relacién
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de orden: T =X’ ¥ si, y sdlo si, para todo subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado
U de X la hipdtesis x € U implica y € U. A continuacién mostraremos que es equivalente
a la relacion =<, definida anteriormente. También, en [73] se dan condiciones necesarias
y suficientes para que una relacién R permita que X/R sea un espacio de Priestley tal
que ¢ : X — X/R sea continua e is6tona. Mads precisamente, se prueba que basta
con que R verifique (E3): Si z,y € X son tales que (z,y) € R, entonces existe un
subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado U de X tal que x € U ey & U o existe
un subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado V de X tal que v € V ey & V.

Posteriormente, R. Cignoli probé que los g-espacios verifican (E3) ([9, Lemma 2.5]).

Proposicién 5.28. Sean (X, R) un q—espacio y sean T,y € X/R. Entonces T <7y si, y

solo si, T <'7.

Dem. Sean x,y € X tales que T = 7. Luego, existen w € R(x), z € R(y) tales que
w < z. Sea U un subconjunto abierto, cerrado, creciente y saturado de X tal que x € U.
Entonces, R(x) C U. De las afirmaciones anteriores inferimos que z € U y como U es
saturado, R(z) C U de donde resulta que y € U. Luego, T <'7.

Por otro parte, sean z,y € X tales que T =’ 7§ y supongamos que T A 7. De esta
ultima afirmacién resulta que para todo w € R(z) y para todo z € R(y) se verifica que
w £ z. Entonces por el Corolario 5.26 podemos asegurar que existe un subconjunto
abierto, cerrado, creciente y saturado U de X tal que v € U e y ¢ U, lo que es una

contradiccion. O

5.3.2 Espacio cociente de un espacio de De Morgan monadico

Teorema 5.29. Si (X, g, R) es un gm-espacio (ver [62, p.84]). Entonces se verifican:

i) (X/R,=X,7,,9r) €s un m-espacio, donde = y 1, son las indicadas en el Teorema 5.27
q q

y la aplicacion gr : X/R — X/R estd definida por gr(T) = g(x), para todo x € X.

(ii) La aplicacion candnica q : X — X/R es una m—funcion.
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Dem. (i): De acuerdo al Teorema 5.27 solo debemos probar que gg es un homemorfismo
involutivo y un anti-isomorfismo de orden. Se verifica sin dificultad que gr es involutiva
y epiyectiva. Ademds, gr es inyectiva ya que si gr(Z) = gr(7), entonces g(z) = g(y) y
por consiguiente (g(x), g(y)) € R, ademés como (X, g, R) es un gm-espacio tenemos que
(z,y) € R, de lo que concluimos que T = 7. Veamos ahora que gg es un anti-isomorfismo

de orden. En efecto, T < 7 < existen w € R(x) y z € R(y) tales que w < z < existen

g(w) € R(g(z)) y 9(2) € R(g(y)) tales que g(z) < g(w) < g(y) < g(z) < gr(y) < gr(T).

Finalmente, probemos que g : X/R — X/R es un homemorfismo. Observemos
en primer lugar que para cada U C X/R se verifica que: g5'(U) = {T : gr(Z) € U}
= {Z : g(z) € U} = {q(x) : g(x) € ¢ ' (U)} = {q(x) : € g7 (¢ (U))} = {q(x) :
z € (qgog) ™M (U)} = q((gog)™(U)). Sea U un subconjunto cerrado de X/R y como
gog: X — X/R es una funcién continua por ser composicién de funciones continuas,
entonces (qo ¢)~1(U) es un subconjunto cerrado en X. Ademds, como q: X — X/R es
continua, X es compacto y X/R es un espacio de Hausdorff, entonces ¢ es una funcién
cerrada y por lo tanto ¢((qo g)™*(U)) es un subconjunto cerrado de X/R. De esta ultima
afirmacién, y lo observado anteriormente resulta que g}§1 (U) es cerrado de X/R, de lo que
concluimos que gr es continua. Por otra parte, teniendo en cuenta que X/R es un espacio
de Hausdorff compacto resulta que gr es una funciéon cerrada y como ggr es biyectiva
concluimos que gr es un homeomorfismo. Luego, (X/R,<,7,,g) es un espacio de De

Morgan.

(ii): Por el Teorema 5.27 ¢ es continua e isétona. Ademas, se verifica que gog = groq.

En efecto, (groq)(x) = gr(q(x)) = gr(T) = g(x) = q(g(x)) = (¢o g)(x) para todo = € X.
a

5.3.3 Espacio cociente de un sm-espacio

En lo que sigue aplicaremos los resultados anteriores para describir los sm-espacios co-

cientes lo que sera de utilidad para determinar las M-algebras simples.

Teorema 5.30. Sea (X, g, R) es un sm-espacio. Entonces



127

(i) (X/R,<,74,9r) es un mpM-espacio, donde =, 7, y gr son las consideradas en el
Teorema 5.29.

(ii) La aplicacion canonica q : X — X/R es una mpM — funcion.

Dem. Teniendo en cuenta el Teorema 5.29 observamos que solo debemos probar que se

verifica:
(pml) T <7y, entoncesT=7 6 gr(T)=71:

De la hipétesis existen z € R(z) y w € R(y) tales que z < w. Como X es mpM —espacio,
de (pml) resulta que w =z 6 w = g(z). Luego, T =7 6 ¥ = gr(Z) = gr(T).

Veamos ahora que ¢(max X) C mazxr X/R. En efecto, Sean z € max X e y € X tales
que T < 7. Entonces, existen z € R(z) y w € R(y) tales que z < w. Luego, como X es
un mpM-espacio se verifica (1) z = w 6 (2)z < w. Si ocurre (1) inferimos R(z) = R(y)
y por lo tanto T = y. Si ocurre (2) entonces por (pml) ¢g(z) = w de lo que inferimos
que z < g(z). De esta ttima afirmacién y (e5) obtenemos = < g(x) lo que contradice la
maximilidad de x. Luego, es claro que T € max X/R. Por lo tanto, de la Proposicién

5.20 podemos afirmar que ¢ es una mpM-funcion. |

Lema 5.31. Sean A una M—dlgebra y B una subdlgebra de A. FEntonces la aplicacion
h: X(A) — X(B), definida por h(z) = x N B para cada v € X(A), es una sm-funcion.

Dem. De la definiciéon que h es inmediato que es isétona. Por otra parte, h es continua.
En efecto, teniendo en cuenta que para cada b € B, opg(b) = {v € X(B) : b € x} y
oa(b) = {x € X(A) : b € x} es simple verificar que h™'(op(b)) = o4(b). Ademds, como
{op(b) : be B} U{X(B)\op((b): b€ B} y{o.b): a€ A} U{X(A)\ oala): a € A}
son subbases de la topologia de Priestley de X (B) y X (A) respectivamente, inferimos que
h es continua.

Ademads, ho g4 = gp o h. En efecto, observemos que ga(x) = X(A)\ {~t: € x}y
para cada y € X(B), gp(y) = X(B)\ {~ 2z : z € BNny}. Entonces, ¢ € h(ga(z)) &
c€ga(r)NB & c#~ w, paratodo w € tN B& ¢ € gp(z) N B < ¢ € gp(h(x)).
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Finalmente, tenemos que h(max X(A)) C max X(B). En efecto, sea z € max X(A)
y supongamos que existe z € X (B) tal que h(x) C z. Como X (B) es un mpM-espacio,
entonces por (pml) z = gg(h(z)). Luego, de lo demostrado anteriormente resulta que
z = h(ga(z)) y por lo tanto (x) h(z) C h(ga(x)). De las afirmaciones anteriores veamos
que (* %) z C ga(x). Supongamos que x ¢ g4(z) y como es claro que por (*) tenemos que
x # ga(z). Luego, x € ga(x). Por la disconexién en el orden existen a,b € A tales que x €
oa(a), ga(x) € oa(b) y oa(a) Noa(b) = 0. Luego, h(x) € h(oa(a)) =oca(a)N B = op(a).
Ademés, como op(a) es un subconjunto creciente de B concluimos que h(ga(z)) € op(a).
Por lo tanto, a € ga(z) N B de donde inferimos que ga(z) € og(a) N oa(b), lo que es una
contradiccién. Luego, se verifica (x %) lo que contradice el hecho que z es maximal, con

lo que concluimos la demostracion. |

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado mas importante de esta seccién.

Teorema 5.32. 51 X es un sm-espacio, entonces X(IrD(X)) y X/R son isomorfos

como mpM-espacios.

Dem. Sea h : X — X(3gD(X)), definida por h(z) = ex(x) N Ig(D(X)), donde
ex(z) = {U € D(X) : z € U} para cada x € X. Como por la teorfa de la dualidad
para las M—élgebras se verifica que ex(X) = X(D(X)), entonces por el Lema 5.31, h es
continua y por lo tanto también es cerrada por ser X compacto y X(IrD(X)) un espacio
de Hausdorff. (ver [21, p. 226])

Como ¢q : X — X/R es una identificacién, h : X — X(IrD(X)) es continua y h
es constante en ¢~1(T) para cada T € X/R (es decir h es constante sobre las fibras de ¢),
entonces por [21, p. 123] podemos afirmar que hog™! : X/R — X (JpD(X)) es continua

y el siguiente diagrama es conmutativo,
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X X/R

hogq™t

X(3r(D(X)))

donde (hoq=1)(Z) = h(R(z)). Como h es constante en ¢~ (T), i.e. h es constante en R(x)
para cada x € X, entonces (hoq¢ 1) (Z) = h(R(z)) = h(x).
Ademds como es h una funcién cerrada, entonces por el teorema anteriormente men-

cionado ([21, p. 226]), hoq™!: X/R — X (IpD(X)) es una funcién cerrada.

También, h o gt

es biyectiva. En efecto, sean 7, 7 € X/R tales que (hoq 1) () =
(hoq Y (¥), entonces h(¢~(Z)) = h(q¢ ' (¥)), como h es constantes sobre las fibras de ¢
resulta que h(x) = h(y), de lo que se sigue que ex (z)NIr(D(X)) = ex(y)NIr(D(X)). De
esta ultima afirmacién obtenemos que (ex(z),ex(y)) € R3,. Como ex : X — X (D(X))
es un M—isomorfismo, inferimos que (z,y) € R y por consiguente T = y. Sea ahora
z € X(IrD(X)), entonces existe z € X (D(X)) tal que z = xNIRD(X). Seay = ey (1),
entonces y € X y z = ex(y) NIrD(X), de lo que concluimos que h(y) = z y por lo tanto
(hog (@) ==

Luego hoq™ : X/R — X(3rD(X)) es una biyeccién continua y cerrada y por lo
tanto es un homemorfismo.

Como por el Lema 5.31, la funcién h es una mpM-funcién y por el Teorema 5.30, la
aplicacién canénica ¢ es una mpM-funcién, entonces hog! es también una mpM-funcién,
de lo que se sigue que h o ¢~! es un mpM-isomorfismo, lo que completa la demostracion.
O

A continuacién indicaremos un resultado que nos seran de utilidad para demostar la

Proposicién 5.34 donde se caracterizan a las M-algebras simples.
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Lema 5.33. [29, Lemma 2.1] Sea (X, R) un g-espacio. FEntonces R es una relacion

cerrada, i.e. R(A) es cerrado para todo subconjunto cerrado A de X .

Dem. Sea z ¢ E(A). Entonces, tenemos que (z,y) ¢ E para todo y € A. Luego, de [9,
Lemma 2.5] concluimos que para todo y € A existe un subconjunto abierto y cerrado V,

de X tal que z € V,,, y € V, y V, = E(V,). Por lo tanto, A C |J (X \V,) y como A es
yeA

compacto inferimos que A C |J (X\V,,). Como E(|J (X\V,,)) = UX\V,,) = X\ Vi,
i=1 i=1 i=1 i=1
tenemos que [ V,, NE(A) = 0. De la dltima afirmacién, el hecho que [ V,, es un abierto
i=1 i=1

y € [V, concluimos que = ¢ E(A), lo que completa la demostracién O
i=1

Proposicién 5.34. Sea (X, g, R) un sm-espacio. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) D(X) es una M-dlgebra simple,
(ii) dr(D(X)) es una mpM -dlgebra simple.

Dem. (i) = (ii): Supongamos que Ir(D(X)) no es una mpM-algebra simple. Entonces,
existe subconjunto Y cerrado, involutivo y no trivial de X (3g(D(X))). Por el Teorema
5.32 tenemos que los mpM-espacios (X (Ir(D(X))),91) =~ (X/R, gr) donde gr(R(w)) =
R(g(w)) con w € X. Luego, podemos escribir Y = {R(w)}pex: con ) # X' C X. De
las afirmaciones anteriores existe R(z) € X/R tal que R(z) € Y. Sea w € X' tal que
R(w) € Y ysea W = R(w) U g(R(w)). Es claro que, W es un subconjunto no vacio,
cerrado, involutivo y R-saturado de X. Ademads, z ¢ W. En efecto, si z € W entonces
(1) z € R(w) 6 (2)z € g(R(w)) = R(g(w)). Si ocurre (1) R(z) = R(w) y por lo tanto
R(z) € Y, contradiccién. Si ocurre (2) R(z) = R(g(w)), como Y es involutivo tenemos
que R(z) € Y lo que es una contradiccién. Por lo tanto, W # X lo que contradice la
hipétesis.

(ii) = (i): Supongamos que D(X) no es una M-dlgebra simple, entonces existe un

subconjunto Y de X, cerrado, involutivo y R-saturado no trivial. Ademads, como por el

Teorema 5.32 tenemos que (X (Ir(D(X))),q1) =~ (X/R, gr) como mpM-espacios. Por
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Teorema 5.30 sabemos que ¢ : X — X/R es continua y por Lema 5.33 inferimos que
q es cerrada. Luego, es claro que ¢(Y) es un cerrado de de X/R y es no trivial. En
efecto, es claro que ¢(Y) # (. Sea z € X \ Y entonces R(z) € ¢(Y). Si suponemos
lo contrario i.e. R(z) € ¢q(Y), entonces como ¢(Y) C X/R existe un t € Y tal que
R(z) = R(t). Ademas, como R(Y)=Y tenemos que R(t) € Y y por lo tanto z € Y,
lo que es una contradiccién. Por otra parte, veamos que ¢(Y) es involutivo. Como
9r(a(Y)) = gr{R(w)}wey) = {gr(R(w))}twey = {R(g(w))}wey = {B(D)}hey = q(Y)
por ser Y involutivo (i.e t € T < ¢(t) € Y). Por lo tanto, nos construimos un cerrado,
involutivo y no-trivial 3z(D(X)), esto tltimo contradice que sea una mpM-édlgebra simple.

Con lo que tenemos completa la demostracién. |

5.4 Algebras generadoras de cardinalidad arbitraria

A continuacién, vamos a determinar con precisién las dlgebras simples (finitas o no), para

lo cual seran de utilidad los resultados que daremos a continuacion.

Lema 5.35. Sea (X, g,R) un sm-espacio y x € X. Sixz £ g(z) yg(x) Lz y X =

R(z) U R(g(x)), entonces se verifican las siguientes condiciones:
(i) 3rD(X) = {0, X, R(x), R(g(x))},
(i) U ¢ R(z) y U ¢ R(g(x)) para todo U € D(X) \ IxD(X),
(i) D(X) = IpD(X).

Dem. (i): Como = £ g(x) y g(x) £ x por (el5) concluimos que R(z) N R(g(x)) = 0 y por
(el?) y £ g(y) v g(y) £ y para todo y € X. Por lo tanto X es una anticadena. Luego,
de la afirmacién anterior y teniendo en cuenta que X = R(x) U R(g(z)) deducimos que
R(x), R(g(x)) € IrD(X).

Por otra parte, supongamos que existe U € JpD(X) \ {0, X}. Si x € U entonces
R(z) = U. En efecto, como R(x) C U si suponemos que existe ug € U tal que uy ¢ R(x)
entonces ug € R(g(x)). Luego, g(x) € R(up) C U y por lo tanto R(g(x)) C U. De las
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afirmaciones anteriores concluimos R(x) U R(g(z)) C U, de donde resulta X = U, lo que
es una contradiccion.

Si z ¢ U entonces R(x) NU = (). En efecto, si u € R(x) N U tenemos que x €
R(u) C U, contradiccién. Luego, como {R(z), R(g(x))} es una particién de X entonces
UN R(g(x)) # 0. De esta afirmacion, existe u; € R(g(z)) N U de lo que resulta que
g(x) € R(uy) C U. Por lo tanto, R(g(z)) C U de lo que conluimos R(g(x)) = U. Luego,
3rD(X) = {0, X, R(z), R(g(x))}

(ii): Supongamos que U C R(x), entonces R(x) \ U # () es un abierto, cerrado y
creciente de X. Ademds, como g es biyectiva g(U) C g(R(zx)). Por otra parte, g(U) €
D(X) y como R(z) N R(g(xz)) = 0 tenemos que U Ng(U) = (). Sea V = (R(x) \ U) U
g(U) € D(X)\ {0, X} y se verifica que VN g(V) = (. En efecto, como V N g(V) C
(R(g(z))UU)N(R(x)Ng(U)) =UNg(U) = 0. De esta afirmacién inferimos que AV =)
y por lo tanto 3gAV = (). Por otra parte, IgV = R(x) U R(g(z)) = X y por consiguiente
AJrV = X, de lo que obtenemos que IgAV # AdgV, lo que es una contradiccién.

Supongamos ahora que U C R(g(x)), siguiendo un razonamiento andlogo al caso
anterior tenemos que W = (R(g(z)) \U) U g(U) € D(X) \ {0, X} y JpAW # AIgW lo
que nos conduce nuevamente a una contradiccion.

(iii) Solo resta probar que D(X) C JgD(X). Supongamos que existe U € D(X) \
drD(X). Entonces R(z)\U # 0 6 R(g(x))\U # 0. En efecto, si R(z)\U = 0 = R(g(z))\U
entonces R(x) C Uy R(g(z)) C U, lo que implica que X = U, contradiccién. Luego,
si R(x) C U # 0 entonces R(x) C U € D(X)y R(x) C U C R(x) lo que contradice
(ii). Si aplicamos el razonamiento anterior a R(g(z)) \ U # () también obtenemos una

contradiccién. Luego, D(X) = dgD(X), lo que completa la demostracién. O
Proposicién 5.36. Sea (X, g, R) un sm-espacio, entonces se verifica la siguiente propiedad:
(e19) sixz £ g(x), g(xr) £ x y X = R(x) U R(g(x)), entonces X = {x,g(z)}.

Dem. Supongamos que existe y € X tal que z # y y g(x) # y. Como X es una
anticadena, tenemos que y £ x e y £ g(z). Luego, existen U,V € D(X) tales que y € U
ve gU,yeVyglr) V. Ademds, del Lema 5.35 D(X) = {0, X, R(z), R(g(z))} vy
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por lo tanto U = R(g(z)), V = R(z) y R(x) N R(g(x)) # (). Esta dltima afirmacién es
una contradiccién ya que de las hipétesis y (el5) tenemos que R(x) N R(g(z)) = (). Por

lo tanto, concluimos que y = x o y = g(z). O

Lema 5.37. ([74]) Sea (X, g, R) un sm-espacio. Si Y es un subconjunto cerrado de X,

entonces R(Y') también es un subconjunto cerrado de X.

Dem. Como (X, R) es un g—espacio, para todo subconjunto cerrado Y de X se verifica

que R(Y) es un subconjunto cerrado de X. O

Proposicién 5.38. Sea (X, g, R) un sm-espacio y {C; }ier la familia de todas las cadenas
mazimales en X. Si D(X) es una M-dlgebra simple, entonces se verifica una y solo una

de las siguientes condiciones:

(i) C; es una cadena con dos elementos para todo i € I,
(ii) C; es una cadena con un elemento y C; = g(C;) para todo i € I,

(ii) C; es una cadena con un elemento y C; # g(C;) para todo i € 1.

Dem. Si en X existen dos cadenas maximales C;, y C;, tales que C;, = {z,¢9(x)},
g(z) <z y Cy ={y} ={9(y)} 6 Ci, ={y} # {9(y)}. Luego, de (el2) y (ell) tenemos
que y € R(x) ey & R(g(z)), por lo tanto y ¢ R(C;,). De las afirmaciones anteriores
inferimos que R(C;,) # X y R(Ci,) # 0, ademds R(C;,) es cerrado y R-saturado .
Por otra parte, del Corolario 4.16 es involutivo, de donde resulta que D(X) no es una
M —élgebra simple.

Supongamos ahora que existen en X dos cadenas maximales C;, y C;, tales que C;, =
{z} ={9(x)} v Ciy = {y} # {g9(y)}. Entonces por (el3) obtenemos que y ¢ R(C;,) y
por lo tanto R(C},) es un subconjunto cerrado, involutivo y saturado no trivial, de lo que

concluimos que D(X) no es una M—dlgebra simple. O

Teorema 5.39. Sea (X, g, R) un sm-espacio. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.
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(i) D(X) es una M-dlgebra simple,
(ii) Se wverifica uno y sdélo uno de los siguientes casos:

(a) X esla suma cardinal de cadenas con dos elementos tales las unicas clases de

equivalencias son min X y max X,

(b) X es la suma cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento y es la inica

clase de equivalencia,

(¢) X es la suma cardinal de dos cadenas con un solo elemento que no son invo-

lutivas y las clases de equivalencias son los dos conjuntos unitarios.

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis y la Proposicién 5.38, se presentan los siguientes casos:

(I) X es la suma cardinal de cadenas con dos elementos. Entonces existe z € X tal
que g(z) < z. Luego, R(x)UR(g(z)) es un subconjunto no vacio, cerrado, involutivoy R-
saturado de X. Del Teorema 4.21 y teniendo en cuenta que D(X) es simple concluimos que
R(z)UR(g(z)) = X. Por otra parte, como = € max X \ min X y g(x) € min X \ maxr X
del Corolario 5.14 tenemos que R(z) C max X \ min X y R(g(z)) € min X \ max X y
por el Lema 4.23 inferimos que R(z) = max X y R(g(z)) = min X.

(I) X es la suma cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento. Entonces
R(z) = g(R(z)) para todo x € X, de donde resulta que R(x) es un subconjunto no vacio,
cerrado, involutivo y R-saturado de X. Como D(X) es simple, del Teorema 4.21 tenemos

que R(z) = X para todo = € X.

(III) X eslasuma cardinal de dos cadenas con un solo elemento que no son involutivas.
Entonces existe z € X tal que © £ g(z) y g(z) £ . Como R(z)U g(R(x)) es un
subconjunto no vacio, cerrado, involutivo y R—saturado de X, por el Teorema 4.21 resulta

que R(z)U R(g(x) = X. Luego, por (el9) inferimos que X = {z, g(z)}.
(ii) = (i): Supongamos que se verifica:

(a) Sea Y un subconjunto no vacio, cerrado, involutivo y R—saturado de X. Entonces

Y Nmin X # (). Por otra parte, de la hipétesis tenemos que R(z) = max X 6 R(x) =
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min X para todo z € X. Sea z € min XNY , entonces por el Corolario 5.14 (ii) resulta que
R(z) =min X. Como z € Y e Y es R-saturado, R(z) C Y y por lo tanto min X C Y. De
esta afirmacion y el Teorema 4.27 tenemos que X = Y. Luego, D(X) es una M-élgebra

simple.

(b) Es inmediato que el uinico subconjunto no vacio, cerrado, involutivo y R-saturado

de X es X de donde por el Teorema 4.21 concluimos la demostracion.

(c) De la hipétesis es claro que el tinico subconjunto no vacio, cerrado, involutivo y

R-saturado del espacio es X, por lo tanto queda probado el teorema. O

El siguiente resultado es consecuencia directa del Teorema 5.39 y el Teorema 5.32.

Corolario 5.40. Sea (X, g, R) un sm-espacio tal que (D(X),3g) es una M-dlgebra sim-

ple. Si se verifica que:

(a) X es la suma cardinal de cadenas con dos elementos tales las tnicas clases de

equivalencias son min X y max X, entonces ArD(X) ~ T3,

(b) X es la suma cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento y es la tinica

clase de equivalencia, entonces IpD(X) ~ Ty,

(¢) X es la suma cardinal de dos cadenas con un solo elemento que no son involutivas y

las clases de equivalencias son los dos conjuntos unitarios, entonces IpD(X) ~ Ty.

Corolario 5.41. Las M-dlgebras funcionales (T5%,3) y (T5%,3) son M-dlgebras simples.
Dem. Es consecuencia del Teorema 5.39. a

Corolario 5.42. Si en la mpM —dlgebra Ty se define dx = x para todo x € Ty, entonces
(Ty,3) es una M-dlgebra simple. Ademds, (T;X,3) es un dlgebra simple si, y solo, si X

tiene un elemnto.

Dem. Es consecuencia del Teorema 5.39. |
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5.4.1 Conceptos de topologia general

En primer lugar recordamos algunas nociones y resultados bien conocidos de topologia

general ([21]) que seran de utilidad en lo que sigue.

5.4.2 Aglomeracion y convergencia de redes en los sm-espacios.

Definicién 5.43. Un conjunto dirigido es un par (D, <), donde D es un conjunto no
vacio y < es un preorden que verifica la siguiente condicion: para cada a,b € D, existe

ceD tal quea<cyb=<c.

Definicién 5.44. Una red en un espacio topoldgico (X, T) es un funcion ¢ : D — X,
siendo D un conjunto dirigido. Notaremos con x4 a p(d) para todo d € D y con {x4}aep

a .

Definicién 5.45. Sean (X, T) un espacio topoldgico, xg € X y ¢ : D — X wuna red.

Entonces diremos que:

(i) ¢ converge a zq y escribiremos ¢ — xg, si para todo entorno U(xg), existe dy € D

tal que o(d) € U(xg) para todo d € D y dy < d.

(ii) ¢ se aglomera en xo y lo notaremos ¢ = xy, si para todo entorno U(xy) y para todo
d € D existe by € D tal que d < by y w(ba) € U(xp)

Definicién 5.46. Sean (D, <) un conjunto dirigido y a € D, el conjunto terminal asoci-
adoaaesT,={deD: a<d}.

Lema 5.47. (ver [21]) Sean (X, T) un espacio topoldgico, xo € X y ¢ : D — X una red.

Entonces:
(i) ¢ — xo si para todo U(xy) existe dy € D tal que ¢(Ty,) C U(xo).

(i) @ = xo si para todo U(xo) y para todo d € D se verifica que o(Tyq) N U (z9) # 0.
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Definicién 5.48. Sea (D, <) un conjunto dirigido. Diremos que R C D es residual si
existe d € D tal que T; C R.

Definicién 5.49. Sea (X, T) un espacio topolodgico y p : D — X una red. Diremos que

¢ es una ultrared en X si o1 (A) 6 o 1 (X \ A) es residual en D, para todo A C X.

Teorema 5.50. (ver [21]) Sea (X, ) un espacio topologico. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) X es compacto,
(ii) toda red en X se aglomera,

(iii) toda ultrared en X es convergente.

Proposicion 5.51. Sea A una M-dlgebra simple tal que su sm-espacio asociado es la
suma cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento. FEntonces se verifican las

siguientes condiciones:

(i) D ={{1} x TQX(A)\{P} : P e X(A)} es un subconjunto denso de X(TQX(A)).

(ii) Si f : D — X(A) estd definida por f ({1} X TQX(A)\{P}) = P para cada P € X(A),

entonces f es una funcion continua.

Dem. (i): Es inmediato que D C X(TQX(A)). Sea B C X(TQX(A)) un subconjunto bésico
no vacio. Entonces existen h, g € TQX(A) tales que B = O'TZX(A)(h,) \UTZ)((A) (g9). Como
B#0(y O pX(4) €8 U isomorfismo de orden, entonces h £ g, de lo que se sigue que existe
P e X(A) tal que h(P) £ g(P). Como h(P),g(P) € Ty, entonces h(P) =1y g(P) =0.
Es claro que {1} x TQX(A)\{P} € D, ademés h € {1} x TQX(A)\{P} yg¢& {1} x TQX(A)\{P}.

TXANP)

Luego, tenemos que {1} x € a,x(h)\ o, xm(g)NDy por lo tanto D es denso.
2 2

(ii): Para cada a € A, tenemos que f~1(oa(a)) = {{1} x TQX(A)\{P} : P eoyla)} =
{{1} x TQX(A)\{P} : P € X(A)y a € P}. Consideremos ahora la funcién h, : X(A) — Ty,
definida por h,(P) = 1sia € Py hoP) = 0sia ¢ P. Entonces h, € TzX(A) y
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UTZ)((A)(ha) ={Q € X(TzX(A)) the € Q) E D(X(TzX(A))). Por otra parte,
0 x(ha) ND = {{1} x TXOMPY . pe X(A) y hy € {1} x T,XOMHY

= {1} x T,XIWY . P e X(A)y ho(P) =1}

= {{1} x TzX(A)\{P} : P e X(A)y a € P}. Entonces concluimos que
fYoala)) =DnN asz(m(ha). Luego, f~!(c4(a)) es un subbésico de D con la topolofa

~_ —

inducida, con lo que concluimos que f es continua. O

Proposicion 5.52. Sea A una M-dlgebra simple tal que su sm-espacio asociado es suma
cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento. Sean D y f los definidos en la

Proposicion 5.51. Entonces se verifican las siquientes condiciones:

(i) Si {Qa}aep C D es una red que converge a Q € X (T, W)\ D, entonces la red
{f(Qa)}aep converge en X(A).

(i1) Si {Qa}aep y {Ra}acp son redes de D que convergen a un mismo punto @ €
X(TQX(A)) \ D, entonces las redes {f(Qa)}acp v {f(Ra)}aep convergen a un mismo
punto de X(A).

Dem. (i): Como X(A) es compacto, entonces {f(Qq)}acp se aglomera en algin punto
R € X(A). Supongamos que existe S € X(A) tal que f(Qq) = Sy S # R. De esta
ultima afirmacion y teniendo en cuenta que X (A) es una anticadena resulta que R € S'y
S & R. Por lo tanto, existen a,b € A tales que a € R\S y b € S\ R de donde concluimos
que R € ga(a) \ ga(b) y S € 04(b) \ 0a(a). Luego, existen dos subredes {f(Qa)}aecp ¥y
{f(Qa-)}tarep tales que { f(Qu)}taep € 0a(a)\oa(b) y {f(Qa-)}arep € 0a(b)\0a(a). Las
afirmaciones anteriores implican que () {Qu}taep C fH(oa(a)\ 0a(b)) y {Qs}arep C
f~Yoa(b) \ oa(a)). Consideremos ahora, para cada x € A, la funcién h, : X(A) — Ty,
definida por h,(P) = 1six € Py h,(P) = 0six ¢ P. Siguiendo un razonamiento
andlogo a la demostracién de la Proposicién 5.51 inciso (ii), tenemos que f~*(oa(a)) =
DN asz(m(ha) de lo que resulta que f~!(o4(a)\ oa(b)) =DnN (O'TZX(A)(h,a) \asz(m(hb)) y
fHoab)\oala)) = DH(UTZX(A)(hb)\asz(A)(ha)). Luego, de () inferimos que {Qu }arep €
UTZ)((A)(ha) \ UTZ)((A)(hb) v {Qu}arep C O'TQX(A)(hb) \O'TQX(A)(h,a). Por otra parte, como de la
hipotesis Qg — @) deducimos que Qg — Q v Qg4+ — ) de donde resulta que Qg > @y
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Qq- = Q. Por lo tanto, Q) € UTX(A)(ha) \ UTX(A)(hb) yQ € UTX(A)(hb) \ UTX(A)(ha) ya que
2 2 2 2

los bésicos son también cerrados. Luego, Q) € asz(m(ha) \asz(m (hy) N UTZX(A>(hb) \ T px)

lo que es una contradiccion. De lo expuesto resulta que R = S de lo que concluimos que la

red {f(Qq)}aep tiene un unico punto de aglomeracién y por consiguiente es convergente
en X(A).

(ii): De las hipétesis y lo demostrado en (i) tenemos que { f(Qq) }aep ¥ {f(Ra) }aep son
redes convergentes en X (A). Sisuponemos que existen R, S € X (A) tales que f(Qq4) — R
y f(Rq) — S con S # R, entonces mediante un razonamiento andlogo al realizado en la

demostracion de (i), llegamos a una contradiccién y por lo tanto R = S. O

5.4.3 Teorema de extension de funciones continuas en los sm-

espacios.

Para lo que sigue necesitamos tener en cuenta el siguiente teorema de extension de fun-

ciones continuas.

Teorema 5.53. ([21, p. 216]) Sean (X,7x) un espacio topoldgico, D un subconjunto
denso en X e (Y, 7y) un espacio Ts. Si f: D — Y es una funcion continua, entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f tiene una extension continua F: X —Y,

(ii) para toda red {x;}icr € D que converge en X, {f(x;)}icr converge en Y.

Si F existe, entonces es unica.

Proposicion 5.54. Sea A una M-dlgebra simple tal que su sm-espacio asociado es suma
cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento. FEntonces existe una sm-funcion
continua y sobreyectiva de X(TQX(A)) en X(A).

Dem. Teniendo en cuenta que todo espacio de Priestley es un espacio T3, entonces por

la Proposicién 5.51 y el Teorema 5.53 podemos afirmar que la funcién f : D — X(A)
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donde D = {{1} X TzX(A)\{P} : P € X(A)} tiene una extensién continua y sobreyectiva

F: X(TQX(A)) — X (A). Ademas, F es isétona ya que X(TzX(A)) y X (A) son anticadenas.

Por otra parte, veamos que F'o g..x1) = gao F. En efecto, para todo P € X (A) tenemos
2

que

(1) (f e gpx) ({1} X T;“A)\{P}) = f (%’“‘” <{1} “ T2X<A>\{P}))
— f <{1} y T;«A)\{MP)}) — ga(P)
— ga <f <{1} XT2X<A>\{P}))

(ga o f) <{1} y T2X(A)\{P})

Por lo tanto f o grx =gao f.

Por otra parte, sea ) € X(TQX(A)), entonces por el inciso (i) de la Proposicién 5.51
existe una red {Qq}tsep C D tal que (2) Q4 — (. Teniendo en cuenta que rx ©s
continua inferimos que gsz(m(Qd) — gsz(m(Q). Como {Qg}aep € D, entonces para cada
d € D existe P; € X(A) tal que Q4 = {1} X TQX(A)\{Pd}, por lo tanto gsz(m(Qd) = {1} x
TQX(A)\{QA(Pd)}. Luego, gsz(m(Qd) € D para todo d € D. Por lo tanto, f (gsz(A)(Qd)) —

F (gsz(m(Q)) dado que F es continua y F'//D = f. De esta afirmacién y (1) inferimos
que (3) ga(f(Qq)) — F(gTZX(A)(Q)). Por otra parte de (2), el hecho que F es continua y
F/D = f, obtenenos que f(Qq) — F(Q). Ademas, teniendo en cuenta que g4 es continua
resulta que (4) ga(f(Qq)) — ga(F(Q)). De (3) y (4) y teniendo en cuenta que X (A) es un
espacio de Hausdorff y del hecho que todas las redes convergentes en espacio de Hausdorff
convergen a un unico elemento, concluimos que (F o gsz(m)(Q) = (gao F')(Q)) para todo
Q€ X(TQX(A)). Luego, F o Grxa) = ga© F.

Por otra parte, como X (T} (A)) y X(A) son anticadenas podemos afirmar que
F(maz X (T, (A)) C max X(A). Por lo tanto, de lo demostrado anteriormente inferimos
que F: X(T 2X (A)) — X(A) es una mpM —funcién sobreyectiva.

Luego, solo resta probar que F' es una g-funcién. Para simplificar la demostracion

notaremos con (X (A), R3) y (X(TzX(A)), R3,) a los sm-espacios asociados a A y a TzX(A)
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respectivamente. Por el Corolario 5.41 sabemos que (T: 2X (A), J1) es una M-4lgebra sim-
ple. Luego, X(T: 2X (A)) es suma cardinal de cadenas involutivas con un solo elemento.
Ademés, del Teorema 5.39 inferimos que R3(D(X(A)) = {0, X (A)}y Rgl(D(X(TzX(A))) =
{(D,X(TQX(A))}. De lo que deducimos que F~'(R3U) = Rs,(F~1(U)) para todo U €

D(X(A)) con lo que se completa la demostracion. O

Corolario 5.55. Sea A es una M-dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son equiv-

alentes:

(i) A es una M-dlgebra simple tal que 3A es isomorfa a Ty,

(i) A es isomorfa a una M—subdlgebra de TzX(A).

Dem. (i) = (ii): De la hipdtesis y la Proposicién 5.54, tenemos que existe una M—fun-
cién sobreyectiva F : X(TQX(A)) — X(A). Entonces, por la Observacién 5.24 (ii), la
funcién M(F) : D(X(A)) — D(X(T;*™)), definida por M(F)(U) = F~'(U) para cada
U e D(X(A)) es un M—homomorfismo inyectivo. De esta tltima afirmacion y teniendo
en cuenta que D(X(A)) y A son M—élgebras isomorfas, tenemos que A es isomorfo a
una M—subalgebra T; ),

(i) = (ii): Es consecuencia de la Observacién 5.24 (ii) y el Corolario 5.40. O

A continuacion analizaremos el caso de las M-algebras simples cuyos espacios asocia-

dos son suma cardinal de cadenas involutivas que tienen dos elementos.

Proposicion 5.56. Sean A una M-dlgebra simple tal que su sm-espacio asociado es
la suma cardinal de cadenas involutivas con dos elementos. FEntonces se verifican las

siguientes condiciones:

(i) D ={{1} ><T3Y\{P} : PeY}Uu{{3 1} ><T3Y\{P} : P €Y}, es un subconjunto denso
de X(TY), donde Y = mazx X(A).

(ii) f:D — X(A) definida por f <{1} X T?)Y\{P}) = ga(P), f < 11} x T?)Y\{P})

= P, para cada P €Y, es una funcion continua.
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Dem. (i): Es claro que D C X(T)) y que B = {ory(h) \ory(9) : h.g € T)'} es una
base de la topologia de X(7y). Sea B € B\ {0}, entonces existen h, g € Ty tales
que h £ gy B = opy(h) \ ory(g). Luego, existe P € Y tal que h(P) £ g(P). Como
h(P),g(P) € Ts, entonces h(P) # 0. Luego h(P) = 16 h(P) = 1. Si h(P) = 1,

entonces tenemos que g(P) # 1. De esta ulima afirmacién resulta que h € {1} x T?)Y\{P}

2

y g & {1} x T?)Y\{P}, de lo que se sigue que {1} x Tgy\{P} € opy(h) \ ogy(g) y por lo
tanto (opy (h) \ o7y (9)) N D # 0. Por otra parte, si h(P) = 3, entonces tenemos que
g(P) = 0. Por lo tanto, h € {%, 1} x Tgy\{P} ygé& {%, 1} x Tgy\{P}, de lo que inferimos
que {3,1} x Tgy\{P} € ogy(h) \ory(g). Luego, (opy (h)\ ogy(g9)) ND # 0. De lo probado

anteriormente concluimos que D es denso.

(ii): Para cada a € A, consideremos la funcién h, : X — T5 definida, para cada
P e X, por:

sia € P, a€ ga(P),
sia € P, a¢ ga(P),
sia & P,a¢ ga(P).

ha(P) =

O D= =

Teniendo en cuenta que Y = max X(A), entonces para todo P € Y se verifica que

ga(P) C P. De esta afirmacion resulta que h, se puede definir del siguiente modo:

sia € ga(P),
sia € P, ad ga(P),
sia & P.

ha(P) =

S = =

Luego, para cada P € Y tenemos que h, € {1} X & a € ga(P). Ademas, para
cada P€Y, hy € {1, 13 x T3 W o hy(P) € (3,1} © ho(P) =1 6 hy(P) =1 ac P

yagga(P)o6acga(P).

T\
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De lo expuesto anteriormente resulta que:

(1) ory (ha) N D

= {{UxTyM o p e {1 x M Peviu

1 1
{51} MY, e {3:1} x M peyy

= {{U} <1 ph(P)=1, Pe X}U

1
{{%, 1} x TV p(P) = 5 0 ha(P)=1, P € X}

= {3 xT s g ega(P), PeY}U

1
{{5, D x TV g e ga(P), Pe XU

1
{z W x T3 aeP yadga(P), PeY)

Por otra parte, para cada a € A, tenemos que:

(2) fH(oala)) =

{1y < TP p ({1} X Tg”\{P}) €oala), PEY JU

{{%, 1}y Wy ({% 1} % Tg\{P}) €oala), PEY}
{1} x YWY L g4 (P) € oala), PEY }U

{{%, 1} x TP . P e gu(a), PeY)

{1} x TYMWY 2 g4 (P) € oula), PEY}U

{{%, 1} x TV P e gu(a), ga(P) € oala), P € Y} U
{{%, 1} x TYNPY . P e ga(a), ga(P) & oala), P € Y}
{1} x T\ g e ga(P), PeY}U

1
{{5,1}><T3Y\{P}: a€P yacgsP), PEY}U

1
{g B x T i ae P yagga(P), PeY)
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= {{xT"P g ega(P), PeY}U
1
{z =T aega(P). PeY} U

1
{51 » TS ae P yad ga(P), PeY}

Luego, de (1) y (2) concluimos que para todo a € A:
f (0ala)) = o7y (ha) ND.

Por lo tanto, para todo a € A tenemos que f~'(c4(a)) es un subconjunto abierto y
cerrado en D. De esta tltima afirmacion y teniendo en cuenta que el conjunto {o(a) :
a € AU {X(A)\ oa(a) : a € A} es una subbase de la topologia de X (A), concluimos

que f es continua. |

La demostracién del siguiente resultado se obtiene de la Proposicién 5.56 haciendo un

razonamiento analogo al de la Proposicion 5.52.

Proposicion 5.57. Sea A una M-dlgebra simple tal que su sm-espacio asociado es suma
cardinal de cadenas con dos elementos. Sean D y f los definidos en la Proposicion 5.56.

Entonces se verifican las siqguientes condiciones:

(i) Si {Qa}aep € D es una red que converge a Q € X(Ty) \ D, entonces la red
{f(Qa)}aep converge en X(A), donde Y = max X(A).

(ii) Si{Qa}tacp y {Ra}tacp son redes de D que convergen a un mismo punto Q € X(TY)\
D, entonces las redes {f(Qa)}acp y {f(Ra)}acp convergen a un mismo punto de
X(A).

Proposicion 5.58. Sea A una M-dlgebra simple tal que su sm-espacio asociado es la
suma cardinal de cadenas con dos elementos. Entonces, existe una sm-funcion sobreyec-
tiva de X(Ty) en X(A), donde Y = mazx X(A).
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Dem. Por la Proposicién 5.56 sabemos que existe una funcién continua f: D — X(A)
donde D = {{1} x Tgy\{P} : P e Y} U{{:1}x Tgy\{P} : P €Y} es un denso de
X(TY). Teniendo en cuenta que todo espacio de Priestley es un espacio T3, entonces
por las Proposiciones 5.56 y 5.57 y el Teorema 5.53 podemos afirmar que f tiene una
extensién continua F : X(7)) — X(A). La funcién f es sobreyectiva. En efecto, si
P € X(A) entonces de la hip6tesis podemos afirmar que P € max X(A) =Y 6 P €
min X (A). Si se verifica el primer caso, entonces de la definicién de la funcién f se sigue
que f <{%, 1} x Tgy\{P}) = P. Siverifica el otro caso, entonces g4(P) € Y . Ademas, de lo
que inferimos por la definicién de la funcién f que f <{1} X T?)Y\{g“(P)}) = ga(ga(P)) = P.
Por lo tanto, f es una funcién sobreyectiva y en consecuencia su extension F' también lo
es.

Resta probar que F' es sm-funccién. En primer lugar probemos que F' o grx = gaol
para lo cual observamos que f o gry =ga° f. En efecto, teniendo en cuenta que el sm-
espacio X (77 ) es la suma cardinal de cadenas con dos elementos y que para todo P € Y,
{1} x T?)Y\{P} C {11} x Tgy\{P}, entonces la restriccién de la funcion gry al conjunto D
verifica lo siguiente: gry <{1} X T?)Y\{P}) = {3,1} x Tgy\{P} Y 9ry ({%, 1} x Tgy\{P}) =
{1} % Tgy\{P}. De lo anterior, podemos asegurar que ngx(Q) € D para todo Q € D.
Luego, para todo P € X,

Fog) (<) = 1 (o (10 xT)) = 5 ({% 1} x T?)Y\{p})
= P =ga(ga(P)) = ga (f ({1} X T?}”\{P}))
= (gaof) ({1} X Tgy\{P}),

Ademas se verifica que:
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(f o gry) ({%,1} X T?}”\{P}) _ (ngy ({%’1} X T?}”\{P})) —f ({1} 9 TgY\{P})
= 9a(P) =ga (f ({% 1} x T?}”\{P}))
= (940 /) ({% 1} x Tg\{P}) .

Por lo tanto, f o gry = gao f. Veamos ahora que F o gry = gaol. En efecto,
sea Q@ € X(T))\ D. Como D es denso, por el inciso (i) de la Proposicién 5.56, existe
una red {Qs}taep C D tal que Qg — Q. Luego, teniendo en cuenta que gry es continua
resulta que gry (Qa) — grx(Q). Ademds, como F' es continua y F|p = f, concluimos
que f (97 (Qa)) = F (913(Q)). Bs decir, (f 0 g7y )(Qu) — (F 0 gry)(@) ¥ por lo
probado anteriormente tenemos que (ga o f)(Q4) — (F o g7y )(Q). Por otra parte, como
Q4 — Q, F es continua y F'//D = f entonces deducimos que f(Q4) — F(Q). Luego,
(gao f)(Qa) — (gao F)(Q). De lo demostrado anteriomente y del hecho que todas las
redes convergentes en un espacio de Hausdorff convergen a un inico punto, inferimos que
(£70 g7y )(Q) = (94 0 F)(Q) para todo @ € X(TY)Y\ D y por lo tanto F o gry = gaoF.

Probemos que F es una funcién isétona. Observemos que como D y X (T}) son suma
cardinal de cadenas con dos elementos, es inmediato que si R, S € X(T7) son tales que
R C S, entonces R,S € D6 R, S € X(Ty)\ D. Por lo tanto, es suficiente probar que las
restricciones F'|p y F|x(ry) \ D son isétonas. Luego, R € min X(TY) y S € max X(TY).

Supongamos primero que R, S € D, entonces de la ultima afirmacién tenemos que R =
{1} x Tgy\{P} yS = {%, 1} x Tgy\{P}, para algin P € Y. De donde resulta, por la definicién
de f, que f(R) = ga(P)y f(S) = P. Por lo tanto, como P € Y = mazX(A) tenemos
que f(R) C f(5) de lo que inferimos que F(R) C F(S). Por otra parte, supongamos
ahora que R, S € X(TY)\ D. Como R C S resulta que S = gT3y(R). Ademas, por la
Proposicion 5.56 sabemos que D es denso lo que implica que existe una red {Rg}qep € D
tal que (1) Ry — R y teniendo en cuenta que gry es continua resulta que ng(Rd) — S.
Luego, como F es continua inferimos que (2) f(gpy (Ra)) — F(S) y como fogpy = gao f
se sigue que ga(f(Ra)) — F(S5).
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Por ota parte, teniendo en cuenta que min X (Ty ) es un subconjunto cerrado de X (73)
tenemos que {Rg}taep € D N min X(TY). Por consiguiente, existe una red {P;}aep C Y
tal que Ry = {1} X Tgy\{Pd} para todo d € D. Entonces, (3) gy (Ra) = {11} x Tg\{Pd}
para todo d € D. Luego, de (2) por la definicién de f tenemos que (4) Py — F(S).
Ademas, de (1) resulta que f(R;) — F(R) de donde, de (3) y la definicién de f, inferimos
que ga(Py) — F(R). Por otro lado, como g4 es continua de (4) concluimos ga(FP;) —
ga(F(S)). De estas dos tltimas afirmaciones y teniendo en cuenta que en los espacios
de Hausdorff las redes convergentes convergen a un unico punto, podemos afirmar que
F(R) = ga(F(9)). De lo que concluimos, que por ser min X(A) es un subconjunto
cerrado, F(R) € min X(A) y por lo tanto F(R) C F(S) de donde resulta que F' es
is6tona.

Veamos que F' que verifica F(max X(TY)) C max X (A). En efecto, sea Q € maz X (T} ),
entonces ngy(Q) C @ de lo que resulta, por ser F isétona, que F(ngy(Q)) C F(Q) y asi
F(Q) € max X(A). Por lo tanto, F(maz X(Ty)) € maz X(A). Observemos que por
F sobreyectiva podemos afirmar que (5) F(maz X(TY)) = max X(A) y con un razon-
amiento andlogo tenemos que F'(min X (T5%)) = min X (A)

Finalmente, para simplificar la demostracién de que F' es una ¢-funcién notaremos con
(X(A),R3) v (X(TY), R3,) a los sm-espacios asociados a A y a TQX(A) respectivamente.
Luego, veamos que F~'(R3U) = R, (F~}(U)) para todo U € D(X(A)). Por el Corolario
5.40 inciso (a), se verifica que R3(D(X(A)) = {0, maz X(A), X(A)} y R3,(D(X(TY)) =
{0, max X (T)), X(Ty)}. Ademas de (5) tenemos que F~'(max X(A)) = max X (T5).
Por lo tanto, se verifica lo que queriamos probar.

De todo lo demostrado anteriormente concluimos que F' es una M —funcion sobreyec-
tiva. O

Corolario 5.59. Sea A es una M-dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son equiv-

alentes:
(i) A es una M-dlgebra simple tal que 3A es isomorfa a Ts,

(i) A es isomorfa a una M—subdlgebra de T , para algin conjunto Y no vacio.
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Dem. (i) = (ii): De la hipétesis y la Proposicién 5.58 tenemos que existe una M—funcién
sobreyectiva F' : X(Ty) — X(A), donde Y = max X (A). Entonces, por la Observacién
5.24 (ii), la funcién M(F) : D(X(A)) — D(X(TY)), definida por M(F)(U) = F~'(U)
para cada U € D(X(A)), es un M—homomorfismo inyectivo, de lo que obtenemos que
D(X(A)) es isomorfa a una M—subdlgebra de 7. Como D(X(A)) y A son isomorfas

como M—2algebras la demostracién esta completa.
(ii) = (i): Es consecuencia del Corolario 5.41 y el Corolario 5.40 inciso (a). O

Lema 5.60. Sea A una M-dlgebra simple tal que 3A = {0, a9,1}. Entonces ag es el
unico elemento de A tal que ga(ag) = max X(A). Ademds 3: A — A estd definida por:

d0=0,da=ag 510 <a<agyda=1 en los otros casos.

Dem. De la hipétesis resulta que 3(A) ~ T5. Como o4/3(A) es un mpM-isomorfismo
entonces dr,(D(X(A))) ~ T3, de lo que resulta por el Teorema 5.39 y el El Teorema 5.32
que X (A) es suma cardinal de cadenas de dos elementos y X/R3 = {min X (A),

max X (A)}. Por consiguiente Ip,D(X)(A) = {0, maz X(A),X(A)} y por lo tanto,

oa(ag) = maz X(A). El resto de la demostracién es inmediata. O

5.4.4 Determinacion de las M-algebras simples

A continuacion resumiremos, en el siguiente teorema, los resultados establecidos hasta el

momento sobre las M-algebras simples.

Teorema 5.61. Sea A una M-dlgebra. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
(i) A es una M-dlgebra simple,
(ii) se verifica uno y sdlo uno de los siguientes casos:

(a) A es isomorfa a una M-subdlgebra de TQX(A) y Jdx =1 para todo x # 0,

b) A es isomorfa a una M-subdlgebra de Ty , donde Y = max X(A), A =
3
{0,a0,1} y oa(ag) =Y. Ademds, 30 =0, dJa=ap si0 <a<apyJa=1 en

los otros casos.
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(c) A~Ty y 3 es el cuantificador identidad,

Dem. Es consecuencia de los Corolarios 5.55 y 5.59 y el Lema 5.59. O

5.4.5 Propiedades de los M-4algebras simples finitas

Sea A una M—algebra finita. Al conjunto ordenado de los elementos primos y al de los
atomos de A los denotaremos por II(A) y Ai(A) respectivamente. Observemos que la
correspondencia p — [p) establece un anti-isomorfismo de orden de II(A) sobre X(A)
que transforma A4;(A) en max X(A) y maz II(A) en min X(A).

Teorema 5.62. Sea A una M-dlgebra finita. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) A es una M-dlgebra simple,
(ii) se verifica uno y sélo uno de los siguientes casos:

(a) A es la M-dlgebra Ty, donde 3 es el cuantificador identidad,
(b) II(A) = A (A) y 3 es el cuantificador simple,

(c) II(A) = Ai(A) U mazII(A), donde esta union es suma cardinal de n cadenas

de 2 elementos para algin n € IN, 3A = {0,a,1}, donde a = \/ a;, A(A) =
i=1
{a;:1<i<n}y30=0,TFb=asi0<b<ayIb=1 en los otros casos.

Dem. Es consecuencia de la Proposicion 5.39 y 5.34, el Teorema 5.32 y el Lema 5.60. O

Corolario 5.63. Sea A una M-dlgebra finita. Entonces las siquientes condiciones son

equivalentes:
(i) A es una M-dlgebra simple,

(ii) se verifica uno y sdlo uno de los siguientes casos:
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(a) A es la M-dlgebra Ty, donde 3 es el cuantificador identidad,

(b) A es isomorfa a una M—subdlgebra de T3 para algin n € IN y 3 es el cuan-
tificador simple,

(c) A es isomorfa a una M —subdlgebra de T3 para algin n € IN, 3A = {0, a, 1},
dondeazlf/?ai, A(A) ={a;:1<i<n}y3d0=0,Fb=asi0<b<ay

3b =1 en los otros casos.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 5.62 y el Corolario 5.55 y 5.59. a

El siguiente ejemplo sera de gran utilidad para tener una idea del grafo dirigido que

le corresponde al espectro primo de un algebra simple.

Ejemplos 5.64. Sea X = {x1,x2,x3,9(x1),9(x2),9(x3)} con z; < g(z;), 1 <i <3y

consideremos la relacion de equivalencia

R = Idx U{(z1,22), (9(71), 9(2)), (x2, 71), (9(22), 9(21)) }-

Es claro que (X, R) es un sm-espacio y que D(X) es isomorfo como reticulo a T5.
Ademds, con esta relacion el espacio cociente X/R estd formado por dos cadenas con
dos elementos cada una, de lo que concluimos que Ir(D(X)) es isomorfo a T3 y por

consiguiente D(X) no es una M-dlgebra simple.

5.5 Observaciones sobre las algebras de De Morgan monadicas

simples y las algebras tetravalentes modales monadicas

Las élgebras tetravalentes modales monddicas fueron introducidas por A. Ziliani en [74]
como ternas (A, A, 3) donde (A, A) es un algebra tetravalente modal (7T'M-algebra) y 3

es un operador unario definido sobre A que verifica:
(tmml) z A Jdz =z,

(tmm2) I(z A Jy) = Jz A Jy,

(tmm3) 3 ~ Jzr =~ dz,
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(tmm4) IAz = Adz.

Ademsds, se probd que a partir de los axiomas (tmml) a (tmm4) se verifica (tmmb)
Vidz = dVz y que de (tmml) a (tmm3) y (tmmb) no se puede demostrar (tmm4).
Por otra parte, la misma autora obtuvo, entre otros resultados, una dualidad topoldgica
para las T'M-algebras monadicas considerando la categoria QMM cuyos objetos son los
gmmy-espacios y cuyos morfismos son las gmmy-funciones. Recordemos que los gmmy-
espacios son ternas (X, g, R) donde (i) (X, g) es un espacio de De Morgan que verifica
(pml) z <y implicaz =y 6 g(z) = y y (ii) (X, R) es un g-espacio (ver Capitulo I) tal

que
(qml) R(U)NR(g(U)) € R(U N gU), para todo U € D(X),

y las gmmy-funciones son m-funciones y g-funciones simultaneamente. Ademas, se probd
que la categoria QMM, es dualmente equivalente a la categoria de las T M-algebras
monadicas y sus correspondientes homomorfismos.

Lo expuesto anteriormente nos sugiere considerar una variedad mas general que la
de las T'M-algebras moénadicas y a las que llamaremos ¢g7'M M-élgebras. Diremos que
una g7'M M-algebra es una terna (A, V,3) donde (A, V) es una T'M-algebra y 3 verifica
(atml), (atm2), (atm3) y (atm5).

Por otra parte, en [62] se indic6 una dualidad topolégica para las algebras de De Mor-
gan monadicas con el objeto de estudiar las algebras libres. Para ello se consideraron
las MQ-estructuras y los M@Q-morfismos. Observemos, que si solo pedimos que se veri-
fique la condicién (i) indicada anteriromente tenemos que (X, g, R) es una M Q-estructura
especial a la que denominaremos dmme-espacio.

Luego, es simple verificar que la categoria cuyos objetos son los dmm-espacios y cuyos
morfismos son las gmm-funciones es dualmente equivalente a la categoria de las g7"M M-

algebras y sus correspondientes homomorfismos. Basta observar que R(VU) = R(U U
g(U)) =R(U)UR(g(U)) =R(U)Ug(R(U)) = VVR(U), para todo U € D(X(A)).

Los siguientes resultados que se probaron para las M-algebra son también validos para

las gT'M M-algebras. Mas aun, de sus demostraciones se puede concluir que se verifican



152

para las dlgebras de De Morgan monéadicas.

Teorema 5.65. Sea (A, V,3) una g7’ M M-dlgebra. Entonces, el reticulo Crp,(X(A)) de
todos los subconjuntos cerrados, involutivos y Rs-saturados del dmm-espacio asociado a

A es isomorfo al dual del reticulo Cong(A).

Proposicién 5.66. Sea (X, g, R) un dmme-espacio. Entonces X/R y X(Ir(D(X))) son

isomorfos como dmm-espacios.

Proposicién 5.67. Sea (X, g, R) un dmm-espacio. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) D(X) es una g7 M M-dlgebra simple,
(ii) dr(D(X)) es una T M-dlgebra simple.

Teorema 5.68. Sean A una TM-dlgebra y (X(A),ga) el mmy-espacio asociado. Si
cosideramos la relacion R = X(A) x X(A), entonces (X(A), ga, R) es un dmm-espacio
y (A, V,3R) es una gT'MM-dlgebra simple, donde Igpx =0 si x =0 y Igx = 1 en otro

caso.

Dem. Es claro que las clases de equivalencias de R son cerradas y que si (z,y) € R
entonces (g(z), g(y)) € R, por lo tanto (X (A), g, R) es un espacio de De Morgan monadico.
Ademas, como (X (A), ga) verifica (mpl) tenemos que (A, V, 3g) es una g7'M M-élgebra.
Luego, por la Propisicién 5.67 y 5.66 tenemos que dgpD(X(A)) ~ Ty, de lo que resulta
que (A,V,3R) es una gT'M M-algebra simple y ademéds, dr(U) = X(A) para todo U €
DX (AN {0} v Fn(0) = 0. 0

El siguiente teorema porporciona otros ejemplos de g7'M M-élgebras simples.

Teorema 5.69. Sean A una T M-dlgebra y (X(A), ga) el mmy-espacio asociado. Si para
todo P € X(A) se verifica que P € ga(P) y ga(P) £ P y R(P) = {Q € X(A) : Q £
94(Q) vy 94(Q) € Q}, entonces (X(A),ga, R) es un dmm-espacio y (A, V,3g) es una
gT' M M -dlgebras simple.
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Dem. Es claro que X(A) = R(P)UR(ga(P)) y ademéas R(P)NR(ga(P)) = (). Entonces
R(P) y R(ga(P)) son cerrados y se verifica que si (z,y) € R entonces (g(z),9(y)) € R.
Luego, los unicos cerrado e involutivos son los triviales y por lo tanto (A, V,dg) es una
gT'M M-algebra simple. O

Las ¢gT' M M-élgebras simples descriptas anteriromente son también ejemplos de algebras
de De Morgan monédicas simples. Luego, estamos en condiciones de afirmar que el reticulo
de las subvariedades de las algebras de De Morgan monadicas es mucho més complejo que

el reticulo de las subvariedades de los Q)-reticulos distributivos acotados, ([9]).
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6 Capitulo VI

En este capitulo se introducen las MV -algebras con dos cuantificadores que conmutan
como una generalizacién natural de las dlgebras cilindricas de dimension dos libre de
elementos diagonales. El tratamiento de estas esta dado en términos de implicacién y
negacion, lo que permite simplificar los resultados establecidos por Di Nola y Grigolia [18]
en cuanto se refiere a la caracterizacién de los cuantificadores por medio de subalgebras
relativamente completas especiales. Ademas, se prueba que esta nueva variedad tiene la
propiedad de extension de congruencias y es a congruencias distributivas.

Por otra parte, se desarolla una dualidad topolégica y como aplicacion de la misma, se
caracterizan los cerrados especiales que determinan las congruencias en una determinada
algebra. También, estudiamos la variedad generada por cadenas de longitud n+1 (n < w),
entre otras cosas, probamos que se trata de una subvariedad semisimple y caracterizamos
sus miembros simples. Finalmente, a partir de un algebra funcional especial determinamos
un conjunto importante de las algebras simples y exhibimos la totalidad las algebras

simples finitas.
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6.1 MV-algebras con dos cuantificadores que conmutan

6.2 Introduccion

La légica infinito-valuada de Lukasiewicz fue introducida por razones filoséficas por Jan
Lukasiewicz y es una de las 1égicas no-clasicas mas importante y ampliamente estudiada.
Las MV-algebras fueron introducidas por C. Chang ([15]) para probar la completitud de
los calculos propociosionales infinito-valuada de Lukasiewicz (L) y las mismas son una
reformulacién equivalente a las dlgebras de Wajsberg (ver [11, 33, 42]).

Komori ([42]) introdujo las C'N-dlgebras como modelos algebraicos de L formulados
en términos de implicacién y negacién. Posteriormente, Rodriguez Salas ([68]) llamé
algebras de Wajsberg a las que previamente se conocian como C'N-algebras.

Por otra parte, el correspondiente calculo de predicado infinito-valuado de Lukasiewicz
fue introducido de manera estandar y una descripcion funcional del mismos fue dada
por Rutledge en [70]. Este autor introdujo y estudié las MV -algebras monadicas como
modelos algebraicos del calculo de predicado monadico de la légica infinito-valuada de
Lukasiewicz, en la que ocurre solo una varieble libre, siguiendo los estudios de Halmos
para las algebras de Boole monddicas. Ademads, muchos autores se han interesado por las

MYV -dlgebras monddicas como se puede ver en [18, 3].

6.3 Preliminares

Recordemos que un algebra A = (A, —, ~,V, 1) (ver[18, 70, 45]), se dice que es una MV-
algebra monédica (6 MMV -algebra), si el reducto A = (A, —,~, 1) es una MV -dlgebra

y ademas V satisface las siguientes condiciones:

(ml) Vo — x =1,
(m2) V(Vor — y) = Vo — Vy,
(m3) V(~ 1z — x) =~V — V.

Si consideramos una M MV -algebra (A, —,~,V, 1) y tomamos 3xr =~ V ~ z tenemos

que (A, &, ®,3,0,1) es una MV-dlgebra monddica en el sentido de [18, 70]. Es claro que
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(V(A),—,~, 1) es una MV-élgebra, donde V(A) = {z € A: Ve ==x}. Ademds, (B(A),3)
es un algebra de Boole monadica, donde B(A) es el conjunto de los elementos booleanos de
A (ver Capitulo I). Por otra parte, en [44] se estudié las MV -algebras con U-operadores,

es decir las que verifican (m1) y (m2).

Lema 6.1. De (ml), (m2) y (m3) se deduce:
(m4) V0 =0, V1l =1,
(mb) Wz =V,
(m6) V(Vz — Vy) = Vo — Vy,
(m7) x <y implica Vx < Vy,
(m8) V(z ©y) =Vor O Ve
(m9) V ~ Vo =~ Vz,
(m10) ¥(z — y) < V& — Vi,
(mll) Y(x Vv Vy) =Vz V Vy,
(m12) V(x Ay) = Vo AVy.

Dem. Las demostraciones se puede encontrar en [45]. a

Observemos que (ml), (m4), (m5) y (m6), son las condiciones duales que se piden
en [9] para definir un cuantificador existencial sobre un reticulos distributivos acotado.

Ademés, estos cuantificadores definidos en [9] son operadores de clausura aditivos (ver |2,
pag. 47]).
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6.4 MV-algebras biadicas

En esta seccion iniciaremos el estudio de las MV -algebras con dos cuantificadores que
conmutan, como una extension natural de las MV -algebras monadicas y las D f,-dlgebras

(ver Resumen).

Definicién 6.2. Diremos que dlgebra el A = (A, —,~,V1,¥s, 1) de tipo (2,1,1,1,0) es
una MV -dlgebra biddica (6 BMV -dlgebra) si cada reducto (A, —,~,V;, 1) es una MV -
dlgebras monddica y tal que verifica (b) V1Vy = VoV,

En lo que sigue notaremos con BMV a la variedad de las BMV-algebras y como
es de practica usual, identificaremos a un édlgebra (A, —, ~, ¥y, Vs, 1) con su soporte A 6

escribiremos (A, V1, V3) si queremos hacer hincapié sobre los cuantificadores.

Lema 6.3. Sea (A,V1,V2) una BMV -dlgebra y sea ¥V = V1V5. FEntonces tenemos que
V(A) = Vi(A) NVa(A).

Dem. Sea z € V(A), entonces existe b € A tal que V,Vob = 2z y por lo tanto Viz =
V1V1Vab = V1V2b = 2 de lo que se tiene que z € V;(A), andlogamente se prueba que z €
V2(A). Reciprocamente, sea z € Vi(A) NVy(A), entonces existen a,b € A tal que Via = z
y Vob = z, luego Vz = V1 Vo2 = V1 VoVia = VoV 1 Via = VoVia = Voz = Vo Vob = Vob = 2, por
lo tanto z € V(A). O

Lema 6.4. Sea (A,V1,Y2) una BMV -dlgebra y sea ¥ = V1Vs. Entonces el dlgebra (A,V)

es una MV -dlgebra monddica.

Dem.

Es claro que por (m1) tenemos que Vo = V,Vor < Vox < x. Ademas, por (m2) y (b) se
verifica Vo — Yy =V Vox — V1 Voy = V1 (V1Voxr — Vay) = V1 Vo (VoViz — y) = V(Vz — v).
De manera analoga se prueba (m3). O

Dada una BMV-algebra (A, V;Vs) diremos que la M MV -algebra (A,V) con V = VYV,

es su M MV -agebra asociada. En lo que sigue estudiaremos las congruencias de las BMV -
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algebras. Primero recordemos que D C A es un filtro implicativos (f.i.) si verifica (F1)

1e Dy (F2)six,z— ye€ D implicaque y € D.

Definicién 6.5. Sea A una BMV -dlgebra y F' C A un filtro implicativo, diremos que es
un filtro bidadico (f.b.) si verifica:

(F3) = € F implica ¥,Vax € F.

Notaremos a continuacién con F,(A) al conjunto de los filtros biddicos de la BMV-
algebra (A,V1,V3) vy con F(A) el conjunto de los filtros implicativos de la MV -dlgebra A.
Por otra parte, notaremos F3[X] al f.b. generada por X y con F[X] al f.i. generada por
X.

Si X C A, llamaremos conjunto de constantes de X a V(X) ={zx € X : z =V Vox} =
X NV(A). Ademss se tiene que, (B(A),V1,Vs) es un D fy-dlgebra de [4].

Lema 6.6. Sea (A,V1,V2) una BMYV -dlgebra, entonces Cony(A) y Fy(A) son reticulos

isomorfos, donde Cony(A) es el reticulo de las congruencias de (A,V1,Vs).

Dem. Sea D € F(A), donde R(D) = {(a,b) € A*:a — b,b— a € D}, por [68] es claro
que R(D) es una congruencia, que respeta — y ~. Solo resta probar que respeta Vi, Vo. En
efecto, sea (z,y) € R(D), por definicién de R(D), x — y,y — x € D,y de (F3) se tiene que
ViVo(x — y) € D |, V1Vo(y — ) € D, pero por (ml) YV Va(x — y) — Vo(x — y) =1 € D.
Luego Va(r — y) € D, y por (ml0) Vo(x — y) — (Var — Voy) = 1 € D, y por lo
tanto, Voxr — Voy € D, y es claro que similarmente se tiene Voy — Vox € D. De manera
andloga obtenemos Vix — Yy € D, Y1y — Vix € D. Por lo tanto, R(D) € Cony(A)
y [1rpy = D. Ademas, si 0 € Cony(A) entonces [1]p es un filtro biadico y se verifica
R([1]s) = 6. ]

Lema 6.7. Sea (A,V1,V2) una BMV -dlgebra y sea X C A, entonces F,[X| = F[V1V2X].

Dem. Por [68] sabemos que F'(V1V2X) ={a € A : existen h; € X,r; € NU{0},i € [}, =
(1,2, K}t (¥oha)" @ © (ViVahy)™ < a}.
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Se tiene que X C F[V1V2X]. En efecto, sea h € X = Voh < h = V;Voh < Vih <
h = h € F[V1V,X]|. Veamos que F[V;1V,X] € Fy(A). Es claro que F[V;V2X] es un fi.,
luego resta probar (F3): sea x € F[V1V2X], existen h; € X,r, € INU{0},i € I} tal que
(V1Vohi) @ -+ @ (V1V2he)™ < z, por (mb) Vi ((V1V2h1)™ © -+ © (V1V2hi)™*) < Viz, por
(m8), V1 (V1V2h1)™ © - -+ @ V1 (V1Vahy)™ < Vix, aplicando (m8), (mb5) (V1V2h1) © -+ ®
(V1Vohg)™ < Vix. Andlogamente se prueba que (V1V2hi)™ © -+ © (V1Vohg)™ < Y Vox.
Por lo tanto V1Vex € F[V1V2X].

Supongamos, ahora, que D € F,(A) es tal que V;VoX C D, entonces como D es
cerrado por ® (ver [11]) y se verifica sin dificultad que F[V,V2X] C D. |

Si X C Aysia e A notaremos Fl{a}] = Fla] y F[X U {a}] = F[X,a]. Luego,

estamos en condiciones de demostrar los siguientes lemas.

Lema 6.8. Sea X C A ya € A, entonces b € Fy[ X, a] si, y solo si, existe un entero n tal
que (V1¥2a)" — b € F[X]. En particular, b € Fyla] si, y solo si, existe un entero n tal
que (V1V2a)™ < b.

Dem. Es consecuencia directa de [68, p. 79] y Lema 6.7. O

Lema 6.9. Sea (A,V1,Vs) una BMV -dlgebra. Se verifica que las siguientes condiciones

son equivalentes:

(i) Fyla] = [a)
(1) a € B(A) NVY,V, A

Dem. (i) =(ii): Como a" € Fy[a], pues los f.i. son cerrados por ®, tenemos que a < a”,
de lo que resulta a™ = a. Por la caracterizacién de los elementos de B(A) (ver Capitulo
I) inferimos que a € B(A). Como V{Vsa € [a) y por (ml) concluimos que V4, Vea = a.
Por lo tanto a € Vi, V5 A.

(ii) =(i): Sea x € Fp[a], por Lema 6.8, tenemos que existe un n tal que (V1Va)" < z,
y por hipotesis a € B(A) NV;V,A, entonces V1V2a = a. Como a es un elemento booleano,

tenemos que (V1V2a)" = a, de lo que resulta que a < x. Luego, inferimos que Fyla] C [a).
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Por otro lado, sea = € [a) entonces a < z, de lo que resulta V1Voa < VqVozr < 2. Luego,
repitiendo el procedimiento tenemos que (V;V2a)™ < z, con lo que se tiene la otra inclusién.
O

Es claro que si A € BMV con F C A y tomamos V = V,Vs, entonces F es un f.b. de
(A, Vq,V2) si, y solo si, es un filtro nonddico (f.m.) del MV-algebra (A,V) (i.e. siz € F

implica Vz € F'). Esto permite probar el siguiente teorema.

Teorema 6.10. Sea (A,V1,Vs) una BMV -dlgebra y ¥ = V1Vo. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.
(i) (A,V1,Y2) es una BMV -dlgebra simple,
(ii)) (A,V) es una MV -dlgebra mdnadica simple.

Dem. Sea (A,V1,V;) una BMV-algebra simple, entonces las unicas congruencias de A
son A x Ay la identidad, de lo que se tienen que los unicos f.b. son A y {1}. Luego, son
los tnicos filtros monddicos de la M MV -dlgebra asociada (A, V) Por lo tanto, (A,V) en

una MV -algebra ménadica simple. La reciproca es analoga. O

Corolario 6.11. La variedad de las BMYV -dlgebras tiene la propiedad de estension de

CONGruencias.

Dem. Consideremos ahora una BMV-algebra (A,V;,V3) y una subdlgebra B de ella.
Entonces, sea © € Con(B) y sea Dg el f.b. asociado. Luego existe un fi. Dg = {x €
A : existe d € Do tal que d < x} de A (ver [68, Proposicién 2, pag. 75]) asociado a una
congruencia ® de A tal que Dy N B = Dg. Es claro que Dg es un f.b.. En efecto, si
tomamos un z € Dg se tiene que existe un elemento d € Dg tal que d < z, luego por
propiedades de MV -algebras se tiene que V,Vod < V1Voz v como V,Vad € Dg, se tiene
que V1Voz € Dg. De donde resulta que © = & N (B x B), con lo cual queda probado el

teorema. O
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Notaremos a continuacién con F,,(A) al conjunto de los filtros monadicos de la M MV -
algebra (A,V) y con F(VA) el conjunto de los filtros implicativos de la MV -algebra VA.

Por otra parte, notaremos F,[X]| al filtro monéddico generado por X.

Teorema 6.12. Sea (A,V1,Vs) una BMV -dlgebra, entonces existe un isomorfismo entre
el reticulo de las congruencias de (A,V1,Y3), el reticulo de las congruencias de la MMV -

dlgebra asociada (A,Y) y las congruencias ¥(A) como MV -dlgebra .

Dem. El hecho de que el reticulo de las congruencias de BMV-algebra (A,V:,Vs) es
isomorfo al de las congruencias de la M MV -dlgebra asociada (A,V) es inmediato de la
relacién enter los f.b. y los f.m.

Sea ahora M € F,(A), definiremos la funcién « : F,(A) — F(V1V2A), de la siguiente
manera: (M) = M NV,V,A para todo M € F,(A). Es claro que « estd bien definida
por el Corolario 6.11. Consideremos, ahora, la funcién v : F(V,VoA) — Fu(A), dada
por la prescripcién y(IN) = Fy[N], para todo N € F(V1V2A). Luego, se tiene que (y o
a)(M) = M. En efecto, solo debemos probar que Fy[M NV VAl = M. Es claro que
M NVVsA C M. Sea S un f.b. tal que M NV{V,A C S y sea z € M. Entonces,
ViVaz € M NVYA, de lo que resulta ViVez € S, y como V{Voz — 2z = 1, tenemos que
z € S. Veamos ahora que (oo v)(N) = N. Como F,(V1VoA) = F(ViV2A), tenemos
que Fy[N] = F[V1VoN] = F[N] = N. Acabamos de probar que las funciones v y a son
biyectivas, se puede probar sin dificultad que dichas funciones son isomorfismos de orden.
Por otro lado, sabemos que F,(A) = F,,,((A,V)) donde V es el cuantificador asociado a la

BMV-algebra A, lo que concluye la demostracion del teorema. O

Corolario 6.13. La variedad de las BMYV -dlgebras es a congruencias distributivas.

Dem. Resulta del Teorema 6.12 y de propiedades conocidas de MV -algebras. a

6.5 @-subalgebras y cuantificadores

Una subdlgebra K de una MV -algebra A se dice relativamente completa si, y solo si,

para todo a € A el conjunto {x € K : a < z} = [a) N K tiene primer elemento, al que
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notaremos con  /\  z.
rzeK:a<lx
Sabemos por Rutledge ([70]), que en toda MV-algebra monddica (A, 3), el conjunto

JA es una subdlgebra relativamente completa de la MV-dlgebra Ay que Ja= A =x.
rzeK:a<lx
A continuacion estudiaremos las subdlgebras especiales que determinen los cuantifi-

cadores.

Definicién 6.14. Sea A una MV -dlgebra y K una MV -subdlgebra de A, diremos que K

es una @-subdlgebra si verifica:

1. para cada a € A existe el ultimo elemento del conjunto (a] N K que lo notaremos

Vi(a)= '\ =,

z<a,ze K

2. sta®a > x para todo a € A yx € K, implica que existe v € K tal que a > v y
vPv > .

Observemos que si a la Definicion 6.14 le agregamos la condicién “ 3. st a ®a > x
para todo a € A yx € K, implica que existe v € K tal que a > v yv®ov > x 7, entonces
tenemos la definicién dual de las subdlgebras m-relativamente completas determinadas
por Di Nola y Grigolia en [18]. Estos autores prueban que estas subédlgebras determinan

un tnico operador monédico.

Proposicién 6.15. Sea (A,V1,V2) una BMV -dlgebra. Entonces se verifican las siguien-

tes propiedades para i =1, 2:
(i) x € V;A si, y solo si, © = V;x,
(ii) V;A es una @-subdlgebra de A,

(iii) sia € A, entonces Via= '\
r<a,zeV;A

(iv) ViVje e VA coni#jyj=1,2.
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Dem. Consideremos 7 fijo. Es claro que V; A es MV -subalgebra de A y que la condicion
(i) y (iv) son validas, veamos que cumple 2. de la Definicién 6.14. En efecto, seaa € Ay
r € V;A, entonces tomemos v = V;a y supongamos que a ® a > x, luego por la monotonia

de V; se tiene que V;(a ® a) > V;(x) = = de lo que resulta V;(a) ® V;(a) =vd v > z.

(i)

(1) Sea z € V;A tal que z < a, [hip. ]
(2) z=Viz <Va, [(1), (1) y (m7)]

B V x<Via [(1),(2)]

r<a,r€V;A

Por otra parte, se tiene que

(4) Via < a, [((m1))]
(5) Via < V =

r<a,r€V;A
© Vo= V= ()

Proposicion 6.16. Sea A una MV -dlgebra y K1, Ko C A tales que:

(i) K1, Ky sean @-subdlgebras,

(ii) Vi,(a) =V

z<a,zeK;

(iii) Vi, Vk,x € Kj con i # j,

Entonces (A,Vk,,Vk,) es una BMV -dlgebra y Vi, (A) = K;.
Dem. Por [9] tenemos que Vy, verifica:

(1) Vk,a < a,



(2) si x <y, entonces Vg, x < Vg,y,

(3) vKivKia = vKia7

(4) si b€ K;, entonces Vi,b = by ademas Vg, (A) = K;.

Veamos que Vg, verifica (m2) :

(5) Sear =Vg,(Vkr — v),

(6) r <Vgax—y,,

(7) rOVikz <y,

(8) Vi, (r ©Vi,x) < Viy,

(9) Vg, (r ©Vg,z) =1 O Vg2,
(10) r © Vk,x < Vg,y,
(11) r < Vk,x — Vg,y.

Veamos que se verifica la otra desigualdad:

(12) Vi,y <,
(13) Vk,x — Vigy < Vg,x — vy,
(14) Vg,x = Viy € Vo — y] N K,
(15) Vig,x = Vi y < Vi, (Vi,x — ).
(16) Vk,(Vik,x — Vg,y) = Vi, — Vi 3.

Veamos que Vg, verifica (m3) :

(17) ~Vg(a) = Vg(a) =Vkg(a)®BVk(a)= \ z6

r<a,x€K; y<a,yeK;
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[ Lema 1.5]

[VKZ.ZL’ — VKi’y € KZ]

V V  zoy.

r<a,xeK; y<a,ye K;

Es claroque {v@v:v<ave K;} C{zdy:z<a,x € K;,y <a,y € K;}.



(18)

V. (vew) <

v<a,veK;

V

(z @ y).

mSavySa7m7y€K7Z

Para cada x < a,y < a, entonces x &y < a & a,

existe v € K;, v < a, entonces zt By < v P,

V

mSavySa7m7y€K7Z

V

rdy< V véw
v<a,veK;

rdy= \ vdo.
v<a,veK;

mSavySa7m7y€K7Z

Es facil ver que {v@v:v<a} C{vPv:2v < 2a},

V véw.

V vev<
v<a,veK; 2v<2a,v€EK;
Seaz= \/ v,
v<a,veK;

z > v @v, para todo v < a,v € K;,

z > v @, para todo 2v < 2a,v € K;,

z >

2v<2a,

V

2v<2a,v€K;

v D,

veEK;

vPhv=

V v,

v<a,veK;

{vdv:2v<2a} C{u:u<2a},

V

2v<2a,vEK;

vdv <

V

ul2a,ueK;

u.
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[K; @-subalgebra

[(18), (20)]

Como u < a @ a, entonces existe v € K; tal que v <ayu <v®w,

V u<s

ul2a,ueK;

V

2v<2a,veK;

v<a,veK;

vPhv=

V

ul2a,ueK;

v D,

u=Vg,(2a) =Vg,(a & a).
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Veamos que Vg, verifica (b) :

Es claro también que vale Vi, Vi, 2 < Vi, x < z, de lo que se tiene Vi, Vi, Vi, o <

Vi, z, luego por hip. (iii) se tiene Vi, Vi, x < V 2z = Vg, Vi, x. La desigual-
ZSVKlm,ZGKQ
dad restante es andloga. m|

Como consecuencia de la demostracion de las proposiciones anteriores tenemos carac-

terizada las subalgebras que determinan al U-operador.

Teorema 6.17. Sea A una MV -dlgebra. Entonces existe una correspondencia biyectiva

entre las subdlgebras relativamente completas de A y los U-operadores que verifican (m1l)
y (m2).

Dado A € BMV y K; = V;(A), para cada funcién h; : K; — A diremos que tiene una
funcién adjunta a derecha si: b < Vj(a) < h(b) < a paratodo b € Ky a € A. Ademas, si
verifica Vp, (z @& x) = Yy, () @ Vi, (z), entonces diremos que Vj, es una funcién G-adjunta
a derecha de h;.

Proposicion 6.18. Sea A un MV -dlgebra y Ky, Ky subdlgebras de A, entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:

(i) la terna (A, K1, K2) verifica que K1, Ko son ©-subdlgebra tal que Vi Vi, xv € Vi, (A)
para todoi # j coni,j=1,2, conx € A,

(ii) la terna (A, K1, K3) verifica que la inmersion candnica h; : K; — A tiene una

funcion @-adjunta a derecha Yy, © = 1,2, tal que conmutan.

Dem. (i) = (ii): Veamos que la funcién V;,(b) = \/ =« es la adjunta a derecha de
z<bxeK;
h;. En efecto,

(1) seabe K; ya€ A, [hip.]

(2) b< vhi(a)? [hip.]
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B)b<s V w<aq

z<a,zeK;

(4) b= h(b) <a. [(3), h es una inmersion candnical

Es claro que se verifica la condicién necesaria de la definicion de adjunta a derecha,
luego por Proposicion 6.16 se tiene que Vj, es é-adjunta a derecha de h; y que los

Vp, conmutan.
(ii) = (i): Veamos que la funcién V, es creciente.
(1) Sean x <y, con =,y € A,
(2) Vp,x <V,
(3) hiVp,x <z, [(2), definicién de adjunta a derechal
(4) hiVpx <y,
(5) Vn,r <Vny,

Veamos que los K; son @-subédlgebra de A y definamos que Vgt = h; o V¥, (t) para
todo t € A,

(6) sea x € K;, a € A tal que

(7) < ad®a,

(8) seav =Vp,(a) € K;

(9) x =V, (x) < Vp(a®a) =V (a) BV (a) =vdv. [V, es G-adjunta a derecha]

Ademés se verifica sin dificultad que Vg, Vi, o € Vi, (A) para todo i # j con i,j =
1,2. O

Notaremos con BMYV a la categoria de las BMV -algebras con sus respectivos morfis-
mos y con MV?, notaremos, a la categoria cuyos objetos son ternas (A, K;, Ky) de MV-

algebras, donde cada MV -homomorfismo inyectivo h; : K; — A tiene una ®-adjunta
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a derecha. Los morfismos deMV? son ternas de funciones (f, f1, f2) : (A, K1, Ks) —

(A, Ky, Ky'), tal que se verifican las siguientes condiciones:
(1) f: A— A" es un MV-homomorfismo,
(2) foh;=hjo fi
(3) fioVh, ZVh; of,
(4) Viy 0 Vi, =Vn, 0Vh, y Vi 0V =V 0V,

Donde h} : K! — A’ es una MV-homomorfismo inyectivo el cual tiene una funcién

@-adjunta a derecha V.
Observacién 6.19. Las funciones f; son MV -homomorfismos. En efecto:
(i) fi(1) =1y fi(0) =0,
(1) (fohi)(1) = f(hi(1)) =1, [f, h son homomorfismos]
(2) (o fi)(1) = hi(£i(1)),
(3) hi(fi(1)) =1 =hy(1), [(1),(2)]
(4) fi(1) =1. [} es inyectival

Andlogamente se prueba f;(0) = 0, y el hecho de que f; respete las restante opera-

ciones resulta de que f y h. son MV-homomorfismos.

Teorema 6.20. La categoria BMYV es equivalente a la categoria MV?.

Dem. Consideremos los funtores ® y ¥ tal que ® : BMY — MV? y U : MV? — BMY

dados por las siguientes prescripciones:
b é(("éhvl?v?)) = (A> K1> KQ) donde VZ(A) = KZ y é(f) = (.f7 f/K1> f/K2)>

i \D((A>K1>K2)) = (A>VK1>VK1) donde vKi = hz ovhi y @(f, f1> f2) = .f
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Veamos que los funtores estd bien definidos. Para ello consideremos la BMV -algebra
(A, V1,Vs), entonces por la Proposicién 6.15 la terna (A, V;(A),V2(A)) tiene la propiedad
que Y;(A) es una @-subdlgebra de A. Luego, por Proposicién 6.18, la inmersién canénica

hi : Vi(A) — A tienen una ®-adjunta a derecha Vj, (x) = \/ b. Por lo tanto, ® estd
b<z,beK;
bien definido para objetos.

Sea ahora (A,V1,Vs) y (A,V],V}) dos objetos de BMYV y sea f un morfismos entre
esos objetos. Veamos que f, f/V1(A), f/V2(A) es un morfismo de MV?. Sea a € V;(A),

entonces
o (fohi)(a) = f(hi(a)) = f(a), [hi es inmersién canéninical
o (hio f/¥i(A))(a) = hi'(f/Vi(A)(a)) = f/¥i(A)(a) = f(a),
Luego se verifica la condicién (2) de la definicién de los objetos MV?.
Sea b € V;(A), entonces como ¥y, = V;, Vi = Vi y por definicién Vj, se tiene que
o (f/Vi(A)oVh)(b) = f/¥i(A)(Yh (b)) = f/Vi(A)(V:i(b)) = f(Vi(b)) =
= Vif(0) =V, f(b) = (¥}, 0 f)(b)

Luego la condicién (3) se verifica.

Es claro que la condicién (4) vale porque en en las BMV -algebras los cuantificadores
conmutan. Por lo que el funtor ® esta bien definido para morfismos.

Veamos a continuacién que ¥ esta bien definido, para ello consideraremos el objeto
(A, K1, Ky) de MV?. Por proposicién 6.18, resulta que la inmersién h; : K; — A
tiene una funcién @-adjunta a derecha V. Por lo tanto, podemos considerar el ob-
jeto (A, hi1(K7), he(K>)), donde h;(K;) es una subdlgebra de A que permite considerar la
inmersién candnica t; : h;(K;) — A, la cual tiene una ®-adjunta a derecha V;,, donde
Vi, = h; o Vy,. En efecto, sea b € h;(K;), luego existe z tal que hi(z) = by b < V(a)
para todo a € A & hi(z) < Vi (a) & hi(z) < (hioVy,)(a) & 2 <V, (a) ©b=hi(z) <a
< b =1;(b) < a por ser t; una inmersiéon candénica. Luego, V;, es la adjunta a derecha de

t; y se prueba sin dificultad que preserva .
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Entonces, tenemos que la terna (A, hy(K7), ho(K3)) tiene la propiedad de que h;(K;)
es una -subdlgebra de A, y que se verifica Vp,(x,)Vh; (k)T € Vn,x,)A para todo z € A
e i # j. Por la proposicién 6.18 se tiene que (A, V4, (k,): Vhy(k,)) €8 un objeto de BMV.
Consideremos a continuacién un morfismo (f, f1, f2) de MV?, entre los objetos (A, K1, Ky)
y (A, K7, K}). Debemos verificar que f : A — A’ es un BMV-homomorfismo. En efecto:
sea a € A, f(Vn,nz) = f(ti(Vi,x)) = foti(Vi(x)) =t o fioV(x) =t;oVy o f(z) =
vhi’(Ki’)f(I)'

Se verifica sin dificultad, a partir de las Proposiciones 6.15 y 6.16, que ¥(®((A, V1,V2))) =

(A,Vl,vz) ) ‘I’(@(f)) = fy@(‘lj((A,Kl,Kz))) = (A>K1,K2) ) \If(@((f, f1>f2)) = (f> f1>f2)'
O

6.6 Representacion y dualidad topolégica para M MV -algebras

A continuacién extederemos las dualidadades presentadas en [51] y [9], para el caso de
las M MV -algebras. Primero mostraremos algunas propiedades del espectro primo de
una MV -algebra. En este apartado utilizaremos la notacion introducida en el Capitulo I

referida a los muv-espacios.

Teorema 6.21. ([44]) Sea (A,Y) una MMV -dlgebra y Ry C X(A) x X(A) definida por
Ry ={(P,Q) € X(A) x X(A): PNVA = QNVYA}. Entonces las clases de equivalencia

son cerradas y valen las siguientes propiedades:

(i) (P,Q) € Ry implica (9(P),9(Q)) € Ry.

(ii) Para todo P € X(A) tal que Ya € P existe Q1 € X(A) que verifica que a € Q1 y
PNVACQNVA.

(iii) Para todo P € X(A) tal que Ya & P existe Q2 € X(A) que verifica que a & Q2 y
(P> Q2) € RV'
(iv) o(Va) = Vg,(0(a)), donde Vg, (c(a)) := () [X(A)\ Ry(Q)] con Ry(Q) es la clase

agQ
de equivalencia de Q.
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Teorema 6.22. Sea (A,V) una MMV -dlgebra y sea Ry C X(A) x X(A) ya definida

anteriormente. Entonces se verifican las siquientes propiedades:

(i) Sean P,QQ € X(A) tales que (P,Q) € Ry y a,b € A. Si Py € X(A) tal que
Py C g(P),VYa e Py yvb ¢ ®p,(P), entonces eziste Qo € X(A), Qo C ¢g(Q) tal que
Va € Qo y Vb & Po,(Q),

(ii) sean P,Q € X(A) tales que P C g(Q) ya,b € A. SiVa € P yVb ¢ ®p(Q), entonces
eriste Py, € X(A) tales que (P,Q) € Ry yVa — b & Py,

(iii) sea P,Q € X(A) tales que P C ¢g(Q) y a,b € A. Si existe T € X(A) tal que
~VYa €T y Vb & &r(Q) entonces existen Py,QQ1 € X(A) tales que P, C g(@Q1),
~Va € P ybd ®p(Q1) y (Q1,Q) € Ry,

(iv) sean P,Q € X(A) tal que (P,Q) € Ry y sean a,b € A . Si T € X(A) tal que
~aeT, TCg(P)ybgdr(Q), entonces existe Qo € X(A) tales que ~ Va € Qo,
Qo C g(P) y Vb & 0q,(Q).

Dem. Las propiedades (i) y (ii) estan demostradas en [44], por lo que solo probaremos

las restantes. (iii):
1. Sean P, € X(A) tales que P C g(Q) y

2. supongamos que existe 1" € X (A) tal que:

(a) ~VaeTy

(b) Vb ¢ ©1(Q) = mEJT{y €Az —yeQ}
3. Paratodoz €T : v — Vb & Q, 2.b.]
4 ~Ya —VbeQ, 2.a., 3]

5. ~Va - Vb=VadVb=V(Va®b) € Q.

6. Existe @1 € X(A) tal que Va® b & Q1 y (Q1,Q) € Ry [5. y teorema 6.47]



(iv):

10.

be Q.

Existe L =Qu={r € A:x —b¢& Q1} y es tal que

(a) P C g(@1)
(b) b & ®p (Q1)

N‘v’aEPl

Sean P, € X(A) tal que (P,Q) € Ry y
sean a,b € Ay T € X(A) tal que:

(a) ~a €T,

(b) T C g(P),

(c) b%@T(P):mgT{yEA::B—w/EP}.
Para todo z € T tal que x — b & P,
~a—b¢P,

V(~a—b) &P,

V(~a—b) ¢0Q,
V(~a—b)=V(a®b) =Vad Vb,

Ya ®Vb=~Va— VD& Q,

Vb & Q.

Existe Qo = Qv ={x € A:x — Vb & Q} tal que

(a) QO - g(Q)>
(b) Vb & ©q,(Q),
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[6. vy z2<y— 2]

[7. Lema 1.9

9. y Lema 1.9]
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(c) ~Va € Qo. [10.]
a

Ahora estamos en condiciones de definir el espacio asociado a una MV -algebra monédica.

Definicién 6.23. Un muv-espacio monddico (6 mmuv-espacio) es una 5-upla (X, 7, g, {®p }pex, R)
donde:

(s0) R una relacion de equivalencia sobre X,

(s1) (z,y) € R implica (9(x),g(y)) € R,
(s2) (X, 7,9,{Pp}pex) es un muv-espacio,
(s3) las clases de equivalencia de R son subconjuntos cerrados de X,

(s4) U € D(X) implicaVg(U) € D(X), estos es Dr(X) = {Vr(U) : U € D(X)}, donde

para cada U € D(X) definimos Vr(U) = [ [X \ R(p)],
pgU

(sB) (x,y) € R y existe py € Vr(U) tal que py < g(z) y Pp,(x) & Vr(V) implica que
eziste p1 € Vr(U) tal que p1 < g(y) vy ®p, (y) € Vr(V),

(s6) p € Vr(U), p < g(z) y ,(2) € Vr(V) implica que existen p1 € Vr(U) y 21 € X
tales que pi < g(21), B (21) €V 3 (21,2) € R,

(s7) (x,y) € R y existe pg €~ U tal que py < g(z) y Py () € V implica que existe
p1 €~ Vr(U) tal que p1 < g(y) y Pp, (y) € Vr(V),

(s8) p e~ VRr(U), p < g(2) y ®,(2) & Vr(V) implica que existe py e~ Vr(U) y z1 € X
tales que pr < g(z1), py(21) €V y (21,2) € R

Para simplificar en lo que sigue represetnaremos los mmu-espacios con (X, R). Ob-

servemos que (X, R) es un g-espacio dual en la terminologia de [9].
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Definicién 6.24. Si (X1, R1) y (X2, R2) son mmu-espacios, f: X1 — Xo es una mmu-
funcion si es una MV -funcién y para todo V € D(X3), Ri(f~(V)) = fH(RV).

Corolario 6.25. Sea (A,V) un MMV -dlgebra, Ry definida en el Teorema 6.47. Entonces
(D(X(A)),Vr,) es una MMV -dlgebra y o4 : A — D(X(A)) es un MMV -isomorfismo.

Dem. Es claro que por la dualidad dada en [51], se tiene que g4 es un MV-isomorfismo
y por el teorema 6.47, se tiene que es un M MV -isomorfismo. O

El siguiente resultado es dual al establecido en [9] y su demostracion es analoga.

Lema 6.26. [9] Sea (X, R) un mmu-espacio. Entonces la relacion R satisface la condicion:

7 Los elementos no equivalentes de X pueden ser separados por conjuntos en Dr(X),
es decir si (x,y) € R, existe Vi € Dg(X) tal quex € Vi ey & Vi d bien existe Vo € Dr(X)
tal que x € Vo ey € V5.7

Notaremos con Dr(X) al conjunto de los abiertos, cerrados, crecientes y R-saturados,
es decir Dg(X) ={U € D(X) : VrU = U}.

Teorema 6.27. Sea (X, 7,9, {P, }pex, R) un mmu-espacio. Entonces (D(X), —,~, Vg, X)
es una MMV -dlgebra y ex : X — X(D(X)) es un muv-isomorfismo que satisface la

condicion:
(#) (z,y) € R <= (ex(2),ex(y)) € Ry,
donde Ry, = {(P,Q) € X(D(X)) x X(D(X)) : PNVg(D(X)) =QNVr(D(X))}.

Dem. Por [51], sabemos que (D(X), —,~, X) es una MV-algebra. Luego, solo debemos

probar que Vi es un operador monadico. En efecto, sean U,V € D(X):

(ml) VRU Q U,

1. seax € VRU = X \ U [R(p)],
pgU
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2. ¢ U [R(p),

pgU
3. si suponemos, r & U

4. x & R(x), lo cual es una contradiccién.
(m2) VR(VRU — V) = VRU — VRV,

i. VR(VRU — V) C VrU — VRV,
ii. VRU — VRV C VR(VrU — V),
l.seazeVp(VeU —-V)=X\ U [R({p)],

p@YRU—V
2.2¢ U [ROD),
p@YRU—V

3. para todo p € VrRU — V tenemos que (z,p) € R.
Supongamos que

4 2 g VRU = VeV = U (D:Ud;L(VRV)),
tevVrU

5. existe to € VRU tal que 2 ¢ Df y 2 ¢ D, (VRV),

6. existe tg € VrU tal que tg < g(2) y Py, (2) € VRV,

7. existe p1 € VRU, y1 € X tal que p1 < g(v1), @p, (1) €V, (v1,2) € R [6.,(s6)]
8. existe y; € VrU — V., (y1,2) € R,

3. v 8. se contradicen. Luego vale i.

1. (i)
2. Sea z € VRU — VRV,

3. z€ () (DEUDH(VRV)),
teVrU

4. para todo t € VrU se tiene que z € D¢ 6 z € ®;H(VRV).
Supongamos que

5. 2¢VR(VRU = V) =X\ U [R®)],
p@vrU—V



10.
11.
12.
13.

z€ ) [R)]
p@YRU—V

para todo p € VrU — V se tiene que (z,p) € R,
como p € VrU — V|

. existe to € VRU tal que p € Df y p & @;)1(1/),

. existe tg < g(p) v D4, (p) € V, tal que (2,p) € R,

existe Lo < g(p) y @1, (p) € VRV, tal que (z,p) € R,
existe p1 € VU tal que p1 < g(2) v ®,,(2) € VRV,
existen p; € VRU y 21 € X tal que z ¢ Dy vy @,,(2) ¢ V,
2 @ VrU — V DVRU — VRV,

3. y 13. se contradicen. Por lo tanto vale ii.

(m3) VR(N U— U) =nrv VRU - VRU,

i.

il.

VR(NU—>U) QNVRU—>VRU,
NVRUﬁVRUgVR(NU—)U),

(i)

Sea z e Vr(~U —=U)=X\ U [R(p),

pg~U—U
cz¢ U [R(p),
pg~U—U
(z,p) € R para todo p ¢~ U — U,

(z,p) € R para todo p €~ VrU — U.
Supongamos que:
z €N VRU — VRU,
2 N (DfUdT(VRD)),
te~VRU
existe tg €~ VU tal que z & Dy z & ®,.'(VrU),

. existe tg €~ VRU tal que tg < g(z) y Py, (2) € (VrU),
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10.
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. existen p; €~ VU y y1 € D(X) tal que p1 < g(y1), @p,(11) €U y (11,2) € R,

[9., (s8)]
1 €~ VrU = Uy (y1,2) € R,

4. y 10. se contradicen. Por lo tanto vale i.

(ii.)
sea z €~ VrU — VRU,
z€ (N (DfUdH(VRY)).
te~VRU
Supongamos que
2gVr(~U—-U)=X\ U [RO)
pg~U—U

ze U [R)
pg~U—U

. para todo p €~ U — U se tiene que (z,p) € R,
pE~U—U= () (DUDD),

te~U

para todo t €~ U tenemos p &€ D¢y p € ®,'U v (2,p) € R,

. para todo t €~ U tenemos t < g(p), ®:(p) € U y (z,p) € R,

 existe gy €~ YaU: g1 < g(2), @41 (2) € Vil 8.4(57)]

z €N VRU — VRU,

lo cual es una contradiccion, luego vale ii.

Por lo tanto, Vi es un operador monddico. Es claro, por [51] que ex es un MV-

isomorfismo. Veamos a continuacién que se verifica la condicién (#) sobre la relacién

R. Sea (z,y) € Ry sea U € ex(x) NVr(D(X)), de lo que se tiene que z € U y

U=VrU =X\ U [R(p)]. Sisuponemos que y ¢ U, por hipétesis resulta z € R(y), por

pgU

lo tanto = € |J [R(p)], lo cual es una contadiccién. Luego, U € ex(y) NVg(D(X)). La

pgU

inclusion restante es analoga.
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Reciprocamente, supongamos que vale (ex(z),ex(y)) € Ry, y que (z,y) € R. Luego,
por Lema 6.26, existe V} € Dg(X) tal que x € V] e y € V} y como VrV) = V) resulta que
Vi € ex(y) NVr(D(X)), lo que contradice la hipdtesis. O

El siguiente lema es dual de [9, lemma 2.8] y que en este contexto puede ser presentado

del siguiente modo.

Lema 6.28. Sea (X1, Ry) y (X2, Ry) mmu-espacios y f : X1 — Xy una mmu-funcion,

entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (z,y) € Ry implica (f(), f(y)) € Ra,
(i) Ri(f~Y(V)) = fH(Ra(V)) para todo V € D(Xs),

(iii) f7Y(R2(V)) C Ri(f~H(V)) para cada V € D(X3).

Este ultimo lema nos permite ver que f es un mmu-isomorfismo si, y solo si, f es un

mu-isomorfismo que verifica: (z,y) € Ry implica (f(x), f(y)) € Rs.

Ahora consideramos la categoria MMV de las M MV -algebras y sus respectivos mor-
fismos y la categoria MMV de los mmuv-espacios y las mmuo-funciones. Luego, tenemos

la siguiente dualidad.

Teorema 6.29. Las categorias MMV y MMV son dualmente equivalentes.

6.7 Congruencias y cerrados-saturados especiales

En lo que sigue nos abocaremos a caracterizar las congruencias en las MV -algebras y las
M MV -algebras via sus respectivas dualidades topoldgicas. En este punto, es importante

destacar que estas caracterizaciones son originales.

Definicién 6.30. Sea X un muv-espacio y sea Y C X, diremos que Y es:

(cl) involutivos, si g(Y) =Y,
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(c2) implicativo, si paratodo U, V., W, Z € D(X) tal que siUNY =VAY yWnNY = ZNY,
implica (U - W)NY =(V—-2Z)NY.

Sabemos por [16, 17] que existe un correspondencia biyectiva entre las congruencias
de un algebra de De Morgan L y los subconjuntos cerrados e involutivos de X (L), del
siguiente modo: Y — O(Y) = {(a,b) : o(a)NY = o(b) N Y}. Luego, teniendo
encuenta la dualidad topolégica para las MV -algebras dada en [51], podemos caracterizar
las congruencias de una MV -algebra A, por medio de la correspondencia anterior, con los

subconjuntos cerrados, involutivos especiales de X (A), como veremos a continuacion.

Teorema 6.31. Sea A una MV -dlgebra, X (A) un mv-espacio. La correspondencia Y —
O(Y) establece un isomorfismo entre las familias de los conjuntos cerrados, involutivos e

implicativos de X (A) y el reticulo dual de las MV -congruencias de A.

Dem. Sea Y implicativo veamos que O(Y') respeta la operacién —. En efecto, sea
(a,b); (c,d) € O(Y), de lo que se tiene o(a)NY = o(b)NY yolc)NY =o(d)NY.
Por hipétesis, tenemos (o(a) — o(c))NY = (o(b) — o(d)) NY, y como o es un MV-
isomorfismo, o(a — ¢)NY = o(b — d) NY. Reciprocamente, sea © € Conyy(A),
por la dualidades de [16, 17] sabemos que si h : A — A/O es el epimorfismo canénico,
entonces tenemos que Y = {h7}(P) : P € X(A/O)} es un cerrado e involutivo de X (A).
Veamos que Y es implicativo. Para ello consideremos f : X(A/O) — X(A), dada por
f(R) = h™'(R). Es claro que f(X(A4/0)) = {f(P): P € X(A/©)} ={h'(P): P €
X(A/©)} =Y y f es inyectiva. En efecto, si f(R) = f(Q) entonces h™1(R) = h™1(Q) (
lzle =h(z) e Rz e Y (R)=h7(Q) & |z]e € Q).

Por lo tanto, sea U,V,W,Z € D(X(A)) talesque UNY =V NY yWnNY =2nNnY,
luego existe a,c,b,d € X(A), tales que o(a) =U, o(c) =V, o(b) = W,o(d) = Z, de lo
que resulta o(a)NY = o(b)NY y o(c)NY = o(d)NY. Luego, se tiene que (a, c); (b,d) € O
y por lo tanto (a — b,c — d) € ©. Por otro lado, observemos f~ (U — W)NY) =
f(o(a) = o®)NY) = fo(a—b)NX(A/O) = f~Yo(a — b)). Andlogamente, se
tiene f1((V — Z)NY) = f~Y(o(c — d)). Ademds, vale f~(c(a — b)) = f1(o(c — d)).
En efecto, P € f~'(o(a — b)) & f(P) €o(a —b) & a—be h'(P) < h(a —0b) =
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la - ble € P |la—ble=|c—deec P& Pec fo(c— d)). Luego, tenemos que
YU —=W)NY) = fY((V — Z)NY), de lo que resulta, por la biyectividad de f, que
(U—-W)nY =(V—2Z)NnY. Por lo tanto, Y es implicativo. O

En lo que sigue consideraremos ciertos subconjuntos que nos seran de utilidad para

determinar las congruencias de las M MV -algebras.

Definicién 6.32. Sea X una mmu-espacio y sea Y C X. Diremos que Y es V-saturado,

si para todo © € Y se tiene que min R(x) C Y.

Observemos que a si X es un espacio de Priestley y S un subconjunto cerrado de X,
se tiene que para cada x € S existe z < x tal que 2 € min S. En particular, minS # () si
S # () (ver [63]).

El siguiente lema sera de utilidad en lo que sigue y el mismo es la versiéon analoga al
probado en [74].

Lema 6.33. Sea (X, R) un mmu-espacio y sean S,T € X(A) tales que SNVA C T,
entonces existe QQ € X(A) que verifica S CQ y QNVA=TNVA.

Teorema 6.34. Sea (A,V) una MMV -dlgebra, X (A) un mmu-espacio. La corresponden-
cia Y — O(Y) establece un anti-isomorfismo entre las familias de los conjuntos cerrados,

involutivos, implicativos y V-saturados de X (A) y el reticulo de las mmu-congruencias de
A.

Dem. Sea Y un cerrado V-saturados y consideremos la MV -congruencia O(Y) de A.
Ademas, sean a,b € A tales que (a,b) € O, luego g4(a) NY = 04(b) NY. Supongamos
que 04(Va) NY # o4(Vb)NY. Es claro que existe Q € 04(Va)NY vy Q € c4(Vb)NY.
Pero como @) € Y, tenemos que Vb & (). Por el Teorema 6.47, existe P € X (A), tal que
bg Py (Q,P) € Ry. Como Ry(Q) es cerrado, sabemos que existe P; € minRy(Q), tal
que P, C P. Como Y es V-saturado se tiene que P, € Y y por lo tanto b ¢ P;, de lo
que resulta P; € g4(b) NY. Por otro lado, como Va € @) tenemos que Va € Q NVA, de
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lo que resulta que a € P;. Luego, tenemos que P, € g4(a) NY, lo que resulta ser una
contradiccién.

Reciprocamente, dada una congruencia © de (A, V), por el teorema 6.31, solo debemos
ver que Y = {h"Y(P) : P € X(L/O)} es V-saturado. Es decir que, para todo Q € Y
se tiene que min Ry(Q) C Y. Supongamos 7" € min Ry(Q) (1) y T ¢ Y'; luego tenemos
que T' € X (L) \ Y (abierto), y por lo tanto, existen a,b € A tales que T € o(a) \ o(b) C
X(L)\Y. Por otro lado, sabemos que (2) (b,aVb) € O(Y) y que b ¢ T, de donde resulta
que Vb & T NYA. Por (1), tenemos que T'NVA = QNVA, por lo tanto Vb & @, de donde
se tiene que V(b V a) € Q). En efecto, por (2) tenemos que (Vb,V(a Vb)) € O(Y), y por
definicién de esta congruencia, vale o(¥b)NY = o(Y(a Vb)) NY. Como Q & o(Vb) resulta
que Q € o(V(a V b)).

Consideremos ahora el filtro V7'Q de A y consideremos el ideal generado por ((A '\
T) U {a}]. Veamos que V7'Q N ((A\T)U {a}| # 0. En efecto, supongamos que ¥V~'Q N
((A\ T)U{a}] = 0, por el Teorema de Birkhoff-Stone, existe S € X(A) tal que (3)
VIQ C Sy Sn((A\T)U{a}] = 0. Luego, SN ((A\T)U {a}) # 0. Entonces,
SCA\(A\T)U{a})=TnN(A\{a}) C T (4). Por otro lado, tenemos S € Ry(Q) (5).
En efecto, de S C T se tiene SNVA C T'NVA C T por el lema anterior, existe R € X (A)
tal que S C Ry RN"VA = TNVA. Luego, tenemos que SNVA C RN\VA =TNVA = QNVA
y por (3) resulta que SNVA = QNVA. De (3) y (4) se tiene un contradiccién y por lo
tanto probamos que V'Q N ((A\ T) U {a}] # 0.

Luego, existe ¢ € A\ T tal que V(gVa) € Q yV(gVaVvb € Q. Como (qV
b,qV aVb) e O) tenemos que (V(qgVb),Y(gVaVb) e O); y por lo tanto para
todo @ € o(¥Y(¢V aVb))NY resulta que @ € a(V(gVv b)) NY. De donde se tiene que
qVb eV 1Q y como consecuencia gV b € T. Pero, como T es primo, se tiene que ¢ €T 6

b € T y ambos casos conducen a una contradiccion. O

6.8 Dualidad de Halmos-Priestley para BMV -algebras

A continuacion extenderemos la dualidad para las MMV -dlgebras a las BMV -algebras.

Definicién 6.35. Un bmuv-espacio es una terna (X, Ry, Ry) donde (X, R;) es un mmu-
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espacio para i = 1,2 y se verifica la siguiente propiedad:
(BMV) R1 @) R2 = R2 o) Rl.

Ademds, dados (X, Ry, Ra) y (X', R}, R,) mmuv-espacios, diremos que f: X — X' es una

bmuv-funcion si f : (X, R;) — (X', R}) es una mmuv-funcion parai = 1, 2.
Notaremos con BMV a la categoria de los bmuv-espacios y las bmuv-funciones.

Proposicién 6.36. Si (X, Ry, Ry) es un bmv-espacio, entonces (D(X),Vg,,Vgr,) €s una
BMYV -dlgebra.

Dem. Probar que los cuantificadores univerasles Vi y Vo conmutan es equivalente a
probar que los cuantificadores existenciales asociados J; y ds conmutan, puesto que
Vix =~ 3; ~ x para i = 1,2. Por otro lado, sea (X, Ry, Ry) es un bmuv-espacio. Los
cuantificadores existenciales asociados a las R; equivalencias tiene la siguiente expresion
dr,(U) = U Ri(p), para todo U € D(X). Veamos que Jg,3r,(U) = Ig,3r,(U). En

peU
efecto, sea x € I, Ig,(U), entonces existe t € Ry(U) tal que x € Ry(t). Luego, (z,t) € Ry

y (t,u) € Ry para algin u € U. Por lo tanto, (z,u) € Ryo Ry = Ry0Rsy. De lo que resulta,
que existe m € X tal que (x,m) € Ry y (m,u) € Ry de donde (m,z) € Ry y m € Jg, (U).
Es decir que # € Ro(m) con m € g, (U) y por lo tanto tenemos que = € Ig,3g, (U). La

inclusion restante es analoga. O

Proposicién 6.37. Si (A,Vq,V2) es un BMYV -dlgebra, entonces (X(A), Ry,, Ry,) es un

bmu-espacio.

Dem. Es consecuencia directa de la Definicién 6.2 y el Teorema 6.27. O

De las proposiciones anteriores tenemos que:

Teorema 6.38. Las categorias BMV y BMY son dualmente equivalentes.

Por lo tanto, tenemos probado que si (A, ¥y, V) es una BMV-algebray (X (A), Ry, R»)

un bmu-espacio asociado, existe una correspondencia anti-isomorfica entre las familia de
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los conjuntos cerrados, involutivos, implicativos y (R0 Ry )-saturados de X (A) y el reticulo

de las BMV -congruencias de A.

6.9 La variedad generada por MV-cadenas finitas

En esta seccion investigaremos algunas subvariedades de la variedad de las BMV-algebras.
En particular, trataremos la variedad generada por una MV -cadena de longitud n + 1

(n < w). Notaremos con MV, -dlgebra a la MV -élgebra (n + 1)-valente.

Definicién 6.39. Diremos que un dlgebra (A,V1,Y3) es una BMV -dlgebras (n+1)-valente
(0 BMV,,-dlgebra) si el reducto (A,V1,Y3) es una BMYV -dlgebra y si se verifican las

siguientes identidades:
(wh) " = a"t,

(W6) n(x/ @& (~20 ~27Y))=1paral <j<n y j no dividen.

Es bien sabido que si (A, —, ~, 1) es una MV, ;1 -dlgebra entonces (A, A\, V,~, 01,...,0,,0,1)
es un algebra de Lukasiewicz-Moisil (n + 1)-valuada (ver [33]), donde los operadores oy,
para 1 < ¢ < n, son definidos en términos de la operaciones de una MV -algebra. También,
es bien sabido que todo filtro implicativo es un filtro de Stone, de lo que resulta que todo

filtro biadico coincide con el filtro de Stone generado por sus elementos booleanos, es decir,
si D € Fy(A), entonces D = F(DNB(A)) ={x € A: exsitea € DN B(A)talquea < x}.

Por otra parte, notaremos con C,, ;1 ala MV, 1-dlgebra cuyo universo es {0, %, %, cee "T_l, 1},
en donde las operaciones se definen como sigue: * — y := min{l,1—z+y}, ~x :=1—=x.
Ademads, Cy;1 es una MV, -subdlgebra de C,, 1 si, y solo si, t divide n. Luego, estamos

en condiciones de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6.40. Sea A un BMYV, -dlgebra, entonces los conjuntos ordenados por la in-
clusion Fp(A), F(V1V2A) , Fo(B(A)) y F(V1iV2ANB(A)) son isomorfos. Los isomorfismos

estan dados por
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Y1t fb(A) — f(vl\VIgA), QOl(F) =F ﬂV1VQA,
2+ Fo(A) = Fu(B(A)), pa(F) = F'N B(A),
Y3 f(vl\VIQA) — .7:(‘v’1‘v’gA N B(A)), QOg(F) =F ﬂ‘v’l‘v’gA N B(A),

Ademds, se verifica que 30 @1 = @4 0 Ps.

Dem. Resulta del Corolario 6.11, el Teorema 6.12 y las observaciones precedentes. O

Luego, podemos afirmar que, como consecuencia de lo ya probado, las nociones de
sistema deductivo biddico irreducible, maximal y completamente irreducible, son equiva-
lentes. Ademads, también se tiene probado que todo filtro biadico propio es interseccion de

f.b. maximales, y que vale () D = {1}, donde £(A) es el conjunto de f.b. maximales
De€(A)
de A. Lo que nos permite enunciar el siguiente Teorema.

Teorema 6.41. La variedad de las BMV, 1-dlgebra algebras es semisimple.

Dem. Es inmediato del Teorema 6.40 y de resultados bien conocidos del algebra universal
(ver [8, 35]). O
El siguiente teorema es consecuencia del Teorema 6.40 y serd de fundamental impor-

tancia para la determinacion de las algebras simple.

Teorema 6.42. Sea (A,V1,V2) una BMV, . -dlgebra, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
(i) (A,V1,Y2) es una BMV -dlgebra simple,
(il) V1V2A es una MV -dlgebra simple,

(iii) ViVeA N B(A) es una dlgebra de Boole simple, donde B(A) es el conjunto de los

elementos booleanos de A.
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Dem. Sea (A,Vy,Vs) una BMV,,-algebra no trivial, las siguiente condiciones son equiv-
alentes: A es una BMV-algebra simple <= {1} es el tnico f.b. de A <= {1} es el tinico
fi. de la MV, -dlgebra V,VoA <= V VA es una MV, -dlgebra simple <= {1} es el
tunico f.i. de B(A) NV VoA <= B(A) NV,V3A es un élgebra de Boole simple. O

Luego, a partir de resultados conocidos de algebras de Boole y de MV, -élgebras (ver

[11]) se tiene probado el siguiente corolario que caracteriza a las objetos simples.

Corolario 6.43. Sea (A,V1,Vs) una BMV, 1-dlgebra. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(i) (A,V1,Y2) es una BMV -dlgebra simple,

(ii) V1VoA ~ C\y1, donde r es divisor de n,

(iii) V1V2AN B(A) ~ 2, donde 2 es el dlgebra de Boole con dos elementos.

Dem. Este resultado es inmediato del Teorema 6.42 y del hecho que las subéalgebras de

Chry1 son las cadenas de longitud (r + 1) con r es divisor de n. O

6.10 Algebras funcionales biadicas y algebras simples

A continuacién definiremos la nocién de BMV,,-dlgebra funcional como una extensién
de las MMV, ;-dlgebras funcionales monddicas ([44]). Para ello, consideraremos los
conjuntos I, J no vacios y el conjunto de todas las funciones sobre I x J que toman valores
en C, 41, al que notaremos con Cﬁr‘l’ . Por otro lado, los cuantificadores seran definidos de

la manera habitual, es decir, V, f, V,, f, 3. f, 3,f estdn dadas por las prescripciones:

(LH,y) =\ flay),  uhHay) = N\ flay),

zel xzel
G @y) =\ fly),  Hy) = N flzy).
yeJ yeJ

para todo f € CL¥Y.
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Proposicion 6.44. Sean f,g € C{Li‘l’ Entonces los operadores V, y ¥V, verifican:
() Vof <f V<,
(i) Vo(Vof — g) =Vof = Vag , Vy(Vyf — 9) =V, f — Vyg,

(iil) Vo(f ® g) =Vaof @ Vag, Vy(f & g) = Vyf ©Vyg.

(iv) VoV, =V, V,

Dem. Solo probaremos (ml) a (m3) para V,: (i): (Vof)(z,y) = A f(z,y) < f(z,y),

(ii): Vo (Vof — 9)(@,y) = AN (Vof — 9)(z,y) = A\ (Vuf(2,y) ielg(af,y)) =Vof(z,y) —
A g(zy) =N flz,y) — /\mQG(I:L“,y) =V, f — Vmg,mg
i)y V(F o 0)ey) = AT 9@y = Ay ®gey) = A fay)
/\Ig(af, Yy)) = Vof ©Vay, ! ! !
(i) (V) (@) = Vi A= A N F) = (%)) :

Luego, es claro que (Cﬁri], V., Vy) es una BMV-dlgebra y, en particular, es un algebra

simple como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 6.45. Las dlgebras funcionales biddicas (C’,{ii],‘v’m,‘v’y) son simples

Dem. Veamos que se verifica V,V,(C2*{) ~ C,y1, con r/n. Sea p;; : CL¥ — A;; la
i, j-ésima proyeccién, entonces p; ; (‘v’m‘v’y(Cﬁ‘l’)) C V,V,A;; ~ Cy41. Luego, tenemos que
pij 1 VoV (CEY)) — Cry1 es un MV-isomorfismo. En efecto, sean f,g € V.V, (CLX]) v
supongamos que p; ;(f) = pi;(g). Luego, f(i,7) = g(i, j). Por abuso de notacién podemos
escribir que f(4, ), g(4,j) € Cry1, de lo que se tiene f = g. Por lo tanto, p; ; en inyectiva.
Sea ahora a € Cpi1 y sea f € C2X/ tal que f(i,j) = a para todo 4,5 € I x I. Es claro
que las funciones constantes verifican V,V,f = f. Luego, se tiene que f € ‘v’m‘v’y(CfLii] ),
de donde resulta que p; ;j(f) = f(i,j) = a, y por lo tanto la 7, j-ésima proyeccién es un

isomorfismo. O
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Veremos a continuacion que, a menos de isomorfismos, las algebras simples finitas son

todas las subdlgebras de (C1X{ V,,V,) para I, J finitos.

Lema 6.46. Sean (A,V) y (C,¥') MMV, -dlgebras simples. Sih: A — C es un MV -

homomorfismo inyectivo, entonces para todo x € A se verifica h(Vx) = Vh(z).

Dem. Consederemos las dlgebras de Lukasiewicz de orden n+ 1 asociadas a Ay C, a las
que notaremos con by, 1(A) y L,11(C), respectivamente. Entonces se verifica o;h(Vz) =
o¥h(z) para todo x € L,+1(A). En efecto, es claro que Yo,z = o;Vr € B(A) NVA.
Como A es un &lgebra simple, se tiene por [44] que Voo € {0,1}. Por otra parte,
h(Vo,x) = o;h(Vx) € B(A)NVC y como C' es simple entonces o;h(Vz) € {0,1}. Por lo
tanto, es suficiente con probar que (1) o;V'h(z) = 1 si, y solo si, o;h(Vz) = 1. Supongamos
que o,V h(z) = 1. Como Vh(z) < h(x) entonces o;h(x) = h(o;x) = 1; por ser h inyectiva
o;x = 1, de donde resulta que h(Vo;x) = h(o;Vz) = o;h(Vx) = 1. Reciprocamente, si
o;h(Vz) = 1 entonces h(o;Vz) = 1. Como h es inyectiva tenemos que oVr = Voo =1y
por lo tanto ;& = 1. Luego, es claro que o;h(Vz) = 1.

De (1) y el Principio de determinacién de Moisil, tenemos que h(Vz) = V'h(zx), para
todo = € L,11(A). O

Lema 6.47. Sean A yC BMYV, _-dlgebras finitas. Sih : A — C es un MV -homomorfismo

inyectivo, entonces para todo x € A se verifica h(¥;x) = V;h(z) parai=1,2.

Dem. Sean (A,Vq,V2) vy (C,V),V,) las algebras de la hipétesis. Es claro que el reducto
(A, V) es isomorfo al prodructo directo de algebras simples finitas, es decir, (A,V;) ~

[1(A:, V1) donde (A;, V1) es una MMV, ;-dlgebra simple. Andlogamente, tenemos que
i=1
(C, V1) =~ [I(C},V1,) con j < w. Luego, es claro que podemos tener una familia de

7=1
MYV -morfismos inyectivos h; : A; — C; a partir de h. Por lo tanto, por el Lema 6.46 y

de que A;, Cj son MMV, ,,-dlgebras simples tenemos que h;(Vyx) = V) ;h(r) para todo

x € A. De lo que resulta que h(Vqz) = Vjh(x). El resto de la demostracién es andloga. O

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema central.
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Teorema 6.48. Si la BMV -dlgebra A es simple finita, entonces es isomorfa a una

subdlgebra de (Clii],‘v’m,‘v’y) para I,.J no vacios y finitos.

n

Dem. Sea (A,Vy,Vs) una BMYV,,,-algebra simple. Luego se tiene que A es una MV, ;-
algebra y, por resultados establecidos en [68], tenemos que el conjunto de los filtros
implicativos maximales M(A) es no vacio. Por lo tanto, existe un MV -morfismo in-

: M(A) . L.
yectivo a : A — C) +(1 . Por otra parte, consideremos el MV-edomorfismo canoénico

Cﬁ(lA Cﬁ(lA xM(A), Entonces, resulta que v o a es un MV -homomorfismo inyec-

tlvo, y por el Lema 6.47 se tiene que v o & es un BMV,,1-morfismo inyectivo, donde

I=J=M(A). O

Ahora, nos abocaremos al estudio de las algebras simples finitas. Para ello vamos a
suponer que |I| = m,|J| = k y escribiremos Cm en lugar de CIXJ Por otra parte, sea
B una subalgebra booleana de B(C!\{¥). Es bien sabido que B(CI"{%) ~ 2™** donde 2
es un algebra de Boole con dos elementos. Por lo tanto, B(C"}{¥) es un dlgebra de Boole
con m X k atomos. Luego, existe una correspondencia biyectiva entre las subdlgebras
de B (C,ﬁxlk) y la particion del conjunto de sus atomos. Por lo que toda particién del
conjunto de los dtomos tiene una corresponbdencia natural con las particiones del conjunto
m x k. Notaremos con II(B) = {m, - , 7, } a la particién del conjunto m x k asociada

a subalgebra B.

Para cada r divisor de n y cada subdalgebra B de B(Cka) consideraremos el algebra

C17",1'[(B) = {f € :ﬁl—xlm : .f(%]) € CT7.f(Z>]) = f(S,t), talque (27])7 (S>t) € 7Tl}‘

Veamos que vale el siguiente lema.

Lema 6.49. Sea B subdlgebra de B(Cka) y r un divisor de n. Entonces, Cyrpy s una
BMYV,, 1 -subdlgebra C”fﬁk

n

Dem. Es claro que 0 € C, yp), donde 0(i,j) = 0. Sea f,g € C.np). Sea m una
particion II(B) tal que (4,7),(s,t) € m vy f,g € Crup). Entonces, (f — g)(i,7) =
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f(i,7) — g(i,7) = f(s,1) — g(s,t) = (f — g)(s,t), de lo que resulta f — g € C\ ().
Veamos ahora que es cerrado para los operadores. Sea f € C, ) e (i,]), (s, t) € m,
entonces es claro que (V2 f)(i,7) = AN f(i,5) = N f(s,t) = (V. f)(s,t). La prueba para

ielm Selm
‘v’z, donde V! =V, N C,41, es andloga. O

Sea S una subdlgebra de C;’flk y consideremos p; ; la i, j-ésima proyeccién. Entonces,
pij(S) es una MV-subalgebra de C,41 que contiene una copia de V1.5 y de V2S. Luego,

Pij(S) ~ Caq1 con a divisor de n. En Particular, S <y [] pi;(S) <prv O™
(i,5)€I?
Sea Bg el algebra booleana de B(C,ﬁxlk) determinada por S, es decir, Bg = SN

B(CF) y sea II(Bg) = {my, ma, - - - Tk, t la particién del conjunto m x k determinada

por Bg.

Lema 6.50. Sea S una subdlgebra de C;le, entonces se tiene que:

(i) pij(S) = pig (S NVIVLCE),

(ii) S/la,1)s >~ pi;(S), donde a es una dtomo de B(S) y [a,1]s = [a,1] NS,
(iil) pi;(S) =~ pst(S), para todo (i,j), (s,t) € m x k.

Dem.

(i): Veamos que p;;(S) C pij(S N V1¥2CIF); la otra inclusién es inmediata. En
efecto, como p;;(S) ~ C,41 para algin r divisor de n, podemos considerar, por abuso de
notacion, un elemento f € pi;(S). Entonces, es claro que existe f € S tal que P;(f) =
fli,g) = f Sabemos por [33] que la MV -dlgebra C,;; admite una estuctura de algebra de
Lukasiewicz-Moisil (Cy11, {01}1<i<,), donde ar_j(f) =0sik<jya ar_j(f) =1 en otro
caso, con j =0,--- ,r —1. Sea g =~ V1Vao(~ fVo,_;f). Es claro que g € S ﬂ‘v’l‘v’gCﬁXlk
v ane ademis Pyg) = gli,J) =~ Vi¥a(~ J(5.9) Y 0r-35(0.5) =~ A A~ (G.5) v
0r-if(i.3) = .

(ii): Para cada (i,7) € m, sea hy; : S/[a, 1l]s — pi;(S) tal que siz € S, hy;(|z]) = pij(z).

Entonces, h;; esta bien definida. En efecto, sea y € |z|, entonces existe b € [a,1] NS tal
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que zAb = yAb. Como a es un adtomo, entonces a(i, j) es 1 si (i, 7) € m y 0 caso contrario.
Luego, b(i,7) = 1, por lo que z(i,7) = (x Ab)(4,7) = (y Ab)(i,7) = y(i,7). Es claro que
hij es un MV -morfismo sobre, ademdas Ker(h;;) = {c € S/[a,1] : h;;(c) = 1} es un filtro
implicativo de S/|[a, 1] y como [a, 1]g es un f.i. maximal, se tiene que S/[a, 1]g es simple

y propia, puesto que 0 ¢ Ker(h;;). Luego, Ker(h;;) = {|1|}, por lo que h;; es inyectiva.

(iii): Sea f € ‘v’m‘v’yCZ_‘ﬁk. Es claro que f(i,7) = f(s,t) para todo (i,7),(s,t) € m x k.
Luego, pi;(f) = pst(f) v por lo tanto pi;(S N V,V,C05F) = pu(S N V.Y,C0%5F) de lo que

n

resulta, teniendo encuenta (i), la validez de (iii). O

Ahora estamos en condiciones de determinar todas las algebras simples finitas, estas

no son otras que las subdlgebras de (C,ﬁxlk,‘v’l,‘v’g). Maés precisamente:
Teorema 6.51. Sea S una subdlgebra de C;’flk, entonces existe una MV, 1-subdlgebra
Cry1 de Cyyq con v/n y Bg el dlgebra boolena determinada por S tal que se verifica

S - OT,H(BS') .

Dem. Como por lema 6.50 tenemos que p;;(S) =~ ps(S), para todo (4, j), (s,t) € m X k,
podemos considerar A = Py;(S) ~ C,41 con r/n . Por otra parte, consideremos el
algebra de Boole Bg y su particién asociada II(Bg) con [ elementos. Probaremos que
S = Cy(Bg)- En efecto, sea f € S. Entonces, f(i,7) € P;(S) = Pi1(S), de lo que resulta
f(i,j) = f(s,t)si(4,7), (s,t) € my con m, uno de los elementos de las particién enunciada.
Si no fuese asi, es decir f(¢,7) # f(s,t), podemos suponer que f(i,j) = £ < f = f(s,1).
Es claro (ver demstracién Lema 6.50) que o,_xf € Bg, luego o, f(i,7) = o1 f(s,t), lo
cual es una contradiccién. Reciprocamente, sea f € C,.r(py) y sean e; los atomos de By,
es decir e4(i,7) = 1si (i,7) € mp v ei,j) =05 (i,7) € m con 1 <t <. Consideraremos
una indexacién de elementos a;; € A donde (4, 7)., € m tal que f(i,j) = a;; . Es claro
que existe mi1(g) = a;;, . Luego, por el Lema 6.50 (i), existe g;;, € SN ViVoCr5F tal
que m11(gij, ) = aq, . Por lo tanto, g;; (s,t) = a;;, para todo (s,t) € m x k. Es facil ver

que 7s¢(gst,,) = f(s,t) y es claro que f = A gij. N\ €s, con lo que se verifica el
(4,§)s€ETs,1<s<r
teorema. O
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6.11 Conclusiones finales

En el capitulo V se presentan nuevas técnicas para estudiar la teoria de la cuantificacion
en algunas algebras de la légica, que permitan dualidades tipo Priestley por medio del
espacio cociente. Planeamos en en el futuro estudiar las BMYV,,-dlgebras via estas
técnicas, este fue uno de los objetivos iniciales de esta esta tesis. Una vez determinadas
las congruencias via la representacién topolégica, lo esperable era caracterizar las dlgebras
simples de la variedad, dado que se trata de una variedad semisimple. Como esto no fue
posible, realizamos un trabajo meramente algebraico.

Esto nos condujo a estudiar otras estructuras que permitan un estudio topolégico
profundo, lo que nos acerco a las dlgebras de De Morgan pseudocomplementadas modales,
emparentadas con las BMV -algebras por medio de la estructura ordenada subyacente de
algebra de De Morgan. Es claro que el trabajo detallado llevado a cabo en el Capitulo
V para las M-algebras, no hubiera sido nada sencillo en el caso de las dlgebras de De
Morgan monddicas, puesto que, como vimos al final de dicho capitulo, es una estructura
mucho mas compleja y desconocida que los Q-reticulos de Cignoli. Si bien Petrovich en
su tesis doctoral presenta una carecterizaciéon muy buena de las algebras subrirectamente
irreducibles y dlgebras simples, segiin nuestra opinion, no se visualizaba que pudiera tener
algebras simples tan diversas.

Vamos a esbozar en lo que sigue, sin dar demasiados detalles, a modo de conjeturas, lo
que se requiere para el trabajo topoldgico en las BMV,,,1-algebras. Primero observemos

el caso de las MV, ,-algebras monadicas.

6.11.1 MV, ;-algebras monadicas simples

Consideremos un mmu-spacio (X, R) tal que (D(X),Vg) sea una MV, 1-dlgebra monddica,
es claro que por los resultados de Lattanzi en [44], y por lo desarrollado en esta tesis, se
tiene que X es suma cardinal de cadenas con a lo sumo n elementos. Por los estudios del
Capitulo V, se debera verificar que solo estén en relacién todos los primo del nivel j, para

1 < 5 < n. Como se oberva en el grafico a continuacién. Esto produciria que el espacio



cociente X /R sea una cadena de la misma longitud que las del espacio X.

n)

(X(A4), R) X(A)/R

© © ©

O)
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Por lo tanto, Vg D(X) ~ C, 11, donde C,41 es MV-cadena de longitud n + 1. Luego,
por lo probado por Lattanzi en [44] tenemos que (D(X),Vg) es una MV, -dlgebra

monadica simple.

6.11.2

MV, -algebras biadicas simples

Por los resultados probados en el Capitulo VI, para el caso de las MV}, -algebras biddicas,

los bmu-espacios (X, Ry, Ry) deberan tener la siguiente forma:

(X(A)> R1> R2)

X(A)/Rl OR2

©

©
©
O
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Es claro que Ry o Ro(D(X)) ~ C,, luego (D(X),Vg,,Vr,) es una BMV,-algebra

simple.
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