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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de compartir recursos en redes de comunicacion
de banda ancha que puede garantizar una cierta calidad de servicio (QoS), y se desarrollan
algunos de los resultados sobre fuentes de datos y modelizacion del tréfico, especialmente
en los aspectos del ajuste del modelo y la estimacién de pardametros.

El multiplexado de las fuentes de tasa variable plantea un problema matematico y
estadistico: la estimacion de las necesidades de recursos de una fuente o un conjunto de
fuentes. El método de estimacion debera ser lo suficientemente simple para ponerse en
préactica en el control de aceptacién de conexiones (CAC).

Se busca realizar un aporte al empleo del concepto de ancho de banda efectivo con
el fin de estimar la asignacién de recursos o la “ocupacion ”del canal de cada fuente. En
particular para la estimacién y calculo del punto operacional de un enlace dentro de una
red, entendiendo como punto operacional al par de valores de los pardmetros de tiempo
y espacio o multiplexado en que el ancho de banda efectivo da la probabilidad asintética
de desborde del buffer.

Nuestro estudio trata diversos aspectos, por un lado se enfoca el problema del mo-
delado estocastico de las fuentes de trafico de las redes y sus enlaces y por otro lado se
aborda el problema de la estimacién de algunos parametros de la calidad del servicio.

Respecto del primer aspecto se desarrollan ejemplos de una amplia gama de modelos
tipicos utilizados hasta ahora para modelar las fuentes de tasa variable y ademas se
introduce un nuevo modelo de especial interés.

Para el segundo aspecto se demuestra que, dado un buen estimador del ancho de
banda efectivo que obtenemos a partir de las trayectorias de trafico, se puede estimar con
precision el punto operacional y bajo la imposicién de algunas condiciones de regularidad,
se prueba que dicho estimador es consistente y se construye un intervalo de confianza.

Ademas se extendenden estas propiedades a otros parametros del enlace, como son
la probabilidad de pérdida, la estimacién de la capacidad del enlace y el tamano de
buffer minimo necesarios para que el enlace opere con una probabilidad de pérdida para
determinada calidad de servicio.

Por ultimo, mediante simulaciones de trazas, se verifican las precisiones de los resul-
tados tedricos obtenidos.



Abstract

This work addresses the problem of sharing network resources in broadband commu-
nication that can guarantee a certain quality of service (QoS), and develops some of the
results on data sources and modeling of traffic, especially on aspects of model fit and
parameter estimation.

The multiplexing of variable rate sources poses a mathematical and statistical problem:
estimating the resource requirements of a font or a set of fonts. The estimation method
should be simple enough to be implemented in connection acceptance control (CAC).

We try to contribute to the use of the concept of effective bandwidth in order to
estimate the allocation of resources or the lq lq occupation rq rq of the channel from
each source. In particular for the estimation and calculation of the operating point of a
link within a network, defining operational point as the pair of values of the parameters of
time and space or multiplexed on the effective bandwidth gives the asymptotic probability
of buffer overflow.

Our study covers various aspects on the one hand focuses on the problem of stochastic
modeling of traffic sources and network links and on the other hand addresses the problem
of estimating some parameters of quality of service.

For the first aspect, examples of a wide range of typical models used so far to model
variable rate sources are developed and a new model of special interest is introduced.

For the second aspect is shown that, given a good estimator of the effective bandwidth
that we get from traffic paths can be estimated accurately the operational point, and
under imposing some regularity conditions we prove that this estimator is consistent and
confidence interval can be developed.

These properties are also extended to other parameters of the link such as the loss
probability, the minimum link capacity and the minimum buffer size needed for the link
operate with a given quality of service.

Finally, by simulated traces, the details of the theoretical results are checked



Introduccion

El creciente interés en transportar servicios en tiempo real y la necesidad de disponer
de redes que integren varios servicios de telecomunicaciones motivo el concepto de Red
Digital de Servicios Integrados que ahora se denomina de banda estrecha, que consiste en
el uso de una unica infraestructura para el transporte de datos en forma conjunta, como
por ejemplo audio e imagenes.

A mediados de la década de los 80 la Unién Internacional de Telecomunicaciones
comenzo la estandarizacién del modelo de Red Digital de Servicios Integrados de Banda
Ancha, la cual permitiria la transmisién de informacion a altas velocidades.

Un punto de vital importancia a lo largo del de este proceso fue la eleccion del me-
canismo de transferencia, éste se podria definir como el conjunto de herramientas de
multiplexado y conmutacion que utiliza la red. También lo fue la formulacion de ciertos
principios de funcionamiento de la red y las formas de medir su desempeno. Es posible que
la mas importante y de la que nos ocuparemos en este trabajo sea la calidad de servicio
garantizada (QoS) como también asi la forma de garantizarla.

Se eligi6 entonces el modelo de redes de modo de transferencia asincrénico ATM (Asyn-
chronous Transfer Mode), que permite multiplexar eficientemente diversas fuentes ya que
mediante el concepto de multiplexado estadistico de las fuentes, se obtiene una gran efi-
ciencia en el uso de los recursos de la red.

Si se dispone de diversas fuentes que emiten a una tasa variable, las redes tradicionales
reservan un ancho de banda igual a la tasa pico o maxima, malgastando de esta forma el
ancho sobrante cuando la tasa resulta inferior. Esta es la ineficiencia que se trata de evitar
con el multiplexado de las fuentes sobre enlaces con capacidad menor que las sumas de
las tasas picos.

El costo del multiplexado es que, al ser un método estadistico, la posibilidad que los
picos de todas las fuentes coincidan no es nula, en tal caso se perdera informacién por
overflow lo que perjudicara la calidad del servicio. Como los servicios de tiempo real son
sensibles al retardo y mas aun a la pérdida de informacién, para minimizar los efectos de
las pérdidas y mantener la calidad del servicio, tanto para las nuevas conexiones como
para las preexistentes, se necesita disponer de controles de admisién de conexiones (CAC)
y mecanismos de control de congestion que nos permitan decidir si se puede admitir una
nueva fuente de transmision.

En el marco de la riqueza y diversidad de problemas que estos temas presentan, uno
de los objetivos de este trabajo es el analisis de la perfomance de una red y cuando ese
analisis se realiza desde un enfoque paramétrico se debe conocer como se comporta el
trafico de la fuente. Para hacerlo es necesario disponer de buenos modelos matematicos
que permitan estudiar y comprender el comportamiento estadistico del trafico (datos,
audio y video) que serd transmitido por las redes.

En el caso de las fuentes de datos, los generadores mas habituales son los servidores
de web, las transferencias de ficheros (FTP), las conexiones remotas y los chats, es decir
todos los servicios presentes en las redes IP (Internet). El comportamiento en cada caso



es muy diferente, la web se caracteriza por la gran cantidad de transferencia de paquetes,
generalmente de reducido tamano, en cambio la FTP se caracteriza por presentar largas
transferencias de informacion.

Para las fuentes de audio lo habitual es que la senal transmitida sea de voz, donde se
trata de aprovechar las caracteristicas del habla humana que se presenta por rafagas (talk
spurts) con silencios intercalados entre palabras y entre frases, por eso lo mas habitual
es que los codificadores de voz incorporen detectores de silencio durante los cuales no se
transmite informacion.

Por tltimo las fuentes de video de tasa variable (VBR) se caracterizan por estar
fuertemente correlacionadas. Este tipo de trafico es muy importante en las redes de banda
ancha por ser el que més recursos de transmision necesita y uno de los més sensibles al
retardo y a la pérdida de informacién.

Otra caracteristica de las redes ATM es que son orientadas a conexién, es decir cada
vez que se transfiere informacién, se debe establecer un camino virtual desde el origen
al destino y dentro de la llamada se producen rafagas (bursts) en las que se transmiten
celdas de informacion, seguidas de intervalos de silencio. Dentro de cada rafaga las celdas
no necesariamente se transmiten de modo uniforme, por lo tanto las redes ATM presentan
un comportamiento diferente en cada una de las escalas de tiempo consideradas: llamadas,
rafagas y celdas.

Las escalas de celdas y rafagas son las que nos permiten dimensionar los buffers y
los mecanismos de admision de nuevas conexiones ya que uno de los posibles problemas
provienen de la probabilidad de que el trafico agregado exceda la capacidad de salida del
sistema provocando pérdida de informacién y estos overflows pueden evitarse mediante
mecanismos de control de admision eficientes.

En el desarrollo de la tesis se ofrece una visién, sin animo de ser exhaustiva, de algunos
modelos y se propone y estudia uno nuevo para el tema en el cual nos hemos enfocados,
el trafico en redes de banda ancha.

Tradicionalmente se ha asumido que en las redes de conmutacién de paquetes de da-
tos se daban las condiciones necesarias para suponer que la generacion de celdas sigue un
proceso de Poisson o de Bernoulli. Sin embargo, como ya hemos mencionado al describir
los servicios de Internet, cada aplicacién presenta una tasa y distribucién de celdas dife-
rentes que pueden ir desde transmisiones esporadicas y cortas hasta largas transferencia
de informacion.

Para modelar las fuentes de voz los mas apropiados son los modelos on-off que se
basan en una cadena de Markov con dos estados. Estos modelos aproximan el fenémeno
talk spurts ya que describen una fuente que emite informacién por rafagas, generando
paquetes en el estado on y silencios en el estado off. Para modelar mezclas de traficos de
voz v datos se suele emplear los Procesos de Poisson modulados por cadenas de Markov
(MMPP) que son procesos estocdsticos que utiliza una cadena de Markov que define,
segun el estado en que se encuentra, la tasa del trafico, es decir la cadena modula el
proceso de generaciéon de la informacion.

Los modelos de flujos Markovianos son especialmente recomendados para modelar
fuentes de video tipo VBR, donde el trafico se presenta como un flujo continuo, sobre



todo cuando las unidades de trafico o paquetes son muy pequenos comparados con el
trafico total. En estos modelos el estado de la cadena de Markov modulante determina la
tasa del flujo. A cada estado le corresponde una tasa fija. Una fuente de video codificada
se podria modelar de manera simplificada como una cadena con dos estados. Cuando la
imagen esta “quieta”no hay diferencia entre un cuadro y el anterior y no se transfiere
informacién, estado off de la cadena con velocidad de transmision nula. Cuando la
imagen varia mucho se debe transmitir todo el cuadro cada vez, se estaria en el estado
on de la cadena con una velocidad de transmision alta. En casos reales cuando la imagen
esta “quieta”en realidad hay poca diferencia y se transmite a baja velocidad, con cierta
variabilidad de cuadro a cuadro y probablemente exista mas de un estado de transmision
a velocidad alta dependiendo de la magnitud del cambio.

En un tréafico real de datos, voz o video, si se quisiera modelar mediante un flujo
Markoviano, la gran cantidad de valores diferentes que se observan para las tasas, se tra-
ducira en el aumento de la cantidad de estados que deberia asumir la cadena modulante y
por consiguiente aumentara la dimension del problema haciéndolo muy dificil de manejar.

Esto nos ha llevado a pensar en un modelo alternativo que introducimos en esta tesis
y que hemos denominado Flujo Markoviano Generalizado, donde los cambios bruscos de
la velocidad de transferencia reportan un cambio de estado en la cadena modulante, pero
dentro de un estado se permite que la tasa asuma ya no un valor fijo sino un valor aleatorio
sorteado de acuerdo a alguna distribucion de probabilidades.

Para interpretar este modelo podemos pensar que el estado de la cadena indica un
tipo de actividad en la transferencia como por ejemplo correo, chat, conversacién, video-
conferencia, entre otros y para cada estado la tasa se sortea, dentro de un rango de valores
razonable para ese tipo de actividad y segin una ley de probabilidad.

Una vez asignado un modelo a la fuente estudiada, seria interesante disponer de algin
criterio que permita valorar la bondad del mismo. La validacién consiste en medir qué tan
proximo es el modelo a la fuente real de trafico.

Cuando se realiza ingenieria de trafico en linea se necesita contar con herramientas
que permitan analizar la perfomance midiendo o estimando los parametros de la calidad
de servicio requerida sobre la red, en particular serd necesario estimar la probabilidad de
pérdida. Por otra parte este parametro es usado como criterio de diseno y para aceptar
conexiones, por lo tanto resulta técnicamente relevante disponer de buenas estimaciones
de dicha probabilidad. Un modelo que se ajuste bien a los datos de tréafico servira a tal
fin.

El desarrollo de las herramientas estadisticas para el estudio del comportamiento de un
enlace de una red surge con mayor fuerza a partir de la nocién de ancho de banda efectivo
introducida por Kelly en 1996 [43], que permite encontrar expresiones para estimar la
probabilidad de pérdida en un enlace.

La primer pregunta que se presenta es por qué el nombre de ancho de banda efectivo.
La idea es que el valor de esta funcién indicara la cantidad de ancho de banda minimo
del enlace que es necesario reservar para la fuente a los efectos de cumplir con los re-
querimientos de calidad de servicio. Se busca una funcion del trafico de una fuente que,
dependiendo del contexto, indique la cantidad de recursos que se debe reservar a la fuente
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y el contexto estard dado por la capacidad del enlace, del buffer, de las maximas pérdidas
que se desean y de otras fuentes que también alimenten el enlace.

Esta magnitud tiene propiedades interesantes, entre ellas que se encuentra entre la
media y el maximo del trafico de la fuente ya que si se reserva el valor pico de la fuente,
no se tendrian pérdidas pero se estaria desperdiciando capacidad del sistema, mientras
que si se reserva un valor muy cercano a la media se tendra un buen aprovechamiento de
los recursos, pero las pérdidas probablemente estén por encima de las deseadas.

El concepto de ancho de banda efectivo puede ser aplicado a una fuente o a una
agregacion de fuentes, eventualmente muy grande como lo es en los enlaces que estan en
el corazén de una red. En este enfoque, la asintética de muchas fuentes, el ancho de banda
efectivo estd estrechamente relacionado con la probabilidad de pérdida por desborde del
buffer.

Sera necesario entonces disponer de una buena estimacion del ancho de banda efectivo
para, a partir de ella, poder estimar la probabilidad de pérdida.

Diversos autores como [25, 64, 55] trataron sobre este punto encontrando buenos esti-
madores para los modelos cldsicos como el MMPP o el Flujo Markovianos, nuestra princi-
pal motivacién es encontrar un buen estimador para el nuevo modelo, el Flujo Markoviano
Generalizado.

En este trabajo se encontrard una férmula para el célculo del ancho de banda efec-
tivo del tipo de Kesidis, Walrand y Chang [42], desarrollada para el modelo del Flujo
Markoviano Generalizado y que es de particular interés porque permite expresar dicha
magnitud en funcién de los parametros del modelo: el generador infinitesimal de la cade-
na modulante y las tasas medias de transferencia. Esta férmula nos permite proponer un
estimador del ancho de banda efectivo a partir de trayectorias de trafico, sobre el cual se
prueba su consistencia y su distribucion asintotica.

Una vez que se tiene un buen estimador para el ancho de banda efectivo surge la
pregunta de si serd cierto que usando este estimador en lugar del valor tedrico para
calcular la probabilidad de pérdida se obtiene un estimador de la misma que herede
ambas propiedades, consistencia y normalidad asintética.

En este trabajo se determina bajo qué condiciones se cumple esto tanto para la proba-
bilidad de pérdida como para la capacidad del enlace y para el tamano de buffer minimo
necesarios para que el enlace opere con cierta probabilidad de pérdida para determinada
calidad de servicio. Estos estimadores son aplicados al analisis y disefio de redes garanti-
zando una cierta calidad de servicio, punto central en el disenio de nuevas redes de teleco-
municacién. Mediante simulaciones se aplican estos resultados al andlisis de perfomance
y diseno y se verifican las precisiones de los resultados tedricos obtenidos.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera, en el Capitulo 1 se presentan algu-
nos conceptos fundamentales que permiten desarrollar herramientas estadisticas para el
tratamiento de problemas de interés en el modelado y anélisis de perfomance de redes de
datos como son el concepto de ancho de banda efectivo, sus propiedades y ejemplos de su
calculo para los modelos clasicos. Se dan las herramientas béasicas de Cadena de Markov
necesarias para comprender tanto el modelo de Flujo Markoviano como para el modelo
de flujo Markoviano Generalizado, por tltimo se calcula el ancho de banda efectivo para
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el modelo de Flujo Markoviano.

En el Capitulo 2 se estudia el nuevo modelo propuesto en esta tesis para describir
el funcionamiento de las fuentes al cual se lo denominé Flujo Markoviano Generalizado.
Para este modelo se calcula su ancho de banda efectivo, se encuentra una féormula del tipo
Kesidis, Walrand y Chang para la expresion del mismo, se presenta un estimador para el
ancho de banda efectivo a partir de trazas de trafico y se demuestra su consistencia y su
distribucién asintética. Por tltimo se presenta un intervalo de confianza para el mismo.

En el Capitulo 3 se introducen las herramientas de la teoria de grandes desviaciones
necesarias en las demostraciones y se presenta el concepto de punto operacional y un
estimador para el mismo. Se demuestran su consistencia y distribucién asintética. Se
analizan estos conceptos para el modelo de Flujo Markoviano Generalizado.

Por tdltimo en el Capitulo 4, se muestran los resultados de las simulaciones con los
cuales se validan los resultados tedricos obtenidos en los Capitulos 2 y 3.

Si bien este trabajo estda motivado por la ingenieria y el andlisis del trafico sobre redes
de flujos de tasas variables, sus resultados son validos para problemas de uso compartido
de recursos limitados, en que se debe mantener ciertos niveles de pérdida, donde la pérdida
puede entenderse de diversas formas segin el problema.

El siguiente diagrama de bloques explica como se desarrollaré el trabajo de esta tesis.

Modelo de trafico: Flujo Markoviano Generalizado

Estimador para la asignacién de
recursos: Ancho de Banda Efectivo

i Estimador
Estimador del
puniolff)lze:;d(;%nal Probabilidad
de Pérdida

Tamano

del buffer

Capacidad
de enlace
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Capitulo 1
Ancho de Banda Efectivo

1.1. Introduccion

Esta tesis aborda algunos problemas de interés en el modelado y anélisis de perfomance
de redes de datos. Por consiguiente, en este capitulo introducimos algunos conceptos
fundamentales que permiten desarrollar herramientas estadisticas para el tratamiento de
este tipo de problemas. En particular presentamos la definicion y propiedades de una
magnitud llamada ancho de banda efectivo utilizada en el andlisis local de redes y colas de
espera. Mostraremos ademas algunos modelos de trafico de datos usados en la literatura
para los cuales se puede calcular su ancho de banda efectivo, con el objetivo de brindar la
introduccién necesaria y motivadora de los resultados originales que se desarrollaran en
los capitulos siguientes.

Si consideramos un sistema multiplexor donde varios flujos de datos comparten una
unica salida, es de interés conocer cuanto recurso requiere cada flujo del sistema. Pensa-
mos en el sistema como un servidor que puede procesar el trabajo que recibe de varias
fuentes distintas a una cierta tasa constante ¢ y ademas puede almacenar en un buffer
hasta una cierta cantidad b de unidades de trabajo. El trabajo que llega cuando el buffer
estd completo se descarta y por lo tanto nunca es procesado.

Un ejemplo de este tipos de redes es la Internet, cuya politica tradicional de trabajo
es el “best effort”, es decir hacer lo que puede dividiendo sus recursos entre todas las
solicitudes. Si en un instante muchas comunicaciones deben usar un mismo enlace de
salida, los paquetes se van almacenando en cola (buffers) esperando su turno, esto produce
retardo y si el buffer se llena los paquetes se pierden.

Las aplicaciones tradicionales de Internet son los mails, la transferencia de archivos y
el uso de la Web donde los retardos no afectan demasiado y las pérdidas se solucionan con
retransmisiones pero en los nuevos servicios que puede ofrecer la Internet como son las
comunicaciones de voz y video, tanto el retardo como la pérdida de paquetes son criticos.

La causa mas significativa de retardo y pérdidas de paquetes en los buffers, es el exceso
de trafico en el canal de transmisién, por lo que es necesario proponer modelos estocasti-
cos y técnicas estadisticas que permitan controlar las probabilidades de congestion o de
pérdida de paquetes y establecer condiciones para poder realizar cada tarea demandada.
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Conocer entonces, cuanto de los recursos disponibles necesita cada conexién tiene
aplicacién directa a lo que se llama control de admisién de conexiones (CAC), ya que una
nueva conexion puede ser aceptada si hay suficientes recursos disponibles y el precio de la
conexion deberia ser, de alguna forma, proporcional a los recursos necesarios. Al tomar la
decisién de aceptar una nueva conexion, se deber estimar cuanto ocupara esta en el canal
de comunicacién, para saber si al anadir el nuevo trafico se puede mantener la calidad de
servicio (QoS), tanto de la nueva conexién como de las ya existentes.

El ancho de banda de una red de datos se da en términos del nimero de bits que
se pueden transmitir por segundo. El ancho de banda efectivo de una red no sélo de-
pendera del ancho de banda fisico, sino también de la eficiencia de la codificacion de los
datos en paquetes, la eficiencia con que opera la red y si el tiempo de la red se desper-
dicia debido a las colisiones de mensajes. Esto impone restricciones importantes sobre su
funcionamiento.

Hay dos limites claros para estos requerimientos, por un lado se podria reservar la
tasa maxima de transmisién para cada conexién (lo que da lugar a un multiplexor deter-
ministico), si bien no hay posibilidad de “buffer overflow” es decir no queda trabajo sin
procesar, la utilizacion del enlace es muy pobre. Por otro lado, se podria reservar la tasa
media de transmisién para cada conexién, que permite utilizar en media el cien por cien-
to del enlace, pero es inevitable que exista “buffer overflow’. Entonces, dada una cierta
calidad de servicio requerida (probabilidad de pérdida de trabajo, retardo en el tiempo
de procesamiento, etc.) la cantidad de recursos que deberd reservarse para cada conexion,
estd en algiin lugar entre la tasa media y la tasa maxima de dicha conexion. Esta cantidad
se conoce generalmente como ancho de banda efectivo y es entonces una medida del uso
de los recursos.

El concepto de ancho de banda efectivo introducido por Kelly en [43], es una medida
util de la ocupacién del canal de transmision, cuyo sustento tedrico proviene de la teoria
de grandes desvios y cuyas propiedades la hacen una medida apropiada. Aplicaciones de
esta magnitud a las redes de telecomunicacién se presentan en [27, 36] entre otros.

Desarrollamos como ejemplos varios modelos de tréfico y nos enfocamos més particu-
larmente sobre el modelo conocido como Flujo Markoviano que es aceptado en la literatura
para datos provientes de voz y de video MPEG. Para este tipo de modelos Keisidis, Wal-
rang y Chang presentaron en [42] una expresién para el ancho de banda efectivo, cuando
las tasas de transferencias son constantes.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera, en la Seccion 1.2 se presenta
el concepto de ancho de banda efectivo, sus propiedades y ejemplos de su calculo para
distintos procesos estacionarios, en la Seccion 1.3 se presentan los conceptos fundamentales
de cadenas de Markov y el modelo de Flujo Markoviano, por tltimo en la Seccién 1.4 se
presentan los resultados existentes sobre el ancho de banda efectivo para el modelo de
Flujo Markoviano.
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1.2. Ancho de Banda Efectivo

Los usuarios que transmiten datos en la red, también denominados fuentes, son mo-
delados mediante procesos estocasticos caracterizados por algunas propiedades fisicas y
estadisticas como por ejemplo la capacidad méaxima y la tasa de arribo del trabajo entre
otras. Ademas cada nodo puede describirse mediante ciertos parametros como son su ca-
pacidad, el tamano del buffer y la probabilidad de pérdida u “overflow” que describe la
calidad del nodo.

Dado un nodo con tamano de buffer y capacidad de enlace fija, si se establece una
probabilidad de pérdida, que en general sera muy pequena para cumplir con requisitos
de calidad, se puede entonces estimar el nimero de fuentes que pueden ser atendidas por
dicho nodo. El multiplexado estadistico se utiliza para agregar trafico en un nodo y tiene la
ventaja de permitir el uso del recurso ocioso que de otra manera se hubiera desperdiciado
y la desventaja de no garantizar la calidad de servicio. Tanto los parametros de la fuente
como los del nodo son conocidos y el ancho de banda efectivo estima la cantidad de recurso
que cada fuente consume.

La cantidad de trabajo que llega a un switch desde una fuente en un intervalo de
tiempo de una longitud ¢, es claramente una variable aleatoria, en consecuencia un proceso
estocdstico es la herramienta adecuada para modelarlo.

Sea (£2,.A, P) un espacio de probabilidad, consideraremos en él un proceso estocésti-
co, es decir una funcién X : @ x R" — R tal que X(w,t) = X;(w) es una variable
aleatoria para todo t positivo. Para cada w € Q a la funcién X (w,.) : Rt — IR se le
llamard trayectoria del proceso.

Es necesario definir ademds qué caracteristicas deben tener los procesos estocasticos
que describen las fuentes que concurren a cada nodo de la red.

Un proceso estocastico se dice estacionario si dado k positivo, para cualquier conjunto
de ntimeros reales ty,ta, - - - .t y h, la variable aleatoria (Xi,, Xi,, -+, X3, ) tiene la misma
distribucién conjunta que (X1, Xtgtn, - -+, Xp+n) y se dice de incrementos estacionario
si el proceso {X; — X }i>0 es un proceso estacionario para todo valor de s positivo.
Ademas se dice de incrementos independientes si dado un ntimero natural k, para cualquier
ti,tg, -,y tales que 0 =ty < t; < -+ <1y, se cumple que las variables aleatorias { Xy, —
X, , } son independientes para todo ¢ € {1,--- , k}.

En esta presentacion X; representa la cantidad de trabajo que llega a un switch desde
una fuente en el intervalo [0,t] y suponemos que es un proceso estocastico estacionario,
es decir suponemos que la distribucion de la cantidad de trabajo que llega en un intervalo
solo depende de la longitud del mismo. Diremos entonces que las fuentes que cumplen
esta propiedad son fuentes estacionarias.

Utilizaremos la definicién de ancho de banda efectivo (EB su sigla en inglés) desarro-
llada por Kelly, [43].

Definicion 1.1 Se define la funcion ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria
como

1
a(s,t) = o log Be*™ 0<s,t< o0, (1.1)
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donde X; es el trabajo que produce la fuente en el intervalo [0,t] y s y t son pardmetros
de escala.

La idea es que el valor de esta funcién para un cierto punto de operacién (s,t) in-
dicard la cantidad de ancho de banda minimo del enlace que es necesario reservar para
la fuente a los efectos de cumplir con los requerimientos de calidad de servicio. Se busca
una funcién del trafico de una fuente que, dependiendo del contexto, indique la canti-
dad de recursos que se debe reservar a la fuente. El contexto estarda dado por el punto
de operacién que, como se verd, depende de la capacidad del enlace, del buffer, de las
maximas pérdidas que se desean, y de otras fuentes que también alimenten el enlace. Una
posibilidad es reservar el valor de pico de la fuente, es decir el maximo, en este caso no
se tendran pérdidas pero se estara desperdiciando capacidad. Si se reserva un valor muy
cercano a la media se tendra un buen aprovechamiento de los recursos, pero las pérdidas
probablemente estén por encima de las deseadas.

El ancho de banda efectivo cuenta con propiedades que lo hacen interesante en la
aplicacién al estudio de redes de datos, la primera muy intuitiva y de facil comprobacion
es que el ancho de banda efectivo requerido por una fuente que envia datos a velocidad
constante C', es efectivamente C, ya que si la fuente envia datos a una velocidad constante
C' el trabajo acumulado serd X; = Ct y sustituyendo en (1.1) se obtiene que a(s,t) = C.

Probemos ahora que el ancho de banda es una cantidad entre la tasa maxima y la tasa
media de transmision.

Proposicion 1.2 Para cada t > 0 se tiene que

EX;
<

< a(s,t) <

X
Tt Vs > 0,

donde X; := inf{z : P(X; > x) = 0} es el supremo esencial de la variable X;.

Demostracién: La funcion ¢(z) = e*® es una funcién convexa para cada s > 0, entonces
aplicando la desigualdad de Jensen [35] se obtiene que

Eet™ = E¢(X,) > ¢(EX,) = e EX,

y por lo tanto

1 1 1 EX
a(s,t) = —tlogEeSXf > o log e*EXt = —tsEXt = L
s s s

Por otra parte

— > — 1 - 1

n=1

pues P (Xt > X, + %) =0 para todo valor n, esto significa que X; < X, c.s..
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Aplicando el operador esperanza tenemos que

Ee*Xt < BesXt = sXt

)

por lo tanto o
Syt — &
t Y
lo que prueba la otra desigualdad y concluye la demostracion. [J

1
t) < —1
afs,1) < — loge

Esto significa que el parametro s gradua la ubicacién del ancho de banda efectivo entre
la “media” y el “maximo” como lo muestra la Figura 1.1.

‘ w(s,t) — Miaximo T

Ancho de banda efectivo

Figura 1.1: Interpretacion del parametro s.

Como ya dijimos, dimensionar en base a la media lleva a enormes pérdidas y dimen-
sionar en base al maximo, a gran ineficiencia por ser un multiplexado pobre, por lo tanto
el parametro s estd midiendo el grado de multiplexado que se considera, cuanto mayor
grado de multiplexado, mayor seguridad y menor eficiencia.

Si los datos enviados por una fuente se pueden expresar como la suma de los datos
enviados por fuentes independientes se puede demostrar que el ancho de banda tiene la
propiedad aditiva.

j=ln

Proposicién 1.3 Si X; = ZXt(j ) donde las variables {Xt(j )} son independientes,
7=1
se cumple que

a(s,t) = Z a;(s,t),

donde a(s,t) y a;(s,t) son los anchos de banda efectivos de X y Xt(j ) respectivamente.

Demostracién: Aplicando propiedades del operador esperanza se tiene que

FesXe _ pet(Sim X)) _ ET]e” =[] Be”, (1.2)

J=1 J=1
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reemplazando (1.2) en la definicién del ancho de banda efectivo se tiene

1 s 1 & x 1< x@ &
a(s,t) = ElogEe X — Elog (H Ees% ) = EZlogEe X = Zaj(s,t).
j=1 j=1

j=1
U

Si en cada instante ¢ la fuente despacha una cantidad proporcional a t, entonces el
ancho de banda sélo dependera del producto st y la demostracion de la siguiente propiedad
es inmediata.

Proposicién 1.4 Si existe una variable aleatoria X tal que X; = Xt, cualquiera sea t > 0
y P(X > 0) =1, entonces
a(s,t) = a(st, 1).

Con respecto al comportamiento de «(s, t) como funcién de s, veremos que es creciente
y que cuando s = 0 estd determinada fundamentalmente por la esperanza y la varianza
de X;, mientras que cerca de s = oo esta relacionado con la distribucién de X; cerca de
su supremo escencial.

Proposicién 1.5 Para cada t fijo, a(s,t) es creciente con s.

Demostracién: Sea 0 < s; < s, debemos probar que «a(sy,t) < a(sq,t) o lo que es
equivalente a(sq,t) — a(sy,t) > 0. Como

1
Sgt

(BesXt)%s
(Eelef)%

1 1
afsy, t) —a(sy,t) = log Fe®2Xt — 7 log Fe*™t = 7 log
S1

] o

basta probar que el logaritmo en (1.3) es positivo, es decir que

(Ee“”?Xt)é

>1
(Eelef)é

)

(EeSQXt)é > ” Ees2Xt
= > 1.

(BemXe)s (Ees1Xe)st
Por ser s > s1 la funcién ¢(x) = x=1 es convexa y aplicando la desigualdad de Jensen
[35] se obtiene que

y como sy > 0, alcanza con probar que (

(Ben)% < B [(e¥)7] = B,

lo que prueba la proposicién. [
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Proposicién 1.6 Si a(s,t) estd acotado para algun s > 0, entonces para cada ¢:

EX,
t

a(s,t) = + %Var(Xt) + o(s), cuando s — 0. (1.4)
Si a(s,t) estd acotado para s — oo y X, toma el valor X, con probabilidad positiva,
entonces para cada t:

X 1 — 1
a(s,t) = Tt + o log P(X; = X¢) 4o (g) : cuando s — 00. (1.5)

Demostracién: Supongamos que a(s,t) < oo, para algin sy > 0, por la Proposicién
1.5, a(s',t) < oo, para todo s’ < sg. Utilizando desarrollo en series de potencia, se verifica

que
2 n

EX EX
EetXt =1 4+ sEX; + s 2t s
n:

para todos los s tales que Ee*** < co. En particular

EX?
Eet® =1+ sEX, + s 5 Lt o(s?).

Recordemos que
log(u+1) =u— % +o(u?), silul <1, (1.6)

y como Ee**t es continua y en s = 0 toma el valor 1, si tomamos s suficientemente

pequeiio tal que |Fe*Xt — 1| < 1 entonces

EX2
2

log Ee**t = log |14 sEX, + s* + o(s?)

Utilizando (1.6) con u = sEX; + SzETXf + o(s?), resulta que

EX}? 1
log Ee*Xt = SEX;+ s>~ +o(s?) — 3 (s*(EXy)* + o(s?)) + o(s?)

2

2 2

= sEX;+ % (EXf — (EXt)2) + 20(s%) — 0(; )
2

= sEX;+ %Var(Xt) + o(s?). (1.7)

Luego
1 2 EX
a(s,t) = < (SEXt - %Var(Xt) + 0(52)> = L4 Q%Va?"(Xt) + o(s?),

lo que prueba (1.4).

19



X, 1 —
Para probar (1.5) debemos probar que s (a(s,t) -t —tP(Xt = Xt)> — 0,0lo
s

t 5—00

que es equivalente que

s (a(s,t) - ?) S e =30,

s—oo t

X 1 X
s (a(s, t) — %) = s (_t log Fe*™*t — Tt)
s

En efecto,

= " log Bet*t — X
t
1 —
= —log Bt — n log eXt

= —log [Eesxte_syt]

log £ (es(xt_yt)>

S S i i

log (eS(Xt_Yt)]I{Xt < Yt}> .

Para cada w € €2 tenemos tres casos posibles B
Xi(w) > X; = X IX, < X} (w) = 0= I{X; = X;}(w) cualquiera sea s,
Xi(w) <Xy = eE X, <X Hw) = 0=T{X, = X, }(w),
S§—00
Xi(w) =X, = eE X, <X Hw)=1=1{X, = X;}(w) cualquiera sea s,
y por lo tanto eS(Xf_X")]I{Xt < Yt} — I{X, = Yt}, aplicando entonces el Teorema de
S§—00

Convergencia Dominada, [35], tenemos que
E [es(xi_yt)]l{Xt S Yt}] — EI[{Xt - Yt} - P(Xt == Yt)
5§—00

Luego,

1 - - 1 -
ngFﬂhmuxgxﬂ Jlog P(X, = X)),

%
5—00
lo que prueba (1.5). O

Corolario 1.7 De la proposicion anterior se deduce que:

) _EXy
£1_r>r(1]a(s,t) == = a(0,1),
z. J— Yt [yp—
Shﬂrgo a(s,t) = - = a(oo,t).
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Hasta ahora hemos considerado que X; es un proceso que tiene incrementos estacio-
narios, veamos ahora que caracteristicas o propiedades posee esta magnitud si el proceso
ademas tiene incrementos independientes.

Proposicién 1.8 Si X, tiene incrementos independientes, entonces a(s,t) no depende
det.

Demostracion: Consideremos primero un numero natural arbitrario m, dados s y ¢
tenemos que

m m
FesXmt _ EeS(ZL":I Xpe=X(p—1yt) _ EHes(th_X(k—l)t> — HE65<X“_X(’“_1”).
k=1 k=1

Dado que X; es un proceso de incrementos estacionarios, X; y Xz — X—1); tienen la
misma distribucién para cualquier valor de k£ desde 1 hasta m y entonces

m

m

Ees¥mt = HE@SXt = (Be™)",
k=1

y por lo tanto

1 1 1
a(s,mt) = — log Ee*¥m = —log(Ee*X)™ = — log Fe*™ = a(s,t 1.8
(s,mt) = —log - log( )" = log (s,1), (1.8)
en particular, para t = 1 se cumple que a(s, m) = a(s, 1) para cualquier nimero natural.

Consideremos ahora t racional, es decir t = g con py q € IN. Utilizando (1.8) con
m = q resulta que a(s, k) = a(s,qf) = a(s,p) = a(s,1), es decir a(s,t) = a(s,1)
cualquiera sea t racional.

Sea ahora t un real no racional, los procesos con incrementos estacionarios e inde-
pendientes cumplen con la propiedad que P ({w : X;(w) es discontinua en t}) = 0, por lo
tanto

sXy s X, . 7 s X,
Ee™™t = F (6 t]I{Xtcontinua en t}) =k (hine " ]I{Xtcontinua en t}) )

donde t,, es una sucesion de racionales que tiende hacia ¢ en forma creciente. Como s > 0,
la convergencia es mondtona y aplicando el Lema de Fatou, [35], se tiene que

sXt __ ¢ sX _ 1% ED¢
Ee*™t = 117ILIlE (6 n ]I{Xtcontinua en t}) - 11711'HE (6 tn) )

es decir

1 1
a(s,t) = o log Ee**t = lim — log Fe** = lim a(s,t,) = a(s, 1),

n Sty n

ya que los t, son racionales, se tiene entonces que «(s,t) = «(s, 1), cualquiera sea t real
positivo. [J

El ancho de banda efectivo puede calcularse explicitamente para distintas distribucio-
nes de los procesos X;, veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.9 Flujo de velocidad aleatoria.

Vimos, inmediatemente a continuacién de la definicién de ancho de banda efectivo, que si
el proceso es un flujo de velocidad constante de la forma X; = Ct, entonces a(s,t) = C.
Una generalizacion de este ejemplo es considerar X; = Xt, donde X es una variable
aleatoria tal que P(X > 0) = 1, por ejemplo supongamos que X tiene una distribucion
exponencial del pardmetro X, entonces calculando

+o0 +oo A
EestX _ / 6515:1:)\6—/\zda7 =\ / e(st—)\)zdm _ ’
k=0 o A— st

en la region s,t > 0y st < A, resulta
1 A
t)=—1 1.9
st = o (52 ) (19)

que efectivamente depende sélo del producto st como lo afirma la Proposiciéon 1.4.

Para el trafico telefénico ha sido usado exitosamente el modelo se Poisson desde el
trabajo presentado por Erlang en la primera parte del siglo veinte donde se presenta un
modelo que describe el trafico de conversacién telefénica con propiedades tedricas que
lo hacen fécil de analizar, por lo tanto cualquier trabajo sobre telecomunicacién debe
abarcar al modelo de Poisson como un caso especial. Veamos ahora como calculamos
explicitamente el ancho de banda efectivo para dicho modelo.

Ejemplo 1.10 Proceso de Poisson.

Sea X; un proceso de Poisson, es decir X; = max{k : Ty +---+T}, < t} donde {T,,}, N
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién ex-
ponencial con parametro A, el modelo se puede interpretar como la llegada de una unidad
de trabajo cuando ocurre cada una de las exponenciales T}, y equivale a contar el niimero
de eventos ocurridos hasta el tiempo t.

Tenemos entonces que la distribucién de X; es P(X; = k) = (’\kf,) e, para k € NU{0}
y calculando la esperanza indicada en (1.1) tenemos que

Eeth —_ io: esk (At)k io: SAt —)\t e St eAt(eS—l)’
k=

k!
k=0
y por lo tanto

e’ —1)

1 s 1
a(s,t) = Elog A= — g()\t(es —1)) = )\( (1.10)

S

Generalizando el modelo a la llegada de b unidades de trabajo cuando ocurre cada una
de las exponenciales, tendriamos el proceso Y; = bX;, con X; definido como antes y en
este caso

- O‘t)k At At(esb—1)
sY: sbXy sbk At __ es%—
FEe’t = Fe —Ze 7]{!6 =e ,

k=0
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y por lo tanto
(e —1)
P

a(s,t) = A (1.11)

Si la cantidad de unidades de trabajo en cada arribo es aleatoria, se obtiene un proceso
de Poisson Compuesto, en este caso se tiene una sucesién {7}, |y de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con distribucién esponencial con parametro A
y una sucesién {W, } v de variables aleatorias también independientes e idénticamente
distribuidas con distribucién F', independientes de las variables {7},}. En este caso el
proceso de entrada es

Xt
Y, => Wi, (1.12)
k=1

donde X; es el nimero de llegadas antes de ¢, tenemos entonces que

00 N
X
STt — eszk:tl Wi — e k=1 Wk gt = lim e k=1 Wi [ _
{X¢=n} N—ooeo {Xi=n}>
n=0

n=0

donde la 1ltima convergencia es mondétona. Teniendo en cuenta la independencia de W,
y X; y la idéntica distribucion se tiene que

B = 3B (T Yy

n=0

n=0

o0 k
— (Eeswl)n e*)\t ()Z')

n=0

o

At sW”Ak
= e Z(Ee 1) %

n=0
ef)\te)\t(Eeswl)

eAt(E55W1—1)7

y por lo tanto
1 s 1 A
a(s,t) = —tloge’\t(Ee M) 2 _t/\t (Be™ —1) == (Be™ —1). (1.13)
s s s

Observemos que los casos anteriores, son casos particulares tomando W,, =10 W,, = b
para todo n y en el caso particular en que la distribucién de W,, sea exponencial con
parametro p, tendremos que

A

t) = .
afs.t) = 2
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Ejemplo 1.11 Fuentes Periodicas

Una fuente periddica es una fuente que envia b unidades de trabajo cada d unidades
de tiempo. El proceso se define como

Xi=bmix{n >1:Ud+ (n—1)d < t}, (1.14)

donde la variable U tiene distribucién uniforme en el intervalo [0, 1]. El tiempo 7,, de la
n-ésima llegada estd dado por T,, = Ud + (n — 1)d que tiene distribucién uniforme en el
intervalo [(n — 1)d, nd], en particular 7 tiene distribucién uniforme en [0, d].

Calculemos la distribucién de X,

P(X;=kb) =Pmax{n>1:Ud+ (n—1)d <t} =k),

peroméx{n >1:Ud+ (n—1)d <t} =ksélosiUd+ (n—1)d <ty Ud+kd >t,0lo
que es equivalente sélo si Ud + kd € (t,t + d].

Entonces, recordando que la variable Ud + kd tiene distribuciéon uniforme en el inter-
long ((t,t + d] N [kd, (k + 1)d])

valo [kd, (k + 1)d] se tiene que P(X; = kb) = y es decir
0 sik <£—1
—L4(k+1) sike(t—1,%) sik=[]
P(X: = kb) L—(k—=1) sike(5L+1) sik=[§+1"
0 sik > é +1
es decir X; toma casi seguramente los valores [5} bé ([5} + 1) b con las siguientes proba-
bilidades,
t t t t t
PlX,= |- = —= = 1)=1—-(=—- 1=
(= Laf2) = -a ([ ) - G- a])
t t t t t
Pl X:=| |- 1o ==—1|= 1)—-1==-—|=]|.
G (Ll o)) == (il ) 2=
Entonces

E@sxt = es[é]b

por lo tanto

as,t) = 2] ZZJrsltlog (1+(esb—1) (2— [ZD) (1.15)




Ejemplo 1.12 Proceso de conteo generalizado

Sea {AT,},>1 una sucesién de variables aleatorias tales que P(AT,, > 0) = 1 para todos
los valores de n. Definimos las variables T,, = ;| AT, y Ty = 0; se tiene entonces que
las variables T,, para n > 1, que representan los tiempos de llegada de trabajo cumplen
que 0 =Ty < Ty < Ty < ---, con probabilidad 1. Definimos el proceso de conteo como

N, = méx{k : T}, < t},

es decir la cantidad de llegadas hasta el tiempo ¢ donde los tiempos de llegada estan
dados por las variables {AT,}. Observemos que este proceso tiene, con probabilidad 1,
trayectorias crecientes, constantes a tramos y saltos de altura 1.

Consideremos también la sucesion {W,,},>1 de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas que ademés son independientes de las {AT,}, por lo tanto las
variables {WW,} son independientes del proceso N; que es una funcién de las variables
{AT,} vy la cantidad de trabajo acumulado hasta t es entonces

N
Xe=) W
k=0

con la convencién Wy = 0.

La primera observacién que debemos hacer es que si elegimos {AT,,} con distribucién
exponencial con pardmetro A, entonces 7T,, tendrd la distribucién de Erlang, I'(n, \) y Ny
seré el proceso de Poisson conpuesto (1.12).

Para calcular el ancho de banda efectivo tenemos que

[e'S) N
Ny n , n
Xt = 82k Wi — 5 e 2i=o Wi Iin,=ny = lim E e 2uri=0 W Tiny=n},
N
donde la tltima convergencia es mondétona. Por lo tanto

EesXt = ZEeSZQ:OWk]I{Ntzn}

n=0

= Z Ees2i=0"r | (]I{Ntzn})
n=0

= ZE@SZLOW’“P (Ny =n),

n=0

por la independencia de las Wy y Ny, vy como ademas las W}, son independientes e idénti-
camente distribuidas, y Ee®"o =1 por ser es"o = 1 casi seguramente, tenemos que

B (e X)) = (Be™)",
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donde W representa una variable W), arbitraria.
Por lo tanto el ancho de banda efectivo resulta ser

1 s J——
a(s,t) = o log ng_o P (Ny=n)(Ee™)", (1.16)
que se puede escribir como

a(s,t) = élog (g:(Ee™)) | (1.17)

donde g; es la funcion generatriz de probabilidades de N, definida por
g(z) = E[2™] = Zx"P(Nt =n).
n=0

Observacion 1.13

a) Si Ny es un proceso de Poisson de pardmetro A, entonces la funcién generatriz de
probabilidades es g,(z) = e 300 T — M@= que al sustituirla en (1.17) nos

da el resultado obtenido en el Ejemplo 1.10.

b) Si N; es el de una fuente periddica, tomando d = 1 para simplificar, entonces la
funcién generatriz de probabilidades es g,(x) = z(1 — (¢t — [t])) + 211 (t — [t]), que
al sustituirla en (1.17) nos da el resultado obtenido en el Ejemplo 1.11.

Observacion 1.14

Lo destacable de la férmula (1.17) es que separa claramente como afecta el proceso de
conteo y cémo afectan las variables de trabajo al ancho de banda efectivo.

Veamos ahora como calculamos explicitamente el ancho de banda efectivo para fuentes
gaussianas ya que el movimiento Browniano ha sido usado como un caso limite del trafico
de paquetes pesados.

Ejemplo 1.15 Fuente gaussiana

Sea X; = M + oW;, donde W; es un proceso de Wiener. W; es un proceso de incrementos
estacionarios e independientes tal que W; ~ N(0,t), entonces X; ~ N(At,0%t) y por lo
tanto

Eeth _ Ees()\t—i-a'Wt) — 65)\tE650'Wt ]

Llamando Z; = % tenemos que Z; ~ N(0,1) con lo que resulta

sXt s\t sotZy sAt+Ls202¢t
Ee*tt = eV Fe = M2 ,
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y entonces

1 1 1 1
t) = —log Ee*™ = — [ sAt + =s%0°t | = A + =s0? 1.18
a(s,t) - log e ” (s +5s°o + 5507, (1.18)
que no depende de t, ya que el proceso tiene incrementos independientes, ademas es lineal
en s, verificando asf la ecuacién (1.4) de la Proposicién 1.6.

Observacion 1.16

En realidad X; deberia ser no negativo, propiedad que no se cumple en el caso gaussiano,
sin embargo este modelo es admisible si o es pequeno en relaciéon con A de modo que la
probabilidad de X; tome valores negativos sea pequena.

1.3. Modelos Markovianos

Los procesos de Markov proporcionan medios muy flexibles, potentes y eficientes para
la descripcion y el andlisis de las propiedades de un sistema dinamico ya que, entre otras
cosas, nos permiten obtener facilmente medidas de perfomance y la fiabilidad del sistema.
Por otra parte, los procesos de Markov constituyen la teoria fundamental que subyace
en el concepto de sistemas de colas o trabajos en espera, dado que cada sistema de cola
puede ser representado mediante un proceso de Markov.

Ademas de destacar la relacién entre el proceso de Markov y sistemas de colas, vale
la pena senalar también que las propiedades fundamentales de la teoria de colas son fre-
cuentemente demostradas en términos del proceso de Markov subyacente. En particular
las cadenas de Markov son una herramienta para analizar el comportamiento de determi-
nados tipos de procesos estocdsticos, procesos que evolucionan en forma no deterministica
a lo largo del tiempo, en torno a un conjunto de estados.

Vamos a considerar cadenas de Markov a tiempo continuo y aunque varios de los
conceptos que se mencionaran para este tipo de procesos son analogos al caso de cadenas
a tiempo discreto, existen diferencias en el comportamiento y desarrollo matematico entre
ambos modelos. No se pretende presentar y desarrollar la teoria completa de cadenas
de Markov a tiempo continuo, sélo se presentaran algunos de los conceptos que seran
utilizados a lo largo de este trabajo.

1.3.1. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov a tiempo continuo es un proceso estocéstico { X;}:>o definido
sobre el espacio de probabilidades (2, A, P) que toma valores en un espacio numerable F,
también llamado espacio de estados, y que cumple la propiedad de Markov

P(Xt+s = ,]|Xt = Z.vXt1 = jlv te 7th :jk) = P(Xt-‘rs :j|Xt = /I’) = Pl](t’ 8)7 (]‘]‘9)

para cualquier k, 0 < t; <ty < --- < ty para todos los posibles valores de j1, Jo, - -+ , Jk, ¢, J
pertenecientes al espacio de estados E de la cadena.
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La ecuacién (1.19) se puede interpretar como que toda la historia de la cadena de
Markov puede ser resumida con lo que ocurre en el presente estado del proceso o, equiva-
lentemente, que dado el pasado, el futuro es condicionalmente independiente del pasado.

Obsérvese que no estamos suponiendo que se conoce la historia del proceso en todo
el pasado a tiempo continuo, sino inicamente en una colecciéon arbitraria pero finita de
tiempos pasados tq,ts, - -+ , 1, t. Toda cadena de Markov a tiempo continuo cada vez que
entra en un estado ¢ € FE verifica que la distribucién del tiempo que permanece antes
de transitar a otro estado, es exponencial y ademas cuando deja el estado ¢ verifica que
> jicE P;; = 1, donde P;; es la probabilidad de que, dado que salié del estado 7, pase al
estado j.

Supondremos que estas probabilidades de transicion son estacionarias en el tiempo.
Es decir, no dependen de ¢, cumpliendo entonces que

P (Xpps = jl Xy = 1) = P (X, = j[Xo = 1),

si pasa esto la cadena se llama homogénea y notaremos P;;() a la probabilidad de tran-
sicion del estado i al estado j en un tiempo ¢, en particular para t = 0 se define P,;(0)
como la funcién delta de Kronecker, es decir

1 si 1=
P’(O)_{ 0 si itj
Denominamos matriz de transicién de la cadena a P(t) = (P;;(1));;cp . v @ la familia
{P(t)},>¢ se la denomina semigrupo de transicion. Por convencién, P(0) = I la matriz
identidad de dimensién coincidente con la dimensién del espacio de estados E.
Las probabilidades de transicién satisfacen también una versién continua de la Fcua-
cion de Chapman-Kolmogorov, [52], que en este caso se conoce también como la propiedad

de semigrupo, enunciada en la siguiente proposicion y que se obtiene partir de la propiedad
de Markov

Proposicion 1.17 Para cualquier par de estados v y j y para todot >0, s > 0

Py(t+s) =Y Py(t)Py(s). (1.20)
keE
En notacién matricial, P(t + s) = P(t)P(s).

La ecuacién de Chapman-Kolmogorov es de interés porque permite expresar a la pro-
babilidad P;;(t), para cualquier tiempo ¢ positivo, en términos de probabilidades infini-
tesimales, es decir probabilidades de transicién en intervalos de tiempo de longitud muy
pequena. Por ejemplo, para cualquier natural n, tomando At = % se tiene que

Pi(t)= Y Pu, (AP, (At) -+ Py, j(AL),

ki, skn—1

esto quiere decir que es suficiente conocer el comportamiento de P;;(t) en tiempos ¢ pe-
quenos para conocer su comportamiento para cuanquier tiempo ¢ positivo.
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Si notamos con 7 (t) la distribucion de la cadena en el tiempo ¢, la i-ésima componente
de dicho vector de probabilidades estd dado por 7;(t) = >, m;(0)P;i(t), en término de
matrices tendremos que 7w(t) = w(0)P(t), es decir para todo tiempo ¢ positivo, la distri-
bucién de la cadena sélo depende de la distribucion inicial de la cadena y del semigrupo
de transicién.

También se puede probar que para cualquier 0 < t; < t, < --- < t; y para todo
subconjunto 7jg, j1, - - , jx del conjunto de estados E, se cumple
k
P (Xt1 = jla to 7th = ]k) = Z P(XO - ]0) HPji—lji(tji - tjifl)’
Jjo€E i=1

que expresa que las distribuciones conjuntas del proceso también dependen solo de la
distribucién inicial y del semigrupo de transicién.

A diferencia del caso discreto, el caso continuo no puede resolverse facilmente usando
el calculo de las probabilidades de los diferentes estados, mas bien debe transformarse
en un sistema de ecuaciones diferenciales que nos conduzca a los resultados necesarios.
Para este fin definimos ¢;;(t) la tasa de transicién instantanea de la cadena de Markov a
tiempo continuo del estado i al estado j, para i # j, relaciondndola con la probabilidad
condicional de transicién.

Consideremos el periodo [t,t+ At], como P(t) es continua en el origen, ya que cuando
t se aproxima a 0 se aproxima a P(0) = I, se demuestra la existencia para cada estado
y bajo condiciones bastante generales, de las funciones no negativas, continuas y finitas
definidas por

Pt t+ At)

sz(t) - AI}fIE)lO At v 7& Js (121)
Py(t,t+At)—1
() =1 . 1.22
@alt) = M =g (1.22)
Como Zje g Pij(t,t + At) = 1, es claro que para cualquier instante ¢ se cumple que

ZjeE qij(t) = 0.

Se llama generador infinitesimal de la cadena a la matriz Q = (g;;)i jer donde ¢;; y
¢ii estan definidos como en (1.21) y (1.22) respectivamente y cada uno tiene una inter-
pretacion concreta. El valor ¢;; se interpreta como la cantidad de transiciones del estado
¢ al j por unidad de tiempo, esto es la velocidad con la que la cadena deja el estado ¢
para pasar al estado j en el instante ¢t. La cantidad ¢; = —¢;; puede interpretarse como la
cantidad de transiciones que salen del estado ¢ por unidad de tiempo o la velocidad total
a la que es abandonado el estado @ para pasar a cualquier otro estado en el instante ¢. Se
tiene entonces que

_dby(t)
T P
en términos de matrices se tiene que Q es la derivada de la funcién matricial P(t) evaluada
ent=0.
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A partir de las tasas de transicién se puede reconstruir la cadena. Si un estado i es
absorbente entonces ¢; = 0, si es estable 0 < ¢; < 0o y si es instantdaneo ¢; = oco. La
cadena deja los estados instantaneos de forma inmediata, asi que siempre asumiremos
¢ < o00. Si el estado ¢ es absorbente, la cadena permanecera en ¢ por siempre. Por
el contrario, si el estado es estable, la cadena permanecerd en ¢ un tiempo aleatorio
distribuido exponencialmente con tasa ¢; y luego saltara a otro estado j con probabilidad
de transicién P;; = .

Usando recursivamente este procedimiento construimos la cadena y como la cadena
estd determinada por las probabilidades de transicién, entonces deberiamos poder calcular
estas ultimas a partir de las tasas de transicién. La formalizacion de esta construccion se

expresa en el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1 (Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov) Supongamos que q; < oo para
cada estado i € E, entonces las probabilidades de transicion Py;(t) son diferenciables para
todo t > 0 y para cualquier par de estados i,j € E se tiene

= Alir—{l Z Qi Prj(t) — Py (1), Ecuacion Backward
= Aliglo Z Qi Pir( q; P;(1), Ecuacion Forward

y las condiciones iniciales para ambos conjuntos de ecuaciones son P(0) = I.

Formalmente, la solucion de los conjuntos de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov
puede ser expresada como

P(t) = exp(Qt). (1.23)

Cuando @ es una matriz de dimensién finita, la serie anterior es convergente y es la
tnica solucion para los dos sistemas de ecuaciones, si es de dimension infinita no podemos
afirmar nada.

Al igual que en el caso discreto, la distribucion estacionaria de la cadena de Markov
a tiempo continuo es de interés y posee propiedades equivalentes en ambos casos. Para
cualquier estado ¢ € E' la probabilidad ; es independiente del tiempo, esto es 7 = wP(t)
para todo ¢, y también de la distribucién inicial 7(0). En el caso que la distribucién inicial
es una distribucién invariante se cumple que 7(t) = 7(0)P(t) = 7(0)

Si existe la distribucién estacionaria para la cadena, al ser independiente del tiempo
se tiene que d’;gt) = 0 y se puede demostrar que si 7 es una distribucién estacionaria y
cumple que m = wP(t) es equivalente a decir que 7Q = 0.

Algunos conceptos y propiedades de los procesos de Markov a tiempo continuo son
similares a los desarrollados para el caso discreto ya que toda cadena de Markov a tiempo
continuo X; tiene asociada una cadena a tiempo discreto que denotamos X,, y que esta de-
finida por X,, = X, donde 7,, con n > 0, es la sucesién de los tiempos de transicion de
la cadena, 79 = 0 y 7,, = 0o si hay menos de n transiciones en (0, 00).
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Algunas caracteristicas de la cadena a tiempo discreto se trasladan a su versién conti-
nua y a partir de una cadena a tiempo discreto puede construirse su versiéon continua en
el tiempo tomando tiempos exponenciales independientes entre salto y salto.

En una cadena de Markov de tiempos discretos un estado i se dice transitorio si,
partiendo de 7, con probabilidad uno el conjunto de tiempos {n > 0: X,, = i} es acotado.
En cambio, se dice que es recurrente si, partiendo de ¢, con probabilidad uno el conjunto
de tiempos {n > 0: X,, = i} es no acotado. Si el tiempo medio de recurrencia es finito, el
estado se dird recurrente positivo, caso contrario se dira recurrente nulo. Ademas si todos
los estados se comunican entre si, la cadena se dice irreducible.

Observacion 1.18

No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov finitas.

Generalizamos estos conceptos a cadenas de tiempo continuo, con la ayuda de la cadena
discreta asociada, de la siguiente manera.

Definicion 1.19 Una cadena de Markov a tiempo continuo X, se dice irreducible si la
cadena X, a tiempo discreto definida como antes es irreducible.

Definicion 1.20 Un estado @ del espacio E se dice recurrente para la cadena de Markov
a tiempo continuo Xy, si es recurrente para la cadena X, a tiempo discreto definida como
antes. Ademds la cadena X; se dice recurrente si todos sus estados son recurrentes.

El siguiente teorema nos da condiciones que nos aseguran cuando esta distribucién
estacionaria existe y es tnica en una cadena de Markov a tiempo continuo.

Teorema 1.21 Si X; es una cadena de Markov homogénea, irreducible y recurrente po-
sitiva entonces existe una unica distribucion invariante y se cumple ademds que

lim P(Xt = .ZL’]‘) = Ty,

t—+4o00

para cualquier distribucion inicial.

También es de interés conocer el comportamiento probabilista de un proceso luego de
una larga evolucién y una herramienta para ello la da el siguiente teorema,

Teorema 1.22 (Teorema Ergddico) St X; es una cadena de Markov homogénea, irredu-
cible y recurrente entonces para toda funcion f : E — R* se cumple que

o1
lim -
t—+oo T

[ 0= B (500 = X 10w,

jEE
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1.3.2. Flujos Markovianos

Sea Y; una Cadena de Markov a tiempo continuo, homogénea, irreducible y con espacio
de estados finito £ = {hy, hg, -+, hy}, con h; € R para todo i y tal que se cumple que
0<hy <hy<---<h,,, definimos Flujo Markoviano modulado por Y; al proceso

t
Xt:/ Yds. (1.24)
0

Dado que Y; es una Cadena de Markov homogénea, irreducible y recurrente positiva
por tener una cantidad finita de estados, sabemos por el Teorema 1.21 que existe una
Unica distribucién invariante m, este resultado nos asegura que tomando como distribucion
inicial la invariante, Y, resulta un proceso estacionario y por lo tanto X; es un proceso de
incrementos estacionarios y tiene sentido calcular su ancho de banda efectivo. Este modelo
es importante ya que es aceptado en la literatura para datos provenientes de fuentes de
voz o de video MPEG, [3].

El proceso X, representa el trabajo acumulado en el intervalo de tiempo [0, ¢] recibido
desde una fuente que envia datos a velocidad Y; y los estados h; de la cadena X; represen-
tan la velocidad con que se acumula trabajo. Dichas velocidades son constantes y cambian
aleatoriamente, por lo cual el proceso X; tiene trayectorias lineales, continuas a tramos y
con pendientes dadas por los estados h;. La cadena Y; se llama cadena modulante.

1.4. Calculo del Ancho de Banda Efectivo para Flujos
Markovianos

En esta seccion mostramos la expresién del ancho de banda efectivo para el modelo de
Flujo Markoviano presentado en la secciéon anterior. Consideremos que los nodos de una
red de transferencia de datos pueden asumir distintos estados y esta situacion se modela
mediante una cadena de Markov homogénea a tiempo continuo Y;, con espacio de estados
finito y distribucién invariante 7 y para cada estado i se conoce la velocidad h;, constante,
con la que la fuente despacha datos.

En el siguiente teorema, que daremos sin demostracién, Keisidis, Walrang y Chang
presentaron en [42] una expresion para el ancho de banda efectivo de un Flujo Markoviano
X definido en (1.24).

Teorema 1.23 Sea {X;}i>0 un flujo markoviano modulado por la cadena de Markov irre-
ducible homogénea Y; definida como antes, con generador infinitesimal QY y espacio de es-

o h Q=
tados 0 < hy < hyg -+ < hy,. Sea H una matriz diagonal con (H;j)1<i j<m = 0 i 7&; ,
m la distribucion invariante de la cadena y 1, un vector columna con todas las entradas
tquales a 1.

Entonces

as,t) = élog {mexp [(Q" + sH)¢] 1}.
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La expresion depende del generador infinitesimal de la cadena modulante Y, de los
estados de la misma y de su distribucién invariante.

Es importante resaltar que Keisidis, Walrang y Chang en la demostracion del teorema
anterior presentada en [42], no utilizan en ningtin momento que la distribucién inicial fuera
la invariante, esta hipdtesis sélo es necesaria para que el proceso X; posea incrementos
estacionarios y por lo tanto tenga sentido calcular el ancho de banda efectivo.

En las fuentes de audio, lo més habitual es que la senal transmitida sea de voz y
para modelarla, se aprovechan las caracteristicas del habla humana, que se presenta a
rafagas (talk spurt) con silencios intercalados entre palabras y entre frases, por eso es
comun que los codificadores de voz incorporen detectores de silencios, durante los cuales
no transmiten informacion.

Dentro de los modelos de Flujo Markoviano, los que méas se aproximan al fenémeno
de talk spurt son los que se basan en una cadena de Markov de dos estados (on y off).

Estos modelos describen una fuente que emite informacién a rafagas, de manera que
en el estado on se generan paquetes de voz y en el estado off hay silencio.

Veamos ahora como calculamos explicitamente el ancho de banda efectivo para dicho
modelo.

Ejemplo 1.24 Procesos On-Off

Supongamos que el proceso de llegada del trabajo de la fuente es un flujo Markoviano
modulado por una cadena de Markov con dos estados 0 (off) y A (on), mientras la cadena
esta en el estado h se produce trabajo a tasa constante h, mientras esta en el estado 0 no
se produce trabajo, y la matriz que da la informacion de las tasas de transferencias es

Supongamos que el generador infinitesimal de la cadena es

A A

donde A se interpreta como la cantidad de transiciones del estado 0 al estado A por unidad
de tiempo y p se interpreta como la cantidad de transiciones al estado 0 por unidad de
tiempo.

La distribucién invariante de la cadena es un vector de probabilidad 7 tal que 7Q = 0,

entonces
(i)
T=——/.
A A+

Tomando como distribucion inicial de la cadena la distribucién invariante, el ancho de
banda efectivo resulta ser

1 I A - A
=] -~ - 1,.
A= Og{<A+M’A+M)GXpK p —/HhS)t] }

33



Para estimar la férmula del ancho de banda efectivo para este modelo dada por el
teorema anterior, es suficiente estimar el generador infinitesimal Q de la cadena modulante
y su distribucién invariante 7, ya que los valores de las velocidades de transmision h; en
cada estado, son deteministicas y conocidas.

Perera et al. en [55], encontraron un estimador para el ancho de banda efectivo usando
este modelo de trafico y también una expresion para su intervalo de confianza.
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Capitulo 2

Una Generalizacion del Modelo de
Flujo Markoviano

2.1. Introduccion

En este capitulo se propone y estudia en detalle un nuevo modelo para describir el
comportamiento de las fuentes. En el modelo de flujo modulado por una cadena de Markov,
el estado de la cadena determina la tasa del flujo. En consecuencia, la tasa continua es
cuantizada a un numero finito de niveles equivalente al ntimero de estados de la cadena
de Markov y los cambios de la velocidad de transferencia dan cuenta de un cambio de
estado.

En un tréafico real de datos, voz o video, la gran cantidad de valores diferentes que se
observan para las tasas se traslada en este modelo en la cantidad de estados que asume
la cadena modulante y por consiguiente aumenta la dimensién de la matriz generador
infinitesimal, haciendo el problema del modelado casi inmanejable.

Esta inconveniencia del modelo nos ha llevado a proponer otro alternativo que hemos
denominado Flujo Markoviano Generalizado con tasas de transferencia aleatorias, donde
los cambios bruscos de la velocidad de transferencia reportan un cambio de estado en la
cadena, pero dentro de un estado se permite que la tasa asuma aleatoriamente cualquier
valor de acuerdo a alguna distribucién de probabilidades.

Este nuevo planteo puede interpretarse de la siguiente manera: el estado de la cadena
indicaria un tipo de actividad en la transferencia como por ejemplo correo, chat, conver-
sacion, video-conferencia, entre otros y para cada estado la tasa se sortea, segiin una ley
de probabilidad, dentro de un rango de valores razonable para ese tipo de actividad.

Una vez definido el modelo, nuestro interés se centré en primer lugar en calcular el
ancho de banda efectivo para el mismo. Obtuvimos una férmula explicita del tipo Kesidis,
Walrand y Chang para el ancho de banda efectivo. Luego, proponemos un estimador
del ancho de banda efectivo a partir de trasa de trafico, demostramos su consistencia y
convergencia débil con el propdsito de obtener un intervalo de confianza.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera, en la Seccién 2.2 se introduce
el modelo de Flujo Markoviano Generalizado, en la Seccién 2.3 se desarrollan férmulas
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de tipo Kesidis, Walrand y Chang para el modelo de Flujo Makoviano Generalizado
propuesto, diferenciando el caso discreto del caso continuo. Para el nuevo modelo, en la
Seccion 2.4 se presentan los conceptos fundamentales sobre los estimadores, paramétricos
y no parameétricos, del ancho de banda efectivo para luego introducir en la Seccién 2.5
un estimador gaussiano del ancho de banda efectivo a partir de traza de trafico. En la
Seccion 2.6 se demuestra su consistencia y por ultimo en la Seccién 2.7 se presenta un
intervalo de confianza para la estimacion del ancho de banda efectivo.

2.2. Flujos Markovianos con tasas de transferencias
aleatorias

El modelo que presentamos en esta seccion es una generalizacion del flujo markoviano.
En este caso la velocidad de transferencia desde una fuente es una variable aleatoria cuyo
rango y distribucion de probabilidades estan determinados por el estado de la cadena
modulante.

Mas precisamente, supondremos que una fuente en una red de datos asume el estado
Z en el instante s, donde Z; es una cadena de Markov a tiempo continuo, homogénea
e irreducible, con espacio de estados I = {1,---,k} y distribucién inicial igual a la
distribucién invariante 7. Sean ademas fi, fa,- - -, fx, k leyes de probabilidad con soportes
disjuntos y conocidos. Cuando la cadena Z, alcanza en el instante s el estado 7, la velocidad
Y, con la cual la fuente transfiere datos, ya no toma un valor fijo para ese estado sino que
se sortea independientemente de la cadena Z;, segin la ley f;, es decir la variable aleatoria
Y| Zs = i se distribuye segtn la ley de probabilidad conocida f; parai=1,--- k.

El proceso Y; toma el valor sorteado todo el tiempo que la cadena Z,; permanece en
ese estado, si la cadena modulante cambla de estado, se sortea de nuevo un valor.

En otras palabras si notamos con 7; U) el instante en que Z, alcanza por j-ésima vez

U) ol instante en que Z, abandona por j-ésima vez el estado 7, con

, resulta que Z; = ¢ durante |:7’-(j ) o)

K3 a2

el estado ¢, y con o

(J) ()

> T; ) correspondiente a la j-ésima visita de Z,

al estado 7 y entonces Y; toma el valor sorteado segin la ley f; para todo s € |:7'Z~(j ), O'i(j )).

Si interpretamos el estado de la cadena modulante como la actividad que realiza un
usuario, la velocidad de transferencia asumen rangos distintos de acuerdo al tipo de acti-
vidad. Por ejemplo, si el usuario envia un correo electrénico utilizard una tasa de trans-
ferencia sensiblemente menor que la que requiere un usuario que interviene en una video-
conferencia, por lo tanto parece razonable suponer que el rango de velocidad Y, ademas
de depender del estado s en que se encuentra la cadena modulante, sea distinto para cada
estado.

Observacion 2.1

El proceso Y, es observable y, dado que los soportes de las distribuciones f; son disjuntos
y conocidos, también resulta observable el proceso Z;.
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El flujo markoviano modulado por la cadena Z, y que representa el trabajo acumulado
en el intervalo [0,¢] recibido desde la fuente que despacha informacién a velocidad Y

resulta nuevamente ;
Xt = / }/S dS.
0

De aqui en mas los resultados que obtendremos estaran referidos a este modelo al que
denominaremos Flujo Markoviano Generalizado.

2.3. Calculo del ancho de banda efectivo para el flujo
Markoviano generalizado

Nuestro primer objetivo es encontrar férmulas del tipo de la obtenida por Kesidis,
Walrand y Chang [42] para calcular el ancho de banda efectivo asociado al modelo de
Flujo Markoviano Generalizado introducido en la seccién anterior.

Vamos a considerar separadamente dos casos, uno discreto y el otro continuo. En el
caso discreto, la distribucién de probabilidades f; de Y, cuando la cadena Z, entra en
el estado 7 estd concentrada en un conjunto finito de valores {hl(l), e ,hl(»Li)}, mientras
que en el caso continuo cada f; es una funcién de densidad con soporte [¢;, ¢;41) C RT
para ¢; < ¢;41. Tanto los conjuntos finitos como los intervalos de soporte son disjuntos y
conocidos para cada estado 1.

2.3.1. Caso discreto

Dada Z; una cadena de Markov irreducible, homogénea, con espacio de estados
K={1,2,--- k} y distribucién invariante m, comenzamos considerando el caso en que
Y, se sortea segun la ley f; concentrada en los valores L£; = {hﬁl), e ,hELi)}, tomando
con probabilidad positiva, uno de estos valores todo el tiempo que la cadena Z, esté en el
estado i. Més precisamente, f;(u) = P(Y; = u/Z = i), con primer momento y; y varianza
o2.

Llamamos £ = {hgj) 1 <i<k, 1<j <L}, al conjunto de los posibles valores
que toma Y; y definimos la matriz diagonal H como una matriz de dimensién k, cuyos
elementos no nulos son los primeros momentos de cada distribucién.

El siguiente teorema proporciona una féormula para el calculo del ancho de banda

efectivo de un proceso con estas caracteristicas.
Teorema 2.2 Sea {X;}i>0 un Flujo Markoviano Generalizado modulado por la cadena de
Markov irreducible homogénea Z; con distribucion invariante ™ y generador infinitesimal

Q%. Sean las variables aleatorias Y; y la matriz diagonal H, de dimension k, definidas
como antes, entonces

as,t) = élog {mexp [(Q7 + sH) t] 1},
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donde 1 es un vector columna con todas las entradas iguales a 1.

Demostracién: Por la definicién de ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria
presentada en (1.1) basta probar que

E (eSXt) = T exp [(@Z + SH) t] 1.

t .1 - . s . .
Como X; = fo Y, ds, escribiendo la integral como limite de sumas de Riemann tenemos
que

t
Dado que |Y;| < maéx hl(-J) < 00, tenemos que | X;| < / |Yilds <t méx hl(»J) < o0,
<i <
11§j 55,- 0
y por lo tanto e*Xt < oo.

Aplicando el teorema de convergencia dominada, [35], resulta

sf—LZY%t
FE (eSXt) =lim F|e r=1 .

n—oo

. stV .
La variable e " % es discreta por lo tanto

n n
st Yr_t sig Uy
n n n
Zr_l = Y e PMi=u Y =)
n n

(ur, - un)€L™

Ele

Como
P(Ye =uy,--,Yim = u,) = Y PYe=ug,r Yo =up/Zo =iy, D =1y).
(i1, in)EKM ’ ’
P(Zizil, 7Ztﬂ:Zn)
= Y PYi=w/Z=iy). o P(Yin = un/Zen = iy).
(i1, ,in)EK™

y Zs es una cadena de Markov homogénea con distribucion invariante 7, tenemos que
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Ve I =
Ele =1 = Z eSnr Z 7"'(io) H P%Z(ij’ ij+1)fij+1(uj+1)
1

(ulv' ’un)eﬁn r= (io,i1,~~~,in)€/C”+1 ‘7:0
n—1
st
— ; HUG L £ ) ey
= E 7(4o) H E en™ fz]-+1<uj+1)P% (25, 4j+1)-
(40,81, ,in)ELCNTL J=0 (u1, ,up)eLm

Cada sumatoria en la ultima expresién representa la funcion generadora de momentos
de la variable con distribucién f;.,, que la notaremos

st sty
¢Z]+l (_) B Z enujﬂfijﬂ(uj-i-l)’
(1, un)EL™

con lo que tenemos que

n
st E Yot _
n n

(0,51, ,in)ELTHL Jj=0

donde at (1,7) = ¢ (St) PZ(i, 7) son los elementos de la matriz A de dimensién k.

El termmo de la derecha se puede expresar como producto de matrlces de la siguiente
manera

Z H as(ij,ijp) = Z 7 (10) (AL )i i

(i07i17"' 7i7L)e’Cn+l : (i07in)E’C2

= Y wlio) Y (AL,
in€K in€K

= 7wAl1l

donde 7 es la distribucién invariante de la cadena Z y 1 es un vector columna con las k
entradas iguales a 1.

A su vez, la matriz A: puede expresarse como el producto de la matriz [Ptz] Cuyos

elementos son (Pf) - = PZ(i,j), y la matriz
n 1,] n
t
bi(2) 0
nlkxk
0 ()
Cada una de estas matrices admite los siguientes desarrollos de Taylor
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n

A 4 t t t
C :CO—F(Ct)t:O'E—I_O(_) :[+SHH+O(_) s

donde [ es la matriz identidad de dimension k. Luego,

[A%]n = [I+ (Q” + sH) .%—FO <3>]n

n

y puesto que

|:[+ (Q7 + sH) % +o (%)}n@exp [(Q7 + sH) ¢]

se tiene que

n
st E Yt
n

e r=1

E =71AT1l — mexp [(Qz—i—sH) t} 1,

n n—oo

lo que concluye el teorema. [

2.3.2. Caso continuo

Consideremos ahora el caso en que la tasa de transferencia Y, es una variable aleatoria
continua con funciéon de densidad de probabilidades f;, todo el tiempo que la cadena Z,
esté en el estado i. Supongamos ademds que tiene soporte [¢;, c;11) C RT, ¢ < ¢i41,
disjuntos y conocidos, primer momento ;, varianza o? y transformada de Laplace ¢;(t).
Recordemos que la cadena Z tiene como espacio de estados el conjunto K = {1,2,--- ,k}y
definimos la matriz diagonal H de dimensién k£ como una matriz cuyos elementos no nulos
SON i1, b2, - , g, los primeros momentos de cada distribucion f;. Un resultado similar
al anterior, para el calculo del ancho de banda efectivo, se obtiene a partir del siguiente
teorema, que si bien tiene algunas similitudes con el Teorema 2.2, las herramientas que
se utilizan en su demotracién son distintas.

Teorema 2.3 Sea {X;}i>0 un Flujo Markoviano Generalizado modulado por la cadena de
Markov irreducible homogénea Z; con distribucion invariante ™ y generador infinitesimal

Q7. Sean las variables aleatorias Y; y la matriz diagonal H, de dimension k, definidas
como antes, entonces

1
a(s,t) = —tlog {mexp [(Q7 + sH) t] 1}, (2.2)
s
donde 1 es un vector columna con todas las entradas iguales a 1.
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Demostracion:
Por la definicién de ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria presentada en
(1.1) basta probar que
E (eSXt) = Texp [(QZ + SH) t} 1.

Dado que X; = fot Y, ds y escribiendo la integral como limite de sumas de Riemann,
tenemos que

t
Puesto que |Y;| < méx ¢;11 < oo, tenemos que | X;| < |Yilds < t méx ¢;11 < o0,
1<i<k 0 1<i<k

y por lo tanto e*Xt < oo.
Aplicando el teorema de convergencia dominada, [35], resulta

. SLY t . s’ 7
Como la variable e * = es continua y ademdas Zs es una Cadena de Markov Homogénea
con distribuciéon invariante m, tenemos que

n

st E Yre
n n

E e r=1

- Z / e =t P(Zi =iy, , Lm :in)fh(ul)dul"'fin(un)dun
(i1, in)ekcn ¥ RE)"

n—1

= Z /(RJr)n H en m(io) H (P%Z(ij, ij+1)fij+1(uj+1)duj+1>
r=1

(G0, sin )T Jj=0

_ 3 7 (i) ﬁ (P%Z@jaijﬂ)/

X +
(io,-<-,in)€l(:"+1 j:O (R )

st
e nu]+1fij+1 (uj+1)duj+1)] .
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Cada integral en la ultima expresion representa la funcién generadora de momento

de la distribucién que la notaremos ¢, (%) = (&+) et fi,(uj)du; y ya que f;, es una
funcién de densidad, tenemos que

n
st E Yre
n n

Ele r=1 = 7(i0) Ha% By 0541)s

+
(0, ,zn)eic"“ (RT) j=0

donde at (ij,741) = @iy, (s) PZ(i],iHl) son los elementos de la matriz cuadrada A: .

El termmo de la derecha se puede expresar como producto de matrices de la s1gu1ente
manera

Z /(R+)H - (47, 441) = Z 7 (io) (A%L)io,in

(io,--- ,ln)GK:"H'l

(io,in)GKZ

= > (i) Z(A%)io,in
i€ in€IC

= 7w A%1,

donde 7 es la distribucién invariante de la cadena Z y 1 es un vector columna con las k
entradas iguales a 1.

A su vez, la matriz A: puede expresarse como el producto de la matriz [PZ

L] cuyos
elementos son (Pf) = PZ(i,j), y la matriz
n/ qj n

bulE) 0
{C t } = : T :
nlkxk
I
Cada una de estas matrices admiten los siguientes desarrollos de Taylor

t t t t
P?Z = pPZ 4+ (P?Y_ .= ~ ) =1 Z -
x 0+(t)t0n+0(n) +Q n+0 o)

t t t t
C%:C’o—i—(Ct)t 0- +0<n> :I+SH.E+0(—),

n

donde [ es la matriz identidad de dimensién k, y la matriz H contiene en su diagonal las
derivadas ¢;(0) = j;. Luego,

4] = [I+ (Q7 + sH) .%—Fo (f)r

n
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y puesto que

se tiene que

Ele r=1 " :WAgl—Mrexp[(QZ—i—sH)ﬂl,

n n—oo

lo que concluye el teorema. [

En las tdltimas dos secciones se han obtenido férmulas similares a la obtenida por
Kesidis, Walrand y Chang para calcular el ancho de banda efectivo del modelo de Flujo
Markoviano Generalizado con tasas de transferencias aleatorias, discretas o continuas.

De forma andloga al caso del flujo markoviano clésico, las féormulas dependen del
generador infinitesimal de la cadena modulante, de su distribucién invariante y de una
matriz que contiene la informacién de las tasas de transferencia.

En el caso del Flujo Markoviano clésico la informacién que contendré la matriz seran
los valores de las tasas de transferencia, ya que esos valores son fijos y conocidos, mientras
que para el caso del nuevo modelo, el Flujo Markoviano Generalizado, donde las tasas de
transferencias son aleatorias, la informacion que nos dara la matriz serd la tasa media de
transferencia con la que se despacha en cada estado.

Los resultados obtenidos en esta seccién fueron publicados en [49].

2.4. Estimacion del ancho de banda efectivo

En cuanto a la estimacién del ancho de banda efectivo hay dos enfoques, el paramétrico
y el no paramétrico. En el enfoque paramétrico se asume un modelo para el trafico de
la fuente y a partir de las trazas se estima un conjunto de pardmetros de dicho modelo
que intervienen en la expresién del ancho de banda efectivo, mientras que en el enfoque
no paramétrico no se asume un modelo especifico del trafico y se procura construir un
estimador del ancho de banda efectivo calculando el valor esperado que aparece en la
funcion generatriz de momentos a través de promedios temporales en la traza.

Este ultimo enfoque si bien es més general, tiene por desventaja que al no asumir un
modelo de trafico, no se tendra una expresién analitica del mismo que pueda ser usada
para calculos posteriores, ademés de ser dificil encontrar un teorema central del limite
que permita construir un intervalo de confianza del estimador lo cual es posible en el caso
paramétrico. Trataremos primero el caso no paramétrico y luego el paramétrico.

2.4.1. Estimadores no paramétricos

Estimar el ancho de banda efectivo cuando no se asume un modelos de tréafico requiere
de un estimador puntual que se pueda calcular sobre cualquier traza a analizar. El méas
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comunmente utilizado es el estimador, originariamente propuesto por Amir Dembo en
[28] y aplicado en los trabajos de Courcoubetis y Rabinovich [25, 64].

Para su implementacién primero se divide la traza en bloques de largo t para la cual
la suma sobre los bloques

5= S el 0<k<[T/1) (2.3)

i=(k—1)t

donde z(i) es la cantidad de trabajo que arriba por intervalo de tiempo, son aproxima-
damente independientes e idénticamente distribuidas. El ancho de banda efectivo puede
estimarse entonces usando el promedio temporal

. T
(s,1) = —1 _— sXi | 2.4
ool ) = 108 | 3 e (2.4)

Es claro en este caso que se tendra una buena estimacién cuando los valores de ¢
verifiquen que t < T'. Es decir, cuando el niimero de muestras del proceso de incrementos
dentro de las traza sea suficientemente grande.

2.4.2. Estimadores paramétricos

El estimador paramétrico del ancho de banda efectivo mas simple asume que las fuentes
siguen una distribucién de Poisson y estima el parametro A de dicha distribucion a partir
de la media temporal de la traza. Si bien este modelo tiene la virtud de la simplicidad,
es de poca utilidad préactica ya que en general el trafico no corresponde a un proceso
poissoniano.

Los casos paramétricos de mayor interés son los llamados modelos de trafico markovia-
nos, tanto para tazas de transferencias fijas como aleatorias, presentados en las secciones
precedentes.

Recordemos que en ambos casos el proceso es gobernado por una cadena de Markov
de tiempo continuo, en estos modelos de trafico se supone que en cada estado de la cadena
la fuente transmite a una velocidad (bit/s) fija y conocida, para el modelo tradicional, o
aleatoria, para el modelo que presentamos en la Seccion 2.2. Cuando la cadena cambia
de un estado a otro, cambia la velocidad de transmicion de la fuente.

Para el caso de Flujo Markoviano se presenta en [55] un estimador consistente, para el
Flujo Markoviano Generalizado, el ancho de banda efectivo fue presentado en la Seccién
2.3 y en la proxima seccion se presenta un estimador a partir de las trayectorias o trazas
de trafico.

Al tratar de aplicar estos estimadores en la practica sobre trazas de trafico reales,
surgen una serie de preguntas como jcuales son los estados? jcomo determinar a que
estado pertenece cada punto de la traza?” Y sobre todo, para el caso de tazas aleatorias,
,cémo manejar el hecho que no se sabe en que estado se encuentra la cadena modulante,
si sOlo se ve el valor de la taza de despacho?
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Nosotros proponemos un modelo donde en cada estado de la cadena modulante, al
sortear la taza de despacho se hace de conjuntos disjuntos y conocidos. Es decir, las
distribuciones que se puede elegir en un estado determinado de la cadena modulante, no
se puede elegir cuando la cadena modulante cambia de estado.

Veamos el estimador que presentamos y cuales son sus propiedades.

2.5. Estimacién asintéticamente gaussiana para (s, t)

En esta seccion presentamos un estimador consistente del ancho de banda efectivo,
dado por la ecuacion (2.2), a partir de trayectorias de trafico. Este estimador deberd con-
tener por una parte un estimador del generador infinitesimal @Q, de la cadena modulante
y por otro lado un estimador de las tasas medias de despacho que son los elementos de la
diagonal de la matriz H.

A partir del siguiente teorema, cuya demostracién se puede ver en [45], se obtiene una
estimacién gaussiana asintotica de los elementos de Q en funciéon de las trayectorias o
trazas de trafico.

Teorema 2.4 (Lebedev-Lukashuk) Sea (Xi)ier+ una cadena de Markov homegénea irre-

ducible con espacio de estados finito S = {1,--- , k} y generador infinitesimal Q = (q;; )i j=1,...,

desconocido y sea D = {(i,j) € S x S/q;; > 0}.
El estimador de mdzima verosimilitud de g;;, dado por

Qz] (x) T(Z,n:L‘) ) ( ° )
donde ~y(i,7,h) =nimero de transiciones de la cadena de i a j en el intervalo [0, h]
y 7(i,h) = tiempo que permanecid la cadena en el estado i durante el intervalo [0, h],
cumple que

1 1m0 \qg”) (u) — ;5] =0 c.s.

2. <\/nu(qi(?) (u) — ql-j)> — < Wi (u)) como proceso estocdstico en

(¢,7)eD n—o0 (4,7)€D
u € [0,1], donde W = {W;;} i j)ep denota un proceso de Wiener standard.

Corolario 2.5 Siu =1 se tiene que la sucesion de variables aleatorias (qgl))(i,j)ep cumple
que
Vi (af) —as) = N(0.9),

eD n—oo

Q1
(1)
donde X = el T C € Mk(kfl)xk(k,l).
dk(k—1)
(k)
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Veamos ahora como encontrar, también a partir de las trayectorias de trafico, un
estadistico que nos permita estimar la tasa media de despacho u; en cada estado de la
cadena modulante.

Notaremos con Y;(T) la r-ésima velocidad observada que corresponde al rango de Y;
cuando la cadena modulante esta en el estado i. Recordemos que como los rangos son
disjuntos y conocidos, el estado ¢ queda inequivocamente individualizado a partir de la
observacion yi(r).

El valor que puede asumir la variable aleatoria Yi(r) sera alguno de los elementos del
conjunto £; = {hgl)7 RN hELi)} en los cuales se concentra la funciéon de probabilidad en el
caso discreto, o pertenecera al conjunto [¢;, ¢;41] que es el soporte de la funcién de densidad
fi en el caso continuo, ademds F (Y;(r)) = l; y V(Yi(r)) = 0; puesto que la cadena esta en
el estado 1.

Sea N;(n) la cantidad de veces que la cadena modulante Z; entré en el estado i en el
intervalo [0, n).

Proponemos entonces como estimador de u; a

W = Zivzgn) Yim (2.6)
1 Nl(n) )

que representa el promedio de los valores de las velocidades de despacho en el intervalo

[0, n].

Observemos que el nimero de términos sumados es una cantidad aleatoria N;(n) que
claramente aumenta cuando la longitud del intervalo observado n, aumenta. Como nuestra
cadena modulante es finita, irreducible y aperiédica, todos los estados son recurrentes
positivos y notamos con 1/)\; al tiempo medio de recurrencia de la cadena al estado i.
Entonces en el intervalo [0,n], de longitud n, el proceso hard en promedio n/(1/)\;), o
equivalentemente n\; visitas al estado 7, por lo tanto cuando n crece el niimero de visitas
al estado ¢ satisface la siguiente relacion

Nin) 5N (2.7)
n

Analicemos que propiedades tiene el estadistico propuesto. En primer lugar veamos
que es un estimador insesgado de la tasa media de despacho, para ello calculemos su valor
esperado
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Bu™) = B (B(”/Nin))

SNy
o[ (BE )

5w B (V9 /Ni(m))
N;(n)
— B (u/Ni(n)
= K (2.8)

Calculemos ahora la varianza de este estimador, para ello calculemos el segundo mo-
mento

E((u")?) = E(E ")/ Ni(m) )

N@)meyﬁyw

] ( S (W%"”/MWD

= K

_ 2.
NZ(n) (29)
Como }
E(Kwﬁf”ﬂWOw)=(0?+u%&a+u%1—5m% (2.10)
con
s 1 sik=]
MU0 sik#£g

reemplazando en (2.9) tenemos que

SN s B (VO N (n)
N;gn) )} _ E(Nj(n) (u3N3<n>+03Ni<n>))

y por lo tanto

V(") = o?F (Nim) , (211)

que debido a (2.7) podemos decir que V(u{™) ~



Observacion 2.6

(n)

La propiedades demostradas aseguran que p; © es un estimador consistente de la tasa

media de despacho p;.

Una cadena irreductible y recurrente positiva tiene una distribucién tnica que, a me-
nos que el conjunto de estados consista en un unico estado necesariamente absorbente,
estd dada por

T = & (2.12)

4qi
Esta es una formula intuitivamente razonable ya que, como vimos, para un intervalo
de tiempo grande [0, n], la cadena realiza aproximadamente n); visitas al estado i y el
tiempo promedio que pasa por visita en dicho estado es 1/¢;. Por lo tanto el tiempo total
empleado en el estado i durante el intervalo de tiempo debe ser n)\;/q; y la proporcién de

tiempo dedicado en el estado ¢ debe ser aproximadamente \;/g;.

Nos restaria ahora ver cual es la distribuciéon asintética del estadistico, para ello pre-
sentamos el siguiente teorema

Teorema 2.7 Sea X; un Flujo Markoviano Generalizado, Y(T) los valores aleatorios que
asume Y cuando la cadena modulante Z estd en el estado i y ju; (n) definido como en (2.6),

entonces

\F(ME”) Mi) YN (0,0—1‘2> . (2.13)

Para demostrarlo utilizaremos el siguiente teorema, cuya demostracién se puede en-
contrar en [13]. Observemos que si X,, e Y, son sucesiones de variables aleatorias que
tienen dominio comun, tiene sentido hablar de la distancia p(X,,,Y,,). Si el espacio donde
cada una toma valores es separable, entonces p(X,,,Y,,) es una variable aleatoria y también
tiene sentido hablar de su convergencia en probabilidad.

Teorema 2.8 51 X, 20X y p(Xn, Ya) 7, 0, entonces Y, 2. X,

Aplicaremos este teorema para encontrar la distribucién del estadistico que propone-
mos, viendo que se aproxima a otro cuya distribucién es conocida.
Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 2.7,

Demostracion del Teorema 2.7:
Sabemos por (2.8) que ,uf ™) es un estimador insesgado.

Dadas las variables Y;( ), aplicando un Teorema Central del Limite clasico, [35], pode-

DI A
Ain

[A"]Y(T) 2
Nl 2= RO BN A
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ZNi(") Yi(T) Z[)‘ inl Y<7‘>

r=1 A

N;i(n) Ain

tendriamos la distribucién asintética de MZ(-”). Para ello basta con probar la convergencia

en media cuadratica, que implica la convergencia en probabilidad buscada, es decir basta
Nilm y() il Y(r))

. P . .
Si probamos entonces que — 0, aplicando el teorema anterior

— 0.

n—oo

probar que E (Z N yye

En efecto,

N;(n r Ain r 2 N;(n r N;(n r N;(n T Ain r
E(zr_ﬁ)yi”_zLM”)ZE(zT_M”_ZT_S’Y,-” DD GD AP W W”)

_|_

N;(n) Ain N;(n) Ain Ain Ain
(S s y )\ ORI > b ol
N;(n) Ain Ain

Ni(n)

2
1 ZN i(n) Y(T Z[/\_m] y.()
=2|1F Y(T) E r=1 "1

Aplicando esperanza condicional para calcular la esperanza en el primer término de la
expresion anterior se tiene que

2

Ni(n) 2 Ni(n) Ni(n)
1 1 1
Y(” - E (YY) N, (n
(2.14)
Reemplazando (2.10) en (2.14) tenemos que
1 2 Ni(n) N;(n) X ) ()\n _ N(n>)2
E E(Y( Y9 N, (n)) |= L 02N, (n) + p2N?
(57~ ) > 3 B (K w) |= G (ot + o)

que tiende a cero cuando n — oo.
Veamos ahora el segundo término

N;(n T Ain r 2 max (Ni(n),[Ain]) y-(r)
I R » e ik W D o¥es i
Ain Ain ’

(2.15)

calculando nuevamente su esperanza mediante la esperanza condicional, obtenemos
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E ) =
)\m

méx (N;(n),[\in]) 1-(r) \ 2 max (N;(n),[\in]) 1)\ 2
2 nin (Ny(n) ) Vi 5 E(Zrnfnuvi(n),umnyi > /Ni(n)
)\Z‘TL ’

méx (N;(n),[Ain]) méx (N;(n),[Ain]) (k)x ()
2 o (N (), [)\m § 2 min (Ni(n), [)\m}) E <Yz’ v/ /Ni(n)>

= F

2,2
Ain

y aplicando el resultado mostrado en (2.10) tenemos que

o7 (méx (N;(n), [\in]) — min (N;(n), [\in])) + pZ(méx (N;(n), [\in]) — min (N;(n), [\in]))?
A2n? '

(2.16)
Ademads, como

max (N;(n), [\in]) — min (N;(n), [\in]) = | Ni(n) — [\in]], (2.17)

la ecuacién (2.16) se convierte en

[Ni() = Aanl] L, (Nifw) = an))® 1, [Ni(m) — [ 2+<1_M)2 )

2,2 7 2,2 [ 2.9 i ] 39
Ain Arn Ain A

con lo que se puede observar que ambos términos tienden a 0 cuando n — oo, y queda
asi demostrado el teorema. [

Aplicando un razonamiento analogo podremos encontrar la distribucién asintoética de

9 ZN i(n) (Y(’V‘))2 ZN i(n) Y(’V‘) . . .
o; = D) y demostrar que serd entonces un estimador consistente

i N;(n)

de la varianza o?.

Proposicién 2.5.1 El estimador 62 =

Ni(n) Y(T) 2 Ni(n) Y(T)
ZT&Z((n; ) — (ZTij)’ > y la varianza

Z[/\ n] v(7)
r=1 "¢ tienen la misma distribucion asintdtica.

Sl
Ain

muestral S? = 3
N

Demostracion:

Basta con probar la convergencia en media cuadratica, que implica la convergencia
buscada, es decir basta probar que

E ZT{\;(ln) (Y;(T))z (Zi\fz(ln) YZ.(’”) ) ? Z[A in (y(r)) <Z[/\ mn Y(r))

Ni(n) Ni(n) Aim Ain

n—o0
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En efecto

SNy 2 Ny 0\ g2 (5 )
E r= 7 _ rT= 7 _ rT= 7 _ rT= 1 21
se puede acotar por
ZN i(n) (Y(r)) ZP\ n]( (T)) ZNi(ln) y.() ZP\ in] Y(T)
2 |E E ==
N;(n) Ain * N;(n) Ain
(2.19)

Trabajamos con cada uno de los términos para acotarlos, en el caso del primer término
de (2.19) tenemos que

i(n T in T 2
(X sl Oy

I W A0 D DA Sl A

i(n r in T 2
L0 >>2>

N;(n) il

Nin r Nin T 2
-y E(zuﬁwf DD SR >>2)

T in T 2-
+E(z“ AP WA >>2>

Ain \in
1 1 2 [ Ni(n) ) 2
= 2|E — VAL
(Nz'(n) Az‘”) ;( )

1 max (N;(n),[Ain]) ?

e X GO 2
J r=min (N; (n),[\;n])

Calculando la esperanza mediante esperanza condicional, y teniendo en cuenta las
relaciones (2.10) y (2.17), el primer término en (2.20) se puede expresar como
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y el segundo término de (2.20) se puede expresar como

1 max (N;(n),[Ain]) 2 max (N;(n),[Ain]) méx (N;(n),[Ain])

SEED DN A0 ERCl B S S BN N m)

: \n4
v r=min (N;(n),[A;n]) v j=min (N;(n),[A\in]) k=min (N;(n),[A;n])

1
- Ain#

HEE))? [Ni(n) = Danl (INi(m) = an]| = 1))

- (1 - NA(:;‘)) (E((Yf”)“)ﬁ
(155 st 7)

ambos tiende a 0 cuando n — 0o ya que la variable tiene momentos finitos.
Por otro lado, el segundo término de (2.19) se puede escribir y acotar de la siguiente
manera

(B2 1Ni(n) = [an]
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Ni(n) NE( ) Apn?

Ni(n) - (r N(n) N(n) Gy (k)
5 (ZT:PYZ-” :E<Z S v,

Z [Ain z[/\m] Y(j)Y(k)>

2 Ain r 2
(A
/\Z"I”L

Ni(n) §~Ni(n) Y(j)y(k)
<9 E(ZJ:l Zk:l i i _

N;(n N;(n j k 2
} :j (1 ) } : (1 ) ]fi(])y;( )

2,2
Ain

E(zj\/_z(ln) Zg;(F) Yi(j)Y;(k) ZP\ in ZP\ in Y(J)y(k))
+

A2n? A2n?
1 LV SR oy 2
-2 12| () % 2
j=1 k=1
| ). ) mdx (i) [nl) ?
8 s 3 S yoy®

j=min (N;(n),I\;n]) k=min (N; (n),[\;n])
(2.21)

Calculando la esperanza mediante esperanza condicional el primer término en (2.21)
se puede expresar como
2
n))

N2\’ [ 1
P 0-5%) (s

N;i(n) Ni(n) Ni(n) Ni(n)

E (YOr Oy Ovm inm)) |

j=1 k=1 I=1 m=1
(2.22)
donde los términos cumplen con la relacién
E((Yi(j))‘* sij=k=1l=m
. E(YI®)EY,Y) sij=k=Il=m
E (YOr Wy Ov i) ) = . (2:23)

E((92)E((VP2) sij=1#k=m

si jEk#L#m

\ B (Yim)“

y ninguno aparece mas de N?(n) veces, por lo tanto (2.22) tiende a 0 cuando n — oo.
El segundo término en (2.21) se puede expresar como

max (N;(n),[Ain])  méx (N;(n),[An])  méx (N;(n),[Ain])

Plam 2 )3 >

j=min (N;(n),I\;n]) k=min (N;(n),[A\;n]) I=min (N;(n),[\;n]) m=min (N;(n),[\;n])

max (N;(n),[Ain])
E (Y“’Y(’“)Y“)Y‘m) /Nz-<n>)

(2.24)
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Realizando un andlisis similar al del término anterior, como ningin término de (2.24)
aparece mas de (N;(n) — A\mn)? veces, la expresién tiende a 0 cuando n — oo, lo que
concluye la demostracion. [

Como lo que ocurre en cada estado de la cadena Z es independiente, podemos hallar la

distribucion conjunta del vector T,, = (uﬁn), ué"), e au,(cn)) que serd Normal multivariada
con vector de media (puq, p2, -+ - , i) y matriz de covarianza
o
* 0
0 2 ... 0
Sr=| 2 - (2.25)
0 0 =
. o

A partir de los estimadores de méxima verosimilitud de g;; y de los estimadores para
p; introducidos en (2.6), cuyas propiedades se muestran en los Teoremas 2.4 y 2.7,
vamos a construir un estimador consistente de a(s, t).

Definimos el vector A = (g;)1<izj<k, € R¥*~1 vector de los elementos no diagonales
de la matriz Q y el vector T = (11;)1<i<k € R¥, vector de los elementos no diagonales de
la matriz H.

También definimos algunas funciones que nos ayudaran a reconstruir las matrices a
partir de los vectores antes presentados, ellas son Q : RE¢=D — M, tal que Q(A) = Q,
donde Q = (Qij>1§i7jfk es tal que

ij sii#j
j=k
- S 2.26
@ Z Qi = —Qii S11=] ( )
j=1j#i

que reconstruye Q a partir de los elementos no diagonales, ya que la cadena es conservativa,
v H : RF — My tal que H(T) = H, donde H = (Hij)1<ij<k es tal que

i sii=j
Hi]-—{ 0 siitj (2.27)
que reconstruye la matriz H.

Vamos a presentar otra funcién que también nos permite reconstruir una matriz, que
llamaremos Q y que nos proporciona la misma informacion que la matriz QQ, pero con
algunas propiedades que la hacen mas ventajosa. Sea Q : RFF=D — M, tal que
Q(A) = Q, donde Q = (Qyj)1<ij<k ¥ sus elementos son de la forma

A qij Sij<]€
QZJ_{ 1 Sij:k : (228)

Tanto Q, A como Q contienen exactamente la misma informacién y una de las ventajas
que tiene Q sobre Q es que es inversible. Ademas, el hecho que la informacién que da Q
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es la misma que da A nos permite pensar cualquier parametro que dependa de Q como
funcion de A.

En efecto, si 7 es la distribucién invariante se tiene que 7TQ =0 y < m,1 >=1, esta
informacién se puede resumir en la ecuacion 7Q = ey, es decir que w depende de QQ y por
lo tanto consideramos 7 = w(A).

Por 1ltimo presentamos ahora otras funciones que nos permitiran escribir al ancho de
banda efectivo encontrado en (2.2), mediante su composicién. En efecto, definiendo

B:RFED S RE s My tal que B(A, T) = exp[(Q(A) + H(T)s) 1], (2.29)
g :RFED S RF 5 R tal que g(A, T) = 7(A)B(A, 1)1, (2.30)
¥ RFE-D S RF 5 R tal que W(A,Y) = élog (g(A, Y1), (2.31)

resulta que
a(s,t) = V(A T). (2.32)

Estamos ahora en condiciones de presentar el siguiente teorema que nos da una es-
timacién asintéticamente gaussiana de «(s,t), uno de los objetivos principales de este
capitulo.

Teorema 2.9 Sea X; un Flujo Markoviano Generalizado, se considera para s y t fijos,
a(s,t) definido como en (2.2), W como en (2.51), qi(;-b) como en (2.5)y ,ul(»n) como en (2.6).
Entonces definiendo

A, = < .@) 2.33
i) 1<ciniar’ (2.33)
T, = (Mgn))lgigka (2.34)
)

a™(s,t) = U(A,, T,), (2.35)

resulta que
Vv (@ (s, 1) — a(s,t)) = N(0,0?), (2.36)

n—oo
cono? = VU (A, T)X'VU(A,T), donde la matriz de covarianza ' es la matriz por bloques
Y = { % Zg) , 2 es la matriz de covarianza que se deduce en el Corolario 2.5 y Yy
T

es la matriz de covarianza definida en (2.25).
Mds precisamente se tiene que

2 = 1 i [ Om(A) - ’
7= (Stﬂ'(/\)B(A7 T)]_)2 Z 7T<1) ( an'j B(A> T)]- + 7T(A> Z Z A(A, T)]_)

(i,j)€D 1=0 =0




donde
A(A, T) = ’; (Q(A) + H(T)s) VI (Q(A) + H()s) ", (2.37)

siendo V9 € Myxx(R) tal que

1 sii=lyj=m#i

(v9), =4 -1 sil=i=m :
0 en otro caso
Y Ll
A*(A,T) = tl—f ((QUA) +H(T)s) U (Q(A) +H(1)s)" ") (2.38)

con U' € Myxi(R) y tal que
5 1 sil=m=1
@), = {

0 en otro caso
Para la demostracién de este teorema necesitaremos algunos resultados previos.

Teorema 2.10 (Representacion de Skorohod) Sean (X,), N una sucesion de variables
aleatorias reales tales que X, tiene funcion de distribucion F,. Sea (a”)nelN UNaQ SUCESIOn

creciente de numeros reales positivos, tales que a,, — +00. Sean i € IR y X una variable
n—-+00

aleatoria real con funcion de distribucion F', continua tal que

Qn (Xn — j) njoo X,
entonces existen X: y X* variables aleatorias tales que X tiene funcion de distribucion
F,, X* tiene funcion de distribucion F vy
0 (X =) =% X
n—+oo
Demostracion:

Sea U una variable aleatoria con distribucién Uniforme en el intervalo [0, 1], definimos
entonces X* = F1(U), donde F;! es la inversa generalizada de la funcién F,, es decir
F71(t) = inf{s : F,(s) > t}. Asi definida X es una variable aleatoria con funcién de
distribucién F,,. Andlogamente se define X* = F~1(U), con F~! inversa generalizada de
a funcion F', y asi X* es una variable aleatoria con funcién de distribucién F'.

Por la convergencia débil que se tiene por hipdtesis, si llamamos Y, = a, (X, — p) y
Fy, (s) su funcién de distribucion, se cumple que

Fy,(s) — F(s),

n—-+00

para todo s ya que F' es continua.
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Ademas la convergencia es uniforme, es decir

Fy, — F .
s By, = F(s)| = 0

Llamando sup, [ [Fy, — F(s)| = C,, tenemos que para todo s se cumple
F(s)—C, < Fy,(s) < F(s)+ C,.

Por otro lado tenemos que

Fy,(s) = Plan(Xn — i) < s) = P (Xn §u+i) - F, (u+ i) .

Consideremos ahora t € [0, 1], se cumple que

{S:F(s)—ant}Q{s:Fn<u+i) zt}g{s:F(s)Jrant},

Qn

y por lo tanto,

{s:F(s)>t+C,} C {S:Fn <u+8> 2t}g{s:F(s)zt—Cn}.

an

Entonces

{u+i:F(8)2t+On}Q{ern(S)Zt}Q{u+i:F(8)Zt—Cn}v

n n

y tomando infimo sobre s, resulta que

inf{u+i:F(s)2t+Cn}Zl'nf{s:Fn(s)2t}21’nf{u+i:F(s)2t—C’n},
s s a

S n n

es decir . .
p+—FYt+C)>F ') > pu+—F(t—C,),
Qn Qn
y también,
FHt+Cn) > an (F () —p) > FH(t—Cy).

n

Sabemos que F' es continua y creciente, que t + C,, | t y que t — C,, T t, entonces
FYt+C,) L FY(t)y F7Y(t — C,) t F~L(t), por lo tanto

an (FyH(t) —p) — F7H(1),

n n——+00

salvo que F sea constante en un intervalo de la forma (F~*(¢), F~1(t) 4+ d;) con &; > 0.
Consideremos el conjunto C = {t : F es constante en (F'~(t), F~'(t) + &;)}, sabemos
que sit,t' € Cyt=#1t, entonces

(F7H (), F71 () +0,) N (FH(), FH(t) + 6v) =0,
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va que caso contrario, deberfa existivr T € (F~(¢), F~(t) + 6,) N (F~1(t"), F~1(t') + oy)
y por lo tanto
t=F(F(t)=F(FYT)=FF({) =t
lo que nos conduce al absurdo.
El conjunto C es uniéon numerable de conjuntos disjuntos formados por un tnico ele-

mento, por lo tanto es numerable, con lo cual P(U € C) = 0. Entonces, probamos que
para todo t € C¢ se cumple

an(F, () —p) — F(1),

n—+o0o

es decir P ({t can (F7HE) —p) — Fl(t)}) = 1, lo que significa que

n
n—-+o0o

an (X:; _:u) i X*a

n—+oo

y esto concluye la demostracion del teorema. [

Lema 2.11 Sea (Z,)nen una sucesion de variables aleatorias en RY, d > 1, (an)nen una
sucesion de nimeros positivos tal que a, — oo y Z € R? tal que
an (Zn — Z) — N(0,%),
n—oo
con Y matriz de covarianza. Sea G : R — R diferenciable en un entorno de Z, entonces
se tiene que

an (G(Z,) — G(Z)) = N(0,VG(Z)EVG(Z2)).

n—oo

Demostracién:
Por el teorema anterior sabemos que existe (Z;;), .y una sucesion de variables aleato-
rias tal que Z; tiene la misma distribucién que Z,, y cumple que

an (75— 7) =2 7%, (2.39)

n—oo

donde Z* tiene distribucién N (0, ¥).
Sea G : R — R diferenciable en un entorno de Z, aplicando desarrollo de Taylor se
tiene que

a, (G(Zy) = G(2)) = a,NG(Z2)(Z}, = Z) + a, (2, = Z)' Hey (Zyy = 7),
con & entre Z* y Z. Por (2.39), resulta que

a ,NG(Z)(Z: — 7Z) =VG(2)a (2} — Z) <5 VG(Z)Z*,

n—oo

ademas

1
an(Z, = 2) He (2, — Z) = —lan(Z; = 2)'He;an(Z5 = 2),
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donde
[an,(Z} — Z)]tHg;ian(Z; —7) Bl (Z*)tHZZ*.

n—oo

Como L — 0, se tiene que a, (Z} — Z)' He: (Z — Z) =% 0, y por lo tanto
n—o0

n n—oo

an (G(Zy) — G(2)) == VG(2)Z*.
n—oo
Dado que Z* ~ N(0,3), se cumple que VG(Z)Z* ~ N(0,VG(Z)EVG(Z)') y resulta
que

a, (G(Z) — G(Z)) % N(0,VG(Z)EVG(2)Y).

n—o0

Para concluir con la demostracién del teorema sélo basta recordar que Z tiene la
misma distribucién que Z,, con lo que se obtiene que

an (G(Z,) — G(Z)) — N(0,VG(Z2)EVG(Z)"). (2.40)

n—o0

O

Lema 2.12 Considerando W como en (2.81), g como en (2.80) y B como en (2.29), se
tiene que

1 a\I/(A, T) _ 1 89(/\, T)
' 0q;; stg(A,Y)  Dgi;
p OV(A,T) 1 dg(A, )
o stg(AY) o
oo I-1
) i — =

0
1 sii=lyj=m#i
con (V9), =4 —1 sil=i=m

0 en otro caso

dg(A,T)

Ot = 7(A) (Z z_: L (Q(A) +H(T)s)" U (Q(A) + /H(T)S)l_r_1> 1, con

o
1=0 r=0
1 stl=m=1

(U)m = { 0 en otro caso

Demostracion:
Definimos W(A, T) = £log (g(A, T)), entonces ficilmente se puede ver que se cumple

OU(A,Y) 1 9g(A,T)

a% st g(A, T) aq@'j 7
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OV(A,T) 1 dg(A,T)
Opi stg(A,T) O
con lo que queda demostrado 1 y 2.
Por definicion

g(A,T) = m(A)B(A, T)1, (2.41)

derivando (2.41) respecto del ¢;; tenemos

99WNT) 07N px 1)1 4 m(A)

A(B(A, 1)1)
3%‘]‘ 8%‘ '

8%3‘

(2.42)

Si notamos B(A, T) = (b;;)1<ij<k, se tiene entonces que B(A, 1)1 = (Z?Zl bij)i<i<k,
y por lo tanto

dqi; 94; C 9q;; 3%

7

entonces (2.42) se convierte en

ag((agi,j 1 _ 8;;53) (B(A, T)1) + w(A)%UT) | (2.43)
Por otro lado, usando que D(exp(A i Z A'B Al - T, al aplicar el operador
diferencial resulta que o
P D)

— D (expl(Q(A) + H(T)s)]) D(Q(A) + H(T)s) t)(exy)

_ 9Q(A)

= Dewlem)+ 1) (T )

_ e 1 r 8Q<A> I—1—r

= 33 gl +urs i (FEH ) e + wmsa

-3y ;—![(Q(A) FHD)) VI[QA) + H(D)s) (717, (2.44)

1 sii=lyj=m#i

con Vil = a(ij) (Vi) =4 —1 sil=i1=m :

0 en otro caso
y 3 se obtiene sustituyendo (2.44) en (2.43).
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Derivando ahora (2.41) respecto del y; tenemos que

Jg(A,Y) I(B(A,T)) 1

= 7(A
O () Opi

(2.45)

Aplicando nuevamente el operador diferencial resulta que

o~ D)

= D (exp[(Q(A) +H(T)s) t]) D((QA) +H(T)s) t)(ei;)

— D (expl(Q(A) + H(T)s) 1)) (835?)) st

= 3 gl + 9 () siorm) + Hrs)

=0 r=0 Hi

= 33 L) + MO Q) + KT T, (240

[ OHO) | ; {1 sil=1=m g
con U' = 5=, cuyos elementos son de la forma (U")y, = 0 on otro caso Y Sustitu

yendo (2.46) en (2.45) se obtiene 4. [
Observacion 2.13

Del Lema anterior se tiene que VW (A, T) = (V,, Vy)U (A, T) = (%, %ﬁ_’m) e R".
ij i

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema que se propone en esta tesis.

Demostracion del Teorema 2.9 :
Por el Corolario 2.5 \/n (qi(;L) — qij) 5 N (0,%), donde E:%Hkx(k—l) y por la de-
n—o0

finicién de A,,, se tiene que

Vi (A, —A) % N(0,%). (2.47)

n—oo

Por otro lado, por el Teorema 2.7 sabemos que

Vi (T, —7T) =5 N(0,2y). (2.48)

n—oo

Aplicando entonces el Lema 2.11, con G = ¥(A, T), se obtiene que
Vn (a(")(s,t) — a(s,t)) — N(0,07), (2.49)
n—oo

con

o2 = VU(A, T)S'VI(A, T),
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¥ 0
/I
vy = { 0 Iy }
Veamos ahora que expresién tendra o2, Por la Observacién (2.13) tenemos que

8\IJ(A T>2 d11 8\11(/\ T>2 q1(k-1)
VU(A, 1) V(A T) = ’ ey )
A 0 I m(1) Oqik-1) (1)
OU(A, 1) g O (A, )2 Qe(k—1)
Oqr1 W(k) aQk(k—m W(k)
OU(A,T)? o2 OU (A, T)?o?
_|_ - = + N _|_ -~ ~ 7 %
a:u'l )\1 8/% )\k
B z’“:’“ LOU(A,T)? gy +z’“:aqj(/\, )%}
i=1 j=1 aqU 7T(2> i=1 a:ul Ai’
y por lo demostrado en el Lema (2.12) resulta que
1 q 87’1’(/\) oo -1 2
P = U AT+ (A A(A, )1
7T tr(MBA, T)1)? (%;D () ( Bgy; DU T)L );Z (A7) )

lo que concluye con la demostracion. [

2.6. Consistencia de los estimadores

En esta seccion presentamos estimadores consistentes para cada uno de los parametros
que intervienen el la férmula de la varianza o2 obtenida en el Teorema 2.9. Comencemos
con una propiedad importante del generador infinitesimal de la cadena modulante en el
Flujo Markoviano Generalizado que daremos sin demostracion

Como ya dijimos tanto las matriz Q y Q que contruimos con sendas funciones Q y Q
aplicadas al vector de los elementos del generador infinitesimal A, nos brindan la misma
informacién. En el siguiente Lema, que daremos sin demostracion, presentamos algunas de
las propiedades que posee @ y que nos ayudaran a encontrar los estimadores consistentes
que buscamos.

Lema 2.14 La matriz Q = Q(A) admite inversa Q~(A) que es diferenciable y cumple

D(Q)(A)(2) = —Q7 (M) D(QA) Q' (A)(x).

Veamos ahora el resultado principal que nos permite encontrar estimadores consisten-
tes para cada parametro
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Proposicién 2.15 Sea A, = (qi(;l) , definido en (2.33) y Y,, = (,ugn))lgigk defi-

nido (2.34), entonces

>1<i¢j<k

1. pp = exQ Y (A,) es un estimador consistente de mw(A).

3 . OQ(A) - or(A
2. dpi = —e, Q7 (Ay) A )Q_l(An) es un estimador consistente de ult )
quj 8%]
o tH(Q(A T,)s)
3. B, = Z QM) —;H< n)s) es un estimador consistente de

=0

B(A,T) = exp[(Q(A) + H(T)s)1].
4. Sy = stp, By 1 es un estimador consistente de S = stw(A)B(A,T)1.

Demostracion:

1. Recordemos que Q = Q(A). Como ya vimos 7Q = ey, entonces por el Lema anterior
A\ c.s A ., .
7 =e;Q7" Como A, = Ay Q(A) es una funcién continua, entonces
n—oo

~ ~

Q(An) == Q(A).

n—oo

Por otro lado Q~! también es una funcién continua, entonces para n suficientemente
grande, Q(A,,) admite inversa y se cumple que

O7H(A,) 25 Q7HA),

n—oo

por lo tanto p, = e, Q1(A,) es un estimador consistente de m(A).

2. Sabemos que m(A) = e, Q! (A), entonces

on(\) _ 09!
aQij ’ 3% ’

aplicando el resultado del Lema 2.14 resulta

00"

.\ 00! .
— _O YA
i 9 (A)

“(A).
P 2 (A)

Ademds sabemos que Q7'(A,) es un estimador consistente de O (A), entonces

dp¥ = —ey, Q*I(An)%éfl(/\n) es un estimador consistente de ag;:;).

mp ¢

3. Probemos ahora que B, = >, 77 (Q(Ay) + H(T,)s)" es un estimador consistente
de B(A,T) = exp[(Q(A) + H(Y)s) t]. Es decir probemos que B, =% B(A, T), o lo que es
n—oo
equivalente que |B,, — B(A, T)| — 0.
n—oo
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En primer lugar recordemos que la matriz B(A,Y) se puede escribir de dos manera
equivalentes como sigue

BIAT) = expl(Q(A) + H(T)s) 1] = 3 7 ((Q(A) + H(X)s)')

il
=0

Veamos entonces como podemos expresar la diferencia entre B, y B(A, T),

Bu—BULT) = D00 (QUA) + HLS) =Y 11 (Q(A) +H(D)s)
_ Z% [(Q(An) FH(TL)s) — (Q(A) + H(T)S)l]
3 Lo+ mmys

El segundo término es la cola de una serie convergente, por lo tanto tiende a 0 cuando
n — oQ.

Resta ver lo que ocurre con el primer término, para lo cual aplicaremos el Teorema
del Valor Medio definiendo la funcién f : My, — My tal que f(M) = M' entonces

f(By) = f(B) = Df(B,).(B, — B), (2.50)

donde B, esté entre B, y B, o en forma equivalente

FIQMA) +H(Tw)s) = FQIN) +H(T)s) = Df(Bn). (QA) + H(Tn)s — (QA) + H(Y)s))
— DF(B,).((Q(An) — Q(A)) + (H(T,) = H(T))s).
Recordando la definicién del operador diferencial de la funcién f(A), se tiene que

D(f(A))(B) = S2\2p AP BA™~1 entonces aplicando esta definicién, la ecuacién (2.50) se
convierte en

-1

f(Bn) — f(B) = Zlg’,f (Q(A,) — Q(A)) + (H(YX,) — H(YX))s) B,

1

y tenemos asi que
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|| > tl

- m j—,z 5 ((Q(A) — QM) + (H(T,) = H(T))s) Bl
3 %z B FI(Q(A) — QUA)) + (HL) — HT)sl 1,
< 35 B, (1(Q(AL) — QA+ (T — HOO)sl)

< 3 GBI (@A) - QI+ () ~ M)

= (@A) — QNI+ IGHT) ~ DSl S B

(—1)

=0

; s : mn =1 143 -1
Con un argumento analogo al que ya utilizamos, se tiene que ) ;™% (l_1)1||8n||
estd acotada por ser la suma parcial de una serie convergente y que cada uno de los
términos del primer factor tienden a cero porque tanto A, como T, son estimadores
consistentes de A y T respectivamente, lo que deja demostrado que B,, en un estimador

consistente de B.

4. Este punto se deduce directamente del punto I, donde probamos que p, es un

estimador consistente de m(A) y del punto 3, donde probamos que B, es un estimador
consistente de B(A,T). O

2.7. Intervalo de Confianza para af(s,1)

El propédsito de esta seccién es construir un intervalo de confianza para el ancho de
banda efectivo «(s,t), para esto debemos previamente presentar un estimador consistente
de la varianza obtenida en el Teorema 2.9, a partir de los estimadores consistentes que
hemos encontrado en la seccién anterior para cada uno de los parametros que intervienen
en la expresion de la varianza.

Teorema 2.16 Sean qi(;L) los estimadores de mdxima verosimilitud presentados en el Teo-
rema 2.4, Sy, Pn,dp, y B, los estimadores vistos en la Proposicion 2.15 y m,, una
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sucesion de numeros reales positivos tales que m,, — 00, entonces
n—oo

1 ko k-1 q(n) mn -1 2
ag:§2 ()< UB+p > D A(A, T >

=0 r=0

k /\'2 mp -1 2
+> = (pif A*(An,Tn)1> 7 (2.51)

es un estimador consistente de o2, con A(-,-) definida como en (2.37) y A*(-,-) definida
como en (2.38).

Demostracion:
Por los resultados obtenidos sobre la consistencia de algunos estimadores en las Pro-
posiciones 2.15 y 2.5.1, sélo habria que probar que

-1

iAAn,T o i A(A, ), (2.52)

Ms

=0 r=0 =0 r=0
y
my -1 o -1
;;A (An,rn)w—(;; _OA (A, ). (2.53)

Teniendo en cuenta la definicién de A(-,-), para probar que vale (2.52) definimos
T(l,r): RY — Mk tal que

T(L,r)(A, 1) = (Q(A) + H(T)s) VI (Q(A) + H(Y)s) ",
y por lo tanto se tiene que
T(L,7) (A, Tn) = (Q(AL) + H(Y0)s) VI(Q(A,) + H(Tn)s) ",
entonces bastarfa probar que

SR

1=0 r=0

-1 ;4

~+

T(1,7)(A,T) = 0.

! n—00

~

Il
o

r

Para esto veamos que la resta anterior se puede expresar de la forma

Z S0 T - TEAAT) - 3 S GTaA0T. 25

y para probar que dicha expresién tiende casi seguramente a cero debemos ver que ocurre
con cada término. En primer lugar analicemos el segundo término de la ecuacién (2.54)
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-1 ;4

S Ylraan| < 3 S b rena

l=mn+1 r=0 l=myn+1 r=0
< > Z—IIQ (0)s|[" V1 Q(A) + H()s]'
l=mp+17r=0 "
o) -1 l
= VI Y Z QA ()],
l=mn+1 r=0

que tiende a 0 ya que el primer factor estd acotado y el otro factor es la cola de la serie
convergente e!llQM+HM)s]

Veamos ahora el primer término de la ecuacion (2.54)

Z;: ; ;—, (T(7) (A T) = TR AT <3 Z; T Aw, L) = T(Lr) (A, )
- - (2.55)

aplicando Teorema del Valor Medio con (A, T,,) entre (A,,T,) y (A, T), y teniendo en
cuenta que (A,,Y,) — (A, 1) = (A, — A, T, —T) tenemos que

T(,r) (A, X)) =T (L) (A, T) = DT(L, ) (A, Tp) (A — A, T, — ),
y por lo tanto la ecuacién (2.55) es equivalente a
l ~ ~
S o (R T (A - AT - 1)) (2.56)

Definiendo las funciones

F(L,r) (A7) = (Q(A) + H(T)s), (2.57)

G, ) (A, 1) = (Q(A) + H(T)s) ", (2.58)

la funcién T'(1,7)(A, T) se puede expresar de la siguiente manera
T(,7r)(A,T) = F(l,r) (A, T)VIG(l,7)(A,Y),

entonces, al aplicar el operador diferencial tenemos que

DT(1,7)(Ap, To)(Ap — A, X, =) = DE(L,7)(Ap, To)(Ap — A, Ty = DIVIG(L ) (A, 1))
+F(L, )M, Y)VIDG(, 1) (A, Tr) (Ap — A, Ty — 1),
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y cada término en la ecuacién (2.56) se puede acotar de la siguiente manera

HDT(Z,T)(]Xn, T,)(Ay — A, T, — T)H < HDF(z,r)mn, T (A — A, T — TIWVIG, 7)(Ay, To)

+[| P ) A TV DG ) R T) (A = AT = 1)
(2.59)

Teniendo en cuenta que se puede pensar que F(I,7)(A,T) = G,(A(A,T)), donde
G,(B)=B"y A(A,T) = Q(A) + H(Y)s, al aplicar el operador diferencial se tendra que

DF(l,7)(Ay, To) (A, — A, T, = 1) =

r—1

= 2 (Q) + M) ((Q0) + M) = (@) + KO8 (Q(A) + A(T)s)
_ Zl (Q(J\) + H(T)3>j (Q(A, — A) + H(Ty — T)s) (Q(]\) N Hms)r_j_l

y en consecuencia

|DF@ AR TN~ AT =) = Z (O8) + H(T)' (@A) + K1)

(Q(8) +H(T)s) (QR) +H(T)s)

r—1

IN

i 198, — &)~ H(T, — Tl [ Q(R) + (T

< (19 = M) + (T, = T)s]) || @A) + 2 (Ts|| -
(2.60)

Aplicando un razonamiento andlogo para la funcién G(I,r) tenemos que

DG(L,7) (A, Tp)(Ay — A, T, — )

= Y0 (@) +H(D)s) (QA) + H(T,)s) — () + H(D)s)) () + #(T)s)

_ (ed) + Hms)j (Q(A, — A) +H(T, = 1)) (Q(A) + %(T)s)l_T_j_Q ,
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HDG(Z, P (A, To) (A — A, Ty — T)H < (=7 —D(Q(A,) +H(T,)s)

(@) + H(T)s)| [[o®) + (D)
= (== DIQA, ~ A)
FHOC - T)s)l o) + H(D)s| 26
Sustituyendo (2.61) y (2.60) en (2.59) resulta que
HDT(Z, PR, To) (A — A, Ty — T)H <
< rlQ(A — A) + H(T, R+ (D)l VOGP, Tl

+||F<z,r)<Ammuuvif‘u(z—r—1>HQ<Z\>+ MO QU — ) + (T, — Ty
— QA — A) + H(T, B+ 1Dl vl ed) + s
[y + HD)s | IV - = DIQWR) + M) 1 QA — A) + H(Tw = T)s|

= 7|QMAy = A) + H(To = T)s|| QM) + H(TD)s||" VI + (1 = r = 1) [ Q(A, — A)
H(Ln = T)s| [ QA) +H(D)s|2[V7] )
= (1= D[QA = A) +H(L, = T)s| [QA) + H(T)s] V7],
por lo tanto el primer término de la ecuacién (2.56) se terminard acotando de la siguiente
manera

S T T,) - T(AT))

<
=0 r=0
my [—1 tl ~ ~ N
<> U= DIQMA = A) + H(Tn = T)s]] 1Q(A) +H(T)s| "2V
=0 r=0
.. Mn tl 2
= VIIQAn — A) +H(T, = )5 7> = 7 (1= DIQA) + H(T)s||?
=0
.. Mn tl 2
= VY] ||Q(An—A)+H(Tn—T)SHtQZ( ) HIQ(A) + H(T)s||'~
3 7;:"“ n .
= [VIIQ(A, = A) +H(To = T)s]| £ Y —||Q( )+ H(T)s||".
v=0

Dado que tanto @ como H son funciones continuas y que A, y T, son estimadores
consistentes de A y T respectivamente, se cumple que

QM) 5 Q(A),
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H(T,) = H(Y),

n—oo
y entonces
1Q(AR) +H(Tn)sl| — [[Q(A) +H(T)s], (2.62)
sélo bastaria probar que Zm"w e ||Q( ) + H(T)s|| estd acotada.

En efecto, por (2.62) toda sucesién convergente estd acotada, por lo tanto existe M > 0
tal que

HQ([\) +’H(T)5H < M,
y resulta que

Mp+2 mnp+2 v Mp+2

S Lo+ umsr< Y L= 3

v=0 ' v=0 v=0

lo que concluye la demostracién de la validez de (2.52).
Teniendo en cuenta la definiciéon de A*(-,-), para probar que vale (2.53) definimos
T (l,7): R¥ — M. tal que

T*(1,r)(A, 1) = (Q(A) + H(T)s) U (Q(A) + H(T)s) "7,
y por lo tanto se tiene que
T*(1,7)(An, To) = (QAR) +H(T0)s) U (Q(An) +H(Tn)s) ™7,

entonces bastaria probar que

mn =1 tZSl oo -1 tlSl
=0 r= =0 r=

Para esto veamos que la resta anterior se puede expresar de la forma

mn =1 ;] g =1

t's . . t's
>3 T (T (A, ) = T ) (A T)) E: > T AT), (263)
1=0 r=0 I=ma+1lr=0 "

y para probar que dicha expresion tiende casi seguramente a cero debemos ver que ocurre
con cada término. En primer lugar analicemos el segundo término de la ecuacién (2.63)

00 -1 tlSl 00 -1 tl 1
> Zl—!T*(W)(AvT) < ) Z 177 r) (A, T
l=mn+1 r=0 l=mn+1 r=0
[e’e] -1 tlsl ‘
< > = 1QA) +H(T)s|" [T 1Q(A) + H(T)s||"
l=mp+1 r=0
; 0 tl l 1
= Uil > Z 1Q(A) +H(T)s|[ ™,
l=mn+1 r=0 '
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que tiende a 0 ya que el primer factor esta acotado y el otro factor es la cola de la serie
convergente etsIQU+HHM)s|
Veamos ahora el primer término de la ecuacién (2.63)

my l—1 my -1
n tlSl . . tl l . .
ZZT(T (L, 7)(Ap, X0) = T7(1,7) ZZ T (1) (A, Ta) = T* (L) (A T
=0 r=0 =0 r=0
o (2.64)
aplicando Teorema del Valor Medio con (A, T},) entre (A,, T,) tenemos que
T (1, 7) (A, T0) = T*(1,7) (A, T) = DT*(1,7) (A, To) (A — A, Ty — ),
y por lo tanto la ecuacién (2.64) es equivalente a
my l—1 tl 1
> Yo HDT* (1) (A, To) (A — A, Ty — T)H . (2.65)
=0 r=0

La funcién 7%(I,r)(A, YT) se puede expresar de la siguiente manera
T*(l,r) (A, T) = F(Lr)(A, T)U'G(L,r)(A,T),

donde F'y G estan defininidas como en (2.57) y (2.58) respectivamente. Aplicando el
operador diferencial tenemos que

DT*(1,7)(An, Tp) (A — A, Yo, = T) = DF(I,7) (A, T (A — A, YT, — VUG, 7) (A, X))
+F(L,r) (A, TOU DG, 7) (A, To) (A — A, T, — T,

y teniendo en cuenta las cotas obtenidas en (2.60) y (2.61) para DF(l,r) y DG(l,r)
respectivamente, cada término en la ecuacién (2.65) se puede acotar de la siguiente manera

%thl s (T*(An, Y,) — TH(A,Y))

< fji’fl—fH QA — &) + (L, — Vs Q) + H(T)sll 207

= 1R~ A)+ ML= Thsl (17D B 1) + H(T)s -2
= QA — A) + HCE, = Vsl (5 3 1551 Q() + H(T)s|

= 19— A) + KT~ Thsl ()2 3 Q) + (T
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Aligual que antes, sélo bastarfa probar que 37" (tz!)v |Q(A)+H(T)s]||” estd acotada.
En efecto, por (2.62) toda sucesién convergente esté acotada, por lo tanto existe M > 0

tal que
| Q) +74(T)s| < u

y resulta que

mp+2 mp+2 mp+2
— (ts)" It N l—2 — (ts)" . _ — (tsM)" tsM __ v
UEZO o |Q(A) + H(T)s||' = < UEZO o MY = vEZO —r <e =C",

lo que concluye la demostracién. [

Corolario 2.17 Tomando a(s,t), '™ (s,t) y 02 definidas como en (2.2), (2.85) y (2.51)
respectivamente, se tiene que

vn (a(")(s, t) — a(s, t)) s N(0,1). (2.66)

o'TZL n—00

Demostracion:
En el Teorema 2.9, se probd que

Vv (a(s,t) — a(s,t)) — N(0,0?),

n—oo

o equivalentemente
Vi (@™ (s, t) — a(s, b))

o2

— N(0,1).

n—oo

Ademds en el Teorema 2.16 se probd que o2 es un estimador consistente de o2, de
donde se obtiene lo que queriamos probar, es decir que

Vi (@™ (s, 1) — a(s, 1)) — N(0,1).

UTZL n—00

O
Ahora estamos en condiciones de encontrar cual serd el intervalo de confianza para el
ancho de banda efectivo.

Proposicién 2.18 Tomando a(s,t), a™(s,t) y o2 definidas como en (2.2), (2.35) y
(2.51) respectivamente y considerando el intervalo

“In , a(")(s, t)+ ZIn

v Vil

donde z. es tal que P(Z > z) = § con Z ~ N(0,1), resulta que

I(n) = |a™(s,t) — (2.67)

lim P (a(s,t) € I,(n)) =1—c¢.

n—oo
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Demostracion:
Por la definicién de I,(n) se tiene que

P(a(s,t) € I,(n)) = P <a(”)(s7t) — Zﬁ\;ﬁn < afs,t) < a(s,t) + 2;7%”) (2.68)
= P (\;—fm(")(s,t) —a(s,t)| < ZE> : (2.69)

y por el Corolario 2.17, se tiene que

lim P (@m(")(s,t) “as,b)] < z€> —P(Z]<z)=1—¢

n—00 Op

entonces
lim P (a(s,t) € I4(n)) =1—¢

n—oo

O
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Capitulo 3

Punto operacional

3.1. Introducciéon

Las redes de telecomunicacién fueron modeladas histéricamente utilizando herramien-
tas de la teoria de colas clasica. Desde hace algunos anos diversos investigadores comen-
zaron a utilizar otras herramientas estadisticas para abordar el problema del modelado
y el andlisis de perfomance de redes de telecomunicaciones, basandose en que muchos de
los fenémenos que interesa estudiar en un enlace de una red son lo que podriamos llamar
“eventos raros”. Cuando decimos raros hacemos referencia a eventos tales como la pérdida
de paquetes de informacién transferida en un enlace de red cuya probabilidad real puede
tomar valores del orden de 10~¢ o menos.

Estos fenémenos estan asociados a las colas de las distribuciones de probabilidad de
interés, como por ejemplo a la distribucion de probabilidad de la ocupacion del buffer
del enlace. Dichos eventos son grandes desvios respecto de los valores medios de las men-
cionadas distribuciones de probabilidad. Por este motivo, es la teoria de grandes desvios
(desviaciones), [29], la que proporciona las herramientas para el analisis de redes de teleco-
municacién. Esta teoria busca encontrar la velocidad con que tiende a cero la probabilidad
de un evento, por ejemplo la velocidad con que tiende a cero la probabilidad de pérdida
en un enlace cuando el tamano del buffer tiende a infinito.

La teoria de grandes desvios tiene la ventaja que los resultados obtenidos son en
general analiticamente manejables para colas de tipo muy general, sin embargo tienen
limitaciones en cuanto a la precisién de los resultados que se obtienen cuando se estima,
por ejemplo, la probabilidad de pérdida a partir de esos resultados.

Podemos decir que la teoria de grandes desvios dice cual es la asintota, a escala lo-
garitmica, con la que tiende a cero la probabilidad de pérdida y sin embargo una estimacion
de la pérdida a partir de esta asintotica a escala logaritmica comete errores que pueden,
en algunos casos, llegar a ser importantes.

En la aplicacién de grandes desvios a las telecomunicaciones se han estudiado dos
tipos de regimenes, el régimen asintotico de “buffer grande” y el régimen asintotico “de
muchas fuentes”. El régimen asintético de buffer grande estudia el comportamiento de
un enlace cuando el tamano del buffer tiende a infinito. La asintotica de muchas fuentes

74



estudia el comportamiento cuando el ntimero de fuentes tiende a infinito, y se escala
proporcionalmente al nimero de fuentes, la capacidad y el tamano del buffer del enlace.

En un backbone de internet, que es el interés principal de nuestro trabajo, es mucho
mas adecuado el modelo de la asintotica de muchas fuentes ya que en el corazon de internet
es mas razonable suponer que arriban muchas fuentes a un enlace de la red que asumir
que el buffer del enlace tiene un tamano muy grande, sin embargo en un enrutamiento de
acceso puede ser mas adecuado el enfoque de buffer grande.

En el estudio de redes de datos, dependiendo del tipo de aplicacién, la probabilidad
de pérdida de paquetes de informacién puede ser el indice de perfomance mas restrictivo
del cual depende la viabilidad de brindar determinado tipo de servicio, por ello es nece-
sario estimarla y estudiar su variacion frente a ciertos cambios tales como cambios en la
estructura de la red, cambios en el tamano del buffer, cambios en la capacidad de enlace,
entre otros.

El creciente interés en estudiar la probabilidad de pérdida se justifica por el aumento
de la incidencia de aplicaciones de tiempo real en las redes, lo que ha aumentado el interés
por el desarrollo de técnicas de estimacion y prediccién del funcionamiento de un enlace
desde el punto de vista de la calidad de servicio QoS.

En este capitulo mostraremos como se puede emplear el concepto de ancho de banda
efectivo en la estimacién y céalculo del punto operacional de un enlace dentro de una red
digital en el caso particular de que el trabajo total que recibe el sistema es la suma de
procesos independiente e idénticamente distribuidos.

Como “punto operacional” nos referimos al par de valores de los parametros de tiempo
t y espacio o multiplexado s, en el que el ancho de banda efectivo da la probabilidad de
desborde del buffer. Veremos también que si se tiene un buen estimador del ancho de banda
efectivo, podremos obtener un buen estimador del punto operacional que heredard la
consistencia de dicho estimador. Asi mismo derivaremos féormulas para calcular intervalos
de confianza o bien estimarlos en forma empirica.

La mayoria de los estimadores del ancho de banda efectivo, como el estimador promedio
presentado por Courcoubetis en [23] 6 el del modelo de fluyjo markoviano presentado en
[55] cumplen las condiciones para que el punto operacional y su intervalo de confianza
puedan ser bien estimados.

Nosotros demostraremos que nuestro estimador, introducido para el modelo propuesto
en el capitulo anterior, también cumple estas condiciones.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera, en la Seccion 3.2 presentamos los
resultados fundamentales de la teoria de grandes desvios que utilizaremos en la Seccion
3.3 donde presentamos el concepto de punto operacional, sus propiedades y ejemplos de
calculo, en la Seccién 3.4 se introducen los resultados fundamentales que permitiran encon-
trar un estimador consistente del punto operacional para el modelo de Flujo Markoviano
Generalizado introducido en el capitulo anterior.
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3.2. Teoria de grandes desvios

Consideremos un sistema multiplexor donde el trabajo arriba desde N fuentes inde-
pendientes y todas con idéntica distribucion de probabilidades y cada una con tamano de
buffer b y capacidad de enlace ¢, entonces el tamano total del buffer es igual a Nb y la
capacidad total de enlace es igual a N¢ como se muestra en la figura (3.1)

R O —

N.b N.c

Figura 3.1: Régimen de muchas fuentes

Maés formalmente, sea Xt(j ) una sucesién de procesos estocdsticos inpedendientes e
idénticamente distribuidos y con valor inicial igual a cero, que representa el trabajo acu-
mulado que se recibe desde cada fuente. El trabajo total que recibe el sistema para t > 0

es entonces,
N .
Xt = Z Xt(J)a
j=1

y la cantidad de trabajo del sistema con N fuentes en estado estacionario se puede expresar
como

N
WY =X, —Ct=> (X)) —ct), (3.1)
j=1
donde c es la capacidad de cada fuente del servidor y C'= Nc es la capacidad total.
Para analizar cual seria el tamano de la cola, tengamos en cuenta que si consideramos
una cola del tipo “first in first out” (FIFO), el comportamiento de la cola es gobernado
por la ecuacién de Lindley, [29)],

Qn+1 = (Qn + X'n>+7

donde @), para n € Z, denota el tamano de la cola al instante n, X,, denota la diferencia
entre la cantidad de trabajo que arriba en el instante n y la cantidad de trabajo que puede
ser procesado en dicho instante y (-)* es el maximo entre (-) y 0.

La pregunta que surge es si cuando n crece este proceso tendra limite, es decir en
qué casos el trabajo de la cola “en régimen” tendra una distribucion estacionaria y cuando
esta distribucion sera independiente del estado inicial de la cola.

Estas preguntas las responde el teorema de Lyones que presentamos a continuacién
y cuya demostraciéon puede encontrarse en [7]. La formulacién que presentamos de dicho
teorema no es la original pero es de importancia para nuestro trabajo.
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Teorema 3.1 (Lyones) Si se cumple que el proceso X; es estacionario, ergodico y tal que
E(X;) <0, entonces para cualquier condicion inicial de la cola Q, se verifica que

lim P(Qu <) = P(Qo < 1), (3.2)

n—o0

-1
donde )y = sup Z X, es casi sequramente finita.

n>0 .
i=—n

A partir de este resultado se puede estudiar la probabilidad de overflow de un enlace
mirando la distribucién en régimen de la cola.

En nuestro caso donde la cantidad de trabajo del sistema esta definida en (3.1), el
tamano de la cola segtin el Teorema 3.1 es

N
Qn =sup W;",
>0

y buscaremos una estimacién para P(Qny > B) = P(Qy > Nb) donde b es el tamaio
del buffer disponible para cada fuente y B = Nb es el tamano total del buffer. Esta
cantidad da una idea del valor de la probabilidad de que el sistema supere su capacidad
de almacenamiento y por lo tanto haya pérdida de datos u overflow.

La idea bésica de la teoria de grandes desvios es poder establecer resultados asintéticos
dela forma P(X,, € B) ~ ¢™® para una sucesién de variables aleatorias {X,,}, [y cuando
n — 0o, para un boreliano B € IR y donde I(B) es un coeficiente que depende del conjunto
B y de la distribucion de las variables X,,.

Comencemos por definir mas formalmente estos conceptos.

Definicién 3.2 Una funcién de velocidad I es una funcién I : IR — [0, 00] semicontinua
inferior, esto es que para cualquier o € IR el conjunto de nivel V(o) = {z € IR : I(z) < a}
es cerrado.

Diremos que I es una buena funcion de velocidad si ademds sus conjuntos de nivel
V() son compactos para todo o € IR.

Ademds, llamamos dominio efectivo de I al conjunto de puntos de velocidad finita, es
decir al conjunto Dy = {x € IR : I(z) < oo}

Definicién 3.3 Diremos que una sucesion de variables aleatorias { X, }, |\ satisface un
Principio de Grandes Desviaciones si existe una funcién de velocidad I : IR — IR" para
la cual se cumple

1 1
— inf I(x) < lim inf —log P(X,, € B) < lim sup —log P(X,, € B) < —inf I(x), (3.3)
n—oo n

reB° n—00 n zeB

donde B es un boreliano en IR.
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En general, la ecuacién (3.3) no implica un limite preciso, sin embargo si los extremos
de la desigualdad coinciden, es decir existe un boreliano B que es conjunto de continuidad
de I, se deduce de dicha ecuacién que podemos extender la definicién de la funcién I a
los borelianos de la siguiente manera

1
lim —log P(X,, € B) = I(B),

n—oo N

y se tiene que, para n suficientemente grande, es valida la aproximacion
P(X, € B) ~ "B, (3.4)

Intuitivamente podemos interpretar la funcion de velocidad como una funcién que
indica el orden o tasa con la que decae la probabilidad del conjunto. Un principio de
grandes desviaciones establece que dichas probabilidades decaen exponencialmente y que
dicha tasa de decaimiento en cada conjunto esta determinada por aquel punto del conjunto
que tenga una tasa de decaimiento mas lenta, es decir la “menor” de todas la I(x), con
x € B.

Una forma equivalente de establecer un principio de grandes desviaciones es presentado
en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4 La sucesion de variables aleatorias {Xn}ne]N satisface un principio de
grandes desviaciones si y sélo si existe una funcion de velocidad I : IR — IRT para la cual
se cumple

1
. 1 < _
nh—>nolo sup log P(X, € F) < ;glfTI(a:) VE cerrado (3.5)
/ 1
R S orto. '
nh_{rolo inf - log P(X, € F) > erelg I(z) VG abierto (3.6)
Demostracién:

Demostremos primero que si las variables cumplen un principio de grandes desvios se
cumplen (3.5) y (3.6). En efecto, si F' es cerrado, tomando B = F en (3.3) se obtiene
(3.5) ya que F = F. Andlogamente se obtiene (3.6) tomando B = G en (3.3) pues al ser
G abierto, G = G°.

Para la otra implicacién, si B es un boreliano de IR, se cumple que B° C B C By por
lo tanto

P(X, € B°) < P(X, € B) < P(X, € B),
y como la funcién logaritmo es creciente y n > 0 se tiene que
1 1 1 _
—log P(X, € B°) < —log P(X,, € B) < —log P(X,, € B).
n n n
Tomando limites se tiene

lim inf = log P(X,, € B°) < liminf = log P(X,, € B)

n—oo M n—oo 1

1
< limsup —log P(X,, € B)

n—oo T

1 _
< limsup —log P(X,, € B),

n—oo T
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y finalmente se obtiene (3.3) utilizando las ecuaciones (3.5) y (3.6) en los conjuntos B° y
B. O

Uno de los primeros resultados de la teoria es el establecer un principio de grandes
desviaciones para el promedio de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas lo que nos permitiria determinar la velocidad de la convergencia de la sucesion
de variables {X,} a y, asegurada por la ley débil de los grandes mimeros. El resultado se
conoce como Teorema de Cramer, lo presentamos a continuacién y luego lo aplicaremos
a nuestro proceso. Su demostracién puede encontrarse en [29)].

Teorema 3.5 (Cramér) Sea (X,), N una sucesion de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas y X, = %2?21 X, el promedio de dichas variables. Sea
tin la medida inducida en IR por la variable aleatoria X,, es decir p,(B) = P(X, € B).
Se cumple entonces que la familia {p,} satisface el siguiente principio de grandes desvia-
ciones

1 1
— inf A*(z) < lim inf — log 1, (I") < lim sup — log p,,(I") < — inf A*(x), (3.7)
n—oo n

zel™° n— o0 n zel

donde T' es un boreliano en IR, A*(x) = sup,_p{sz — A(s)} y A(s) = log Ee*** es el
logaritmo de la funcion generadora de momentos comin a todas las variables X; y se
denomina funcion de velocidad.

Observacion 3.6

El Teorema de Cramer se puede generalizar a variables no independientes ni idénticamente
distribuidas mediante el Teorema de Gértner-Ellis, [29].

Observacién 3.7

Si consideramos el boreliano B = [a, +00] con a > E(X), como la funcién no negativa A*
es convexa y alcanza su minimo en E(X) se tiene que

inf A*(z) = inf A*(z) = A*(a),

r€B° zeB

y por lo tanto

lim

log P(X,, >
Og ( n_a):—A*(CL),
n— 00 n

o bien, para n suficientemente grande, si a > E(X), se puede aproximar la probabilidad
como B
P(X, >a)~ e @,

Aplicando el resultado del teorema anterior a las variables W/ definidas en (3.1), y que
por el Teorema 3.1 determinan el tamano de la cola, se obtiene la siguiente proposicion
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Proposicién 3.8 Sean las variables aleatorias WY definidas como en (3.1) con t fijo.
La sucesion %WtN verifica un principio de grandes desviaciones con funcion de velocidad
Aj(x) = supysofs(z + ct) —log Ee*Xi}. En particular, si b+ ct > E(X,) se cumple que

1 1
—A;(b%) < lim inf —log P(WY > Nb) < lim sup — log P(W > Nb) < —A;(b).

N—oo N N—o0 N ( )

3.8

Demostracion:

La demostracion consiste en aplicar el Teorema 3.5 e identificar los términos que
aparecen en la ecuacién (3.7).

Sabemos que WY = Z;\Ll Y9 con P = (Xt(j ) ct) es una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, ya que las variables Xt(j ) también
lo son. Entonces aplicando el Teorema 3.5 a las variables Yt(j ) con t fijo y observando
que Yt(j ) = %WtN se tiene que

. « MR 1 , 1 1 e
— inf A*(z) < J\}HII 1nfﬁlog P(NWtN el) < ]\}I_I)I;OSUPNIOgP(NWtN el') < —inf A*(z).

rel™ —00 zel’
(3.9)
Se puede probar ademds que si A(s) = log Ee®** < oo para algin s > 0, entonces
E(Y;) < oo y para cualquier z > E(Y};), la expresion A*(z) se puede escribir como
A*(x) = sup,~o{sr — A(s)} que es no decreciente en z > E(Y;). Entonces tomando el
boreliano I' = (b, +00), con b > E(Y;) = E(X; — ct), se tiene que

inf Aj(z) = inf A} (z) = Ay (D), (3.10)
zel dy
inf Aj(x) = fuf Aj(x) = AL, (3.11)
donde
Aj(z) = sup{sz — A(s)}
s>0
= sup{sz — log E(e*")}
s>0
= sup{sz — log E(e*+=)}
s>0
= sup{sz + sct — log E(e**")}
s>0
= sup{s(z +ct) —log E(e**")}.
s>0

Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.9) y observando que P(x WY € I') = P(W}Y > Nb)
se obtiene el resultado buscado. [

Corolario 3.9 En las hipdtesis de la proposicion anterior si Af(x) es continua en b, se
tiene que

1
lim —log P(W;" > Nb) = —Aj(b) = —sup{s(b + ct) — log E(e*™)}.

N—o0 s>0
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Veamos entonces la relacién entre la probabilidad de pérdida y el ancho de banda
efectivo.

Teorema 3.10 Sean las variables aleatorias WY definidas segin la ecuacion (3.1) y
Qn = supo WY el tamanio de la cola en estado estacionario del sistema. Supongamos
que existe “un valor positivo sy que cumple a(so,t) < ¢ < ¢ para todo t > to y que
lim sup,_,olog E(sX;c) =0, con X, = supg<,<. X¢. Entonces se cumple que

1 1
—I(b%) < lim inf —log P(Qn > Nb) < lim sup — log P(Qy > Nb) < —1(b), (3.12)
Nooo N N—oo N
donde
I(x) = inf sup{s(x + ct) — log E(e**")}. (3.13)
120 s>0
Observacion 3.11
La expresion (3.13) se puede escribir en forma equivalente como

I(x) = inf sup{s(z + ct) — sta(s,t)}. (3.14)
t>0 >0

3.3. Punto operacional

Como ya hemos visto, en la asintética de muchas fuentes, el ancho de banda efectivo
estd relacionado con la probabilidad de pérdida estacionaria por desborde del buffer en
un enlace a través de la llamada férmula del infimo-supremo (inf sup) que da el Teorema
3.10, ya que si Qy es la cantidad de trabajo estacionario en la cola, la probabilidad de
overflow o de desborde estd dada por

o
A}l_r}lioﬁlog P(Qy > B) = —7, (3.15)
con
—v = infsup {(b+ ct)s — sta(s,t)}, (3.16)
t>0 >0

donde c es la capacidad de cada enlace, b es el tamano o capacidad de cada buffer y N es
la cantidad de fuentes que intervienen en el enlace y tal que su ancho de banda efectivo
es igual a a(s,t), tal como lo demuestra Courcourbetis en [23].

Llamaremos t* y s* a los valores numéricos de los parametros ¢t y s en que se alcanza
el inf sup de la ecuacion (3.16). Ese par de valores, t* y s*, constituye el llamado punto
operacional de un determinado enlace.

Resulta técnicamente relevante disponer de buenas estimaciones de t* y s* dado que
la probabilidad de pérdida es uno de los criterios més importantes tanto para el diseno
de las redes como para el control de admisién de nuevas conexiones (CAC).

Cuando existe un modelo para la fuente de trafico es posible un enfoque paramétrico,
por eso veamos primero algunos ejemplos del calculo del punto operacional para dos de
los modelos introducidos en el primer capitulo.
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Ejemplo 3.12 Punto operacional en el proceso de Poisson.

Como vimos en el Ejemplo 1.10, para este modelo de tréafico el ancho de banda efectivo
estd dado por

1 . 1 (ef —1)
a(s,t) = —logeMe ) = Z(\(e® — 1)) = \——2,
(5,0) = — log = (e = 1)) = M
entonces para determinar el punto operacional cuando tenemos una tnica fuente debemos
optimizar la ecuacién (3.16) que en este caso en particular tendra la expresion

infsup {(b+ ct)s —tA(e* —1)}.

t>0 >0
Para ¢ fijo, consideremos la funcién f(s) = (b+ ct)s — tA(e® — 1), entonces

df (s)
ds

=b+ct—1tAe’ (3.17)

igualando a 0 obtenemos que s* = log (bj{—;t) Notemos que para que la cola sea estable

debe cumplirse que ¢ > A, esto hace al argumento del logaritmo de la ecuacién (3.17)
mayor que 1, y a s* > 0.

Calculamos la segunda derivada de la funcién de,; G) — ¢ )e® y al evaluarla en s*
vemos que es negativa por lo tanto s* maximiza la funcion f.

Consideremos ahora para realizar la optimizacién respecto de t la funcién

g(t) = s*(b+ct)—tA(e” —1)

= —b—(c—)\)t+(b+ct)log(%+§),

esta ecuacién puede ser minimizada analiticamente, pero se obtiene un valor de ¢ negativo,
por lo se minimiza numéricamente para encontrar t*.

Ejemplo 3.13 Punto operacional para una fuente Gaussiana.

Como vimos en el Ejemplo 1.15, para este modelo de trafico el ancho de banda efectivo
estd dado por

1 1 1 1
a(s,t) = o log Ee*Xt = o (s)\t + 5320225) =+ 580'2,

entonces para determinar el punto operacional cuando tenemos una unica fuente debemos
optimizar la ecuacién (3.16) que en este caso en particular tendrd la expresion

. Lo
%ggssli%){(b—kct)s—st()\—i—isa )} (3.18)
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Para t fijo, consideremos la funcién f(s) = (b+ ct)s — st ()\ + %502), entonces

df (s
f():b+t(c—/\—302), (3.19)
ds
igualando a 0 obtenemos que s* = W que es positivo y es efectivamente un minimo
f(s) _ 2 : .
ya que —— = —t o es negativa para cualquier valor de s.

Sustituyendo s* en (3.18) obtenemos la ecuacién

f DTHEZ N gy D), <A+ (w) %) ,

t>0 to? to to?

que al simplificarla se convierte en

ot (b+t(c—N))?

£>0 2to?

a2
Para realizar la optimizacién respecto de t consideremos la funcién ¢(t) = %,

derivando obtenemos
dg(t)  —b*+ (c—A)*?

dt 2202 ’
y al igualar la expresion a 0, la solucién positiva es
tr = b
=\
' 2 A
s = (C B )
o2

3.4. Estimacion del punto operacional para el Flujo
Markoviano Generalizado

En el caso del flujo markoviano, el proceso se modela mediante una cadema de Markov
de tiempo continuo, donde el estado de la cadena determina la velocidad a la cual produce
trabajo la fuente y Kesidis, Walrand y Chang muestran en [42] que en este caso el ancho
de banda efectivo se puede calcular explicitamente en términos del generador infinitesimal
de la cadena, pudiéndose hallar un estimador consistente para el ancho de banda efectivo
asi como un intervalo de confianza.

Para el modelo de flujo markoviano generalizado introducido en la Secciéon 2.2 del
presente trabajo, vimos que también podemos calcular explicitamente el ancho de banda
efectivo en términos del generador infinitesimal de la cadena y de la velocidad media a
la cual produce trabajo la fuente [49] y ademds hallamos un estimador consistente y un
intervalo de confianza para el ancho de banda efectivo.
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Dado un estimador de a(s, t), deseamos estimar v y el punto operacional (s*,¢*). Una
manera de hacerlo es sustituyendo (s, t) por su estimador a(™ (s, t) en la ecuacién (3.16).
Resolviendo el problema de optimizacién correspondiente se obtienen como resultado los
valores de 7, y (s:,1"), entonces la pregunta es bajo qué condiciones estos valores son
buenos estimadores de los verdaderos valores v y (s*,t*).

Entonces planteamos dos problemas diferentes para la estimacién. El primero consiste
en, dado un buen estimador a( (s, t) del ancho de banda efectivo a(s,t), encontrar con-
diciones necesarias bajo las cuales los estimadores v, y (s,t%) obtenidos a partir de la
resolucién de la ecuacién inf sup en (3.16) son buenos estimadores del punto operacional
(s,t) y de la tasa de decaimiento de la probabilidad de overflow 7. Esta afirmacion no es
obvia porque v,, s, y t. deben estimarse a partir de una funcién no lineal e implicita.
El segundo problema consiste en encontrar estos buenos estimadores del ancho de banda
efectivo y determinar cuando se verifican las condiciones para que el punto operacional se
pueda estimar usando la ecuacién (3.16).

Para el modelo de flujo markoviano, el primer problema fue tratado en [5] donde se
presenta una respuesta que incluye propiedades de consistencia y un teorema central del
limite para los estimadores, basados en condiciones de regularidad del ancho de banda
efectivo. Nuestro objetivo es encontrar resultados similares para el modelo de flujo mar-
koviano generalizado presentado en la Seccién 2.2, para esto presentamos el siguiente
teorema que atiende el primer problema.

Consideremos la funcién g(s,t) = s(b+ ct) — sta(s,t), si llamamos A(s,t) = E(e*Xt)
podemos escribirla como

g(s,t) = s(b+ ct) —log A(s, t).

Bajo hipdtesis de regularidad de la funcién A(s,t) demostraremos que es posible ex-
presar el punto operacional (s*,t*) como funcién A(s,t) aplicando el teorema de la funcion
implicita, [69]. De forma andloga se obtiene un estimador (s%, ) como funcién del esti-

mador A, (s,t) de A(s,t) y agregando hipdtesis sobre el estimador A,(s,t) serd posible
demostrar propiedades de consistencia y teorema central del limite para (s}, ;).

n’’n

Teorema 3.14 Sea a™(s,t) un estimador de a(s,t), ambas funciones de clase C', es
decir continuas y con deritvada primera continua tal que

a™(s,t) =5 als, ), (3.20)

n—o0

0 0
oM s 7
aSG{ (S,t)n;)o 8Sa(s,t), (321)
0 0
Z oM ¢S5 2
e (s,t) — 8ta(8’t>’ (3.22)

b0 n—00
uniformemente en intervalos acotados. Dadas la probabilidad de pérdida v, la capacidad
del enlace c y el tamano del buffer b, si s} yt: son las soluciones de

n»'n

i(n)*t*_ r_ 2
m (sh,tr) 52t 0, (3.23)
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Oy L0 (3.24)

)~
entonces (s%,t*) es un estimador consistente de (s*,t*). Ademds si vale un teorema central
del limite funcional para a(”)(s, t), esto es si
vn (a(”)(s,t) —afs,t)) — G(s,t), (3.25)
n—oo

donde G(s,t) es un proceso gaussiano continuo, entonces
V(55 85) = (57,6) 5 N(0.5), (3.26)

con N(0,%) denotando a la distribucion normal bivariada, centrada y con matriz de
covarianza .

Recordemos algunos conceptos que necesitaremos en el desarrollo de la demostracion.
En primer lugar, si £y F' son espacios normados o seminormados, una funciéon f : £ — F
es diferenciable en e € E si existe una transformacién lineal continua df(e) : E — F tal
que para todo €’ en un entorno de e se verifica que

f(e') = f(e) + df(e)(¢' =€) + o(||e" — e]).

En segundo lugar, si £y, Fs vy F son espacios normados y f : Fy X EFy — F es
diferenciable, también lo son para cada e; € E; y es € Ejy, las funciones f., : Fy — F
definida como f.,(e2) = f(e1,e2) y f : Ey — F definida como f*(e1)f(eq, ez).

Por tltimo recordemos la formulacién general para la derivada de una funcién implici-
ta. Si f es diferenciable, y para cada e; € Fs existe un tinico elemento v(ey) de F; tal que
f(v(ea), e2) = 0y df2(v(es)) admite inversa, entonces df¢?(v(eq))dv(es) + dfy(es) (€2) = 0,
de donde

dv(ey) = — (df(v(€2))) ™" dfuen) (€2)- (3.27)

Aplicaremos (3.27) al conjunto E; = IR*” con la norma Euclidea y el conjunto
By = {f : IR — IR de clase Cl} con la seminorma

(i
=35 ()

donde || f]| es la norma de tipo Sobolev

sup{|f<s,t)y + ‘%f(s,t)‘ + %f(s,t)‘ (s,t) € [6,n)2,6 > 0}.

Con esta norma se cumple que toda sucesién { f,,,} de funciones de E; es tal que || f,,.|| = 0
cuando m — oo siy solo si f,, — 0, % fm — 0, % m — 0 uniformemente sobre intervalos

acotados cuando m — oo.

Un resultado del analisis funcional que también utilizaremos lo enunciamos en el si-
guiente lema, cuya demostracién se puede encontrar en [12].
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Lema 3.15 Sea X,, y X wuna sucesion de variables aleatorias y una variable aleatoria
respectivamente definidas sobre S y sea u € IR. Si la funcion f es diferenciable en ambas
coordenadas con derivadas continuas y acotadas entonces se cumple que

F(Xnw) = f(X, ).

n—oo

Ahora si estamos en condiciones de abordar la demostracion,

Demostracién del Teorema 3.14: De las ecuaciones (3.21) y (3.22), se tiene que (s*,t*)
es la solucién de la ecuacién K ((s,t),«) = 0 donde

Dals. t) — L
Ko = (5050, ). (3.28)

y (sh,t3) es la solucién de K ((sy,t,), ™) = 0.
Como la funcién K es diferenciable, para cada a € Ej existe un unico elemento (s, )
de F; tal que v(a) = (s,t) y podemos pensar que (s*,t*) como (s*,t*)(«) = v(«), entonces

utilizando la notacién antes presentada y (3.27) tenemos que K(v(a),a) =0y
dv(a) = — (dK*(v(a))) ™" dK o) ().

Como (s*,t*) = v(a!™) tenemos que

(s:,t%) — (s*,t*) = v(a™) —v(a) = dv(a)(a™ — a) + o([|a'™ — a]|). (3.29)

Por las hipétesis del teorema ||a™ —al| =% 0 y dv(a) es continua, por lo tanto est4 aco-
n—oo

tada sobre un conjunto compacto y como trabajamos con s > 0 y t > 0 tenemos que

(855 20) = (% ) — 0, (3.30)

n»’n
n—oo

con lo que queda demostrado que (s, ¢") es un estimador consistente de (s*,¢*).

n’n

Utilizando el Lema 3.15, tenemos que (o™ — ) verifica un teorema central del limite
funcional y se cumple que

Vi (a(s,t) — a(s,t)) — G(s, 1), (3.31)

n—oo

donde G(s,t) es un proceso Gaussiano C*, resulta entonces que
VvV ((sh,th) — (s5,t%)) = dv(a) (\/ﬁ(a(”) —a))+o (\/ﬁHa(”) —al)). (3.32)

Como /nla™ — a|| estd acotado en probabilidad y entonces o (y/nfa™ — af|) 0.
n—o0

Por otra parte como dv(a) es continua se verifica que

Vndo(a)(a™ — o) 5 do(a),

n—oo

86



con lo que queda demostrado que

Vi ((sh,th) — (s*,t)) — dv(a). (3.33)
n—oo
Como dv(a) es una transformacién lineal de IR?, dv(a)G es una variable aleatoria
N(0,Y), donde ¥ se puede calcular en términos de la covarianza de G, O’é y de la trans-
formacién dv(«) de la siguiente manera

Js t t
2= (0 )w(g 2) 334

) 9s 9st  0s ot

_ Jda Do da da

= 9| Grost oot |- (3-35)
Jda O Jda O

lo que concluye la demostracién dando una féormula explicita para la matriz de covarianza.

O
Observacién 3.16

a) El método usado en la demostracién anterior se conoce como método §. Es utiliza-
do para obtener extensiones de teoremas centrales del limite mediante funcionales
diferenciales. Se debe elegir la topologia apropiada para garantizar diferenciabilidad
ya que no cualquier funcional de un proceso asintéticamente gaussiano es asintoti-
camente gaussiano.

b) El célculo de la matriz de covarianza ¥ no es trivial, sin embargo el resultado de
la normalidad asintética siempre permite la estimacién de ¥ en términos de las
covarianzas empiricas, aunque pueda no disponerse de una expresion explicita para
la varianza.

¢) Como el Teorema 3.14 asegura convergencia uniforme sobre intervalos acotados,
también asegura que 7, dada por

Vo =85 (b + ct?) — a™(s% 1), (3.36)

n»’n

hereda las propiedades del estimador (s?,t*), que permite construir intervalos de
confianza para la probabilidad de pérdida y utilizando las mismas ideas que en la
demostracién del teorema se tiene que

\/ﬁ(’)/n - 7) l> N(O7 02)'

n—oo

En el régimen de muchas fuentes, las expresiones para el tamano total del buffer B y
la capacidad total del enlace C' en funciéon de v obtenidas son similares a las obtenidas
por Courcoubetis [25], también derivadas de la teoria de grandes desviaciones y del mismo
estilo de la ecuacion inf-sup (3.16).
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Con un procedimiento analogo al del Teorema 3.14 se pueden probar resultados de
consistencia y un teorema central del limite para los estimadores del punto operacional
(s*,t*) en estos casos.

Si se quiere estimar el punto operacional para el tamano minimo de buffer b requerido
dada una determinada probabilidad de pérdida a partir de un estimador consistente del
ancho de banda efectivo, la funcién a optimizar serd

ta™ (s, t
b, = supinf{s sty ct} : (3.37)

s>0 t20 ]

y si se quiere estimar el punto operacional para la capacidad del enlace ¢ necesaria a partir
del estimador consistente del ancho de banda efectivo, la funciéon a optimizar sera

(n)
¢, = sup inf { o)+ 9} : (3.38)

s>0 t=0 st t

Como el Teorema 3.14 asegura convergencia uniforme sobre intervalos acotados,
también asegura que el estimador b,, dado por

bn _ Splp @ (Srw n) + -

n’

Sn
y el estimador de ¢, dado por

_ sptna™(spt) b
Cp = )
Sntn tn

heredan las propiedades del estimador (s, ¢), que permite construir intervalos de confian-
za para ambos parametros de diseno, utilizando las mismas ideas que en la demostracion

de dicho teorema.
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Capitulo 4

Simulaciones y resultados numéricos

4.1. Introduccion

Hemos concentrado nuestro trabajo en redes como las que se pueden encontrar en el
corazén de internet que es donde, por su complejidad y alto trafico, se justifica aplicar
herramientas sofisticadas de analisis y disefio.

Como ya hemos mencionado en la seccion previa, en estas redes la hipdtesis de muchas
fuentes es mas razonable que la hipdtesis de buffer grande. La razén es que en un backbone
de este tipo arriban una gran cantidad de flujos de multiples usuarios cada uno con
capacidades importantes de enlace aunque la capacidad del buffer para cada fuente es,
por lo general, pequena ya que las redes se dimensionan para atender la simultaneidad de
arribo de paquetes y no de rafagas.

En la Secciéon 3.3 vimos que en el régimen asintético de muchas fuentes, la proba-
bilidad de pérdida estd dada por la optimizacién de la férmula inf sup (3.16). El primer
problema que se presenta cuando trabajamos con casos reales es que no siempre se cuenta
con una férmula tedrica para el ancho de banda efectivo, excepto que se simplifique el
problema adoptando un modelo especifico para la fuente de trafico.

En el caso general se cuenta con estimadores basados en trazas de trafico y se debe
resolver la ecuacién (3.16), no para «a(s,t) sino para su estimador o™ (s, t). Del anlisis
de la la Seccion 3.4, sabemos que el estimador del punto operacional obtenido a partir
de un buen estimador del ancho de banda efectivo, es consistente y verifica un Teorema
Central del Limite.

En esta seccién realizaremos el andlisis con trazas de trafico generadas mediante si-
mulaciones a partir de un modelo tedrico conocido para poder hacer comparaciones.

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: en la Seccién 4.2 se presentan
los parametros del modelo simulado, en la Seccion 4.3 se presenta la estimacién del ancho
de banda efectivo para el modelo simulado, en la Seccién 4.4 se presenta el método de
optimizacion con el cual se obtiene el punto operacional del enlace, en la Seccién 4.5 se
presenta la estimacion de la probabilidad de pérdida y finalmente en la Seccion 4.6 se
presentan los estimadores de los parametros de diseno, el tamano minimo de buffer y la
capacidad minima de enlace para operar con una cierta calidad de servicio.
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4.2.

Parametros elegidos para la simulacién

Para validar los resultados obtenidos en los Capitulos 2 y 3 y aplicarlos al andlisis
y diseno de redes, realizamos diversas simulaciones de trafico segin el modelo de Flujo
Markoviano Generalizado presentado en la Seccion 2.2 para una fuente.
En el modelo que elegimos, la cadena de Markov modulante tiene k& = 13 estados y
cada estado estd asociado a un intervalo de velocidad de transferencia de datos como se
muestra en la siguiente tabla

Estado | Velocidad de transferencia
1 (0, 64]
2 (64, 128]
3 (128, 256]
4 (256, 512]
5 (512, 1024]
6 (1024, 2048]
7 (2048, 3072]
8 (3072, 4096]
9 (4096, 5120]
10 (5120, 6144]
11 (6144, 7168|
12 (7168, 8292]
13 (8292, 10240]

Por su disenio, uno espera que el estado usual sea el de la mayor tasa de transferencia
disponible en el canal de transmisién, por eso el estado mas probable es el 13. También
es mas habitual saltar de un estado a los estados adyacentes o bien al de tasa maxima de
transferencia o al de transferencia minima o nula. Con estas consideraciones se disena el
generador infinitesimal de la cadena modulante que estd dado por la matriz
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Dentro de cada uno de estos intervalos se sortea cuanto efectivamente se despacha por
medio de una distribucién normal truncada al intervalo con media igual al punto medio
del intervalo y desvio igual a un sexto de la longitud del intervalo. La matriz diagonal H
contendrd en los elementos de su diagonal los valores medios de estas distribuciones.

En las simulaciones realizadas se generaron trazas de largo 1.000 y un ejemplo de traza
simulada se puede ver en la Figura 4.1

Traza simulada. 500 primeros saltos

10240 - ! ! —

i ot s

6144 B

5120 -

mbl/seg

3072 | —
1024 [ B

1 |
=2l | HJL U J LIl U4 UL D U1K
0 10 20 30 Tiempo 40 50 60 70

Figura 4.1: Traza generada con el modelo de Flujo Markoviano Generalizado.

4.3. Estimacion del ancho de banda efectivo de trazas

Nuestro primer objetivo en calcular el ancho de banda efectivo del modelo tedrico
presentado, para lo cual usaremos el resultado mostrado en Teorema 2.2, el ancho de
banda efectivo se calcula entonces segin la férmula

a(s,t) = élog {mexp [(Q7 + sH) t] 1}.

En la Figura 4.2 se muestra el ancho de banda efectivo calculado para el modelo de
Flujo Markoviano Generalizado segtn la ecuacion anterior.

Para cada traza simulada estimamos el ancho de banda efectivo utilizando el estimador
presentado en el Teorema 2.9 segin la ecuacion (2.35) y en la Figura 4.3 se muestra la
comparaciéon del ancho de banda efectivo estimado para una traza con el valor tedrico.
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Ancho de Banda Tedrico

<5<
55552
SS5Sooss

Figura 4.2: Ancho de banda efectivo para el modelo de Flujo Markoviano Generalizado.

Ancho de Banda Tecrico (azul) vs Ancho de Banda estimado (rojo)

Figura 4.3: Ancho de banda tedrico vs. ancho de banda estimado.
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4.4. Estimacion del punto operacional del enlace

Una vez que obtenemos un buen estimador del ancho de banda efectivo del tréafico
que arriba a un enlace, tratamos ahora de estimar los pardmetros de calidad de servicio
a partir de dicho estimador.

Como ya mencionaramos, el estimador usado verifica las hipdtesis requeridas en el
Teorema 3.14 y por lo tanto el estimador del punto operacional serd consistente y
verificard Teorema Central del Limite.

Calculamos el punto operacional (s*,¢*) del modelo teérico del Flujo Markoviano Ge-
neralizado y su estimador (s}, ") para cada traza simulada. Para ello se debe resolver el
problema de optimizacién de la formula inf-sup de la ecuacién (3.16), con a(s,t) como
en el Teorema 2.3 y el estimador o™ (s, t) como en el Teorema 2.9.

Para resolver la ecuacién (3.16), se procede numéricamente en dos pasos. En el primer
paso, para t fijo se encuentra el punto s*(t) que maximiza g(s,t) = (¢ + bt)s — sta(s, t)
como funcién de s.

La maximizacién g(s,t) puede resolverse numéricamente de una manera eficaz al tener
en cuenta que la funcién sta(s,t) es convexa en s, mientras que (ct + b)s es lineal en s.
Debido a esto, g:(s) = g(s,t) es una funcién unimodal de s y el méximo es tnico. Por
lo tanto, para encontrar dicho méaximo se puede empezar desde un primer intervalo de
incertidumbre [s,, s;] que contiene al méximo. Para determinarlo es suficiente que, para
algin z € [s,, sp| se cumpla que g:(x) > g:(sa) ¥ ge(x) > ge(sp). Luego se reduce el intervalo
de incertidumbre usando la técnica de “bisqueda de oro” (golden section search) como se
muestra en [25], de la siguiente manera:

1. Teniendo en cuenta el intervalo [s,, s3], dos puntos de prueba s;, s, se seleccionan
de manera que s, — s, = s, — 5; = g(sp — Sa), donde g es la proporcién aurea, que
es igual a (v/5 —1)/2 ~ 0,618.

2. Evaluamos ¢.(s;) y g:(s,), e identificamos los tres casos:

a) si gi(s;) > g+(s,) el intervalo de busqueda se convierte en [s,, s,],
b) si gi(si) < ge(s,) el intervalo de busqueda se convierte en [s;, sp),

c) si gi(s1) = gi(s,) el intervalo de busqueda se convierte en [s;, s,].

3. Se repiten los pasos 1 y 2 hasta que el intervalo de incertidumbre tenga una longitud
menor que un valor pequeno e.

La “busqueda de oro”minimiza el nimero méximo de pasos necesarios para reducir el
intervalo de incertidumbre en cierta longitud preestablecida.

Luego de calcular s*(t) para cada t, es necesario minimizar la funcién g(s*(¢),t) y
encontrar t*. Para este segundo problema de optimizacién no hay propiedades generales
que permitan hacer el algoritmo de buisqueda de forma eficiente ya que en efecto, g(s*(¢), )
puede tener mas de un minimo local por esta razén, la minimizacién se resuelve mediante
una estrategia de busqueda lineal de t¢.
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El problema de optimizaciéon se resolvio mediante programas desarrollados en el en-
torno MATLAB (R2011a). Como la optimizacién involucra la exponencial de una matriz,
se reescalaron los valores de las trazas para sortear el problema que se ocasiona con los
valores grandes, que MATLAB interpreta como infinito.

Estimamos el punto operacional (s*,t*) y su intervalo de confianza, para lo cual se
simularon K = 300 trazas de longitud T" = 10000 muestras y para cada traza simulada

indexada por ¢ = 1,--- , K, se construyé el correspondiente estimador (s} (7),¢:(7)).
Por el Teorema 3.14, el vector /n ((s,t%) — (s*,t*)) es asintéticamente normal bi-

variado con media 0 y matriz de covarianza > que estimamos usando las covarianzas
empiricas de la siguiente manera,

- iy (s3(0) — 57)? SR (s(1) — s5)(t5(1) — £7)
s ( sy (s (i) = s3)(6(8) — £7) SR (1) — £7)? ) o @D

Sk K * (5 (% K sy,
donde st =+ 300 sh (i) y t5 = %= >y th(i).
Luego, podremos decir que aproximadamente

1
)= N | (s5t), =2
(‘Sn? n) ((S ) )7 K K) ’
de donde la region de confianza de nivel a se puede obtener como

ARB(0, X2(2))
Vn ’
con Ak la matriz que verifica que A% Ax = Sk y B(z,r) es la bola de centro x y radio 7.
Para verificar los resultados obtenidos se calculé el punto operacional (s*,t*) de
otras 300 trazas, independientes de las usadas para estimar Xy, y se construyé la re-

gién de confianza del 95% donde se espera que aproximadamente el 95 % de los puntos
(sk,t*) calculados en cada una de las trazas simuladas se encuentren dentro de la regién

n’’n

Roos = (s*,t) + ﬁAtKB(Ov \/ X?),05(2))'

Los resultados numéricos se muestran en la Figura 4.4, y se encontré que el 95,16 %
de los puntos estimados se ubicaron dentro de la regién predicha.

R, =(s;,tr)+

n» n

4.5. Estimacion de los parametros de calidad de ser-
vicio de un enlace

El objetivo fundamental de la estimacién del punto operacional es la estimacion de la
probabilidad de pérdida del enlace segtin la ecuacién (3.16) y de otros parametros de la
calidad del servicio como por ejemplo el retardo de los paquetes de informacién.

Respecto a este tltimo es importante notar que, en el régimen asintético de muchas
fuentes, el retardo real que sufren los paquetes que atraviesan un enlace coincide asintoti-
camente con el retardo virtual de los mismos como se puede ver en [60], entendiendo por
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Punto operativo estimado y su regién de confianza

14,8 —

14,6 —

14,41

1426 ——————————————— -
14,2

t (parametro tiempo)

14

13,8

13,6 —

I I I I I I I
0,52 0,53 0,54 0,55 0.5576 0,57 0,58 0,59 0,6
s (parametro de espacio)

Figura 4.4: Punto operacional estimado y regién de confianza del 95 %.

retardo virtual el que se obtiene a traves del tamano de la cola. En otras palabras, si el
enlace envia C' paquetes por unidad de tiempo y la probabilidad de que el tamano de la
cola sea superior a B es ¢, entonces la probabilidad de que el retardo sea superior a B/C
serd ¢, por lo tanto en dicho régimen, si se estima la probabilidad de que el tamano de la
cola supere a B, se obtiene directamente un estimador de la distribucion real del retardo.

Nos concentraremos en la estimacion de la probabilidad de pérdida, ya que el analisis
del retardo se deduce de la misma ecuacién. Recordemos que el estimador del ancho de
banda efectivo que se utiliza cumple con las hipétesis del Teorema 3.14, entonces el
estimador de la probabilidad de pérdida sera

— 1 _ (n)
T = glg sup {(c + bt)s — sta™ (s, t)}, (4.2)

=V 520

que es consistente y verifica un Teorema Central del Limite.
Una vez obtenido este estimador, la probabilidad de pérdida se podra aproximar por

Gn = Po(Qn > B) = eV, (4.3)

donde @y es el tamano de la cola y N es la cantidad de fuentes del sistema.

En la Figura 4.5 se muestra la estimacién de ~, para 600 trazas simuladas, su valor
tedrico y su intervalo de confianza. En este caso los resultados numéricos muestran que el
95,5 % de los valores se encuentran dentro del intervalo de confianza del 95 %
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Estimacion de Y, =-log(prob.perd)
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Figura 4.5: v, estimado, 7 tedrico e intervalo de confianza del 95 %.

4.6. Diseno de un enlace basado en la estimacion del

ancho de banda efectivo

Los resultados anteriores pueden extenderse al caso del diseno de un enlace de una red
que requiere cierta calidad de servicio. Se podria conocer el tamano del buffer minimo B =
Nb de un enlace dada su capacidad C' = N, el trafico que lo atraviesa y la probabilidad

de pérdida maxima que se desea tener o en su defecto el retardo maximo deseado.

Analogamente, si se tiene la misma informacién que antes pero, definido el tamano
del buffer que se desea, es posible calcular la capacidad minima necesaria del enlace para

asegurar la probabilidad de pérdida requerida.

La respuesta a estos problemas de diseno se obtienen resolviendo ecuaciones similares

a las de la optimizacion inf-sup vista anteriormente.

El tamano de buffer minimo para asegurar una probabilidad de pérdida ~ esta dado

por la ecuacion

Nsta™(s,t) + N
B,, = supinf sta™(s,t) + Ty

s>0 t20 S

Por otro lado la capacidad minima necesaria para asegurar una probabilidad de pérdida

v es
Nsta™(s,t)+ Ny B
C,, = supinf sta™(s,t) + J7_Z2
s>0 t>0 st t
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Las expresiones (4.4) y (4.5) se optimizaron de manera andloga a lo realizado en la
Seccion 4.4 para la probabilidad de pérdida, trabajando con una unica fuente, es decir
N = 1. Para cada caso se realizaron 600 simulaciones.

En la Figura 4.6 se muestran los resultados numéricos de la estimacion del punto
operacional para el tamano minimo del buffer. Estos se interpretan como los valores de
los parametros s y t donde se alcanza el valor del buffer que aseguran una determinada
probabilidad de pérdida cuando la capacidad del enlace es ¢ y dado un valor de ancho
de banda efectivo. Ademads en la Figura 4.7 se muestran las estimaciones del tamafio de
buffer minimo, su valor tedrico y la regién de confianza del 95 %, comprobando que el
97,66 % de los valores se encuentran dentro de la regién. Los valores negativos de tamafio
de buffer para alguna traza indican simplemente que no se necesité buffer para cumplir
con los requerimientos de calidad de servicio establecidos.

Region de Confianza para el punto operativo del bufer minimo
30 T T T

28—

26.81—

t (parametro de tiempo)
N
I\
T

26—

25—

24 | | | | |
0.53 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58
s (parametro de espacio)

Figura 4.6: Punto operacional estimado y regién de confianza del 95 % para tamano mini-
mo de buffer.

De manera idéntica procedemos con los puntos operacionales para la capacidad del
enlace interpretandolos como los valores de los pardmetros s y t donde se alcanza la
capacidad minima requerida para asegurar una determinada probabilidad de pérdida con
tamano de buffer b y dado un valor de ancho de banda efectivo. En la Figura 4.8 se
muestran los resultados numéricos de la estimacién del punto operacional mientra que las
estimaciones de la capacidad minima del enlace, el valor tedrico y el intervalo de confianza
del 95 % se muestran en la Figura 4.9 y el 96,6 % de los valores se encuentran dentro del
intervalo.
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Estimaciones de Buffer minimo. Prob perd=exp(-16), C=5
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Figura 4.7: B,, estimado, B tedrico e intervalo de confianza del 95 %.

El tamano del buffer es casi siempre un dato duro, es decir un dato impuesto, por eso
habitualmente se hace disefio sobre la capacidad del enlace.

Es de interés analizar como varia la probabilidad de pérdida cuando cambia la capa-
cidad c del enlace. Para ello recurrimos a la Figura 4.10 donde graficamos —v vs. c. Se
puede observar que la pendiente de dicha curva decrece mas rapidamente a medida que
¢ aumenta y cuando la capacidad del enlace se aproxima al valor pico de la fuente la
probabilidad de pérdida tiende a 0 (—y — —o0). En nuestro caso, por la forma en que lo
disenamos, el modelo se encuentra trabajado casi al limite de la capacidad del enlace.

En la Figura 4.11 se puede observar una aplicacion de la Figura 4.10 para apreciar
mejor la diferencia entre la curva con el modelo tedrico y con el modelo estimado ya que
ambas se encuentran muy proximas.

Si en cambio la probabilidad de pérdida tolerada no varia, es decir se mantiene ~ fijo,
la variacién de ¢ es menor, esto es motivado por la poca dispersién de ¢ como se puede
observar en la Figura 4.9.
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Punto operativo para la capacidad minima
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Figura 4.8: Punto operacional estimado y regién de confianza del 95 % para la capacidad
del enlace.

Estimaciones de Capacidad minima. Prob perd=exp(-16), B=2
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Figura 4.9: C,, estimado, C tedrico e intervalo de confianza del 95 %.
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~y=log(prob.perd)

Capacidad Minima tedrica (azul) y estimada (rojo) para una probabilidad de pérdida dada

—-10

—-15

~y=log(prob.perd)

Punto de operaciéon /
teorico

—_30+

_35 1 1 1 1 1 ! !
3 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4
Capacidad (Mb/s)

Figura 4.10: —v vs. capacidad del enlace.

Capacidad minima tedrica y estimada, para una probabilidad de pérdida dada (ampliacién)
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Figura 4.11: Ampliacién de la imagen en la Figura 4.10.
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Conclusiones y trabajos futuros

En esta tesis resumimos el estado del arte en estas dos dreas y en cada una de ellas
hemos procurado realizar un aporte:

= Modelado de las trazas de trafico: hemos propuesto un nuevo modelo tedrico en el
cual es posible aplicar refinadas herramientas y resultados de estadistica matemati-
ca. El modelo presenta ademas la ventaja se ser muy realista para los actuales
requerimientos de las redes de telecomunicacién. Realizamos un estudio riguroso del
modelo y hemos encontrado una féormula para el ancho de banda efectivo donde se
puede visualizar el papel que cumple los pardametros del modelo.

» Estimacién de parametros: hemos propuesto una metodologia para estimar el ancho
de banda efectivo para una traza de trafico de una fuente en el modelo introducido.
Esta posee las propiedades esperadas para asegurar que cumple con un Teorema
Central de Limite y poder asi construir un intervalo de confianza. Hemos encontra-
do también bajo qué condiciones estimadores del punto operacional de un enlace
y de la probabilidad de pérdida basados en el ancho de banda que hemos estima-
do son consistentes y cuando es valido un Teorema Central del Limite para dichos
estimadores. Hemos procurado condiciones bajo las cuales se pueda asegurar consis-
tencia de estimadores de los parametros de disenio de un enlace, el tamano minimo
de buffer y la capacidad minima de enlace.

El tema abordado es de interés actual y muy diverso. En el desarrollo de este trabajo
han surgido algunos aspectos que se pueden analizar con mayor detalle. Por ejemplo, en
el drea de la estimacién de la calidad de servicio en una red atn existen diversos aspectos
que quedan abiertos. Algunas de las preguntas que surgen son: ;Es posible relajar el
supuesto de que los soportes de las medidas son disjuntos? De ser asi el modelo de Flujo
Markoviano Generalizado podria tratarse como un modelo de Markov Escondido. (Es
esto conveniente? Es decir, jajusta mejor un trafico real o solo agrega complicaciones a
los calculos? ;Cudl seria entonces el estimador a partir de trayectorias de trafico para
estimar el ancho de banda efectivo? Se podria proponer una comparacién de ventajas y
desventajas de ambos modelos y sus estimadores.

Los puntos anteriores son solo algunos de los temas que podriamos encarar como
trabajo futuro.
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Notacién y abreviaturas

En esta seccion presentamos la notacién y abreviaturas que utilizaremos a lo largo de
la tesis.

T, Indicatriz del conjunto A.

[x] Mayor entero menor o igual que .

I, Matriz identidad de orden k.

U Vector v.

E(X) Esperanza matemaética de la variable X.
Var(X) Varianza de la variable X.

CAC Control de aceptacion de conexiones.

QoS Calidad de servicio.

Mxn Clase de matrices de orden m X n.

N(p, 0?) Distribucién normal con media p y varianza o?.
N(@, %) Distribucién normal bivariada con vector de media ji y matriz de

covarianza ..

g Proceso gaussiano continuo.

14 Proceso de Wiener standard.

ot Clase de funciones continuas, con derivada primera continua.
X5y Convergencia casi segura.

X5y Convergencia débil.

X2y Convergencia en distribucién.

Xy Convergencia en probabilidad.

102



Glosario

Ancho de Banda

Backbone

Buffer

Buffer overflow (Des-

borde del buffer)

Calidad de servicio

(QoS)

Control de admision
de una conexion

(CAQC)
Fuente

Ingenieria de trafico

MPEG

Multiplexar

Multiplexado
estadistico

Cantidad de informacién o de datos que se puede enviar a través de
una conexiéon de red en un periodo dado. Se indica generalmente en
bits por segundo (bit/s), kilobits por segundo (kbit/s), o megabits
por segundo (Mbit/s).

La parte de una red que se utiliza como la ruta primaria para trans-
portar trafico entre segmentos de la misma.

Dispositivo digital que esta reservada para el almacenamiento tem-
poral de informacién. Mientras los datos estdn en el buffer, aguar-
dan para ser procesados.

Sucede cuando el tamatnio de los datos entrantes exceden el tamano
del buffer, dando como resultando pérdida de informacién.

Conjunto de reglas para priorizar el trafico de datos en una red
basandose en garantias especificas de disponibilidad y rendimiento
de red.

Coleccién de acciones tomadas por la red durante la fase de instala-
cién para establecer si un camino/canal virtual puede ser aceptado
por la red.

Entidad que envia unidades de datos del servicio por una conexion.

Proceso de mapear la demanda de trafico sobre la topologia de la
red para controlar el flujo de trafico.

Estandar de compresion de Video creado por el grupo MOVING
PICTURE EXPERT GROUP.

Combinar dos o més canales de informacién en un solo medio de
transmision.

Método para combinar varios canales en un tnico medio de trans-

misién que da prioridad en funcién del volumen de datos que cada
canal intentan transmitir en cualquier momento dado.
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Nodo
Overflow

Protocolo

Red

Switch o conmutador

Trafico

Trazas o Trayectorias
de trafico

Punto de interconexién a una red.

Exceso de datos que pueden ser perdidos o transferidos.

Conjunto de reglas para usar una interconexién o una red de ma-
nera que la informacion transmitida en la interconexion pueda ser
interpretada correctamente por todas las partes que intervienen en

la comunicacion.

Conjunto de nodos interconectados para establecer una comunica-
cion.

Dispositivo de interconexién de redes informaticas.

Conjunto de datos que circula a través de la red, en un momento
determinado.

Medicién de datos que circula a través de la red, a lo largo del
tiempo.
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