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4.5. Estimación de los parámetros de calidad de servicio de un enlace . . . . . . 94
4.6. Diseño de un enlace basado en la estimación del ancho de banda efectivo . 96

Conclusiones y trabajos futuros 101

Notación y abreviaturas 102

Glosario 103

Bibliograf́ıa 105

4



Prefacio

Esta tesis es presentada como parte de los requisitos para optar al grado académico
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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de compartir recursos en redes de comunicación
de banda ancha que puede garantizar una cierta calidad de servicio (QoS), y se desarrollan
algunos de los resultados sobre fuentes de datos y modelización del tráfico, especialmente
en los aspectos del ajuste del modelo y la estimación de parámetros.

El multiplexado de las fuentes de tasa variable plantea un problema matemático y
estad́ıstico: la estimación de las necesidades de recursos de una fuente o un conjunto de
fuentes. El método de estimación deberá ser lo suficientemente simple para ponerse en
práctica en el control de aceptación de conexiones (CAC).

Se busca realizar un aporte al empleo del concepto de ancho de banda efectivo con
el fin de estimar la asignación de recursos o la “ocupación ”del canal de cada fuente. En
particular para la estimación y cálculo del punto operacional de un enlace dentro de una
red, entendiendo como punto operacional al par de valores de los parámetros de tiempo
y espacio o multiplexado en que el ancho de banda efectivo da la probabilidad asintótica
de desborde del buffer.

Nuestro estudio trata diversos aspectos, por un lado se enfoca el problema del mo-
delado estocástico de las fuentes de tráfico de las redes y sus enlaces y por otro lado se
aborda el problema de la estimación de algunos parámetros de la calidad del servicio.

Respecto del primer aspecto se desarrollan ejemplos de una amplia gama de modelos
t́ıpicos utilizados hasta ahora para modelar las fuentes de tasa variable y además se
introduce un nuevo modelo de especial interés.

Para el segundo aspecto se demuestra que, dado un buen estimador del ancho de
banda efectivo que obtenemos a partir de las trayectorias de tráfico, se puede estimar con
precisión el punto operacional y bajo la imposición de algunas condiciones de regularidad,
se prueba que dicho estimador es consistente y se construye un intervalo de confianza.

Además se extendenden estas propiedades a otros parámetros del enlace, como son
la probabilidad de pérdida, la estimación de la capacidad del enlace y el tamaño de
buffer mı́nimo necesarios para que el enlace opere con una probabilidad de pérdida para
determinada calidad de servicio.

Por último, mediante simulaciones de trazas, se verifican las precisiones de los resul-
tados teóricos obtenidos.
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Abstract

This work addresses the problem of sharing network resources in broadband commu-
nication that can guarantee a certain quality of service (QoS), and develops some of the
results on data sources and modeling of traffic, especially on aspects of model fit and
parameter estimation.

The multiplexing of variable rate sources poses a mathematical and statistical problem:
estimating the resource requirements of a font or a set of fonts. The estimation method
should be simple enough to be implemented in connection acceptance control (CAC).

We try to contribute to the use of the concept of effective bandwidth in order to
estimate the allocation of resources or the lq lq occupation rq rq of the channel from
each source. In particular for the estimation and calculation of the operating point of a
link within a network, defining operational point as the pair of values of the parameters of
time and space or multiplexed on the effective bandwidth gives the asymptotic probability
of buffer overflow.

Our study covers various aspects on the one hand focuses on the problem of stochastic
modeling of traffic sources and network links and on the other hand addresses the problem
of estimating some parameters of quality of service.

For the first aspect, examples of a wide range of typical models used so far to model
variable rate sources are developed and a new model of special interest is introduced.

For the second aspect is shown that, given a good estimator of the effective bandwidth
that we get from traffic paths can be estimated accurately the operational point, and
under imposing some regularity conditions we prove that this estimator is consistent and
confidence interval can be developed.

These properties are also extended to other parameters of the link such as the loss
probability, the minimum link capacity and the minimum buffer size needed for the link
operate with a given quality of service.

Finally, by simulated traces, the details of the theoretical results are checked
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Introducción

El creciente interés en transportar servicios en tiempo real y la necesidad de disponer
de redes que integren varios servicios de telecomunicaciones motivó el concepto de Red
Digital de Servicios Integrados que ahora se denomina de banda estrecha, que consiste en
el uso de una única infraestructura para el transporte de datos en forma conjunta, como
por ejemplo audio e imágenes.

A mediados de la década de los 80 la Unión Internacional de Telecomunicaciones
comenzó la estandarización del modelo de Red Digital de Servicios Integrados de Banda
Ancha, la cual permitiŕıa la transmisión de información a altas velocidades.

Un punto de vital importancia a lo largo del de este proceso fue la elección del me-
canismo de transferencia, éste se podŕıa definir como el conjunto de herramientas de
multiplexado y conmutación que utiliza la red. También lo fue la formulación de ciertos
principios de funcionamiento de la red y las formas de medir su desempeño. Es posible que
la más importante y de la que nos ocuparemos en este trabajo sea la calidad de servicio
garantizada (QoS) como también aśı la forma de garantizarla.

Se eligió entonces el modelo de redes de modo de transferencia asincrónico ATM (Asyn-
chronous Transfer Mode), que permite multiplexar eficientemente diversas fuentes ya que
mediante el concepto de multiplexado estad́ıstico de las fuentes, se obtiene una gran efi-
ciencia en el uso de los recursos de la red.

Si se dispone de diversas fuentes que emiten a una tasa variable, las redes tradicionales
reservan un ancho de banda igual a la tasa pico o máxima, malgastando de esta forma el
ancho sobrante cuando la tasa resulta inferior. Esta es la ineficiencia que se trata de evitar
con el multiplexado de las fuentes sobre enlaces con capacidad menor que las sumas de
las tasas picos.

El costo del multiplexado es que, al ser un método estad́ıstico, la posibilidad que los
picos de todas las fuentes coincidan no es nula, en tal caso se perderá información por
overflow lo que perjudicará la calidad del servicio. Como los servicios de tiempo real son
sensibles al retardo y más aún a la pérdida de información, para minimizar los efectos de
las pérdidas y mantener la calidad del servicio, tanto para las nuevas conexiones como
para las preexistentes, se necesita disponer de controles de admisión de conexiones (CAC)
y mecanismos de control de congestión que nos permitan decidir si se puede admitir una
nueva fuente de transmisión.

En el marco de la riqueza y diversidad de problemas que estos temas presentan, uno
de los objetivos de este trabajo es el análisis de la perfomance de una red y cuando ese
análisis se realiza desde un enfoque paramétrico se debe conocer cómo se comporta el
tráfico de la fuente. Para hacerlo es necesario disponer de buenos modelos matemáticos
que permitan estudiar y comprender el comportamiento estad́ıstico del tráfico (datos,
audio y video) que será transmitido por las redes.

En el caso de las fuentes de datos, los generadores más habituales son los servidores
de web, las transferencias de ficheros (FTP), las conexiones remotas y los chats, es decir
todos los servicios presentes en las redes IP (Internet). El comportamiento en cada caso
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es muy diferente, la web se caracteriza por la gran cantidad de transferencia de paquetes,
generalmente de reducido tamaño, en cambio la FTP se caracteriza por presentar largas
transferencias de información.

Para las fuentes de audio lo habitual es que la señal transmitida sea de voz, donde se
trata de aprovechar las caracteŕısticas del habla humana que se presenta por ráfagas (talk
spurts) con silencios intercalados entre palabras y entre frases, por eso lo más habitual
es que los codificadores de voz incorporen detectores de silencio durante los cuales no se
transmite información.

Por último las fuentes de video de tasa variable (VBR) se caracterizan por estar
fuertemente correlacionadas. Este tipo de tráfico es muy importante en las redes de banda
ancha por ser el que más recursos de transmisión necesita y uno de los más sensibles al
retardo y a la pérdida de información.

Otra caracteŕıstica de las redes ATM es que son orientadas a conexión, es decir cada
vez que se transfiere información, se debe establecer un camino virtual desde el origen
al destino y dentro de la llamada se producen ráfagas (bursts) en las que se transmiten
celdas de información, seguidas de intervalos de silencio. Dentro de cada ráfaga las celdas
no necesariamente se transmiten de modo uniforme, por lo tanto las redes ATM presentan
un comportamiento diferente en cada una de las escalas de tiempo consideradas: llamadas,
ráfagas y celdas.

Las escalas de celdas y ráfagas son las que nos permiten dimensionar los buffers y
los mecanismos de admisión de nuevas conexiones ya que uno de los posibles problemas
provienen de la probabilidad de que el tráfico agregado exceda la capacidad de salida del
sistema provocando pérdida de información y estos overflows pueden evitarse mediante
mecanismos de control de admisión eficientes.

En el desarrollo de la tesis se ofrece una visión, sin ánimo de ser exhaustiva, de algunos
modelos y se propone y estudia uno nuevo para el tema en el cual nos hemos enfocados,
el tráfico en redes de banda ancha.

Tradicionalmente se ha asumido que en las redes de conmutación de paquetes de da-
tos se daban las condiciones necesarias para suponer que la generación de celdas sigue un
proceso de Poisson o de Bernoulli. Sin embargo, como ya hemos mencionado al describir
los servicios de Internet, cada aplicación presenta una tasa y distribución de celdas dife-
rentes que pueden ir desde transmisiones esporádicas y cortas hasta largas transferencia
de información.

Para modelar las fuentes de voz los más apropiados son los modelos on-off que se
basan en una cadena de Markov con dos estados. Estos modelos aproximan el fenómeno
talk spurts ya que describen una fuente que emite información por ráfagas, generando
paquetes en el estado on y silencios en el estado off. Para modelar mezclas de tráficos de
voz y datos se suele emplear los Procesos de Poisson modulados por cadenas de Markov
(MMPP) que son procesos estocásticos que utiliza una cadena de Markov que define,
según el estado en que se encuentra, la tasa del tráfico, es decir la cadena modula el
proceso de generación de la información.

Los modelos de flujos Markovianos son especialmente recomendados para modelar
fuentes de video tipo VBR, donde el tráfico se presenta como un flujo continuo, sobre
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todo cuando las unidades de tráfico o paquetes son muy pequeños comparados con el
tráfico total. En estos modelos el estado de la cadena de Markov modulante determina la
tasa del flujo. A cada estado le corresponde una tasa fija. Una fuente de video codificada
se podŕıa modelar de manera simplificada como una cadena con dos estados. Cuando la
imagen está “quieta ”no hay diferencia entre un cuadro y el anterior y no se transfiere
información, estado off de la cadena con velocidad de transmisión nula. Cuando la
imagen vaŕıa mucho se debe transmitir todo el cuadro cada vez, se estaŕıa en el estado
on de la cadena con una velocidad de transmisión alta. En casos reales cuando la imagen
está “quieta ”en realidad hay poca diferencia y se transmite a baja velocidad, con cierta
variabilidad de cuadro a cuadro y probablemente exista más de un estado de transmisión
a velocidad alta dependiendo de la magnitud del cambio.

En un tráfico real de datos, voz o video, si se quisiera modelar mediante un flujo
Markoviano, la gran cantidad de valores diferentes que se observan para las tasas, se tra-
ducirá en el aumento de la cantidad de estados que debeŕıa asumir la cadena modulante y
por consiguiente aumentará la dimensión del problema haciéndolo muy dificil de manejar.

Esto nos ha llevado a pensar en un modelo alternativo que introducimos en esta tesis
y que hemos denominado Flujo Markoviano Generalizado, donde los cambios bruscos de
la velocidad de transferencia reportan un cambio de estado en la cadena modulante, pero
dentro de un estado se permite que la tasa asuma ya no un valor fijo sino un valor aleatorio
sorteado de acuerdo a alguna distribución de probabilidades.

Para interpretar este modelo podemos pensar que el estado de la cadena indica un
tipo de actividad en la transferencia como por ejemplo correo, chat, conversación, video-
conferencia, entre otros y para cada estado la tasa se sortea, dentro de un rango de valores
razonable para ese tipo de actividad y según una ley de probabilidad.

Una vez asignado un modelo a la fuente estudiada, seŕıa interesante disponer de algún
criterio que permita valorar la bondad del mismo. La validación consiste en medir qué tan
próximo es el modelo a la fuente real de tráfico.

Cuando se realiza ingenieŕıa de tráfico en ĺınea se necesita contar con herramientas
que permitan analizar la perfomance midiendo o estimando los parámetros de la calidad
de servicio requerida sobre la red, en particular será necesario estimar la probabilidad de
pérdida. Por otra parte este parámetro es usado como criterio de diseño y para aceptar
conexiones, por lo tanto resulta técnicamente relevante disponer de buenas estimaciones
de dicha probabilidad. Un modelo que se ajuste bien a los datos de tráfico servirá a tal
fin.

El desarrollo de las herramientas estad́ısticas para el estudio del comportamiento de un
enlace de una red surge con mayor fuerza a partir de la noción de ancho de banda efectivo
introducida por Kelly en 1996 [43], que permite encontrar expresiones para estimar la
probabilidad de pérdida en un enlace.

La primer pregunta que se presenta es por qué el nombre de ancho de banda efectivo.
La idea es que el valor de esta función indicará la cantidad de ancho de banda mı́nimo
del enlace que es necesario reservar para la fuente a los efectos de cumplir con los re-
querimientos de calidad de servicio. Se busca una función del tráfico de una fuente que,
dependiendo del contexto, indique la cantidad de recursos que se debe reservar a la fuente
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y el contexto estará dado por la capacidad del enlace, del buffer, de las máximas pérdidas
que se desean y de otras fuentes que también alimenten el enlace.

Esta magnitud tiene propiedades interesantes, entre ellas que se encuentra entre la
media y el máximo del tráfico de la fuente ya que si se reserva el valor pico de la fuente,
no se tendŕıan pérdidas pero se estaŕıa desperdiciando capacidad del sistema, mientras
que si se reserva un valor muy cercano a la media se tendrá un buen aprovechamiento de
los recursos, pero las pérdidas probablemente estén por encima de las deseadas.

El concepto de ancho de banda efectivo puede ser aplicado a una fuente o a una
agregación de fuentes, eventualmente muy grande como lo es en los enlaces que están en
el corazón de una red. En este enfoque, la asintótica de muchas fuentes, el ancho de banda
efectivo está estrechamente relacionado con la probabilidad de pérdida por desborde del
buffer.

Será necesario entonces disponer de una buena estimación del ancho de banda efectivo
para, a partir de ella, poder estimar la probabilidad de pérdida.

Diversos autores como [25, 64, 55] trataron sobre este punto encontrando buenos esti-
madores para los modelos clásicos como el MMPP o el Flujo Markovianos, nuestra princi-
pal motivación es encontrar un buen estimador para el nuevo modelo, el Flujo Markoviano
Generalizado.

En este trabajo se encontrará una fórmula para el cálculo del ancho de banda efec-
tivo del tipo de Kesidis, Walrand y Chang [42], desarrollada para el modelo del Flujo
Markoviano Generalizado y que es de particular interés porque permite expresar dicha
magnitud en función de los parámetros del modelo: el generador infinitesimal de la cade-
na modulante y las tasas medias de transferencia. Esta fórmula nos permite proponer un
estimador del ancho de banda efectivo a partir de trayectorias de tráfico, sobre el cual se
prueba su consistencia y su distribución asintótica.

Una vez que se tiene un buen estimador para el ancho de banda efectivo surge la
pregunta de si será cierto que usando este estimador en lugar del valor teórico para
calcular la probabilidad de pérdida se obtiene un estimador de la misma que herede
ambas propiedades, consistencia y normalidad asintótica.

En este trabajo se determina bajo qué condiciones se cumple esto tanto para la proba-
bilidad de pérdida como para la capacidad del enlace y para el tamaño de buffer mı́nimo
necesarios para que el enlace opere con cierta probabilidad de pérdida para determinada
calidad de servicio. Estos estimadores son aplicados al análisis y diseño de redes garanti-
zando una cierta calidad de servicio, punto central en el diseño de nuevas redes de teleco-
municación. Mediante simulaciones se aplican estos resultados al análisis de perfomance
y diseño y se verifican las precisiones de los resultados teóricos obtenidos.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera, en el Caṕıtulo 1 se presentan algu-
nos conceptos fundamentales que permiten desarrollar herramientas estad́ısticas para el
tratamiento de problemas de interés en el modelado y análisis de perfomance de redes de
datos como son el concepto de ancho de banda efectivo, sus propiedades y ejemplos de su
cálculo para los modelos clásicos. Se dan las herramientas básicas de Cadena de Markov
necesarias para comprender tanto el modelo de Flujo Markoviano como para el modelo
de flujo Markoviano Generalizado, por último se calcula el ancho de banda efectivo para
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el modelo de Flujo Markoviano.
En el Caṕıtulo 2 se estudia el nuevo modelo propuesto en esta tesis para describir

el funcionamiento de las fuentes al cual se lo denominó Flujo Markoviano Generalizado.
Para este modelo se calcula su ancho de banda efectivo, se encuentra una fórmula del tipo
Kesidis, Walrand y Chang para la expresión del mismo, se presenta un estimador para el
ancho de banda efectivo a partir de trazas de tráfico y se demuestra su consistencia y su
distribución asintótica. Por último se presenta un intervalo de confianza para el mismo.

En el Caṕıtulo 3 se introducen las herramientas de la teoŕıa de grandes desviaciones
necesarias en las demostraciones y se presenta el concepto de punto operacional y un
estimador para el mismo. Se demuestran su consistencia y distribución asintótica. Se
analizan estos conceptos para el modelo de Flujo Markoviano Generalizado.

Por último en el Caṕıtulo 4, se muestran los resultados de las simulaciones con los
cuales se validan los resultados teóricos obtenidos en los Caṕıtulos 2 y 3.

Si bien este trabajo está motivado por la ingenieŕıa y el análisis del tráfico sobre redes
de flujos de tasas variables, sus resultados son válidos para problemas de uso compartido
de recursos limitados, en que se debe mantener ciertos niveles de pérdida, donde la pérdida
puede entenderse de diversas formas según el problema.

El siguiente diagrama de bloques explica como se desarrollará el trabajo de esta tesis.

Modelo de tráfico: Flujo Markoviano Generalizado

Estimador para la asignación de
recursos: Ancho de Banda Efectivo

Estimador del
punto operacional

Estimador
Probabilidad
de Pérdida

Tamaño
del buffer

Capacidad
de enlace
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Caṕıtulo 1

Ancho de Banda Efectivo

1.1. Introducción

Esta tesis aborda algunos problemas de interés en el modelado y análisis de perfomance
de redes de datos. Por consiguiente, en este caṕıtulo introducimos algunos conceptos
fundamentales que permiten desarrollar herramientas estad́ısticas para el tratamiento de
este tipo de problemas. En particular presentamos la definición y propiedades de una
magnitud llamada ancho de banda efectivo utilizada en el análisis local de redes y colas de
espera. Mostraremos además algunos modelos de tráfico de datos usados en la literatura
para los cuales se puede calcular su ancho de banda efectivo, con el objetivo de brindar la
introducción necesaria y motivadora de los resultados originales que se desarrollarán en
los caṕıtulos siguientes.

Si consideramos un sistema multiplexor donde varios flujos de datos comparten una
única salida, es de interés conocer cuánto recurso requiere cada flujo del sistema. Pensa-
mos en el sistema como un servidor que puede procesar el trabajo que recibe de varias
fuentes distintas a una cierta tasa constante c y además puede almacenar en un buffer
hasta una cierta cantidad b de unidades de trabajo. El trabajo que llega cuando el buffer
está completo se descarta y por lo tanto nunca es procesado.

Un ejemplo de este tipos de redes es la Internet, cuya poĺıtica tradicional de trabajo
es el “best effort”, es decir hacer lo que puede dividiendo sus recursos entre todas las
solicitudes. Si en un instante muchas comunicaciones deben usar un mismo enlace de
salida, los paquetes se van almacenando en cola (buffers) esperando su turno, esto produce
retardo y si el buffer se llena los paquetes se pierden.

Las aplicaciones tradicionales de Internet son los mails, la transferencia de archivos y
el uso de la Web donde los retardos no afectan demasiado y las pérdidas se solucionan con
retransmisiones pero en los nuevos servicios que puede ofrecer la Internet como son las
comunicaciones de voz y video, tanto el retardo como la pérdida de paquetes son cŕıticos.

La causa más significativa de retardo y pérdidas de paquetes en los buffers, es el exceso
de tráfico en el canal de transmisión, por lo que es necesario proponer modelos estocásti-
cos y técnicas estad́ısticas que permitan controlar las probabilidades de congestión o de
pérdida de paquetes y establecer condiciones para poder realizar cada tarea demandada.
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Conocer entonces, cuánto de los recursos disponibles necesita cada conexión tiene
aplicación directa a lo que se llama control de admisión de conexiones (CAC), ya que una
nueva conexión puede ser aceptada si hay suficientes recursos disponibles y el precio de la
conexión debeŕıa ser, de alguna forma, proporcional a los recursos necesarios. Al tomar la
decisión de aceptar una nueva conexión, se deber estimar cuanto ocupará esta en el canal
de comunicación, para saber si al añadir el nuevo tráfico se puede mantener la calidad de
servicio (QoS), tanto de la nueva conexión como de las ya existentes.

El ancho de banda de una red de datos se da en términos del número de bits que
se pueden transmitir por segundo. El ancho de banda efectivo de una red no sólo de-
penderá del ancho de banda f́ısico, sino también de la eficiencia de la codificación de los
datos en paquetes, la eficiencia con que opera la red y si el tiempo de la red se desper-
dicia debido a las colisiones de mensajes. Esto impone restricciones importantes sobre su
funcionamiento.

Hay dos ĺımites claros para estos requerimientos, por un lado se podŕıa reservar la
tasa máxima de transmisión para cada conexión (lo que da lugar a un multiplexor deter-
mińıstico), si bien no hay posibilidad de “buffer overflow” es decir no queda trabajo sin
procesar, la utilización del enlace es muy pobre. Por otro lado, se podŕıa reservar la tasa
media de transmisión para cada conexión, que permite utilizar en media el cien por cien-
to del enlace, pero es inevitable que exista “buffer overflow”. Entonces, dada una cierta
calidad de servicio requerida (probabilidad de pérdida de trabajo, retardo en el tiempo
de procesamiento, etc.) la cantidad de recursos que deberá reservarse para cada conexión,
está en algún lugar entre la tasa media y la tasa máxima de dicha conexión. Esta cantidad
se conoce generalmente como ancho de banda efectivo y es entonces una medida del uso
de los recursos.

El concepto de ancho de banda efectivo introducido por Kelly en [43], es una medida
útil de la ocupación del canal de transmisión, cuyo sustento teórico proviene de la teoŕıa
de grandes desv́ıos y cuyas propiedades la hacen una medida apropiada. Aplicaciones de
esta magnitud a las redes de telecomunicación se presentan en [27, 36] entre otros.

Desarrollamos como ejemplos varios modelos de tráfico y nos enfocamos más particu-
larmente sobre el modelo conocido como Flujo Markoviano que es aceptado en la literatura
para datos provientes de voz y de video MPEG. Para este tipo de modelos Keisidis, Wal-
rang y Chang presentaron en [42] una expresión para el ancho de banda efectivo, cuando
las tasas de transferencias son constantes.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera, en la Sección 1.2 se presenta
el concepto de ancho de banda efectivo, sus propiedades y ejemplos de su cálculo para
distintos procesos estacionarios, en la Sección 1.3 se presentan los conceptos fundamentales
de cadenas de Markov y el modelo de Flujo Markoviano, por último en la Sección 1.4 se
presentan los resultados existentes sobre el ancho de banda efectivo para el modelo de
Flujo Markoviano.
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1.2. Ancho de Banda Efectivo

Los usuarios que transmiten datos en la red, también denominados fuentes, son mo-
delados mediante procesos estocásticos caracterizados por algunas propiedades f́ısicas y
estad́ısticas como por ejemplo la capacidad máxima y la tasa de arribo del trabajo entre
otras. Además cada nodo puede describirse mediante ciertos parámetros como son su ca-
pacidad, el tamaño del buffer y la probabilidad de pérdida u “overflow” que describe la
calidad del nodo.

Dado un nodo con tamaño de buffer y capacidad de enlace fija, si se establece una
probabilidad de pérdida, que en general será muy pequeña para cumplir con requisitos
de calidad, se puede entonces estimar el número de fuentes que pueden ser atendidas por
dicho nodo. El multiplexado estad́ıstico se utiliza para agregar tráfico en un nodo y tiene la
ventaja de permitir el uso del recurso ocioso que de otra manera se hubiera desperdiciado
y la desventaja de no garantizar la calidad de servicio. Tanto los parámetros de la fuente
como los del nodo son conocidos y el ancho de banda efectivo estima la cantidad de recurso
que cada fuente consume.

La cantidad de trabajo que llega a un switch desde una fuente en un intervalo de
tiempo de una longitud t, es claramente una variable aleatoria, en consecuencia un proceso
estocástico es la herramienta adecuada para modelarlo.

Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad, consideraremos en él un proceso estocásti-
co, es decir una función X : Ω × IR+ → IR tal que X(ω, t) = Xt(ω) es una variable
aleatoria para todo t positivo. Para cada ω ∈ Ω a la función X(ω, .) : IR+ → IR se le
llamará trayectoria del proceso.

Es necesario definir además qué caracteŕısticas deben tener los procesos estocásticos
que describen las fuentes que concurren a cada nodo de la red.

Un proceso estocástico se dice estacionario si dado k positivo, para cualquier conjunto
de números reales t1, t2, · · · , tk y h, la variable aleatoria (Xt1 , Xt2 , · · · , Xtk) tiene la misma
distribución conjunta que (Xt1+h, Xt2+h, · · · , Xtk+h) y se dice de incrementos estacionario
si el proceso {Xt − Xs}t≥0 es un proceso estacionario para todo valor de s positivo.
Además se dice de incrementos independientes si dado un número natural k, para cualquier
t1, t2, · · · , tk tales que 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk, se cumple que las variables aleatorias {Xti −
Xti−1

} son independientes para todo i ∈ {1, · · · , k}.
En esta presentación Xt representa la cantidad de trabajo que llega a un switch desde

una fuente en el intervalo [0, t] y suponemos que es un proceso estocástico estacionario,
es decir suponemos que la distribución de la cantidad de trabajo que llega en un intervalo
sólo depende de la longitud del mismo. Diremos entonces que las fuentes que cumplen
esta propiedad son fuentes estacionarias.

Utilizaremos la definición de ancho de banda efectivo (EB su sigla en inglés) desarro-
llada por Kelly, [43].

Definición 1.1 Se define la función ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria
como

α(s, t) =
1

st
logEesXt 0 < s, t < ∞, (1.1)
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donde Xt es el trabajo que produce la fuente en el intervalo [0, t] y s y t son parámetros
de escala.

La idea es que el valor de esta función para un cierto punto de operación (s, t) in-
dicará la cantidad de ancho de banda mı́nimo del enlace que es necesario reservar para
la fuente a los efectos de cumplir con los requerimientos de calidad de servicio. Se busca
una función del tráfico de una fuente que, dependiendo del contexto, indique la canti-
dad de recursos que se debe reservar a la fuente. El contexto estará dado por el punto
de operación que, como se verá, depende de la capacidad del enlace, del buffer, de las
máximas pérdidas que se desean, y de otras fuentes que también alimenten el enlace. Una
posibilidad es reservar el valor de pico de la fuente, es decir el máximo, en este caso no
se tendrán pérdidas pero se estará desperdiciando capacidad. Si se reserva un valor muy
cercano a la media se tendrá un buen aprovechamiento de los recursos, pero las pérdidas
probablemente estén por encima de las deseadas.

El ancho de banda efectivo cuenta con propiedades que lo hacen interesante en la
aplicación al estudio de redes de datos, la primera muy intuitiva y de fácil comprobación
es que el ancho de banda efectivo requerido por una fuente que env́ıa datos a velocidad
constante C, es efectivamente C, ya que si la fuente env́ıa datos a una velocidad constante
C el trabajo acumulado será Xt = Ct y sustituyendo en (1.1) se obtiene que α(s, t) = C.

Probemos ahora que el ancho de banda es una cantidad entre la tasa máxima y la tasa
media de transmisión.

Proposición 1.2 Para cada t > 0 se tiene que

EXt

t
≤ α(s, t) ≤ Xt

t
∀s > 0,

donde X t := ı́nf{x : P (Xt > x) = 0} es el supremo esencial de la variable Xt.

Demostración: La función φ(x) = esx es una función convexa para cada s > 0, entonces
aplicando la desigualdad de Jensen [35] se obtiene que

EesXt = Eφ(Xt) ≥ φ(EXt) = esEXt,

y por lo tanto

α(s, t) =
1

st
logEesXt ≥ 1

st
log esEXt =

1

st
sEXt =

EXt

t
.

Por otra parte

P
(
Xt > X t

)
= P

( ∞⋃
n=1

{
Xt > Xt +

1

n

})
= ĺım

n→∞
P

(
Xt > X t +

1

n

)
= 0,

pues P
(
Xt > X t +

1
n

)
= 0 para todo valor n, esto significa que Xt ≤ Xt c.s..
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Aplicando el operador esperanza tenemos que

EesXt ≤ EesXt = esXt ,

por lo tanto

α(s, t) ≤ 1

st
log esXt =

X t

t
,

lo que prueba la otra desigualdad y concluye la demostración. �

Esto significa que el parámetro s gradua la ubicación del ancho de banda efectivo entre
la “media” y el “máximo” como lo muestra la Figura 1.1.

Figura 1.1: Interpretación del parámetro s.

Como ya dijimos, dimensionar en base a la media lleva a enormes pérdidas y dimen-
sionar en base al máximo, a gran ineficiencia por ser un multiplexado pobre, por lo tanto
el parámetro s está midiendo el grado de multiplexado que se considera, cuanto mayor
grado de multiplexado, mayor seguridad y menor eficiencia.

Si los datos enviados por una fuente se pueden expresar como la suma de los datos
enviados por fuentes independientes se puede demostrar que el ancho de banda tiene la
propiedad aditiva.

Proposición 1.3 Si Xt =
n∑

j=1

X
(j)
t donde las variables

{
X

(j)
t

}
j=1,··· ,n

son independientes,

se cumple que

α(s, t) =

n∑
j=1

αj(s, t),

donde α(s, t) y αj(s, t) son los anchos de banda efectivos de Xt y X
(j)
t respectivamente.

Demostración: Aplicando propiedades del operador esperanza se tiene que

EesXt = Ee
s
(∑n

j=1 X
(j)
t

)
= E

n∏
j=1

esX
(j)
t =

n∏
j=1

EesX
(j)
t , (1.2)
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reemplazando (1.2) en la definición del ancho de banda efectivo se tiene

α(s, t) =
1

st
logEesXt =

1

st
log

(
n∏

j=1

EesX
(j)
t

)
=

1

st

n∑
j=1

logEesX
(j)
t =

n∑
j=1

αj(s, t).

�

Si en cada instante t la fuente despacha una cantidad proporcional a t, entonces el
ancho de banda sólo dependerá del producto st y la demostración de la siguiente propiedad
es inmediata.

Proposición 1.4 Si existe una variable aleatoriaX tal queXt = Xt, cualquiera sea t > 0
y P (X ≥ 0) = 1, entonces

α(s, t) = α(st, 1).

Con respecto al comportamiento de α(s, t) como función de s, veremos que es creciente
y que cuando s = 0 está determinada fundamentalmente por la esperanza y la varianza
de Xt, mientras que cerca de s = ∞ está relacionado con la distribución de Xt cerca de
su supremo escencial.

Proposición 1.5 Para cada t fijo, α(s, t) es creciente con s.

Demostración: Sea 0 < s1 < s2, debemos probar que α(s1, t) ≤ α(s2, t) o lo que es
equivalente α(s2, t)− α(s1, t) ≥ 0. Como

α(s2, t)− α(s1, t) =
1

s2t
logEes2Xt − 1

s1t
logEes1Xt =

1

t
log

[
(Ees2Xt)

1
s2

(Ees1Xt)
1
s1

]
, (1.3)

basta probar que el logaritmo en (1.3) es positivo, es decir que

(Ees2Xt)
1
s2

(Ees1Xt)
1
s1

≥ 1,

y como s2 > 0, alcanza con probar que

(
(Ees2Xt)

1
s2

(Ees1Xt)
1
s1

)s2

=
Ees2Xt

(Ees1Xt)
s2
s1

≥ 1.

Por ser s2 > s1 la función φ(x) = x
s2
s1 es convexa y aplicando la desigualdad de Jensen

[35] se obtiene que (
Ees1Xt

) s1
s2 ≤ E

[(
es1Xt

) s2
s1

]
= Ees2Xt ,

lo que prueba la proposición. �
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Proposición 1.6 Si α(s, t) está acotado para algún s > 0, entonces para cada t:

α(s, t) =
EXt

t
+

s

2t
V ar(Xt) + o(s), cuando s → 0. (1.4)

Si α(s, t) está acotado para s → ∞ y Xt toma el valor X t con probabilidad positiva,
entonces para cada t:

α(s, t) =
X t

t
+

1

st
logP (Xt = X t) + o

(
1

s

)
, cuando s → ∞. (1.5)

Demostración: Supongamos que α(s, t) < ∞, para algún s0 > 0, por la Proposición
1.5, α(s′, t) < ∞, para todo s′ < s0. Utilizando desarrollo en series de potencia, se verifica
que

EesXt = 1 + sEXt + s2
EX2

t

2
+ · · ·+ sn

EXn
t

n!
+ · · · ,

para todos los s tales que EesXt < ∞. En particular

EesXt = 1 + sEXt + s2
EX2

t

2
+ o(s2).

Recordemos que

log(u+ 1) = u− u2

2
+ o(u2), si |u| < 1, (1.6)

y como EesXt es continua y en s = 0 toma el valor 1, si tomamos s suficientemente
pequeño tal que |EesXt − 1| < 1 entonces

logEesXt = log

[
1 + sEXt + s2

EX2
t

2
+ o(s2)

]
.

Utilizando (1.6) con u = sEXt + s2
EX2

t

2
+ o(s2), resulta que

logEesXt = sEXt + s2
EX2

t

2
+ o(s2)− 1

2

(
s2(EXt)

2 + o(s2)
)
+ o(s2)

= sEXt +
s2

2

(
EX2

t − (EXt)
2
)
+ 2o(s2)− o(s2)

2

= sEXt +
s2

2
V ar(Xt) + o(s2). (1.7)

Luego

α(s, t) =
1

st

(
sEXt +

s2

2
V ar(Xt) + o(s2)

)
=

EXt

t
+

s

2t
V ar(Xt) + o(s2),

lo que prueba (1.4).
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Para probar (1.5) debemos probar que s

(
α(s, t)− X t

t
− 1

st
P (Xt = X t)

)
→

s→∞
0, o lo

que es equivalente que

s

(
α(s, t)− X t

t

)
→

s→∞
1

t
P (Xt = X t).

En efecto,

s

(
α(s, t)− Xt

t

)
= s

(
1

st
logEesXt − X t

t

)
=

1

t
logEesXt − sX t

t

=
1

t
logEesXt − 1

t
log esXt

=
1

t
log

[
EesXte−sXt

]
=

1

t
logE

(
es(Xt−Xt)

)
=

1

t
logE

(
es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ X t}

)
.

Para cada ω ∈ Ω tenemos tres casos posibles
Xt(ω) > X t =⇒ es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ X t}(ω) = 0 = 1I{Xt = Xt}(ω) cualquiera sea s,

Xt(ω) < X t =⇒ es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ X t}(ω) →
s→∞

0 = 1I{Xt = X t}(ω),
Xt(ω) = X t =⇒ es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ X t}(ω) = 1 = 1I{Xt = Xt}(ω) cualquiera sea s,

y por lo tanto es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ X t} →
s→∞

1I{Xt = X t}, aplicando entonces el Teorema de

Convergencia Dominada, [35], tenemos que

E
[
es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ Xt}

]
→

s→∞
E1I{Xt = X t} = P (Xt = Xt).

Luego,
1

t
logE

[
es(Xt−Xt)1I{Xt ≤ X t}

]
→

s→∞
1

t
logP (Xt = X t),

lo que prueba (1.5). �

Corolario 1.7 De la proposición anterior se deduce que:

ĺım
s→0

α(s, t) =
EXt

t
:= α(0, t),

ĺım
s→∞

α(s, t) =
X t

t
:= α(∞, t).
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Hasta ahora hemos considerado que Xt es un proceso que tiene incrementos estacio-
narios, veamos ahora que caracteŕısticas o propiedades posee esta magnitud si el proceso
además tiene incrementos independientes.

Proposición 1.8 Si Xt tiene incrementos independientes, entonces α(s, t) no depende
de t.

Demostración: Consideremos primero un número natural arbitrario m, dados s y t
tenemos que

EesXmt = Ees(
∑m

k=1 Xkt−X(k−1)t) = E

m∏
k=1

es(Xkt−X(k−1)t) =

m∏
k=1

Ees(Xkt−X(k−1)t).

Dado que Xt es un proceso de incrementos estacionarios, Xt y Xkt − X(k−1)t tienen la
misma distribución para cualquier valor de k desde 1 hasta m y entonces

EesXmt =

m∏
k=1

EesXt =
(
EesXt

)m
,

y por lo tanto

α(s,mt) =
1

smt
logEesXmt =

1

smt
log(EesXt)m =

1

st
logEesXt = α(s, t), (1.8)

en particular, para t = 1 se cumple que α(s,m) = α(s, 1) para cualquier número natural.
Consideremos ahora t racional, es decir t = p

q
con p y q ∈ IN. Utilizando (1.8) con

m = q resulta que α(s, p
q
) = α(s, q p

q
) = α(s, p) = α(s, 1), es decir α(s, t) = α(s, 1)

cualquiera sea t racional.
Sea ahora t un real no racional, los procesos con incrementos estacionarios e inde-

pendientes cumplen con la propiedad que P ({ω : Xt(ω) es discontinua en t}) = 0, por lo
tanto

EesXt = E
(
esXt1I{Xtcontinua en t}

)
= E

(
ĺım
n

esXtn1I{Xtcontinua en t}
)
,

donde tn es una sucesión de racionales que tiende hacia t en forma creciente. Como s > 0,
la convergencia es monótona y aplicando el Lema de Fatou, [35], se tiene que

EesXt = ĺım
n

E
(
esXtn1I{Xtcontinua en t}

)
= ĺım

n
E
(
esXtn

)
,

es decir

α(s, t) =
1

st
logEesXt = ĺım

n

1

stn
logEesXtn = ĺım

n
α(s, tn) = α(s, 1),

ya que los tn son racionales, se tiene entonces que α(s, t) = α(s, 1), cualquiera sea t real
positivo. �

El ancho de banda efectivo puede calcularse expĺıcitamente para distintas distribucio-
nes de los procesos Xt, veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.9 Flujo de velocidad aleatoria.

Vimos, inmediatemente a continuación de la definición de ancho de banda efectivo, que si
el proceso es un flujo de velocidad constante de la forma Xt = Ct, entonces α(s, t) = C.
Una generalización de este ejemplo es considerar Xt = Xt, donde X es una variable
aleatoria tal que P (X ≥ 0) = 1, por ejemplo supongamos que X tiene una distribución
exponencial del parámetro λ, entonces calculando

EestX =

∫ +∞

k=0

estxλe−λxdx = λ

∫ +∞

o

e(st−λ)xdx =
λ

λ− st
,

en la región s, t ≥ 0 y st ≤ λ, resulta

α(s, t) =
1

st
log

(
λ

λ− st

)
, (1.9)

que efectivamente depende sólo del producto st como lo afirma la Proposición 1.4.

Para el tráfico telefónico ha sido usado exitosamente el modelo se Poisson desde el
trabajo presentado por Erlang en la primera parte del siglo veinte donde se presenta un
modelo que describe el tráfico de conversación telefónica con propiedades teóricas que
lo hacen fácil de analizar, por lo tanto cualquier trabajo sobre telecomunicación debe
abarcar al modelo de Poisson como un caso especial. Veamos ahora como calculamos
expĺıcitamente el ancho de banda efectivo para dicho modelo.

Ejemplo 1.10 Proceso de Poisson.

Sea Xt un proceso de Poisson, es decir Xt = máx{k : T1+· · ·+Tk ≤ t} donde {Tn}n∈IN
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribución ex-
ponencial con parámetro λ, el modelo se puede interpretar como la llegada de una unidad
de trabajo cuando ocurre cada una de las exponenciales Tn y equivale a contar el número
de eventos ocurridos hasta el tiempo t.

Tenemos entonces que la distribución de Xt es P (Xt = k) = (λt)k

k!
e−λt, para k ∈ IN∪{0}

y calculando la esperanza indicada en (1.1) tenemos que

EesXt =

∞∑
k=0

esk
(λt)k

k!
e−λt = e−λt

∞∑
k=0

(esλt)k

k!
= e−λtee

sλt = eλt(e
s−1),

y por lo tanto

α(s, t) =
1

st
log eλt(e

s−1) =
1

st
(λt(es − 1)) = λ

(es − 1)

s
. (1.10)

Generalizando el modelo a la llegada de b unidades de trabajo cuando ocurre cada una
de las exponenciales, tendŕıamos el proceso Yt = bXt, con Xt definido como antes y en
este caso

EesYt = EesbXt =
∞∑
k=0

esbk
(λt)k

k!
e−λt = eλt(e

sb−1),
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y por lo tanto

α(s, t) = λ
(esb − 1)

s
. (1.11)

Si la cantidad de unidades de trabajo en cada arribo es aleatoria, se obtiene un proceso
de Poisson Compuesto, en este caso se tiene una sucesión {Tn}n∈IN de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con distribución esponencial con parámetro λ
y una sucesión {Wn}n∈IN de variables aleatorias también independientes e idénticamente
distribuidas con distribución F , independientes de las variables {Tn}. En este caso el
proceso de entrada es

Yt =
Xt∑
k=1

Wk, (1.12)

donde Xt es el número de llegadas antes de t, tenemos entonces que

esYt = es
∑Xt

k=1 Wk =
∞∑
n=0

es
∑n

k=1 Wk1I{Xt=n} = ĺım
N→∞

N∑
n=0

es
∑n

k=1 Wk1I{Xt=n},

donde la última convergencia es monótona. Teniendo en cuenta la independencia de Wn

y Xt y la idéntica distribución se tiene que

EesYt =

∞∑
n=0

E
(
es

∑n
k=1 Wk1I{Xt=n}

)
=

∞∑
n=0

E
(
es

∑n
k=1 Wk

)
P (Xt = n)

=

∞∑
n=0

(
EesW1

)n
e−λt (λt)

k

k!

= e−λt
∞∑
n=0

(
EesW1

)n (λt)k

k!

= e−λteλt(EesW1)

= eλt(EesW1−1),

y por lo tanto

α(s, t) =
1

st
log eλt(EesW1−1) =

1

st
λt
(
EesW1 − 1

)
=

λ

s

(
EesW1 − 1

)
. (1.13)

Observemos que los casos anteriores, son casos particulares tomando Wn = 1 o Wn = b
para todo n y en el caso particular en que la distribución de Wn sea exponencial con
parámetro μ, tendremos que

α(s, t) =
λ

μ− s
.

23



Ejemplo 1.11 Fuentes Periódicas

Una fuente periódica es una fuente que env́ıa b unidades de trabajo cada d unidades
de tiempo. El proceso se define como

Xt = bmáx{n ≥ 1 : Ud + (n− 1)d ≤ t}, (1.14)

donde la variable U tiene distribución uniforme en el intervalo [0, 1]. El tiempo Tn de la
n-ésima llegada está dado por Tn = Ud + (n − 1)d que tiene distribución uniforme en el
intervalo [(n− 1)d, nd], en particular T1 tiene distribución uniforme en [0, d].

Calculemos la distribución de Xt,

P (Xt = kb) = P (máx{n ≥ 1 : Ud + (n− 1)d ≤ t} = k),

pero máx{n ≥ 1 : Ud + (n− 1)d ≤ t} = k sólo si Ud + (n− 1)d ≤ t y Ud + kd > t, o lo
que es equivalente sólo si Ud+ kd ∈ (t, t+ d].

Entonces, recordando que la variable Ud+ kd tiene distribución uniforme en el inter-

valo [kd, (k + 1)d] se tiene que P (Xt = kb) =
long ((t, t+ d] ∩ [kd, (k + 1)d])

d
es decir

P (Xt = kb) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 si k < t

d
− 1

− t
d
+ (k + 1) si k ∈ ( t

d
− 1, t

d
) si k = [ t

d
]

t
d
− (k − 1) si k ∈ ( t

d
, t
d
+ 1) si k = [ t

d
] + 1

0 si k > t
d
+ 1

,

es decir Xt toma casi seguramente los valores
[
t
d

]
b ó

([
t
d

]
+ 1

)
b con las siguientes proba-

bilidades,

P

(
Xt =

[
t

d

]
b

)
= − t

d
+

([
t

d

]
+ 1

)
= 1−

(
t

d
−
[
t

d

])
,

P

(
Xt =

([
t

d

]
+ 1

)
b

)
=

t

d
−
([

t

d

]
+ 1

)
− 1 =

t

d
−
[
t

d

]
.

Entonces

EesXt = es[
t
d ]bP

(
Xt =

[
t

d

]
b

)
+ es([

t
d ]+1)bP

(
Xt =

([
t

d

]
+ 1

)
b

)
= es[

t
d ]b

(
1−

(
t

d
−
[
t

d

]))
+ es([

t
d ]+1)b

(
t

d
−
[
t

d

])
= es[

t
d ]b

[(
t

d
−
[
t

d

])
(esb − 1) + 1

]
,

por lo tanto

α(s, t) =

[
t

d

]
b

t
+

1

st
log

(
1 + (esb − 1)

(
t

d
−
[
t

d

]))
, (1.15)

y además se cumple que

ĺım
t→0

α(s, t) =
esb − 1

sd
.
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Ejemplo 1.12 Proceso de conteo generalizado

Sea {ΔTn}n≥1 una sucesión de variables aleatorias tales que P (ΔTn > 0) = 1 para todos
los valores de n. Definimos las variables Tn =

∑n
k=1ΔTn y T0 = 0; se tiene entonces que

las variables Tn para n ≥ 1, que representan los tiempos de llegada de trabajo cumplen
que 0 = T0 < T1 < T2 < · · · , con probabilidad 1. Definimos el proceso de conteo como

Nt = máx{k : Tk ≤ t},

es decir la cantidad de llegadas hasta el tiempo t donde los tiempos de llegada están
dados por las variables {ΔTn}. Observemos que este proceso tiene, con probabilidad 1,
trayectorias crecientes, constantes a tramos y saltos de altura 1.

Consideremos también la sucesión {Wn}n≥1 de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas que además son independientes de las {ΔTn}, por lo tanto las
variables {Wn} son independientes del proceso Nt que es una función de las variables
{ΔTn} y la cantidad de trabajo acumulado hasta t es entonces

Xt =
Nt∑
k=0

Wk,

con la convención W0 = 0.
La primera observación que debemos hacer es que si elegimos {ΔTn} con distribución

exponencial con parámetro λ, entonces Tn tendrá la distribución de Erlang, Γ(n, λ) y Nt

será el proceso de Poisson conpuesto (1.12).
Para calcular el ancho de banda efectivo tenemos que

esXt = es
∑Nt

k=0 Wk =

∞∑
n=0

es
∑n

k=0 Wk1I{Nt=n} = ĺım
N

N∑
n=0

es
∑n

k=0 Wk1I{Nt=n},

donde la última convergencia es monótona. Por lo tanto

EesXt =

∞∑
n=0

Ees
∑n

k=0 Wk1I{Nt=n}

=
∞∑
n=0

Ees
∑n

k=0 WkE
(
1I{Nt=n}

)
=

∞∑
n=0

Ees
∑n

k=0 WkP (Nt = n) ,

por la independencia de las Wk y Nt, y como además las Wk son independientes e idénti-
camente distribuidas, y EesW0 = 1 por ser esW0 = 1 casi seguramente, tenemos que

E
(
es

∑n
k=0 Wk

)
=
(
EesW

)n
,
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donde W representa una variable Wk arbitraria.
Por lo tanto el ancho de banda efectivo resulta ser

α(s, t) =
1

st
log

∞∑
n=0

P (Nt = n)
(
EesW

)n
, (1.16)

que se puede escribir como

α(s, t) =
1

st
log

(
gt(EesW )

)
, (1.17)

donde gt es la función generatriz de probabilidades de Nt definida por

gt(x) = E[xNt ] =
∞∑
n=0

xnP (Nt = n).

Observación 1.13

a) Si Nt es un proceso de Poisson de parámetro λ, entonces la función generatriz de

probabilidades es gt(x) = e−λt
∑∞

n=0
(xλt)n

n!
= eλt(x−1) que al sustituirla en (1.17) nos

da el resultado obtenido en el Ejemplo 1.10.

b) Si Nt es el de una fuente periódica, tomando d = 1 para simplificar, entonces la
función generatriz de probabilidades es gt(x) = x[t](1− (t− [t])) + x[t]+1(t− [t]), que
al sustituirla en (1.17) nos da el resultado obtenido en el Ejemplo 1.11.

Observación 1.14

Lo destacable de la fórmula (1.17) es que separa claramente cómo afecta el proceso de
conteo y cómo afectan las variables de trabajo al ancho de banda efectivo.

Veamos ahora cómo calculamos expĺıcitamente el ancho de banda efectivo para fuentes
gaussianas ya que el movimiento Browniano ha sido usado como un caso ĺımite del tráfico
de paquetes pesados.

Ejemplo 1.15 Fuente gaussiana

Sea Xt = λt+ σWt, donde Wt es un proceso de Wiener. Wt es un proceso de incrementos
estacionarios e independientes tal que Wt ∼ N(0, t), entonces Xt ∼ N(λt, σ2t) y por lo
tanto

EesXt = Ees(λt+σWt) = esλtEesσWt .

Llamando Zt =
Wt

t
tenemos que Zt ∼ N(0, 1) con lo que resulta

EesXt = esλtEesσ
√
tZt = esλt+

1
2
s2σ2t,
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y entonces

α(s, t) =
1

st
logEesXt =

1

st

(
sλt+

1

2
s2σ2t

)
= λ+

1

2
sσ2, (1.18)

que no depende de t, ya que el proceso tiene incrementos independientes, además es lineal
en s, verificando aśı la ecuación (1.4) de la Proposición 1.6.

Observación 1.16

En realidad Xt debeŕıa ser no negativo, propiedad que no se cumple en el caso gaussiano,
sin embargo este modelo es admisible si σ es pequeño en relación con λ de modo que la
probabilidad de Xt tome valores negativos sea pequeña.

1.3. Modelos Markovianos

Los procesos de Markov proporcionan medios muy flexibles, potentes y eficientes para
la descripción y el análisis de las propiedades de un sistema dinámico ya que, entre otras
cosas, nos permiten obtener fácilmente medidas de perfomance y la fiabilidad del sistema.
Por otra parte, los procesos de Markov constituyen la teoŕıa fundamental que subyace
en el concepto de sistemas de colas o trabajos en espera, dado que cada sistema de cola
puede ser representado mediante un proceso de Markov.

Además de destacar la relación entre el proceso de Markov y sistemas de colas, vale
la pena señalar también que las propiedades fundamentales de la teoŕıa de colas son fre-
cuentemente demostradas en términos del proceso de Markov subyacente. En particular
las cadenas de Markov son una herramienta para analizar el comportamiento de determi-
nados tipos de procesos estocásticos, procesos que evolucionan en forma no determińıstica
a lo largo del tiempo, en torno a un conjunto de estados.

Vamos a considerar cadenas de Markov a tiempo continuo y aunque varios de los
conceptos que se mencionarán para este tipo de procesos son análogos al caso de cadenas
a tiempo discreto, existen diferencias en el comportamiento y desarrollo matemático entre
ambos modelos. No se pretende presentar y desarrollar la teoŕıa completa de cadenas
de Markov a tiempo continuo, sólo se presentarán algunos de los conceptos que serán
utilizados a lo largo de este trabajo.

1.3.1. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov a tiempo continuo es un proceso estocástico {Xt}t≥0 definido
sobre el espacio de probabilidades (Ω,A,P) que toma valores en un espacio numerable E,
también llamado espacio de estados, y que cumple la propiedad de Markov

P (Xt+s = j|Xt = i, Xt1 = j1, · · · , Xtk = jk) = P (Xt+s = j|Xt = i) := Pij(t, s), (1.19)

para cualquier k, 0 ≤ t1 < t2 < · · · < t y para todos los posibles valores de j1, j2, · · · , jk, i, j
pertenecientes al espacio de estados E de la cadena.
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La ecuación (1.19) se puede interpretar como que toda la historia de la cadena de
Markov puede ser resumida con lo que ocurre en el presente estado del proceso o, equiva-
lentemente, que dado el pasado, el futuro es condicionalmente independiente del pasado.

Obsérvese que no estamos suponiendo que se conoce la historia del proceso en todo
el pasado a tiempo continuo, sino únicamente en una colección arbitraria pero finita de
tiempos pasados t1, t2, · · · , tk, t. Toda cadena de Markov a tiempo continuo cada vez que
entra en un estado i ∈ E verifica que la distribución del tiempo que permanece antes
de transitar a otro estado, es exponencial y además cuando deja el estado i verifica que∑

j �=i∈E Pij = 1, donde Pij es la probabilidad de que, dado que salió del estado i, pase al
estado j.

Supondremos que estas probabilidades de transición son estacionarias en el tiempo.
Es decir, no dependen de t, cumpliendo entonces que

P (Xt+s = j|Xt = i) = P (Xs = j|X0 = i) ,

si pasa esto la cadena se llama homogénea y notaremos Pij(t) a la probabilidad de tran-
sición del estado i al estado j en un tiempo t, en particular para t = 0 se define Pij(0)
como la función delta de Kronecker, es decir

Pij(0) =

{
1 si i = j
0 si i �= j

.

Denominamos matriz de transición de la cadena a P (t) = (Pij(t))ij∈E , y a la familia
{P (t)}t≥0 se la denomina semigrupo de transición. Por convención, P (0) = I la matriz
identidad de dimensión coincidente con la dimensión del espacio de estados E.

Las probabilidades de transición satisfacen también una versión continua de la Ecua-
ción de Chapman-Kolmogorov, [52], que en este caso se conoce también como la propiedad
de semigrupo, enunciada en la siguiente proposición y que se obtiene partir de la propiedad
de Markov

Proposición 1.17 Para cualquier par de estados i y j y para todo t ≥ 0, s ≥ 0

Pij(t+ s) =
∑
k∈E

Pik(t)Pkj(s). (1.20)

En notación matricial, P (t+ s) = P (t)P (s).
La ecuación de Chapman-Kolmogorov es de interés porque permite expresar a la pro-

babilidad Pij(t), para cualquier tiempo t positivo, en términos de probabilidades infini-
tesimales, es decir probabilidades de transición en intervalos de tiempo de longitud muy
pequeña. Por ejemplo, para cualquier natural n, tomando Δt = t

n
se tiene que

Pij(t) =
∑

k1,··· ,kn−1

Pik1(Δt)Pk1k2(Δt) · · ·Pkn−1j(Δt),

esto quiere decir que es suficiente conocer el comportamiento de Pij(t) en tiempos t pe-
queños para conocer su comportamiento para cuanquier tiempo t positivo.
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Si notamos con π(t) la distribución de la cadena en el tiempo t, la i-ésima componente
de dicho vector de probabilidades está dado por πi(t) =

∑
j∈E πj(0)Pji(t), en término de

matrices tendremos que π(t) = π(0)P (t), es decir para todo tiempo t positivo, la distri-
bución de la cadena sólo depende de la distribución inicial de la cadena y del semigrupo
de transición.

También se puede probar que para cualquier 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk y para todo
subconjunto j0, j1, · · · , jk del conjunto de estados E, se cumple

P (Xt1 = j1, · · · , Xtk = jk) =
∑
j0∈E

P (X0 = j0)

k∏
i=1

Pji−1ji(tji − tji−1
),

que expresa que las distribuciones conjuntas del proceso también dependen sólo de la
distribución inicial y del semigrupo de transición.

A diferencia del caso discreto, el caso continuo no puede resolverse fácilmente usando
el cálculo de las probabilidades de los diferentes estados, más bien debe transformarse
en un sistema de ecuaciones diferenciales que nos conduzca a los resultados necesarios.
Para este fin definimos qij(t) la tasa de transición instantánea de la cadena de Markov a
tiempo continuo del estado i al estado j, para i �= j, relacionándola con la probabilidad
condicional de transición.

Consideremos el peŕıodo [t, t+Δt], como P (t) es continua en el origen, ya que cuando
t se aproxima a 0 se aproxima a P (0) = I, se demuestra la existencia para cada estado
y bajo condiciones bastante generales, de las funciones no negativas, continuas y finitas
definidas por

qij(t) = ĺım
Δt→0

Pij(t, t+Δt)

Δt
i �= j, (1.21)

qii(t) = ĺım
Δt→0

Pii(t, t +Δt)− 1

Δt
. (1.22)

Como
∑

j∈E Pij(t, t + Δt) = 1, es claro que para cualquier instante t se cumple que∑
j∈E qij(t) = 0.
Se llama generador infinitesimal de la cadena a la matriz Q = (qij)i,j∈E donde qij y

qii están definidos como en (1.21) y (1.22) respectivamente y cada uno tiene una inter-
pretación concreta. El valor qij se interpreta como la cantidad de transiciones del estado
i al j por unidad de tiempo, esto es la velocidad con la que la cadena deja el estado i
para pasar al estado j en el instante t. La cantidad qi = −qii puede interpretarse como la
cantidad de transiciones que salen del estado i por unidad de tiempo o la velocidad total
a la que es abandonado el estado i para pasar a cualquier otro estado en el instante t. Se
tiene entonces que

qij =
dPij(t)

dt

∣∣∣
t=0

,

en términos de matrices se tiene que Q es la derivada de la función matricial P (t) evaluada
en t = 0.
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A partir de las tasas de transición se puede reconstruir la cadena. Si un estado i es
absorbente entonces qi = 0, si es estable 0 < qi < ∞ y si es instantáneo qi = ∞. La
cadena deja los estados instantáneos de forma inmediata, aśı que siempre asumiremos
qi < ∞. Si el estado i es absorbente, la cadena permanecerá en i por siempre. Por
el contrario, si el estado es estable, la cadena permanecerá en i un tiempo aleatorio
distribuido exponencialmente con tasa qi y luego saltará a otro estado j con probabilidad
de transición Pij =

qij
qi
.

Usando recursivamente este procedimiento construimos la cadena y como la cadena
está determinada por las probabilidades de transición, entonces debeŕıamos poder calcular
estas últimas a partir de las tasas de transición. La formalización de esta construcción se
expresa en el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1 (Ecuaciones diferenciales de Kolmogorov) Supongamos que qi < ∞ para
cada estado i ∈ E, entonces las probabilidades de transición Pij(t) son diferenciables para
todo t ≥ 0 y para cualquier par de estados i, j ∈ E se tiene

P ′
ij(t) = ĺım

Δt→0

∑
k �=i

qikPkj(t)− qiPij(t), Ecuación Backward

P ′
ij(t) = ĺım

Δt→0

∑
k �=j

qkjPik(t)− qjPij(t), Ecuación Forward

y las condiciones iniciales para ambos conjuntos de ecuaciones son P (0) = I.

Formalmente, la solución de los conjuntos de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov
puede ser expresada como

P (t) = exp(Qt). (1.23)

Cuando Q es una matriz de dimensión finita, la serie anterior es convergente y es la
única solución para los dos sistemas de ecuaciones, si es de dimensión infinita no podemos
afirmar nada.

Al igual que en el caso discreto, la distribución estacionaria de la cadena de Markov
a tiempo continuo es de interés y posee propiedades equivalentes en ambos casos. Para
cualquier estado i ∈ E la probabilidad πi es independiente del tiempo, esto es π = πP (t)
para todo t, y también de la distribución inicial π(0). En el caso que la distribución inicial
es una distribución invariante se cumple que π(t) = π(0)P (t) = π(0)

Si existe la distribución estacionaria para la cadena, al ser independiente del tiempo
se tiene que dπ(t)

dt
= 0 y se puede demostrar que si π es una distribución estacionaria y

cumple que π = πP (t) es equivalente a decir que πQ = 0.
Algunos conceptos y propiedades de los procesos de Markov a tiempo continuo son

similares a los desarrollados para el caso discreto ya que toda cadena de Markov a tiempo
continuo Xt tiene asociada una cadena a tiempo discreto que denotamos Xn y que está de-
finida por Xn = Xτn donde τn, con n ≥ 0, es la sucesión de los tiempos de transición de
la cadena, τ0 = 0 y τn = ∞ si hay menos de n transiciones en (0,∞).
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Algunas caracteŕısticas de la cadena a tiempo discreto se trasladan a su versión conti-
nua y a partir de una cadena a tiempo discreto puede construirse su versión continua en
el tiempo tomando tiempos exponenciales independientes entre salto y salto.

En una cadena de Markov de tiempos discretos un estado i se dice transitorio si,
partiendo de i, con probabilidad uno el conjunto de tiempos {n ≥ 0 : Xn = i} es acotado.
En cambio, se dice que es recurrente si, partiendo de i, con probabilidad uno el conjunto
de tiempos {n ≥ 0 : Xn = i} es no acotado. Si el tiempo medio de recurrencia es finito, el
estado se dirá recurrente positivo, caso contrario se dirá recurrente nulo. Además si todos
los estados se comunican entre si, la cadena se dice irreducible.

Observación 1.18

No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov finitas.

Generalizamos estos conceptos a cadenas de tiempo continuo, con la ayuda de la cadena
discreta asociada, de la siguiente manera.

Definición 1.19 Una cadena de Markov a tiempo continuo Xt se dice irreducible si la
cadena Xn a tiempo discreto definida como antes es irreducible.

Definición 1.20 Un estado i del espacio E se dice recurrente para la cadena de Markov
a tiempo continuo Xt, si es recurrente para la cadena Xn a tiempo discreto definida como
antes. Además la cadena Xt se dice recurrente si todos sus estados son recurrentes.

El siguiente teorema nos da condiciones que nos aseguran cuando esta distribución
estacionaria existe y es única en una cadena de Markov a tiempo continuo.

Teorema 1.21 Si Xt es una cadena de Markov homogénea, irreducible y recurrente po-
sitiva entonces existe una única distribución invariante y se cumple además que

ĺım
t→+∞

P (Xt = xj) = πj,

para cualquier distribución inicial.

También es de interés conocer el comportamiento probabilista de un proceso luego de
una larga evolución y una herramienta para ello la da el siguiente teorema,

Teorema 1.22 (Teorema Ergódico) Si Xt es una cadena de Markov homogénea, irredu-
cible y recurrente entonces para toda función f : E → R+ se cumple que

ĺım
t→+∞

1

t

∫ t

0

f(Xt)dt = Eπ (f(Xt)) =
∑
j∈E

f(j)πj.
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1.3.2. Flujos Markovianos

Sea Yt una Cadena de Markov a tiempo continuo, homogénea, irreducible y con espacio
de estados finito E = {h1, h2, · · · , hm}, con hi ∈ IR para todo i y tal que se cumple que
0 ≤ h1 < h2 < · · · < hm, definimos Flujo Markoviano modulado por Yt al proceso

Xt =

∫ t

0

Ysds. (1.24)

Dado que Yt es una Cadena de Markov homogénea, irreducible y recurrente positiva
por tener una cantidad finita de estados, sabemos por el Teorema 1.21 que existe una
única distribución invariante π, este resultado nos asegura que tomando como distribución
inicial la invariante, Ys resulta un proceso estacionario y por lo tanto Xt es un proceso de
incrementos estacionarios y tiene sentido calcular su ancho de banda efectivo. Este modelo
es importante ya que es aceptado en la literatura para datos provenientes de fuentes de
voz o de video MPEG, [3].

El proceso Xt representa el trabajo acumulado en el intervalo de tiempo [0, t] recibido
desde una fuente que env́ıa datos a velocidad Yt y los estados hi de la cadena Xt represen-
tan la velocidad con que se acumula trabajo. Dichas velocidades son constantes y cambian
aleatoriamente, por lo cual el proceso Xt tiene trayectorias lineales, continuas a tramos y
con pendientes dadas por los estados hi. La cadena Yt se llama cadena modulante.

1.4. Cálculo del Ancho de Banda Efectivo para Flujos

Markovianos

En esta sección mostramos la expresión del ancho de banda efectivo para el modelo de
Flujo Markoviano presentado en la sección anterior. Consideremos que los nodos de una
red de transferencia de datos pueden asumir distintos estados y esta situación se modela
mediante una cadena de Markov homogénea a tiempo continuo Yt, con espacio de estados
finito y distribución invariante π y para cada estado i se conoce la velocidad hi, constante,
con la que la fuente despacha datos.

En el siguiente teorema, que daremos sin demostración, Keisidis, Walrang y Chang
presentaron en [42] una expresión para el ancho de banda efectivo de un Flujo Markoviano
Xt definido en (1.24).

Teorema 1.23 Sea {Xt}t≥0 un flujo markoviano modulado por la cadena de Markov irre-
ducible homogénea Yt definida como antes, con generador infinitesimal QY y espacio de es-

tados 0 ≤ h1 < h2 · · · < hm. Sea H una matriz diagonal con (Hij)1≤i,j≤m =

{
hi i = j
0 i �= j

,

π la distribución invariante de la cadena y 1, un vector columna con todas las entradas
iguales a 1.

Entonces

α(s, t) =
1

st
log

{
π exp

[(
QY + sH

)
t
]
1
}
.
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La expresión depende del generador infinitesimal de la cadena modulante Ys, de los
estados de la misma y de su distribución invariante.

Es importante resaltar que Keisidis, Walrang y Chang en la demostración del teorema
anterior presentada en [42], no utilizan en ningún momento que la distribución inicial fuera
la invariante, esta hipótesis sólo es necesaria para que el proceso Xt posea incrementos
estacionarios y por lo tanto tenga sentido calcular el ancho de banda efectivo.

En las fuentes de audio, lo más habitual es que la señal transmitida sea de voz y
para modelarla, se aprovechan las caracteŕısticas del habla humana, que se presenta a
ráfagas (talk spurt) con silencios intercalados entre palabras y entre frases, por eso es
común que los codificadores de voz incorporen detectores de silencios, durante los cuales
no transmiten información.

Dentro de los modelos de Flujo Markoviano, los que más se aproximan al fenómeno
de talk spurt son los que se basan en una cadena de Markov de dos estados (on y off ).

Estos modelos describen una fuente que emite información a ráfagas, de manera que
en el estado on se generan paquetes de voz y en el estado off hay silencio.

Veamos ahora como calculamos expĺıcitamente el ancho de banda efectivo para dicho
modelo.

Ejemplo 1.24 Procesos On-Off

Supongamos que el proceso de llegada del trabajo de la fuente es un flujo Markoviano
modulado por una cadena de Markov con dos estados 0 (off) y h (on), mientras la cadena
está en el estado h se produce trabajo a tasa constante h, mientras está en el estado 0 no
se produce trabajo, y la matriz que da la información de las tasas de transferencias es

H =

(
0 0
0 h

)
.

Supongamos que el generador infinitesimal de la cadena es

Q =

( −λ λ
μ −μ

)
,

donde λ se interpreta como la cantidad de transiciones del estado 0 al estado h por unidad
de tiempo y μ se interpreta como la cantidad de transiciones al estado 0 por unidad de
tiempo.

La distribución invariante de la cadena es un vector de probabilidad π tal que πQ = 0,
entonces

π =

(
μ

λ+ μ
,

λ

λ+ μ

)
.

Tomando como distribución inicial de la cadena la distribución invariante, el ancho de
banda efectivo resulta ser

α(s, t) =
1

st
log

{(
μ

λ+ μ
,

λ

λ+ μ

)
exp

[( −λ λ
μ −μ + hs

)
t

]
1

}
.
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Para estimar la fórmula del ancho de banda efectivo para este modelo dada por el
teorema anterior, es suficiente estimar el generador infinitesimal Q de la cadena modulante
y su distribución invariante π, ya que los valores de las velocidades de transmisión hi en
cada estado, son detemińısticas y conocidas.

Perera et al. en [55], encontraron un estimador para el ancho de banda efectivo usando
este modelo de tráfico y también una expresión para su intervalo de confianza.
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Caṕıtulo 2

Una Generalización del Modelo de
Flujo Markoviano

2.1. Introducción

En este caṕıtulo se propone y estudia en detalle un nuevo modelo para describir el
comportamiento de las fuentes. En el modelo de flujo modulado por una cadena de Markov,
el estado de la cadena determina la tasa del flujo. En consecuencia, la tasa continua es
cuantizada a un número finito de niveles equivalente al número de estados de la cadena
de Markov y los cambios de la velocidad de transferencia dan cuenta de un cambio de
estado.

En un tráfico real de datos, voz o video, la gran cantidad de valores diferentes que se
observan para las tasas se traslada en este modelo en la cantidad de estados que asume
la cadena modulante y por consiguiente aumenta la dimensión de la matriz generador
infinitesimal, haciendo el problema del modelado casi inmanejable.

Esta inconveniencia del modelo nos ha llevado a proponer otro alternativo que hemos
denominado Flujo Markoviano Generalizado con tasas de transferencia aleatorias, donde
los cambios bruscos de la velocidad de transferencia reportan un cambio de estado en la
cadena, pero dentro de un estado se permite que la tasa asuma aleatoriamente cualquier
valor de acuerdo a alguna distribución de probabilidades.

Este nuevo planteo puede interpretarse de la siguiente manera: el estado de la cadena
indicaŕıa un tipo de actividad en la transferencia como por ejemplo correo, chat, conver-
sación, video-conferencia, entre otros y para cada estado la tasa se sortea, según una ley
de probabilidad, dentro de un rango de valores razonable para ese tipo de actividad.

Una vez definido el modelo, nuestro interés se centró en primer lugar en calcular el
ancho de banda efectivo para el mismo. Obtuvimos una fórmula expĺıcita del tipo Kesidis,
Walrand y Chang para el ancho de banda efectivo. Luego, proponemos un estimador
del ancho de banda efectivo a partir de trasa de tráfico, demostramos su consistencia y
convergencia débil con el propósito de obtener un intervalo de confianza.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera, en la Sección 2.2 se introduce
el modelo de Flujo Markoviano Generalizado, en la Sección 2.3 se desarrollan fórmulas
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de tipo Kesidis, Walrand y Chang para el modelo de Flujo Makoviano Generalizado
propuesto, diferenciando el caso discreto del caso continuo. Para el nuevo modelo, en la
Sección 2.4 se presentan los conceptos fundamentales sobre los estimadores, paramétricos
y no paramétricos, del ancho de banda efectivo para luego introducir en la Sección 2.5
un estimador gaussiano del ancho de banda efectivo a partir de traza de tráfico. En la
Sección 2.6 se demuestra su consistencia y por último en la Sección 2.7 se presenta un
intervalo de confianza para la estimación del ancho de banda efectivo.

2.2. Flujos Markovianos con tasas de transferencias

aleatorias

El modelo que presentamos en esta sección es una generalización del flujo markoviano.
En este caso la velocidad de transferencia desde una fuente es una variable aleatoria cuyo
rango y distribución de probabilidades están determinados por el estado de la cadena
modulante.

Más precisamente, supondremos que una fuente en una red de datos asume el estado
Zs en el instante s, donde Zs es una cadena de Markov a tiempo continuo, homogénea
e irreducible, con espacio de estados K = {1, · · · , k} y distribución inicial igual a la
distribución invariante π. Sean además f1, f2, · · · , fk, k leyes de probabilidad con soportes
disjuntos y conocidos. Cuando la cadena Zs alcanza en el instante s el estado i, la velocidad
Ys con la cual la fuente transfiere datos, ya no toma un valor fijo para ese estado sino que
se sortea independientemente de la cadena Zs, según la ley fi, es decir la variable aleatoria
Ys|Zs = i se distribuye según la ley de probabilidad conocida fi para i = 1, · · · , k.

El proceso Ys toma el valor sorteado todo el tiempo que la cadena Zs permanece en
ese estado, si la cadena modulante cambia de estado, se sortea de nuevo un valor.

En otras palabras si notamos con τ
(j)
i el instante en que Zs alcanza por j-ésima vez

el estado i, y con σ
(j)
i el instante en que Zs abandona por j-ésima vez el estado i, con

σ
(j)
i > τ

(j)
i , resulta que Zs = i durante

[
τ
(j)
i , σ

(j)
i

)
correspondiente a la j-ésima visita de Zs

al estado i y entonces Ys toma el valor sorteado según la ley fi para todo s ∈
[
τ
(j)
i , σ

(j)
i

)
.

Si interpretamos el estado de la cadena modulante como la actividad que realiza un
usuario, la velocidad de transferencia asumen rangos distintos de acuerdo al tipo de acti-
vidad. Por ejemplo, si el usuario env́ıa un correo electrónico utilizará una tasa de trans-
ferencia sensiblemente menor que la que requiere un usuario que interviene en una video-
conferencia, por lo tanto parece razonable suponer que el rango de velocidad Ys, además
de depender del estado s en que se encuentra la cadena modulante, sea distinto para cada
estado.

Observación 2.1

El proceso Ys es observable y, dado que los soportes de las distribuciones fi son disjuntos
y conocidos, también resulta observable el proceso Zs.
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El flujo markoviano modulado por la cadena Zs y que representa el trabajo acumulado
en el intervalo [0, t] recibido desde la fuente que despacha información a velocidad Ys

resulta nuevamente

Xt =

∫ t

0

Ys ds.

De aqúı en más los resultados que obtendremos estarán referidos a este modelo al que
denominaremos Flujo Markoviano Generalizado.

2.3. Cálculo del ancho de banda efectivo para el flujo

Markoviano generalizado

Nuestro primer objetivo es encontrar fórmulas del tipo de la obtenida por Kesidis,
Walrand y Chang [42] para calcular el ancho de banda efectivo asociado al modelo de
Flujo Markoviano Generalizado introducido en la sección anterior.

Vamos a considerar separadamente dos casos, uno discreto y el otro continuo. En el
caso discreto, la distribución de probabilidades fi de Ys cuando la cadena Zs entra en
el estado i está concentrada en un conjunto finito de valores {h(1)

i , · · · , h(Li)
i }, mientras

que en el caso continuo cada fi es una función de densidad con soporte [ci, ci+1) ⊂ R+

para ci < ci+1. Tanto los conjuntos finitos como los intervalos de soporte son disjuntos y
conocidos para cada estado i.

2.3.1. Caso discreto

Dada Zs una cadena de Markov irreducible, homogénea, con espacio de estados
K = {1, 2, · · · , k} y distribución invariante π, comenzamos considerando el caso en que

Ys se sortea según la ley fi concentrada en los valores Li = {h(1)
i , · · · , h(Li)

i }, tomando
con probabilidad positiva, uno de estos valores todo el tiempo que la cadena Zs esté en el
estado i. Más precisamente, fi(u) = P (Ys = u/Zs = i), con primer momento μi y varianza
σ2
i .

Llamamos L = {h(j)
i : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ Li}, al conjunto de los posibles valores

que toma Ys y definimos la matriz diagonal H como una matriz de dimensión k, cuyos
elementos no nulos son los primeros momentos de cada distribución.

El siguiente teorema proporciona una fórmula para el cálculo del ancho de banda
efectivo de un proceso con estas caracteŕısticas.

Teorema 2.2 Sea {Xt}t≥0 un Flujo Markoviano Generalizado modulado por la cadena de
Markov irreducible homogénea Zt con distribución invariante π y generador infinitesimal
QZ . Sean las variables aleatorias Yt y la matriz diagonal H, de dimensión k, definidas
como antes, entonces

α(s, t) =
1

st
log

{
π exp

[(
QZ + sH

)
t
]
1
}
,
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donde 1 es un vector columna con todas las entradas iguales a 1.

Demostración: Por la definición de ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria
presentada en (1.1) basta probar que

E
(
esXt

)
= π exp

[(
QZ + sH

)
t
]
1.

Como Xt =
∫ t

0
Ys ds, escribiendo la integral como ĺımite de sumas de Riemann tenemos

que

E
(
esXt

)
= E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s ĺım
n→∞

n∑
r=1

Y rt
n

t

n

⎞⎟⎟⎟⎠ = E

⎛⎜⎜⎜⎝ ĺım
n→∞

e

s

n∑
r=1

Y rt
n

t

n

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.1)

Dado que |Ys| ≤ máx
1 ≤ i ≤ k

1 ≤ j ≤ Li

h
(j)
i ≤ ∞, tenemos que |Xt| ≤

∫ t

0

|Ys|ds ≤ t máx
1 ≤ i ≤ k

1 ≤ j ≤ Li

h
(j)
i ≤ ∞,

y por lo tanto esXt < ∞.
Aplicando el teorema de convergencia dominada, [35], resulta

E
(
esXt

)
= ĺım

n→∞
E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ .

La variable e
s t
n
Y rt

n es discreta por lo tanto

E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ =
∑

(u1,··· ,un)∈Ln

e

s t
n

n∑
r=1

ur

P (Y t
n
= u1, · · · , Y tn

n
= un).

Como

P (Y t
n
= u1, · · · , Y tn

n
= un) =

∑
(i1,··· ,in)∈Kn

P (Y t
n
= u1, · · · , Y tn

n
= un/Z t

n
= i1, · · · , Z tn

n
= in).

.P (Z t
n
= i1, · · · , Z tn

n
= in)

=
∑

(i1,··· ,in)∈Kn

P (Y t
n
= u1/Z t

n
= i1). · · · .P (Y tn

n
= un/Z tn

n
= in).

.P (Z t
n
= i1, · · · , Z tn

n
= in)

=
∑

(i1,··· ,in)∈Kn

n∏
j=1

fij (uj)P (Z t
n
= i1, · · · , Z tn

n
= in),

y Zs es una cadena de Markov homogénea con distribución invariante π, tenemos que
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E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ =
∑

(u1,··· ,un)∈Ln

n∏
r=1

es
t
n
ur

∑
(i0,i1,··· ,in)∈Kn+1

π(io)
n−1∏
j=0

PZ
t
n

(ij , ij+1)fij+1
(uj+1)

=
∑

(i0,i1,··· ,in)∈Kn+1

π(io)
n−1∏
j=0

∑
(u1,··· ,un)∈Ln

e
st
n
uj+1fij+1

(uj+1)P
Z
t
n

(ij , ij+1).

Cada sumatoria en la última expresión representa la función generadora de momentos
de la variable con distribución fij+1

que la notaremos

φij+1

(
st

n

)
=

∑
(u1,··· ,un)∈Ln

e
st
n
uj+1fij+1

(uj+1),

con lo que tenemos que

E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ =
∑

(i0,i1,··· ,in)∈Kn+1

π(i0)

n−1∏
j=0

a t
n
(ij , ij+1),

donde a t
n
(i, j) = φi

(
st
n

)
PZ

t
n

(i, j) son los elementos de la matriz A t
n
de dimensión k.

El término de la derecha se puede expresar como producto de matrices de la siguiente
manera ∑

(i0,i1,··· ,in)∈Kn+1

π(i0)

n−1∏
j=0

a t
n
(ij , ij+1) =

∑
(i0,in)∈K2

π(i0)(A
n
t
n

)i0,in

=
∑
i0∈K

π(i0)
∑
in∈K

(An
t
n

)i0,in

= πAn
t
n

1,

donde π es la distribución invariante de la cadena Z y 1 es un vector columna con las k
entradas iguales a 1.

A su vez, la matriz A t
n

puede expresarse como el producto de la matriz
[
PZ

t
n

]
cuyos

elementos son
(
PZ

t
n

)
i,j

= PZ
t
n

(i, j), y la matriz

[
C t

n

]
k×k

=

⎡⎢⎣ φ1

(
st
n

) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · φk

(
st
n

)
⎤⎥⎦ .

Cada una de estas matrices admite los siguientes desarrollos de Taylor
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PZ
t
n

= PZ
0 + (PZ

t )
′
t=0.

t

n
+ o

(
t

n

)
= I +QZ .

t

n
+ o

(
t

n

)
,

C t
n
= C0 + (Ct)

′

t=0.
t

n
+ o

(
t

n

)
= I + sH.

t

n
+ o

(
t

n

)
,

donde I es la matriz identidad de dimensión k. Luego,[
A t

n

]n
=

[
I +

(
QZ + sH

)
.
t

n
+ o

(
t

n

)]n
,

y puesto que [
I +

(
QZ + sH

) t

n
+ o

(
t

n

)]n
−→
n→∞

exp
[(
QZ + sH

)
t
]
,

se tiene que

E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ = πAn
t
n

1 −→
n→∞

π exp
[(
QZ + sH

)
t
]
1,

lo que concluye el teorema. �

2.3.2. Caso continuo

Consideremos ahora el caso en que la tasa de transferencia Ys es una variable aleatoria
continua con función de densidad de probabilidades fi, todo el tiempo que la cadena Zs

esté en el estado i. Supongamos además que tiene soporte [ci, ci+1) ⊂ R+, ci < ci+1,
disjuntos y conocidos, primer momento μi, varianza σ2

i y transformada de Laplace φi(t).
Recordemos que la cadena Z tiene como espacio de estados el conjunto K = {1, 2, · · · , k} y
definimos la matriz diagonal H de dimensión k como una matriz cuyos elementos no nulos
son μ1, μ2, · · · , μk, los primeros momentos de cada distribución fi. Un resultado similar
al anterior, para el cálculo del ancho de banda efectivo, se obtiene a partir del siguiente
teorema, que si bien tiene algunas similitudes con el Teorema 2.2, las herramientas que
se utilizan en su demotración son distintas.

Teorema 2.3 Sea {Xt}t≥0 un Flujo Markoviano Generalizado modulado por la cadena de
Markov irreducible homogénea Zt con distribución invariante π y generador infinitesimal
QZ . Sean las variables aleatorias Yt y la matriz diagonal H, de dimensión k, definidas
como antes, entonces

α(s, t) =
1

st
log

{
π exp

[(
QZ + sH

)
t
]
1
}
, (2.2)

donde 1 es un vector columna con todas las entradas iguales a 1.
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Demostración:
Por la definición de ancho de banda efectivo de una fuente estacionaria presentada en

(1.1) basta probar que
E
(
esXt

)
= π exp

[(
QZ + sH

)
t
]
1.

Dado que Xt =
∫ t

0
Ys ds y escribiendo la integral como ĺımite de sumas de Riemann,

tenemos que

E
(
esXt

)
= E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s ĺım
n→∞

n∑
r=1

Y rt
n

t

n

⎞⎟⎟⎟⎠ = E

⎛⎜⎜⎜⎝ ĺım
n→∞

e

s

n∑
r=1

Y rt
n

t

n

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Puesto que |Ys| ≤ máx
1≤i≤k

ci+1 ≤ ∞, tenemos que |Xt| ≤
∫ t

0

|Ys|ds ≤ t máx
1≤i≤k

ci+1 ≤ ∞,

y por lo tanto esXt < ∞.
Aplicando el teorema de convergencia dominada, [35], resulta

E
(
esXt

)
= ĺım

n→∞
E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Como la variable e
s t
n
Y rt

n es continua y además Zs es una Cadena de Markov Homogénea
con distribución invariante π, tenemos que

E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠

=
∑

(i1,··· ,in)∈Kn

∫
(R+)n

e

s t
n

n∑
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ur

P (Z t
n
= i1, · · · , Z tn

n
= in)fi1(u1)du1 · · · fin(un)dun

=
∑

(i0,··· ,in)∈Kn+1

∫
(R+)n

n∏
r=1

e
st
n
ur π(i0)

n−1∏
j=0

(
PZ

t
n

(ij, ij+1)fij+1
(uj+1)duj+1

)

=
∑

(i0,··· ,in)∈Kn+1

π(i0)

[
n−1∏
j=0

(
PZ

t
n

(ij , ij+1)

∫
(R+)

e
st
n
uj+1fij+1

(uj+1)duj+1

)]
.
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Cada integral en la última expresión representa la función generadora de momento
de la distribución que la notaremos φij

(
st
n

)
=

∫
(R+)

e
st
n
ujfij (uj)duj y ya que fi0 es una

función de densidad, tenemos que

E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ =
∑

(i0,··· ,in)∈Kn+1

π(i0)

∫
(R+)

n−1∏
j=0

a t
n
(ij , ij+1),

donde a t
n
(ij , ij+1) = φij+1

(
st
n

)
PZ

t
n

(ij , ij+1) son los elementos de la matriz cuadrada A t
n
.

El término de la derecha se puede expresar como producto de matrices de la siguiente
manera

∑
(i0,··· ,in)∈Kn+1

π(i0)

∫
(R+)

n−1∏
j=0

a t
n
(ij, ij+1) =

∑
(i0,in)∈K2

π(i0) (A
n
t
n

)i0,in

=
∑
i0∈K

π(i0)
∑
in∈K

(An
t
n

)i0,in

= π An
t
n

1,

donde π es la distribución invariante de la cadena Z y 1 es un vector columna con las k
entradas iguales a 1.

A su vez, la matriz A t
n
puede expresarse como el producto de la matriz

[
PZ

t
n

]
cuyos

elementos son
(
PZ

t
n

)
i,j

= PZ
t
n

(i, j), y la matriz

[
C t

n

]
k×k

=

⎡⎢⎣ φ1

(
st
n

) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · φk

(
st
n

)
⎤⎥⎦ .

Cada una de estas matrices admiten los siguientes desarrollos de Taylor
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t
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,
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t=0.
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(
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)
= I + sH.

t

n
+ o

(
t
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)
,

donde I es la matriz identidad de dimensión k, y la matriz H contiene en su diagonal las
derivadas φ

′

i(0) = μi. Luego,[
A t

n

]n
=

[
I +

(
QZ + sH

)
.
t

n
+ o

(
t

n

)]n
,
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y puesto que [
I +

(
QZ + sH

)
.
t

n
+ o

(
t

n

)]n
−→
n→∞

exp
[(
QZ + sH

)
t
]
,

se tiene que

E

⎛⎜⎜⎜⎝e

s t
n

n∑
r=1

Y rt
n

⎞⎟⎟⎟⎠ = πAn
t
n

1 −→
n→∞

π exp
[(
QZ + sH

)
t
]
1,

lo que concluye el teorema. �

En las últimas dos secciones se han obtenido fórmulas similares a la obtenida por
Kesidis, Walrand y Chang para calcular el ancho de banda efectivo del modelo de Flujo
Markoviano Generalizado con tasas de transferencias aleatorias, discretas o continuas.

De forma análoga al caso del flujo markoviano clásico, las fórmulas dependen del
generador infinitesimal de la cadena modulante, de su distribución invariante y de una
matriz que contiene la información de las tasas de transferencia.

En el caso del Flujo Markoviano clásico la información que contendrá la matriz serán
los valores de las tasas de transferencia, ya que esos valores son fijos y conocidos, mientras
que para el caso del nuevo modelo, el Flujo Markoviano Generalizado, donde las tasas de
transferencias son aleatorias, la información que nos dará la matriz será la tasa media de
transferencia con la que se despacha en cada estado.

Los resultados obtenidos en esta sección fueron publicados en [49].

2.4. Estimación del ancho de banda efectivo

En cuanto a la estimación del ancho de banda efectivo hay dos enfoques, el paramétrico
y el no paramétrico. En el enfoque paramétrico se asume un modelo para el tráfico de
la fuente y a partir de las trazas se estima un conjunto de parámetros de dicho modelo
que intervienen en la expresión del ancho de banda efectivo, mientras que en el enfoque
no paramétrico no se asume un modelo espećıfico del tráfico y se procura construir un
estimador del ancho de banda efectivo calculando el valor esperado que aparece en la
función generatriz de momentos a través de promedios temporales en la traza.

Este último enfoque si bien es más general, tiene por desventaja que al no asumir un
modelo de tráfico, no se tendrá una expresión anaĺıtica del mismo que pueda ser usada
para cálculos posteriores, además de ser dif́ıcil encontrar un teorema central del ĺımite
que permita construir un intervalo de confianza del estimador lo cual es posible en el caso
paramétrico. Trataremos primero el caso no paramétrico y luego el paramétrico.

2.4.1. Estimadores no paramétricos

Estimar el ancho de banda efectivo cuando no se asume un modelos de tráfico requiere
de un estimador puntual que se pueda calcular sobre cualquier traza a analizar. El más
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comúnmente utilizado es el estimador, originariamente propuesto por Amir Dembo en
[28] y aplicado en los trabajos de Courcoubetis y Rabinovich [25, 64].

Para su implementación primero se divide la traza en bloques de largo t para la cual
la suma sobre los bloques

X̄k =
kt∑

i=(k−1)t

x(i) 0 ≤ k ≤ [T/t], (2.3)

donde x(i) es la cantidad de trabajo que arriba por intervalo de tiempo, son aproxima-
damente independientes e idénticamente distribuidas. El ancho de banda efectivo puede
estimarse entonces usando el promedio temporal

αn(s, t) =
1

st
log

⎡⎣ 1

[T/t]

[T/t]∑
j=1

esX̄j

⎤⎦ . (2.4)

Es claro en este caso que se tendrá una buena estimación cuando los valores de t
verifiquen que t � T . Es decir, cuando el número de muestras del proceso de incrementos
dentro de las traza sea suficientemente grande.

2.4.2. Estimadores paramétricos

El estimador paramétrico del ancho de banda efectivo más simple asume que las fuentes
siguen una distribución de Poisson y estima el parámetro λ de dicha distribución a partir
de la media temporal de la traza. Si bien este modelo tiene la virtud de la simplicidad,
es de poca utilidad práctica ya que en general el tráfico no corresponde a un proceso
poissoniano.

Los casos paramétricos de mayor interés son los llamados modelos de tráfico markovia-
nos, tanto para tazas de transferencias fijas como aleatorias, presentados en las secciones
precedentes.

Recordemos que en ambos casos el proceso es gobernado por una cadena de Markov
de tiempo continuo, en estos modelos de tráfico se supone que en cada estado de la cadena
la fuente transmite a una velocidad (bit/s) fija y conocida, para el modelo tradicional, o
aleatoria, para el modelo que presentamos en la Sección 2.2. Cuando la cadena cambia
de un estado a otro, cambia la velocidad de transmición de la fuente.

Para el caso de Flujo Markoviano se presenta en [55] un estimador consistente, para el
Flujo Markoviano Generalizado, el ancho de banda efectivo fue presentado en la Sección
2.3 y en la próxima sección se presenta un estimador a partir de las trayectorias o trazas
de tráfico.

Al tratar de aplicar estos estimadores en la práctica sobre trazas de tráfico reales,
surgen una serie de preguntas como ¿cuáles son los estados? ¿cómo determinar a que
estado pertenece cada punto de la traza? Y sobre todo, para el caso de tazas aleatorias,
¿cómo manejar el hecho que no se sabe en que estado se encuentra la cadena modulante,
si sólo se ve el valor de la taza de despacho?
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Nosotros proponemos un modelo donde en cada estado de la cadena modulante, al
sortear la taza de despacho se hace de conjuntos disjuntos y conocidos. Es decir, las
distribuciones que se puede elegir en un estado determinado de la cadena modulante, no
se puede elegir cuando la cadena modulante cambia de estado.

Veamos el estimador que presentamos y cuales son sus propiedades.

2.5. Estimación asintóticamente gaussiana para α(s, t)

En esta sección presentamos un estimador consistente del ancho de banda efectivo,
dado por la ecuación (2.2), a partir de trayectorias de tráfico. Este estimador deberá con-
tener por una parte un estimador del generador infinitesimal Q, de la cadena modulante
y por otro lado un estimador de las tasas medias de despacho que son los elementos de la
diagonal de la matriz H.

A partir del siguiente teorema, cuya demostración se puede ver en [45], se obtiene una
estimación gaussiana asintótica de los elementos de Q en función de las trayectorias o
trazas de tráfico.

Teorema 2.4 (Lebedev-Lukashuk) Sea (Xt)t∈R+ una cadena de Markov homegénea irre-
ducible con espacio de estados finito S = {1, · · · , k} y generador infinitesimalQ = (qij)i,j=1,··· ,k
desconocido y sea D = {(i, j) ∈ S × S/qij > 0}.

El estimador de máxima verosimilitud de qij, dado por

q
(n)
ij (x) =

γ(i, j, nx)

τ(i, nx)
, (2.5)

donde γ(i, j, h) :=número de transiciones de la cadena de i a j en el intervalo [0, h]
y τ(i, h) := tiempo que permaneció la cadena en el estado i durante el intervalo [0, h],
cumple que

1. ĺımn→+∞ |q(n)ij (u)− qij | = 0 c.s.

2.
(√

nu(q
(n)
ij (u)− qij)

)
(i,j)∈D

w−→
n→∞

(√
qij
π(i)

Wij(u)
)
(i,j)∈D

como proceso estocástico en

u ∈ [0, 1], donde W = {Wij}(i,j)∈D denota un proceso de Wiener standard.

Corolario 2.5 Si u = 1 se tiene que la sucesión de variables aleatorias (q
(n)
ij )(i,j)∈D cumple

que √
n
(
q
(n)
ij − qij

)
(i,j)∈D

w−→
n→∞

N(0,Σ),

donde Σ =

⎡⎢⎣
q11
π(1)

· · · · · ·
· · · . . . · · ·
· · · · · · qk(k−1)

π(k)

⎤⎥⎦ ∈ Mk(k−1)×k(k−1).
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Veamos ahora como encontrar, también a partir de las trayectorias de tráfico, un
estad́ıstico que nos permita estimar la tasa media de despacho μi en cada estado de la
cadena modulante.

Notaremos con Y
(r)
i la r-ésima velocidad observada que corresponde al rango de Yt

cuando la cadena modulante está en el estado i. Recordemos que como los rangos son
disjuntos y conocidos, el estado i queda ineqúıvocamente individualizado a partir de la
observación y

(r)
i .

El valor que puede asumir la variable aleatoria Y
(r)
i será alguno de los elementos del

conjunto Li = {h(1)
i , · · · , h(Li)

i } en los cuales se concentra la función de probabilidad en el
caso discreto, o pertenecerá al conjunto [ci, ci+1] que es el soporte de la función de densidad

fi en el caso continuo, además E(Y
(r)
i ) = μi y V (Y

(r)
i ) = σi puesto que la cadena está en

el estado i.
Sea Ni(n) la cantidad de veces que la cadena modulante Zt entró en el estado i en el

intervalo [0, n].
Proponemos entonces como estimador de μi a

μ
(n)
i =

∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)
, (2.6)

que representa el promedio de los valores de las velocidades de despacho en el intervalo
[0, n].

Observemos que el número de términos sumados es una cantidad aleatoria Ni(n) que
claramente aumenta cuando la longitud del intervalo observado n, aumenta. Como nuestra
cadena modulante es finita, irreducible y aperiódica, todos los estados son recurrentes
positivos y notamos con 1/λi al tiempo medio de recurrencia de la cadena al estado i.
Entonces en el intervalo [0, n], de longitud n, el proceso hará en promedio n/(1/λi), o
equivalentemente nλi visitas al estado i, por lo tanto cuando n crece el número de visitas
al estado i satisface la siguiente relación

Ni(n)

n

c.s.−→λi. (2.7)

Analicemos que propiedades tiene el estad́ıstico propuesto. En primer lugar veamos
que es un estimador insesgado de la tasa media de despacho, para ello calculemos su valor
esperado
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E(μ
(n)
i ) = E

(
E(μ

(n)
i /Ni(n))

)
= E

(
E

(∑Ni(n)
j=1 Y j

i

Ni(n)
/Ni(n)

))

= E

⎛⎝∑
j∈INE

(
Y

(j)
i /Ni(n)

)
Ni(n)

⎞⎠
= E (μi/Ni(n))

= μi. (2.8)

Calculemos ahora la varianza de este estimador, para ello calculemos el segundo mo-
mento

E
(
(μ

(n)
i )2

)
= E

(
E(μ

(n)
i )2/Ni(n)

)
= E

(
E

(∑Ni(n)
j=1

∑Ni(n)
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

N2
i (n)

/Ni(n)

))

= E

⎛⎝∑Ni(n)
j=1

∑Ni(n)
k=1 E

(
Y

(j)
i Y

(k)
i /Ni(n)

)
N2

i (n)

⎞⎠ . (2.9)

Como
E
(
Y

(k)
i Y

(j)
i /Ni(n)

)
= (σ2

i + μ2
i )δkj + μ2

i (1− δkj), (2.10)

con

δkj =

{
1 si k = j
0 si k �= j

,

reemplazando en (2.9) tenemos que

E

⎛⎝∑Ni(n)
j=1

∑Ni(n)
k=1 E

(
Y

(j)
i Y

(k)
i /Ni(n)

)
N2

i (n)

⎞⎠ = E

(
1

N2
i (n)

(
μ2
iN

2
i (n) + σ2

iNi(n)
))

= E

(
μ2
i + σ2

i

1

N2
i (n)

)
= μ2

i + σ2
iE

(
1

N2
i (n)

)
,

y por lo tanto

V (μ
(n)
i ) = σ2

iE

(
1

Ni(n)

)
, (2.11)

que debido a (2.7) podemos decir que V (μ
(n)
i ) ≈ σ2

i

λin
, cuando n −→ ∞.
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Observación 2.6

La propiedades demostradas aseguran que μ
(n)
i es un estimador consistente de la tasa

media de despacho μi.

Una cadena irreductible y recurrente positiva tiene una distribución única que, a me-
nos que el conjunto de estados consista en un único estado necesariamente absorbente,
está dada por

πi =
λi

qi
. (2.12)

Esta es una fórmula intuitivamente razonable ya que, como vimos, para un intervalo
de tiempo grande [0, n], la cadena realiza aproximadamente nλi visitas al estado i y el
tiempo promedio que pasa por visita en dicho estado es 1/qi. Por lo tanto el tiempo total
empleado en el estado i durante el intervalo de tiempo debe ser nλi/qi y la proporción de
tiempo dedicado en el estado i debe ser aproximadamente λi/qi.

Nos restaŕıa ahora ver cual es la distribución asintótica del estad́ıstico, para ello pre-
sentamos el siguiente teorema

Teorema 2.7 Sea Xt un Flujo Markoviano Generalizado, Y
(r)
i los valores aleatorios que

asume Y cuando la cadena modulante Z está en el estado i y μ
(n)
i definido como en (2.6),

entonces √
n
(
μ
(n)
i − μi

)
w−→

n→∞
N

(
0,

σ2
i

λi

)
. (2.13)

Para demostrarlo utilizaremos el siguiente teorema, cuya demostración se puede en-
contrar en [13]. Observemos que si Xn e Yn son sucesiones de variables aleatorias que
tienen dominio común, tiene sentido hablar de la distancia ρ(Xn, Yn). Si el espacio donde
cada una toma valores es separable, entonces ρ(Xn, Yn) es una variable aleatoria y también
tiene sentido hablar de su convergencia en probabilidad.

Teorema 2.8 Si Xn
D−→X y ρ(Xn, Yn)

P−→ 0, entonces Yn
D−→X.

Aplicaremos este teorema para encontrar la distribución del estad́ıstico que propone-
mos, viendo que se aproxima a otro cuya distribución es conocida.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el Teorema 2.7,

Demostración del Teorema 2.7 :
Sabemos por (2.8) que μ

(n)
i es un estimador insesgado.

Dadas las variables Y
(r)
i , aplicando un Teorema Central del Ĺımite clásico, [35], pode-

mos conocer el comportamiento asintótico de
∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin
y se cumple que

√
n

(∑[λin]
r=1 Y

(r)
i

λin
− μi

)
w−→

n→∞
N

(
0,

σ2
i

λi

)
.
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Si probamos entonces que

∣∣∣∣∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)
−

∑[λin]
r=1 Y

(r)
i

λin

∣∣∣∣ P−→ 0, aplicando el teorema anterior

tendŕıamos la distribución asintótica de μ
(n)
i . Para ello basta con probar la convergencia

en media cuadrática, que implica la convergencia en probabilidad buscada, es decir basta

probar que E

(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)
−

∑[λin]
r=1 Y

(r)
i

λin

)2

−→
n→∞

0.

En efecto,

E

(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)
−
∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2

= E

(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)
−
∑Ni(n)

r=1 Y
(r)
i

λin
+

∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

λin
−
∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2

≤2

⎛⎝E(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)
−
∑Ni(n)

r=1 Y
(r)
i

λin

)2

+E

(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i −∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2⎞⎠
= 2

⎛⎝E
⎛⎝Ni(n)∑

r=1

Y
(r)
i

(
1

Ni(n)
− 1

λin

)⎞⎠2

+E

(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i −∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2⎞⎠ .

Aplicando esperanza condicional para calcular la esperanza en el primer término de la
expresión anterior se tiene que

E

⎛⎝Ni(n)∑
r=1

Y
(r)
i

(
1

Ni(n)
− 1

λin

)⎞⎠2

= E

⎛⎝( 1

Ni(n)
− 1

λin

)2 Ni(n)∑
k=1

Ni(n)∑
j=1

E
(
Y

(k)
i Y

(j)
i /Ni(n)

)⎞⎠ .

(2.14)
Reemplazando (2.10) en (2.14) tenemos que

E

⎛⎝( 1

Ni(n)
− 1

λin

)2 Ni(n)∑
k=1

Ni(n)∑
j=1

E
(
Y

(k)
i Y

(j)
i /Ni(n)

)⎞⎠= (λin−Ni(n))
2

(λinNi(n))
2

(
σ2
iNi(n) + μ2

iN
2
i (n)

)
=

(
1− Ni(n)

λin

)2(
1

Ni(n)
σ2
i + μ2

i

)
,

que tiende a cero cuando n −→ ∞.
Veamos ahora el segundo término

E

(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i −∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2

= E

⎛⎝∑máx (Ni(n),[λin])

mı́n (Ni(n),[λin])
Y

(r)
i

λin

⎞⎠2

, (2.15)

calculando nuevamente su esperanza mediante la esperanza condicional, obtenemos
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E

⎛⎝∑máx (Ni(n),[λin])

mı́n (Ni(n),[λin])
Y

(r)
i

λin

⎞⎠2

= E

⎛⎝E

(∑máx (Ni(n),[λin])
mı́n (Ni(n),[λin])

Y
(r)
i

λin

)2

/Ni(n)

⎞⎠
= E

⎛⎝∑máx (Ni(n),[λin])
mı́n (Ni(n),[λin])

∑máx (Ni(n),[λin])
mı́n (Ni(n),[λin])

E
(
Y

(k)
i Y

(j)
i /Ni(n)

)
λ2
in

2

⎞⎠ ,

y aplicando el resultado mostrado en (2.10) tenemos que

σ2
i (máx (Ni(n), [λin])−mı́n (Ni(n), [λin])) + μ2

i (máx (Ni(n), [λin])−mı́n (Ni(n), [λin]))
2

λ2
in

2
.

(2.16)
Además, como

máx (Ni(n), [λin])−mı́n (Ni(n), [λin]) = |Ni(n)− [λin]|, (2.17)

la ecuación (2.16) se convierte en

|Ni(n)− [λin]|
λ2
in

2
σ2
i +

(Ni(n)− [λin])
2

λ2
in

2
μ2
i =

|Ni(n)− [λin]|
λ2
in

2
σ2
i +

(
1− Ni(n)

λin

)2

μ2
i ,

con lo que se puede observar que ambos términos tienden a 0 cuando n −→ ∞, y queda
aśı demostrado el teorema. �

Aplicando un razonamiento análogo podremos encontrar la distribución asintótica de

σ̂2
i =

∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
(∑Ni(n)

r=1 Y
(r)
i

Ni(n)

)2

y demostrar que será entonces un estimador consistente

de la varianza σ2
i .

Proposición 2.5.1 El estimador σ̂2
i =

∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
(∑Ni(n)

r=1 Y
(r)
i

Ni(n)

)2

y la varianza

muestral S2
i =

∑[λin]
r=1 (Y

(r)
i )2

λin
−
(∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2

tienen la misma distribución asintótica.

Demostración:
Basta con probar la convergencia en media cuadrática, que implica la convergencia

buscada, es decir basta probar que

E

⎛⎝∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
(∑Ni(n)

r=1 Y
(r)
i

Ni(n)

)2

−
⎛⎝∑[λin]

r=1 (Y
(r)
i )2

λin
−
(∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2
⎞⎠⎞⎠2

−→
n→∞

0.
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En efecto

E

⎛⎝∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
(∑Ni(n)

r=1 Y
(r)
i

Ni(n)

)2

−
⎛⎝∑[λin]

r=1 (Y
(r)
i )2

λin
−
(∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2
⎞⎠⎞⎠2

(2.18)

se puede acotar por

2

⎡⎣E(∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
∑[λin]

r=1 (Y
(r)
i )2

λin

)2

+ E

⎛⎝(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)

)2

−
(∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2
⎞⎠2⎤⎦ .

(2.19)
Trabajamos con cada uno de los términos para acotarlos, en el caso del primer término

de (2.19) tenemos que

E

(∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
∑[λin]

r=1 (Y
(r)
i )2

λin

)2

=E

(∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
∑Ni(n)

r=1 (Y
(r)
i )2

λin

+

∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

λin
−
∑[λin]

r=1 (Y
(r)
i )2

λin

)2

≤ 2

⎡⎣E(∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

Ni(n)
−
∑Ni(n)

r=1 (Y
(r)
i )2

λin

)2

+E

(∑Ni(n)
r=1 (Y

(r)
i )2

λin
−
∑[λin]

r=1 (Y
(r)
i )2

λin

)2
⎤⎦

= 2

⎡⎣E
⎛⎝( 1

Ni(n)
− 1

λin

)2
⎛⎝Ni(n)∑

r=1

(Y
(r)
i )2

⎞⎠⎞⎠2

+E

⎛⎝ 1

λ2
in

2

⎛⎝ máx (Ni(n),[λin])∑
r=mı́n (Ni(n),[λin])

(Y
(r)
i )2

⎞⎠⎞⎠2⎤⎦ .(2.20)

Calculando la esperanza mediante esperanza condicional, y teniendo en cuenta las
relaciones (2.10) y (2.17), el primer término en (2.20) se puede expresar como
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E

⎛⎝( 1

Ni(n)
− 1

λin

)2
⎛⎝Ni(n)∑

r=1

(Y
(r)
i )2

⎞⎠2⎞⎠ = E

(
1

Ni(n)
− 1

λin

)2 Ni(n)∑
j=1

Ni(n)∑
k=1

E
(
(Y

(j)
i )2(Y

(k)
i )2/Ni(n)

)
=

(
1

Ni(n)
− 1

λin

)2 (
E((Y

(j)
i )4)Ni(n)

+(E(Y
(j)
i )2)2Ni(n)(Ni(n)− 1)

)
=

(
1− Ni(n)

λin

)2(
1

Ni(n)
E((Y

(j)
i )4)

+

(
1− 1

Ni(n)

)
(E(Y

(j)
i )2)2

)
,

y el segundo término de (2.20) se puede expresar como

E

⎛⎝ 1

λ2
in

2

máx (Ni(n),[λin])∑
r=mı́n (Ni(n),[λin])

(Y
(r)
i )2

⎞⎠2

=E

⎛⎝ 1

λ4
in

4

máx (Ni(n),[λin])∑
j=mı́n (Ni(n),[λin])

máx (Ni(n),[λin])∑
k=mı́n (Ni(n),[λin])

E((Y
(j)
i )2(Y

(k)
i )2/Ni(n))

⎞⎠
=

1

λ4
in

4

(
E((Y

(j)
i )4) |Ni(n)− [λin]|

+(E(Y
(j)
i )2)2 |Ni(n)− [λin]| (|Ni(n)− [λin]| − 1)

)
=

(
1− Ni(n)

λin

)(
E((Y

(j)
i )4)

1

λ3
in

3

+

(
1− Ni(n)

λin
− 1

λin

)
1

λ2
in

2
(E(Y

(j)
i )2)2

)
,

ambos tiende a 0 cuando n −→ ∞ ya que la variable tiene momentos finitos.
Por otro lado, el segundo término de (2.19) se puede escribir y acotar de la siguiente

manera
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E

⎛⎝(∑Ni(n)
r=1 Y

(r)
i

Ni(n)

)2

−
(∑[λin]

r=1 Y
(r)
i

λin

)2
⎞⎠2

=E

(∑Ni(n)
j=1

∑Ni(n)
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

N2
i (n)

−
∑[λin]

j=1

∑[λin]
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

λ2
in

2

)2

≤2

⎡⎣E(∑Ni(n)
j=1

∑Ni(n)
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

N2
i (n)

−
∑Ni(n)

j=1

∑Ni(n)
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

λ2
in

2

)2

+E

(∑Ni(n)
j=1

∑Ni(n)
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

λ2
in

2
−
∑[λin]

j=1

∑[λin]
k=1 Y

(j)
i Y

(k)
i

λ2
in

2

)2
⎤⎦

=2

⎡⎣E
⎛⎝( 1

N2
i (n)

− 1

λ2
in

2

)2 Ni(n)∑
j=1

Ni(n)∑
k=1

Y
(j)
i Y

(k)
i

⎞⎠2

+E

⎛⎝ 1

λ4
in

4

máx (Ni(n),[λin])∑
j=mı́n (Ni(n),[λin])

máx (Ni(n),[λin])∑
k=mı́n (Ni(n),[λin])

Y
(j)
i Y

(k)
i

⎞⎠2⎤⎦.
(2.21)

Calculando la esperanza mediante esperanza condicional el primer término en (2.21)
se puede expresar como

E

⎛⎝(
1− N2

i (n)

λ2
in

2

)2(
1

N2
i (n)

)2 Ni(n)∑
j=1

Ni(n)∑
k=1

Ni(n)∑
l=1

Ni(n)∑
m=1

E
(
Y

(j)
i Y

(k)
i Y

(l)
i Y

(m)
i /Ni(n)

)⎞⎠ ,

(2.22)
donde los términos cumplen con la relación

E
(
Y

(j)
i Y

(k)
i Y

(l)
i Y

(m)
i /Ni(n)

)
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

E
(
(Y

(j)
i )4

)
si j = k = l = m

E
(
(Y

(j)
i )3

)
E(Y

(k)
i ) si j = k = l = m

E
(
(Y

(j)
i )2

)
E
(
(Y

(k)
i )2

)
si j = l �= k = m

E
(
Y

(j)
i

)4

si j �= k �= l �= m

, (2.23)

y ninguno aparece más de N2
i (n) veces, por lo tanto (2.22) tiende a 0 cuando n −→ ∞.

El segundo término en (2.21) se puede expresar como

E

⎛⎝ 1

λ4
in

4

máx (Ni(n),[λin])∑
j=mı́n (Ni(n),[λin])

máx (Ni(n),[λin])∑
k=mı́n (Ni(n),[λin])

máx (Ni(n),[λin])∑
l=mı́n (Ni(n),[λin])

máx (Ni(n),[λin])∑
m=mı́n (Ni(n),[λin])

E
(
Y

(j)
i Y

(k)
i Y

(l)
i Y

(m)
i /Ni(n)

)⎞⎠ .

(2.24)
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Realizando un análisis similar al del término anterior, como ningún término de (2.24)
aparece más de (Ni(n) − λin)

4 veces, la expresión tiende a 0 cuando n −→ ∞, lo que
concluye la demostración. �

Como lo que ocurre en cada estado de la cadena Z es independiente, podemos hallar la
distribución conjunta del vector Υn = (μ

(n)
1 , μ

(n)
2 , · · · , μ(n)

k ) que será Normal multivariada
con vector de media (μ1, μ2, · · · , μk) y matriz de covarianza

ΣΥ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
σ2
1

λ1
0 · · · 0

0
σ2
2

λ2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 . . . 0
σ2
k

λk

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.25)

A partir de los estimadores de máxima verosimilitud de qij y de los estimadores para
μi introducidos en (2.6), cuyas propiedades se muestran en los Teoremas 2.4 y 2.7,
vamos a construir un estimador consistente de α(s, t).

Definimos el vector Λ = (qij)1≤i �=j≤k,∈ Rk(k−1), vector de los elementos no diagonales
de la matriz Q y el vector Υ = (μi)1≤i≤k ∈ Rk, vector de los elementos no diagonales de
la matriz H.

También definimos algunas funciones que nos ayudarán a reconstruir las matrices a
partir de los vectores antes presentados, ellas sonQ : Rk(k−1) −→ Mk×k tal queQ(Λ) = Q,
donde Q = (Qij)1≤i,j≤k es tal que

Qij =

⎧⎪⎨⎪⎩
qij si i �= j

j=k∑
j=1,j �=i

qij = −qii si i = j
, (2.26)

que reconstruye Q a partir de los elementos no diagonales, ya que la cadena es conservativa,
y H : Rk −→ Mk×k tal que H(Υ) = H, donde H = (Hij)1≤i,j≤k es tal que

Hij =

{
μi si i = j
0 si i �= j

, (2.27)

que reconstruye la matriz H.
Vamos a presentar otra función que también nos permite reconstruir una matriz, que

llamaremos Q̂ y que nos proporciona la misma información que la matriz Q, pero con
algunas propiedades que la hacen mas ventajosa. Sea Q̂ : Rk(k−1) −→ Mk×k tal que
Q̂(Λ) = Q̂, donde Q̂ = (Q̂ij)1≤i,j≤k y sus elementos son de la forma

Q̂ij =

{
qij si j < k
1 si j = k

. (2.28)

Tanto Q,Λ como Q̂ contienen exactamente la misma información y una de las ventajas
que tiene Q̂ sobre Q es que es inversible. Además, el hecho que la información que da Q
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es la misma que da Λ nos permite pensar cualquier parámetro que dependa de Q como
función de Λ.

En efecto, si π es la distribución invariante se tiene que πQ = 0 y < π, 1 >= 1, esta
información se puede resumir en la ecuación πQ̂ = ek, es decir que π depende de Q y por
lo tanto consideramos π = π(Λ).

Por último presentamos ahora otras funciones que nos permitirán escribir al ancho de
banda efectivo encontrado en (2.2), mediante su composición. En efecto, definiendo

B : Rk(k−1) × Rk −→ Mk×k tal que B(Λ,Υ) = exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t], (2.29)

g : Rk(k−1) × Rk −→ R tal que g(Λ,Υ) = π(Λ)B(Λ,Υ)1, (2.30)

Ψ : Rk(k−1) × Rk −→ R tal que Ψ(Λ,Υ) =
1

st
log (g(Λ,Υ)) , (2.31)

resulta que
α(s, t) = Ψ(Λ,Υ). (2.32)

Estamos ahora en condiciones de presentar el siguiente teorema que nos da una es-
timación asintóticamente gaussiana de α(s, t), uno de los objetivos principales de este
caṕıtulo.

Teorema 2.9 Sea Xt un Flujo Markoviano Generalizado, se considera para s y t fijos,
α(s, t) definido como en (2.2), Ψ como en (2.31), q

(n)
ij como en (2.5)y μ

(n)
i como en (2.6).

Entonces definiendo

Λn =
(
q
(n)
ij

)
1≤i �=j≤k

, (2.33)

Υn = (μ
(n)
i )1≤i≤k, (2.34)

y
α(n)(s, t) = Ψ(Λn,Υn), (2.35)

resulta que √
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

) w−→
n→∞

N(0, σ2), (2.36)

con σ2 = ∇Ψ(Λ,Υ)Σ′∇Ψ(Λ,Υ)t, donde la matriz de covarianza Σ′ es la matriz por bloques

Σ′ =
[
Σ 0
0 ΣΥ

]
, Σ es la matriz de covarianza que se deduce en el Corolario 2.5 y ΣΥ

es la matriz de covarianza definida en (2.25).
Más precisamente se tiene que

σ2 =
1

(stπ(Λ)B(Λ,Υ)1)2

⎡⎣ ∑
(i,j)∈D

qij
π(i)

(
∂π(Λ)

∂qij
B(Λ,Υ)1+ π(Λ)

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

A(Λ,Υ)1

)2

+
k∑

i=1

σ2
i

λi

(
π(Λ)

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

A∗(Λ,Υ)1

)2
⎤⎦ ,
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donde

A(Λ,Υ) =
tl

l!
(Q(Λ) +H(Υ)s)r V ij (Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1 , (2.37)

siendo V ij ∈ Mk×k(R) tal que

(
V ij

)
lm

=

⎧⎨⎩
1 si i = l y j = m �= i
−1 si l = i = m
0 en otro caso

,

y

A∗(Λ,Υ) =
tlsl

l!

(
(Q(Λ) +H(Υ)s)r U i (Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1

)
, (2.38)

con U i ∈ Mk×k(R) y tal que

(
U i
)
lm

=

{
1 si l = m = i
0 en otro caso

.

Para la demostración de este teorema necesitaremos algunos resultados previos.

Teorema 2.10 (Representación de Skorohod) Sean (Xn)n∈IN una sucesión de variables
aleatorias reales tales que Xn tiene función de distribución Fn. Sea (an)n∈IN una sucesión
creciente de números reales positivos, tales que an −→

n→+∞
+∞. Sean μ ∈ IR y X una variable

aleatoria real con función de distribución F , continua tal que

an (Xn − μ)
w−→

n→+∞
X,

entonces existen X∗
n y X∗ variables aleatorias tales que X∗

n tiene función de distribución
Fn, X

∗ tiene función de distribución F y

an (X
∗
n − μ)

c.s.−→
n→+∞

X∗.

Demostración:
Sea U una variable aleatoria con distribución Uniforme en el intervalo [0, 1], definimos

entonces X∗
n = F−1

n (U), donde F−1
n es la inversa generalizada de la función Fn, es decir

F−1
n (t) = ı́nf{s : Fn(s) ≥ t}. Aśı definida X∗

n es una variable aleatoria con función de
distribución Fn. Análogamente se define X∗ = F−1(U), con F−1 inversa generalizada de
a función F , y aśı X∗ es una variable aleatoria con función de distribución F .

Por la convergencia débil que se tiene por hipótesis, si llamamos Yn = an(Xn − μ) y
FYn

(s) su función de distribución, se cumple que

FYn
(s) −→

n→+∞
F (s),

para todo s ya que F es continua.
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Además la convergencia es uniforme, es decir

sup
s∈IR

|FYn
− F (s)| −→

n→+∞
0.

Llamando sups∈IR |FYn
− F (s)| = Cn, tenemos que para todo s se cumple

F (s)− Cn ≤ FYn
(s) ≤ F (s) + Cn.

Por otro lado tenemos que

FYn
(s) = P (an(Xn − μ) ≤ s) = P

(
Xn ≤ μ+

s

an

)
= Fn

(
μ+

s

an

)
.

Consideremos ahora t ∈ [0, 1], se cumple que

{s : F (s)− Cn ≥ t} ⊆
{
s : Fn

(
μ+

s

an

)
≥ t

}
⊆ {s : F (s) + Cn ≥ t} ,

y por lo tanto,

{s : F (s) ≥ t+ Cn} ⊆
{
s : Fn

(
μ+

s

an

)
≥ t

}
⊆ {s : F (s) ≥ t− Cn} .

Entonces{
μ+

s

an
: F (s) ≥ t+ Cn

}
⊆ {s : Fn (s) ≥ t} ⊆

{
μ+

s

an
: F (s) ≥ t− Cn

}
,

y tomando ı́nfimo sobre s, resulta que

ı́nf
s

{
μ+

s

an
: F (s) ≥ t + Cn

}
≥ ı́nf

s
{s : Fn (s) ≥ t} ≥ ı́nf

s

{
μ+

s

an
: F (s) ≥ t− Cn

}
,

es decir

μ+
1

an
F−1(t+ Cn) ≥ F−1

n (t) ≥ μ+
1

an
F−1(t− Cn),

y también,
F−1(t+ Cn) ≥ an

(
F−1
n (t)− μ

) ≥ F−1(t− Cn).

Sabemos que F es continua y creciente, que t + Cn ↓ t y que t − Cn ↑ t, entonces
F−1(t+ Cn) ↓ F−1(t) y F−1(t− Cn) ↑ F−1(t), por lo tanto

an
(
F−1
n (t)− μ

) −→
n→+∞

F−1(t),

salvo que F sea constante en un intervalo de la forma (F−1(t), F−1(t) + δt) con δt > 0.
Consideremos el conjunto C = {t : F es constante en (F−1(t), F−1(t) + δt)}, sabemos

que si t, t′ ∈ C y t �= t′, entonces(
F−1(t), F−1(t) + δt

) ∩ (
F−1(t′), F−1(t′) + δt′

)
= ∅,
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ya que caso contrario, debeŕıa existir T ∈ (F−1(t), F−1(t) + δt) ∩ (F−1(t′), F−1(t′) + δt′)
y por lo tanto

t = F (F−1(t)) = F (F−1(T )) = F (F−1(t′)) = t′,

lo que nos conduce al absurdo.
El conjunto C es unión numerable de conjuntos disjuntos formados por un único ele-

mento, por lo tanto es numerable, con lo cual P (U ∈ C) = 0. Entonces, probamos que
para todo t ∈ Cc se cumple

an(F
−1
n (t)− μ) −→

n→+∞
F−1(t),

es decir P

({
t : an (F

−1
n (t)− μ) −→

n→+∞
F−1(t)

})
= 1, lo que significa que

an (X
∗
n − μ)

c.s.−→
n→+∞

X∗,

y esto concluye la demostración del teorema. �

Lema 2.11 Sea (Zn)n∈N una sucesión de variables aleatorias en Rd, d ≥ 1, (an)n∈N una
sucesión de números positivos tal que an → ∞ y Z ∈ Rd tal que

an (Zn − Z)
w−→

n→∞
N(0,Σ),

con Σ matriz de covarianza. Sea G : Rd −→ R diferenciable en un entorno de Z, entonces
se tiene que

an (G(Zn)−G(Z))
w−→

n→∞
N(0,∇G(Z)Σ∇G(Z)t).

Demostración:
Por el teorema anterior sabemos que existe (Z∗

n)n∈IN una sucesión de variables aleato-
rias tal que Z∗

n tiene la misma distribución que Zn y cumple que

an (Z
∗
n − Z)

c.s.−→
n→∞

Z∗, (2.39)

donde Z∗ tiene distribución N(0,Σ).
Sea G : IRd → IR diferenciable en un entorno de Z, aplicando desarrollo de Taylor se

tiene que

an (G(Zn)−G(Z)) = an∇G(Z)(Z∗
n − Z) + an (Z

∗
n − Z)tHξ∗n(Z

∗
n − Z),

con ξ∗n entre Z∗
n y Z. Por (2.39), resulta que

an∇G(Z)(Z∗
n − Z) = ∇G(Z)an(Z

∗
n − Z)

c.s.−→
n→∞

∇G(Z)Z∗,

además

an (Z
∗
n − Z)tHξ∗n(Z

∗
n − Z) =

1

an
[an(Z

∗
n − Z)]tHξ∗nan(Z

∗
n − Z),
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donde
[an(Z

∗
n − Z)]tHξ∗nan(Z

∗
n − Z)

c.s.−→
n→∞

(Z∗)tHZZ
∗.

Como 1
an

−→
n→∞

0, se tiene que an (Z
∗
n − Z)t Hξ∗n(Z

∗
n − Z)

c.s.−→
n→∞

0, y por lo tanto

an (G(Z∗
n)−G(Z))

c.s.−→
n→∞

∇G(Z)Z∗.

Dado que Z∗ ∼ N(0,Σ), se cumple que ∇G(Z)Z∗ ∼ N(0,∇G(Z)Σ∇G(Z)t) y resulta
que

an (G(Z∗
n)−G(Z))

w−→
n→∞

N(0,∇G(Z)Σ∇G(Z)t).

Para concluir con la demostración del teorema sólo basta recordar que Z∗
n tiene la

misma distribución que Zn, con lo que se obtiene que

an (G(Zn)−G(Z))
w−→

n→∞
N(0,∇G(Z)Σ∇G(Z)t). (2.40)

�

Lema 2.12 Considerando Ψ como en (2.31), g como en (2.30) y B como en (2.29), se
tiene que

1.
∂Ψ(Λ,Υ)

∂qij
=

1

st g(Λ,Υ)

∂g(Λ,Υ)

∂qij
.

2.
∂Ψ(Λ,Υ)

∂μi
=

1

st g(Λ,Υ)

∂g(Λ,Υ)

∂μi
.

3.
∂g(Λ,Υ)

∂qij
=

∂π(Λ)

∂qij
B(Λ,Υ)1+π(Λ)

( ∞∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
(Q(Λ) +H(Υ)s)r V ij (Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1

)
1,

con (V ij)lm =

⎧⎨⎩
1 si i = l y j = m �= i
−1 si l = i = m
0 en otro caso

.

4.
∂g(Λ,Υ)

∂μi
= π(Λ)

( ∞∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
(Q(Λ) +H(Υ)s)r U i (Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1

)
1, con

(U i)lm =

{
1 si l = m = i
0 en otro caso

.

Demostración:
Definimos Ψ(Λ,Υ) = 1

st
log (g(Λ,Υ)), entonces fácilmente se puede ver que se cumple

∂Ψ(Λ,Υ)

∂qij
=

1

st g(Λ,Υ)

∂g(Λ,Υ)

∂qij
,
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y
∂Ψ(Λ,Υ)

∂μi
=

1

st g(Λ,Υ)

∂g(Λ,Υ)

∂μi
,

con lo que queda demostrado 1 y 2.
Por definición

g(Λ,Υ) = π(Λ)B(Λ,Υ)1, (2.41)

derivando (2.41) respecto del qij tenemos

∂g(Λ,Υ)

∂qij
=

∂π(Λ)

∂qij
B(Λ,Υ)1+ π(Λ)

∂(B(Λ,Υ)1)

∂qij
. (2.42)

Si notamos B(Λ,Υ) = (bij)1≤i,j≤k, se tiene entonces que B(Λ,Υ)1 = (
∑k

j=1 bij)1≤i≤k,
y por lo tanto

∂(B(Λ,Υ)1)

∂qij
=

(
∂(b11 + b12 + · · ·+ b1k)

∂qij
, · · · , ∂(bk1 + bk2 + · · ·+ bkk)

∂qij

)
=

∂B(Λ,Υ)

∂qij
1,

entonces (2.42) se convierte en

∂g(Λ,Υ)

∂qij
=

∂π(Λ)

∂qij
(B(Λ,Υ)1) + π(Λ)

∂B(Λ,Υ)

∂qij
1. (2.43)

Por otro lado, usando que D(exp(A))(B) =

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

ArBAl−1−r

l!
, al aplicar el operador

diferencial resulta que

∂B(Λ,Υ)

∂qij
= D(B(Λ,Υ)(eij)

= D (exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t])D((Q(Λ) +H(Υ)s) t)(eij)

= D (exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t])

(
∂Q(Λ)

∂qij

)
t

=

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

1

l!
[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]r

(
∂Q(Λ)

∂qij

)
t[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]l−1−r

=

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]rV ij[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]l−1−r, (2.44)

con V ij = ∂Q(Λ)
∂qij

y (V ij)lm =

⎧⎨⎩
1 si i = l y j = m �= i
−1 si l = i = m
0 en otro caso

,

y 3 se obtiene sustituyendo (2.44) en (2.43).
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Derivando ahora (2.41) respecto del μi tenemos que

∂g(Λ,Υ)

∂μi
= π(Λ)

∂(B(Λ,Υ))

∂μi
1. (2.45)

Aplicando nuevamente el operador diferencial resulta que

∂B(Λ,Υ)

∂μi
= D(B(Λ,Υ)(eij)

= D (exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t])D((Q(Λ) +H(Υ)s) t)(eij)

= D (exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t])

(
∂H(Υ)

∂μi

)
st

=

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

1

l!
[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]r

(
∂H(Υ)

∂μi

)
st[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]l−1−r

=
∞∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]rU i[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]l−1−r, (2.46)

con U i = ∂H(Λ)
∂μi

, cuyos elementos son de la forma (U i)lm =

{
1 si l = i = m
0 en otro caso

y sustitu-

yendo (2.46) en (2.45) se obtiene 4. �

Observación 2.13

Del Lema anterior se tiene que ∇Ψ(Λ,Υ) = (∇Λ,∇Υ)Ψ(Λ,Υ) = (∂Ψ(Λ,Υ)
∂qij

, ∂Ψ(Λ,Υ)
∂μi

) ∈ IRk2.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema que se propone en esta tesis.

Demostración del Teorema 2.9 :
Por el Corolario 2.5

√
n
(
q
(n)
ij − qij

)
w−→

n→∞
N (0,Σ), donde Σ=

qij
π(i)

Ik×(k−1) y por la de-

finición de Λn, se tiene que

√
n (Λn − Λ)

w−→
n→∞

N(0,Σ). (2.47)

Por otro lado, por el Teorema 2.7 sabemos que

√
n (Υn −Υ)

w−→
n→∞

N(0,ΣΥ). (2.48)

Aplicando entonces el Lema 2.11, con G = Ψ(Λ,Υ), se obtiene que

√
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

) w−→
n→∞

N(0, σ2), (2.49)

con
σ2 = ∇Ψ(Λ,Υ)Σ′∇Ψ(Λ,Υ)t,
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y Σ′ =
[
Σ 0
0 ΣΥ

]
.

Veamos ahora que expresión tendrá σ2. Por la Observación (2.13) tenemos que

∇Ψ(Λ,Υ)Σ′∇Ψ(Λ,Υ)t =
∂Ψ(Λ,Υ)2

∂q11

q11
π(1)

+ · · ·+ ∂Ψ(Λ,Υ)2

∂q1(k−1)

q1(k−1)

π(1)
+ · · ·

+
∂Ψ(Λ,Υ)2

∂qk1

qk1
π(k)

+ · · ·+ ∂Ψ(Λ,Υ)2

∂qk(k−1)

qk(k−1)

π(k)
+ · · ·

+
∂Ψ(Λ,Υ)2

∂μ1

σ2
1

λ1
+ · · ·+ ∂Ψ(Λ,Υ)2

∂μk

σ2
k

λk

=
k∑

i=1

k−1∑
j=1

∂Ψ(Λ,Υ)2

∂qij

qij
π(i)

+
k∑

i=1

∂Ψ(Λ,Υ)2

∂μi

σ2
i

λi

,

y por lo demostrado en el Lema (2.12) resulta que

σ2 =
1

(stπ(Λ)B(Λ,Υ)1)2

⎡⎣ ∑
(i,j)∈D

qij
π(i)

(
∂π(Λ)

∂qij
B(Λ,Υ)1+ π(Λ)

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

A(Λ,Υ)1

)2

+

k∑
i=1

σ2
i

λi

(
π(Λ)

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

A∗(Λ,Υ)1

)2
⎤⎦ ,

lo que concluye con la demostración. �

2.6. Consistencia de los estimadores

En esta sección presentamos estimadores consistentes para cada uno de los parámetros
que intervienen el la fórmula de la varianza σ2 obtenida en el Teorema 2.9. Comencemos
con una propiedad importante del generador infinitesimal de la cadena modulante en el
Flujo Markoviano Generalizado que daremos sin demostración

Como ya dijimos tanto las matriz Q y Q̂ que contruimos con sendas funciones Q y Q̂
aplicadas al vector de los elementos del generador infinitesimal Λ, nos brindan la misma
información. En el siguiente Lema, que daremos sin demostración, presentamos algunas de
las propiedades que posee Q̂ y que nos ayudarán a encontrar los estimadores consistentes
que buscamos.

Lema 2.14 La matriz Q̂ = Q̂(Λ) admite inversa Q̂−1(Λ) que es diferenciable y cumple

D(Q̂−1)(Λ)(x) = −Q̂−1(Λ)D(Q)(Λ)Q̂−1(Λ)(x).

Veamos ahora el resultado principal que nos permite encontrar estimadores consisten-
tes para cada parámetro
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Proposición 2.15 Sea Λn =
(
q
(n)
ij

)
1≤i �=j≤k

, definido en (2.33) y Υn = (μ
(n)
1 )1≤i≤k defi-

nido (2.34), entonces

1. pn = ekQ̂−1(Λn) es un estimador consistente de π(Λ).

2. dpijn = −ekQ̂−1(Λn)
∂Q̂(Λ)

∂qij
Q̂−1(Λn) es un estimador consistente de

∂π(Λ)

∂qij
.

3. Bn =
mn∑
l=0

tl(Q(Λn) +H(Υn)s)
l

l!
es un estimador consistente de

B(Λ,Υ) = exp [(Q(Λ) +H(Υ)s)t].

4. Sn = stpnBn1 es un estimador consistente de S = stπ(Λ)B(Λ,Υ)1.

Demostración:

1. Recordemos que Q̂ = Q̂(Λ). Como ya vimos πQ̂ = ek, entonces por el Lema anterior
π = ekQ̂

−1. Como Λn
c.s−→

n→∞
Λ y Q̂(Λ) es una función continua, entonces

Q̂(Λn)
c.s−→

n→∞
Q̂(Λ).

Por otro lado Q̂−1 también es una función continua, entonces para n suficientemente
grande, Q̂(Λn) admite inversa y se cumple que

Q̂−1(Λn)
c.s−→

n→∞
Q̂−1(Λ),

por lo tanto pn = ekQ̂−1(Λn) es un estimador consistente de π(Λ).

2. Sabemos que π(Λ) = ekQ̂−1(Λ), entonces

∂π(Λ)

∂qij
= ek

∂Q̂−1

∂qij
,

aplicando el resultado del Lema 2.14 resulta

∂Q̂−1

∂qij
= −Q̂−1(Λ)

∂Q̂−1

∂qij
Q̂−1(Λ).

Además sabemos que Q̂−1(Λn) es un estimador consistente de Q̂−1(Λ), entonces

dpijn = −ekQ̂−1(Λn)
∂Q̂(Λn)
∂qij

Q̂−1(Λn) es un estimador consistente de ∂π(Λ)
∂qij

.

3. Probemos ahora que Bn =
∑mn

l=0
tl

l!
(Q(Λn) +H(Υn)s)

l es un estimador consistente

de B(Λ,Υ) = exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t]. Es decir probemos que Bn
c.s−→

n→∞
B(Λ,Υ), o lo que es

equivalente que |Bn − B(Λ,Υ)| −→
n→∞

0.
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En primer lugar recordemos que la matriz B(Λ,Υ) se puede escribir de dos manera
equivalentes como sigue

B(Λ,Υ) = exp[(Q(Λ) +H(Υ)s) t] =

∞∑
l=0

tl

l!

(
(Q(Λ) +H(Υ)s)l

)
.

Veamos entonces como podemos expresar la diferencia entre Bn y B(Λ,Υ),

Bn − B(Λ,Υ) =

mn∑
l=0

tl

l!
(Q(Λn) +H(Υn)s)

l −
∞∑
l=0

tl

l!
(Q(Λ) +H(Υ)s)l

=

mn∑
l=0

tl

l!

[
(Q(Λn) +H(Υn)s)

l − (Q(Λ) +H(Υ)s)l
]

+
∞∑

l=mn+1

tl

l!
(Q(Λ) +H(Υ)s)l .

El segundo término es la cola de una serie convergente, por lo tanto tiende a 0 cuando
n −→ ∞.

Resta ver lo que ocurre con el primer término, para lo cual aplicaremos el Teorema
del Valor Medio definiendo la función f : Mk×k −→ Mk×k tal que f(M) = M l entonces

f(Bn)− f(B) = Df(B̃n).(Bn − B), (2.50)

donde B̃n está entre Bn y B, o en forma equivalente

f(Q(Λn) +H(Υn)s)− f(Q(Λ) +H(Υ)s) = Df(B̃n). (Q(Λn) +H(Υn)s− (Q(Λ) +H(Υ)s))

= Df(B̃n). ((Q(Λn)−Q(Λ)) + (H(Υn)−H(Υ))s) .

Recordando la definición del operador diferencial de la función f(A), se tiene que
D(f(A))(B) =

∑l−1
i=0A

iBAl−i−1, entonces aplicando esta definición, la ecuación (2.50) se
convierte en

f(Bn)− f(B) =
l−1∑
i=0

B̃ i
n ((Q(Λn)−Q(Λ)) + (H(Υn)−H(Υ))s) B̃ l−i−1

n ,

y tenemos aśı que
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∥∥∥∥∥
mn∑
l=0

tl

l!

[
(Q(Λn) +H(Υn)s)

l − (Q(Λ) +H(Υ)s)l
]∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥
mn∑
l=0

tl

l!

l−1∑
i=0

B̃ i
n ((Q(Λn)−Q(Λ)) + (H(Υn)−H(Υ))s) B̃ l−i−1

n

∥∥∥∥∥
≤

mn∑
l=0

tl

l!

l−1∑
i=0

‖B̃n‖i‖(Q(Λn)−Q(Λ)) + (H(Υn)−H(Υ))s‖‖B̃n‖l−i−1

≤
mn∑
l=0

tl

l!

l−1∑
i=0

‖B̃n‖l−1 (‖(Q(Λn)−Q(Λ))‖+ ‖(H(Υn)−H(Υ))s‖)

≤
mn∑
l=0

tl

l!
l‖B̃n‖l−1 (‖(Q(Λn)−Q(Λ))‖+ ‖(H(Υn)−H(Υ))s‖)

= (‖(Q(Λn)−Q(Λ))‖+ ‖(H(Υn)−H(Υ))s‖) t
mn∑
l=0

tl−1

(l − 1)!
‖B̃n‖l−1.

Con un argumento análogo al que ya utilizamos, se tiene que
∑mn

l=0
tl−1

(l−1)!
‖B̃n‖l−1

está acotada por ser la suma parcial de una serie convergente y que cada uno de los
términos del primer factor tienden a cero porque tanto Λn como Υn son estimadores
consistentes de Λ y Υ respectivamente, lo que deja demostrado que Bn en un estimador
consistente de B.

4. Este punto se deduce directamente del punto 1, donde probamos que pn es un
estimador consistente de π(Λ) y del punto 3, donde probamos que Bn es un estimador
consistente de B(Λ,Υ). �

2.7. Intervalo de Confianza para α(s, t)

El propósito de esta sección es construir un intervalo de confianza para el ancho de
banda efectivo α(s, t), para esto debemos previamente presentar un estimador consistente
de la varianza obtenida en el Teorema 2.9, a partir de los estimadores consistentes que
hemos encontrado en la sección anterior para cada uno de los parámetros que intervienen
en la expresión de la varianza.

Teorema 2.16 Sean q
(n)
ij los estimadores de máxima verosimilitud presentados en el Teo-

rema 2.4, Sn, pn, dpn y Bn los estimadores vistos en la Proposición 2.15 y mn una
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sucesión de números reales positivos tales que mn −→
n→∞

∞, entonces

σ2
n =

1

S2
n

⎡⎣ k∑
i=1

k−1∑
j=1

q
(n)
ij

pn(i)

(
dpijnBn1+ pijm

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

A(Λn,Υn)1

)2

+
k∑

l=1

σ̂i
2

λ̂i

(
pijn

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

A∗(Λn,Υn)1

)2
⎤⎦ , (2.51)

es un estimador consistente de σ2, con A(·, ·) definida como en (2.37) y A∗(·, ·) definida
como en (2.38).

Demostración:
Por los resultados obtenidos sobre la consistencia de algunos estimadores en las Pro-

posiciones 2.15 y 2.5.1, sólo habŕıa que probar que

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

A(Δn,Υn)
c.s.−→

n→∞

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

A(Δ,Υ), (2.52)

y
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

A∗(Δn,Υn)
c.s.−→

n→∞

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

A∗(Δ,Υ). (2.53)

Teniendo en cuenta la definición de A(·, ·), para probar que vale (2.52) definimos

T (l, r) : IRk2 −→ Mk×k tal que

T (l, r)(Λ,Υ) = (Q(Λ) +H(Υ)s)rV ij(Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1,

y por lo tanto se tiene que

T (l, r)(Λn,Υn) = (Q(Λn) +H(Υn)s)
rV ij(Q(Λn) +H(Υn)s)

l−r−1,

entonces bastaŕıa probar que

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
T (l, r)(Λn,Υn)−

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
T (l, r)(Λ,Υ)

c.s−→
n→∞

0.

Para esto veamos que la resta anterior se puede expresar de la forma

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
(T (l, r)(Λn,Υn)− T (l, r)(Λ,Υ))−

∞∑
l=mn+1

l−1∑
r=0

tl

l!
T (l, r)(Λ,Υ), (2.54)

y para probar que dicha expresión tiende casi seguramente a cero debemos ver que ocurre
con cada término. En primer lugar analicemos el segundo término de la ecuación (2.54)
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∥∥∥∥∥
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tl

l!
T (l, r)(Λ,Υ)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tl

l!
‖T (l, r)(Λ,Υ)‖

≤
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tl

l!
‖Q(Λ) +H(Υ)s‖r ‖V ij‖ ‖Q(Λ) +H(Υ)s‖l−r−1

= ‖V ij‖
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tl

l!
‖Q(Λ) +H(Υ)s‖l−1 ,

que tiende a 0 ya que el primer factor está acotado y el otro factor es la cola de la serie
convergente et‖Q(Λ)+H(Υ)s‖.

Veamos ahora el primer término de la ecuación (2.54)

∥∥∥∥∥
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
(T (l, r)(Λn,Υn)− T (l, r)(Λ,Υ))

∥∥∥∥∥ ≤
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
‖(T (l, r)(Λn,Υn)− T (l, r)(Λ,Υ))‖ ,

(2.55)
aplicando Teorema del Valor Medio con (Λ̃n, Υ̃n) entre (Λn,Υn) y (Λ,Υ), y teniendo en
cuenta que (Λn,Υn)− (Λ,Υ) = (Λn − Λ,Υn −Υ) tenemos que

T (l, r)(Λn,Υn)− T (l, r)(Λ,Υ) = DT (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ),

y por lo tanto la ecuación (2.55) es equivalente a

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!

∥∥∥DT (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥ . (2.56)

Definiendo las funciones

F (l, r)(Λ,Υ) = (Q(Λ) +H(Υ)s)r , (2.57)

G(l, r)(Λ,Υ) = (Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1 , (2.58)

la función T (l, r)(Λ,Υ) se puede expresar de la siguiente manera

T (l, r)(Λ,Υ) = F (l, r)(Λ,Υ)V ijG(l, r)(Λ,Υ),

entonces, al aplicar el operador diferencial tenemos que

DT (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ) = DF (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)V ijG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)

+F (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)V
ijDG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ),
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y cada término en la ecuación (2.56) se puede acotar de la siguiente manera

∥∥∥DT (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥≤∥∥∥DF (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)V ijG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)

∥∥∥
+
∥∥∥F (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)V

ijDG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥ .

(2.59)

Teniendo en cuenta que se puede pensar que F (l, r)(Λ,Υ) = Gr(A(Λ,Υ)), donde
Gr(B) = Br y A(Λ,Υ) = Q(Λ) +H(Υ)s, al aplicar el operador diferencial se tendrá que

DF (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ) =

=

r−1∑
j=0

(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)j

((Q(Λn) +H(Υn)s)− (Q(Λ) +H(Υ)s))
(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)r−j−1

=
r−1∑
j=0

(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)j

(Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s)
(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)r−j−1

,

y en consecuencia

∥∥∥DF (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
r−1∑
j=0

(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)j

((Q(Λn) +H(Υn)s)−

(Q(Λ) +H(Υ)s))
(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)r−j−1
∥∥∥∥

≤
r−1∑
j=0

‖Q(Λn − Λ)−H(Υn −Υ)s‖
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥r−1

≤ r (‖Q(Λn − Λ)‖+ ‖H(Υn −Υ)s‖)
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥r−1

.

(2.60)

Aplicando un razonamiento análogo para la función G(l, r) tenemos que

DG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)

=
l−r−2∑
j=0

(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)j

((Q(Λn) +H(Υn)s)− (Q(Λ) +H(Υ)s))
(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)l−r−j−2

=
l−r−2∑
j=0

(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)j

(Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s)
(
Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

)l−r−j−2

,
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y ∥∥∥DG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥ ≤ (l − r − 1)‖(Q(Λn) +H(Υn)s)

−(Q(Λ) +H(Υ)s)‖
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥l−r−2

= (l − r − 1)‖(Q(Λn − Λ)

+H(Υn −Υ)s)‖
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥l−r−2

.(2.61)

Sustituyendo (2.61) y (2.60) en (2.59) resulta que∥∥∥DT (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥ ≤

≤ r ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥r−1

‖V ij‖‖G(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)‖
+‖F (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)‖‖V ij‖(l − r − 1)‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−r−2 ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖

= r ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥r−1

‖V ij‖
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥l−r−1

+
∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥r ‖V ij‖(l − r − 1)‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−r−2 ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖
= r ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ ‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2‖V ij‖+ (l − r − 1) ‖Q(Λn − Λ)

H(Υn −Υ)s‖ ‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2‖V ij‖
= (l − 1) ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ ‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2‖V ij‖,

por lo tanto el primer término de la ecuación (2.56) se terminará acotando de la siguiente
manera∥∥∥∥∥

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
(T (Λn,Υn)− T (Λ,Υ))

∥∥∥∥∥ ≤

≤
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tl

l!
(l − 1) ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ ‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2‖V ij‖

= ‖V ij‖ ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ t2
mn∑
l=0

tl−2

l!
(l − 1)l‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2

= ‖V ij‖ ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ t2
mn∑
l=2

tl−2

(l − 2)!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2

= ‖V ij‖ ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ t2
mn+2∑
v=0

tv

v!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖v.

Dado que tanto Q como H son funciones continuas y que Λn y Υn son estimadores
consistentes de Λ y Υ respectivamente, se cumple que

Q(Λn)
cs−→

n→∞
Q(Λ),

69



H(Υn)
cs−→

n→∞
H(Υ),

y entonces
‖Q(Λn) +H(Υn)s‖ cs−→

n→∞
‖Q(Λ) +H(Υ)s‖ , (2.62)

sólo bastaŕıa probar que
∑mn+2

v=0
tv

v!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖v está acotada.

En efecto, por (2.62) toda sucesión convergente está acotada, por lo tanto existeM > 0
tal que ∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥ ≤ M,

y resulta que

mn+2∑
v=0

tv

v!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2 ≤

mn+2∑
v=0

tv

v!
Mv =

mn+2∑
v=0

(tM)v

v!
≤ etM = C,

lo que concluye la demostración de la validez de (2.52).
Teniendo en cuenta la definición de A∗(·, ·), para probar que vale (2.53) definimos

T ∗(l, r) : IRk2 −→ Mk×k tal que

T ∗(l, r)(Λ,Υ) = (Q(Λ) +H(Υ)s)rU i(Q(Λ) +H(Υ)s)l−r−1,

y por lo tanto se tiene que

T ∗(l, r)(Λn,Υn) = (Q(Λn) +H(Υn)s)
rU i(Q(Λn) +H(Υn)s)

l−r−1,

entonces bastaŕıa probar que

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
T ∗(l, r)(Λn,Υn)−

∞∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
T ∗(l, r)(Λ,Υ)

c.s−→
n→∞

0.

Para esto veamos que la resta anterior se puede expresar de la forma

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
(T ∗(l, r)(Λn,Υn)− T ∗(l, r)(Λ,Υ))−

∞∑
l=mn+1

l−1∑
r=0

tlsl

l!
T ∗(l, r)(Λ,Υ), (2.63)

y para probar que dicha expresión tiende casi seguramente a cero debemos ver que ocurre
con cada término. En primer lugar analicemos el segundo término de la ecuación (2.63)

∥∥∥∥∥
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tlsl

l!
T ∗(l, r)(Λ,Υ)

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tlsl

l!
‖T ∗(l, r)(Λ,Υ)‖

≤
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tlsl

l!
‖Q(Λ) +H(Υ)s‖r ‖U i‖ ‖Q(Λ) +H(Υ)s‖l−r−1

= ‖U i‖
∞∑

l=mn+1

l−1∑
r=0

tlsl

l!
‖Q(Λ) +H(Υ)s‖l−1 ,
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que tiende a 0 ya que el primer factor está acotado y el otro factor es la cola de la serie
convergente ets‖Q(Λ)+H(Υ)s‖.

Veamos ahora el primer término de la ecuación (2.63)

∥∥∥∥∥
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
(T ∗(l, r)(Λn,Υn)− T ∗(l, r)(Λ,Υ))

∥∥∥∥∥ ≤
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
‖(T ∗(l, r)(Λn,Υn)− T ∗(l, r)(Λ,Υ))‖ ,

(2.64)
aplicando Teorema del Valor Medio con (Λ̃n, Υ̃n) entre (Λn,Υn) tenemos que

T ∗(l, r)(Λn,Υn)− T ∗(l, r)(Λ,Υ) = DT ∗(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ),

y por lo tanto la ecuación (2.64) es equivalente a

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!

∥∥∥DT ∗(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)
∥∥∥ . (2.65)

La función T ∗(l, r)(Λ,Υ) se puede expresar de la siguiente manera

T ∗(l, r)(Λ,Υ) = F (l, r)(Λ,Υ)U iG(l, r)(Λ,Υ),

donde F y G están defininidas como en (2.57) y (2.58) respectivamente. Aplicando el
operador diferencial tenemos que

DT ∗(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ) = DF (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ)U iG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)

+F (l, r)(Λ̃n, Υ̃n)U
iDG(l, r)(Λ̃n, Υ̃n)(Λn − Λ,Υn −Υ),

y teniendo en cuenta las cotas obtenidas en (2.60) y (2.61) para DF (l, r) y DG(l, r)
respectivamente, cada término en la ecuación (2.65) se puede acotar de la siguiente manera∥∥∥∥∥

mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
(T ∗(Λn,Υn)− T ∗(Λ,Υ))

∥∥∥∥∥ ≤

≤
mn∑
l=0

l−1∑
r=0

tlsl

l!
(l − 1) ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ ‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2‖U i‖

= ‖U i‖ ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ (ts)2
mn∑
l=0

(ts)l−2

l!
(l − 1)l‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2

= ‖U i‖ ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ (ts)2
mn∑
l=2

(ts)l−2

(l − 2)!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2

= ‖U i‖ ‖Q(Λn − Λ) +H(Υn −Υ)s‖ (ts)2
mn+2∑
v=0

(ts)v

v!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖v.
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Al igual que antes, sólo bastaŕıa probar que
∑mn+2

v=0
(ts)v

v!
‖Q(Λ̃)+H(Υ̃)s‖v está acotada.

En efecto, por (2.62) toda sucesión convergente está acotada, por lo tanto existeM > 0
tal que ∥∥∥Q(Λ̃) +H(Υ̃)s

∥∥∥ ≤ M,

y resulta que

mn+2∑
v=0

(ts)v

v!
‖Q(Λ̃) +H(Υ̃)s‖l−2 ≤

mn+2∑
v=0

(ts)v

v!
Mv =

mn+2∑
v=0

(tsM)v

v!
≤ etsM = C∗,

lo que concluye la demostración. �

Corolario 2.17 Tomando α(s, t), α(n)(s, t) y σ2
n definidas como en (2.2), (2.35) y (2.51)

respectivamente, se tiene que

√
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

)
σ2
n

w−→
n→∞

N(0, 1). (2.66)

Demostración:
En el Teorema 2.9, se probó que

√
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

) −→
n→∞

N(0, σ2),

o equivalentemente √
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

)
σ2

−→
n→∞

N(0, 1).

Además en el Teorema 2.16 se probó que σ2
n es un estimador consistente de σ2, de

donde se obtiene lo que queŕıamos probar, es decir que

√
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

)
σ2
n

−→
n→∞

N(0, 1).

�

Ahora estamos en condiciones de encontrar cual será el intervalo de confianza para el
ancho de banda efectivo.

Proposición 2.18 Tomando α(s, t), α(n)(s, t) y σ2
n definidas como en (2.2), (2.35) y

(2.51) respectivamente y considerando el intervalo

Iα(n) =

[
α(n)(s, t)− zεσn√

n
, α(n)(s, t) +

zεσn√
n

]
, (2.67)

donde zε es tal que P (Z > zε) =
ε
2
con Z ∼ N(0, 1), resulta que

ĺım
n→∞

P (α(s, t) ∈ Iα(n)) = 1− ε.
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Demostración:
Por la definición de Iα(n) se tiene que

P (α(s, t) ∈ Iα(n)) = P

(
α(n)(s, t)− zεσn√

n
≤ α(s, t) ≤ α(n)(s, t) +

zεσn√
n

)
(2.68)

= P

(√
n

σn
|α(n)(s, t)− α(s, t)| ≤ zε

)
, (2.69)

y por el Corolario 2.17, se tiene que

ĺım
n→∞

P

(√
n

σn
|α(n)(s, t)− α(s, t)| ≤ zε

)
= P (|Z| ≤ zε) = 1− ε,

entonces
ĺım
n→∞

P (α(s, t) ∈ Iα(n)) = 1− ε.

�
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Caṕıtulo 3

Punto operacional

3.1. Introducción

Las redes de telecomunicación fueron modeladas históricamente utilizando herramien-
tas de la teoŕıa de colas clásica. Desde hace algunos años diversos investigadores comen-
zaron a utilizar otras herramientas estad́ısticas para abordar el problema del modelado
y el análisis de perfomance de redes de telecomunicaciones, basándose en que muchos de
los fenómenos que interesa estudiar en un enlace de una red son lo que podŕıamos llamar
“eventos raros”. Cuando decimos raros hacemos referencia a eventos tales como la pérdida
de paquetes de información transferida en un enlace de red cuya probabilidad real puede
tomar valores del orden de 10−6 o menos.

Estos fenómenos están asociados a las colas de las distribuciones de probabilidad de
interés, como por ejemplo a la distribución de probabilidad de la ocupación del buffer
del enlace. Dichos eventos son grandes desv́ıos respecto de los valores medios de las men-
cionadas distribuciones de probabilidad. Por este motivo, es la teoŕıa de grandes desv́ıos
(desviaciones), [29], la que proporciona las herramientas para el análisis de redes de teleco-
municación. Esta teoŕıa busca encontrar la velocidad con que tiende a cero la probabilidad
de un evento, por ejemplo la velocidad con que tiende a cero la probabilidad de pérdida
en un enlace cuando el tamaño del buffer tiende a infinito.

La teoŕıa de grandes desv́ıos tiene la ventaja que los resultados obtenidos son en
general anaĺıticamente manejables para colas de tipo muy general, sin embargo tienen
limitaciones en cuanto a la precisión de los resultados que se obtienen cuando se estima,
por ejemplo, la probabilidad de pérdida a partir de esos resultados.

Podemos decir que la teoŕıa de grandes desv́ıos dice cual es la aśıntota, a escala lo-
gaŕıtmica, con la que tiende a cero la probabilidad de pérdida y sin embargo una estimación
de la pérdida a partir de esta asintótica a escala logaŕıtmica comete errores que pueden,
en algunos casos, llegar a ser importantes.

En la aplicación de grandes desv́ıos a las telecomunicaciones se han estudiado dos
tipos de reǵımenes, el régimen asintótico de “buffer grande” y el régimen asintótico “de
muchas fuentes”. El régimen asintótico de buffer grande estudia el comportamiento de
un enlace cuando el tamaño del buffer tiende a infinito. La asintótica de muchas fuentes
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estudia el comportamiento cuando el número de fuentes tiende a infinito, y se escala
proporcionalmente al número de fuentes, la capacidad y el tamaño del buffer del enlace.

En un backbone de internet, que es el interés principal de nuestro trabajo, es mucho
más adecuado el modelo de la asintótica de muchas fuentes ya que en el corazón de internet
es más razonable suponer que arriban muchas fuentes a un enlace de la red que asumir
que el buffer del enlace tiene un tamaño muy grande, sin embargo en un enrutamiento de
acceso puede ser más adecuado el enfoque de buffer grande.

En el estudio de redes de datos, dependiendo del tipo de aplicación, la probabilidad
de pérdida de paquetes de información puede ser el ı́ndice de perfomance más restrictivo
del cual depende la viabilidad de brindar determinado tipo de servicio, por ello es nece-
sario estimarla y estudiar su variación frente a ciertos cambios tales como cambios en la
estructura de la red, cambios en el tamaño del buffer, cambios en la capacidad de enlace,
entre otros.

El creciente interés en estudiar la probabilidad de pérdida se justifica por el aumento
de la incidencia de aplicaciones de tiempo real en las redes, lo que ha aumentado el interés
por el desarrollo de técnicas de estimación y predicción del funcionamiento de un enlace
desde el punto de vista de la calidad de servicio QoS.

En este caṕıtulo mostraremos como se puede emplear el concepto de ancho de banda
efectivo en la estimación y cálculo del punto operacional de un enlace dentro de una red
digital en el caso particular de que el trabajo total que recibe el sistema es la suma de
procesos independiente e idénticamente distribuidos.

Como “punto operacional” nos referimos al par de valores de los parámetros de tiempo
t y espacio o multiplexado s, en el que el ancho de banda efectivo da la probabilidad de
desborde del buffer. Veremos también que si se tiene un buen estimador del ancho de banda
efectivo, podremos obtener un buen estimador del punto operacional que heredará la
consistencia de dicho estimador. Aśı mismo derivaremos fórmulas para calcular intervalos
de confianza o bien estimarlos en forma emṕırica.

La mayoŕıa de los estimadores del ancho de banda efectivo, como el estimador promedio
presentado por Courcoubetis en [23] ó el del modelo de flujo markoviano presentado en
[55] cumplen las condiciones para que el punto operacional y su intervalo de confianza
puedan ser bien estimados.

Nosotros demostraremos que nuestro estimador, introducido para el modelo propuesto
en el caṕıtulo anterior, también cumple estas condiciones.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera, en la Sección 3.2 presentamos los
resultados fundamentales de la teoŕıa de grandes desv́ıos que utilizaremos en la Sección
3.3 donde presentamos el concepto de punto operacional, sus propiedades y ejemplos de
cálculo, en la Sección 3.4 se introducen los resultados fundamentales que permitirán encon-
trar un estimador consistente del punto operacional para el modelo de Flujo Markoviano
Generalizado introducido en el caṕıtulo anterior.
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3.2. Teoŕıa de grandes desv́ıos

Consideremos un sistema multiplexor donde el trabajo arriba desde N fuentes inde-
pendientes y todas con idéntica distribución de probabilidades y cada una con tamaño de
buffer b y capacidad de enlace c, entonces el tamaño total del buffer es igual a Nb y la
capacidad total de enlace es igual a Nc como se muestra en la figura (3.1)

Figura 3.1: Régimen de muchas fuentes

Más formalmente, sea X
(j)
t una sucesión de procesos estocásticos inpedendientes e

idénticamente distribuidos y con valor inicial igual a cero, que representa el trabajo acu-
mulado que se recibe desde cada fuente. El trabajo total que recibe el sistema para t > 0
es entonces,

Xt =

N∑
j=1

X
(j)
t ,

y la cantidad de trabajo del sistema conN fuentes en estado estacionario se puede expresar
como

WN
t = Xt − Ct =

N∑
j=1

(X
(j)
t − ct), (3.1)

donde c es la capacidad de cada fuente del servidor y C = Nc es la capacidad total.
Para analizar cual seŕıa el tamaño de la cola, tengamos en cuenta que si consideramos

una cola del tipo “first in first out”(FIFO), el comportamiento de la cola es gobernado
por la ecuación de Lindley, [29],

Qn+1 = (Qn +Xn)
+,

donde Qn para n ∈ ZZ, denota el tamaño de la cola al instante n, Xn denota la diferencia
entre la cantidad de trabajo que arriba en el instante n y la cantidad de trabajo que puede
ser procesado en dicho instante y (·)+ es el máximo entre (·) y 0.

La pregunta que surge es si cuando n crece este proceso tendrá ĺımite, es decir en
qué casos el trabajo de la cola “en régimen” tendrá una distribución estacionaria y cuando
esta distribución será independiente del estado inicial de la cola.

Estas preguntas las responde el teorema de Lyones que presentamos a continuación
y cuya demostración puede encontrarse en [7]. La formulación que presentamos de dicho
teorema no es la original pero es de importancia para nuestro trabajo.

76



Teorema 3.1 (Lyones) Si se cumple que el proceso Xt es estacionario, ergódico y tal que
E(Xt) < 0, entonces para cualquier condición inicial de la cola Q, se verifica que

ĺım
n→∞

P (Qn ≤ x) = P (Q0 ≤ x) , (3.2)

donde Q0 = sup
n>0

−1∑
i=−n

Xi es casi seguramente finita.

A partir de este resultado se puede estudiar la probabilidad de overflow de un enlace
mirando la distribución en régimen de la cola.

En nuestro caso donde la cantidad de trabajo del sistema está definida en (3.1), el
tamaño de la cola según el Teorema 3.1 es

QN = sup
t≥0

WN
t ,

y buscaremos una estimación para P (QN > B) = P (QN > Nb) donde b es el tamaño
del buffer disponible para cada fuente y B = Nb es el tamaño total del buffer. Esta
cantidad da una idea del valor de la probabilidad de que el sistema supere su capacidad
de almacenamiento y por lo tanto haya pérdida de datos u overflow.

La idea básica de la teoŕıa de grandes desv́ıos es poder establecer resultados asintóticos
de la forma P (Xn ∈ B) ≈ enI(B) para una sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈IN cuando
n → ∞, para un boreliano B ∈ IR y donde I(B) es un coeficiente que depende del conjunto
B y de la distribución de las variables Xn.

Comencemos por definir más formalmente estos conceptos.

Definición 3.2 Una función de velocidad I es una función I : IR → [0,∞] semicontinua
inferior, esto es que para cualquier α ∈ IR el conjunto de nivel ΨI(α) = {x ∈ IR : I(x) ≤ α}
es cerrado.

Diremos que I es una buena función de velocidad si además sus conjuntos de nivel
ΨI(α) son compactos para todo α ∈ IR.

Además, llamamos dominio efectivo de I al conjunto de puntos de velocidad finita, es
decir al conjunto DI = {x ∈ IR : I(x) < ∞}

Definición 3.3 Diremos que una sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈IN satisface un
Principio de Grandes Desviaciones si existe una función de velocidad I : IR → IR+ para
la cual se cumple

− ı́nf
x∈B◦

I(x) ≤ ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
logP (Xn ∈ B) ≤ ĺım

n→∞
sup

1

n
logP (Xn ∈ B) ≤ − ı́nf

x∈B̄
I(x), (3.3)

donde B es un boreliano en IR.
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En general, la ecuación (3.3) no implica un ĺımite preciso, sin embargo si los extremos
de la desigualdad coinciden, es decir existe un boreliano B que es conjunto de continuidad
de I, se deduce de dicha ecuación que podemos extender la definición de la función I a
los borelianos de la siguiente manera

ĺım
n→∞

1

n
logP (Xn ∈ B) = I(B),

y se tiene que, para n suficientemente grande, es válida la aproximación

P (Xn ∈ B) ≈ enI(B). (3.4)

Intuitivamente podemos interpretar la función de velocidad como una función que
indica el orden o tasa con la que decae la probabilidad del conjunto. Un principio de
grandes desviaciones establece que dichas probabilidades decaen exponencialmente y que
dicha tasa de decaimiento en cada conjunto está determinada por aquel punto del conjunto
que tenga una tasa de decaimiento más lenta, es decir la “menor” de todas la I(x), con
x ∈ B.

Una forma equivalente de establecer un principio de grandes desviaciones es presentado
en la siguiente proposición.

Proposición 3.4 La sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈IN satisface un principio de
grandes desviaciones si y sólo si existe una función de velocidad I : IR → IR+ para la cual
se cumple

ĺım
n→∞

sup
1

n
logP (Xn ∈ F ) ≤ − ı́nf

x∈F
I(x) ∀F cerrado (3.5)

y

ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
logP (Xn ∈ F ) ≥ − ı́nf

x∈G
I(x) ∀G abierto. (3.6)

Demostración:
Demostremos primero que si las variables cumplen un principio de grandes desv́ıos se

cumplen (3.5) y (3.6). En efecto, si F es cerrado, tomando B = F en (3.3) se obtiene
(3.5) ya que F = F̄ . Análogamente se obtiene (3.6) tomando B = G en (3.3) pues al ser
G abierto, G = G◦.

Para la otra implicación, si B es un boreliano de IR, se cumple que B◦ ⊂ B ⊂ B̄ y por
lo tanto

P (Xn ∈ B◦) ≤ P (Xn ∈ B) ≤ P (Xn ∈ B̄),
y como la función logaritmo es creciente y n > 0 se tiene que

1

n
logP (Xn ∈ B◦) ≤ 1

n
logP (Xn ∈ B) ≤ 1

n
logP (Xn ∈ B̄).

Tomando ĺımites se tiene

ĺım inf
n→∞

1

n
logP (Xn ∈ B◦) ≤ ĺım inf

n→∞
1

n
logP (Xn ∈ B)

≤ ĺım sup
n→∞

1

n
logP (Xn ∈ B)

≤ ĺım sup
n→∞

1

n
logP (Xn ∈ B̄),
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y finalmente se obtiene (3.3) utilizando las ecuaciones (3.5) y (3.6) en los conjuntos B◦ y
B̄. �

Uno de los primeros resultados de la teoŕıa es el establecer un principio de grandes
desviaciones para el promedio de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas lo que nos permitiŕıa determinar la velocidad de la convergencia de la sucesión
de variables {X̄n} a μ, asegurada por la ley débil de los grandes números. El resultado se
conoce como Teorema de Crámer, lo presentamos a continuación y luego lo aplicaremos
a nuestro proceso. Su demostración puede encontrarse en [29].

Teorema 3.5 (Cramér) Sea (Xn)n∈IN una sucesión de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas y X̄n = 1

n

∑n
j=1Xj el promedio de dichas variables. Sea

μn la medida inducida en IR por la variable aleatoria X̄n, es decir μn(B) = P (X̄n ∈ B).
Se cumple entonces que la familia {μn} satisface el siguiente principio de grandes desvia-
ciones

− ı́nf
x∈Γ◦

Δ∗(x) ≤ ĺım
n→∞

ı́nf
1

n
logμn(Γ) ≤ ĺım

n→∞
sup

1

n
log μn(Γ) ≤ − ı́nf

x∈Γ̄
Δ∗(x), (3.7)

donde Γ es un boreliano en IR, Δ∗(x) = sup
s∈IR{sx − Δ(s)} y Δ(s) = logEesXt es el

logaritmo de la función generadora de momentos común a todas las variables Xj y se
denomina función de velocidad.

Observación 3.6

El Teorema de Crámer se puede generalizar a variables no independientes ni idénticamente
distribuidas mediante el Teorema de Gärtner-Ellis, [29].

Observación 3.7

Si consideramos el boreliano B = [a,+∞] con a ≥ E(X), como la función no negativa Δ∗

es convexa y alcanza su mı́nimo en E(X) se tiene que

ı́nf
x∈B◦

Δ∗(x) = ı́nf
x∈B̄

Δ∗(x) = Δ∗(a),

y por lo tanto

ĺım
n→∞

logP (X̄n ≥ a)

n
= −Δ∗(a),

o bien, para n suficientemente grande, si a ≥ E(X), se puede aproximar la probabilidad
como

P (X̄n ≥ a) ≈ enΔ
∗(a).

Aplicando el resultado del teorema anterior a las variables WN
t definidas en (3.1), y que

por el Teorema 3.1 determinan el tamaño de la cola, se obtiene la siguiente proposición
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Proposición 3.8 Sean las variables aleatorias WN
t definidas como en (3.1) con t fijo.

La sucesión 1
N
WN

t verifica un principio de grandes desviaciones con función de velocidad
Δ∗

t (x) = sups≥0{s(x+ ct)− logEesXj}. En particular, si b+ ct > E(Xt) se cumple que

−Δ∗
t (b

+) ≤ ĺım
N→∞

ı́nf
1

N
logP (WN

t > Nb) ≤ ĺım
N→∞

sup
1

N
logP (WN

t > Nb) ≤ −Δ∗
t (b).

(3.8)

Demostración:
La demostración consiste en aplicar el Teorema 3.5 e identificar los términos que

aparecen en la ecuación (3.7).

Sabemos que WN
t =

∑N
j=1 Y

(j)
t , con Y

(j)
t = (X

(j)
t − ct) es una sucesión de variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, ya que las variables X
(j)
t también

lo son. Entonces aplicando el Teorema 3.5 a las variables Y
(j)
t con t fijo y observando

que Ȳ
(j)
t = 1

N
WN

t se tiene que

− ı́nf
x∈Γ◦

Δ∗(x) ≤ ĺım
N→∞

ı́nf
1

N
logP (

1

N
WN

t ∈ Γ) ≤ ĺım
N→∞

sup
1

N
logP (

1

N
WN

t ∈ Γ) ≤ − ı́nf
x∈Γ̄

Δ∗(x).

(3.9)
Se puede probar además que si Δ(s) = logEesYt < ∞ para algún s > 0, entonces

E(Yt) < ∞ y para cualquier x ≥ E(Yt), la expresión Δ∗(x) se puede escribir como
Δ∗(x) = sups≥0{sx − Δ(s)} que es no decreciente en x > E(Yt). Entonces tomando el
boreliano Γ = (b,+∞), con b > E(Yt) = E(Xt − ct), se tiene que

ı́nf
x∈Γ̄

Δ∗
t (x) = ı́nf

x≥b
Δ∗

t (x) = Δ∗
t (b), (3.10)

ı́nf
x∈Γ◦

Δ∗
t (x) = ı́nf

x>b
Δ∗

t (x) = Δ∗
t (b

+), (3.11)

donde

Δ∗
t (x) = sup

s≥0
{sx−Δ(s)}

= sup
s≥0

{sx− logE(esYt)}

= sup
s≥0

{sx− logE(es(Xt−ct))}

= sup
s≥0

{sx+ sct− logE(esXt)}

= sup
s≥0

{s(x+ ct)− logE(esXt)}.

Sustituyendo (3.10) y (3.11) en (3.9) y observando que P ( 1
N
WN

t ∈ Γ) = P (WN
t > Nb)

se obtiene el resultado buscado. �

Corolario 3.9 En las hipótesis de la proposición anterior si Δ∗
t (x) es continua en b, se

tiene que

ĺım
N→∞

1

N
logP (WN

t > Nb) = −Δ∗
t (b) = − sup

s>0
{s(b+ ct)− logE(esXt)}.
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Veamos entonces la relación entre la probabilidad de pérdida y el ancho de banda
efectivo.

Teorema 3.10 Sean las variables aleatorias WN
t definidas según la ecuación (3.1) y

QN = supt≥0 W
N
t el tamaño de la cola en estado estacionario del sistema. Supongamos

que existe un valor positivo s0 que cumple α(s0, t) ≤ c′ < c para todo t ≥ t0 y que
ĺım supε→0 logE(sXt,ε) = 0, con Xt,ε = sup0≤t≤ε Xt. Entonces se cumple que

−I(b+) ≤ ĺım
N→∞

ı́nf
1

N
logP (QN > Nb) ≤ ĺım

N→∞
sup

1

N
logP (QN > Nb) ≤ −I(b), (3.12)

donde
I(x) = ı́nf

t≥0
sup
s≥0

{s(x+ ct)− logE(esXt)}. (3.13)

Observación 3.11

La expresión (3.13) se puede escribir en forma equivalente como

I(x) = ı́nf
t≥0

sup
s≥0

{s(x+ ct)− stα(s, t)}. (3.14)

3.3. Punto operacional

Como ya hemos visto, en la asintótica de muchas fuentes, el ancho de banda efectivo
está relacionado con la probabilidad de pérdida estacionaria por desborde del buffer en
un enlace a través de la llamada fórmula del ı́nfimo-supremo (inf sup) que da el Teorema
3.10, ya que si QN es la cantidad de trabajo estacionario en la cola, la probabilidad de
overflow o de desborde está dada por

ĺım
N→∞

1

N
logP (QN > B) = −γ, (3.15)

con
−γ = ı́nf

t≥0
sup
s≥0

{(b+ ct)s− stα(s, t)} , (3.16)

donde c es la capacidad de cada enlace, b es el tamaño o capacidad de cada buffer y N es
la cantidad de fuentes que intervienen en el enlace y tal que su ancho de banda efectivo
es igual a α(s, t), tal como lo demuestra Courcourbetis en [23].

Llamaremos t∗ y s∗ a los valores numéricos de los parámetros t y s en que se alcanza
el inf sup de la ecuación (3.16). Ese par de valores, t∗ y s∗, constituye el llamado punto
operacional de un determinado enlace.

Resulta técnicamente relevante disponer de buenas estimaciones de t∗ y s∗ dado que
la probabilidad de pérdida es uno de los criterios más importantes tanto para el diseño
de las redes como para el control de admisión de nuevas conexiones (CAC).

Cuando existe un modelo para la fuente de tráfico es posible un enfoque paramétrico,
por eso veamos primero algunos ejemplos del cálculo del punto operacional para dos de
los modelos introducidos en el primer caṕıtulo.
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Ejemplo 3.12 Punto operacional en el proceso de Poisson.

Como vimos en el Ejemplo 1.10, para este modelo de tráfico el ancho de banda efectivo
está dado por

α(s, t) =
1

st
log eλt(e

s−1) =
1

st
(λt(es − 1)) = λ

(es − 1)

s
,

entonces para determinar el punto operacional cuando tenemos una única fuente debemos
optimizar la ecuación (3.16) que en este caso en particular tendrá la expresión

ı́nf
t≥0

sup
s≥0

{(b+ c t)s− tλ(es − 1)} .

Para t fijo, consideremos la función f(s) = (b+ c t)s− tλ(es − 1), entonces

df(s)

ds
= b+ c t− t λes, (3.17)

igualando a 0 obtenemos que s∗ = log
(
b+c t
t λ

)
. Notemos que para que la cola sea estable

debe cumplirse que c > λ, esto hace al argumento del logaritmo de la ecuación (3.17)
mayor que 1, y a s∗ ≥ 0.

Calculamos la segunda derivada de la función d2f(s)
ds2

= −t λes y al evaluarla en s∗

vemos que es negativa por lo tanto s∗ maximiza la función f .
Consideremos ahora para realizar la optimización respecto de t la función

g(t) = s∗(b+ c t)− t λ
(
es

∗ − 1
)

= −b− (c− λ)t+ (b+ c t) log

(
b

λ t
+

c

λ

)
,

esta ecuación puede ser minimizada anaĺıticamente, pero se obtiene un valor de t negativo,
por lo se minimiza numéricamente para encontrar t∗.

Ejemplo 3.13 Punto operacional para una fuente Gaussiana.

Como vimos en el Ejemplo 1.15, para este modelo de tráfico el ancho de banda efectivo
está dado por

α(s, t) =
1

st
logEesXt =

1

st

(
sλt+

1

2
s2σ2t

)
= λ+

1

2
sσ2,

entonces para determinar el punto operacional cuando tenemos una única fuente debemos
optimizar la ecuación (3.16) que en este caso en particular tendrá la expresión

ı́nf
t≥0

sup
s≥0

{
(b+ c t)s− s t

(
λ+

1

2
sσ2

)}
. (3.18)
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Para t fijo, consideremos la función f(s) = (b+ c t)s− s t
(
λ+ 1

2
sσ2

)
, entonces

df(s)

ds
= b+ t

(
c− λ− sσ2

)
, (3.19)

igualando a 0 obtenemos que s∗ = b+t(c−λ)
t σ2 que es positivo y es efectivamente un mı́nimo

ya que d2f(s)
ds2

= −t σ2 es negativa para cualquier valor de s.
Sustituyendo s∗ en (3.18) obtenemos la ecuación

ı́nf
t≥0

b+ t(c− λ)

t σ2
(b+ c t)− b+ t(c− λ)

t σ2
t

(
λ+

(
b+ t(c− λ)

t σ2

)
σ2

2

)
,

que al simplificarla se convierte en

ı́nf
t≥0

(b+ t(c− λ))2

2tσ2
.

Para realizar la optimización respecto de t consideremos la función g(t) = (b+t(c−λ))2

2tσ2 ,
derivando obtenemos

dg(t)

dt
=

−b2 + (c− λ)2t2

2t2σ2
,

y al igualar la expresión a 0, la solución positiva es

t∗ =
b

c− λ
,

y

s∗ =
2(c− λ)

σ2
.

3.4. Estimación del punto operacional para el Flujo

Markoviano Generalizado

En el caso del flujo markoviano, el proceso se modela mediante una cadema de Markov
de tiempo continuo, donde el estado de la cadena determina la velocidad a la cual produce
trabajo la fuente y Kesidis, Walrand y Chang muestran en [42] que en este caso el ancho
de banda efectivo se puede calcular expĺıcitamente en términos del generador infinitesimal
de la cadena, pudiéndose hallar un estimador consistente para el ancho de banda efectivo
aśı como un intervalo de confianza.

Para el modelo de flujo markoviano generalizado introducido en la Sección 2.2 del
presente trabajo, vimos que también podemos calcular expĺıcitamente el ancho de banda
efectivo en términos del generador infinitesimal de la cadena y de la velocidad media a
la cual produce trabajo la fuente [49] y además hallamos un estimador consistente y un
intervalo de confianza para el ancho de banda efectivo.
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Dado un estimador de α(s, t), deseamos estimar γ y el punto operacional (s∗, t∗). Una
manera de hacerlo es sustituyendo α(s, t) por su estimador α(n)(s, t) en la ecuación (3.16).
Resolviendo el problema de optimización correspondiente se obtienen como resultado los
valores de γn y (s∗n, t

∗
n), entonces la pregunta es bajo qué condiciones estos valores son

buenos estimadores de los verdaderos valores γ y (s∗, t∗).
Entonces planteamos dos problemas diferentes para la estimación. El primero consiste

en, dado un buen estimador α(n)(s, t) del ancho de banda efectivo α(s, t), encontrar con-
diciones necesarias bajo las cuales los estimadores γn y (s∗n, t

∗
n) obtenidos a partir de la

resolución de la ecuación inf sup en (3.16) son buenos estimadores del punto operacional
(s, t) y de la tasa de decaimiento de la probabilidad de overflow γ. Esta afirmación no es
obvia porque γn, s

∗
n y t∗n deben estimarse a partir de una función no lineal e impĺıcita.

El segundo problema consiste en encontrar estos buenos estimadores del ancho de banda
efectivo y determinar cuándo se verifican las condiciones para que el punto operacional se
pueda estimar usando la ecuación (3.16).

Para el modelo de flujo markoviano, el primer problema fue tratado en [5] donde se
presenta una respuesta que incluye propiedades de consistencia y un teorema central del
ĺımite para los estimadores, basados en condiciones de regularidad del ancho de banda
efectivo. Nuestro objetivo es encontrar resultados similares para el modelo de flujo mar-
koviano generalizado presentado en la Sección 2.2, para esto presentamos el siguiente
teorema que atiende el primer problema.

Consideremos la función g(s, t) = s(b + ct) − stα(s, t), si llamamos Λ(s, t) = E(esXt)
podemos escribirla como

g(s, t) = s(b+ ct)− log Λ(s, t).

Bajo hipótesis de regularidad de la función Λ(s, t) demostraremos que es posible ex-
presar el punto operacional (s∗, t∗) como función Λ(s, t) aplicando el teorema de la función
impĺıcita, [69]. De forma análoga se obtiene un estimador (s∗n, t

∗
n) como función del esti-

mador Λn(s, t) de Λ(s, t) y agregando hipótesis sobre el estimador Λn(s, t) será posible
demostrar propiedades de consistencia y teorema central del ĺımite para (s∗n, t

∗
n).

Teorema 3.14 Sea α(n)(s, t) un estimador de α(s, t), ambas funciones de clase C1, es
decir continuas y con derivada primera continua tal que

α(n)(s, t)
c.s−→

n→∞
α(s, t), (3.20)

∂

∂s
α(n)(s, t)

c.s−→
n→∞

∂

∂s
α(s, t), (3.21)

∂

∂t
α(n)(s, t)

c.s−→
n→∞

∂

∂t
α(s, t), (3.22)

uniformemente en intervalos acotados. Dadas la probabilidad de pérdida γ, la capacidad
del enlace c y el tamaño del buffer b, si s∗n y t∗n son las soluciones de

∂

∂s
α(n)(s∗n, t

∗
n)−

γ

s∗n
2t∗n

= 0, (3.23)
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∂

∂t
α(n)(s∗n, t

∗
n)−

γ

s∗nt∗n
2 − b

t∗n
2 = 0, (3.24)

entonces (s∗n, t
∗
n) es un estimador consistente de (s∗, t∗). Además si vale un teorema central

del ĺımite funcional para α(n)(s, t), esto es si
√
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

) w−→
n→∞

G(s, t), (3.25)

donde G(s, t) es un proceso gaussiano continuo, entonces
√
n ((s∗n, t

∗
n)− (s∗, t∗))

w−→
n→∞

N (0,Σ), (3.26)

con N (0,Σ) denotando a la distribución normal bivariada, centrada y con matriz de
covarianza Σ.

Recordemos algunos conceptos que necesitaremos en el desarrollo de la demostración.
En primer lugar, si E y F son espacios normados o seminormados, una función f : E → F
es diferenciable en e ∈ E si existe una transformación lineal continua df(e) : E → F tal
que para todo e′ en un entorno de e se verifica que

f(e′) = f(e) + df(e)(e′ − e) + o(‖e′ − e‖).
En segundo lugar, si E1, E2 y F son espacios normados y f : E1 × E2 → F es

diferenciable, también lo son para cada e1 ∈ E1 y e2 ∈ E2, las funciones fe1 : E2 → F
definida como fe1(e2) = f(e1, e2) y f e2 : E1 → F definida como f e2(e1)f(e1, e2).

Por último recordemos la formulación general para la derivada de una función impĺıci-
ta. Si f es diferenciable, y para cada e2 ∈ E2 existe un único elemento v(e2) de E1 tal que
f(v(e2), e2) = �0 y df e2(v(e2)) admite inversa, entonces df e2(v(e2))dv(e2) + dfv(e2)(e2) = 0,
de donde

dv(e2) = − (df e2(v(e2)))
−1 dfv(e2)(e2). (3.27)

Aplicaremos (3.27) al conjunto E1 = IR+2
con la norma Euclidea y el conjunto

E2 =
{
f : IR+2 → IR de clase C1

}
con la seminorma

‖f‖ =
∞∑
n=1

1

2n

( ‖f‖n
1 + ‖f‖n

)
,

donde ‖f‖n es la norma de tipo Sobolev

sup

{
|f(s, t)|+

∣∣∣∣ ∂∂sf(s, t)
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ ∂∂tf(s, t)

∣∣∣∣ : (s, t) ∈ [δ, n]2, δ > 0

}
.

Con esta norma se cumple que toda sucesión {fm} de funciones de E2 es tal que ‖fm‖ → 0
cuando m → ∞ si y sólo si fm → 0, ∂

∂s
fm → 0, ∂

∂t
fm → 0 uniformemente sobre intervalos

acotados cuando m → ∞.

Un resultado del análisis funcional que también utilizaremos lo enunciamos en el si-
guiente lema, cuya demostración se puede encontrar en [12].
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Lema 3.15 Sea Xn y X una sucesión de variables aleatorias y una variable aleatoria
respectivamente definidas sobre S y sea u ∈ IRd. Si la función f es diferenciable en ambas
coordenadas con derivadas continuas y acotadas entonces se cumple que

f(Xn, u)
w−→

n→∞
f(X, u).

Ahora si estamos en condiciones de abordar la demostración,

Demostración del Teorema 3.14: De las ecuaciones (3.21) y (3.22), se tiene que (s∗, t∗)
es la solución de la ecuación K ((s, t), α) = �0 donde

K ((s, t), α) =

(
∂
∂s
α(s, t)− γ

s2t
∂
∂t
α(s, t)− γ

st2
− b

t2

)
, (3.28)

y (s∗n, t
∗
n) es la solución de K

(
(sn, tn), α

(n)
)
= 0.

Como la función K es diferenciable, para cada α ∈ E2 existe un único elemento (s, t)
de E1 tal que v(α) = (s, t) y podemos pensar que (s∗, t∗) como (s∗, t∗)(α) = v(α), entonces
utilizando la notación antes presentada y (3.27) tenemos que K(v(α), α) = 0 y

dv(α) = − (dKα(v(α)))−1 dKv(α)(α).

Como (s∗n, t
∗
n) = v(α(n)) tenemos que

(s∗n, t
∗
n)− (s∗, t∗) = v(α(n))− v(α) = dv(α)(α(n) − α) + o(‖α(n) − α‖). (3.29)

Por las hipótesis del teorema ‖α(n)−α‖ c.s−→
n→∞

0 y dv(α) es continua, por lo tanto está aco-

tada sobre un conjunto compacto y como trabajamos con s > 0 y t > 0 tenemos que

‖(s∗n, t∗n)− (s∗, t∗)‖ −→
n→∞

0, (3.30)

con lo que queda demostrado que (s∗n, t
∗
n) es un estimador consistente de (s∗, t∗).

Utilizando el Lema 3.15, tenemos que (α(n)−α) verifica un teorema central del ĺımite
funcional y se cumple que

√
n
(
α(n)(s, t)− α(s, t)

) −→
n→∞

G(s, t), (3.31)

donde G(s, t) es un proceso Gaussiano C1, resulta entonces que

√
n ((s∗n, t

∗
n)− (s∗, t∗)) = dv(α)

(√
n(α(n) − α)

)
+ o

(√
n‖α(n) − α‖) . (3.32)

Como
√
n‖α(n) − α‖ está acotado en probabilidad y entonces o

(√
n‖α(n) − α‖) P−→

n→∞
0.

Por otra parte como dv(α) es continua se verifica que

√
ndv(α)(α(n) − α)

w−→
n→∞

dv(α),
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con lo que queda demostrado que

√
n ((s∗n, t

∗
n)− (s∗, t∗)) w−→

n→∞
dv(α). (3.33)

Como dv(α) es una transformación lineal de IR2, dv(α)G es una variable aleatoria
N (0,Σ), donde Σ se puede calcular en términos de la covarianza de G, σ2

G y de la trans-
formación dv(α) de la siguiente manera

Σ =

(
∂s
∂α
∂t
∂α

)
σ2
G
(

∂s
∂α

t ∂t
∂α

t
)

(3.34)

= σ2
G

(
∂s
∂α

∂s
∂α

t ∂s
∂α

∂t
∂α

t

∂t
∂α

∂s
∂α

t ∂t
∂α

∂t
∂α

t

)
, (3.35)

lo que concluye la demostración dando una fórmula expĺıcita para la matriz de covarianza.
�

Observación 3.16

a) El método usado en la demostración anterior se conoce como método δ. Es utiliza-
do para obtener extensiones de teoremas centrales del ĺımite mediante funcionales
diferenciales. Se debe elegir la topoloǵıa apropiada para garantizar diferenciabilidad
ya que no cualquier funcional de un proceso asintóticamente gaussiano es asintóti-
camente gaussiano.

b) El cálculo de la matriz de covarianza Σ no es trivial, sin embargo el resultado de
la normalidad asintótica siempre permite la estimación de Σ en términos de las
covarianzas emṕıricas, aunque pueda no disponerse de una expresión expĺıcita para
la varianza.

c) Como el Teorema 3.14 asegura convergencia uniforme sobre intervalos acotados,
también asegura que γn dada por

γn = s∗n(b+ ct∗n)− α(n)(s∗n, t
∗
n), (3.36)

hereda las propiedades del estimador (s∗n, t
∗
n), que permite construir intervalos de

confianza para la probabilidad de pérdida y utilizando las mismas ideas que en la
demostración del teorema se tiene que

√
n(γn − γ)

w−→
n→∞

N (0, σ2).

En el régimen de muchas fuentes, las expresiones para el tamaño total del buffer B y
la capacidad total del enlace C en función de γ obtenidas son similares a las obtenidas
por Courcoubetis [25], también derivadas de la teoŕıa de grandes desviaciones y del mismo
estilo de la ecuación inf-sup (3.16).
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Con un procedimiento análogo al del Teorema 3.14 se pueden probar resultados de
consistencia y un teorema central del ĺımite para los estimadores del punto operacional
(s∗, t∗) en estos casos.

Si se quiere estimar el punto operacional para el tamaño mı́nimo de buffer b requerido
dada una determinada probabilidad de pérdida a partir de un estimador consistente del
ancho de banda efectivo, la función a optimizar será

bn = sup
s≥0

ı́nf
t≥0

{
stα(n)(s, t) + γ

s
− ct

}
, (3.37)

y si se quiere estimar el punto operacional para la capacidad del enlace c necesaria a partir
del estimador consistente del ancho de banda efectivo, la función a optimizar será

cn = sup
s≥0

ı́nf
t≥0

{
stα(n)(s, t) + γ

st
− b

t

}
. (3.38)

Como el Teorema 3.14 asegura convergencia uniforme sobre intervalos acotados,
también asegura que el estimador bn dado por

bn =
s∗nt

∗
nα

(n)(s∗n, t
∗
n) + γ

s∗n
− ct∗n,

y el estimador de cn dado por

cn =
s∗nt

∗
nα

(n)(s∗n, t
∗
n) + γ

s∗nt∗n
− b

t∗n
,

heredan las propiedades del estimador (s∗n, t
∗
n), que permite construir intervalos de confian-

za para ambos parámetros de diseño, utilizando las mismas ideas que en la demostración
de dicho teorema.
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Caṕıtulo 4

Simulaciones y resultados numéricos

4.1. Introducción

Hemos concentrado nuestro trabajo en redes como las que se pueden encontrar en el
corazón de internet que es donde, por su complejidad y alto tráfico, se justifica aplicar
herramientas sofisticadas de análisis y diseño.

Como ya hemos mencionado en la sección previa, en estas redes la hipótesis de muchas
fuentes es más razonable que la hipótesis de buffer grande. La razón es que en un backbone
de este tipo arriban una gran cantidad de flujos de múltiples usuarios cada uno con
capacidades importantes de enlace aunque la capacidad del buffer para cada fuente es,
por lo general, pequeña ya que las redes se dimensionan para atender la simultaneidad de
arribo de paquetes y no de ráfagas.

En la Sección 3.3 vimos que en el régimen asintótico de muchas fuentes, la proba-
bilidad de pérdida está dada por la optimización de la fórmula inf sup (3.16). El primer
problema que se presenta cuando trabajamos con casos reales es que no siempre se cuenta
con una fórmula teórica para el ancho de banda efectivo, excepto que se simplifique el
problema adoptando un modelo espećıfico para la fuente de tráfico.

En el caso general se cuenta con estimadores basados en trazas de tráfico y se debe
resolver la ecuación (3.16), no para α(s, t) sino para su estimador α(n)(s, t). Del análisis
de la la Sección 3.4, sabemos que el estimador del punto operacional obtenido a partir
de un buen estimador del ancho de banda efectivo, es consistente y verifica un Teorema
Central del Ĺımite.

En esta sección realizaremos el análisis con trazas de tráfico generadas mediante si-
mulaciones a partir de un modelo teórico conocido para poder hacer comparaciones.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente manera: en la Sección 4.2 se presentan
los parámetros del modelo simulado, en la Sección 4.3 se presenta la estimación del ancho
de banda efectivo para el modelo simulado, en la Sección 4.4 se presenta el método de
optimización con el cual se obtiene el punto operacional del enlace, en la Sección 4.5 se
presenta la estimación de la probabilidad de pérdida y finalmente en la Sección 4.6 se
presentan los estimadores de los parámetros de diseño, el tamaño mı́nimo de buffer y la
capacidad mı́nima de enlace para operar con una cierta calidad de servicio.
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4.2. Parámetros elegidos para la simulación

Para validar los resultados obtenidos en los Caṕıtulos 2 y 3 y aplicarlos al análisis
y diseño de redes, realizamos diversas simulaciones de tráfico según el modelo de Flujo
Markoviano Generalizado presentado en la Sección 2.2 para una fuente.

En el modelo que elegimos, la cadena de Markov modulante tiene k = 13 estados y
cada estado está asociado a un intervalo de velocidad de transferencia de datos como se
muestra en la siguiente tabla

Estado Velocidad de transferencia
1 (0, 64]
2 (64, 128]
3 (128, 256]
4 (256, 512]
5 (512, 1024]
6 (1024, 2048]
7 (2048, 3072]
8 (3072, 4096]
9 (4096, 5120]
10 (5120, 6144]
11 (6144, 7168]
12 (7168, 8292]
13 (8292, 10240]

Por su diseño, uno espera que el estado usual sea el de la mayor tasa de transferencia
disponible en el canal de transmisión, por eso el estado más probable es el 13. También
es más habitual saltar de un estado a los estados adyacentes o bien al de tasa máxima de
transferencia o al de transferencia mı́nima o nula. Con estas consideraciones se diseña el
generador infinitesimal de la cadena modulante que está dado por la matriz

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 3, 75
2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 1, 88
1 2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 0, 13 2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 0, 13 0, 13 2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 2 −7 2 0, 13 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 2 −7 2 0, 13 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 2 −7 2 0, 13 1
1 0, 125 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 0, 13 2 −7 2 1
2 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 0, 20 −8 4
2 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 0, 30 5, 00 −10

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Dentro de cada uno de estos intervalos se sortea cuánto efectivamente se despacha por
medio de una distribución normal truncada al intervalo con media igual al punto medio
del intervalo y desv́ıo igual a un sexto de la longitud del intervalo. La matriz diagonal H
contendrá en los elementos de su diagonal los valores medios de estas distribuciones.

En las simulaciones realizadas se generaron trazas de largo 1.000 y un ejemplo de traza
simulada se puede ver en la Figura 4.1

0 10 20 30 40 50 60 70
0

512

1024

3072

5120

6144

8292

10240

Traza simulada. 500 primeros saltos

Tiempo

m
b/

se
g

Figura 4.1: Traza generada con el modelo de Flujo Markoviano Generalizado.

4.3. Estimación del ancho de banda efectivo de trazas

Nuestro primer objetivo en calcular el ancho de banda efectivo del modelo teórico
presentado, para lo cual usaremos el resultado mostrado en Teorema 2.2, el ancho de
banda efectivo se calcula entonces según la fórmula

α(s, t) =
1

st
log

{
π exp

[(
QZ + sH

)
t
]
1
}
.

En la Figura 4.2 se muestra el ancho de banda efectivo calculado para el modelo de
Flujo Markoviano Generalizado según la ecuación anterior.

Para cada traza simulada estimamos el ancho de banda efectivo utilizando el estimador
presentado en el Teorema 2.9 según la ecuación (2.35) y en la Figura 4.3 se muestra la
comparación del ancho de banda efectivo estimado para una traza con el valor teórico.
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Figura 4.2: Ancho de banda efectivo para el modelo de Flujo Markoviano Generalizado.

Figura 4.3: Ancho de banda teórico vs. ancho de banda estimado.
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4.4. Estimación del punto operacional del enlace

Una vez que obtenemos un buen estimador del ancho de banda efectivo del tráfico
que arriba a un enlace, tratamos ahora de estimar los parámetros de calidad de servicio
a partir de dicho estimador.

Como ya mencionáramos, el estimador usado verifica las hipótesis requeridas en el
Teorema 3.14 y por lo tanto el estimador del punto operacional será consistente y
verificará Teorema Central del Ĺımite.

Calculamos el punto operacional (s∗, t∗) del modelo teórico del Flujo Markoviano Ge-
neralizado y su estimador (s∗n, t

∗
n) para cada traza simulada. Para ello se debe resolver el

problema de optimización de la fórmula inf-sup de la ecuación (3.16), con α(s, t) como
en el Teorema 2.3 y el estimador α(n)(s, t) como en el Teorema 2.9.

Para resolver la ecuación (3.16), se procede numéricamente en dos pasos. En el primer
paso, para t fijo se encuentra el punto s∗(t) que maximiza g(s, t) = (c + bt)s − stα(s, t)
como función de s.

La maximización g(s, t) puede resolverse numéricamente de una manera eficaz al tener
en cuenta que la función stα(s, t) es convexa en s, mientras que (ct + b)s es lineal en s.
Debido a esto, gt(s) = g(s, t) es una función unimodal de s y el máximo es único. Por
lo tanto, para encontrar dicho máximo se puede empezar desde un primer intervalo de
incertidumbre [sa, sb] que contiene al máximo. Para determinarlo es suficiente que, para
algún x ∈ [sa, sb] se cumpla que gt(x) > gt(sa) y gt(x) > gt(sb). Luego se reduce el intervalo
de incertidumbre usando la técnica de “búsqueda de oro ”(golden section search) como se
muestra en [25], de la siguiente manera:

1. Teniendo en cuenta el intervalo [sa, sb], dos puntos de prueba sl, sr se seleccionan
de manera que sr − sa = sb − sl = g(sb − sa), donde g es la proporción áurea, que
es igual a (

√
5− 1)/2 ≈ 0,618.

2. Evaluamos gt(sl) y gt(sr), e identificamos los tres casos:

a) si gt(sl) > gt(sr) el intervalo de búsqueda se convierte en [sa, sr],

b) si gt(sl) < gt(sr) el intervalo de búsqueda se convierte en [sl, sb],

c) si gt(sl) = gt(sr) el intervalo de búsqueda se convierte en [sl, sr].

3. Se repiten los pasos 1 y 2 hasta que el intervalo de incertidumbre tenga una longitud
menor que un valor pequeño ε.

La “búsqueda de oro ”minimiza el número máximo de pasos necesarios para reducir el
intervalo de incertidumbre en cierta longitud preestablecida.

Luego de calcular s∗(t) para cada t, es necesario minimizar la función g(s∗(t), t) y
encontrar t∗. Para este segundo problema de optimización no hay propiedades generales
que permitan hacer el algoritmo de búsqueda de forma eficiente ya que en efecto, g(s∗(t), t)
puede tener más de un mı́nimo local por esta razón, la minimización se resuelve mediante
una estrategia de búsqueda lineal de t.
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El problema de optimización se resolvió mediante programas desarrollados en el en-
torno MATLAB (R2011a). Como la optimización involucra la exponencial de una matriz,
se reescalaron los valores de las trazas para sortear el problema que se ocasiona con los
valores grandes, que MATLAB interpreta como infinito.

Estimamos el punto operacional (s∗, t∗) y su intervalo de confianza, para lo cual se
simularon K = 300 trazas de longitud T = 10000 muestras y para cada traza simulada
indexada por i = 1, · · · , K, se construyó el correspondiente estimador (s∗n(i), t

∗
n(i)).

Por el Teorema 3.14, el vector
√
n ((s∗n, t

∗
n)− (s∗, t∗)) es asintóticamente normal bi-

variado con media �0 y matriz de covarianza Σ que estimamos usando las covarianzas
emṕıricas de la siguiente manera,

ΣK =
n

K

( ∑K
i=1(s

∗
n(i)− s̄∗n)

2
∑K

i=1(s
∗
n(i)− s̄∗n)(t

∗
n(i)− t̄∗n)∑K

i=1(s
∗
n(i)− s̄∗n)(t

∗
n(i)− t̄∗n)

∑K
i=1(t

∗
n(i)− t̄∗n)

2

)
, (4.1)

donde s̄∗n = 1
K

∑K
i=1 s

∗
n(i) y t̄∗n = 1

K

∑K
i=1 t

∗
n(i).

Luego, podremos decir que aproximadamente

(s∗n, t
∗
n) ≈ N

(
(s∗, t∗),

1

K
ΣK

)
,

de donde la región de confianza de nivel α se puede obtener como

Rα = (s∗n, t
∗
n) +

At
KB(�0,

√
χ2
α(2))√

n
,

con AK la matriz que verifica que At
KAK = ΣK y B(x, r) es la bola de centro x y radio r.

Para verificar los resultados obtenidos se calculó el punto operacional (s∗, t∗) de
otras 300 trazas, independientes de las usadas para estimar ΣK , y se construyó la re-
gión de confianza del 95% donde se espera que aproximadamente el 95% de los puntos
(s∗n, t

∗
n) calculados en cada una de las trazas simuladas se encuentren dentro de la región

R0,05 = (s∗, t∗) + 1√
n
At

KB(0,
√
χ2
0,05(2)).

Los resultados numéricos se muestran en la Figura 4.4, y se encontró que el 95, 16%
de los puntos estimados se ubicaron dentro de la región predicha.

4.5. Estimación de los parámetros de calidad de ser-

vicio de un enlace

El objetivo fundamental de la estimación del punto operacional es la estimación de la
probabilidad de pérdida del enlace según la ecuación (3.16) y de otros parámetros de la
calidad del servicio como por ejemplo el retardo de los paquetes de información.

Respecto a este último es importante notar que, en el régimen asintótico de muchas
fuentes, el retardo real que sufren los paquetes que atraviesan un enlace coincide asintóti-
camente con el retardo virtual de los mismos como se puede ver en [60], entendiendo por
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Figura 4.4: Punto operacional estimado y región de confianza del 95%.

retardo virtual el que se obtiene a traves del tamaño de la cola. En otras palabras, si el
enlace env́ıa C paquetes por unidad de tiempo y la probabilidad de que el tamaño de la
cola sea superior a B es q, entonces la probabilidad de que el retardo sea superior a B/C
será q, por lo tanto en dicho régimen, si se estima la probabilidad de que el tamaño de la
cola supere a B, se obtiene directamente un estimador de la distribución real del retardo.

Nos concentraremos en la estimación de la probabilidad de pérdida, ya que el análisis
del retardo se deduce de la misma ecuación. Recordemos que el estimador del ancho de
banda efectivo que se utiliza cumple con las hipótesis del Teorema 3.14, entonces el
estimador de la probabilidad de pérdida será

γn = ı́nf
t≥0

sup
s≥0

{
(c + bt)s− stα(n)(s, t)

}
, (4.2)

que es consistente y verifica un Teorema Central del Ĺımite.
Una vez obtenido este estimador, la probabilidad de pérdida se podrá aproximar por

qn = Pn(QN > B) ≈ e−Nγn , (4.3)

donde QN es el tamaño de la cola y N es la cantidad de fuentes del sistema.
En la Figura 4.5 se muestra la estimación de γn para 600 trazas simuladas, su valor

teórico y su intervalo de confianza. En este caso los resultados numéricos muestran que el
95, 5% de los valores se encuentran dentro del intervalo de confianza del 95%
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Figura 4.5: γn estimado, γ teórico e intervalo de confianza del 95%.

4.6. Diseño de un enlace basado en la estimación del

ancho de banda efectivo

Los resultados anteriores pueden extenderse al caso del diseño de un enlace de una red
que requiere cierta calidad de servicio. Se podŕıa conocer el tamaño del buffer mı́nimo B =
Nb de un enlace dada su capacidad C = Nc, el tráfico que lo atraviesa y la probabilidad
de pérdida máxima que se desea tener o en su defecto el retardo máximo deseado.

Análogamente, si se tiene la misma información que antes pero, definido el tamaño
del buffer que se desea, es posible calcular la capacidad mı́nima necesaria del enlace para
asegurar la probabilidad de pérdida requerida.

La respuesta a estos problemas de diseño se obtienen resolviendo ecuaciones similares
a las de la optimización inf-sup vista anteriormente.

El tamaño de buffer mı́nimo para asegurar una probabilidad de pérdida γ está dado
por la ecuación

Bn = sup
s≥0

ı́nf
t≥0

{
Nstα(n)(s, t) +Nγ

s
− Ct

}
. (4.4)

Por otro lado la capacidad mı́nima necesaria para asegurar una probabilidad de pérdida
γ es

Cn = sup
s≥0

ı́nf
t≥0

{
Nstα(n)(s, t) +Nγ

st
− B

t

}
. (4.5)
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Las expresiones (4.4) y (4.5) se optimizaron de manera análoga a lo realizado en la
Sección 4.4 para la probabilidad de pérdida, trabajando con una única fuente, es decir
N = 1. Para cada caso se realizaron 600 simulaciones.

En la Figura 4.6 se muestran los resultados numéricos de la estimación del punto
operacional para el tamaño mı́nimo del buffer. Éstos se interpretan como los valores de
los parámetros s y t donde se alcanza el valor del buffer que aseguran una determinada
probabilidad de pérdida cuando la capacidad del enlace es c y dado un valor de ancho
de banda efectivo. Además en la Figura 4.7 se muestran las estimaciones del tamaño de
buffer mı́nimo, su valor teórico y la región de confianza del 95%, comprobando que el
97, 66% de los valores se encuentran dentro de la región. Los valores negativos de tamaño
de buffer para alguna traza indican simplemente que no se necesitó buffer para cumplir
con los requerimientos de calidad de servicio establecidos.
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Figura 4.6: Punto operacional estimado y región de confianza del 95% para tamaño mı́ni-
mo de buffer.

De manera idéntica procedemos con los puntos operacionales para la capacidad del
enlace interpretándolos como los valores de los parámetros s y t donde se alcanza la
capacidad mı́nima requerida para asegurar una determinada probabilidad de pérdida con
tamaño de buffer b y dado un valor de ancho de banda efectivo. En la Figura 4.8 se
muestran los resultados numéricos de la estimación del punto operacional mientra que las
estimaciones de la capacidad mı́nima del enlace, el valor teórico y el intervalo de confianza
del 95% se muestran en la Figura 4.9 y el 96, 6% de los valores se encuentran dentro del
intervalo.
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Figura 4.7: Bn estimado, B teórico e intervalo de confianza del 95%.

El tamaño del buffer es casi siempre un dato duro, es decir un dato impuesto, por eso
habitualmente se hace diseño sobre la capacidad del enlace.

Es de interés analizar como vaŕıa la probabilidad de pérdida cuando cambia la capa-
cidad c del enlace. Para ello recurrimos a la Figura 4.10 donde graficamos −γ vs. c. Se
puede observar que la pendiente de dicha curva decrece más rápidamente a medida que
c aumenta y cuando la capacidad del enlace se aproxima al valor pico de la fuente la
probabilidad de pérdida tiende a 0 (−γ → −∞). En nuestro caso, por la forma en que lo
diseñamos, el modelo se encuentra trabajado casi al ĺımite de la capacidad del enlace.

En la Figura 4.11 se puede observar una aplicación de la Figura 4.10 para apreciar
mejor la diferencia entre la curva con el modelo teórico y con el modelo estimado ya que
ambas se encuentran muy próximas.

Si en cambio la probabilidad de pérdida tolerada no vaŕıa, es decir se mantiene γ fijo,
la variación de c es menor, esto es motivado por la poca dispersión de c como se puede
observar en la Figura 4.9.
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Conclusiones y trabajos futuros

En esta tesis resumimos el estado del arte en estas dos áreas y en cada una de ellas
hemos procurado realizar un aporte:

Modelado de las trazas de tráfico: hemos propuesto un nuevo modelo teórico en el
cual es posible aplicar refinadas herramientas y resultados de estad́ıstica matemáti-
ca. El modelo presenta además la ventaja se ser muy realista para los actuales
requerimientos de las redes de telecomunicación. Realizamos un estudio riguroso del
modelo y hemos encontrado una fórmula para el ancho de banda efectivo donde se
puede visualizar el papel que cumple los parámetros del modelo.

Estimación de parámetros: hemos propuesto una metodoloǵıa para estimar el ancho
de banda efectivo para una traza de tráfico de una fuente en el modelo introducido.
Esta posee las propiedades esperadas para asegurar que cumple con un Teorema
Central de Ĺımite y poder aśı construir un intervalo de confianza. Hemos encontra-
do también bajo qué condiciones estimadores del punto operacional de un enlace
y de la probabilidad de pérdida basados en el ancho de banda que hemos estima-
do son consistentes y cuándo es válido un Teorema Central del Ĺımite para dichos
estimadores. Hemos procurado condiciones bajo las cuales se pueda asegurar consis-
tencia de estimadores de los parámetros de diseño de un enlace, el tamaño mı́nimo
de buffer y la capacidad mı́nima de enlace.

El tema abordado es de interés actual y muy diverso. En el desarrollo de este trabajo
han surgido algunos aspectos que se pueden analizar con mayor detalle. Por ejemplo, en
el área de la estimación de la calidad de servicio en una red aún existen diversos aspectos
que quedan abiertos. Algunas de las preguntas que surgen son: ¿Es posible relajar el
supuesto de que los soportes de las medidas son disjuntos? De ser aśı el modelo de Flujo
Markoviano Generalizado podŕıa tratarse como un modelo de Markov Escondido. ¿Es
esto conveniente? Es decir, ¿ajusta mejor un tráfico real o sólo agrega complicaciones a
los cálculos? ¿Cuál seŕıa entonces el estimador a partir de trayectorias de tráfico para
estimar el ancho de banda efectivo? Se podŕıa proponer una comparación de ventajas y
desventajas de ambos modelos y sus estimadores.

Los puntos anteriores son sólo algunos de los temas que podŕıamos encarar como
trabajo futuro.
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Notación y abreviaturas

En esta sección presentamos la notación y abreviaturas que utilizaremos a lo largo de
la tesis.

1IA Indicatriz del conjunto A.

[x] Mayor entero menor o igual que x.

Ik Matriz identidad de orden k.

�v Vector v.

E(X) Esperanza matemática de la variable X.

V ar(X) Varianza de la variable X .

CAC Control de aceptación de conexiones.

QoS Calidad de servicio.

Mm×n Clase de matrices de orden m× n.

N (μ, σ2) Distribución normal con media μ y varianza σ2.

N (�μ,Σ) Distribución normal bivariada con vector de media �μ y matriz de
covarianza Σ.

G Proceso gaussiano continuo.

W Proceso de Wiener standard.

C1 Clase de funciones continuas, con derivada primera continua.

X
c.s.−→Y Convergencia casi segura.

X
w−→Y Convergencia débil.

X
D−→Y Convergencia en distribución.

X
P−→Y Convergencia en probabilidad.
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Glosario

Ancho de Banda Cantidad de información o de datos que se puede enviar a través de
una conexión de red en un peŕıodo dado. Se indica generalmente en
bits por segundo (bit/s), kilobits por segundo (kbit/s), o megabits
por segundo (Mbit/s).

Backbone La parte de una red que se utiliza como la ruta primaria para trans-
portar tráfico entre segmentos de la misma.

Buffer Dispositivo digital que está reservada para el almacenamiento tem-
poral de información. Mientras los datos están en el buffer, aguar-
dan para ser procesados.

Buffer overflow (Des-
borde del buffer)

Sucede cuando el tamaño de los datos entrantes exceden el tamaño
del buffer, dando como resultando pérdida de información.

Calidad de servicio
(QoS)

Conjunto de reglas para priorizar el tráfico de datos en una red
basándose en garant́ıas espećıficas de disponibilidad y rendimiento
de red.

Control de admisión
de una conexión
(CAC)

Colección de acciones tomadas por la red durante la fase de instala-
ción para establecer si un camino/canal virtual puede ser aceptado
por la red.

Fuente Entidad que env́ıa unidades de datos del servicio por una conexión.

Ingenieŕıa de tráfico Proceso de mapear la demanda de tráfico sobre la topoloǵıa de la
red para controlar el flujo de tráfico.

MPEG Estándar de compresión de Video creado por el grupo MOVING
PICTURE EXPERT GROUP.

Multiplexar Combinar dos o más canales de información en un solo medio de
transmisión.

Multiplexado
estad́ıstico

Método para combinar varios canales en un único medio de trans-
misión que da prioridad en función del volumen de datos que cada
canal intentan transmitir en cualquier momento dado.
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Nodo Punto de interconexión a una red.

Overflow Exceso de datos que pueden ser perdidos o transferidos.

Protocolo Conjunto de reglas para usar una interconexión o una red de ma-
nera que la información transmitida en la interconexión pueda ser
interpretada correctamente por todas las partes que intervienen en
la comunicación.

Red Conjunto de nodos interconectados para establecer una comunica-
ción.

Switch o conmutador Dispositivo de interconexión de redes informáticas.

Tráfico Conjunto de datos que circula a través de la red, en un momento
determinado.

Trazas o Trayectorias
de tráfico

Medición de datos que circula a través de la red, a lo largo del
tiempo.
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[7] Baccelli, F. and Brémaud, P. (2003). Elements of queueing theory. Palm martingal
calculus and stochastic recurrences, 2nd Ed. Sringer-Verlag.

[8] Bartlett, M.S. (1967). Inference and Stochastic Processes. Monographs on Applied
Statistic. London. Chapman and Hall.

[9] Bartlett, M.S. (1975). The Statistical Analysis of Spatial Pattern. London. Chapman
and Hall.

[10] Bernshtein, S. N. (1944). Extension of the Central Limit Theorem of Probability
Theory to Sums of Dependent Variables. Uspehi Mat. Nauk, 10, 65-114. (Russian).

[11] Billingsley, P. (1961). Statistical Inference for Markov Process. Chicago. University
of Chicago Press.

[12] Billingsley, P. (1968). Convergence of Probability Measures. New York. Wiley & Sons.

105



[13] Billingsley, P. (1979). Probability and Measures. New York. Wiley & Sons.

[14] Bitsakia, M., Stamoulisb, D, Courcoubetis C. (2006). An efficient auction-based me-
chanism for hierarchically structured bandwidth markets. Computer Communications,
29, pp. 911-921.

[15] Bolch, G., Greiner S., de Meer, H. and Trivedi K. S. (2006). Queueing Networks
and Markov Chains. Modeling and Perfomane Evaluations with Computer Science
Applications, 2nd Edition. Wiley & Sons.

[16] Bremaud, P. (1999). Markov Chain. New York. Springer.
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