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Resumen

En esta tesis, el algoritmo de SLAM —localización y mapeo simultáneo—
ha sido integrado con técnicas de planificación, con el fin de obtener trayec-
torias para vehículos terrestres en ambientes exteriores. El algoritmo de
SLAM permite que el vehículo obtenga una representación del ambiente
en un mapa variante en el tiempo al que podrían asociarse múltiples capas
de datos, donde estas capas pueden incluir información diversa tal como:
presencia de obstáculos, pendiente o altura del terreno, tipo de suelo, etc.
Este mapa es dividido en regiones con alta correlación interna utilizando
técnicas de geometría altamente eficientes desde el punto de vista compu-
tacional, con estructuras de datos y abstracciones que permitan manejar
grandes cantidades de información. Estas regiones a su vez son divididas
logrando una resolución en dos niveles de la información. Una que se deno-
mina global y divide a todo el mapa conocido, y otra local que fracciona cada
una de esas regiones. Con esta representación del ambiente, o en forma si-
multánea con la adquisición de ésta, es posible hallar trayectorias median-
te técnicas de planificación. Con este fin, se definen criterios que permitan
utilizar en la planificación las múltiples capas de información permitien-
do la utilización de cualquier algoritmo existente para este propósito. Esta
aproximación permite lograr un algoritmo que es más eficiente que cual-
quier algoritmo de planificación existente para ambientes en exploración
como se enfrentan en aplicaciones de SLAM. Finalmente, como ejemplo de
la estrategia propuesta, se generan trayectorias a partir de un modelo ci-
nemático de un vehículo de cuatro ruedas y una estrategia de control. Se
elige la velocidad lineal deseada del vehículo y se observa la limitación en
el ángulo de giro del volante, con el objetivo de evaluar el desempeño del
mismo mediante simulaciones numéricas y datos experimentales.
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Abstract

In this thesis, the SLAM algorithm —Simultaneous Localization and
Mapping— has been integrated with planning strategies in order to achieve
trajectories for land vehicles in outdoor environments. The SLAM algo-
rithm allows the vehicle to obtain a representation of the environment in
a time varying map. This time varying map could contain multiple layers
of information, where these layers may include many types of data such
as obstacles, slope or height of the terrain, etc. The map is divided into
regions that have a high correlation using computational geometry tech-
niques, which are highly efficient from the computational point of view.
Towards this end, data structures and abstractions which can handle a
significant amount of data are defined. Additionally, these regions are di-
vided achieving two levels of inform: global and local. At global level, the
whole known map is divided and at local level, each region is partitioned.
Either once the representation of the environment is achieved or simulta-
neously with this process, it is possible to find trajectories using planning
techniques. Criteria are defined to make use of the multiple layers of infor-
mation at the planning stage and a particular type of planning algorithm
is used, but there is a wide range of possible algorithms. This approach al-
lows to achieve an algorithm that is more efficient than any existing plan-
ning algorithm for environments under exploration. Finally, to exemplify
the proposed strategy, a kinetic model of a car–like vehicle is used with a
control strategy to obtain trajectories. In these trajectories, the speed of
the vehicle is chosen roughly constant and the limits of the steering angle
are observed. The performance of the whole scheme is assessed through
numerical simulations and experimental data.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Contexto y motivación

Los vehículos autónomos en ambientes exteriores resultan de interés

en aplicaciones tales como la agricultura, la minería, la exploración espa-

cial, transporte en puertos y los vehículos subacuáticos. En el caso de la

agricultura robótica, los vehículos autónomos resultan de particular inte-

rés [3, 30, 31, 24] y además permiten reducir el impacto ambiental [44].

En el caso de la minería [41], se utilizan vehículos de gran porte y se dan

situaciones que son inaccesibles para los seres humanos por razones de se-

guridad que requieren de vehículos con cierta autonomía. Por otro lado, las

aplicaciones espaciales involucran temperaturas extremas, vacío, radiación

y grandes distancias, haciéndolas hostiles para los seres humanos [55], y

en estos casos la operación a distancia no siempre es viable presentando

riesgos para los robots [4]. Asimismo, en las actividades relacionadas con

el transporte de cargas y las aplicaciones marítimas, existe en la actuali-

dad interés en planificar y supervisar las tareas mediante vehículos robó-
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ticos [11] y en estos ambientes también tendrían aplicación los vehículos

subacuáticos autónomos.

Actualmente existen técnicas que permiten generar trayectorias para

vehículos terrestres a partir de modelos conocidos de los mismos [16], otras

que permiten representar el ambiente mediante localización y mapeo [18]

y algoritmos que permiten planificar y hallar trayectorias óptimas [22].

La combinación de estas dos últimas técnicas (localización y mapeo con

planificación) permitiría que los vehículos se desplazaran por ambientes

desconocidos y generaran un mapa del ambiente pero al mismo tiempo, se

podrían planificar trayectorias óptimas; lo que le permitiría alcanzar obje-

tivos, adaptándose a los cambios del ambiente y la incertidumbre, presen-

tando ventajas sobre algoritmos existentes tales como D* [45]. Es impor-

tante tener en cuenta que el algoritmo D* sólo permiten cambios locales

en mapas conocidos y sin incertidumbre. Además, el algoritmo D* tiene un

costo computacional considerable. Finalmente, una vez que se halla la tra-

yectoria óptima, la misma puede ser ejecutada por las técnicas de control

existentes.

Es interesante observar que existe una clasificación de los algoritmos

de planificación. En general, se dividen en dos categorías: combinatorios y

basados en muestras [22]. Los primeros se refieren a los algoritmos exactos

y los segundos se consideran algoritmos aproximados. En el desarrollo de

esta tesis no se realizarán aproximaciones en la etapa de planificación por

lo que puede afirmarse que el algoritmo presentado es de tipo combinatorio.
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1.2 Contribuciones

Debido a la naturaleza multidisciplinaria de la robótica, las contribucio-

nes de esta tesis son diversas y se detallan a continuación:

– Se aplicaron con éxito técnicas de computación geométrica que per-

miten generar eficientemente las entidades definidas como regiones.

Para esto se definen estructuras de datos abstractas que permiten

manejar grandes cantidades de información en tiempo constante sin

agregar complejidad a la que requiere generar una triangulación de

un conjunto de puntos.

– Se utilizaron técnicas de computación geométrica que permiten sub-

dividir las regiones. Con este fin, se define una serie de puntos ar-

tificiales que permiten que las regiones queden enlazadas en forma

unívoca y de esta forma facilitar la planificación.

– Las estructuras definidas permiten incorporar datos sensados en el

ambiente en forma eficiente y sin alterar la estructura generada por

lo que se pueden incorporar múltiples capas de información sobre el

ambiente [38]. Esto permite planificar con cualquier técnica de plani-

ficación existente en la literatura.

– La representación del ambiente utilizada se basa en el algoritmo de

SLAM, que tiene vasta difusión y aceptación, lo que permite trabajar

con mapas con incertidumbre [38].

– Se define un criterio de planificación que combina múltiples capas de

información y permite ponderar qué tan relevante resulta cada capa

al momento de hallar una trayectoria óptima [36].

– Se define un concepto de planificación local que permite trabajar den-
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tro de entidades conocidas como regiones, de forma tal que la infor-

mación almacenada dentro de las regiones puede cambiar en forma

local y lo planeado a este nivel puede evaluarse nuevamente pero

sin afectar lo planificado en las demás regiones [38]. Esto presenta

una ventaja ya que no se requiere ejecutar la planificación sobre todo

el mapa. Esto es similar a lo que se obtiene utilizando el algoritmo

conocido como D*, aunque éste se limita a aceptar mapas variables

puntualmente y no maneja mapas con incertidumbre, que es el caso

presentado. Es importante aclarar que la incertidumbre no va a ser

utilizada explícitamente por la técnica de planificación sino que se

encuentra hereda al representar el mapa con técnicas de SLAM.

– El concepto de planificación global permite hallar una trayectoria óp-

tima entre la posición actual del vehículo y cualquier destino que se

encuentre dentro o fuera del mapa. Esta planificación reutiliza todas

las planificaciones previas, por lo que resulta altamente eficiente.

– El concepto de planificación local y global no distorsiona la trayecto-

ria obtenida respecto de la que se obtendría ejecutando la planifica-

ción con todos los datos disponibles al momento. Esto se debe a que

cuando se planifica a nivel local, no se descarta ninguna trayectoria

posible (no hay ningún tipo de aproximación) y por lo tanto el óptimo

obtenido a partir de los óptimos locales coincide con el que se obten-

dría ejecutando la planificación sobre todo el mapa.

– Con respecto a las trayectorias, se ideó una técnica que permite re-

construir las trayectorias que fueron generadas en la etapa de plani-

ficación.

– Se obtuvo una forma de combinar las referencias generadas por un
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módulo de planificación con estrategias de control existentes en la li-

teratura [36, 33]. Se unificaron de dos formas distintas: la primera

resulta en una velocidad lineal variable para un vehículo terrestre y

la segunda permite obtener una velocidad prácticamente uniforme.

Esta última presenta la ventaja que permitiría un desplazamiento

uniforme del vehículo. La técnica que se presenta no aparta al vehí-

culo de la trayectoria óptima hallada y no genera acciones de control

exageradas o difíciles de implementar.

– Se esboza una técnica que permite que el algoritmo de triangulación

de Delaunay pueda ser ejecutado sobre subconjuntos del conjunto de

puntos a triangular. La triangulación final es exactamente igual a

la que se obtendría ejecutando la triangulación sobre el total de los

puntos. Esta forma de trabajo permite aplicar el esquema completo en

forma creciente sobre datos parciales del ambiente y alterar lo menos

posible la representación ya lograda.

– Desde el punto de vista geométrico computacional, se ideó una for-

ma de obtener los puntos medios de una tira de triángulos en tiempo

constante y refinar este resultado con un filtro existente para obte-

ner una trayectoria suave que no se aparte significativamente de la

trayectoria planificada.

– El módulo de planificación diseñado no asume características del ve-

hículo ni del mapa (salvo que el mapa debe contar con mojones) por lo

que sigue los principios modernos de la robótica de trabajar con mó-

dulos que sean reutilizables para diversas plataformas y mapas. La

aplicación se limitó a vehículos terrestres pero, por lo dicho anterior-

mente, el planteo permitiría vehículos de diversa naturaleza.
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– Conocimientos previos en robótica fueron publicados en [20, 35] mien-

tras que estudios sobre compensadores PID fueron presentados en [39,

34].

– Por otra parte, el modelo cinemático de un vehículo terrestre fue estu-

diado en [37]. Además, una aplicación de una cámara y de un sensor

láser pueden verse en [27].

1.3 Organización de la tesis

El Capítulo 2 presenta técnicas y conceptos existentes, necesarios para

comprender y entender los principios en los cuales se basa el algoritmo

propuesto tales como: el algoritmo de localización y mapeo simultáneo, la

triangulación de un conjunto de puntos, los montículos de Fibonacci, las

técnicas de búsqueda, el uso dinámico de la memoria y la arquitectura del

software.

El Capítulo 3 presenta la forma en que se definen las entidades conoci-

das como regiones locales, la manera en que estas regiones se enlazan entre

sí y se dividen internamente, la estrategia de planificación en dos etapas

—local y global— y la complejidad computacional.

El Capítulo 4 expone el modo en que las trayectorias pueden ser recons-

truidas a partir de la planificación propuesta. A continuación, se presenta

un modelo cinemático de un vehículo tipo auto de vasta aceptación en la

literatura y se estudian sus limitaciones. Posteriormente se emplea una

técnica de control, pero para esto se propone una forma de combinar la

planificación y la técnica de control. Luego, se esboza una forma en que el

mapa se puede expandir más allá de sus límites.
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En el Capítulo 5, se muestran los caminos óptimos sobre un conjunto de

datos experimentales y se obtienen las curvas de acciones de control para

luego variar el criterio de planificación óptima.

Finalmente, en el Capítulo 6, se proponen conclusiones generales.
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Capítulo 2

Conceptos preliminares

Este capítulo presenta conceptos que son necesarios para comprender

el desarrollo de la tesis. En primer lugar, se introducirá la idea de nave-

gación y mapeo simultánea (SLAM). Luego, interesará saber cómo puede

dividirse el mapa obtenido mediante el algoritmo de SLAM en regiones que

cubran todo el mapa. A continuación, se mostrarán algoritmos de búsque-

da y estructuras de datos asociadas. Finalmente, se presentarán conceptos

relacionados con la implementación mediante software.

2.1 Navegación y mapeo simultáneo

La idea de localización y mapeo simultáneo (SLAM) permite a un robot,

que se encuentra en un ambiente desconocido, construir un mapa y simul-

táneamente ubicarse dentro del mismo [18]. Si bien hoy en día el problema

de SLAM puede considerarse resuelto —ya sea desde el punto de vista con-

ceptual o teórico—, existen extensiones de este algoritmo, tales como el

algoritmo de DenseSLAM [29], que permiten utilizar mapas ricos en infor-
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mación. Este algoritmo permite obtener una representación del ambiente

que no sólo conserva la información esencial que permite realizar la loca-

lización y el mapeo, sino también conserva datos del ambiente adquiridos

mediante sensores. Esta representación se vuelve relevante al momento de

tomar decisiones o de planificar una trayectoria para el vehículo.

En el algoritmo de SLAM se definen una serie de cantidades [18], que a

modo de reseña se presentan a continuación:

– xk : el vector de estados que describe la posición y la orientación del

vehículo,

– uk : el vector de acciones de control aplicado en el tiempo k − 1 y que

conduce al vehículo al estado xk en el tiempo k,

– mi : el vector que describe la ubicación del i-ésimo mojón, cuya ubica-

ción real se asume invariante,

– zik : el vector de observación del mojón i-ésimo en el instante k,

– X0:k = {x0,x1, ...,xk} : que representa el vector de todas las posiciones

hasta el instante k,

– U0:k = {u0,u1, ...,uk} : el vector de todas las acciones de control hasta

el momento k,

– m = {m0,m1, ...,mn} : el vector de todos los mojones,

– Z0:k = {z0, z1, ..., zk} : el vector de todas las observaciones de los mojo-

nes.

2.1.1 Navegación y mapeo mediante probabilidad

El algoritmo de SLAM requiere que la distribución de probabilidad

P(xk,m|Z0:k,U0:k,x0) (2.1)
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sea calculada en cada instante k. Ésta representa la probabilidad conjunta

a posteriori de los mojones y de la ubicación del vehículo en el tiempo k

dadas las observaciones y las acciones de control hasta el tiempo k junto con

la condición inicial del vehículo. En general se busca una representación

recurrente comenzando con una estimación de la distribución en el tiempo

k − 1, la distribución a posteriori se calcula a partir de la acción de control

uk y la observación zk utilizando la regla de Bayes.

El modelo de observación representa la probabilidad de que se produzca

una observación zk cuando la ubicación del vehículo y de los mojones son

conocidas y se pueden describir como

P(zk|xk,m). (2.2)

Además, el modelo del vehículo se representa como

P(xk|xk−1,uk), (2.3)

asumiendo que es un proceso de Markov, en el cual, el estado xk depende

sólo del estado inmediato anterior xk−1 y la acción de control aplicada uk y

no depende de la observación ni del mapa.

El algoritmo de SLAM puede ser implementado de forma recurrente

en dos pasos: una predicción y luego una corrección. La predicción y la

corrección son implementadas para calcular la distribución de probabilidad

a posteriori de la Ec. 2.1 a partir del modelo de observación y del modelo de

desplazamiento del vehículo de las Ecs. 2.2 y 2.3.

Es interesante observar que el mapa puede construirse a partir de la

probabilidad condicional
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P(m|X0:k,Z0:k,U0:k), (2.4)

asumiendo que la posición actual del vehículo xk es conocida en todo mo-

mento y también es conocida la posición inicial. Entonces, el mapa m es

construido fusionando observaciones. Además, la posición del vehículo pue-

de calcularse a partir de la distribución de probabilidad

P(xk|Z0:k,U0:k,m). (2.5)

Esta última ecuación asume que la ubicación de los mojones es conocida

con certeza y el objetivo es calcular la estimación de la posición del vehículo

con respecto a estos mojones.

2.1.2 Requisitos de tiempo y memoria

Se puede decir que la implementación del algoritmo de SLAM utilizando

el filtro de Kalman extendido requiere O(n2
m), donde nm es el número de

mojones del mapa y se sigue la notación dada en [42]; donde O(·) indica

que una función g(n) es de orden O(f(n)) si existen constantes c0 y n0 tales

que g(n) < c0 f(n) para todo n > n0. Esta notación permite clasificar los

algoritmos de acuerdo a la cota superior de su tiempo de ejecución y a la

cota superior de su espacio ocupado.

Mucho esfuerzo se ha concentrado en reducir el tiempo de ejecución del

algoritmo de SLAM [12]. Algunos métodos se basan en limitar el área de

trabajo a una región, otros sacrifican precisión y otros trabajan con mapas

parciales en vez de mapas completos [1].
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2.1.3 Información auxiliar

En el algoritmo de SLAM, además de buscar información que sea re-

levante para el mapeo, es posible asociar información con la posición tal

como: salinidad del terreno, humedad, temperatura, características del te-

rreno, etc. Esta información puede ser utilizada para ayudar a la asociación

de datos o para tareas que no estén relacionadas con el mapeo tales como

generación de trayectorias mediante planificación o recolección de datos [1].

Este concepto de agregar información auxiliar es el utilizado en un mé-

todo denominado DenseSLAM [29]. En este caso, a medida que el robot se

desplaza, la información auxiliar es almacenada en una estructura de datos

tal como las grillas de ocupación [19] dentro de regiones que se encuentran

determinadas mediante un conjunto de mojones en el mapa de SLAM. A

medida que el mapa evoluciona y los mojones se mueven (ya sea porque

el algoritmo de SLAM actualice alguno de los mojones o por movimiento

relativo entre mojones), las zonas se desplazan pero la información repre-

sentada en forma local dentro de ellas se mantiene consistente utilizando

las estimaciones de los mojones dadas por el algoritmo de SLAM [19].

2.2 Triangulación de las regiones

El algoritmo de SLAM permite obtener el mapa m que contiene la posi-

ción de los mojones. Para obtener una representación densa del ambiente,

interesa dividir el mapa en regiones con el fin de representar la informa-

ción auxiliar [38]. Para esto se introducen conceptos como la triangulación

de un conjunto de puntos y una triangulación en particular, conocida como

la triangulación de Delaunay.
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Figura 2.1: Cuatro puntos en el plano permiten obtener dos triangulacio-
nes posibles. En el caso de la izquierda, el ángulo interno mí-
nimo de los triángulos α, resulta mayor que el ángulo mínimo
de la derecha β.

2.2.1 Tiangulación de un conjunto de puntos

Dado un conjunto de puntos P = {p1,p2, ...,pn} en el plano, una sub-

división máxima en el plano de los puntos se define como una subdivisión

S en la cual no existe ningún arco que conecte dos vértices que pueda ser

agregado a S sin que se produzca una intersección con alguno de los arcos

existentes. Una triangulación de P se define como una máxima división en

el plano cuyos vértices se encuentran en P [15].

Otro concepto interesante es el de triangulación válida. Cuatro puntos

en un plano pueden formar dos triángulos y existen dos combinaciones po-

sibles. De estas dos combinaciones posibles, una se denomina no válida si

la otra combinación produce un ángulo interno mínimo mayor que el ángu-

lo mínimo actual, como se observa en la Fig. 2.1. Este concepto se utiliza

para definir la triangulación de Delaunay.

2.2.2 La triangulación de Delaunay

Dado un conjunto de puntos en el plano P, y sea T una triangulación

de P. Se define a T como una triangulación de Delaunay de P sí y sólo sí

el círculo formado por los vértices de cualquier triángulo de T no contiene



Capítulo 2. Conceptos preliminares 15 2.2. Triangulación de las regiones

Figura 2.2: En la figura se observa que en la triangulación de la izquierda,
los círculos formados por los vértices de los triángulos no con-
tienen ningún punto en su interior mientras que en la figura
de la derecha, no ocurre lo mismo. Se observa que la triangu-
lación de la izquierda es una triangulación de Delaunay del
conjunto de puntos.

ningún punto de P en su interior. En la Fig. 2.2 se observa que en el caso

de la triangulación de la derecha, el círculo formado por los vértices de los

triángulos contiene un punto en su interior, mientras que en la triangu-

lación de la izquierda ocurre lo contrario. Se observa que en el caso de la

izquierda, se tiene una triangulación de Delaunay del conjunto de puntos.

Inmediatamente de lo anterior surge que cualquier triangulación de De-

launay es válida y luego una triangulación óptima en ángulo de P es una

triangulación de Delaunay de P. Estos conceptos son los que permiten de-

finir un algoritmo para calcular este tipo de triangulación.
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Interior círculo

Para determinar qué puntos se encuentran en el interior de un círculo

se utiliza el siguiente procedimiento:

– Primero se determina la ecuación de un círculo que pasa por tres pun-

tos [48]

a(x2 + y2) + bx x+ by y + c = 0, (2.6)

a =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xp1 yp1 1

xp2 yp2 1

xp3 yp3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

bx = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2p1

+ y2p1
yp1 1

x2p2
+ y2p2

yp2 1

x2p3
+ y2p3

yp3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

by =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2p1

+ y2p1
xp1 1

x2p2
+ y2p2

xp2 1

x2p3
+ y2p3

xp3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

c = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2p1

+ y2p1
xp1 yp1

x2p2
+ y2p2

xp2 yp2

x3p3
+ y3p3

xp3 yp3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

– Se calcula el centro del círculo y su radio como

xc = − bx
2 a
, (2.7)
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yc = − by
2 a
, (2.8)

r =

√
b2x + b2y − 4 a c

2 |a|
. (2.9)

– Finalmente, se calcula la distancia del centro del círculo al punto y

si la distancia es inferior al radio del círculo, se trata de un punto

interior.

Interior triángulo

A los fines de la triangulación, es necesario saber si un punto v se en-

cuentra dentro de una región triangular. Para esto se sigue un procedi-

miento similar al descripto en [52]; en donde a partir de las coordena-

das de los vértices y del punto que se quiere saber si se encuentra den-

tro del triángulo, pueden calcularse dos constantes at y bt en la ecuación

v = p1 + at v1 + bt v2, donde v1 = p2 − p1, v2 = p3 − p1 y at y bt son dos

escalares dados por

at =
det (v v2)− det (p1 v2)

det (v1 v2)
, (2.10)

bt = −
[

det (v v1)− det (p1 v1)

det (v1 v2)

]
, (2.11)

det (uh) = ux hy − uy hx. (2.12)

En nuestro caso, interesa no sólo determinar si el punto se encuentra

dentro o fuera del triángulo sino también si se encuentra sobre los bordes.
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Tabla 2.1: Un punto puede encontrarse en el interior, exterior o sobre los
bordes de un triángulo: casos posibles.

at bt at + bt Caso

> 0 > 0 < 1 Interior

= 0 > 0 < 1 Lado 2

> 0 = 0 < 1 Lado 1

> 0 > 0 (= 1) Lado 3

Por esto, dependiendo de los valores que tomen estas constantes pueden

argüirse los casos que se detallan en la Tabla 2.1 y que se muestran en la

Fig. 2.3.

Construcción

Para realizar la triangulación de un conjunto de puntos, se utiliza el

criterio descripto en la Tabla 2.1. Si el punto se encuentra en el interior de

un triángulo, el triángulo dentro del que se encuentra es dividido en tres

triángulos y en caso de que un punto se encuentre sobre uno de los lados,

el triángulo es dividido en dos. Para lograr una representación abstracta

eficiente, se utiliza un grafo acíclico dirigido. Por grafo se entiende una

estructura que contiene nodos y arcos que los conectan, siendo los nodos

objetos que tienen nombres y pueden contar con otros campos de informa-

ción asociados; acíclico quiere decir que no se puede regresar al punto de

partida si se recorren los nodos y dirigido ya que dado un arco, existen un

nodo inicial y uno final [13].

Para implementar la triangulación, se comienza con un triángulo que

abarca todos los puntos y se van procesando sucesivamente todos los puntos
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l3
l1

l2

Figura 2.3: Casos posibles de triangulación con un triángulo existente y
un punto nuevo. En el sentido de las agujas del reloj comen-
zando por la esquina superior izquierda: el punto puede en-
contrarse dentro, sobre el lado l2 , sobre el lado l1 o sobre el
lado l3.

a triangular. Dado que el triángulo inicial abarca todos los puntos, ya que

se comienza con dos puntos artificiales y un mojón, se pueden producir los

casos mencionados en la Tabla 2.1 y geométricamente ocurre lo mostrado

en la Fig. 2.4. Si el punto se encuentra en el interior del triángulo; la figura

se divide en tres mientras que si se encuentra en uno de los lados, ésta se

divide en dos. En el grafo, se inicia con un nodo que representa el triángulo

inicial y dependiendo del caso, se agregarán dos o tres descendientes [15].

De esta forma, se obtiene un grafo que representa una triangulación de los

puntos. Si además de triangular, se realizan las operaciones de la Ec. 2.6,

se puede determinar si los triángulos que se están formando son válidos

y en caso que no lo fuesen cambiar la triangulación. La ventaja de este

procedimiento es que puede obtenerse la triangulación de Delaunay de los
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Figura 2.4: División de un triángulo por un punto interior. Comenzando
por la esquina superior izquierda en sentido horario: punto
interior, sobre el lado l2, sobre el lado l1 y sobre el lado l3.
Cuando el punto se encuentra en el interior, la figura se di-
vide en tres; mientras que en los restantes casos se divide en
dos.

puntos en un tiempo O(np log np) y utilizando un espacio O(np), donde np

representa el número de puntos a triangular.

2.3 Montículo de Fibonacci y búsqueda

Esta sección presenta definiciones sobre la estructura de datos a utilizar

y el algoritmo necesario para realizar una búsqueda óptima dentro de la

estructura.

2.3.1 Montículo de Fibonacci

Los montículos de Fibonacci consisten en una colección de árboles con

raíz. Por árbol se entiende una colección de vértices o nodos y arcos que
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Tabla 2.2: Tiempos de ejecución de las operaciones utilizando un mon-
tículo de Fibonacci.

Operación Orden

Insertar O(1)

Acceder Mínimo O(1)

Quitar Mínimo O(log n)

Union O(1)

Disminuir Clave O(1)

Borrar O(log n)

cumplen ciertos requisitos: la propiedad que define un árbol es que exista

un solo camino que conecte dos nodos. Otra definición importante es la de

árbol con raíz donde uno de los nodos del árbol es designado como la raíz y

existe un único camino entre ella y todos los demás nodos [42].

En el caso de los montículos de Fibonacci, sus árboles no están restringi-

dos a ser árboles binarios, es decir que cada nodo no necesariamente cuenta

exactamente con dos descendientes, y estos árboles no están restringidos a

encontrarse ordenados o sea a cumplir ciertas propiedades respecto de cuál

es el descendiente de la derecha y cuál el de la izquierda. Las operaciones

que se realizan en el montículo requieren un tiempo de O(1) mientras que

no haya que borrar un nodo o elemento como puede verse en la Tabla 2.2.

La ventaja de utilizar esta estructura de datos se obtiene cuando la canti-

dad de operaciones de tipo Quitar Mínimo y Borrar es relativamente baja

comparada con el número de ejecuciones de las otras operaciones. La des-

ventaja que posee es su alta complejidad de ser programada [13].

Cada nodo m dentro del montículo posee un puntero p[m] a su padre
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y un puntero hijo[m] a cualquiera de sus hijos. Los hijos de m se encuen-

tran unidos en una lista doblemente circular. Cada hijo w tiene punteros

izquierda[w] y derecha[w] que apuntan a los hermanos de la izquierda y de

la derecha y el orden en el cual aparecen los hijos es arbitrario. El esquema

de la estructura de datos y el análisis completo de la implementación y el

tiempo de ejecución de las operaciones de la Tabla 2.2 se encuentra en [13].

2.3.2 Búsqueda óptima

Un algoritmo recurrente es uno que permite solucionar un problema di-

vidiéndolo en uno o varios problemas más pequeños. Una implementación

posible del algoritmo de Dijkstra se basa en este tipo de técnica.

El algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra permite encontrar un único camino posible en-

tre el origen y el destino elegido [17, 22, 33] de forma sistemática y ópti-

ma. Este algoritmo es una forma de programación dinámica. La programa-

ción dinámica es una técnica que permite que cualquier cálculo recurrente,

donde puedan almacenarse los valores calculados anteriormente, reduzca

el tiempo de ejecución del algoritmo. Esta técnica permite una reducción

drástica en la cantidad de llamadas de recurrencia [42].

La implementación del algoritmo requiere que se utilice una cola de

prioridades Q para analizar los nodos del grafo. Si la cola se implemen-

ta utilizando un montículo de Fibonacci el tiempo de ejecución está dado

por O(V log V + E), donde V representa el número de vértices del grafo y

E representa el número de arcos. En este caso se asume que todas las de-

más operaciones tales como determinar si un estado ya ha sido visitado se
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resuelven en tiempo constante. El algoritmo en sí, en sus diferentes imple-

mentaciones posibles, puede verse en [22].

El algoritmo de Dijkstra y otros algoritmos de planificación tales como

A*, que es una variante del algoritmo de Dijkstra, permiten no solamente

hallar el costo entre el origen y el destino sino que también permite recons-

truir el camino recorrido. Esto es de particular interés para aplicaciones en

el campo de la robótica [22].

El algoritmo D*

El algoritmo conocido como D* introduce la idea de planificación en am-

bientes desconocidos, parcialmente conocidos y cambiantes [45]. Su imple-

mentación requiere del concepto de arcos que contengan el costo de despla-

zarse y de estados que tienen un costo de transición entre ellos asociado si

son vecinos. Este algoritmo está pensado para cambios que se produzcan

en un entorno del robot. Si se produce un cambio en el mapa, actualiza en

forma local la planificación. Por lo que se aprecia que se limita a cambios

en un entorno del robot y no tiene aplicación en cambios que se produz-

can en grandes partes del mapa como se daría en una representación del

mapa basada en SLAM. Además, a partir de datos de tiempo de ejecución

publicados por el autor del algoritmo [46], se observa en la Fig. 2.5 que la

actualización es de orden O(n2) en el caso del algoritmo D* básico. La ver-

sión enfocada de este algoritmo ofrece una mejora pero se aprecia la misma

tendencia O(n2).
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Figura 2.5: Tiempo de ejecución del algoritmo D* Básico y D* Enfocado.
Se observa que el ajuste de los puntos del algoritmo D* Bá-
sico resulta de tipo O(n2). Además se observa que la versión
Enfocada de este algoritmo ofrece una mejora pero se sigue
observando la misma tendencia.



Capítulo 2. Conceptos preliminares 25 2.4. Uso dinámico de la memoria

2.4 Uso dinámico de la memoria

Si el uso de la memoria en un sistema informático es estático, los ele-

mentos que se ubican en la memoria tienen un tamaño fijo, se conoce su

tamaño en el momento de compilación y no pueden extenderse más allá de

su tamaño [26]. Sin embargo, algunas aplicaciones no pueden existir con

estas limitaciones y requieren que la memoria sea administrada de forma

dinámica.

Existen básicamente dos formas de administrar la memoria en forma

dinámica [14]:

– Explícita, donde se realiza una invocación para ubicar y destruir ele-

mentos.

– Implícita, que al no ser explícito, las partes de la memoria que no se

utilizan más son liberadas automáticamente.

Hoy en día las aplicaciones han incrementado su complejidad y requie-

ren mayor flexibilidad en el uso de la memoria [32], por lo que el uso diná-

mico de la memoria resulta necesario en algunos casos tales como en esta

tesis.

2.5 Arquitectura

Esta propuesta va a requerir de herramientas de la ingeniería del soft-

ware para poder ser implementada eficientemente tales como la arquitectu-

ra del software, que permite reducir la complejidad de los desarrollos para

vehículos.

Un sistema puede considerarse como una serie de componentes que se

relacionan o son independientes y forman un todo que provee una serie
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de funciones con un propósito definido [8]. Se considera arquitectura a las

principales decisiones de diseño de un sistema [47]. La arquitectura facilita

el diseño de un sistema y el manejo de un proyecto [8] y de allí deriva su

importancia.

2.6 Conclusiones del capítulo

Este capítulo presentó ideas y conceptos que permiten comprender el

desarrollo de la tesis tales como el algoritmo de SLAM, que permite repre-

sentar un mapa variante en el tiempo y con incertidumbre. Esta incerti-

dumbre se manifiesta en la posición de los mojones y está manejada por

el algoritmo de SLAM. A partir de este mapa y los algoritmos de triangu-

lación, es posible dividir este mapa en regiones y luego en subdivisiones

más pequeñas. Esta metodología será desarrollada en el próximo capítulo.

Además, interesa planificar dentro de las regiones utilizando algún algorit-

mo de planificación tales como el presentado en este capítulo. Finalmente,

se expusieron criterios asociados a la implementación mediante software

tales como el uso de la memoria y la arquitectura.
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Capítulo 3

Triangulación del mapa y

planificación

Las grillas de ocupación [19] permiten obtener una representación del

ambiente. Sin embargo, resta analizar una serie de cosas tales como: la for-

ma en que se realiza la triangulación de las regiones, la división interna de

las regiones, cómo se conectan las regiones con sus vecinas, las estructuras

de datos, el cálculo de los costos de atravesar los caminos óptimos y el cri-

terio que permite hallar un camino óptimo en el mapa. Todo lo enumerado

anteriormente debe ser tratado para lograr esta representación.

3.1 Definición de las regiones

A partir del mapa que se obtiene en la Ec. 2.4 y de la triangulación de

Delaunay, interesa realizar una triangulación del mapa en regiones locales.

La elección de este tipo de triangulación se basa en que es óptima en án-

gulo. Esto permite obtener regiones triangulares donde el ángulo interior
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mínimo de cada región es lo más grande posible. Esto quiere decir que se

optimiza en este sentido permitiendo obtener triángulos lo menos agudos

posible y que se prestan para representar información dentro de ellos.

Los mojones a triangular pueden elegirse entre todos los mojones dis-

ponibles. Un criterio de selección estaría basado en elegir los mojones más

rígidos, entendiéndose por rígidos aquellos mojones que tienden a despla-

zarse menos. Este criterio es provisto por el algoritmo de SLAM.

Para triangular los mojones, se emplea un grafo acíclico dirigido. Es-

te grafo se inicia con un nodo definido a partir de un punto del conjunto

de puntos a triangular P, que en este caso estaría dado por el vector de

mojones. Del conjunto de puntos representados en el vector de mojones, se

elige el punto p0, el cual tiene su coordenada en y de máximo valor. Esto

asegura que todos los restantes puntos van a ser triangulados apropiada-

mente. Dos puntos restantes p−1 y p−2 se definen como puntos auxiliares

a la triangulación. El primer punto auxiliar p−1 se elige con un valor posi-

tivo y relativamente grande de la coordenada x y coordenada y inferior al

valor de coordenada y de todos los puntos en P. El segundo punto auxiliar

p−2 se elige con el mismo criterio para y y con coordenada en x negativa y

relativamente grande también. El triángulo que resulta a partir de estos

tres puntos (ver Fig. 3.1) es el que se emplea como primer nodo en el grafo

acíclico dirigido.

Una vez que se ha generado el primer nodo, se procesan los restantes

puntos en P. Para esto, se elige cualquiera de los restantes puntos y se

designa con c al mojón o punto de interés. En el caso del primer punto,

el mismo siempre resulta dentro del triángulo auxiliar y éste se divide en

tres triángulos como muestra la Fig. 3.1. En esta figura, el punto c resul-
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p-2

p-1

p0

T1
T2

T3c

Figura 3.1: Triangulo auxiliar formado por p0, p−1 y p−2 y el primer punto
o mojón c a procesar. El triángulo auxiliar se divide en tres
triángulos.

T1 T2 T3

Figura 3.2: Punteros de los nodos que representan los tres triángulos que
resultan de procesar el primer mojón interior al triángulo au-
xiliar.

ta siempre en el interior del triángulo auxiliar debido a como se eligen

los tres puntos de los vértices. Los tres triángulos se colocan como descen-

dientes del nodo que representa el triángulo auxiliar. De esta forma se va

construyendo el grafo acíclico dirigido que permite triangular el conjunto

de mojones o puntos.

En forma simultánea, interesa que las regiones queden enlazadas con

las regiones adyacentes o vecinas para permitir en una etapa posterior la

planificación. Los enlaces necesarios para el caso del primer mojón interior

se muestran en la Fig. 3.2.

Cuando se procesan los restantes puntos, lo primero que se hace es de-

terminar dentro de qué región triangular se encuentra el punto actual. Pa-
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ra esto se determinan las constantes at y bt en las Ecs. 2.10 y 2.11 y a partir

de la Tabla 2.1 se determina si el punto se encuentra en el interior o en

los bordes del triángulo con el que se calculan las constantes. Para esto,

se procede en forma recurrente: se comienza con el triángulo auxiliar y si

el punto se encuentra dentro del triángulo, se determina dentro de cuáles

de los descendientes se encuentra y así sucesivamente hasta que se llega

al triángulo más pequeño posible que lo contenga. Una vez que se alcanza

este triángulo, el mismo es dividido en tres o en dos según corresponda. El

caso en el cual el punto se halla en el interior del triángulo puede verse en

la Fig. 3.3. Allí, el triángulo original T0, formado por los puntos p1, p2 y p3,

es dividido en tres triángulos T1, T2 y T3 que se agregan como tres descen-

dientes del triángulo original T0. De la misma forma se procede con todos

los demás puntos en P.

Una vez que el triángulo p0 p−1 p−2 ha sido dividido, los nuevos triángu-

los deben ser enlazados no solamente entre sí, sino también con los triángu-

los adyacentes que ya existen en la estructura, como puede observarse en

la Fig. 3.4. Los nuevos nodos se conectan entre sí y también con los nodos

existentes representados por I, II y III.

Todo el procedimiento descripto anteriormente permite generar una tri-

angulación. Pero si además interesa obtener una triangulación de Delau-

nay, cada vez que se genera un nuevo triángulo Tn, el mismo debe ser va-

lidado. Con este fin, se determinan los coeficientes de la Ec. 2.6 a partir de

los tres vértices de Tn y un vértice del triángulo adyacente Ta y si se llega a

la conclusión que el triángulo generado no es válido, se generan dos trián-

gulos nuevos y válidos que se colocan como descendientes de los triángulos

Tn y Ta. Estos a su vez deben ser validados con sus respectivos adyacentes.
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p1

p2

p3

I

II

III

T1
T2

T3c

Figura 3.3: Un triángulo existente con vértices p1, p2 y p3 es modificado
por un nuevo mojón c. Tres nuevos triángulos T1, T2 y T3 se
agregan a la triangulación. Los triángulos vecinos se encuen-
tran representados por I, II y III.

T1 T2 T3

I II III

Figura 3.4: Los nuevos triángulos T1, T2 y T3 son representados por tres
nodos nuevos en el grafo. Los nuevos nodos se conectan entre
ellos y con los nodos existentes I, II y III.
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De esta forma, a medida que se construye el grafo acíclico dirigido que

permite triangular los puntos que representan los mojones del mapa, se

establece un grafo que permite determinar qué regiones locales son adya-

centes. Es importante notar que durante todo este proceso, solamente se

deben actualizar dos punteros por cada nodo que se modifica o se genera

—y estas operaciones pueden realizarse en tiempo constante u O(1)— por

lo que la generación de este segundo grafo no agrega mayor complejidad a

la que ya existía debido a utilizar la triangulación de Delaunay. Este gra-

fo va a ser de gran importancia posteriormente, al momento de planificar

trayectorias óptimas.

Una vez que todos los puntos fueron procesados, interesa en algún mo-

mento determinar cuáles de los triángulos resultantes corresponden a la

triangulación y cuáles son auxiliares. Este tema es tratado en el Apéndi-

ce A.

3.1.1 Triangulación en el interior de las regiones

Las regiones triangulares locales deben ser divididas. Con este fin se

aplica una grilla de puntos que puede ser elegida en forma arbitraria o

siguiendo algún tipo de patrón. Además, la resolución de los puntos de la

grilla dentro de la región triangular local debe ser elegida apropiadamente

ya que una grilla con una muy baja resolución puede llegar a sobrestimar

el tamaño de los obstáculos en una representación del tipo de grillas de

ocupación y puede llegar a fallar en proveer una representación útil del

ambiente a los fines de la planificación. Por el contrario, una grilla con

una muy alta resolución puede aumentar la complejidad de la planificación

debido a que se podrían llegar a dar casos en que el vehículo no quepa
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p1

p2

p3

w1

w2

w3

Figura 3.5: Se agregan puntos en el borde de la región local triangular
con el fin de hacerla accesible desde los vecinos. Los puntos
se encuentran espaciados uniformemente de acuerdo con una
densidad elegida en forma previa. Los puntos p1, p2 y p3 repre-
sentan los vértices de la región, sobre tres mojones, a partir de
los cuales los vectores w1, w2 y w3 son formados.

dentro de las subdivisiones de la región o aún peor, haga desplazarse al

vehículo muy cerca de obstáculos o genere situaciones poco favorables para

él mismo.

Con objeto de que el vehículo pueda desplazarse entre las regiones loca-

les triangulares, deben agregarse puntos sobre los bordes de las regiones.

Estos puntos son elegidos de forma tal que permitan al vehículo despla-

zarse de una región triangular local a otra de forma unívoca ya que si la

densidad de puntos sobre un lado de una región difiriese de la densidad de

puntos del lado de la región adyacente, podría llegar a darse el caso en el

cual existieran dos transiciones posibles. Esto dificultaría la planificación

y la posterior generación de trayectorias viables para un vehículo. En la

Fig. 3.5 puede verse que los vértices se indican por p1, p2 y p3; mientras
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que los puntos sobre los lados w1, w2 y w3 se notan wp1, wp2 y wp3 y están

dados por

wp1 = p1 +
l

d‖w1‖de
w1,

wp2 = p1 +
m

d‖w2‖de
w2,

wp3 = p1 + w1 +
q

d‖w3‖de
w3, (3.1)

en este caso, la densidad de puntos por metro está dada por d y los índices

l, m y q ∈ Z toman valores en los intervalos

0 ≤ l ≤ d‖w1‖de,

0 ≤ m ≤ d‖w2‖de,

0 ≤ q ≤ d‖w3‖de, (3.2)

donde el símbolo d·e representa el número entero superior y ‖ · ‖ denota el

módulo del vector. La Fig. 3.5 muestra los puntos resultantes de las Ecs. 3.1

y 3.2.

Los puntos resultantes de la combinación de la grilla interior y los pun-

tos agregados sobre los bordes de la región son triangulados con el fin de

obtener una subdivisión de la región y un grafo local que represente esta

subdivisión. La triangulación se realiza en forma análoga a la triangula-

ción de las regiones y los nodos del grafo a utilizar en este caso representan

subdivisiones de la región local. El resultado de aplicar este procedimien-

to puede verse en la Fig. 3.6, donde se observa que la combinación de los
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p1

p2

p3

w1

w2

w3

Figura 3.6: A partir de los puntos que se encuentran en el interior y en
los bordes de la región triangular local, se genera una subdi-
visión de la misma usando una triangulación. Los pentágonos
representan los puntos de la grilla, que podrían llegar a ser
mediciones de alguna característica del ambiente, y los círcu-
los los puntos sobre los bordes. Los puntos p1, p2 y p3 son mo-
jones del mapa.
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puntos de los bordes y de la grilla da lugar a una triangulación interior.

Finalmente, en forma análoga a lo que ocurre cuando se triangulan las re-

giones, aparecen triángulos auxiliares cuando se triangula en el interior de

las regiones. En el Apéndice A se explica cómo discriminar los dos tipos de

triángulos.

De esta forma se obtiene un grafo local que representa la subdivisión

de la región local. Este grafo local va a permitir planificar dentro de la

región en una etapa posterior. Es importante resaltar que si se incrementa

el conocimiento del ambiente, se puede agregar esta información en forma

altamente eficiente.

Agregando la información sensada a la región

A medida que se imcrementa el conocimiento del ambiente al aplicar el

algoritmo de SLAM, esta información es volcada en los grafos locales. Para

esto, lo primero que se realiza es determinar a qué región local pertenece

el dato mediante el grafo de regiones. Este paso implica determinar cuál

es la región que contiene a las coordenadas x − y del dato. Una vez que

se determina la región local, debe buscarse dentro del grafo local de esta

región y finalmente el campo del nodo que almacena el dato es actualizado.

Es importante notar que la búsqueda dentro de estos grafos es altamente

eficiente: por ejemplo, en el caso del grafo de las regiones se comienza por el

triángulo auxiliar y se determina dentro de cuál de sus tres descendientes

se encuentra el punto y así en forma recurrente hasta llegar a la región

dentro de la cual se encuentra el dato a agregar. Luego se procede en forma

análoga con el grafo local.
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3.2 Enlazando regiones y subdivisiones

A medida que las regiones se encuentran bien definidas, interesa saber

de qué forma se encuentran unidas aquellas que son adyacentes median-

te las subdivisiones que se hallan en los bordes de las mismas. Como se

muestra en la Fig. 3.7, una subdivisión que se encuentra sobre los bordes

de la región pero que no se ubica en la esquina de la misma, cuenta con

exactamente una única subdivisión adyacente en la región vecina. En cam-

bio, para el caso de las subdivisiones que se encuentran en las esquinas

de una región; pueden llegar a tener dos subdivisiones vecinas en dos re-

giones diferentes. El procedimiento que se va a emplear para representar

esto consiste en utilizar para cada una de las subdivisiones en los bordes un

puntero y un índice. El puntero indica a qué región pertenece la subdivisión

adyacente y el índice identifica la subdivisión dentro de la región.

En el caso de la subdivisión 1 de la región definida por el triángulo

p1 p4 p2 en la Fig. 3.7, la misma es adyacente a la subdivisión 1 de la re-

gión p1 p2 p3 y a la subdivisión 5 de la región p1 p5 p4. Para representar esto

se utilizan dos punteros a estas regiones y dos índices como muestra la

Fig. 3.8. Desde las subdivisiones en las regiones adyacentes ocurre algo si-

milar ya que desde la subdivisión 5 del triángulo p1 p5 p4 existe un puntero

y un índice que la enlazan con la subdivisión 1 del triángulo p1 p4 p2. Algo

análogo ocurre con la subdivisión 1 de p1 p2 p3.

Estos punteros e índices son los que en definitiva van a permitir la tran-

sición entre regiones, al momento de planificar la trayectoria óptima global,

y de allí deriva su importancia.
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Figura 3.7: Tres regiones triangulares: p1 p2 p3, p1 p4 p2 y p1 p5 p4. La sub-
división resaltada en la región triangular p1 p4 p2 tiene subdi-
visiones adyacentes en dos regiones distintas.
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Figura 3.8: La subdivisión indicada con un triángulo es adyacente a dos
subdivisiones en dos regiones distintas. Las regiones adya-
centes son p1 p2 p3 y p1 p5 p4. Una región cuenta con nueve sub-
divisiones en los bordes y la otra siete. Para enlazarlas se uti-
lizan dos punteros: ∗pr1 y ∗pr2; y dos índices: ir1 e ir2.

3.3 Planificación óptima

Existen básicamente tres etapas en el proceso que permite hallar el ca-

mino óptimo entre la ubicación actual y el destino. En primer lugar, es

necesario construir las regiones para poder representar la información ob-

tenida a través de los sensores mediante grillas de ocupación. El segundo

paso consiste en hallar los caminos óptimos entre todas las posibles combi-

naciones de entradas y salidas para cada una de las regiones locales o sea,

se realiza una planificación a nivel local. Finalmente, se halla el camino

óptimo global entre la ubicación inicial y el destino.
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3.3.1 Planificación local

En este caso, las grillas de ocupación se encuentran definidas mediante

los puntos que se encuentran dentro de las regiones auxiliares y los bordes

de las mismas; y la triangulación de Delaunay que se realiza en el interior

de las regiones. Una vez que las regiones tienen definidas estas grillas y

los grafos locales para cada una de ellas han sido construidos, se ejecuta el

algoritmo de Dijkstra a nivel local, o sea, dentro de las regiones.

El algoritmo de Dijkstra requiere una función de costo para determinar

el camino óptimo entre el origen y el destino. En este caso, las subdivisiones

de la región que se está procesando y se encuentran marcadas como obs-

táculos no son insertadas en el montículo de Fibonacci ya que no pueden

ser recorridas. Las demás subdivisiones son consideradas como posibles de

ser recorridas y son agregadas al montículo cuando el algoritmo las alcanza

a través de una transición posible. La función que determina el costo de la

transición entre dos subdivisiones adyacentes se implementa combinando

la información de las diferentes capas del mapa o simplemente utilizando

la capa de obstáculos. Por ejemplo, si el objetivo es evitar los obstáculos y

minimizar la distancia del viaje, el costo de alcanzar una subdivisión o no-

do del grafo local consiste en el costo previo incrementado en una unidad.

Otra función de costo podría incluir un término asociado con la pendiente

o altura del terreno de la siguiente manera

Cz1z2 = k1 + k2 |∆h|, (3.3)

donde Cz1z2 denota el costo de desplazarse entre los nodos z1 y z2, k1 in-

dica el costo estrictamente asociado al desplazamiento entre z1 y z2 —en
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definitiva, es el término destinado a disminuir la longitud del camino—,

∆h = hz1 − hz2 es el cambio en la altura entre las dos celdas adyacentes, |·|

indica el valor absoluto, y k2 es una constante que regula cuánto se pondera

el cambio en la altura del terreno. Luego, los valores de las constantes k1 y

k2 pueden elegirse adecuadamente de acuerdo a cuánto se quiera ponderar

la longitud del camino recorrido y los cambios en la altura del terreno. Ma-

yor complejidad puede darse a la Ec. 3.3 agregando términos que incluyan

los efectos de otras capas del mapa, resultando en una planificación más

sofisticada.

El algoritmo se ejecuta una única vez por cada una de las subdivisiones

en los bordes de la región y se almacena el costo en llegar a cada una de

las subdivisiones en los bordes. Como se muestra en la Fig. 3.9, si las sub-

divisiones se numeraran como se indica, se ejecutaría el algoritmo tantas

veces como el número de subdivisiones en los bordes y para cada ejecución

se almacenan los costos en una fila completa de la matriz que los almacena.

Entonces, para el caso de la Fig. 3.9 la matriz de costos resulta

C =



c11 c12 . . . c19

c21 c22 . . . c29
...

...
...

...

c91 c92 . . . c99


, (3.4)

donde las componentes cij representan el costo de desplazarse desde la sub-

división i-ésima a la j-ésima. Debe notarse que las componentes cii toman

un valor nulo ya que, es este caso, el origen y el destino son coincidentes.

Además, es interesante observar que en general, cij 6= cji ya que el costo de

desplazarse en una dirección no tiene por qué ser el mismo al de moverse
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Figura 3.9: Las subdivisiones en los bordes de la región son hipotética-
mente numeradas con el objeto de construir la matriz de cos-
tos de transición entre ellas.

en la dirección opuesta. Este caso podría darse si en la Ec. 3.3 se eliminaran

las barras de valor absoluto. Con las barras de valor absoluto, las compo-

nentes del costo Cz1z2 se incrementan siempre que se produzca un cambio

en la altura del terreno. Por el contrario, sin las barras se representaría el

caso en el cual es más fácil para el vehículo desplazarse en una dirección

descendente que ascendente y en este último caso, la matriz de la Ec. 3.4

resulta asimétrica.

Además de los costos de transición entre subdivisiones en los bordes,

interesa almacenar los caminos recorridos. Para esto se dispone de una

estructura tridimensional donde las primeras dos dimensiones se corres-

ponden al origen y al destino en forma análoga a la matriz de la Ec. 3.4 y

la tercera dimensión contiene las subdivisiones interiores de la región que

se encuentran entre el punto de partida y el de llegada. Dos ejemplos de
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Figura 3.10: Ejemplo de camino óptimo entre las subdivisiones 1 y 2 de
los bordes de la región.

caminos se observan en las Figs. 3.10 y 3.11. En la primera se muestra el

camino óptimo entre las subdivisiones 1 y 2; mientras que en la segunda se

observa el camino entre las subdivisiones 1 y 3.

Implementación computacional

Los detalles de la implementación computacional de las regiones y sus

subdivisiones interiores pueden consultarse en el Apéndice B.

3.3.2 Planificación global

Si las regiones se encuentran definidas, los grafos locales están cons-

truidos y las regiones existentes se encuentran enlazadas; interesa hallar

el camino óptimo global entre el origen y un destino. Para esto, se supone

que existe una región definida donde se encuentra el vehículo y que existe

una región en la zona de destino; que las matrices de costo fueron calcula-
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Figura 3.11: Ejemplo de camino óptimo entre las subdivisiones 1 y 3 de
los bordes de la región.

das y que las regiones están apropiadamente enlazadas.

Puede calcularse el camino óptimo global de la siguiente forma: en este

momento no interesa la representación de las regiones sino que las matri-

ces de costo fueron calculadas para cada una de las regiones y almacenadas

en una matriz como la presentada en la Ec. 3.4. Además, los enlaces entre

las subdivisiones adyacentes entre regiones ya se encuentran implementa-

dos. En este momento, interesa obtener el camino óptimo entre la posición

actual del vehículo y un destino y para esto, se recurre nuevamente al al-

goritmo de Dijkstra, aunque otros algoritmos de planificación óptima tales

como A* o D* serían válidos también. La preferencia por este algoritmo se

basa en el bajo costos computacional que posee si se implemente utilizan-

do montículos de Fibonacci. El algoritmo elegido requiere de una función

que determine el costo de transición entre dos nodos o celdas adyacentes.

Para empezar, se asume que el vehículo se encuentra ubicado sobre una de
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las subdivisiones que se hallan en los bordes de una región, por ejemplo

la subdivisión 1 de la región p1 p4 p2 en la Fig. 3.7. Los únicos dos tipos de

transiciones posibles que se van a admitir son: un desplazamiento dentro

del interior de la región entre una subdivisión de la frontera hacia otra del

mismo tipo y una transición hacia otra subdivisión de la frontera de una

región adyacente. En el caso del primer tipo y para la Fig. 3.7, los despla-

zamientos posibles serían hacia las subdivisiones 2, 3, . . . , 8 ó 9 de la misma

región. En el segundo caso, las transiciones posibles son hacia la subdi-

visión 5 de la región p1 p5 p4 ó hacia la subdivisión 1 de la región p1 p2 p3.

Estas transiciones posibles se muestran en la Fig. 3.12 en la cual, los nodos

o subdivisiones en los bordes de la región de partida se encuentran en color

naranja mientras que los nodos de las subdivisiones adyacentes se mues-

tran en amarillo y celeste. Como se observa, hay ocho transiciones posibles

hacia subdivisiones en el interior de la región y dos transiciones posibles

hacia nodos en regiones adyacentes.

Los costos de transición entre nodos, necesarios para el algoritmo de

Dijkstra, dependen de qué tipo de transición sea. Si si trata de una transi-

ción entre nodos internos, los costos se obtienen de la matriz de la Ec. 3.4

y para este caso, como el nodo de partida es el número 1, los costos corres-

ponden a los indicados en la primer fila de la matriz. Así, si el algoritmo

requiriese conocer el costo de la transición hacia la subdivisión 2, el costo

correspondiente es el del elemento c12. En cambio, si el algoritmo requirie-

se el costo de la transición hacia el nodo 5 de la región p1 p5 p4, el mismo

sería el costo de transición entre dos celdas adyacentes como descripto en

la Ec. 3.3. De esta forma se ejecuta el algoritmo con estos costos hasta que

alcance el destino deseado.
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Figura 3.12: Las tres regiones se representan mediante los nodos de las
subdivisiones en los bordes. La subdivisión 1 de la región del
centro se encuentra enlazada con las ocho subdivisiones res-
tantes de la misma región y además con las subdivisiones 1 y
5 de las regiones adyacentes. De la región que se muestra en
el centro, sólo se indican todos los enlaces de la subdivisión
1 aunque existen más enlaces entre los demás nodos.

Debe notarse que para poder lograr almacenar el camino óptimo entre

el origen y el destino, deben registrarse dos cosas ante cada transición. Si

la misma se produjo entre dos regiones diferentes, no interesa registrar

esta transición ya que las de este tipo no genera un tramo de camino. En

cambio, una transición dentro del interior de la región produce un tramo de

camino, por lo que interesa registrarla y almacenar por qué nodo se entró

a la región y por cuál se salió. Para esto se emplea un método que registra

mediante índices por dónde se ingresó y por dónde se abandonó la región.

El método consiste en dos índices. El primero, id, es un índice que indica

por qué subdivisión del borde del mapa se ingresó a la región y el segundo,

id0, es un índice que indica por qué subdivisión del borde de la región previa

se salió. Es importante enfatizar que los índices se registran de esta forma

porque es lo que va a permitir más adelante reconstruir el camino óptimo

ya que en definitiva, se está registrando como se llegó a la región. En la
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Figura 3.13: Dos regiones adyacentes apuntadas por los vectores xPtr e
yPtr. La región actual es la yPtr y la previa xPtr. Los índices
id e id0 indican por qué subdivisiones se ingresó y se salió de
la región previa. No se muestran las divisiones internas de
las regiones a los fines de claridad.

Fig. 3.13 se observa un esquema que indica los índices para dos regiones

adyacentes donde la región actual es la yPtr y la región previa es la xPtr.

Con respecto a la suposición de que el vehículo se encuentra en una

subdivisión del borde de una región al comenzar, la misma puede salvarse

agregando un tramo de trayectoria entre la posición inicial real del vehículo

y la subdivisión que resulte como salida de la región en la cual se encuentra.

Debe recalcarse que esta suposición es teórica y a los fines de comprender

el funcionamiento del algoritmo y no es necesaria en la práctica ya que la

etapa que se encarga de buscar la trayectoria óptima global sólo tiene en
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cuenta regiones y registra por donde se ingresó a la región actual y por

donde se salió de la región anterior. Jamás registra la posición inicial del

vehículo en forma exacta como una subdivisión dentro de la región inicial,

y de ahí deriva la necesidad de agregar un tramo de trayectoria entre la

posición inicial del móvil —la subdivisión dentro de la región local inicial—

y la subdivisión de salida de la región en la que se encuentra. En la Fig. 3.14

se ilustra este procedimiento y se observa como se incluye un tramo de

trayectoria entre la posición inicial del robot γ, y la subdivisión por la cual

se sale de la región inicial, id10.

Además, es necesario agregar un tramo al final de la trayectoria entre

la subdivisión de entrada a la última región y el punto de destino χ. Esto se

debe a que el algoritmo de planificación global se detiene cuando alcanza la

región dentro de la cual se encuentra el destino. Este tramo de trayectoria

se agrega en forma análoga al tramo del comienzo y puede observarse en

la Fig. 3.14 entre la subdivisión id2 y χ.

3.4 Complejidad computacional

De acuerdo a lo visto, la triangulación de un número de mojones nm

tiene un coste O(nm log nm) y ocupa un espacio O(nm). Esto se debe a que se

utiliza la triangulación de Delaunay.

Luego, dentro de cada una de las regiones existe una serie de puntos

que se utilizan en conjunción con otros que se agregan en las fronteras de

las regiones, con el fin de triangular dentro de ellas. Si se denomina ni a la

cantidad total de puntos en la región i-ésima, el coste de triangular dentro

de esta región está dado por O(ni log ni).
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Figura 3.14: El símbolo γ indica la posición inicial del vehículo y la letra
χ representa el destino deseado. Los índices id10, id1, id20 e id2
indican las subdivisiones de salida, entrada, salida y entrada
respectivamente. El camino inicial es agregado entre γ e id10
mientras que el camino final agregado se encuentra entre id2
y χ. En este caso, el algoritmo de planificación hallaría la
trayectoria entre id1 e id20.
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Cada región resulta con un determinado número de accesos nai y se eje-

cuta una vez el algoritmo de Dijkstra por cada subdivisión en los bordes de

la región; con el objetivo de hallar un camino óptimo hacia cada una de las

salidas de la región, que son idénticas a las entradas. Por lo tanto, el coste

de calcular estos trechos está dado por

Di = O(nai [Vi log Vi + Ei]),

Vi = 2ni − 2− ki,

Ei ≤ 3(Vi − nai ) + 2nai , (3.5)

donde Di representa el coste total, Vi indica el número de vértices de la

región i-ésima que equivale al número de subdivisiones, Ei el número de

arcos de la misma región y ki denota el número de puntos en la frontera

de la región —que depende de la longitud de los lados de la región y de la

densidad d de puntos elegida—. Además, cada subdivisión del interior de

una región está conectada con las adyacentes de la forma que muestra la

Fig. 3.15, donde se observa que las subdivisiones de los bordes cuentan con

exactamente dos punteros mientras que las restantes —o sea, las subdivi-

siones en el interior de la región— tienen tres punteros. De la observación

anterior se deduce la última de las Ecs. 3.5.

Las regiones que resultan de triangular los mojones y sus respectivas

subdivisiones en los bordes deben ser enlazadas a fin de permitir la plani-

ficación. El coste de enlazar o unir dos regiones es cuadrático en el número

de subdivisiones que se encuentran en los bordes, o sea O(nai n
a
j ) donde nai

y naj indican los números de accesos o de subdivisiones en los bordes de las



Capítulo 3. Triangulación del mapa y planificación 51 3.4. Complejidad computacional

p1

p2

p3

w1

w2

w3

Figura 3.15: La subdivisión resaltada que se encuentra en la esquina de
la región tiene dos punteros hacia subdivisiones adyacentes
mientras que una subdivisión del centro cuenta con tres pun-
teros.

regiones i-ésima y j-ésima, respectivamente. Esto se debe a que las subdi-

visiones en los bordes comparten puntos en común pero no se encuentran

unidas mediante punteros. Este costo podría llegar a reducirse bajo otro

tipo de implementación ya que, en definitiva, se trata de una búsqueda y

pueden aplicarse todos los algoritmos existentes para este fin.

Como el algoritmo de Dijkstra se utiliza para hallar la secuencia óptima

de regiones, el coste estaría dado por

Dr = O(Vr log Vr + Er),

Vr = 2nm − 2− km,

Er =
Vr∑
i=1

nai , (3.6)
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donde Dr es el costo de hallar esta secuencia. Esto se debe a que en esta

etapa la búsqueda se realiza sobre las regiones, que representan los nodos,

y las transiciones posibles están dadas por el número de subdivisiones en

los bordes ya que por cada subdivisión existe un único enlace hacia otra

subdivisión.

3.5 Mediciones de complejidad computacio-

nal

A los fines de verificar los cálculos de orden computacional (O[·] ), se cal-

culan en forma teórica y experimental los órdenes de los tiempos de cálculo.

Las Figs. 3.16(a) y 3.16(b) muestran el costo computacional en segundos de

generar las regiones a medida que se incrementan los mojones. Los puntos

experimentales fueron obtenidos midiendo los tiempos promedio (prome-

diando veinte y treinta ejecuciones para cada punto respectivamente) que

tardaba la rutina encargada de generar la triangulación de los mojones.

Los tiempos medidos corresponden al tiempo que tarda la rutina y fue-

ron cuidadosamente medidos de forma tal que no influyeran los tiempos

de ejecución de otros procesos que puedan llegar a estar siendo ejecuta-

dos por el sistema operativo (ver en [25] la definición de procesos e hilos).

Además, a modo de comparación, se incluye la tendencia dada por la pre-

dicción efectuada por cálculo. Esta referencia es obtenida en base al cálculo

del orden y escalada de forma que muestre si la tendencia seguida por los

datos experimentales es la correcta y no pretende ser un ajuste de los datos

experimentales.

Luego, se midió el tiempo de ejecución de la rutina encargada de generar
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(a) Veinte puntos promediados.
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(b) Treinta puntos promediados.

Figura 3.16: Costo temporal en triangular las regiones. La triangulación
se genera a partir de los mojones. Cada punto de la curva
es un promedio de varias ejecuciones. El eje vertical se en-
cuentra en segundos y el horizontal representa la cantidad
de puntos.
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la triangulación en el interior de las regiones. Primero se intentó proceder

de forma análoga al método anterior pero en este caso, como los gránulos

de tiempos del microprocesador empleado son del orden de 16 ms y debi-

do a que el tiempo de ejecución de la rutina resultó ser inferior a estos; se

introdujo una pausa de 50 ms cada vez que se ejecutaba uno de los pasos

recurrentes de la rutina. Debido a esta modificación, los valores absolutos

de los ejes verticales de las Figs. 3.17 a 3.21 no son relevantes en sí mis-

mos pero sí son interesantes las tendencias de las curvas. Se considera que

una pausa de 50 ms es suficientemente larga aún si el sistema operativo

se encuentra ejecutando otro proceso. De esta forma, pueden medirse los

pulsos del microprocesador cuando comienza a ejecutar la rutina, cuando

termina de ejecutarla y efectuar la diferencia entre estas dos cantidades

y de esta forma estar infiriendo de forma indirecta el tiempo de ejecución

sin ser afectados por el sistema operativo. Debe destacarse que esto es una

aproximación práctica a la medición. En la Fig. 3.17 se observa que los pun-

tos experimentales siguen la misma tendencia que la predicción teórica ya

que el costo se incrementa en forma ni log ni con el número de puntos en el

interior de la región.

A continuación, la Fig. 3.18 muestra el costo de unir cada una de las

regiones en el eje vertical mientras que en el eje horizontal se indica el

número de accesos a las región nai . Se aprecia que para algunos valores de

nai existe más de un punto y esto se debe a que en estos casos, existe más

de una región con el mismo número de accesos. Los costos para estos casos

resultan similares pero no exactamente iguales —y esto puede apreciarse

leyendo la figura para un mismo valor de nai—.

Las Figs. 3.19 y 3.20 corresponden a predicciones y resultados experi-
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Figura 3.17: Costo temporal predicho y experimental de triangular las
subdivisiones interiores. Los valores absolutos del eje ver-
tical no son representativos pero sí lo es la tendencia de los
puntos.
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Figura 3.18: Costo de unir regiones de acuerdo al número de accesos. Re-
sultados de predicciones y experimentos. Los valores abso-
lutos del eje vertical no son representativos pero sí lo es la
tendencia de los puntos.
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Figura 3.19: Costo temporal predicho de la planificación local de todos
los caminos dependiendo del número de accesos. Los valores
absolutos del eje vertical no son representativos pero sí lo es
la tendencia de los puntos.

mentales para el caso de la obtención de todos los caminos en el interior

de las regiones. La primera figura corresponde a predicciones realizadas

mediante las Ecs. 3.5 y conociendo el número de accesos y de puntos den-

tro de las regiones. La segunda figura fue obtenida en forma experimental

midiendo los tiempos para cada una de las regiones introduciendo las pau-

sas de 50 ms en cada rutina que involucrase una recurrencia. Como ejes

horizontales fueron elegidos los números de accesos para observar el incre-

mento lineal en el costo con este parámetro.

Finalmente, se llevó a cabo una predicción en calcular la trayectoria

óptima global y se midió en forma experimental este tiempo como se aprecia

en la Fig. 3.21. Para lo primero se utilizó la Ec. 3.6 y para lo segundo se
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Figura 3.20: Costo temporal experimental de la planificación local de to-
dos los caminos dependiendo del número de accesos. Los va-
lores absolutos del eje vertical no son representativos pero
sí lo es la tendencia de los puntos.
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Figura 3.21: Costo temporal predicho y experimental en obtener la tra-
yectoria óptima global mediante el algoritmo de Dijkstra.
Los puntos experimentales fueron obtenidos realizando un
promedio de tres mediciones. Los valores absolutos del eje
vertical no son representativos pero sí lo es la tendencia de
los puntos.

midieron los tiempos de ejecución de la rutina, introduciendo pausas en

caso de recurrencia. Los puntos de la curva experimental fueron obtenidos

realizando un promedio de tres mediciones para cada uno.

3.6 Conclusiones del capítulo

A partir de la triangulación de Delaunay, se definió una forma de divi-

dir el mapa en regiones y en subdivisiones internas. Luego, las regiones y

las subdivisiones en los bordes fueron enlazadas con las subdivisiones en

regiones vecinas. A continuación, fueron definidos dos niveles de planifica-
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ción: local y global. El primero se refiere a planificar en el interior de las

regiones y el segundo apunta a la planificación entre regiones. Finalmen-

te, la complejidad computacional de todas las operaciones fue estimada y

medida mediante dos estrategias distintas.

Resta analizar cómo generar una trayectoria única a partir del resul-

tado obtenido mediante la planificación global y la estrategia de control a

emplear. Además, el vehículo en sí debe ser analizado para tener en cuenta

sus limitaciones.
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Capítulo 4

Generación de trayectorias y

control

En el Capítulo 3 se presentaron todos los elementos necesarios que de-

ben implementarse para poder planificar, tanto dentro de las entidades de-

finidas como regiones como también a nivel global, permitiendo obtener

una planificación entre el punto donde se ubica el vehículo y el destino. Sin

embargo, resta analizar cuestiones tales como la forma en que se recons-

truye la trayectoria planificada; la complejidad computacional asociada a

la representación en secciones, subdivisiones y la planificación; el modelo

del vehículo en sí; la estrategia de control a emplear; las limitaciones del

vehículo y la forma en que el mapa y la representación del ambiente pueden

expandirse más allá de los límites que tengan en ese momento.

Hasta este punto, cosas tales como el vehículo, sus restricciones, la es-

trategia de control y cuestiones sobre el mapa no han sido deliberadamente

tenidas en cuenta en el módulo de planificación; ya que de esta forma el

módulo de planificación puede ser utilizado en diferentes tipos de vehícu-
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los, con variadas técnicas de control y para diferentes técnicas de mapeo

—siempre y cuando los mapas admitan tener mojones—. Esta forma de

trabajo sigue la tendencia actual del campo de la ingeniería de la robó-

tica [9, 10]. En este capítulo se aplicará el módulo de planificación a un

vehículo en particular y se empleará una técnica de control a los fines de

mostrar su aplicabilidad.

Primero, se presentará un método que permite fácilmente recuperar y

unir los tramos de la trayectoria global a partir de los índices almacenados

en la etapa de planificación global.

A continuación, se presentará un modelo cinemático de un vehículo te-

rrestre y se discutirán sus limitaciones.

Posteriormente, se expondrá una estrategia de control viable y la for-

ma en que se integra con la trayectoria global planificada y finalmente, se

bosquejará una estrategia que permite que el mapa se expanda más allá

de sus límites, pero alterando lo menos posible la representación lograda

hasta ese momento.

4.1 Reconstrucción de trayectorias

El resultado de ejecutar la planificación global consiste en un vector

de punteros a regiones. Cada región contiene dos índices: id e id0, donde

el primero indica por qué subdivisión se ingresó a la región y el segundo

indica por qué subdivisión del borde de la región previa se salió. Para el

caso de la Fig. 3.14, el resultado de la planificación global puede verse en

la Tabla 4.1 y consiste en dos punteros a dos subdivisiones y a dos pares de

índices. La tabla debe leerse de abajo hacia arriba si se quieren seguir las
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Tabla 4.1: Resultado de ejecutar la planificación global para el caso de la
Fig. 3.14.

Región id id0

p1 p2 p3 3 8

p1 p4 p2 3 3

regiones desde el origen hacia el destino.

Debe recordarse que es necesario agregar dos tramos de trayectoria:

uno al principio y otro al final. El tramo del comienzo se extiende entre la

posición inicial γ y el índice que muestra por qué subdivisión se salió de

la primer región —o sea, la región donde se encuentra el vehículo—; y el

tramo de terminación prolonga el trayecto entre la subdivisión de entrada

a la región de destino y la posición final χ. A los fines prácticos, se incluye

la Tabla 4.2 que muestra el resultado de la planificación global y se añaden

en la parte inferior y superior las prolongaciones del principio y del final.

Los índices se encuentran coloreados para indicar la forma en que deben

leerse los tramos de la trayectoria. Si se lee la tabla de abajo hacia arri-

ba y siguiendo los colores, pueden reconstruirse los tramos de trayectoria

de la Fig. 3.14. Debe recordarse que los tramos de trayectoria entre todas

las combinaciones de entrada y salida a una región local a través de las

subdivisiones de los bordes son almacenados en una estructura tridimen-

sional. De forma que, teniendo los índices y la estructura, sólo resta leer de

la última los tramos e incorporar los trechos del comienzo y del final.
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Tabla 4.2: Resultado de ejecutar la planificación global para el caso de la
Fig. 3.14. Versión amplificada de la tabla a los fines de incluir
los tramos iniciales y finales. Se resaltan tres tramos de trayec-
toria: γ–3, 3–8 y 3–χ.

Región id id0

— — χ

p1 p2 p3 3 8

p1 p4 p2 3 3

— γ —

4.2 Modelo cinemático y limitaciones

Si bien existen casos en los cuales los modelos dinámicos son esencia-

les [6, 7, 20, 35]; en general, los modelos cinemáticos de vehículos son pre-

feribles a los dinámicos por una serie de motivos [43]:

– Los modelos cinemáticos son más simples que los dinámicos. No se

requiere hallar valores precisos dentro de ecuaciones matriciales.

– Los actuadores eléctricos que consisten en motores pueden regular la

velocidad y permiten interpretarla como una variable de control.

A los fines de utilizar el esquema de planificación presentado en esta

tesis sobre un vehículo terrestre de cuatro ruedas, se presenta un modelo

cinemático para robots tipo auto, difundido y aceptado en la literatura [43,

21, 23, 16, 37] y que consiste en



ẋd

ẏd

θ̇d

φ̇d


=



cos θd vd1

sin θd vd1

vd1/lm tanφd

vd2


, (4.1)
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donde xd e yd representan la posición en el plano del punto medio de las rue-

das traseras del vehículo, θd es la orientación del chasis del vehículo, como

se aprecia en la Fig. 4.1; vd1 es la intensidad de la velocidad longitudinal,

vd2 es la intensidad de la velocidad angular instantánea del chasis y φd es el

ángulo de la dirección del vehículo y lm es la distancia entre ejes. Estas dos

últimas variables y la anchura am pueden observarse en la Fig. 4.2 para un

vehículo todo terreno de marca «Yamaha», modelo «Grizzly 125».

Debido a la motivación en integrar el método de planificación con una

estrategia de control [36], interesa analizar las limitaciones del vehículo.

Algo que se observa en las Ecs. 4.1 es que el ángulo de giro de la dirección

φd no se encuentra limitado en el modelo. Por esto, interesa deducir qué

rangos de valores puede tomar el mismo.

A partir de las especificaciones técnicas del vehículo [54], se observa que

la distancia entre ejes toma un valor de lm = 1, 080 m, la anchura total es

de am = 0, 990 m y el radio mínimo de giro es rm = 2, 9 m.

Por radio mínimo de giro se entiende que es el radio del círculo descripto

por la rueda que se encuentra más alejada del centro de giro [53]. En el caso

de la Fig. 4.3, el vehículo se encuentra girando hacia la derecha y entonces

el radio mínimo de giro está definido por la rueda de la izquierda.

A fin de poder calcular el ángulo máximo, se utiliza el concepto de ra-

dio mínimo de giro y las Ecs. 4.1. Para este caso, se asume que el ángulo

de la dirección se mantiene en su máximo valor, o sea φd = φd; la veloci-

dad angular es nula por lo que vd2 = 0; y las ecuaciones de movimiento se

reducen a
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Figura 4.1: Coordenadas xd e yd, el ángulo del chasis θd, las velocidades
lineal vd1 y angular vd2 del chasis para un vehículo de cuatro
ruedas. Vista superior de la parte delantera del móvil.
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Figura 4.2: Ángulo de la dirección φd, distancia entre ejes lm y am es la
anchura para un vehículo de cuatro ruedas.
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Figura 4.3: Las ruedas de la izquierda del vehículo se encuentran des-
cribiendo el radio mínimo de giro rm y el centro del mismo
describe un círculo de radio inferior, R = rm − am/2.



ẋd

ẏd

θ̇d

φ̇d


=



cos θd vd1

sin θd vd1

vd1/lm tanφd

0


, (4.2)

y el vehículo se encuentra describiendo una trayectoria circular de radio R,

como muestra la Fig. 4.3, y de valor R = rm− am/2. Se propone la siguiente

solución para las dos primeras ecuaciones

 xd

yd

 =

 R sin θd

R cos θd

 , (4.3)

y luego diferenciando las Ecs. 4.3 y reemplazando el valor de θ̇d de las

Ecs. 4.2, se obtienen
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 xd

yd

 =


(
R tanφd
lm

)
vd1 cos θd(

R tanφd
lm

)
vd1 sin θd

 , (4.4)

y para que se respeten las Ecs. 4.1, el témino entre paréntesis debe ser

igual a la unidad o

R =
lm

tanφd
, (4.5)

y entonces

φd = arctan

(
lm
R

)
= arctan

(
1, 080

2, 9− 0, 990/2

)
= 24◦11′, (4.6)

por lo que el ángulo máximo de la dirección del vehículo no puede superar

esta cantidad.

4.3 Estrategia de control

Debido a que mediante la planificación propuesta se obtiene una «ti-

ra de triángulos», los cuales representan la trayectoria óptima —ver la

Fig. 3.14—, interesa procesarla para que el vehículo siga esta trayectoria

lo mejor posible. Se observa que la trayectoria de referencia estará dada

por una secuencia de posiciones zdi y velocidades ˙zdi. A los fines obtener

las acciones de control necesarias para que el vehículo se desplace sobre la

trayectoria hallada, se analiza a modo de ejemplo una estrategia de con-

trol aceptada en la literatura [43, 21]. Sin embargo, existen estrategias de

seguimiento de trayectorias [43] que permiten seguir el camino con una

velocidad lineal fija y elegida.
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Según la estrategia a emplear en esta tesis, se define como punto a se-

guir por el controlador el siguiente

µ =

 xd

yd

 , (4.7)

y luego se calculan las velicidades como

µ̇ =

 cos θd 0

sin θd 0


 vd1

vd2

 , (4.8)

dado que no interesa seguir la posición propuesta como trayectoria de refe-

rencia con el punto medio del eje trasero del vehículo; sino con uno que se

encuentre fuera de éste —para evitar singularidades matemáticas—. Para

esto se define un nuevo punto de salida como el siguiente

µ =

 xd + lm cos θd + δ cos(θd + φd)

yd + lm sin θd + δ sin(θd + φd)

 , (4.9)

donde δ 6= 0. Diferenciando esta nueva salida se obtiene

µ̇ =

 cos θd − tanφd(sin θd + δ sin(θd + φd)/lm) −δ sin(θd + φd)

sin θd + tanφd(cos θd + δ cos(θd + φd)/lm) δ cos(θd + φd)


 vd1

vd2

 ,

(4.10)

µ̇ = A(θd, φd)

 vd1

vd2

 , (4.11)
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 vd1

vd2

 = A−1(θd, φd)µ̇. (4.12)

Luego, siguiendo la estrategia propuesta en [43, 21], se puede hacer

µ̇ = r (entrada auxiliar) y el problema de seguimiento de trayectorias está

dado por

ri = ˙zdi + kpi(zdi − µi), kpi > 0, i = 1, 2, (4.13)

donde zdi y ˙zdi representan la posición y la velocidad deseada, µi son los

estados presentados en la Ec. 4.9 y kpi son ganancias. El error está dado

por (zdi − µi) y debe decirse que las dos variables de salida µi convergen de

forma exponencial pero que el comportamiento de las variables θd y φd no

puede ser determinado.

Se reitera que la trayectoria de referencia está dada por una secuencia

de posiciones zdi y velocidades ˙zdi. Debido a esto, se requiere procesar en

forma previa la «tira de triángulos», hallada mediante la estrategia de pla-

nificación, de forma tal que se pueda obtener una secuencia de posiciones

y una secuencia de velocidades a partir de una serie de subdivisiones de

forma triangular.

4.4 Unificación de planificación y control

La estrategia de planificación permite hallar una «tira de triángulos»

que representa la trayectoria óptima. Además, a partir de una secuencia

de posiciones y velocidades, es posible que un vehículo de cuatro ruedas

siga esta trayectoria; por lo que resta unificar estas dos cosas.
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En el campo de la computación gráfica, se utilizan las curvas sobre su-

perficies generadas por mallas con el fin de visualizar características y exis-

ten algoritmos que generan y refinan estas curvas [5]. A los fines de generar

una trayectoria viable desde el punto de vista cinemático, no interesa refi-

nar sucesivamente la curva, como ocurre en [2], sino simplemente generar

una en un solo paso y que sea lo mejor posible a los fines del control. Para

esto, se toma el punto medio de los lados de la tira de triángulos, de forma

tal que el vehículo se desplace lo más alejado posible de los obstáculos y

dentro de esta tira que representa la trayectoria óptima. En la Fig. 4.4 se

observa una secuencia de asteriscos que representan el punto central de

los lados de las subdivisiones. Estos puntos son unidos mediante una línea

de trazos. Sin embargo, existe una salvedad con respecto a la última sub-

división de cada uno de los trechos y es tratada en el Apéndice C donde se

explica por qué de la última subdivisión no se toma la mitad del lado de la

subdivisión sino su baricentro.

Observando la misma figura se aprecia que la trayectoria en línea de

trazos tiene giros relativamente abruptos para un vehículo tipo auto con

restricciones en el giro del volante como el visto. Por esto, interesa procesar

los puntos de forma tal que resulte una trayectoria de referencia más suave

para el vehículo. Con este fin, se procesan los puntos mediante un filtro del

tipo «media móvil» de orden tres [50]. Una vez que los puntos fueron proce-

sados, son unidos mediante una línea continua que puede apreciarse en la

Figura 4.4. La trayectoria a utilizarse como referencia para el controlador

resulta mucho más suave. La desventaja observada ahora es que el vehí-

culo va a desplazarse en forma más cercana a subdivisiones externas a las

que conforman la trayectoria óptima. Por esto, podría llegar a desplazarse
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Figura 4.4: Los asteriscos indican los puntos medios de los lados adya-
centes de las subdivisiones que conforman el camino óptimo
entre γ y χ. Una linea discontinua une los asteriscos, generan-
do una única trayectoria. Las coordenadas de los puntos tipo
asterisco son filtradas con un filtro de tipo «media móvil» de
orden tres y son unidas mediante una línea continua.
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más cerca de obstáculos o situaciones desfavorables.

Una vez que las referencias de posición han sido generadas y suavi-

zadas, resta generar una referencia de velocidad. Para esto se proponen

diferentes opciones:

– La primera consistiría en hacer que el vehículo se desplace entre los

puntos de referencia de posición, tomando un tiempo constante entre

cada par de puntos adyacentes. Esto presenta la desventaja que la

velocidad del vehículo va a resultar variable y va a ser más desafiante

desde el punto de vista del control.

– La segunda, consistiría en tratar de predecir la longitud de arco en-

tre dos puntos adyacentes de la referencia de posición mediante una

heurística, como por ejemplo, a partir de la distancia geométrica entre

dos puntos adyacentes en la referencia de posición.

La Fig. 4.5 muestra la distancia geométrica entre los asteriscos de la

Fig. 4.4 procesados por un filtro de media móvil de orden tres. Estos va-

lores de distancia dj son los que se van a utilizar, junto con los valores de

referencia de posición, para definir las referencias de velocidad. Así, si se

desea que el vehículo tenga una velocidad longitudinal aproximadamente

de vo, se eligen el vector de tiempos to = {t0, t1, ..., tn} de forma tal que la

velocidad lineal resulte lo más uniforme posible. Luego, las componentes

del vector de tiempos se eligen en forma directamente proporcional a las

distancias de los trechos de la trayectoria e inversamente proporcional a la

velocidad deseada, y entonces tj = dj/v
o.

Con los valores de dj y una velocidad longitudinal deseada de 0,5 m/s,

se calculan los tj; y con estos últimos y los valores de zd1 y zd2 se calculan

las componentes ˙zd1 y ˙zd2, que se aprecian en las Figs. 4.6 y 4.7. Los últimos
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Figura 4.5: El eje horizontal indica los trechos desde el comienzo hasta
el final del camino. El eje vertical muestra la distancia en me-
tros.

cuatro valores negativos en la Figs. 4.6 se deben a que el vehículo se despla-

za hacia la izquierda en el plano cartesiano hacia el final de la trayectoria.

Además, combinando la información de posición: zd1 y zd2, con la de veloci-

dad: ˙zd1 y ˙zd2, se obtiene la Fig. 4.8. Allí, en cada una de las posiciones se

coloca un vector cuya longitud es proporcional a la velocidad y se aprecia

que la misma es uniforme.
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Figura 4.6: Componente de velocidad lineal ˙zd1 a utilizarse como referen-
cia en el controlador. Los últimos cuatro valores de esta ve-
locidad son negativos ya que el vehículo se desplaza hacia la
izquierda en la componente horizontal hacia el final de la tra-
yectoria.
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Figura 4.7: Componente de velocidad lineal ˙zd2 a utilizarse como referen-
cia en el controlador.
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Figura 4.8: Para cada una de las posiciones que resultan de filtrar los
puntos medios de los lados adyacentes de la trayectoria, se
agrega un vector cuya longitud es proporcional a la velocidad
lineal requerida. Se observa que la misma es uniforme adrede.
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4.5 Expansión del mapa

Si bien el método de triangulación utilizado para generar las regiones

locales permite incluir mojones que aparezcan posteriormente a haber ge-

nerado la triangulación, puede llegar a darse el caso en el cual el vehículo

explore y halle un mojón nuevo pn0 que tiene un valor de coordenada y mayor

al del punto p0. En principio, esto representaría una limitación del método

por lo que se plantea el siguiente razonamiento: el grafo acíclico dirigido se

expande hacia abajo a medida que aparecen nuevos mojones y cabría pen-

sar que el mismo grafo podría llegar a expandirse en la dirección opuesta

desde la raíz. Para que se diese este escenario, el nodo que sería el padre

del nodo raíz, debería representar un triángulo T−1 formado por los puntos

auxiliares p−1 y p−2 y un punto cuya coordenada en y sea superior a la del

punto p0. Si este último se elige como el triángulo p−2 p−1 p
n
0 , el nodo raíz

anterior pasaría a ser uno de sus nodos hijos. Resta ver cuales serían sus

otros dos descendientes. La Fig. 4.9 muestra el nuevo triángulo p−2 p−1 pn0 y

tres triángulos interiores: el triángulo que era el nodo raíz y los triángulos

T04 y T03. Cada uno de estos dos últimos surgen de unir un punto auxiliar

con el nuevo mojón y el punto p0.

En la Fig. 4.10 se observa como queda conformado el nuevo grafo des-

pués de haber agregado el mojón pn0 . Se observa que el nuevo nodo raíz

representa el triángulo T−1 y los triángulos T04, T0 y T03 son sus descendien-

tes. Además, la Fig. 4.11 muestra los enlaces que deben agregarse antes de

analizar si los lados de los triángulos agregados son válidos, de acuerdo a

la definición vista.

Resta analizar si los lados de los nuevos triángulos T04 y T03 son válidos,
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Figura 4.9: En línea de trazos se muestra el triángulo que representa el
nodo raíz de la triangulación anterior T0; además, el nuevo
mojón pn0 genera los triángulo T04 y T03 y finalmente, los trián-
gulos T02 y T01 se encuentran en los bordes de la triangulación
anterior.
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Figura 4.10: Nodos resultantes inmediatamente después de agregar el
nuevo mojón y antes de calcular si los lados de los nuevos
triángulos son válidos. Los enlaces son los que corresponden
al grafo acíclico dirigido.
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Figura 4.11: Los enlaces que se agregan inmediatamente después de in-
cluir el nuevo mojón y antes de verificar si la triangulación
resultante es válida.
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de forma tal que la triangulación resultante siga siendo una triangulación

de Delaunay. En el caso del lado adyacente entre T04 y T03, sería absurdo

que el mismo no fuese válido ya que no existe otra posibilidad de formar

un lado. Con respecto al lado adyacente entre T04 y T02, el mismo debe ser

validado y debe procederse en forma recurrente con los dos lados restantes

de T02. Algo análogo ocurre con los triángulos T01 y T03.

4.6 Conclusiones del capítulo

En este capítulo, se presentó la forma en que una trayectoria puede ser

reconstruida a partir de los resultados arrojados por el módulo de plani-

ficación global. A continuación, se presentó un modelo cinemático de un

vehículo tipo auto y se observaron sus limitaciones. Luego, se analizó una

estrategia de control existente y se propuso un método que permite integrar

en forma eficiente el módulo de control con el de planificación. Finalmente,

se presentó una técnica que permite que el mapa se expanda y se gene-

re una triangulación de Delaunay en forma parcial (es decir, se construye

con subconjuntos de todos los puntos a triangular y se llega a la misma

triangulación que procesando la totalidad de los puntos).

El próximo capítulo presentará resultados de planificación y control uti-

lizando un conjunto de datos experimentales obtenidos en un ambiente no

estructurado.
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Capítulo 5

Simulaciones y datos

experimentales

El objetivo de este capítulo es presentar una serie de resultados experi-

mentales basados en la implementación del esquema de planificación y su

aplicación al control de vehículos terrestres.

En primer lugar, se expondrán resultados de planificar con un conjunto

de datos obtenidos en un ambiente exterior no estructurado.

A continuación, se mostrarán las acciones de control necesarias para

que un vehículo siga la trayectoria planificada.

5.1 Planificación en un ambiente no estruc-

turado

En esta sección, interesa analizar los resultados arrojados por el algo-

ritmo de planificación al aplicarlo a un caso concreto con datos experimen-

tales para luego generar las acciones de control requeridas para desplazar
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un vehículo todo terreno.

El conjunto de datos corresponde a la ejecución de una implementación

del algoritmo de SLAM. El lugar de trabajo se encuentra en «Victoria Park»,

en la ciudad de «Sydney» que se observa en la Fig. 5.1. El algoritmo entrega

un vector que representa la ubicación de mojones pero no provee la altura

del terreno, por lo que se procedió de la siguiente manera: un conjunto

de puntos de coordenadas —latitud y longitud— del parque fue extraído

y mediante un software de mapeo de GPS [28] (ver la Fig. 5.2), la altura

de cada uno de los puntos fue obtenida y representada en la Fig. 5.3. De

esta forma, se cuenta con un conjunto de mojones y un conjunto de puntos

que representan la altitud del parque. Estos dos conjuntos de datos son los

que se utilizan para corroborar y observar el funcionamiento del algoritmo

propuesto.

Algunos de los puntos que representan los mojones fueron elegidos para

triangular el terreno en regiones locales, mientras que los demás fueron

elegidos como obstáculos. Además, los puntos que representan la altura del

terreno son los que se utilizaron para dividir las regiones en subdivisiones.

En la Fig. 5.4(a) se observan las regiones locales con forma de triángulo y

sólo se incluyen las subdivisiones en los bordes de las regiones a los fines

de claridad. El punto de partida tiene coordenadas (γ) = (26; −26) y el de

llegada es (χ) = (30; −200).

La trayectoria calculada mediante el algoritmo de planificación resulta

ser la tira de triángulos que une el origen con el destino. Esta trayectoria

debe ser procesada con el fin de hallar las acciones de control necesarias pa-

ra poder recorrerla con un vehículo. En primer lugar, se genera una secuen-

cia de puntos dada por el punto medio de los lados de la tira de triángulos y
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Figura 5.1: Lugar de ejecución del algoritmo de SLAM: «Victoria Park»,
«Sydney». Fuente: Servicio de imágenes del planeta Google
EarthTM.
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Figura 5.2: Algunos puntos fueron elegidos sobre la superficie del parque
a los fines de obtener la altitud del terreno y contar con una
capa de información densa del mismo. Los puntos de referen-
cia se unen con una línea continua desde abajo hacia arriba.
El software de mapeo de GPS cuenta con la información topo-
lógica de la zona. La escala se encuentra en la esquina inferior
derecha en unidades inglesas (400 pies = 121,92 m). Fuente: To-
poFusion Pro.
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Figura 5.3: Datos de altitud extraídos de información de GPS para la zo-
na de interés. Uno de los ejes representa la latitud en grado,
el otro la longitud en la misma unidad y el tercero la altitud
en metros. A los fines de orientación, se nota que el óvalo que
aparece en la parte superior de la foto del parque se encuen-
tra en esta figura sobre el borde de la derecha como un arco.
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Figura 5.4: Resultados de planificación óptima global. Las regiones trian-
gulares muestran las subdivisiones en los bordes. Los obs-
táculos se indican mediante pequeños rombos. El punto de
partida tiene coordenadas (γ) = (26; −26) y el de llegada es
(χ) = (30; −200). La trayectoria óptima global entre el origen
y el destino está representada por una «tira de triángulos». A
partir de la trayectoria se genera una secuencia de puntos da-
da por el punto medio de los lados de la tira de triángulos y se
suaviza por un filtro de media móvil de orden tres. Finalmen-
te, se genera la trayectoria y las acciones de control mediante
simulación numérica y se muestra mediante línea gruesa. El
recuadro indica una zona que va a ser amplificada en la pró-
xima figura. Los ejes están en metros.

se observa en la Fig. 5.5(a) como una línea punteada con signos más. Lue-

go, la secuencia de puntos anterior se suaviza mediante un filtro de media

móvil de orden tres y se observa en la misma figura como una línea con-

tinua y estrellas. Finalmente, la figura muestra con una línea continua la

trayectoria generada por el controlador.

Las Figs. 5.4(a) y 5.5(a) resultan ser trayectorias donde la velocidad li-

neal del vehículo es variable. Pueden generarse trayectorias donde la velo-

cidad lineal del vehículo es uniforme (esto se hacía determinando el vector

de tiempos a partir de la distancia geométrica entre dos puntos sucesivos
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Figura 5.5: Amplificación de una parte de la figura anterior. La línea de
puntos y los signos ’+’ indican la trayectoria que surge de to-
mar el punto medio de los lados de la secuencia de triángulos
que representa la trayectoria óptima. La línea continua a tra-
mos y las estrellas indican la trayectoria que surge de aplicar
un filtro de media móvil de orden tres a los puntos anteriores.
Finalmente, la trayectoria controlada y simulada se represen-
ta con una línea continua. Los ejes representan las distancias
en metros.
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de la referencia de posición). La trayectoria resultante y una amplificación

de la misma se aprecian en las Figs. 5.4(b) y 5.5(b). Se puede argüir de

estas cuatro figuras que el hecho de modificar el vector de tiempos para

obtener este tipo de velocidad no afecta significativamente la forma de la

trayectoria.

5.2 Trayectorias controladas

Como fue presentado en el Capítulo 4, a partir de una referencia de

posición dada por una secuencia de puntos; se puede generar mediante una

heurística y una velocidad lineal deseada, una referencia de velocidad para

un controlador de seguimiento de trayectorias. A partir de los puntos de

referencia entregados por el módulo de planificación global, y una velocidad

lineal deseada vo = 3 m/s, y de simulaciones numéricas se obtienen que la

orientación del chasis del vehículo resulta como se aprecia en la Fig. 5.6;

mientras que el ángulo del volante resulta como se observa en la Fig. 5.7.

Además, las acciones de control vd1 y vd2 se observan en las Figs. 5.8 y 5.9.

Con respecto al ángulo de la dirección del vehículo φ, se aprecia que

los valores del ángulo son inferiores a los límites del vehículo (φd = 24◦11
′)

y por lo tanto esta acción de control es viable. Además, se observa en la

Fig. 5.8 que la velocidad lineal del vehículo resultó muy cercana al valor

deseado de 3 m/s; pero no es exacta ya que el vector de tiempos entre dos

referencias de posición fue inferido a partir de la distancia entre estas dos

referencias. La única forma de que resultase la velocidad lineal exactamen-

te igual a la deseada sería conociendo la longitud de arco de la trayectoria

entre los puntos de referencia de posición, pero esto no es posible ya que la
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Figura 5.6: Resultado de implementar el controlador. Ángulo del chasis
del vehículo para velocidad uniforme.
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Figura 5.7: Resultado de implementar el controlador. Ángulo de la direc-
ción del vehículo para velocidad uniforme.
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Figura 5.8: Resultado de implementar el controlador. Velocidad lineal del
vehículo para referencia de velocidad uniforme.
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Figura 5.9: Resultado de implementar el controlador. Velocidad angular
del vehículo para referencia de velocidad uniforme.
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trayectoria no es conocida de antemano. Resta analizar como generar las

acciones de control en forma práctica y no mediante las simulaciones nu-

méricas que se utilizaron para analizar los resultados de la planificación y

su unificación con la estrategia de control.

5.3 Implementación del controlador

Observando la Ec. 4.9 se observa que las variables xd, yd y φd estarían

dadas por la posición del vehículo y el ángulo de su dirección. La informa-

ción de ubicación de la plataforma es provista por el algoritmo de SLAM.

Una vez que se tienen los valores anteriores se calculan las acciones de

control vd1 y vd2, por lo que resta calcular el valor futuro de φd. Para esto se

observa la última de las Ecs. 4.1 y teniendo en cuenta la regla de Euler [49],

se desprende que

φd[k + 1] = T vd2[k] + φd[k], (5.1)

donde T es el intervalo de muestreo; por lo que se deduce que el control

se reduce desde el punto de vista práctico a obtener desde el algoritmo de

SLAM la ubicación, calcular las velocidades vd1 y vd2 y finalmente calcular

el ángulo de la dirección. En la Fig. 5.10 se muestra el valor del ángulo φd

pero esta vez no calculado mediante una simulación numérica sino a partir

de la Ec. 5.1 para un T = 1 ms. Comparando las Figs. 5.7 y 5.10 no se

observan diferencias por lo que se supone que este intervalo de muestreo

es suficiente.
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Figura 5.10: Resultado de implementar el controlador. Ángulo de la direc-
ción del vehículo a partir de integración numérica mediante
la regla de Euler.
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5.4 Criterio de planificación

Además del ejemplo con datos experimentales presentado anteriormen-

te, interesa agregar otro más en el que se aprecie el efecto de variar el

criterio de optimización a nivel local, o sea, dentro de las regiones. Para

esto, se recuerda que la Ec. 3.3 permite incluir los efectos en los cambios de

la altura del terreno. En este caso, se va a utilizar esta misma ecuación y el

término k2 va a tomar los valores k2 = {0; 0,1; 1}. En la Fig. 5.11 el punto de

partida tiene coordenadas (γ) = (45; −135) y el destino es (χ) = (−45; −65)

y la intensidad del color del fondo indica la altura ya que las zonas más

claras representan zonas más altas. En la Fig. 5.11(a) se observa que co-

mo la constante k2 es nula, el criterio de optimización consiste en hallar

el camino más corto posible entre el origen y el destino mientras que en

las Figs. 5.11(b) y 5.11(c), se incrementa el parámetro y se observa como el

algoritmo de planificación está más dispuesto a sacrificar distancia con el

fin de desplazarse de una forma más conveniente desde el punto de vista

de cambio en la altura del terreno. Se aprecia además que las Figs. 5.11(b)

y 5.11(c) son muy similares y solo se observan cambios en torno a x = −20.

El algoritmo propuesto permite incorporar diversas capas de informa-

ción a la planificación y de esta forma se aprecia como el camino óptimo

variaría a medida que se incorporan datos al mapa.

5.5 Conclusiones del capítulo

Este capítulo presentó resultados de simulaciones y datos experimenta-

les obtenidos en un ambiente no estructurado. Se mostraron las mediciones

y se planificó utilizando el algoritmo propuesto. Luego, a partir de las tra-
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Figura 5.11: Tres trayectorias óptimas para diferentes valores de k2. Los
fondos de las figuras representan la altura del terreno y las
zonas más claras se corresponden con alturas mayores. El
origen y el destino se representan mediante γ y χ, respecti-
vamente.
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yectorias generadas por el algoritmo, se implementó la estrategia de control

y se analizaron los resultados arrojados por la misma.

Se observa que, en general, el ángulo de giro del volante requerido por

el controlador se encuentra dentro de los límites admisibles.

Luego, se varió la estrategia de planificación. Se observa que modifican-

do la misma, se llega a diferentes soluciones. Cada una pondera de distinta

forma la información existente en el mapa.

El próximo capítulo presentará conclusiones generales sobre los resul-

tados obtenidos en esta tesis.
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Capítulo 6

Conclusiones generales

La motivación de esta tesis fue integrar las técnicas que permiten la

localización y el mapeo en forma simultánea con los algoritmos de planifi-

cación. Esto permite que un vehículo se desplace sobre un ambiente des-

conocido y construya un mapa y al mismo tiempo cumpla un objetivo. Se

concluye que aplicando técnicas de computación geométrica se pueden ge-

nerar regiones y subdivisiones internas a partir de un vector de mojones.

Las regiones resultantes son la mejor subdivisión posible del mapa desde

el punto de vista de los ángulos internos de las regiones por lo que se lo-

gra una muy buena división del mapa, como se observó utilizando datos

experimentales.

Además, las subdivisiones interiores que surgen a partir de los puntos

sensados y agregados artificialmente permiten subdividir las regiones pa-

ra agregar las múltiples capas de información a medida que los datos son

sensados. Las funciones de costo definidas permiten combinar las múlti-

ples capas de información de los mapas de acuerdo a un criterio elegido de

antemano. Si bien la implementación de la triangulación parecía tener una
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limitación con respecto a que no podrían agregarse mojones más allá del

mojón cuya coordenada en y toma el máximo valor, debido a las ideas pre-

sentadas, los mojones pueden ser triangulados en etapas y pueden tomar

cualquier valor de coordenadas.

Al mismo tiempo, interesa que el algoritmo planifique; permitiéndose al-

canzar objetivos, adaptarse a los cambios del ambiente y la incertidumbre

—que es manejada por el algoritmo de SLAM y no es utilizada de forme ex-

plícita en la planificación—. En este sentido, el algoritmo propuesto permi-

te ir construyendo los mapas en forma creciente con respecto a los mojones.

La forma en que se construyen las regiones y sus subdivisiones internas

permite ir construyendo en forma simultánea grafos de regiones y grafos

dentro de las mismas sin agregar complejidad a la que ya se requiere para

triangular, debido a que las operaciones que permiten su construcción se

ejecutan en tiempo constante u O(1). Además, al utilizar mapas obtenidos

por el algoritmo de SLAM, el esquema presentado puede manejar la incer-

tidumbre y no solamente los cambios puntuales sobre un mapa conocido y

sin incertidumbre como lo hace el algoritmo D*. También, la estrategia de

planificación en dos etapas, permite hallar los caminos óptimos en el inte-

rior de las regiones y luego hallar el camino óptimo entre la posición actual

del vehículo y uno o múltiples destinos. Esta división en dos etapas permite

modificar la información del ambiente en una de las regiones y sólo hace

falta ejecutar la planificación local en la región actualizada. Otra ventaja

que presenta es que se puede ejecutar la segunda etapa si hay cambios en

los objetivos a alcanzar y la planificación necesaria es mínima.

Al planificar en forma local los caminos son almacenados y una vez eje-

cutada la planificación global, mediante índices puede reconstruirse en for-
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ma inmediata el camino óptimo global, gracias a la idea de los dos índices

que registra por qué subdivisión se ingresó a una región y por qué subdivi-

sión se salió de la región previa.

Asimismo, las trayectorias halladas pueden integrarse con técnicas de

control existentes. Con el fin de aplicar el algoritmo de planificación pro-

puesto a un vehículo todo terreno, se analizó y calculó el ángulo máximo

de la dirección de las ruedas delanteras. Se observa a partir de simulacio-

nes que en este caso en particular el ángulo requerido por el controlador es

inferior al máximo admisible por lo que esto no representa una limitación.

Esto puede deberse a que este tipo de vehículos permiten ser maniobra-

dos fácilmente. Además, se unificó el resultado arrojado por el módulo de

planificación con una técnica de control existente. De esta forma, se calcu-

lan las acciones de control necesarias para el vehículo todo terreno. Esta

unificación surge a partir de una heurística que permite que la velocidad

lineal resulte prácticamente uniforme y se basa en determinar el vector de

tiempos a partir de las referencias de posición generadas por el módulo, ob-

teniendo referencias de velocidad. Las mismas conducen a que la velocidad

lineal del vehículo resulte uniforme. Estas acciones de control se calculan

en forma sencilla y pueden ser implementadas fácilmente mediante sumas

y multiplicaciones con un intervalo de muestreo razonable. Por todo esto se

discurre que la interfaz definida entre los módulos de planificación y con-

trol resulta eficiente, práctica y posible de ser implementada con requisitos

mínimos de cálculo computacional.

Puede afirmarse que el algoritmo propuesto sigue los principios de la

robótica moderna, según los cuales, se deben emplear módulos que puedan

utilizarse nuevamente con diferentes tipos de mapas y diferentes tipos de
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robots. En este caso, lo único que se supuso sobre los mapas es que los

mismos cuentan con mojones y no se hizo ninguna consideración sobre el

vehículo.

Todos los costos computacionales fueron calculados o estimados. Las

curvas de complejidad computacional obtenidas en forma experimental se

condicen con las predicciones teóricas y de esto se colige que los tiempos de

ejecución de las rutinas son razonables y factibles de ser ejecutadas en una

aplicación práctica utilizando en forma dinámica la memoria, empleando

objetos, módulos y los principios de la arquitectura del software.

Los vehículos pueden ser de diversa naturaleza: terrestres, espaciales o

acuáticos. Estas técnicas pueden aplicarse en supervisión, rescate, agricul-

tura, minería o cualquier otra que requiriese de vehículos autónomos y que

admita una representación del ambiente en un mapa con mojones.
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Triángulos auxiliares

Una vez que un conjunto de puntos fue triangulado mediante la trian-

gulación de Delaunay, interesa determinar cuáles de los triángulos son re-

levantes a los fines de la triangulación y cuáles son auxiliares ya que como

se aprecia en la Fig. A.1, resultan de ambos tipos luego de triangular. Para

esto se debe tener en cuenta la Fig. 3.1 donde los puntos p0, p−1 y p−2 son

puntos auxiliares y se procede de la siguiente manera, dado un triángulo

de vértices i, j y k y un vértice l de un triángulo adyacente, pueden darse

cuatro casos: el punto cae en el interior del triángulo, en el lado ij, en el

lado ik o en el lado jk.

Cuando aparece un punto nuevo que divide un triángulo existente, in-

teresa determinar si los triángulos resultantes son de tipo auxiliares (o sea

que uno de sus vértices es un punto auxiliar). Pueden llegar a darse cua-

tro casos que se aprecian en la Fig. A.2. El primer caso se observa en la

Fig. A.2(a) y se implementa de la siguiente manera

Punto interior
1 Si el triángulo es tipo auxiliar e ((i == i0) ó (i == j0))
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p-2

p-1

p0

c1

c2

c3

Figura A.1: Tres puntos c1, c2 y c3 son procesados mediante la triangula-
ción de Delaunay. Para esto se agregan tres puntos auxiliares
p0, p−1 y p−2. Los triángulos azules son auxiliares y el naranja
es el resultante.

i

j

k

T1
T2

T3c

(a) Punto interior.

i

j

k

T1
T2

T3
c

T4

l

(b) Sobre lado ij.

i

j

k

T1

T2
T3
c

l

T4

(c) Sobre lado ik.

i

j

k

T1
T2

T3
c

l

T4

(d) Sobre lado jk.

Figura A.2: Para determinar si un triángulo es auxiliar, pueden darse
cuatro casos al momento de dividir un triángulo existente ijk
con un punto c. El punto l es el vértice de un triángulo adya-
cente.
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2 entonces T1 y T2 son auxiliares

3 Si el triángulo es tipo auxiliar y ((j == i0) ó (j == j0))

4 entonces T2 y T3 son auxiliares

5 Si el triángulo es tipo auxiliar y ((k == i0) ó (k == j0))

6 entonces T1 y T3 son auxiliares

Además, si el punto cae sobre el lado ij, como se observa en la Fig. A.2(b),

se analiza como a continuación

Sobre lado ij
1 Si i es punto auxiliar

2 entonce T2 y T3 son auxiliares

3 Si j es punto auxiliar

4 entonces T1 y T4 son auxiliares

5 Si k es punto auxiliar

6 entonces T1 y T2 son auxiliares

7 Si l es punto auxiliar

8 entonces T3 y T4 son auxiliares

Luego, si el punto se encuentra en el lado ik (ver la Fig.A.2(c)) se analiza

de la siguiente manera

Sobre lado ik
1 Si i es punto auxiliar

2 entonces T1 y T4 son auxiliares

3 Si j es punto auxiliar

4 entonces T1 y T2 son auxiliares

5 Si k es punto auxiliar
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6 entonces T2 y T3 son auxiliares

7 Si l es punto auxiliar

8 entonces T3 y T4 son auxiliares

Finalmente, si el punto se ubica en el lado jk (ver la Fig.A.2(d)) resulta

Sobre lado jk
1 Si i es punto auxiliar

2 entonces T1 y T2 son auxiliares

3 Si j es punto auxiliar

4 entonces T1 y T4 son auxiliares

5 Si k es punto auxiliar

6 entonces T2 y T3 son auxiliares

7 Si l es punto auxiliar

8 entonces T3 y T4 son auxiliares

De los cuatro análisis se desprende que se puede implementar en forma

computacional como dos casos posibles: si el punto se encuentra en el inte-

rior o si el mismo se encuentra sobre uno de los lados.
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Implementación de regiones y

subdivisiones

En la actualidad, se requiere que los componentes de software para apli-

caciones de robótica sean diseñados e implementados de forma tal que pue-

dan reutilizarse y mantenerse. La tecnología orientada a objetos es la forma

más conveniente de cumplir con estos requisitos [9].

Las regiones y las subdivisiones de estas regiones requieren una repre-

sentación abstracta. Para esto se emplean objetos dentro de lo que se conoce

como programación orientada a objetos. Los objetos permiten definir estas

abstracciones y las operaciones que se quieran realizar sobre ellos. Los ob-

jetos pueden pensarse como cápsulas dentro de las cuales se encuentran los

estados que son accedidos y manipulados mediante funciones [47]. El estilo

de programación que emplea este nivel de abstracción es la programación

orientada a objetos que se encuentra soportada dentro del lenguaje C++

mediante clases [42, 40].

En definitiva, la clase que representan las regiones locales cuentan con
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los siguientes elementos:

– Grilla: para esto se utilizan dos vectores P_{x} y P_{y},

– Grafo local: utilizando un puntero al nodo raíz G del gráfo acíclico

dirigido,

– Matriz de costos: mediante un puntero ptrCostos a un arreglo de

dos dimensiones,

– Vector tridimensional de caminos: punteros caminos a las subdivi-

siones que forman un camino,

– Vector de subdivisiones en el borde de la región: vectorB,

– Vector de dos dimensiones vectorRegionAdy que indica cuáles son

las regiones adyacentes,

– Índice de subdivisión en región adyacente indiceAdy: indica cuál es

la subdivisión adyacente dentro de la región adyacente.

Una implementación posible en C++ de los elementos enumerados arri-

ba puede verse en la Tabla B.1. El este caso, la grilla queda representada

por dos vectores cuyos tipos numéricos son tipo double, que tienen una

precisión de 64 bits y ofrece al menos 10 dígitos significativos. Esta elección

se basa en que en general, un tipo numérico de menor precisión —como se-

ría el tipo float de 32 bits— no cuenta con la precisión suficiente que se

requiere para realizar la mayoría de los cálculos [26]. Las limitaciones en

la precisión se hacen evidentes al momento de determinar mediante cálcu-

los en las Ecs. 2.10 y 2.11 si un punto se encuentra sobre el borde de una

región. En este caso, una baja precisión podría llegar a indicar que un pun-

to se encuentra fuera de la región o en el interior de la misma cuando en

realidad se halla sobre los lados de ella.

En la Tabla B.1 se observa que la grilla resulta implementada mediante
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Tabla B.1: Implementación computacional en C++ de los nodos que repre-
sentan las regiones.

Grilla x vector<double> *Px;

Grilla y vector<double> *Py;

Raíz del grafo DAG G;
acíclico dirigido

Matriz de costos double **ptrCostos;

Vector tridimensional de vector<vector<vector<
caminos Triangulo*>>> *caminos;

Vector subdivisiones borde vector<Triangulo*> *vectorB;

Vector de dos dimensiones vector<vector<
regiones adyacentes region*>> *vectorRegionAdy;

Índice de subdivisión vector<vector<unsigned>>
en región adyacente *indiceAdy;

dos vectores de punteros a números de tipo double, el grafo acíclico dirigi-

do local se representa mediante una clase propia llamada DAG que consiste

en un puntero a un nodo y este nodo es la raíz del grafo, la matriz de costos

se implementa mediante un arreglo de dos dimensiones que se encuentra

apuntado mediante ptrCostos, los caminos mediante un vector de tres di-

mensiones y apuntado mediante caminos, las subdivisiones en los bordes

de la región están apuntadas mediante un vector de punteros vectorB y

las subdivisiones adyacentes cuentan con punteros en un vector de dos di-

mensiones vectorRegionAdy e índices indiceAdy de tipo unsigned en

un vector de dos dimensiones también.

Las subdivisiones que se encuentran dentro de las regiones también
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Tabla B.2: Implementación computacional en C++ de los nodos que repre-
sentan subdivisiones de las regiones.

Vértices double *p1x; double *p1y;
double *p2x; double *p2y;
double *p3x; double *p3y;

Descendientes Triangulo *ch1;
Triangulo *ch2;
Triangulo *ch3;

Subdivisiones adyacentes Triangulo *op_i;
Triangulo *op_j;
Triangulo *op_k;

Obstáculo (Dijkstra) int obstaculo;

Altura vértices (Dijkstra) double *alti;
double *altj;
double *altk;

requieren una representación abstracta mediante una clase. Para esto, se

definen los siguientes elementos dentro de la clase:

– Vértices: los vértices que definen la subdivisión p1x, p1y, p2x, p2y,

p3x, p3y,

– Punteros a los descendientes por la triangulación: ch1, ch2, ch3,

– Punteros a las subdivisiones adyacentes: op_i, op_j, op_k,

– Una variable que indica si la subdivisión o nodo representa un obs-

táculo: obstaculo,

– La altura de los vértices de la subdivisión: alti.

En la Tabla B.2 se observa que los vértices de la subdivisión se encuen-

tran implementados mediante seis punteros a números de tipo double, los

descendientes de la triangulación de Delaunay son tres punteros a nodos

de tipo Triangulo, las subdivisiones o nodos adyacentes mediante tres
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punteros a nodos mediante op_i, op_j y op_k, si la subdivisión es un obs-

táculo se implementa mediante un número entero obstaculo y la altura

de los vértices mediante tres punteros a números de tipo double y son

alti, altj y altk.
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Puntos trayectoria

La «tira de triángulos», que es la respuesta que arroja el módulo de op-

timización, debe ser procesada para poder pasársela al módulo de control.

De los triángulos del camino se tiene que tomar la mitad de los lados adya-

centes para que la trayectoria suavizada caiga dentro de este camino.

La única salvedad es la subdivisión final de cada uno de los tramos (ca-

da tramo se encuentra dentro de una región). De esta última, no se puede

tomar la mitad del lado porque no es posible saber en forma inmediata cuál

es la subdivisión adyacente. A los fines prácticos, se toma el baricentro de la

última subdivisión, siendo el baricentro el centro de masa del triángulo que

representa la subdivisión [51]. Se observa en la Fig. C.1 que el baricentro

resulta conveniente ya que independientemente de por qué lado se ingrese

a la región, la trayectoria que se genera se halla dentro de la subdivisión,

que es el objetivo que se persigue. En la Fig. C.2 se observa el caso presen-

tado en la Fig. 4.4 pero habiendo modificado la posición de los asteriscos de

la última división de cada uno de los trechos (excepto del trecho que llega

al objetivo χ). En esta figura el origen γ y el destino χ están unidos por una
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Figura C.1: Baricentro o centro de masa del triángulo ABC. Los ejes re-
presentan la distancia en metros.

serie de puntos, representados por asteriscos. Se toma el punto medio de

todos los lados de los triángulos que forman la secuencia de subdivisiones

salvo de las dos subdivisiones últimas de cada uno de los trechos, de las

cuales se toma el baricentro.

Desde el punto de vista computacional se calculan los puntos medios de

la siguiente manera: si el opuesto al vértice de una subdivisión que forma

parte del camino es el triángulo siguiente en la lista de triángulos, se toma

el punto medio de los restantes dos vértices de la subdivisión actual. Sino,

se hace la misma pregunta con los otros dos vértices hasta detectarlo. Por

lo tanto, esto se puede calcular en tiempo constante u O(1).
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p1

p2

p3

w3

p4

p5

1

γ

χ

*
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* * *

* *
**
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*

Figura C.2: Tres regiones triangulares y sus subdivisiones interiores. El
origen γ y el destino χ son unidos por una secuencia de pun-
tos que se representan mediante asteriscos, que son los pun-
tos medios de los lados de la «tira de triángulos» a excepción
de las subdivisiones finales de cada uno de los trechos de las
cuales se toman los baricentros.
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