UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR

TESIS DE DOCTORA EN MATEMATICA

Estructuras de Identificacion basadas en
Funciones Candnicas Lineales a Tramos

Marcela P. Alvarez

BAHIA BLANCA ARGENTINA

2011







Prefacio

Esta Tesis se presenta como parte de los requisitos para optar al grado Académico de
Doctor en Matematica, de la Universidad Nacional del Sur y no ha sido presentada previa-
mente para la obtencién de otro titulo en esta Universidad u otra. La misma contiene los
resultados obtenidos en investigaciones llevadas a cabo en el ambito del Departamento de
Matematica durante el periodo comprendido entre octubre de 2009 y septiembre de 2011,
bajo la direccion de la Dra. Liliana Raquel Castro.

Marcela Alvarez

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR
Secretaria General de Posgrado y Educacién Continua

La presente tesis ha sido aprobada el ... /... /...,
mereciendo la calificacion de ... (...... )

111






A mi hija Celeste, que supo entender “mis ausencias” de la realidad.






VII

Agradecimientos

Deseo expresar mi profundo agradecimiento a la Dra. Liliana Castro por confiar en mi y
haberme propuesto trabajar junto a ella. Su amistad y atencion hicieron posible la
realizacion de esta tesis.

Un reconocimiento especial al Dr. Osvaldo Agamennoni por el estimulo, los aportes y las
sugerencias hechas durante el desarrollo del trabajo. El y la Dra. Castro me invitaron a
trabajar con el grupo de Control del Depto. de Ingenieria Eléctrica, que en todo momento
me brind6 su calidez y me hizo sentir parte del mismo.

Quiero agradecer también el apoyo brindado por las autoridades y personal administrativo
del Departamento de Matemética de la UNS.

Por tltimo, mi gratitud y todo mi amor a mi familia y a mis afectos.

Diciembre de 2011

Departamento de Matemética
Universidad Nacional del Sur






Resumen

Las técnicas de identificacion permiten construir modelos mateméaticos para sistemas
dinamicos a partir de datos registrados de un experimento o del normal funcionamien-
to del sistema a modelar. El diseno de un modelo implica un compromiso entre su
simplicidad y la necesidad de capturar los aspectos esenciales del sistema en estudio.
Los modelos caja negra se disenian enteramente a partir de los datos entrada/salida
disponibles del sistema, sin tener en cuenta la interpretacion de los parametros que
lo definen. Existen diferentes clases de modelos caja negra; considerando su mayor
simplicidad, los primeros en desarrollarse fueron los modelos lineales. Posteriormente,
dada la necesidad de modelar con mayor precision, surgieron los modelos no lineales.
Una de las principales clases de modelos no lineales de caja negra son los modelos tipo
Wiener. Las estructuras que proponemos en esta tesis estan dentro de esta familia de
modelos.

Presentamos, en primer lugar, una estructura de modelo basada en funciones Cano-
nicas Lineales a Tramos de Alto Nivel (CLATAN) y un algoritmo de identificacion
NOE (por sus siglas en inglés, Nonlinear Output Error). Exploramos ademas la ca-
pacidad de aproximacién, de generalizaciéon asi como también la estabilidad de este
modelo. El algoritmo propuesto permite comenzar con una aproximacion OE y au-
mentar facilmente el orden hasta alcanzar la aproximaciéon deseada, conservando la
aproximacion lograda hasta el orden inmediato anterior. Por otra parte, el algoritmo
de aprendizaje para determinar los pardmetros garantiza la BIBO estabilidad del mo-
delo. Luego, proponemos dos esquemas de aproximaciéon para los cuales probamos que
permiten aproximar cualquier sistema dinamico discreto, no lineal, causal, invariante
en el tiempo y con memoria evanescente. Estos modelos estan compuestos por un
conjunto finito de sistemas discretos de Laguerre o de Kautz, relacionados de manera
no lineal mediante funciones CLATAN, cuyos parametros ajustamos utilizando teoria
de estimacion con conjuntos de membresia (teoria SM). Con esta metodologia, esti-
mamos dichos parametros asumiendo so6lo que el ruido es desconocido pero acotado en
alguna norma dada (ruido UBB), lo que constituye una hipotesis débil para el mismo.
Por otra parte, mediante la teoria SM hallamos un conjunto que contiene todas las
posibles soluciones del problema, lo que nos permite estimar las cotas de incertidum-
bre asociadas al problema de estimacion. La metodologia resultante es robusta, en el
sentido que el conjunto de datos utilizado para la identificacion del sistema en estudio
puede ser reproducido por al menos uno de los modelos en el conjunto de pardmetros
identificados.
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Abstract

System identification deals with mathematical models for dynamical systems built
from gathered data from experiments. The design of such models implies a trade off
between simplicity and the need to capture the essential features of the system under
study. Black box models are based entirely upon the available input/output data,
regardless of any interpretation of the parameters involved. Due to its simplicity,
linear black box models were first developed. Later, on the urge for more accurate
models led to the development of non-linear ones. Wiener like-models constitute one
of the most relevant classes of non-linear models. The models proposed in this Thesis
belong to this class.

We first propose a model structure based on High Level Canonical Piecewise Linear
(HLCPWL) functions and a Nonlinear Output Error (NOE) identification algorithm.
We explore the approximation capabilities of this structure together with its gene-
ralization and stability properties. Starting from a linear Output Error (OE) appro-
ximation, this model family yields an identification algorithm such that the order
of the model can be easily increased during the identification process, retaining the
previously achieved approximation. The parameters of the HLCPWL functions are
learned using a simple algorithm that guarantees BIBO stability of the model.
Next, we consider two approximation schemes for non linear, discrete, causal, time-
invariant dynamical systems with fading memory. In these models, the dynamic linear
part is represented by a finite set of Laguerre or Kautz basis functions, while the non-
linear static part is realized by High Level Canonical Piecewise Linear basis functions.
We estimate the parameters of the HLCPWL functions using set membership esti-
mation theory. This theory allows to estimate the models parameters under mild
conditions for the noise; in fact we only assume that the noise is unknown but boun-
ded (UBB). We also provide a methodology for estimating the uncertainty bounds
for the models and prove that this structure allows to uniformly approximate any
nonlinear discrete, causal, time-invariant systems with fading memory. The proposed
methodology is robust, in the sense that the data set used for the identification of the
system under study can be reproduced by at least one of the models within the set
of all identified parameters.
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Notacion

Conjuntos, vectores, matrices y escalares

N Conjunto de los niimeros naturales.

Z Conjunto de los niimeros enteros.

R Conjunto de los niimeros reales.

C Conjunto de los niimeros complejos.

Y/ Conjunto de los niimeros enteros positivos.

/e Conjunto de los niimeros enteros negativos.

Z Conjunto de los nimeros enteros positivos o cero.
Ly Conjunto de los nimeros enteros negativos o cero.
R+ Conjunto de los niimeros reales positivos.

R~ Conjunto de los niimeros reales negativos.

RS Conjunto de los ntimeros reales positivos o cero.
Ry Conjunto de los nimeros reales negativos o cero.
" Conjunto de las n-uplas de ntimeros enteros.

R™ Conjunto de las n-uplas de ntimeros reales.
yeC Conjugado de un ntimero v € C.

Re () Parte real de un ntimero complejo.

Im () Parte imaginaria de un nimero complejo.

u Vector en R".

u (k) Componente k-ésima de un vector u en R".

()" Vector o matriz traspuesta.

Espacios de funciones

2 (J) Conjunto de las sucesiones de cuadrado sumable, definidas en el conjunto J.
u (k) Componente k-ésima de una sucesion u de £2 (7).
CP(A) Espacio de funciones continuamente diferenciables de hasta orden p

en el conjunto A, con la norma del supremo. Si no se especifica A,
es A=R.
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> (A)

Normas

0, 2, 0

o0, 2,1

Espacio de funciones continuamente diferenciables de cualquier orden
en el conjunto A, con la norma del supremo. Si no se especifica A, es
A=R.

Espacio de funciones medibles Lebesgue definidas en un conjunto A
tales que la potencia de orden p de su mddulo es integrable en A.
Espacio de Hardy de funciones complejas definidas en 7'.

Normas usuales en los espacios de sucesiones £>°(N), (?(N) y (}(N),
respectivamente.
Normas vectoriales en espacios de dimension finita.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La identificacion de sistemas dindmicos consiste en describir el comportamiento de un
proceso de la vida real mediante una formulaciéon matematica. Esto posibilita, posteriormen-
te, el analisis y estudio del mismo fuera de linea o el desarrollo de mecanismos que modifiquen
su comportamiento original, a fin de satisfacer necesidades o especificaciones de operacion
concretas del proceso real.

Cuanto méas ajustado a la realidad es un modelo, mejores son las acciones de control,
analisis, prediccion, etc., que se pueden llevar a cabo. Luego el estudio de técnicas de identi-
ficacion de sistemas constituye una rama cientifica de suma importancia, especialmente en lo
que se refiere a la busqueda de nuevas formulaciones matematicas que posibiliten una mejor
descripcion del sistema en estudio.

Si bien para un gran porcentaje de procesos reales es suficiente un enfoque de identifi-
cacion lineal, en muchos otros casos, los modelos lineales son insuficientes para realizar un
diseno que cumpla con las especificaciones requeridas. Estos casos pueden corresponder a
sistemas con dindmicas altamente no lineales y grandes anchos de banda. Por ello, es necesa-
rio desarrollar modelos y metodologias de identificacion no lineales de complejidad reducida,
con la finalidad de capturar aquellos aspectos que con modelos lineales no es posible y para
posibles aplicaciones en el control de los procesos. En el caso de modelos no lineales de na-
turaleza recursiva, una estructura de identificacion NOE (por sus siglas en inglés, Nonlinear
Output Error) permite evaluar modelos dinamicos aptos para su utilizacion como simulado-
res fuera de linea, ya que se minimiza el efecto del ruido en la estimacion de los parametros
del mismo. Pero en este caso, la evaluacion del orden se hace sumamente dificil debido a
la complejidad computacional inherente a la naturaleza recursiva del modelo. Luego, es de
interés desarrollar alguna estrategia de identificacion sencilla de implementar para abordar
el modelado mediante estructuras NOE.



2 Capitulo 1. Introduccién

Asimismo, es relevante determinar como se comportan los modelos dindmicos y definir
qué método de estimacion de parametros de los mismos convendria emplear. En este sentido,
surge la posibilidad de aplicar la teoria de estimacion basada en la utilizacion de conjuntos
de membresia (Set Membership Theory, SM en forma abreviada) en la identificacion de
sistemas, con el fin de ajustar los parametros de los modelos. Es en esta linea, y con este
punto de vista, que se desarrolla el trabajo de esta tesis.

1.2. Objetivos

Los modelos matematicos de sistemas dindmicos son utilizados en distintas 4reas para
describir la evolucion de procesos reales de distinta indole. Entre algunas de sus aplicaciones,
podemos mencionar el estudio de las caracteristicas méas relevantes del comportamiento de
un sistema, la prediccion de su comportamiento futuro en areas como economia y control
de procesos, el diagnostico de fallas en sistemas complejos, el diseno de sistemas de control
que requieren un modelo del sistema a controlar sobre el cual trabajar o la simulacion de
sistemas y entrenamiento de operadores, que permite estudiar y analizar situaciones ano-
malas que no pueden ser tratadas sobre sistemas reales. En este contexto, el propoésito de
un modelo es capturar cualitativa y cuantitativamente las principales caracteristicas de un
sistema dinamico.

Cuando es posible construir un modelo a partir de los principios que gobiernan el funcio-
namiento del sistema, se obtienen modelos de caja blanca. Sin embargo, cuando no se cuenta
con suficiente informacion de los principios fenomenolégicos que gobiernan al sistema en es-
tudio, o este contiene una gran cantidad de elementos que lo componen, la tinica alternativa
posible es utilizar técnicas de caja negra.

En este trabajo los objetivos son:

= Desarrollar un algoritmo de identificacion para el modelo realimentado de caja ne-
gra NOE (por sus siglas en inglés, Nonlinear Output Error), basado en el método de
aproximacion con funciones Canonicas Lineales a Tramos de Alto Nivel (CLATAN).

= El objetivo de este algoritmo es lograr la identificacion y simulacion de un modelo
no lineal para aplicaciones que requieren capacidad de procesamiento rapido y gran
cantidad de datos. Cabe destacar que ya se ha realizado la implementacion en hardware
de las bases de aproximacion LAT [77].

= Obtener modelos de caja negra de sistemas no lineales con memoria evanescente, que
pueden considerarse dentro de las estructuras de aproximacion tipo Wiener, encontran-
do el mejor compromiso entre su simplicidad y la necesidad de capturar los aspectos
esenciales del sistema en estudio.

» Analizar la convergencia y estabilidad de algoritmos de identificacién para modelos
dindmicos tipo NOE.
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= Estimar los parametros de los esquemas de aproximaciéon tipo Wiener propuestos me-
diante el método de estimacion basado en la utilizacion de conjuntos de membresia.

1.3. Breve Descripciéon de cada Capitulo

En este trabajo hemos incluido los conceptos necesarios para su lectura, de manera de
hacerlo autocontenido. La tesis esta organizada de la siguiente manera.

En el Capitulo 2 hacemos una breve revision de los conceptos y consideraciones generales
sobre sistemas y modelos. Describimos las estructuras de modelo tipo caja negra, que son
las que utilizamos en esta tesis, y las bases de representacion de funciones Lineales a Tramos
(LAT) continuas. Este esquema de aproximacioén permite representar sistemas no lineales
estaticos, y lo utilizamos en el Capitulo 4 como parte de la formulacion de los modelos de
aproximacion de sistemas no lineales que proponemos. Presentamos luego los teoremas que
aseguran su capacidad de aproximacion de funciones no lineales estaticas, que son funda-
mentales para establecer el teorema de aproximacion propuesto en esta tesis.

Los Capitulos 3 y 4 conforman la parte central de este trabajo de tesis. En el Capitu-
lo 3 describimos la estructura de modelo NOE-CLATAN vy el correspondiente algoritmo de
identificacion. Luego analizamos las capacidades de aproximacion de esta nueva estructura,
su grado de generalizacion y obtenemos condiciones suficientes que aseguran la estabilidad
BIBO (de sus siglas en inglés, Bounded Input Bounded Output) del modelo propuesto. En
la ultima seccion presentamos ejemplos de aplicacion de la metodologia que muestran el
potencial de nuestro enfoque. Finalizamos el capitulo con algunas conclusiones acerca de las
ventajas que proporciona este algoritmo de identificacion basado en el método de aproxima-
cion con funciones CLATAN.

En el Capitulo 4 definimos las estructuras de identificacion Laguerre-CLATAN y Kautz-
CLATAN, que pueden considerarse dentro de las estructuras de aproximacion tipo Wiener y
presentamos una sintesis de la teoria de estimacion con conjuntos de membresia (SM), que
es la que utilizamos para ajustar los parametros de los modelos mencionados. Demostramos
que estas estructuras de modelado son capaces de aproximar sistemas que pueden caracte-
rizarse como no lineales, discretos, causales, invariantes en el tiempo y que poseen memoria
evanescente. Concluimos el capitulo con tres ejemplos de aplicacion, cada uno de ellos con
diferentes no linealidades, que ilustran las capacidades de aproximacion de los modelos pro-
puestos y las ventajas de considerar sistemas de Laguerre o de Kautz, para la identificacion
de los sistemas considerados, de acuerdo a sus caracteristicas. A través del ultimo ejemplo,
mostramos que es posible extender el método de identificacién presentado para sistemas MI-
MO (por sus siglas en inglés, Multiple-Input, Multiple-Output), atin cuando resta formular
una demostracion formal de sus capacidades de aproximacion.

En el Capitulo 5 desarrollamos una metodologia para identificar la incertidumbre de los
modelos Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN. La estructura de modelo nominal esta dada
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por la representacion paramétrica Laguerre-CLATAN o Kautz-CLATAN, ambas presentadas
en el Capitulo 4. El método se basa en la identificacion de cotas de los parametros de dichos
modelos utilizando teoria de estimacion SM. Por lo tanto, describimos la incertidumbre del
modelo como un conjunto de parametros para el bloque no lineal estatico, cuyos valores se
obtienen resolviendo un problema de optimizaciéon. La metodologia resultante es robusta da-
do que la totalidad de los datos utilizados para la identificacion del sistema en estudio, puede
ser reproducido por al menos uno de los modelos en el conjunto de parametros identificados.
[lustramos el algoritmo de identificaciéon desarrollado con tres ejemplos, utilizando los mo-
delos nominales obtenidos en el Capitulo 4, Seccién 4.5. Con el ultimo ejemplo mostramos
que es posible aplicar el método propuesto para la identificacion robusta de modelos MIMO.

Finalmente, a continuacion del Capitulo 5, damos las conclusiones y una propuesta de
futuras actividades de investigacion.

Se incluyen tres Apéndices que contienen aspectos complementarios necesarios para el
mejor seguimiento de la tesis. En el Apéndice A incluimos el algoritmo de actualizacion para
estimar los parametros de los sucesivos modelos de la estructura NOE-CLATAN presentada
en el Capitulo 3. En el Apéndice B describimos el algoritmo utilizado para seleccionar el
orden del modelo lineal utilizando el coeficiente de Lipschitz. El Apéndice C contiene las
demostraciones de los lemas necesarios para la demostracion del teorema de aproximacion
que enunciamos y probamos en el Capitulo 4.

La bibliografia estd organizada por orden alfabético y puede consultarse antes de los
Apéndices.



Capitulo 2

Modelado e Identificacion de Sistemas
Dinamicos

Los modelos matemaéticos de sistemas dinamicos son de gran importancia en el &mbito
de la ciencia y la tecnologia. Son utilizados en distintas areas para describir la evolucion de
procesos de distinta indole como, por ejemplo, quimicos, aeronauticos, nucleares, térmicos,
hidraulicos, biologicos y ecologicos. Entre algunas de sus aplicaciones, podemos mencionar el
estudio de las caracteristicas mas relevantes del comportamiento de un sistema, la prediccion
de su comportamiento futuro en &reas como economia y control de procesos, el diagnostico
de fallas en sistemas complejos, el diseno de sistemas de control que requieren un modelo
del sistema a controlar sobre el cual trabajar, la simulacion de sistemas y entrenamiento de
operadores, que permite estudiar y analizar situaciones anémalas que no pueden ser tratadas
sobre sistemas reales.

La construccion de un modelo matematico que describa adecuadamente la evolucion di-
namica de un sistema, puede realizarse a partir de los principios o leyes que lo rigen, o
mediante la utilizacion de datos entrada/salida obtenidos experimentalmente o de la propia
evolucion del mismo. Estas dos construcciones se conocen, respectivamente, como modelado
e identificacion de sistemas dindmicos. En general, en el contexto de la presente tesis asu-
miremos que en el caso de contar con datos de entrada/salida, los mismos provienen de la
realizacion de un experimento donde tenemos control sobre la variable de entrada que se
introduce.

En el modelado, los mecanismos internos de funcionamiento del sistema son conocidos y
puede construirse un modelo a partir de las leyes que lo gobiernan. A diferencia de éste, en la
identificacion, las leyes no son conocidas y se debe construir el modelo matemético a partir
de mediciones de las excitaciones que son utilizadas durante el funcionamiento del sistema
y las respuestas correspondientes a ellas, es decir, basandonos en las entradas y salidas
observadas del sistema. Estas dos construcciones se suelen emplear de forma conjunta ya
que se complementan adecuadamente.

El término identificacion de sistemas fue acuniado por Lofti Zadeh en 1962 [107| como:



6 Capitulo 2. Modelado e Identificacién de Sistemas Dinamicos

Identification is the determination on the basis of inputs and outputs, of a system
within a specified class of systems, to which the system under test is equivalent.'

Podemos decir que la identificacion de sistemas quedd establecida como un campo de
investigacion reconocido dentro del area de control automaético, a mediados de los sesenta en
el tercer congreso de la International Federation of Automatic Control (IFAC por sus siglas en
inglés) en Londres, en el que fue presentado un articulo de vision general sobre identificacion
de sistemas [31]. Un afio después era organizado en Praga el primer Symposium IFAC sobre
identificacion de sistemas.

El inicio de las técnicas de identificacion aplicadas a procesos con una entrada y una
salida tienen su origen a principios de los afios setenta [3|. Sin embargo, solo a fines de la
década de los noventa comienzan a aplicarse de manera intensiva a procesos industriales,
siendo algunas de ellas ttiles para el estudio de sistemas de multiple entrada-multiple salida.

Una manera adecuada de introducirse en el estudio sobre los distintos aspectos teéricos
y practicos de la identificacion de sistemas es a través de los libros de Ljung [58] y de
Soderstrom y Stoica 88|, donde también se pueden encontrar numerosas referencias.

En este capitulo presentamos, en primer lugar, los conceptos y consideraciones generales
sobre sistemas y modelos. Seguidamente describimos la clase de modelos que se utiliza en la
identificacion de sistemas dinamicos lineales y no lineales, poniendo énfasis en las estructuras
de modelo tipo caja negra, que son las que utilizaremos en esta tesis.

2.1. Sistemas y Modelos

Un sistema dindmico es un sistema que presenta un cambio en su estado o evoluciona
con el tiempo. Para describir los sistemas dindmicos debemos considerar las variables que
intervienen en el sistema y los espacios sobre los cuales estan definidas dichas variables.
Llamamos salidas o medidas disponibles a las senales observables producidas por el sistema
que son de nuestro interés. A las variables que pueden ser manipuladas o “controladas” para
afectar al sistema las llamamos entradas o excitaciones.

Algunos ejemplos de sistemas dindmicos son los sistemas mecénicos como un vehiculo
espacial, una red eléctrica, un reactor atémico o una columna de destilacion. Pero puede
ser también la economia de un pais o el cuerpo humano. En este ultimo ejemplo, algunas
de las variables de entrada al sistema podrian ser los alimentos, la luz, los ejercicios, los
medicamentos y el ruido. Las variables de salida o respuestas del sistema pueden ser la
temperatura corporal, la presion, el sueno, el dolor y la composicion sanguinea. Si enfocamos
el proceso de identificacion sobre algin aspecto de la economia de un pais, entonces podemos
considerar como variables de entrada los precios, los salarios, los impuestos, las tasas de

dentificacion es la determinacién, basada en entradas y salidas, de un sistema dentro de una clase
especifica de sistemas en la cual existe uno equivalente al sistema bajo testeo.
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interés, las leyes de consumo e impuestos a la exportacion; y como variables de salida la
produccion, los precios (si no son variables sujetas a control), el producto bruto interno o
PBI, la balanza de pagos y el consumo.

Un modelo es una representacion matemética de un sistema o proceso dindmico que
permite analizar, describir, simular, controlar y predecir ese proceso.

Para obtener un modelo se hacen experimentos previos con el sistema, denominado pro-
ceso de experimentacion, que ponen de manifiesto las relaciones causa-efecto del mismo. Es
importante que la entrada al sistema durante la toma de datos excite todos los modos pro-
pios del sistema, para obtener una senal de salida con suficiente informacion que permita
caracterizar su dinamica. Este proceso permite luego postular hipotesis del sistema real, de
modo que lo que se quiere estudiar esté suficientemente plasmado en la representacion. En
los casos en los cuales no es posible experimentar con el sistema, registramos los valores de
las variables de interés, basados en la evoluciéon del mismo.

En general, el grado de exactitud de un modelo depende de su aplicacion futura, pues
ningin modelo es lo suficientemente general como para describir todos los aspectos del com-
portamiento del sistema bajo estudio. Los modelos obtenidos resultaran adecuados solo para
reproducir aceptablemente determinados comportamientos del sistema, bajo ciertas condi-
ciones y dentro de un rango de operaciones dado. Es decir, el sistema idealizado dependera
no solo del sistema real en si, sino también del problema a resolver y del intervalo de validez
que se pretenda tener para el modelo resultante. Luego, cada modelo elegido tendra validez
siempre que se respeten las condiciones bajo las cuales se realiz6 el registro de los datos, que
son las que definen su dominio de aplicacion o validez.

De acuerdo a las cualidades del sistema estudiado, a la exactitud requerida y a las herra-
mientas de modelado utilizadas, los modelos tendran diferentes caracteristicas, pero todos
buscan asociar lo observado con un patron que lo explique.

2.1.1. Clasificacién de los Sistemas y de los Modelos

Hay varias formas de clasificar los modelos matematicos. De acuerdo al nimero de en-
tradas y salidas del sistema se denominan:

Modelos SISO (Single-Input, Single-Output por sus siglas en inglés). Son modelos con una

sola entrada exogena y una sola salida.

Modelos MIMO (Multiple-Input, Multiple-Output por sus siglas en inglés). Son modelos con
miltiples entradas y multiples salidas.

Las senales o variables de los sistemas dindmicos son, en general, funcién del tiempo. De
acuerdo con esto, los modelos que los representan son:

Modelos de sistemas continuos. Operan con senales de entrada y salida de naturaleza conti-
nua, las cuales estan definidas para todo instante de tiempo (temperatura, velocidad, espacio,



8 Capitulo 2. Modelado e Identificacién de Sistemas Dinamicos

etc.). Los sistemas dindmicos de tiempo continuo se expresan por ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO), ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP) y ecuaciones dife-
renciales con retardo (EDR).

Modelos de sistemas discretos. Se opera con senales disponibles tinicamente en instantes
de tiempo discretos. Los sistemas dinamicos discretos estan descriptos por ecuaciones en
diferencias (ED) también conocidas como mapas iterados.

En este caso se deben distinguir las senales de naturaleza discreta (interés bancario, pro-
duccion de una fabrica de zapatos), y las sefiales muestreadas, que son sefales de naturaleza
continua, pero que unicamente se dispone de ellas en instantes de tiempo discreto.

Modelos invariantes o variantes en el tiempo. Si el sistema es invariante en el tiempo TI
(por sus siglas en inglés, Time Invariant), la relacion de las variables con los pardmetros es
constante. Luego, la respuesta a una cierta entrada no depende del tiempo en que ésta se
aplique. Los coeficientes del modelo matematico TI son constantes.

Si el sistema es variante en el tiempo, entonces la relacion de las variables con los paré-
metros depende del tiempo y los coeficientes del modelo matemético son funciéon del tiempo.

Modelos entrada/salida (E/S). En estos modelos solo es de interés la relacion existente entre
las entradas y las salidas al sistema.

Modelos entrada-estados-salida. Son modelos que describen el estado completo del sistema.
El estado de un sistema dinamico se define como la menor coleccién de variables reales cuyo
valor en un determinado instante resume el pasado dindmico del sistema y es suficiente para
predecir su evolucion futura. La descripcion interna establece entre las senales de entrada
y de salida una relacion indirecta, la cual se formaliza a través de las ecuaciones de estado
y de salida. La forma mas general de representacion por variables de estado de un sistema
continuo estd dada por dos ecuaciones. La primera define los cambios de las variables de
estado en funcion de estas mismas variables, las entradas y el tiempo; y la segunda define la
salida en funcion de las variables de estado, las entradas y el tiempo. Es decir

x(t) = f(t,x(t),u(t))
y(t) = g(t,x(t),u(t)), (2.1)

donde u(t) € RP es el vector de entradas al sistema, siendo p = 1 en el caso SISO; y(t) € R? es
el vector de salidas del sistema, donde ¢ = 1 para el caso SISO; f es la funcién de transicion
que permite determinar la evolucion del vector de estados en un determinado instante a
partir del conocimiento del estado actual y de las entradas u(t); x(t) € R™ es el vector de
estados con todas las senales relacionadas con la energia del sistema, como por ejemplo,
posiciones y velocidades de masas, cargas de condensadores o temperaturas. Si el sistema es
invariante en el tiempo, las funciones f y g no dependen explicitamente del tiempo.



2.1. Sistemas y Modelos 9

El conocimiento del vector de estados en un determinado instante ¢y, junto con las en-
tradas aplicadas al sistema a partir de ese momento, permite conocer el estado y la salida
del sistema en cualquier instante posterior t. El espacio de estados de un proceso se define
como el conjunto que contiene a todos los posibles valores del vector de estados, y resulta
ser un espacio vectorial n-dimensional.

De manera similar, podemos describir en forma genérica un sistema discreto por la si-
guiente representacion en variables de estado

x(k+1) = f(k,x(k),u(k))
y(k) = g(k,x(k),u(k)), (2.2)

donde u(k) € RP es el vector de entradas al sistema, siendo p = 1 en el caso SISO; y(k) € R?
es el vector de salidas del sistema, donde ¢ = 1 para el caso SISO; f es la funciéon de
transicion que permite determinar la evoluciéon del vector de estados en un determinado
instante a partir del conocimiento del estado actual y de las entradas u(k); x(k) € R" es el
vector de estados con todas las senales relacionadas con la energia del sistema. Si el sistema
es invariante en el tiempo, las funciones f y g no dependen explicitamente del tiempo.

Modelos lineales y no lineales. Los modelos lineales expresan relaciones lineales entre sus
variables. En este caso se verifica la propiedad de superposicion f(ax1+bxy) = af(x1)+bf(z2)
de efectos.

En los modelos no lineales, la relacion entre las variables es no lineal, no siendo valido el
principio de superposicion de efectos.

Modelos de sistemas estdticos o dindmicos. Si el sistema es estatico, la salida actual del siste-
ma solo es funcion de la entrada actual, y(t) = f(u(t)). Los sistemas estaticos se representan
mediante ecuaciones algebraicas lineales y/o no lineales.

Si el sistema es dindmico, la salida es funcion de la entrada actual y del estado del sistema.
Este tipo de sistemas suele representarse a partir de ecuaciones diferenciales o en diferencias.

Segtn la posibilidad de predecir el comportamiento de un sistema, es decir su respuesta,
se clasifican en:

Modelos de sistemas deterministicos o estocdsticos. Se clasifican en funcion de la naturaleza
de sus senales.

Seniales deterministicas. Se pueden representar con una expresion matemética explicita;
de esta forma los valores futuros son perfectamente predecibles. En este caso el sistema se
denomina deterministico.

Senales estocdsticas. Las senales implicadas son aleatorias; no es posible describirlas ana-
liticamente con una expresion explicita como en el caso anterior. Sin embargo, cuando una
senal estocéstica se observa durante un largo periodo de tiempo puede verse cierta regu-
laridad y puede ser descripta en términos de probabilidades y promedios estadisticos. Los
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valores futuros de una senal aleatoria no se pueden predecir con exactitud, solo se pueden
basar en los promedios de conjuntos de senales con caracteristicas similares. En este caso el
sistema es estocastico.

Modelos de sistemas de pardmetros concentrados. El sistema es descripto por un conjunto
de ecuaciones diferenciales a derivadas totales. Sus parametros se expresan mediante un
conjunto finito o concentrado de valores.

Modelos de sistemas de pardmetros distribuidos. El sistema es representado por un conjunto
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Los parametros de estas ecuaciones se
expresan mediante un conjunto infinito o distribuido de valores.

Modelos causales y no causales. Los modelos causales responden a una relacion de causa-
efecto, i.e., las salidas del modelo dependen solamente de su evolucion previa y no de eventos
futuros. En caso contrario, se denominan modelos no causales.

2.2. Proceso de Identificacion

Si bien la identificaciéon de un sistema dinamico no consiste en seguir sisteméticamente
una serie de etapas, ellas se presentan de modo natural en la literatura 30, 43, 58, 88]. Las
etapas en el proceso de identificacion son las siguientes:

1. Recopilacion de informacion. Esta primera etapa consiste en la reunion de informacion,
basada generalmente en el conocimiento previo del sistema. De acuerdo a cuan acabado
sea el conocimiento del sistema, la informacién conduce a modelos de caja negra, blanca
0 gris.

2. Seleccion de una clase de senales. Es importante considerar una clase de senales o
variables de entrada para la adquisicion de informacién experimental, usualmente a
través del conocimiento a posteriori del sistema. La clase de senales a emplear debe ser
lo suficientemente rica en componentes frecuenciales como para excitar adecuadamente
al sistema y obtener una senal de salida con suficiente informacion para caracterizar la
dindmica del mismo. El disenio de experimentos para el registro de estos datos involucra,
entre otros, la seleccion de las senales a medir, tiempos de muestreo, el tipo de senales
de entrada.

3. FEleccion de la estructura del modelo. A continuacion, es necesario determinar la clase
de modelos a emplear. Se debe tener en cuenta la complejidad del proceso real y la
estimacion de parametros, asi como el uso final que se desee dar al modelo.

4. Estimacion de parametros. Una vez que se tiene la estructura del modelo y los datos
experimentales, el paso siguiente es encontrar los pardmetros del modelo que dan la
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respuesta mas cercana a la experimental. Los métodos mas comunes de estimacion de
parametros estan basados en un enfoque de optimizacion, donde el mejor conjunto de
parametros es aquél que hace que la respuesta del modelo sea la mas cercana a la real
segiin un criterio o funciéon de costo.

5. Validacion del modelo. Tras completarse los pasos anteriores, es necesario asegurar que
el modelo identificado es suficientemente representativo del proceso estudiado, teniendo
en cuenta los objetivos deseados.

La validacion consiste en chequear continuamente el comportamiento del modelo contra
las caracteristicas mas importantes del sistema. Un modelo serd “aceptado” si dichos
chequeos son favorables. Si un modelo es “rechazado”, se procede a repetir las etapas de
seleccion efectuando cambios tanto en la estructura del modelo como en las condiciones
experimentales y la estimacion de parametros. Al desacoplar las etapas de modelacion
de las etapas de estimacion y validacion, es posible establecer un concepto de iden-
tificacion independiente de la aplicacion particular. Este paso convierte el proceso de
identificacién en un procedimiento de caracter iterativo.

Asimismo, las técnicas de identificacion pueden dividirse en dos grandes clases:

Fuera de linea. En este caso los datos son recogidos tomando medidas durante la experimen-
tacion y, una vez terminada ésta, se procesan para producir el modelo. Esta técnica es la
que se utiliza a lo largo de la tesis.

En linea. En este caso se emplea un algoritmo o método de actualizacién de parametros de
tipo recursivo que procesa los datos tal como son producidos por el sistema real. Esta técnica
se emplea, principalmente, en control adaptativo y en aplicaciones de tiempo real cuando la
dindmica del proceso debe ser monitoreada en forma continua.

Las siguientes secciones estan orientadas a la descripcion de los modelos mas utilizados en
identificacion y estimacion de sistemas dindmicos. Si bien esta tesis se centra sobre sistemas
SISO, la mayoria de las técnicas expuestas son validas para sistemas MIMO. Por otra parte,
dado que se propone el empleo de modelos basados en datos muestreados, la exposiciéon se
centrara en modelos de tiempo discreto.

2.3. Modelos Caja Negra

El diseno de un modelo implica un compromiso entre la simplicidad y la necesidad de
capturar los aspectos esenciales del sistema en estudio. Los modelos caja negra se disenan
enteramente a partir de los datos entrada-salida disponibles del sistema, sin tener en cuenta
la interpretacion de los parametros que lo definen. La base del modelo es un modelo general
cuya estructura sea muy flexible y que ya ha dado resultados en aplicaciones pasadas. Los
parametros de estos modelos por lo general no tienen significado fisico y se ajustan para
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describir el proceso generador de los datos observados. El origen fisico e interpretacion de las
variables medidas no es importante, y de hecho tal informaciéon puede perderse, por ejemplo,
a través de la manipulacion de los datos observados.

En general, se pueden distinguir tres niveles del conocimiento previo que se tiene de un
proceso y que han dado lugar a tres estructuras de modelos que se clasifican por colores.

Modelos caja blanca. Son modelos que se construyen con informacion a priori sobre el sistema,
y con los principios de la fisica y/o la mecanica que gobiernan el funcionamiento del mismo.
Los parametros tienen una directa relacion con el sistema.

Modelos caja gris. En este caso se tiene un conocimiento fisico del proceso, pero hay algunos
parametros del modelo que deben ser estimados a partir de los datos de entrada-salida del
sistema. Se pueden considerar dos subclases diferentes:

(i) Modelado fisico. La estructura del modelo puede establecerse en base a consideraciones
fisicas y/o mecanicas, debiendo estimar los parametros con las observaciones disponi-
bles del sistema.

(ii) Modelado semi-fisico. Para construir este tipo de modelos se utiliza el conocimiento
que se tiene sobre el comportamiento del sistema, para sugerir alguna combinacién no
lineal de los datos medidos. Estas nuevas senales estaran luego sujetas a una estructura
del tipo caja negra.

Modelos caja negra. En este caso no hay disponibilidad o no se utiliza ningtin conocimiento
fisico del sistema, pero la estructura del modelo seleccionado pertenece a la familia que
previamente se identifica como apropiada pues tiene gran flexibilidad y se ha utilizado en
casos similares. Los pardmetros a ajustar no tienen relaciéon alguna con el sistema.

Existen diferentes clases de modelos dentro de esta ultima categoria. Considerando su
mayor simplicidad, los primeros en desarrollarse fueron los modelos lineales. Posteriormente,
dada la necesidad de modelar con mayor precision, surgieron los modelos no lineales. Las
principales clases de modelos no lineales de caja negra son los modelos de Hammerstein y de
Wiener, los modelos neuronales basados en redes neuronales recurrentes, los modelos difusos
tipo Mamdani o relacionales, tipo Takagi-Sugeno y los modelos neuro-difusos.

Las estructuras que proponemos en esta tesis estan dentro de esta familia de modelos ya
que solo tendremos disponibilidad de los datos de entrada-salida del sistema que deseamos
modelar.

2.3.1. Estructura General de los Modelos Caja Negra

Podemos plantear mateméaticamente el problema de identificaciéon de un modelo caja
negra de la siguiente manera.
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Sea u (k) la entrada al sistema que deseamos modelar en el instante k£ y notemos
k
u=1[u(l) u(2) ... u(k), (2.3)
al vector que contiene el valor de las primeras k entradas ex6genas al sistema.

Si y (k) es la salida respectiva observada e §(k) es la salida estimada para cada valor de
k, escribimos

yi=ly(1) y@) oy, G =) 52 .. k)] (2.4)

Es decir, y* es el vector que contiene el valor de las salidas del proceso en el instante k y
anteriores e §* es el vector que contiene los valores hasta el instante &k de las salidas estimadas,
que dependen de los parametros del modelo.

Definimos el error de estimacidn del modelo en el instante k como e(k) = y(k) — (k) y
notamos

e =Te(1) e(2) ... e(k)], (2.5)

al vector de valores hasta el instante k de los errores de estimaciéon, que dependen de los
parametros del modelo.

Entonces, en este tipo de modelos se desea hallar una relacién entre observaciones pasadas

[k, y*=1 gE=1 k=12 y observaciones futuras que estara dada por

y (k)= f (" y" g e ) 1 (k) (2.6)

donde el término v (k) es una perturbacion aleatoria independiente que llamamos error en
las mediciones y expresa que y (k) no es una funcion exacta de los datos pasados.

El objetivo es que v (k) sea lo mas pequeno posible de tal manera que nuestro modelo
f (u’“, yk=t gt ek’l) resulte una buena prediccion de la verdadera salida y (k) a partir de
los datos del pasado.

Podemos decir entonces que la ecuacion (2.6) modela, en general, sistemas dindmicos dis-
cretizados. Luego, el problema es hallar la funcion f. En general, se busca una funcion f que
sea parametrizable, es decir que tenga un ntmero finito de parametros. A estos parametros
se los representa con un vector 6 y a toda la familia de funciones candidatas se las denomina
estructura del modelo. Obtenemos entonces una formulaciéon en forma paramétrica dada por

f(uF g e o) . (2.7)

Podemos medir la calidad de la parametrizacion 6 teniendo en cuenta N observaciones, por
medio del error cuadrético entre el modelo y los datos verdaderos, i.e. minimizando

N
S lly (k) = f (uF " g5 ) |1, (2.8)
k=1

k—

2Notemos que estamos considerando u* y no u*~! pues, en general, debemos tener en cuenta la entrada

actual.
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respecto de 6.

La norma utilizada y el método de minimizacion de este error pueden diferir de un
esquema a otro, pero la mayoria de los esquemas de identificacion siguen esta propuesta.

Como la familia de estructuras de modelo (2.7) es muy general, muchas veces es util
escribir a la funciéon f como composicion de dos transformaciones, una que tiene en cuenta el

niimero creciente de observaciones pasadas [u*, y*~1, 7*~1, €#71] y la transforma en un vector

de dimension fija al que llamamos ¢ (k) y otra que toma este vector y lo lleva al espacio de
salidas, es decir

f (uka ykilv gkila ekila 6) = f (90 (k) ) 9) ) (29)
donde ¢ (k) = ¢ (uF, "1, gF 1, b 1),

Al vector ¢ (k) se lo denomina comunmente vector de regresion y a sus componentes se
las llama regresores.

Luego, la estructura general de un modelo caja negra puede escribirse como
y(k) =f (o(k),0) + v(k),
o (uF g g e ), (2.10)
v(k) ~N(0,0%),

donde f es una funcion lineal o no lineal, ¢ es una transformacion de las entradas u en el ins-
tante k y anteriores, de las salidas reales y salidas estimadas pasadas y e y, respectivamente,
y de los errores de estimacion e en instantes anteriores. El valor v(k) es el error o pertur-
baciéon adicionado a la salida en cada instante k, denominado ruido blanco estacionario.
Generalmente se asume que los términos de error v(k) son variables aleatorias independien-
tes idénticamente distribuidas, tomadas de una muestra con distribucion normal de media
nula y varianza constante o2: v(k) ~ N(0,0?).

Llamamos estructura de identificacion al modelo matematico definido por ecuaciones
lineales o no lineales como en (2.9), que se utiliza para representar la conducta de entradas-
salidas del proceso dado. Los parametros del modelo se determinan fundamentalmente mi-
nimizando el error entre las salidas del proceso y las salidas de la estructura analitica que
pretende representar al proceso, i.e. las salidas del modelo. A estos parametros, que es posible
obtener mediante un algoritmo de optimizacion, se los denomina pardmetros nominales y al
modelo obtenido utilizando este conjunto de parametros se lo llama modelo nominal.

2.4. Identificacién de Sistemas Lineales

La teoria de identificaciéon para sistemas lineales es una teorfa bien conocida, que sumi-
nistra una serie de modelos y métodos de ajuste de parametros para el modelado de procesos
dindmicos lineales. Los modelos mas frecuentes son los modelos lineales e invariantes en el
tiempo, o modelos LTI (por sus siglas en inglés, Linear Time Invariant).
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Consideremos un sistema que admite ser modelado como lineal, discreto e invariante en el
tiempo, con una entrada u y una salida y, ambas escalares. Resultados analogos son validos
para sistemas MIMO con las debidas consideraciones. Una descripcion en variables de estado
para dicho sistema es

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cx(k), (2.11)

donde k € Z, x(k) = [x1(k),x2(k), ..., x,(k)] representa a los n estados del sistema, xo =
x(0) es el estado inicial y A, B y C son matrices de dimensiones n x n, n x 1 y 1 X n,
respectivamente.

Empleando el operador ¢! de retardo unitario en el tiempo definido como ¢ '[u](k) =
u(k — 1), un sistema lineal SISO, sujeto a perturbaciones aleatorias de tipo aditivo, queda
representado por una ecuacion en diferencias dada por

B(a) Clg)
F(q) D(q)

siendo A(q), B(q), C(q), D(q) y F(q) polinomios en ¢~! de ng, ny, ne, ng y ny coeficientes,
respectivamente, de la forma

Alqy(k) = u(k) + v(k), (2.12)

s

(¢) =14 a1 " + ... + an, g "™,
(q) =bo +b1g ' + ... +b,,q7 "™,
Clg) =1+caq '+ ..+ cng ™,
(9)
(9)

Sy

D(q) =1+diqg " + ... + dn,g ™,

Fg) =1+ fig "+ o4 fu,a ™.

La caracteristica comun de los estimadores lineales que tratan de modelar este tipo de
procesos, consiste en que la salida estimada g(k) en el instante k, se obtiene multiplicando
el vector de parametros € del modelo, siendo 6 un vector con coeficientes constantes, por el
vector de entradas disponibles en el instante k o vector de regresores ¢(k)

g(k) = 0"p(k), (2.13)
que son modelos lineales en los parametros.
El vector de regresion ¢ puede constar de:

(RL1) Valores presentes y pasados de seniales externas que influyen en la salida: u(k),
u(k —1),...,u(k —np) (asociados con el polinomio B).

(RL2) Valores pasados de las salidas reales del proceso: y(k — 1), y(k — 2),...,y(k — ng)
(asociados con el polinomio A).
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(RL3) Valores pasados de las salidas estimadas so6lo a partir de muestras pasadas de u, que
dependen de los parametros del modelo: g, (k — 1| 0),g,(k—2|0),...,9u(k —nys | 6)
(asociados con el polinomio F).

(RL4) Valores pasados de los errores de estimacion o prediccion e(k) = y(k) —g(k | 9), que
dependen de los parametros del modelo: e(k—1),e(k—2),...,e(k—n.) (asociados con
el polinomio C).

(RL5) Valores pasados de los errores de simulacion e, (k) = y(k) — gu(k | 0): e(k — 1),
e(k—2),...,e(k —ngq) (asociados con el polinomio D).

A continuacion daremos una breve descripcion de las estructuras de estos modelos y luego
haremos su extension al caso no lineal.

2.4.1. Modelo de Respuesta Finita al Impulso (FIR)

El sistema lineal mas sencillo queda descripto por el modelo de respuesta finita al impulso
o modelo FIR (por sus siglas en inglés, Finite Impulse Response)

y(k) = Blgyu(k) + v(k). (2.14)
El estimador viene dado por
y(k) = bou(k) + ... + byu(k — np), (2.15)

siendo el vector de parametros
9 — [bo, [N ,bnb]T

y el regresor o vector de entradas disponibles

o(k) = [u(k),...,u(k —ny)]".

Claramente, este es un modelo de memoria finita. Al aumentar el orden n,,, la estructura FIR

v(k)

u(k) l (k)
B(q)

Figura 2.1: Modelo FIR

permite ajustar la mayoria de los procesos lineales habituales, lo cual implica incrementar
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la cantidad de parametros a identificar. Sin embargo, esta clase de modelos es de muy
facil identificacion, se obtienen estimaciones que son minimos globales, los algoritmos son
estables y son faciles de utilizar en simulacion. Una desventaja es que no permite modelar
las caracteristicas del ruido.

2.4.2. Modelo de Error de Salida (OE)

El modelo de error de salida OE (por sus siglas en inglés, Output Error) es una variante
del modelo FIR, en el que se incluyen como entradas al sistema valores pasados de la salida
estimada

El estimador correspondiente es
y(k) = bou(k) + ... + byu(k —ny) — frg(k — 1) — ... — fo,9(k —ny), (2.17)

siendo el vector de pardmetros

0= [bo, - bugs f1y s ST

y el regresor

v(k)
u(k) y(k)
— B(Q)/F(@) >

Figura 2.2: Modelo OE

Al igual que en el caso de los modelos FIR, esta estructura permite modelar la mayoria
de los procesos lineales, pero no modela la caracteristica del ruido. La ventaja con respecto
al modelo FIR es que requiere menos parametros, pero tiene la desventaja que es un modelo
realimentado, por lo que el ajuste del vector de parametros es mas complejo.

2.4.3. Modelo Autorregresivo con Entradas Exégenas (ARX)

El modelo autorregresivo con entradas exdgenas ARX (por sus siglas en inglés, Auto
Regressive with eXogenous inputs) se diferencia del modelo OE en que se incluyen como
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entradas valores pasados de las salidas reales del proceso, en lugar de las salidas estimadas.
El modelo viene dado por

Alq)y(k) = B(q)u(k) + v (k). (2.18)
El estimador es
g(k) = bou(k) + ...+ bpyu(k —np) —ary(k — 1) — ... — an, y(k — ng), (2.19)
el vector de parametros es
0 =1[bo,...,bn, 01, 0an,]"

y el vector de entradas estd dado por

(k) = [ulk), ...k = my), —y(k = 1), ..., —y(k — na)]".

Las componentes de este vector de regresion asociadas a valores pasados de las salidas se

v(k)

u(k) l (k)
— B(g) > VAlg) ——>

Figura 2.3: Modelo ARX

denominan autorregresivas. Este modelo permite ajustar todo proceso lineal corrompido con
ruido aditivo, aumentando los 6rdenes n, y n,. Su ventaja frente al modelo FIR es que
requiere menor cantidad de parametros y, al ser un modelo no recurrente, la estimacion de
los mismos es mas sencilla que en el caso de modelos OE.

2.4.4. Modelo Autorregresivo de Media Moévil con Entradas Ex6-
genas (ARMAX)

En prediccion de series temporales es frecuente que el analisis de correlaciones residuales
muestre un alto contenido de informacion en la serie del error de prediccion. Esta informa-
cion, enmascarada como ruido coloreado, puede ser realimentada al estimador de modo que
su utilizacion mejore la calidad de la estimacion, sin aumentar desproporcionadamente el
niumero de parametros a estimar.

La forma general de un proceso ARMAX (por sus siglas en inglés, Auto Regressive Moving
Average with eXogenous inputs) viene dada por

AlQ)y(k) = B(g)u(k) + C(q)v (k). (2.20)
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El estimador utilizado en este caso es

g(k) =bou(k) + ...+ byu(k —np) —ary(k — 1) — ... — an,y(k — ng)
—ce(k—=1)—...— ¢y e(k —n.), (2.21)

donde e(k) es el error de estimacion en el instante k. Como en el caso del modelo ARX, las

v(k)
C(q)

u(k) , (k)

— B(9) > VA ———>

Figura 2.4: Modelo ARMAX

componentes del vector de regresion asociadas a valores pasados de las salidas se denominan
autorregresivas, mientras que las asociadas a errores de estimacion son llamadas de media
movil. El vector de pardmetros es

T
0=la,...,an,,b0,. by, C1,...,Cn,]

y el vector de regresion estd dado por

ok)=[y(k—1),...,y(k —na),u(k),...,ulk —ny),e(k —1),...,e(k —n)".

Esta estructura permite aproximar procesos lineales corrompidos con ruido aditivo, con
un modelo mas compacto que el modelo ARX para el caso de ruido coloreado. Como en
el caso de modelos OE, el problema que presentan es que, al ser modelos recursivos, la
estimacion de los pardmetros es mucho mas compeja.

2.4.5. Representaciéon con Bases de Funciones Ortonormales

Existen otras clases de regresores que no son so6lo funciones lineales de las salidas del
modelo sino que también estédn basados en el conocimiento fisico del sistema. Desde un punto
de vista practico, es suficiente considerar a la entrada u y a la salida y como transformadas
de los datos medidos, de tal manera que se utilice lo que se conoce acerca del sistema. A este
tipo de regresores se los denomina regresores semi-fisicos. Un ejemplo clasico es la utilizacion
de regresores que son versiones filtradas de la senal de entrada u, del tipo

Li(Qu(k), j=1,....d, (2.22)
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donde los filtros L; son diferentes segtn la aplicacion. Los filtros de Laguerre y de Kautz han
sido utilizados con este fin como puede verse en [96, 97, 84]. En Van den Hof et al. [91], se
pueden encontrar diferentes generalizaciones para la eleccion de este tipo de regresores.

En esta subseccion analizamos en detalle las bases de funciones ortonormales, poniendo
especial énfasis en las de Laguerre y de Kautz, debido a que las utilizaremos en esta tesis en
la definiciéon de una estructura de modelado de sistemas dinamicos no lineales.

El uso de bases de funciones ortonormales en la descomposicién de un sistema dindmico
permite disminuir el orden del modelo, manteniendo el grado de aproximaciéon del mismo, y
cuantificar los errores causados por dindmica no modelada o debido a perturbaciones. Los
modelos con bases ortonormales son aptos para estimaciones utilizando cuadrados minimos
ya que los algoritmos son robustos y se tiene una reducida carga computacional. Ademaés, es
posible extender los resultados a sistemas multivariables.

Consideremos espacios funcionales con estructura de espacio de Hilbert, i.e. espacios con
producto interno que son completos con respecto a la métrica inducida por el producto
interno, asociados a las funciones de transferencia racionales de sistemas discretos, causales
y estables.

Sea L? (T) el espacio de funciones de cuadrado integrable segtin Lebesgue en la circunfe-
rencia unitaria en el plano complejo T'= {z € C : ||z|| = 1}. Definimos el siguiente producto
interno en L2 (T

(F,G) = % / F (6¢) G {e®)dw (2.23)
0, equivalentemente,
1 ———dz
(F,.G) = %ﬁF(z)G(l/z)? (2.24)

Entonces el espacio L2 (T') con este producto interno es un espacio de Hilbert.

Sea H?(T) el espacio de Hardy de las funciones de cuadrado integrable segtin Le-
besgue en la circunferencia unitaria, que son analiticas en el exterior del disco unitario

D={zeC:|z| <1}.

H2 (T) es un subespacio propio de L? (T") completo; por lo tanto es un espacio de Hilbert
con el producto interno heredado de L? (T). Este espacio puede pensarse como el espacio de
las funciones de transferencia racionales discretas, causales y estables.

Definicion 2.4.1 {By(q)}72, es una base ortonormal del espacio de Hilbert H? (T') si es un
conjunto ortonormal y completo, 4.e. si verifica

<Bk7 Bl> - 6kla

donde dj; es la delta de Kronecker.
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Esto implica que cualquier funciéon G(q) € H? (T) tiene una representacion tnica de la
forma

G(q) =) _ 0kBi(q), (2.25)
k=0

donde Hk = <G, Bk>

La estructura de modelo es y(k) = G(q)u(k) + v(k), donde v(k) es una perturbacion que
se considerard un proceso aleatorio. La funcién G(q) es representada como una expansion
en bases ortonormales de la forma (2.25). Obviamente, como G(q) es desconocida, los coefi-
cientes de la expansion no pueden calcularse mediante la igualdad 6, = (G, By). El objetivo
es entonces estimar los parametros de un modelo de dimension finita

G(q) = i 0k Bi(q), (2.26)

de modo que una estimacion de G(q) es
A n_l ~
G(q,0) = Z OB (q), (2.27)
k=0

con #; una estimacion de 0.

La estructura de modelo (2.26),(2.27) puede escribirse en la forma de regresor lineal
y(k) = " (k)0 + v(k), (2.28)
definiendo

=[z1(k),..., Zm(k)]Ta (2.29)

‘9 :[00 91 ‘e Hn,l]T. (230)

La estimacion del vector de parametros 6 puede hacerse usando el método de cuadrados
minimos. Debemos minimizar la funcién de costo

k=1

que en este caso tiene una solucion analitica y es

oy € ang (min{Vi(0)}) = [Z so(k)wT(/f)] [Zw(kﬁ)y(/@)] , (2.31)
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donde la funcién objetivo Vy(#) es un criterio cuadratico en los errores de prediccion

y(k) — " (k)0

Vir(0) = - 3 Tr{ly(h) — o Blly(h) — & (W7, (2.32)

Esta metodologia para estimar 6 se denomina método de identificacion del error de pre-
diccion o PEM (por sus siglas en inglés, Prediction Error Method).

Es claro que la precision del modelo, en términos de la minima desviacién posible entre
sistema y modelo en alguna norma, dependera de la eleccion de las funciones de la base Bj.

Por esta razon, el desarrollo de una base de funciones apropiada es un topico que tiene
considerable interés. El problema aqui es elegir una base de funciones que refleje la dindmica
dominante del sistema a ser modelado.

2.4.6. Algunas Bases Ortonormales en H? (7))
Modelo FIR

Se puede considerar a los modelos FIR desde el punto de vista de aproximaciones fun-
cionales como

y(t) = Zu: brg Fu(t), (2.33)

donde ¢ *u(t) = u(t — k) es el operador retardo de k muestras en el tiempo. En este caso es

Bi(q) =q ",

es decir, estas funciones tienen polos en el origen del plano complejo. Si el sistema tiene
una respuesta al impulso de larga duracion, se necesita un gran nimero de términos de la
expansion en serie para representarlo adecuadamente.

Podemos ver entonces que el sistema es expandido en una base ortonormal formada por
retardos unitarios. El operador de retardo unitario ¢~! tiene una memoria de sélo un valor,
lo que explica la gran cantidad de términos que hay que considerar para aproximar algunos
sistemas.

Vale el siguiente teorema

Teorema 2.4.2 Sea un sistema estable G(z) € H* (T descripto por

G(z) = ngz_k,
k=0
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donde {gi} es la sucesion de respuestas al impulso. Entonces existe una tinica expansion

G(z) =) 0:Bi(z) = Y _0pz7", (2.34)
k=0 k=0

donde 0, € R,V k, son los coeficientes de la expansion.

Sistemas de Laguerre

El conjunto de sistemas de Laguerre puede ser expresado en el campo complejo en tér-
minos de su transformada Z por

1—a)T (1—az\""
Lj(z,a) = Z_nd ( : ) ( az) ) ] = 1a27 to (235)

Z—a Z—a

donde el parametro real a es el polo generador denominado coeficiente de Laguerre y |a| < 1,
lo que asegura la estabilidad del filtro, nd es el retardo puro del sistema de nd muestras y 7'
es el tiempo de muestreo. Cuando el sistema es discreto, 7' = 1.

Este conjunto de sistemas es una generalizacion de los presentados en [96] dado que
incluyen un retardo de nd muestras. En [96] los sistemas son estrictamente propios, luego
los sistemas definidos en (2.35) coinciden con los alli presentados si nd = 1.

La ecuacion (2.35) puede expresarse en base al operador de retardo unitario ¢~' en la
forma
1—a)T (¢t —a )"
Li(ga) = g Y =1,2,- . 2.36
ila,a)=g¢q et \1_ag1) /L2 (2.36)
Se puede ver que estos sistemas se generan a partir de
1—a®)T
Lo(g~,a) = YL =T 2.37

que representa un filtro pasabajos basico, al que se le van agregando secciones pasabajo en

—1_ .
cascada de la forma <1q_aq,“1 ) Entonces, podemos expresar a cada nuevo sistema en base al

anterior de una manera recursiva simple

(1—a®)T

—1 _ -1
L](q ,(l) - Li—l(q 7(1) 1 — aq—l

(2.38)

Utilizando estos sistemas como una base, un sistema lineal estrictamente propio puede
representarse por medio de la ecuacion (2.36) con nd = 1 como:

y(k) = Z b L[u(k)]. (2.39)

Vale el siguiente lema cuya demostracion se puede consultar en [96].
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Lema 2.4.3 Sea G(2) una funcion estrictamente propia (G(oo) = 0), analitica en el con-
gunto {z € C: ||z|| > 1} y continua en {z € C: ||z|| > 1} y sea |a| < 1. Entonces existe una
sucesion {0} tal que

G(z) =Y OcLi(z,0), |2l =1, (2.40)
k=0
donde las funciones Li(z,a) son las transformadas Z de los sistemas de Laguerre.

Es conocido que la velocidad de aproximacion de una funcion por filtros de Laguerre
depende en gran medida de la eleccion del polo. Un ejemplo tipico consiste en aproximar
una funcion h(t) por una serie de Laguerre truncada con un ntimero fijo de términos. Si

n

ha(t) =Y cila)li(t, a), (2.41)

=0

donde [;(t,a) es la respuesta en tiempo de L;(z,a) y ¢;(a) son los coeficientes 6ptimos de la
combinacion lineal. Es decir,

¢i(a) € arg min  [|A(t) — h,(t)]2 |, (2.42)
G €R
0<1<n
con h,(t) dado por (2.41).

Supongamos que queremos evaluar el minimo error en la estimacion en norma £2, esto es
En(a) = [[A(t) = hn(t)]]2; (2.43)

donde el parametro a esta indicado para enfatizar la dependencia del error en la aproximacion
del polo.

Podemos reescribir el error como

Eo(a) < h(t), ht)>—- (). (2.44)

=0

El objetivo es hallar la posicion 6ptima del polo a, que es el valor de a que minimiza
E,(a). Esta probado que en cada punto estacionario de £, (a) se verifica la siguiente condicion
139, 53, 99

cn(a)cpir(a) = 0.
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Claramente, la determinacion de los puntos estacionarios de E(a) requiere la solucion de
las ecuaciones ¢;(-) = 0, para i = n y parai = n+1. Dado que, en general, este procedimiento
es muy dificultoso, en los tltimos anos han sido propuestos algunos procedimientos para
resolver este problema; ver, por ejemplo, [11, 29, 39, 53, 59, 79, 99]. Otra propuesta que
conduce a la eleccion 6ptima del polo para una clase de sistemas que satisfacen ciertas
medidas ha sido dada en [37, 72].

Con una correcta seleccion del polo a, se pueden lograr aproximaciones de orden menor
que las que se obtienen con una aproximacion FIR. En [96], Wahlberg sugiere que esto se
debe a que el operador de los sistemas Laguerre tiene mas memoria que el operador retardo
unitario utilizado en un modelo FIR. Las ventajas a tener en cuenta son apreciables desde
el punto de vista de la aproximacion y de la estabilidad. En efecto, si los utilizamos en un
esquema de identificacion adaptativo, podemos asegurar la estabilidad de dicho esquema
controlando que |a| < 1. Por otro lado, es posible utilizar estos modelos en simulacion para
horizontes de tiempo arbitrariamente largos.

Al aproximar la representacion externa de un sistema lineal, discreto, utilizando sistemas
de Laguerre es posible mejorar la aproximacion obtenida simplemente aumentando el orden
del modelo.

Sistemas de Kautz

Aunque el uso de filtros de Laguerre en identificaciéon de sistemas es muy comiin, una
desventaja de esta clase de funciones es que, en general, los sistemas subamortiguados son
dificultosos de aproximar con un nimero razonable de términos. Por esta razén, otros siste-
mas de funciones ortonormales propuestos son los filtros de Kautz con dos parametros. Estos
filtros permiten aproximar mas eficientemente senales con fuerte comportamiento oscilatorio

97, 98].

Las funciones de Kautz discretas pueden escribirse de varias formas. Una forma posible
es definirlas a través de su transformada Z como

A=A =) (e +be— 1)z + 1)
KQJ(Z’b’C>_Z2+b(c—1)Z—C( 22+ blc—1)z—c )

Kijl(Z, b, C) =

(z = b) /A=) (—cz2 +bc—1)z+ 1)j_1’ (2.45)

224+bc—1)z—c\ 224bc—1)z—c
donde b = (B + B)/(1 + BB), c = —f33 son constantes reales tales que
bl <1 , <1, j=1,2,---

y B, B € C son los polos de Kautz en la region ||z|| < 1, de modo que se puede asegurar
estabilidad, ver [97].
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Luego, la funcion G(z) tiene una expansion en serie de Kautz dada por
G(z) =Y 0,Ki(z.a), |z >1. (2.46)
=0

Comparado con los filtros de Laguerre, ahora hay dos parametros, b y ¢, que permiten asignar
un par de polos complejos conjugados a las funciones de transferencia K;(z).

Notemos que las funciones de transferencia de Laguerre discretizadas son un caso parti-
cular de las funciones de transferencia de Kautz [97].

Tal como sucede con los filtros de Laguerre, para un nimero grande de términos en la
expansion, la eleccion de los parametros b y ¢ no es crucial, pero para una cantidad finita
de términos la eleccion de los parametros es de gran importancia para obtener una buena
aproximacion de una funciéon dada.

Es importante hacer una comparacion entre el modelo FIR y el modelo obtenido utilizan-
do bases de Kautz. La diferencia esencial es que la memoria del elemento de la base de Kautz
es infinita y la del retardo unitario es uno. De esta manera, la representaciéon por medio de
filtros de Kautz soluciona el problema de la falta de memoria a través de los elementos de
la base reduciendo la cantidad de términos involucrados en la aproximacion.

La estructura de modelo lineal para identificar un sistema utilizando bases de funciones
ortonormales, genera un regresor lineal que solo depende de las entradas al sistema. Entonces,
la estimacion cuadratica tiene una solucion cerrada correspondiente a un minimo global. Con
esto se evitan costosos métodos de iteracion en la estimacion de pardmetros y la aparicion
de minimos locales. El uso de bases ortonormales también permite incorporar al proceso de
identificacion toda la informacion a priori disponible de la dinamica del sistema.

2.5. Identificacién de Sistemas no Lineales

Debido a la complejidad de los sistemas dindmicos no lineales, debemos restringir el
campo de estudio a una subclase de ellos. En esta tesis nos interesan los sistemas no lineales,
discretos que poseen memoria evanescente.

La representacion interna o representacion entradas-estados-salidas de un sistema SISO
no lineal discreto, invariante en el tiempo es

y(k) = g(x(k)), (2.47)

con k € Z, donde u(k), x(k) e y(k) son los elementos de las sucesiones de entrada, estados
y salidas, respectivamente, en el instante de tiempo k. Sea x(0) = X el estado inicial.
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De acuerdo con (2.10), el modelo E/S es

y(k) =f (¢(k),0) + v(k),
@(k) = (uk7yk71’ gkflj ekfl) ’
v(k) ~N(0,07), (2.48)

donde ahora f es una funcion no lineal, ¢ es una transformacion de las entradas en el instante
k y anteriores, y de las salidas observadas, salidas estimadas y errores de estimacion pasados;
v(k) es el error o ruido blanco estacionario adicionado a la salida en cada instante &, de media
nula y varianza constante o2

Para modelar estos sistemas, ampliamos los modelos lineales vistos en la secciéon anterior,
extendiéndolos al caso no lineal mediante la sustitucion de la transformaciéon lineal por
un aproximador no lineal representado por una funcién f de modo que obtendremos una
estimacion de la salida del sistema de la forma

Entonces, la salida estimada g(k) en el instante k, se obtiene a partir de toda la informacion
disponible en dicho instante “guardada” en el vector de regresion o vector de entradas (k).
Este vector estd formado por valores de las senales de entrada u(k) en los instantes k y
anteriores, por los valores de las salidas reales y(k) del sistema, de las salidas estimadas g(k)
y de los errores de estimacion e en instantes anteriores.

Para ajustar el vector de pardmetros mediante la minimizacién de una funcién de costo
basada en el error de estimacién, como por ejemplo el error cuadratico medio, debemos
calcular las derivadas de las salidas del modelo respecto a cada uno de sus parametros
dy/do.

Luego, el proceso de eleccion de f consta de dos pasos:

Paso 1. Como elegir el vector de regresion ¢ (k), i.e. como elegimos los regresores y la forma
de combinarlos.

Paso 2. Cémo elegir la transformacion no lineal f.

2.5.1. Elecciéon de los Regresores
Llamemos, por comodidad,
gk 10)=f(p(k),0). (2.49)
Los regresores estan, en general, dados por

(RN1) Valores presentes y pasados de las entradas: u(k),u(k —1),...,u(k — n,).
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(RN2) Valores pasados de las salidas reales del proceso: y(k —1),y(k —2),...,y(k —ny).

(RN3) gu(k—110),9.(k —2),...,7.(k — ny), que representan las salidas estimadas solo a
partir de muestras pasadas de u.

(RN4) e(k—t|0)=y(k—t)—g(k—1t]80), i.e. el error de estimacion o de prediccion.

(RNb) e, (k—t|0)=y(k—1t) —gu(k—1]0), i.e. el error de simulacion.

Observemos que, en los dos primeros casos, las componentes de los regresores son simple-
mente las medidas presentes o pasadas que se tienen. En cambio, los otros tipos de regresores
estan basados en salidas previas del modelo caja negra y, por lo tanto, debemos notar el vec-
tor de regresion como ¢ (k, ) en lugar de hacerlo simplemente con ¢ (k). Por otra parte, en
estos casos, las salidas simuladas ¢, (k — ¢ | #) son iguales a las salidas del modelo (2.49) si
todas las salidas medidas y (k — t) son reemplazadas, en los regresores, por las tltimas salidas
calculadas g, (k —t | 0) y, por lo tanto, los errores de prediccion y de simulacion coinciden.

2.5.2. Eleccién de la Transformaciéon no Lineal

Una vez elegidos los regresores, debemos determinar la funcion no lineal f (¢, 6) o, mejor
dicho, una estimaciéon o parametrizacion de la misma. En este punto no interesa como ha
sido elegido el vector de regresion ¢ sino que simplemente lo tomamos como un vector dado.
Es natural pensar a la familia de funciones parametrizadas como superposicién de funciones,
de la siguiente manera

Fe,0) = aifi(p). (2.50)

A las funciones f; se las llama funciones base por el papel que juegan, similar al de las
funciones de una base en un espacio funcional. Més atn, a veces ellas realmente forman una
base del espacio que consideramos. Luego, la pregunta natural que surge en este momento
es como elegir las funciones base.

Una de las funciones base mas conocidas es f; (x) = cos (iz). Entonces (2.50) expresa la
expansion en serie de Fourier de la funcion f.

Los llamados modelos difusos pertenecen a la clase de modelos con la estructura dada por
(2.50). Las funciones base f; se construyen utilizando miembros de un conjunto de funciones
difusas y reglas de inferencia [86].

En nuestro caso, la funcién no lineal f se obtendrd como aproximacion de la salida
verdadera y, por medio de la expansion en una base de funciones lineales a tramos canénicas
de alto orden, que definimos en la Seccion 2.7.

Siguiendo los trabajos de Chen et al. [23] y de Chen y Billings [22], de acuerdo a qué
regresores se eligen, se tienen los siguientes modelos.
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Modelo NFIR

El sistema no lineal més sencillo es la version no lineal del sistema de respuesta finita al
impulso NFIR (por sus siglas del inglés, Nonlinear Finite Impulse Response). Estos modelos
utilizan solo la informacion u (k — t).

El estimador viene dado por

y(k) = f(u(k),...,u(k —ny),0).

Al no existir conexiones recurrentes, las derivadas de las salidas estimadas respecto de los
parametros del modelo estaran dadas por las salidas del aproximador funcional respecto de
sus parametros

Wiy  Of;

00 00

Modelo NOE

El modelo no lineal de error de salida NOE (por sus siglas del inglés, Nonlinear Output
Error) utiliza u (k — t) e ¢, (k — ¢ | ) como entradas al sistema.

La salida del modelo es

Gk 0) = f(Gulk— 1), Gulk — ng), u(k), ..., u(k —n),0). (2.51)

Al tratarse de un modelo realimentado la expresion analitica de las derivadas dy/df ya no
depende sélo de las derivadas del aproximador funcional f respecto de sus parametros.

Se calculan las derivadas suponiendo constantes las entradas del aproximador (lazo abier-
to), y posteriormente se incluye el efecto de la realimentacion calculando la derivada de cada
salida respecto de cada entrada recurrente y multiplicando estos valores por las derivadas de
las entradas recurrentes respecto de los pesos.

Formalmente,
iy Oi(k) L& ik OYi(k—r)
= + e e (2.52)
09 00,561 ;;ayﬂk—ﬂ ao 90

OYi(x)

Los términos 50 O

= 54 son las derivadas de las salidas del aproximador fun-
) u(k),g(k—1) ) )
cional respecto de sus parametros, manteniendo constantes las entradas exdgenas y los pa-

rametros.

La ecuacion (2.52) permite disefiar un algoritmo recursivo para la evaluacion de las

. . , . . 8~7; o e e .
derivadas del modelo NOE. Los primeros términos de las derivadas %, se inicializan en
cero para k = —1,..., —ng, para que el célculo del gradiente parta siempre del mismo punto

inicial.

Las estructuras de identificacion NOE tienen una reducida sensibilidad al ruido.
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Modelo NARX

Los modelos no lineales autorregresivos con entrada exdgena NARX (Nonlinear Auto
Regressive with eXogenous inputs) utilizan u (k —t) e y (k —t) como variables de entrada
al sistema. El estimador en este caso es

(k) = fly(k—=1),...,y(k —ny),u(k),...,ulk —ny,),0),

donde, a diferencia del modelo NOE, las entradas son ahora los valores medidos de las salidas.
De esta forma se evitan las recursividades, simplificando el célculo de las derivadas de las
salidas estimadas respecto de los parametros del aproximador

OYik) _ ofi
00 00

Modelo NARMAX

Un sistema no lineal autorregresivo de media movil con entrada exégena NARMAX (por
sus siglas en inglés, Nonlinear Auto Regressive Moving Average with eXogenous inputs)
admite el estimador

g(k) = fly(k—=1),...,y(k —ny),u(k),...,u(k —ny,),e(k—1),...,e(k —n.),0).

Como es un modelo recursivo, la expresion analitica de las derivadas dg/df de las salidas
estimadas con respecto a los parametros, ya no depende so6lo de las derivadas del aproximador
funcional f. Podemos obtener la expresion analitica de estas derivadas de manera similar a
como se hizo para el modelo NOE.

Modelo NBJ

Los modelos no lineales Box Jenkins o NBJ (por sus siglas en inglés Nonlinear Box
Jenkins) utilizan w(k —1t), g(k—1t), e(k—1t]0) y e, (k—1t]80) como datos de entrada al
sistema dindmico. En este caso, la salida simulada g, se obtiene como la salida de (2.49)
utilizando la misma estructura, pero reemplazando e y e, por ceros en el vector de regresion

o (k,0).

Narendra y Parthasarathy [68] utilizan una notacion diferente para los mismos modelos
cuando se utilizan conjuntamente con redes neuronales. El modelo NARX se denomina serie-
paralelo y al NOE se lo llama modelo paralelo. Las estructuras NOE, NBJ y NARMAX
corresponden a estructuras recursivas dado que parte del vector de regresiéon consiste de
salidas pasadas del modelo.
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2.6. Modelos no Lineales Orientados a Bloques

La mayoria de los sistemas dindmicos tienen un comportamiento no lineal, excepto en
un determinado rango de operacion donde pueden ser considerados lineales. Por lo tanto,
si utilizamos una estructura lineal para modelar un sistema no lineal, al variar el punto de
operacion del sistema real las caracteristicas predictivas del modelo se ven deterioradas. Esto
hace que para la identificacion de sistemas con estas caracteristicas se recurra a técnicas y
modelos no lineales.

Muchos de los sistemas dindmicos no lineales pueden ser representados por la conexién en
cascada o en paralelo de sistemas o bloques lineales dinamicos y bloques no lineales estaticos.
Estos modelos se denominan orientados a bloques.

Las no linealidades estaticas aparecen, por ejemplo, debido a saturacién de actuadores,
sensores con caracteristicas no lineales, etc. Entre los modelos orientados a bloques, los que
han sido méas estudiados son los modelos de Hammerstein y de Wiener.

Un modelo de Hammerstein consiste basicamente en un modelo compuesto de un bloque
no lineal estatico, seguido por otro bloque lineal dindmico. Similarmente, un modelo tipo

v(k)

u(k) v(k) (k)

Figura 2.5: Modelo tipo Hammerstein

Wiener consiste en un bloque lineal dindmico seguido por un bloque no lineal estéatico.
Podemos incluir el modelo tradicional de Wiener dentro de los modelos tipo caja negra con

v(k)
u(k) v(k) (k)
—_—> L > N —

Figura 2.6: Modelo tipo Wiener
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regresores semi-fisicos ya que se describe mateméticamente mediante la ecuacion
g (k+1) = h(volk], n1]k],...), (2.53)

donde h : £ — R es la parametrizacion de la transformaciéon no lineal utilizando como base
los polinomios de Hermite y v;[k] = L;[u (k)] es la salida del j-ésimo filtro de Laguerre. De la
ecuacion (2.53) se ve inmediatamente la relacion con los tipos de modelos antes descriptos.
En el Capitulo 4 nos ocuparemos nuevamente de este tipo de modelos.

Notaremos a los bloques lineal y no lineal de un modelo orientado a bloques por las letras
Ly N, respectivamente. De modo similar, denominaremos a los bloques en paralelo mediante
la letra P, seguido de un indice de multiplicidad que indica el nimero de modelos en bloque
que utiliza el esquema de identificacion. Asi, los modelos Hammerstein son llamados “modelos
NL” vy los modelos Wiener “modelos LN”. Otros modelos en bloques son los modelos LN L,
conocidos también como modelos “tipo sandwich” y los modelos de Uryson que consisten de
m modelos de Hammerstein en paralelo y se designan como PN Lm.

En el Capitulo 4 definiremos los esquemas de identificacion tipo Wiener que consideramos
dentro de la clase de modelos orientados a bloques. Seguidamente introduciremos los modelos
de identificacion tipo Wiener propuestos en esta tesis.

2.7. Representaciones Canénicas Lineales a Tramos de
Alto Nivel

En esta seccion describimos las bases de representacion de funciones lineales a tramos
(LAT) continuas, definidas sobre una particién simplicial de un dominio S C R". La base
estd compuesta por funciones con varios niveles de anidamiento de valores absolutos, que se
obtienen a partir de una tnica funciéon generadora . Comenzamos con una descripcion de
estas funciones y sus principales caracteristicas. Esta estructura de aproximacion permite
representar sistemas no lineales estaticos, y la utilizaremos en el Capitulo 4 como parte de la
formulacion de los modelos de aproximacion de sistemas dinamicos no lineales. Presentamos
luego los teoremas que aseguran su capacidad de aproximacion de funciones no lineales esta-
ticas. Estos resultados son fundamentales para establecer luego el teorema de aproximacion
propuesto en esta tesis.

2.7.1. Introduccién

La primera representacion canoénica de funciones lineales a tramos (CLAT) fue introdu-
cida por Chua y Kang |27, 52| en el contexto de teoria de circuitos no lineales. La expresion
canodnica propuesta en los articulos antes citados da una formulacion eficiente para repre-
sentar cualquier funcion arbitraria LAT con dominio en R, y fue extendida a dominios en
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R? (ver [26]). Més tarde, se demostro en [57] la existencia de una representacion canénica
para funciones LAT con dominio en R™. Sin embargo, este resultado es meramente teorico y
no provee una metodologia para hallar las funciones y coeficientes necesarios para sintetizar
una cierta funcion.

La representacion candnica lineal a tramos de alto nivel (CLATAN) para la aproximacion
de funciones continuas propuesta en [48], es la primera expresion lineal a tramos capaz de
representar mapeos en dominios de dimension arbitraria, y es luego utilizada en esta tesis
para describir el mapeo estatico no lineal de las estructuras tipo Wiener propuestas para
la aproximacion de un sistema din&dmico no lineal. Esta representacion permite caracterizar
numéricamente una funcion LAT de manera muy eficiente, ya que utiliza el nimero minimo
y exacto de parametros necesario para representar una funciéon LAT continua arbitraria, en
comparacion con otras representaciones LAT.

En consecuencia, a continuacion damos una descripcion de esta representacion y sus
caracteristicas mas importantes. Para mas detalles, el lector puede consultar [48].

Una funcion LAT f: S C R” — R™, donde S es un conjunto compacto, se define como
sigue.

Definicién 2.7.1 (Funcion LAT) Una funcion f : S € R — R™, siendo S un conjunto
compacto, se dice que es lineal a tramos (LAT) si y solo si satisface

(i) El dominio S esta dividido en un nimero finito de regiones poliédricas R™,
R® ... RW™) tales que S = Uf\ilﬁ(z), por un conjunto (finito) de fronteras

H={H,CS,i=1,2,... h}, (2.54)

tal que cada frontera es un hiperplano (n — 1)-dimensional (o un subconjunto del mis-
mo)
Hi={xeR":7(x)=alx—p =0}, (2.55)

donde a; € R"y 3; € Rparat =1,2,...,hyno puede ser cubierta® por un hiperplano
de dimensiéon n — 2.

(i) f se expresa mediante la representacion lineal afin
O (x) = JOx + w®, (2.56)

para cualquier x € R, donde J® € R™*" es llamada la matriz Jacobiana de la region
RO y wl) ¢ R™,

(iii) f es continua en cualquier frontera de dos regiones vecinas, es decir,

JPx 1 w® = J@Ox ¢ w@ (2.57)

para cualquier x € }_%(p) N R(q).

3Una frontera se dice cubierta por un hiperplano H siy solo si B C H
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Definicién 2.7.2 (Simplice) Sean x°, x!,...,x", n + 1 puntos en R". Un simplice

A (x% x! ..., x") se define como

A(XO,Xl,...,Xn):{XERnZX:ZMiXi}, (2.58)
i=0

donde 0 < p; < 1,i € {1,...,n} y > u; = 1. Un simplice se dice propio si y solo si no
esta contenido en un hiperplano de dimension (n — 1).

Una particion simplicial de un dominio compacto S C R™ es un conjunto de hiperplanos
que subdividen el dominio en simplices.

Consideremos un dominio compacto en R” de la forma:
S={xeR":0<x <dndiv;,i =1,2,...,n}, (2.59)
donde ¢ y ndiv; € Z, son el tamano de la grilla y el nimero de subdivisiones, respectiva-

mente, asociadas con el eje z;.

Cada componente dimensional z° del dominio compacto S puede subdividirse en ndiv;
subintervalos de amplitud . En consecuencia, S queda particionado en [[!_, ndiv; hiper
rectangulos y contiene [[;_, ndiv; + 1 vértices.

Podemos subdividir el dominio compacto S en simplices utilizando una particiéon simpli-
cial con configuracion de fronteras H, la cual esta definida por el conjunto de hiperplanos

{xeR":z,— k6 =0},
{xeR": x; — (x; — k;0) =0}, (2.60)
{x e R": (z; — k;0) — x; =0},
y la frontera 0S, donde ¢ = 1,2,...,n, k, = 1,2,....m, — 1,7 € {1,....n — 1}, j €
{i+1,....n}, Jki=1,....m—1yk;=0,1,...,m; — 1.
Este tipo de particion subdivide al dominio compacto S C R™ en un conjunto de simplices
propios S®, i =1,2,...,q, de n+ 1 vértices de manera tal que S = nglﬁ(i).

Llamamos PW Ly [S] al conjunto de todas las funciones LAT continuas definidas sobre
una particién simplicial con configuracion de fronteras H del dominio S.

Definimos la suma de funciones pertenecientes a PW Ly [S] y el producto de una funcion
perteneciente a PW Ly [S] por un escalar o € R como:

(F+9) 0= () +g(x), VxeS -
(af) (x) =af (x), Vx €S, '
entonces PW Ly [S] es un espacio vectorial.

El siguiente ejemplo ilustra como son las funciones del espacio vectorial PW Ly [S]. Su-
pongamos que el dominio S C R2. Definimos una configuracion de fronteras H tal que el
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dominio S quede particionado en simplices propios. Luego, si asociamos un valor de funcién
a cada vértice, es posible determinar una unica funcion lineal (local) para cada simplice de
modo tal que la coleccién de todas las funciones determina una funciéon LAT continua. Ver
Figura 2.7.

Observemos que cualquier funcion LAT arbitraria f : S — R queda univocamente deter-
minada por los valores que toma la funciéon sobre los vértices de la particion simplicial de S.
Este procedimiento resultard de suma utilidad para la aproximacion de funciones no lineales
continuas.

Figura 2.7: Funcién LAT con dominio S C R?

De acuerdo con [48], podemos construir una base para el espacio vectorial PW Ly [S] a
partir de sucesivas composiciones de una tunica funcién generadora.

Sea C' el espacio de las funciones continuas que mapean S C R™ en R y sea F el conjunto

de funciones
F={fi:fieC 1<i<p}.

La funcion generadora v : F x F — C' se define como

v 5) = YA = fil+ Bl == L G+ = AL+ 15 =1 = fi+ Sl (2.62)

La base esta compuesta por una funcion lineal 4° : F — C, y un conjunto de funciones
no lineales 7% : F x ... x F — C, con k > 1, definidas a partir de sucesivas composiciones
de la funcién generadora 7:

'70 (fr) = mel (fr) =~ (fr, fr) 772 (fris fra) = (frrs fra)

y, en general,

’Yk (fT17f7'2’ o '7f7'k) = V(f'f'l”yk_l (f7'2’ o '7f7'k))‘ (263)

Si la dimension del dominio es igual a n, solamente deben considerarse las funciones
k _
Y (y...,)) con k=0,1,...,n.
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Una eleccion apropiada de F para el caso de funciones LAT es
F={1l,m eC,1<i<h},

donde 7; son las funciones lineales de la forma (2.55). Notemos que los hiperplanos asociados
con esas funciones lineales pertenecen a la particiéon simplicial de S.

Entonces, el primer elemento de la base es la funciéon constante v° (1) y los elementos
restantes estan formados por la composicion de la funcion ~* (-,...,-) con las funciones
lineales m;:

AV (T gy - - - Ty ) = fy(ml,fykfl (Tgy o ,7TTk)). (2.64)

Una caracteristica distintiva de (2.64) es que posee k anidamientos de valores absolutos
de funciones y de acuerdo a esto, se dice que tiene nivel de anidamiento (n.a.) igual a k.

Las funciones de la base pueden escribirse en forma vectorial como

T

As = [AY AT AT (2.65)
ordenadas de acuerdo a su nivel de anidamiento, donde cada A’ es el vector que contiene
todas las funciones con n.a. = ¢ y T simboliza la operaciéon de trasponer un vector o una
matriz. Entonces se tiene el siguiente resultado fundamental.

Teorema 2.7.3 Las funciones LAT que componen la matriz As son una base del espacio

vectorial PW Ly[S].
Demostraciéon: La demostracion puede consultarse en [49, 51]. O

Como consecuencia del Teorema (2.7.3), sigue que cualquier f € PW Ly[S] puede escri-
birse como:
f(x) =cTAg (x), (2.66)

T 1T T i . .
donde ¢ = [CO N ] y cada vector ¢’ es un vector de pardmetros asociado a

la funcion vectorial con nivel de anidamiento i, A’*. Como cualquier funciéon LAT queda
determinada univocamente por sus valores en los vértices (ver [48, 51]), las filas de la matriz
Ag se hallan calculando las funciones A’ en los vértices de S con configuracion simplicial de
fronteras H.

Es importante notar que en virtud del Teorema 2.7.3, la expresion CLATAN (2.66) posee
el minimo y eracto ntimero de parametros necesarios para representar una funciéon LAT
genérica f € PW Ly[S], obteniéndose una representacion canonica con funciones LAT. Desde
el punto de vista computacional, las expresiones canénicas halladas mediante la metodologia
propuesta en [48, 51| da un procedimiento concreto para obtener el nimero de funciones
necesarias para la representacion y los coeficientes asociados. Otra propiedad relevante del
método es que la matriz asociada al sistema resulta una matriz triangular inferior.

Veamos un ejemplo en R? que ilustra como es una base de estas funciones.
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Ejemplo 2.7.4 Sea S =[—1,1] C R? y sea 6 = 1. Los hiperplanos

{xeR?:m =z, =0},
{x € R?: my = 5 = 0},
{XER2Z7T1+72:$1+$2:O},
{x eR*: 7, =21 — 25 = 0}

(2.67)

y la frontera 0[—1, 1]2 determinan la configuracion de fronteras H. Los ocho simplices propios
en que queda dividido S se pueden ver en la siguiente Figura 2.8. Las funciones 4! y 72 con

Figura 2.8: Configuracion de fronteras para el hipercubo [—1,1]?

n.a. = 1 y n.a. = 2 respectivamente, se pueden ver en la Figura 2.9 y su comportamiento se
describe en la Tabla 2.1.

n.a. | Region donde la funcién es no nula
Y (1) 1 {xeR?: 2, >0}
Y (=) 1 {xeR?: 2, <0}
v (29) 1 {x eR?: 29 > 0}
v (—z2) 1 {x eR?: 25 <0}
v (2q, 10) 2 {xeR?*: 2y > 0,29 >0}
Y (=21, 29) 2 {xeR?*: 2, <0,29 >0}
Y (2, —19) 2 {xeR?*: 2y > 0,25 <0}
Y (=z1, —22) | 2 {xeR?: 2, <0,25 <0}

Tabla 2.1: Funciones con n.a.=1 y n.a.=2 y su comportamiento en un dominio perteneciente
a R?

Luego,
A% = {7y (1)},
A = {3 (1) 4t (=21) 2 (22) 7t (—22) (2.68)
A? = {3y (z1,22) 4 (=21, 22) 7 (21, —22) , 7! (=21, —22) )



38

Capitulo 2. Modelado e Identificacién de Sistemas Dinamicos

Yy
V.7,
1T
W
s
7

T

i
AN
SRS

(A0S
05 AR
0 U

Figura 2.9: Funciones con n.a. = 1 (a,b,c,d) y n.a. = 2 (e,f,g,h) en R?
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Finalmente, la subdivisién producida por los hiperplanos (2.67) sobre S determina un conjunto
x de H?Zl(ndivi + 1) =9 vértices de la forma

x = {(0,0),(1,0),(-1,0),(0,1),(0,-1)
(1,1),(1,-1),(-1,1),(—-1,-1)}.

Las filas de la matriz Ag (x) resultan de evaluar cada vector de funciones en el conjunto x, obteniendo
asi:

10000000 O
110000000
101000000
100100000

As(x)=|[1 000100 0 0 (2.69)
110100000
110010100
1011000710
(10101000 1]

Una caracteristica relevante de las funciones CLATAN es que pueden aproximar unifor-
memente cualquier funcion Lipschitz continua ¢ : S — R [|47]. De hecho, si la aproximacion
LAT de la funcion no lineal g se define como la funcion fi,, € PW Ly [S] que satisface

fiar (v') = g (V')

donde v* son los vértices ? de la particion simplicial con configuracion de fronteras H, entonces
el error de aproximacion definido como

e = suplf, (x) — g (x) (2.70)

X€ES

satisface ¢ < § - L, siendo L la constante Lipschitz de g (-).

2.7.2. Aproximaciéon de una Funcién Continua Conocida

Consideramos funciones no lineales continuas f : S +— R, donde S es un dominio compacto
definido en (2.59) particionado mediante una configuracion simplicial de fronteras Hg cuyo
tamano de grilla es 9.

Asumimos que conocemos la expresion analitica de la funcién f, aunque solo basta co-
nocer los valores de f sobre los vértices v € Vg, dado que esta es toda la informacion que
necesitamos para definir una funcion perteneciente al espacio vectorial PW Ly[S].

*Los vértices del dominio (2.59) son los puntos de la forma {(z1,xa,...,2,) €S :x; =k; -6}, con k; € Z,
0<k; <mfori=1,2,...,n.



40 Capitulo 2. Modelado e Identificacién de Sistemas Dinamicos

La metodologia se basa en la aproximacion LAT de una funcion, definida en [24]|. En
consecuencia, la aproximacion CLATAN de f se define como la funcion f, € PW Ly (S| que
reproduce los valores de f sobre los vértices de la particion,

fo(p) = f(p), VpEVs.

El siguiente resultado debido a Chien [24] permite cuantificar la precision de la aproxi-
macion cuando se asume que la funcién es continua.

Lema 2.7.5 Si f es continua en S, que es la union de simplices no superpuestos, entonces

I (X)) = f(x) [ <&, VxeES,

donde

A€eS \ xg,x1€EA

e = s e I (o) = 7)) (271)

Si asumimos que la funcion f es Lipschitz continua en S, entonces es posible obtener
condiciones ttiles que relacionan el error de aproximaciéon con el tamano de la grilla 9.

Lema 2.7.6 Sea f: S — R que satisface

1 (x1) = f (x0) | < L] (x1) = (x0) [l (2.72)

Vxp,x1 €8S.
Luego la aprozimacion CLATAN f, de f satisface

1,0 — f () < 60| S e, vxes. (2.73)
i=0
Demostracion: La demostracion puede consultarse en [47]. O

2.7.3. Aproximacién de Funciones a partir de un Conjunto de Datos

Supongamos que la tnica informaciéon disponible para describir el comportamiento de
un sistema dindmico es un conjunto finito de mediciones de entrada-salida. Si deseamos
hallar una funciéon que sintetize los datos medidos, debemos seleccionar una estructura de
modelado adecuada y luego debemos formular un criterio de error para hallar la aproximacion
de acuerdo a ese criterio. Veremos diferentes tipos de aproximaciones que se pueden realizar
mediante funciones CLAT cuando se tienen s6lo datos de entrada-salida de una funciéon
desconocida que representa un sistema dinamico.
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Supongamos entonces que se dispone de un conjunto finito de datos de entrada:

X ={x1,X2,.. ., Xm}, (2.74)
donde x; € S C R" para 7 =1,2,...,n y que, asociado a este conjunto, existe un conjunto
de valores de funciéon

F:{f17f27'--7fm}7 (275)

los cuales pueden pensarse como los valores medidos de una funcion desconocida f : S — R,
de manera tal que

fi=fx), i=1,...,m. (2.76)
Luego, para aproximar el conjunto de valores (2.75) se propone una funcion CLATAN f.; €
PW Ly[S] y se plantea un criterio de error a través de la eleccion de una funcion objetivo
adecuada. En la Seccion 2.7.4, se utiliza un criterio de error basado en la norma |- ||, v
en la Seccion 2.7.5 el criterio de error utilizado se basa en la norma || - ||,. Finalmente, en la
Seccion 2.7.6 se describe una extension del enfoque de la Seccion 2.7.4 que permite obtener

dos funciones LAT f,, f,, € PWLg[S] que acotan en forma éptima los valores medidos
(2.75).

2.7.4. Aproximacion Optima utilizando Norma Infinito

En este caso, la funcion objetivo es el maximo valor absoluto del error entre fi,; y f sobre
todos los datos del conjunto F', es decir

Ew = )&é))% ([fi = frae (%) ]) - (2.77)

Luego, este problema de optimizacion es un problema del tipo min-max. Si recordamos que
Jiat (x) = cTA(x),c € R™, donde gy es el niimero de vértices de S, entonces (2.77) puede
escribirse de la siguiente forma equivalente

min (max{\ fi —cTA(x;) |}) : (2.78)

ceRIN \ x;€X

El problema es no diferenciable y una técnica para su resolucion es transformarlo en uno de
optimizacion lineal [100].

Lema 2.7.7 Sean X, F,H y S en las condiciones antes mencionadas. Entonces, el problema
(2.78) puede plantearse como el siguiente problema de programacion lineal:

en los parametros c y .

Demostracion: Consultar [100]. O
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2.7.5. Aproximacién Optima utilizando Norma Cuadratica

En este caso, la funcién objetivo es la siguiente:

n

Ey =" (fi — fuar (x:))*. (2.79)

=1

Nuevamente, si se tiene en cuenta que la expresion de una funcion arbitraria fi,; € PW Ly[S]
estd dada por fi.: (x) = T A (x), entonces (2.79) puede escribirse como

n

Ey = Z (fi —c’A (Xi))Qa (2.80)

i=1

o, en forma vectorial, como
T
By = (y “A (X)Tc) (y —A (X)Tc) , (2.81)

donde y € R? se define como y = [f1, fa, - - -, fm]T.

La minimizacion de (2.80) implica la resolucion de la ecuacion

oE,
oc

que puede obtenerse directamente como

= —yAX)+TAX)A(X) =0,

c=(AL)A (X)T>1A (X)y

En este caso, la soluciéon del problema requiere la inversion de una matriz simétrica de gy X gy
elementos.

2.7.6. Aproximaciéon Robusta utilizando Norma Infinito

En este caso, se supone que la funciéon medida tiene errores de medicién. En el caso
considerado, diremos que la funcién medida es incierta si se puede caracterizar de la siguiente
manera

E={f:S>R:f(x)=fv(xX)+AX)}, (2.82)

donde f y A son funciones continuas, fy es una funciéon nominal y A satisface
SUPyes ||A (%) || < K. Ademés, como en los casos anteriores, suponemos que se dispone de un
conjunto de valores medidos F' = {f1, fa2, ..., fn} tales que f; = f(x;), con f € Z,x; € S. En
este caso, es necesario modelar un conjunto de funcionesy por lo tanto un planteo natural
es hallar dos funciones f,, v f,, en PW Ly[S] que satisfacen

Jiat, (%) < f (%) < flar, (X3), VX3 €8,
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de modo que f se pueda representar como
f (X’L) = aflatl (Xz) + (1 - Oé) flatz (Xi)7 0 S (0% S 1a
para todo x; € X y para toda f € =. De esta manera es posible obtener una caracterizacion

de f en términos de fio, v fiat,-

Ademas, para lograr una caracterizacion 6ptima, se pretende que la banda definida por
estas dos funciones sea lo méas angosta posible. Es decir, que las funciones fi.;, v fiat, resuelvan
los siguientes problemas de optimizacion:

Problema 1:
L A i — Jiat, (X 2.
fZatIEIIIDIII/Ir/lLH[S} (ES)}(({\JC fran, (%3) ‘}) (2.83)
s.a
fi— fiat, (xi) >0, Vx; € X.
Problema 2:
L A i — Jlats (X 2.84
i (11 o, G0 ) 284
s.a

Jrat, (x3) — fi >0, Vx; € X.

En forma anéloga a la Seccion 2.7.4, estos dos problemas del area de optimizacién no
diferenciable pueden expresarse como problemas de programacion lineal, asumiendo que las
funciones fiut, ¥ fiat, tienen la forma fias, (x) = ¢l A(X) y flar, (xX) = ¢l A (x), respectiva-
mente.

Lema 2.7.8 Sean X, F,H y S en las condiciones antes mencionadas. Entonces, los proble-
mas (2.83) y (2.84) puede formularse como los siguientes problemas de programacion lineal:

Problema 1:

min A\
S.a

—C{A (Xz) — )\1 S —fi,VXi € X,
—c{A(x;) > —fi,Vx; € X,
)\1 Z 07

(2.85)
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Problema 2:

min A\,
A (x) — X < fi,Vx; € X, (2.86)
ey A(xi) > fi,Vx € X,
>\2 2 07
en los parametros cy,Co, A1 Y Ao.
Demostraciéon: Consultar [100]. O

2.8. Validacion del Modelo

Una vez propuesta una estructura de modelo determinada para identificar un proceso
real, debemos seleccionar el mejor modelo dentro de esta estructura, es decir, ajustar el
conjunto de parametros de la estructura que minimizan el error de aproximacion.

La validacion del modelo ajustado trata de determinar si el modelo obtenido es lo sufi-
cientemente bueno.

Existen dos formas de validar un modelo. La primera de ellas es la validacion cruzada,
que analiza el comportamiento del modelo sobre una base de datos no utilizados en el ajuste
de los parametros denominado conjunto de validacion. Si el modelo cumple con los requisitos
preestablecidos sobre este conjunto de datos, entonces el modelo se considera “bueno”.

La segunda esté basada en el andlisis de los residuos. Al ajustar un modelo lineal a un
proceso descripto por la ecuacion (2.12), se supuso que v(k) es una serie de variables aleatorias
independientes de media cero y varianza constante (ruido estacionario), distribuida segtin
una funcién de densidad de probabilidad determinada p,,, tipicamente normal. La validacion
del modelo consiste en comprobar que la serie de errores de estimacion

e(k) = y(k) —y(k)

cumple las hipotesis establecidas, es decir, que es una realizaciéon de una serie de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segin p,, de media nula y varianza
constante.
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2.9. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado una clasificacion de modelos dentro de la cual po-
dremos incluir los propuestos en este trabajo. Introducimos, ademas, las bases de funciones
lineales a tramos que nos permitiran definir los modelos en forma rigurosa.

En los Capitulos 3 y 4 describimos nuestros modelos y su relacion con los modelos NOE
y tipo Wiener, respectivamente. Establecemos los alcances de los esquemas propuestos en el
sentido del tipo de sistemas que es posible aproximar por medio de los mismos y desarrollamos
varios ejemplos de aplicacion de nuestras metodologias.

Los modelos que proponemos son tipo caja negra pues nos basamos solo en los datos de
entrada-salida para hallar los pardmetros de los mismos. Los regresores propuestos son los
que denominamos semi-fisicos.






Capitulo 3

Identificacion de un Modelo NOE
usando Funciones CLATAN

Uno de los principales problemas en la identificacion de sistemas es hallar un modelo que
sea representativo de las caracteristicas dindmicas del proceso real que se estd estudiando.
Este problema es més dificil en estructuras de identificaciéon que admiten desde un modelo
lineal simple hasta uno no lineal mas complicado, debido a que el conjunto de modelos no
lineales es mucho maés rico que el conjunto de los lineales [85]. Entonces, elegir el mejor
modelo dentro de una estructura no lineal, 7.e. evaluar el orden del modelo no es una tarea
sencilla. En la literatura existen herramientas muy conocidas para abordar eficazmente el
problema de la evaluacion del orden del modelo para determinadas estructuras. Por ejemplo,
la teoria de regularizacion [73| se puede aplicar a los modelos no lineales de respuesta finita
al impulso NFIR, el método de agregacion se puede utilizar para la seleccion del modelo
en estructuras tipo Wiener como en el algoritmo de Korenberg [55]. Si se utilizan redes
neuronales, los métodos de crecimiento y poda son utilizados para ajustar el tamano de
la red durante el entrenamiento [41]. Por otra parte, los modelos afines lineales a tramos
han sido muy usados en la identificacion de sistemas no lineales |9, 32, 89| como una clase
interesante de modelos NARMAX parametrizados [21, 40, 46, 86].

Una estructura de identificacion NOE permite evaluar modelos dindmicos aptos para su
utilizacion como simuladores fuera de linea, ya que se minimiza el efecto del ruido en la
estimacion de los parametros del mismo. Pero en este caso, la evaluacion del orden se hace
sumamente dificil debido a la complejidad computacional inherente a la naturaleza recursiva
del modelo [69]. Por otro lado, variar el orden del modelo en los algoritmos de identificacion
de esta estructura implica reiniciar el proceso de identificaciéon, lo que se traduce en la
evaluacion de un nuevo conjunto de pardmetros a partir de uno previo, lo cual puede ser
computacionalmente muy costoso.

En esta tesis consideramos una estructura de modelo NOE basada en funciones CLATAN
[13, 18] e implementamos un algoritmo de identificacion recursivo que ofrece un mecanismo
sencillo para aumentar el orden del modelo, conservando la aproximacion lograda hasta el

47



48 Capitulo 3. Identificacion de un Modelo NOE usando Funciones CLATAN

orden inmediato anterior. Para ello identificamos los pardmetros de la estructura NOE basada
en funciones CLATAN de orden creciente, partiendo de una aproximacion lineal OE; de esta
manera la estructura puede ir aumentando los grados de libertad de la funcion CLATAN,
conservando la aproximacion obtenida previamente hasta que se logra un error deseado entre
el modelo y el sistema. El algoritmo esta basado en un método de optimizaciéon de maximo
descenso con una tasa de aprendizaje adaptativo que permite el control de la estabilidad
BIBO (por sus siglas en inglés, Bounded-Input, Bounded-Output) del modelo. Un sistema
dindmico es BIBO estable si cualquier entrada acotada produce una salida acotada. En otras
palabras, si ante entradas de valor finito la respuesta (en valor absoluto) no tiende a infinito.

En este capitulo describimos en primer lugar la estructura de modelo y el correspondiente
algoritmo de identificacion NOE basado en funciones CLATAN. Luego exploramos las capa-
cidades de aproximacion de esta nueva estructura y su grado de generalizacion y obtenemos
condiciones suficientes que aseguran la estabilidad BIBO del algoritmo de identificacion. En
la altima seccion presentamos algunos ejemplos de aplicacion de la metodologia propuesta
para demostrar el potencial de nuestro enfoque.

3.1. Estructura del Modelo

Sean u,y los vectores E/S de longitud fija L que corresponden a un sistema SISO,
Lipschitz continuo e [ = @, @} C R, con y = miny,y = maxy. Si y es el valor estimado
correspondiente a la entrada u, notamos

uPMH = k), .. u(k — M)]
g = gk = 1), gk = N (3.1)
donde uFM+t ¢ U ¢ RMHL =LV ¢ O c RY, U y O conjuntos compactos dados.

La estructura de identificacion propuesta esta dada por

g(k) = fiar (u(k), ... ulk = M),g(k =1),....9(k = N))
— cA (uk,MJrl7 zjkfl,N) 7 (32)

donde fiq (x) = cA (x) es la funcion CLATAN como se defini6 en el Capitulo 2 y los érdenes
del modelo M, N son dados. De la ecuacion (3.2), resulta que la estructura de identificacion
propuesta es de tipo caja negra, siendo z* = [uk’M“, gjk’l’N] el vector de regresion asociado

a la misma. En la Figura 3.1 se puede observar el grafico asociado a (3.2).

Como se definio en el Capitulo 2, Seccion 2.7, el dominio de la funcién fi,; es el conjunto
compacto S C R™, m = M + 1+ N, definido como

S={xeR":q;<z;<a;+dndiv,i=1,2,...,m}, (3.3)

donde ¢ es la medida de la grilla y ndiv € Z es el nimero de subintervalos de igual longitud
0 asociados con el eje x;. Cuando la medida § de la grilla decrece, el ntimero de divisiones ndiv
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Figura 3.1: Modelo NOE-CLATAN

aumenta en cada direccion. Luego, cuando ndiv cambia, el modelo pasa de lineal (ndiv = 1)
a no lineal (ndiv > 1) con una particién creciente mas fina de S. Las ventajas de esta clase
de modelo se enumeran en [85].

El conjunto S queda asi particionado en regiones poliédricas usando una configuracion
de fronteras simplicial y la funcion fj,; se construye utilizando la metodologia descripta en el
Capitulo 2. La funcion resultante f;; es lineal en cada simplice y continua en cada frontera
adyacente de los simplices.

3.2. Algoritmo de Identificaciéon

En [17] desarrollamos un algoritmo de identificacién no lineal para esta estructura de
modelo CLATAN que se inicializa mediante una aproximacion lineal, que es un caso especial
de funcion CLATAN. Posteriormente, el nimero de divisiones ndiv de la particion simplicial
del dominio S aumenta y el nuevo conjunto de parametros se evalia facilmente utilizando
un algoritmo simple (véase el Apéndice A). Por altimo, el vector de parametros se actualiza
utilizando un algoritmo de optimizacion adecuado, hasta que se cumple un criterio de parada.
Este proceso consta entonces de tres pasos que pueden repetirse hasta lograr el error de
aproximacion deseado:

1. subdivision de la grilla,
2. actualizacion de los pardmetros, de acuerdo con la subdivision de la nueva grilla,

3. optimizacion de los parametros dados.
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Sean M, N dados los 6rdenes del modelo y S el dominio compacto que contiene al
conjunto completo de datos (u(k),y(k)), 1 <k < L. A continuacion damos la notacién que
usaremos en el resto del capitulo.

Notacion

ndiv = 2¢,d > 0: nimero de divisiones de la region S. Asumimos el mismo ntmero de
divisiones en cada direccion.

V4: el conjunto de vértices de la particion simplicial H del conjunto S donde ndiv es el
nimero de divisiones.

A?: las bases CLATAN definidas sobre S con vértices que pertenecen a V.

c®*: el vector de parametros asociado con la mejor aproximacion CLATAN obtenida usando
las bases A%. De [48, 50| puede verse que el ntimero de parametros es (ndiv + 1)M 1N,

(A),: la i-ésima fila de la matriz A.
Niter € N: maximo numero de iteraciones del algoritmo de optimizacion.
Maxerror: maximo error de aproximacion permitido.

Ir": tasa de aprendizaje correspondiente a la iteracion r; Ir] > 0, Vi (generalmente, lr; =
0,0001).

mom: momento, mom > 0 (generalmente, mom = 0,9).
[T erec: tasa de aprendizaje del incremento, 7. > 1 (generalmente, {rq... = 1,05).

[T 4ec: tasa de aprendizaje del decremento, 0 < [rg.. < 1 (generalmente, Ir4.. = 0,9).

Algoritmo
Paso 1. d = 0: Aproximacion Lineal.
Evaluar un modelo de aproximacion lineal OE.

Calcular los parametros c¢®* de la representacion CLATAN del hiperplano definido por
los parametros del modelo OE original. Esto es sencillo porque un hiperplano es un caso
particularmente simple de una funcion CLATAN [48, 50].

Paso 2. d < d + 1: Evaluar c®* a partir de c®~1*.

Evaluar c®* de c?~1* de acuerdo al algoritmo descripto en el Apéndice A, tomando inicial-
mente

r=0, chr = ¢+ Ac?m =10,...,0].

Paso 3. r < r + 1: Evaluacion del error y del gradiente.
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.1) y (3.2), la expresion del error en la iteracion r es

E" = % > @) =30 = %Z [y(i) — crIAd (M1 Gi=1tN))? (3.4)
oE"
(VET)j - d,r—1
0 (cj )
-— Z [y(i) — e =1A (i MHL =N ] (A (M gz’—l,N))j ' (3.5)

Paso 4. Actualizacion de los pardmetros.

Si E” < Maxerror entonces FIN, en otro caso,

ActT = n (—VE;Z?“; + Ac;l’r_lmom> , (3.6)

j
ctm = ¢4 ActT, (3.7)

donde la constante 7 pertenece al intervalo definido por las ecuaciones (3.12) y (3.13) dadas
en la Seccion 3.2.1 y las componentes del vector tasa de aprendizaje lr" son modificadas
como sigue
I lr;_i X T ¢ree S1SIgNO (VE;) = signo (VE;‘i)
J Iri™" X Irge. sisigno (VE;) # signo (VE;‘ ).

Si r < Niter, ir al Paso 3;

d,* d,r

sino ¢®* = ¢*" e ir al Paso 2.

Observacion: En el Paso 4, puede aplicarse cualquiera de las condiciones conocidas de
terminacion, basadas en la evolucion del error.

El algoritmo propuesto garantiza la convergencia del método a un minimo local. Al
igual que en la optimizacion de muchos procesos, el minimo alcanzado puede no ser un
minimo global, sino uno local; sin embargo, esta estructura de identificacion ofrece numerosas
ventajas

1. El célculo del gradiente durante el proceso de optimizaciéon es sencillo y lineal en los
parametros.

2. La aproximacion canoénica CLATAN usa el minimo nimero de parametros.

3. El nimero de divisiones crece progresivamente, manteniendo la aproximaciéon alcan-
zada. Ademads, introduce un grado de libertad en el proceso de identificacion, con el
objetivo de mejorar la calidad de la aproximacion.

4. Las estructuras de identificacion NOE son bien conocidas por su reducida sensibilidad
al ruido.
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3.2.1. Estabilidad BIBO del Modelo

Consideremos los conjuntos I, U y O definidos en la Secciéon 3.1 y sea ) un subconjunto
compacto de U x O.

Definicion 3.2.1 Decimos que el modelo definido por (3.2) es BIBO estable si fi,; (Q) C
I.

Esta definicion establece que la salida del modelo permanece entre los valores de salida
para cualquier senal de entrada u € U.

La expresion de la ecuacion (3.2) define una transformacion fi,; : Q — I. Como @ es un
conjunto compacto y fi.: es continua sobre (), entonces alcanza sus valores méximo y minimo
sobre (). Mas aun, como f;,; es lineal en cada simplex, los valores extremos se obtienen sobre
Vo, el conjunto de vértices de (). Entonces la estructura de identificacion NOE dado por la
ecuacion (3.2) sera BIBO estable si, para todo d fijo, las siguientes condiciones se verifican

! d/\
’ >
’ d A <
Vl ( ( )) — Y

(3.8)

donde V% se defini6 en la Seccion 3.2.

Sea ¢ con d fijo, un vector de parametros tal que el modelo es BIBO estable. Entonces,
debemos garantizar que para cualquier 7, §(k) = c®"A (zk) €1,1<k<L,donde c?" se
obtiene del Paso 4 del algoritmo de identificacién descripto en Seccion 3.2.

La siguiente proposicion nos da una condiciéon suficiente para la estabilidad BIBO.

Proposicién 3.2.2 Suponemos que para d yr—1 fijos, el modelo es BIBO estable. Entonces
el modelo serd BIBO estable para d y r siempre que la siguiente condicion se satisfaga

y — min (¢ A (v)) < Ac™"A(v) <7 — méx (¢ A (V) , (3.9)

=  vevd vevd

donde Ac®" estd dada por la ecuacion (3.6) y v € V<.

Demostracion: Teniendo en cuenta el modelo y la ecuacion (3.7) obtenemos
gk)y = c*"A(z")
= ¥ IA (zk) + Ac®mIA (zk) ) (3.10)

Hemos supuesto que c*"tA (zk) € [ para todo k. Luego, como el modelo alcanza sus
valores extremos sobre V¢ tenemos

s d,r—1 d,r—1 k < d,r—1
min c® A (V) <A (2¥) < miaxc® A (v). 3.11
vevd ( ) ( ) vevd ( ) ( )

Entonces, de (3.10) y (3.11), g(k) pertenece a I para cualquier k,1 < k < L si la condicion
(3.9) se satisface. O
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Corolario 3.2.3 Asumimos las mismas hipdtesis que en la Proposicion 3.2.2, y definimos

a = y—min (¢ TA(V)),

vevd
b = 77— < d,r—lA )
y - méx (¢"" A (v))
Entonces las siguientes condiciones

> a (3.12)

= min [(=VETIr" + Act " —tmom) A (v)]’ '
veV

< b (3.13)

= Tnax [(=VETIr" + Act —1mom) A (v)]’ '

vevd

se verifican simultdneamente.

Demostraciéon: La demostracion sigue inmediatamente de la proposicion anterior y del
hecho que Ac™ A (z") A (z) = (—=VE") A (z) alcanza su valor extremo sobre V', 0

Observaciones: De las cotas dadas por (3.12) y (3.13) para 7, la Gnica que tiene interés
préactico es la menor positiva y es la utilizada en el Paso 4 del algoritmo de identificacion.

El algoritmo garantiza la BIBO estabilidad del modelo siempre que el modelo lineal inicial
sea BIBO estable [19].

3.3. Ejemplos de Aplicaciéon

En esta seccion presentamos cuatro ejemplos diferentes. Los dos primeros ilustran la tran-
sicion de un modelo lineal a uno no lineal para sistemas con y sin ruido y la capacidad del
modelo para extrapolar mas alla de los datos, i.e. muestran que el modelo logra reproducir
la dindmica de E/S fuera del dominio de la entrada. Los otros dos ejemplos muestran que
la estructura posee atractivas propiedades de generalizacion, i.e. que hay poca discrepancia
entre el sistema y los resultados del modelo en el conjunto de validacion. Ambas caracteris-
ticas se deben, en parte, al aumento gradual del orden del modelo. Los ejemplos también
muestran el rechazo al ruido, caracteristico del algoritmo de identificacién propuesto.

Las siguientes consideraciones se aplican a todos los ejemplos.

1. En el primer ejemplo utilizamos 50 % de los datos para identificacion y el resto para
validacion, mientras que en el segundo ejemplo consideramos el 90 % de las muestras
para identificar el modelo y el 10 % para validar. En los dos tltimos ejemplos, tomamos
70% de los datos disponibles para el proceso de identificaciéon y el resto para el de
validacion.
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2. Con el fin de obtener una representacion grafica clara, definimos el vector de regre-
sion como z* = [u(k), §(k —1)], i.e. tomamos M = 0y N = 1, de acuerdo con la
metodologia propuesta.

3. Definimos la entrada u como una senal aleatoria con distribuciéon uniforme.

4. Para sistemas con ruido, éste fue adicionado a las muestras usadas para la identificacion,
pudiendo asi considerarse como una medicion del ruido. Para mostrar con claridad la
aproximacion al sistema real, en la validaciéon sélo se utilizaron muestras sin ruido.

5. De acuerdo al paso 1, evaluamos en primer lugar un modelo lineal OE para generar
los parametros iniciales; a continuacion comenzamos con el algoritmo descripto en la
Seccion 3.1 con ndiv = 2. Los parametros del modelo inicial de la estructura con ndiv =
2 fueron evaluados con un modelo OE lineal con el algoritmo de actualizacion dado en
el Apéndice A y fueron optimizados usando un nimero fijo de iteraciones. Luego, ndiv
fue duplicado y los parametros del nuevo modelo resultante fueron estimados a partir
del previo que logra el mejor ajuste en el conjunto de validacion, usando el algoritmo
de actualizacion. Este procedimiento fue repetido hasta ndiv = 8 con la excepcion
del Ejemplo 3 en el cual se repite hasta ndiv = 16. Luego, el nimero de parametros
(ndiv +1)2 es 9, 25, 81 y 289, respectivamente.

3.3.1. Ejemplo 1: Modelo Logistico NOE

En este ejemplo consideramos el sistema dinamico logistico no lineal, discreto, con una
entrada exogena altamente no lineal dada por

y(k+1) =0,4y(k) (1 —y(k)) +u(k)". (3.14)

Con el proposito de resaltar las capacidades de modelado del algoritmo propuesto, optamos
por elegir una entrada altamente no lineal, a pesar de que podria no estar asociada al sistema
real.

La entrada u estd definida como una senal aleatoria uniformemente distribuida entre -0.9
y 0.9 de 600 muestras. Utilizamos las primeras 300 para el proceso de identificacion y las
300 restantes para validacion.

La Figura 3.2 (a) muestra la aproximacion y la validacion del error RMS como una funcion
del ntimero de iteraciones del algoritmo de identificacion. En las primeras 100 iteraciones el
numero de divisiones del espacio de regresores S fue ndiv = 2; luego ndiv se aumento a
4. Los parametros del nuevo modelo resultante fueron evaluados utilizando el algoritmo
de actualizacion dado en el Apéndice A y esta estructura de modelo fue optimizada hasta
la iteracion 400. Finalmente, el mismo procedimiento fue repetido desde la iteracion 401
hasta la iteracion 1000 con ndiv = 8. Ambos errores RMS muestran un rapido descenso
cuando el nimero de subdivisiones ndiv de S cambia de 2 a 4, que es una caracteristica
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importante del enfoque propuesto. Al aumentar el grado de libertad de la estructura del
modelo, el algoritmo de identificacion mejora facilmente la aproximacion asi como el error
de validacion, pues la nueva estructura del modelo que tiene mas grados de libertad, comienza
en la mejor aproximacion inmediata anterior lograda con el algoritmo. Un efecto similar, con
una leve reduccion del error, puede apreciarse cuando el nimero de divisiones crece de 4 a
8. La Figura 3.2 (b) muestra los graficos de la aproximacion (muestras 1 a 300) y errores
de validacion (muestras 301 a 600) para los mejores modelos obtenidos con ndiv = 2, 4 y
8, pueden apreciarse claramente las mejoras en el comportamiento del modelo cuando ndiv
crece.

T
ndiv=38 Error de validacion RMS

Error de aproximacion RMS
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(a) Errores RMS de aproximacién y validacion para las
funciones CLATAN usando ndiv =2,4 y 8.
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(b) Errores de aproximacion (muestras 1 a 300) y de vali-
dacion (muestras 301 a 600).

Figura 3.2: Caracteristicas del error en el Ejemplo 3.3.1
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La superficie del modelo f;,; resultante puede verse en la Figura 3.3. Es importante
remarcar que dicha superficie con ndiv = 2 se aproxima a una superficie plana, i.e. el
modelo es casi un sistema lineal. La superficie f;,; mejora la aproximacion a la superficie
real cuando ndiv crece de 2 a 4 y de 4 a 8. La superficie real puede obtenerse de la ecuacion
(3.14), i.e. la forma es fuertemente no lineal en la direccion de u(k) y casi cuadratica en la
direccion de g(k — 1).

(c) ndiv = 8.

Figura 3.3: fi; resultante del Ejemplo 3.3.1 con ndiv =2, 4y 8

3.3.2. Ejemplo 2

Este ejemplo, debido a Yazdizdeh y Khorasani [104], estd dado por las siguientes ecua-
ciones

ylk+1) = Z——= +¢(k),
e(lk+1) = 0,25(e(k) +();
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donde la entrada u es una senal aleatoria de 2000 muestras con distribuciéon uniforme entre -1
v 1, ¢ es un ntmero uniformemente generado aleatoriamente entre -1 y 1; entonces €(k) puede
considerarse ruido coloreado adicionado a la salida del sistema. Este ruido fue sumado a las
primeras 1800 muestras utilizadas en el proceso de identificacion; las restantes 200 muestras
sin ruido fueron usadas para validar el modelo. En la Figura 3.4 los errores de aproximacion y
de validacion también muestran mejoras en la aproximacion cuando el nimero de divisiones
ndiv crece. Se debe tener en cuenta que al conjunto de validacién no se le adiciona ruido
de medicion para poder mostrar el comportamiento del algoritmo de identificacion. Este
ejemplo ilustra claramente la robustez del algoritmo NOE con respecto al ruido, asociado con
la rapida convergencia a una estructura de modelo adecuada proporcionada por el algoritmo.
Se pueden obtener mejores soluciones si aumenta la cantidad de datos disponibles o el nimero
de iteraciones.

Errores de aproximacion y validacion
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Figura 3.4: Performance del error en el Ejemplo 3.3.2. Errores de aproximacion (muestras 1
a 1800) y validacion (muestras 1801 a 2000)

Las superficies aproximantes fj,; para ndiv igual a 2, 4 y 8 puede observarse en la Figu-
ra 3.5. Como antes, estas superficies fueron evaluadas usando el conjunto de parametros que
mostro el mejor desempeno durante el proceso de aproximacion, en el conjunto de validacion.
Podemos observar nuevamente que la aproximacion mejora cuando ndiv aumenta. Al igual
que en el ejemplo previo, la superficie con ndiv = 2 se aproxima a una superficie plana.
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(a) ndiv = 2. (b) ndiv = 4.

(c) ndiv = 8.

Figura 3.5: fi4; resultante del Ejemplo 3.3.2 con ndiv =2, 4y 8

3.3.3. Ejemplo 3

Para este ejemplo consideramos el siguiente sistema

{ y(k) = —0,99y(k — 1) + u(k)® + yo(k), siy(k) <0 (3.15)
y(k) = —0,01y(k — 1) +u(k)® +~ov(k), siy(k)>0" '
siendo ~y la amplitud del ruido y

v(k) =0,5(v(k—1)+e), (3.16)

donde € es un namero aleatorio de amplitud unitaria. Entonces, el vector de ruido v con com-
ponentes dadas por la ecuacion (3.16) puede considerarse como ruido coloreado adicionado
a la salida del sistema.

Hemos tomado v = 0y v = 0,2 para los casos sin ruido y con ruido, respectivamente. La
senal de entrada u oscila entre -1 y 1 y tiene una longitud de 600 muestras para el primer
caso y 1000 para el segundo caso.

La superficie de validacion f,; correspondiente a ndiv = 8 sobre (u(k),g(k — 1)), junto
con este conjunto de datos, puede observarse en las Figuras 3.6 (a) y (c) para los sistemas
sin ruido y con ruido, respectivamente.
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Observemos que en las Figuras 3.6 (a) y (¢), el conjunto de datos utilizados para evaluar
el modelo no estd uniformemente distribuido en todo el espacio de entrada definido por
S. A pesar de que algunas regiones del espacio de entrada no tienen datos, la superficie
resultante tiene una forma similar a la esperada como resultado de la ecuacion (3.15) en
el dominio de entrada, i.e., dos formas lineales diferentes en la direccion de g(k — 1) y una
forma cuabica en la direccion de u(k). Esta aseveracion esté confirmada por la superficie del
error absoluto representada en la Figura 3.6 (b). Finalmente, la Figura 3.6 (c¢) muestra que
es posible arribar a la misma conclusiéon cuando los datos medidos con ruido son usados
en la identificacion. Esta es una propiedad muy importante del algoritmo de identificacion
propuesto que debemos enfatizar. Es sabido que, a pesar de que un modelo de orden reducido
puede no ajustar bien los datos, puede generalizar mejor que un modelo de orden alto. Este
ejemplo sugiere que la aproximacion paso a paso propuesta, permite generalizar propiedades
de modelos de orden reducido que se mantienen en modelos de orden superior.

Yk—1
(a) Superficie sin ruido con ndiv = 8. (b) Superficie del error sin ruido con ndiv =
16.

(¢) Superficie con ruido para ndiv = 8. El
conjunto de datos usados en la identificacién
es notado con + en las figuras (a) y (c), y
con * en la figura (b).

Figura 3.6: Funcion f;,; resultante para el Ejemplo 3.3.3
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3.3.4. Ejemplo 4

Consideremos el siguiente sistema

{ y(k) = 09y(k — 1)® + 5u(k)® +yo(k)  if y(k) <0

y(k) = —0,9y(k — 1)* +5u(k)* +~yo(k) if y(k) >0’ (3.17)

donde v es la amplitud del ruido. Las componentes del vector de ruido coloreado v estan
dadas por la ecuacion (3.16).

En este ejemplo elejimos v = 0 y v = 0,25. La amplitud de u oscila entre —0,53 y 0,53,
mientras que la cantidad de muestras es de 500 para el caso sin ruido y de 1000 para el caso
con ruido.

Como en el Ejemplo 3.3.3, en ambos casos la aproximacion mejora a medida que aumenta
el niimero de divisiones. Esto puede observarse en la Figura 3.7 (a) y (b) para el caso con
ruido. En la Figura 3.7 (a) se muestran los errores RMS de aproximacion y validacion versus
el nimero de iteraciones para cada ntimero de divisiones. La tasa de crecimiento del error
disminuye a medida que el nimero de divisiones aumenta. El algoritmo se detiene luego
de 300, 300, 600 y 600 iteraciones para ndiv = 2, ndiv = 4, ndiv = 8 y ndiv = 16,
respectivamente. Por otro lado, en la Figura 3.7 (b) mostramos los errores de aproximacion
y validacion para los modelos NOE-CLATAN con ndiv = 2,4,8 y 16. Puede apreciarse una
reduccion significativa de ambos errores cuando el niimero de divisiones aumenta a ndiv = 8.
Sin embargo, con ndiv = 16 el sobreajuste deteriora la propiedad de generalizacion del
modelo, i.e. el error de validacion crece con respecto a ndiv = 8.

La superficie de aproximacion fj,; correspondiente a la validacién del modelo y con ndiv =
8, junto con el conjunto de datos, puede verse en las Figuras 3.8 (a) y (b) para los sistemas
sin ruido y con ruido, respectivamente. Como en el ejemplo previo, la forma de la superficie
evaluada se corresponde con la forma real, 7.e. una forma ciibica con cambio de signo en la
direccion de §(k — 1) y una forma ctbica en la direccion de u(k). Debemos remarcar que esta
correspondencia ocurre sobre todo el espacio de entrada, a pesar de que el conjunto de datos
usados para la aproximacion esta distribuido sobre un subconjunto limitado del dominio de
entradas.

3.4. Conclusiones

En este capitulo desarrollamos un algoritmo de identificacion NOE basado en el método
de aproximacion con funciones CLATAN. La metodologia propuesta permite una evaluacién
gradual de un modelo NOE, a partir de un modelo lineal OE. La caracteristica principal es su
capacidad para aumentar el orden del modelo de una manera directa y sencilla, manteniendo
la aproximacion obtenida con el modelo anterior. Es importante remarcar que la estabilidad
BIBO del algoritmo esta garantizada si la aproximacion lineal inicial OE es BIBO estable.
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(a) Errores RMS de aproximacion y validacion para las fun-
ciones de aproximacion CLATAN usando ndiv = 2,4, 8, 16.
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(b) Error de aproximaciéon (muestras 1 a 700) y validacion
(muestras 701 a 1000).

Figura 3.7: Caracteristicas del error en el Ejemplo 3.3.4 para el caso con ruido

Si bien el modelo fue definido para sistemas SISO, puede ser generalizado facilmente a
sistemas MISO y MIMO.

El objetivo de este algoritmo es lograr la identificacion y simulacion de un modelo no
lineal para aplicaciones que requieren capacidad de procesamiento rapido y gran cantidad
de datos. Es sabido que un algoritmo de identificacion NOE puede requerir mucho tiempo
de computo. La plataforma de hardware CLATAN no so6lo produciria una reduccion drastica
de dicho tiempo sino que ademas, la flexibilidad de modelado permitiria la identificacion de
una gran variedad de sistemas dindmicos. El modelado y sintesis de circuitos de sistemas
dindmicos no lineales ha atraido mucho la atenciéon en los tltimos anos ya que la simplici-
dad de integracion en gran escala (VLSI) de las funciones LAT posibilita el desarrollo de
estructuras de identificacion orientadas a hardware 33, 45, 76, 75].

Por otra parte, el uso de bases de funciones CLATAN posibilita el abordaje sistematico
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(a) Caso sin ruido.
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(b) Caso con ruido para ndiv = 8 divisiones. En ambas figuras,
el conjunto de datos utilizado para el proceso de identificacion es
indicado con +.

Figura 3.8: fi.;: para el Ejemplo 3.3.4

y riguroso de problemas de aproximacion de sistemas no lineales de dimension n, tanto
en aplicaciones relativas al modelado como al control de sistemas. Esta técnica conduce
a problemas de optimizacion de probada robustez y de eficiencia computacional, como son
cuadrados minimos y programacion lineal. La reducciéon del tamano de la grilla de subdivision
simplicial del dominio de las funciones CLATAN permite disenar y obtener modelos de
aproximacion progresivos que se inician con uno lineal, y abordar el modelado mediante
estructuras NOE, los cuales son sumamente dificiles de evaluar con las técnicas disponibles
en la actualidad.
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Los ejemplos presentados ilustran el potencial de la estructura de identificaciéon propuesta.
Los dos primeros muestran la capacidad para mantener la aproximacion lograda cada vez
que se incrementa el nimero de divisiones ndiv del dominio de las funciones CLATAN. Esta
propiedad acelera el proceso de identificacion ya que el niimero de pardmetros aumenta gra-
dualmente; el costo computacional del algoritmo es muy pequeno en las primeras iteraciones
y aumenta s6lo si se necesita una mejor aproximacion.

Los dos tultimos ejemplos muestran la propiedad de generalizacion del modelo, es decir,
que la discrepancia entre el sistema real y el modelo es pequena en el conjunto de validacion.






Capitulo 4

Estructuras de Identificacion tipo
Wiener

En este capitulo describimos los métodos de aproximaciones funcionales basados en se-
ries de Volterra y de Wiener y los modelos generales orientados a bloques. En este marco,
presentamos los esquemas de identificacion propuestos en esta tesis, que pueden considerarse
dentro de estos tltimos. En su trabajo, Wiener [101] propuso aproximar un sistema no li-
neal continuo por una combinacién polinomial de sistemas de Laguerre, utilizando para ello
polinomios de Hermite. Las estructuras que aqui presentamos se diferencian de una Wiener
por la manera en que dichos sistemas estan relacionados. Nuestros modelos aproximan un
sistema no lineal, discreto por una combinaciéon no lineal de un conjunto finito de sistemas
discretos de Laguerre o de Kautz, utilizando funciones CLATAN. Demostramos que estas
estructuras de modelado son capaces de aproximar sistemas que pueden caracterizarse como
no lineales, discretos, causales, TI y que poseen un cierto tipo de continuidad denominada
memoria evanescente. Concluimos el capitulo con tres ejemplos de aplicacion, cada uno de
ellos con diferentes no linealidades, que muestran las capacidades de aproximacion de los
modelos propuestos y las ventajas de proponer sistemas de Laguerre o de Kautz para la
identificacion de los sistemas considerados, de acuerdo con sus caracteristicas.

4.1. Diferentes Modelos de Aproximaciéon E/S

En esta secciéon presentamos los métodos de aproximaciones funcionales basados en series
de Volterra y de Wiener, los modelos orientados a bloques en serie, entre los que se encuentran
los modelos de Wiener y de Hammerstein descriptos en el Capitulo 2, y los modelos orientados
a bloques en paralelo.

65
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4.1.1. Meétodos de las Series de Volterra y de Wiener

Los modelos de Hammerstein y de Wiener orientados a bloques vistos en el Capitulo 2,
Seccion 2.6 se pueden relacionar con los métodos de aproximaciones funcionales basados en
series de Volterra y de Wiener.

Se denomina expansion funcional de un sistema a una representacion E/S del mismo de
la forma

y(k) = Fun[u (K], K <k, (4.1)

donde u(k), y(k) son la entrada y la salida, respectivamente, del sistema real en el tiempo
k y Funl|-] es la funcional que se desea identificar. Entonces, es posible evaluar la salida en
cualquier instante k, conociendo la evolucion de la entrada u (k), para todo tiempo k' < k. La
implementacion de estas estrategias de aproximacion en el caso lineal, lleva a representaciones
como la expansion de un sistema en una base ortonormal formada por retardos unitarios
(modelo FIR) o en bases de Laguerre, descriptas en el Capitulo 2, ecuaciones (2.33) y (2.39).
Cuando se trata de métodos de expansiones funcionales en el contexto de identificacion de
sistemas no lineales, se habla naturalmente de las series de Volterra y de Wiener.

El estudio de funcionales no lineales (4.1) comenz6 en 1887 cuando Volterra [95] investigo
funcionales analiticas e introdujo la representacion

n

y(k):g/ﬂ.../hn(ﬁ,Tg,...,Tn)Hu(k;—Ti)dTi (4.2)

=1

que luego se conocié como serie de Volterra. Las funciones h,, (71, T2, ..., 7,) en las variables
7; de la ecuacion (4.2) se denominan niicleos de Volterra vélidos en el dominio € [2]. Estos
nicleos estin acotados en cada 7;, son funciones simétricas respecto de su argumento Yy,
para sistemas causales, se verifica que h, (11,72,...,7,) = 0 para cualquier 7; < 0. La
identificacion por medio de series de Volterra requiere entonces la estimacion de dichos
nucleos. Dado que la ecuacion (4.2) involucra una serie, para realizar la identificacion es
necesario truncarla.

Fréchet [36] considero esta representacion y generalizo el teorema de aproximacion de
Weierstrass probando que cualquier funcional continua puede ser representada por medio
de una serie de Volterra que converge uniformemente en cualquier conjunto compacto de
funciones continuas.

La serie de Volterra discreta estd dada por

ms Im—1 Im—1 m
y(F) =33 > b (i, i) [ [ (b — i) (4.3)
m=0 71=0 1m =0 j=1

donde my es el orden de la serie que tiene memoria finita Im y h,, es un niucleo simétrico.
Esta serie puede aproximar uniformemente cualquier sistema discreto no lineal, con memoria
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finita, causal y TI, sobre un conjunto de entradas uniformemente acotadas, siempre que se
considere un orden m, suficientemente alto. Precisamente éste es uno de los inconvenientes
que presenta la aplicacion practica del método, ain para nicleos de baja dimension. El
otro inconveniente es la dificultad para identificar el nucleo h,,, lo que ha restringido las
aplicaciones a expansiones con nicleo de dimensiéon menor o igual a 2.

Los trabajos de Volterra fueron continuados por Wiener en la década de 1950. Wiener
fue uno de los primeros autores en considerar la identificacion de sistemas no lineales. Dado
un sistema no lineal continuo, causal y TT con entrada u(k) y salida y(k) en el instante k, la
funcional utilizada por Wiener para expandir al sistema se puede expresar como

) (k) = Z Z e Z Cmomi..mn PPimg (UUO(k))phﬂu (le(k)) .o Phin, (Uvn(k)) )

n=1 mo=0 ma=0

donde ¢5m,..m, Tepresenta a los coeficientes de la expansion y vv; son variables auxiliares
obtenidas por combinacion de los polinomios de Hermite ph,,, (-). Estas variables representan
la convolucion de la senal de entrada u(k) con los sistemas de Laguerre [;(k) de orden p

wp(k):/Oooz,,(T)u(k—T)dT,j:0,1,...

El polinomio de Hermite ph,,; (-) parcialmente normalizado esta definido por

ev  dmi

\/mj! dumj

El método de identificacion propuesto por Wiener puede ser visualizado como una cascada
de tres bloques diferentes. El primero de ellos representa un sistema SIMO (Simple-Input-
Multiple-Output) por medio de filtros de Laguerre; el segundo de los bloques es sintetizado
por medio de una transformaciéon no lineal sin memoria, representada por polinomios de
Hermite y, finalmente, los sumadores y amplificadores que representan los coeficientes de la
expansion. En la Figura 4.1 puede verse la version discretizada de esta representacion. Aqui

{e).

phmj (U) = <_1)mj 2mj/2

Lo, Lq,..., L, representan los filtros de Laguerre discretizados, dados por
Lolu(z)] = K——u2)
u(z)] = u(z
0 2 —a )
1—
Liu(z)] = ﬂL,»_l [u(2)], parai> 1.

(2 —a)

Si bien Wiener no menciona en su libro el trabajo previo de Volterra, se puede demostrar
que la formulacion de Wiener esta relacionada con una expansion del tipo de Volterra |80).

A pesar de que la formulacion de Wiener es tedricamente muy elegante, es poco prac-
tica y dificultosa de utilizar debido a la cantidad excesiva de coeficientes que se requieren
para lograr una aproximacion deseada |8|. Por ejemplo, si se utilizan m filtros de Laguerre
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Figura 4.1: Representacion del esquema de Wiener discreto

y polinomios de Hermite de grado n,,, entonces seran necesarios (n,,)" coeficientes para
caracterizar el sistema. De esta forma, si utilizaramos 10 filtros de Laguerre para un siste-
ma con una tnica linealidad de segundo orden, harfan falta 2'° coeficientes. De hecho, esta
complejidad numérica es el principal obstaculo de este esquema de aproximacion [8] y es lo
que ha restringido las aplicaciones a sistemas cuadraticos. Existen otros resultados teéricos
que muestran las dificultades de calcular nicleos de orden mayor o igual a tres [71]. Como
consecuencia de esto, las versiones discretizadas del modelo de Wiener han tenido muy pocas
aplicaciones [54].

Las expansiones de Volterra y Wiener se han limitado a realizaciones donde el orden
del ntucleo es reducido, debido a la gran cantidad de parametros asociados que es necesario
estimar.

4.1.2. Modelos Generales Orientados a Bloques

Los sistemas representados por bloques en cascada, o modelos orientados a bloques,
comenzaron a ser estudiados por varios autores en una busqueda por reducir la alta carga
computacional asociada a las aproximaciones mediante series funcionales. La Figura 4.2
muestra estos modelos que consisten en una cascada integrada por dos sistemas lineales
dindmicos representados por las respuestas impulsivas hgei (k) y hgea(k), donde hgc; (k) es la
respuesta impulsiva del modelo para la seccion i-ésima, y un sistema no lineal sin memoria
ff(-). Se trata de aproximar al sistema teniendo en cuenta que las senales t(k) y s(k) no son
accesibles para la medicion.

Los métodos para la estimacion de hgc;(k) han sido muy variados. Sin embargo, todas
estas técnicas tienen en comun que requieren un largo tiempo de experimentaciéon y la ad-
quisicion de datos que en muchos casos no es posible obtener. Un método mas simple de
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Figura 4.2: Modelo general de bloques en cascada

resolver el problema de identificacion fue desarrollado por Korenberg |54], utilizando técni-
cas de correlacion y transformadas de Fourier para identificar los valores de hgc;(k). Una vez
estimadas estas respuestas impulsivas se pueden calcular los valores de las senales t(k) y s(k)
procediéndose a graficar la funcion ff(-). Las desventajas del método son que es necesario
graficar a la funcion ff(-) y, de acuerdo a que esta funcion sea par o impar, se deben calcular
correlaciones de orden superior para poder identificar completamente al modelo.

Como una forma de simplificar los célculos, surgieron otros métodos muy utilizados que
son subestructuras del modelo general. Entre ellos, podemos citar los modelos de Wiener y
de Hammerstein, tomando hgcs(k) = 63(k) y hgci(k) = 6(k), respectivamente, vistos en el
Capitulo 2. Los métodos de bloques en cascada tienen la ventaja que utilizan una menor
cantidad de términos que los de expansiones funcionales.

4.1.3. Modelos Orientados a Bloques en Paralelo

Un método que mejoro el anterior fue desarrollado més tarde por Korenberg y Paarman
[55] v consiste en la conexion en paralelo de varias secciones, compuestas por la cascada de
un sistema lineal dindmico y un sistema no lineal estatico, como se muestra en la Figura 4.3.
Este método puede pensarse entonces como la unién de los dos métodos utilizados con

u(k) _| Lineal Dinamicq___t(k) | NL Estatico
hepi(k) p(-)

Lineal Dinamica t(k) NL Estatico

hepAk) pa.) AN C (k)

| Lineal Dinamicqg #(k) | NL Estatico /

hen(k) pi-)

A 4

A 4

A

Figura 4.3: Representacion del esquema de Korenberg y Paarman
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propoésitos de aproximacion: expansion en serie de funcionales y bloques en cascada. La
salida del sistema no lineal se aproxima, en primer lugar, por medio de una cascada de un
sistema lineal seguido de una no linealidad estatica. Luego se calcula el error entre la salida
del sistema verdadero y de esta primera aproximacion, ajustando el residuo con una segunda
cascada. Este proceso contintia hasta que el error sea tan pequeno como se quiera y esta
garantizada la convergencia en media cuadratica.

Entre los diferentes esquemas propuestos en la literatura podemos citar, ademéas del
modelo de Hammerstein [88], el modelo propuesto por De Figueiredo y Chen [34], el modelo
propuesto por Sentoni [83, 84|, denominado LNet, y el modelo propuesto por Castro et al.
[15].

En los articulos |8, 40, 86, 106] se puede encontrar una revision minuciosa de los diferentes
métodos a través de los anos.

4.2. Estructuras Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN

En esta seccion presentamos las estructuras de aproximacion Laguerre-CLATAN y Kautz-
CLATAN propuestas en esta tesis, conjuntamente con una metodologia para su utilizacién en
la identificacion de sistemas no lineales, discretos. Estas estructuras se encuadran dentro de
la clase de modelos orientados a bloques que describimos anteriormente y estdn compuestas
por un conjunto finito de sistemas discretos de Laguerre o de Kautz, relacionados de manera
no lineal por funciones CLATAN. Con el fin de estimar los parametros de las funciones
CLATAN, formulamos el problema en el contexto de la Teoria de estimacion con conjuntos
de membresia o Teoria de estimacion SM (por sus siglas en inglés, Set Membership Theory).
La Subseccion 4.3.1 comprende los principales topicos de esta teoria; para una revision sobre
este tema puede consultarse, por ejemplo, [12, 61, 66].

Sean u, y los vectores E/S correspondientes a un sistema dinamico no lineal SISO. Un
sistema no lineal BIBO estable puede representarse por la siguiente estructura de modelo

gk +1) = f(Plu(k)], Po[u(F)], ...), (4.4)

donde g(k + 1) es el valor estimado de la salida del sistema, que corresponde a la entrada
u(k) en el instante k, f : > — R es una transformacion estatica no lineal y P;[u(k)] es la
salida de la j-ésima componente del sistema lineal elegido 80].

En esta tesis proponemos un sistema finito de bases discretas de Laguerre, o de Kautz con
dos parametros, para representar la dinamica lineal y una transformacion no lineal estatica
representada usando funciones CLATAN [1].

Formalmente, el modelo propuesto esta dado por

g(k+1) = fia(z1[u(k)], zo[u (k)], ..., zau(k)]), (4.5)
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donde z;[u (k)], i=1,...,n son las salidas de las funciones de transferencia discretizadas y
f1at representa una funcion en PW Ly [S]. Podemos visualizar esta estructura en la Figura 4.4.

z [u(®] N
1
z,[u(®)]
Sistemas Funciones @
e Laguerre : :
o de Kautz ) Siat
Zu[u(®)] ™
NG

Figura 4.4: Estructura Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN

Una pregunta que surge es
¢ Por qué elegir un modelo tipo Wiener para problemas de identificacion?

Una ventaja importante de este tipo de estructura es que el problema de identificacion del
sistema se reduce a dos procedimientos concretos:

(a) la identificacion de un sistema lineal,

(b) lainterpolacion de una funcion no lineal estatica utilizando alguna estructura adecuada.

Para lograr el paso (a) utilizamos un nimero finito de elementos denominado el orden
del modelo.

El paso (b) requiere la eleccion de una representacion adecuada que debe satisfacer varias
restricciones. En primer lugar, debe ser capaz de representar uniformemente una funciéon
continua y, en segundo lugar, debe ser una representacion eficiente desde el punto de vista
de la cantidad de pardmetros minima y necesaria para aproximar la funcion dada. Otro
factor relevante es la necesidad de contar con un algoritmo adecuado que permita ajustar
los parametros.

En esta tesis proponemos la identificacién del bloque lineal dindmico mediante funciones
de Laguerre o de Kautz, segin las caracteristicas conocidas a priori del proceso real. En
particular, utilizamos funciones CLATAN para la representacion del bloque no lineal estético.
El modelo que resulta es no lineal, facilmente identificable a partir de los datos E/S y
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puede predecir la respuesta futura del sistema sobre horizontes de tiempo arbitrariamente
grandes. Estas caracteristicas hacen que esta estructura de aproximacion sea particularmente
adecuada para control predictivo no lineal.

En las préximas subsecciones describimos las dos propuestas. Luego, desarrollamos los
métodos para la aproximacion lineal dindmica y presentamos el esquema de aproximaciéon no
lineal que utilizamos para ambas estructuras de identificacion, conjuntamente con la teoria
de estimacién con conjuntos de membresia. Esta teoria nos permitira ajustar los pardmetros
del bloque no lineal estatico suponiendo s6lo que el ruido es desconocido, pero acotado.

4.2.1. Estructura Laguerre-CLATAN

En esta estructura proponemos utilizar filtros Laguerre para identificar el bloque lineal
dindmico y funciones CLATAN para la parte no lineal estatica representada por la funcion f
como se describi6 en la Seccion 2.7 del Capitulo 2. Otros modelos propuestos en la literatura
en los cuales la transformacion no lineal se representa por medio de redes neuronales fueron
presentados en [8, 9, 22, 71, 83, 84, 93].

Con respecto a la entrada que debemos proveer al sistema para identificar la parte no li-
neal estatica mediante funciones CLATAN, ésta debe ser lo suficientemente rica para permitir
poner de manifiesto la no linealidad del sistema. Por ejemplo, algunas de las que comunmen-
te se utilizan son las funciones chirp, las funciones aleatorias con probabilidad uniforme y
también las funciones equiprobabilidad. Estas tltimas se caracterizan porque la probabilidad
de cambio al final de cada intervalo de muestreo y la amplitud varian, segin la especificacion
del usuario, de acuerdo a una distribucién normal.

Una vez determinados los parametros de la funcion f por medio del algoritmo elegido,
tenemos identificada la parte no lineal estética del sistema. Esto, junto con los parametros de
la parte lineal del sistema, que son los polos de los filtros aplicados, conforman la estructura
de identificacion propuesta.

4.2.2. Estructura Kautz-CLATAN

Para esta estructura proponemos utilizar sistemas de Kautz para identificar el bloque
lineal dindmico y funciones CLATAN para la identificaciéon de la parte no lineal estética.
Otras estructuras que mantienen los filtros de Laguerre como en la formulacion original de
Wiener y utilizan funciones CLAT de alto orden (pero no funciones CLAT ortonormales)
han sido propuestas en [8, 15, 90]. Ahora bien, en [8] y [90] no fueron formulados esquemas
numéricos o esquemas practicos para hallar los coeficientes de la aproximaciéon por funciones
LAT de alto orden.

Las entradas al sistema no lineal estitico son las que provienen del sistema lineal dina-
mico. En el caso de esta estructura no es tan facil decidir qué entrada debemos utilizar de
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manera tal que se pueda garantizar la identificacion del sistema no lineal. En este caso debe-
mos tener en cuenta que las salidas del sistema lineal cubran de manera efectiva el dominio
de las funciones CLAT para que no queden simplices sin identificar pues esto lleva a tener
problemas en la generalizacién del modelo. En la Seccion 4.5 proponemos un algoritmo para
solucionar este inconveniente. Una vez hallados los parametros de las funciones CLATAN
asociados a la parte no lineal estatica, éstos conforman, junto con los parametros de la parte
lineal dinamica, el sistema identificado.

Las ventajas de utilizar funciones CLATAN son las siguientes:

(i) Es posible aproximar uniformemente cualquier funcion no lineal, Lipschitz continua, de-
finida sobre un conjunto compacto. Mas atn, es posible determinar a prior: la cantidad
de términos necesarios para lograr un error deseado.

ii) El calculo de los coeficientes de la aproximacion es directo.
iii) Es posible detectar los simplices que contribuyen a la aproximacion.

(
(
(iv) Es posible detectar los simplices que no estan identificados.

(v) Es posible obtener una identificacion robusta mediante la identificacion de dos sistemas:
uno que acote por encima al sistema verdadero y otro que lo acote por debajo, como

se describe en el Capitulo 5.

4.2.3. Metodologia de Modelado

En general, la construccion de un modelo a partir de datos del sistema real involucra
tres pasos bésicos: la recoleccion de los datos, la seleccion de la clase de modelos o tipo
de conjunto de modelos [58| candidatos, i.e. el tipo de grupo de modelos que comparten
una misma estructura, y las reglas con las cuales es posible determinar un modelo de dicho
conjunto, utilizando los datos recolectados.

En particular, si consideramos la clase de modelos Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN,
cada estructura de identificacion Laguerre-CLATAN queda definida por un conjunto finito
de filtros de Laguerre generados por un polo real que identifica el bloque lineal, y una
funcion CLATAN fi.; que identifica la parte no lineal estatica. Similarmente, un esquema
de identificacion Kautz-CLATAN queda determinado por un ntmero finito de filtros de
Kautz generados por un par de polos complejos conjugados y una funcion CLATAN f,;.
En ambos casos, el nimero de parametros de la transformacion f;,; depende del nimero de
filtros seleccionados para modelar la parte lineal dindmica y de la cantidad de divisiones del
dominio de dicha funcién. La etapa que sucede a la seleccion de una clase de modelos es
la determinacion de un modelo que represente al sistema, por medio de algin indice capaz
de medir su calidad en base al error de estimacion y a la cantidad de parametros incluidos
en él. La calidad de un modelo puede definirse en base al error de prediccién o al error de
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estimacion [58]. Este proceso comprende la identificacion de un bloque lineal dindmico y de
uno no lineal estatico.

4.2.4. Identificacién del Bloque Lineal DinAmico

La identificacion del bloque lineal dindmico del sistema bajo estudio comprende la esti-
maciéon del polo real de los sistemas de Laguerre, o de los dos polos complejos conjugados
de los sistemas de Kautz que, en ambos casos, representan los pardmetros del modelo lineal
dindmico elegido y la evaluacion del nimero de funciones base de Laguerre o de Kautz i.e.
el orden del modelo lineal dindmico.

Tomemos como bloques de la parte lineal dindmica, las funciones de transferencia de
Laguerre o de Kautz definidas en el Capitulo 2, Seccion 2.4.

En términos de la transformada Z, el conjunto de filtros de Laguerre puede ser expresado
por

1—a)T (1—az\"""
L(z,a) = 2~ ( a)( az) j=1,2,-- (4.6)

zZ—a zZ—aQ

donde el parametro a € R es el polo generador, con |a| < 1.

Anéalogamente, los sistemas de Kautz se definen como

VA=) A -82) (—cz+b(e— 1z + 1)
KQj(Z,b,C) _z2+b(c—1)z—c( 21b(c—1)z—c )
G0 (e rbem 1z 1Y
KQj_l(Z,b?C)_Z2+b(0—1)2—c( 2 +blc—1)z—c ) ’ (4.7)

donde b = (B + B)/(1+ BB), ¢ = —38 son constantes reales tales que
bl <1 , <1, j=1,2,---

y B, B € C son los polos de Kautz en la region ||z|| < 1.

Ahora bien, las preguntas que surgen inmediatamente de esta propuesta son las siguientes

s Como elegimos los polos de los filtros de Laguerre o de Kautz, que son los pardmetros del
modelo lineal dindmico?

& Qué orden elegimos para el bloque lineal, i.e. cudntos filtros utilizamos?

¢ Cudles son las ventajas de proponer sistemas Laguerre o Kautz para la identificacion de la
parte lineal dindmica?
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Polos del Sistema Elegido

En la formulacion original de Wiener, un problema relacionado con la identificacion de
la parte lineal dinamica es la eleccion del polo de los filtros de Laguerre. En general, como el
sistema es no lineal, el valor 6ptimo del polo no solo depende de la amplitud de la senal sino
también del orden elegido para el modelo. Debido a estas razones, la identificacion del polo
no resulta un problema trivial (ver, por ejemplo, [15]). Por otra parte, es necesario destacar
que la formulacion original de Wiener no depende del valor especifico del polo, pero una
eleccion adecuada del mismo puede reducir el orden del modelo en forma significativa.

Con el esquema que proponemos no tenemos este problema dado que utilizamos la salida
del sistema para determinar las funciones de transferencia necesarias para la representacion
lineal, tal como se describira en la proxima secciéon. Por lo tanto, la contribucion frecuencial
que efectuan las diferentes funciones de transferencia ayudan a cubrir todo el espectro de
frecuencias de la salida del sistema no lineal. Es decir, esta es la forma en que incorporamos
el conocimiento a priori del sistema que estamos considerando.

Ahora bien, para realizar la seleccion de las funciones de transferencia es necesario conocer
la ventana tiempo-frecuencia de los filtros y, por lo tanto, debemos determinar los parametros
de los mismos. Para ello, excitamos el sistema, por ejemplo con una entrada tipo escalon
de corta duraciéon y con una amplitud adecuada segiin el sistema que estemos considerando.
Observemos que no podemos generalizar acerca del tipo de senal a tomar ya que depende
del sistema que debemos identificar. Hallamos entonces una aproximacion ARX de primer
orden de la salida obtenida, si utilizamos los sistemas de Laguerre, o de segundo orden en el
caso que utilizemos los sistemas de Kautz y calculamos los polos de este modelo, los cuales
utilizamos como parametros del modelo lineal.

El polo generador de los sistemas de Laguerre también puede ser estimado de acuerdo a

a=1-— Z, (4.8)
la
donde t; es la constante de tiempo dominante del sistema y 7' representa el periodo de
muestreo. Para sistemas discretos 7' = 1. Un método que puede utilizarse por su sencillez
para estimar la constante ¢4 consiste en tomar muestras de la respuesta al escalon del sistema
y luego aproximar dicha respuesta en algin sentido 6ptimo mediante el término pasabajos
Lo(q7') de los sistemas de Laguerre.

Una vez estimados los polos, el conjunto de sistemas elegidos queda totalmente definido.
Resta ahora evaluar el nimero de dichos sistemas.

Orden de la Base Elegida

El nimero de funciones de las bases Laguerre o Kautz y el nimero de entradas al bloque
no lineal estitico es el mismo. Para obtener este niimero utilizamos un método similar al
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sugerido en [42] para determinar la dimension de una funciéon multivariable en modelos no
lineales E/S, para lo cual se tiene en cuenta el coeficiente de Lipschitz. Este método fue
presentado en [84] y [92] para el caso Laguerre y Kautz, respectivamente, y se basa en el
principio de que toda funcién continua que toma valores en una region cerrada es Lipschitz
acotada.

Debido a que los modelos Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN realizan un mapeo E/S
con la combinacion de dos estructuras, el andlisis se centra en determinar como cambian las
caracteristicas de continuidad de estas estructuras con la variacion del nimero de sistemas
de Laguerre o de Kautz.

En el Apéndice B describimos el algoritmo utilizado para seleccionar el orden del modelo
lineal utilizando el coeficiente de Lipschitz.

Filtros utilizados en la identificacion de la parte lineal dinamica del sistema

Nosotros proponemos la elecciéon de cualquiera de los dos sistemas, Laguerre o Kautz
vistos en el Capitulo 2; cuél de ellos utilizamos dependera del sistema a identificar.

Aunque el uso de filtros de Laguerre en la identificacion de sistemas no lineales es muy
comin, un inconveniente que presentan es que los sistemas sub-amortiguados son dificiles
de aproximar utilizando un nimero razonable de términos de esta base. Entonces, en esos
casos es preferible utilizar las bases ortonormales de funciones de Kautz [105, 44, 56|. Estos
filtros permiten aproximar senales con un comportamiento fuertemente oscilatorio [97, 98].
La ventaja de usar bases de Kautz para los sistemas con resonancia es que se necesita una
cantidad menor de filtros, 7.e. un modelo de orden reducido, para la aproximacion de la parte
lineal.

Tenemos entonces identificada la parte lineal dindmica de nuestro sistema no lineal.
Debemos proceder ahora a identificar la parte no lineal estatica del sistema, para lo cual
proponemos la utilizacién de funciones lineales a tramos de alto nivel y la estimacion de los
parametros de dichas funciones utilizando teoria de estimacion SM. Este procedimiento de
estimacion tiene una propiedad muy interesante y es que los parametros se calculan sélo con
la suposicion que el ruido es desconocido, pero acotado. Con ello quedan determinadas dos
estucturas de identificacion que llamamos Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN, respectiva-
mente, segtn el conjunto de funciones base que hayamos utilizado para identificar el bloque
lineal dinamico.

4.3. Identificacion de la Parte no Lineal Estatica

Comenzamos la seccién describiendo algunos topicos de la teoria de estimacion SM que
serdn necesarios para estimar los parametros de las funciones CLATAN que identifican el
bloque no lineal estatico de las dos clases de modelos presentadas.
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4.3.1. Teoria de Estimaciéon con Conjuntos de Membresia

La teoria con conjuntos de membresia o teoria SM naci6 a fines de los anos sesenta y fue
aplicada a problemas de estimacion de los estados de sistemas dinamicos [81, 103].

En los anos ochenta, esta teoria comenzé a despertar interés debido al desarrollo de la
teoria de control robusto, ya que la propuesta de identificaciéon de sistemas con conjuntos
de membresia proporciona modelos que permiten hallar cotas fuertes para la incertidumbre
[35, 70].

El objetivo de un problema de estimacion es obtener un modelo dindmico para un sistema
desconocido del que solo disponemos de datos E/S medidos con ruido. De acuerdo a las
hipotesis que se hagan sobre el ruido, se puede distinguir entre una propuesta estadistica y
una propuesta deterministica. La diferencia principal entre la estimacion clésica, estadistica,
y la estimacioén con conjuntos de membresia, deterministica, es que en la primera el ruido
se representa como un proceso estocastico (usualmente ruido blanco filtrado), mientras que
en estimacion SM el ruido se supone desconocido pero acotado o ruido UBB (por las siglas
en inglés de Unknown But Bounded error), es decir, el inico conocimiento acerca del ruido
consiste en una cota del mismo evaluada en alguna norma dada.

En los problemas de identificacion estandar, el error tiene un término en varianza debido
al ruido que afecta a los datos, y un término de sesgo (bias) debido a la dinamica del sistema
que no es capturada por el modelo nominal estimado. Claramente, la naturaleza de esos
dos términos del error es muy diferente, el primero generalmente no esta correlacionado
con la senal de entrada, mientras que el segundo depende fuertemente del modelo nominal
estimado y de la entrada utilizada en el proceso de identificacion. En los primeros trabajos
sobre identificacion SM se formulan algoritmos eficientes para estimar el conjunto de modelos
posibles, compatible con la hipotesis de ruido UBB, sin separar dinaAmica no modelada y ruido
(0, equivalentemente, asumiendo que la planta que genera los datos pertenece a la familia
de modelos considerada).

En estimacion estadistica, la incertidumbre se describe en términos de intervalos de con-
fianza. Por el contrario, en estimacion SM se halla un conjunto que contiene todas las posibles
soluciones del problema que permite la evaluacion de las cotas de incertidumbre asociadas
al problema de estimacion. Por esta razén esta propuesta se denomina SM. Ademas, mien-
tras la estimacion estadistica trata con casos promedio, la teoria deterministica considera el
peor caso, que es el estimador que muestra el mejor desempeno en el peor caso considerado
(modelo de peor caso o modelo de incertidumbre). El siguiente proposito es presentar una
descripcion general de los principales conceptos y aspectos de la teoria SM para la estimacion
e identificacion de sistemas y un tratamiento detallado de algunos problemas especificos de
interés en identificacion SM.

En teoria de estimacion SM, la incertidumbre se describe utilizando una cota para el
ruido o error UBB adicionado a las salidas del sistema. En este contexto, el proceso de
estimacion del modelo que minimiza el error de identificaciéon de peor caso es usualmente de-
nominado identificacion con conjuntos de membresia. En esta tesis, describimos el problema
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de la estimacion de los parametros de las funciones CLATAN en el formalismo de teoria de
identificacion SM, asumiendo un error UBB [63, 82].

Este procedimiento de estimacion tiene una propiedad muy interesante que es el célculo
de los parametros suponiendo tnicamente que el ruido es desconocido, pero acotado. La
teoria de identificacion SM proporciona algoritmos eficientes para la estimacion del conjunto
de modelos posibles, compatibles con la hipotesis de error UBB. Una ventaja importante
es que los parametros de la expresion CLATAN asociada, se pueden obtener mediante la
resolucion de 2m problemas de programacion lineal, siendo m la dimension del espacio de
los parametros desconocidos.

Conceptos Basicos

Un problema de estimacion general puede establecerse como sigue.

Dado un elemento desconocido x, hallar un estimador de la funcion S(zx), basado en una
informacidon a priori K y en datos de la funcion f(x) medidos con ruido.

Por supuesto que la solucion de este problema depende de las funciones S(-) y F(-), de
la informacion a priori K y, en particular, de las hipotesis que se hagan sobre el ruido e. La
teorfa SM trata con ruido desconocido pero acotado, que es ruido acotado en alguna norma
dada.

Un problema de estimacion genérico puede formularse en los siguientes espacios

X: espacio de los elementos del problema, estimar);
Y': espacio de las medidas,

Z: espacio de las soluciones.

Suponemos que X,Y y Z son espacios normados lineales, de dimensioén n, m y p respec-
tivamente, y || - ||, || - Iy ¥ || - || ; son las normas asociadas a cada espacio.

Definimos el operador solucion S : X — Z, que es la funcién que asocia a cada elemento
r € X la cantidad que se quiere estimar,

z=5(x).
La estimacion se basa en la informacion disponible sobre x, la que es fundamentalmente

de dos tipos diferentes.

Una informacion a priori, usualmente representada por un subconjunto K C X al cual
el elemento debe pertenecer i.e., v € K C X.

Este conjunto tiene generalmente alguna caracteristica estructural como convexidad o
simetria. Un ejemplo comin es
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K=f{oeX: L)y <1},

donde L es un operador lineal y xg € X.

Una informacion a posteriori representada por el conocimiento de una cierta funciéon
F(z), donde F' : X — Y se denomina operador de informacion. En general, no se conoce
exactamente el valor de F'(z), porque en el proceso de medicion esta medido con ruido. Si
asumimos ruido aditivo, las observaciones disponibles y € Y son

y=F(x)+e.

Un aspecto crucial del problema de estimacion es la hipdtesis sobre el ruido. El pro-
cedimiento adoptado para resolver el problema asi como las caracteristicas de la solucion
(optimalidad, comportamiento asintotico, etc.) dependen fuertemente de esta hipotesis.

Se asume que el ruido e es UBB en norma
lelly <e,

para alguna constante € > 0.

Definimos un algoritmo de identificacion o estimador como un operador ®(-), & : Y —
Z, el cual da una aproximacion ®(y) de la cantidad S(x) a ser estimada. En otras palabras,
debemos determinar un algoritmo ®, tal que ® ~ S(z). Una representacion esquematica del
problema que se describe puede verse en la figura 4.5.

En general, la funcion ®(-) puede ser monovaluada o multivaluada. Si ®(-) asocia un
elemento (punto) en el espacio de soluciones a cada vector en el espacio de las medidas
entonces ®(-) se dice que es un estimador puntual. Una funcion ®(-) que determina un
conjunto de elementos en el espacio Z se denomina un conjunto estimador. En lo que sigue
®(-) es un estimador puntual genérico.

Debido a las hipoétesis de ruido acotado, los elementos del problema de estimacién pue-
den ser caracterizados por medio de conjuntos adecuados (propuesta SM). Se definen los
siguientes conjuntos:

Conjunto de medidas de incertidumbre
MUS, = {GeY [ —ylly <. (4.9)

Es el conjunto de todas las medidas cuya distancia a la observacion es menor o igual a €. Este
conjunto contiene toda la informacion exacta que pudo haber generado la medida con ruido
y. Observemos que si x es un elemento desconocido a ser estimado, e y es la observacion
disponible, entonces F(z) € MUS, pues ||y — F(z)[y = |lelly <e.

Conjunto de estimaciones de incertidumbre

EUS = ®(MUS,). (4.10)
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Figura 4.5: Grafico ilustrativo de un problema de estimacién genérico

Para un estimador fijo ®, éste es el conjunto que contiene todos los estimadores que pueden
obtenerse con las medidas pertenecientes a MUS,,.

Congunto de pardimetros posibles:

FPS,={z € K:|y— F(z)|y <€} (4.11)

Este es el conjunto de los elementos del problema que son compatibles con toda la informa-
cion disponible: la estructura del operador F'(+), la hipotesis UBB del ruido, la informacion a
priori K y las medidas observadas y. Notemos que si este conjunto es vacio, las observaciones
no son consistentes con la formulacion del problema, esto es, con F(+), K y e.

Conjgunto de soluciones posibles:
FSS,=S(FPS,). (4.12)
Es el conjunto de soluciones admisibles, compatible con la informaciéon disponible en el

problema de estimacion.

En algunos problemas de estimacion paramétrica y no paramétrica, el operador solucion
S(-) es el operador identidad, S(z) = z. En ese caso, el conjunto F'PS, coincide con el
conjunto F'SS,, y es llamado conjunto posible.

En general, los conjuntos definidos previamente pueden tener una estructura muy comple-
ja (no convexos, no conexos, etc.). Sin embargo, en muchos problemas de interés el operador
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F es lineal, i.e., F'(x) = Fx. En este caso, si K = X, entonces F'PS, es la imagen inversa
por F del conjunto MUS, N Im(F).

Si el operador F' es lineal y K = X, entonces FPS, = F~1 (MUS, (" Im(F)).

La estructura de F'PS, depende de la norma utilizada en el espacio de las medidas Y,
bajo la hipotesis UBB.

Por ejemplo, si F' es lineal, la siguiente tabla describe la estructura del conjunto F'PS,
segin la norma definida en el espacio Y. Si dim(Y") < dim(X), entonces el conjunto FPS,,

“ ) ||Y FPSy
> | politopo
?? | elipsoide
¢t | politopo

Tabla 4.1: Estructura del conjunto F'PS, segtn la Y-norma, caso lineal

es no acotado. Por el contrario, si dim(Y') > dim(X), que es la situacion mas frecuente en
problemas de estimacion, entonces F'PS,, es acotado si y solo si rango( f) = n. Esta condicion
se suele denominar informacion suficiente (ver [62]).

Para analizar estos conjuntos y sus propiedades se necesitan los conceptos de centro y
radio de Chebyshev que definimos a continuacion.

Definicién 4.3.1 Sea [ un subconjunto de Z.

cen(I) = arg ;22 sg;l) |z — 2|l 2. (4.13)

se dice el centro de Chebyshev de 1,y

rad(I) = sup |cen(I) — Z||z, (4.14)
zel

se dice el radio de Chebyshev de 1.

Dicho de otro modo, el centro de Chebyshev es el centro de la minima esfera, en la norma
Z, que contiene a I.

En general, el cen(I) no es tnico y puede no pertenecer a I. Si el conjunto I tiene un
centro geomeétrico, cen(l) coincide con él.

Errores y Radio de Informacién

Sea ® un estimador puntual. Una medida de la calidad de la estimacion de & viene dada
por la distancia
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15(x) = ()l 2,

que depende del elemento desconocido x y de la observacion disponible y. En el contexto SM,
es comun evaluar la distancia anterior con respecto al peor caso del elemento del problema
y/o la peor medida. Esto es, utilizamos el error medido en el peor caso.

Es posible definir los siguientes errores

Error local en' Y

Ey(®,€) = sup [[S(z) - 2(y)l - (4.15)

xE€FPSy

Es una medida a posteriori de la bondad de la estimacion pues se basa en las medidas
observadas y en el conjunto F'PS,,.

Error local en X

Ey(®,¢) = sup [|S(x) = 2(y)ll4- (4.16)
yEMUSf(x)

Es una medida a prior: de la estimacion pues depende de los elementos del problema y no
se basa en las observaciones.

Error global

E(®,€) = sup E,(P,e) = sup E (D, ¢), (4.17)
zeX y€Yoy

donde Yo ={y €Y : FPS, # 0}.

En lo que sigue notamos el conjunto de sistemas posibles como F'SSJ" y los errores
como E(®,e,m), donde m es el nimero de observaciones disponibles, porque es importante
enfatizar la dependencia de la cantidad de observaciones disponibles.

El error global minimo se define como el radio de informacion
R(e) = ing(CD, €). (4.18)
El nombre de radio se debe a que R(¢) puede ser calculado de la siguiente manera

Proposicién 4.3.2
R(€) = sup rad(F'SS,),

yeYD

donde rad es el radio de Chebyshev.

Demostracién: Ver [67]. O
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Propiedades del Algoritmo de Estimacién
La optimalidad de un algoritmo depende del tipo de error que se minimiza.

Definicién 4.3.3 Un algoritmo ®* es X -localmente optimal si

E. (9% ¢) < E,(D,e), VzeX,VO.

Definicién 4.3.4 Un algoritmo ®* es Y -localmente optimal si

E,(®%,¢) < E)(D,e), VyeY,Vao.

Definicién 4.3.5 Un algoritmo ®* es globalmente optimal si

E(®*,e) < E(®,e), V.

De esta definicion y de (4.18) sigue inmediatamente que para un algoritmo globalmente
optimal, el error global es igual al radio de informacion, es decir

Observemos la diferencia entre los conceptos de optimalidad local en las Definiciones 4.3.3 y
4.3.4. En un problema de estimacion donde se dispone de las medidas y(k), el mejor algoritmo
es el que minimiza el error de estimacion con respecto al peor elemento z compatible con las
observaciones, para todos los posibles valores de y(k) (Y-optimalidad local).

Por el contrario, si no se dispone de las medidas y(k), entonces un algoritmo X-localmente
optimal da la mejor estimacion con respecto al peor valor y(k), para todos los elementos
desconocidos = en X.

Debemos remarcar que la optimalidad local es més fuerte que la optimalidad global.

Proposicion 4.3.6 Si @ es un algoritmo Y -localmente optimal o X -localmente optimal en-
tonces es globalmente optimal.

Demostracion: Sea ®* un algoritmo Y-localmente optimal. Si

y € argsup E,(®*,¢)
yeYo

tenemos
E(®*, ) = Ey(P",¢) < Ey(P,¢) < E(D,e), VO,

donde la primera desigualdad se desprende de la Y-optimalidad local, y la segunda de la
definicion de error global. Si ®* es X-localmente optimal la demostracion es similar. O

En general, es posible probar que un algoritmo globalmente optimal no es necesariamente
localmente optimal.
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Conjunto de Estimadores

Como vimos en la Seccion 4.3.1, en teoria SM la informacion se describe por medio de
conjuntos; luego se puede representar el estimador como un conjunto de soluciones admisibles.
Estos estimadores pueden clasificarse en algoritmos exactos y algoritmos aprorimados.

Los algoritmos exactos describen exactamente el conjunto de soluciones posibles, i.e.
O(y) = FSS,.

Sin embargo, en muchos casos el conjunto F'SS, tiene una estructura compleja, como
por ejemplo no lineal o no convexa. Por esta razéon se trabaja con algoritmos aproximados.
Estos algoritmos pueden dividirse en aproximaciones internas y externas. La propuesta més
comin para aproximar el conjunto de soluciones posibles es utilizar elipsoides u ortotopos
como regiones aproximantes.

Definicién 4.3.7 Se llama paralelotopo a todo politopo unitario y a todo politopo k-
dimensional, con k£ > 1, que tiene dos hipercaras, paralelas y congruentes entre si, ambas
de dimension k£ — 1. En particular, son paralelotopos los segmentos, los paralelogramos y los
paralelepipedos.

Definiciéon 4.3.8 Un paralelotopo se llama ortotopo si dos aristas adyacentes, situadas en
una misma cara, son ortogonales. Son ejemplos de ortotopos los rectangulos planos y los
prismas rectangulares, llamados también cajas (boxes).

Las definiciones anteriores implican que todo politopo convexo, que es la capsula convexa
de un hipercubo m-dimensional, es regular y al mismo tiempo un ortotopo.

Si F' es lineal, utilizando la norma || - ||; o la norma || - ||« en el espacio de las medidas
Y, se sabe que el conjunto F'SS, es un politopo, ver Tabla (4.1).

La descripcion de un politopo genérico puede ser computacionalmente compleja, debido
al nimero de vértices y de caras. Con la aproximacion recursiva por medio de paralelotopos,

se logra un balance entre calidad de la aproximacion y esfuerzo computacional requerido (ver
[25, 94]).

Entonces el conjunto F'PS, € R™ puede ser aproximado por un paralelepipedo exterior
de minimo volumen o MOB (por sus siglas en inglés, Minimal volume Outer Box) de caras
paralelas a los ejes coordenados. Este parelelepipedo se construye hallando el maximo rango
de posibles variaciones de los valores x; de los parametros x = (z1,...,2,) € FPS,, da-
do por los intervalos de incertidumbre VUI; (por sus siglas en inglés, Values Uncertainty
Intervals) definidos como

VU[] = [infl‘j,supxj], j = 1727 T, M. (419)

Para cada j, la medida del conjunto VUI; da la longitud del lado del MOB que contiene a
FPS,, alo largo del correspondiente j-ésimo eje coordenado.
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Figura 4.6: Aproximacion exterior del conjunto F'S\S, por medio de ortotopos

Estimador Puntual

La teoria SM permite caracterizar el conjunto de todas las posibles soluciones de un
problema de estimacién; entonces la definicién de un estimador consiste escencialmente en
la seleccion de un elemento representativo dentro de un conjunto. Una posible eleccion es
tomar el centro de Chebyshev del conjunto.

Definicién 4.3.9 Un algoritmo central ®. se define como

P.(y) = cen(F'SS,).

De esta definicion se obtiene que

E,(®.,e) =rad(FSS,).
Las caracteristicas del algoritmo central dependen, obviamente, de la estructura de F'S.S,,.

Teorema 4.3.10 Si ||-||z = (> y F', S son operadores lineales entonces el algoritmo central
se define como:

M 4 m
®.;(y) = cen;(FSS,) = %, j=1,---,m, (4.20)
donde
(4.21)
zjw = sup 25, J=1,---,m
2€F'SS,
ELY -error local es
(2 =)

rad(F'SS,) = max ————, (4.22)

Demostraciéon: Ver [65]. O
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Ejemplo de un Procedimiento de Identificaciéon SM

En esta seccion presentamos un ejemplo de aplicacion de las técnicas de identificacion SM.
En primer lugar damos una descripcion del modelo fisico a ser identificado. Utilizamos un
conjunto estimador MOB y un estimador puntual (algoritmo central) para la identificacion

SM.

El proceso a ser identificado es un motor DC, donde se asume que el voltaje del motor es
la variable de entrada y la velocidad angular es la variable de salida. El proceso esta afectado
por dos no linealidades. La primera es una saturacion que afecta a la entrada en el intervalo
[—5,5] v la segunda consiste en un escalon en la salida debido a la presencia de friccion.

La clase de modelo utilizado para identificar el sistema es un modelo ARX dado por
Na ng
g(k) = awy(k — i)+ > bu(k — i) + v(k) (4.23)
i=1 i=1

donde u(k) es la entrada, g(k) es la salida y v(k) es el ruido. El proceso de identificacion
consiste en estimar los parametros a; y b; sobre la base del conocimiento de las entradas
[w(1),u(2),...,u(N)] y las salidas medidas [y(1),y(2),...,y(N)].

Los pardmetros seran estimados asumiendo que el ruido es UBB en norma (>
lv(k)| <e, VEk. (4.24)

Llamamos X al espacio de parametros desconocidos, que tiene dimensién n, + np, y cuyos
elementos son de la forma
T
r=[ar,...,0n,,01,...,0,,]" .

El espacio de las medidas disponibles Y tiene dimension N — n, siendo sus elementos

y=ly(na +1),...,y(N)]";

el vector de ruidos v € Y, definido como v = [v(n, + 1), ..., v(N)]?, verifica ||V« < €.

Como S(x) = x, el espacio de soluciones coincide con el espacio de parametros, i.e.
Z = X. Ademés, asumimos que no tenemos informaciéon a priori sobre los pardmetros des-
conocidos; luego K = X. El operador de informacion esta dado por

Pn,

F(l’) _ (bn?-i-l z,
ON-1
siendo
o =[y(k), ..., y(k —na + 1), u(k), ..., u(k+1—mn)]
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es el regresor. Como F(z) es lineal, F'P.S, es un politopo convexo. En lo que sigue calculamos
un conjunto estimador y un estimador puntual.

Calcular el minimo ortotopo que contiene al conjunto de soluciones posibles requiere la
solucion de 2n problemas de programacién lineal, dados por

{ SUPT 1 N
inf x;

sujeto a
ly = F(2)llo <,

esto es
F y+e
F = < )
=] G les[ 2]

Para obtener un estimador puntual, y en particular el algoritmo central en la norma >,
es suficiente calcular el centro geométrico del MOB hallado previamente.

4.3.2. Identificacion del Bloque no Lineal utilizando Teoria SM

Formulamos ahora el procedimiento para identificar el bloque no lineal estatico de los
modelos propuestos basado en teoria de estimacion SM, suponiendo que ya identificamos el
bloque lineal dindmico.

Para ello debemos determinar una funciéon CLATAN de la forma

T T T T
Fror (x) = cTA (x) = T [AO AV AT (4.25)

T
T T T ; , . L%
donde c = |c” ,c!,...,c™ ] , v cada ¢’ es un vector de pardmetros asociado a la funcion

vectorial con nivel de anidamiento i, A* (ver Capitulo 2).

Esta funcion aproxima la transformacion estatica no lineal g desconocida entre las salidas
de los filtros z(k) = [z1(k), ..., z,(k)] v la salida del sistema y(k) relacionados por

y(k+1) = g(z(k)) + e(k),Yk=0,1,--- ,N — 1. (4.26)
Para definir el dominio S de la funcion CLATAN asumimos que
veK={uel>:|u||l <UU>0}cC. (4.27)
Las salidas de los filtros de Laguerre o de Kautz satisfacen

zilu(lll <G-U, Vi=1,.,n, (4.28)
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donde G = ||z||,. Entonces, el dominio de la funcion CLATAN se puede definir como
S={zeR":|z| <G -U}, (4.29)

el cual es particionado usando una particion simplicial H con una grilla de medida J.

Asumimos que el ruido es UBB en norma £, i.e.
lex| <€, VE, (4.30)

para un € > 0 dado.

Para aplicar las técnicas de identificacion SM definimos el espacio X de parametros des-
conocidos ¢ = [c1,¢a, -+, )T cuya dimension depende del niimero n de filtros de Laguerre
o de Kautz. En este caso, m = (ndiv + 1)".

Teniendo en cuenta (4.5) y (4.25), obtenemos

Fh+1) = fulaalu(k)], 2[R ., zaluk))

= fiar(2[u(k)])

= c'A(z[u(k)]). (4.31)
En consecuencia, podemos elegir el operador de informaciéon como F(c) = ¢I'A(z). En este
caso, F(c) es lineal y resulta que el conjunto F'PS, es un politopo convexo.

En lo que sigue, calculamos un conjunto estimador y el algoritmo central.

De acuerdo a (4.11) y (4.30)
FPS, = {ce Xy - F(Ol. < e, (1.3

donde FPS, CR™.

El MOB que contiene a F'PS,, se puede calcular hallando el méximo rango de posibles

variaciones de valores posibles c;, dado por los intervalos de incertidumbre VUI; definidos
en (4.19).

Esto requiere resolver 2m problemas de optimizacion con m variables y 2N condiciones
de desigualdad cuya funciéon objetivo es

fj(c>:Cj7 ]:1727 , M, (433)

siendo c el vector de parametros desconocidos.

Theorem 4.3.1 La optimizacion de (4.33) sobre todos los valores posibles ¢ € FPS, es
equivalente a resolver los siguientes problemas de programacion lineal:

min f;(c) j=12,---,m (4.34)
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sujeto a
ly = F(o)]l < e (4.35)
Yy
max fj(c) j=1,2,---,m (4.36)
sujeto a
ly = F(o)ll, < e (4.37)

Demostracion: La demostracion es inmediata teniendo en cuenta las ecuaciones (4.11) y
(4.19). O

Para obtener el algoritmo central utilizando la norma ¢, es suficiente calcular el centro
de Chebyshev del MOB, como se establece en el Teorema 4.3.10. El error de identificacion
de peor caso esta dado por el radio de Chebyshev.

Si los valores de la funcién se conocen en los vértices de la particion simplicial, entonces
el vector de parametros c se puede calcular resolviendo un sistema de ecuaciones lineales
caracterizado por una matriz triangular superior, como puede verse en [48]. En nuestro
caso, los datos estan dados por un conjunto de valores distribuidos uniformemente, sin que
tengamos conocimiento de los valores sobre los vértices de la particion.

4.4. Propiedades de Aproximacion de las Estructuras
Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN

En las secciones anteriores nos hemos dedicado solamente a describir las estructuras de
identificacion que proponemos. Ahora bien,

¢ Qué tipos de sistemas podemos aprorimar con las estructuras propuestas?
La respuesta a esta pregunta es la siguiente.

Con la estuctura propuesta es posible aprorimar uniformemente la evolucion di-
ndmica de cualquier sistema no lineal de memoria evanescente.

Para poder precisar el significado de esta afirmacion y probar los teoremas que respaldan
nuestra afirmacion, necesitamos introducir los sistemas de memoria evanescente y algunas
definiciones previas.
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4.4.1. Sistemas con Memoria Evanescente

Consideremos los conjuntos

7t ={k€Z,k>0}, Zg={keZk<O}

Consideraciones Previas

Definicién 4.4.1 Una secuencia u es causal si toma valores solo para k < 0, i.e. si u €
(>(Zy).

La definicién anterior expresa que una secuencia causal no toma valores para k£ > 0. Dado
que estamos interesados en operadores definidos en ¢*°, debemos definir una extension no
causal de una secuencia causal. Una manera posible de hacerlo es decir que todos los valores
futuros de la secuencia son iguales al valor actual.

Siu e (> (Zg), definimos una extensiéon continua no causal u, € ¢*° de la siguiente

ue (k) = { ZE]S)) Zig. (4.38)

Es posible realizar la operacion opuesta, es decir es posible truncar una sucesién no causal
u € (> utilizando el operador de proyeccion P : (> — (> (Za) definido como

Pu (k) = { “(’8) IZ ig (4.39)

En la Figura 4.7 podemos observar el grafico de una sucesion causal u, su extensiéon no causal
ue v el operador de proyeccion aplicado a la sucesion no causal, i.e. Pue.

Podemos asociar una funcional 7" en ¢>° (Zg) a cada operador causal, invariante en el
tiempo f de la siguiente manera

Tu = fu(0),ue (> (Z), (4.40)

donde u, es la extension no causal de u definida en (4.38).

Es facil ver que el namero fu,(0) representa el valor actual de la salida del sistema, el cual
es cero por convencion. Esta consideracion permite interpretar que la funcional 7' transforma
el pasado de la entrada u en la salida presente del sistema. Entonces el operador f puede
verse como una funcional que transforma al pasado de la entrada en la salida actual para
cada instante de tiempo. Esto permite reconstruir al operador f partiendo de su funcional
T asociada, utilizando la relacion

fu(k) =TPq_ru(k), (4.41)
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Figura 4.7: Sucesiones u, u. y Pu,

siendo ¢ el operador de retardo que satisface ¢"u (k) = u(k — 1),k € Z.

En la Figura 4.8 observamos en (a) la sucesion de entrada u (k), en (b) su extension no
causal u, (k), en (c) la respuesta f a la entrada u (k) y finalmente en (d) la respuesta f a la
entrada u. (k). En (d) puede observarse resaltado el valor de Tu = fu, (0).

Considerando el caso k = —1 en la ecuacion (4.41), en la Figura 4.9 vemos como se
puede recuperar al operador f a partir del valor de la funcional T'. En (a) podemos observar
la senial u (k) afectada por el operador de retardo ¢!, sobre la que actiia el operador de
truncamiento P, generando la sucesion Pq~'u (k) que esta esquematizada en (b). La version
no causal (Pg~'u), (k) de la sucesion anterior la podemos ver en (c), mientras que en (d) se
ve, resaltado, el valor de la funcional 7Pq~u. Este proceso, visualizado para el caso k = —1,

se aplica a cada valor k permitiendo recuperar asi el operador no lineal f.

En base a las definiciones y consideraciones previas es posible expresar en una forma
compacta la nocién de continuidad y causalidad para un operador TI.
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Figura 4.8: Sucesiones causal, extendida y sus respuestas asociadas
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Figura 4.9: Reconstruccion de f a partir de la funcional asociada T'

Definicion 4.4.2 Un operador f TI es causal y continuo si y solo si para cada u,v € (*°(7Z)
y cada € > 0, existe 0 > 0 tal que
sup |u (k) —v (k) <d=|fu(0)— fv(0)] <e. (4.42)

k<0

La definicion anterior expresa que para un operador continuo la salida actual del sistema
fu(0) depende continuamente de toda la historia previa de la entrada. es decir, que un suceso
acontecido en un pasado remoto (K — —oo) afecta de igual manera a la salida actual, que
un suceso ocurrido en un pasado reciente (valores de k cercanos a cero).

Para una gran cantidad de sistemas reales la influencia del pasado de las entradas sobre
la salida presente disminuye a medida que se retrocede en el tiempo. Cuando se piensa en
este concepto, se arriba de manera natural a la idea de sistemas con memoria evanescente.
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Intuitivamente, un operador tiene memoria evanescente si dadas dos senales de entrada
que estan cercanas en algun sentido en el pasado reciente (no necesariamente en el pasado
remoto), producen salidas cercanas en el presente. El concepto de memoria evanescente
expresa que a medida que se retrocede en el pasado (K — —o00), la influencia de la entrada
u(k) sobre la salida presente fu(0) se hace despreciable o se evanesce. Este efecto se puede
expresar generando una secuencia que decrece a medida que aumenta k y que pesa distinto
los efectos de la entrada sobre la salida de acuerdo al tiempo transcurrido. Entonces consi-
deramos una secuencia decreciente w : ZT — (0, 1], con limy_ . w (k) = 0 en base a la cual
definimos la norma ponderada o w-norma en ¢ (Z").

Definiciéon 4.4.3 Para u € (*°,

[ull,, = sup ju (k) [w (=k). (4.43)

se dice la norma ponderada de u.

Es facil ver que el efecto practico de la norma (4.43) es hacer desaparecer o evanescer a
la entrada w(k) cuando k — —oc.

Definicién 4.4.4 Boyd y Chua, [10]. Se dice que un operador causal T : K — ¢, siendo
K C ¢, tiene memoria evanescente (m.e.) en K si existe una sucesion decreciente w : T —
(0,1] , limg_y00 w (k) = 0 tal que para cada u € K y e > 0, existe § > 0 tal que

sup |u (k) —v (k) |lw(=k) <6 = |Tu(0) —Tv(0)] <e, (4.44)

k<0

Vv € K. La sucesion w se denomina sucesion de pesos.

Esta definicion expresa cémo la salida del sistema es influenciada cada vez menos por
seniales remotas de la entrada. La sucesion de pesos w(k) simula hacer desaparecer o evanescer
al pasado remoto de la entrada hasta que en el limite lo anula.

Observaciones:

1. De (4.42) y (4.44) es facil ver que si un operador tiene memoria evanescente entonces es
continuo. Sin embargo, la reciproca no es valida como lo muestra el siguiente ejemplo.

Sea N : (> (Z) — (> (Z), definido como Nu(k) = supu(n), denominado operador
n<k

detector de pico. Es facil ver que el operador N no tiene memoria evanescente dado
que, independientemente de lo que suceda en su pasado, la salida mantiene el valos
méximo de la senal de entrada. Sin embargo el operador N es continuo, ya que para
todo u,v € £ (Z) se verifica [|[Nu — Nv||o < ||t — V||oo-

2. Siun operador tiene memoria evanescente con respecto a una sucesion w entonces tiene
memoria evanescente con respecto a cualquier otra sucesion de pesos w que domine
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a w, i.e tal que w (k) > w(k) Vk € Z". Luego, si utilizamos la sucesion de pesos

definida por
@ =méx [w k), (1+k) ], (4.45)

keZ+

y renombramos esta sucesion como w, entonces simplemente podemos suponer que la
sucesion de pesos satisface w (k) ™' < (14 k) Vk.

El concepto de memoria evanescente no es un concepto reciente. Ya se hacia mencion del
mismo en los trabajos de Volterra [95]

Un postulado muy natural es suponer que, en un momento dado, la influencia de
entradas lejanas disminuye gradualmente,

en los de Wiener [102]

Estamos suponiendo que la salida de la red no depende del pasado remoto. ...
Luego, estamos considerando redes en las cuales la salida es asintoticamente
independiente del pasado remoto,

y en otros trabajos posteriores como el de George [38], el de Barrett [4] y méas tarde el
de Root [78], quien hace mencion de los operadores con memoria finita. En la Figura 4.10
ilustramos esta idea.

k<0

Figura 4.10: Sistema con memoria evanescente

De ahora en més supondremos que las entradas u al sistema no lineal satisfacen la con-
dicién
ueK ) siendo K={ue€l>®:|ull <rnr >0} (4.46)

Ahora bien,

dada una entrada u que satisface (4.46), scudles son las salidas del sistema lineal discre-
tizado?.

En el dominio discreto, los operadores Laguerre y Kautz se pueden definir a través de la
transformada Zeta como vimos en el Capitulo 2.
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Entonces, las salidas del bloque lineal dindmico identificado se pueden escribir matricial-
mente como

7 = [Zl,ZQ,...,ZN]T, (447)

donde N es la cantidad de observaciones disponibles del proceso real y cada fila z; de la matriz
Z es un vector de longitud igual a la cantidad n de filtros utilizados para la identificacion,
i.e.

zr = (Lyu(k), Lou(k), ..., Lyu(k)), 1 <k <N. (4.48)
O bien, si utilizamos filtros Kautz es

z = (Ku(k), Kou(k),...,Kyu(k)), 1<k <N. (4.49)

Asi definido, nuestro sistema lineal tiene memoria evanescente en K, donde K esté defi-
nido en (4.46). Esto surge inmediatamente del siguiente teorema (ver [10]), que caracteriza
en forma simple a los sistemas lineales invariantes en el tiempo, de memoria evanescente y
del hecho que los filtros Laguerre y Kautz pertenecen a ¢*°, como probaremos mas adelante.

Teorema 4.4.5 Sea C' (R) el espacio de las funciones continuas con la métrica del supremo.

(I) A:C(R) — C(R) es un operador lineal, invariante en el tiempo con memoria evanes-
cente st y solo si tiene una representacion mediante convolucion

Au(t):/ooou(t—r)h(dT),

donde h es una medida acotada definida en Ry .

(II) A : (>° — (> es un operador lineal, invariante en el tiempo con memoria evanescente
sty solo si tiene una representacion por convolucion

Au(n) = "h(k)u(n—k), (4.50)
k=0
donde h € (* (Z7T).
Demostraciéon: Ver Boyd y Chua [10]. O

La propiedad de memoria evanescente puede expresarse en términos de la funcional 7" aso-
ciada al operador no lineal f.

Entonces, un operador no lineal f tiene memoria evanescente en K si y so6lo si T es
continuo respecto de la w-norma en PK = {Pu : u € K} (ver [10]).

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema de aproximaciéon mencionado al
comienzo de esta seccion y a ello nos abocaremos en la siguiente.
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4.4.2. Teorema de Aproximacioén

En primer lugar, vamos a enunciar el Teorema de aproximacion y luego probaremos los
lemas que hacen falta para llegar a la tesis del mismo.

Teorema 4.4.6 Sea K como se definid en (4.46) y sea f : K — (> un operador causal,
tiempo invariante con memoria evanescente en K. Entonces para un dado € > 0, existen n
operadores Laguerre o Kautz {z1 (-),22(+), ..., 2, (1)} definidos en K y una funcion CLATAN
fiat € PW Ly [S], donde S estd definido en (4.29), tal que para cualquier u € K

Iy =Yl <€

siendo y la salida del sistema definida por (5.8) ey la salida del modelo definida por (4.5).

Demostraciéon: Para el caso de operadores Laguerre, la demostracion del teorema es pre-
sentada por Sentoni en [84]. Para la demostracion del caso de operadores Kautz ver el
Apéndice C. O

La demostracion del Teorema 4.4.6 esta basada en el Teorema de aproximacion de Stone-
Weierstrass (ver, por ejemplo, Dieudonné [28]) y que Boyd y Chua [10] enuncian de la
siguiente manera.

Teorema 4.4.7 Sea E un espacio métrico compacto y G un conjunto de funcionales lineales
continuas definidas en E tales que separa puntos en E, es decir si u,v € E y u # v entonces
existe G € G tal que Gu # Gv. Sea T cualquier funcional continua en E y e > 0. Entonces
existe un polinomio p : R™ — R y n funcionales G1,Gs, ..., G, € G tales que, para todo u €
E

)

|Tu — p(Giu, Gau, ...,Guu) | < €. (4.51)

Ademas del Teorema de Stone-Wierstrass, para la demostracion del Teorema 4.4.6 nece-
sitamos los resultados del Capitulo 2, Seccion 2.7.4.

Para poder aplicar el Teorema 4.4.7, son necesarios los siguientes lemas previos, cuyas
demostraciones estan incluidas en el Apéndice C para que no se pierda la continuidad en la
lectura.

Lema 4.4.8 El espacio K_ = {Pu : u € K}, siendo P : {* — K el operador proyeccion, es
compacto con la w-norma con pesos ||-||,, definida por (4.43).

Demostraciéon: Ver [84]. O
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Lema 4.4.9 El conjunto G de funcionales G; asociadas a los operadores discretos de Kautz
K;(z) = Y k;(i)z7", definidas como Gju = Y k;(i)u(—1), son continuas con la w-norma
i=0 1=0

Demostracion: Ver Apéndice C. O

Lema 4.4.10 El conjunto G de funcionales definidas en Lema 4.4.9 separa puntos en
0>(Z_).

Demostracion: Ver Apéndice C. O

Estamos ahora en condiciones de probar el teorema de aproximacion.

Demostracion del Teorema 4.4.6

Demostracion: De acuerdo al Lema 4.4.8, E = K_ es un espacio métrico compacto con la
w-norma || - ||,. Por los Lemmas 4.4.9 y 4.4.10, las funcionales G asociadas a los operadores
discretos de Kautz son continuas en la w-norma |- ||, y el conjunto G separa puntos en
(>(Z_). Entonces, por el Teorema de Stone-Wierstrass, cualquier funcional 7" asociada a un
operador no lineal f, invariante en el tiempo con memoria evanescente, puede aproximarse
por un conjunto de n funcionales G1, G, ..., G, definidas como en el Lema (4.4.9), seguido
por un polinomio p : R” — R, de modo que

|Tu — p(Ghu, Gau, . .., Gpu)| < e/2, (4.52)

Ve>0,YVuel>(Z-).

Como las funcionales de Kautz son exponencialmente estables y u € (*°(Z_), existen
constantes finitas M > 0y U > 0 tales que

Gul < ull o 2o [k (4)]
< M| ul
< MU.

Luego, v = [Giu, Gau, ..., Gru] € Sy por (2.70) de la Subseccion 2.7.1, Capitulo 2, la
aproximacion CLATAN f;,; sobre el dominio S satisface

| frat(v) = p(v)| < £(6) = 0L, (4.53)

siendo L la constante de Lipschitz de fiq(-).
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En consecuencia, para cualquier € > 0 dado, siempre es posible elegir 0* tal que £ (§*) <
£/2; entonces podemos concluir que

|Tu — fiat(V)] < |Tu—p(v)|+ |p— fiu(V)| <e (4.54)

para cualquier v e S, u € K_.

Finalmente, probamos que fj,; es la aproximacion deseada a cualquier operador no lineal
f con memoria evanescente en K. Sea u € K, k € Z.

Como Pq~*u € (®(Z_), y v = [Gqu_ku,Ggpq_ku, . .,Gan_ku} € S, entonces por
(4.54)
ly(k) —g(k)| = |fu(k) = fiar(Kru, Kou, . .., Kyu)
= |TPqg " u(k) = fra(v)| <,

para cualquier € > 0, u € K, k € Z y la demostracion del Teorema 4.4.6 sigue inmediata-
mente de (4.55). O

(4.55)

4.5. Ejemplos de Aplicacién

En esta seccién presentamos varios ejemplos de aplicacién de las estructuras de iden-
tificacion Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN propuestas en esta tesis y la metodologia
empleada para estimar sus parametros. El primer ejemplo consiste en identificar un sistema
discreto SISO no lineal, causal, TI y con memoria evanescente que, por sus caracteristicas,
posee una representacion Laguerre-CLATAN. En el segundo ejemplo modelamos un siste-
ma discreto SISO, no lineal, amortiguado y con saturacion en la entrada. Este sistema se
aproxim6 por un modelo Kautz-CLATAN, que tiene ventajas sobre uno Laguerre-CLATAN,
respecto del orden que es necesario utilizar para aproximar este tipo de sistemas. En el ulti-
mo ejemplo se considera la aplicacion de la estructura de identificacion Laguerre-CLATAN
propuesta, en el modelado de un sistema MIMO.

En las estructuras de identificacion que proponemos, las entradas al bloque no lineal del
sistema son las salidas del bloque lineal dinamico ya identificado, dispuestas en una matriz de
datos Z, i.e., es la senal u de entrada al sistema, previamente filtrada a través de las funciones
de transferencia que conforman la parte lineal dinamica de la estructura. Las salidas de este
bloque son las medidas disponibles y(k).

Para construir los dos primeros modelos, utilizamos un algoritmo de seleccion [14], que
determina qué datos utilizar de la matriz Z, definida en (4.47), (4.48) y (4.49), para poder
garantizar que los simplices en los que se divide la region determinada por las salidas del
bloque lineal dindmico van a quedar identificados. El algoritmo se basa en la ventaja de que
la transformacion no lineal entrada-salida es estatica y por lo tanto se puede utilizar esta
caracteristica para seleccionar las muestras convenientemente.
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Podemos describir matematicamente dicho algoritmo de la siguiente manera. Si Z =
{21,229, ...,2,} € S eslamatriz de las salidas del bloque lineal identificado, entonces elegimos
s6lo aquellas muestras z; (k) tales que

‘Z’i (k) —Z (k/) | > 67 Vi7jak7k/~

La constante £ es un niimero pequeno prefijado, que tiene relacion con el tamano de la grilla
utilizada para definir los simplices en los cuales queda dividida la region S.

Utilizando este algoritmo de seleccion, se obtiene una cantidad de muestras uniformemen-
te distribuidas sobre todos los simplices, sin necesidad de que la cantidad de las mismas sea
una dificultad para el calculo. Una vez aplicado el algoritmo, hallamos los parametros de las
funciones CLATAN utilizando la metodologia SM descripta en el este capitulo, implementada
en MATLAB.

Las siguientes consideraciones se aplican a todos los ejemplos.

1. Generamos la entrada u como una senal aleatoria, con distribuciéon uniforme, de longi-
tud N. Aplicamos estas senales a los sistemas dinamicos considerados, obteniendo una
senal de salida y.

2. En los dos primeros ejemplos utilizamos 80 % de los datos E/S para identificacion y
el resto para validacion. En el ultimo ejemplo, tomamos 2/3 de los datos disponibles
para el proceso de identificacion y el resto para el de validacion.

3. Con el objetivo de mostrar el desempeno del modelo, adicionamos ruido a las muestras
utilizadas en la identificacion.

4. Identificamos los polos de las funciones base elegidas.

a) Caso Laguerre: el polo se evalua simulando un modelo ARX de primer orden con
los datos E/S utilizados en la identificacion.

b) Caso Kautz: los polos se evalian simulando un modelo ARX de segundo orden
con los datos E/S que se utilizan para identificar el modelo.

5. Utilizando el método de los coeficientes de Lipschitz dado en el Apéndice B, estimamos
el orden del bloque lineal dindmico, i.e. la cantidad de funciones base. A continuacion
propagamos las entradas a través de las funciones base, obteniendo la matriz Z, que es
la entrada al bloque no lineal estatico.

6. Aplicamos el algoritmo de seleccion descripto al comienzo de la seccion.

7. Identificamos el bloque no lineal estéatico, utilizando funciones CLATAN vy teoria de
estimacion SM para evaluar los parametros.
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8. En todos los casos presentamos los resultados de evaluacion de la estructura en pre-
sencia de ruido aditivo de salida y la validacion cruzada de los modelos obtenidos. En
los dos primeros ejemplos, testeamos los resultados de la aproximaciéon sobre un nuevo
conjunto de datos, que llamamos conjunto de prueba.

9. Calculamos el coeficiente de correlacion FIT y la raiz cuadrada del error cuadrdtico
medio RMSE (por sus siglas en inglés, Root Mean Square Error) sobre el conjunto de
datos para identificacion y para validacion de la estructura de modelo propuesta.

El coeficiente de correlacion F'IT se define como

FIT = (1 - w) 100, (4.56)
ly =¥l

donde y es la salida estimada e ¥ es la media del vector de salidas disponibles y,
expresado en porcentaje (ver, por ejemplo, [58]). Es una medida que sirve para evaluar
la bondad de ajuste del modelo a lo datos, ya que mide la capacidad predictiva del
modelo ajustado.

Calculamos el error de peor caso E,(®.,€) para el modelo identificado.

Debemos remarcar que los modelos discretos SISO y MIMO utilizados para identificacion,
asi como los sistemas continuos originales, no son estructuras tipo Wiener.

4.5.1. Ejemplo 1: Sistema SISO no Lineal Discreto

Este primer ejemplo, debido a Narendra y Parthasarathy [68], corresponde a un sistema
discreto SISO, no lineal, causal, invariante en el tiempo y con memoria evanescente, dado
por la siguiente ecuacion en diferencias no lineal

_ y(k) 3 _
y(bk+1) = ———~ +u’(k) +e(k+1), e(k+1)=0,75(e(k)+r(k)), (4.57)
1+ y%(k)
donde r(k) es una sefial uniforme, generada aleatoriamente entre los valores —0,5 y 0,5, por
lo que e(k) puede considerarse como un ruido coloreado adicionado a la salida y(k).

Para realizar la identificacion se gener6 una entrada aleatoria u de 6000 valores entre 1y
2 con distribucion uniforme. Al aplicar dicha entrada al sistema (4.57) y registrar la salida
se obtuvo un conjunto de muestras y(k), con k = 1,...,6000.

El ruido fue adicionado a las primeras 4800 muestras utilizadas para el proceso de iden-
tificacion, y las 1200 muestras sin ruido restantes fueron utilizadas para validacion.

Con estos valores entrada-salida, aplicamos una de las estructuras de aproximacion SISO
descriptas en la Seccién 4.2 y el método SM propuesto en la Subseccion 4.3.1, para estimar
los parametros del modelo construido con las funciones CLATAN.
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En este caso, por las caracteristicas del sistema, para identificar el bloque lineal diné-
mico elegimos funciones de transferencia de Laguerre. Evaluamos el polo de los sistemas de
Laguerre utilizados en la identificacion del subsistema lineal dindmico. Dicho parametro fue
estimado como a = 0,0873. En base al anélisis de los coeficientes de Lipschitz del sistema
(ver Apéndice B), seleccionamos una expansion Laguerre de orden 2.

Con la estimacion del polo y seleccionada la base, formamos la matriz de datos Z de
orden 2 x 4800 con los 4800 valores de la entrada, filtrados por los sistemas de Laguerre
Liu(k) y Lau(k) con polo estimado a = 0,0873.

Una vez determinado el modelo del bloque lineal dindmico del sistema, debemos determi-
nar los parametros del bloque no lineal estatico que vamos a aproximar utilizando funciones

CLATAN.

En este ejemplo, el conjunto de datos seleccionados para la identificacion del bloque no
lineal, luego de haber aplicado el algoritmo de seleccion descripto, fue de 2141 muestras
z; (k), i = 1,2. En consecuencia, la matriz Z es ahora de orden 2 x 2141.

Entonces el esquema de aproximacion es
y(k) = frae(Liu(k), Lou(k)) = fiae(z1, 22), (4.58)
donde fi4 es una funcion CLATAN definida sobre el dominio
S={zcR*:0; <z <6,i=0,1}
Utilizamos como region S para hallar la aproximacion CLATAN al conjunto
S=11,2] x[1,2],

con un paso de grilla ndiv = 2 en cada intervalo.

El modelo nominal f;,; fue identificado utilizando estimadores basados en el conjunto
de sistemas posibles (4.11) y tomando como entradas al sistema no lineal, las salidas de los
filtros de Laguerre. El nimero de pardmetros identificados para esta estructura fue 9, que
es el numero de funciones CLATAN usadas para la representacion del sistema no lineal. La
cota para el ruido fue elegida como € = 1.

Para validar el modelo utilizamos los 1200 datos restantes, a los que filtramos con los
sistemas de Laguerre de segundo orden con el polo previamente estimado. Luego de aplicar
el algoritmo de seleccion, la matriz Z de salidas del bloque lineal que se obtuvo fue de orden
2 x 956. En particular, calculamos el coeficiente de correlacion F'I'T" sobre el conjunto de
datos para validacion de la estructura de modelo propuesta.

Finalmente, el modelo fue testeado utilizando un nuevo conjunto de datos E/S. Para ello
excitamos al sistema utilizando una senal de entrada aleatoria con distribuciéon uniforme de
1000 datos, obteniendo la salida y como respuesta del sistema. Formamos la matriz de datos
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Z aplicando los sistemas de Laguerre a la secuencia de entrada y seleccionamos 803 muestras
que pertenecen al conjunto S.

En la Tabla 4.2, se indica la raiz cuadrada del error cuadréatico medio (RMSE) y el
FIT obtenidos para el modelo identificado sobre el conjunto de validacion y para el nuevo

conjunto de datos de prueba. El error optimal de peor caso obtenido en la identificacion fue
E,(®.,€) = 5,4654.

Error RMSFE FIT

Identificacion 0,3195 82,8875 %
Validaciéon 0,1027 94,4948 %
Test 0,3197 82,7381 %

Tabla 4.2: Error RMSE y coeficiente de correlacion FIT para el Ejemplo 1

Figuras 4.11 y 4.13 muestran los resultados de la validacion y del test, respectivamente,
junto con la salida del sistema real y el comportamiento dinamico de la salida, obtenido con
los parametros de la estructura Laguerre-CLATAN. En esas figuras, la linea continua (azul)
representa la respuesta del sistema y la linea punteada (rojo) la salida del modelo. Para tener
una mejor vision de los resultados, presentamos una ampliacion de la validaciéon del modelo.

Luego, podemos concluir que esta estructura no modela ruido.

Resultados de la validacién

100 200 300 400 500 600 700 800 900
Ntmero de muestras

Figura 4.11: Validacion del modelo Laguerre-CLATAN. Sistema (y: azul), modelo (: rojo)
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Ampliacién de los resultados de la validacién

210 220 230 240 250 260 270 280 290 300
Ntmero de muestras

Figura 4.12: Validacion del modelo Laguerre-CLATAN. Sistema (y: azul), modelo (: rojo)

Resultados sobre un nuevo conjunto de datos

y(k) e y(k)

100 200 300 400 500 600 700 800
Numero de muestras

Figura 4.13: Resultados sobre el conjunto de datos de prueba del modelo Laguerre-CLATAN.
Sistema (y: azul), modelo (g: rojo)

4.5.2. Ejemplo 2: Sistema Mecanico con Saturaciéon en la Entrada

En este ejemplo se modela la posiciéon de la masa de un sistema masa-resorte amortiguado.
El sistema es SISO, no lineal discreto, invariante en el tiempo y cumple con las condiciones
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Ampliacién de los resultados sobre un nuevo conjunto de datos

130 135 140 145 150 155 160 165 170 175 180
Ntmero de muestras

Figura 4.14: Resultados sobre el conjunto de datos de prueba del modelo Laguerre-CLATAN.
Sistema (y: azul), modelo (g: rojo)

de causalidad y memoria evanescente. Ademas, por su estructura posee una representacion
Kautz-CLAT, es decir, el bloque lineal es expandido mediante sistemas de Kautz. En la
Figura 4.15 se puede ver un esquema del mismo.

Consideramos el sistema SISO, no lineal discreto, similar al presentado en [64], descripto
por la siguiente ecuacién en diferencias:

y(k+1) = 0,002y(k) — 0,2y(k — 1) + 0,1sen(y(k — 1)) +
+tanh(3u(k)) + e(k + 1), (4.59)

que representa una aproximacion discreta de un sistema masa-resorte amortiguado con es-
tiramiento o fuerza del resorte lineal, fuerza de amortiguacion no lineal y una no linealidad
estatica en la entrada (saturacion en la entrada). La entrada u(k) es una fuerza que actua
sobre la masa y la salida y(k) es la posicion de la masa en el instante k.

El ruido e es una senal uniforme generada aleatoriamente de amplitud ||e||. < 0,025 y
fue adicionada a las muestras utilizadas en el proceso de identificacion. Exitamos el sistema
con una senal aleatoria con distribucion uniforme cuya amplitud variaba en el intervalo
[—1,1]. Generamos un conjunto de 8000 datos entrada-salida utilizando el sistema (4.59).
Los primeros 6400 datos fueron utilizados para el proceso de identificaciéon, mientras que los
1600 datos restantes, sin ruido, fueron usados para validar el modelo.

El proceso de identificacion fue realizado siguiendo la descripcion dada al comienzo de la
seccion. Como el sistema no lineal dado es amortiguado, en este caso proponemos el uso de
sistemas de Kautz con dos parametros para aproximar el bloque lineal dindmico. La ventaja
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Fuerza de entrada u(t)

Fuerza del $ S No linealidad estatica

resorte lineal

Fuerza de

amortiguamiento

Y

Posicion de

la masa y(t) Masa

v

Figura 4.15: Ejemplo 2. Sistema masa-resorte amortiguado

de utilizar bases de Kautz en vez de bases de Laguerre para sistemas amortiguados, es que
se necesita un menor nimero de filtros para aproximar el subsistema lineal.

Debemos estimar los polos de los sistemas de Kautz. Los valores de estos parametros
fueron identificados como [ = —0,0042 + 0,32485 y [ = —0,0042 — 0,3248;.

Para evaluar el ntimero de funciones de la base de Kautz utilizamos el método de los
coeficientes de Lipschitz descripto en el Apéndice B. En este caso seleccionamos una base de
Kautz de orden 2.

Identificamos el bloque lineal dindmico con los sistemas de Kautz de segundo orden y
obtenemos una matriz de datos de salida Z, que son los datos de entrada al sistema no lineal.
Aplicando el algoritmo de seleccion, se seleccionaron 1292 muestras de la matriz de salidas
del modelo lineal identificado.

La estructura de aproximacion ahora es
y(k) = frae(Kyu(k), Kou(k)) = fiar(21, 22), (4.60)
donde fj,; es una funcion CLATAN definida sobre el dominio
S={zcR*:0; <2z <B,i=01}
Utilizamos como region S para hallar la aproximacion CLATAN al conjunto
S =[-0,5,0,5] x [-0,5,0,5],

con ndiv = 2 divisiones en cada intervalo.

Identificamos los parametros del modelo nominal f;,;, usando estimadores basados en
el conjunto de sistemas posibles (4.11), donde la entrada al sistema no lineal es la salida
de los filtros de Kautz. El nimero de parametros identificados para esta estructura es 9,
que es el nimero de funciones CLATAN utilizadas para la representacion. La cota del ruido
seleccionada fue € = 0,3.
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Para validar el modelo, utilizamos los 1600 datos restantes sin ruido, y luego de identificar
el subsistema lineal, mediante el algoritmo de seleccion obtuvimos 377 muestras distribuidas
uniformemente sobre todos los simplices en los que queda dividido el dominio S de la funcién
estatica no lineal f,;.

Como en el ejemplo anterior, el modelo fue testeado utilizando un nuevo conjunto de
datos. Exitamos el sistema con una senal aleatoria con distribuciéon uniforme de 1000 datos.
Identificamos el bloque lineal dindmico filtrando los datos de entrada con los sistemas de
Kautz, cuyos polos fueron estimados en la identificacion. Después de seleccionar las salidas
del modelo lineal, utilizamos 69 muestras que pertenecen al conjunto S.

En la Tabla 4.3, se muestran el RMSE y el coeficiente de correlacion FIT (ver (4.56))
obtenidos para el modelo identificado sobre el conjunto de validacion y sobre el conjunto de
datos de prueba. El error optimal de peor caso para la identificacion fue E, (P, €) = 2,5648.

Error RMSFE FIT

Identificacion 0,1076 82,1147 %
Validacion 0,1061 82,1308 %
Test 0,1660 71,4035 %

Tabla 4.3: Error RMSE y coeficiente de correlacion FIT para el Ejemplo 2

Figuras 4.16 y 4.18 muestran los resultados de la validacién del modelo y sobre el conjunto
de datos de prueba, respectivamente, junto con la salida del sistema real y el comportamiento
dinamico de la salida obtenida con los parametros de la estructura Kautz-CLAT. En esas
figuras, la linea solida (azul) representa la respuesta del sistema y la linea punteada (ro-
jo) representa la salida del modelo. En orden de tener una mejor vision de los resultados,
presentamos una ampliaciéon de la validacion del modelo.

Podemos concluir que esta estructura no modela la salida del ruido.

4.5.3. Ejemplo 3: Modelo MIMO de una Unidad de Generacion de
Vapor

En este ejemplo mostramos como es posible extender las ideas de modelaciéon presentadas
para contemplar modelos MIMO. Aplicaremos la metodologia propuesta en el modelado de
la presion y el nivel de agua de una unidad de generacion de vapor tipo domo (UGVD). El
proceso consiste en una caldera tipo domo para una central termoeléctrica de 200 MW. El
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Resultados de la validacion
T T T

\
L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350
Numero de muestras

Figura 4.16: Validacion del modelo Kautz-CLATAN. Sistema (y: azul), modelo (7 : rojo)

Ampliacién de los resultados de la validacién

L L L L L L L L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Numero de muestras

Figura 4.17: Validacion del modelo Kautz-CLATAN. Sistema (y: azul), modelo (7 : rojo)

modelo fue desarrollado por [74]

% = —0,00193SPY® —0,000736w, +
0,014524F + 0,00121L + 0,0001767,
% = 10¢,PY? —0,785715
dL —6 p2
— = 0,00893w, +0,002F +0,463¢, — 6107°P* —

0,00914L — 8,2107°L* — 0,007328S. (4.61)
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Resultados sobre un nuevo conjunto de datos

0.8 i
0.6} J | |
0.4+ |

0.2 i |

y(k) e y(k)

10 20 30 40 50 60
Numero de muestras

Figura 4.18: Resultados sobre el conjunto de datos de prueba del modelo Kautz-CLATAN.

Sistema (y: azul), modelo (g: rojo)

Ampliacién de los resultados sobre un nuevo conjunto de datos

0.6 A E

0.4 1 \ | |

y(k) e (k)

1 1 1 1
5 10 15 20 25 30
Numero de muestras

Figura 4.19: Resultados sobre el conjunto de datos de prueba del modelo Kautz-CLATAN.
Sistema (y: azul), modelo (g: rojo)

Los estados del modelo no lineal del generador de vapor con domo son la presion del
domo (P), el caudal de vapor a la turbina de alta presion (S) y el nivel del domo (L). Los
estados P y L son las variables controladas. Existen dos variables manipuladas que son el
caudal de combustible (F) y el caudal de alimentacion de agua (w.), y dos perturbaciones
que son la temperatura del agua (7,) y la posicion de la valvula de control (¢,). Los valores
de las variables en el estado estacionario considerado se presentan en la Tabla 1 4.4. En
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lo sucesivo llamaremos y = [P, L] y u = [F,w.]’ a los vectores de variables controladas

y manipuladas, respectivamente. Para ello, generamos un conjunto de 30000 datos con un

VARIABLE VALOR
Flkg/s) | 38,5736
we(kg/s) | 190,9620

T.(K) 310
Co 0,8

Tabla 4.4: Variables de la UGVD

tiempo de muestreo de 20 segundos. Con la finalidad de excitar al sistema, se utilizan entradas
(variables manipuladas) que se generan sumando a sus valores nominales perturbaciones
aleatorias. Dichas perturbaciones aleatorias pueden tomar valores comprendidos entre +20 %
del respectivo valor nominal. Cada valor se mantiene durante una cantidad de muestras, a fin
de poder identificar la ganancia en estado estacionario. Para ilustrar la situacion desfavorable
de adquisicion de medidas con ruido, se consideré que los datos de salidas del sistema y;
e y2 se encuentran corruptos con un ruidos acotados por ¢; = 0,5randn(long.(y1)) y €2 =
0,5 randn(long.(ys)), respectivamente. La Figura 4.20 muestra el conjunto de datos de salida
(P y L) sin el ruido aditivo, de los cuales las primeras 20000 muestras se utilizan para
identificar y el resto para validar el modelo obtenido.
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Figura 4.20: Salidas de la unidad de generacién de vapor. y;: presion, ys: nivel
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En este caso, seleccionamos una expansion de Laguerre de orden 1 con polos estimados
a; = 0,95 y as = 0,8 para cada entrada al sistema real.

El modelo nominal f,; fue identificado utilizando teoria de estimacion SM para la evalua-
cion de los parametros. Tomamos las salidas de los sistemas de Laguerre como las entradas
al bloque no lineal estatico. El ntimero de pardmetros identificados para cada una de las
estructuras no lineales fue 9. Las cotas estimadas para el ruido fueron ¢; = 3,54 y e = 2,71,
para las medidas disponibles y;, yo, respectivamente.

Para la respuesta y; del sistema, la raiz cuadrada del error cuadratico medio y el coe-
ficiente de correlacion F'IT obtenidos para el modelo identificado fueron RMSE = 0,8866,
FIT = 9408 y RMSE = 1,0174, FIT = 93,5216 sobre el conjunto de datos disponibles
para identificar y para validar el modelo, respectivamente. El error optimal de peor caso en
la identificacion fue E,(®..,€) = 2,3974.

Para la respuesta y, del sistema, el RMSE = 0,5947 y el FIT = 90,3804 sobre el
conjunto de datos disponibles para identificar, y RMSE = 0,6464, FIT = 89,7152 en la
validacion. El error optimal de peor caso di6 E, (P, €) = 2,4240.

las Figuras 4.21 y 4.22 presentan el comportamiento dinamico de los modelos y; e ya
comparados con las salidas del sistema y; e ys. Realizamos un estudio de validacién con

Identificacion salida y; (k)
30

ey
== 4

20

yi(k) e 51 (k)

. . . . . . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ntimero de muestras x 10°

Figura 4.21: Modelo Laguerre-CLATAN. Sistema (y;: azul), modelo (y;: rojo)

los datos restantes no utilizados en la identificacion del modelo. Las Figuras 4.23 y 4.24
muestran los resultados.
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Identificacion salida ya (k)
15 T T

101

(k) e (k)

-5

-10F

L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18 2
Numero de muestras x 10

Figura 4.22: Modelo Laguerre-CLATAN. Sistema (y2: azul), modelo (y2: rojo)

Validacién salida y;
T T

yi(k) e i (k)

L L L L L L L L L
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Niimero de muestras

Figura 4.23: Modelo Laguerre-CLATAN sobre el conjunto de validacion. Sistema (y;: azul),
modelo (yi: rojo)
4.6. Conclusiones

En este capitulo hemos presentado las estructuras Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN
que proponemos para la identificacion de sistemas no lineales causales, invariantes en el tiem-
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Validacién salida y,
T

L L L L L L L L L
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Nimero de muestras

Figura 4.24: Modelo Laguerre-CLATAN sobre el conjunto de validacion. Sistema (y»: azul),
modelo (y2: rojo)

po, de memoria evanescente. Hemos enunciado y demostrado los teoremas que aseguran que
nuestra estructura es capaz de aproximar esa clase de sistemas. Desarrollamos tres ejemplos
de aplicacion diferentes para mostrar la capacidad de identificacion de nuestras estructuras.
El primer ejemplo, por sus caracteristicas, posee una representacion Laguerre-CLATAN. En
el segundo ejemplo modelamos un sistema discreto SISO, no lineal, sub-amortiguado y con
saturacion en la entrada. Este sistema se aproxim6 por un modelo Kautz-CLATAN. En el al-
timo ejemplo se considera la aplicacion de la estructura de identificacion Laguerre-CLATAN
propuesta, en el modelado de un sistema MIMO. En todos los casos se presentan los resulta-
dos de la evaluacion de la estructura en presencia de ruido aditivo de salida y la validacion
cruzada de los modelos obtenidos.



Capitulo 5

Identificacion Robusta de los Modelos
Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN

En este capitulo presentamos una metodologia para la identificacion de los modelos
Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN con incertidumbre. La estructura de modelo nominal
estd dada por la representacion paramétrica Laguerre-CLATAN o Kautz-CLATAN, ambas
presentadas en el Capitulo 4, y el método se basa en la identificacion de cotas de los paré-
metros para dichos modelos. Por lo tanto, describimos la incertidumbre asociada al modelo
nominal como un conjunto de parametros del bloque no lineal estatico, cuyos valores se
obtienen resolviendo un problema de optimizacion. La metodologia resultante es robusta,
en el sentido que la totalidad de los datos utilizados para la identificacion del sistema en
estudio, puede ser reproducida por al menos uno de los modelos generado con pardmetros
del conjunto identificado. Hemos abordado el problema para sistemas SISO y su extension
a sistemas MIMO. Ilustramos el algoritmo de identificacién desarrollado con tres ejemplos,
cuyos modelos nominales fueron obtenidos en el Capitulo 4, Seccion 4.5.

5.1. Introduccion

Una vez identificado el sistema real con los datos disponibles, es importante asegurar la
robustez del modelo pues ello permite tener en cuenta la presencia de incertidumbre asociada
al modelo nominal y evaluar como ésta podria afectar el modelo estimado.

Un enfoque tipico para la identificacion robusta consiste en definir un conjunto de posibles
modelos que representen el comportamiento incierto del mismo. Si se asume el mismo formato
para todos los modelos posibles en el conjunto de incertidumbre, entonces esta familia de
modelos se define en términos de un conjunto de parametros. En este contexto, es posible
realizar una identificacion robusta teniendo en cuenta un conjunto © de parametros del
modelo, de manera que cuando se utilizan parametros 6 € O, las entradas u al proceso se
mapean en un conjunto de salidas contenido en el conjunto de la totalidad de los datos de
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salida y del sistema. De esta manera, la incertidumbre se representa mediante una familia de
modelos, todos con la misma estructura, pero que difieren en los valores de sus parametros.
Por otra parte, es posible tener una idea del conservativismo de esta descripcion del modelo,
comparando la salida y estimada por el modelo identificado con la salida y del proceso.

Existen en la literatura métodos diferentes para la identificacién con incertidumbre de
modelos orientados a bloques |5, 20, 87]. En [7] se presenta un algoritmo no iterativo para
la identificacion de sistemas SISO Wiener y Hammerstein con incertidumbre, que requiere
que la no linealidad estatica sea invertible. El método se basa en la identificacion de las
cotas de los parametros de estos modelos; de esta manera, el conjunto de datos utilizados
en la identificacion puede ser reproducido por alguno de los modelos dentro de estas cotas.
Esta metodologia se extiende a sistemas MIMO [6] con la condicién de invertibilidad de la
transformacion no lineal estatica del modelo orientado a bloques.

En esta tesis asumimos que la no linealidad estatica de la estructura nominal del modelo
esta representada por las funciones CLATAN, mientras que el bloque dinadmico lineal se
compone de un numero finito de filtros de Laguerre o filtros de Kautz. Para estimar los
parametros de las funciones CLATAN, el problema se formula en el contexto de la Teoria de
estimacion SM desarrollada en el Capitulo 4. Comenzamos considerando modelos inciertos
SISO tipo Wiener y luego extendemos la metodologia presentada a sistemas tipo Wiener
MIMO. La metodologia resultante es robusta dado que la totalidad de los datos utilizados
para la identificacion del sistema, puede reproducirse por al menos uno de los modelos en
el conjunto de parametros identificados. Finalmente, presentamos tres ejemplos que ilustran
las capacidades de identificacion de las estructuras propuestas, los dos primeros para el caso
SISO y el altimo para el caso MIMO.

5.2. Formulacion del Problema

Los datos disponibles de un proceso real siempre se conocen con cierto grado de incer-
tidumbre, por lo que es de gran interés evaluar como esta incertidumbre afecta al modelo
nominal estimado.

De acuerdo a lo visto en el Capitulo 4, un modelo nominal Laguerre-CLATAN o Kautz-
CLATAN se compone de un conjunto finito de filtros lineales de Laguerre o de Kautz, seguido
de una transformacion estatica no lineal fi,; € PW Ly [S]. Es decir, el modelo lineal mapea
la entrada u(k) € R en la senial intermedia z(k) = z[u(k)] € R, y la salida del modelo global
es el resultado del bloque no lineal

Yk +1) = fia(zlu(k)]) € R. (5.1)

Recordemos que (Capitulo 2) las funciones CLATAN se definen en el dominio compacto

S={xeR":q;<z;<a;+dndiv,i =1,2,...n}, (5.2)
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donde a; € R, § es el tamano de la grilla, ndiv € Z, es el numero de divisiones asociados
con el eje x; y S se subdivide utilizando una configuracion simplicial H, como se vi6 en el
Capitulo 2.

Cualquier f,; € PW Ly [S] se puede escribir como
frat (x) = cTA (%), (5.3)
donde c es el vector de parametros y A es la matriz de las funciones base definidas en S.
Entonces, la ecuacion (5.1) se convierte en

gk +1) = c"Az[u(k)])
= cIA=fu(k)], 22[u(k)], ...,z [u(k))),

donde zj[u(k)], para j = 1,2,...,n son las salidas de los filtros de Laguerre o de Kautz y
c € R™ es el vector de parametros desconocidos del bloque no lineal que debe ser estimado.
Una vez obtenido el modelo nominal, nuestro objetivo es realizar una identificacién robusta
del mismo.

En general, un modelo no lineal incierto esta caracterizado por una familia de modelos,
todos con la misma estructura, de la forma

F=1{h:D > R:h@)=hy()+A@)}, (5.4)

donde hy es el modelo nominal del proceso real y A satisface sup ||A(v)|| < K. Ademas, su-
veD

ponemos que se dispone de un conjunto Hg = {hq, ho, ..., hs} de datos medidos de miembros
de F, es decir, hy = h(vg), con he Fywv, € D, Vk=1,...,s.

En el Capitulo 4 estudiamos como obtener un modelo nominal hy Laguerre-CLATAN o
Kautz-CLATAN con datos disponibles del sistema. Ahora deseamos una representacion del
conjunto completo de modelos inciertos; para ello un planteo natural es hallar un modelo
“superior” hg,, y un modelo “inferior” h;,; que satisfacen

hing(v) < h(v) < hgy(v), Vv e D. (5.5)

En esta tesis consideramos que un modelo no lineal de incertidumbre para un sistema
dindmico se puede describir mediante la definicion de un conjunto de parametros P para el
bloque estatico no lineal, de la siguiente manera

P={c:c'<c<c"}, (5.6)
donde las desigualdades se aplican entrada por entrada, i.e.,
czgcjgc}”, 1<j<m. (5.7)

Con el fin de obtener un modelo de incertidumbre, debemos determinar las cotas de los
parametros c! y c¥.



116 Capitulo 5. Identificacion Robusta de los Modelos Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN

Consideremos un sistema dindmico no lineal, SISO, Lipschitz continuo. Los datos dispo-
nibles se componen de N pares E/S {(u(k),y(k)),k =0, ..., N — 1} relacionados por

y(k +1) = f(u(k)) + e(k), (5.8)

donde f es una transformacion no lineal desconocida y e(k) es ruido UBB.
Consideramos un esquema de aproximacion tipo Wiener para (5.8) dado por (5.1).

Para definir el dominio S de la funcion CLATAN asumimos que
veK={uel>:||ul| <UU>0}cC~. (5.9)
Las salidas de los filtros de Laguerre o de Kautz satisfacen
|zj ()], <G-U Vji=1,..,n, (5.10)
donde G = ||z1||;. Entonces, el dominio de la funcion CLATAN se puede definir como
S={zeR":|z|| <G U}, (5.11)

el cual es particionado usando una particion simplicial H con una grilla de medida 9.

Las entradas al mapeo no lineal, 7.e. las salidas de los filtros lineales, deben estar presentes
en todos los simplices. Dependiendo de la entrada, es posible tener una gran concentracion
de datos E/S en algunos pocos simplices y un pequeno numero de datos en la mayoria
de ellos. Para superar este problema, hemos utilizado el algoritmo de seleccion detallado
en el Capitulo 4, Seccion 4.5, que elimina datos de los simplices logrando una distribuciéon
uniforme.

Describimos la incertidumbre mediante ruido aditivo desconocido pero del cual conocemos
una cota en la norma >, i.e.

le(k)] <€ €>0,Vk. (5.12)

para un € dado.

Definimos ahora los espacios que necesitamos para aplicar la teoria de estimaciéon SM a la
estimacion de las cotas de lo parametros c. Como antes, el espacio normado finito dimensional
X es el espacio de los parametros desconocidos ¢ = [c1, 2, -+, ¢p)T, v su dimension depende
del nimero n de filtros de Laguerre o de Kautz utilizados. En este caso, m = (ndiv + 1)",
donde ndiv es el nimero de celdas asociadas con el eje x; en la ecuacion (2.59). De acuerdo
con las ecuaciones (5.2) y (5.3), obtenemos

y(k+1) = c"Az(k)), (5.13)

donde z (k) = [21(k), ..., zn(k)]. Consecuentemente, el operador de informacion puede elegirse
como F(c) = cTA(z). Luego, en este caso, F(c) es lineal.
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El vector y de salidas del sistema pertenece al espacio normado de salidas disponibles
Y ={y : ¥ = c'A(z[u]), para alginc € P}, (5.14)

donde la norma en el espacio Y es £°°.
En lo que sigue, calculamos un conjunto estimador y el algoritmo central.

De acuerdo con la ecuacion (5.12), definimos el conjunto de parametros posibles como
FPS, ={ce X : |y - F(c)|. < e} CR™, (5.15)

y podemos asegurar que el conjunto F'PS, es un politopo convexo, ya que F(c) es lineal y
la norma del espacio Y es ¢ o ¢! (ver Capitulo 4).

Para aproximar el conjunto F'PS, aplicamos un algoritmo de aproximacion exterior. Co-
mo vimos en el Capitulo 4, Subseccion 4.3.1, la propuesta mas comun es utilizar ortotopos
como regiones aproximantes. En particular, en esta tesis utilizamos cajas exteriores de mini-
mo volumen (MOB) o cajas interiores de maximo volumen (MIB) con caras paralelas a los
ejes coordenados.

El MOB que contiene a F'PS, puede calcularse hallando el maximo rango de variaciones

posibles del conjunto de valores c;, provisto por los intervalos de valores de la incertidumbre
VUI;, definidos en el Capitulo 4.

Para obtener el algoritmo central usando la norma ¢*°, es suficiente calcular el centro de
Chebyshev del paralelotopo calculado previamente, como se estableci6 en el Capitulo 4. El
error de identificacion de peor caso viene dado por el radio de Chebyshev.

5.3. Modelo de Incertidumbre

Para obtener el modelo de incertidumbre, debemos determinar las cotas de los parametros
c' y c*. Entonces, debe existir algin ¢ € P tal que

1y =¥l <e (5.16)

paray € Y, donde € es la cota del vector de ruidos e.

Por lo tanto, Ymm(k + 1) vy Umax(k + 1) satisfacen

Umin(k + 1) — € = mingep cTA(z[u(k)]) —e < y(k+1)
Umax (kK +1) + € = méxcep cTA(z[u(k)]) + e > y(k +1).

Luego, podemos describir cualquier salida medida del sistema real en funciéon del mo-
delo de incertidumbre. Para que el modelo sea lo menos conservador posible, proponemos

minimizar la amplitud entre las cotas ¢! y ¢¥, i.e., minimizar ||c' — c¥|.
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Observemos que para cada entrada u(k), A(z[u(k)]) € R™. Definimos los vectores
At (z[u(k)]) y A~ (z[u(k)]) con entradas positivas y con entradas negativas de A(z[u(k)]),
respectivamente. Esto es,

Entonces, las desigualdades (5.3) se pueden escribir como
AT (u(k)) + " TAT (u(k)) < ylk+1) + €

1T

A (u(k) + ¢ TAY (u(k) = y(k+1) — e,

de donde resulta que el problema de identificaciéon robusta se puede formular como un pro-
blema de programacion lineal. Vale entonces el siguiente teorema.

Teorema 5.3.1 Las cotas c! y ¢ de los pardmetros del modelo de incertidumbre se obtienen
resolviendo el siguiente problema de optimizacion

min Z(c“ —ch; (5.17)

sujeto a

AT (u(k)) + < TA™ (u(k)) < y(k +1) + ¢
AT (u(k)) + < TAY (u(k)) > y(k +1) — e

Observemos que el problema de hallar ¢! y c* se reduce a resolver un problema de
programacion lineal. Este problema de optimizacion (5.17) producira un modelo incierto que
minimiza la magnitud de la incertidumbre y asegura la descripcion del comportamiento de
todos los datos disponibles.

La dimension del vector de parametros desconocidos ¢ = [c1,¢a, -+, )T, que depen-
de del nimero n de filtros de Laguerre o de Kautz, entonces el nimero de variables de
optimizaciéon cé y ¢ es 2m y el numero de restricciones es 2mN.

5.3.1. Caso MIMO

Los resultados presentados pueden extenderse para identificar las cotas de incertidumbre
de sistemas discretos, no lineales, acoplados, MIMO. Proponemos un esquema de modelo
para este sistema como un conjunto de modelos E/S MISO, cada uno de ellos compuesto
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z[u®)]
Zu W]

Funciones

Sistemas
u (k)
—] de Laguerre . CLATAN
o de Kautz Jiat
Z"i[ui(k)]

Figura 5.1: Estructura tipo Wiener SISO.

por la unién de conjuntos finitos de filtros discretos de Laguerre o de Kautz aplicados a cada
vector de entrada u; del sistema MISO, seguido por una funcion CLATAN que representa
la estatica no lineal sin memoria del sistema. Observemos que la parte lineal dinamica del
esquema MISO esta representada por la unién de los conjuntos de filtros, cada uno de los
cuales identifica el bloque lineal de cada sistema SISO contenido en él.

Para cada uno de estos modelos, estimamos los parametros de las funciones CLATAN
mediante la Teoria de estimacion SM. De esta manera, cada modelo MISO tipo Wiener
se describe como un conjunto de parametros para el subsistema no lineal estatico, cuyos
valores se obtienen resolviendo un problema de optimizaciéon. La estructura de modelo tipo
Wiener MIMO se representa como un conjunto de modelos MISO, cada uno de los cuales
relaciona todas las entradas al sistema w;(k) con cada salida y,(k). Luego la identificacion de
un sistema acoplado MIMO se reduce a la identificacion de todos los posibles sistemas MISO
contenidos en él. A fin de ilustrar el método de identificacion de las cotas de incertidumbre de
un sistema con estas caracteristicas, aplicamos la metodologia propuesta al sistema no lineal
MIMO dado en el Capitulo 4, cuyas ecuaciones diferenciales describen el comportamiento
de una unidad de generaciéon de vapor tipo domo. El modelo nominal fue obtenido en dicho
capitulo.

Suponemos que un sistema dinamico no lineal MIMO, acoplado es excitado por las mul-
tiples entradas u(k) = (uy(k), ua(k),...uy(k)) € RP; e y(k) = (y1(k), y2(k), ... y,(k)) € R?

son las respectivas salidas del proceso real en cada instante k, siendo 0 < k < N — 1.

Sean w; = (u;(0),ui(1), -+, wi(N = 1)), y» = (-(0), y,(1), -+ ,y-(N — 1)), los vectores
E/S que corresponden a cada sistema no lineal SISO contenido en el sistema dado.

La Figura 5.1 muestra la estructura de modelo SISO tipo Wiener, que consiste de un
numero finito de filtros lineales para cada conjunto de datos de entrada u;, 1 < ¢ < p,
seguido de una transformacion estatica no lineal f;,;, donde f;,; es una funcion CLATAN.
Como describimos en el Capitulo 4, el modelo lineal £ mapea el vector de entrada u; € RY
en la senal intermedia Z = z[u;], donde Z es una matriz n; x N. El namero de filas depende
del numero n; de filtros aplicados a cada vector de entrada u;, y la salida del modelo es la
salida y, del bloque no lineal. Asumimos que cada vector de salida y, de datos disponibles
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contiene una componente de ruido aditivo e, UBB. Entonces, la estructura de modelo SISO
esta dada por

Jr(k +1) = frar(z[ui(K)]), (5.18)
para 1 <i<pyparacada 1 <r <gq.

En vista de la ecuacion (5.18), proponemos un esquema de modelo para el sistema MIMO
como un conjunto de modelos E/S MISO compuestos por la unién de ¢ conjuntos finitos de
filtros discretos de Laguerre o de Kautz aplicados a cada entrada u;, 1 < i < p, seguida por
una funcion CLATAN. La salida del modelo viene dada por

yr(k +1) = frar(2lur (k)] 2lua ()], - - - 2y (K))), (5.19)
para 1 <r <gq.
Luego, de las ecuaciones (5.3) y (5.19) obtenemos
yNT(k + 1) = CzA(Z[ul(k)]> U ’Z[up(k)])>

donde z[u;(k)] = (z1[wi(k)], zoui(k)], -+, z2n,[ui(k)]), para ¢ = 1,2,...,p son las salidas de
los filtros para cada entrada u;(k) y ¢, € R™ es el vector de parametros desconocidos del
bloque no lineal que debemos estimar.

Para obtener la estructura MISO determinamos el vector de parametros de la parte no
lineal sin memoria c, utilizando el método de estimaciéon SM. Luego, el ruido es UBB en la
norma >,

le (k)| <e., paraundado e, > 0,VEk. (5.20)

Debemos determinar una funcion CLATAN para aproximar la transformacion g entre la
salida de los filtros z[u;(k)],- - - ,z[u,(k)] y la salida del proceso y,.(k + 1) relacionadas por

yr(k +1) = g(zlur (k)] - -, 2up (F)]) + e (k) (5.21)

para todo 0 < £k < N — 1. Con la finalidad de aplicar el método SM para ajustar los
parametros de las funciones CLATAN, definimos los siguientes espacios.

Sea (Y, ||  ||) €l espacio normado de dimension N que contiene los datos medidos y,.(k)
con ruido. El espacio normado finito dimensional X es el espacio de los parametros c, =
et 2 ... ¢™]T, donde m, = (ndiv+1)" y n = i n;.

i=1
Como
gr(k+1) = ey Azlua ()], -, z[uy (R))), (5.22)
elegimos el operador de informacion como F(c,) = T A(z[uy(k)], - - - , z[u,y(k)]). Luego resulta

que F(c,) es lineal.
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En lo que sigue calculamos un conjunto estimador y el algoritmo central para la estimacion
de los parametros c,.

De acuerdo con (5.20), definimos el conjunto de parametros posibles como
FPSyT = {CT 6 X : Hy?“ - F<CT‘)HOO S 67”} g Rmr’ (523)

y podemos asegurar que el conjunto F'PS,, es un politopo convexo, debido a que F(c,) es
lineal y la norma del espacio Y es .

Aproximamos el conjunto F'PS, con el MOB de minimo volumen que lo contiene, de
lados paralelos a los ejes coordenados.

Para cada 1 < r < ¢, calculamos el MOB hallando el maximo rango de posibles varia-
ciones de los valores ¢/, dados por los intervalos de incertidumbre VU I7, que en este caso
quedan definidos como

VUIr: inf Cj7 Ssu c’/]"'? ':1727-.- 7m7”- 5.24
J [cTeFPSyT. : cTeFI?Syr ] ’ ( )

Las medidas de los conjuntos VUI; dan la longitud de cada lado del MOB que contiene al
conjunto F'PS, , a lo largo del correspondiente eje coordenado x;. Esto requiere, para cada
r, la solucion de 2m, problemas de optimizacion lineal con m, variables y 2N condiciones
de desigualdad, como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 5.3.2 Sea fi(c,) =c¢), j=1,2,---,m,, i=1,...,p. Para cada 1 <71 < g, los
intervalos VU] se pueden determinar resolviendo los siguientes problemas de programacion
lineal.
o filen), g =120, (5.25)
sujeto a
lyr = Fler)lloo < € (5.26)
Lmix file) =L m, (5.27)
sujeto a
lyr = Fler)llo < € (5.28)

Demostracion: La demostracion es inmediata teniendo en cuenta las ecuaciones (5.23) y
(5.24). O
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Para obtener el algoritmo central considerando la norma ¢, es suficiente calcular el
centro de Chebyshev del MOB determinado previamente como vimos en el Capitulo 4. El
error de identificacion de peor caso viene dado por el radio de Chebyshev.

Para obtener el modelo de incertidumbre, debemos determinar las cotas de los parametros
c! y ct. Para ello aplicamos el teorema visto en la secciéon anterior para cada j.

Teorema 5.3.3 Las cotas cl. y c* de los pardmetros del modelo de incertidumbre se obtienen
resolviendo el siguiente problema de optimizacion

min Z(cﬁf —cl); (5.29)
j=1

sujeto a

AT (u(k)) + e TA (u(k)) < y(k +1) + ¢

el AT (u(k)) + €A TAT (u(k) > y(k+1) .

El problema de optimizacion (5.29) producird un modelo incierto que minimiza la mag-
nitud de la incertidumbre y asegura la descripcion del comportamiento de todos los datos
disponibles.

La dimension del vector de pardmetros desconocidos ¢, = [c!, 2.+, ¢™]T, que depende
del nimero n; de filtros de Laguerre o de Kautz aplicados a cada entrada u;, es m,.. Entonces,
, . .. ., jl GU , ..
el nimero de variables de optimizacion ¢/ y ¢! es 2m, y el nimero de restricciones es 2m, N,

para cada 1 <r < q.

5.4. Ejemplos de Aplicaciéon

5.4.1. Modelo de Incertidumbre del Sistema Masa-Resorte Amor-
tiguado

En el Capitulo 4, Ejemplo 2, modelamos la posicion de la masa de un sistema masa-resorte
amortiguado. El sistema discreto es SISO, no lineal, amortiguado oscilatorio y con saturacion
en la entrada, por lo que aproximamos este sistema por un modelo Kautz-CLATAN.

La Figura 5.2 presenta el comportamiento dindmico del modelo §(k) comparado con la
salida y(k) del sistema y pueden apreciarse también las cotas dindmicas. Es claro que la
evolucion dinadmica del sistema esta siempre dentro de esas cotas.

Hicimos un estudio de validacion sobre el conjunto de datos no utilizados en la identifi-
cacion del modelo. En la Figura 5.3 puede observarse una ampliacion de los resultados.
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15

, y(k) y cotas de incertidumbre
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Figura 5.2: Cotas de incertidumbre para el modelo Kautz-CLATAN. Sistema (y: azul), mo-
delo (7: rojo), cotas (verde).
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Figura 5.3: Cotas de incertidumbre para el modelo Kautz-CLATAN sobre el conjunto de
validacion. Sistema (y: azul), modelo (§: rojo), cotas (verde).
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5.4.2. Modelo de incertidumbre de un Sistema SISO no Lineal Dis-

creto

En este ejemplo, elegimos el sistema no lineal debido a Narendra y Parthasarathy [68],
cuyo proceso de identificacion del modelo nominal se llevé a cabo en el Capitulo 4.

La Figura 5.4 presenta una ampliacion de la respuesta dinamica del sistema y(k), el mo-

delo Laguerre-CLATAN g(k) y las cotas dinamicas. Los resultados muestran que el conjunto
de todos los datos disponibles esta contenido en las bandas que son generadas por las cotas

de incertidumbre.

Realizamos un test de validacién con el conjunto de datos no utilizados en la identifi-
cacion, en la Figura 5.5 mostramos un resultado representativo. Podemos ver que todos los
datos se mantienen siempre dentro de esas cotas.

10

y(k), y(k) y cotas de incertidumbre

(o] = L L L L L L L L L =]
140 145 150 155 160 165 170 175 180 185 190

Numero de muestras

Figura 5.4: Cotas de incertidumbre para el modelo Laguerre-CLATAN. Sistema (y: azul),

modelo (7: rojo), cotas (verde).

5.4.3. Modelo de Incertidumbre de la Unidad de Generaciéon de
Vapor

En este ejemplo aplicamos la metodologia propuesta al sistema no lineal MIMO dado en
el Capitulo 4, cuyas ecuaciones diferenciales describen el comportamiento de una unidad de
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y(k), y(k) y cotas de incertidumbre
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Figura 5.5: Cotas de incertidumbre para el modelo Laguerre-CLATAN sobre el conjunto de
validacion. Sistema (y: azul), modelo (7: rojo), cotas (verde).

generacion de vapor tipo domo. Las variables de salida son la presion y el nivel de agua y el
proceso de identificacién del modelo nominal se llevo a cabo en dicho capitulo. A través de
este ejemplo mostramos que es posible extender el método propuesto para la identificacion
robusta de modelos MIMO.

Las Figuras 5.6 y 5.7 muestran los datos de salida, la estimacion y las cotas de incerti-
dumbre. De estos graficos resulta claro que los datos registrados estan entre las cotas inferior
y superior obtenidas mediante identificacion robusta.

Realizamos un test de validacion con el conjunto de datos no utilizados en la identifica-
cion, ver Figuras 5.8, 5.9, y un test de prueba sobre un nuevo conjunto de datos. Para este
proposito generamos 10000 nuevos datos E/S en las mismas condiciones experimentales que
generamos las muestras para la identificacion. En las Figuras 5.10 y 5.11 pueden observarse
los resultados obtenidos.

5.5. Conclusiones

En este capitulo presentamos la evaluacion de un modelo de incertidumbre de los datos
de E/S de un sistema SISO dinamico no lineal, mediante el uso de teoria de estimacion SM
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y1(k), (k) y cotas de incertidumbre
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Figura 5.6: Cotas de incertidumbre para la salida y; con ruido del modelo Laguerre-CLATAN.
Sistema (y;: azul), modelo (¥;: rojo), cotas (verde).
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Figura 5.7: Cotas de incertidumbre para la salida y, con ruido del modelo Laguerre-CLATAN.
Sistema (ys: azul), modelo (y2: rojo), cotas (verde).
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(k) y cotas de incertidumbre
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Figura 5.8: Cotas de incertidumbre para la salida y; del modelo Laguerre-CLATAN sobre el
conjunto de validacion. Sistema (y;: azul), modelo (y;: rojo), cotas (verde).
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Figura 5.9: Cotas de incertidumbre para la salida y, del modelo Laguerre-CLATAN sobre el
conjunto de validacion. Sistema (y2: azul), modelo (y2: rojo), cotas (verde).
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50
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Figura 5.10: Cotas de incertidumbre para el modelo Laguerre-CLATAN sobre un nuevo
conjunto de datos. Sistema (y;: azul), modelo (y;: rojo), cotas (verde).
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Figura 5.11: Cotas de incertidumbre para el modelo Laguerre-CLATAN sobre un nuevo
conjunto de datos. Sistema (y»: azul), modelo (ya: rojo), cotas (verde).
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y lo extendemos a sistemas MIMO. El modelo nominal estd dado a través de una estructu-
ra de tipo Wiener, Laguerre-CLATAN o bien Kautz-CLATAN, que son un tipo especial de
modelos orientados a bloques. La parte lineal es un sistema LTI, que puede ser representa-
do utilizando bases racionales ortonormales, y la no linealidad estatica estd dada por una
representacion paramétrica de funciones base. En este caso, utilizamos un nimero finito de
filtros de Laguerre o de Kautz para describir la dindmica y funciones CLATAN para describir
la no linealidad estatica y su incertidumbre. Establecimos la estimacion de las cotas de los
parametros como un problema de optimizacion. La metodologia resultante es robusta dado
que el conjunto de los parametros identificados es tal que la totalidad de los datos E/S del
proceso se puede reproducir por al menos uno de los modelos en el conjunto. Los resultados
muestran la viabilidad de la propuesta técnica de modelado. Realizamos diferentes pruebas
de validacion y la evolucion dinamica del sistema siempre fue dentro de estos limites de
incertidumbre. Es importante senalar que las funciones CLATAN que utilizamos tienen una
implementacion electronica simple, por lo que seria posible desarrollar una aplicacién en
tiempo real de esta estructura de modelado para una gran clase de sistemas. La metodologia
se extiende a los sistemas MIMO.






Aportes y Trabajo Futuro

En esta tesis hemos presentado dos estructuras de identificacion para sistemas dinami-
cos no lineales. La primera de ellas, denominada NOE-CLATAN, fue implementada usando
un algoritmo de identificacion basado en funciones lineales a tramos. El objetivo de este
algoritmo es lograr la identificacién y simulaciéon de un modelo no lineal para aplicaciones
que requieren capacidad de procesamiento rapido y gran cantidad de datos. La metodologia
propuesta permite una evaluacion gradual de un modelo NOE, a partir de un modelo lineal
OE. Probamos, ademas, que la estabilidad BIBO del algoritmo esta garantizada si la apro-
ximacion lineal inicial OE es BIBO estable. Esta propiedad permite hallar un buen modelo
sin sobreajuste.

Por otra parte, son conocidos los problemas de evaluar el orden y el costo computacional
de actualizar los pardmetros para las estructuras de modelado NOE debido a su naturaleza
recursiva. El algoritmo de identificacion que proponemos en esta tesis ofrece un mecanismo
muy simple para aumentar el orden del modelo (y, por lo tanto su capacidad de aproximacion)
reteniendo la aproximaciéon inmediata anterior. El aumento en el orden del modelo se basa en
el refinamiento de la grilla donde estén definidas las funciones CLATAN, obteniendo modelos
no lineales cada vez méas complejos. Es importante senalar que este tipo de modelos esta
orientado a aplicaciones que necesitan un horizonte de simulacién amplio como, por ejemplo,
el MPC (por sus siglas en inglés, Model Predictive Control). Un ejemplo de aplicacion en
este campo puede consultarse en [16].

Ademés, el modelo NOE-CLATAN que propusimos presenta interesantes propiedades de
generalizacion en el sentido que es posible lograr una buena aproximacion en el conjunto
de validaciéon, aiin en regiones donde no existen datos disponibles durante el proceso de
identificacion. Por tltimo, si bien el modelo fue definido para sistemas SISO, puede ser
generalizado facilmente a sistemas MISO y MIMO.

El segundo esquema de identificacion que presentamos es un modelo orientado a blo-
ques compuesto por un bloque lineal dinamico representado por sistemas de funciones base
ortonormales Laguerre o Kautz, y un bloque no lineal estatico para el cual hemos utiliza-
do funciones CLATAN. El ajuste de los parametros de estos esquemas lo realizamos en el
contexto de teoria de estimacion con conjuntos de membresia para lo cual s6lo necesitamos
conocer un cota del ruido en alguna norma dada. La utilizaciéon de esta técnica dentro de las
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estructuras de modelado tipo Wiener, nos permiti6 el desarrollo de esquemas de modelado
de incertidumbre relativamente simples de calcular.

Probamos, ademaés, que este tipo de estructura permite aproximar la evolucion dindmica
de cualquier sistema no lineal, causal, invariante en el tiempo, con memoria evanescente. La
construcciéon del modelo, en cuanto a la eleccién de los elementos que componen la parte
lineal dinamica, se basa en los datos de entrada/salida disponibles y en cierto conocimiento
a priori del sistema.

Para estos esquemas, otra de las ventajas de utilizar bases de funciones CLATAN reside
en que es posible detectar con exactitud qué simplices contribuyen a la aproximacion asi
como aquellos que atin no han sido identificados.

Es nuestra intenciéon, en un trabajo futuro, tener en cuenta los siguientes aspectos.

= Un inconveniente del modelo NOE-CLATAN es que el nimero de pardmetros crece
exponencialmente cuando el nimero de divisiones de la grilla aumenta. Por ello, pro-
ponemos analizar la utilizacion de grillas adaptivas,i.e. que puedan ser refinadas de
diferente manera segin el grado de no linealidad del sistema, en la definicion de las
funciones lineales a tramos de alto nivel.

= En el modelo NOE-CLATAN proponemos un algoritmo que permite ajustar facilmente
los parametros de las funciones lineales a tramos cuando se refina la grilla respectiva.
Un problema que proponemos es la formulacion de un algoritmo para realizar el proceso
inverso, es decir obtener una aproximacion sobre una grilla més gruesa a partir de la
aproximacion obtenida sobre una grilla fina.

= Colaborar en la implementacion electronica del modelo NOE-CLATAN, lo cual permi-
tiria obtener un hardware orientado a la identificacion.

= Dijimos que el modelo NOE-CLATAN que propusimos presenta interesantes propieda-
des de generalizacion en el sentido que es posible lograr una buena aproximacién en
el conjunto de validacion, ain en regiones donde no existen datos disponibles durante
el proceso de identificacion. Continuar con el analisis de estas propiedades constituye
una linea de trabajo futura.

= Basindonos en el método de los coeficientes Lipschitz, estimamos el orden de las bases
de funciones ortonormales necesario para la identificacion de la parte lineal dindmica
del sistema. Este criterio puede conducir a una estructura sobredimensionada en cuanto
a la cantidad de funciones de la base a utilizar. Ahora bien, cuando el nimero de filtros
es grande, la combinacion de éstos con funciones lineales a tramos presenta limitaciones
computacionales; es necesario entonces desarrollar alguna estrategia de seleccion mas
rigurosa del nimero de funciones de transferencia.

» Continuaremos estudiando la aproximaciéon robusta de peor caso en los modelos cuando
utilizamos funciones CLATAN para aproximar la parte no lineal estatica del sistema.
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Un inconveniente que se nos presenta es el costo computacional cuando el ntimero de
funciones de transferencia utilizadas en la parte lineal es grande debido al incremento
de problemas de programacion lineal a resolver. Este hecho también nos motiva a
desarrollar estrategias para reducir en forma eficiente el nimero de sistemas lineales a
utilizar sin perder calidad en el modelo.

» La posibilidad de emplear otras funciones base admisibles en el modelado del bloque li-
neal dinamico, para ampliar el espectro de sistemas que podamos modelar con nuestras
estructuras de identificacion.

= La aplicacion de Teoria SM en la evaluacion del dominio de generalizacion de modelos
de sistemas dinamicos ([93]). Una vez obtenido el modelo ajustando los parametros
de la estructura elegida, otro de los objetivos es lograr un buen comportamiento del
mismo ante entradas no utilizadas en la identificacion del sistema, ¢.e. que dicho modelo
responda adecuadamente a un conjunto de situaciones diferentes del sistema real. Con
esta finalidad deseamos generar, utilizando teorfa SM, un método que nos permita
obtener una descripcion de la zona de validez del modelo sobre su espacio de entrada,
donde el error de aproximacién se mantenga acotado, para entradas no utilizadas en
la identificaciéon del sistema. Esta zona de validez de la estructura sobre el espacio de
las entradas se define como el dominio de generalizacion del modelo.

= El estudio de las propiedades de robustez de la estructura ante variaciones en los
parametros y su vinculacion con los aspectos numeéricos de la identificacion, es decir el
sobreajuste de los datos y el nivel de ruido presente en los mismos.
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Apéndice A

Algoritmo de Actualizaciéon para el
Modelo NOE-CLAT

En este Apéndice formulamos el algoritmo para hallar el vector de parametros c®* a

partir del vector c?~%*. Este algoritmo podria modificarse para computar c?~1* a partir de
c®*. Observemos que calcular ¢®* utilizando c?~*, es equivalente a obtener la representacion
CLATAN de una funcion definida sobre una particion simplicial H de un conjunto compacto
S con ndiv = 2% divisiones, a partir de su representacion sobre la particién simplicial H del
conjunto compacto S con ndiv = 2%71 divisiones. Matematicamente, eso significa resolver el
siguiente sistema de ecuaciones lineales

Cd’*Ad (Vd> — cd—l,*Ad—l (Vd) ) (Al)

Para obtener la solucion de la nueva representacion dada por la ecuacion (A.1), es necesario
obtenerla para diferentes niveles de anidamiento (ver [48, 50]).

Notacién
d: nivel de anidamiento correspondiendo a la base A%
c®*: vector final de parametros asociado con aproximaciones CLATAN usando las bases A%

Nsee = 2% ntimero de sectores correspondientes a ndiv = 2¢ divisiones de la regién S (se
asume el mismo ntimero de divisiones en cada dimension).

n,: namero de variables involucradas.
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144 Capitulo A. Algoritmo de Actualizacion para el Modelo NOE-CLAT

Algoritmo

d = 0 : Nivel de anidamiento 0.

c®* es la solucion de la aproximacion lineal como se describi en la Seccion 3.2.

d =1 : Nivel de anidamiento 1.

Ty
ncom—< 1 >—nv;

by = I = 0:
nM) = 2Mgec.
{for i =1 t0 Ncom

{for k1 =1 to ngec
d,* o d—1x
Cint2(k1—1)+1 — Cip+hr
end}
1y = Ty + Nsec,
i = ip +n),
end}

d > 2 : Nivel de anidamiento d.

Neom = [
com — d Y

P —
n? = 22nsec,
n(d = 2nd 1 for d > 3.
{for i =1 to Ncom
{for kq = d t0 ngec
{for kg—1 = d — 1 t0 ngec

{for k1 =1 t0 ngec
d,* d—1,%
Cint2(ki—1)+1 = Ciptkr
end}
Ty = Ty + Nsec,
i = in +n?,
end}
i = ip + 0l
end}
end}



Apéndice B

Método de los Coeficientes de Lipschitz

Las estructuras Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN representan a operadores con memoria
evanescente que, como vimos en la Subseccién 4.4.1, son una generalizacién de los operadores conti-
nuos. Estos operadores transforman de manera continua las senales de entrada en senales de salida
mediante la combinacion no lineal de los sistemas de Laguerre o de Kautz mediante funciones CLA-
TAN. La funciéon CLATAN produce una transformacion multivariable y continua sobre una region
dada, de las senales provistas por ambos sistemas. Entonces

g(k+1) = [ (zolu(F)], 21 [u (B)], .., zm[u (F)]) (B.1)
donde z;[u (k)], i=0,...,m son las salidas de las funciones de transferencia discretizadas Laguerre
o Kautz y f = fiu: representa una funcion en PW Ly [S].

La técnica para determinar la cantidad de sistemas se basa en la posibilidad de evaluar como
varia la continuidad del operador Laguerre-CLATAN o Kautz-CLATAN de acuerdo al nimero m de
sistemas utilizados. Por simplicidad notamos a las estructuras Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN
€omo

G+ 1) = g(m) = g (0 (K) , 21 (8) - 2 (K), (B.2)
donde g(-) representa a la funcion CLATAN vy z; es un vector fila de [1 x m]
zr, = 20 (k),z1 (k) ,...,2m (K)], (B.3)

donde cada componente zj(k) = Lju(k) o zj(k) = Kju(k) representa a la senal de entrada w(k)
filtrada por el j-ésimo sistema de Laguerre o de Kautz. Sea Z la matriz de orden [np x m] en la cual
son agrupados los np datos disponibles

Zi, = [z0 (k)21 (), ..., 2o (k)] (B.4)

donde cada zj estd compuesto por el vector (B.3) para k = 1,...,np. Una vez determinados
los valores de los polos del conjunto de sistemas elegido, es posible calcular a las sefiales z;(k). La
cantidad de sistemas utilizados se refleja en la dimension del dominio de la funcion g(-), g : R™ — R.
Entonces el problema de estimar la cantidad desistemas a utilizar puede ser visto como el de estimar
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146 Apéndice B. Método de los Coeficientes de Lipschitz

la dimensién para la cual la funcién desconocida g es continua. Es decir, qué puntos “cercanos” del
espacio de entradas que toma valores de la matriz Z, se transforman por la funcion g(-) en puntos
“cercanos” en el espacio de salida. Para ello utilizamos un método que se basa en los denominados
coeficientes de Lipschitz.

Una funcion continua definida sobre una region cerrada es Lipschitz acotada. Basados en este
resultado Xiangdong y Asada [42] presentaron el método de los coeficientes de Lipschitz para evaluar
la dimension del dominio de la funcién multivariable g en modelos no lineales E/S.

Definiciéon B.1 Se dice que que la funciéon g : R™ — R es Lipschitz acotada en una bola
centrada en zg, B = {z € R™ : ||z — zg|| < r,7 > 0} si existe una constante finita k;;,, tal que

| 9(zi) — 9(2)) |< Kuip ||2i — 25|,V 2, 2j € B, (B.5)

donde ky;p es la constante de Lipschitz y || - || es la norma dada en el espacio de entradas.

Las funciones CLATAN son funciones Lipschitz acotadas, entonces la funcion g tiene sus deri-
vadas parciales acotadas

| g3 |<] 89/0% |< kiipsd =0, m. (B.6)
Luego, los coeficientes de Lipschitz estdn definidos como

N0 R0 I

Y llzi gl

donde y(i) = g(z;), para i,7 = 1,...,np por (B.2). Como la funcion g es continua, la condicion de
Lpischitz establece que los coeficientes de Lipschitz son acotados

OS)\Z‘J'<OO.

Con los resultados anteriores y haciendo un anélisis de sensibilidad a la relacién E/S de la ecuacion
(B.2) se obtiene que
0y = 91021 + 92022 + ... + GmO2m,

donde 0y = g(zi) — g(z;) y las g; son las derivadas parciales de g(z;) de (B.2) respecto de cada
componente i. Luego

\ij = 19yl (B.7)
V(621)2 + (622)2 + ... (622
_ |021 + 029 + ... + 0z (B.8)

\/((52:1)2 + ((522)2 —+ ... (5zm)2

De acuerdo con las definiciones previas, tomando § = méxi<i<p |0;| vy |gi| < kiip, la cota para los
coeficientes de Lipschitz puede obtenerse utilizando la desigualdad de Schwartz

|0z1] + |0z2] + ... + |02zm]

A =
I )2 + (022)2 + . (02m)?

< klip\/%a (Bg)

donde m representa la cantidad de sistemas a ser usados. Sea mg la cantidad deseada de esos
sistemas, entonces si todas las variables z;, ¢ = 1,...,mg se encuentran en la reconstruccién de la
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funcion g(z) los cocientes de Lipschitz para todos los pares de datos (z;,y;) estaran acotados. Se
pueden dar dos situaciones posibles bajo estos supuestos, si alguna de las variables no se encuentra
presente en la reconstruccion los cocientes de Lipschitz seran arbitrariamente grandes; mientras que
si existen mas variables que las necesarias, entonces dichos coeficientes seran acotados. Analizamos
estos dos casos a continuacién.

Sim < mg, es decir el nimero utilizado de sistemas m es menos al nimero deseado my.

Veamos que si alguna de las variables no se encuentra presenta en la reconstrucciéon, entonces
los coeficientes de Lipschitz son arbitrariamente grandes.

Supongamos, sin perder generalidad, que la variable z,,, no estd incluida en la reconstruccion
de la funcién desconocida g. Supongamos ademas que para algin par ¢, j de los datos disponibles se
verifica que 021 = ... = d2;y—1 ¥ que 02y, = € es una cantidad infinitesimal. Evaluamos ahora los
cocientes de Lipschitz que con z,,, ausente son arbitrariamente grandes y con zp,, presente serin
acotado. La distancia en el espacio de salida es, en ambos casos, la misma

0y = Yi — Yj.
ya que es un dato. La distancia en el espacio de entradas con z,,, ausente sera

V(621)2 + (622)2 + ... (6212

.. . . . —1
En estas condiciones el coeficiente de Lipschitz )\Z-LO es

mo—1 My‘
Aot y 2 . (B.10)
V(021)2 4 (622)2 + ... (0zm)
- [9mo € - 0. (B.11)

V(621)2 + (622)2 + ... (622

: . ] . - . -1
Sin embargo, si incluimos a la variable z,,, en la reconstruccion, el coeficiente )\Z?O es
mo—1 _
)‘ij = [gmol-

o -1 . (- ) )
Resulta facil ver que )\Zfo , 81 Zm, 1o estd incluida, serd mucho mayor que )\Zfo, en el que todas las
variables han sido incluidas.

St m > my, es decir el numero utilizado de sistemas m es mayor al nimero deseado my.

Cuando una variable redundante z,,,+1ha sido incluida, del analisis anterior resulta facil ver que

1oz al 1 .. .
)\Zfﬁ serd solo ligeramente menor que )\?;O, pero no significativamente.

La discusion anterior sienta las bases para que el namero de entradas puedea ser identificado
usando la informacioén provista por los cocientes de Lpischitz. Procediendo de acuerdo a este objetivo
definimos el siguiente indice

My 1/my
AT = <H \/mm(k;)> : (B.12)
k=1

donde m, = Mnp, siendo M una constante en el intervalo [0,01,0,02], A (k) el k-ésimo mayor

coeficiente de Lipschitz calculado con las variables (zi,z29,...,2,) entre todos los )\g@o, i #£ j,
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i,7 =1,2,...,np, de la ecuacion (B.9). El indice en (B.12) se define como el promedio geométrico
de los m, mayores valores de los Aj} para disminuir el efecto producido el ruido que pudiera estar
presente. Del analisis previo se puede apreciar que si A™° es el niimero deseado de variables, entonces
Ao+l es muy proximo a A%, Sin embargo, )\?;O_l es mucho mayor que A2, y )\ZO_Q s mucho
mayor que )\?;0_1. Se puede ver que si se selecciona un m menor que mg, A" se incrementard
significativamente. En cambio, si se selecciona un m > mg no se obtiene una disminucion significativa
en el valor de A™. Luego, en el proceso de seleccion es conveniente tomar una constante de dorte 7,

tal que mg pueda seleccionarse como
mo = min [A" /X" < 4.
m

Lo expuesto puede resumirse en el siguiente algoritmo.

1. Comenzar con m = 1.

2. Verificar la continuidad de la funcion g(-) para la totalidad del conjunto de np datos disponi-
bles mediante los coeficientes de Lipschitz. Es decir, dada una constante de corte -, verificar
que los coeficientes entraron en la zona indicada por mg = min,, [/\m JAmtL < fy].

3. Si la funcién g es continua, entonces m es el valor deseado y TERMINAR.

En caso contrario, incrementar m y volver al paso 1.

Hemos presentado una manera de estimar la cantidad de sistemas a utilizar en base a un concepto
relacionado con la continuidad de los operadores, Laguerre-CLATAN y Kautz-CLATAN.



Apéndice C

Demostraciones Complementarias del
Capitulo 4

Para sistemas de Kautz con dos parametros vale la siguiente propiedad.

Proposicion C.1 El conjunto de sistemas de Kautz con dos pardmetros es exponencialmente
estable.

Demostracion: Los sistemas de Kautz con dos parametros se pueden expresar en el campo com-

oo . _
plejo en términos de su transformada Z como Kj(z) = ) kj(i)z~", donde 5, B son los polos
i=0

complejos conjugados en la region |z| < 1. Esto implica que la serie es absolutamente convergente
para |z| > |B]. En particular, si elegimos z = z; tal que |z1] = r < 1, || < r, obtenemos que

00 . .
% |k;(i)z1 *| < co. Entonces, existe una constante finita M tal que |k;(i)z;'| < My
1=

|k;(1)] < Mr*. (C.1)

Con esta eleccion de r, existe ¢ € R, ¢ > 0 tal que |f] < r < e”¢ < 1. En consecuencia, de (C.1),
|k;(i)] — 0 cuando i — oo, asf como (e~ %). A

Lema C.2 El conjunto G de funcionales G; asociadas a los operadores discretos de Kautz K;(z) =

00 ) 00
> kj(i)z", definidas como Gju = ) k;(i)u(—i), son continuas con la w-norma |||,
i=0 i=0

Demostracion: Consideremos el conjunto de funcionales G = {G1, Go, ...}, donde
o
Gju=Y_ k;(i)u(—i)
i=0

es la funcional asociada al operador de Kautz K;(z).

Diremos que una funcion de ponderacion o de pesos w/(i) domina a una funcion w(i) si w/(i) >
w(7), Vi. Renombramos la funcion de ponderacion w/(i) como w(i).
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Sabemos que si un sistema tiene memoria evanescente con respecto a una sucesién de pesos,
entonces también tiene memoria evanescente con respecto a cualquier otra sucesiéon de pesos que
la domine [60]. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar la sucesion de pesos w(i) = 1/(1 + 1),
entonces

|Gu—Gyol = | kj(iyu(—i) - Z kj(i)v(=
=0 i

< iggﬂu(—z) — v(—i)|w(i) Z]k (C.2)

<flu—wvll, Y Iki()lw(@)
=0

Sabemos que los sistemas de Kautz son exponencialmente estables, luego por (C.1)

> ki@w@) Tt <MY rii+1), r<l. (C.3)
=0

=0

Ahora, para cualquier N € N, N < co tenemos que

N ) N ) 1_TN+1
(s _ (s
' r(i+1) = Zrl+71—r
=0 =0
N
d o1 =Nt
- drzz;r+ 1—7r
1=V N+ 2) + VPN 1)
a (I—r)?
1 rN2(N +1)

T2 1-ne
Tomando limite para N — oo en ambas desigualdades obtenemos
o0
1
(i —_— (C.4)
z; (1 —r)?

7

Por lo tanto, por (C.3) y (C.4)

1

|Gju — G| < Mlu— Uuwm-

Entonces dado € > 0, teniendo ||u — vl|,, < & con § = (1 —r)?/M concluimos que
|Gju — ij| <eg,

lo que completa la demostracion. a

Lema C.3 El conjunto G de funcionales definidas en Lema 4.4.9 separa puntos en [*°(Z_).



Apéndice C. Demostraciones Complementarias del Capitulo 4 151

Demostracion: Supongamos que ui,ug € [*°(Z_) y Gju; = Gjug,V j. Sea v = u; — uz, de modo
que Gju = 0,V j. Si probamos que u = 0, entonces el conjunto G separa puntos en [*°(Z_).

La funcional G; puede escribirse como
Gru=_ k;()II""*|8u(~i) = 0, (C.5)
i=0

donde $ es uno de los polos generadores de los filtros de Kautz con dos parametros.

las sucesiones (k; (i)|ﬁ]7i/2) y (\B|i/2u(—i)) pertenecen al espacio [2(Z, ). En efecto, como || < 1
tenemos

S 187 2u(=0)” < ) 3181 < oo (C.6)
7=0 1=0

Ademis,

> k(0572 < o0 (C.7)
1=0

pues, usando el criterio de D’Alambert y teniendo en cuenta que |k;(i)] < Me % y 8] < 1,
obtenemos
’B|—(i+1)e—2(i+l)q e~ 2

lim . . = < 1. C.8
B g 8 (C8)

El conjunto de funciones de Kautz es completo en (%(Z, ), entonces {|8|7/2k; (i)} es completo

en 12(Z,). Por lo tanto, de (C.5) resulta que |8|”?u(—i) = 0,Vi, y en consecuencia u = 0. Esto
prueba que el conjunto de funcionales discretas de Kautz separa puntos en [*°(Z_). O






