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Introduccion

Motivado por algunos de sus trabajos previos sobre algebras de Heyting con un homo-
morfismo dual (dlgebras de Heyting simétricas, en la terminologia de A. Monteiro [27])
Sankappanavar se plantea la conjetura de la existencia de una variedad ) de algebras del
mismo tipo de las algebras de Heyting, que sean reticulados distributivos pseudocomple-
mentados, que sus congruencias estén determinadas por sus filtros y que contengan a las
algebras de Heyting como subvariedad.

El estudio e investigacion de esta conjetura llevé a Sankappanavar a la introdu-
ccién de las algebras de semi-Heyting [33]. Un dlgebra de semi-Heyting es un sistema
A= (A V,A —,0,1) tal que (A, V,A,—,0,1) es un reticulado (distributivo) con 0,1, y
ademds, z A (z > y) =z Ay, c ANy = 2) =z A[(tAy) = (xAz2)]yxz— a1 Esde-
cir, se definen reemplazando el axioma (z Ay) — x ~ 1 en la definicién de dlgebras de
Heyting por el axioma z — = ~ 1.

La variedad SH de las dlgebras de semi-Heyting comparte con la variedad H de las
algebras de Heyting, ademés de las ya mencionadas, algunas otras propiedades impor-
tantes. Por ejemplo, todo intervalo en un algebra de semi-Heyting es también pseudo-
complementado, SH tiene Congruencias Principales Definibles Ecuacionalmente y tiene
por lo tanto la Propiedad de Extension de Congruencias, y la variedad de las algebras de
semi-Heyting es aritmética.

Sin embargo, la variedad de las algebras de semi-Heyting presenta profundas diferen-
cias con la variedad de las algebras de Heyting, siendo las que siguen, algunas de las mas
importantes:

1. Es sabido que la implicaciéon en un &algebra de Heyting estd determinada por el
orden del reticulado subyacente. En particular, sélo es posible definir (a lo sumo)
una implicaciéon de Heyting sobre un reticulado distributivo dado. La implicacién
de semi-Heyting no esta determinada por el orden de reticulado subyacente. Asi por
ejemplo, se pueden definir dos estructuras de dlgebra de semi-Heyting sobre el re-
ticulado con dos elementos, y diez, sobre el reticulado de tres elementos. Es decir
podemos tener muchas operaciones de semi-Heyting definibles sobre un mismo reti-
culado dado, siendo la implicacién de Heyting la mayor (lema 7.4.1).

2. Un reticulado residuado [18] es un dlgebra A = (A; A, V, -, —,0, 1) tal que (4; A, V, 0, 1)
es un reticulado acotado con primer elemento 0 y iltimo elemento 1, (A4;-,1) es un
monoide conmutativo, y para todo z,y € A se tiene que x -y < z si y sélo si
xr <y — z. Desde el punto logico los reticulados residuados han resultado ser de
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gran interés. Asi como las dlgebras de Boole son los modelos algebraicos para la
légica proposicional clésica y las algebras de Heyting son modelos para la légica in-
tuicionista, los reticulados residuados forman una semantica algebraica equivalente
para las l6gicas subestructurales [18].

Si a la base ecuacional que define la clase de los reticulados residuados le agregamos
la identidad = ~ 22, es decir, si el producto coincide con el infimo, se obtiene la
variedad de las algebras de Heyting. En consecuencia, la variedad de las dlgebras
de Heyting es una subvariedad de la variedad de los reticulados residuados. Esto
permite aplicar al estudio de las algebras de Heyting todos los resultados validos
para reticulados residuados.

Claramente, las dlgebras de semi-Heyting no son reticulados residuados, pues éstos
verifican la identidad (x A y) — y ~ 1 y las dlgebras de semi-Heyting no la satisfa-
cen: basta considerar la cadena de semi-Heyting conmutativa con dos elementos 2
definida en 1.

3. Una BCK-dlgebra (Iseki [23]) es un algebra (A; —, 1) tal que satisface las siguientes
condiciones:

)
(e) Sizx >y=y—x=1entonces z =y

B rz—=y—o2)=x—y — =2

Es conocido que las BC'K-élgebras son los {—, 1}-subreductos de los reticulados
residuados [10, 18, 25].

En particular, los {—, 1}-subreductos de las dlgebras de Heyting son una clase par-
ticular de BC' K-algebras, conocidas también como dlgebras de Hilbert, las 4dlgebras
estudiadas por A. Diego en [16] en el ano 1966.

Sin embargo, los {—, 1}-subreductos de las dlgebras de semi-Heyting no son BC'K-
algebras, y de hecho se comportan de manera totalmente diferente. Por ejemplo si
consideramos el dlgebra de semi-Heyting 2, su {—, 1}-subreducto no es una BCK-
algebra pues no satisface la identidad z — 1 =~ 1.

En [33], Sankappanavar plantea una serie de problemas abiertos sobre la variedad SH.
Entre ellos, investigar la estructura del reticulado de subvariedades de SH, axiomatizar las
logicas trivalentes de semi-Heyting, hallar bases ecuacionales para la subvaridad generada
por la cadenas, hallar el nimero de estructuras de semi-Heyting no isomorfas que se
pueden definir sobre una cadena con n elementos, etc.

Esta tesis surgié como un intento de resolver algunos de los problemas anteriores, y
pretende ser una contribucién al desarrollo de la teoria de las dlgebras de semi-Heyting.
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El primer objetivo de esta tesis es investigar propiedades algebraicas de SH y de
diversas subvariedades. La mayor dificultad de esta investigacion radica en el extrano
comportamiento de la implicacién, la cual carece de algunas de las propiedades impor-
tantes de la implicacion de Heyting. Se ha logrado caracterizar algunas subvariedades de
SH generadas por cadenas y se han establecido equivalencias con las algebras de Heyting
lineales.

Nuestro segundo objetivo es definir una légica, que hemos llamado [ogica semi-intui-
cionista ST, de manera tal que las dlgebras de semi-Heyting sean la semdantica algebraica
para 87 y tal que la légica intuicionista sea un extensién axiomatica de SZ. Asimismo, se
investigan los términos t(x,y) en el lenguaje de Heyting {A,V,—,0,1} que definen una
implicacion de semi-Heyting. Investigamos la correspondiente variedad SH; asi como sus
l6gicas asociadas.

Son varios los problemas sobre las dlgebras de semi-Heyting que permanecen abiertos.
Entre estos problemas podemos mencionar los siguientes:

1. Hallar una dualidad topoldgica tipo Priestley para la variedad SH, o para la sub-
variedad de SH generada por las cadenas.

2. Es sabido que hay 2" subvariedades de H. ;Vale lo mismo para la subvariedad de
SH definida por la ecuacién 0 — 1 ~ 07

3. Dar una descripciéon general del reticulado de subvariedades en el caso lineal.

4. Estudiar los {—, 1}-subreductos de SH.

Cabe mencionar, por tltimo, que existen diversas variedades que son extensiones de
la variedad de las algebras de semi-Heyting, que estan siendo actualmente motivo de
investigacion, entre las que podemos mencionar “las algebras de semi-Heyting con un
hemimorfismo dual” o “las dlgebras de semi-Heyting cuasi-De Morgan”, entre otras ([32]).



Resumen

Las algebras de semi-Heyting fueron introducidas como una nueva clase ecuacional por
H. P. Sankappanavar en [33]. Estas algebras representan un generalizacion de las algebras
de Heyting. Si bien la manera de definir la axiomética para una clase u otra es casi la
misma, de hecho difieren en un sélo axioma, el comportamiento entre las variedades es
distinto y hace rico el trabajo de estudiar cuales son las propiedades que se extienden a
las algebras de semi-Heyting y cuales no.

Un élgebra L = (L,V,A,—,0,1) se dice un dlgebra de semi-Heyting si satisface las
siguientes condiciones:

SH1) (L,V,A,0,1) es un reticulado con 0 y 1
SH2) z N (x —y)=ax Ay
SH3) ANy = 2z) =z A[(zAy) = (zAz)]

)

SH4) v —» z~ 1.

Observemos que si reemplazamos el axioma (SH4) por (z Ay) — = = 1 obtenemos
una base ecuacional para la variedad ‘H de las dlgebras de Heyting. En adelante notaremos
SH la variedad de las dlgebras de semi-Heyting.

En [33] el autor demuestra que éstas nuevas dlgebras mantienen ciertas propiedades
de la clase ecuacional de dlgebras de Heyting. Por ejemplo, son pseudocomplementadas,
con el pseudocomplemento dado por z* = xz — 0, sus congruencias estan determinadas
por sus filtros de reticulado y la variedad formada por ellas es aritmética. Pero, al mismo
tiempo, las algebras de semi-Heyting presentan diferencias bien remarcadas. Por ejemplo,
la implicacion sobre un algebra de semi-Heyting A no estd determinada por el orden del
reticulado de A. Sankappanavar encuentra dos estructuras definibles sobre el reticulado
totalmente ordenado de dos elementos, diez sobre el de tres elementos y ciento sesenta
sobre la cadena con cuatro elementos. Es decir podemos tener muchas operaciones de

semi-Heyting sobre un mismo reticulado dado, siendo la implicaciéon de Heyting la mayor
(lema 7.4.1).

Este trabajo de tesis esta dedicado a estudiar esta conexién y a profundizar la inves-
tigacién sobre las algebras de semi-Heyting y sus subvariedades determinando distintos
resultados relevantes.

Al encontrarse con unas estructuras tan ricas y variadas surge naturalmente el proble-
ma de pensar cémo se comportan las cadenas de semi-Heyting. Por eso el propésito del
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capitulo 2 es investigar la estructura de las cadenas de semi-Heyting y la variedad SH®
generada por ellas. Determinamos el nimero de cadenas de semi-Heyting no isomorfas
con n elementos resolviendo asi uno de los problemas propuestos en [33]. Con el objetivo
de estudiar el reticulado de subvariedades de SHC, se investiga la relacién de inclusién
entre las cadenas de semi-Heyting. En la ultima parte del capitulo se determinan bases
ecuacionales para SHC y para las subvariedades de SHC introducidas por Sankappanavar.

En [33] se define la variedad comSH como la subvariedad de SH caracterizada por
la ecuacién * — y ~ y — «. En la subvariedad comSH® = comSH N SHE si L es
una cadena, y ¢ < y en L, entonces z — y = x, y en H = HNSHE si L es una
cadena y x < y en L entonces z — y = 1. Estudiamos una variedad, CZ, que representa
una generalizacién para comSHE y HE pues estd generada por cadenas que verifican la
condicién z < y implica que x — y € {z,y, 1}. Demostramos que una base ecuacional para
esta variedad es la identidad ((zAy) <> y)V((z = y) <> 2)V((z = y) < y) Ve —y) =1
donde x <> y = (z — y) A (y = ) y que esté generada por sus cadenas finitas.

El proposito del capitulo 4 es introducir e investigar la subvariedad ZSSH de las alge-
bras de semi-Heyting que satisfacen la ecuacién (0 — 1)* vV (0 — 1)** ~ 1. Claramente,
la variedad de las algebras de semi-Heyting de Stone estd contenida en ZSSH. Es mas,
ZSSH contiene todas las subvariedades introducidas en por Sankappanavar, y es de hecho
la menor subvariedad de SH que contiene a todas las subvariedades de Sankappanavar.
Probaremos que las subvariedades introducidas en el capitulo 1 son de hecho subvarie-
dades de ZSSH. Estudiamos las relaciones entre ellas dentro de ZSSH y determinamos
el subreticulado del reticulado de subvariedades de SH generado por las subvariedades
anteriormente definidas. También introducimos y estudiamos nuevas subvariedades de

ISSH.

Consideremos las cadenas de semi-Heyting con n elementos de la forma
L:0=ay<a1<...<po<ap_1=1

y todas las implicaciones —: L x L — L que determinan una estructura algebraica de
semi-Heyting sobre el reticulado subyacente de L.

Llamamos

n
a;—a;=ar

a la variedad generada por las cadenas consideradas anteriormente que satisfacen la con-
dicién: a; - a; =a, con0<i<j<n—1let<r<n-—1.

El principal objetivo del capitulo 5 es encontrar una base ecuacional para cada una de
estas subvariedades. Creemos que es el paso previo fundamental para obtener una base
ecuacional para la variedad generada por un nimero finito de cadenas de semi-Heyting.
Para lograr este objetivo describimos el comportamiento de las algebras subdirectamente

irreducibles de las variedades Vg, _,, _,, -

En [6, 24] se demuestra que los elementos regulares de un &lgebra de Heyting A

forman una subalgebra de A si y solo si A satisface la condicién de Stone x* V 2™ =~ 1.
Esta condicién no es suficiente en el caso de las algebras de semi-Heyting. Probamos que
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los elementos regulares de un algebra de semi-Heyting A forman una subalgebra de A si
y s6lo si, ademas de la condicion de Stone, A satisface la identidad

0—=1)V(O0—=1)"~1.

En el capitulo 6 obtenemos un teorema del tipo de Glivenko para la variedad de
las algebras de semi-Heyting y probamos que la clase de las algebras de semi-Heyting
booleanas (4lgebras con una estructura subyacente de reticulado booleano) constituye
una subcategoria reflexiva de SH. Finalmente aplicamos estos resultados para obtener la
siguiente caracterizacion de la descomponibilidad de las algebras de semi-Heyting libres:
Para toda subvariedad no trivial ¥ de SH, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Fy(X) es directamente indescomponible
2.V SHS

3. V contiene un algebra cuyo reducto de reticulado pseudocomplementado es isomorfo
a H5.

donde SH? es la clase de las dlgebras de semi-Heyting que satisfacen la condicién de Stone
y H; = ({0,a,b,¢,1}, A, V,—,0, 1) es el reticulado distributivo con cinco elementos:

1

H;
c

a b
0

En [22], Hecht y Katrindk investigaron las dlgebras de Heyting lineales (denominadas
en ese momento como dlgebras relativas de Stone). Los autores probaron que cada sub-
variedad puede ser caracterizada por una tnica identidad médulo HE. En el capitulo 7
investigamos aquellas subvariedades de la variedad SH que son equivalentes por términos
a la variedad HY de las élgebras de Heyting lineales. Probamos que las tinicas subva-
riedades con esta propiedad son la variedad comSHE de las dlgebras de semi-Heyting
conmutativas y la variedad L, generada por cadenas en las cuales si a < b entonces
a — b =b. Ademss estudiamos la variedad C generada en SH por HC, L, v comSHE.
En particular, probamos que C es localmente finita y obtenemos una construccién del
algebra libre finitamente generada en C.

En el capitulo 8 definimos una nueva logica SZ llamada légica semi-intuicionista.
Introducimos una lista de axiomas y una nueva regla de inferencia, la cual denomina-
mos semi-Modus Ponens, de manera tal que la clase de las algebras de semi-Heyting
resulta ser la semantica algebraica para el célculo proposicional generado, es decir, pro-
bamos teoremas de sanidad y completitud en la légica SZ respecto de las algebras de
semi-Heyting. Ademads estudiamos la relacién de esta légica con el calculo proposicional
intuicionista Z, demostrando, por ejemplo, que Z es una extensién axiomatica de la logica
semi-intuicionista.

10
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En el capitulo 9 se investigan los términos de Heyting ¢(z,y) que definen una impli-
cacion de semi-Heyting. Consideramos la identidad

r=y=t(r,y) (t)

y su subvariedad asociada SH; = {L € SH : L satisface la identidad (t)} donde la
operacién =y se interpreta en el término t(x,y) como x =g y = x = (z A y) para todo
x,y € L. El objetivo de este capitulo es investigar las subvariedades SH; y sus logicas
asociadas. Para ello necesitamos introducir las nociones de légica SZ[e] y subvariedad
SHIe].

Sean « y 8 dos férmulas de la l6gica SZ y sea € el par (o, 3). Llamamos 1égica SZ[¢]
a la extensién axiomatica de la logica SZ definida a partir del axioma:

(Se) (a=(anp)A(B—= (BA))
y todas sus sustituciones.

En la seccién 9.2 demostramos que la lgica SZe| es sana y completa respecto de la
variedad SH|[e] introducida en este capitulo. Luego probamos que las subvariedades de
SH definidas por la ecuacién (t) para algun término ¢(z,y) son de la forma SH|e] para
algin par de féormulas. Probamos que su légica asociada SZ[¢] es equivalente al calculo
proposicional intuicionista [30] y resulta ser una extensién axiomética de la 16gica SZ.

Reciprocamente demostramos que toda extension axiomatica de la légica ST equiva-
lente al calculo proposicional intuicionista es de la forma SZe| para algun par de férmu-

las € introduciendo traducciones -°,-* : Form[X] — Form[X] de manera tal que para
I'U{¢} C Form[X] se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) SiT k7 ¢ entonces I'° kg7 ¢°.
(

)
b) Si ' Fszieoy.g(t(y)) ¢ entonces I'* 1 ¢*.
(¢c) 'Frasiysdlosi 7 (o).

)

(d) T Fsziesygey)) @ siy s6lo si I Fsziy gy (@F)°

Ademas probamos un teorema que como caso particular establece que la logica SZ es
algebrizable respecto de la clase de dlgebras SH en el sentido de Blok y Pigozzi [9]. Sin
embargo, como veremos, SZ no es una logica implicativa [30].

Por 1ltimo, en las ultimas dos secciones del capitulo 9, brindamos una semantica de
Kripke para cada una de las logicas semi-intuicionistas equivalentes a Z y determinamos
que el espacio de Priestley dual de las algebras de Heyting coincide con el espacio dual de
las dlgebras en la variedad SH,.

Varias de las demostraciones de resultados contenidos en esta tesis son de naturaleza
computacional que hace su lectura dificil y tediosa. Con el objetivo de facilitar la lectura,
hemos excluido estas demostraciones del cuerpo principal de la tesis y hemos agregado un
apéndice (capitulo 10) que las contiene.

11



Abstract

Semi-Heyting algebras were introduced as a new equational class by H. P. Sankappa-
navar en [33]. These algebras represent a generalization of Heyting algebras. In fact, their
definition can be obtain from a certain axiomatic of Heyting algebras replacing one of
the axioms by a weaker one. Nevertheless, as we will see, the behavior of semi-Heyting
algebras is much more complicated than that of Heyting algebras.

An algebra L = (L,V, A, —,0,1) is said to be a semi-Heyting algebra if the following
conditions hold:

SH1) (L,V,A,0,1) is a lattice with 0 and 1,

)

SH2) z A\ (z —y) =z Ay,

SH3) A (y = z)=aA[(xAy) = (A 2)],
)

SH4

Observe that if we replace the axiom (SH4) by (xAy) — = ~ 1 we obtain an equational
basis for the variety H of Heyting algebras. The variety of semi-Heyting algebras will be
denoted by SH.

These new algebras share with Heyting algebras some important properties (see [33]).
For instance, they are pseudocomplemented, with the pseudocomplement given by z* =
x — 0, congruences on them are determined by filters and the variety of semi-Heyting alge-
bras is arithmetic. But, at the same time, semi-Heyting algebras present strong differences
with Heyting algebras. For example, the operation of implication on a semi-Heyting alge-
bra A is not determined by the order of the underlying structure of lattice of A: there are
two non-isomorphic structures of semi-Heyting definable on the two-element lattice and
ten on the three-element lattice. That is, we can have many operations of semi-Heyting
implications on a given lattice. Among all these implications, the Heyting implication is
the biggest one (Lemma 7.4.1).

This work is devoted to continue the investigation on the variety of semi-Heyting
algebras and its subvarieties initiated in [33].

The contents of the thesis are summarized as follows: In Chapter 2 we investigate the
structure of semi-Heyting chains and the variety SHC generated by them. We determine
the number of non-isomorphic n-element semi-Heyting chains, solving one of the problems
posted in [33]. With the aim of studying the lattice of subvarieties of SHY, we investigate

12
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the inclusion relationship between semi-Heyting chains. Finally, we determine equational
bases for SH and for the subvarieties of SHC introduced by Sankappanavar.

In [33], the variety comSH is defined as the subvariety of SH characterized by the
equation  — y ~ y — . In the subvariety comSHS = comSH NSHC, if L is a
chain, and z < y in L, then z — y = z, and in H® = H N SHC, if L is a chain
and x < y in L then z — y = 1. We introduce and study in Chapter 3 a subvariety,
CZ, that is a common generalization for comSHE and HC, since it is generated by the
chains that satisfy the condition z < y implies x — y € {x,y,1}. We prove that the
identity (z Ay) <> y)V(x = y) < 2)V((r = y) < y)V(r — y) = 1, where
r < y=(r—y)A(y— x),is an equational basis for this variety. We also prove that it
is generated by its finite chains.

The objective of Chapter 4 is to introduce and investigate the subvariety ZSSH of
all semi-Heyting algebras that satisfy the equation (0 — 1)*V (0 — 1) ~ 1. Clearly,
the variety of semi-Heyting algebras that satisfy the Stone condition x* V 2™ ~ 1 is
contained in ZSSH. Moreover, ZSSH contains all the subvarieties introduced in [33] by
Sankappanavar, and, in fact, is the smallest subvariety of SH that contains the subvarieties
of Sankappanavar. We prove that the subvarieties introduced in Chapter 1 are all of them
subvarieties of ZSSH. We study the relationships between them within ZSSH and we
determine the sublattice of the lattice of subvarieties of SH generated by the subvarieties
previously defined. We also introduce and study new subvarieties of ZSSH.

Consider the n-element semi-Heyting chains of the form
L:0=as<ay1<...<@po<@p1=1

and all those operations of implication —: Lx L — L that determine an algebraic structure
of semi-Heyting over the underlying lattice of L.

Let

V;Zi—mj:ar
be the variety generated by those chains considered above that satisfy the condition
a; - a;=a, with0<i<j<n-—-landi:<r<n-1

The main objective of Chapter 5 is to find an equational basis for each of these
subvarieties. We believe that this is the previous step to obtain an equational basis for
the variety generated by a finite number of semi-Heyting chains. To this end, we describe

the behavior of subdirectly irreducible algebras of the varieties Vg, _, .

It is known that the regular elements of a Heyting algebra A form a subalgebra of A if
and only if A satisfies the Stone condition 2* vV 2** &~ 1 [6, 24]. This condition is no longer
sufficient in the case of semi-Heyting algebras. We prove in Chapter 6 that the regular
elements of a semi-Heyting algebra A form a subalgebra of A if and only if, in addition
to the Stone condition, A satisfies the identity

0—=1)VvV(O0—=1)~1.

We also obtain a Glivenko type theorem for the variety of semi-Heyting algebras, and
we prove that the class of Boolean semi-Heyting algebras (algebras with an underlying

13
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structure of Boolean lattice) constitute a reflective subcategory of SH. Finally, we apply
these results to obtain the following characterization of the decomposability of free semi-
Heyting algebras: For every non-trivial subvariety V of SH, the following conditions are
equivalent:

1. Fp(X) is directly indecomposable,
2. VZSH®,

3. V contains an algebra whose pseudocomplemented lattice reduct is isomorphic to
H;.

where SH® is the class of semi-Heyting algebras that satisfy the Stone condition and
H; = ({0,a,b,¢,1}, A, V,—,0,1) is the 5-element distributive lattice:

1

H;
c

a b
0

In [22], Hecht and Katriiidk investigated the variety HC of linear Heyting algebras
(relative Stone algebras). They proved that each subvariety of H® can be characterized by
a single identity within #¢. In Chapter 7 we investigate those subvarieties of SH that are
term equivalent to the variety H¢. We prove that the unique subvarieties of SH with this
property are the variety comSHE of commutative semi-Heyting algebras and the variety
L, generated by chains in which if a < b then a — b = b. Besides we study the variety C
generated in SH by HC, £, and comSHC . In particular, we prove that C is locally finite,
and we obtain a construction of the finitely generated free algebra in C.

We define in Chapter 8 a new logic SZ called semi-intuitionistic logic. We introduce
an axiomatic and a new inference rule, the semi-Modus Ponens, in such a way that the
class of semi-Heyting algebras turns out to be the algebraic semantics for the generated
propositional calculus, that us, we prove sound and completeness theorems for the logic
ST with respect to the semi-Heyting algebras. In addition, we study the relationship of
this logic with the intuitionistic propositional calculus Z, proving, for example, that Z is
an axiomatic extension of the semi-intuitionistic logic.

We investigate in Chapter 9 those Heyting terms ¢(x,y) which define a semi-Heyting
implication. Consider the identity

=y ~tx,y) (t)

and its associated variety SH; = {L € SH : L satisfies the identity (t)}, where the
operation = is interpreted in the term t(x,y) as © =5 y = x = (x A y) for every
x,y € L. The objective of this chapter is to investigate the subvarieties SH; and their
associated logics. To this end we introduce the notions of logic SZ[¢] and subvariety SH|[e].
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Let o and 8 be two formulas in the logic SZ and let € be the pair («, 8). Let SZ[e] be
the axiomatic extension of the logic SZ defined by the axiom:

(Se) (a=(anp)A(B—= (BA))

and its subtitutions.

In Section 9.2 we prove that the logic SZ[e| is sound and complete with respect to
the variety SH|[e] introduced in this chapter. We also prove that the subvarieties of SH
defined by the equation (t) for some term ¢(x,y) are of the form SHe| for some pair
of formulas. We prove that its associated logic SZ[e| is equivalent to the intuitionistic
propositional calculus [30] and it is an axiomatic extension of the logic SZ.

Conversely, we prove that every axiomatic extension of the logic SZ equivalent to
intuitionistic propositional calculus is of the form SZle] for some pair of formulas € by
defining functions -°, -* : Form[X| — Form|X] in such a way that for T'U{¢} C Form[X]
the following conditions hold:

(a) If T' 7 ¢ then I'° kg7 ¢°.
(

)
b) If T’ Fsziamsyg(t(zy))) @ then I' 1 ¢*.
(¢) I' 7z v if and only if I' 7 (a®)*.

)

(d) T Fszisygy)) @ if and only if T' sz gty (@7)°.

Besides we prove a theorem that, as a particular case, establishes that the logic SZ is
algebraizable with respect to the class of algebras SH in the sense of Blok and Pigozzi
[9]. Nevertheless, as we will see, SZ is not an implicative logic [30].

Finally, we provide in the last two sections of Chapter 9 a Kripke semantics for each
semi-intuitionistic logic equivalent to Z and we determine that the dual Priestley space
of Heyting algebras coincide with the dual space of the algebras in the variety SH,.

Several of the demonstrations of results in this thesis are of a computational nature
which makes reading them difficult and tedious. For ease of reading we have excluded
demonstrations from the main body of the thesis and included them in an appendix
(Chapter 10).
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Capitulo 1

Preliminares

Empezaremos la seccién recordando algunas definiciones y resultados bien conocidos.
Para notacion basica y resultados generales del algebra universal el lector puede consultar
[6], [7], 8], [11], [19], [30].

Definicién 1.0.1 Un dlgebra L = (L,V,A\,—,0,1) es un dlgebra de Heyting si se satis-
facen las siguientes condiciones:

(H1) (L,V,A,0,1) es un reticulado con 0,1
(H2) 2 AN (x = y)~x Ay

(H3) A (y = 2) maxA[(x ANy) = (z A 2)]
(H4) (zNy) > x=~1.

Como es conocido, las dlgebras de Heyting son pseudocomplementadas (con z* = x —
0 como el pseudocomplemento de z) en el sentido de la siguiente definicién:

Definicién 1.0.2 Un dlgebra L = (L,V,N\,*,0,1) es un reticulado pseudocomplementado
(p-reticulado or p-dlgebra), donde * es una operacion unaria, si se verifican las siguientes
condiciones:

(PS1) (L,V,A,0,1) es un reticulado con 0,1
(PS2) a A (zAy)" =xAy*
(PS3) 0F~1 y 1*~0.

Para L un reticulado pseudocomplementado, notaremos B(L) el conjunto de elemen-
tos cerrados (a™ = a) y D(L) el conjunto de elementos densos (a* = 0). Observemos que
(B(L),U,A,*,0,1) es un élgebra de Boole, donde (a Ub) = (a* A b*)*.

La siguiente definicion es central para la tesis.
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Definicién 1.0.3 Un dlgebra L = (L,V,A,—,0,1) es un dlgebra de semi-Heyting si se
satisfacen las siquientes condiciones:

(L,V,N\,0,1) es un reticulado con 0,1

La observacién que la identidad (SH4) es un caso particular de la identidad (H4)
muestra que la clase de las algebras de Heyting forma un subvariedad de la variedad de
las algebras de semi-Heyting. Dicha condicién da origen a una innumerable cantidad de
problemas abiertos algunos abordados en [33].

Notaremos a lo largo del presente trabajo con SH la variedad de las algebras de
semi-Heyting y con H la (sub)variedad de las algebras de Heyting.

Las algebras 2 y 2, las cuales tienen una cadena con dos elementos como reticulado
subyacente y la operacién — definida como en la Figura 1, son dos ejemplos importantes
de algebras de semi-Heyting. Se puede verificar facilmente que 2 es un dlgebra de Heyting
(la cual es, ademas, un dlgebra de Boole), mientras que 2 no lo es.

— 0 1 — 0 1
1¢ 1
2 0 1 1 2 0 1 0
0 0
1 0 1 1 0 1
Figura 1

Otro resultado 1til que sera utilizado en el resto de este trabajo es el siguiente teo-
rema donde L representa un algebra de semi-Heyting arbitraria. Este presenta algunas
propiedades aritméticas muy usadas sobre las algebras de semi-Heyting.

Teorema 1.0.4 [33] Sean a,b,c,d € L. Entonces
(a) 1l sa=a
(b) a < b implica que a AN (b—c)=aAc

(
(d

)
)

c) a <bimplica que a <b—1
) a <bimplica que a < a —b
)

(e) b—=c>bAc
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a < b implica que a < b — a

Q

<bya<cimplica quea <b—c

d < a— b implica que dNa <b

(and) < (aNnb) =D

~~ —~
N~— ~— N— SN— S~— N~— SN— N~— \?/ SN— S~— ~— N— SN— ~— N— SN—
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o
IA
o
§.
s
o
Q
IS
)
I
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S
>
—~
IS
)
S~—
I
S
>
—
S
=
N—

%
(W) a >b<a—(aND).

En adelante introduciremos propiedades sobre la estructura del reducto reticular de

un algebra de semi-Heyting.

Teorema 1.0.5 [33] Sea L € SH cona,b € L. Parac € [a,b] definimos c*® = (¢ — a)Ab.
Entonces el dlgebra ([a,b],V,\,*® a,b) es un reticulado pseudocomplementado .

El teorema 1.0.5 tiene distintas consecuencias interesantes. Por ejemplo, podemos de-

rivar el siguiente corolario.

Corolario 1.0.6 [33] Sea L € SH. Entonces el algebra (L,V,N\,*,0,1), donde ¢* = ¢ — 0

para ¢ € L, es un reticulado pseudocomplementado.

Corolario 1.0.7 [33] Sean L € SH y a,b,c € L. Entonces

(a) aA(a—Db)* =aANb*

(b) @™ A (a — b)** = a™ A b

20
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*

(c) Sia es denso, entonces (a — b)* =b
(d) Sia yb son elementos densos entonces a — b también lo es

() 0 >1=0 siysdlosi0—a<a*; luego
Si a es denso, entonces 0 - 1=0 siy solosi 0—a=0

(f) Si L posee como reticulado subyacente una cadena y L = 0 — 1 = 0 entonces
0—a=0, para cada a € L — {0}

a* <0 — a. En particular a* < 0 — a**
a<0—a*

a—a*<a*<a*—a

510 — a* > a* entonces a — a* = a*
a<a* —=aya <a*—a
a<a—a*

a<a—a*ya*r>a —a

)
)
)
)
)
)
)
(n) aVa* <a— a*™; luego, a — o™ € D(L)
) ¢ <a implica que ¢ A\ (a — b*) = c A b*
) a<0—a™ siysdlosia<0—a
) bA(a—b*)=bAa*
) Sia es denso, entonces a — b* < b*
) a < b* implica que a — b* < b*
) 0— a =0 implica que 0 — 1 < a*
)

SiaNb=0 entonces a — b < a*.

Teorema 1.0.8 [33] Sea L € SH. Entonces L es un reticulado distributivo.

El siguiente teorema demostrado en [33] generaliza otra propiedad bien conocida de
las algebras de Heyting.

Teorema 1.0.9 [33] Sea L € SH y sean a,b € L con a < b. Para ¢,d € [a,b], definimos
c =% d = (c— d)A\b. Entonces el dlgebra Lo = ([a,b],V,\,—%® a,b) es un dlgebra de
semi-Heyting. Es mds, si L es un dlgebra de Heyting, entonces Lo también lo es.
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En adelante haremos mencién de resultados del trabajo de Sankappanavar [33] que
demuestran que las congruencias estan determinadas por los filtros de reticulado, una
herramienta importante para la investigacion en la variedad SH.

En lo que sigue notaremos L un dlgebra de semi-Heyting arbitraria y F'(L) el reticulado
de los filtros de L.

Definicién 1.0.10 Sea F' € F(L). Definimos la siguiente relacion binaria ©(F) sobre L
como
(r,y) € O(F) siysolosi xANf=yAf, para algin f € F.

Lema 1.0.11 O(F) € Con(L) y 1/6(F) =F.
Lema 1.0.12 Si F € F(L) y a,b € L, entonces
(a,b) € O(F) siy sélo si (a—b)A(b—a)€F.

Con los resultados anteriores podemos concluir el siguiente resultado.

Teorema 1.0.13 Con(L) = F(L).

Del teorema anterior, en particular, resulta que la variedad SH es distributiva por
congruencias. De hecho, tenemos el siguiente resultado fuerte:

Teorema 1.0.14 [33] La variedad SH es aritmética.

En la demostracion del teorema anterior se determina el término de Mal’cev para esta
subvariedad:
p(@,y,2z) =[(x = y) = A A[(z = y) = 2] A (2 V2)

El siguiente teorema brinda una caracterizacion de las dlgebras de semi-Heyting di-
rectamente indescomponibles. Si L € SH llamaremos el centro de L, notado por Cen(L),
al conjunto de elementos complementados de L.

Teorema 1.0.15 [33] La siguientes condiciones son equivalentes:
(a) L es directamente indescomponible
(b) Cen(L) = {0, 1}

(¢) Siae L—{0,1} entonces aV a* < 1.

Los siguientes resultados caracterizan las algebras simples y las algebras subdirecta-
mente irreducibles en SH.

Teorema 1.0.16 [33] Las dlgebras 2 y 2 son las unicas dlgebras simples en la variedad

SH.
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Si con V(A) denotamos la variedad generada por un algebra A se tiene el siguiente:

Corolario 1.0.17 El reticulado de subvariedades de la variedad SH tiene exactamente
dos dtomos, son V(2) y V(2).

Teorema 1.0.18 [33] La variedad generada por 2 y 2, V(2,2), es una variedad con dis-
criminador donde el término discriminador es:

t(z,y,2) =[(x ANz) VYA (zV 2).

Luego todo miembro no trivial de esta variedad es un producto booleano de 2 y 2.

El siguiente teorema tiene una importancia vital para la mayoria de los temas desa-
rrollados en esta tesis.

Teorema 1.0.19 [33] Sea L € SH con |L| > 2. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) L es subdirectamente irreducible

(b) L tiene un unico codtomo.

Del teorema anterior se deduce que en un algebra de semi-Heyting irreducible, el
elemento 1 es V- irreducible.

En [33, Definition 8.1] Sankappanavar introdujo las siguientes subvariedades de SH :

Subvariedad definida por la identidad en SH
FTT (False implies True is True) 0—1=1

FTD (False implies True is Dense) (0—=1)~0

QH (Algebras de quasi-Heyting) y<ax—vy

H (Algebras de Heyting) (xANy) > zr~1
SH® (Algebras de semi-Heyting stoneanas) Vot a1l

SHE (Algebras de semi-Heyting booleanas) FAVE RSN |

SHC (La subvariedad de SH generada por cadenas) | (ver teorema 2.4.3)
FTF (False implies True is False) 0—=>1=0

PTP (Possible implies True is Possible) x> 1=~z

comSH (Algebras de semi-Heyting conmutativas) T YRy —>xT

Para una variedad dada V, sea V¢ la variedad V N SHY, y similarmente, sea VS la
variedad V N SH®. Por ejemplo, comSHE es la variedad SHE N comSH y PTPC =
PTPNSHE.

Por otro lado, notaremos T a la variedad trivial.

Estas subvariedades seran estudiadas a lo largo de los capitulos 2, 3, 4 y 5.
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Lema 1.0.20 [33]
(a) V(2,2) = SH”
b) V(2)NnV(2)=T.
Diremos que un algebra de semi-Heyting A es un dlgebra de semi-Heyting booleana si
A eV(2,2).

En esta tesis se utilizan diversas nociones de dlgebra universal que se suponen conoci-
das. En particular, frecuentemente se usan las siguientes notaciones habituales.

Sea K una clase de algebras del mismo tipo.

» L € [(K) siy solo si L es isomorfa a algin miembro de la clase K.
s L € S(K) siy sélo si L es una subélgebra de algiin miembro de la clase K.
» L € H(K) siy sélo si L es una imagen homomorfa de algin miembro de la clase K.

» L € P(K) siy sélo si L es un producto directo de una familia no vacia de elementos

de K.

Sea A € K. Notaremos por I(A), S(A), H(A) y P(A) al conjunto I({A}), S({A}), H({A})
y P({A}) respectivamente.
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Capitulo 2

La variedad generada por las
cadenas de semi-Heyting

2.1. Introduccion

El propésito de este capitulo es investigar propiedades de las cadenas de semi-Heyting
y la estructura de la variedad SHY generada por éstas. Los resultados hallados en este
capitulo forman parte del trabajo [3]. Llamaremos /flgebm de semi-Heyting lineal a toda
4lgebra en la variedad SHE.

En [33], Sankappanavar presenta el siguiente problema: Para V una subvariedad de
las dlgebras de semi-Heyting y n un nimero natural, si f(),n) representa el nimero de
cadenas de semi-Heyting no isomorfas con n elementos en V, encontrar una férmula para

fW.n).

En la secciéon 2.2 probamos algunos resultados sobre las cadenas de semi-Heyting y
encontramos f(SH,n), es decir, determinamos el nimero de estructuras de semi-Heyting
no isomorfas que pueden ser definidas sobre una cadena de n elementos. La seccién 2.3
esta enfocada a investigar el comportamiento de las subdlgebras de una cadena de semi-
Heyting dada. Finalmente, encontramos bases ecuacionales para algunas subvariedades
de SH® en la seccién 2.4 resolviendo los problemas 14.6 a 14.10 sugeridos en [33].

2.2. Cadenas de semi-Heyting

En esta seccién probaremos algunos resultados sobre las cadenas de semi-Heyting y
determinaremos una formula para el nimero de estructuras de semi-Heyting que pue-
den ser definidas sobre una cadena de n elementos. Generalizaremos los resultados de
Sankappanavar en [33] para las cadenas con 2, 3 y 4 elementos.

El siguiente lema establece que una parte de la tabla de la operacion — en una
cadena de semi-Heyting estd univocamente determinada.

Lema 2.2.1 [33] Sea L una cadena de semi-Heyting y sean a,b € L. Si a < b entonces
b—a=a.
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Demostracién Como bAa=bA (b— a)y a <b, obtenemos a =b A (b — a). Como L
es una cadena, a =boa=0b— a, luego a =b — a. [ |

Los dos lemas siguientes son ttiles cuando tenemos que verificar si una cadena dada
es un algebra de semi-Heyting.

Lema 2.2.2 Sea (L,V,A\,—,0,1) un reticulado acotado totalmente ordenado con una
operacion binaria — tal que si a,b € L con a < b entonces b — a = a. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

Demostracién Sélo tenemos que probar que (2) = (1). Es decir, queremos probar que
aA(a—b)=aAbparatodo a,be L. Sia<b, por (2) (b),aN(a—b)=aAb.Sia=1b
por (2)(a), aA(a — a) =aAl=a=aAa. Finalmente, si a > b, por hipdtesis a — b =1b
y, luego, a A (a — b) = a A b. [ |

Lema 2.2.3 Sea (L,V,A\,—,0,1) un reticulado acotado totalmente ordenado con una
operacion binaria — tal que si a,b € L con a < b entonces b — a = a. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1)

(L,V,A,—,0,1) € SH
(2) (a) x> z=x~1
(b) zA(x = y)=zAy

(c) Siy<x<zentoncesx A (y —z)=xA(y— 2).

Demostracién (1) = (2). Como L = (L, V,A,—,0,1) € SH, L satisface (2)(a) y (2)(b).
Sean a,b,c € Ltalque b < a < c. Entonces aA(b — ¢) = aA[(aNb) — (aAc)] = aN(b — a).
(2) = (1). Es suficiente probar (SH3). Sean a, b, c € L, y supongamos que ¢ < b.
Sia<c, entoncesaANb=aAc=a LuegoaA(b—c)=aAc=ayaAl[anb)—
(anc)]=aANa=a. Enelcasoquec<a<boc<b<a,entoncesaAc<aAb. Luego
a—[(anb) = (aNc)=aNa=a.
Los otros casos son similares (ver apéndice 10.1.1). |

Lema 2.2.4 Sea L una cadena de semi-Heyting. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) 0 — a =0 para algin a € L con a # 0

(b) 0 = b =0 para todo b € L con b # 0.
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Demostracion Supongamos que 0 — a = 0 para algin a € L, a # 0. Luego 0 = a A0 =

aN(0—a)=aAN((0ANa) = (1ANa)=aA(0—1). Comoa # 0y L es una cadena,
0—>1=0.Seabe L: b#0. Entonces 0 =bA0=bA(0—1) (Sgg)b/\(()—ﬂ)). Como

b# 0y L es una cadena, 0 — b = 0. |
En particular, si 0 — 1 = 0, entonces 0 — b = 0 para todo b € L, b # 0.

Con el objetivo de determinar el niimero de estructuras de semi-Heyting que pueden
ser definidas en una cadena con n elementos, consideremos primero el siguiente ejemplo,
pues contiene las ideas principales subyacentes en el procedimiento.

Sea L un reticulado de 4 elementos, L = {0, ay,a2,1}, con 0 = ag < a1 < az < az = 1.
Consideremos una operacién binaria —: L x L — L de tal manera que (L, A,V,—,0, 1)
es una cadena de semi-Heyting. Del lema 2.2.1, sabemos que para z,y € L, si x < y
entonces y — = = z. Consecuentemente, la mitad que se ubica por debajo de la diagonal
principal, incluyendo la diagonal, de la tabla de la operaciéon — de L estd univocamente
determinada. Luego sélo resta llenar la parte superior de la tabla, esto es, los elementos
r—yparaxr <y.

1 = 10|a; |a |1

0 1 ? ? ?
az a, | 0 R
a1 (05} 0 aq ?
0 1 0 ai | as 1

Observemos que si z < y entonces © < x — y (lema 1.0.4).

Si 0 — 1 =0, entonces por el lema 2.2.4, 0 — a; = 0 — as = 0. Luego la primer fila
de la tabla es

Si0— 1=ay, entonces 0 = as =as y 0 = a1 € [a1),donde [z) ={y € L: z <y}

De hecho, a; = aa Aa; = aa A (0 = 1) = aa A (0 — ag), luego 0 — ay = ay; y

a;=a; A (0—1) (5113) a; A (0 — ay), esto es, 0 — a3 > a;.

Luego en este caso, la primer fila de la tabla es

— 10 a1 as 1
0 11> ap | a1 | aq

De una manera similar puede verse que si 0 — 1 = a3y 6 0 — 1 = 1, entonces
0 — ay € [az) y 0 — a1 € [a1). Entonces tenemos que

— 0 aq as 1
0 1 > ay > as > a
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Como consecuencia podemos escribir para la primer fila

(0,0,0),
(0—=1,0 = a2,0 —»a1) =< (ar,a1,2), con z € [ay)
(.T,y,2>, con r,y € [a’2)72 S [a1)7

es decir,
(0= 1,0 = as,0 = a1) € {{0} x {0} x {0} }U{{ar} x {ar} x [a1)}U{{az} x [az) x [a1)}U
{{1} x [a2) x [a1)} .

Para la segunda y tercer fila tendremos las mismas posibilidades, determinadas por
a; — 1 y ag — 1 respectivamente:

—10|a;|lay| 1 = 10]a;| ay | 1 —10]a;|ay| 1
aq 0 1 ay; | Qo aq 0 1 Z (05} 2 (05} (05} 0 aq 1 2 (05}

Observemos que el comportamiento de cada fila es independiente de las otras, y que,
para x < y, el elemento x — y depende del elemento x — 1.

El siguiente lema prueba que en toda cadena de semi-Heyting, la tabla de operacién

de — se comporta como en el ejemplo anterior.

Lema 2.2.5 Sea L una cadena de semi-Heyting y sean a,b,c € L, a #1. Sia—1=10
entonces para ¢ > a

a—c=b sib<c
a—c€lc) sib>c

Demostracién Supongamos que b < ¢. De a — 1 = b obtenemos que ¢ A (a — 1) =
cAb = b, es decir, cA[(cAa) = (¢cA1)] = b. Luego ¢ (a — ¢) = b. Como L es una cadena
y b < ¢, entonces b = a — ¢. Supongamos ahora que b > ¢. Como antes, cA (a — ¢) = ¢
pues b > ¢. Luego ¢ < a — c. [ |

Sea L,, = (L, A, V,0,1) una reticulado totalmente ordenado con n elementos:
O=ar< a1 <...<@po < ap_1=1.

Sea —: L,, x L, — L,, una funcién tal que (L,,A,V,—,0,1) € SH.
Motivado por el ejemplo anterior, introduciremos los siguientes conjuntos:
Paraa; € L,, 0<j<n-—2, yparal <k <n-—1,

B — {a;} st k<n—j
Fool (k) st k>n—3

y para a; < Qaj,
n—i—1

Eq=1] E.
k=1
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Finalmente, sea F; el conjunto

n—1
F,=UE; con 0<i<n-—L

j=i

(F; representara la fila de la tabla que corresponde a los elementos de la forma a; — y
con a; < y).

En el ejemplo anterior (n = 4),
3
= UEY=ESUEPUESUED ={E) x By x B3} U{E] x By x E3}U
j=0
{E? x B3 x B3} U{E? x E3 x E3}
= {{ao} x {ao} x{ao}} U {{ar} x {ar} x[a1)} U {{as} x [az) x [a1)} U {{as} x [az) x [a1)},

Tenemos que (0 — 1,0 = a2,0 = a1) € Fy, (a1 = 1,04 > ag) E i yas —> 1€ Fyy
escribiremos ((O — 1,0 = ay,0 — CL1>, (CLl —1,a0 — CLQ),CLQ — ].) € Iy x I x Fs.

Esto motiva la introduccién del siguiente conjunto F' (este representard la parte supe-
rior a la diagonal principal de la tabla):

n—2
F=]]F
i=0

Lema 2.2.6 (ai —1:a; > Ap—2,...,0; — CLZ‘+1> e F.
Demostracion Como a; < 1, entonces a; — 1 > a;. Supongamos que a; — 1 = a; con
i <k <n—1. Veremos que (a; — 1;a; = ap_2,...,0; = a;41) € E_'. Por el lema 2.2.5,
=a, si k <7
a; — Q; . . . . *
! J{Zaj si k>j con j>1 (+)

Veamos que a; — a; € E,’j_j coni+1<j5<n-—18 n—-7j<n—kentonces j > k.
Luego, por (%), a; — a; = a, y, consecuentemente, a, — a; € E’;_j. Sin—j7>n—k

entonces j < k. Luego, por (), a; = a; > a; y, entonces, a; — a; € [an—(,—j)). Entonces

a; — a; € E’rffj y entonces (a; — 1;a; = ap_2,...,a; = a;41) € Eg;. Como consecuencia,
(a; = 1;a; = ap_9,...,a; = a;41) € Fj. [ |
Notaremos a_, (i) = (a; = 1;a; = ap_2,...,a; = a;41) con 0 < i <n—2.

Corolario 2.2.7 (a.(0),a.(1),...,a4,(n—2)) € F.

Ahora construiremos una implicacién sobre un elemento dado x € F.

Consideremos el conjunto F'y x € F. Entonces z = (z(0),z(1),...,z(n — 2)) donde
x(i) € F; para 0 < i < n — 2. Ahora, para cada i, existe j; con i < j; < n — 1 tal que
x(l) € Egjl Luego :L’(Z) = (x(i)ji(l)?x(i)ji(Q)? s >$(Z)J1(n -1 1)) con x(z>]z<k) S E]]:7
1 <k <n—1i—1.Definimos en L, una operacién = de la siguiente manera:

a sir>1
ar, = a; =< Qp_q si r=1
; (r)(n—=1) si r<l

El siguiente lema prueba que = es una implicacién de semi-Heyting.
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Lema 2.2.8 (L,,A,V,=,0,1) € SH.

Demostracion Primero observemos que si r < [ entonces 1 <n —[ <n—r — 1. Luego
= esta bien definida.

Ahora, veremos que = es una implicaciéon de semi-Heyting.

Por definicién de =, L o = o ~ 1.

Veamos que L =z A (x = y) = x Ay. Sean z,y € L con x < y. Entonces x = a, y
y=a con0<rl<n-—1yr <l Luego a, = a; = z(r);, (n — ) pertenece al conjunto

i {a; } si n—l<n—j,
n=l [an_(n_l)) si n—I1l>n—j,

Comor <j,yr <l a A(a, = @) =a, =a, \Na,. Luego z A (x = y) = x Ay. Por el
lema 222 Li=sA(z=y)~zAy.

Resulta extenso pero computacional probar que L = zA(y = 2) &= zA[(xA\y) = (xAz2)]
(ver apéndice 10.1.2).

Por el lema 2.2.3, = es una implicacién de semi-Heyting. [

De lo anterior se deducen los siguientes resultados

Teorema 2.2.9 Sea S, = {—: L2 — L, | (L,,A,V,—,0,1) € SH}. Existe una
correspondencia biyectiva entre S, y F'.

Demostracién Definimos « : S, — F' como sigue: a(—) = (a-(0),a(1),...,a(n —
2)) para cada — € S,,. Por el corolario 2.2.7, a(—) € F. Por el lema 2.2.8, « es sobre.
Probemos que « es inyectiva. Sea —1,—2 € S, tal que a(—1) = a(—3). Por el
lema 2.2.1, si a, > a; entonces a, —1 @ = a; = a, —9 . Si a, = a; entonces
a, =1 ap =1 = a, —9 a;. Como a(—1) = a(—2), (a,(0),a,,(1),...,a,,(n —2)) =
(a-,(0), a5, (1),...,a,(n—2)). Luego a—1 (i) = a—(i) para todoicon 0 <7 < n—1.
Entonces a; —1 1 =a; =2 1, a; —1 Qp_o = a; =9 Qp_9,...,0; —1 Gj41 = G; —>2 Qi1 para
todo i con 0 <7 < n — 1. Luego —1 = —9, y « es inyectiva. [

Nuestro siguiente objetivo es determinar el cardinal del conjunto F'.

Lema 2.2.10 E}NES =0 con j # k.

Demostracién Sea v € Eji N Egi y supongamos que j < k. Como x € Eg entonces
= (z(1),2(2),...,2(n —i—1)), con x(m) € E},, 1 <m <n—i—1. Como z € E§
entonces = (2(1),2(2),...,2(n—i—1)) con z(m) € E¥, 1 <m < n —i— 1. Ahora,
sil<n—j,z(l)=ajysil>n—j, entonces (1) =1.8i1l <n—~k, 2(1) = a; y si
1 > n — k, entonces z(1) = 1. También, como j < k,n—j>n—k. Sil<n—k<n—j
entonces (1) = a; y z(1) = ay, lo cual es una contradiccién pues x(1) = z(1). Los otros

casos son similares. Consecuentemente, Egi N Eg = 0 [ |
n—2 ) n—1 1
1=0 J=i+1
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n—1 . . .
Demostracién Por el lema 2.2.10, [Fi| = 3 |Eg! con‘E(‘j]? = |E{|-|E}|- .| By
j=i
il n=1—=(n—-k)+1 si k>n—35 |k si k>n—j

Luego ‘Eg’l = { (n=j)(n=j+1D.(n=i=1) SUT 2% Bntonces
J 1 si J=1
— (n—i—1)!
i =1 —7).n—74+1 —i—1)=1
[Fl=14 3 (n=j)(n=j+1.(n—i +Z 51
Jj=t+1 Jj=i+1
n—1 1
=1 —i—1)!  EEE——
Tl )Z (n—j—1)!
Jj=t+1
n—2 ) n—1 1
Luego, [F[=]] [1+(n—i—-1! > =3 |
=0 j=i+1

Por el lema 2.2.11 y por el teorema 2.2.9 se deduce inmediatamente el siguiente coro-
lario:

Corolario 2.2.12 FEuxisten

i

=0

n—1 1
1+ (n—i—1)! Z m]

j=i+1
cadenas de semi-Heyting con n elementos no isomorfas, para n > 2.
Para n = 2, 3,4 esta féormula da 2, 10 y 160 respectivamente, lo cual coincide con los

nimeros determinados por Sankappanavar en [33]. Para n = 5, existen 10400 cadenas de
semi-Heyting con 5 elementos no isomorfas.

2.3. Subalgebras isomorfas de una cadena de semi-
Heyting

Cuando se tiene que investigar el reticulado de subvariedades de SHC, resulta im-
portante caracterizar las subdlgebras de una cadena de semi-Heyting finita y estudiar la
relacién entre cadenas de SHC.

En esta seccion consideraremos el siguiente problema, el cual mostrara la complejidad
del problema general. Dada una cadena con n elementos L queremos saber cuando una
cadena de semi-Heyting con n + 1 elementos L contiene una subélgebra isomorfa a L, y
el numero de algebras L’ que pueden ser encontradas en esas condiciones.

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea L = (L, A,V,—,0,1) una cadena de semi-
Heyting con 4 elementos, L : 0 < a < b < 1. Queremos determinar el nimero de cadenas
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de semi-Heyting L’ con 5 elementos tal que L es (isomorfa a) una subdlgebra de L'. Sea

L’ una cadena de semi-Heyting con 5 elementos tal que L € IS(L’) y asumamos que
L'=LU{c}.

Supongamos que 0 < a < ¢ < b < 1. S6lo debemos considerar los elementos = — ¢
para x < ¢y los elementos ¢ — y para ¢ < y.

O Q@ O o

SO |O
~
~0

Si0 — b <aentonces cA(0—c¢c)=cA(0—b) =0—b Como L es una cadena,
0—=c=0—=0.

Si0—b>bentonces cA (0 —c)=cA(0—b)=c. Entonces 0 — ¢ > ¢, es decir
0—=c=0—bsi 0b<ay O0—=>c>csi 0=>0b>0.

Similarmente, si a — b = a entonces a — ¢ = a — b, y si a — b > b entonces
a — ¢ > c. Es decir,

a—c=a—bsi a—wb=a ya—c>c si 0—>b>0.
Ademéas, c —1>cy
c—>b=c—>1sic>1=cyc—>b>bsic—12>b.
Entonces podemos concluir que
(c=1,c=b) e ({c} x{cp) U{b} x b)) U({1} x [b).

De una manera similar se pueden considerar los casos 0 < a <b<c<1ly0<ec<
a<b<l.

En general, sea L = (L, A,V,—,0,1) una cadena de semi-Heyting con n elementos,
n > 3, con
L:0=ag<a1 <...<Qp9g<ay_1=1.

Para 0 < i < n — 2 dado, sea (L', A,V,0,1) una cadena con n + 1 elementos con L =
Lii 0:a0<a1<...<ai<bi<ai+1<...<an_1:1.

Queremos encontrar condiciones sobre una implicaciéon —: L?x L* — L? de manera que L
sea una subdlgebra de L' = (L', A, vV, —,0, 1) y determinar cudntas implicaciones pueden
ser definidas en esas condiciones.

Consideremos los siguientes conjuntos
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w = f n s

() Fi={a} x TI F*

j=i+1

(©) Fi= (b} x H (b}

(d) Ei = {a; = a1} SZ: a; — @ip1 < a;
[b:) St Ay = Qi > G

(f) G = E' K U F,@) upg}

k=i41

Lema 2.3.1 Sean L y L en las condiciones introducidas mds arriba. Entonces
((ao — bi,al — bi, e,y — bl), (bz — 1,bl — ai+1,bi — Aj42, .- - ,bi — Cln_Q)) € Gl

Demostracién Para 0 < j <7, a; < a;11,y entonces por el lema 1.0.4, a; — a;4+1 > a;. Si
a; — a;41 = a; con j <[ <, como b; > a;, por el lema 2.2.5, a; — b; = a; = a; — a;1;. Si
aj = aiy1 = aqpconi+1 <1 <n—1, porellema?22.5 a; — b; > b;. Entonces a; — b; € EJZ
Consecuentemente, (a9 — by, a1 — b;,...,a; — b;) € E'. Ademds, como b; < 1, por el
lema 1.0.4, b; =1 >b;. Luego b; =1 =b; 6b; > 1=a,coni+1<k<n-—1.

Supongamos que b; — 1 = b;. Consideremos j con i+1 < 7 < n—2. Por el lema 2.2.5,
bi — a; = b;. Entonces (b; — 1,b; = ajq1,...,b; = a,-2) € Fy.

Sib; > 1 =a,coni+1<k<n-—1, consideremos j coni+1 < j<n—2 Si
J <k, por el lema 2.2.5, b; = a; > a;. Si j > k, por el lema 2.2.5, b; — a; = a;. entonces
(bz — 1,bZ — Ay, - - .,bi — Cln_g) S Flz

Entonces, (b; — 1,b; = ajt1,...,b; = a,_2) € UZ;}H Fi U Fé..Luego ((ag — bi,a; —
biy. . ya; = b;), (b = 1,b; = ajy1,b; = aiga, ..., b = a,_2)) € G [ |

Ahora construiremos una implicacién a partir de un elemento dado del conjunto G.
n—1
Sea v € G', a = (aj,a9) con a3 € E'y ay € ( U F,ﬁ) U Fj. Como a; € E,

k=i+1
entonces oy = (a1(0), 1 (1),...,1(i)) con ay(j) € E} para todo j, 0 < j < 4. Como

n—1
Qg € ( U F,ﬁ) U F}, entonces ay € F,io para todo kg con i +1<ky<n—16 ay € F.

k=i+1
Luego ap = (aa(n — 1), (i 4 1), az(i + 2), ..., aa(n — 2)). Si ay € F} para todo ko con

i+1<ky<n-—1entonces az(n —1) = a, y as(j) € Ffo coni+1<j<n-—2 Si
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ap € F} entonces as(n — 1) =b; y az(j) = b coni+1 < j <n—2. En L' definimos la
operacion = como:

(z =y si T,y €L
1 si T=1y
o>y = Yy si (z,y) =(a;,b;)) con i+1<j<n-1
Y si (z,y) = (bi,aj) con 0<j<i
ai(j) st (x,y) = (aj,b;) con 0<j<i
[ x(j) si (z,y) = (bja;) con i+1<j<n-—1

Lema 2.3.2 Sea L' = (L', A\, V,=,0,1). Entonces L' € SH y, consecuentemente, L es
una subdlgebra de L.

Demostracién Claramente, L' 2z = x ~ 1.

Veamos que L' Ez A (z = y) ® x Ay. Sean a,b € L' con a < b.

Sia,be L, entonces a A (a=b)=aA(a—b)=aAb.

Supongamos que a = b;, b=a,coni+1<r<n—1yas € F,io coni+1<ky<n-—1.
Entonces b; A (b; = a,) = b;Aas(r). Sir=n—1,b;A(b; = 1) = b;Aag(n—1) = b;Aay, =
ap, si ko <rT

si ko>r con z>a,
bi st ko<r
bi Si ko=>T

Supongamos ahora que a = b;, b =a, con i +1<r <n—1y ay € F{. En este caso
bz/\(bZZ>GT) :bz/\OQ(T) =b;ANb,=b; =b; \a,.

Finalmente si @ = b; y b = a, con 0 < r < i entonces a, A (a, = b;) = a, A ay(r).

ar = i1 S1 A = a1 <@
Luego, ay(r) = { T sia, = a1 >a; con x>ph
a, N(a, — a;41) si a, - a;11 <
a, \x si a. — a1 >a con x>b
Luego a, A (a, = b;) = a, Aoy (r) = a, = a, N\ b;.

De una manera similar se pude probar que L' =z A (y = z)  x Al(z Ay) = (A z)]
(ver apéndice 10.1.3).

Por el lema 2.2.3, L' € SH. [ |

bi:bi/\l.Sir<n—1,bi:>aT:

Consecuentemente p; A (b; = a,) = { =biNa,

entonces, a, A ay(r) =

Observacién 2.3.3 Del lema anterior se deduce que para toda cadena de semi-Heyting
con n elementos L existe una cadena de semi-Heyting con n + 1 elementos L' tal que L
es una subdlgebra de L.

De los resultados anteriores podemos establecer la siguiente correspondencia:

Teorema 2.3.4 Sea S; el conjunto de operaciones — : L' x L' — L' tal que L' =
(L', A\, V,—,0,1) € SH y L es una subdlgebra de L. Entonces existe una correspondencia
biyectiva entre S; y G°.

Demostracién Definimos a : S; — G* como a(—) = ((ag — b, ay — bi,...,a; —
b;),(bi — 1,b; = a;41,b; = ajz2,...,b; = a,_2)). Por el lema 2.3.1 y lema 2.3.2, «
estd bien definida y es sobre. La inyectividad queda a cargo del lector. [

Ahora queremos determinar el cardinal del conjunto G.
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Lema 2.3.5 Seani+1 <k, k' <n—1y0<i<n—2. Entonces F/NF, =0sik#k.

Demostraciéon Sea o € F} N F}, y supongamos que k < k. Como a € F},a =

(01, g1, Qo ..., Q) CON Q= A ¥ O € Ff coni+1 <7 <n-—2 Comoa €
F,i,,oz = (o1, Qig1, Qiga, ..., Q) CON QO = Gy ¥ O € Ff’ cont+1<7j5<n—2 Luego
ar = ap y por lo tanto k = k’ lo cual es una contradiccién. |
Lema 2.3.6
7 n—2 .
. . (n—(+1)—1) :
‘= . — 1)—1)!+1
' UAJ<_Z ISy ey TR UM R
7=0 k=i+1
donde
i 1 S? a; —» A1 S a;
Aj :{ J

n—1i St aj — Qi1 > Q4

{ax} si k<j

Il n—=2—-54+1 s k>5 | n—j—1 si k>j

Demostracion Tenemos que Ff = { y entonces

Luego, para k #n — 1,

TT [k _ (n—(i+1)—1)
11 171 = =G+ D)=+ 12

j=i+1

n—2
Sik=n—1, I |Ff{=n—-(G+1)—1)L
j=i+1
Ademas, como
B {CLj — ai+1} si aj; — Q4 < a,;
J [bl) si a; — Qi1 > Ay

entonces|E§|:{ - Z con |[b;)]=n—1—(i+1)+2=n—-1—

t—1+2=n—1.
Sea
Ai. _ 1 si A5 — Qg1 < a;
J n—1i S a; = 1 > a;
Entonces, como, G* = E' x {( U F,;) U Fg], por el lema 2.3.5

A T n—(i+1)—1)! ,
|GZ’:1:[0A;(k_z.l(n—(i—(l-l)—((—i/;—)(i—l—)l)—i—Q))!+(n_(2+1)_1)!+1)'

Del lema 2.3.6 y teorema 2.3.4 resulta el siguiente corolario.
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Corolario 2.3.7 El niimero de dlgebras no isomorfas L es:

= (n—(i+1)—1) '
jlj[oAj<Z ("—(i+1)—(k—(z'+1)+2)>;+(”—(1+1)—1)!+1>

k=i+1

donde

i 1 St aj — A1 S a;
J n—1 St aj—>a,»+1>ai )

Corolario 2.3.8 El numero de cadenas de semi-Heyting con n+1 elementos no isomorfas
L’ tal que L es una subdlgebra de L estd dado por

n—2 [ i ; n—2 (n—(i—Fl)—l)! -
; j];IOAj (,2;1(”_(i+1)_(k_(i+1)+2))!+(”_(Z+1)_1)!+1>

Ai o { 1 ) CL]' — A1 S a;
;=

n—1 st aj—>ai+1>ai

Resta considerar el caso n = 2.

Recordemos que 2 y 2 las cadenas de semi-Heyting con dos elementos cuya operacién
— satisface 0 - 1 =1y 0 — 1 = 0 respectivamente. 2 es un dlgebra de Heyting (la cual
ademds es una 4lgebra de Boole), mientras que 2 no lo es.

Sea L alguna de las cadenas 2 6 2. Sea L' = (L', A, V, 0, 1) la cadena con tres elementos
0 < b < 1. Si L es una subélgebra de L’, entonces sélo tenemos que determinar los
elementos 0 -+ by b — 1. Del lema 2.2.5,si0 — 1 =0entonces 0 > b=0ysi0—1=1
entonces 0 — b > b. Adicionalmente, b — 1 > b.

Entonces tenemos que
Corolario 2.3.9 FEuxisten cuatro cadenas de semi-Heyting con 3 elementos no isomorfas

tal que contienen a 2 como una subdlgebra y dos cadenas de semi-Heyting con 3 elementos
no isomorfas tal que contienen a 2 como subdlgebra.

A continuacion se muestran las seis cadenas a las que se refiere en el Corolario 2.3.9.

Cadenas que contienen al algebra 2 como subalgebra:

— 0 a 1 — 0 a 1
1 1

01 1 1 0|1 a 1
a a

a |0 1 1 a |0 1 1
0 110 a 1 0 110 a 1
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— 0 a 1 — 0 a 1
1 1

0 1 1 1 0 1 a 1
a a

a 0 1 a a 0 1 a
0 1|0 a 1 0 110 a 1

Cadenas que contienen al dlgebra 2 como subalgebra:

— 0 a 1 — 0 a 1
1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
a a

a 0 1 1 a 0 1 a
0 1|0 a 1 0 1|0 a 1

Teorema 2.3.10 Sea n > 3. Fuxiste una cadena de semi-Heyting con n+ 1 elementos tal
que no contiene ninguna cadena con semi-Heyting de n elementos como subdlgebra.

Demostracién Sea L' : by < by < ... < b,_1 < b,. Definimos —: L' x L' — L' en
términos S
bit1 s1 1<)
b; si 1>7 con 0<3,5<n
Es facil probar que — es una implicaciéon de semi-Heyting.
Supongamos que existe una subédlgebra L de L’ y |L| = n. Entonces existe 0 < k < n
tal que L = L'\ {bx}. Ahora, by = by_1 — br11, y entonces by € L, contradiccion. [ |

2.4. Bases ecuacionales para SH"

En esta seccién daremos bases ecuacionales para la variedad SH y algunas de sus
subvariedades.

Lema 2.4.1 Sea L una cadena de semi-Heyting. Entonces L satisface la siguiente iden-
tidad
(V@ —=y)—=(@=y)Vy—(@Ay)~=1 (Ch)

Demostracion Sean a,b € L. Como L es una cadena, a < b 6 b < a. Si a < b, por el
lema 1.0.4, a < a — b. Luego a V (a — b) = a — b, entonces (a V (a = b)) = (a — b) =
(a—b)—(a—b)=1.Sib<a,b=bAayentoncesb— (aANb)=b—b=1. [ |

Lema 2.4.2 Sea V una subvariedad de SH definida por (Ch). Si L € V es subdirecta-
mente irreducible, entonces L es una cadena.
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Demostraciéon Sea L € V subdirectamente irreducible y sean a,b € L. Como L satisface
(Ch), ((aV (a = b)) = (a — b)) V(b — (aAb)) = 1. Como L es subdirectamente
irreducible, 1 es V-irreducible. Luego (aV (a =+ b)) = (a = b) =16 b — (aNb) = 1.
Supongamos que (a V (@ — b)) — (a — b) = 1. Entonces a V (a — b) < a — b, y por
lo tanto, a < aV (a —b) <a—b. Luego a Ab=aA (a — b) = a, entonces a < b.
Sib— (aAb) =1, entonces b < a Ab, y en consecuencia b < a.
Luego L es una cadena. B

De los lemas 2.4.1 y 2.4.2 tenemos lo siguiente.
Teorema 2.4.3 Una base ecuacional para SHE relativa a SH estd dada por

(zV(r=y) = (@=y) V= (eAy)~1 (Ch).

Sea C,, la subvariedad de SH generada por todas las cadenas de n elementos, n > 2.

Es facil ver que el siguiente teorema se verifica.

Teorema 2.4.4 Una base ecuacional para Co relativa a SH estd dada por

(zV(z—=y) = (=y)Vvy—=(eAry)~1 (Ch)

zVaz~l1.

Observemos que Cy es la subvariedad generada por las dlgebras 2 y 2, es decir, es la
variedad SH? de las dlgebras de semi-Heyting booleanas.

Teorema 2.4.5 Una base ecuacional para C, con n > 3 estd dada por las siquientes
identidades
(V@ —=y)=(@=y)Vy—(@Ay)~=1 (Ch)

Y
n—1 n—1
\/(xi\/x;‘)v \/ (x; = z;) =1 (Hy)
i=1 j=lyj<i

Demostracion Sea L una cadena de semi-Heyting de n elementos, L : 0 < a1 < as <
... < ap—z < 1. Por el teorema 2.4.3, L satisface (Ch).

Probemos que L satisface (H,). Sean z1,z22,...,2,-1 € L. Si 2z € {0,1} para algin
k, 1 < k < n—1, entonces z; V z;; = 1. Supongamos que z; ¢ {0,1} para todo k,
1 <k<n-—1,esdecir, z € {a1,as,...,a, o} para todo k. Entonces existe j < i tal que
z; = z;, y entonces z; — z; = 1. Luego L satisface (H,).

Sea V la subvariedad de SH definida por (Ch) y (H,) y consideremos un algebra
subdirectamente irreducible L € V. Por el teorema 2.4.3, L € SHC, y por el lema 2.4.2, L
es una cadena. Supongamos que existen a, as, ..., a,_2,0,-1 € L tales que 0 < a1 < as <

n—1

. < Gp_g < ayy < 1. Entonces \/—' (a; Va}) = V1] (a; V0) = a,_;. Por hipétesis,
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Ap_1 V \/Zj_:ll;j<i (a; = aj) =1, y como 1 es V-irreducible, a; — a; = 1 para algin j < 1.

Luego a; < a;, contradiccién. Luego |L| < n, y consecuentemente L € C,,. [ |

Como un corolario inmediato del teorema 2.4.3 podemos determinar bases ecuacionales
para las siguientes subvariedades de SH introducidas en [33]: FTT = SH N FTT ,
FTDC = SHNFTD, QHY = SH® N QH (variedad generada por las cadenas de quasi-
Heyting), H® = SHY N‘H (la variedad de las dlgebras de Heyting lineales), FTFC =
SHENFTF y conSHE = SH® N comSH (variedad generada por las cadenas de semi-
Heyting conmutativas).
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Capitulo 3

La variedad generada por las cadenas
en las que S¢g({a,b}) ={0,a,b,1}

3.1. Introduccion

En este capitulo tendran importancia las cadenas de semi-Heyting L que satisfacen la
siguiente condicién para todo a,b € L: Si a < b entonces a — b € {a,b,1}. Es decir, el
universo de la subélgebra generada por el conjunto {a, b} es {0, a, b, 1}. Investigaremos en
SH la variedad generada por ellas que sera notada por CZ. Diremos que un algebra de
semi-Heyting L en SHY es una CZ-dlgebra si L € CZ.

Observemos que en el caso de las algebras de Heyting lineales totalmente ordenadas
para todo a,b € L si a < b entonces a — b = 1 y en el caso de las cadenas en comSHC,
para todo a,b € L si a < b entonces a — b = a. Como consecuencia la variedad CZ es
mas general y abarcativa como muestra el siguiente ejemplo:

— 0 a 1
1

0 1 a 1
a

a 0 1 a
0 110 a 1

Vamos a probar que la variedad CZ esta definida, médulo SH, por la identidad
B1) (zAy) Ve —=y) cr)V(e—y) oy Ve —y) =1

donde z <> y=(x - y) A\ (y — ) .

Ademds demostraremos que CZ estd generada por sus miembros (cadenas) finitos,
los cuales seran caracterizados, y estudiaremos diferentes propiedades de estos miembros
finitos que la generan.
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3.2. Base ecuacional para la variedad CZ y generacién
por sus miembros finitos

Veremos que CZ estd definida por la identidad (3.1) y probaremos que estd generada
por sus miembros finitos los cudales serdn caracterizados de manera completa. Recordemos
que en CZ si L es una cadena y W C L entonces la CZ-algebra generada por W es
wu{o,1}.

Del teorema 1.0.19 resulta inmediato probar el siguiente lema.

Lema 3.2.1 Si L es una cadena de semi-Heyting y L = ((x Ay) <> y) V ((r = y) <
)V ((z—y) oy V(r—y) ~1 entonces L € CI.

El siguiente resultado prueba uno de los principales objetivos de esta seccion:

Teorema 3.2.2 La identidad (3.1) es una base ecuacional para la variedad CI relativa a
SHE:

Demostracién Sea L € SHC subdirectamente irreducible tal que verifica la identidad
(3.1). Por el Lema 2.4.2, L es totalmente ordenada. Luego, del lema anterior, L € CZ.
Para la reciproca consideremos un algebra subdirectamente irreducible L € CZ. Que-
remos probar que para todo a,b € L se tiene que ((a A b) <> b) V ((a — b) <> a) V ((a —
b) <+ b) V (a — b) = 1. La igualdad anterior resulta inmediata del hecho de que si a < b
entonces a — b € {a,b, 1}. [ |

Ahora vamos a determinar los elementos que generan la subvariedad CZ. Para lograr
este objetivo deberemos introducir algunos conceptos.

Consideremos el siguiente ejemplo crucial para la comprensiéon de las definiciones dadas
en el resto de la seccién.

Sea L un reticulado con 4 elementos, L = {0, a1, a2,1}, con 0 = ag < a1 < az < az = 1.
Consideremos una operacién binaria —: L x L — L de tal manera que (L, A,V,—,0,1)
es una CZ-algebra.

Observemos que 0 — 1 € {0,1}. Si 0 — 1 = 0, por el lema 2.2.5, 0 — a = 0 para
0 < a. Ademds si 0 — 1 =1, por el lema 2.2.5,0 — a € {a, 1} para 0 < a. Esta situacién
se puede generalizar para todos los elementos a — b con a < b de la siguiente manera:

a si a—1=a
(3'2>a_>b_{e{b,1} s a—l=1

Vamos a introducir una funcién v que determinara los elementos de la forma a; — 1
con 0 <7< n—2,esdecir, a; = 1 = a,@.

Definicién 3.2.3 Sean € N con n > 2. Llamaremos valuacién n-ésima a toda funcion
v:{0,1,...,n—2} = {0,1,...,n—2,n— 1} tal que v(i) € {i;n — 1}.
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Observemos que la expresion (3.2) es equivalente a la siguiente afirmacién:

a; — aj = a, donde

ANy st e —1=aq
k‘{zvy G ao>1—1 (a0l
é . . .

b (AW si oa; —1=aq (caso 2)

n—1 s ag—>1=1
con 0 <1<y <3.

Destaquemos también que si a; — 1 = a;, en ambos casos, k =i A j.

Para aclarar la idea de las definiciones que daremos a continuacion, vamos a considerar
en nuestro ejemplo la siguiente implicacién de semi-Heyting:

1 — 10| a; | asy

O 1|1 ax]| 1
@2 ar 0] 1 |a | aq
ax a9 0 aq 1 1
0 1 0 ay; | o 1

En este ejemplo los elementos Z] (i, 7) v Z5 (i, j) que definiremos més abajo correspon-
deran a los casos 1 y 2, respectivamente.

Para ag — a; al subindice k le corresponde el caso 2 pues ag — as = az. Analogamente
para los elementos ag — aq, ag — as,a; — as,a; — az, as — ag les corresponden los casos
1,2, 1, 1, 2 respectivamente.

Finalmente la funcién Z(i, j) representard el subindice k para cada i, j.

Definicién 3.2.4 Sea n € N con n > 2. Sea v una valuacion n-ésima. Definimos las
funciones Z],Z} :{0,...,n—2} x{1,...,n—1} = {0,...,n— 1} como

e o~ AN st y(i) =1
Zﬂ“ﬂ_{¢Vj si (i) =n-—1

oo JAng st y(i) =1
ZQ(Z’j)_{n—l si y(i)=n-1

con v < j.
Observemos que si (i) =14, Z] = Z3.

Veamos que las definiciones anteriores nos permiten definir una implicacién de semi-

Heyting sobre una cadena finita cualquiera de modo tal que el dlgebra resultante sea una
CZ-algebra.
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Definicién 3.2.5 Sea L : a9 < a3 < ... < a,_1 una cadena con n elementos (n > 2).
Sea v una valuacion n-ésima. Defino —, ,: L x L — L como:

n—1 st 1=17
a; =z a5 = ap donde k= ¢ j si 1>j conze{l;2}
Zy(i,7) si 1<]

Lema 3.2.6 Sea L : ag < a3 < ... < a,_1 una cadena con n elementos (n > 2). Sea 7y
una valuacion n-ésima. Entonces (L, —, ;) € SH.

Demostracién Por definicién de —,,, L Fw —,, w~ 1.

Sean ¢,d € L : ¢ < d. Queremos probar que c A (¢ =, d) = ¢ A d. Como ¢ < d,
c=a;, d=a; coni<j.

Entonces ¢ A (¢ =4, d) = a; A (a@; =5 a;) =

a; Nan; st (i) =i

a; Nay; sioc(i,j)=1y~y(i)#i =a;,=cAd.

a;Nan—1 st c(i,j) =2y (i) #i

Porellema 222 LiEwA (W —,, y) R wAYy.

Resulta extenso pero sencillo probar que L |= wA(y —4,, 2) & WA[(WAY) = (WAZ)].

Por el Lema 2.2.3, —, , es una implicacion de semi-Heyting. |

SeaL :ap < a; <...<a,1unacadena con n elementos (n > 2). Sea v una valuacién
n-ésima. Notaremos LI , al dlgebra (L, —, ,).

Lema 3.2.7 L7 € CT.

Demostracién Basta ver que LI, satisface la identidad (3.1). Sean ¢,d € L. Si ¢ > d,
(¢ Nd) <> d = a,_1. Supongamos que ¢ < d. Luego ¢ = a;, d =a; con i < j.
aipj S v(i) =i

Entonces ¢ =, d=a; =, a; =< ai; st x(i,7) =1y () #i =
an—1 st z(i,f) =2y (i) #
a; si (i) =1 c sio (i) =1
aj st oz(i,j)=1y~()#i =4 d si x(i,j) =1y (i) #i
tr s s =2y 90 A0 | ans sto2(ig) =2y (i) £
Como consecuencia (¢ —, d) <> c=ap,—1 6 (¢ 2y, d) > d=a,_16¢ =, d=ay_.
Luego Ll , satisface la identidad (3.1) . |

Vamos a ver que toda cadena de la variedad CZ se puede representar de la manera
que vimos anteriormente.

Lema 3.2.8 Sea L € CI una cadena con n elementos (n > 2). Entonces existe una
valuacion n-ésima vy tal que L ~ L7

Demostracion Como L es una cadena, L : Ay < A; < ... < A,_1. Definimos una
valuaciéon n-ésima v como:
1 si Al — An—l = Az

=Y 021 s A A, £A
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s =y & Ao SiFne
yz(i,n—1)=1.

Observemos que 7y y z estan bien definidas pues, como L € CTZ, A; — A; € {A;, A;, A1}
si0<i<j<n-—1.

Veamos que L ~ L;ﬁx. Para esto basta ver que A; — A; = Ay siy sélo si a; =4, a; =
apcon 0<i1<jij<n—1let<k<n-—1

Supongamos que A; — A; = Aj. Entonces A; — A; € {A;, A;, A,—1}. Tomaremos
casos sobre A; — A;.
@i V(Z) ~ ' Por el lema
a; st (i) #i
2.2.5, como A; - A; = A; se deduce que A; — A,_; = A;. Luego (i) = i. Entonces
a; —~5 a; = a;. Los otros casos son similares.

Para la reciproca, tomemos como hipétesis que a; —,, a; = aj. Por el lema 3.2.7,
a; =z a; € {a;,aj,a,_1}. Si a; =, a; = a; entonces A; — A,_; = A;. Por el lema
225, A, =+ Aj; = A;. Los otros casos son similares.

Como consecuencia L ~ L7 . |

Sij#Fn—-1y A, = A; =4 entoncesai—>%xaj:{

El siguiente ejemplo permite al lector una mejor comprensién de las funciones definidas
en la demostracion del resultado anterior.

1 —10la]l
0O]1]a]|l
a a |0]|1]a
1 {0]all
0

En este caso ag = 0,a; = a,as = 1, v((0,1)) = (2,1), z(0,1) = 1, 2(0,2) = 2y
z(1,2) = 1.

Veamos que las algebras de la forma L7 son justamente las que generan toda la
variedad CZ.

Teorema 3.2.9 Sea V una subvariedad de CI. V es propia si y sélo si LY . ¢ V para
alguin n € w, v una valuacion n-esima.

Demostracion Si LT, ¢V, por el lema 3.2.7, V es propia.

Supongamos que V es propia. Entonces V # CZ. Luego existe una identidad € ~ \
tal que V = e & Ay CZ [~ e = A. En consecuencia existe una cadena A € CZ tal que
A [~ e = A\ Sean z1,9, ..., %, las variables que ocurren en la identidad € &~ \ y sean
ai, as,...,a, € Atal que €(ay,as,...,ay) # Nay, ag, ..., a,). Consideremos la cadena B
formada por los elementos ay, az, . .., ap. Por el lema 3.2.8, B ~ L7  para alginn € wy
7 una valuacién n-esima. Luego L , ¢ V. [ |

Usando un argumento similar al de la demostracion del teorema 3.2.9, se prueba que
toda subvariedad de CZ estd generada por sus cadenas finitas.
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3.3. Propiedades de los generadores de CZ
A continuacion vamos a estudiar propiedades interesantes sobre los generadores de CZ.

N n . ‘ ‘ o . .
Lema 3.3.1 L , ~ LI siy solo sise satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Yo = "1,
(2) zo(i,7) = x1(4,7) si (i) =n—1con0<i<j<n-—1.

Demostracion Supongamos que L7~ LT . Entonces a; =0 @5 = @i =42y G
a; si (i) =1
con0<i<j<n—L1Sij<n—1a Sy, =13 a si (i) #iy xo(i,g) =1

an1 st (i) # iy xo(i,j) =2
a; st m(1) =
Y Qi 2y G5 = a; si ")/1<Z) 7é 1 y l’l(l,j) =1
an-1 st (i) #Fiy (i, j) =2
Siyo(i) =n—1y xe(i,j) = 1 entonces a; —>~, 4, @; = a;. Por hipétesis, a; —-, », a; =
a;j. Luego v1(i) =n— 1y x1(4, j) = 1. Los otros casos son similares, luego queda probado
My @)

Supongamos que L v L satisfacen (1) y (2).

sT1

a; si 70(2) =7
Sij#EN—1,a4; =0 0 = § G si (i) £iyxo(i,g)=1 =
an_1 st (i) #iy zo(i,j) =2
a; si (i) =1
a; si 71(2) # 1 y Il(Z,j) =1 = a; _>71,x1 Q.
a1 st (i) #Fiy x1(i,j) =2
El otro caso es similar. Luego L” =~ L” |

70,20 Y1,x1”

Ejemplo 3.3.2

Y0,Z0 Y1,T1 0 ]‘7 ’71(0) = 27 ’72(1> = 17 xO(Oa ]-) = .731(0, ]-) -
1, 0(0,2) = x1(0,2) = 1, x012)—1y 1(1,2) = 2.
Lio Ty L; x1 donde 70( )

1,20(0,2) =2, 29(1,2) = 21(1,2) =1 xl(g

L3 ~L3  donde (0 2—2 Yo(1) =

0, 12(1) = 2,20(0,1) =

Lema 3.3.3 L . € IS(L""! ) si y sdlo si existe k con 1 < k < n — 1 tal que dados

Y0,Z0 Y1,T1

0<i<j<n-—1 sewverifica que:

(1) (i

(2) (i

(3) wo(i,J) =x1(i, ) si i<j<ky()=n—1

(4) zo(i,7) =210, 7+ 1) st i<k<j<n—1yy()=n—1
(5) o

zo(i,j) =2 (i+1,7+1) st k<i<j<n—1yy()=n—1.
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., . . . ., n n+1
Demostracién Veamos la primera implicacién. Supongamos que L2 € IS(LZT} ).

L ap<a;<...<apq1yL' 1Aj< A <...<A,1<A,.

70,20 Y1,Z1

n+1

Luego existe A : LY, — L™ un monomorfismo de semi-Heyting y existe A; € L

V1,21

c0n1<k<n—1talqueAk§Z)\(
Entonces A(a;) = {

Soato):
Ai si 0 < 1< k
Az—i—l si k S 1 < n —
Supongamos que i < j < k. Entonces A\(a;) = A; y Aa;) = Aj.

A, st oyl(i
Luego MNa; =20 05) = A st xo(4,5) =1y (i) #1
A, st wmo(i,7) =2y (i) #i
A, stom() =
Ademas, A(a;) =+, 2, Maj) =A; =400 Aj =< A si $1<Z,j) Ly m(i) #i .
Ap osiox(i,j) =2y () #1

i
Es inmediato ver que yo(i) # iy xo(i,7) = 1 si y sélo si x1(i,7) = 1y 711(i) # 4. Los otros
casos similares.

n+1
Probemos la reciproca. Definimos A : LT = — L™ como:

Vo Ai+1 si kgzgn—l

Claramente A es un monomorfismo de reticulados. Es largo pero rutinario probar que
MNai =020 @) = MNa;) =412 Ma;). Luego L € IS(LH! ). [ |

70,20 V1,21

Lema 3.3.4 L" € H(L™"! ) siy sdlo si dados 0 < i < j<n—1 se verifica que:

70,0 71,21

(1) yo(i) =i siy solo si y1(i) =i cuando i <n —1
(2) 2o(i,j) = 21(i,j) sii <j<n—1yn~()#i

c H(LnJrl )

Demostracion Supongamos que L7 A,

70,20

L  :qy<a <. <an1yL”1z Ay <A< ... < A,.

70,20 1
n n+1 n+1 :
Entonces L7, ~ LI /[A, 1). Sea 8 : L, /[An—1) — LZ, ., un isomorfismo.

ag si 0<k<n-—1

Luegoﬁ(Ak): Up_p sSi n—1<k<n '

a; si (i) =i
Sii<j<n—1 B(A) = B(A) =1 a si (i, j) =1y (i) #i
an_1 si 20(i,7) =2y (i) # 1
a; si m(i) =

Ademas B(A; =+, 2, 4j) =1 a; si (4, ) 1Ly (i) #i .

-y st x1(i,)) =2y m(i) #i
Usando que f es un isomorfismo resultan en forma inmediata las afirmaciones (1) y (2).
El caso en que i <n — 1 < j es similar.
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Para la reciproca queremos probar que L?{MO € H(LZ', ). Consideremos el filtro
[An—1) = {An_1; Ay}, Veamos que L2 -~ LI /[A, ).

. - a si 0<k<n-—1
Definimos 3 : L2t] /[A,-1) — L2, como B(Ay) = { Cli—l G m_l<k<n

Veamos que si 0 < i < j <n, B(A;) 1020 B(A)) = B(Ai =1, 20 4j).
Sii<j<n-—l,

a; si (i) =1

a; si xo(i,7) =1y @) #£i =
an—1 st xo(i,j) =2y y0(i) #i

a; si 71(2) =1

0 s om(ig) =1y (i) £i =
Gy s mig) =2y i) £

, 4
B(An) si ai(i,j) =2y (i) #i

Los otros casos son similares. [ |
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Capitulo 4

La variedad de las algebras de
semi-Heyting que satisfacen la

identidad (0 - 1)*V (0 = 1)™ =1

4.1. Introduccion

Sankappanavar introdujo en su trabajo ([33]) varias subvariedades de SH, por ejemplo,
la variedad SH” de las dlgebras de semi-Heyting de Stone, la variedad SH? de las dlgebras
de semi-Heyting booleanas, la variedad QH de las quasi-Heyting algebras, la variedad
SHC generada por sus cadenas, investigada en la seccién 2, la variedad F7 T en la cual
0 - 1 ~ 1, la variedad FTF en la cual 0 — 1 =~ 0, y algunas mas. Estas nuevas
subvariedades resultan ser interesantes desde el punto de vista de la logica no clasica, ya
que nos pueden proveer nuevas interpretaciones de la implicacién como conectiva.

El propédsito de esta seccion es introducir e investigar la subvariedad ZSSH de las
algebras de semi-Heyting que satisfacen la ecuacién (0 — 1)*V (0 — 1) =~ 1. Clara-
mente, la variedad de las algebras de semi-Heyting de Stone estd contenida en ZSSH.
Es mas, ZSSH contiene todas las subvariedades introducidas en [33], y es de hecho la
menor subvariedad de SH que contiene a todas las subvariedades de Sankappanavar. Los
resultados hallados en este capitulo forman parte del trabajo [4].

Un élgebra de semi-Heyting L = (L, V, A, —,0,1) se dice un dlgebra de semi-Heyting
con una implicacion stoneana si satisface la identidad (0 — 1)* Vv (0 — 1)** ~ 1.

Notaremos ZSSH la variedad de las algebras de semi-Heyting con una implicacion
stoneana. Observemos que la variedad de las algebras de semi-Heyting stoneanas esta con-
tenida propiamente en la variedad ZSSH (ver teorema 4.2.8).

El objetivo de esta seccion es probar que las subvariedades introducidas en el capitulo
1 son de hecho subvariedades de ZSSH. Estudiaremos las relaciones entre ellas dentro
de ZSSH y determinaremos el subreticulado generado por las subvariedades anterior-
mente definidas dentro del reticulado de subvariedades de SH. También introduciremos
y estudiaremos nuevas subvariedades de ZSSH.
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Ahora probaremos algunas propiedades simples de las algebras de semi-Heyting sto-
neanas.

Teorema 4.1.1 St L es una dlgebra de semi-Heyting stoneana subdirectamente irreduci-
ble entonces 0 es A-irreducible.

Demostraciéon Supongamos que existen a,b € L tal que a Ab =0 con a # 0. Como L

satisface la identidad de Stone, a* V a™ =1, y como 1 es V-irreducible, a* =1 6 a* = 1.

Pero a* # 1, entonces a** = 1. Como consecuencia a* =0, y luego 0 =bAa* =bA (a —
s

0) "V b Al(bAa) = (bA0) =bA (0 0)=b. ]

Corolario 4.1.2 Si L es una dlgebra de semi-Heyting finita subdirectamente irreducible,

entonces L es un dlgebra de Stone si y solo si L tiene un unico dtomo.

Corolario 4.1.3 Si L es una dlgebra de semi-Heyting stoneana subdirectamente irredu-
cible y |L| <5, entonces L es una cadena.

Recordemos que PTP es la subvariedad de SH definida por la identidad z — 1 &~ .
En [33], el autor prueba que PTPY = comSHE y se pregunta si es cierto que PTP =
comSH ([33, Problem 14.11]). Probemos que, en general, PTP = comSH.

Teorema 4.1.4 Sea L € SH. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) z—y~ry—z
2 z—>1l=z
B) yN(z—y)=zAy.

Demostracién (1) = (2) Sia€L,a—1=1—a=a.

(2) = (3) Sean a,b € L. Entonces bA (a — b) = bA[(bAa) — (bAD)] =bA[(bAa) — b] =
=bA[(bAa) = (bAL)]=bA(a—1)=bAa.

(3) = (1) Sean a,b € L. Entonces (a — b) A (b —a) = (a = b) A[((a = b) Ab) = ((a —
b)Aa) == (a—=b)AN[(anb) = (aAb)] = (a = b)A1=(a—D). Luego a — b < b — a.
Similarmente, b — a < a — b. Entonces a — b=b — «a. [ ]

Corolario 4.1.5 comSH = PT7P.

Una vez que uno tiene estudiada la variedad en la cual — es conmutativa, es natural
preguntarse acerca de la variedad asocSH en la cual — es asociativa. Probaremos que,
de hecho, la identidad z — (y — 2) ~ (z — y) — 2z caracteriza la variedad V(2).

Lema 4.1.6 Si L € asocSH, entonces L satisface x — 1 ~ .

Demostracién Para a € L, basta tomar © = y = z = a en la identidad z — (y — 2) =~
(x = y) = 2 [ |

Corolario 4.1.7 asocSH C comSH.
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Teorema 4.1.8 asocSH = V(2)

Demostracién Es claro que 2 € asocSH. Entonces V(2) C asocSH.
Sea L un algebra subdirectamente irreducible en asocSH con |L| > 2. Sea d € L el
Unico coatomo en L y probemos que d = 0. Supongamos que d # 0. Tenemos que

0—-0—=d=(0—0)—d=1—>d=d.

Del corolario 4.1.7, 0 - d=d —- 0 =d"* = 0. Entonces d =0 — (0 - d) =0 — 0 =1,
contradiccién. Luego |L| = 2. Por conmutatividad, tenemos que 0 — 1 = 0, entonces
L~2 |

Las siguientes algebras seran usadas en la seccién 4.2. Es rutinario probar que son
algebras de semi-Heyting subdirectamente irreducibles.

L
bl ST0]all
0o T1Tolo En L;, (0 — 1)* = 1, entonces L €
a ISSH. Por otro lado, es claro que Ly &
a |0|1]a 7D
1 10]all TD.
0
L
21 —10]a|l
a 0O 1|11 Tenemos que Ly es un algebra de Hey-
a |0]1]1 ting.
0 1 10fall
L
oo Sl0lall .
Es claro que Lj satisface y < z — vy,
O(1]all
a entonces Ly € QH. Comoa =0 — a #
a |[0|1]1 1, Ly & H
10]all P
0
L
v —|0]a|l
" 0 |1|la|l Ly € FTT. Como 1 # a — 1 = a,
a |0]1]a L, ¢ OH.
0 1 |0)al|l
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Lr

—10]a|l

O|1]lal|a

< 0114 Tenemos que Ly € FTD y Ly ¢ FTT.
1 10]all

—10]a|l

0 [1]0]0 Observemos que a — 1 # 1 — a, en-
a |0]1]1 tonces Lg ¢ comSH.

1 10|a]|l

—10]a|l

0|1]1|a

a 0111

1 10]all

—10]a|l

0O|1|lala

PN EERE] Ls € FTD.

1 10fa|l

—|0]la|blc|d]|l

O (11|11 ]1]1

a (0]1]1/1]1|1] Observemos que Lg es un algebra
b |0|c|1]|1]|1|1| deHeytingy satisface z*V z** ~
c|O0]b|b|1]1]1 1, entonces Lg € H?.
d|0lal|blc|1]|1

1 10fjalblc|d]|l
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—|0la|blc|d]|l
1 0O]1]0[0]0|0]O
d a|0[1l|lc|blala
Lio b c b |0|c|1l|al|bl|b
a c |0lblalllc]|ec
0 d|0lalblc|1l]|d
1 10lalblc|d]|l
—10]lalb|c|1
1 O (11111
= a C b Z 2 clz [i 1 1 Ly, es un algebra de Heyting.
0 c|O0]jalb|1]|1
1 [0fla|blc]|1
—|0]lalblc]|1
1 O |1|b]la|0]O0
L c alb|1|0]ala
a b b lalO0|1]b]|b
0 c|0lalb|l]c
1 10|la|b|c]|1

4.2. Generando un subreticulado del reticulado de
subvariedades de ZSSH

El objetivo de esta seccién es determinar el subreticulado generado por las subvarie-
dades introducidas en la seccion 4.1 dentro del reticulado de subvariedades de ZSSH.

Lema 4.2.1 Sea L € SH.
(a) SiLE(xAy) >z ~1 entoncesLEyA(x —y) =~ y.
(b) SiLEyA(zr —y)~y entonces L0 — 1~ 1.

(¢c) SiLEO0—1~1 entonces L = (0 — 1)* ~ 0.

Demostracién bA (a — b) "2V b A (bAa) — (bAD) =bA((bAa) —b)=bA1=b,
probando (a). (b) se obtiene tomando x = 0, y = 1. Finalmente, (c) es claro. |

Lema 422 HG QH G FTT & FTD & ISSH.
Demostracion Del lema 4.2.1, H C QH C FTT C FTD, y es claro que FTD C

IZSSH. Las algebras Lz, Ly y Ls prueban que H # QH, QH # FTT y FTT # FTD.
El dlgebra Ly € ZSSH \ FTD, entonces FTD # ISSH. [ |
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Lema 4.2.3 conSH & FTF & ISSH.

Demostracion Sea L € conSH. En L, 0 —-1=1— 0= 0, entonces L € FTF. Es
claro que FTF C ZSSH y consecuentemente, conSH C FTF C ZSSH. Teniendo en
cuenta las algebras Lg y Ly tenemos que conSH # FTF y FTF #+ ISSH. [ |

Es claro que T & V(2) & H.

Consideremos ahora las siguientes identidades:

41) [(2Va) A0 = DIV [((z = y) <y — ) A0 —1)] ~1,

(

(42) [(0=1)"A(@Vva)]VI(zAy) = y) A0 —=1)] =1,

(4.3) [((@Ay) = y) A0 = DIV[((z—=y) <y —2)AN0—= 1)1,
(44) [(@Ay) =y A0=1)]V(0—1)" =1,

(4.5) (Va2 )V (00— 1) =1,

(4.6) [(yn(z—=y) <y A0 =DV [(zVe)A0—=1)T=1,

@47 [wA(@=y) <y A0=D]VI(z—=y) < y—=2)A0=1)]x1
(48) [(yA(z—=y) < y) A (0—>1)]V( )" ~1,

(49) O=1)V[O0—=1)"A(zVa) =~

(4.10) (0 —=1)V [(0—>1)/\((9€—>y)<—>(y—>$))]%1,

(411) (0—=>1)V(0—1)"=1,

(4.12) (0 =1 VI[(0—=1)"A(zVa")] =1,

(413) O=>1D)"VO0=1)"A((z =y < (y— ) ~1

Sea &; la subvariedad de SH definida por la identidad (4.7).
Lema 4.2.4 V(2 gSHBg&ggﬁgEgg&g
Demostracion Sea L € & subdirectamente irreducible. Para a,b € L,
[(0—=1D*A(aVa")]VI[((aAb) =Db)A(0—1)]=1.

Entonces (0 = 1)*A(aVa*) =16 ((aAb) = b)A(0—1)=1.

Si ((anb) — b)A(0— 1) =1 entonces (a Ab) - b=1y0— 1= 1. Entonces
bA(a—b)=by0—1=1.Luego L € &, es decir, & C &.

Las otras inclusiones son similares (ver apéndice 10.2.1).

Veamos que & # &. El algebra Lj satisface las identidades y A (x — y) =~ y v
0 — 1 ~ 1. Entonces Ly € &. Pero si tomamos = 0 e y = a en la identidad (4.2),
obtenemos [(0 = 1)* A(OVO*)]V[(0 = a)A(0 = 1)]=0V]aAl] =a# 1. Luego L; & &,.

Para el resto de las desigualdades, es suficiente considerar las algebras 2, Lo, Ly v Lg.
[ |
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Lema 4.2.5 comSH g 51 g 83 g 57 g 510 g 813.

Demostracién Probemos que £ & &. Sea L € & subdirectamente irreducible y a,b €
L.Si(aVa*)AN(0—1)=1entonces aVa*=0—1=1. Entoncesa=106a=0.En
ambos casos, (e Ab) - b=0—1=1. Entonces L € &;.

El algebra Ly pertenece a &, pero si tomamos z = y = a en (4.1), obtenemos que
(aVa*)AN(0—1)=a#1, entonces Ly ¢ &,. Consecuentemente, & & &;.

Los otros casos son similares (ver apendice 10.2.2). Las desigualdades correspondientes
se obtienen considerando las algebras Ls, Ly, L5 y el dlgebra 2. |

Lema 4.2.6 FTF G & G E G E G En G TSSH.

Demostracion Sdélo probaremos que & g &4. Sea L € & subdirectamente irreducible y
sean a,b € L. Tenemos que L satisface (zV2*)V (0 — 1)* ~ 1. Si 0 — 1 = 0 la identidad
(4.4) se verifica trivialmente. Si 0 — 1 = 1 entonces a V a* = 1 y como en la demostracién
anterior, (a A b) — b = 1. Finalmente, el caso 0 — 1 = a con a ¢ {0,1} no es posible,
pues tendriamos que (aVa*)V (0 - 1)* =aVa* # 1. Luego, L € &,.

El dlgebra Ly pertenece a &, pero si tomamos = = a en (4.5), observamos que Ly & &s.
Luego, & & &4

Las otras relaciones pueden ser verificadas teniendo en cuenta el lema 4.2.1 y usando
las algebras 2, L3, Ly v Ls. [ |

De una manera similar se pueden probar las siguientes relaciones (para la demostracion
completa ver apéndice 10.2.3).

Lema 4.2.7

1) V(2) & comSH.

(1) v
(2) V(2) G SHP G & G &
B) HGEGESE
(4) QH G & & & & &
(5) FTT & & & &0 & &

(6) FTDG E12 G E13 G ISSH.

Recordemos que, para una variedad dada V, V© es la variedad VN SHE v VS es la
variedad ¥V N SH”.

Teorema 4.2.8 SHC & SH* & ISSH

Demostracién Por el lema 2.4.2, SHY C SH®, v es claro que SH® C ZSSH.

El dlgebra Ly € SH®. Como Ly es un dlgebra subdirectamente irreducible que no es
una cadena, Ly ¢ SHE (lema 2.4.2).

Similarmente, el 4lgebra Ly; € ZSSH, pero Li; ¢ SH®, pues no contiene un tnico
atomo. [ |
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Corolario 4.2.9
(a) HY G HS G H.

(b) QHY G QH” & OH.

(c) FTTC G FTT G FTT.
(d) FTD° & FTD® & FTD.

Demostracién Sélo se demostrara el inciso (a) dado que los otros son andlogos. Por el
teorema 4.2.8, HY C H® C H. Ademds Ly € H® pero Lg € HC (ver teorema 4.2.8). Para
finalizar, Ly; € H pero Ly; € H® (ver teorema 4.2.8). [ |

Corolario 4.2.10
(a) comSHE G comSH® & comSH.
(b) FTFC G FTF® & FTF.

Demostracién Vamos a demostrar el inciso (a). Por el teorema 4.2.8, comSHS C
comSH® C comSH. Ahora, el dlgebra Ly € comSH®. Pero, por el lema 2.4.2, Ly, ¢
comSHE . Por otro lado, el dlgebra Ly € comS?H, mientras que Lo & comSH® pues no
tiene un unico atomo. |

Corolario 4.2.11 &7 G &7 G E,1<j <13

Demostracién Sélo probaremos el caso j = 1. Por el teorema 4.2.8, £ C &7 C &. El
dlgebra Ly es commutativa, entonces en particular, Ly € £°. Como £¢ C SHY, por el
teorema 4.2.8, Lig ¢ £ Entonces 7 G &7 Por otro lado, el dlgebra Ly, es commutativa,
y entonces Ly € &, pero a* V a** # 1, entonces Ly & SH”. [ |

El siguiente lema sera utilizado en el resto de esta seccion.

Lema 4.2.12 Sea L € SH® subdirectamente irreducible. Si 0 — 1 =c con c € L\ {0,1}
entonces L no satisface ninguna de las identidades (4.1) a (4.11).

Demostracién Si L € SHY es subdirectamente irreducible, L es una cadena. Como
0—1=cconce L\{0,1}, (0 —» 1)* = 0. El resultado sigue de tomar x = y = c en
cualquiera de las identidades (4.1) a (4.11). [

En lo que sigue vamos a encontrar el supremo y el infimo en el reticulado de subva-
riedades de ZSSH de cada par de subvariedades previamente definidas. Observemos que
una base ecuacional para V(2), médulo SH, estd dada por x Va*~1y 0 — 1~ 1 ([33,
Corolario 9.3]), y una base ecuacional para V(2), médulo SH, esta dada por z V x* ~ 1

y 0 — 120 ([33, Corolario 9.4]). Luego V(2) = SHENFTT y V(2) = SHE N FTF.

Lema 4.2.13
(a) HNSH? =V(2).
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(b) V(H,SHP) = &,.

Demostracién Es claro que 2 € HNSHE. Sea L € HNSH?P subdirectamente irreducible.
Por el lema 1.0.20, L~ 2 o L ~ 2. Como L € H, L ~ 2. Entonces tenemos (a).

Con el objetivo de probar (b), sea L € & subdirectamente irreducible. Supongamos
que 0 — 1 = 0. Entonces para a € L, obtenemos en (4.2), a V a* = 1. Entonces L €
SHP. Si0 — 1 = 1, entonces para a,b € L obtenemos en (4.2), (a Ab) — b =1,y
consecuentemente, L € H. Ademas, de los lemas 4.2.4 y 4.2.7, SHE C &, yHCE. R

De manera similar (ver apéndice 10.2.4), usando el lema 4.2.12 y los resultados y
ejemplos anteriores, se puede probar que:

Lema 4.2.14

(1) (a) SH®NcomSH =V(2) (b) V(Es,&5) = &i.
(b) V(SHT, comSH) = &.. (8) (a) FTDNE = FTT

(2) (a) QHNE =H (b) V(FTD,E9) = &
(b) V(QH, &) = &. (9) (a) &ENE =&

3) (a) &NE =SH (b) V(&s, &) = Eno.
(b) V(&,&1) = &s. (10) (a) ENE =&

(4) (a) & NFTF = comSH (b) V(& &) = Es.
(b) V(&, FTF) =6&s. (11) (a) EnNé&p =&

(5) (a) ENFTT = QM (b) V(Er, E10) = Exs.
(b) V(&, FTT) = &. (12) (a) EoNés =&

(6) (a) & NEs =& (b) V(Eo, &) = Enr.
(b) V(& &) = & (13) (a) E3N&n =&

(1) (a) &NE =& (b) V(Ei3,E11) = ISSH.

Observemos que ZSSH & SH, como muestra el siguiente ejemplo.

1
—10lal|b|c|1
L c 0Ol1|blalala
a | b|1]|0|lala
a b b lalall]|1]|1
c|0]lalb|l]|1
1 /0ja|blc]|1

0
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*

Tenemos que L es una élgebra de semi-Heyting, pero (0 — 1)*V (0 — 1)* = ¢ Va* =
b*Vb=aVb=c#1, entonces L ¢ ZSSH.

Luego resulta el siguiente teorema.

Teorema 4.2.15 La relacion de orden entre las subvariedades previamente definidas es
la graficada en la siguiente figura.
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Capitulo 5

Base ecuacional para la variedad

n
;—rA;=0y

5.1. Introduccion

Consideremos las cadenas de semi-Heyting con n elementos de la forma
L:0=as<a1<...<apo<a,_1=1.

y todas las implicaciones —: L x L — L que determinan una estructura algebraica de
semi-Heyting sobre el reticulado subyacente de L.

En el presente capitulo llamaremos

n

a;—a;=0ar
a la variedad de las cadenas consideradas anteriormente que satisfacen con la condicién:
a—a;=a,conl<i<jyj<n—ler<r<n-1

Por ejemplo, la variedad V;:’l ap—a, ©8 la variedad generada por las dlgebras Lo, L, L,
L7 v Lg del capitulo 4. Recordemos que estas dlgebras tienen como reticulado subyacente

0:a0<a1<a2:1ya1—>a2:a1—>1:1.

El principal objetivo de este capitulo es encontrar una base ecuacional para cada una
de éstas subvariedades. Creemos que es el paso previo fundamental para obtener una base
ecuacional para la variedad generada por un nimero finito de cadenas de semi-Heyting
arbitrario. Para lograr este objetivo deberemos describir el comportamiento de las dlgebras
subdirectamente irreducibles de cada una de ellas. Este andlisis ademds de ser esencial
para nuestro objetivo es interesante para observar que aun trabajando con estructuras
sencillas de reticulados totalmente ordenados el problema se vuelve altamente complejo.

Notacién 5.1.1 Notaremos a(a; = a; = a,) con i < j, i <r a la identidad:

n—1
\V @V = a) V(=) o) ~1
I,m=0, I<m
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El siguiente teorema es central para el resto de la seccién debido a que caracteriza
a aquellas cadenas de semi-Heyting con n elementos, L : 0 = qp < a1 < ... < a2 <
an—1 = 1, tales que a;, = a; = a,.

Teorema 5.1.2 Sea L : 0 = a9 < a1 < ... < ap,_1 = 1 una cadena de semi-Heyting
con n elementos. Entonces a; — a; = a, en L si y sélo si L satisface la identidad
ala; »a;=a,) con0<i<j<n-—1.

Demostracién Supongamos que a; — a; = a, en L. Sean ¢i,¢2,...,¢,-1 € L. Sic > ¢y
para algun [ < m entonces (¢; V ¢,,) = ¢ = ¢ — ¢ = 1. Luego podemos suponer que
cp < ¢ < ...< cp1. Entonces ¢, = a,, con 1 < m < n—1. Como a; = a; = a,,

¢; = ¢; = ¢,. Luego L satisface la identidad a(a; — a; = a,).

Para la reciproca, supongamos que L satisface la identidad a(a; — a; = a,). Tomamos
Ty = Gy, con 1 <m < n —1enlaidentidad a(a; = aj =a,). Sil<m, (qVay) = a =
a, — a; = a; # 1. Entonces a; — a; = a,. [ |

Observemos que como corolario inmediato del resultado anterior se tiene que Vg, _,, —,,
satisface la identidad a(a; — a; = a,).
El siguiente lema prueba que toda cadena de semi-Heyting con n—1 (n > 3) elementos

puede sumergirse en cualquier variedad Vg _,, _, siempre que a; # 0.

Lema 5.1.3 Sea L una cadena de semi-Heyting con 2 < |L| < n —1, n > 3 elementos.
Entonces L € V" conl<i<ji<n—1lei<r<n-—1.

a;—a;=0ar

Demostracién Probemos primero el caso en que |L| =n — 1. Es decir L : 45 < 4; <
. <An_9.Seal!:ay<a <...<a,_; una cadena con n elementos.

' ) Joay st k<
Definamos g : L — L comoﬁ(Ak)—{ Qi1 si k>0

Observemos que 8 se comporta como en el siguiente grafico:

ﬂ o Gp—1

e

An72 .

Q41

Ay [\> ai—1
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Observemos, también, que  es un monomorfismo de reticulados.
Ahora definamos una implicacién = sobre L.

([ B(A— Am) si B(A) =q v B(Am) =am,l<m
a, si l=14,l<m y m>j
A, si [=1,l<m y m<j
;= Ay = { Gy, si m=u,l<k<i v A — Ano = Ag
a; si m=u,k>0l<m vy A — Ao = Ag
(. si [>m
1 si l=m

Es rutinariokprobar que L' € SH (apéndice 10.3.1). Ademés en L', a;~a; = a,. Entonces
L'eV; Saj—ar- Observemos que con esta implicacion = definida sobre L/, 3 resulta ser
un monomorfismo de semi-Heyting. Como L € IS(L'), L€ V; _,, _, .

Ahora probemos el caso en que 2 < |L| < n — 1. Por la observacién 2.3.3, existe una
cadena de semi-Heyting con n — 1 elementos L” tal que L es una subdlgebra de L”. Del

caso anterior se puede afirmar que L” € Vi, _, . Como consecuencia, L€ Vg, _, . W
Vamos a probar algunos lemas de suma utilidad. Las demostraciones de los lemas han
sido integradas al apéndice para facilitar la lectura de los mismos. Ver apéndice 10.3.2 y

apéndice 10.3.3 para los lemas 5.1.4 y 5.1.6 respectivamente.

El lema que sigue permite construir, a partir de una cadena finita de semi-Heyting L/
dada, una cadena de semi-Heyting finita L con una mayor cantidad de elementos tal que
L' € IS(L).

Lema 5.1.4 Sean L : ag < a1 < ... < a,1 y L' : Ay < A} < ... < Ap_1, con
2 <k <mn, dos cadenas. Sea —: L' x L' — L’ una implicacion de semi-Heyting. Si existe
un monomorfismo de reticulados v : L' — L tal que v(Ay) = ap con k < k' entonces la
operacion —: L x L = L, definida a continuacion, es una implicacion de semi-Heyting.

[ a; si 1>]
1 sii=j
o= v(a—=b) si y(a) =a;,v(b) =a; ei<j
! J v(4)) si Ay = Aoy = A conig <1< ja; =v(A4;),a; €y, i<y
a; sio Ajy = Apr=A con j <la;=v(A4),a; €y(L'),i<j
(1 en otro caso

Como consecuencia, L' € IS(L).

Notacion 5.1.5 Sea L € SH. Notaremos [b) ={a € L: a>b} y(bl={a€ L: a<b}.

Lema 5.1.6 Sea (L, —) una cadena de semi-Heyting con n elementos tal que L satisface
la identidad a(a; — a; = a,) con i < j y i < r. Eziste una cadena de semi-Heyting L'
con n+ 1 elementos (I > 1) tal que L' satisface la misma identidad y L € H(L').

La demostracion del siguiente lema es similar a la del lema anterior observando cémo
se define la implicacién .
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Lema 5.1.7 Sea (L, —) una cadena de semi-Heyting con n elementos tal que L satisface
la identidad o(ay — ap—1 = a,) = (0 = 1 = a,) con 0 < r < n — 1. Eziste una
cadena de semi-Heyting L' con n + | elementos (I > 1) tal que L' satisface la identidad
alag = app—1 =a,) = (0 - 1=a,) y L € H(L).

Lema 5.1.8 Sea (L, —) una cadena de semi-Heyting con n elementos tal que L satisface
la identidad 0 — 1 ~ 1. Existe una cadena de semi-Heyting L' con n + [ elementos
(I > 1) tal que I/ satisface la identidad a(ag = apij—1 = appi—2) = (0 = 1 =an2) y
L € H(L').

Demostracién Observemos que a,,;_» = 1 es un codtomo en la cadena L.
SeaL:Ag <A <...<A,_1.
Ahora, consideremos la cadena

L':iag<a <...<apq1<ap<...<pp—1.

ag si 0<k<n-—2

. . / —
Definimos v : L — L’ como vy(A) = { Unsi—1 si k=n—1

v

/ .
Anfl

A”*Q I - ’ ap—2

a

=

A() ao

Observemos que 7 es un monoformismo de reticulados. Definimos —: L/ x L’ — L/

COINo. .

a; si 1>7
1 si Q=
~v(a — b) sia; =7(a),a; =), (a;,a;) # (ap, Appi—1) con i < j
ai = a; =1 npii-o st (ai,a) = (ag, Gpig—1) con i < j .
a; si y(a— An_1) = apyi-1, 0 = y(a),a; & y(L) con i < j
v(a— A,—1) st y(a— Aq) <ap_o,a; =7(a),a; € y(L) con i < j
[ 1 en cualquier otro caso

Se tiene que (L', =) € SH (apéndice 10.3.4).
Consideremos el filtro [a,—1) y el cociente asociado al mismo L'/[a,_1).
Definimos 8 : L' /[a,—1) — L como f(a;) = A; con 0 <i<n—1.
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|
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a J

Como en el lema 5.1.6, 3 es un isomorfismo. Entones L € H(L/). En L, ag = apy;1 =
Uny1_o2. Por el lema 5.1.2, L’ satisface la identidad a(ag — Gpyi—1 = Unyi_2)- [ |

De los lemas 1.0.4 y 2.2.1 se deduce inmediatamente el siguiente lema:

Lema 5.1.9 Sea L € SHY. L= (0 = 1)* = 1 si y s6lo si 0 — 1 # 0.

5.2. Base ecuacional

En adelante el objetivo serd establecer una base ecuacional para la variedad Vi, _,
conn>30<1<7<n—1y0<r <n-—1. Primero vamos a considerar el caso en que

1 # 0, es decir, el elemento a; no es la constante 0.

Recordemos las siguientes identidades introducidas en el capitulo 2

(zV(z—=y) = (@=y)Vy—=(@ry)~1 (Ch)

n—1

n—1
\/mz\/a: \/ (i = x;) =1 (Hy)
i=1

Jj=15<t

que caracterizan las variedades SHC y C, respectivamente.

Teorema 5.2.1 Las identidades (Ch), (Hy,) y a(a; — a; = a,) representan una base
ecuacional para la variedad Vg _,, _, conn=>3y0<i<j<n-—1

Demostraciéon Como Vi, _, C SH, por el teorema 2.4.3, Vi —a,—a, Satisface la
identidad (Ch). Como V' _,, _, estd generada por cadenas con n elementos que verifican
que a; = a; = a, entonces por un lado Vg _,, _, satistace la identidad (Hn) y, por el otro,
por el teorema 5.1.2, V', _, satisface la identidad ala; = a; = a,).

Sea V la variedad definida por las identidades (Ch), (H,) y a(a; — a; = a,). Sea
L € V subdirectamente irreducible. Entonces, L es una cadena de semi-Heyting. Por el
teorema 2.4.5, |L| < n. Si |L| = n, como L satisface a(a; — a; = a,) entonces por el
teorema 5.1.2, L€ V; . _, . Si 2 < |L| <n— 1, como L satisface a(a; — a; = a;), por

el lema 5.1.3, Le V" _ n

a;—aj;=ar"
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Consideremos ahora las siguientes 39 identidades esenciales para el resto del capitulo:

(5.1) (0= 1) ~1

(52) zV({(0=1)Va)+< (0—=1)~1

| Vi (g va) o DV (@ V) o 2) Vi (0= 1) o ap)v

VI(@ik V0= 1)) & (0= D) A (i V (0> 1) & 23)] | ~ 1

(54) z*V((0—=1)Vz)x)~1
(5.5) (0= (0—=1)V(O—=1)«+ (0—=(0—1)))~1

(56) (0L0—=1)—=0—=1)«<(0=1)~1

(5.7)
k—2 k-3
A V (@mVvag) < 1) \/ ((@mVami) ¢ 2m) V(0= 1)V ak_ng) ¢ (0 1))] ~1
n—i<k<n—1, k>4 Lm=1 m=1
(5.8)

A VER(@avas) o 1)y
n—j<k<n—1, k>4

Vi (@ V @m1) < 2) V(0= (05 1) V zg—pig) < (0= (0> 1)) | =1

(5.9) ((zVa*) < 1)V (0= (0= 1) V) (0 (0= 1)~1

(5.10)
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k—2 k—3
A [ V (@ Vvag,) < 1) \/ (@m Vami) ¢ zm) V(0 1) V) < xi)] ~ 1

i<k—2<n—3, k>4 Lm=1 m=1

(5.11) (zva") < 1) V{((0=1)Ve)+z) =1

(5.12)

k—2 k—3
N [\/((xm\/x D)\ (@m V Tmi1) me)v(((oﬁ(o%mvﬂzj)ij)]m

j<k—2<n—3, k>4 Lm=1 m=1

(5.13)

k—2 k—3
A\ [\/ (@m V) 1)\ (@m Vami1) € zm) V(0= 1) = z4) © 2V

1<t<i, j—i+1<a<k—2—t

VI((0—=1) = ax) <> (0=1) V(0 —=1) <> ) Al((444 = (0= (0= 1)) <> (0= (0 — 1))V

m=1 m=1

V(0= (0= 1)) = Tpa) ¢ Tera)]]] = 1

(5.14)

k—2 k—3
A [ V (@m Vv ag,) < 1) \/ (@m Vami) ¢ 2m) V (@e—2 V(0= (0 = 1)) <> 25_2)V
i<k—2<n-3, k>4 Lm=1 m=1

V[((zg—2 V(0= (0—=1))) «+ ((0—= (0 = 1))))A
(0= (0—=1)) 5 ap—2) < 22 AN((0=1)Vz) < (0=1))]] =1

(5.15)

(zvz" )1V (V0= 0—=1)+z)V[((zV0—=(0—=1))) + (0= (0—=1)))
AN((O—=(0=1) = x)2)A((0=>1)Va)+ (0=1)]=1

(5.16)

k—2

N V (@m V23, \/ (Zm V Zg1) < ) V(0= (0 = 1)) > 2p_2)V
i<k—2<n—3, 1<k—j+i—1, k>4 Lm=1 m=1

VI(((0 = (0= 1)) Vag—2) ¢ zk—2) A((Tk—2 = (0 = (0 = 1))) > (0 = (0 = 1))}V
V(0= (0= 1)) Vag_2) < (0= (0= 1)) A(((0= (0= 1)) = zp2) < zp2)A
A0 = D) Vapjria) < (0= 1)) =1
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(5.17)

((zva*) < 1) V(0= (0—1)) < x)V
VI((O= (0—=1)Va)+<x)A((z—=(0—=(0—=1))) «< (0= (0— 1))V
VIO = (0 =1)Va) < (0= (0—=1))A (0= (0=1) =) z)A
AN((0—=1)Vz)+ (0—=1))] =1

(5.18) 0> (0—=1) =1

(5.19)

k—2 k-3

A \/ (@ Vi) 1)\ (@ V @nit) © 2m) V (@5-ri V(0 = 1)

n—i<k<n—1, k>4 Lm=1 m=1

(5.20) (zva") < 1HV(zv(0—=1)«< (0—=1)~1

(5.21)

k—2

(0—1))

k—3
A V (@ vag,) < 1) \/ ((@m Vami) ¢ 2m) V(2 V (0= 1) < z5) | ~ 1
m=1

i<k—2<n—3, k>4 Lm=1

(5.22) (zva" )< 1) V((zv(0—=1)+z)=1

(5.23)
k—2 k—3

A\ V (@m Vay) < 1) \/ (@mV 2mi1) < zm)V
n—i<k<n—1, k>4 Lm=1 m=1

VI(#h-nti V(0= 1)) < (0= D) A0 = 1) = Zpnti) & Thnta)]] = 1

(5.24) (zva") D V[((zV(O0—=1)« 0—=1)A((0=1) 5 x)+<2)|~1

(5.25)
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k—2 )

/\ \/ (zm V 5, \/ T V Tmt1) < Tm)V

r<k—2<j, k>4 Lm=1 m=
V(0= 1) = z) < 2) A(((0 = 1) V) < (0= 1))V
Vi(zp = (0—=1) <> (0= 1)) A(((0=1)Va,) < x|V
VI(0=1) < 2) A0 = ) Va,) < (0= 2:) A((0 = 25) = 2p) & 2p)]] & 1

(5.26)
k—2 k—3
/\ \/ ((xm V z),) \/ (T V Tmg1) € Tim)V
n—j<k<n—1, k>4, r<k—2<j Lm=1 m=1
VI(((0—=1) = x) < a) A(((0= 1) V) < (0 1))V
Vi(zp > (0=1) <> (0=1))A(((0=1) V) < x,)]V
VIO = 1) > 2) A(((0 = 23) V Zp—nty) < (0= a5))]] = 1
(5.27)
k—2 k—3
/\ \/ ((xm V z),) \/ (T V Ting1) € Tm)V
k—2<r<j, i<k—1, r=k—1, k>4 Lm=1 m=1

V(0= 1)« 2r—1) V(0= 1) Vo, <> xp—1) Alzp—; = (0= 1) <> (0 = 1))V
V(@1 V0—=1) > (0—=1)A((0—=1) =21 < 2—) A(((0 > z) V(0= 1)) > (0= a23))]] = 1

(5.28)

(zVvz )< 1H)V((0—=1D) ) V(0= Ve z)A(x— (0—=1) < (0= 1))V
VizVIO—=1) <« 0=1)A((0=1) w2z 2)A(0—=2)V(0—=1)+ (0—2)))~1

(5.29)
k—2 k—3
/\ \/ ((xm \ «T \/ JIm V me (—) xm)\/
n—r<k<n—1, k>4 Lm=1 m=1
V(0= 1) Vag_pnir) < (0= 1)) =
(5.30)

(zVa) < DV (0=1)va) e (0= 1) ~ 1
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(5.31)

k—2 k—3
/\ [\/((:cm\/a: \/ (Tm V Tmt1) ) VV((0 = 1) Va,) x| =1

r<k—2<n-3, k>5 Lm=1 m=1

(5.32)

k=2 k—3
A [ V (@m Vay) < 1) \/ (@mV 2mi) © zm)V

r<j<k—2<n-3, k>5 Lm=1
V(0= 1) Vo, < z) Az, > (0= 1)< (0= 1))V
V[(z, VIO —=1)< (0—=1))A((0—=1) =z < z,)]V

m=1

VI((0 = 1) <> ) A(((0 = @) V) <> a5) V(0= i) V) < (0= a3))]] = 1
(5.33)
k—2 k—3
/\ [ \/ (X V x,) <> 1) \/ (T V Tmg1) > Tm)V
r<j<k—2<n-3, k>5, n—j<k<n—1 m=1
V(0= 1) Vo, < z)A(x, > (0= 1)< (0= 1))V
V[(z, VIO —=1)< (0= 1))A((0—=1) =z < z,)]V
VI((0 = 1) ¢ x) A(((0 = ) V Tpngs) < (0= ;)] = 1

m=1

(5.34)

k-3

k—2
/\ [\/ (2 V 27,) \/ ((xm V Tmt1) <> Tm)V
m=1

j<k—2<r, k>4,r=k—1 m=1
V(((0 = 1) Vag_g) ¢ zp—2)V
V[(@g—2V(0—=1) < (0—=1)A((0—=1) = zp_2 ¢ Tp—2) A ((0 = x;) <> x;)]] = 1
(5.35)
k—2 k-3
A [\/ (@m Vag) < 1)\ (@mVzmi) ¢ 2m)V
j<r<k—2<n—3, k>5 Lm=1
VI((O= 1) Va, < z)A(zr = (0—=1) < (0= 1))V
V[, V(0 —=1)« (0=1)A(0—=1) =z <> xp)]V
VIO = 1) > 2) A(((0 = ) Vaj) < z5) V(0= x) Va,) < a)] =1

m=1

(5.36)

3

k—2 k
/\ [\/ (zm V oy,) < 1) (T V Tmt1) < Tim)V

j<r<k—2<n—3, k>5, n—r<k<n—1 1

V(0= 1) Va, < z) Az, = (0= 1) < (0= 1))V

m=1 m
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Vi@, V(0 —=1) < (0= 1)A((0—=1) = zp > zp) ]V
V(0= 1) < x) A0 = ;) & xj)]] = 1
(5.37)

k—2 k—3
A [ V (@m Vvag,) < 1)\ (@m V mi) ¢ 2m)V

j=r<k—2<n—3, k>4

VII(O= 1) Va, < z) Ay = (0—=1) < (0= 1))V

Vi@, V(0 —=1) < (0= 1)A((0—=1) = zp > zp) ]V
V(0= 1) <> x) A0 = z;) <> )] = 1

m=1 m=1

(5.38)

k—2 k—3
/\ [\/((ﬂfm\/x \/ (T V Ting1) < TV

j=r, k=2<r, i<k—1, r=k—1, k>4 Lm=1
V(0= 1)« 2,—1) V(0= 1) Vo <> 1) Azp—; = (0= 1) <> (0= 1))V
V(@ V0= 0=1)A((0=1) =2z )A((0=2) < (0=1))]=1
(5.39)
(zVva") <> 1) V((0—=1) < 2) V(0= Ve z)A(z— (0—=1) < (0— 1))V
VzV(0—=1) < 0=1)A(0=1) =z 2)A((0—>2)< (0—1))])~1

m=1

Hasta el momento establecimos una base ecuacional para las subvariedades Vg _,, _,,
con i # 0, es decir, el elemento a; # 0. Ahora nos ocuparemos del caso, mas comphcado
que es tomando el a; = 0 = ag. Empezaremos por el caso donde 0 implica 1 es igual a un

coatomo.

Teorema 5.2.2 Las identidades (Ch), (Hy) y a(ag = an—1 = an—2) y las identidades

(5.1) y (5.2) representan una base ecuacional para la variedad V7, .,  _. =V, _, ,
conn > 3.
Demostracion Sea L : 0 = a9 < a1 < ... < a,_1 = 1 una cadena de semi-Heyting

en la que se satisface que 0 — 1 = a,_». Por el teorema 5.1.2, L verifica la identidad
a(0 — 1 = a,_2). Entonces (0 — 1) = (a,—2)* = 0* = 1. Por lo tanto L satisface la
identidad (5.1). Veamos que L2V (((0 > 1) V) <> (0 — 1)) = 1 (5.2). Sea c € L. Si
¢ = 1 la igualdad se verifica claramente. Sic# 1, (0 > 1)Vec=a, sVc=a, 2 =0— 1.
Luego, la igualdad se verifica.

Para la reciproca consideremos un dlgebra subdirectamente irreducible L’ € ¥V donde
V es la subvariedad de SH definida por las identidades (Ch), (H,), a(ag — an—1 = a,—2),
(5.1) y (5.2). Por resultados anteriores es suficiente suponer que |L'| < n — 1.

Caso 1: |[I/|=kcon3<k<n-—1 Entonces L' :0=Ay < A; <...<Ap o< A1 =1
Consideremos el elemento A;_o y reemplacemos este elemento en la identidad (5.2).
Se obtiene Ax_o V (((0 = 1) V Ag_2) > (0 — 1)) = 1. Como L’ es subdirectamente
irreducible, (((0 — 1) V Ax_2) <» (0 — 1)) = 1. Entonces, (0 - 1)V Ay =0 — 1.
Entonces 0 — 1 > A;_5. Como consecuencia 0 -1 =4, ,60—1=1.
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Caso 1.1: 0 - 1 = Ap_5. Sea L” : ) < a] < ... < a],_, una cadena con n elementos.

A si 0<m<k-—3
. . 7 . — m - -
Definimos 7 : L' — L” como: v(A,,) —{ Apin_g st k=2<m<k-—1"

Ao

Definiendo una implicacién de semi-Heyting — sobre L como en el lema 5.1.4,
se tiene que (L”, =) € SH. Ademds, en L”, af = al, ; = 7(0) = (1) =
v(0 — 1) = v(Ag_2) = al,_,. Como consecuencia L” € V? - Porel

ag—an_1=a
lema 5.1.4, L' € V(L"). ’ 1

Caso 1.2: 0 — 1 = 1. Por el lema 5.1.8, existe una cadena de semi-Heyting L” con n
elementos tal que L" satisface la identidad (0 — 1 = a,—2) y L' € V(L”).
Como consecuencia L' € Vg ,,_, .

Caso 2: |L'| =2. Como I = (0 — 1)* ~ 1, por el lema 5.1.9, L' =0 — 1 = 1. Por el lema
5.1.8, existe una cadena de semi-Heyting L” con n elementos tal que L” satisface la
identidad a(0 — 1 = a,—2) y L' € V(L”). Como consecuencia L' € Vj

O0—l=an—_2"
|

Veamos ahora el caso donde 0 implica 1 es igual a un elemento que no es ni &tomo ni
coatomo.

Teorema 5.2.3 Las identidades (Ch), (H,), (5.1) y a(ay = an—1 = a;) y la identidad
(5.3) representan una base ecuacional para la variedad V3, ., _, = Vi, _, conn>5
y2<:i:<n-—3.

Demostracion Sea L :0=ay <a; <...< a,_1 =1 una cadena de semi-Heyting en la

que se satisface que 0 — 1 = a,. Por el teorema 5.1.2, L verifica la identidad a(0 — 1 = a;).

Entonces (0 — 1) = (a;)™ = 0* = 1. Por lo tanto L satisface la identidad (5.1).
Veamos que L satisface la identidad (5.3).

Consideremos k € w: 1 <k<n—(i+1). Comol1<i—1<n—k—2<n-—3, podemos

considerar elementos ¢y, ¢o,...,¢h_k_2 € L.

Si¢; € {0, 1} para algiin 1 < j <n —k — 2 entonces ¢; V ¢j = 1.

Sicj > ¢jpq paraalgin 1 < j <n—k — 3 entonces ¢; V ¢j+1 = ¢;. Luego, la igualdad (5.3)

se verifica.

69



SUBVARIEDADES DE ALGEBRAS DE SEMI-HEYTING Juan Manuel Cornejo

Ahora podemos asumir que ¢1,Ca,...,Ch k2 € L con ¢ < ¢ < ... < Cp_p2 ¥y
C1,C2y -y Cnpo & {0,1}.
Si¢ = a; con ¢ € {Cig,Ci—kt1,-..,¢} entonces 0 — a; = ¢. Consecuentemente la
igualdad (5.3) se verifica.

Luego podemos asumir que cj,Co,...,Chp2 € L con ¢ < ¢ < ... < Cp_g_2,

C1,C2y...,Cp_k—2 g {0, ]_} YCi—k,Ci—kt1y---,C 7£ a;.

Veamos que estos elementos son distintos del elemento a;, es decir, ¢; # a; para cada
1<j<n—Fk-2.

Como 1 <k <n-—(i+1) entonces i —k — 1 > 1. Luego, tiene sentido considerar j con
1 <j<i—k—1yconsecuentemente, k+1 <1¢—j <i—1. Por otro lado como 7 < n —2
entonces i —k < n—k—2. Luego podemos considerar j de manera quei—k < j < n—k—2.
Vamos a probar que ¢; # a; paracada 1 < j<n—-k—-2cuando1 < j<i—k—-1y
cuandoi+1<j3<n—Fk—2.

Veamos, primero, que ¢; # a; paracada 1 <j<n-—k—2cuando 1 <j<i—Fk—1.
Supongamos que ¢;_; > a; para algun k+1 < [ <i—1. Entonces {¢;_;, ¢; 41, -+, Cn—2} C
[a;) \ {an_1} y, como consecuencia [{c;_,¢;i 11, Cak2} < |[a;) \ {an_1}|. Luego
n—k—2—(t—-10)4+1<n—-1—i+1-—1 delo cual se deduce que I < k (absur-
do). Entonces ¢;; < a; para todo k+1 <1 <i—1. Por lo tanto ¢; # a; para cada
1<j<n—k—2cuando1<j<i—k—1.

Veamos ahora que ¢; # a; paracadal <j<n—k—2cuandoi+1<j<n—-k—2.
Supongamos que ¢;; < a; para algin 1 <[ <n —k — 2 —i. Entonces {c1,¢a,...,ci1} C
(a;] \ {ao} y, consecuentemente, |{c1,ca,...,cini}| < |(a;] \ {ao}|- Luego se obtiene que
i+1 < iy, porlo tanto, [ < 0 (absurdo). Entonces ¢;; > a; paratodo 1 <l <n—k—2—i.
Como consecuencia ¢; # a; paracada 1l < j<n—-—k—2cuandoi+1<j<n—-k—2.

De lo anterior ¢, o, ..., Ci—g—1,Cit1,Cit2y -+ Cn—2 & {a;}.

Luego podemos asumir que ¢1,¢a,...,Ch 2 € L con ¢ < ¢ < ... < Cypp 2V
C1,C2 -y Cng—2 & {0,1,a;}. Para demostrar la igualdad (5.3) basta con probar que ¢;_; <
ag — 1y que ag — 1 < ¢;. Lo haremos por el absurdo.

Supongamos que ¢, > a;41. Entonces {¢; g, Ci—ki1, -y Cnog—2} C [ait1) \ {an-1} v,
consecuentemente, [{¢;_, Ci—gr1,- -+, Cnk—2}| < |[aix1) \ {@n-1}|- Porlo tanton —k—1—

i+k<n—1—i—1deloquesededuce que n—1 < n—2 (absurdo). Luego ¢; _j < a;;1.
Entonces ¢;_;, < a; = ag — 1.
Ahora supongamos que ¢; < a;—1. Luego {c1,ca,...,¢;} C (a;—1] \ {ao} vy, entonces,
e, eyt < [(ai—1] \ {ao}|. Como consecuencia, i < i — 1 (absurdo). Entonces
c > a; =ag— 1.

Para la reciproca consideremos un dlgebra subdirectamente irreducible L’ € ¥V donde
V es la subvariedad de SH definida por las identidades (Ch), (H,), (5.1), a(0 — 1 = a;)
y (5.3). Por resultados anteriores es suficiente suponer que |L'| <n — 1.

Caso I: [I'l=n—kconl<k<n—-—(G+2)yL:@A<A <...<A2<A k1.
Tomo x1 = Ay, 29 = Ao, ..., Ty k2 = An_k_o en la identidad (5.3). Se obtiene que
Ay = Apjpo1 = Ay con 0 <1 < k. Sea L” : aj < a] < ... < al,_,;. Definimos
Ay st i—l+1<2x<n—-k-1
v: L' = L" como: y(A;) = ¢ a,,;, si 1<x<i—|
ay, si x=0
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At I
L
Aig o &
3 Ly
A1 I — ' 14y
Ay e

Definimos —: L” x L” — L/ como en el lema 5.1.4. En L”, af = d/,_; = v(Ay —
An_k—1) = v(Aimy) = aj. Luego L” € V§,,_, . Por el lema 5.1.4, L' € V(L"). Luego
L/ S V6L—>1:ai'

Caso 2: |['|=i+1yL A< A <...< A1 <A, Como L satisface (5.1), Ag — A; >
Al

Caso 2.1: Ay — A; = A;. Por el corolario 5.1.7 existe una cadena de semi-Heyting L”
con n elementos que satisface la identidad a(0 — 1 = a;) y L' € V(L"). Luego
L/ 6 V6L—>1:ai'
Cas02.2: Ag > A,p1 =A;conl <j<i—lenL' SeaL”:q<d} <...<da,_;.
Definimos v : L' — L” como:
Apyn1—; Sl j+H1<x<i
V(A:) = Wiy Sl 1<z<j
ag si =0

Aj+1 I !
Lo
A; s ————— o Uy
: : '
L
A() ¢ Qo

Definimos —: L”xL” — L/ como en el lema 5.1.4. En L”, af, = a,_; = y(Ay —
An—k-1) = 7(A;) = a;. Luego L” € V§,,_,.. Por el lema 5.1.4, L' € V(L").
Luego L' € Vi, _,..

Caso 3: 2 < |L'| < 1. Por la observacién 2.3.3, existe una cadena de semi-Heyting L” con
i + 1 elementos tal que L' € V(L”). Como L' = (0 - 1)* =~ 1, L' =0 - 1 = 0.
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Luego L” £ 0 — 1 ~ 0. Como en el caso 2, L” € V§,,_, . Como consecuencia,
LI S V(?—}lzai'

A continuacién estudiaremos los casos donde 0 - 1~1y 0 — 1~ 0.

Teorema 5.2.4 Las identidades (Ch), (H,), y la identidad 0 — 1 ~ 1 representan una

y y n — n
base ecuacional para la variedad Vi, .  _, =V, -y conn > 3.

Demostracién Sea V la subvariedad de SH definida por las identidades (Ch), (H,),
y 0 — 1= 1. Sea L' € V un dlgebra subdirectamente irreducible. Basta suponer que
|L'| = kcon2 <k <n-—1 Entonces L' : Ay < A} < ... < Ap2 < Ax_1. Sea
L":ay <a) <...<al_;. Definimos v : L’ — L” como:

a, st 0<zx<k-—2
7(Aﬂ”)_{a;l_l sior=k—1

Definimos —: L” x L” — L/ como en el lema 5.1.4. En L”, a = al, ; = v(4y —
Ap-1) = v(Ax—1) = ap,_y. Luego L" € V., _, . Porellema5.1.4, L' € V(L"). Luego

L'ey” [ |

ap—an—-1=0anp—1"

En forma andloga se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 5.2.5 Las identidades (Ch), (H,), y la identidad 0 — 1 ~ 0 representan una

y y n J— n
base ecuacional para la variedad Vg, ., = Vg ,1_o conn > 3.

El teorema que sigue abarca el caso en que 0 — 1 es igual a un atomo.

Teorema 5.2.6 Las identidades (Ch), (Hy,), a(ay = an—1 = a1) y (5.1) y la identidad

, . " " Vo
(5.4) representan una base ecuacional para la variedad V. ,, — _, = Vi, 1_, conn > 3.

Demostracion Sea L : 0 = a9 < a1 < ... < a,_1 = 1 una cadena de semi-Heyting
que verifica que 0 — 1 = a;. Sea ¢ € L. Si ¢ = 0 entonces ¢* = 1. Si ¢ # 0 entonces
c>a; =0— 1. Luego ¢V (0 — 1) = c. Entonces, L satisface la identidad (5.4).

Para la reciproca, sea V la subvariedad de SH definida por las identidades (Ch), (H,),
a(0 - 1 = ay), (5.1) y la identidad (5.4). Sea L’ € V subdirectamente irreducible. Por
las identidades (Ch), (H,) y (0 — 1 = a1), basta suponer que |L'| < n.
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Caso 1: [/ =kcon3<k<n—-1yL :A; <A <...< A;_1. En laidentidad (5.4),
reemplazamos © = A; y obtenemos que Ay — A1 < A;. Como L satisface (5.1),
Ag — Ag_1 > Ay. Luego Ag — A1 = Ay. SeaL” 1 af, < ) < ... < al,_,. Definimos
a. s 0<zx<k-2

. / " . _ x
v: L' — L como.y(Ax)—{a;l_l G r— k1

Definimos —: L” x L” — L/ como en el lema 5.1.4. En L, af = a],_; = v(4¢ —
Ap—1) = (A1) = a}. Luego L” € Vi ,,_, . Por el lema 5.1.4, L' € V(L"). Luego

L'eVi, ..

Caso 2: |[I'| = 2. Como I/ = (0 - D)* = 1, L' 0 — 1 = 1. Por el corolario 5.1.8,
L' eV

0—1=aq"

|

Los casos restantes son mas complicados de estudiar. Para esto deberemos definir las

siguientes subvariedades y encontrar bases ecuacionales para ellas. Este hecho determi-
nara directamente bases ecuacionales para los casos omitidos hasta ahora.

Notacion 5.2.7 Notaremos

A
(ai—aj=ar)&(ay—a;=a,)

a la variedad generada por las cadenas de semi-Heyting de la forma L : ag < a; < ... <
an—1 que satisfacen a; — a; = a, Y @y — Gjr = Q.

. : mn
Vamos a encontrar una base ecuacional para cada subvariedad V(ai Say=ar)&lay—a=a,)

considerando casos sobre el indice j. Observemos que en adelante a; # 0. El teorema que
sigue caracteriza el caso en que j # n — 1.

La demostracion del siguiente teorema se desarrolla en el apéndice 10.3.5.

Teorema 5.2.8 Las siguientes identidades representan una base ecuacional para la va-
riedad

V(%Hai:aj)&(OHI:ai)
conn>4y0<i<j<n-—1:(Ch), (H,), (5.1), a(0 = a; = a;), (0 = 1 = q@;), (5.5),
(5.6), (5.7), (5.12), (5.13), (5.14), (5.16), y las identidades descritas a continuacion segin
cada caso:
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(1) (a) (5.8) sij#n—2
(b) (5.9) sij=n—2

(2) (a) (5.10) sii #1
(b) (5.11), (5.17) sii =
(

(3)

515) sii =11y j = 2.

Los siguientes resultados caracterizan la variedad en el caso en que j = n — 1y se
demuestran como en el teorema anterior.

Teorema 5.2.9 Las identidades (Ch), (H3), (5.1), a(0 = a; = 1), (0 — 1 = a;), con
0<i<n-—1,(5.7), (5.10), (5.11) y la identidad (5.18) representan una base ecuacional
para la variedad V0—ai=1)&(0—12a;) COT T 2> 4.

Teorema 5.2.10 Las identidades (Ch), (Hy,), (5.1), a(0 — a1 = ag), (0 — ay = ay)

representan una base ecuacional para la variedad V0—>a1 02)&(0—>az=a1)-

En los teoremas anteriores se estudiaron las identidades de la forma «(0 — a; =
a;) donde el elemento a; es distinto de 0 estrictamente menor que a;. Ahora veremos
qué sucede si el elemento a; es igual al a;.

Nuevamente, para la demostracion del siguiente teorema se remite al lector al apéndice
10.3.6.

Teorema 5.2.11 Las identidades (Ch), (Hy), (5.1), (5.18) a(ay — a; = a;), a(ag —
an—1 = a;), con 0 <i<n—1,y la identidades (5.19), (5.20), (5.21), (5.22) representan

una base ecuactonal para la variedad Vaoﬁa —a:)&(a0—san_1=a;) COT T > 3.

Para analizar los casos restantes necesitaremos definir una ecuaciéon mas y a partir de
ésta una nueva subvariedad.

Notacién 5.2.12 Notaremos a(0 — 1 > a;41) con 0 < i <n—1 a la identidad:

n—1

\/ (@ Vam) = 2) V(0= 1) Va) < xi) & 1

I,m=0, I<m

Teorema 5.2.13 Sea L : 0 = a9 < a1 < ... < a,_1 = 1 una cadena de semi-Heyting.
Entonces 0 — 1 > a;41 en L si y sdlo si L satisface la identidad o(0 — 1 > a;41) con
O<i<n-—1.
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Demostracion Supongamos que 0 — 1 > a;.; en L. Sean c¢y,¢9,...,¢,-1 € L. Si
¢ > ¢y para algun | < m entonces (¢; V ¢,,) — ¢ = ¢, — ¢ = 1. Podemos suponer que
cp < ¢ < ... < cp_1. Entonces ¢, = a,, con 1 < m <n-—1. Como 0 — 1 > a;iq,

0 — 1> ¢;41. Luego L satisface la identidad (0 — 1 > a;41).

Para la reciproca, supongamos que L satisface la identidad a(0 — 1 > @;11). Tomamos
Ty = Gy con 1 <m < n—1en laidentidad (0 = 1 > a;41). Sil <m, (qVan,) = ap =
am — ap = a; # 1. Entonces 0 = 1 > ;11 = a;41. [ |

Notacion 5.2.14 Notaremos

(Z,-—)ajzar)&(O—HZaHﬂ
a la variedad generada por las cadenas de semi-Heyting de la forma L : 0 = ag < a; <
... < an—1 =1 que satisfacen las condiciones a; — a; =a, y 0 — 1> a;4;.

En el teorema que sigue 0 implica el elemento a; # 0,1 es el mismo elemento a;.
Ademas 0 — 1 es mayor o igual que el elemento que cubre al a; en la cadena.

Teorema 5.2.15 Las siguientes identidades representan una base ecuacional para la va-
riedad Vi . _ang(0s13a5.,) 0nn =3y 0 <i<n—1:(Ch), (Hy), (5.1), a(0 = a; = @),
a(0 = 1> a;y1) y las identidades descritas a continuacion segin cada caso:

(a) (5.23) sii#n—2
(b) (5.24) sii=mn—2

Demostracion Sea L :0=a9 <a; < ... < a,_1 =1 una cadena de semi-Heyting con n

elementos tal que 0 - a;, =a; y0 —1>a;;1 yseakcweconn—i<k<n—1y k>4
Veamos que si i = n — 2 entonces L verifica la identidad (5.24). Sea ¢ € L. Como en

demostraciones anteriores se puede suponer que ¢ ¢ {0, 1}.

Supongamos que ¢ > 0 — 1. Entonces ¢ > a;47 = 1. Luego ¢ = 1 (absurdo). Como

consecuencia ¢ < 0 — 1. Luego L verifica la identidad (5.24).

Veamos ahora que si ¢ # n — 2 entonces L verifica la identidad (5.23).

Consideremos ¢y, ¢, ..., cr_9 € L. Como en demostraciones anteriores, podemos suponer
que ¢; < ¢3 < ... < g con ¢, € {0,1} para todo 1 <m <k — 2.

Supongamos que c¢x_,+; > 0 — 1. Entonces ¢x_,4; > ;11 y, como consecuencia,

{Chonsis Chontitts s o2} € [air1) \ {an_1}. Luego k —2 — (k—n+i) <n—2—(i+1)
(absurdo). Por lo tanto ¢x_,4; < 0 — 1. De lo anterior se deduce que ¢x_p4; V (0 — 1) =
0—=1y (0—=1)—= cknti = Ck_nri- Luego L verifica la identidad (5.23).

Veamos, ahora, la reciproca. Sea V la subvariedad de SH definida por las identidades
(Ch), (Hy), (5.1), (0 = a; = a;), (0 = 1 > a;41), (5.23) 6 (5.24). Sea L’ € V subdirec-
tamente irreducible. Como antes, podemos suponer que |L'| = k con 2 < k <n— 1. Si
k = 2, como en el lema 5.1.8 se puede defnir una cadena de semi-Heyting L” con n ele-
mentos que satisface las identidades a(0 — a; = a;), a(0 — 1 > a;41) tal que L’ € H(L").
Entonces, supongamos que k # 2. L' : Ag < A7 < ... < Ap_1. A partir de ahora, tomo
Ty = A, con 1 <m < k — 2 en las identidades.
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Caso 1: k > n —i. Por la identidad (5.23) 6 (5.24), Ag — Ax_1 > Ap_pnyi- S Ag — Ap_1 =
Ag_ny; entonces Ay, = Ag_q. Luego k — 1 = kK — n + ¢ y, en consecuencia,
i = n — 1 (absurdo). Por lo tanto Ay — Ax_1 > Ag_n4s y, consecuentemente,
Ao = Ap—1 > Ak—nyiv1.- Sea L” 1 af < a} < ... <al,_, una cadena. Como k <n—1
y, en consecuencia, k — n + ¢ < i, puedo definir el siguiente monomorfismo de

Caso 2:

reticulados v : L' — L”.

ab . si
) ={ e

x

k—nm+i+1<zx<k-1
0<ax<k—n+i '

Ap—1 I

: /
Ak7n+271: \" Qi1

Definiendo en L” una implicacién — como:

(
ay

1
Uy — Ay = via—=b)
ar

1

\

v(a — Ax_1)

si
si

m>7r

m=r

v(a) = am,v(b) = a,,m <r

PY(a — Ak—l) < araﬁy(a) = Qm, Qr Q V(L/)a m<r
7(a — Ak71> Z (ZT,’Y(G) = Qm, Qr ¢ 7<L/)7 m<r
en otro caso

se tiene que (L”, =) € SH. Entonces Ag — Ap_1 > Ap_nyip1 y, €0 consecuencia,

Y(Ag = Ak—1) > Y(Ak—ntit1). Luego ay = al,_, > aj,;.
Ap—1) > @i, > a;. Luego ag — a; = aj. Entonces L” € Vj

Por lo tanto v(Ay —

n—1

(0—a;=a;)&(0—1>a;41)" Como

L' e HS(LH)a L' e V&Haizai)&(0ﬁ12a¢+1)‘

k < n—1. Sea L'

. !/ /
.CLO<CL1<...

< aj_; una cadena. Como k < n — iy,

en consecuencia, n — k + 1 > 4 + 1, puedo definir el siguiente monomorfismo de

reticulados v : L' — L”.

V(Az) = {

si

/
aernfk
‘ si

)

1<z<k-1

r=20
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!
L4 Ap—1
Ap-1 o
: : ,
Al o ——————— o a1+nfk
: !/
A —e O

Definimos en L” una implicacién — como en el caso anterior y se obtiene que
/
L' e VO%al—aZ)&(OﬁlzaiJrl)'
|

Debido a la gran cantidad de identidades y casos que se utilizan en el siguiente teorema,
se ha trasladado su demostracién al apéndice (ver 10.3.7) para facilitar su lectura.

Teorema 5.2.16 Las siquientes identidades representan una base ecuacional para la va-
medadVo_}a_a])&(O_}l an) conn>3,0<i<j<n—1lei+1<r<n-—1:(Ch), (H,),
(5.1), (0 = a; = a;), (0 = 1 =a,), (5.25), (5.26), (5.31), (5.32), (5.33), (5.34), (5.35),
(5.36), (5.37), y las identidades descritas a continuacion segin cada caso:

5.27) sir >3

5.28) sir=2yr <j.

5.29) sir#n—2
5.3

(d 0)sir=n—-2yr<j.
(2) (a) (5.38) sir>3
(b) (5.39) sir=j=2

Para concluir, veamos los siguientes resultados:

Lema 5.2.17 Sean >3 y sea 0 <t <n — 1. Entonces

Vz(l)—ﬂll':ai) = VE%)—)ai:ai)&(Oﬁlzai) U Vg)ﬁai:ai)&(o—)lza”l)'

Demostraciéon Claramente

V(%—)ai:ai)&(o—ﬂzai) U V&%ai:ai)&(ﬂﬁlzawﬂ - V(O—)al—az)

SeaL:0=ag<a <...<a,1=1una cadena de semi-Heyting con n elementos.
Supongamos que 0 — a; = a; en L. Entonces a; A (0 — 1) = a; A ((a; A 0) — (a; A
1) =a; AN (0 — a;) = a; ANa; = a;. Luego 0 — 1 > a;. Como consecuencia L €
V&)ﬁai:ai)&(o—)l =a;) U VD—)a =a;)&(0—=1>a;4+1)" u
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Lema 5.2.18 Sean >3 ysea 0 <1< j <n—1. Entonces

n—1
V(T(L)Haizaj) = U V(%Hai:aj)&(Olear)'
r=i
Demostracion Claramente,
n—1
U V0= ai=a))&(0—1=a,) € V0—ai=a,)-
r=1
SeaL:0=ap<a <...<a,1=1una cadena de semi-Heyting con n elementos.

Supongamos que 0 — a; = a; en L. Entonces a; A (0 = 1) = a; A ((a; ANO) = (a; A 1)) =

=a; \(0 = a;) = a; Aa; = a;. Luego 0 = 1 > a;. Entonces L € U2 Vi 0,20 ) e:(012a,)-
|

Del lema 2.2.5, se demuestra facilmente el siguiente teorema:

Teorema 5.2.19 Sea n > 3. Entonces:
(a) VZ’LO—MLZ':O) = VZE)_)IZ()) con O < ’L S n — 1

(b) Vg)—m:aj) = Vﬁ)_n:aj) conl<j<i<n-—1

De los teoremas de esta seccién se puede dar una base ecuacional para la subvariedad

VrZ—m]-:w conn>30<i<j<n—-1y0<r<n-—1.

Resulta imprescindible destacar que las bases ecuacionales previamente encontradas no
bastan para determinar la base ecuacional para la variedad generada por un ntimero finito
arbitrario de cadenas de semi-Heyting. Este problema parece ser mucho méas complejo y

complicado que lo expuesto anteriormente como demuestra el siguiente ejemplo.

Sea
V4
(a—b=a)&(a—1=a)&(b—1=b)
la variedad generada por las cadenas de semi-Heyting de la forma L : 0 < a < b < 1 tal
quea—>b=a,a—>1=ayb—1=>ben L. Vamos a ver que

V?a—)b:a)&(a—)l:a)&(bﬁl:b) 7& Vf—ﬂ):a N Vi—)l:a A Vl?—)l:b'

Consideremos las siguientes cadenas de semi-Heyting L; y Lo.

1 1
Ly —|0]la|b|1l Ly 4 - |0]la|b]|1l
0O [1]0[0]0 O|1/0(0]0
a a|0|1l]lala a a |0]1[b]|1
b |0|la|l]1 b |0|la|l]d
0 1 10jal|b|1 0 1 10|lalb]|1l
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Consideremos la cadena de semi-Heyting Ly : 0 <c<1ldonde0 -c=0—-1=0y
¢ — 1 =1. Como Ly es isomorfa a una subdlgebra de L; y Ly € V* ,,_ NV1 ., entonces
Lo € V!, _ NV, _.. Por otro lado, como Ly es isomorfa a una subélgebra de Ly y
L, € V},,_, entonces Lo € V', _,. Luego Lo € Vi, . NVi,,_ NV}, ,. Sin embargo,

es facil verificar que Lo & Vi, ,,— o)t (as1—a)&(bs1=b)-
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Capitulo 6

Teorema de Glivenko y aplicaciones
en algebras libres

6.1. Introduccion

En [24, TIT 3.5] se demuestra que los elementos regulares de un algebra de Heyting A
forman una subalgebra de A si y solo si A satisface la condicién de Stone x* V 2™ =~ 1.
Esta condicion no es suficiente en el caso de las dlgebras de semi-Heyting. Vamos a probar
que los elementos regulares de un algebra de semi-Heyting A forman una subalgebra de
A si y sélo si, ademas de la condicién de Stone, A satisface la identidad

0—=1)V(O0—=1)==1.

En este capitulo obtendremos un teorema del tipo de Glivenko para la variedad de
las dlgebras de semi-Heyting y probaremos que la clase de las dlgebras de semi-Heyting
booleanas (4lgebras con una estructura subyacente de reticulado booleano) constituye
una subcategoria reflexiva de SH. Finalmente aplicaremos estos resultados para obtener
una caracterizacion de la descomponibilidad de las algebras de semi-Heyting libres. Los
resultados hallados en este capitulo forman parte del trabajo [1].

Como las algebras de semi-Heyting son reticulados pseudocomplementados, las si-
guientes propiedades se verifican:

Lema 6.1.1 (a) Sia <b entonces b* < a*.
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(h) (aVb)*=a* Ab".

El conjunto de los elementos regulares de un élgebra de semi-Heyting A es Reg(A) =
{a € A: a** = a}, y el conjunto de sus elementos densos es D(A) = {a € A: a* =0}.
Es facil ver que D(A) es un filtro de A.

Un elemento a € A se dice complementado (booleano) si existe b € A tal que a Ab =10
y aVb = 1; el elemento b es llamado el complemento de a. Si a € A tiene un complemento,
éste es unico y es a*. Si B(A) denota el conjunto de elementos complementados de A,
entonces B(A) ={a € A: aVa* =1}y, consecuentemente, B(A) C Reg(A).

Si A € SH, entonces Reg(A) no es, en general, una subélgebra de A, como muestra
el siguiente ejemplo.

Consideremos la siguiente dlgebra de semi-Heyting con tres elementos A = ({0, a, 1}, A, V, —
,0,1), cuyo orden de reticulado y operacién — estd definida a continuacién.

A
—10]lall
4 0Ol1l]lala
a |0]1]a
0 1 10|lall

Tenemos que B(A) ={0,1} y0 — 1 =a ¢ B(A), luego B(A) no es una subdlgebra
de A.
Observemos que si A € V(2,2) entonces su {A,V,*,0,1}-reducto es un algebra de

Boole. Recordemos que un algebra de semi-Heyting A es un &lgebra booleana si A €

V(2,2).

6.2. Teorema de Glivenko

En esta seccion probaremos un teorema del tipo de Glivenko para las dlgebras de semi-
Heyting. Ademas probaremos que la categoria de las dlgebras de semi-Heyting booleanas
constituye una subcategoria reflectiva de la categoria de las algebras de semi-Heyting y
sus homomorfismos.

Lema 6.2.1 Sea A un dlgebra de semi-Heyting. Si definimos las siguientes operaciones

sobre Reg(A)
r ARy =z, x\/Ry:(x\/y)**, 0r=0, Ig=1 9y z=>y=(r—>y™

entonces (Reg(A), NB.VE = 0, 15) € SH y satisface la ecuacion x VE 2* ~ 1, 6 equi-
valentemente, (Reg(A), AN, VE = 0g, 15) € V(2,2).
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Demostracién Del lema 6.1.1, a A b,a VE b a = b € Reg(A) cuando a,b € Reg(A).
Ademas, 0 = 0" =1*=0=0g y 1}y = 1" =0*= 1= 1g y, por lo tanto, Reg(A) es
un reticulado acotado con las operaciones anteriores. Veamos que = es una implicacion
de semi-Heyting.

En efecto, sean a,b,c € Reg(A).

aN(a=b) = aN(a—=>b*"=a*A(a—b*
[aN(a—=b)]™ =(aNb)™ =a* ANb™ =a A
ANb=c) = aNb—=o)"=a"ANb—c)* =]aN(b— )]

= [aAN((aAD) = (anc))]*=a*AN((aAb) = (aNc))*
= a"A((aNb)=(anc))=aAN((aNb) = (aNc));
a=a = (a—a)*=1"=1= 1.
Luego (Reg(A), ANE VE = 0g, 1g) es un algebra de semi-Heyting.

Finalmente veremos que Reg(A) satisface la ecuacién z VI 2* ~ 1. En efecto, por el
lema 6.1.1 (h), (a V a*)** = (a* A a*)*. Luego a VR a* = (a V a*)™ = (a* A a™)* = 0* =
1=1p m

Como (Reg(A), A\B, VI = 0g,1g) € V(2,2), existe una inmersién « : Reg(A) —
[127 x 27 para algunos conjuntos I, J. Observemos que en el algebra de semi-Heyting 2,
a — b= a* Vb, mientras que en 2, a — b = (a* V b) A (b* V a). Luego, si a,b € Reg(A) y
7; es la i—ésima proyeccién de [ 2! x 27 entonces

mi(a(a = b)) = ala = 0)(i) = a(a)(i) = a(b)(i) =

{ afa)(@)” Vv a(b)(i) si. mi(a(Reg(A))) =
(@) ()" vV a(b) (i) A ((b)(i)" V ala)(i)) st mi(a(Reg(A )))
Lema 6.2.2 La funcion ra : A — Reg(A) definida como ra(a) =

fismo de dlgebras de semi-Heyting .

es un homomor-

Demostracién
ra(and) = (aAD)*™ =a* Ab™ =a™ Al b** = rA(a) Ara(b);

— (a** v b**)** = q** \/R b**
= ra(a)Vra(b);
TA<O):O**:O:OR}77’A(1):1**:1:1R
Con el objetivo de probar que ra(a — b) = ra(a) = ra(b) demostraremos que
a(ra(a — b)) = a(ra(a) = ra(b)).
Supongamos que m;(Reg(A)) = 2. Entonces
a(rala = 0))(i) = a((a— b)** ) = afa = b)(i

(i (i
= a(@)(@)" v ab)(@) = [a(a)(@)* V a(b) ()]
= [a(a)(i )** Vv a(0)(@) ] = la(a) ()™ V a(b) ()]
= [ale)(0)" v a)(@)]™ = [a(a) (1) V a(b) ()]
= a(a)(@)™ = a)(@)™ = ala)(i) = a(b)(i)
= afa= b))
El caso m;(Reg(A)) = 2 es similar. [ ]

Los resultados anteriores permiten establecer el teorema de Glivenko para algebras de
semi-Heyting .
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Teorema 6.2.3 (Teorema de Glivenko) Sea A un dlgebra de semi-Heyting. Entonces
(Reg(A), NEVE =B 0g 1g) es un dlgebra de semi-Heyting booleana. Ademds, la funcién
ra : A — Reg(A) definida como ra(a) = a** es un homomorfismo y Reg(A) ~ A/D(A).

Diremos que una subcategoria A de la categoria SH es reflectiva si existe un funtor
R : SH — A, llamado reflector, tal que para cada A € Obj(SH) existe un morfismo
®r(A): A — R(A) de SH con las siguientes propiedades:

(a) Si f € Hom(SH) con f: A — A’ entonces Pr(A’) o f = R(f) o Pr(A).

(b) Si A € Obj(A)y f € Hom(SH) con f: A — A entonces existe un uinico morfismo
'€ Hom(A) con f': R(A) — A tal que f' o Pr(A) = f.

Teorema 6.2.4 [6, Thm. 1.18.2] Sea A una subcategoria de SH. A es una subcategoria
reflectiva de SH si y solo si existe una funcion que a todo objeto A de SH asigna un
objeto R(A) de A y una funcion que asigna a todo objeto A de SH un morfismo Pr(A) :
A — R(A) de SH tal que para todo A € Obj(A) y f € Hom(SH) con f: A — A existe
un tdnico f* € Hom(A) con f': R(A) — A tal que f' o Pr(A) = f.

En adelante probaremos que la clase de las algebras de semi-Heyting booleanas cons-
tituye una subcategoria reflectiva de SH.

Lema 6.2.5 V(2,2) es una subcategoria reflectiva de SH.

Demostracién Definimos R : Obj(SH) — Obj(V(2,2)) como R(A) = Reg(A). Pa-
ra A € Obj(SH) definimos Pr(A) : A — R(A) como Pr(A)(a) = ra(a). Del lema
6.2.2, Dr(A) = ra estd bien definida. Sea B € Obj(V(2,2)) y sea f : A — V(2,2) un
homomorfismo de semi-Heyting. Queremos probar que existe un tnico morfismo en la
categoria V(2,2), f': Reg(A) — B tal que f' o ®r(A) = f. Definimos [’ : Reg(A) — B
Dot ' = flregia). Veamos que (1o @(A))(c) = f(c) para cualquier ¢ € Reg(A). Como
¢ =, (0 BR(A)(c) = F(ra(0) = F() = () = flregar(©) = £(c). Para la uni-
cidad, sea f”: Reg(A) — B tal que (f" o ®r(A))(c) = f(c). Entonces f'(c) = f"(c) =
F1(ra(e) = " (@r(A)(e) = f(c) = F(@R(A)() = fi(ra(e)) = F/(c™) = /(). Por el

teorema 6.2.4, tenemos que V(2,2) es una subcategoria reflectiva de SH. |

6.3. Descomponibilidad en las dlgebras de semi-Heyting
libres

En [24, IIT 3.5] los autores prueban que para un &lgebra de Heyting A, Reg(A) es
una subalgebra de A si y sélo si A satisface la condicion de Stone. Este resultado no se
generaliza al caso de las algebras de semi-Heyting, como vimos en el ejemplo en la seccion
1, donde tenemos un &lgebra A que satisface la condicién de Stone pero Reg(A) no es
una subélgebra de A. Recordemos que notamos por SH” la subvariedad de las dlgebras
de semi-Heyting Stoneanas, esto es la subvariedad de SH definida por la identidad de
Stone z*V ™ ~ 1.
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Sea D la subvariedad de SH que satisface las identidades
rVvrtxly 0—=-1)V(0—=1)~1.

El lema que sigue brinda una condicién necesaria y suficiente sobre un algebra A € SH
para que Reg(A) forme una subélgebra de A.

Lema 6.3.1 Sea A € SH. Entonces Reg(A) es una subdlgebra de A si y solo si A € D.

Demostracién Supongamos que Reg(A) es una subdlgebra de A. Observemos que el
hecho que Reg(A) sea una subdlgebra de A implica que VE =V y a V a* = 1 para cada
a € Reg(A). Luego para todo a € A, como a* € Reg(A) se tiene que a* V a™ = 1. Por
otro lado , 0,1 € Reg(A), y entonces 0 — 1 € Reg(A). Luego (0 - 1)V (0 — 1)* = 1.

Para la reciproca, supongamos que A € D. Sean a,b € Reg(A) y probemos que
aVb=aVFb. Dea*Va*™* =1y a=a" tenemos que a*Va = 1, y similarmente, b* Vb = 1.
Observemos que (aVb)*V(aVb) = (a*Ab*)V(aVb) = (a*V(aVb))A(b*V(aVb)) = 1V1 = 1.
Luego a Vb = (aVb)* = (aVb)* Al = (aVD)* Al(aVb)*V (aVD)] = (aVD)* A(aVDb) =
(aVEb)A(aVb). Consecuentemente, a Vb < aVb. La desigualdad aVb < (aVb)*™* = aVib
es consecuencia del lema 6.1.1 (b).

Probemos que Reg(A) es cerrado respecto de la operaciéon —. Como A € D, A es un
producto subdirecto de una familia {A;};c; de algebras subdirectamente irreducibles en
D. Ademsds, como A satisface la condicién de Stone, es facil ver que Reg(A) = B(A).
Luego si a,b € Reg(A), a,b pueden ser identificados como una secuencia de 0's y 1’s
en [[,c; Ai. Por otro lado, en un dlgebra subdirectamente irreducible A;, la ecuacién
(0= 1)V (0 — 1)* = 1 se satisface si y sélo si {0,1} es una subdlgebra de A;. Como
0—>1=160—1=0en cada A;, entonces es claro que a — b es una secuencia de 0's y
1's, esto es, a — b € B(A) = Reg(A). [ |

Para una variedad K dada, sea §x(X) el dlgebra libre en I sobre un conjunto X de
generadores libres.

Ahora daremos una descripcion de Fy2.3)(X,), el dlgebra libre en la variedad V(2, 2),
con X,, = {z1,22,...,2,}. Probaremos que el reducto booleano de Fy (2 3)(X,) es isomorfo
al dlgebra de Boole libre sobre n 4+ 1 generadores libres §z(n + 1).

Observemos que V(2,2) es una variedad con discriminador [33, theorem 7.3]. Ademas,
V(2,2) es localmente finita. En efecto, veamos que §y23)(Xy) es finita. Como V(2,2)
es una variedad con discriminador, entonces §y23)(Xy) es un producto booleano de las
dlgebras 2 y 2, es decir, Fy(23)(X,) es isomorfa a una subalgebra de 21 x (2)*2.

Tenemos que a1 = [Hom(Fy23)(Xn),2)| = [{f: f: X, = 2|} =27, y similarmente,

g = 2". Luego Fy(2.2)(Xa) = 2% x (2)*" y, consecuentemente, |Fyzz)(X.)| = 22"

Luego los generadores =, € X,,, 1 < k < n, pueden ser representados de la siguiente
manera: z = (f1, fo) donde f1 : 2" = 2, fo: 2" — 2y f1(i) = fo(i), 1 <1i < 2", es decir,
f1y f2 son, ambos, 2"—uplas de 0’s y 1’s. Luego existe I C {1,2,...,2"} tal que

. 1 si €l . n noo s
xk(z)—{o § il , ypara 1l <i<2" z(2"41) = z(i).
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Lema 6.3.2 Sea I, = {1,2,...,n}. Sia es un dtomo de §y23)(X,) entonces, para algin
J C I,

a:/\xj/\/\x;/\(Oél)

jed i¢J
o
a= /\a:'j/\/\x;/\(O—>1)*.
jeJ JéJ
Demostracién Sea o un dtomo de Fy23)(X,). Entonces a = (a(1), a(2),...,a(2"))

donde para algin k € {1,...,2""'} «a(k) =1y a(i) = 0 para i # k.

Si k < 2" sea a el elemento (a(1),a(2),...,a(2"), (1), ®(2),...,a(2")) (observemos
que « y « difieren sélo en la coordenada 2" + k). Entonces, como la primer mitad de
a es un atomo de Fy(z)(X,), existe J C X, tal que a = A, ;x; A o, 2}, Ahora, en
Fv(22)(Xy), el elemento 0 — 1 es la 2" -upla (1,1,...,1,0,0,...,0), ie, (0 = 1)(i) =1
para 0 < i <2y (0 = 1)(i) =0, para 2" +1 < i < 2" yvaque 0 - 1~ len2y
0—1~0en 2 Luego a=aA (0—1),es decir a = \;c ;25 ANy 75 A (0= 1).

Sik > 2" entonces @ = (a(2"+1), a(2"+2),..., (2", a(2"+1), a(2"+2), ..., a(2"))
es tal que a = /\jEij A /\jgjx;f, y tenemos que a = a A (0 — 1)*, es decir, « =
Njcs i N Njgg @5 A (0 — 1) |

Corolario 6.3.3 {z1,...,2,,0 — 1} es un conjunto de generadores para el {\,V,*,0,1}-
reducto (booleano) de §y 23 (Xy)

Lema 6.3.4 El{A,V,*,0,1}-reducto de §y(23)(Xn) es isomorfo al dlgebra de Boole libre
sobre n + 1 generadores libres Fp(n + 1).

Demostracién Sea Y, = {y1,¥2, ..., Y1} un conjunto de generadores para §z(n + 1).
Sea h : Y, — X, U{0 — 1} definida como h(y;) = x; para 1 <i <ny h(ypt1) =0 — 1.
Sea h : Fp(n +1) — Fy(22)(Xn) la extension homomérfica de h. Del lema 6.3.2, h es
sobre. Como [§5(n + 1) = [Fy23) (Xn)| = 22" entonces h es un isomorfismo. [ |

Como las variedades V(2) (4lgebras de Boole) y V(2) son los tinicos dtomos en el
reticulado de subvariedades de SH [33], entonces toda subvariedad no trivial ¥V de SH
satisface una de las siguientes propiedades:

M VE)CVyVE)ZV, o

(I) V) SV yV(2) LV, o
(IIT) V(2,2) C V.

Luego se tiene lo siguiente:

Teorema 6.3.5 Para toda subvariedad V C SH, Reg(Fv(X)) es isomorfa a Fy)(X™)
si V' satisface (1), es isomorfa a §ya)(X*™) siV satisface (11) y es isomorfa a Fy(2,3)(X*)
stV satisface (I1), con X** = {z™: z € X}.
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Recordemos que D denota la subvariedad de SH que satisface las identidades
rVrt=ly(0—-1)Vv(0—1)"~1
Corolario 6.3.6 Si V es una subvariedad de D, entonces Reg(Fy(X)) es isomorfa a
Sv@)(X™) 0 a Fvz)(X™), 0 a Fyez)(X™), y Reg(Fv(X)) es un retracto de Fy(X).

En lo que sigue estudiaremos la descomponibilidad de §y(X), para una subvariedad

V de SH.

Asumamos que V es una subvariedad de SH* que satisface (I) 6 (IT), y X es un conjun-
to con | X| > 0. Como todo término depende sélo de un conjunto finito de variables, enton-

ces podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que X es finito. Sea X,, = {z1,...,2,}
e I, ={1,...,n}. Para cada I C I,,, consideremos el elemento
ar(xy, ..., x,) = /\x;‘* A /\x;k
iel il
La correspondencia I +— «y(zy,...,x,) brinda una funcién inyectiva de P(I,), el

conjunto de partes de I,,, sobre el conjunto de atomos del dlgebra de semi-Heyting booleana
libre Reg(Fv(Xn)) = Fyz) (X™) = Fye) (X ™). Luego para todo b € Reg(Fv(Xn)), existe

N C P(1,) tal que
b= (\/ Oq(xl,...,acn)>
IeN

donde N ={I € P(1,,) : oy <b}.

Lema 6.3.7 [12] Para todo J C I, y & € (X)), consideremos la n-upla @ ; cuya i-ésima
componente es x para i € J, y 1 para i € J. Para cada I C I,,, obtenemos que

sil=1,yJ=10
o l=1,yJ#0
sl =L, \JyJ#D

en otro caso

a(7,) =

R 8 ==

Teorema 6.3.8 Sea V una subvariedad no trivial de SH. Entonces Fy(X) es directa-
mente descomponible si y solo stV satisface la identidad de Stone.

Demostracién Supongamos que §y(X) es directamente descomponible. Entonces existe
a€Fp(X)talqueavVa* =1y a#0,1.

Supongamos primero que V satisface (I) 6 (IT). Podemos asumir que a = a(xq, ..., z,) €
§v(X,), como antes. Como « € Reg(Fy(X,)), existe N C P(1,,), N # 0, P(I,), tal que

a(xy, ..., x,) = (\/ Oq) )

IeN

Probemos que z* V 2** = 1, para todo x € Fy(X).
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Supongamos que I, € N. Fijemos K € N ysea J=1,\K.Como K #1I,, J#0y
el lema anterior implica que

*

¥ sil=K
‘m?”_{o SSTEN,T4K

kk

Como consecuencia a;(7 ;) = (2*)* = z*. Entonces, como a V a* = 1 obtenemos que
™V x* =1, como deseabamos. Ahora asumamos que I, € N. Elegimos J C [, tal que
J # I, \ I para todo I € N. Observemos que es posible pues N # P(I,). Por el lema
anterior obtenemos que

o sl =1,
‘m?”_{o SSTEN,T#T,

Luego, a;(7 ;) = 2™ y la ecuacién a V a* = 1 se transforma en la ecuacién de Stone
™V x* = 1. Esto prueba que V satisface la identidad de Stone.

Supongamos ahora que V satisface (II1). Entonces Reg(§y (X)) es isomorfo a §y,z 3 (X ™).
Como « € Reg(Fy(X,)), existe N C P(I,), N # 0, P(1,,), tal que

a(xy,..., oy, 2) = (\/(a;/\z))

IeN

donde z € {(0 — 1)*, (0 — 1)}, por el lema 6.3.2.

Por el corolario 6.3.3 y el lema 6.3.4, z es un generador libre del reducto booleano de
Sy(2,2)(X™), es decir, z es un generador libre de §5(n+1) = Reg(Fv(X)) = 2.3 (X™).
Entonces, de a(xq, ..., 2y, 2) V (a1, ..., 25, 2))" =1 se tiene que

O[(l'l, o 737»,”37”) V (Oé(.fl, .. ,l‘n,xn>)* = 17

la cual evaluada en la misma (n + 1)-upla de los casos (I) y (II) nos brinda «** V z* = 1,
es decir, V satisface la identidad de Stone. [ |

Consideremos H; = ({0,a,b,¢,1},A,V,—,0,1) el reticulado distributivo con cinco ele-
mentos:

1

H;
c

a b
0

Lema 6.3.9 Un dlgebra de semi-Heyting A no satisface la identidad z* V ™ ~ 1 si y
solo si A contiene un subreticulado pseudocomplementado isomorfo a Hs.

Demostracion Sea A un algebra de semi-Heyting y supongamos que existe a € A tal
que a*Va*™ # 1. Entonces el conjunto {0, a*, a*™*, a*Va**, 1} es el universo de un reticulado
pseudocomplementado isomorfo a Hs. La reciproca es inmediata. |

Podemos unificar los resultados anteriores en el siguiente corolario:
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Corolario 6.3.10 Para toda subvariedad no trivial V de SH, las siquientes condiciones
son equivalentes:

1. §v(X) es directamente indescomponible

2. VZSH®

3. V contiene un dlgebra cuyo reducto de reticulado pseudocomplementado es isomorfo
a H5.
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Capitulo 7

Algebras de semi-Heyting
equivalentes por términos a las
algebras de Heyting lineales

7.1. Introduccion y preliminares

Recordemos que A € SH es una cadena de semi-Heyting si el reducto de reticulado
de A es totalmente ordenado, A es un dlgebra de semi-Heyting lineal si A pertenece a la
subvariedad de SH generada por las cadenas de semi-Heyting. Esta subvariedad se nota

c
por SH".

Recordemos también que la mitad inferior, incluida la diagonal, de la tabla de la ope-
racion — en una cadena de semi-Heyting estd univocamente determinada [33, Theorem
4.3], es decir, si A es una cadena de semi-Heyting, a,b € A, y a < b entonces b — a =a,y
consecuentemente solo tenemos que considerar los casos a — b cuando a < b para comple-
tar la tabla de la operacion —. En este capitulo vamos a considerar aquellas cadenas de
semi-Heyting en las cuales a — b € {1, a,b} para a < b, y esto nos conducird a considerar
tres subvariedades de SHE.

1. La primera es la subvariedad generada por las cadenas de semi-Heyting que satisface
que a < b implica que a — b = 1, y esta es la variedad H de las dlgebras de Gidel
(también conocidas como la variedad de las dlgebras de Heyting lineales).

2. En segundo lugar, consideraremos la subvariedad generada por las cadenas de semi-
Heyting que satisfacen la condiciéon que si a < b entonces a — b = a, y esta es la
variedad comSHE de las dlgebras de semi-Heyting lineales conmutativas.

3. Finalmente, tenemos la subvariedad de SH® generada por las cadenas de semi-
Heyting en las cuales a < b implica que a — b = b. Esta subvariedad sera notada
por L, pues satisface que para a < b, a —b=aVb.

El principal objetivo de este capitulo es probar que las subvariedades comSHS v Ly
son ambas equivalentes por términos a la variedad H¢ de las algebras de Godel, y que
ellas son las tnicas subvariedades de SH equivalentes por términos a HC.
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Como segundo objetivo investigaremos la variedad C generada en SHE por HE, L
y comSHY. En particular probaremos que C es localmente finita y obtendremos una
construccién del algebra libre finitamente generada en C.

7.2. La subvariedad comSH®

En esta seccién consideraremos la subvariedad generada por las cadenas de semi-
Heyting que satisfacen que a < b implica que a — b = a. Esta es la subvariedad comSH®
de las dlgebras de semi-Heyting lineales conmutativas caraterizada en SHE por la ecuacién
Tt — y ~ y — x. Probaremos que comSH es localmente finita, determinaremos su
reticulado de subvariedades y encontraremos bases ecuacionales para cada subvariedad.

El siguiente lema es inmediato.

Lema 7.2.1 Dado un reticulado totalmente ordenado A con primer elemento 0 y ultimo
elemento 1, si para todo a,b € A definimos

b 1 st a=b
“ |l aAb si a#b

entonces A = (A, —, A\, V,0,1) es un dlgebra de semi-Heyting conmutativa lineal.

Es facil ver que la tnica estructura de algebra de semi-Heyting conmutativa que puede
ser definida sobre una cadena es la introducida anteriormente.

Para cada entero n > 0, sean L, y L, respectivamente, las cadenas 0 = ay < a; <
e Ky < g1 =1y 0=by<b <...<b, g <b, <...<1 ysean L™ y L™
las dlgebras correspondientes en comSHE con universo L, v L. Tenemos que L§o™ es el
dlgebra 2 y L{™ es la cadena

1 =10 a | 1
LCom 0 1 0
Lo a 101 |a

0 1 0 ay 1

Como la clase de las algebras de semi-Heyting conmutativas lineales forman una subva-
riedad de SHY, toda 4lgebra de semi-Heyting conmutativa lineal puede ser representada
como producto subdirecto de cadenas de semi-Heyting conmutativas.

Probaremos que comSHS estd generada por las cadenas L& n > 0.

Teorema 7.2.2 Una subvariedad V de comSHE es propia si y sdlo si L& &V para
algin n > 0.
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Demostracién Supongamos que V es una subvariedad propia de comSHC, es decir,
V # comSHC. Entonces existe una identidad € = A tal que V = e ~ Xy comSHY W e ~
\. Entonces existe una cadena A € comSHC tal que A £ e~ A Sean ay,as,...,a, €
A tales que €(ay,as,...,an) # Aai,az,...,a,), y consideremos la subédlgebra B de A
generada por los elementos ai, as, . . ., a,,. Entonces B es una cadena finita en comSHC,
y consecuentemente B 2 LY°™ para algtin n > 0. Luego L& & V. |

Corolario 7.2.3 Cada subvariedad de comSHE estd generada por sus cadenas finitas.
El siguiente lema resulta inmediato.

Lema 7.2.4 (a) L™ es isomorfa a una subdlgebra de L™, para cada n > 0.

(b) La variedad de las dlgebras de semi-Heyting conmutativas lineales estd generada por
.Com.

(c) Sin<n/, LE™ es isomorfa a una subdlgebra de LE™.

Ahora determinaremos el reticulado de subvariedades de la variedad comSH®. Ademés
daremos una base ecuacional para cada una de las subvariedades.

Teorema 7.2.5 Las tnicas subvariedades de comSHE son V(LEO™) y V(LE™), n > 0.

Demostracién Sea V una subvariedad de comSHC. Si V es variedad comSHC, en-
tonces, por el lema 7.2.4, ¥V = V(LY™). Supongamos que V es una subvariedad pro-
pia de comSHC. Por el teorema 7.2.2, existe un entero n > 0 tal que L& & V. Sea
t = max {n € NU{0} : L&" € V}. Luego, por el lema 7.2.4, toda cadena finita en V
es isomorfa a una subdlgebra de LE°™. Entonces V = V(LF™). [ |

Luego tenemos que el reticulado de subvariedades de comSHC es una cadena de tipo
w—+ 1:

T C V(L™ C VL™ C ... CV(LE™) C ... C comSHY = V(LE™)

y, consecuentemente, es isomorfo al reticulado de subvariedades de la variedad de las
algebras de Godel (ver [22]).

Recordemos el siguiente resultado.

Lema 7.2.6 [3] Sea L una cadena en SHC. Si L satisface la identidad (H,), entonces
L] <n.

n—1 n—1
\/(%\/xf)\/ \/ (i = ;) =1 (Hy)
i=1 j=lyj<i

Corolario 7.2.7 (H,) es, médulo conSHE, una base para V(LEY), para cada entero
n > 2.
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7.3. La subvariedad L,

En esta seccién consideraremos la subvariedad £, de SH generada por las cadenas
de semi-Heyting en las cuales a < b implica que a — b = b.

En el siguiente teorema abreviaremos x <> y para notar el término (x — y) A (y — z).
Es claro que x <> y &~ 1 si y sélo si z ~ y.

Teorema 7.3.1 L estd caracterizada en L por la ecuacion

(Ay) < y)Vr—y) <y =1

Demostracién Sea A una cadena en Ly y a,b € A. Si a = b, entonces ((a A a) <
a)V((a—a)<ra)=1.Sia<b (anb) bV ((a—=b)+<b=((@<bVbebd=1
Sia>b, ((anb) < b)V((a—b)«b)=(b<>b)V (b b) =1. Entonces A satisface la
ecuacion deseada.

Supongamos ahora que A es una cadena de semi-Heyting que satisface ((z A y) <
YV ((zr = y) < y)~1lyseaa,be A, a<b. Entonces ((aAb) <> b)V ((a —b) <> b) =1,
es decir, (a <> b)V ((a = b) <> b)=1. Luegoa<b=16(a—>b)+<b=1.Sia<b=1
entonces a = b, lo cual resulta una contradiccion. Entonces ((a — b) <> b) = 1, es decir,
a — b =b. Luego A pertenece a la variedad L., . [ ]

Es facil demostrar el siguiente resultado.

Lema 7.3.2 Dado un reticulado totalmente ordenado A con primer elemento 0 y ultimo
elemento 1, si para cada a,b € A definimos

b 1 si a=b
“ 1 b st a#b

entonces A = (A, —,\,V,0,1) es un dlgebra en L.

Es facil ver que la inica estructura de un algebra en L, que puede ser definida sobre
una cadena es la introducida mas arriba.

Sean LY y LY, respectivamente, las dlgebras en L, con reticulado subyacente
(Ln,V,N,0,1) y (L, V, A, 0, 1), respectivamente, es decir, donde la operaciéon — esté de-
finida pora -b=1sia=bya—b=>bsia#b. Lj es el dlgebra de Heyting 2 y L es
el algebra

—10]a; |1

L\/ 0 1 ap 1
Lo o 1011
. 110 a |1

Lema 7.3.3 Toda cadena finita en L es isomorfa a L) para algin n > 0.
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Demostracién Sea A = ({ag =0,a4,...,a,, 0,41 = 1},—, A, V,0,1) una cadena finita
en Ly.Seana,b € L.Sia = bentoncesa — b= 1.Sia < b, como ((aAb) <> b)V((a — b) <
b) =(a < b)V((a—=Db) < b)=(anb)V((a—b) < b))y ((andb) < b)V((a—b) < b) =1,
entonces a — b =1>b. Sib < a,como aA (a—b)=aAb=>by A es una cadena, entonces
a—b=>5 Luego A =L. [

La demostracion del siguiente teorema es similar a la del teorema 7.2.2.
Teorema 7.3.4 Una subvariedad V de Ly es propia si y sélo si L) € V para alginn > 0.

Observacién 7.3.5 Utilizando un argumento similar al de la demostracion del teorema
7.2.2, podemos probar que toda subvariedad de L., esta generada por sus cadenas finitas,
es decir, estd generada por las dlgebras {L/,n € I} para algin I C w.

Lema 7.3.6 (a) L es isomorfa a una subdlgebra de L), para cada n > 0.
(b) Ly estd generada por L.

(c) Sin <n' entonces L) es isomorfa a una subdlgebra de L,.

El siguiente teorema caracteriza el reticulado de subvariedades de L,,.
Teorema 7.3.7 Las unicas subvariedades de Ly son V(LY) y V(L,)), con n > 0.

Demostracién Sea V una subvariedad de L. Si V = Ly, por el lema 7.3.6, V = V(L).
Supongamos que V es una subvariedad propia. Del teorema 7.3.4 existe un entero n > 0
tal que LY ¢ V. Sea t = max {n € NU{0} : LY € V}. Entonces toda cadena finita en
L, es isomorfa a una subdlgebra de L, por el lema 7.3.6. Luego V = V(L}). [ |

Luego, el reticulado de subvariedades de £, es una cadena de tipo w + 1:

T CVILY) CVILY) ... CV(LY) C... C L, = V(LY).

Como corolario, tenemos, como en la seccién 7.2, una caracterizacion ecuacional para
cada subvariedad de L., .

Corolario 7.3.8 (H,) es, mddulo L, una base para V(L,/_,) con n > 2.

7.4. Subvariedades equivalentes por términos a la va-
riedad de las algebras de Godel

En esta seccién probaremos que las variedades comSHE y Ly son equivalentes por
términos a la variedad HC de las dlgebras de Godel (dlgebras de Heyting lineales), y que
son las unicas subvariedades en SHY con esta propiedad.

El siguiente lema establece que siempre podemos definir una implicaciéon de Heyting en
cualquier algebra de semi-Heyting. Es mas, sobre todas las implicaciones de semi-Heyting
que pueden ser definidas en un reticulado distributivo dado, la implicacion de Heyting es
la mayor.

93



SUBVARIEDADES DE ALGEBRAS DE SEMI-HEYTING Juan Manuel Cornejo

Lema 7.4.1 Sea (A,V,A\,—,0,1) un dlgebra de semi-Heyting. Si definimos a —y b =
a — (a Ab) para todo a,b € A, entonces

(a) (A,V,A,—m,0,1) es un dlgebra de Heyting
(b) a = b<a—gb para todo a,b € A.

Demostracion Probemos que — g es una implicacion de Heyting. Sean a,b,c € A.
Entonces a -y a = a — (a A a) = 1, luego tenemos (SH4). Ahora, a A (a —y b) =
aA(a — (aAb)) = aNaAb = aAb, y obtenemos (SH2). Para (SH3), aA(b — g ¢) = an(b —
(bAe)) =aAn[(aAnd) = (aAbAc)] = aN[(aAb) = (aAbAaNc)] =aN[(aAb) =g (aAc)].
Finalmente, (¢ Ab) -y a = (a Ab) = (a AbAa)=1. Luego —p es una implicacién de
Heyting, y hemos probado (a).

Para (b), (a = b)) A(a—gb)=(a—b) Afa— (aANb)]=(a—b)AN|[(aN(a—D))—
(aNbA(a— D)) =(a—=bA((aANb) - (aND)) = (a — b ANl =a— b Entonces
a—b<a—gh. [ |

En forma similar, tenemos lo siguiente.
Lema 7.4.2 Sea (A,V,A,—p,0,1) una cadena de Heyting. Si definimos
a—;b=0V[(a—=gb) Ab—pga)l, para a,bec A,
entonces (A,V,N\,—;,0,1) € L.

Demostracién Sean a,b € L. Si a < b entonces a —; b = bV (a <>y b) = b. Luego
(A, V,\,—;,0,1) € Ly. [ |

Como toda dlgebra de Heyting lineal es un producto subdirecto de cadenas de Heyting,
toda algebra de Heyting lineal puede ser transformada en un algebra de L., .

El siguiente lema establece que podemos definir una operacién —. sobre un algebra
de semi-Heyting para obtener un algebra en L¢,,,. Su demostracién es sencilla.

Lema 7.4.3 Sea (A,V,A,—,0,1) una cadena de semi-Heyting . Si definimos
a—.b=(a—gb)ANb—ga), para a,be A,

entonces (A,V, A, —,0,1) € conSHC.

Por lo tanto, las subvariedades comSHC, £, son equivalentes por términos a la va-
riedad de las dlgebras de Heyting lineales, y consecuentemente, si §x(X) nota el algebra
libre sobre un conjunto de generadores libres X en una clase dada K, tenemos el siguiente
resultado.

Lema 7.4.4 [26] Las dlgebras §z,, (X), Teomsuc (X) vy S, (X) son isomorfas dos a dos.

Las demostraciones de los siguientes lemas se realizan por induccién sobre el término
de Heyting t(x,y).
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Lema 7.4.5 Sea (L,A\,V,—,0,1) una cadena de semi-Heyting tal que x — y = t(z,y)
donde t(x,y) es un término de Heyting. Entonces se satisface alguna de las siguientes
condiciones:

(a) a — b= a para todo a,b € L tal que a < b
(b) @ — b =b para todo a,b € L tal que a < b

(¢) a—b=1 para todo a,b € L tal que a < b.

Del lema anterior se tiene el siguiente resultado.

Lema 7.4.6 Consideremos un término de Heyting t(x,y) con t(x,y) # 0,1 y Ly y Ly dos
cadenas de semi-Heyting. Sean a,b € Ly y ¢,d € Ly tales que a < b y ¢ < d. Entonces se
verifican las siguientes condiciones:

(a) Sitt(a,b) = a entonces t*2(c,d) = ¢
(b) Sitti(a,b) =b entonces t*2(c,d) = d

(c) Sit¥i(a,b) =1 entonces t*2(c,d) = 1.

Teorema 7.4.7 Las variedades comSHE y Ly son las inicas subvariedades en SHC
equivalentes por términos a las dlgebras de Heyting lineales.

Demostracién Sea V una subvariedad en SHC equivalente por términos a las dlgebras de
Heyting lineales.Entonces existe un término de Heyting t(x,y) tal que para toda algebra
A eV o —y=t(xy). Sea Ay una cadena de V. Por el lema 7.4.5 podemos suponer,
como primer caso, que a — b = a para todo a,b € A tal que a < b. Entonces Ay €
comSHY. Ademas, por el lema 7.4.6, toda cadena de la variedad V pertenece a comSHE .
Luego V C comSHC. Los otros casos son similares. |

7.5. La variedad generada por comSH, L, vy H°

El objetivo de esta seccion es investigar la variedad generada por las variedades
comSHC, Ly y la variedad de las dlgebras de Heyting lineales. Determinaremos su re-
ticulado de subvariedades, encontraremos una base ecuacional para cada subvariedad, y
estudiaremos algebras libres en esta variedad.

Recordemos que el reticulado de subvariedades de HE es una cadena de tipo (w + 1)
TSV CVILY) C ... CVLE) C ... CHT = V(LY),

donde L es la tinica algebra que tiene como reducto reticular la cadena con n+2 elementos
L,, ne {0} UNU{w}.
Ademas observemos que L} = Ly.

Consideremos las siguientes ecuaciones.
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vu(r,y) = (xAy) =z
'mm(% y) = (x—=y) < (y—) ,
Wz y) = (zAy) <y V(@ —y) < y)

donde z <> y=(x = (x Ay)) A (y = (z Ay)).
Observemos que vy (z,y) = 1, Yoom(Z,y) = 1y y(z,y) =~ 1 representan respectiva-
mente una base ecuacional, médulo SHY, para las subvariedades HE, comSHE y L.

Definicién 7.5.1 Sea C la subvariedad de SHE caracterizada por la ecuacion:

7H($1, 902) V Wcom(yhyQ) \ W(Zla 22) ~ 1

Vamos a probar que C es la variedad generada por las variedades comSHE, £, v HE.
Teorema 7.5.2 V(HC, comSHC, L) = C.

Demostracién Es claro que V(HC, comSHY, L,) C C. Para la otra inclusién, consi-
deremos una cadena de semi-Heyting L € C. Si suponemos que L & HE U comSHE U
L, entonces existen ai,ag, by, be,c1,co € L tales que yy(a,as) # 1, Yoom(b1,b2) # 1y
e, o) # 1. Luego vy (ar, az)Vycom (b1, ba) Vv (c1, c2) # 1, lo cual es una contradiccion.
[ |

Sea V una subvariedad de C. Como en la demostracién del teorema 7.5.2, Si(V) =
Si(HE) U Si(Ly) U Si(comSHE), donde Si(IC) nota la coleccién de las algebras subdirec-
tamente irreducibles en la clase . Entonces es facil ver el siguiente teorema.

Teorema 7.5.3 Toda subvariedad de C es de la forma V(Lz{,LJC"m,LX), para i,j,k €
{0} UNU{w}.

Recordemos que si

n—1 n—1
Y1, ) = \/(xz\/a:f)\/ \/ (x; = ),
i=1 ij=13j<i
entonces 1, (1, ...,2,-1) &~ 1 caracteriza la altura de una cadena L (ver 7.2.6). Luego el

siguiente corolario resulta en forma inmediata .

Corolario 7.5.4 Una base ecuacional para la subvariedad V(LH, L]C"m7 L)), i,5,k € {0}U
NU{w}, en SHC, es la siguiente:

6}[(3:17---axn—laxn7$n+l)\/5é<yla'~-7yn—17ynayn+l)\/5\k;(zla---7Zn—17zn7zn+1);U 1a donde
5}{‘(951,...,1'”,1,:5”,%“) = (w1, T 1) Ava(T0, Tpg)
Se(Yrs - s Un1,Uns Yns1) = V(W15 Un1) A VCom (Yns Ynt1) -
5@(217"'72n7172n72n+l) = ¢%<Zl>--'azn41> A\WV(Zn7Zn+1)
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7.6. Algebras libres en la variedad C

Nuestro siguiente objetivo es obtener una construccion del dlgebra libre finitamente
generada en la variedad C. Seguiremos un proceso similar a lo realizado por Abad y
Monteiro en [5].

Para cada n > 0, sean L (n), LY°™(n) y LY(n) la subdlgebra de L*, L& y LY con
universo L;(n) = {0,a1,...,a; 1}, 0 <i < n respectivamente.

Dada un dlgebra de semi-Heyting A y X C A, sea S(X) la subélgebra de A generada
por X. El siguiente lema es inmediato.

Lema 7.6.1 Sea L una cadena en C y X C L. Entonces S(X) = X U {0, 1}.
La demostracién del siguiente teorema es similar a la demostraciéon dada en [27, V.1.4]

Teorema 7.6.2 Sea A un dlgebra en C y P un filtro primo de A. Entonces A/P es una
cadena si y solo si la familia de todos los filtros propios de A que contienen a P es una
cadena.

Teorema 7.6.3 Sea A € SHE y P un filtro primo de A. Entonces la familia de todos
los filtros propios de A que contienen a P es una cadena.

Demostracién Sea §={F C A: F # A F esun filtrode Ay P C F'}. Sean Iy, F €
§ vy supongamos que Fy Z Fy y Fy € Fy . Entonces existen a,b € A tales que a € Fy \ F}
y b€ F\ Fy. Como A € SHY, A satisface la identidad (Ch), es decir, la identidad
((avV(a—=b) = (a—=>b)V((b—(aAnb) =1 Comol € Py P esun filtro primo,
(aV(a—0b)—>(a—b)ePob— (aNb) € P.

Si(aV(a — b)) = (a—0b) € P, entonces aA[(aV(a—0b) = (a—=b)] =aANb.
Como (aV (a = b)) — (a = b) € Fy y a € Fy (siendo P C Fyp), tenemos que a A b € Fy.
Consecuentemente b € Fj.

Sib— (aAb) € P, entonces bA[b — (a Ab)] = aAb, y como en el caso anterior,
obtenemos que a € F3.

Como consecuencia, Fy C Fy 6 Fy C Fy, es decir, § es una cadena. [ |

De los teoremas 7.6.2 y 7.6.3 resulta el siguiente corolario.
Corolario 7.6.4 Si A € SHY y P es un filtro primo de A, entonces A/P es una cadena.

Para un algebra de semi-Heyting A dada, sea P(A) la coleccién de los filtros primos
de A, y para A finito, sea II(A) el conjunto de sus elementos primos.

Observacién 7.6.5 Recordemos que un algebra de semi-Heyting no trivial A pertenece
a SHY siy s6lo si A es isomorfa a un producto subdirecto de cadenas de semi-Heyting.
Este resultado puede ser reescrito diciendo que A pertenece a SHE si y sélo si A es
isomorfa a un producto subdirecto I pepa)A/P.

El siguiente lema es consecuencia del teorema 7.6.3.
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Lema 7.6.6 Si A € SHC es finita y p € TI(A), entonces el conjunto I(p) = {q € TI(A) :
q < p} es una cadena.

Sea A € SHY, con A finita. Diremos que p € II(A) es de nivel i en II(A), con i un
entero positivo, si |I(p)| = i. Es claro que si p € II(A) es de nivel i y Fg(p) es el filtro
generado por p, entonces A/Fg(p) = L;_1(n).

Sea §¢c(n) el dlgebra libre en la variedad C sobre un conjunto de n generadores libres,
n > 0. En lo que sigue notaremos P(n) la coleccién de los filtros primos de §e(n) y
II(n) el conjunto de los elementos primos de F¢(n). Se tiene que Fe(n) es isomorfa a una
subdlgebra de producto directo IlpcpyFe(n)/P.

Probaremos que §¢(n) es finita, y en ese sentido, demostraremos que P(n) es finita y
que Fe(n)/P es finita para todo P € P(n).

Lema 7.6.7 Sea A wun dlgebra en C, G un conjunto finito de generadores de A con
|G| =n y P €P(A). Entonces |A/P| <n+ 2.

Demostracién Sea h: A — A/P el epimorfismo natural. Como S(G) = A, S(h(G)) =
A/P. Por el corolario 7.6.4, A/P es una cadena. Luego A/P = h(A) = S(h(G))
h(G) U {0, 1} por el lema 7.6.1. Entonces |A/P| < |h(G)|+2 <n+ 2.

Corolario 7.6.8 Si P € P(n), entonces Fc(n)/P es una cadena finita.

Por el lema 7.6.7, si P € P(n), la familia de filtros de Fc(n) que contienen a P tiene a
lo sumo n + 2 elementos, y la familia de filtros primos de §¢(n) que contienen a P tiene a
lo sumo n + 1 elementos. Entonces §e(n)/P es isomorfa a L7 (n) 6 a LE™(n) 6 a LY (n),
con 0 <i<n,yh:Fc(n)— Fe(n)/P estd definida como

h(z) = 1 st z€P
- a; st ZL’GPZ\B_H,OS’LSt '

Consideremos los siguientes conjuntos:
Pl(n) ={P €P(n): Fc(n)/P =Ln)},
Fl{(n) = {f:G = Li(n): S(f(G)) = L{*(n)}.
Similarmente podemos definir los conjuntos P’ (n), P (n), FY(n) y FE™(n).

Finalmente consideremos
Pi(n) = PI(n)UPY(n)UPC™(n), Fi(n) = F*(n)UF(n)UF " (n), F(n)=|JFi(n).

Claramente P;(n) N P;j(n) =0 parai # j,y F;(n) #0 con 0 <i,j <n.

Sea f € F/*(n) y f: Fc(n) — L (n) la expansién de f. Entonces L7 (n) = S(f(G)) =
S(f(@) = f(Ze(n)). Luego f : Fe(n) — L (n) es un epimorfismo, y Kerf es un filtro
primo de Fc¢(n). Similarmente, para EY(n) y Ft(n).
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Lema 7.6.9 Si f € F(n) entonces Fc(n)/Kerf = L¥(n). Si f € FY(n) entonces
Se(n)/Kerf =LY (n). Si f € F€™(n) entonces Fe(n)/Ker f = LE™(n).

Demostracién Supongamos que f € F/*(n). Consideremos el homomorfismo natural
v :Fe(n) = Fe(n)/Kerf.Sea g : Fe(n)/Kerf — L*(n) definida como g(a/Kerf) = f(a)
para a € §e(n).

Veamos que g estd bien definida. Si b € a/Kerf entonces existe ¢ € Kerf tal que
ax Ac=bAc. Luego f(a) = flanc) = f(bAc)= f(b).

Sean a/Kerf,b/Kerf € Fc(n)/Kerf tales que g(a/Kerf) = g(b/Kerf). Entonces
f(a) = f(b). Luego f((a — b) A (b — a)) = 1 y consecuentemente, (a — b) A (b — a) €
Kerf. Ademds, aA(a = b)A(b—a)=aAbA(b—=a)=aAbAa=aAb=bAaAb=
bAaA(a —b) =bA(b— a)A(a — b). Entonces a/Kerf = b/Kerf. Luego g es inyectiva.

Ahora, para todo a € §e(n), (907)(a) = g(v(a)) = g(a/Ker f) = f(a), luego goy = f.

Sea a € L¥(n). Entonces existe ¢ € F¢(n) tal que f(c) = a, es decir g(y(c)) = a. Luego
g es sobre.

La misma demostracién puede ser desarrollada para los casos en los cuales f € F.Y(n)

6 f € FCom(n). u

Para evitar repeticiones innecesarias, usaremos en adelante el simbolo * para sustituir
los superindices H, V 6 Com. Por ejemplo, F;(n) notard cualquiera de los conjuntos
F(n), FY(n) y FF°™(n), L} notara cualquiera de las cadenas L, LY ¢ LE™, etc.

Lema 7.6.10 La funcién ¥} : F(n) — P#(n) definida como ¢} (f) = Kerf es sobre.

Demostracién Para P € Pf(n) (es decir, §¢(n)/P = Lf(n)), consideremos el ho-
momorfismo natural A : Fe(n) — Fe(n)/P, y sea f = A|g la restricciéon de A a G.
Entonces S(f(G)) = S(AG)) = A(S(GQ)) = AFc(n)) = Li(n), luego f € Ff(n). Aho-
ra, sea f la extensiéon de f. Claramente f|q = f = A ¢ y consecuentemente, f = A\ y

Vi(f) = Kerf = Ker\ = P. [ |
Lema 7.6.11 P(n) es un conjunto finito.

Demostracién Como G y Lf(n) son finitos, F;*(n) es finito para todo 0 < i < n. Por el
lema 7.6.10, ¢} es sobre y consecuentemente, P;(n) es finito para todo 0 < i < n. Como
P(n) = Ui, Pi(n) = Ui, (PH(n) U PY(n) U PP°"(n)) entonces P(n) es finito. [ |

Teorema 7.6.12 §¢(n) es finita.

Demostracién De la observacién 7.6.5, §¢(n) € IS (Hpep(n)gc(n)/P). Por el lema 7.6.11,
P(n) es finito y, por el corolario 7.6.8, §¢(n)/P es finito para todo P € P(n). Entonces
Sc(n) es finita. [ |

Como todo reticulado distributivo finito esta determinado, a menos de isomorfismos,
por su conjunto ordenado de elementos primos, nuestro siguiente objetivo es obtener
una descripcién de II(n). Para esto, vamos a representar cada elemento de II(n) por un
elemento de F(n), es decir, una funcién f de G en Lf(n), 0 < i < n, tal que S(f(G)) =
Li(n), para x € {H,V,Com}.
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Para cada * € {H,V,Com}, consideremos los conjuntos

UF* )y P*(n UP*

y definamos ¢* : F*(n) — P*(n) por *(f) = ¢ (f) = Ker(f) con f € F*(n).
Por el lema 7.6.9, ¢* estd bien definida y es inyectiva.

Si f € F(n), f € Fi(n) para algin 0 < i < n, entonces f € F(n) para algtin
* € {H,V,Com}. Entonces Kerf € P(n) y §c(n)/Kerf = L;. Como §c(n) es finito,
entonces existe p; € II(n) tal que Kerf = Fg(ps), donde Fg(py) es el filtro generado por
Dy-

Lema 7.6.13 La funcion ® : F(n) — II(n) definida como ¢(f) = py es una biyeccion.

Demostracién Sea P € II(n) y consideremos Fg(p) € P(n). Por el corolario 7.6.4,
Sc(n)/Fg(p) es una cadena y luego, §ec(n)/Fg(p) = Lj(n) para algin 0 < j < ny
x € {H,V,Com}. Sea A : Fe(n) — Fe(n)/Fg(p) el epimorfismo natural y X' = A|g.
Entonces N : G — Li(n) y X' € Ff(n) C F(n). Luego Ker(X) = Ker(A\) = Fg(p) y
d(N)=p

Sean f1, fa € F(n) tales que ®(f1) = ®(fz2). Entonces py, = py, con Ker(ﬁ)_:
Fg(ps,) y Ker(f2) = Fg(py,). Como py, = py,, Ker(fl) Fg(pfl) Fg(py,) = Ker(f2).
Consecuentemente SC( )/ Ker(fi) & Fe(n)/Ker(fs). Del teorema 7.5.2 y el corolario
7.6.4, Fe(n)/Ker(f1) = Lj(n) para algin 0 < j < ny = € {H,V,Com}. Entonces
Ker(fi), Ker(f2) € Pr(n) y ¢*(fi) = Ker(fi) = Ker(f,) =

entonces f; = fs.

Y*(f2). Como ¥* es inyectiva,

Observacién 7.6.14 Sip; € II(n) es de nivel i, 1 <i < n+1, entonces Fec(n)/Fg(ps) =
Li (n), con x € {H,V,Com}.

Lema 7.6.15 p; € II(n) es de nivel 1 si y sdlo si f(g) € {0,1} para todo g € G.

Demostracién Sipy € II(n) es de nivel 1, Fe(n)/Fg(pr) = Li(n), con * E {#H,V,Com},
y esto es equivalente a afirmar que Fg(ps) € Py (n). Consideremos 1§ : Fiy(n) — P§(n).
Por el lema 7.6.10, v es biyectiva, y entonces, existe f € Fj(n) : wo(f) Fg(py) =

Ker(f). Luego f € ()" (Fg(py)). Como f € Fj(n), entonces S(f(G)) = Li(n). Luego
f(G)u{0,1} = L§(n). Entonces f(G) C {0,1}. La reciproca es inmediata. [ |

Por el lema 7.6.13 el conjunto de los elementos primos de Fe(n) se corresponde con
el conjunto F(n). Observemos que por esta relacion un elemento p € II(n) de nivel i se
corresponde con una funcién f € F;,_i(n), es decir, f € F/*,(n) U FY (n) U EE™(n).
En particular si p € II(n) es de nivel 1 entonces f € Fit(n) U EFy(n) U FF™(n). Como
Flt(n) = F)(n) se tiene que f € FJ(n) U FF°™(n). Ademés |FJt(n) U FF™(n)| =
|Fit(n)| + |EF™(n)| pues EFjt(n) N FE°™(n) = (. Luego II(n) tiene 2" + 2" = 2n+!
elementos minimales, es decir, tiene 2"*! elementos de nivel 1.

De manera similar por el lema 7.6.15 se puede probar el siguiente lema.
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Lema 7.6.16 p; € II(n) es de nivel i, 2 < i < n+1, si y solo si f(G) C Li_1(n) y
a1, a2,...,0np—1 € f(G)

Lema 7.6.17 Sean p,q € II(n). Entonces q cubre a p en II(n) si y sdlo si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(1) Fglq) € Fg(p)
(2) Fy(p) € Pr(n)
(3) Fyg(q) € P/ 1(n) para algin 0 <t <n—1yx* e {H,V,Com}.

Demostracién Como ¢ cubre a p, Fg(q) C Fg(p) y no existe P € P(n) tal que Fg(q) C
P C Fyg(p). Como Fg(p) € P(n), Fg(p) € Pf(n) paraalgin 0 <t <nyx* € {H,V,Com}.
Ademas, t # n siendo que la familia de filtros primos que contienen a Fg(q) tiene a lo
sumo n+1 elementos. Como no existe P € P(n) tal que Fg(q) C P C Fg(p), entonces
Fg(q) € Pri(n).

Para la vuelta, consideremos p, ¢ € II(n) satisfaciendo las condiciones (1), (2) y (3).
De (1), p < q. Supongamos que existe p’ € II(n) tal que p < p’ < ¢. Entonces Fg(q) C
Fg(p') C Fg(p). Por (2), Fg(p) € Pf(n) y, consecuentemente, Fig(q) € P} ,(n) lo cual
contradice la hipdtesis (3). [ ]

Teorema 7.6.18 Sean f,h € F(n). Entonces ®(h) = p, = q cubre a ®(f) = psf =p st
y solo si f € Ff(n), h € Ff(n) para algin 0 <t < n—1yx* € {H,Vv,Com}, y se
satisfacen las siquientes condiciones:

(I) f(g) =a; siy sdlo si h(g) = a; para todo 0 < j <t.

(IT) f(g) =1 siy sdlo si h(g) =1 6 h(g) = as41-
(III) Existe g € G : f(g) # h(g).

Demostracién Supongamos que ®(h) = p, = ¢ cubre a ®(f) = py = p. Por el lema
7.6.17, Fg(q) C Fg(p), Fg(p) € P/(n) y Fg(q) € P/(n) para algin 0 <t <n—1
y * € {H,V,Com}. De Ker(f) = Fg(p) € P}(n) se tiene que Fe(n)/Ker(f) = Li(n).
Consideremos el homomorfismo natural A : Fe(n) — Fe(n)/Ker(f). Luego A = f y
entonces f € F(n). Similarmente h € Fy {(n).

Como f € Fj(n), S(f(G)) = f(G)U{0,1} = L(n). Si t = 0 entonces f(G) C {0,1}
y si t # 0 se tiene como consecuencia que ag,...,a; € f(G). De una manera similar
at, ..., 0t a1 € h(G). Como Piyo = Fyg(pn) € Py = Fglpy) CPR C...C P C Py =
Sc(n) se tiene que

F(2) = 1 si x€ Fg(py)
aj si v€ P\ Py, 0<j<t

Az = 1 si xe€ Fg(pn)
aj si x€ P\ Py, 0<j<t+1"°
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Tenemos que f(g) = a; si y s6lo si f(g) = a; si y s6lo si g € P;\Pj;1 siy sdlo si h(g) =
a; siy solo si h(g) = a;.

Ademss, f(g) = 1siysolosi f(g) =1siysélosige Fg(py) siy sélo si
9 € (Fg(ps) \ Fg(pn))UFg(ps) sty sdlosi g€ Fg(ps)\ Fg(pn) 6 g € Fg(ps) si'y solo si
g € Py1 \ Piyo 6 g € Fg(py) siysélosi h(g) = a1 6 h(g) = 1siy sélosih(g) = arsq
6 h(g) =1.

Claramente existe g € G tal que f(g) # h(g).

Para la reciproca, sea f € Fj(n), h € F{ (n) para algin 0 < ¢t < n -1y x €
{H,V,Com}, satisfaciendo las condiciones (I), (II) y (III). Como f € F}(n), S(f(G)) =
L;(n). Luego §c(n)/Fg(ps) = Fc(n)/Ker(f) = L;(n), y entonces Fg(ps) € F;(n). Simi-
larmente Fg(pp) € Py 1(n).

Por el lema 7.6.17, es suficiente probar que Fg(pn) C Fg(py).

Consideremos

Fglpf)=Py1 CP C...C P CFy=35c(n)

Fg(pn) = Q2 C Qi1 C ... C Q1 C Qo = Fe(n)

la cadena de filtros primos que contienen a Fg(ps) y Fg(pp) respectivamente. Sea

Crio = QuioNPiiy, Crpt = (Qui1\Quy2) NP1 y C5 = (Q\Qj+1)N(P\Pjg1), 0 < j < t.

Tenemos que B _
z€Cyosiysdlosi h(z) =1y f(z) =1;

2 € Ciyy siysélosi h(z) = a1y f(2) = 1;
z€Cysiysdlosi h(z) =a;y f(2) =a;,0<j <t

Observemos que los conjuntos C; son disjuntos dos a dos, 0 < j <t + 2, y es largo pero
computacional verificar que S = U?j) C; es una subélgebra de Fc¢(n).

Sea g € G. Entonces h(g) € {0 = ag,a1,...,a;,a:11,1}. Sih(g) = 1 entonces g € Q.
Por (II), f(g) = 1 y consecuentemente g € Piy1y g € Ciio € S. Si h(g) = a;41 entonces
g€ Q1 \ Q2 y g € Py por (II). Luego g € Ciy € S. Si h(g) = a;, 0 < j < t,
entonces g € Q; \ Qj+1 v f(g) = a; por (I). Luego g € C; C S. Por lo tanto G C S,
consecuentemente §e(n) = S.

Entonces Fg(py) = Qir2 = Qira NFe(n) = Q2 N (U;j) Cj) = U;j) (Qir2NCj) =

Q2 NCip = Quua N By = fg(ph) ﬁ_Fg(pf). En consecuencia Fg(pn) € Fg(py). Si
Fg(pn) = Fg(ps) entonces Kerh = Kerf. Luego h = f y, por lo tanto h = f. [ |

Veamos el siguiente ejemplo que permite aclarar las ideas subyacentes del teorema
anterior. Supongamos que G = {g1, g2}, es decir, en este caso el dlgebra libre esta generada
por dos generadores libres en la variedad C. Por el lema 7.6.15 podemos determinar los
elementos minimales de I1(2) a partir del conjunto Fy(2). Luego es importante describir
el conjunto Fy(2) como lo haremos a continuacion.

Notaremos (z,y)f a la funcién f : G — L;(2) tal que f(g1) = 2, f(92) = y ¥
S(f(q1), f(g2)) = LI(2) con x € {H,Com,V} y 0 <i <2 Observemos que en este caso
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Fo(2) = F(2) UF§™(2) donde FF(2) = {(0,0), (0, 1), (1,0)8, (1, 1)i} v FFom™(2) =
{(0,0)30’", (0, 1)000’”7 (1,O)Ocom, (1, 1)3"’”}. Como L} = Ly se tiene que (z,y)) = (z,y)y

para todo x,y € {0, 1}, es decir, F}*(2) = FY(2).

Utilizando las condiciones del teorema 7.6.18 vamos a construir las componentes co-
nexas del conjunto I1(2) de la siguiente manera teniendo en cuenta que sus elementos mini-
males estdn determinados por las funciones {(0,0)3 = (0,0)y, (0, 1)¥ = (0,1)y, (1,0)% =
(1,0)y, (1, D)2 = (1,1)y,(0,0)§°™, (0, 1)§™, (1,0)5°™, (1,1)§°™}. Cada figura presentada
a continuacion describe el comportamiento de la componente conexa determinada por un

elemento primo minimal.

Elemento minimal (0, 0)3“’”

(0,0)5°™

Elemento minimal (1,0)§°™

I (a1,0)7°™"

(1,0)5™

Elemento minimal (0, 1)§°™

I (0, ar)fm

(0, g™
Elemento minimal (1, 1)g om
(a1, az)§°™ (az,a1)5o™
(ag,1)fom (a1,a1)F°® (1,a1)§™

(L, Do

Elemento minimal (0, 0) = (0,0)y

(07 0)3{ = (07 O)g

Elemento minimal (0,1)¥ = (0,1)y

(0,a1) \/ (0,a1){

<07 1)2){ = (07 1)(\)/

Elemento minimal (1,0)% = (1,0)y

(a17 O)TL \/‘ (alv 0>\1/

(17 O)Z){ = (17 O)E)/

(az,a1)y

(17 al)Y
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Veamos cémo se construye el dlgebra libre §¢(n) a partir de su conjunto de elementos
primos II(n). Sean [f) = {g € F(n) : [ < g}, K{"(n) = {[f) : |f[7'(W| =4y [ €
F§om(n)} y K2V (n) = {[f) : [/ "] =J v f € Ff(n)} con 0 < j < n. i notamos por
RYo™(n) y R;[’v(n) el reticulado distributivo tal que II(RS™(n)) = M con M € K™ (n)
y H(R;{’v(n)) =~ M con M € Kf’v(n) respectivamente entonces

Por ejemplo, para n =1 el conjunto II(1) es:

NS

Egom(1)  Kfom(1) - Kqtv(1) K77(1)

y, por lo tanto Fe(1) = R§™(1) x RE™(1) x RV (1) x RV (1) donde

|

REm(1)  RET() R ORI

En el caso en que n = 2 se tiene que

Fe(2) = R§™(2) x RY™™(2) x RE™™(2) x RY™¥(2) x R (2) x RV (2)

NN N

K§om2) Kom@) Ko@) Kpv2) K1) K3(2)

donde
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Capitulo 8

Loégica semi-intuicionista

8.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es definir una nueva légica SZ llamada légica semi-
intuicionista de manera tal que las dlgebras de semi-Heyting introducidas en [33] por
Sankappanavar sean la semantica para SZ. Ademas, la 16gica intuicionista sera una exten-
sion axiomatica de SZ. Los resultados hallados en este capitulo forman parte del trabajo
[13].

En este capitulo y en el siguiente usaremos el simbolo — para notar un conectivo
logico y el simbolo = para la operacion algebraica de implicacién en las algebras de
semi-Heyting.

Recordemos que, para un lenguaje £ de orden cero, un conjunto de axiomas logicos
para la légica intuicionista Z consiste en todas las formulas de la forma

(T1)

(T2)

(T3) B— (aVB)

(Ty) (@ =)= ((B—=7) = (aVvB)—7))
(T5) (aAB) =«

(T5) (@A) =B

(T7) (v = a) = ((v = B) = (v = (e A B)))
(T5) (= (B =) = ((@AB) =)

(T5) ((anB) =)= (@ = (B—7))

(Th) (aN—a) —

(Th1) (@ = (@ A—a)) = (—a).
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donde «, (3, v son férmulas cualesquiera en £ [31]. La tnica regla de inferencia es Modus
Ponens: T+ ¢y Ik ¢ — v implica ZF .

Enunciaremos algunas definiciones muy usadas. Para conceptos basicos referimos al
lector a trabajos conocidos como [20], [18] o [30]

Definicién 8.1.1 Una teoria sobre Z es un conjunto de formulas. Una demostracién en
una teoria T es una sucesion finita ¢q, ..., ¢, de formulas en las cuales cada miembro es
un axioma de L, un miembro de T o se deduce de algin miembro anterior de la sucesion
usando la regla de deduccion Modus Ponens. T & ¢ significa que ¢ es demostrable en T,
es decir, es el ultimo miembro de una demostracion en T

Definicién 8.1.2 Dada un dlgebra de Heyting (L,=), cualquier funcion e del conjunto
de vartables en L serd llamada L-valuacién. Esta aplicacion puede ser extendida a una
valuacion del conjunto de formulas definiendo e(—a) = e(a) = 0, e(a A B) = e(a) Ae(B),
e(aV B) = e(a) V e(B), ela — B) = e(a) = ¢(8).

Una formula o es una L-tautologia si e(a) = 1 para cada L-valuacion e. Diremos que
una formula o es una H-tautologia si es una L-tautologia para toda dlgebra de Heyting L.

El siguiente teorema establece una relacién entre la logica Z y la clase de las algebras
de Heyting.

Teorema 8.1.3 [31] (Completitud) Z es completa, es decir, para cada férmula ¢ las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) ¢ is demostrable en T

(b) Para cada dlgebra de Heyting L, ¢ es una L-tautologia.

8.2. El calculo proposicional semi-intuicionista

A continuacién se introducira la ldgica semi-intuicionista ST en términos de los si-
guientes axiomas. Los axiomas (S1), (S2), (S3), (S1), (S5), (Ss) v (S7) determinaran la
estructura de reticulado del dlgebra de Lindenbaum correspondiente. Los axiomas (Sg)
y (Sg) estableceran una relacién algebraica entre la implicacién y el orden. Como conse-
cuencia de los axiomas (S10), (S11), (S12), (S13) ¥ (S14) se tendra que el algebra de las
férmulas equivalentes resulte ser un algebra de semi-Heyting, donde los axiomas (Si5) y
(S16) son necesarios para la buena definicién de la implicacién en el dlgebra de Linden-
baum. Finalmente, los tltimos dos axiomas describen el comportamiento de la negacion.
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(55) (@nB) = ((anf)Ana)

(S6) (@A B) = ((@nB)AB)

(57) (v = (hA ) = (v = (A Ay = (VAB) = [(v = (WAB) Ay =
(y A (an B

(9s) ((anB) = (@AB)A7)) = (@A) = (@AB)AY)) Al = (@A (B = (BA7)))))

(S0) (@ = (aA(B = (BA7)) = ((a = (aA(B = (BAY))A((aAB) = ((@AB)A7)))

( (

(S1) (an(B—=7) = (@A (B =) A(an((@AB) = (@A)

(S12) (@A ((aAB) = (an7))) = (@A (@A B) = (@A) AlaA(B—7)))

(513) (@A (a—=P)) = (@A (a—= B)) AlaAp))

(S14) (@A B) = ((aAB)A (@A (= P)))

(S15) (@ = (aAB)) = ((a = (@AB)A((B—= (BAa) = ((B—= (BAa))A((a—7) =
(=) A (B =)

(S16) (@ = (@A) = (= (@ AB)) A((B = (BAa)) = ((B—= (BA)A((y = B)
(v = B)A (v = @))))))

(S17) (@A =a) = ((aA—a) AB)

(S18) (o = (@ A=) = (0 = (@ A —a)) A (ma)).

La regla de inferencia para SZ serd SZ F ¢ y ST+ ¢ — (¢ A ~y) implica que SZ F ~.
Llamaremos a esta regla Semi-Modus Ponens (SMP).

Los conceptos de férmula demostrable para una teoria de la légica SZ, L-valuacion en
un algebra de semi-Heyting L y SH-tautologia son similares a las definiciones dadas en
8.1.1y8.1.2.

A continuacién, probaremos algunas propiedades de la logica semi-intuicionista que
seran utilizadas en la seccién 8.3.

Lema 8.2.1 Las siguientes propiedades se verifican:
(a) Si STFa— (aApB) entonces STH (aANy) = ((aAy)AB).
(b) SiSTF a— (aAp) entonces STE (aAy) = ((aAy)A(BAY)).

Demostracién
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(a) 1. STF a — (a A ) por hipdtesis.
2.8ZTF (aAvy) = (( Ay) Aa) por (Ss).
(

3.8TF ((any) = ((aAy)Aa)) = (((@Ay) = (@A) Aa)) A((a = (@A B)) —
((a = (@A B)) A(any) = ((aAv) AB))))) por (S7).

4. 8T+ ((a = (anB) = (@ = (@A B) A ((@Ay) = (@ A7) A B)))) por SMP
en 2y 3.

5. 8T F (aAvy) = ((aAy)AB) por SMP en 1y 4.

(b) 1. ST+ o — (a A ) por hipétesis.
2.8TF (aANy) = ((a Ay) A B) por (a).
3. ST F (aANy) = ((aAvy) Aa) por (Ss).
4. 8TF (aANvy) = ((aAy) AN (BAY)) por (S7) y SMP.

Notaremos SZ F a <> f cuando ST a — (aAp)y ST H L — (A ).

Lema 8.2.2 En ST wvale lo siguiente:
(a) SZTFa+ (aAa).
(b) STF (anB) e (BAa).
Demostraciéon

(a) 1.SZTH (o — (aNha)) = [(a = (ahNa))AN[(a = (aAha)) = [(a = (aAha)) Ala —
A (aAa)))l] por (So).
ST a— (aAa) por (S).

(
2
3. 8T H [(a—= (aha)) = [(a = (aha)) AMla— (A (aAa)))]] por SMPen 1y 2.
4. 8TF (a = (e A (A a))) por SMP en 2y 3.

5.8TF (aANa) = ((a A a) Aa) por (Sho).
6. SZF a <+ (aAa)pordyb.

(b) 1.STF (anpB) = ((nB)Ap) por (Sp)-
2. 8T+ (aAB)— ((aAB)Aa) por (Ss).
3.STFH (aNB)— ((aANB)N(BAa)) por (Sg) y SMP.
4. 8T (BAa)— ((BAa)A(aAB)) por un argumento similar a 3.
5.8ZF (aAB) <+ (BAa)por 3y 4.

Lema 8.2.3 SiSZTFa<+ v ySItE < 0 entonces STF (a— ) < (y — §).
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Demostracién 1. ST+ a — (aAy)ySITEvy— (yAa) pues STFH a > 7.
STH(a— ) = ((a— B)A(y— B)) por (Si5), (S1) y SMP.

Como SZF < § entonces STH [ — (BAO) ySITHI— (JAS).

-SLE (v = B) = ((v = B) Ay = 0)) por (S16), (51) y SMP.

.STE (a— B)— ((a = B) A (y = 0)) por (S1) y SMP.

Similarmente, SZ + (y — 0) — ((v = §) A (o — 5)).

STH (a— fp)«+ (y— ) pordyb6. |

[\

N o w

Lema 8.2.4 Si ST+ 8 entonces STF (a A f) < a.

Demostracién 1. ST+ (a A B) — ((a A B) Aa) por (Ss).
2.8TF (BAa) = ((BAa)A(aApB)) por lema 8.2.2.
3.SITF B — (BA(a—= (an(aAp)))) por (Ss) y SMP.
4. ST = (8 por hipotesis.
5.8TFa— (aA(aAnp)) SMP en 3y 4.
6. SZF (aAB) <+ aporlyb. [ |

Lema 8.2.5 S7TFa — «.

Demostracién 1. ST+ (a A @) <> a por el lema 8.2.2.
2.857TFa— (aAa) por (Sy).
3.8 F a < a por 2.
4. 8T+ (a = (N a)) > (a — «) por el lema 8.2.3.
5. 8TF (o — (aha)) = (o= (aANa)) A (a— «)) por 4.
6. ST+ a — a por SMP en 2 y 5. [ |

Lema 8.2.6 ST F —a < (a — (o A —a)).

Demostracién 1. ST+ (o A —a) — (a A —a) por el lema 8.2.5.
2.85TF —a— (maA(—aA ((aA-a) = (aA-a)))) por el lema 8.2.4.
STEF —-a— (maA (aA-a)—= (aA-a)) por 2.
STF —a— (maA ((aA-a) = (aA-aA-a))) por 3.
STF —a— (~aA(a— (a A —a))) por (S12) y SMP.
STF (a— (ah-a)) = (@ = (aA-a)) A—a) por (Sis).
STF -a <+ (a = (e A—-a)) por 5y 6. [ |

O G W

Lema 8.2.7 Si STF f — (B A «a) entonces ST - —a < (—a A —=f).

Demostracién 1. ST+ (a A —a) — ((a A —a) A (=8 A —a)) por (Si7).
2. 8T+ B — (BAB) por (Sho).
3. ST F (aN—-aAp)—= ((aAN-aAB)A (=B A-aAp)) por el lema 8.2.1.
4. Utilizando un argumento similar a 3,
SIHBAN-BANa)—= (BA-BA)A(—aN=FAa)).
5.8+ B — (B A «) por hipdtesis.
6. STH (BAa)— ((BAa)ApB) por (Ss).
7.8TF B+ (BAa)porby 6.
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8. STF (BN —-a) <« (BAaA-a)por el lema 8.2.1.

9. ST+ (BABA-a) <+ (BANaA-a) por 8.

10. STF (8 — (BA(BA—a)) & (BABA—a) por (Sis) ¥ (Sua).

11. SZTF (B = (BA(BA-q))) < (B A —a) por (S).

12.8TF (BA((BAa) = (BAaA-q))) < (B — (BA(BA-a))) por el lema 8.2.3 en
7y 8yellema 8.2.1.

13.SZH(BA((BAa) = (BAaN—q))) < (BA—a) por (Sh).

14. STF (BA (= (aA—a))) < (BA—a) por (S13), (S14) v (S1)-

15. STF (o — (a A —a)) <> —a por el lema 8.2.6.
16. STF (BA-BA (@ — (aA—a))) <> (28 A B A —a) por el lema 8.2.1.
17. 8T F (maA=p) < ((a = (aA—a)) A(B — (BA—S))) por los lemas 8.2.1 y 8.2.6
y (1)

18. ST F ((a = (A=) A (B = (BAP)) < [(a = (aA=a) ANBA (a —
(@ A=a))) = (B A~B A (@ = (& A=a)))]] por (S5) ¥ (Sus).

19. ST+ (maA=p) < [(a = (a A=) AN[(BA (= (aA—a))) = (BA-BA (o —
(@A =a)))]] por (51).

20. SZTF [(a = (a A=) AN[(BA (= (aA=a))) = (BABA(a—= (aA-a)))]] <
(@ = (A=) AN(BA—a) = (= A B A-a)]] por 14, 16 y los lemas 8.2.3 y 8.2.1.

21. ST (2 A=8) 4 [(@ = (@ A-a) A [(BA~a) = (8 A B A a)]] por (51).

22. STF (maAN=p) < [(a = (A=) A[(BAaA—a) — (25 A B A-a)]] por el lema
8.2.3 en 8.

23. ST+ (a A —a) = ((a A=a) A (=B A B A-a)) por (Si7).

24. ST (BAaN—a) = ((BAaAN—-a)A (=8 ABA-a)) por el lema 8.2.1.

25. Similarmente, SZ F (ma A BA—F) = (maABA-L)A(BAaA ).

26. ST+ (BAaN—a) < (78NS A-a) por 24 y 25.

27. ST+ (B A a A —a) por el lema 8.2.5.

28. STF [(BAaAN—a) = (BAaA-Q)] < [(BAaA-a) = (8 A B A -a)] por el
lema 8.2.3.

29. En particular, ST+ [(BAaA—a) = (BAaA )] = ([(BAaA—-a) = (BAaA
—)] A(BAaAma) = (2 A BA—a)]).

30. SZH [(BAaA—-a)— (BAaA-a)] por el lema 8.2.5.

3l. STF [(BAaA—a) = (=8 A B A—a)] por SMP en 29 y 30.

32. ST+ (ma A —=p) <> (. — (a A —a)) por el lema 8.2.4 y (S7) en 22.

33. ST+ (—a A —=83) <> —a por el lema 8.2.6 y (57). [ |

8.3. Algebras de semi-Heyting: sanidad y completi-
tud

En esta seccion probaremos que las algebras de semi-Heyting son la semantica para la
logica semi-intuicionista.

Vamos a construir el dlgebra de Lindenbaum asociada a esta logica.
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Llamaremos Form el conjunto de todas las formulas de SZ. Definimos una relacién
binaria sobre Form como:

a=xpsiysolosi STHa— (aAp).
Lema 8.3.1 La relacion = es reflexiva y transitiva.

Demostracién Como 87 F a — (aA«a) (axioma (Syp)), @ < « para toda férmula «. Sean
a,B,v € Form tal que « < fy B <. Entonces ST+ a — (aAB)ySTF 5 — (BA7).
Usando el axioma (S7) y la regla de deduccién SMP se obtiene que ST F a — (a A 7).
Luego a =< 7. [ |

Si definimos sobre Form la relacion: o = [ si y sélosi « < fy 8 =< «, entonces el
siguiente lema resulta inmediato.

Lema 8.3.2 = es una relacion de equivalencia.

Sea [a] la clase de equivalencia de o en Form/=. Si definimos [a] <[] si y s6lo si
a = 3, entonces obtenemos el siguiente lema:

Lema 8.3.3 (Form/=, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
Lema 8.3.4 (Form/=, <) es un reticulado.

Demostracién Como SZ F o — (a A (a V §)), por el axioma (Sz2), [a] = [a V 5].
En forma similar, usando el axioma (53), se obtiene que [5] < [a Vv f]. Consideremos
v € Form tal que [o] < [v] v [5] = [7]- Entonces STF a — (aAvy) y ST E S — (BAY).
Por (S;) y SMP, ST + (aV ) — ((aV 8) A7) v, en consecuencia, [a V ] =< [v].
Luego [a] V [8] = [a V B]. En forma similar se prueba que [a] A [B] = [a A 5]. Luego
(Form/ ~, <) es un reticulado. [ |

Lema 8.3.5 Sea a una formula. Entonces (Form/=,A\,V,[a A =a], e — a]) es un
reticulado acotado.

Demostracién Por el lema 8.3.4 basta ver que [a A —a] es el primer elemento y que
[ — a] es el dltimo. Sea 5 € Form. Por el lema 8.2.5 SZ - a — «a. Por el lema 8.2.4,
SItF B — (BA(a — «a)). Entonces [f] =2 [a — a]. La condicién [a A —a] = [5] es
inmediata del axioma (S;7). [ |

Ahora definiremos una implicacién sobre Form/= como: [a] = [8] = [a — £].
Teorema 8.3.6 (Form/=,A,V,=,[a A -a],[a — a]) es una dlgebra de semi-Heyting.

Demostraciéon Del lema 8.2.3, = estd bien definida. Veamos que se satisfacen los
axiomas de semi-Heyting. Por definicién [a] = [a] = [a — «]. Por los axiomas (S13)

y (Su), [a] A ([a] = [B]) = [o] Ao — B] = [a A (o = B)] = [anp] = [o] AL
Utilizando los axiomas (S11) y (S12), [e] A ([B] = [V]) =[] A B — 7] = [a A (B —

N =lan((@npf) = (aAy)] = [a]Allanf) = (@Ay)] = [a] A(lan 5] > [ooAr]) =

[l A (el ATAT) = (Ted ATD)- u

Nuestro préximo objetivo es probar que la légica semi-intuicionista SZ es sana y
completa respecto de la clase de las algebras de semi-Heyting.

Primero probaremos algunos lemas que se utilizaran méas adelante.

111



SUBVARIEDADES DE ALGEBRAS DE SEMI-HEYTING Juan Manuel Cornejo

Lema 8.3.7 Sea L = (L,A,V,=,0,1) un dlgebra de semi-Heyting. Para a,b,c € L,
aNb<csiysilosia<b= (bAc).

Demostracién Sea a,b,c € L. Supongamos que a Ab < c. Entonces a A (b= (bAc¢)) =
AN[(aANd) = (aANbAc)=aN[(aANb) = (aAND)]=aNnl=a.

Para la reciproca supongamos que a < b = (bAc). Luego a A\bAc=aANbAbAc=

aANbA (b= (bAc)) =aAb. Como consecuencia a A b < c. [ |

Observemos que en un algebra de semi-Heyting el orden no esta determinado por la
implicaciéon =-.

El siguiente corolario resulta inmediato.

Corolario 8.3.8 Sea L = (L,A\,V,=-,0,1) un dlgebra de semi-Heyting. Para a,b € L,
a<bsiysolosil=a= (aNDb).

Vamos a trabajar en la sanidad. Primero vamos a probar que si ¢ es uno de los axiomas
(S1), (S4), (S7), (S15), (S16), (Ss) 0 (S9) entonces ¢ es una L-tautologia para cada dlgebra
de semi-Heyting L.

Lema 8.3.9 Sea L = (L, \,V,=-,0,1) un dlgebra de semi-Heyting.
LEz=(ry) <= WA2)=[y=WA2)N(z=(xA2)]

Demostracién Sean a,b,c € L. Entonces (a = (aAb)) A (b= (bAc))A(a= (aNc))
(a = (anb))A(b = (bAc))A((anb) = (anbAc)) = (a = (aNb))A(b = (bAc))A((aNbAC)
(anbAc))=(a= (aAb))A (b= (bAc)). El resultado se sigue del lema 8.3.7.

ml

Lema 8.3.10 Sea L = (L, A,V,=,0,1) un dlgebra de semi-Heyting.
LE@=(znz)=[z=@A)A[y=HA2)=[y=GA2)A((zVy)
(vy)n2)l] = 1.

Demostracién Sean a,b,c € L. Entonces (a = (a Ac)) Al(aVb) = ((aVb)Ac)] =
(a = (a/\c))/\[[(a\/b) (a = (ane)] = [(avb) AcA(a = (aNc))]] = (a =
(anc)AN[[(ane)V (DA (a= (aNc)))] = ((aVDb)Ac)]. Entonces (a = (a A c)) =
bAC)A[(aVd)= ((aVd) Ac)]=(a= (aNhc)) A ( bAc) A[[(ane)V (b
] = ((aVb)Acd] =(a= (aNc) ANb= bAc))A[((anc)V(bAC) =
ANe) = (a = (a/\c))/\(b = (b/\c)) ANl =(a= (anc) AN(b = (bAc)).
Luego (a = (aANc) A(b= (bAc) < (aVDb) = ((aVb)Ac). Del lema 83.7, a =

)< (b= (bA)=[b= (bAc)A((aVDd)= ((aV
= (aAc)) = [(a = (anc))A[(b = (bAc)) = [(b=

4

b) Ac))], y por el corolario 8.3.8,
(bAc))A((avb) = ((aVb)Ac))]]]-

Lema 8.3.11 Sea L = (L, A, V,=,0,1) un dlgebra de semi-Heyting.
LEGC=:Ax)=>[E=CGA)A[z=(EAY)=>[(z= EAY)A(z=>
(zA @Ayl ~ 1.
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Demostracién Sean a, b, c € L. Entonces (¢ = (cAa))A(c = (cA(and)))A(c = (cAb)) =
(c=(cna))AN((cha)=((cAha)AD))A(c= (cAb)=(c=(cha))AN((chaAb)=
(cANaNb)A(c= (cAb))=(c= (cNa))A(c= (cAb)). Entonces (c = (cANa))A(c=
(cAb)) <c= (cA(anb)). El resultado es consecuencia del lema 8.3.7. [ |

Lema 8.3.12 Sea L = (L, A, V,=,0,1) un dlgebra de semi-Heyting.
Sean a,b,c € L. Entonces L = (x = (z Ay)) = [z = (xAy) A lly= (yAzx)) =
(y=WwAz)A[(z=2)=(x=2)A(y=2))]]] = 1.

Demostracién (a = (aAD)A (b= (bAa)A(a = c)N (b= c A
YN = (bAa)AN((aAb) = (cA(a= (aAD))AN((bANa)= (cA (a =
(@ = (aAb))A(b = (bA )) [(aA(a = (aAD))) = (cA(a = (anb)))IA[(DA =
c/\(b = (bAa)))] = (a = (aAb))A (b= (bAa))A(a = ¢ ) = =
= (@Nb)ANb=DbANa)AN(a=c)AN[(aN (a=( =
= (aND)AN (b= ((bNa)AN(a=c)N[(aN(a= (aAb))A (b= (bAa)))= (cA (b=
a)))] (a= (aND)AN(b= (bAa))A(a=c)N[(aN(a= (aAD)))AN (b= (bAa))) =
(b:>(b/\a))/\( (anb))]=(a= (aNb)AN(b= (bAa))A(a=c =
= (aAb) AN (b= (bAa))A(a=c). Luego (a = (a AD))A[(b= (bAa)) = [b=
b/\a)) (a=¢c)=((a=c)ANb=0)]]]=(@a= (aANb)AN]1=(a= (a
esultado es consecuencia del lema 8.3.7. |

Lema 8.3.13 Sea L = (L, A\,V,=-,0,1) un dlgebra de semi-Heyting.
Li=(z=(zAy) = [( = @A) Ay = (yrz) == Yrz) A((z=y) =

(z=y)A(z= )]~

Demostracién Sean a,b,c € L. Entonces (a = (aAb))A(b = (bAa))A(c = b)A(c = a) =
[cA(a = (aAb))A (b= (b/\a))] [aN(a = (aAD))A(b= (bAa))|]A(a = (aAb))A (b=
ANe=b)=[cA(a= (anb)ANb=(bANa))]=(aAb)]A(a= (aND))A (b=
(c=b) =cAn(a=(anb)ANb= (bANa)]=[bAD= bAa)]]A(a=
b= bAa)AN(c=b) =(c=bA(a=(aANb)AN(b= (bAa))A(c=D)=
(a= (aAb))A (b= (bAa)). La identidad se satisface por el corolario 8.3.8. B

Lema 8.3.14 Sea L = (L, \,V,=,0,1) un dlgebra de semi-Heyting.

(a) L |= ((fﬂ/\y) (zAy)nz) = ((zAy) = (@AY A)) A = (A Y =
(y A 2))))) =

(b) L (;6:‘ Ay = (yn2))=((z=@Aly=WAr))A(zAy) =

Demostracion

(a) Por el corolario 8.3.8 debemos probar que (a Ab) = ((a Ab)Ac) <a= (aN (b=
(bAc))). Luego an[(andb) = ((aAb)Ac)] = an]b = (bAc)] y an(b = (bAc))A((aNb
((anb)Ac)) =aA (b= (bAc)). Consecuentemente ((a Ab) = ((a Ab)Ac))Ala=
(an(b=(bN)))]=({(anb)= ((anNb)Ac)AN1=((aNb)= ((a D) Ac)).

) =
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(b) Por el corolario 8.3.8 debemos demostrar que a = (a A (b= (bAc¢))) < (aAb) =
((aAb) Ac). Entonces aAbA[a = (aA (b= (bAC)))] =bAaA(b= (bAc)) =aAbAc
y, ademés, a A\bAcAfa= (aN (b= (bAc)))]=aAbAcAc=aAbAc. Entonces
[a=(aN(b=(bAC)))]AN[(aAb) = ((aNb)Ac)]=[a= (aN(b= (bAC))]A]1=
a= (aN (b= (bAc))).

Los conceptos de L-valuacion, L-tautologia y SH-tautologia para las dlgebras de semi-
Heyting son analogos a los definidos en 8.1.2.

Teorema 8.3.15 (Sanidad) La ldgica ST es sana respecto de las L-tautologias: si ¢ es
demostrable en ST, entonces ¢ es una L-tautologia para cada dlgebra de semi-Heyting L.

Demostracién Supongamos que ¢ es un axioma de la logica SZ. Sea L € SH. Si ¢
es uno de los axiomas (S7), (Ss), (57), (S15), (Si6), (Ss) 6 (S9) resulta inmediato de los
lemas 8.3.7, 8.3.9, 8.3.10, 8.3.11, 8.3.12, 8.3.13 y 8.3.14. Sea e una L-valuaciéon. Luego
ela = (A (aVf))) = ela) = elan(aV 5)) e(a) = (e(a) A (e(a) Ve(B))) =

e(a) = e(a) = 1. Andlogamente e(8 — (B A (6 V «))) = 1. Ademés e((a A ) —
((anp)Aa)) = e(anp) = e(aABAa) = (e(a)Ne(S)) = (e(a)Ae(B)) = 1. En forma similar
e((anB) = ((aAB)AB)) = 1. Por otro lado e(a — (aAar)) = e(a) = e(a) = 1. Entonces
l(@n (B =) = (@A (B = M A(@A(@AB) = (@AN)] = (e(a) Ale(8) = e()) =
((e(@) A (e(B) = e())) A (e(a) A ((e(a )/\6(5)) = (e(a) Ae(7)))) = (e(@) A (e(B) =
e(7))) = ((e(a) A (e(B) = e(7))) A (e(a) A (e(B) = e(7)))) = 1. Andlogamente se prueba
que el(a A ((@ A B) = (@A) = (@A (@AB) = (@A) A @A (B =) =1L
Ademsas e[(a A (a = B)) = (A (a = B) A (aAp))] = (e(a) A (e(a) = e(B))) =
((e(@) A (e(a) = e(B))) A (e(@) Ne(B)))] = (ela) Ae(B)) = (e(a) Ae(B) Ae(a) Ae(B)) = L.
Andlogamente se prueba que e[(a A B) = ((a A B) A (a A (o = B)))] = 1. Por otro lado

e[(an—a) = ((an-a)AB)] = (ela) Ne(ma)) = ((e() Ne(—a)) Ae(B)) = (e(a) A(e(a) =
0)) = (e(a) A (e(0) = 0) A e(8)) = (e() A0) = (e(a) A0 Ae(B) = 0= 0 = 1y, por
otro lado, e[(a = (a A —a)) = ((a = (a A —a)) A (ma))] = ((e(a)) = 0) = (((e(a)) =
0)A((e(a)) = 0)) = 1. Como consecuencia de lo anterior queda probado que todo axioma
de la légica SZ es una SH-tautologia.

Supongamos que ¢ y ¢ = (¢ A ) son SH-tautologias. Entonces e(¢) = e(¢p =
(¢ AN a)) = 1. Luego, se deduce que, e(a) > e(d) Ae(a) = e(p) A (e(¢) = (e(d) Ne(a))) =
e(p)Ne(¢p = (pAa)) = 1A1 = 1. Por lo tanto e(a) = 1. Entonces « es una SH-tautologia.
|

J

Teorema 8.3.16 (Completitud) SZ es completa: para cada férmula ¢ las siguientes
condiciones son equivalentes:

(a) ¢ es demostrable en ST

(b) para cada dlgebra de semi-Heyting L, ¢ es una L-tautologia.

Demostracién (a) implica (b) resulta inmediata del teorema 8.3.15. Supongamos que
¢ es una L-tautologia para toda algebra de semi-Heyting L. Consideremos el algebra
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(Form/=,\,V,=,[a A =a],[a — «a]). Por el teorema 8.3.6, (Form/=,A,V,=,[a A
—a], [a& = «]) es un algebra de semi-Heyting. Para toda variable proposicional p defina-
mos la valuacién e de la siguiente manera: e(p) = [p] v la extendemos de manera natural
al conjunto de todas las férmulas. Por hipétesis, e(¢) = [a — «]. Entonces [¢] = [a — o]
y, en consecuencia, ST F (o« — a) — ((a@ = «a) A ¢). Por los lemas 8.2.5 y 8.2.4, ST F ¢.
Luego ¢ es demostrable en la logica SZ. ]

El siguiente resultado es una variante del teorema de la deduccion.

Teorema 8.3.17 (teorema de la deduccién) Sea T una teoria y sean ¢,v formulas.
TU{¢} F 4 siy solo si existe un nimero natural n tal que T' = ¢™ — (¢" A1) (donde @™
es pN... N, n factores). Consecuentemente, como ST = ¢N\¢p <> ¢, entonces TU{p} F ¢
siy solo siThH ¢ — (dAY).

Para poder demostrar el teorema anterior necesitaremos los siguientes dos lemas.

Lema 8.3.18 Si SH - ¢ — (6 A7) y SH F B = (BA(y = (y A1) entonces
SHE (oA B) = (DA L) AD).
Demostracion

1. STF¢ — (¢ A7) por hipétesis.
2. STH(GANY) = (dAP)A7Y) porel lema 8.2.1.
3.STH¢ — (¢ A(v— (YA®))) por hipétesis.
4. STE(YANP) = (W AY)AN(y— (yAY))) por el lema 8.2.1.
5. STH (AP) = (AY)AYA (Y — (yAY)))  por transitividad en 2 y 4.
6. STE(yA(y=(vAY) = (YA (v => (YA A(yAY))  por (Sis).
7. 8TF (OAY) = (GAP)A(y A1) por transitividad en 5 y 6.
8. SITkF (yAY)— (YAY A1) por el axioma (Sg).
9. STH (pAP)— (6AF)AY) por transitividad en 7 y 8.

Lema 8.3.19 Sea T una teoria sobre ST. Sean ¢,¢ formulas. Si T F ¢ — (¢ N )
entonces T'U {¢} F 1.

Demostracién Claramente TU{¢} F ¢. Como T+ ¢ — (¢ A1) por hipdtesis, entonces
TU{¢}F ¢ — (¢ A). Por SMP, T'U {¢} F 4. n

Demostracién (Teorema de la deduccién) Supongamos que existe un n € N tal que

TE@" — (¢" AN). Sin=1entonces T+ ¢ — (¢ A1). Por el lema 8.3.19, T'U {¢} F 9.
Ahora tomemos n € w con n > 1. Luego T' F ¢" — (¢" A1) vy, en consecuencia,
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THGAG™ = (9 A ¢ Ad). Por (Sg) y SMP, TH = (6 A (6" = (9" A9))) v,
por lo tanto, TU {¢} = & — (¢ A (¢" 1 — (¢" 1 A1))). Como T U {¢} F ¢, por SMP,
TU{¢} F "t — (¢" ' Ayp). Aplicando SMP n — 1 veces, T U {¢} I 1.

Supongamos ahora que T'U {¢} - 1. Sea 71, ..., 7 la demostracién de ¢ en la teoria
T U {¢} 1. Haremos induccién sobre k. Si k = 1 entonces ) es un axioma de la 1dgica
SH, v €T 61 = ¢. Como TU{p} F ¢ entonces T U {¢p} F ¢ — (¢ A ) (por lema
8.2.4). Supongamos que k > 1. Entonces 7, proviene de aplicar Semi-Modus Ponens
a miembros previos v;,v; — (7 A 7). Por hipdtesis inductiva, existen n,m € w tales
que T F ¢" — (" Ay) y T = o™ — (9™ A (v — (3 Ar))). Por el lema 8.3.18,
TE(@"Ad™) = ((¢" A @P™) Ayk). Por lo tanto T+ ™™ — (™™ A y). [ |

Definicién 8.3.20 Una teoria T se dice contradictoria (o inconsistente) si T F a A -«
para alguna formula o. En otro caso T se dice consistente.

Lema 8.3.21 T es inconsistente si y solo si T+ ¢ para cada formula ¢.

Demostracion Si T es inconsistente, T' - a A -« para alguna formula «. Sea ¢ una
férmula. Por el axioma (Si7), T F (a A =a) — ((a A =a) A ¢). Por SMP, T' - ¢. La
reciproca es inmediata pues si T ¢ para cada ¢, en particular, T'F a A —a. |

Definicién 8.3.22 Sea T una teoria fija sobre ST. Para cada férmula ¢, sea [p|r el
conjunto de todas las formulas ¢ tal que T+ ¢ <> 1 (formulas T-demostrables equivalentes
a ¢). Sea Ly el conjunto de todas las clases [¢]r. Definimos sobre Lr: 0 := [a A\ —alr,

Li=[a=alr, [Plr A = (9N ]r, [Plr VId]r = [0V ey [Plr = [¢lr = ¢ = o

Este dlgebra serd notada por L.
Como en el teorema 8.3.6 puede ser demostrado que:

Lema 8.3.23 Ly es una dlgebra de semi-Heyting.

De acuerdo a [21, Def. 2.4.1] adoptaremos la siguiente definicién de completitud.

Definicién 8.3.24 Una teoria T es completa si para cada par de formulas ¢, 1,
TH(@OV(—=v) = (0—=1) 6 TEY = (dAY)

Lema 8.3.25 Una teoria T es completa si y solo si el dlgebra Ly es una cadena de semi-
Heyting.

Demostracién Supongamos que 7' es completa. Sean [p|r, [|r € Lr. Por hipdtesis,
TH V(@)= (@—9) 6 TFp— ($A). Bntonces [(6V (6 1)) — (6 —
O)lr =16 [ = (6AB))r = 1. Luego Ly k= (v (z > 1) = (= 9)) V(3 — (Ay)) ~
1. Entonces, por el teorema 2.4.3 L es una cadena de semi-Heyting. La reciproca es
inmediata pues Ly = ((z V (z — y)) = (z = y)) V (y — (2 Ay)) = 1 siempre que Ly es
una cadena de semi-Heyting. |
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Definicién 8.3.26 (a) Una axiomética dada por una formula ®(pq,...,p,) es el con-
gunto de todas las formulas ®(¢1,...,¢,) resultantes de sustituir ¢; por p; (i =
1,...,n) en ®(p1,...,pn).

(b) Un calculo légico C es una extension axiomdatica de ST si resulta de ST agregando
alguna axiomdtica (finita o infinita) a los axiomas, siendo Semi-Modus Ponens la
unica regla de inferencia.

(¢) Sea C una extensién axiomatica de ST y sea L un dlgebra de semi-Heyting. Diremos
que L es una C-algebra si todos los axiomas de C son L-tautologias.

Observemos que el dlgebra L de clases de férmulas C-equivalentes es en si misma una
C-4algebra.

Si ®(¢1, ..., P,) resulta de la axiomdtica ®(p1,...,pn) v e(pi) = [i]c entonces
e(P(d1,. -, Pn)) = [®(P), ..., ¢))]c, donde ¢ resulta de ¢; substituyendo ; por p;. Luego
O(), ..., ¢),) también resulta de la axiomatica y entonces [®(¢), ..., ¢ )]c = [1]c.

Entonces, como en la demostracion del teorema 8.3.16 podemos establecer el siguiente
resultado:

Teorema 8.3.27 (Completitud) Sea C wuna extension azxiomdtica de ST y sea ¢ una
formula. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) C demuestra ¢

(b) & es una L-tautologia para cada C-dlgebra L.

8.4. Relacién entre las légicas 7 y ST

En esta seccién probaremos que la logica intuicionista es una extension axiomatica de
la l6gica semi-intuicionista.

Lema 8.4.1 La légica T satisface las siguientes propiedades:
(a) ZH (a— B) = (a— (aAf)).
(b) SiZTt a— B entonces TH (aNvy)— (BA7).
() IFa— (aNa).
Demostraciéon
(a) .ZF (a = a) = ((a = B) = (a— (e A p))) por (Tr).
2.7F (e ANa) = « por (T5).
IF(((anha) = a)Na) = a por (Ts).
IHE[(((aha) = a)ANa) = a] = [((aAha) = a) = (o — «)] por (Ty).
Ik ((aNa) = a) = (o« — «a) por MP en 3y 4.
ZFa— «a por MP en 2 y 5.
Ik (a—=B)— (a—= (aAnp)) por MP en 1y 6.
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(b) 1.Z+F (e Ay) = « por (T5).
.I+ a— [ por hipdtesis.
.IZF (aNy)— p por (T7) y MP.
Ik (aNvy)—~ por (Tg).

I (aAy)—= (BA7y) por (T7) y MP.

Tt = W NN =

Ik (a—a)—= (a— (aAa)) por (a).
IThFa—= o
.IFa— (aANa) por MP.

W N =

|
El siguiente lema establece que la légica Z demuestra todos los axiomas de la légica
ST.
Lema 8.4.2 Si ¢ es un axioma de la logica ST entonces I+ ¢.

Demostracion Sea ¢ un axioma de la légica SZ. Luego ¢ es demostrable en la légica
SZ. Sea L un algebra de Heyting. En particular L es un algebra de semi-Heyting. Por el
teorema 8.3.16, ¢ es una L-tautologia. Luego, ¢ es demostrable en la lgica Z [31]. W

En el lema siguiente probaremos que Modus Ponens coincide con semi-Modus Ponens

en la légica 7.

Lema 8.4.3 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) SiZFa eIt a— (B entoncesTt
(b) SiZFa eZtka— (aApB) entonces T+ B.

Demostracién

(a) = (b) 1. ZF a por hipdtesis.

.ZFa— (aAB) por hipdtesis.
IZEF(aNp)— B por (Tg).
.IFa— [ por (T1) y MP.
.ZF B por (a).

. I+ « por hipotesis.

Tt = W N =

.Z+ a— [ por hipdtesis.
Ik (aNa)— (aApP) por el lema 8.4.1.
.IFa— (aANa) porel lema 8.4.1.

.ZF [ por (b).

(& Y N N
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De los lemas 8.4.2 y 8.4.3 podemos determinar que la légica Z es una extension
axiomatica de la logica SZ. El siguiente lema nos muestra que Z no coincide con SZ.

Lema 8.4.4 FExiste una formula ¢ tal que T+ ¢ y ST ¢.

Demostracién Consideremos ¢ = (o A —a) — (o — «). Claramente Z F (a A —a) —
(o = «). Consideremos ahora la cadena L de semi-Heyting con dos elementos tal que
0 — 1~ 0 en L. Consideremos una valuacién e : Form — L. Supongamos que SZ + (a A
—a) = (a — «). Por el teorema 8.3.16, ¢ es una L-tautologia. Luego e(¢) = 1. Se obtiene
entonces que 1 = e(¢) = e((a A —a) = (a = a)) =e(aN—a)=e(la—a)=0=1=0
(contradiccién). Luego STV (a A =a) = (v — «). [
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Capitulo 9

Implicaciones de semi-Heyting
definibles por términos de Heyting y
sus logicas asociadas

9.1. Introduccion

Dada un dlgebra de semi-Heyting A = (A, =, A, V,0, 1), es posible definir sobre A la
implicacién r =5 y = x = (x Ay) sobre A de manera que A = (A, =g, A, V,0, 1) resulte
ser un algebra de Heyting (ver lema 7.4.1).

Sea A = (A, =y, A, V,0,1) un algebra de Heyting. Sea t(z, y) un término en el lengua-
je (A, V,=5,0,1). Es facil ver que t(x,y) define una implicacion de SH si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(a) t(z,z) =1

(b) z At(z,y) =z Ay

(c) e At(y,z) mx At(x ANy, z A 2).

Notaremos ImplSH al conjunto de términos de algebra de Heyting que definen una im-

plicacion de SH.

Observemos que el término t(z,y) = = =y y define una implicacién de SH pues
A = (A, =g,N V,0,1) es un algebra de semi-Heyting; es decir, z =g y € ImplSH v,
por lo tanto, ImplSH # 0.

Sea t(x,y) € ImplSH y consideremos la identidad
T =y~ tz,y). (t)

Sea SH; = {A € SH : A satisface la identidad (t)} donde la operacién =g se interpreta
en el término t(x,y) como x =5 y = = (z Ay) para todo =,y € A. El objetivo de este
capitulo es investigar las subvariedades SH; y sus logicas asociadas. Observemos que la
variedad SH; y la variedad H de la clase de las algebras de Heyting son equivalentes por
términos.
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Llamaremos t-algebra de toda algebra A € SH;.

Para estudiar las subvariedades de SH definidas por la ecuacion (t) para algin término
t(z,y) y sus légicas asociadas necesitaremos introducir las nociones de légica SZ[¢] v

subvariedad SH|[e].

Definicién 9.1.1 Sean « y 8 dos formulas de la logica ST y sea € el par (a, B). Llama-
remos logica SZ[e| a la extension axiomdtica de la l6gica ST definida a partir del axioma:

(5e) (@ = (anp) AL = (BA))

y todas sus sustituciones.

Por ejemplo, llamaremos SZC a la l6gica SZ[(z — y,y — )], es decir, la extensién
axiomatica de la légica semi-intuicionista caracterizada por el axioma:

(@) (@ =y) = (=) A=) Ay =) = ((y = 2) Az =)

y todas sus sustituciones. A los fines 16gicos y algebraicos es interesante investigar la logica
SZC. La seccién 9.4 estd orientada a este estudio. Observemos que SZ[()] es la 16gica SZ.

Antes de introducir las subvariedades SH|[e] necesitamos introducir los siguientes con-
ceptos y funciones.

Sea X un conjunto numerable de variables. El conjunto de férmulas de X, que sera no-
tado Form|X], estda constituido de la siguiente manera: X C Form[X], y si ¢, son
férmulas entonces ¢ A v, ¢ V ¢, ¢ — 1 y —¢ también lo son. Por otro lado el conjunto
de términos generados por X, que serd notado Term[X], estd constituido de la siguiente
manera: X C Term[X], 0,1 € Term|[X] y si t1,t; son términos entonces t1 A tg, t1 Vita y
t; = t, también lo son.

Definicién 9.1.2 Introducimos las siguientes funciones:

w [ Form[X] = Term[X] es f(z) =z six € X, f(anp) = fla)ANf(B), flaVy)=
F@) Vv f(B), fla =)= fla) = f(B), f(ma) = f(a) = 0.

w g:Term[X]| — Form[X] esg(z) =x six € X, g(ti Ata) = g(t1) ANg(ta), g(t1 Via) =
9(t1) V g(t2), g(ty = t2) = g(tr) = g(t2), 9(1) =z = = y g(0) = ~(z — z).

Definicién 9.1.3 Dada o € Form|X], llamaremos término asociado a a a f(a) y lo
notaremos t,.

Por ejemplo, si a = (z Ay) = (—2), ta = (x ANy) = (2 = 0).

Definicién 9.1.4 Sea € un par de formulas (o, B). Llamaremos SHe| a la subvariedad
de SH definida por la identidad:
ta =~ f;g.
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La subvariedad SH|[(z — y,y — x)] es la subvariedad de las dlgebras de semi-Heyting
caracterizada por la identidad x = y =~ y = =z, es decir, las algebras de semi-Heyting
conmutativas introducidas en [33].

Vamos a demostrar que las subvariedades de SH definidas por la ecuacién (t) para
algin término ¢(z,y) son de la forma SH[e] para algin par de férmulas. Probaremos
que su légica asociada SZ[e] es equivalente a la légica intuicionista [30] y resulta ser una
extension axiomatica de la légica SZ.

El objetivo central de este capitulo es obtener teoremas tanto algebraicos como logicos
y establecer resultados puente entre la semantica de cada variedad y su légica correspon-
diente.

En la seccién 9.2 demostraremos que la légica SZe] es sana y completa respecto de la
variedad SH|e].

Ha sido de gran interés estudiar relaciones entre las logicas implicativas y las logicas
algebrizables. En la seccion 9.3 demostraremos un teorema que como caso particular
establecera que la logica SZ es algebrizable respecto de la clase de algebras SH en el
sentido de Blok y Pigozzi [9]. Sin embargo, como veremos, SZ no es una légica implicativa
(30].

En la seccién 9.4 investigaremos la 16gica SZC. Esta logica resulta ser la extension
axiomatica de la logica SZ asociada la variedad de las dlgebras de semi-Heyting conmuta-
tivas, es decir, definidas por la identidad = = y ~ y = = (introducidas en el capitulo 1).
Estudiar la logica SZC es interesante pues provee una nueva interpretacién del conectivo
implicativo; se tiene, por ejemplo, que F' — T' = F' donde F, T nota respectivamente el va-
lor de falsedad y verdad. Veremos relaciones estrechas entre ésta y el calculo proposicional
intuicionista Z. También se utilizard esta logica como ejemplo en las secciones venideras.
Veremos propiedades algebraicas que se utilizaran en algunos resultados del resto del
capitulo, por ejemplo, vamos a probar que la implicaciéon conmutativa es la menor entre
todas las implicaciones de semi-Heyting definibles sobre un reticulado acotado.

En la seccién 9.5 vamos a demostrar que existe un par de férmulas € de manera tal
que SH; = SH|[e] para todo término ¢(x,y) que defina una implicacién de semi-Heyting.
Ademads probaremos que las l6gicas SZ[¢] son equivalentes a la 16gica intuicionista, Z, en
el sentido de la definicién 9.5.8. Veremos que toda extensién axiomatica de la légica ST
equivalente al cdlculo proposicional intuicionista es de la forma SZe| para algin par de
formulas e.

El objetivo de la seccion 9.6 es dar una semantica de Kripke para cada una de las
l6gicas semi-intuicionistas equivalentes a Z. Definiremos la nocién de modelo de Kripke y
de modelo algebraico de la légica proposicional SZ[(x — vy, g(t(z,y)))] para un término
t(z,y) de manera similar a lo realizado en [17] para la légica intuicionista y probaremos
que toda férmula « es valida en todo modelo algebraico de la 16gica SZ[(z — vy, g(t(z,y)))]
si y sélo si a es valida en todo modelo de Kripke asociado a esta logica.

En la seccion 9.7 demostraremos que el espacio de Priestley dual de las algebras de
Heyting coincide con el espacio dual de las t-adlgebras de semi-Heyting.

122



SUBVARIEDADES DE ALGEBRAS DE SEMI-HEYTING Juan Manuel Cornejo

9.2. El algebra de Lindenbaum de la légica SZ|¢]

A continuacion estudiaremos el dlgebra de Lindenbaum correspondiente a la légica
STle]. Luego probaremos teoremas de sanidad y completitud para la l6gica SZ[e] respecto
de la clase de dlgebras SH|e].

Definicién 9.2.1 Sea I' C Form[X]. Llamaremos teoria generada por I' en SZ[e] al
conjunto {¢p € Form[X]: I sz ¢} y se notard Th*(T).

En adelante notaremos a — = a — (a A B).

Sea I' C Form[X]y A =Th(I'). En Form[X] definimos la siguiente relacién:
a=p fsisolosia— (3,0 —»a¢eA.
La relacién = depende del par de formulas €. Observemos que
siI' = () entonces a =x [ sisélosi Fsz o —= (@ AB)y Fszg 6= (BAa).
Lema 9.2.2 =5 es una relacion de equivalencia.

Demostracion La reflexividad y simetria resultan inmediatas. Probemos la transitivi-
dad. Supongamos que a@ =5 By 8 =a 7. Entonces a — 5,6 — o, 8 — v,v = € A.
Por el axioma (S7) (ver seccién 8.2) obtenemos que o — 7,7 — a € A. [ |

En adelante, [o]. denota la clase de a en el cojunto cociente Form[X]/ =a.
Definicién 9.2.3 En Form[X|/ =a definimos [o]. <. [B]: si y sdlo si a — € A.
Como consecuencia inmediata de lo anterior se obtiene el siguiente lema:
Lema 9.2.4 (Form[X]/ =a, <.) es un conjunto parcialmente ordenado.
Lema 9.2.5 (Form[X]/ =a, <.) es un reticulado.

Demostracién Como kg7 a = (aA(aV 3)), por el axioma (55), [a]. <. [aV f].. En
forma similar, usando el axioma (S3), se obtiene que [5]. <. [a V f]..

Consideremos v € Form[X] tal que [a]. <. [v]: v [5]c <¢ [7]:- Entonces a — v € A
y B — v € A. Por (Sy) y SMP, Fszp (V) — ((aVB)A7y) y, en consecuencia, [aV (], <.
[7]e. Luego [a]- V [8]: = [aV f].. En forma similar se prueba que [a]: A [8]: = [a A f]..
Luego (Form[X]/ =a, <.) es un reticulado. [ |

Lema 9.2.6 (Form[X]/ =a,A\,V,[a A 2a]., [a — a].) es un reticulado acotado con
a € Form[X].

Demostracién Por el lema 8.3.4 basta ver que [a A =] es el primer elemento y que
[ = o] es el dltimo. Sea 8 € Form[X]. Por el lema 8.2.5, « — « € A. Por el lema
8.24, 8 - (o — a) € A. Entonces [5]. <. [a — a].. La condicién [a A —a]. <. [5]- es
inmediata del axioma (S;7). |
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Definicién 9.2.7 En Form[X] definimos: [o]. = [f]: = [ — F]--
Teorema 9.2.8 (Form[X]|/ =a,\,V,=, [a A =], [a — a].) € SH][e].

Demostraciéon Por el lema 8.2.3, = esta bien definida. Veamos que se satisfacen los
axiomas de semi-Heyting. Por definicién [a]. = [a]. = [a — a].. Por los axiomas (S13)
y (Su), [ed- A([ede = [Ble) = [a]: Ale = Bl = [aA (@ = B)]e = [an B = [a] A[B]..
Utilizando los axiomas (S11) y (S12), [e]- A ([8]): = [V]e) = [a]- A I8 = 7] = [an (B —
Ne = [aA (anp) = (Oé/\v))]] [ele A(a AB) = (aAy)]e = [a]e A (la A Bl =
[ Ae) = el A ((Tale A 18)e) = ([ A T7]e))- u

A continuacién probaremos sanidad y completitud de la logica SZ[¢] respecto de la
variedad SH[e].

De manera similar al capitulo 8 se definen los conceptos de formula demostrable en
ST[e] y SHe]-tautologias.

Teorema 9.2.9 (sanidad) La l6gica STZ[e| es sana respecto de las SH[e]-tautologias: si ¢
es demostrable en SZ[e], entonces ¢ es una SHe|-tautologia.

Demostracién Supongamos que ¢ es un axioma de la 16gica SZ[¢]. Sea A € SH]e|. Si ¢
es un axioma (.S7) al (S1g), ¢ es una A-tautologia. Si ¢ es el axioma (S;) resulta inmediato.
Supongamos que ¢ y ¢ — (¢ A «) son demostrables en SZ[¢]. Por hipétesis inductiva, ¢
y & = (¢ A ) son SH[e]-tautologias. Entonces, por SMP, « es una SH|[e|-tautologia. W

Teorema 9.2.10 (completitud) SZ[e] es completa respecto de las SHe|-tautologias. Es
decir, son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) ¢ es demostrable en ST[¢]

(b) ¢ es una SH|[e]-tautologia.

Demostracién (a) implica (b) es el teorema 9.2.9. Supongamos que ¢ es una A-
tautologia para toda A dlgebra de semi-Heyting perteneciente a la variedad SH|e]. Con-
sideremos el dlgebra (Form[X]|/ =a, A, V, =, [a A —d]., [a = a].) con T = . Por el teo-
rema 9.2.8, (Form[X]/ =a, A\, V,=, [a A 2], [& — a].) es un élgebra de semi-Heyting
perteneciente a la variedad SH|e]. Definimos una valuacién e : X — Form|[X]|/ = co-
mo e(z) = [z]. para toda variable proposicional z. Al extender la valuacién de manera
natural se obtiene que e(a) = [a]. para toda férmula a. Por hipétesis, e(¢) = [a — a]..
Entonces [¢]. = [a — a]. y, en consecuencia, Fsz (@ = o) = ((@ = «) A ¢). Por lo
tanto Fszp) ¢. Luego ¢ es demostrable en la logica ST[e]. [ |

En particular, el teorema 9.2.10 demuestra que la légica SZC es completa respecto de
las algebras de semi-Heyting conmutativas.
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9.3. Algebrizacion de la légica SZ¢|

En esta seccién veremos que la 16gica SZ[e| es algebrizable respecto de la clase de
algebras SH[e]. Como caso particular, estableceremos que la logica ST es algebrizable
respecto de la clase de dlgebras SH en el sentido de Blok y Pigozzi (ver 9.3.3). Referimos
al lector interesado en leer conceptos bésicos acerca de légicas algebraicas o algebrizables
a trabajos relevantes como lo son [14], [18], [20], [30], [34]. Ademé&s vamos a mostrar,
mediante un ejemplo, que la légica SZ no es implicativa (ver definicién 9.3.11).

Definicién 9.3.1 Sea Eq = {t; =ty : t1,ts € Term|[X|} y sea ©; U Oy C Eq. Sea K
una clase de dlgebras. Diremos que ©1]=k Oq si para toda A € K y toda interpretacion
h: Term[X] — A se verifica que si ht; = hry para todo t; = 1 € ©1 entonces hty = hro
para todo ty = ry € O.

Definicién 9.3.2 Un transformador de ida (de vuelta) es una aplicacion T : Form[X] —
P(Eq) (p: Eq — P(Form|[X])). Se dice que T (p) es estructural si 7o = o1 (po = op)
para toda sustitucion o.

Definicién 9.3.3 [9] Sean I' U {9} C Form[X],0 U {t; = to} C Eq. Una légica L es
algebrizable si existe una clase K de dlgebras y transformadores estructurales de ida T vy
de vuelta p tales que:

( ) 'k, @ sty solo si Tl B T
(ALG 2)

(ALG 3) ¢ -z p7()
(ALG 4) t; =ty FFx mp(t; = ta).

O Fx ty &ty siy solo si pO b p(ty = ty)

Los transformadores estructurales que usaremos son:

Definicién 9.3.4 Sea 7 : Form|[X] — P(Eq) definido por ta = {fa ~ 1} y sea p :
Eq — P(Form[X]) definido por p(t) =~ ts) = {gt1 — gta, gt — gt1} donde f y g son las
funciones introducidas en 9.1.2.

Probaremos ahora dos lemas que resultaran ttiles en adelante.

Lema 9.3.5 Sea ¢ € Form|X]|. Entonces Fsz g(f(¢)) — (9(f(9)) AN d) y tsr & —
(oA g(f(0))). Es decir las formulas ¢ y g(f(¢)) son equivalentes en la l6gica ST.

Demostracién Sea (A, =) € SH y sea e : Form[X]| — (A,=) una valuacién. Por
completitud basta probar que e(g(f(¢))) = e(¢). Lo demostraremos por induccién sobre
la construccion de ¢.

= Si ¢ =x con z € X entonces e(g(f(z))) = e(g(z)) = e(x).
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e(g(f(d1 A $2))) =
Ne(g(f(¢2))). Por hipéte-
Ae(¢py). En consecuencia,

m Si g = @1 A dg con ¢p,09 € Form[X]| entonces e(g(f(¢d))) =
e(g(f(d1)Nf(92))) = e(g(f(d1))Ag(f(d2))) = e(g(f(¢1)))
sis inductiva se tiene que e(g(f(¢1))) Ae(g(f(d2))) = e(d1)
e(g(f(9))) = e(dr1) Ae(da) = e(d1 A ¢2) = e(9).

m Si g = ¢V g con ¢1,02 € Form[X] entonces e(g(f(¢))) =
e(g(f(@1)V f(d2))) = e(g(f(¢1))Vy(f(92))) = e(g(f (1)
sis inductiva se tiene que e(g(f(¢1)))Ve(g(f(d2))) = e(é1)
e(9(f(9))) = e(d1) V e(g2) = e(d1 V h2) = e(9).

= Si ¢ = =) con ¢ € Form[X] entonces e(g(f(qb)gg

0)) = elg(f(¥)) = 9(0)) = e(g(f(¥)) = —(z —
e(g(f(¥)) = (e(z = x) = 0) = e(g(f(¢)) = ((e
0. Por hipétesis inductiva, e(g(f(v)) = 0 = e(¢)) = 0.

0 = e(~) = e(9).

m Si = ¢ — ¢o con ¢y, € Form|X]| entonces e(g(f(¢))) = e(g(f(p1 — ¢2))) =
e(g(f(¢1) = f(d2))) = e(g(f(¢1)) = 9(f(#2))) = e(g(f(¢1))) = e(g(f(¢2))). Por
hipdtesis inductiva se tiene que e(g(f(#1))) = e(g(f($2))) =
consecuencia, e(g(f())) = e(d1) = e(d2) = e(d1 — P2) = e().

(9(f (1 V ¢2))) =

e
Ve(g(f(p2))). Por hipéte-
Ve(¢2). En consecuencia,

Lema 9.3.6 Sea A € SH[e] y sea h : Term|[X] — A un homomorfismo. Entonces
hofog=h.

Demostracién Sea t € Term[X]|. Demostraremos este lema por induccién sobre la
construccion del término ¢.

m Sit=xconx € X entonces ho fog(x)=ho f(x)=h(z).

m Sit =t Aty con ty,ty € Term[X], ho fog(ti ANta) = ho fg(ty) A gts)) =
h(f(g(t1)) A f(g(t2))) = ho fog(ti) Nho fog(ts) = h(t) Ah(t2) = h(ty Al2).

m Sit =t Viycon ty,ty € Term|[X] se demuestra como en el caso anterior.

w Sit =1t =ty conty,ty € Term[X], ho fog(ty = t3) = ho f(g(t1) — g(t2)) =
h(f(g(t1)) = f(g(t2))) = ho fog(ti) = ho fog(ta) = h(t1) = h(l2) = h(t1 = t2).

» Sit=1,hofog(l)=ho f(x — z)=h(z = x) = h(1).
m Sit=0,hofog(0)=hof(-(x—=2))=h((z=2)=0)=~h(1=0)=hr(0).

El siguiente resultado demuestra la condicién (ALG1) para la 16gica SZ|[e].
Lema 9.3.7 Sean I'U {p} C Form|[X]. Entonces

I'Fszig @ sty solo st 7L Feypg To.
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Demostracién Supongamos por hipétesis que I' Fszi) . Sea A € SH[e| y sea h :
Term|X] — A un homomorfismo tal que h(fv) = 1 para todo v € I'. Probaremos que
h(fe) =1.

Como I' g7 @ existe una demostracién de ¢ utilizando como tinica regla de inferencia
el SMP a partir de los axiomas o férmulas de I'. Procederemos por inducciéon sobre la
longitud de la demostracién. Si ¢ es un axioma, por completitud (teorema 9.2.10), h(f¢) =
1. Si ¢ € T, por hipétesis, entonces h(fp) = 1. Supongamos que ¢ se demuestra utilizando
al menos una vez SMP. Entonces existe ¢y € Form[X] tal que I' Fszi o — (g0 A @)
y I' Fsz @o. Por hipétesis inductiva, h(f(wo — (o A ¥))) = h(f(po)) = 1. Luego
B(fo) = 1 = (LAR(f2)) = h(f(90)) = (h(F(20)) AB(F(2))) = h(F (g0 — (2 A9)) = 1

Veamos la reciproca. Por hipétesis 7T" Fgype 7¢. Consideremos A = T'h(T") y el dlgebra,
Form[X]/ =a. Por el lema 9.2.8, (Form[X]|/ =a,=,A,V, [~z A z], [z — z]) € SH]e].
Definimos h : Term[X] — Form[X]/ =a como h(t;) = [gt1]. Por el lema 9.3.5 se tiene
que [g(fo)] = [¢] para toda ¢ € Form[X]. Sea v € I'. Entonces v — (z — z),(z —
x) — v € Ay, en consecuencia, [v] = [x — z]. Luego h(fv) = [¢(fy)] = [7] = [z — =]
Como 7I' Egype T, por el lema 9.2.8, h(fy) = [ — z]. Entonces [¢] = [z — 2] ¥,
consecuentemente, p € A. [ |

A continuacién demostraremos la condicién (ALG4) para la légica SZ]e].
Lema 9.3.8 Sea t ~ ty € Eq. Entonces

ty &ty FEsup To(t = ta).

Demostracion Observemos que
Tp(ty = te) ={fog(ti=1t) =1, fog(te=1)~ 1}.

Veamos primero que t; = ty Fsyp T7p(ti = t2). Sea A € SH[e] y sea h : Term[X]| — A
un homomorfismo tal que h(t;) = h(tz). Por el lema 9.3.6, h(f o g(t; = t2)) = h(t; =
t) = 1. En forma similar se prueba que h(f o g(ts = t1)) = 1.

Para la reciproca consideremos A € SH[¢] y un homomorfismo h : Term[X] —
tal que h(f o g(ty) = fog(ts)) = h(fog(ts) = fog(ty)) = 1. Entonces h(f o (tl))

h(fog(tz)) = h(fog(ts)) = h(fog(ti)) = 1y, consecuentemente, h(fog(t1)) = h(fog(t2)).
Por el lema 9.3.6, h(t1) = h(t2). Lo que prueba que 7p(t; = t2) Fsupe t1 = to. [ |

El siguiente resultado es esencial para concretar uno de los objetivos de esta seccion:
Proposicién 9.3.9 [30] Una ldgica L es algebrizable si y sdlo si existe una clase de dlge-
bras K y transformadores estructurales T, p tal que se satisfacen las condiciones (ALG1)

y (ALG4)

El siguiente teorema es consecuencia inmediata de la proposicién 9.3.9 y de los lemas
9.3.7 y 9.3.8 previamente demostrados.

Teorema 9.3.10 SZ[¢] es algebrizable respecto de la clase de dlgebras SH[e] y los trans-
formadores T y p.
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Vamos a probar que SZ[e| no es una légica implicativa segin la siguiente definicién.

Definicién 9.3.11 Una légica implicativa es una ldgica A del tipo de lenguaje L que
satisface las siguientes condiciones:

(IL1) Fqzx—x
(IL2) 2w y,y > zbq2— 2

L1 = Y1y Tn =7 Yn

(IL 3) Para cada X € L, de aridad n > 0, {
Y1 =7 X1y -3 Yn — Tp

}I—A Mz, .oy my) —
)\(yla--'>yn)
(IL4) z,2 > ykavy

(IL5) x4y — z.

El siguiente ejemplo demuestra que la légica SZ[e] no satisface la condicién (IL 5).

Consideremos el dlgebra de semi-Heyting conmutativa con dos elementos, 2. Si 2 sz
y — x entonces, por el teorema de la deduccion 8.3.17, se tiene que Fgz o — (z A (y —
r)). Por completitud (teorema 9.2.10), 2 =z = (z A (y = x)) ~ 1 lo cual es un absurdo
basta, considerar x =1 e y = 0.

9.4. Sobre la l6gica SZIC

En la presente seccion focalizaremos nuestra atencion en la légica SZC. Creemos que
resulta interesante desde el punto de vista légico pues provee una nueva interpretacion
del conectivo implicativo; se tiene, por ejemplo, que F' — T' = F' donde F,T' nota respec-
tivamente el valor de falsedad y verdad. Vamos a establecer relaciones con las logicas Z y

ST.
Los siguientes lemas resultaran ttiles para la demostracién de algunos resultados.

Recordemos el siguiente lema demostrado en el capitulo 7.
Lema 9.4.1 Sea (A, =) un dlgebra de semi-Heyting. Si en A definimos la implicacion
r=pgy=c=(xAy),
entonces se verifican las siguientes condiciones.
(a) (A,=p) es un dlgebra de Heyting.

(b) AFrz=y<z=pnuy.

El siguiente resultado muestra que si bien puede haber mas de una forma de definir
una implicacién de semi-Heyting sobre un reticulado distributivo el pseudocomplemento
es unico.
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Corolario 9.4.2 Sea (A, A,V =,0,1) € SH. Entonces A Ex =0~z =y0, donde la
operacion =y esta definida como en el lema 9.4.1.

Demostracién Sea a € A. Del lema 9.4.1 se tiene que a = 0=a = (a A0) =a =y 0.
|

En el lema 9.4.1 vimos que a partir de cualquier implicacién de semi-Heyting =
podemos obtener la implicacién de Heyting definiendo = =5 y = = (x Ay). El siguiente
resultado establece una relacion entre ambas implicaciones. Observemos que para definir
la implicaciéon = basta hacerlo para x < y.

Lema 9.4.3 Sea (A, A,V =,0,1) € SH. Entonces
AfFr=y~(@=ry) Az Yy =y).

Demostracion
Sean a,b € A. Entonces

(@a=(aND)A((aNb)=0b) =

(a= (anD)N[(aN(a= (aND))) =] = por (SH 2)
(a= (anb)AN[(aN(a= (aNb))=(bA((DANa)= (bAaAD)))]= por (SH 4)
(a= (anND)AN[(aN(a= (aAD)))= (DA (a= (aAD)))] = por (SH 3)
(a= (aNb))A(a=0b) = por (SH 3)
(a=b)A(a= (aNb)) = por (SH 1)
(a=b)AN[(an(a=1D)= (aANbDA(a=0D))] = por (SH 3)
(a=b)A((anb)= (aNb)) = por (SH 2)
(a=b)AN1l= por (SH 4)

Recordemos que la clase de las dlgebras de semi-Heyting conmutativas esta constituida
por las algebras de semi-Heyting que satisfacen la identidad x = y ~ y = x.

El siguiente resultado generaliza el lema 7.4.3.
Lema 9.4.4 Sea (A, =) un dlgebra de semi-Heyting. Si en A definimos la implicacion
r=cy=(r=>gy Ay=ngx),
entonces se verifican las siguientes condiciones:
(a) (A,=¢) es un dlgebra de semi-Heyting conmutativa
(b) AEz=cy<z=y
(¢) =¢ es la tinica implicacion de semi-Heyting conmutativa definible sobre A.

Demostracién
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(a) Veamos que =¢ es una implicacién de semi-Heyting conmutativa. Veamos primero
que se satisfacen los axiomas de semi-Heyting. Primero a =¢ a = (a =g a) A (a =5
a)=1AN1=1. Ademas a A (a =cb) =aA(a=gb)ANb=ga)=aANbA(b=y
a) =aANbANa=aAb Poridltimo aA (b =¢cc)=aA(b=gc)A(c=gb) =
aNj(and) =g (aNc)|AN[(anc)=g (aAb))]=aA[(aNb) =c (aAc))]. Ademés
a=cb=(a=gb)ANb=ypa) =(0b=pga)A(a=pyb) =b=(c a. Entonces la
implicacion es una implicacién de semi-Heyting conmutativa.

(b) Vamos a probar que a =¢ b < a = b en A. En efecto (a = b) A (a =¢ b)
(@ =bANla= (aNb)ANb = (anb) =[aAN(a= (aAb))) = (bA (a
(@A A@= (@A) A= (@A) = (@A) = DA = (@A) A = (ahD)
[(@aANbA (b= (anD))) = (DA (b= (aAD)))]A(a= (anb)) A= (arb)
((a/\b) (anb))A(a= (aAD)A (b= (anb)) =1A(a= (aAb))A(b= (aND))
(a= (aAND)AN (b= (aAb)) =a=cb Luego a =cb<a=b.

4o

(¢) Supongamos que existen dos implicaciones de semi-Heyting conmutativas = y =/
definibles sobre A. Entonces (a = b)A(a ='b) = (a = b)Al(aN(a = D)) =' (DA (a =
b))l =(a=b)A[(anb) =" (bA(b=a))]=(a=b)A[(aNb) =" (bAa)]=a=b.
Luego (a = b) < (a ='b). En forma similar se prueba que (a =’ b) < (a = b).

Lema 9.4.5 Sea (A,=) un dlgebra de semi-Heyting. Si en A definimos los operadores
royyresgyprreoy=x=>yYAy=z)yregy=(=>gy Ay =5 )
respectivamente, entonces r <y =T <g Y.

Demostracién Porellema 94.1, a < b=(a=b)A(b=a)<(a=gbA(b=ya)=
a < b. Por otra parte, a <y b = (a =5 b) A (b =y a) = a =¢ b por el lema 9.4.4.
Ademdsa =cb=(a=cb)AN(b=ca)<(a=bAN(b=a)=a< bporellema94.41 Ml

En el capitulo 8 se prueba que si ¢ es un teorema de la logica SZ entonces ¢ es un
teorema de la légica intuicionista. Vamos a ver que esta condicion no es valida para la
logica SZC, es decir, no es cierto que si SZC = ¢ entonces ¢ es un teorema de la légica Z.

Basta considerar la férmula ¢ = ((a A =) = (@ — a)) = (((a A 7a) = (o —
a))A((a = a) = (aeA-a))). Es facil probar que SZC F ¢ sustituyendo convenientemente
en el axioma (C') que define la légica SZC. Sin embargo si consideramos la cadena de
Heyting A con dos elementos y e una A-valuacién entonces e(¢) = (0 = 1) = ((0 =
I)A(1=10)) =1= 0=0. Como la légica Z es completa respecto de las dlgebras de
Heyting, ¢ no es teorema de la légica Z.

El ejemplo anterior muestra también que no es cierto que si SZC F ¢ entonces SZ I ¢.

En la seccién siguiente probaremos un teorema que como caso particular determi-
nara que la légica SZC es equivalente a logica intuicionista.
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9.5. Ldgicas semi-intuicionistas equivalentes a la 16gi-
cal

Sea t(z,y) € ImplSH. Vamos a demostrar que el término t(z,y) induce un par de
férmulas ¢ = (z — vy, g(t(x,y))) de manera tal que SH; = SH]e|. Recordemos que si
e = (a, 8) entonces SH|(a, )] es la subvariedad de SH definida por la identidad

toz ~ tﬁ
y SH; es la subvariedad definida por la identidad
r=y=~t(z,y) (t).

Por otro lado probaremos que las légicas SZ|e] son equivalentes a la 16gica intuicionista
7 en el sentido de la definicién 9.5.8. Para concretar este objetivo introduciremos tra-
ducciones -°,-* : Form[X] — Form[X] de manera tal que para I' U {¢} C Form[X] se
van a satisfacer las siguientes condiciones:

(a) SiI'Fz ¢ entonces I'° kg ¢°.

(b) Si T Fszi@oy.gt@y)) ¢ entonces I'* 1 ¢*.

(¢) TFrasiysdlosi 7 (o).

o

)
)
)
(d) T Fsziesgtueyy) @ sty 8610 81 I' Fszieoy gt (@7)°-

En la definicién 9.1.3 se introdujo el concepto de término asociado en el cual se obtenia
un término en el lenguaje {=, A, V, 0, 1} a partir de una férmula dada en el lenguaje 16gico
de la l6gica semi-intuicionista {—, A, V, =}. Veamos a continuacién una definicién que nos

brinda el proceso inverso que se utilizara en los resultados expuestos a continuacion para
demostrar que SH; = SH|e|.

Definicién 9.5.1 Dado t € Term[X], diremos que g(t) es la férmula asociada a t.
Por ejemplo si t = (x = (y = 0)) V z entonces g(t) = (x — (y = =(z — z))) V 2.
Lema 9.5.2 Sea t(x,y) € Term[X]. Entonces f o g(t(x,y)) = t(x,y).

Demostracién Veamos que f o g(t(x,y)) ~ t(z,y) para todo término t(z,y). Lo de-
mostraremos por induccién sobre el término t(x,y). Si t(x,y) = ti(z,y) = ta(z,y)
con t1(z,y),ta(x,y) € Term[X] entonces f o g(t(z,y)) = f(g(ti(z,y) = ta(z,y))) =
flgti(z,y)) = 9(ta(z,y))) = flg(h(z,9))) = [lg(ta(2,y))) = ti(z,y) = ta(,y) =
t(x,y) por hipétesis inductiva. Si ¢(z,y) = 0 entonces f o g(t(x,y)) = f(g(0)) = f(— (x —
z)) = flx 5 2) = 0= (f(z) = f(zr)) = 0=1= 0=0.Si t(r,y) = 1 entonces
fog(t(x,y)) = f(9(1)) = f(x = z) = f(z) = f(z) = 1. Los otros casos son similares. W

Lema 9.5.3 Sean o« = x — y y B = g(t(x,y)) (la formula asociada al término t(x,y)).
Entonces las ecuaciones t, =tz yx =y ~ t(z,y) son equivalentes.
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Demostracién Por el lema 9.5.2, t3 = f(8) = f(9(t(z,v))) = f(g(t(z,y))) = t(x,y).
Por otro lado t, = f(a) = f(x = y) =2 =y. |

Corolario 9.5.4 SH; = SH[(x — y, g(t(z,y)))].

Por el lema 9.4.4 y el corolario 9.5.4 es inmediato el siguiente corolario.

Corolario 9.5.5 SH[(z — y,9(((x =n y) A (y = )] = SH[(z = y,y — )]
representa la variedad de las dlgebras de semi-Heyting conmutativas.

Del teorema 9.3.10 y el corolario 9.5.4 resulta el siguiente corolario.
Lema 9.5.6 La ldgica asociada a la variedad SH; es SZ[(x — vy, g(t(z,v)))].

Definicién 9.5.7 [15, Definition 2.1] Sean A y B dos légicas del tipo de lenguaje L =
{N\,V,—, 7} y a4 ybp sus relaciones de consecuencia asociadas. Una traduccién de la
l6gica A en la ldgica B es una funcion h : Form|[X] — Form[X] tal que para toda
I'U{¢} C Form[X] se tiene que

'k 4 ¢ entonces h(T') g h(9).

Definicién 9.5.8 Dos ldgicas A y B del tipo de lenguaje L = {A,V,—,—} se dicen
légicas equivalentes si ezisten traducciones hy, hy : Form[X]| — Form|[X]| de A en B y de
B en A respectivamente tal que para toda I'U{¢p} C Form|X] se satisfacen las siguientes
condiciones:

(a) T4 ¢ siy solo si T4 ho(hy(0))
(b) T'kp ¢ siy solo si I' b hi(ha()).

A continuacién vamos a demostrar que las légicas SZ[e] son equivalentes a la 16gi-
ca intuicionista Z en el sentido de la definicién 9.5.8. Es mads, veremos que toda légica
equivalente al intuicionismo clésico es de la forma SZ[e] para algin par de férmulas ¢.

Sea t(z,y) € ImplSH. Veamos como definir una traduccién -° de manera tal que si
f_z « entonces l_SI[(x—>y,g(t(a:,y)))} «

Definicién 9.5.9 Definamos una funcion -° : Form|[X] — Form|X] de la siguiente
manera:

m 2° =1 six es una vartable proposicional.

aAB)=a°Ap°

(
(@Vp)° =a®V e
(
(

a— [)°=a°— (a® A B°)

O

) =
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Vamos a probar que o es una traduccién de la légica intuicionista Z en la 1égica SZ vy,
como consecuencia, lo es en la légica SZ[(x — y, g(t(z,y)))].

Teorema 9.5.10 Si b7 o entonces st o°.

Demostracion Consideremos una formula « tal que 7 a. Queremos probar que gz a°.
Sea (A, =) un élgebra de semi-Heyting. Sea e : Form[X]| — (A,=-) una valuacién sobre
A. Por completitud (teorema 8.3.16), basta probar que e(a®) = 1. En A consideremos
la implicacién definida como z =y y = * = (z A y). Por el lema 9.4.1, (A, =p) es
un algebra de Heyting. Ahora, definamos una valuacién ¢’ : Form[X] — (A, =y) de la
siguiente manera: €'(x) = e(x) si « es una variable proposicional, €/(y A ) = €'(y) A€’ (6),
e(yvo) =€) Vved), e(—y) =€) =u0, ey —=0d) =e(y) =u )

Vamos a probar por induccién sobre la construccién de la féormula « que e(a®) = €/'(«).

= Si @ =z six es una variable proposicional, e(a®) = e(z°) = e(z) = €'(z) = €/(a).

m Sia=a1Aag, e(a®) =e((arNa2)®) = e(aNag) = e(af)Ne(ag) = € (ar) Ne'(ag) =
(o N ag) = € (a).

» Sia=a3Vag, e(a®) =e((anVay)®) =e(afVay) =e(ag)Ve(as) = € (a) Ve (a) =
e(ar Vag) =é(a).

» Sia=a; = ag ela®) =e((ag = a2)°) =e(a] — (] Aa3)) = e(a)) = (e(a))
e(as)) = €'(aq) = (e'(an) N e'(aq)). Por el lema 9.4.1, €'(a1) = (¢/(a1) A €'(a2))
e (ay) =g € (as). Entonces e(a®) = €'(a1) =g €/(az) = €' (a; = az) = €/(a).

« Sia = B, ea?) = e((-B)°) = e(~F) = e(8°) = 0 = &(8) = 0 = ¢(8) =
(€/(8) N 0) = €(8) =1 0 = /() = ¢'().

Como 7 «, por completitud, ¢'(or) = 1. Entonces e(a®) = 1. [ |

>

Corolario 9.5.11 Sea 'U{¢} C Form[X]. Si T 1 ¢ entonces I'° gz ¢°.

Demostracién Sea I' C Form[X] y ¢ € Form[X]. Supongamos que I' 7 ¢. Vamos a
probar por induccion sobre la longitud de la demostracién de ¢ que I'° Fgz ¢°. Si ¢ es
un axioma de la légica, entonces 7 ¢. Por el teorema 9.5.10, se tiene que Fgz ¢°. Luego
['° Fsz ¢°. Supongamos que ¢ proviene de aplicar MP en las demostraciones de I' 7 ¢ y
[' b7 ¢ — ¢ para alguna férmula . Por hipdtesis inductiva, I'° Fgz 1° y I'° Fsz (¢ — ¢)°.
Entonces ['° g7 9° y I'° Fsz 9° — (¥° A ¢°). Aplicando la regla de inferencia SMP se
obtiene que I'° g7 ¢° [ |
Corolario 9.5.12 La funcion -° es una traduccion de la l6gica intuicionista T en la logica
ST y, como consecuencia, lo es en la ldgica ST[(x — y, g(t(x,y)))].

Con el objetivo de probar que las 16gicas Z y SZ[(x — vy, g(t(z,y)))], para un término
t(z,y) € ImplSH, son equivalentes introduciremos una funcién -* de manera que resulte
ser una traduccién de la légica SZ[(z — y, g(t(z,y)))] en la 16gica Z.
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Definicién 9.5.13 Seat(z,y) € ImplSH. Definimos la funcion -* : Form[X] — Form[X]
de la siguiente manera:

= 2" = six es variable proposicional.
(@AB) =a"AB*

= (aVp) =a"Vp
(@ = B)" = g(t(f(a"), f(67)))

s (ha)f = ot

Observemos que la traduccion -* depende del término de Heyting t(x,y).
En el caso de la légica SIC, x = y = (x =g y) A (y =pn ). Luego (a« — 5)* = (a* —

(" A B7)) A (8" = (0" A B7)).
El siguiente lema se utilizara para demostrar el teorema desarrollado mas abajo.

Lema 9.5.14 Sea t(z,y) € Term[X] y o, € Form[X]. Si (A,=) es un dlgebra de
semi-Heyting y e : Form[X] — (A, =) es una valuacidn sobre A entonces

e(g(t(f(a), f(B)))) = tle(a), e(B)).

Demostracion Demostraremos este lema por induccion sobre la construccién del término
t(z,y).

x,y) = x entonces e(g(t(f(a), f ). Porellema 9.3.5, e(g(f(x))) =

Sit(
e(a). Luego e(g(t(f (@), f(
(

)-

Sit(x,y) =y entonces e(g(t(f ). Porellema 9.3.5, e(g(f(5))) =

e(B). Luego e(g(t(f (), f(5))

» 81 t{a.y) = 0 entonces e(g(t(£(0). £9))) = e(9(0)) = e~z > 2) = elz > 2) >
— (e(2) = e(2)) = 0= 0 = t(e(a), e

= Sit(z,y) = 1 entonces e(g(t(f(), f(8)))) = e(g(1)) = e(z = z) = e(x) = e(x) =
1= t(e(a), e(B)).

w Sit(x,y) =ti(x,y) Aa(x,y) con ty(z,y),t2(z,y) € Term[X] entonces por hipStesis
Elductlva e(g(t(f (), F(8)))) = tile(a), e(B)) y e(g(t2(f(a), F(B)))) = ta(e(e), e(B))-
uego
e(g(t(f(a), f
9(t2(f (@), f(
ta(e(a), e(B)) = tle(a), e(B)).

Y) € Term[X ] entonces por hipdtesis
L f(8))) = ta(e(a), e(B)).
) = e(g(ta(f(@), f(B))V
) = ti(e(a) e(B)) V

~+
()
—
—~
~—

®
—~
®
~—
~—

I

~
—

('T)

Q
~—
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w Sit(z,y) = ti(z,y) = to(z,y) con )
hipétesis inductiva e(g(t1(f (@), f(8)))) = tile(a), e(B)) y e(g(t(f(a), f(B)))) =
ta(e(a),e(B)). Luego

e(g(t(f(a), f(8)) = elg(ta(f(@), f(B)) = t2(f(@), f(B))))
= e(g(tr(f(@), F(P)) = g(t2(f (@), F(B))))
= e(g(t(f(a), F(B))) = elg(t2(f(e), F(5)))
= tie(a),e(B)) = ta(e(a), e(F))
= t(e(a), e(B))-

Teorema 9.5.15 Sea o € Form|[X]. Si Fszjaoyg(zy)) @ entonces bz a*.

Demostracion Consideremos una formula « tal que Fsziz—y,g(t(2,))) @ Queremos pro-
bar que Fz a*. Sea (A,=p) un algebra de Heyting. Sea e : Form|X| — (A,=p) una
valuacién sobre A. Por completitud basta probar que e(a*) = 1. En A consideremos la
implicacién = = y = t(z,y). Luego (A,=) € SH[(z — y,g(t(x,y))]. Ahora, definamos
una valuacién €' : Form[X] — (A, =) de la siguiente manera: ¢/(x) = e(x) si x es una
variable proposicional, €' (yAd) = €'(y) A€'(9), €' (yV ) = €(y) Ve (D), e'(—y) =€ (y) =0,
ey 8) = ¢/(7) = ¢/(6).

Vamos probar por induccién sobre la construccién de la férmula a0 que e(a*) = €'(a).

= Sia =z conx € X entonces e(a*) =e(z*) =e(z) = €(x) = € ().

*

= Sia=a3Aagcon ag,ay € Form[X] entonces e(a*) = e((ag Aaw)*) = e(af Aaj) =
/

e(af) Ne(ad) = €(ar) N (ag) = €(ag N ag) = €(a).

)

)

» Sia=oaVayconar,ay € Form[X] entonces e(a*) = e((aq Vag)*) = e(a; Vi) =
e(a) Ve(az) = €'(a1) V e'(az) = €(a1 V az) = €'(a).

Si — ag con aj,ay € Form[X] entonces e(a*) = e((ay — ag)*) =
e(g ( (f(at), f(a3)))). Por el lema 9.5.14 se tiene que
e(g(t(f(az), f(as)))) = tle(ai),e(as)). Por hipétesis inductiva, e(af) = €'(aq) y
e(a3) = €'(az). Luego e(a”) = t(e(af), e(a3)) = t(e'(ar), €'(a2)) = €'(ar) = €/(az).
Como €’ es una valuacién sobre (A, =), €'(a1) = €(a) = €' (a1 — as) = € ().
Entonces e(a*) = €(a).

(0%}
*
aq
*
aq

/\/—\

» Sia=-p, ela*) =e((m0)") = e(—f*). Como e es una valuaciéon sobre (A, =pg),
e(=0*) =e(f*) =g 0 =¢€(B) =5 0. Por el lema 9.4.2, ¢'(5) =5 0 = €'(B) = 0.
Como €’ es una valuacion sobre (A, =), ¢/(5) = 0 =¢€'(=4) = €'(a).

Como Fsz((z—y.g(t(zy))] @ Por completitud, €'(a) = 1. Entonces e(a*) = 1. |
Veamos algunas propiedades de la funcion * que resultaran ttiles en los proximos

resultados.

Lema 9.5.16 Sean o, € Form[X]. Si Fszjeoygt@y)) @ — B entonces - o — (.
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Demostracién Supongamos que Fsz(z—y,g(t(z,y)))] ¢ — B- Queremos probar que -z a* —
f*. Sea (A,=p) un algebra de Heyting y sea e : Form[X] — (A,=p) una valuacién
sobre A. Por completitud (teorema 8.1.3), basta probar que e(a* — *) = 1.

En A consideremos la implicaciéon ¢ = y = t(z,y). Luego (A,=) € SH[(z —
v, g(t(z,y))]. Ahora, definamos una valuacién €’ : Form[X] — (A,=) de la siguien-
te manera: €'(x) = e(x) si x es una variable proposicional, €'(y A d) = €'(7) A €(9),
e(yVvd) =e(y)Vve(d), (=) =€(y) =0,¢e(y— ) =e(y) = €(J). Como en la demos-
tracion del teorema 9.5.15 se prueba que para toda férmula 7 se tiene que e(y*) = €'(7).

Por completitud (teorema 9.2.10), como Fszjz—y,g(t(z,y)))] @& — B, se prueba que €' (v —
B). Por el lema 9.4.1, como t(x,y) € ImplSH, ¢'(a) = €/ (8) < /(o) =g €(F). Entonces
l=¢d(a—p)=¢€(a)=(B) <e(a) =y d(P) =cela*) =g e(f*) =ela* — [%). [

Lema 9.5.17 Sean I' U{¢, ¢} C Form[X]. SiT Fz ¢* yT'Fz (¥ — (¢ A ¢))* entonces
T by ¢

Demostracién Sea A la teoria generada por I' en la l6gica Z. Por el lema 9.4.5, la relacién
a =a [ equivale a la condicion o — 3,5 — «a € A. Consideremos ahora el dlgebra de
Lindembaum Form[X]/ =a asociada a la relacién de equivalencia =5. Como I' b7 ¥*,
[v*] = [¢ — «]. De manera similar se tiene que [(¢» — (¢ A ¢))*] = [xr — z]. Entonces
o = o] = [¥*] = [ IALW — (A6))] = [ A — (BAG)] = [(BAW — (WAS))'].
Por completitud sobre las dlgebras de Heyting es facil ver que 7 (¢ A ¢) <> (¥ A (¢ —
(1 A @))). Por el lema 9.5.16 se tiene que [(¥ A (¥ — (¥ A ¢)))*] = [(¢¥ A ¢)*]. Entonces
[x — z] = [(vAD)*] = [W*Ao*] = [*]A[¢*]. Luego [z — z] = [¢*] ¥, consecuentemente,
k7 o*. [ |

*

Veamos que la funcién -* es una traduccién de la légica SZ[(x — y, g(t(z,y)))] en la

l6gica intuicionista Z.
Corolario 9.5.18 Sean I' U {¢} C Form[X]. Si ' Fszzoy,g(t(zy))] ¢ entonces I'* -1 ¢*.

Demostracién Sea I' C Form[X]y ¢ € Form[X]. Supongamos que I' Fsziz—sy,g(t(2.)))]
¢. Vamos a probar por induccion sobre la longitud de la demostracion de ¢ que I'* 7 ¢*.
Si ¢ es un axioma de la légica entonces Fszjw—y,g(t(zy)) ¢- Por el teorema 9.5.15, se
tiene que Fz ¢*. Luego ['* 7 ¢*. Supongamos que ¢ proviene de aplicar SMP en las
demostraciones de I' Fszjeoygt@y) ¥ Y I Fszjaoygt@y)) ¥ — (¥ A ¢) para alguna
férmula . Por hipdtesis inductiva se tiene que I'* 7 * y I k7 (¢ — (¢ A ¢))*. Por el
lema 9.5.17, I'* 7 ¢*. |

*

Corolario 9.5.19 La funcion -
la logica intuicionista I.

es una traduccion de la l6gica ST[(x — vy, g(t(z,y)))] en

Los siguientes resultados permiten demostrar que las légicas SZ[(z — vy, g(t(z,y)))]
son equivalentes a la logica intuicionista, Z, en el sentido de la definicién 9.5.8. Recordemos
que toda légica SZ[¢] es de la forma SZ[(z — vy, g(t(x,y)))] para algin término t(z,y) €
ImplSH.
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Teorema 9.5.20 Consideremos la logica ST[(x — vy, g(t(x,y)))] v su traduccion * aso-
ciada. Entonces para toda formula o se tiene que

Fra < ()",

es decir, toda formula o es equivalente a la formula (a°)* en la ldgica del cdlculo propo-
sicional intuicionista.

Demostracién Sea (A, =p) una algebra de Heyting. Sea e : Form[X] — (A, =y) una
A-valuacién. En A consideremos la implicacién * = y = t(x,y). Usando completitud
basta probar que e(a) = e((a°)*). Lo haremos por induccién sobre a.

= Sia = pcon puna variable proposicional, e((a®)*) = e((p°)*) = e(p*) = e(p) = e(a).
) =

p
e((ay /; a3)”) = e((a7)" A (a3)7) =

= Sia=o Aag e((a®)) 1
o 2) = e(ar A ag) = e(a

e((a7)") Ae((a3)") = e

(
s Sia=aVas, 6((04())*) = e(g

e((a7)7) Ve((a3)") = e(an) V

=Sia = = aye((@)) = e(((an = a)?)) = ella7 = (o] Aaj))7) =
e(9(t(f (7)), f((a7 A a5))7))). Por el lema 9.5.14, e
a3)™)) = te((a1)"), e((af)* A (a5)")) = te((a9)"), e((a]
inductiva, e((a®)*) = t(e(an),e(ar) A e(az)) = e(aq) = (e(ar) Ae 042)) Como =
es una implicaciéon de semi-Heyting, por el lema 9.4.1 )
e(a1) =g e(az). Como e es una valuaciéon sobre (A, =pg), e(
e(a; — ag).

= Sia = 2f, e((a?)) = e(((=0)°)7) = e((=5°)7) = e(=(8°)7) = e((5°)) = 0 =
e(B) = 0. Por el lema 9.4.2, ¢(8) = 0 = e(5) =x 0. Como e es una valuacién sobre
(A, =4), e(8) =u 0= e(=8) = e(a).

°)) i
(a1 Vag) = e(a).

*

Corolario 9.5.21 Consideremos la ldgica ST[(x — vy, g(t(x,y)))] v su traduccidn -* aso-
ciada. Entonces para toda I' U {a} C Form[X] se tiene que

I'bFrasiysdlo siT bz (o).

Demostracién Supongamos que I' 7 . Como, por el teorema 9.5.20, Fr a@ — (a°)*
entonces I' Fr a — (a°)*. Luego I' 7 (a°)*. La vuelta es similar. |

Lema 9.5.22 Sean «, 5 € Form[X] y t(xz,y) € ImplSH. Entonces las formulas

lg(f (), FBNI° y g(t(f(e”), f(6%)))

son equivalentes en la logica L.

Demostracién Procederemos por induccién sobre la construccién del término ¢(x, y).
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» Si t(x,y) = x entonces [g(t(f(c
que [g(t(f (@), f(B))]° = =

= Sit(z,y)
f

= y entonces [g(t(f(x
que [g(t(f(a), =

fFENI° =5

—(r = 2)° = =(z = (x Ax)). Por el lema 82.5, z — x:E — (z A x). Entonces
lg(t(f(a), FB° = ~(z = (z Ax)) = =(x = z) = g(0) = g(¢(f(e°), f(5°)))-

- Supongamos que #(z,y) = 1. Entonces [g(t(f(a), F(B)]° = [g()° = [z — a]° =
r — (zAx). Porellema 825, v — x =1z — (xAz). Entonces [g(t(f(«), f(5)))]° =
= (@Az) =2 —a=g(1) =g(t(f(e), f(5°)))

= S t(z,y) = ti(z,y) Ata(z,y) entonces [g(t(f(a), f(8)))]° = [9(t1(f(a), f(B)) A
ta(f (), f(B))]” = lg(ta(f (@), f(B))) A g(t2(f(a), F(B))]° = [9(ta(f(a), F(8)))]° A
[9(t1(f (@), f()))]°. Por hipétesis inductiva, [g(t(f(a), f(8)))]° = g(t1(f (), f(5°)))
g(t2(f(®), F(8°))) = gt (f (), F(B°)) Aa(f(a®), f(B°))) = g(t(f(a®), f(5)))-

= S t(z,y) = ti(z,y) V ta(z,y) entonces [g(t(f(a), f(8)))]° = [9(t(f(a), f(B)) V
ta(f(a), F(B))° = lg(t1(f(a), F(B))) V g(t2(f(a), F(B))] = [g(t2(f(e), F(B)))]° V
lg(t1(f (@), f(B)))]°. Por hiptesis inductiva, [g(t(f(ev), f(8)))]° = g(t (f (), f(5°)))
9(t2(f(a®), f(8°))) = g(t2(f(®), f(B°)) V t2(f (), F(B°))) = g(t(f (), f(5°)))-

» Sit(x,y) =ti(z,y) =n t2(z,y) entonces
lg(t(f(a), F(B)))]° =
lg(t:(f(a), F(B) = t2(f (), F(B))]° =
lg(tL(f (@), £(B)) = (t(f (@), F(B)) Ata(f (@), f(B))))] =
lg(t1(f (@), F(B))) = (9(t2(f (), () A glta(f (@), fF(B)))] =
lg(t1(f(a), F(BI]° = llg(ta(f (@), F(B))]° A lg(t2(f(a), F(B)))]

Por hipétesis inductiva se tiene que

lg(t(f(a), F(B))]° = g(t1(f(a®), F(5°))) = [g(t(f(a®), F(5°))) Ag(t2(f (@), f(5)))]
gt (f(e0), F(B°)) = (ta(f(a?), F(6°)) Ata(f(a®), F(6°)))) = g(ta(f(a®), f(B°)) =n
t2(f(a®), F(6°))) = g(t(f (), f(B°)))

Teorema 9.5.23 Fszjuoy.g(t(zy) @ < (@*)°, es decir, toda formula o es equivalente a

la formula (o*)° en la logica SZ[(x — y, g(t(z,y)))].

Demostracién Sea (A,=) una &algebra de semi-Heyting en la variedad SH[(z —
y,9(x = y))] donde z = y = t(z,y). Sea e : Form[X]| — (A,=) una A- valuacidn.
Usando completitud basta probar que e(a) = e((a*)°). Lo haremos por induccién sobre

Q.

= Si @ = x con x una variable proposicional entonces e((a*)°) =

e(x) = e(a).
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» Si @ = a3 A as entonces e((a*)°) = e(((a
(a3)°) = e((@1)®) Ae(a3)°) = e(ar) Ae(

(
= Sia =a; — ay entonces e((a)°) = e(((ar — a2)*)°) = e((g(t(f(a3), f(a3))))°).
(()oq)o) f((a3)°)))). Por el lema

Por el lema 9.5.22, e((g(t(f(a?), f(a3))))°) = e(g(t(f( 3
0.5.14, e(g(t(F((0})°), £((a5)))) = He((a)°), e((05)°)) = e((a)°) = e((a3)?)- Por
hipétesis inductiva, e((a*)°) = e((af)°) = e((a})°) = e(a;) = e(az). Entonces

e((a*)°) = e(ag — ag) = e(a).

= Si v = =f entonces e((a”)°) = e(((=5)7)°) = e((=07)°) = e(=(87)°) = e((67)°) =
0=e(F) = 0=e(=p) =ela).

De manera similar al corolario 9.5.21 se demuestra el siguiente resultado.

*

Corolario 9.5.24 Consideremos la ldgica SZ[(z — vy, g(t(z,y)))] v su traduccion -* aso-
ciada. Entonces para toda formula o y I' C Form[X] se tiene que

U Eszi(e—sygy)) @ si Y $6lo si I Estiaoy gty (@F)°-

De los corolarios 9.5.12, 9.5.19, 9.5.21 y 9.5.24 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 9.5.25 Las logicas T y SZ[(z — y,g(t(x,y)))] son equivalentes.

En particular la logica SZC es equivalente a la légica Z.

A continuacién probaremos que toda extensién axiomatica de la légica SZ equivalente
al intuicionismo debe ser de la forma SZ[(x — vy, g(t(z,y)))] para algin ¢(x,y) € ImplSH.

Sea A una légica semi-intuicionista equivalente a la 16gica Z. Por definicion existen
funciones hy, hy : Form[X]| — Form|X] tal que para toda I' C Form[X]y ¢ € Form|[X]
se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) T'Fz ¢ entonces hil' 4 hi¢
(

)

b) T' k4 ¢ entonces hol' 1 hoop

(C) r l_I ¢ si y sélo si I l_I hg(h1(¢))
)

(d) T'F4 ¢ siysolosiFyhy(ha(g)).

Sea t(z,y) el término asociado a la férmula (ho(x — y))°. Vamos a probar que la
légica A coincide con la légica SZ[x — vy, g(t(z,y))]. Recordemos que g(t(x,y)) es una
féormula equivalente a (ho(z — y))°. Luego basta probar que la légica A coincide con la
légica SZ[xz — y, (hao(x — y))°].
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Lema 9.5.26 Sea a € Form[X]. Entonces =4 o sty 5610 80 Fszim—y,(ho(z—y))e] (R2())°.

Demostracién Supongamos que 4 . Entonces, por la condicién (b), 7 ho(). Por el
teorema 9.5.10, Fszio—y, (ha(z—y))e] (R2())°.

Supongamos ahora que Fsz[z—y, (ha(z—sy))°] (h2(a))®. Consideremos la traduccién * aso-
ciada a la 16gica SZ[x — vy, (ho(z — y))°] introducida en la definicién 9.5.13. Por el teore-
ma 9.5.15, bz ((ha())°)*. En consecuencia, por el teorema 9.5.20, se tiene que Fz ho(a).
De la condicién (a) se obtiene que k4 hi(he()). Por dltimo es vélido que -4 « por la
condicion (d). |

Lema 9.5.27 F 4 o — 3 si y 5610 8i Fs7((w—y,(ha(@—y))o) @ — B-

Demostracién Como en la légica SZ[(z — vy, (ho(z — y))°)] las férmulas ©z — y y
(ha(x — y))° son equivalentes, entonces Fszj(z—y,(ho(z—y))°) @ — B si y sélo si

}_SI[(m—)y7(h2(w_>y))0)} (hg(oz — ﬂ))o Por el lema 9.5.26, '_SI[(:E_>y7(h2(x_>y))o)] a — [ siy sélo
sit4a— f. [ |

Teorema 9.5.28 A coincide con la l6gica ST[(x — y, (ha(z — y))°)].

Demostracion Para probar nuestro objetivo determinaremos que F4 « si y sélo si
SI[(x — y, (ha(z = y))°)] F . Por el lema 8.2.2, -4 asiy sélosi 4 (8 — ) — (6 —
B) A «). Por el lema 9.5.27, -4 (8 — ) — ((8 — B) A a) si y sélo si FST[(w—y, (ha(2—y))°)]
(B = B) = ((8B = B) A ). Nuevamente por el lema 8.2.2, Fsz((a—y,(ha(z—y))e) (B = B) =
(B — B) Aa) siy s6lo si Fsriosy,(ha(@—y))°)] - |

De los resultados anteriores se deduce el siguiente corolario.

Corolario 9.5.29 Toda extension axiomdtica de la logica ST equivalente al intuicionismo
debe ser de la forma SZ[x — y,g(t(z,y))] para algin término t(z,y) que defina una
implicacion de SH.

9.6. Modelo de Kripke equivalente a la semantica al-
gebraica de la légica SZ[(x — vy, g(t(z,y)))]

Definicién 9.6.1 [17] Un modelo de Kripke para el cdlculo proposicional intuicionista
es una terna (W, R, IF7) donde W es un conjunto, R C W x W es una relacion reflexiva
y transitiva y IFzC W x Form[X] tal que para v,w € W se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) SiwlFr o y wRv entonces v - a cuando o es atomica.
(2) wikz a AP siysdlosiwlFra ywlkz f.
(3) wlkz aV B siy sdlo st wlkr a 6 w k7 5.
(4)

4) w bz =« si y sélo si para todo v tal que wRv, v 7 .
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(5) wlkFz o — (B si y sdlo si para todo v tal que wRv, si w -7 a entonces w k7 B.

En [17] se demuestra que la clase de todas las férmulas validas en todo modelo de
Kripke coincide con el conjunto de los teoremas légicos del intuicionismo proposicional.

En esta seccién vamos a dar una semantica de Kripke para cada una de las logicas
semi-intuicionistas equivalentes a Z.

Definiremos la nocién de modelo de Kripke y de modelo algebraico de la légica pro-
posicional SZ[(x — y, g(t(z,y)))] de manera similar a lo realizado en [17] para la 16gica
intuicionista. Observar que la definicién dada coincide con la de Fitting [17] (ver definicién
9.6.1) excepto en la condicién (5) que varia segin cada légica.

Definicién 9.6.2 (W, R, IF;) es un modelo de Kripke de la l6gica proposicional SZ[(x —
v, g(t(z,y)))] (6 t(x,y)-modelo de Kripke) si W es un conjunto, R C W x W es una
relacion reflexiva y transitiva y IF,C W x Form[X] es una relacion tal que para v,w € W
se cumplen las siguientes condiciones:

(1
2

St wlk o y wRv entonces v Ik a cuando o es atomica

wlkya AP sty solosiwlH aywl- B

4) wlky —a siy solo si para todo v tal que wRv, v I «

)
)
3) wlkaV B siysdlosiwlk a dwlk
)
5) wlky oo — B siy sdlo si Py(w)

(
(
(
(

siendo Py(w) un predicado asociado al término t(x,y) definido de la siguiente manera:

([ w ik « si tlx,y) ==
w b 5 si t(z,y) =
wlk oy wlfy a st t(z,y) =
P (w) si y solo si ¢ Py (w) y Py, (w) st t(x,y) = ( Y) AN to(z,y)
Py (1) 6 Py(w) si Hony) = tu(ny) V ta(,y)
para todo v € W tal que wRv,
[ st Py (v) entonces Py, (v) si t(z,y) =ti(z,y) =n t2(z,y)

con ty1(x,y) y to(z,y) términos de Heyting.

Por ejemplo, consideremos el término (v =y y)A(y =n ). En este caso P o y)ay= ma) (W)
es el predicado si w IF a entonces w |- 3y si w I 3 entonces w IF a. Es decir, w IF « si 'y
solo si w IF .

Definicién 9.6.3 Una terna (A, =, m) se dice un t(x,y)-modelo algebraico para la 16gi-
ca proposicional SZ[(x — vy, g(t(z,y)))] si (A,=) es un dlgebra de semi-Heyting en la
variedad SH|(x — y, g(t(x,y)))] y m : Form[X] — A es una aplicacion que satisface las
siguientes condiciones:

(a) m(a A B) =m(a) Am(f).
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(b) m(aV B) =m(a) Vm(s).
()
(d) m(a = ) = m(a) = m(3).

(ma) = m(a) = 0.

3

Observemos que m(a — ) = t*(m(a), m(B)).

A partir de un t(z,y)-modelo de Kripke (W, R, IF;), construiremos un t(x, y)-modelo
algebraico (A, =, m) para la légica SZ[(x — vy, g(t(z,y)))] tal que m(a) = 1 si y sélo si
w Ik a para todo w € W.

Consideremos (W, R, IF,) un t(z, y)-modelo de Kripke. Diremos que un conjunto X C
W es creciente si para todo x € X y v € W si xRv entonces v € X. Sea A el conjunto
de crecientes de W. En A definimos X =g Y como el mayor creciente contenido en
(W\X)UY. La implicacién = g es de Heyting ([17]). Entonces en A definimos la operacién
X =Y =t4(X,Y) para todo X,Y € Ay la funcién m : Form[X] — A como m(a) =
{we W : wlk a}. Vamos a demostrar que (A, =, m) es un t(z, y)-modelo algebraico.

Para lograr el objetivo propuesto en el parrafo anterior demostraremos algunos lemas
necesarios.

Lema 9.6.4 La funcion m : Form[X] — A definida como m(a) = {w € W : w Ik o}
estd bien definida.

Demostracién Sea a € Form[X]. Queremos determinar que m(«a) € A, es decir, que
m(a) es un conjunto creciente de W. Sean w € m(«) y v € W tal que wRv. Observemos
que como m(a) = {w € W : w I a} queremos probar que si w I o entonces v - a.
En efecto veamos, procediendo por induccién sobre la construccion de la formula o, que
si w Ik, a y wRv entonces v Ik a.

Supongamos que « es atémica. Por (1) resulta inmediato que v I, a.

Sean aq,ay € Form[X] tales que a = a; A ay. Como w Ik, «, de (2), se tiene que
w Ik a1 y w Iy as. Por hipdtesis inductiva sobre las férmulas oy y ao, v Ik aq v v Ik as.
Entonces v IF; a.

Sean ai,as € Form[X] tales que a = a3 V ay. Como w Ik «, de (3), se tiene que
w Iy ap 6 w Ik ag. Por hipdtesis inductiva sobre las férmulas ay v aw, v I aq 6 v I as.
Entonces v IF; .

Supongamos ahora que v = = con € Form[X]. Como w Ik; =3, por (4), se tiene
que para todo z € W tal que wRz, z If 5. Sea 2z’ € W tal que vRz’. Como wRv, vRz" y
R es transitiva entonces wRz’. Luego, de lo anterior, 2’ I 5. Consecuentemente v I+, —f3.

Por tltimo, consideremos o« = oy — ap para ayg, as € Form[X]. Como w I ap — o,
se satisface P;(w). Ahora vamos a probar, por induccién sobre la construccién del término

t(x,y), que
si Py(w) entonces Py(v).

» Sit(z,y) =z y Py(w) entonces, de (5), w I a;. Luego por hipétesis inductiva sobre
aq, v Ik aq. Entonces, nuevamente por (5), Py(v).
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» Sit(z,y) =yy Pi(w) entonces, de (5), w I a. Luego por hipétesis inductiva sobre
ag, v Ik ap. Entonces, nuevamente por (5), Py(v).

= Supongamos que t(z,y) = 0 y P;(w). Entonces, por la condicién (5), w Ik, o'y
w Iy a (contradiccion).

» Sean ty(z,y),ta(x,y) € Term[X] tales que t(x,y) = ti(z,y) A ta(x,y). Si Py(w)
entonces Py, (w) y Py, (w). Por hipétesis inductiva, Py, (v) y Py, (v). En consecuencia
Pt(U).

» Sean ti(z,y),t2(z,y) € Term[X] tales que t(x,y) = t1(z,y) V t2(z,y). Si Pi(w)
entonces Py, (w) 6 Py, (w). Por hipdtesis inductiva, Py, (v) 6 Py, (v). En consecuencia

P;(v).

= Supongamos que t(x,y) = ti(x,y) =g to(z,y) con ti(x,y),ta(z,y) € Term[X].
Queremos probar en este caso que para todo z € W que satisface que vRz y Py, (2)
entonces se tiene que Py, (z). Sea z € W tal que vRz y Py, (2). Como P;(w) entonces
para todo 2z’ € W tal que wRz', si Py (') entonces Py, (z'). Como wRv y vRz
entonces wRz. Luego Py, (z). Por lo tanto Py(v).

Luego, de los casos anteriores, si P;(w) entonces Py (v). Entonces como w Ik, a; — s se
tiene P;(w). Entonces P;(v). Consecuentemente v I-; a3 — a. |

Lema 9.6.5 La funcion m : Form[X] — A definida como m(a) = {w € W : w Ik, a}
satisface las condiciones de la definicion 9.6.3.

Demostracion Por el lema 9.6.4, m esta bien definida. Veamos que esta funcion satisface
las condiciones (a) a (d) de la definicién 9.6.3. Consideremos «, § € Form[X].

Veamos que m(a A ) = m(a) N m(B). Sea w € m(a A 5). Entonces, por definicién
de la funcién m, w I+, a A B. Luego w IF a y w I 5. Como consecuencia, w € m(a) y
w € m(B). Por lo tanto m(a A 5) € m(a) N m(fB). La otra inclusion es similar.

Veamos ahora que m(aV ) = m(a)Um(f). Sea w € m(aV ). Entonces, por definicién
de la funcién m, w Ik vV 8. Luego w by oo 6 w Ik B. Como consecuencia, w € m(«)
6w € m(f). Por lo tanto m(a V ) € m(a) Um(p). La otra inclusién es similar.

A continuacién queremos probar que m(—«) = m(«) = (). Observemos, por un lado,
que m(—-a) = {w € W : w Ik, —a} y, por otro lado, por definicién de la implicacion,
m(a) = 0 =W\ m(a) ={weW: wlf a}. Veamos primero que {w € W : w Ik,
—at C{w e W: wlf a}. Sea w € W tal que w Ik . Como R es reflexiva entonces
w ¥, a. Para la otra inclusion, supongamos que w Iy « y consideremos v € W tal que
wRv. Como m estd bien definida, m(a) = 0 € Ay, en consecuencia, m(a) = () es un
conjunto creciente de W. Luego v € m(«) = (). Entonces v Iff; . Por lo tanto w I —a.

Por dltimo vamos a probar que m(a — ) = m(a) = m(F). Observemos que
ma—p)={weW: wikh a— p} ={weW: PJw)}yque m(a) = m(p) =
tA(m(a),m(B)). Ahora demostraremos que

{weW: Py(w)} =t*(m(a),m(8))

procediendo por induccién sobre la construccion del término ¢(z,y).
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Supongamos que t(z,y . Entonces {w e W: Pyw)} ={weW: wlk a} =
)

m(a) = tA(m(a), m(

) =
)-
Supongamos que t(x,y) = y. Entonces {w € W : Py(w)} ={w e W : wl g} =
m(B) = tA(m(a), m(B)).

Si t(x,y) = 0 entonces {w € W : Pyw)} ={weW: wikaywlf,a} =0=
tA (m(a), m(B)).

Estudiemos el caso en que t(x,y) = t1(z, y)Ata(x, y) con ty(z,y), ta(z,y) € Term[X].
Luego {w e W : Pyw)} ={w e W: Py(w)y Py(w)} ={weW: P, (w)}nN
{weW: Py,(w)} =t (m(e),m(8)) N5 (m(a), m(B)) = tA(m(a), m(B)).

Estudiemos el caso en que t(x,y) = t1(x, y)Via(z,y) con ty(z,y), ta(z,y) € Term[X].
Luego {w e W: Pyw)} ={weW: Py(w)éPy(w)} ={weW: P, (w)}U
{weW: Py,(w)} =t (m(e),m(8)) Uts (m(a), m(B)) = tA(m(a), m(B)).

Supongamos ahora que t(z,y) = t1(z,y) =n tao(z,y) conty(z,y), to(z,y) € Term[X].
Observemos que en este caso t (m(a), m(B)) = t*(m(a),m(B)) =u t&(m(a), m(B))
es el mayor creciente contenido en (W \ tf*(m(a), m(83))) Uts (m(a), m(B)). Proba-
remos la igualdad por doble inclusion.

Veamos que t(m(a),m(B)) C {w € W : Py(w)}. Sea w € tA(m(a), m(B)).
Por (5) de la definicién 9.6.2 basta considerar v € W tal que wRv y Py (v) v
probar Py, (v). Como t*(m(a), m(B)) es creciente se tiene que v € tA(m(a), m(3)).
Como t4(m(a),m(B)) C (W \ tf(m(e),m(B))) U t5(m(a), m(B)) entonces v €
WA\t (m(a),m(B)) 6 v € t5(m(a), m(B)). Por hipétesis inductiva sobre el término
t1(z,y) se tiene que {w € W : Py, (w)} = ti(m(a), m(B)). Entonces, como Py, (v),
v € tf(m(a), m(B)). Consecuentemente v € t2(m(a), m(f3)). Luego Py, (v) pues, por
hipétesis inductiva sobre el término ty(z,y), {w € W : Py, (w)} = t5*(m(a), m(83)).

Veamos ahora que {w € W : Py(w)} C t*(m(a),m(B)). Sea w € W tal que Py(w).
Consideremos el conjunto creciente M = {v € W : wRv}. Vamos a probar que M C
tA(m(a),m(B)) y, consecuentemente, w € t*(m(a), m(B)) pues R es una relacién
reflexiva. Sea v € M. Si v & W \ t(m(a),m(B)) entonces v € t*(m(a), m(B)).
Por hipétesis inductiva sobre el término ¢(z,y), Py, (v). Como se verifica P;(w)
tenemos que Py, (v) pues wRv. Por hipétesis inductiva sobre el término to(z,y),
v € ti(m(a),m(B)). Por lo tanto M C (W \ t*(m(a), m(B))) U t&(m(c), m(B)).
Como t2(m(a), m(B)) es el mayor creciente, M C t*(m(a), m(f)).

Teorema 9.6.6 (A,=,m) es un t(x,y)-modelo algebraico tal que para toda formula «,

m(a) =

W si y solo si w Ik « para todo w € W.

Demostracién Es claro que A = (A, N, U, ), W) es un reticulado acotado. En A defini-
mos X =y Y como el mayor creciente contenido en (W \ X)UY. La implicacién =y es
de Heyting ([17]). Entonces en A definimos la implicacién X = Y = t4(X,Y) para todo
X,Y € Ay, en consecuencia, se tiene que (A, N, U, =, 0, W) es un dlgebra de semi-Heyting
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en la variedad SH[(z — vy, g(t(z,y)))]. Por el lema 9.6.5, la funcién m : Form[X] — A
satisface las condiciones (a) a (d) de la definicién 9.6.3. De la definicién de m, m(a) = W
si y solo si w I « para todo w € W. [ |

A continuacién, a partir de un t(x,y)-modelo algebraico (A,=>,m) queremos hallar
un t(x,y)-modelo de Kripke (W, R, IF;) tal que (W, R) I, « si y s6lo si m(a) = 1.
Sea (A,=,m) un t(z,y)-modelo algebraico. Sean W el conjunto de filtros primos de

A, R la relacién de inclusion y I definida como F' I, acsiy sélo si m(«) € F. El objetivo
sera determinar que (W, R,IF;) es un t(x,y)-modelo de Kripke.

Veamos el siguiente lema que serd utilizado en el teorema presentado méas abajo.

Lema 9.6.7 Sea F € W. Entonces Py(F) si y sdlo si t*(m(a),m(B)) € F.

Demostracion Demostraremos este lema por induccion sobre la construccién del término
t(z,y).

= Supongamos que t(z,y) = x. Si P;(F) entonces F' Ik, a. Luego, por definicién de
-, m(a) € F. Entonces t*(m(a), m(8)) € F. La reciproca es andloga.

= Supongamos que t(z,y) = y. Si Py(F') entonces F |-, 5. Luego, por definicién de
I+, m(B) € F. Entonces t*(m(a),m(B)) € F. La reciproca es andloga.

» Sit(x,y) = 0y Py(F) entonces F I, vy F Iy o (contradiccién). Por otra parte
como F es filtro primo, 0 € F.

» Estudiemos el caso en que t(z,y) = t1(z, y)Ata(x, y) con ty(x,y), ta(x,y) € Term[X].
Si Py(F) entonces Py, (F) y P, (F). Por hipétesis inductiva sobre los términos
ti(z,y) y ta(x,y), th(m(a),m(B)) € F y t5(m(a),m(B)) € F. Como F es un
filtro primo, t*(m(a), m(8)) € F. La reciproca es similar.

= Veamos si t(z,y) = ti(z,y) V ta(x,y) con t1(z,y),ta(x,y) € Term[X]. Si Py(F)
entonces Py (F) 6 Py, (F). Por hipdtesis inductiva sobre los términos t1(z,y) y
ta(z,y), tH(m(a),m(B)) € F 6 t&(m(a),m(B)) € F. Como F es un filtro primo,
tA(m(a),m(B)) € F. La reciproca es similar.

= Supongamos ahora que t(z,y) = t1(x,y) =5 ta(x,y) conty(z,y), ta(z,y) € Term[X].

Si P, (F') entonces para todo Fy € W tal que F' C F} si Py, (F}) entonces Py, (F}). Su-
pongamos que 4 (m(a),m(B)) € F. Es decir, t&(m(a), m(B)) =u t&(m(a),m(B)) &
F. Por [17, Lemma 6.2] se tiene que el filtro generado por F'y t&(m(a), m(3)),
Fg(F,t&(m(a),m(B))), no contiene al elemento t2(m(a),m(3)). Entonces por
[17, Lemma 6.4], existe un filtro primo Fy tal que Fg(F,t™(m(a),m(B))) C F
y t&(m(a),m(B)) € Fy. Luego F C F y, por hipétesis inductiva sobre el término
ta(z,y), no es cierto que Py, (F;). Como t&(m(a), m(B)) € Fi, por hipbtesis in-
ductiva sobre el término t;(x,y), se tiene que Py, (F}) (contradiccién). Por lo tanto

tA(m(a),m(8)) € F.
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Para la reciproca supongamos que t*(m(a), m(3)) € F. Entonces

th(m(a),m(B)) =g t&(m(a),m(B)) € F. Sea I} € W tal que F C F; y suponga-
mos que P, (F}). Resta probar que se satisface la condicion Py, (Fy). Como Py, (F}),
entonces, por hipétesis inductiva sobre el término ¢,(x,y), t&(m(a), m(B3)) € Fi.
Ademids tf(m(a), m(B)) =g t5(m(a),m(B)) € Fy pues FF C F,. Como consecuen-
cia que Fy es un filtro, ¢ (m(a), m(B)) A (t1 (m(@r), m(B)) =p 15 (m(er), m(B))) =
th(m(a), m(B))Ath(m(a), m(B)) € Fy. Luego t5(m(a), m(B))) € Fy y, por hipétesis
inductiva sobre el término ty(z,y), Py, (F}).

Como consecuencia del lema anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 9.6.8 (W, R,IF,) es un t(z,y)-modelo de Kripke tal que (W, R) Ik « si y sdlo
st m(a) = 1.

Demostracién Las condiciones (1), (2) y (3) de la definicién 9.6.2 resultan inmediatas
y se demuestran como en [17].

Veamos la condicién (4). Queremos probar que F' I, =« si y sélo si para todo filtro
primo F’ tal que FF C F', F' I/ a. Como m satisface las condiciones (a) a (d) de la
definicién 9.6.3, F' Ik, -« siy s6lo si m(—a) € F siy sélo si m(a) = 0 € F. En [17] se
prueba que para todo filtro primo F” tal que FF C F', F' I/, asiy sélosi m(a) =5 0 € F.
Por el lema 9.4.2, m(a) = 0 = m(a) =5 0.

Por 1ltimo, probemos la condicién (5). Es decir queremos probar que F' Ik, o — (5 si
y sélo si Py(F). Por definicién de la relacién I+, F' I, o« — B siy sélo si m(a — ) € F.
Como m satisface las condiciones (a) a (d), F Ik, o — 3 si y s6lo si tA(m(a), m(B)) € F.
Por el lema 9.6.7, tenemos que F' Ik, o — [ si y sélo si Py(F). La condicién (W, R) Ik, «
si y s6lo si m(a) =1 es inmediata. |

De los teoremas 9.6.6 y 9.6.8 se deduce el siguiente teorema.

Teorema 9.6.9 « es vdlida en todo t(x,y)-modelo algebraico si y solo si a es vdlida en
todo t(x,y)-modelo de Kripke.

9.7. Dualidad Topolégica

El objetivo principal de la seccién es, dado un término de Heyting ¢(z,y), determinar
cuales son los espacios de Priestley duales de las t-algebras y los morfismos de estos
espacios que se corresponden con los homomorfismos entre las t-algebras.

Un espacio topolégico ordenado es una terna (X, 7, <), donde X es un conjunto, 7
una topologia definida en X y < una relacion de orden parcial definida sobre X. Ademas
(X, 7, <) se dice totalmente disconexo en el orden si para cada x,y € X, si x £ y entonces
existe un abierto, cerrado y creciente U de X tal que x € U e y € U. Un espacio de
Priestley es un espacio topdlogico ordenado, totalmente disconexo en el orden y compacto.

Consideremos un reticulado distributivo acotado A y (X, 7, <) un espacio de Priestley
y llamemos X(A) el conjunto de filtros primos de A y D(X) el conjunto de abiertos,
cerrados y crecientes de X.
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En [28] se demuestran los siguientes resultados:

1. (X(A), 7, <) es un espacio de Priestley, donde 7 es la topologia con subbase formada
por los conjuntos de la forma o(a) = {P € X(A): a € P} yo(a)*={P € X(A) :
a ¢ P}.

2. (D(X),N,U, 0, X) es un reticulado distributivo acotado.
3. A ~D(X(A)) donde el isomorfismo estd determinado por la aplicacion a — o(a).

4. X y X(D(X)) son isomorfos como conjuntos ordenados y homeomorfos como espa-
cios topoldgicos.

5. Si h : Ay — Ay es un homomorfismo de reticulados entonces la funcién X(h) :
X(Az) = X(A,) definida como X(h)(P) = h~'(P) es una funcién continua y cre-
ciente.

6. Si ¢ : X — Y es una funcién continua y creciente entonces la funciéon D(¢) :
D(Y) — D(X) definida como D(¢)(U) = ¢~ *(U) es un homomorfismo de reticulados
distributivos acotados.

7. La categoria D de reticulados distributivos acotados y homomorfismos y la categoria
P de espacios de Priestley con las funciones continuas y crecientes son naturalmente
equivalentes.

Para lo que sigue, necesitaremos las siguientes definiciones: Un espacio de Priestley
(X,7,<) es un espacio de Heyting si para todo W abierto y cerrado de X, (W] es un
abierto y cerrado. Si f : (X, <) — (Y, <) es un homomorfismo de conjuntos ordenados,
diremos que f es un h-morfismo si para todo x € X y z € Y con f(x) < z existe un
¥ € X tal que x < 2’y f(2') = z. Notaremos HP a la categoria cuyos objetos son
espacios de Heyting y cuyos morfimos son funciones continuas, crecientes y h-morfimos.

En [29] se demuestra que la categoria de las dlgebras de Heyting con los homomorfismos
de Heyting es naturalmente equivalente a la categoria HP.

Sea (A, =) un algebra de semi-Heyting y consideremos su dual como reticulado dis-
tributivo acotado. Veamos algunas propiedades que seran ttiles en el resto de la seccion.

Lema 9.7.1 Sea (A,=) € SH y sean a,b € A. Entonces o(a = (aAb)) =oc(a =y b) =
(o(a) Mo (b)T°.

Del lema 9.4.1 se tiene el siguiente resultado.
Teorema 9.7.2 Sea A € SH, entonces (X(A),7,C) es un espacio de Heyting.
Teorema 9.7.3 Sean Ay = (A;;N,V,=1,0,1), Ay = (AN, V,=9,0,1) € SH y h :

S
A, — Ay un homomorfismo de semi-Heyting. Entonces X(h) : X(Ag) — X(A4) es un
h-morfismo.
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Demostraciéon Como h : A; — As es un homomorfismo de semi-Heyting entonces
h es homomorfismo de Heyting. En efecto, h(a =g, b) = h(a =1 (a A b)) = h(a) =
(h(a) A h(D)) = h(a) =pu, h(b). Luego, por [29], X(h) es un h-morfismo. [ |

Veamos cémo se define la implicacion en el espacio dual a través del término de Heyting
t(z,y).

Lema 9.7.4 Sea (X,7,<) € HP. Entonces (D(X),=) € SH, donde U = V = t*X)(U, V)
siendo U = V = (UNV".

Demostracién En [29], se demuestra que si U =5 V = (U N V] entonces se tiene que
(D(X),=py) € H. De lo anterior resulta el hecho que (D(X),=) € SH;. [ |

Lema 9.7.5 Sea g : X — Y un morfismo de la categoria HP. Entonces D(g) : D(Y) —
D(X) es un homomorfismo de semi-Heyting.

Demostracién De [28] sabemos que D(g) es un homorfismo de reticulados. En [29] se
demuestra que D(g) (U NV¢]%) = (D(g)(U) N D(g)(V)<]°. Por construccién de la funcién
= en el dual resulta el lema. |

La demostraciéon del siguiente teorema resulta inmediata del lema 9.7.1.
Teorema 9.7.6 Sea (A, =) € SH; y sean a,b € A. Entonces o(a = b) = o(a) = o(b).

Haciendo abuso de notacion, llamamos SH;, también, a la categoria cuyos objetos son
las t-algebras y las flechas son los homomorfismos de semi-Heyting. El siguiente teorema
central se deduce de los resultados previos:

Teorema 9.7.7 La categoria SH; es naturalmente equivalente a la categoria HP.

Corolario 9.7.8 FEl espacio de Priestley dual de las dlgebras de Heyting coincide con el
espacio dual de las t-dlgebras de semi-Heyting.
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Capitulo 10

Apéndice

10.1. Demostraciones del capitulo 2

Demostracién 10.1.1 Veamos primero la implicacién (1) = (2). Como L =< L, V, A, —
,0,1 > SH, L satisface (2)(a) y (2)(b). Sean a,b,c € L tal que b < a < c¢. Luego
aN(b—c)=aN[(aNb) = (aANc]=aAN[b— a].

Ahora veamos la reciproca. Sean a, b, ¢ € L. Basta ver que a A (b — ¢) = aA[(aAb) —
(a A c)].

Casol: b>c(aANb>aAc).

*) SiaAb=aAc entonces, como L es una cadena, a Ac =a 6 aAc=1>. Si
aNc=b,aNc=0>b>c (absurdo). Luego a A ¢ = a.

*) SiaAb> aAc entonces, por hipétesis, a Ab—aAc=aAec.

Ahora, por hipétesis, a A (b — ¢) = a A c¢. Entonces

onfan s tanal = { 20Enbzen
_ a, aANb=alc

N {a/\c, aNb>alc

- aNc, aANb=aAlc

N {a/\c, alNb>aAlc

= alc

Caso 2: b=rc. Eneste caso a A (b—c¢) =aA(b—b) =aAl=a. Entonces a A [(a A b) —
(ancl=aAn[(anb) = (aNb)]=aAl=a.

Caso 3: a <b (b < c). En este caso

anN(b—c) = aNbAN(b—c) puesa=aAb
aNbAc
= q. puesa < b<c
aAN[(and) = (anc)] = aN]a— (aNc)] puesa=aAb
= alNalc
= q. puesa < b<c
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Caso4: a>c(b<ec,b<a).ComoaNb=byaAc=c,aN[(aNb) = (aAc)] =aA(b— c).

Caso 5: a=rc (b< ¢, b<a). Entonces

aN[(and) = (anc)] = c¢N[(eANb) = (cAc)] puesc=a
= cA(b—c) pues b < c
= aA(b—c). pues ¢ = a

Caso 6: b < a < c. En este caso

aN(b—c) = aN(b—a) por hipétesis
= aA[(anb) = (aNc)]. puesb<a<c

De los casos anteriores, a A (b — ¢) =a A [(a Ab) = (a Ac)].
|

Demostracién 10.1.2 Queremos probar que L =z A (y = z)  z A[(x Ay) = (z A z2)].
Sean b, c,d € L con ¢ < b < d. Entonces ¢ = a,,b =a;,d=a,, con0 <r <l<m<n-—1.
Por lo tanto ¢ = b = a, = a; = x(r);,(n—1). Entonces ¢ = d = a, = a,,, = (1), (n—m).
Por un lado

B i {a; } si n—l<n-—7j,
x(r)y} (n—1) e B, = { [an,(]n,l)) si n—101>n—7,

y por el otro

_ i {ajr} si n—m<n-—j,
x(r)jr(n m) € By {[an(nm) si n—m>n-—j,

Como [ < m entonces n —{ > n — m.

Caso 1: n—j, < n—m < n—1 En este caso x(r);(n —1) > a; y z(r);,(n —m) > ap,.
Entonces a; A x(r);,(n — 1) =a; y ay A z(r)j,(n —m) = q.

Caso 2: n—m < n—j, <n—I. En este caso z(r); (n—1) > a; y z(r); (n —m) = a;,. Como
n — jr < n —1, entonces j, > [. Luego a;, > a;. Entonces a; A z(r); (n —1) = a; y
a; A\ x(r);. (n —m) = a.

Caso 3: n—m <n—1<mn-—j. En este caso z(r); (n — 1) = a;, y z(r); (n —m) = a;,.
Luego a; A z(r);,(n — 1) = a; A z(r), (n — m).

De los casos anteriores, b A (¢ = b) = b A (¢ = d).

Demostracién 10.1.3 Claramente, L' 2z = 2 ~ 1.
Veamos que L' =2 A (x = y) ~® z Ay. Sean b,c € L' con b < c.

Caso 1: b,c€ L. Eneste caso bA(b=¢c)=bA(b—c)=bAc.

Caso2: b=b;yc=a,coni+1<r<n-—1.
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Caso 2.1: ay € F}} con i+ 1 < ky <n—1. En este caso b; A (b; = a,) = b; A as(r). Si
r=n—10b0AN(0b=a,1) =bANaa(n—1) =b; Nay, = b an_l.Si

r<n-—1,
ap, S1 ko <rT

= a, = .

bi " {x si ko>r con x> a,
entonces

bi si ko <r
i A\ (b = a,) = . =bi\Na,.
bi (b = ar) {bi siogozr N

Caso 2.2: oy € F¢. En este caso b; A (b; = a,) = b; A as(r) = b; Ab; = b; = b; A a,.

Caso 3: b=10b; y ¢c=a, con 0 <r <i. En este caso a, A (a, = b;) = a, N ay(r).

Como

ai(r) = ap = Qipy S1 Qp = Qg S G
1 = .
T Sl ap —> Q;y1 > Q; con X > by

entonces

a, Aoy (r) :{

a, N(a, = a;iy1) st a, — a4 < a
a, \T si a, = a;41 >a; con T >

Luego a, A (a, = b;) = a, N ayg(r) = a, = a,. A\ b;.

De los casos anteriores, b A (b= c) =bAc. Porellema 222 L' ExA(x=y) =~z Avy.
Veamos ahora que L' =z A (y = 2) ®xz A[(z Ay) = (2 A 2)].
Sean b, c,d € L con ¢ < b < d. Queremos probar que b A (c = b) =bA (c = d).

Caso 1: ¢,b,d € L. Claramente se verifica que bA (¢ = b) =bA (¢ = d).

Caso 2: ¢ = a,,b=a,,,d="b;con 0 <r <m <i. Enestecaso a,A(a, = ay) = anA(a, —
)V ar = b = ay(r). Como

o (’[“) _ Qp — Qi1 sioa, — Qi1 < a;
! b si a, — Q;41 > A; CoOn bel

entonces
A N — aiy1) sl a. — a;q < ay

Ay, si a, — Qi1 > Q4

Ay Ny (1) = {
Si a, — a1 > a; entonces G, = Ay A (A — ai41) = apm A (@ — ayy,). Luego

A N = Q) ST A — a0 < @

. = Ay N (A = Q).
Ay, si a, = a;11 > aq; m Aar m)

A N1 (1) = {

Caso3: c=a,,b=b,d=a,con0<r<iei+1<m<n-—1.

ap = Qg1 S1 Qp = Giqq < Gy

En este caso b; A (a, = b;) = b; A ay(r) = { b S, — @iy > a
(2 T (3 1
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Si a, — a, = @ con r < [ < i entonces a;11 A (a, — an) = aj11 A a;. Luego
a, — a;+1 = a;. Entonces

~

— q; 1 S a1 < a
bi/\(ar—mm):bi/\(ar—mm):{ar Git1 SLGr = Qi1 = G

bi si a, — A;p1 > Q4 '
Como consecuencia b; A (a, — b;) = b; A (@, — ap).
Caso4: c=b,b=a,,d=a, coni+1<r<m<n-—1.

Caso 4.1: ay € F,io. En este caso b A (¢ = b) = a, A (b; = a,) = a, A az(r). Como
as(r) € FM se verifica que

ap, S1 ko <T
as(r) = )
2(7) {b si ko>r con b>a,

Luego
ap, S1 ko <T
a, st ko=r

a, AN (r) = {

y, en consecuencia, b A (¢ = d) = a, A (b; = @) = a, A az(m).
ap, S1 ko <T

Sim:n—lentoncesag(n—l):akoyar/\az(n—l):{ o S b >
T 0 =

Sim<n-—1,

b si ko>m con b>a,,
y, por lo tanto,

ay NGy, S1 ko <m
ar s kOZm .

a, Nag(m) = {

Como kg <r<m,r<ky<mobr<m<kg, a. A (b = a,) = a, A (b = an,).

Caso 4.2: ay € Fi. En este caso a, A (b; = a,) = a, A as(r) = a, Ab; = a, A az(m) =
ar A (b = ap).

De los casos anteriores, b A (¢ = b) = b A (¢ = d). Por el lema 2.2.3, L', € SH.

10.2. Demostraciones del capitulo 4

Demostracién 10.2.1 2 =z V 2* ~ 1 entonces 2 € BSH.

Sea L € BSH subdirectamente irreducible. Por el lema 1.0.20, L ~ 2 6 L ~ 2. Si
L~2entoncess LEEO —+1~1yLE (zAy)—y~1 Porlotanto L € &. Si L ~ 2
entonces L= (0 - 1)*~1y L ExVa*~ 1. Porlo tanto L € &.
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Sea L € &g subdirectamente irreducible. Sea a € L. Como L satisface la identidad
(46),aN(a —>a)=ay0—=>1=16(aVa*)AN(0— 1) =1. Es decir, 0 - 1 =1
6 (aVa*)A(0—1)"=1. Luego L € & Por lo tanto & C &,.

Sea L € & subdirectamente irreducible. Sea a € L. Reemplazando en (4.9) obtengo
que (0 > 1) ViaVva*)AN(0— 1) =1. Entonces0 - 1=16(aVa*)A(0—1)"=1.
Luego (0 - 1)* =16 (aVa*) A (0 — 1)* = 1. Por lo tanto L € &5 y, en consecuencia,
&y C &,

Demostracién 10.2.2 Sea L € conSH. Entonces L=z »y~y 2 yLEO0— 1~
0. Luego LL € &;. Por lo tanto comSH C &;.

Sea L € &; subdirectamente irreducible. Sean a,b € L. Si ((a Ab) - b) =0—1=1,
por el lema 4.2.1, bA (a —b) =by 0 —1=1. Luego L € &;.

Sea L € & y subdirectamente irreducible. Como L satisface la identidad (4.7), 0 —
1=1en L. Por lo tanto L € & .

Claramente, &9 C &3.

Demostraciéon 10.2.3

(1) Claramente 2 € comSH.
Para probar que V(2) # comSH basta tomar L; .

(2) Es claro que V(2) & BSH.

Ahora, 2 = (zVa*) ~ 1y 2 =0 — 1 ~ 1. Entonces 2 € £. Ademis, 2 = 2 —
y~y— zporellema 427y 20— 1~ 0. Entonces 2 € &. Por el lema 1.0.20,
BSH C &, y. Para probar que BSH # &, basta considerar L . Es claro que & C &;
y. Para ver la relacién indicada basta tomar el dlgebra Lg considerando z = a, y = 1
en la identidad

(3) Claramente H C &. Como 2 =0 — 1~ 0,2 ¢ H. Pero 2 € & pues 2 = (0 —
L*A(xVa*)A(yVy*)~ 1. Entonces H & &,.
Sea L € &, subdirectamente irreducible. Sean a,b € L. Supongamos que (0 —
D*A(aVva’)A(bVe) =1 Como (0 — 1)* = 1 entonces 0 — 1 = 0. Como
(aVa*)=1,a=106a" =1. Entonces a =1 6 a = 0. Andlogamente b € {0,1}.
Como0—1=0,a—=b=b—>ay (0— 1)*=1. Luego L € &. Para ver que &
& &3 basta tomar el dlgebra Ly, considerando z = y = a.

Es claro que £ y C &,. Para ver que &5 & &, basta tomar el dlgebra Lg , considerando
r=a, y=1.
(4) Es claro que QH C &. Para ver que QH & & y basta tomar el dlgebra 2.

Sea L € & subdirectamente irreducible. Sean a,b € L. Supongamos que (a V a*) A
(bVb)AN (0 — 1) =1. Luego (aVa*) = (bVDd)=1y (0 — 1)* =1 entonces
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a,b € {0,1} y 0 — 1 = 0. Por lo tanto a — b = b — a. Entonces L € &;. Para ver
que & & & basta tomar el dlgebra Ly, considerando x =y = a.

Es claro que &; C &. Para ver que &; g &s basta tomar el algebra Lg, considerando
r=a, y=1.

(5) Es claro que FTT C &. Para ver que FTT & & basta tomar el dlgebra 2.

Sea L € & subdirectamente irreducible. Sean a,b € L. Si0 — 1 # 1, (aV a*) =
(bvb*) = (0 — 1)* = 1. Entonces a,b € {0,1} y, luego, a — b = b — a. Por lo tanto
L € &. Para ver que & g &1o basta tomar el algebra L .

Es claro que &9 C &;. Para ver que & g &11 basta tomar el algebra Lg .

(6) Es claro que FTD C 5. Para ver que FTD & &£, basta tomar el dlgebra 2.

Sea L € &9 subdirectamente irreducible. Sean a,b € L. Si (0 — 1)™ # 1, (aVa*) =
(bvb*) = (0 — 1)* = 1. Entonces a,b € {0,1} y, luego, a — b = b — a. Por lo tanto
L € &5. Para ver que &9 g &3 basta tomar el algebra L .

Es claro que &3 C ZSSH. Para ver que &3 & ZSSH basta tomar el dlgebra Lg .
[

Demostracién 10.2.4

(1)

(a) Es claro que 2 € BSH y 2 € comSH. Sea L € BSH N comSH subdirectamente
irreducible. Por el lema 1.0.20, L~ 2 é L ~ 2. Como L € comSH, L ~ 2.

(b) Sea L € &; subdirectamente irreducible. Tomaremos casos sobre 0 — 1 en L. Caso
1: 0 = 1 =0. Sean a,b € L. Reemplazando en (4.1) se obtiene que a — b = b — a.
Como consecuencia L € comSH. Caso 2: 0 —+ 1 = 1. Sea a € L. Reemplazando en
(4.2) se obtiene que (a V a*) = 1. Como consecuencia L € BSH. Ademds, por los
lemas 4.2.7y 4.2.5, BSH C & y comSH C &;.

(2)

(a) Por los lemas 4.2.2 y 4.2.7, H C QH y H C &. Luego H C QH NE;. Sea L € &1y
NQH subdirectamente irreducible. Como L € QH, L =0 — 1 ~ 1. Sean a,b € L.
Como L satisface (4.2), ((a Ab) — b) =~ 1. Entonces L € H. Por lo tanto QH N &,

(b) Por los lemas 4.2.7y 4.2.4, V(QH, &) C & y. Sea L € & subdirectamente irreducible.
Tomaremos casos sobre 0 — 1 en L. Caso 1: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Reemplazando
en (4.6) se obtiene que b A (a — b) = b. Como consecuencia L € QH. Caso 2:
0 — 1 =0. Sea a € L. Reemplazando en (4.6) se obtiene que (a V a*) = 1. Como
consecuencia L € BSH. Por el lema 4.2.4, BSH C &,. Por lo tanto L € &;.
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(a) Por el lema 4.2.4, BSH C &,. Por el lema 4.2.7, BSH C &;. Por lo tanto BSH C &,
NE;. Sea L € & N&; subdirectamente irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Sea a € L.
Como L satisface (4.2), (aVa*) = 1. Luego L € BSH. Caso 2: 0 - 1 =1. Seaa € L.
Como L satisface (4.1), (a V a*) = 1. Luego L € BSH.

(b) Por los lemas 4.2.7y 4.2.5, & C &y & C &. Sea L € &; subdirectamente irreducible.
Caso 1: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L. Como L satisface (4.3), a — b = b — a. Luego
L € conSH. Por el lema 4.2.5, L € &. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Como L
satisface (4.3), ((a Ab) — b) = 1. Luego L € H. Por el lema 4.2.7, L € &;.

(4)

(a) Por los lemas 4.2.5 y 4.2.3, conSH C FTF y comSH C &. Sea L € & NFTF
subdirectamente irreducible. Como L € FTF, L= 0 — 1 ~ 0. Sean a,b € L. Como
L satisface (4.1), a — b = b — a. Por lo tanto L € comSH.

(b) Por los lemas 4.2.6 y 4.2.7, & C & y FTF C &. Sea L € & y subdirectamente
irreducible. Si 0 — 1 =0, L € FT F. Supongamos que 0 — 1 = 1. Sea a € L. Como
L satisface (4.5), (aV a*) = 1. Luego L € BSH. Por el lema 4.2.7, L € &;.

()

(a) Por los lemas 4.2.2 y 4.2.7, QH C FTT y QH C &. Sea L € & NFTT subdirecta-
mente irreducible. Como L € FTT,LE0— 1~ 1. Sean a,b € L. Como L satisface
(4.6), ((a Ab) — b) = b. Por lo tanto L € QH.

(b) Por los lemas 4.2.7 y 4.2.4, FTT C & y & C &. Sea L € & subdirectamente
irreducible. Si0 — 1 =1, L € FTT. Supongamos que 0 — 1 = 0. Sea a € L. Como
L satisface (4.9), (aV a*) = 1. Luego L € BSH. Por el lema 4.2.4, L € &.

(6)

(a) Por los lemas 4.24 y 4.2.7, & C & v & C & y. Sea L € & y NE3 subdirectamente
irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L. Por la identidad (4.6), (a V a*) A (bV
b*) AN (0 — 1) =1. Luego L € &;. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad
(4.3), ((aANb) = b) A (0 — 1) =1. Luego L € &,.

(b) Por los lemas 4.2.7y 4.2.5, & C E v & C &; y. Sea L € &; subdirectamente irre-
ducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L. Por la identidad (4.7),a = b=b—ay
(0> 1)"=1.Luego L € &. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad (4.7),
bA(a—b)=by0—1=1.Luego L € &.

(7)

(a) Por los lemas 4.2.5y 4.2.7, & C &y & C &. Sea L € & y NE; subdirectamente
irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L. Por la identidad (4.3),a >y =0 — a
y (0= 1)*=1. Luego L € & y. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad
(4.5), (aVa* ) AN(bVb*)AN(0—1)=1. Luego L € &.
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(b) Por los lemas 4.2.7y 4.2.6, E3 C 4y &5 C &4. Sea L € &, subdirectamente irreducible.
Caso 1: 0 - 1 = 0. Entonces L = (0 - 1)* ~ 1. Luego L € & Caso 2: 0 — 1 = 1.
Sean a,b € L. Por la identidad (4.4), ((a Ab) — b) = 1. Luego L € &s.

(8)

(a) Por los lemas 4.2.2 y 4.2.7, FTT C FTDy FTT C &. Sea L € FTD N & subdi-
rectamente irreducible. Como L € FTD, L |= (0 — 1)* = 0. Sea a € L. Por (4.9),
0—1=1. Entonces L € FTT.

(b) Por los lemas 4.2.7y 4.2.4, FTD C &5y & C &z Sea L € &5 subdirectamente
irreducible. Si L = (0 — 1)* = 0, L € FTD. Supongamos, entonces, que (0 — 1)* #
0. Sea a € L. Como L satisface (4.12), (0 — 1)*V[(aVa*) A (0 — 1)*] = 1. Entonces,
O0—=1D"=16(aVa*)AN(0—1)*=1. Como (0 - 1)* #0, (0 — 1) # 1. Luego
(aVa*)A(0— 1)*=1. Como consecuencia L € &.

(9)

(a) Por los lemas 4.2.4y 4.2.7, & C & yy & C &. Sea L € & y Ny subdirectamente
irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Por la identidad (4.9), L = (aVa*) A (0 — 1)* = 1.
Entonces L € &. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad (4.7), b A (a —
b) = b. Luego L € &.

(b) Por los lemas 4.2.7 vy 4.2.5, &y C &gy & C &ip. Sea L € &y subdirectamente
irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 1. Entonces L € & Caso 2: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L.
Por la identidad (4.10),a = b=b—ay (0 - 1)* = 1. Luego L € &;.

(10)

(a) Por los lemas 4.2.7y 425, & C &y & C &. Sea L € & N&,; subdirectamente
irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L. Por la identidad (4.7),a - b=5b—a
y (0 - 1)* = 1. Luego L € &;. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad
(4.4), ((a ANb) — b) = 1. Entonces L € &s.

(b) Por los lemas 4.2.7y 4.2.6, &; C Ey €4 C &s. Sea L € & subdirectamente irreducible.
SiLE0—1~0,L € & Supongamos que 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad
(4.8), bA (a —b) =b. Luego L € &;.

(a) Por los lemas 4.2.4 y 4.2.7, & C E12 y & C &1p. Sea L € &5 NE;p subdirectamente
irreducible. SIL =0 — 1~ 1, L € &. Supongamos que 0 — 1 = 0. Sea a € L. Por
la identidad (4.12), (a V a*) A (0 — 1)* = 1. Luego L € &,.

(b) Por los lemas 4.2.5 y 4.2.6, &2 C &3y E10 C &13. Sea L € &3 subdirectamente
irreducible. Si L = (0 — 1)* ~ 1, L € &;5. Supongamos que (0 — 1)** # 0. Sean
a,b € L. Por la identidad (4.13), a = b=b—ay (0 — 1)* = 1. Luego L € &.

(12)
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(a) Por los lemas 4.2.7 y 4.2.5, & C &gy & C &. Sea L € &y N& subdirectamente
irreducible. Caso 1: 0 — 1 = 0. Sean a,b € L. Por la identidad (4.10),a - b=0b— a
y (0 = 1)* = 1. Entonces L € &. Caso 2: 0 — 1 = 1. Sean a,b € L. Por la identidad
(4.8), bA (a —b) =b. Luego L € &;.

(b) Por los lemas 4.2.7 y 4.2.6, &9 € &1y & C &11. Sea L € &y subdirectamente
irreducible. SiL = (0 » 1) ~ 1, L€ &. SiL = (0 — 1) ~ 0, L € &.

(13)

(a) Por los lemas 4.2.5 y 4.2.7, £ C 13y E10 C &11. Sea L € &3 NE; subdirectamente
irreducible. Si L =0 — 1 =~ 1, L € &g. Supongamos que 0 — 1 = 0. Sean a,b € L.
Por la identidad (4.13), a - b=0b—ay (0 — 1)* = 1. Luego L € &.

(b) Por los lemas 4.2.7 y 4.2.6, 13 C ZSSH y &1 € ZSSH. Sea L € ZSSH subdirec-
tamente irreducible. Como L = (0 — 1)* V (0 — 1)* =~ 1 y L es subdirectamente
irreducible, L= (0 - 1)*~ 16 L | (0 — 1)* = 1. Por lo tanto L € £; 6 L € &3.

10.3. Demostraciones del capitulo 5

Demostracién 10.3.1 (a) Claramente L' = 25z ~ 1.
(b) Veamos que L' =z A (z>y) =~ x Ay. Sean z,y € L' con = < y.

Caso 1: z,y € B(L). Entonces x = ((a), y = 5(b) con a,b € L. Luego x A (z>y) =
B(a) A (B(a) () = Bla) A Bla > b) = Ala A (a — b)) = Blanb) =
Bla) ANB(b) =z Ny.

Caso 2: * = a4, y € PB(L). Como y € B(L), y = a,. Como = < y, i < k. Lue-
goy = ap = B(Ag_1). Entonces a; A (a;=>ay) = { i N\ ay o1 kz]. —

a;Nap si k<j
Joa st K>5 o
_{ai si k< =a; = a; N\ a.
Caso 3: © = ay con B(Ag) = ar e y = a;.
- JoagNay, st Ay = Apo=A, Yy K<m<i
ak/\(ak_)al)_{ak/\ai S Ap— Apa= Ay Y m>i —
ap = ai N\ a;.

De los casos anteriores, por el lema 2.2.2, L' =z A (z5y) =z A y.

(¢) Queremos probar que L' =z A (y=2) = 2 A [(x Ay)=>(x A 2)]. Sean 2/, y/, 2" € I/
con y < x < z. Queremos probar que x A (y=x) =z A (y—=2).

Caso 1: z,y,z € B(L). Entonces existen a,b,c € L : [(a) = x,8(b) = y,[(c) = 2. En
consecuencia x A (y—=z) = f(a) A (ﬁ(b) Bc)) = Bla)NB(b—c)=plan(b—
c)) = Blan((anb) = (aAc))) = Blan(b = a)) = B(a)AB(b = a) = zA\(y—=z
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Caso 2:

Caso 2.1:
Caso 2.1.1:

Caso 2.1.2:

Caso 2.2:

Caso 3:

Caso 3.1:
Caso 3.2:
Caso 3.3:

Caso 4:

z=a;y,2 € B(L). Comoy € B(L) ey <,y = a, = f(Ay) y Como z € B(L)
vy <z z=a,=P(A,-1)conl <i<lyzA(y=z)=a A (q,—a,) =
a; N\ B(All — AlQ).

A, — Apo = A, conm > i.

lo —1 < m. En este caso A, 1 A (A, — A,) = A1 AN (A, = Ans) =
A, NA,, = Aj,_1. Entonces A;, — A;,_1 > A;,_1. Como consecuencia 5(A;, —
A1) > B(A,-1) = ai,. Luego a; A B(A, — A1) > a; ANay, = a; pues i < lo.
Por lo tanto, a; A B(A;, = Ai,—1) = a;.

lo —1 > m. En este caso A, 1 A (A, — Ap) = A, 1 AN (A, = Ans) =
A, N A, = A, Entonces A, — A, 1 = A,,. Como consecuencia f(A;, —
A1) = B(An) = amy1 pues m > i. Luego a;AB(Ay, = Ai,—1) = i Napms1 = a;
pues i < m + 1. Por lo tanto, a; A 5(A;, = Ai,—1) = a;.

De los casos 2.1.1 y 2.1.2, si A, — A;, = A,, con m > i entonces a; A B(A;, —
Al2_1) = ;.

A = Apa = A, conm < i. En este caso A, 1A (A, — A) = A AN(A, —
Ap9) = A, N A, = Ay pues m < i < . Entonces A;, — A1 = A
Como consecuencia f(A;, — Ai,—1) = B(An) = a,, pues m > i. Luego a; A
B(A;, = Ai,—1) = a; A\ @y, = ay,. De los casos 2.1y 2.2, a; AB (A, — A, —1) =
Ai st Ay = Ap—a= A, con 1 <m

{ Am st Ay = Ap—o=An con m <1
A (y=z) = a; A (a,—>a;)

_ AiNA; st Ay — A2 = A, con 1 <m

__{mAmlﬁAhﬁ%ﬁzAnmnm<i

- Ai st A — Apao= A, con 1 <m

n { Apm st Ay = Ap2= Ay, con m<i '
Entonces z A (y=z) =z A (y—=x).

. Ademas,

y = a;, x,z € B(L). Como z € B(L), v = a, = B(A,-1) y como z €
B(L), z = aj, = B(A,—1) pues i < I} < lp. x A (y=2) = a;, A (a;>ap,) =
AnNAy sty 2 Por lo tanto z A (y=x) = aj, A (a;—ay,)
Al1/\Al2 s1 l2<j . ' ' '
C s
— { ‘22 Qﬁ; : Z zj . Tomaremos casos sobre j.
J<l <l xzA(y=>z)=a, Na, =x A (y=>x).
I <j<lp.zN(y=>z) = ayNa, = a, pues l; < j <r. Ademds zA(y—=x) = a.
h<lb<jaxANy=z)=a, Nayp, =a, = =a;, Na;, =x A (y=z).
De los casos 3.1, 3.2 y 3.3, z A (y=x) =z A (y=2).
z,y € B(L) y z = a;. Como z € B(L), v = a;, = B(A;) pues l; < i. Como
y € B(L), y = a;, = B(A,) pues Iy < l; <i. Entonces
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A (y=z) = ay N (a,>a;)
_ Ay NAm st Ay, — Ap—o = A, con lp <m <
N { Ay NAi st A, = Ap—o = A, con m >4
Ay NAm st Ay = Ap—o = A con lp <m <1
{ Ap si A, = An—2= A, con m>1 '
Por otro lado z A (y=x) = aj, A (a,—=ar,) = ai, A B(A, — Ay).

Caso 4.1: Ay, > A1 = A conly <m <iyly <m. Enestecaso A, A(A, = A,_2) =
Ay N Ap,. Luego Ay, A (A, — Ayy) = Ay, Entonces A, — A, > Ay, B(A, —
Ay) > B(A;,) = a;,. Como consecuencia, a;, A (A, — Ap) = a, = ay, A ap,.

Caso 4.2: Ay, - A1 = A conly <m < iyl >m. Eneste caso A, A(A, = A,2) =
Ay, N Ay Luego A A (A, — Ay) = Ay, Entonces A, — A;, = A,,. Como
consecuencia, a;, A B(A, = Ay) = ay, A B(An) = ay, N ap,.

Caso4.3: A, — A,1 = A, con m > i. Ay AN (A, — A,2) = A, N A,. Luego
Al1 VAN (A12 — All) = All‘ Entonces Al2 — Al1 > All' ﬁ(Alz — All) > ﬁ(All) =
a;,. Como consecuencia, a;, A f(A, = Ai,) = a,.
De los casos 4.1, 4.2 y 4.3, z A (y=2) = = A (y=>x).

De los casos 1, 2, 3y 4 y por el lema 2.2.3, L' € SH.
[ |

Demostracién 10.3.2 Veamos que (L, =) € SH. Claramente, L | 2 = z ~ 1.
Veamos que LEE 2 A (z S y)~aAy. Seana, b€ L: a<b.a=a;b=a;coni<]j.
Caso 1 a;,a; € y(L'). Entonces a; = v(Ay,) y a; = v(A). a;iA(a; = a;) = y(Ay) Av(A, —
Al2) = /Y(All N (Ah - AZQ)) = 7(Al1 N Al2) - /Y(All) N ’Y(AZQ) a; \ aj.
Caso 2 a; € y(L'),a; € v(L'). Como a; € y(L'), a; = y(A;,) con A;, € L'

a; A (CLZ' ~ &j) _ a; /\’}/(Al) si Aio — Ak—l = Al con ig < [ <j

a; N\ a; si Ay, = Ap—1=A;conj<lI
. 'Y(Aio VAN Al) si Aio — A1 =Aconig<Il<j
- a; si Ajy — Ag_1=A; con j <1
B Y(A;) si Ay — A1 =Ajconig<l<j
N { a; si Aig — Ak—l = Al COIlj < {
= q;
= a; N\ aj.
Caso 3 a; € v(L). a; A (a; = a;) = a; A1 = a; = a; A aj.

De los casos anteriores, a A (a — b) = a A b. Por el lema 222, LEz A (x = y) = x Ay.
Veamos que L Ez A (y = 2) x Al(z Ay) = (z Az)]. Sean a,b,c € L con b < a < c.
Luego b = a;,a = a;,¢ = a,, con i < j < m. Queremos probar que a A (b = a) =aA (b =

c).

Caso 1 a;,aj,a, € v(L'). Entonces a; = v(Ai,),a; = v(Aj,); am = Y(Ap,) con i < jo <
mo. a; A (ai = aj) = (Aj) Ay(Aig = Ajp) = = (Ao A ((Aig A Ajy) = (A A
Amo))) - = V(Ajo) N V(Aio - Amo) =a; \ (ai — am)'
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Caso 2 a;,a; € (L), ap, & y(L'). Luego a; = v(4;,),a; = v(A4;) con ig < jo. a; A
a; Ny(A4;) st Ay = Agr=A conidp <l <m
a; N ap, si Ajy = Ap—1=A, conm </
V(Ajo) A ’Y(Aio - Ajo) = ’Y(Ajo A (Aio - Ajo))' Como j > joy j < m, jo < m.
Tomaremos casos sobre .

(a; = a,) = caj A (a; = aj) =

Caso 2.1 I > m > jo. Ay, = A1 = A;. Entonces Aj; A (Aiy — Ak—1) = Ajy N AL
Ajo A (A, = Aj,) = A,y Como consecuencia a; A (a; = a;j) = y(Aj A (Aiy —
Ajp)) = 1(Ajy) = aj = a; N am = a; A (a; = am).

Caso 2.2 jo <l < m. Ay = A1 = A Luego Aj, A (A, — Ap1) = Ajy NAL
Ajo A (A, = Aj)) = A,y Como consecuencia a; A (a; — aj) = y(Aj A (Aiy —
Ajo)) = 7(Ajp) = 7(Ajo N A1) = 7(Ajp) A (A) = a; Ay(Ar) = a; A (ai = am).

Caso 2.3 | < jo < m. Ajy = A1 = A1 Ajg N(Ajy = A1) = Ajg NAL Ay AN (A4 —
Aj,) = A;. Entonces A;; — A, = A, pues L’ es una cadena. Luego a; A (a; —
a;) = v(Aj, A (Aig = Ajy)) = 7(Aj,) Av(A) = a; Ay(A) = aj A (ai = anm).

De los casos 2.1, 2.2 'y 2.3, a; A (a; = a;) = a; A (a; = ).

Caso 3 a;,am € (L), a; & v(L'). Entonces a; = v(Aiy), am = 7(Am,) con ig < my.
aj A (a; = am) = aj ANy(Aiy = Amg)-
' ~ o JagAy(A) st Ay = A = Apconig <<
a]/\(az%aj)_{aj/\aj si Ajy — Ag_1=A; con j <1

Caso 3.1: A;y = A1 = A conig <l <jymog <Ll Ap, N(Aiyy = Ap_1) = Apg N AL
Entonces Ay A (Aiy = Amg) = Amg V Amg N (Aiy = Ag1) = Ay Luego
Ajg = Ay > Ay vy Aig = A1 > Ay Y(Aig = Ang) > Y(Ang) = am > aj y
Y(Aiy = Ak—1) > Y(Amy) = am > a;. Entonces a; A (a; = a,) = a; Ay(Ay, —
Amo) = aj = a; Ay(Aiy = Ax_1) = a; Ay(A) = aj A (a; = a;).

Caso 3.2: A;y = Ap_1 = A conig <l <jymg>1l Apg AN(Ayy = Ap_1) = Ay N AL
Entonces Ay, A(Aiy = Amg) = A Luego Ay, — A,y = A. Entonces a;A(a; =
am) = aj ANY(Aiyg = Amy) = a; AY(A) = aj A (a; = aj).

Caso 3.3: A;y — Ay_1 = Ajconl > 5y myg < [. Como antes, v(A;, = Am,) > a;
y Y(A4iy — Ap_1) > a;j. Entonces a; A (a; = an) = aj A y(Aiy, = Apy) =
=a; = a; Na; = a; A\ (a; = a;).

Caso 3.4: A;, — Ap_1 = Aj con | > j y mg > l. Como antes, A;) — Apy = Ap. a; A(a; —
am) = a; NY(Aijy = Apy) = = a; Ay(4;). Ahora y(4;) = a, con | < z. Como
J<I<uz ajA(a; = am) =ajNa, = a; = =a; Na; = a; A (a; = aj).

De los casos 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, a; A (a; = a,,) = a; A (a; — a;).
Caso 4 a; € y(L'), a;,an, € v(L'). Entonces a; = vy(A4,;,) con ig < i.

a{ AY(A) st Ay = Apg = Ajconidp <1< . Por otro lado

CL]‘/\(CL@'QCL]’):{

a; si Aj; = Ap—1 = A, con j <1
' ~ _fayAy(A) st Ay > A=A conig <l <m
aj/\(az—>am)—{ a; si Ajy = Ap—1=A, conm </
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Como j < m basta considerar el caso en que m > [ > j. v(4;) = a, con | < x.
a; A (a; = aj) =a; y a; A (a; = ap) = aj Ay(A) = aj N ay = aj.

Caso 5 a; € Y(L'). a; A (a; = ap) = a; A1 =a; A (a; = a;).
De los casos 1,2, 3,4y 5, aA(b=a)=aA (b= c). Por el lema 2.2.3, (L, =) € SH.

Demostracién 10.3.3 Sea (L, —) una cadena de semi-Heyting. Entonces L : Ay < A; <
... < A,_1. Ahora, consideremos la cadena L : ag < a1 < ... < ap_1 < ap < ... < Qpij1
donde a, = Ay si0<k<n—1ya, € Lsin<k<n+I—1. Definimos =: L' x L' — L/
como:

a; si k>t
1 si k=t
ar = ap =<4 ap — si ag,ap €Ly k<t
ap — G st ap € Loy € Ly k<t
1 en otro caso

Veamos que (L', =) € SH. Por definicién L’ | 2 = 2 =~ 1. Veamos, ahora, que L' |=
rA(r S y)~zAy Seana,be L' cona<b. a=a,eb=a; conk <t

Caso 1: ay,a; € L. Luego ap = Ay y a; = A;. Luego ap, A (ar, — ay) = Ap A (Ap — Ap) =
Ak/\At:ak/\at.

Caso 2: ap € L, a; ¢ L. Entonces ap, = A, yn <t < n+1[— 1. Como consecuencia
ak/\(akiat) :Ak/\(AkﬁAn_ﬁ :Ak/\An—l :Ak:ak:ak/\at.

Caso 3: ay,a; € L. En este caso aj, A (ar, — a;) = ap A1 = ap = ag, A a;.

De los casos anteriores, a A (a — b) =a Ab. Por el lema 222, L' Exz A (x S y)~zAy.
Basta ver que L' = 2 A (y = 2) ® 2 A[(x Ay) = (x A 2)]. Sean a,b,c € L' tal que
b < a < c. Por el lema 2.2.3 es suficiente probar que a A (b = a) = a A (b = ¢). Entonces
a=a;,b=ayc=a,conk<t<p.

Caso 1: ay € L. Como a; < a; < a,, entonces ay, a, € L. a; A (ay = a;) = ay A1 = ay A (ar, —
ap).

Caso 2: ap € Ly a; ¢ L. Como a; < ay, a, & L. Luego a; A (ar, — a;) = az A (ag — a,_1) =
ar A (ar, = ay).

Caso 3: ay,as,a, € L. En este caso a; A (ax — a;) = az A (ax — a;) = az A (ap — ap) =
ar A (ar, = ay).

Caso 4: ag,a; € Ly a, € L. ay N (ag = ap) = ay A (ag = an-1) = az A (a = az) = ag A (a, =
a/t).

De los casos anteriores (L', =) € SH.

Consideremos el filtro [a,—1) y el conjunto cociente asociado al mismo L’/[a,_1). De-
finimos 3 : L' /[a,—1) — L como S(ay) = A con 0 < k <n — 1.
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|
|
|
|
|
|
|
‘
a J

Sea a; € . Si a; = ax, B(ax) = f(ag). Si a; # ay. Entonces n — 1 < k;t <n+1— 1.
Luego a = a@;. Entonces 5(ax) = 5(a;). Luego [ estd bien definida. Ademas, f(ag) = Aoy

B(anri—1) = B(Gn_1) = Ap—1. Sean @y, a; € L'/[a,—1). Supongamos que 0 < k <t <n—1.
Bar ANa) = Blax Nay) = B(@x) = Ar = Ax ANA = B(@m) A B(@). Ba — @) =
Blar = a;) = Blagy =~ a;) = Ay — Ay = B(ay) = B(a;). Luego B8 es un isomorfismo.

Luego L € H(L').
|

Demostracién 10.3.4 Por definicién L' | x = z ~ 1. Veamos, ahora, que L' | 2 A
(r S y)~axAy Seanz,y€ L' conx <y.z=a;ey=a;coni<j.

=(a) ey =(b) con a,b €
v(anb) = v(a)Ay(b) = zAy.

Caso 2: z,y € y(L), (x,y) = (a0, tnyi-1)- TA (T = y) = ag A (ap = Anyi-1) = Ao A Gnp1s =
ag = ag N\ Qpyp—1.

Coso 1: ,y € Y(L), (2,9) # (a0, ansr_1). Como 2,y € (L), @
L.zA(z = y) = y(a)Ay(a = b) = y(aN(a — D)) = =

Caso 3: z € y(L), y € v(L). Como z € y(L), x = y(a) con a € L. Luego

~ Y(a) Ay st (@ — A1) = angi
TA(@—=y) = { v(a) Ay(a— A,q) st y(a— Ap1) < apo
Y(a) Ay si. v(a— Ano1) = i
n y(aA(a— Ayq)) si y(a— Apq) < apg
B v(a) Ay sioy(a— Ap_1) = apgi1
- v(a A An 1) st yla— Anq) < apa
_ { v(a) A si y(@— Any) = anpra
B y(a) A ( 1) sioyla = Ap) < ano
_ { v(a) A st y(a = Ap1) = Gppi
- v(a) A anH 1 osi yla— Ay y) <ap o
{ v(@) Ay si y(a— Ap1) = any
v(a) sioy(a— An1) <ano
= 7(a) \y.

162



SUBVARIEDADES DE ALGEBRAS DE SEMI-HEYTING Juan Manuel Cornejo

De los casos anteriores, z A (r — y) =z Ay. Porellema 222, L' Ez A (z S y) ®z Ay.
Basta ver que L' E 2 A (y = 2) ® 2 A[(x Ay) = (z A 2)]. Sean x,y,2 € L’ tal que
y < x < z. Por el lema 2.2.3 es suficiente probar que z A (y = z) = z A (y — z). Entonces
T =a;,y = j,% = Gy con i< j<m.

Caso 1: z,y,z € (L), (y,2) # (ao,anti—1). Como x,y,z € ’Y( ), = = v(a ) Yy
z=7(c) cona,bc€ Lyb<a<c ya)A b = () =y
Y(aA (b= a)) =v(a) A ((b) = ~(a)).

Caso 2: z,y,z € (L), (y,2) = (ag,anti—1). Como z,
z = 7(c) con a,b,c € Ly b < a < c. vy(a)A (y(b)
Como x < 2, 7(a) < anyi—2. Luego y(a) A (W(b) 7(c))
V(@) Aanti—2 = (@) A(ao = anti-1) == v(a) A Y

= 7(b),
— ) =

€ y(L), x = 7(a), y = v(b),
= 7(a )/\anH 2.

Caso 3: yZy(L). zA(y > z)=aAl=xA(y = 2).

Caso 4: z,y € y(L) y 2 & v(L). Como z,y € (L), z = v(a), y =v(b) con a,b € Ly b < a.

Luego
~ B a) A sio y(b— An1) = ani—1
TAly=2) = { a) A (b — A1) s (b= Ap1) < anos
B a) sio y(b— An1) = an1
n aN(b—= A1) st y(b—= A1) <ap o

YA Apr1 st (b= Ap1) = anii
ANDb—a)) si y(b— An1) <apa
_ { a) Ny(b— An—1) st y(b— An1) = angi1
a) A (y(b) = v(a)) st y(b— Apo1) < ans
v(a) A (y(b) = v(a))

= :U/\(y—mv).

SIS

~y
Y
v
v
v
v
Y
~y

(
(
(
(
(
(
(
(

Caso 5: z,y € v(L) y « ¢ ~(L). Como z,y € (L), 2z = 7(¢), y = v(b) con ¢,b € L
TN s1 ’7(b — An—l) = Qn4i1-1 Si €
e Ay(b— Ap_1) si Y(b— Apy) <apo
vy@L) y (b — A,—1) < a,_2 entonces x A y(b — A,—1) = y(b = An_1). Luego
x sioy(b = Ap_1) = anyi
’y(b — An—l) si ’}/(b — An—l) < Ayp_9
2= apy1. Luego z A (y = 2) = 2 A (y(b) = v(An1)) = 2 Ayb = A, ) =
{ sioy(b— An_1) = apg1

’y(b — An—l) si ’Y(b — An—l) < Qp_o

yb<c.x/\(y:>x):{

oAy = x) = .Comoz < zyx ¢&~(L),

8

Caso 6: y € y(L) y 2,2 € y(L). Como y € y(L), y = v(b) con b € L. z A (y = z) =

TAx sioy(b— An1) = any1 ,
AN Ay 1) st ylbo Ay ) <an, O T E L) y (b = Apy)

an—o entonces  AY(b — A1) =7y(b— Ap_1).

IN

vyb— A1) st (b — Ap1) < apo

Anélogamente, usando que x < z,

Luego z A (y = 2) = { v si (b= Ano1) = npia
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~ [z si y(b— An1) = api—1
TA(y = z) = { Y(b = Apq) st y(b— Ap_1) < ap_o

De los casos anteriores (L', =) € SH.
|

Demostraciéon 10.3.5 Sea L : ag < a7 < ... < a,_1 una cadena de semi-Heyting tal
que ag — a; = a; y ag — ap—1 = a;. (ag — (ap = an-1))V (ag = an—1) = (ap = a;) Va; =
=a;Va =a; =a — a = ay — (ag = a,_1). Luego L satisface la identidad (5.5).
(CLO — (CLO — an_l)) — (CLO — CLn_l) = (CLO — (IZ') — a; = a; — Q; = a; = ag —> Ap_1.
Luego L satisface la identidad (5.6).

Seakconn—i<k<n-—1yk>4 Sean x1,zs,...,25o € L. Si ,,, € {ag, a1}
para algin 1 < m < k-2, z,, Vx;, = 1. Si &, > Ty para algin 1 < m < k — 3,
T V Tyl = Ty Podemos suponer que o7 < xg < ... < Iy con x, € {ag,a,_1} para
todo 1 < m < k — 2. Supongamos que ag — a,_1 < Tp_ni;- Entonces a; < rgx_pi. Como
consecuencia ;11 < Tg_pyi. Entonces {cx_nii, Ckontitty - -+ k2t C air1)\{an_1}. Luego
Hek—niis Chonrizty - - oo} < |[air1)\{a@n_1}|- Entonces k—2—(k—n+i) < n—2—(i+1).
Luego —2 < —3 (absurdo). Por lo tanto ag — a,_1 > =_n+;. Entonces L satisface la
identidad (5.7).

Sea k conn—j<k<n-—1,k>3ysupongamos que j # n — 2. Queremos verificar
que el algebra satisface la identidad (5.8). Como en el caso anterior, podemos suponer
que 1 < Ty < ... < Tp_g con T, & {ag,a, 1} para todo 1 < m < k — 2. Supongamos
que ap — (ag = ap—1) < Tp_n+;. Entonces a; < xp_p4;. Luego a;41 < Tp_pyj. Luego
k—2—(k—n+j)<n—2-—(j+1). Por lo tanto —2 < —3 (absurdo). Luego ag — (ag —
An—1) > Tp—n+;. Como consecuencia L satisface la identidad (5.8).

Ahora supongamos que j = n — 2. Sea a € L. Si a € {0;1} entonces a V a* = 1.
Entonces, supongamos que a ¢ {0;1}. Basta ver que 0 — (0 — 1) > a. Si a = a,_»
entonces 0 — (0 — 1) = 0 — a; = a; = a,_o. Luego, resta verificar el caso en que a = w,
con 1 < m < n— 2. Como antes, se puede probar que 0 — (0 — 1) = a9 — (a9 —
An—1) > Tp—nt; = Tp—2 para k > 3. Es decir 0 — (0 — 1) > z,,, para 1 < m < n—3 (pues
k <n —1). Como consecuencia L satisface la identidad (5.9).

Sea kconi<k—2<mn-—3yk>4ysupongamos que ¢ # 1. Nuevamente podemos
suponer que r; < Ty < ... < Tp_g con T, & {ag,a, 1} para todo 1 < m < k — 2.
Supongamos que ag — a,_1 > ;. Entonces a; > x;. Luego a;_; > x;. Como consecuencia
{c1,¢0, ..., ¢} € (a;—1)\{ao}. Luego [{c1,ca, ..., i} < |(a;—1]\{ao}|- Entoncesi—1 < i—2
(absurdo). Luego ag — a,—1 < z;. Luego L satisface la identidad (5.10).

Supongamos ahora que i = 1y sea a € L tal que a ¢ {0;1}. Queremos probar que
0 — 1 < a. Supongamos que 0 — 1 > a. Entonces a; = a; =0 — 1 > a. Luego a = 0
(absurdo). Entonces L satisface la identidad (5.11).

Sea kcon ) < k—2 < n—-3yk >4 Tomamos r; < 3 < ... < Tp_2 con
Ty & {ao,a,-1} para todo 1 < m < k — 2. Supongamos que ag — (ag — an—1) > ;.
Entonces a; > z;. Luego a;_1 > z;. Entonces {c1,co,...,¢;} C (a;_1] \ {ao}. Luego
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Her, ey o6} < |(aj1] \ {ao}|. Entonces j —1 < j — 2 (absurdo). Luego ag — (ap —
an—1) < x;. Entonces L satisface la identidad (5.12).

Seant,acon 1 <t<iyj—i+1<a<k—2—t Tomamos r; < Tg < ... < Tp_2
con x,, & {ag,a,_1} para todo 1 < m < k —2. Si ag = a,_1 < x;. Luego x; — (ag —
Up_1) = Ay — Ap_1. Si ag — a,—1 > x;. Como consecuencia (ag — a,_1) — T = Ty
Ahora, supongamos que ay — a,_1 = T; y supongamos que ag — (ag — Gp_1) = Tiiq
conj—i+1<a<k—2—t Porlotanto {x;, x111,...,Ttra} € {ai, ait1,...,a;}. Luego
t+a—1t<j—i Entonces j —i+1<a<j—i Luego 1 < 0 (absurdo). Por lo tanto
ag — (ag = ap_1) > Tyrq 6 ag — (a9 = an_1) < Tyq. Luego L satisface la identidad
(5.13).

Sea kconi < k—2 < n—-—3yk > 4. Considero r; < x93 < ... < Tp_2 con
Tm & {ag,a,_1} para todo 1 < m < k —2. Si ag = (ap — an_1) < Tp_9, (ag —
(ap = an—1)) V Tp_2 = x_o. Supongamos que ag — (ag — ap_1) > Tr_o. Por lo tanto
(ap = (ag = ap—1)) Va2 = ag — (ag = an—1) vy (a0 = (ap = ap_1)) = Tp_2 = Tp_2.
Ademads, como ag — (ag = an—1) > Tk_2, aj > Ty_o. Entonces a;_1 > xj_s. Supongamos
que ag — a,_1 < ;. Luego a; < ;. Luego a;11 < x;. Entonces {x;, x;11,..., 252} C
{ait1,...,a;1}. Luegok —2 -1 <j—1—(i+1). Comoi<k—-2yi<j,j<k-—1L1
Luego k —2 —i < k—2—1i— 1. Por lo tanto 0 < —1 (absurdo). Como consecuencia
(ap = an—1) V x; = ag — a,_1. Entonces L satisface las identidades (5.14).

Seai =1, j=2yseaa € L tal que a € {0,1}. En este caso si a > a; entonces
aV (0 — (0 = 1)) = a. Supongamos que a < a; = ay. Entonces a V (0 = (0 — 1)) =
0—-0—=>1)y(0—=(0—=1) 2a=a Como0—1=a;=a;ya¢{0,1}, entonces
0 — 1 =a; = a; = a verificindose asi la identidad (5.15).

Seakconi <k—2<n—-3,1<k—j+4+i—1,5>k—1y k > 4. Considero x; < x5 <
oo < Tp_g con Ty, & {ag,a,—1} paratodo 1 <m < k—2.Siay = (ap = ap-1) = T2,
((ap — (ag = ap_1)) > Tp_2) = ap_1. Si ag — (ag — an_1) < Tg_2, (ag — (ag —
an-1)) VT2 =Tp2y Tp_2 — (ag = (ag = an_1)) = (ag — (ag — a,_1)). Supongamos
que a9 — (ap — a,_1) > xp_o. Por lo tanto (a9 — (ag — an_1)) V Tp_2 = ag —
(ap = ap—1) y (ap = (ap = an-1)) = Tp_2 = Tp_2. Ademas, si ag = ap—1 < Tp—_jri_1-
Entonces a; < xj_j1i—1. Luego a;41 < xp—jyi—1. Como ag — (ag — an—1) > Tx_o. Luego
aj; > xp_o. Entonces a;_1 > xp_o. Luego {p_jri—1,...,Th—2} € {@iy1,...,a;_1}. Por lo
tantok—2—(k—j+i—1)<j—1—(i+1). Por lo tanto —1 < —2 (absurdo). Entones
ag = Gp—1 > Tp—j+i—1. Como consecuencia, L satisface la identidad (5.16).

Supongamos que ¢ = 1. Vamos a verificar que L satisface la identidad (5.17). Obser-
vemos que 0 — (0 - 1) =0 — a; = a;. Sea a € L. Si a € {0;1} entonces a V a* = 1.
Luego, podemos suponer que a # 0,1. Si @ > a; entonces 0 — (0 = 1) =a; < ay
a—(0—=(0—=1)=0—(0—1).Sia=a; entonces 0 = (0 — 1) = a. Entonces, resta
suponer que a < a;. En ese caso 0 - (0 = 1) =a; >ay (0 - (0 = 1)) = a = a. Basta
ver que 0 = 1 < a. Como 0 — 1 = a; = a1 < a pues a # 0,1. Entonces L satisface la
identidad (5.17).

Veamos, ahora, la reciproca. Sea V' la subvariedad de SH definida por las identidades
(Ch), (H,), (5.1), a(ay = a; = a;), aag = ap—1 = @;), con 0 < i < j < n —1,
(5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), (5.10), (5.11), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), (5.16), (5.17).
Sea I’ € V subdirectamente irreducible. Como antes, podemos suponer que |L'| = k
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con 2 < k <mn-—1.81 k = 2, existe una cadena de semi-Heyting L” con n elementos
que satisface las identidades a(ay — a; = a;), a(ag — a,—1 = @;) tal que L' € H(L").
Entonces, supongamos que k # 2. L' : Ay < A; < ... < Ap_s. A partir de ahora, tomo
Tm = A, conl < m < k—2 en las identidades. Supongamos que k > n—i, por la identidad
(5.7), (Ao = Ap—1)VAr_nsi = Ag = Ag_1. Luego Ag — Ax_1 > Ag_pnyi- Supongamos que
k > n — j, por las identidades (5.8) y (5.9). Ag = (Ao = Ar—1) V Ap—nyi = Ao — (Ao —
Ai_1). Luego Ay — (Ag = A—1) > Aj_pny;. Supongamos que ¢ < k — 2, por la identidad
(5.10), (Ag — A1) VA; = A;. Luego Ay — Ap_1 < A;. Supongamos que j < k — 2,
por la identidad (5.12), Ay — (A9 — Ax—1) V A; = A;. Luego Ay — (Ag — Ap—1) < Aj.
Tomaremos casos sobre k.

Caso l: k<n—j<n—iei<j<k—2Comoi<k—-2yj<k—2 A)— A1 <Ay
Ay — (Ag = Ak—1) < A;. Por la identidad (5.5), Ag = Ax—1 < Ag — (Ao — As_1).
Si Ag = Ak_1 = Ay — (Ao — Ak_1), por la identidad (5.6), Ag — Ap_1 = Ar_1
(absurdo, pues Ay — Ax_; < A;). Entonces Ay — Ar_1 < Ay — (Ao — Ax_1).
Como L satisface la identidad (5.1), Ay — Ax_1 > A;. Luego Ay — Ap_1 = A
con 1 <t <iy Ay — (Ag = Ar_1) = Ayyq con 1 < a < j —t. Supongamos que
j—i+ 1 < a. Por la identidad (5.13); Si (A9 = (Ao — Ax-1)) = Atra = Atra
6 Atra = (Ao — (Ap = Ak—1)) = Ao — (Ao — Ak—1), Ao — (Ag = Apr) =
Aira = Ak (absurdo). Luego Ag — (Ag — Ax_1) = Asj1q con a < j — i. Entonces
n—1—-j>k—1>k—-1—-(t+a),(t+a)—t=a<j—iyt<i SealLl”:
ap < ay < ...<a,_, una cadena. Luego podemos definir el siguiente homomorfismo

~v: L' — L"
Uprpyy S t+a+1<2<k—1
(A,) = Uprjyq S t+1<x<t+a
M) = Wiy st 1< <t
ag siox=
/
' ap—q
v /' a;+a+l+nfk
Ay /
Attart [ /‘ CL;’
N /. e
At
A I\» d
Ao . ap

~

Como en el lema 5.1.4, defino una implicacién —: L” x L” — L”. En L”, a} —
g = (Ao = Ap1) = Y(A) = aj y ag = af = ag = (ap = a5_y) = (Ao —

n—1
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(AO N Ak—l)) = V(At—&-a) = CL;-. Luego L" € V&O—m-:a:)&(
5.14, L' € Vi o

G0 an_1=a5)" Por el lema

aoaai:a]’)&(aoﬁan_lzai) :

Caso 2: k<n—j<n—iei<k—2<j. Comoi<k—2, Ay — Ar_1 < A;. Por la identidad
(5.1), Ag = Agp_1 = A; con 1 <t <. Por la identidad (5.6), Ay — Ar_1 < Ay —
(AQ — Ak—l)-

Caso 2.1:

Caso 2.2:
Caso 2.2.1:

Caso 2.2.2:

Caso 2.3:

Ap = (Ag = Ap_1) = Ayygcon 1 < a < k—2—t. Por la identidad (5.13),
1<a<j—i Comoenelcasol, L' e V"

(ao—a;=a;)&(ap—an—1=a;)"
Ag—= (Ao = Ap) = A yj=k -1

Si k > 4 entonces Ay — (Ag — Ag_1) > Ar_o. Por la identidad (5.14) , se
obtiene que Ag — Ai_1 > A;. Luego Ag — Ap_1 = A;. Considero la cadena
L" a0 <a; <...<ay,,donde a,, = A, si0<m<k—-—1ya, &L si
E<m <mn—1. Definimos —: L” x L” — L” como:

a, si m>r
Ap—1 si m=r

Ay — Ay =& Gy —> G SI aGm,ar € Lem<r
Gy — Qg1 Si am € Lya, € Lem<r
A1 en otro caso

~

Como en el lema 5.1.6, (L”, =) € SH. Enel L”, ag = ap_1 = Ag — Ap_1 =
Ai =a; y Qo :> a; = Ao — AZ = AO — (AO — Akfl) = Ak,1 = a;. Luego L" e
V(” Como en el lema 5.1.6, L' € V7

ap—a;=a;)&(ap—an—1=0a;)" (ao—a;=a;)&(ap—an—1=0a;)"
Si k = 3 entonces 7 = 2 pues j = k — 1. Luego, como 0 < i < j = 2, se tiene
que i = 1. Como Ay — (A9 — Ar_1) > Ay y L satisface la identidad (5.15)
se tiene que Ay — Ax_1 > A1 = A; y, en consecuencia, Ag — Ax_1 = A; y se
prosigue como en el caso anterior.

Ao — (A() — Ak—l) = Ak;—l ,j > k—1 yk—j+l—1 < 1. Como AO — Ak—l = At
conl <t<i, 1<t Entoncesk—22>k—1—t. Ademds, como k—j+i—1< 1.
Luego k —2 < j—i. Porlo tanto k —1—t < j—i. Sea L" : ay < a} < ... <
una cadena. Definimos 7 : L' — L” como:

a si x=k—1
Y(A) =14 a; o, si 1<z <k—-2.
ag si x=0

/ "
Ap-1

: 4
A2 I ¢ O 2yit

!
— e Q

: : ’
Ay [ — Q14

Ao
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Caso 2.4:
Caso 2.4.1:

Caso 2.4.2:

Definimos —: L” x L” — L” como en el lema 5.1.4. ay — a} = v(Ay —

A1) = (A) = a. af = af = y(Ag — A;) = 7(Ak—1) = df;. Considero la
cadena L" : aqy < af < ... <al_,donde a] =a;si0<i<jya gL si
j4+1<i<n—1. Definimos =: L"” x L" — L" como:

" s

a, si m>r
" . _
an_q si m=r
"o " __ !/ 3 " "
a, —a, =14 a, —a. st a ,a €Lem<r

/

.
/! / 4 " "
ar, —a, st al, €Ll,al gLem<r
ar_, en otro caso
Como en el lema 5.1.6, (L”, =) € SH. En L, af = al,_, = afy — da} = aj =
i " ™ " __ / ! ! " n n
a; y ag — aj = ag — a; = a; = aj. Luego L™ € Vi 06 a0an1—an)-

Como en el lema 5.1.6, L” € V" . Por el lema 5.1.4, L' €

(a0—>ai =a; )&(ao —>an_1:ai)
Vi

aoaai:a]’)&(aoﬁan_1:ai)'
Ay = (Ao = Ap 1) =Ap 1, j>k—1yk—j+i—1>1

k > 4. Como Ay — (Ay — Ax_1) = Ax_1 > Ao, usando la identidad
(5.16) , se obtiene que Ay — Aj_y > Ap_jyi—1. Luego Ay — Aj_1 = A; con
k—7j+i—1<t<iComok—j+i1—1<t<i, j—i>k—2—t Como en

el caso 2.3, se prueba que L’ € Wloo—ai=a;)&(a0—an—1=as)"

k=3.Comoi<k—2y0<ientoncesi=1. Como Ay — (Ag — A3) = Ay >
Ay y como L satisface la identidad (5.17) se tiene que Ag — Ay = A; = A;.

Como en el caso 2.3, se prueba que L' € V(’;O%ai:aj)&(ao_mn_lzai).

Caso 3: k<n—j<n—iyk—2<i<j.

Caso 3.1:

Caso 3.2:

Ay = Ap—1= Ao — (Ag — Ag_1) = Ap_1. Como k—2 < i, k—1 < i. Considero
lacadena L” : ag < ay < ... <a,_jdondea,, =A,si0<m<k-1ya,, &L
si k <m <n—1. Definimos =: L” x L — L” como:

(

Am si r>m

Ap—1 si r=m

ar —>a, si O<r<m<k-—1
S a — Ap—1 si O<r<k—1<m
" m I si k—1<r<m

ag— ay, si r=00<m<k-—1

a; si r=0,k<m<1

a; si r=0,i<m

\

Asf definida (L”, =) € SHy L' e H(L"). En L”, ag = ap_1 = a; y ag — a; =
a;. Luego L" € Vi, .

:aj)&(aoﬁan_lzai) .

: / n
Como consecuencia L' € Vi, . _ o ¢(a0—san_1—as)-

Ay = A1 < Ay = (A9 = Ar_1) = Ap_1. Como se satisface la identidad
(51), AO — Ak—l > Al. Como AO — Ak—l < AO — (AO — Ak—l) = Ak—h
Ag = Ap_1=A;con1 <t <k—2<i. Como en el caso 2.3 se demuestra que
L'eV?

(

ap—a;=a;)&(ap—an—1=a;)"
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Cas03.3: Ay > Ay 1=A,con1 <t<k—2<iyAy— (Ag— Ap_1)=A,conl1 <<

k —2 < j. Como en el caso 2.1 se demuestra que L’ € Wlao—ai=a;)&(ao—an—1—as)"

Casod:n—j<k<n—i1yi<j<k—2 Comoi<k—2y1 <1ientonces k > 4.
Utilizando la identidad (5.8) 6 la identidad (5.9), Ay — (Ao — Ak—1) > Ap—n+j-
Como 1 <j < k — 2, Ao — Ak—l < Az y A() — (AO — Ak—l) < Aj < Ak—l- Como

en el caso 2.1 se demuestra que L’ € V&O%ai:%)&(aoﬁa%l:ai).

Casobh:n—j<k<n-—iyi<k-—2<j. Porlaidentidad (5.8) 6 la identidad (5.9),
Ay — (Ag = Aj—1) > Aj_pny;. Por la identidad (5.10), Ay — Ax—; < A;. Como en

el caso 2 se demuestra que L' € V&O%ai:%)&(ao_}anfl:ai).

Caso6: n—j < k<n-—iyk—2<i< j. Como en el caso 3 se demuestra que L' €

Y
(ag—a;=a;)&(ap—an—1=0a;)"

CasoT:n—j<n—i<kyi<j<k—2 Porlas identidades (5.7), (5.8), (5.9), (5.10) y
(512), Ak,nJﬂ' < Ag — Ak,1 < Az y Ak,nJrj < Ao — (AO — Akfl) < Aj. El resto
de la demostracion de este caso es andloga al caso 1.

Caso8& n—j <n—i<kyi<k—2 < j. Porlas identidades (5.7), (5.8), (5.9) y
(510) Ak,nJrj < AO — (AO — Ak*l) y Ak,nJﬂ' < AO — Ak*l < A’L El resto de la
demostracion de este caso es analoga al caso 2.

Caso9:nmn—j <n—i<kyk-—2< i< j Porlas identidades (5.7), (5.8) 6 (5.9),
Apny; < Ayg = (Ag = Ak1) ¥y Ak—nti < A9 — Ajp_1. Se concluye de manera
andloga al caso 3.

4 / n
De los casos anteriores, L' € V(i rai=a;)&(a0—ran_1=as)"

Demostracion 10.3.6 Sea L : ag < a1 < ... < a,_1 una cadena de semi-Heyting con n
elementos tal que ag — a; = a; y a9 — a,_1 = a;. Entonces ay — (ao — an_l) = ay —
a; = a; = ap — a,_1. Luego L satisface la identidad (5.18). Sea k con 2 < k < n— 1. Sean
x1,%9,...,Tk—o € L. Podemos suponer que z; < x5 < ... < Tj_o con T, € {ag,an_1}
paral <m < k — 2.

Casol:n—i <k <n-—1,k > 3. Si 4_pn+i > a9 — a,_1. Entonces zj_,; > a;. Lue-
g0 Th—nti > Qir1. Luego {Chnti, Chontitls--- Ck—2} C [ai41) \ {an—1}. Entonces
Hek—niis Chontizty - Cho}t] < |laix1) \ {an_1}]- Luego k — 2 — (k —n + 1) <
n—2—(i+1). Luego 0 < —1 (contradiccién). Luego zy_n; < ag — a,_1. Por
lo tanto L satisface (5.19) y (5.20).

Caso2: i <k—-—2<n-3.Siz <ay— a, 1. Entonces z; < a;. Luego x; < a;_,. Entonces

{c1,¢9,...,¢} C (a;i_1] \ {ao}. Luego [{c1,ca,..., ¢}t < [(a;-1] \ {ao}|. Entonces
i—1<1—2. Luego —1 < —2 (contradiccién). Como consecuencia x; > ag — 1.
Por lo tanto L satisface (5.21) y (5.22).
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Veamos, ahora, la reciproca. Sea V la subvariedad de SH definida por las identidades
(Ch), (H,), (5.1), (5.18) a(ay — a; = a;), alag — an—1 = a;),(5.19), (5.20), (5.21)
y (5.22). Sea L' € V subdirectamente irreducible. Como antes, podemos suponer que
IL'| = kcon2 <k <n-—1. Sk = 2, existe una cadena de semi-Heyting L” con n
elementos que satisface las identidades a(ag — a; = a;), a(ag — a,—1 = a;) tal que
L’ € H(L"). Entonces, supongamos que k # 2. L' : Ay < A; < ... < Ap_o. A partir
de ahora, tomo x,, = A,, con 1 < m < k — 2 en las identidades. Supongamos que
k > n — i, por la identidad (5.19) 6 (5.20), (Ag — Ag_1) V Ap_pnri = Ag — Ag_1. Luego
Ay — Ap-1 > Ag_n4i. Supongamos que @ < k — 2, por la identidad (5.21) 6 (5.22),
(Ao = Ax_1) V A; = A;. Luego Ag — Aj_1 < A;. Tomaremos casos sobre k.

Caso 1: k> n—1ei < k—2. Entonces, por lo anterior, Ay — Ax_1 = A;conk—n+i <t <.
Sea L" : aj < a} < ... <a,,_, una cadena. k —n + ¢ < t. Entonces k —t < n — .
Luego k — 1 —t < n—1—1i. Ademads, como t < i, podemos definir el siguiente
monomorfismo v : L' — L”.
prpgy S t+H1<0<k—1
WA =4 dhp, s 1<a<t
ag si =0

0
/
o Gy

A1 /

: .
: / ¢ ppqqnk
Ara I
L
At ¢ —————» o a;
3 3 !
Ay I — 014y
L
Ag —

Definimos una implicacién — sobre L” como en el lema 5.1.4. En L”, a, = a/,_,
Y(Ag = A1) = y(Ay) = dl y ay = al = y(Ag = A) = y(Ag — (Ag — A’i_l))' p
la identidad (5.18), v(Ap — (A¢ — Ax_1)) = v(Ap — Ag_1). Luego ay —

V(Ao = A1) = v(Ar) = aj. Luego L € V| _ )¢ (a0an_1=ay)- LOT €l lem
L eV,

ap—a;=a;)&(ap—an—1=a;)"

Q
=

Upy =

ao.1.4,

Caso 2: k>n—1ei>k—2. Comok >n—i, Ag = Ax_1 > Ap_nyi. Luego Ag — A1 = Ay
COH/{Z—?”L—F’iStSk—Q(/)AO—)Ak,l:Akfl.

Caso02.1: Ag —» A1 = A, conk—n+1 <t <k—-—2 k—n+1 < t. Entonces
k—1—t<n-—-1-—it<k-—2<i Como en el caso 1, se demuestra que
L' eV

ao—a;=a;)&(ap—an—1=a;)"
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Caso 2.2: Ay — Aj_1 = Aj_1. Como k — 2 < i, k — 1 <i. Considero la cadena L" : ay <
a1 < ...<ap_pdondea, =A,si0<m<k—1lya, &L sik<m<n-—1.
Definimos —: L” x L — L” como:

/ .

A, si r>m

Ap—1 si r=m

ar —> ay, sl O<r<m<k-—1
Ay = A = < Qp_q si O<r<k—1<m

Ap_1 si k—1<r<m

ag— a, si r=0,0<m<k-1

a; si r=0,k<m

Asf definida (L”, =) e SHy L' e H(L"). En L”, ag = ap_1 = a; y ag — a; =
a;. Luego L” € V7

(ap—ai=a;)&(ap—an—1=0a;)"

: / mn
Como consecuencia L' € V(i ¢ a0—an 1=a)-

Caso3: k<n—iei<k—2 Comoi<k—2, A — A_1 <A;. Ademasn—1—i>k—1i >

k—1—t. Como en el caso 1, se demuestra que L' € V{L |, _ ¢ a0 an_ 1=a)-

Caso4: k<n-—iei>k—2. Entonces Ay - A1 = A, conl1 <t<k-—1.

Caso4.1: Ag > Ap_1=A,conl1 <t<k—-—2.Comok<n—it,n—1—i>k—1—t.
Sit > i. Entonces t > k — 2 (absurdo). Luego ¢ < i. Como en el caso 1, se

/
demuestra que L' € V&O_mi:ai)&(ao_mn_lzai).

Caso 4.2: Ay — A1 = Ap_4. Este caso es andlogo al caso 2.2.

Demostracion 10.3.7 Sea L : ag < a; < ... < a,_1 una cadena de semi-Heyting con n
elementos tal que a9 — a; = a; y a9 — a,—1 > a;11. Como en demostraciones anteriores,
podemos suponer que z; < Ty < ... < Tj_5 con X, € {ag,an_1}.

Caso 1: Supongamos que r < k—2<j, k>4.Siay — an_1 < &p, 2, V(a9 = A1) =T, ¥
. — (ag = ap_1) = ap = Ap_1. Si ag = ap_1 > Tp, T, V (Gg = Ap_1) = A9 = p_1
y (ap = an_1) = x, = x,. Supongamos que ay — G,_1 = T,. Entonces a, = z,.

Sea 1 < m < r. Siz, > a, Entonces x,, > a,.1. Luego {cm,Cmi1,...,¢} C
[@m+1) \ {@n—1}. Entonces r —m < r —m — 1 (contradiccién). Si x,, < a,,. Luego
T < Gm—1. Porlo tanto {cy, o, ..., ¢m} C (am-1]\{ao}. Entonces m—1 <m—1-1
(absurdo). Por lo tanto x,, = a,, si 1 < m < r. Entonces
ag—x; = ayg—a; puesl<i<r

= 4y pues ag — a; = a;

> a, pues 7 > r

= .

Entonces (ag — ;) Vx, = a9 — z; ¥ (ap = x;) — z, = z,. Luego L satisface la
identidad (5.25).
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Caso 2:

Caso 3:

Caso 4:

Caso 5:

Caso 6.1:

Caso 6.2:

Caso 7:

Caso 8:

Caso 9:

Caso 10:

r <k—2<j, k> 4entonces k > n—j. Como antes si ag — a,_1 = Ty, Ty = Ay, CON
1 <m < r. Supongamos que ag — &; < Tg_p4j. COMO & <7, ag — @; < T_p4;. EN-
tonces a; < Tp_pi;. Luego a1 < xp_ptj. Entonces {cxntj, Chontjtts .- o2} C
[@j+1) \ {an—1}. Luego 0 < —1 (absurdo). Como consecuencia ay — =; > Tp_p4;-
Por lo tanto L satisface la identidad (5.26).

k—2<r<yj,1<k-—1, r=k—1. Supongamos que ay — a,_1 > ,_1. Entonces
a, > x,_1. Luego a,_; > x,_;. Luego x; = a;. Entonces ay — x; = ap — a; = a; <
a, = ag — ap—1. Luego (ag — ;) V (ap — an—1) = ap — x;. Asi se satisface (5.27)
6 (5.28).

n—r<k<n-—1 k >4, r # n — 2. Supongamos que ag — Gy_1 < Tk_nir
Entonces a, < Tg_pir. Luego a1 < Tp_pir. Luego {cx_nirs Ckonirits---5Ch2} C
[ar4+1) \ {an—1}. Entonces 0 < —1 (absurdo). Por lo tanto ag — ap—1 > Tp_pnir-

n—r<k<n-—1 k>4, r=n—2. SizVa*+#a, . Entonces z & {ag,a,_1}.
Luego =z < a,. Entonces z < ag — a,_1.

r<k—2j5>r k>5 Sia — a,_1 > x,. Entonces a, > x,. Luego a,_1 > x,.
Por lo tanto {ci,ca,...,¢.} C (ar_1] \ {ao}. Luego r — 1 < r — 2 (contradiccién).
Entonces ag — a,_1 < z,. Por lo tanto L satisface la identidad (5.31). Supongamos
que x, = ag — a,_1. Luego z,, = a,, con 1 < m < r. Por lo tanto ag — x; = ag —
a; = a;. Si a; > x; entonces a;_1 > x;. Luego {c1,¢2,...,¢;} € (aj_1] \ {ao}. Por lo
tanto j —1 < j—2 (absurdo). Por lo tanto a; < x;, entonces ag — ; < x;. Ademas,
ap — x; = ap — a; = a; > a, = z,. Por lo tanto L verifica la identidad (5.32).

r<k—2,7<r, k>5. Como en el caso anterior, si x, = ag — a,_1. Luego x,, = a,,
con 1 <m < r. Entonces ap — x; = ap — a; = a;. Si a; > x;. Entonces a;_1 > z;.
Luego {c1,¢a,...,¢j} C (aj—1] \ {ao}. Por lo tanto j — 1 < j — 2 (absurdo). Por lo
tanto a; < z;, entonces ay — x; < ;. Ademas, ag = z; = agp = a; = a; < a, = T,.
Luego L verifica la identidad (5.35).

r<j<k—2<n-3,k>5 n—j<k<n-—1. Como antes, si ag — a,_1 = ¥,
Tm = ap con 1 < m < r. Como consecuencia ayp — x; = ag — a; = a;j. Si
ap — x; < T_ptj entonces 0 < —1 (contradiccion). Luego ag — z; > w4_p1j. Como
consecuencia se satisface la identidad (5.33).

j<k—-—2<r k>4. Supongamos que ag — a,_1 > Tp_o. Como r = k — 1, Como
i<j<k—2 a9 — X;=ap— a; =a; = x;. Luego se satisface (5.34).

j<r<k—-2<n-3 k>25 n—r<k<n—18z=ay— ap_1, Ty = U
sil<m<r. Comoi<j<r a — X, =ay— a =a; = x;. Luego se satisface
(5.36).

j=r<k—2<n-3, k>4 Como en la demostracién para la identidad (5.36),
Sixz,=ayg = ap1, Ty =apsil<m<r. Comoi<j<r ag— X;=ay— a; =
a; = a, = x,. Luego L satisface la identidad (5.37).
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Caso1l: j=r, k—2<r, 1 <k—1, r=Fk—1. Idem para probar que se verificaban las

identidades (5.27) y (5.28) pero ay = X; = ap — a; = aj = a, = ag —> a,—1. Luego
L satisface (5.38) y (5.39).

Veamos, ahora, la reciproca. Sea )V la subvariedad de SH definida por las identidades

(Ch>7

(Hy,), (5.1), alap — a; = a;), a(ag = a1 = a,), (5.25), (5.26), (5.27), (5.28),

(5.29), (5.30), (5.31), (5.32), (5.33), (5.34), (5.35), (5.36), (5.37), (5.38), (5.39) . Sea L' € V
subdirectamente irreducible. Como antes, podemos suponer que |L'| = k con 2 < k <
n — 1. Si k = 2, existe una cadena de semi-Heyting L” con n elementos que satisface
las identidades a(ay — a; = a;), alag = an—1 = a,) tal que L' € H(L"). Entonces,
supongamos que k # 2. L' : Ag < A; < ... < A,_1. A partir de ahora, tomo z,, = A,,
con 1 <m <k — 2 en las identidades.

Caso 1:

Caso 1.1:

Caso 1.1.1:

Caso 1.1.1.1:

Caso 1.1.1.2:

r < k—2 < j Por la identidad (5.31), Ag — A,y = A, con 1 <t <r.

Ag — A, = A,. Por la identidad (5.25), Ay — A; > A,. Luego Ay — A; = A; con
r+1<t<k-1.

Ag—>A;=Arconr+1<t<k—2 Ademédsj—r>k—1—r>p—r.

E<mn—yj. SeaL” : aj < a) < ... < a,_, una cadena. k < n — j. Entonces
k—1<n—j—1.Luegok—1—-t<k—1<n—j—1. Entoncesk—1—t<n—j—1.
Luego podemos definir un monomorfismo de reticulados v : L — L” como

Uy pyy 1 t+1<0<k—1

Y(Az) = @prjy st r+1<2 <t
al, si 0<z<r
V/. b
Ap-r o ¢ Qi1 _jin

Definimos una implicacién — sobre L” como en el lema 5.1.4. En L”, a) — @, ; =

(Ao = Ap1) = Y(Ar) = ap y ap = af = y(Ay = A;)) = y(A) = d). Luego
" mn / mn
L e V(ao_mi:aj)&( . Por el lema 5.1.4, L € V(aoﬁai:aj)&(

ap—an_1=ar) ag—an—1=as)"

k>mn—j. Por (5.26), Ag > A; = Ay conk—n+j <t<k—2 Entonces k—1—1t <
k—1—(k—n+j) <n—1—j. Comoenel caso 1.1.1.1, L' € V;

ap—a;=a;)&(ao—an—1=ar)"
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Caso 1.1.2:

Caso 1.2:

Caso 1.2.1:

Caso 1.2.2:

Ay — A; = Aj_,. Existe una cadena de semi-Heyting (L”, =) con L” : a} <
ah < ... < ap,_, tal que ay = a, | = a., ay — aj = a} y L' € H(L"). Luego
L eV

(ao—a;=a;)&(ap—an—1=ar)"

A0—>Ak_1:Atcon1§t§7‘—1.

k> mn—r. Por (5.29) 6 (5.30) Ag = Ap1 = Ay conk—n+r <t <r—1. Sea
L' :aj <d} <... <al,_, una cadena. k —n +r < t. Entonces k —t < n —r.
Luego k —1—t <n—1—1r. Entonces podemos definir el siguiente monomorfismo
de reticulados v : L' — L".

Uy S t+1<2<k—1

V(A = ayyyy S% t—r—ki—i—lgx-gt.
* Ay popqy s 1<x<t—1r+i
ag si z=0
/‘ at+1+n k

A ./

At

Ay /'. Gis1
At—’r-‘,—i+13

Aty I\» i1
Ay I‘» A pyr

Ao

Definimos en L” una implicacién — como:

a,, —a, =
(al si o m>r
a_, si m=r
v(a — b) si v(a) =ap,y(b) =a,,m<r
7(@ — Ak—l) si ((Z — Ak 1) < am,}/( ) Qm, Qr ¢ ’Y(L,)vm <r

)
: si y(a = Ap—1) > ap,y(a) = am, ar € Y(L'), (m,7) = (0,4)
. si y(a = Ap—1) > ar,¥(a) = am, ar € (L), m <r,(m,r) # (0,1)
" en otro caso

SRS
|

\ 1
(L",5) € SH. ay = aj = d}. ay = a,_,
L" eV

=v(Ag = Ar_1) = v(4;) = .. Entonces
- Como L' € IS(L"), L' € V;

(ao—a;=a;)&(ap—an_1=ar (ao—=a;=a;)&(ap—an—1=ar)"

E<n—r.Comok <n-—r, k—1—t<n-—1-r.Se prueba que L' € IS(L"),

/
L' e Vio—sai= —a;)&(a0—ran_1—a,) COMO €N el caso 1.2.1.
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Caso 2:
Caso 2.1:

Caso 2.1.1:

Caso 2.1.2:

Caso 2.1.2.1:

Caso 2.1.2.2:

k—2<7"<j.A0—>Ak_1:AtCOH1§t§]€—]_.
Ag = A1 = Ap1.

Ay — Ay = Ap_1 e i > k — 1. Existe una cadena de semi-Heyting (L”, =) con
L":afy < ay <...<aj,_, tal que ) = a,_, = al, ay = a; = aj y L' € H(L").
Luego L € Vi

(ao—a;=a;)&(ap—an—1=ar)"

AQ—)Ak_l :Ak—17i< k—1.

A0—>Ak_1:Ak_l,i<k}—177‘:k‘—1. (A0_>Ak—1)\/Ar 1:Ak 1\/_/4,1€ 9 =
Ak_g = Ar—l y (AQ — Ak:—l) — Ar—l = Ar — Ar—l = Ar 1- Por (5 27) (5 28)
Ag = A; > Ag — Ap_1 = Ap_1. Luego Ay — A; = Ax_1. Existe una cadena de
semi-Heyting (L”, =) con L” : af < a} < ... < d,,_, tal que aj = al,_, = da.,
apy = al = a; y L' € H(L"). Luego L' € Vao%al_aj)&(aoﬁan \=ar)-
Ay = A1 = A1, i <k—1,7r>k—1. SeaL" : a < a] < ... < a. una cadena.
Definimos v : L' — L.

a’ si i<r<k-1
— r+r—k+1 — —
’V(A“)_{a’ si 0<z<i-1°

T

. q

A “///

Ai — ' a‘2+7’7k3+1
Ay I —_— . ;1
Ay ) a6

Definimos en L” una implicacién — como:
(

a, siom>r
a, si m=r
~v(a — b) si y(a) = am,v(b) = a,,m <r

a
y(a— Ap-1) si y(a = Ap1) < ap,v(a) = am,a, € y(L'),m <r

an, = a. =< d si yla— Ar1) > ap,y(a) = an,
a, & y(L'), (m,r) = (0,1)
Cl; Si PY(a — Ak 1) > ar:’Y( ) = Qm, Qr ¢ 7<L,)am < r,
(m,r) # (0,4)
L a,_, si en otro caso

(L",=) € SH. Ay — Ap_1 = Ap_1. Entonces y(Ag — Ap_1) = Y(Ar_1). Luego
ay = al. = a,.. y(Ay = Ap_1) = a. > aj,, > d. Luegowa{) = a; = a;. Entonces
L’ € IS(L"). Existe una cadena de semi- Heyting (L",—1) con L : af < af <
o< ap_y tal que af =y al_, = af, ag =1 af = af y L” € H(L"). Luego
L eV,

(ao—a;=a;)&(ap—an—1=ar)"
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Caso 2.2:

Caso 2.2.1:

Caso 2.2.2:

Caso 3:

Ag = A1 = Ay conl <t < k—2. Sir <t Entonces k —2 < r < t. Luego
k —1 <t (absurdo). Luego t < r.

n—r >t Seall:a) <a) <...<a,_,unacadena.n —-1—-—r >k—-1>
k—2 > k—1—t. Entonces podemos definir el siguiente monomorfismo de reticulados
v: L' — L".

Ay jypy S t+1 <2 <k—1
al si z=t
A,) = r .
7(4z) Ay si 1 <zx<t-—1
al si 0<zx<¢-—1

.
v

‘ a2+1—k+n
Ak '/
A1 .

Ay [/0 a

A °/

. . !
A; g ———» o iy
: /
Ay — G
Ay o———»o Qg

Definimos en L” una implicacién — como:
(

a, sio m>r
an_, si m=r
a—b)  sioy(a) = am,y(b) = ar,m <7

a
v(a — Ax_y) si y(a = Ap_1) < ap,y(a) = apm,a, € y(L'),m <r

ap, = a. =< d si v(a = Agq) > ap,y(a) = ap,
a, ¢ V(LI)’ (mv T) = (07 Z)
« S 7@ — Ap) = ap (@) =
ar & y(L'),m <, (m,r) # (0,4
L a5,y en otro caso

~ /

(L", ) € SH. afy = a; = d}. afy = a,_; = y(Ag — Ap_1) = 7(A;) = a;.. Entonces
L" eV )- Como L’ € IS(L"), L' € V;

(ao—a;=a;)&(ap—an—1=ar ap—a;=a;)&(ag—an—1=a,)"

n—r <k Comon—r<k, 1<k—n+r Por(529) 6 (530), Ay = Ax_1 = A;
conl <t<k—2.Comok—-n+r<t, k—1—t<n-—1-—r.Se prueba que
L' e Wlo—ai—a;)&c(ap—san_1—a,) COMO en el caso 2.2.1.

r < j <k—2.Por laidentidad (5.31), Ag = Ax_1 = Ay con 1 <t <r.
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Caso 3.1:

Caso 3.2:

Caso 3.2.1:

Caso 3.2.1:

Caso 4:
Caso 4.1:

Caso 4.1.1:

Caso 4.1.2:

Caso 4.2:

Caso 5:
Caso 5.1:
Caso 5.1.1:

Caso 5.1.2:

Caso 5.2:

Caso 6:

r<j<k-—2 t<r. Seprueba que L € V(’;O%ai:ag_)&(ao_}an_lzm como en el caso
2.2.
r<j<k—2 t=r. Entonces Ay - A1 = A,. Por (5.32), Ay — A; = A, con

r<l<j.

r<j<k=2t=r n—j <k Por(533), A = A; > Aj_nyj. Luego Ay = A; = 4
conk—n+j<Il<j Seal”:aj <d) <...<a_,unacadena. Comok—n+j </,
k—1—-1<n—7—1. Luego podemos definir un monomorfismo de reticulados
~v:L'— L” como

Uy pyy 1 I +1<2<k—1
Y(Ay) = dpyyy; st r+1<z <]
al si 0<z<r

x

Definimos una implicacién — sobre L” como en el lema 5.1.4. En L”, aff = a/,_, =
Y(Ay = A1) = y(A) = d y a) = a = y(4y = A) = v(4) = a;. Luego
L" eV, . Por el lema 5.1.4, L € Wiao—sas—=aj)e(

ap—a;=a;)&(ap—an—_1=ar) ag—an—1=ar)"

r<j<k—2 t=r,n—j3>k Sin—7j>k Entoncesn—j>k>k—1 Porlo

tanton —j — 1>k — 1 — 1. Se prueba que L € Vlo—sai=a;)&(ao—ran_1=a,) COMO en el
caso 3.2.1.

j<k—-2<r. Ay— A, 1=Aconl <t<k-—1.
j§k—2<ryA0—>Ak_1:Ak_1.

7 < k—2 < r, Ay — A :AkflyT': k — 1. Por (534), Ay — A; :Aj.
Existe una cadena de semi-Heyting (L”, =) con L” : af, < a} < ... < a/,_; tal que
ag = al,_y = al, aj — aj = aj; y L' € H(L"). Luego L' € Wiao—sai=a;)&(ao—an—r1=ar)"

j<k—2<r Ay — A1 = A1y r>k—1. Se sigue como el caso 2.1.2.2.

j<k—2<r Ay —> A, 1=A, conl1 <t<k—2 Sit>r. Entoncesk—1<r <
t < k — 2 (absurdo). Se sigue como el caso 2.2.

k—2<j<r.Ag— Ay 1=A,conl <t<k-1.
]C—2<j<7"yA0—>Ak,1:Ak,1.
k—2<j<r, Ag— Ap_1 = Ap_1e1 >k — 1. Se sigue como el caso 2.1.1.

k_2<j<T,A0—>Ak_1:Ak_16i<k‘—l.Si”/’:k—l,k—2<j<r:]{;_1
(absurdo). Luego r > k — 1. Se sigue como el caso 2.1.2.2.

k—2<j<ryAy— Arx1=A4;,conl<t<k—2. Sesigue como el caso 2.2.

j <r <k —2.Se demuestra como en el caso 3 intercambiando j con r. Pero debe
modificarse el caso 3.2.1 de la siguiente forma: Como Ay — Ax_1 = A,, por la
identidad (536), AO — A, = Aj.
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Caso 7: j=r,r<k—2 Por(533), Ag > A1 = A, con1 <t <r.
Caso 7.1: j=r,r<k—2y Ay — Ar_1 = A,. Entonces, por (5.37), Ag — A; = A,.
Caso 7.2: Ay — Aj_1=A; con 1<t <r—1. Sesigue como en el caso 1.2.
Caso 8 j=r,r>k—2 Ay — Ap,_1=A;con1 <t <k—1.
Caso 8.1: j=r,r>k—2A0— Ar_1 = Ap_1.
Caso8.1.1: j=r,r>k—2A0— Ap_1 = Ap_1, 1>k — 1. Se sigue como en el caso 2.1.1.
Caso08.1.2: j=r,r>k—2A)—> Ay 1=A_ 1,1 < k—1.

Cas0 8.1.2.1: j=r,r>k—2A4— Ap1 = Ar_1,1 < k—1,r =k —1. Por las identidades (5.38)
y (5.39), Ag = A; = Ag — Ap_1 = Aj_1. Se sigue como en el caso 2.1.2.1.

Cas08.1.22: j=r,r>k—2A) = A1 =Ar_ 1,1 <k—1,r >k —1. Idem al caso 2.1.2.2.

Caso82: j=r,r>k—2, Ag— A1 =A; con1 <t <k—2 Idem al caso 2.2 .
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