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Resumen

Esta tesis esta dividida en dos partes. La primera parte esta dedicada al estudio de la
variedad MMV de las MV-algebras monadicas y de sus subreductos implicativos. En
primer lugar, demostramos que MMYV esta generada por sus miembros finitos, caracte-
rizamos los miembros indescomponibles por medio del algebra de Boole monadica de sus
elementos complementados y describimos el fragmento del reticulado de subvariedades
que se encuentra contenido en V([0,1]"), para cada k entero positivo, dando una axioma-
tizacién para dichas subvariedades. Estudiamos, ademas, las subvariedades simples que
no estan contenidas en V([0,1]") para ningtin k.

Nuestro segundo objetivo es extender el funtor I' de Mundici a la categoria de las
MV-algebras monadicas. En tal sentido, definimos el concepto de ¢-grupo monédico y
establecemos una equivalencia natural entre la categoria de los ¢-grupos monadicos y
la categoria de las MV-algebras monéadicas. También estudiamos las congruencias de
un /-grupo mondadico y las caracterizamos por medio de ciertos f-ideales que llamamos
(-ideales mondadicos. Probamos que el reticulado de f-ideales monédicos de un ¢-grupo
monadico G es isomorfo al reticulado de f-ideales de 3G. Demostramos que todo ¢-grupo
monadico es producto subdirecto de una familia de ¢-grupos mondadicos {G; : i € I}
donde dG; es una cadena para todo ¢ € I. Por tultimo, damos algunas aplicaciones de la
equivalencia obtenida.

Dedicamos un capitulo al estudio de la clase de los {®, —,V, 1}-subreductos de las
MV-algebras monadicas, esto es, la clase de los subreductos hoop monadicos de las
MV-algebras monadicas. Demostramos que esta clase forma una variedad, e introducimos
una axiomatica para estos subreductos hoop mondadicos. Caracterizamos a los miembros
subdirectamente irreducibles de la variedad y determinamos las subvariedades de ancho
k.

En el ultimo capitulo de esta primera parte, estudiamos la clase de los subreductos
implicativos monddicos de las MV-algebras monddicas, esto es, los {—,V, 1}-subreductos
de las MV-algebras mondadicas. Demostramos que esta clase forma una variedad, e intro-
ducimos una axiomatica para la misma. Caracterizamos sus miembros subdirectamente
irreducibles, describimos el reticulado de subvariedades y damos una base ecuacional
para cada una de las subvariedades propias.

La segunda parte de esta tesis estda dedicada a obtener representaciones topoldgicas de
ciertas algebras de implicacién. En primer lugar, obtenemos una representacion topologica
para las algebras de implicaciéon mondadicas, extendiendo la representacién topologica de
las dlgebras de implicacion. Toda dlgebra de implicaciéon monadica es representada como
una union de una familia tinica de filtros monéadicos, dentro de una adecuada algebra de
Boole monadica. Introducimos la nocién de espacio implicativo monadico, y probamos que
existe una equivalencia dual entre la categoria de las algebras de implicaciéon monadicas
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y la categoria de los espacios implicativos monddicos.

También obtenemos una representacion topologica para las dlgebras A-implicativas
de Lukasiewicz trivalentes. Describimos a toda algebra A-implicativa de Lukasiewicz
trivalente como la unién de una familia tnica de filtros implicativos de una cierta algebra
de Lukasiewicz trivalente. Introducimos la nocién de espacio topolégico implicativo
3-valuado, y probamos que existe una equivalencia dual entre la categoria de los mismos
y las algebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes. Como aplicacion describimos el
espacio implicativo 3-valuado del algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente libre.
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Abstract

This thesis is divided into two parts. The first part is devoted to the study of the
variety MMV of monadic MV-algebras and its implicative subreducts. First, we show
that MMV is generated by its finite members and we characterize the indecomposable
members using the monadic Boolean algebra of their complemented elements. We describe
the fragment of the lattice of subvarieties that is contained in V(]0, 1]*), for each positive
integer k, and we give an axiomatization of these subvarieties. We also study simple
subvarieties that are not contained in V([0, 1]) for any k.

Our second objective is to extend Mundici’s functor I' to the category of monadic
MV-algebras. More precisely, we define monadic ¢-groups and we establish a natural
equivalence between the category of monadic MV-algebras and the category of monadic
(-groups with strong unit. We give some applications. We study the lattice of congruences
of a monadic /-group G and we prove that this lattice is isomorphic to the lattice of
monadic ¢-ideals and also to the lattice of /-ideals of 3G. We prove that every monadic
(-group is a subdirect product of a family of monadic ¢-groups {G; : i € I} such that
every dG; is a chain.

We devote a chapter to the study of the class of {®, —,V, 1}-subreducts of monadic
MV-algebras. We prove that this class is an equational class and we introduce a set of
equations that describe this variety. We characterize the subdirectly irreducible members
and the lattice of congruences of every algebra. We describe the subvarieties of width &.

In the last chapter of this part, we study the class of {—,V, 1}-subreducts of monadic
MV-algebras. We introduce the equations that characterize this class and we prove that
this class is a variety. We characterize the subdirect irreducibles members and the lattice
of congruences of every algebra. We describe completely the lattice of subvarieties and
we give a equational basis for every proper subvariety.

The second part of this thesis is devoted to getting topological representations for
certain implication algebras. First, we extend the topological representation for implication
algebras to a topological representation for monadic implication algebras. Every monadic
implication algebra is represented as a union of a unique family of monadic filters of
a suitable monadic Boolean algebra. Inspired by this representation, we introduce the
notion of a monadic implication space, and we prove a dual equivalence between the
category of monadic implication algebras and the category of monadic implication spaces.

We also obtain a topological representation for three-valued Lukasiewicz A-implication
algebras. Every Lukasiewicz A-implication algebras is represented as a union of a unique
family of implication filters of a suitable three-valued Lukasiewicz algebras. Inspired
in this representation, we introduce the notion of topological three-valued implication
space, and we prove a dual equivalence. As an application, we describe the space of free
three-valued Lukasiewicz A-implication algebras.
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Introduccion

Las MV-dlgebras fueron introducidas por Chang (1958) como contrapartida algebraica
de la logica infinito-valuada de Lukasiewicz. La clase de todas las MV-dlgebras es
una clase ecuacional que estd generada por el intervalo real [0, 1] enriquecido con las
operaciones ~x = 1 — z y la suma truncada z @ y = min{1, z + y}. Estas dlgebras han
sido extensamente estudiadas. Entre muchos de los autores que han estudiado esta clase
de dlgebras, podemos citar a Komori (1981) quien realiza una descripcién completa
del reticulado de subvariedades de la variedad de las MV-algebras y demuestra que
toda subvariedad propia es finitamente axiomatizable, Grigolia (1977) introduce las
MV, -algebras, las MV-algebras correspondientes a la légica n-valuada de Lukasiewicz,
y proporciona una axiomatizacién para las mismas; Di Nola y Lettieri (1999) dan una
caracterizacién axiomatica de cada una de las subvariedades propias; Mundici (1986)
define el funtor I' de la categoria de los ¢-grupos abelianos a la categoria de las MV-
algebras, y establece una equivalencia natural entre MV-algebras y ¢-grupos con unidad
fuerte de orden; Gispert (2002) caracteriza y axiomatiza todas las clases universales de
MV-cadenas (ver también Gispert y Torrens (1998)); Panti (1999) caracteriza los objetos
libres para cada subvariedad V de MV-algebras. Una introduccién a las MV-algebras,
asi como los resultados basicos de esta variedad, se encuentran en la monografia Cignoli
et. al. (2000).

Las MV-algebras monadicas, o MMV-algebras, fueron introducidas y estudiadas por
Rutledge (1959) como un modelo algebraico del calculo de predicados (monddico) de la
légica infinito-valuada de Lukasiewicz, donde sélo una variable ocurre. Rutledge llamé a
las MV-algebras monadicas con el nombre de algebras de Chang monédicas. Las MV-
algebras monadicas son MV-algebras con un operador unario 3 que satisface ciertos
axiomas. Més recientemente, Di Nola y Grigolia (2004) estudian estas algebras como
pares de MV-édlgebras donde una de las mismas es una subélgebra relativamente completa
de la otra, con ciertas propiedades adicionales. Posteriormente, Belluce et. al. (2005)
obtienen un teorema de representacion de ciertas clases localmente finitas de MV-dlgebras
monadicas, y dan una caracterizacion de los operadores monadicos sobre MV-algebras
finitas. También queremos citar el trabajo de Lattanzi y Petrovich (2008), quienes dan
una equivalencia categdrica entre las variedades de algebras mondadicas (n + 1)-valuadas
y la clase de las algebras de Boole monadicas enriquecida con cierta familia de filtros.

Esta tesis estd dividida en dos partes. En la primera parte, estudiamos y describimos
parte del reticulado de subvariedades de la variedad de las MV-algebras monadicas,
analizamos la relacién de las MV-algebras con los /-grupos, y estudiamos también
las clases de los subreductos implicativos monadicos. En la segunda parte, se tratan
representaciones topologicas de ciertas algebras con implicacién. A continuacion damos
mas detalles.
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Introduccion

El capitulo 1 esta dedicado a las nociones generales de dlgebra universal y propiedades
bésicas de algunas de las algebras con las que tratamos en la tesis. Especificamente
incluimos en este capitulo nociones de la teoria general de las MV-dlgebras, de los hoops
de Wajsberg, las dlgebras implicativas de Lukasiewicz y las algebras de Wajsberg. El
tratamiento de estos temas pretende solamente otorgar un recuento de los resultados mas
importantes que son necesarios para el desarrollo de la tesis.

En el capitulo 2 estudiamos las variedad de las MMV-4algebras. Demostramos que la
variedad MMV esta generada por sus miembros finitos y caracterizamos a las MMV-
algebras directamente indescomponibles por medio del algebra de Boole monédica de
sus elementos complementados. Definimos el concepto de radical monadico, y probamos
que el radical monadico de una MMV-élgebra coincide con el radical de su MV-reducto.
Estudiamos las subvariedades generadas por las algebras [0, l]k, caracterizando a las
mismas por medio de identidades. Demostramos que si un algebra A pertenece a la
subvariedad generada por [0,1]", entonces es isomorfa a una subalgebra de (VA)*.
De aqui introducimos el concepto de algebra de ancho k. Describimos el fragmento
del reticulado de subvariedades de la variedad MMV que se encuentra contenido en
V([o, l}k), para cada k entero positivo, y damos una axiomatizacion completa para todas
las subvariedades de MMV-algebras contenidas en V([0,1]%). Por tltimo, en la seccién
§2.8, estudiamos algunas subvariedades que estan generadas por algebras funcionales
monddicas de ancho infinito. Probamos que la variedad generada por un algebra funcional
monédica de ancho infinito VX es igual a la variedad generada por el conjunto infinito
de algebras de ancho finito V¥, siendo & un entero positivo. Concluimos el capitulo
estudiando las subvariedades simples de ancho infinito.

Mundici (1986) definié el funtor I' de la categoria de los f-grupos abelianos a la
categoria de las MV-dlgebras, y estableci6 una equivalencia natural entre MV-algebras y
(-grupos con unidad fuerte de orden. Anteriormente, Chang habia asociado un grupo
abeliano a una MV-élgebra, pero su trabajo se restringia al caso totalmente ordenado (ver
Chang (1959)). En el capitulo 3 definimos el concepto de (-grupo monddico, esto es un
(-grupo (abeliano) G enriquecido con un operador unario 3: G — G que satisface ciertos
axiomas. Nuestro resultado principal con respecto a los ¢-grupos monadicos consiste
en una equivalencia entre la categoria de los mismos y la categoria de las MV-dlgebras
monadicas. La equivalencia obtenida extiende la equivalencia determinada por el funtor
I’ para las MV-édlgebras. También estudiamos las congruencias de un ¢-grupo monadico y
las caracterizamos por medio de ciertos f-ideales que hemos llamado f-ideales monadicos.
Probamos que el reticulado de ¢-ideales monadicos de un /-grupo monadico G es isomorfo
al reticulado de f-ideales de 3G. Demostramos ademas que todo ¢-grupo monadico es
producto subdirecto de una familia de ¢-grupos monadicos {G; : i € I} donde 3G; es
una cadena para todo i € I. Por ultimo, damos algunas aplicaciones de la equivalencia
obtenida.

En toda MV-dlgebra monadica A se definen la constante 1 y las operaciones ®, — y V
de la siguiente manera

L= =0, 20y = (-2 @), T—y:= wdyy Ve := (3.

En el capitulo 4 estudiamos la clase de los {®,—,V, 1}-subreductos de una MV-
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Introduccion

algebra monddica, esto es, la clase de los subreductos hoop monadicos de las MV-algebras
monddicas. Demostramos que esta clase forma una variedad e introducimos una axiomatica
para estos subreductos hoop monédicos. Investigamos también las propiedades de estas
algebras, que llamamos hoops de Wajsberg mondadicos, caracterizando a las algebras
subdirectamente irreducibles y a las congruencias. Estudiamos las subvariedades de hoops
de Wajsberg monadicos de ancho k, describiendo por identidades a las mismas.

En el capitulo 5 estudiamos la clase de los subreductos implicativos monadicos de las
MV-élgebras mondadicas, esto es, los {—,V, 1}-subreductos de las MV-dlgebras monédicas.
Demostramos que esta clase es una clase ecuacional y damos el conjunto de identidades
que la define. A toda algebra perteneciente a esta variedad la llamamos dlgebra implica-
tiva monddica de Lukasiewicz. Estudiamos esta variedad. Caracterizamos las algebras
subdirectamente irreducibles y las congruencias y probamos que esta variedad estd gene-
rada por sus miembros finitos. Por ultimo, estudiamos el reticulado de subvariedades,
hallando una descripcién completa del mismo y una base ecuacional para cada una de
las subvariedades propias.

En la segunda parte de la tesis estudiamos dualidades entre variedades de dlgebras con
implicacién y espacios topoldgicos booleanos enriquecidos con ciertos objetos. Nuestro
punto de partida serd la representacion topolégica de las algebras de implicacién obtenida
por Abad, Diaz Varela y Torrens (2004). Esta dualidad esté basada en la dualidad de Stone
para las algebras de Boole. Las dlgebras de implicacién monadicas fueron introducidas
por Monteiro y Iturrioz (1962) como una generalizacién de la nocién de algebra de Boole
monddica (Halmos, 1959, 1962). En este trabajo fueron llamadas algebras de Tarski
monadicas. Ellas son exactamente los {V, —, 1}-subreductos de las algebras de Boole
monadicas, y en consecuencia, son los modelos algebraicos del fragmento implicativo
monddico de la logica clasica de primer orden. La clase de todas las algebras de implicacién
monddicas es una variedad. Mds atn, es la subvariedad de las dlgebras de Lukasiewicz de
implicaciéon monadicas caracterizada por la identidad

(e1) (x = y) =z — (x—y),

que se estudian en el capitulo 5 de esta tesis.

La segunda parte comienza con el capitulo 6, que esta dedicado a explicar brevemente
las representaciones topolégicas de las dlgebras de Boole y de las algebras implicativas
monadicas. En esta exposicion no incluiremos las demostraciones de los resultados,
remitiendo al lector a Koppelberg (1989), Burris y Sankappanavar (1981), y Abad et. al.
(2004) para obtener detalles de los mismos.

El propdsito del capitulo 7 es obtener una representacién topolégica para las dlgebras
de implicacién monadicas, extendiendo la representacion topoldgica de las algebras de
implicaciéon. Obtenemos en primer lugar que toda algebra de implicacién monadica
puede ser representada como una unién de una familia tnica de filtros monadicos de una
adecuada algebra de Boole monadica, la cual llamamos algebra de clausura booleana
monadica. Inspirados en esta representacion introducimos la nocién de espacio topoldgico
implicativo monadico, que es un espacio booleano con ciertos elementos distinguidos.
Finalmente, demostramos que existe una dualidad categérica entre la categoria de las
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Introduccion

algebras de implicacién monddicas y la categoria de los espacios implicativos monadicos.
Nuestra representacién topolégica se basa en la representacién dada por Halmos (1956)
de las dlgebras de Boole monadicas.

Es sabido que toda MV ,-dlgebra es un dlgebra de Lukasiewicz-Moisil (ver Boicescu et. al.
(1991) y Moisil (1972)). Sin = 2 6 n = 3, la reciproca también es cierta (ver Cignoli (1982)
y Boicescu et. al. (1991)). Es decir, las MVy-dlgebras y las MV3-dlgebras son equivalentes
a las algebras de Lukasiewicz trivalentes y a las algebras de Lukasiewicz 4-valentes,
respectivamente. En el capitulo 8 estudiamos los {—, A, 1}-subreductos de las dlgebras
de Lukasiewicz trivalentes. Las algebras de Lukasiewicz trivalentes fueron introducidas
por Moisil (1960) (ver también Monteiro (1963b)). Estas algebras desempenian en el
calculo proposicional trivalente de Lukasiewicz un papel andlogo al que desempenan las
algebras de Boole en el célculo proposicional clasico (Tarski, 1956). La clase de todos los
{—, A, 1}-subreductos de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes forma una variedad que
fue axiomatizada por Figallo (1990). En el capitulo 8 damos una representacién topoldgica
para ellos que estara basada en la representacion topoldgica de las MVs-algebras dada por
Cignoli y Monteiro (2006). Como una aplicacién de la representacién obtenida describimos
el espacio topologico de las algebras libres de la variedad.

Algunos de los resultados expuestos en esta tesis han sido comunicados en reuniones
cientificas de caracter nacional e internacional. A saber:

= “Applications of the topological representation for implication algebras”, M. Abad,
C. Cimadamore, J. P. Diaz Varela, CLE 30/ XV EBL/ XIV Simposio Latinoameri-
cano de Logica Matematica, Paraty, Brasil, 11-17 de mayo, 2008.

» “Topological representation for monadic implication algebras”, C. Cimadamore,
XIIT Simposio Latinoamericano de Loégica Matematica (XIII SLALM), Oaxaca,
Meéxico, del 7 al 12 de agosto de 2006.

s “Equivalencia natural entre MV-algebras monadicas y ¢-grupos monadicos con
unidad fuerte”, C. Cimadamore y J. P. Diaz Varela, Reunién Anual de la Unién
Matematica Argentina 2010, Tandil, entre los dias 27 de Septiembre al 2 de Octubre
de 2010,

= “MV-algebras monadicas de ancho k7, C. Cimadamore y J. P. Diaz Varela, XI
Congreso Dr. Antonio Monteiro, Bahia Blanca, del 26 al 28 de mayo de 2011.

Quisiera mencionar que algunos de los capitulos expuestos en esta tesis ya han sido
publicados. Mas precisamente,

= “Monadic MV-algebras are equivalent to monadic /-groups with strong unit”, C.
Cimadamore y J. P. Diaz Varela, Special Issue Algebras Related to Non-classical
Logic, Studia Logica, 2011, paginas 175-201, (Cimadamore y Diaz Varela, 2011),
contiene los resultados expuestos en el capitulo 3,

= “Topological representation for monadic implication algebras”, M. Abad, C. Cima-
damore y J. P. Diaz Varela, Central European Journal of Mathematics, volumen 7,
2009, paginas 299-309, (Abad et. al., 2009b), contiene los resultados del capitulo 7,
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“A duality for three-valued Lukasiewicz A-implication algebras”, M. Abad, C.
Cimadamore y J. P. Diaz Varela, The Many Sides of Logic, series Studies in Logic,
volumen 21, paginas 339-352, 2009, (Abad et. al., 2009a), contiene los resultados

del capitulo 8.
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1. Preliminares

1.1. Nociones de algebra universal

En esta seccién recordamos algunas nociones basicas de algebra universal, y estable-
cemos las notaciones que utilizamos en esta tesis. Supondremos familiaridad con estos
conceptos pudiendo el lector consultar, por ejemplo, (Burris y Sankappanavar, 1981) y
(McKenzie, McNulty y Taylor, 1987) para més informacién.

Un tipo de similaridad T es una n-upla (my, ma, ..., m,) de enteros no negativos. Un
dlgebra A de tipo F' es un par ordenado A = (A; F'), donde A es un conjunto no vacio y
F = (f1, f2,..., fn) es una familia de operaciones definidas sobre A de manera tal que
cada f; es una operaciéon m;-aria, para todo i, 1 <7 < n. El conjunto A es el universo
de A = (A; F). Escribimos usualmente (A; f1, f, ..., fn) en vez de (A; F') y adoptamos
la convencion aridad f; > aridad fy > - -+ > aridad f,,. Algunos ejemplos de algebras son
los siguientes.

Ejemplo 1.1.1. Un reticulado distributivo es un élgebra (L;V,A) con dos operaciones
binarias, es decir, de tipo (2,2), que satisface

m sVyrRyvVe, s ANy~yNz,

oV (yVz)=(@Vy) Vz,zAyAz)= (zAy) Az,

s rVrRr, s AN R,

xRV (Ay), zRTA(xVy),

s A(yVz)m(@Ay)V(eAz),zV(yAz)=(xVy)AxVz2).

Ejemplo 1.1.2. Un dlgebra de Boole es un algebra (B;V,A,,0,1) con dos operaciones
binarias, una unaria y dos 0O-arias, es decir, de tipo (2,2,1,0,0), que satisface

» (B;V,A) es un reticulado distributivo,
s A0 0, z2V1IxI1,
s o AN =0, xVa ~]1.

Sea X un conjunto. El dlgebra de Boole de los subconjuntos de X, Su(X), tiene como
universo el conjunto Su(X) ={Y : Y C X} y las operaciones U, N, ', (), y X. Notamos
con 2 = ({0,1}; VvV, A,,0,1) al dlgebra de Boole tal que ({0,1};V, A) es un reticulado que
satisface que 0 < 1, y donde 0/ =1y 1’ = 0.
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1. Preliminares

Ejemplo 1.1.3. Un monoide conmutativo es un algebra (A;®,1) de tipo (2,1) que
satisface las siguientes identidades

» (20OY)OzrRTO([YO2);
s 2Ol r
n QYR YO,

Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo F'. Decimos que A es subdlgebra de B, y
notamos A < B si A C By si toda operacién de A es la restriccién de la correspondiente
operacién de B, esto es, si para todo f € F de aridad n, f4 = fB[4». Diremos que una
funcién a: A — B es un homomorfismo de A a B si para cada operacion de aridad n de
F' vy cada sucesion de elementos aq, as,...,a, € A, se verifica que

afA(al,az, Cey Q) = fB(aal,aag, e, Q).

Escribiremos a: A — B para notar un homomorfismo de A a B. Si ademéas « es
sobreyectiva entonces « es un epimorfismo. Diremos también en este caso que B es una
imagen homomorfa de A. Si « es inyectiva, entonces diremos que a es un monomorfismo.
Por tltimo, si a es un monomorfismo y un epimorfismo, entonces « es un isomorfismo.
También diremos que A y B son isomorfas.

Sea K una clase de algebras del mismo tipo y A un algebra en K. Notamos al conjunto
de todas las congruencias del dlgebra A por Cong(A). Las congruencias de un algebra A
forman un reticulado que notamos con Cong(A), o simplemente con Con(A). Ademds
Con(A) = (Con(A);V,A) donde A,.; 0 = (e 0i ¥

\/Qi:ﬂ{QGCon(A):UOi ge}.

i€l il

Un algebra A tiene distributividad de congruencias si Con(A) es un reticulado distribu-
tivo.

Dada una familia indexada de algebras {A;}ic; del mismo tipo, definimos el producto
directo [],c; Ai como el dlgebra cuyo universo es el producto cartesiano [[,., A; v tal
que para toda f € F' de aridad n y para todo ay,as, ..., a, € [[,c; Ai se define

sz’eI Ai(ah as, ... ,an)(l) = fAi(CLl(Z'), ag(i), tee ,an(i)),

donde a(i) denota la componente i-ésima de a € [[,.; A;.
Un algebra A es un producto subdirecto de una familia indexada de algebras {A;}ics
si satisface que

(1) A es una subélgebra de [[..; Ai, v,

el

(2) para todo j € I se tiene que 7;(A) = A;, donde 7;: [],.; Ai — A; es la proyeccién
definida por 7;(a) = a(j).
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Una inmersion a: A — []..; A; es subdirecta si a(A) es un producto subdirecto de
{Abier.

Un algebra A es subdirectamente irreducible si para toda inmersion subdirecta av: A —
Hiel A;, existe i € I tal que m; 0oa: A — A, es un isomorfismo.

La siguiente es una caracterizacion muy util de las dlgebras subdirectamente irreducibles
por medio de su reticulado de congruencias.

Teorema 1.1.4. Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y solo st A es trivial
o si existe una congruencia minimal en Con(A) — {Aa}, donde Aa es la congruencia

{(a,a) :a € A}.

Sea B = (B;V,A,,0,1) un dlgebra de Boole. Un subconjunto F' de B se dice un filtro
de B si satisface que

= leF,
m sia€ Fya<bentonces b€ F,y,
m sia,bée F entonces aANb e F.

Un filtro F' de B se dice un wltrafiltro si F' es maximal con respecto a la propiedad que
0¢F.

Sea {A,}icr una familia de édlgebras de un tipo dado indexada por un conjunto I. Si
a,b € [[,c; Ai, el ecualizador de a y b es el conjunto

[a=0b]|={iel:a(i)=0b(i)}.
Sea U un ultrafiltro de Su([/). Definimos en [[,.; A; la relacién 0y de la siguiente manera
(a,b) € Oy siy sblosi|la=10b]| €U

Es sabido que 0y es una relaciéon de congruencia en el algebra Hie A

El ultraproducto de {A,}icr, que notamos con [[,.; A;/U, es el cociente [ [, ., A;/0u.
Los elementos de [],.; A;/U serdn notados a/U, para cada a € [[,.; A;. Observemos
que a/U =b/U siy sélosi |[a =b]| € U.

Introduzcamos ahora los siguientes operadores de clases de algebras del mismo tipo:

el

» A €I(K) siysdlosi A es isomorfa a algin miembro de K,

A € S(K) siy s6lo si A es una subélgebra de algin miembro de K,
= A € H(K) si y sélo si A es una imagen homomorfa de algiin miembro de K,

» A € P(K) siysélosi A es un producto directo de una familia no vacia de dlgebras

de K,

A € Pg(K) siy sélo si A es un producto subdirecto de una familia no vacia de
algebras de K,
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1. Preliminares

= A € Py(K) siysélosi A es un ultraproducto de una familia no vacia de dlgebras
de K.

Una clase no vacia K de algebras del mismo tipo se dice una variedad si es cerrada bajo
subalgebras, imagenes homomorfas y productos directos. Cuando K es una variedad, la
notamos con IC. Uno de los resultados mas importantes del dlgebra universal, demostrado
por Birkhoff, establece que las variedades coinciden con las clases ecuacionales, es decir,
clases definidas por identidades (ver Burris y Sankappanavar (1981)). La variedad generada
por una clase K serd notada con V(K) y si K = {A}, escribimos simplemente V(A).
Ademas, es conocido que V(K) = HSP(K) (Tarski, 1946).

Decimos que una variedad V tiene distributividad de congruencias si toda algebra
A €V tiene distributividad de congruencias. Notamos con si()) la familia formada
por exactamente un algebra de cada clase de isomorfismo de dlgebras subdirectamente
irreducibles de V. El siguiente resultado es debido a Jénsson.

Teorema 1.1.5. (Jonsson, 1967) Si K es una clase de dlgebras que genera una variedad
V que tiene distributividad de congruencias, entonces si(V) C HSPy(K).

La familia de subvariedades de una variedad V' forman un reticulado que notamos con
A(V). Si V1 y Vs son dos subvariedades de V, entonces Vi AVy =V NVy y VIV Vs =
V(V1UVs,). Ademsds, si V es una variedad con distributividad de congruencias entonces
A(V) es distributivo (Jénsson, 1967). También serd de utilidad el siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. (Jdnsson, 1995) Si V es una variedad con distributividad de congruen-
cias y Vi y Vo son dos subvariedades de V entonces si(Vy V Vo) = si(Vy) U si(Va).

Sea (A;0),e, un algebra de tipo de similaridad 7. Sea 7/ un conjunto de operaciones
que pueden ser definidas como términos en 7. El 7/-reducto de (A;0),e, es el dlgebra
(A;0)per. Si K es una clase de algebras del mismo tipo de similaridad, el 7’-reducto de
K es la clase K™ de 7-reductos de dlgebras de K. El 7-subreducto de K se define como
S(K™), es decir, es la clase de subalgebras de K™ .

1.2. MV-algebras

Las MV-dlgebras fueron introducidas por Chang (1958) como contrapartida algebraica
de la légica infinito-valuada de Lukasiewicz. Desde entonces han sido extensamente
estudiadas por numerosos autores. Komori (1981) realiza una descripcién completa
del reticulado de subvariedades de la variedad de las MV-algebras, y demuestra que
toda subvariedad propia es finitamente axiomatizable. Grigolia (1977) introduce las
MV, -algebras, las MV-algebras correspondientes a la légica n-valuada de Lukasiewicz,
y proporciona una axiomatizacién para las mismas. Posteriormente, Di Nola y Lettieri
(1999) dan una caracterizacién axiomatica de cada una de las subvariedades propias.
Mundici (1986) define el funtor I' de la categoria de los ¢-grupos abelianos a la categoria de
las MV-algebras, y establecié una equivalencia natural entre MV-algebras y ¢-grupos con
unidad fuerte de orden. Anteriormente, Chang habia asociado un grupo abeliano a una
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1.2. MV-algebras

MV-élgebra pero su trabajo se restringia al caso totalmente ordenado (ver Chang (1959)).
Gispert (2002) caracteriza y axiomatiza todas las clases universales de MV-cadenas (ver
también Gispert y Torrens (1998)). Panti (1999) caracteriza, para cada subvariedad V de
MV-élgebras, los objetos libres de la misma. La principal referencia para las MV-algebras
la constituye el libro Cignoli et. al. (2000).

En esta seccion recordamos los resultados sobre la teoria de la MV-algebras que seran
necesarios para el desarrollo de la tesis. En particular, utilizamos los mismos en el
capitulo 2.

1.2.1. Definicién y propiedades elementales

Definicién 1.2.1. Una MV-dlgebra es un algebra A = (A; @, —,0) de tipo (2,1,0) que
satisface las identidades

(MV1) (z@y)@zrxd(yd 2), (MV4) ==z ~ z,
(MV2) zdy~ydz, (MV5) @ -0 ~ -0,
(MV3) 20 ~ =, (MV6) ~(-zdy)dy~—(-ydzx)d .

Notamos con MV a la variedad de las MV-édlgebras.
Sea A una MV-dlgebra y a,b € A. Definimos las operaciones 1, ® y la operacién — de

la siguiente manera
1:= -0,

a®b:==(-a® -b),
a—b:=-a®db.

Para todo a € A, definimos Oa = 0, y para todo nimero entero n > 0,
(n+1)a =nad®a.
Definimos a' = a, y para todo nimero entero n > 1,
a"'=a"®a.
Veamos a continuacion algunos ejemplos de MV-algebras.

Ejemplo 1.2.2. Sea B = (B;V,A,,0,1) un algebra de Boole. Para todo a,b € B,
definimos
a®b:=aVby —a:=d.

Entonces el dlgebra (B;®,—,0) es una MV-dlgebra.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el intervalo real [0, 1] equipado con la negacién —-a = 1 —a
y la suma truncada a @ b = min{1,a + b}. El algebra [0,1] = ([0, 1]; ®,—,0) es una
MV-élgebra. Observemos que a ® b = max{0,a + b — 1}. Chang (1959) demostré que
[0,1] genera la variedad MV (ver también Cignoli y Mundici (1997) y Cignoli et. al.
(2000)).
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1. Preliminares

Ejemplo 1.2.4. El conjunto de los niimeros racionales en el intervalo real [0, 1], es decir,
[0,1] N Q, es una MV-subélgebra de [0,1]. Ademés esta subédlgebra también genera a la
variedad. Una demostracién puede verse en (Cignoli et. al., 2000, Proposicién 8.1.1).

Ejemplo 1.2.5. Para cada entero n > 1, consideremos el conjunto con n + 1 elementos

1 1
5@::{0,—,“.,” ,1}.
n n

El dlgebra S,, = (S,;®,,0) es una MV-subdlgebra de [0, 1].

Es sabido que si 1 < ng < n; < ... es una sucesién infinita de niimeros naturales,
entonces

V({S,, 1i=0,1,...}) = MV.

Mundici (1986) defini6 el funtor I' entre la categoria de los ¢-grupos abelianos con
unidad de orden en la categoria de las MV-algebras. Si (G;+, —,0,V, A) es un {-grupo
abeliano con unidad de orden u y [0,u] = {z € G : 0 <z < u}, entonces

F<G> u) = <[07 u]; b, O>>

donde z®y=uA(r+y), w=u—2xy0=0g, es una MV-élgebra. La operacién ®
estd dada por t ©y =0V (x +y —u) y 1 = u. Para toda élgebra A € MV existe un
(-grupo abeliano G con unidad de orden u, tal que A 2 I'(G, u). Més atin, I" define una
equivalencia entre las categorias mencionadas. Observar que S,, 2 T'(Z,n).

Ejemplo 1.2.6. Consideremos el conjunto Z x Z ordenado lexicograficamente. Escribimos
Shw=1(Z x1Z,(n,0)).

El édlgebra Sy, es el algebra C definida por Chang (1958), y S,, ., fue definida por
Komori (1981).

Ejemplo 1.2.7. Dada una MV-élgebra A y un conjunto X, consideremos el conjunto A~
de todas las funciones f: X — A y definimos en él las operaciones @, = y 0 componente
a componente. Luego, AX = (AX; @, -, 0) es una MV-élgebra.

Sea A una MV-algebra y sean a,b € A. Definimos la relacién
a <bsiysolosi nadb=1.

No es dificil ver que < es un orden parcial en A, que llamamos orden natural de A.
Maés atin, (A4;V, A) es un reticulado distributivo con primer elemento 0 y tltimo elemento
1, donde el supremo y el infimo de a y b estan dados por

aVb==(-a®&b)®b=(a®-b) D,

aANb==(-aV-b)=a®(-adb).

El siguiente lema serd necesario en la seccion §2.1.3.
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1.2. MV-algebras
Lema 1.2.8. Sea A e MV ya,b,ce A. Sia®c=b®c, ma < cy—-b<c, entonces
a=Db.
Demostracion. Observemos que bajo las condiciones que satisfacen a, b, ¢ tenemos que
“a=-aANc=c®(mcHa)=c® (ncd-b)=-bAc=-b.
Luego, a = b. O]

Resumimos en el Lema 1.2.9 algunas propiedades conocidas de las MV-algebras que
seran utilizadas en esta tesis.

Lema 1.2.9. Sea A una MV-dlgebra. Para todo a,b,c € A, se satisfacen las siguientes
propiedades:

(MV7) a <b siy sdlo si —b< —a,

(MV8) sia<bentoncesa®c<bBcya®c<bdec,
(MV9) a®b<csiysolosia<-bdcsiysilosia<b—c,
(MV10) sia <b entoncesb—c<a—c,

(MV11) sia <b entonces c—a < c—b,

(MV12) a — (b—c) = (a®b) —c,

(MV13) (aVb)—c=(a—c)A(b—c),
(MV1}) ¢ = (aVb)=(c—a)V(c—b),
(MV15) (a Nb) —c=(a—c)V (b—c),
(MV16) ¢ = (aAb) = (c—a) A (c—Db),

(MV17) a®b=1 siysdlosia=b=1,

(MV18) (a ®=b) A (b® —a) =0,

(MV19) —=a ®a = 0.

(MV20) a Nb=1 siy sdlo sia=0b=1,

(MV21) a=b siy sdlosi(a—b)Ab—a)=1,

(MV22) (a—b)V (b—a)=1,

(MV23) a® (bVec)=(a®b)V (a®c),

(MV24) siaVb=1 entonces se tiene que a" V 0™ = 1, para todo entero positivo n.

Notamos con N al conjunto de todos los enteros positivos.
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1.2.2. Filtros y congruencias

Definicién 1.2.10. Sea A € MYV . Un subconjunto F' C A se dice un filtro de A si
satisface las siguientes condiciones:

(1) 1€ F,
(2) sia€ Fya<b,entonces b € F,
(3) sia,be F entoncesa®b e F.

Observemos que todo filtro F' de una MV-dlgebra A es un filtro del reticulado (A;V, A)
pues si a,b € F entoncesa ®b<aAbeF.

Notamos con F(A) a la familia de todos los filtros de A. Si X C A entonces el filtro
generado por X es el conjunto

Feg(X)={beA:a10a,®---®a, <b, donde ay,as,...,a, € X}.

Es claro que F(A) con el orden dado por la inclusién de conjuntos es un reticulado.
Si 0 es una congruencia de A, notamos con a/6 a la clase del elemento a por 6. No es
dificil ver que 1/6 es un filtro de A. Reciprocamente, si F' es un filtro de A, la relacién

O = {(a,b) € A*: (-a®b)® (-bDa) € F}

es una congruencia sobre A, que ademas verifica que F' = 1/60r. Més ain, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.11. (Chang, 1958) Sea A € MV . La correspondencia Conpy(A) — F(A)
definida por 0 — 1/6 es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por F — OF.

Usualmente escribiremos A/F' en lugar de A/0p.

Definicién 1.2.12. Sea A una MV-dlgebra y F' un filtro de A. Diremos que F' es un
filtro primo de A si F' # A, y si para todo a, b € A se satisface que a—b € Fob—a € F.

Si F es un filtro de una MV-édlgebra A entonces, F' es un filtro primo de A siy sélo si
F es un filtro primo del reticulado (A;V, A). La importancia de los filtros primos de una
MV-4algebra A radica en el siguiente lema.

Lema 1.2.13. Sea A una MV-dlgebra y F un filtro propio de A. Entonces, F es un
filtro primo si y sélo si AJF es una MV-cadena.

El Teorema 1.2.14 es el Teorema de Representacion Subdirecta de Chang. Es uno de
los resultado més importantes en la teoria de las MV-algebras.

Teorema 1.2.14. (Chang, 1959) Toda MV-dlgebra no trivial es producto subdirecto de
MV-cadenas.

32



1.2. MV-algebras

Como consecuencia tenemos que una identidad se satisface en todas las MV-algebras
si y solo si se satisface en todas las MV-dlgebras totalmente ordenadas.

Diremos que una MV-algebra es simple si y sélo si tiene exactamente dos congruencias,
més precisamente, si Con(A) = {Aa, A%}.

Teorema 1.2.15. (Chang, 1959) Sea A una MV-dlgebra. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(1) A es simple,
(2) A es isomorfa a una subdlgebra de [0, 1].

Definicién 1.2.16. Llamamos radical de A, y notamos Rad A, a la intersecciéon de
todos los filtros maximales de A.

Una MV-dlgebra se dice semisimple si es no trivial y Rad A = {1}. Como consecuencia
de la caracterizacion de las MV-algebras simples, obtenemos que una MV-algebra es
semisimple si y s6lo si es producto subdirecto de subdlgebras de [0,1]. Un elemento
a € A, a# 1, se dice infinitesimal si ~a < a”, para todo entero n > 0. Notamos con
Inf A al conjunto de todos los elementos infinitesimales de A. En toda MV-algebra A,
Rad A = Inf A U {1} (Cignoli et. al., 2000, Proposition 3.6.3).

Sea A una MV-dlgebra y a € A. Definimos el orden de a como el menor entero positivo
tal que a" = 0, si tal entero existe, y escribimos orda = n. Si a" # 0 para todo entero
positivo n, decimos que el orden de a es infinito y escribimos orda = w. Definimos
el orden de A,y escribimos ord A, al supremo de los érdenes de todos sus elementos
distintos de 1, esto es,

ord A = sup{orda,a € A — {1}}.

Si este supremo no existe decimos que el orden de A es infinito, y escribimos ord A = w.
Si A es una MV-cadena, entonces Rad A = {a € A:orda = w}. Ademds, Rad A es
un filtro propio. Definimos rank A = ord(A/Rad A).
Si A es una MV-cadena, entonces A/ Rad A es una MV-dlgebra simple ya que Rad A
es el tnico filtro maximal de A. Luego, A/ Rad A es isomorfo a una subdlgebra de [0, 1].

1.2.3. Subvariedades de MYV

En esta seccion recordamos la descripcion ecuacional de las subvariedades propias
de las MV-algebras dada por Di Nola y Lettieri (1999). Las subvariedades MV,,, y las
identidades que las caracterizan, fueron introducidas por Grigolia (1977).

Decimos que una subvariedad de MV-algebras es propia si y sélo si es diferente de

MY.

Sea n € N. Consideremos la identidad
(6,) 2" ~ 2™,

Notamos con U, a la subvariedad de MV-dlgebras que satisfacen la identidad (d,,).
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Proposicién 1.2.17. Sea A € MV yn € N. Entonces, A € U, si y solo si A es un
producto subdirecto de dlgebras S,,, con 1 < m <n. Mds ain, U, = V({S1,S2,...,Sn}).

La menor subvariedad propia no trivial de MV-algebras es la clase de las algebras de
Boole. Esta subvariedad esta caracterizada por la identidad

(0) z~x0u,

y es la subvariedad generada por el dlgebra S;. La subvariedad generada por el algebra
So estd caracterizada por la identidad

()ror~rOrOr.
Notamos con MV, a la subvariedad de MV-algebras generada por el dlgebra S,,.

Teorema 1.2.18. Para todo natural n, n > 3, y para toda MV-dlgebra A, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A satisface las identidades

(571) "~ In+1

(fap) (p2?™H)" x (n+ 1)a”

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n,
(2) A e MV,
(3) A es un producto subdirecto de subdlgebras de S,,.
El Teorema 1.2.19 caracteriza a las algebras cuyo rango es menor o igual que n.

Teorema 1.2.19. Para todo natural n > 1 y para toda MV-dlgebra A no trivial, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A satisface la identidad

(pn) ((n+1)2")* ~ 22",

(2) AeV({Siw, - -»Snw}),
(3) A/RadA € V({Si1,...,S,}).

Veamos ahora las identidades que caracterizan a V(S,.), n > 1. Como corolario
del Teorema 1.2.19 y observando que S;, es una subalgebra de S, ,, obtenemos las
identidades de V(S1,) v V(S2w)-

Corolario 1.2.20. Para toda MV-dlgebra no trivial A tenemos que:
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1.2. MV-algebras

(1) A €V(Si.) siy solo si A satisface la identidad
(p1) (@@ ) ~2”
(2) A €V(Sau) siy solo si A satisface la identidad
(p2) (2* ® 2 @ 2?)* ~ 2° @ 2°.

Teorema 1.2.21. (Di Nola y Lettieri, 1999) Para todo n € N, n > 3, la subvariedad
V(S,w) estd caracterizada por las identidades

(pn) ((n+1)2")* m 22",

(Vnp) (pa:p_l)nH ~ (n+1)aP

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n.

Teorema 1.2.22. (Komori, 1981) Una clase V de MV-dlgebras es una variedad propia
si y sdlo si existen dos conjuntos finitos I y J de enteros positivos tal que TUJ # 0 y

V =V({Si}ier, {Sjw}jes)-

Teorema 1.2.23. (Di Nola y Lettieri, 1999) Sea A € MYV. Entonces,
A € V({Sitier. {Sjwlies)

siendo I, J conjuntos finitos de enteros positivos, si y solo si, A satisface las identidades
(pa) ((n+1)a")* ~ 20741

donde n = max{l U J},
(i) (p2™)" % (0 + 1)a?

para todo entero 1 < p < n tal que p no es un divisor de ningin entero perteneciente a

1UJ,y
(n+ 1)z ~ (n+ 2)x?

para todo q € U,o; (D(r) \ U,y D(s)), donde D(r) y D(s) son los conjuntos de divisores
positivos de r y de s, respectivamente.

Komori (1981) establece también la siguiente relacién entre las subvariedades de
MV-algebras.

Lema 1.2.24. Sean n,m € N.
(1) V(S,) CV(S,) siy sdlo sin|m.
(2) V(Sn) CV({Si}ier, {Sjw}jes) sty solo sin | m para algin m € I U J.

(3) V(Snw) € V({Sitier, {Sjw}jes) siy sdlo sin|m para algin m € J.
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Sean I, J subconjuntos finitos de N. Diremos que la dupla (7, J) es reducida si
» TUJ#0,
» ningtin m € [ divide a ningin m’' € (I\{m})U J,
» ningtn ¢ € J divide a ningin t' € J\{t}.

Luego, las subvariedades propias de MV-algebras estdn en correspondencia 1-1 con las
duplas reducidas por medio de la correspondencia

(1, J) = V({Sitier, {Sjwtier)-

En la siguiente figura, ilustramos el intervalo [T,V (S, )], donde T es la variedad
trivial. Para simplificar la notacién en el gréfico, indicamos, por ejemplo, con (6, 2w, 3w)
a la variedad V({Se¢, S2w, S5 })-

1.3. Algebras de Wajsberg

Definicién 1.3.1. Un dlgebra de Wajsberg es un algebra A = (A; —, =, 1) de tipo (2,1, 0)
que satisface las siguientes identidades

(W1) 1 5z ~ux,

B) z=y)=((y—=2)=(—=2) =1,
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(T) (x—y)2y=({y—z) >,
(W2) (=)= (y—>x) = 1.

En el siguiente lema establecemos propiedades que seran utilizadas en esta tesis. Una
demostracion de las mismas puede verse en Cignoli, D’Ottaviano y Mundici (2000).

Lema 1.3.2. Sea S = (S; —, 1) un dlgebra que satisface (W1), (B) y (T). Entonces para
todo a,b,c € S,

(W3) a—a=1,

(W4) sia—b=0b—a=1 entonces a = b,

(W5) a—1=1,

(W6) a— (b—a)=1,

(B') (a—=b) = ((c—a)— (c—b) =1,
(C)a—(b—c)=b—(a—c).

El siguiente teorema establece la equivalencia entre las algebras de Wajsberg y las
MV-éalgebras. Observar que esta equivalencia es una equivalencia de términos.

Teorema 1.3.3. (Font et. al., 1984) Si A = (A;®,—,0) es una MV-dlgebra y definimos
sobre A
T—=Yy:="TDY

1:= -0,
entonces (A;—,—,1) es un dlgebra de Wagsberg. Reciprocamente, dada un dlgebra de
Wajsberg A = (A; —,—, 1) si definimos

TDY = —Y

0:= -1,
entonces el dlgebra (A; ®,—,0) es una MV-dlgebra.

1.4. Hoops y hoops de Wajsberg

Las clases de los hoops y de los hoops de Wajsberg han sido extensamente estudiadas
(ver por ejemplo Agliano y Panti (2002), Blok y Ferreirim (2000), Ferreirim (1992),
Blok y Pigozzi (1994)). En esta seccién damos las definiciones basicas y mostramos los
resultados mas relevantes de la teoria general de los hoops y los hoops de Wajsberg que
seran necesarios en el desarrollo de la tesis. En particular, necesitaremos estos conceptos
en el capitulo 4, donde introducimos y estudiamos la clase de los hoops de Wajsberg
monadicos.
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Definicién 1.4.1. Un hoop es un algebra H = (H;—,®,1) de tipo (2,2,0) tal que
(H;®,1) es un monoide conmutativo y tal que se satisfacen las siguientes identidades

(H1) z =z~ 1,
(H2) zo(z=y) =yO(y =),
H3) z = (y—2) =0y — 2.

En el siguiente lema reunimos algunas propiedades de los hoops. Las demostraciones
pueden verse en Blok y Pigozzi (1994) o Blok y Ferreirim (2000).

Proposicién 1.4.2. Sea H = (H; —,®, 1) un hoop, y sean a,b,c € H.

(1) (H;®,1) es un monoide conmutativo residuado naturalmente ordenado, donde el
orden estd definido por a < b si y solo sia—b=1, y el residuo es

a®b<csiysolosia<b—ec

(2) Para todo a,b € H, eziste el infimo entre a y b y estd dado por a Nb=a ® (a —b).

(3) Para todo a,b,c € H, se satisfacen:
(a) 1 —a=a,
(b) a—1=1,
(¢c) a—b<(c—a)— (c—Db),
(d) a <b— a,
(e) a < (a—b)—b,
(f) a— (b—c)=b— (a—c),
(9) a—=b<(b—c)— (a—c),
(h) sia<b entoncesb—c<a—cyc—a<c—b.
Notamos con ‘H a la variedad de los hoops.
Un filtro de un hoop H es un subconjunto F' de H tal que 1 € F' y tal que si a € F,
a—b e F, entonces b € F. No es dificil ver que F' es un filtro de un hoop H si y sélo si

F verifica que 1 € F, F es creciente y F es cerrado por ®. En particular, todo filtro de
un hoop H es un subuniverso de H.

SiH e Hy X C H, entonces el filtro generado por X es el conjunto
Fg(X)={be H:a1— (aa—(...(a, = b)...)) =1donde ay,as,...,a, € X},

o lo que es lo mismo

Feg(X)={beH:a10a 0 - ®a, <b, donde ay,ay,...,a, € X}.

38
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Definimos a — b inductivamente para todo entero no negativo n de la siguiente manera:
a3b:=by aSb=a—(a30).

Si en particular X = {a} entonces Fg(a) = {b €H:a-5b=1, para algtin n € N} =
{b€ H :a"™ <b, para algin n € N}.

Si 0 es una congruencia de un hoop H, entonces 1/6 es un filtro de H. Reciprocamente,
si F' es un filtro de H, la relacién

O = {(a,b) € H : (a—b) ® (b—a) € F}

es una congruencia sobre H, que ademads verifica que F' = 1/0r. Més ain, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.3. (Ferreirim, 1992) Sea H € H. La correspondencia Cony(H) — F(H)
definida por 0 — 1/6 es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por F — Op.

Como corolario del Teorema 1.4.3, obtenemos que la variedad de los hoops tiene la
propiedad de extension de congruencias. Ademds, H es una variedad aritmética, es decir
que tiene distributividad de congruencias y sus congruencias permutan.

Definicién 1.4.4. Diremos que un hoop es un hoop de Wajsberg si satisface la identidad
(T) (z—y) =y~ (y—x)— .

Notamos con WH a la variedad de los hoops de Wajsberg. Si H es un hoop de Wajsberg,
entonces para todo par a,b € H, existe el supremo y estd dado por a Vb= (a — b) — b.
Ademads, (H;V,A) es un reticulado distributivo.

Como todo hoop satisface la identidad

(x—=y)— (y—ax)~y—z,
(ver Bosbach (1969)), entonces todo hoop de Wajsberg satisface la identidad
(x—=y)V(y—z)=~1.

De la anterior identidad se deduce que 1 es un elemento V-irreducible y, en consecuencia,
todo hoop de Wajsberg subdirectamente irreducible es totalmente ordenado. Luego, todo
hoop de Wajsberg es producto subdirecto de hoops de Wajsberg totalmente ordenados
y toda subvariedad de hoops de Wajsberg esta generada por sus miembros totalmente
ordenados. Ademas, si H es un hoop de Wajsberg finito, H es simple si y sélo si H es
subdirectamente irreducible totalmente ordenado.

Diremos que un hoop H es acotado si existe un elemento 0 € H tal que 0 < a, para
todo a € H.

Definicién 1.4.5. Un hoop H = (H; ®, —, 1) se dice cancelativo si el monoide parcial-
mente ordenado (H;®, 1, <) es cancelativo, es decir, si para todo a,b,c € H se verifica
que:

sia®c<b®centonces a <b.
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Los hoops cancelativos forman una variedad. Esta variedad esta axiomatizada dentro
de la variedad de los hoops por la identidad

rxy— (zOy).

Ademas, todo hoop cancelativo es un hoop de Wajsberg. Dentro de la variedad de los
hoops de Wajsberg, la variedad de los hoops cancelativos estd axiomatizada por la
identidad

r~z— (zOx).

Ejemplo 1.4.6. Consideremos el ¢-grupo de los nimeros enteros Z = (Z;+, —,0, A, V).
Notamos con C,, = {z € Z : z < 0} su cono negativo. Luego, C,, es un hoop cancelativo.

Ejemplo 1.4.7. Sea Cy, = {1,a,a? a?,...} el monoide libre con un generador. Definimos
an ® am — an—&—m’

a — a™m = amax{m—n,O}.

Luego, C,, = (Coo; ®, —, 1) es un hoop cancelativo. No es dificil ver que C,, = C,,.

Proposiciéon 1.4.8. Todo hoop de Wajsberg totalmente ordenado es acotado o cancelativo.
Ademds, un hoop de Wajsberg es acotado y cancelativo si y solo si es trivial.

1.4.1. Subvariedades de hoops de Wajsberg

El reticulado de subvariedades de la variedad de los hoops de Wajsberg fue determinado
por Agliano y Panti (2002). En esta seccién, indicamos los resultados més importantes
que seran necesarios en la seccién §4.3 donde estudiamos el reticulado de subvariedades
de los hoops de Wajsberg monadicos de ancho k.

Existe una relaciéon importante entre las variedades de MV-algebras y las variedades de
hoops de Wajsberg. En todo hoop de Wajsberg acotado se puede definir una estructura
de MV-algebra, definiendo

-z =z —0,

]
0:=-1.

Llamamos hoop reducto a todo {®, —, 1}-reducto, y hoop subreducto a todo {®, —,1}-
subreducto. Si K es una clase de MV-dlgebras, notamos con S"(K) a la clase de subreductos
hoops de las dlgebras de K. Si V es una variedad de MV-algebras, entonces S*(V) es una
variedad de hoops de Wajsberg. En particular, la variedad WH de los hoops de Wajsberg
es la clase de subreductos hoop de las MV-algebras (ver Blok y Ferreirim (2000)).

Ejemplo 1.4.9. Notamos con C;,, al hoop de Wajsberg reducto acotado de la MV-
algebra S;,,, y con C,, al hoop de Wajsberg reducto acotado de la MV-élgebra S,,.
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Sea A un hoop de Wajsberg acotado totalmente ordenado no trivial, con primer
elemento 0. Para todo elemento a € A, definimos el orden de a como el menor entero
positivo n tal que a”™ = 0, si tal entero existe, y escribimos ord a = n. Si para todo entero
positivo n, se tiene que a”™ # 0, entonces decimos que el orden de a es infinito y escribimos
ord a = w. Definimos el orden de A, y escribimos ord A, como el supremo de los érdenes
de todos sus elementos distintos de 1, esto es, ord A = sup{orda,a € A — {1}} . Si
este supremo no existe decimos que el orden de A es infinito, y escribimos ord A = w.
Llamamos radical de A,y notamos Rad A, a la interseccion de todos los filtros maximales
de A. Si A es una cadena, entonces Rad A = {a € A: orda = w}. Ademds, Rad A es
un filtro propio y un subhoop cancelativo de A. Definimos el rango de A por rank A =
ord(A/Rad A). Los conceptos recién definidos de orden y rango coinciden con aquellos
definidos en Komori (1978b).

Ejemplo 1.4.10. Para todo t entero positivo, Rad(C,,,) = C,,,.

Teorema 1.4.11. (Agliano y Panti, 2002) Sea A un hoop de Wajsberg totalmente
ordenado no trivial. Se verifica que:

(1) si A es cancelativo, entonces V(A) = V(C,),

(2) sirank(A) = w, entonces V(A) = WH,

(3) sirank(A) =m yord A =w, entonces V(A) = V(Cpw),
(4) si ord A = m, entonces V(A) =V(C,,).

Sabemos que la variedad de las MV-algebras esta generada por sus algebras finitas. Es
més, {S; : i € I} genera la variedad MV si y sélo si I es finito. En la variedad de los
hoops de Wajsberg, tenemos que {C; : i € I} genera WH si y sélo si I es infinito.

Teorema 1.4.12. (Agliano y Panti, 2002) Sea V una variedad propia de hoops de
Wajsberg. Entonces V tiene alguna de las tres siguientes formas:

(1) V(Cpyy ..., Cp,), donde r > 1;
(2) V(Cypyy ..., Cp,, Cy), donde r > 0;
(3) V(Cpys---,Cim,,Chy s - -, Cro ), donde s > 0.

Para todo n,m enteros positivos, C,, es un subhoop de C,, si y sélo si C,, es un
subhoop de C,,, si y sélo si n|m. Ademas, C,, € V(C,,,,) si y sélo si n|m.

Sean I y J dos subconjuntos finitos de N y sea K C {0}. Una terna (I, K, J) se dice
reducida si:

s TUKUJ#0,
» si K = {0} entonces J = 0),

» sim € [ entonces m no divide a m’, para todo m’ € (I\{m} U J);
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» sit € J entonces t no divide a t', para todo t' € J\{t}.

Teorema 1.4.13. (Agliano y Panti, 2002) Las subvariedades propias de hoops de Ways-
berg estdan en correspondencia 1-1 con las ternas reducidas, via las correspondencias

(I,0,7) = V({Cp:m € IV U{Cy : t € J},

(1,{0},0) = V ({Cy, s m € I}) U{CL}.

En la siguiente figura representamos el intervalo [T, V(Cg )], donde T es la variedad
trivial. Hemos notado con, por ejemplo, (2,3, 0w) a la variedad V(Cs, C3, C,,) correspon-

diente a la terna ({2, 3}, {0}, 0).

(6, 2w, 3w)

(6, 0w)

(6) (2,3, 0w)

(Bw)

Un hoop se llama n-potente si satisface la identidad

(571) " xn—l-l?

para n € N. Veamos que la identidad (d,,) posee una versién implicacional. Esto serd im-
portante en el capitulo 5 para la determinacién del reticulado de subvariedades de las

algebras de implicacién de Lukasiewicz monédicas.
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Lema 1.4.14. Sea A un hoop. Entonces,
(a) 2 5% yma™ —y,
(b) A es n-potente si y sdlo si A satisface la identidad
(en)ajgyzxn—ﬂm;
Observemos que en todo hoop podemos escribir la operaciéon @ en términos de la
operacién ©® y la operaciéon — de la siguiente manera:
a®b=(a— (a®b)) =0
Ademas, en todo hoop de Wajsberg acotado & es la suma usual. En efecto,
(a—(a®b))—b = (ma®—(—ad—b))—b = (-aVb)—b = (-a—b)A(b—b) = =a—b = a®b.

Debido a esto, es posible hallar bases ecuacionales finitas para las subvariedades de hoops
de Wajsberg acotados siguiendo los argumentos de Di Nola y Lettieri (1999), donde se
encuentran bases ecuacionales finitas para toda subvariedad de MV-dlgebras. En un hoop
cancelativo H, se satisface que a @ b = 1, para todo par de elementos a,b € H. Mas aun,
la subvariedad de los hoops cancelativos esta caracterizada por la identidad

Qror~1.

Del Teorema 1.4.11, el Corolario 1.2.20, el Teorema 1.2.21 y lo anterior, tenemos la
siguiente caracterizacion ecuacional de las subvariedades de hoops de Wajsberg generadas
por un algebra subdirectamente irreducible.

Teorema 1.4.15. Sea A un hoop de Wajsberg totalmente ordenado no trivial. Entonces,

(1) si A es cancelativo, entonces V(A) estd caracterizada por la identidad (C),
(2) si ord A =m, entonces V(A) estd caracterizada por la identidad (0,y,).
(3) siord A =w, y
(a) rank A =1, entonces V(A) = V(C,,,) estd caracterizada por la identidad
() (x @ 2)* ~ 2® @ 2*
(b) rank A = 2, entonces V(A) = V(Cay) estd caracterizada por la identidad
(p2) (2* @ 2* B 2?)? = 2® @ 2>

(¢) rank A = n, con n > 3, entonces V(A) = V(C, ) estd caracterizada por las
identidades

(pn) ((n+1)2")* = 22",

(Vnp) (pxp_l)nH ~ (n+1)aP

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n.
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1.5. Algebras de implicacién de tukasiewicz

En esta seccién recordamos los resultados béasicos de las dlgebras de implicacion de
Lukasiewicz que seran necesarios en la tesis. En particular, los utilizaremos en el capitulo 5,
donde estudiamos la clase de los {—,V, 1}-subreductos de las MV-élgebras monédicas.
Para més detalles el lector puede ver Ferreirim (1992) y/o Komori (1978b).

Definicién 1.5.1. Un élgebra de implicacion de Lukasiewicz es un algebra A = (A; —, 1)
de tipo (2,0) que satisface las siguientes identidades

(W1) 1=z~

B) (z—=y) = ((y—2)—(z—=2) =1
(T) (x=y)—2y~(y—2) e,

L) =y = y—r)=y—a

Notamos con £ a la variedad de todas las dlgebras de implicaciéon de Lukasiewicz.
Sea A € L. Definimos, para todo a,b € A, la relacién

a<bsiysolosia—b=1.

Esta relacién es un orden parcial, que llamamos el orden natural de A. El elemento 1 € A
es el mayor elemento del conjunto A con respecto a este orden. Para todo par a,b € A
existe el supremo, y ademéas a Vb= (a —b) —=b. Sic€ Ay ¢ < a,b entonces existe el
infimo entre a y b, y esta dado por a Ab= ((a—¢)V (b—c¢)) —c.

Sea A = (A; —, 1) un élgebra de implicacién de Lukasiewicz y ¢ € A. Consideremos el
conjunto

c)={a€ A:c<a},

y definimos en [¢) las operaciones

T =T > C,

T =Y =T Y.

Entonces el dlgebra A, = ([¢); —¢, 7, 1) es un dlgebra de Wajsberg. Més atin, las dlgebras
de implicacién de Lukasiewicz son la clase de todos los {—, 1}-subreductos de las dlgebras
de Wajsberg, o equivalentemente, de las MV-dlgebras (Ferreirim, 1992).

Ejemplo 1.5.2. Para cada entero positivo n, sea L, = ({0,2,...,2=1 1};— 1) el
algebra de implicacién de Lukasiewicz que es el {—, 1}-reducto de la MV-algebra S,,.
Recordemos que a—b = min{1, 1 —a+b}, para todo a,b € L,. Ademés, L,, es subélgebra
de L,, si y sélo si n < m.
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Ejemplo 1.5.3. Llamamos L; , al {—, 1}-reducto de la MV-dlgebra S; ,,. Recordemos
que el universo de esta algebra es el conjunto

Liw={(0,y) 1y e NU{O}} U{(1,—y) : y e NU{0}}.
Para todo (a,b), (¢,d) € L1, (a,b) = (¢,d) = =(a,b) ® (¢,d) = (1 —a+c,—b+d) A (1,0).

Definicién 1.5.4. Sea A € L. Un subconjunto F' C A se dice un filtro implicativo de A
si 1 € F y si se satisface que, sia € F'y a—b € F entonces b € F.

Observar que todo filtro implicativo es un filtro de orden, esto es, sia € F'y a <b
entonces b € F. Ademds, como para todo a,b € A se verifica que b < a — b, tenemos que
los filtros implicativos de A son subuniversos.

Notamos con F(A) a la familia de todos los filtros implicativos de A, ordenados por
inclusién. Si A € L y X C A entonces el filtro implicativo generado por X es el conjunto

Fg(X)={beA:a1— (a2 — (---(an, = b)---)) =1, donde ay,as,...,a, € X}.

Si en particular X = {a} entonces Fg(a) = {b€ A:a = b= 1, para algin n € N}. Si
0 es una congruencia de un algebra A € L, entonces 1/6 es un filtro implicativo de A.
Reciprocamente, si F' es un filtro implicativo de A, entonces la relacién

O = {(a,b) € A’ :a—bb—acF}

es una congruencia sobre A, que ademas verifica que F' = 1/60r. Més ain, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.5.5. (Ferreirim, 1992) Sea A € L. La correspondencia Cong(A) — F(A)
definida por 0 — 1/6 es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por F — OF.

Ejemplo 1.5.6. Consideremos el dlgebra L . Llamamos L, = {(1,—y) : y € NU{0}}.
Este subconjunto es el tnico filtro implicativo maximal del algebra L;, y ademas
Li./0r, esisomorfo a L;. Notamos por L, a la subalgebra asociada. El dlgebra L, no
es finitamente generada. Ademéds toda subdlgebra infinita de L, es isomorfa a una copia
de ella, y toda subalgebra finita no trivial de L, es isomorfa a L,,, para algin n € N.

Las élgebras subdirectamente irreducibles en £ son totalmente ordenadas, relativas al
orden natural (Komori, 1978b).

Definicién 1.5.7. Sea A € L y x € A. Definimos el orden de z, y lo notamos con ord z,
como el menor entero n tal que zV (z AN y) = 1, para todo y € A. Si n no existe, entonces
ord x = w. Definimos el orden de A como ord A = sup{ordx : x € A}.

Teorema 1.5.8. (Komori, 1978b) Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz
subdirectamente irreducible. Se satisface que:

(a) siord A =m entonces A es isomorfa a Ly,
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(b) si ord A = w entonces A tiene una subdlgebra isomorfa a L,,, para cada entero
positivo m.

El reticulado de subvariedades de £ fue dado por Komori (1978b) y es una w+ 1-cadena
V(Lo) CV(Ly) C---CV(L,) C---C VL, =V, =L

Observar que V(Lg) y V(L) son la variedad trivial y la variedad de las élgebras de
implicacién respectivamente. Estas ultimas, también llamadas algebras de Tarski.
Para cada n € N, sea la identidad

(en)xgywxﬂy.

La variedad V(L,) es la variedad de todas las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz
que satisfacen la identidad (e,).

Notamos con [0,1]” = ([0,1];—,1) al {—,1}-reducto de la MV-dlgebra [0,1] =
([0,1]; ®, =, 0). Para cada n, L,, es una subalgebra de [0,1]” y ademds £ = V([0,1]7).
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2. MV-algebras monadicas

Las MV-algebras monadicas, o MMV-algebras, fueron introducidas y estudiadas por
J. D. Rutledge (1959) como un modelo algebraico del cédlculo de predicados (monadico)
de la légica infinito-valuada de Lukasiewicz, donde sé6lo una variable ocurre. Rutledge
llamé a las MV-algebras mondadicas con el nombre de dlgebras de Chang monadicas.

Estas dlgebras han sido estudiadas por numerosos autores. Di Nola y Grigolia (2004)
estudiaron dichas algebras como pares de MV-dlgebras donde una de las mismas es
una subdlgebra relativamente completa, con ciertas propiedades adicionales, de la otra.
Posteriormente, Belluce et. al. (2005) obtienen un teorema de representacion de ciertas
clases localmente finitas de MV-algebras monadicas, y dan una caracterizacion de los
operadores monadicos sobre MV-algebras finitas. También queremos citar el trabajo de
Lattanzi y Petrovich (2008), quienes dan una equivalencia categérica entre las variedades
de dlgebras mondadicas (n + 1)-valuadas y la clase de las dlgebras de Boole monédicas
enriquecida con cierta familia de filtros.

En este capitulo estudiamos la variedad de las MV-algebras monédicas. En la seccién
62.1 y en sus correspondientes subsecciones, se encuentran todas las definiciones y
propiedades basicas de las MMV-algebras. Indicamos las propiedades de la subalgebra VA
de A, siendo A una MMV-algebra, la caracterizacién de los miembros subdirectamente
irreducibles de la variedad, y la caracterizacién de las congruencias. Varios de los ejemplos
que son importantes para el desarrollo de la temas se indican en esta seccion. La mayoria
de los resultados expuestos en esta parte ya son conocidos. Se han incluido en la tesis
para facilitar la lectura de la misma.

En la seccion §2.2 demostramos que la variedad MMV esta generada por sus miembros
finitos y, como consecuencia importante de esto, probamos que las identidades I(x A Jy) ~
dr AJy V(xVVy) = VrV Vy se satisfacen en toda MMV-algebra. En la seccién §2.3
caracterizamos a las MMV-algebras directamente indescomponibles por medio del algebra
de Boole monadica de sus elementos complementados. En la seccién §2.4 damos un algebra
caracteristica de la variedad y, como aplicacién, demostramos varias propiedades que
seran necesarias para el desarrollo de la tesis. En la seccién §2.5 definimos el concepto de
radical monadico, y probamos que el radical monddico de una MMV-algebra coincide con
el radical de su MV-reducto. En la secciéon §2.6 comenzamos a estudiar las subvariedades
generadas por las dlgebras [0, 1]k, caracterizando a las mismas por medio de identidades.
Demostramos en esta seccién que si un algebra A pertenece a la subvariedad generada por
0,1]%, entonces es isomorfa a una subalgebra de (VA)*. En la seccién §2.7 describimos
el fragmento del reticulado de subvariedades de la variedad MMV que se encuentra
contenido en V([0, 1}k), para cada k entero positivo. Comenzaremos estudiando en la
seccion §2.7.1 las subvariedades generadas por dlgebras simples de ancho k. En la seccién
§2.7.2 tratamos con las subvariedades de algebras de rango acotado y ancho k. En la §2.7.3
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2. MV-algebras monadicas

damos una axiomatizaciéon completa para todas las subvariedades de MMV-algebras
de ancho k. Por tltimo en la seccion §2.8 estudiamos algunas subvariedades que estan
generadas por algebras funcionales monadicas de ancho infinito. Probamos que la variedad
generada por un algebra funcional monddica de ancho infinito VX es igual a la variedad
generada por el conjunto infinito de dlgebras de ancho finito V¥, k € N. Concluimos el
capitulo estudiando las subvariedades simples de ancho infinito. Las caracterizamos con
identidades e indicamos la relacion de inclusion entre las mismas.

2.1. Nociones basicas

En esta seccion damos las definiciones y propiedades basicas de las MV-algebras
monadicas, e indicamos varios de los ejemplos que seran relevantes en el estudio del
reticulado de subvariedades.

Definicién 2.1.1. (Rutledge, 1959) Un algebra A = (A;&®,—,3,0) de tipo (2,1,1,0)
se dice una MV-dlgebra monddica si (A; ®,—,0) es una MV-algebra y 3 satisface las
siguientes identidades:

(MMV1) z < Jz, (MMV4) 3(Jz @ Jy) =~ Iz & Ty,
(MMV2) J(zVy)~JzV Iy, (MMV5) 3(z©x) ~ Iz © Iz,
(MMV3) 3—3z ~ -3z, (MMV6) 3z @ ) ~ Jzr @ Jx.

Diremos también que un algebra es una MMV-algebra si es una MV-algebra monadica.
La clase de todas las MMV-dlgebras es una variedad que notamos con MMYV.
Si A es una MMV-algebra, definimos el operador V: A — A por

Va := —d—a,

para todo a € A. Claramente para todo elemento a € A se verifica que da = —V—a. En el
Lema 2.1.2 se establecen propiedades que verifica el operador V, y que reflejan dualmente
los axiomas de la definicién de las MMV-algebras.

Lema 2.1.2. (Di Nola y Grigolia, 2004) En toda MMV-dlgebra A se satisfacen las

siguientes identidades.

(MMV7) YV < x, (MMV10) ¥V(Vx © Vy) =~ Vx © Yy,
(MMVS8) ¥(x Ny) =V AVy, (MMV11) ¥(z ® x) = Vo © VY,
(MMV9) Y—Vx ~ -V, (MMV12) ¥(x @ ) = Vx ® V.

Observemos que es posible definir a las MMV-algebras utilizando la operacién V en
lugar de 3. Esto es, una MM V-algebra es un édlgebra A = (A; &, —,V,0) de tipo (2,1,1,0)
tales que (A; @, -, 0) es una MV-dlgebra y V satisface las identidades (MMV7)-(MMV12).
Utilizaremos una definicién o la otra, de acuerdo a lo que resulte conveniente.
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2.1. Nociones bédsicas

El siguiente lema retine algunas de las propiedades elementales verificadas por las
MMV-algebras que seran usadas frecuentemente en la tesis. Incluimos su demostracion,
pudiendo también el lector encontrar demostraciones de algunas de ellas en Rutledge
(1959).

Lema 2.1.3. Sea A € MMYV. Para todo a,b € A se verifican las siguientes propiedades:
(MMV13) Y0 =0, 31 =1,

(MMV14) ¥V1=1,30=0,

(MMV15) Wa = Va, 33a = Ja,

(MMV16) ¥(VYa & Vb) = Ya @& Vb, I(Ja ® 3b) = Ja ® 3b,

(MMV17) ¥Ya < b siy sdlo siVa < Vb, a < 3b siy sdlo si Ja < 3b,
(MMV18) sia <b entonces Va < Vb y Ja < 3b,

(MMV19) Ya ® Vb <V(a®b), Ia®b) < Jad 3,

(MMV20) Ya & Vb <V(a®b), I(a®b) < Ja® I,

(MMV21) ¥(—a @ b) < =Va @ Vb, =(Ja) ©3b < I(—a ®b),
(MMV22) ¥(Ya vV Vb) = Va VvV Vb, 3(a A Fb) = Ja A 3,

(MMV23) ¥Ya vV ¥b <V(aVb), I(aAb) <IJaAIb.

Demostracion. Sea A € MMV y a,b € A.
Si consideramos a = 0 en (MMV7), obtenemos que Y0 < 0. Como ademas 0 es el
primer elemento del algebra, tenemos que

V0 = 0.
De (MMV9) y (MMV13) tenemos que
V1=VY-0=V-V0=-V0=-0=1
De (MMV14) y (MMV10) sabemos que
Wa=Y(Ya® 1) =Y(Ya® VY1) =Va ® V¥l = VYa ® 1 = Ya.
De (MMV9) y (MMV10) podemos escribir

Va & Vb = ~(—Va ® —Vb) = ~(V-Va ® Y-Vb) = —V(V—Va © Y-Vb)
= V-Y(V-Va ® V-Vb) = V(~(V-Va @ Vb)) = V(~(=Va ® —b)) = V(Va & Vb).

Demostremos (MMV17). Supongamos que Va < b. Luego, Ya = Va A b. De (MMV15)
y (MMV8), obtenemos que

Va =Wa =V(Va A b) = Wa A Vb = Va A Vb,

y por lo tanto Va < Vb. La reciproca es consecuencia inmediata de (MMVT).
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2. MV-algebras monadicas

La propiedad (MMV18) es inmediata de (MMV7) y la propiedad anterior.
Observemos que Ya ® Vb < a ® b. Luego, de (MMV10) y (MMV18) tenemos que

Va ® Vb =V (Va ®Vb) <V(a©®b).

Veamos que (MMV20) se verifica. Observemos que Ya@Vb < a®b. Luego, de (MMV16)
y (MMV18) tenemos que

Ya & Vb = V(Ya & Wb) < V(a & b).
De (MMV19) y (MMV18) tenemos que V(—a®b) ©Va < V((-ma®b)©a) = V(aAb) < Vb.

Asi,
V(—a @ b) < —Va @ Vb,

demostrando (MMV21). Observemos que esta propiedad puede ser escrita equivalente-
mente de la siguiente forma

V(a —b) < Va— Vb.

Veamos que (MMV22) se verifica. En efecto, V(Va VvV ¥Vb) = Y((Va ® =Vb) & Vb) =
V((Va@V-Vb)®Vh) = V(V(Va®V-Vb)®Vb) = (Va®V-Vb)®Vb = (Va®—Vb)®Yb = Ya\VVb.
Notemos que Va V Vb < a V b. Luego, de (MMV18) y (MMV22) tenemos que

V(Va v Wb) = Va v Vb < ¥(a V b),

y en consecuencia (MMV23) se satisface.

Para finalizar, observemos que las restantes propiedades son las correspondientes duales
a las ya demostradas. O

Observemos que si a € A es tal que a = Vb, para algin b € A, entonces a = Va. En
efecto, Va = VWb = Vb = a. Consideremos el conjunto VA = {a € A: a = Va}.

Lema 2.1.4. Sea A € MMV . Entonces, VA = (VA;®,—,0) es una MV-subdlgebra del
MV-reducto de A.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de (MMV15), (MMV13), (MMV16) y (MMV9).
O]

En lo que resta de esta seccién indicaremos varios ejemplos de MMV-algebras, que
seran importantes en el estudio del reticulado de subvariedades.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos las dlgebras de Boole monddicas (ver Halmos (1956)).
Estas son algebras B = (B;V, A, ,3,0,1) donde (B;V,A,,0,1) es un algebra de Boole y
7 satisface las identidades

(BM1) 30 ~ 0,

(BM2) z < Jz,

(BM3) 3(x A Jy) =~ Tz A Jy.
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2.1. Nociones bédsicas

Veamos que toda algebra de Boole monadica es una MMV-algebra. Recordemos que si
(B;V,A\,,0,1) es un algebra de Boole entonces (B; @, —,0) es una MV-algebra definiendo
las operaciones

a®b=aVb,

/
—a=a,

para todo a,b € B. En consecuencia a ®b = a Aby (MMV1), (MMV5) y (MMV6)
se satisfacen inmediatamente. En el siguiente lema veremos que también se satisfacen

(MMV2), (MMV3) y (MMV4), entre otras.

Lema 2.1.6. Sea B un dlgebra de Boole monddica. Para todo a,b € B se verifican las
siguientes propiedades:

(BMy) 31 =1,

(BM5) 33a = Ja,

(BM6) sia <b entonces Ja < 3b,
(BM7) 3(Ja A 3b) = Ja A 3b,

(BM8) 3(Ja)" = (Ja)’,

(BM9) 3(3a A 3b) = Ja A 3b,

(BM10) 3(3a Vv 3b) = Ja v 3b,
(

(BM11) 3(a Vv b) = 3a Vv Ib.

Demostracion. La propiedad (BM4) se verifica facilmente de (BM2). Veamos (BM5).
En efecto, 33a = 3(1 A Ja) = 31 A Ja = Ja. Para (BM6), observemos que si a < b
por (BM2) tenemos que a < Jb. Entonces, de (BM3), Ja = J(a A 3b) = Ja A 3b, de
donde se deduce que Ja < 3b. Demostremos (BM7). En efecto, de (BM3) y (BM5),
3(Ja A 3b) = F3a A b = Ja A Fb. Para (BM8) observemos en primer lugar que de (BM1),
(BM3) y (BM5), tenemos que

0=30=3((3a)’ AJa) = 3(Fa)’ AFa = 3(Fa)’ A Ja.
Luego,

(Fa)' = (Fa)' VO = (Fa)' V (3(Fa) AJa) = ((3a)" vV I(Fa)") A ((Fa)' V Ta)

Veamos ahora (BM9). En efecto, de (BM3) y (BM5), 3(3a A 3b) = 33a A 3b = Ja A 3.
La propiedad (BM10) surge facilmente de (BM8) y (BM9). Por tltimo, demostremos
que 3(a V b) = Ja V Tb. En efecto, sabemos que a,b < a Vb. Luego Ja,Fb < J(a Vb) y
en consecuencia da V 3b < 3(a V b). Por otro lado, a V b < Ja Vv 3b. Luego, I(a vV b) <
3(3a v 3b) = Ja Vv 3b. Por lo tanto, I(a V b) = Ja Vv Jb. O
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2. MV-algebras monadicas

A continuacion vamos a definir el concepto de MV-dlgebra funcional monadica. Para
ello, sea X un conjunto no vacio y V una MV-élgebra. Si consideramos el conjunto V¥ de
todas las funciones de X en V, con las operaciones definidas componente a componente,
entonces VX es una MV-dlgebra. Si p € VX y existen el supremo y el infimo del conjunto
{p(y) : y € X}, entonces definimos las siguientes funciones constantes:

3v(p)(z) = sup{p(y) : y € X}

Va(p)(z) = inf{p(y) : y € X},
para todo z € X.

Definicion 2.1.7. Una MMV-dlgebra funcional o MV-dlgebra funcional monddica A’ es
una MMV-4lgebra cuyo MV-reducto es una MV-subdlgebra de VX y donde los operadores
existencial y universal son las funciones 3, y V, respectivamente. Notar que en A’ se
verifica que:

(1) sip e A, entonces existen los elementos sup{p(y) : y € X} e inf{p(y) : y € X},
(2) sip € A" entonces las funciones 3, (p) y VA(p) pertenecen a A’.

En el siguiente ejemplo definiremos una MMV-algebra funcional que sera de gran
importancia, pues posteriormente probaremos que genera a la variedad.

Ejemplo 2.1.8. Consideremos la MV-dlgebra ([0, 1]N; &, =, 0) cuyo universo es el conjun-
to de todas las funciones p: N — [0, 1] y las operaciones @&, = y 0 definidas componente
a componente. Para cada p € A, existe inf{p(i) : i« € N} y podemos definir la funcién
constante (Vap) () = inf{p(i) : i € N}, para todo ¢ € N. A continuacién veremos que
[0,1]N = ([0, 1]Y; @, =, VA, 0) es una MMV-algebra. Probaremos en el Lema 2.1.9 una
propiedad que utilizaremos para demostrar las identidades (MMV11) y (MMV12). Este
lema volvera a ser utilizado mas adelante.

Lema 2.1.9. Si ¢: [0,1] — [0,1] es una funcion continua a derecha y creciente, y
X C[0,1] es un subconjunto no vacio, entonces inf {p(z):x € X} = p(nf{z:z € X}).

Demostracion. Notemos por & = inf{z : x € X}. Es claro que para cada x € X se
verifica que ¢ (Z) < ¢(z), por ser T < = y ¢ creciente. Entonces, bastaria probar que
¢ (Z) es la mayor de las cotas inferiores del conjunto {¢(z) : € X }. Supongamos por el
absurdo que existe una cota inferior C' del conjunto {¢(z) : z € X} tal que ¢ (z) < C.
Sea D =inf {y € [0,1] : C < p(y)}. Por la continuidad a derecha de ¢, este infimo es un
minimo. Luego, C' < (D). Como C < ¢(z), para todo z € X, resulta que D < x, para
todo =z € X. Luego, D < Z y por lo tanto, ¢(D) < ¢ (z). Lo cual es un absurdo ya que
o (z) < C < (D). O

Lema 2.1.10. EI dlgebra [0,1]N = ([0, 1]N; @, =, VA,0) es una MMV-dlgebra.
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2.1. Nociones bédsicas

Demostracion. Veamos que V, verifica las identidades (MMV7)-(MMV12).
Notemos que la identidad (MMV7) es inmediata de la definicién de V.
Sean f, g € [0,1]N. Como

inf {min{f(i),g(7)} : i € N} = min {inf {f(7) : s € N} ,inf {g(i) : i € N}},

la identidad (MMV8) se satisface.

Para (MMVO9), basta observar que inf {1 — inf{f(i):4 € N} : 7 € N} =1 —inf{f(4) :
i € N} ya que el miembro derecho es constante. Por la misma razén, (MMV10) se
satisface.

Demostremos (MMV11). Para ello, consideremos la funcién ¢: [0,1] — [0, 1] definida
mediante p(z) = x © z. Esta funcién es continua y creciente, ya que

(0 sizel0,1/2)
xQx_{2x—1 size(1/2,1]

Luego, por el Lema 2.1.9, sabemos que VY (f © f) =VAf ©OVAS.
La demostracién de (MMV12) es andloga a la anterior, considerando la funcién continua
y creciente ¢(x) = x @ x, esto es,

[ 22 sixzel0,1/2]
w@x—{ 1 size(1/2,1]

y aplicando el Lema 2.1.9. [

Ejemplo 2.1.11. Otra MMV-algebra funcional que serda importante més adelante es la
subalgebra SN del 4lgebra [0, 1]N.

En lo que resta de la seccién consideraremos MV-algebras funcionales monddicas donde
X es un conjunto finito. Empecemos estableciendo las siguientes propiedades de las
MV-algebras.

Lema 2.1.12. Para todo entero positivo n, las siguientes identidades se satisfacen en
toda MV-dlgebra A:

(1) 22y V 2wy V -+ -V 2, = 2(x; Vas V.- Va,),
(2) AIVZEIV - Va2 x (v Vag V-V,

Demostracion. Por el Teorema de Representacién de Chang podemos suponer que A es
una MV-cadena. Dados ay, as, ..., a, € A, existe algun j € {1,...,n} tal que a; < q;,
para todo i € {1,...,n}. Luego, 2a; < 2a;, para todo i. Entonces

2a1 V 2a3 V-V 2a, =2a; =2(a1 Vag V- Vay,).
Andlogamente se demuestra (2). O

La Proposicién 2.1.13, nos otorga un método para construir muchos de los ejemplos
que seran de importancia en esta tesis.
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2. MV-algebras monadicas

Proposicién 2.1.13. Sea A una MV-dlgebra y X = {1,2,...,k} un conjunto finito.
Consideremos la MV-dlgebra producto AX donde las operaciones ®, = y 0 estdn definidas
componente a componente, y definimos 3,: AX — AX por 3, ({ay,as, ..., a,)) = (a1 V
asV - Ny, ...,a1VayV---Va,). Entonces AX = (A%;®,—,3,,0) es una MMV-dlgebra.
(Observemos que Vp ({a1,a,...,an)) = (a1 ANag A+ Nap,...,a1 Nag A -+ Aay)).

Demostracion. Sean {(ay,as,...,a,) y (b, b, ..., b,) dos elementos de AX. Es claro que
Ay ({a1, a9, ... ,a,)) > {ay,as,...,a,). Notemos que como X es un conjunto finito,

k

k k
i=1 i=1

i=1

Entonces 3y ((a1, as,...,a,) V (b1, b2, ..., b,)) = 3y ((a1, a9, ..., a,))VIy ({b1, b2, ..., by)).
Como —, @ estan definidas componente a componente y 3y ({a, aq, ..., a,)) es constante
en cada componente, es claro que se satisfacen las identidades (MMV3) y (MMV4).
Demostremos (MMV5). Del Lema 2.1.12 tenemos que

A (a1, a9, ..., an) ® {ay,aq,...,a,)) = Iy ((2a1,2as, ..., 2a,))
=(2a1 V2as V---V2a,,...,2a;V2as V-V 2a,)

(2(a3 VagV---Vay),...,2(a; Vay V- Va,))
=3y ({ay,a9,...,a,)) ® Iy ({(a1,a9,...,a,)).

La identidad (MMV6) se demuestra en forma andloga a la anterior, utilizando la propiedad
(2) del Lema 2.1.12. O

Notemos que en la MMV-algebra AX se satisface que 3, (AX), la subdlgebra de todas
las funciones constantes de AX, es isomorfa a A.

Ejemplo 2.1.14. Si X = {1,..., k}, notamos con L* a la MMV-algebra L* definida en
la Proposicién 2.1.13. Por ejemplo, si consideramos S,, € MV y X = {1,2,3}, entonces
S? es una MMV-dlgebra. En el teorema anterior, L no necesariamente es un dlgebra
finita. Por ejemplo, Sk, v [0,1]" son MMV-élgebras.

Consideremos una MMV-dlgebra A y el conjunto B(A) de los elementos booleanos
de A. Sabemos que B(A) es una MV-subdlgebra de A. Ademas, si a € B(A) entonces
a=a®ayde (MMVI12) tenemos que

Va =VY(a® a) =Vad Va.
Luego, Va € B(A). Luego, B(A) es una MMV-subalgebra de A.

Teorema 2.1.15. (Belluce et. al., 2005, Theorem 3.1) Sea L una MV-dlgebra totalmente
ordenada, k un entero positivo y X = {1,2,...,k} un conjunto finito. Sea D la subdlgebra
de LX de todas las funciones constantes de LX y sea A una subdlgebra de LX tal que D C
A. Definimos Vp: A — A mediante ¥Ypa(i) = ¢, para todo i, donde ¢ = miny<;<{a(i)}.
Entonces A = (A;®,—,V,0) es una MMV-dlgebra. Ademds VAA =D = L.
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2.1. Nociones bédsicas

Ejemplo 2.1.16. Consideremos la MMV-algebra S . Sea S¥, el subconjunto de St ,
definido por todos los elementos a = (a(i))ieq1,..ky € St que satisfacen que, a(i) es
de orden finito para todo i, o que a(i) es de orden infinito para todo 7. Luego, del

Teorema 2.1.15 obtenemos que Sf, es una MMV-subdlgebra de S} . Observar que la

subdlgebra de los elementos complementados B(S} ) es isomorfa al dlgebra de Boole 2
con dos elementos.

2.1.1. Subdlgebras m-relativamente completas

Vimos en la seccién anterior que VA = (VA; @, —,0) es una MV-subélgebra del MV-
reducto de A. A continuacién veremos una caracterizacion de VA debida a Di Nola y
Grigolia (2004). En este trabajo, los autores estudian a las MV-élgebras monddicas como
pares de MV-dlgebras (A, Ay) donde Ag es una subdlgebra de A con ciertas propiedades
especiales. Comencemos recordando la siguiente nocion introducida por Halmos (1962).

Definicién 2.1.17. Sea A una MV-dlgebra y Ay una subdlgebra de A. Diremos que Ay
es una subalgebra relativamente completa de A,y notamos rc-subalgebra, si para todo
a € A, el conjunto {b € Ay : b < a} tiene un elemento maximo.

En el Lema 2.1.18 veremos que en toda MMV-algebra A, la subalgebra VA es relativa-
mente completa.

Lema 2.1.18. (Rutledge, 1959) Si A es una MMV-dlgebra, entonces VA es una rc-
subdlgebra de A. Mds ain, para todo a € A, se tiene que Ya = méx{b € VA : b < a}.

Demostracion. Sea a € Ay b€ VA tal que b < a. Entonces b = Vb < Va. Por lo tanto,
Va es el elemento maximo del conjunto {b € VA : b < a}. O

Definicién 2.1.19. (Di Nola y Grigolia, 2004) Sea A una MV-algebra y Ay una subélge-
bra de A. Decimos que Ag es una subalgebra m-relativamente completa de A, y notamos
mrc-subalgebra, si Ag es relativamente completa y se verifican las siguientes propiedades:

(mrcl) para todo a € Ay para todo x € A tales que x > a ® a existe v € Ay tal que
z>vOvyv<a,

(mrc2) para todo a € A y para todo x € Ay tales que x > a @ a existe v € Ay tal que
z>vdvyv<La.

Lema 2.1.20. (Di Nola y Grigolia, 2004, Theorem 4) Sea A una MMV-dlgebra. Entonces
VA es una mre-subdalgebra del MV-reducto de A.

Demostracion. Teniendo en cuenta el Lema 2.1.18, sélo resta ver que VA verifica (mrcl) y
(mrc2). Para ello, sean a € Ay x = Vz tales que x > a®a. Luego, z > V(a®a) = Va®Va.
Tomando v = Va tenemos (mrc2). La propiedad (mrcl) es andloga. O
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2. MV-algebras monadicas

Di Nola y Grigolia (2004, Theorem 5) demostraron que si A es una mrc-subélgebra
de una MV-élgebra A y si definimos V: A — A por Va = max{b € Ay : b < a}, entonces
A’ = (A;®,-,V,0) es una MMV-dlgebra. Es claro que en este caso VA’ = A,.

En el Lema 2.1.21 se indica que la tnica operacién V que se puede definir en una
MV-algebra A totalmente ordenada de forma tal que A enriquecida con V sea una
MMV-algebra, es la identidad.

Lema 2.1.21. (Di Nola y Grigolia, 2004) Si Ay es una mrc-subdlgebra totalmente
ordenada de una MV-dlgebra A entonces Agy es una subdlgebra mazimal de A dentro de
las subdlgebras totalmente ordenadas. Como consecuencia, si A es una MMV-dlgebra
totalmente ordenada entonces A = VA.

2.1.2. Filtros monadicos y congruencias

En esta seccién vemos que en toda MMV-algebra A, las congruencias estan deter-
minadas por la familia de filtros monadicos. Analizamos la relacién entre la familia de
filtros monddicos de A y la familia de filtros de VA. Estos resultados fueron demostrados
por Rutledge (1959), aunque en su trabajo relaciona las congruencias con ideales, que
es un concepto dual al de filtros. Sin embargo, para los propdsitos de esta tesis, y muy
especialmente para el capitulo 4 y el capitulo 5, serd importante trabajar con filtros.

Definicién 2.1.22. Sea A € MMV y F un filtro de A. El filtro F' se dice monddico si
para todo a € F' se verifica que Va € F.

Si X C A, X # 0, el filtro monddico generado por X es el conjunto
FMg(X)={be A:Va, ©®Vay ®--- ®Va, <b, donde ay,ay,...,a, € X}.
Si en particular X = {a} entonces
FMg(a) = {b € A: (Va)" <b, para algin n entero positivo }.

Observar que FMg(X) = Fg(VX). Notamos con Fy;(A) al conjunto de filtros monadicos
del dlgebra A, ordenados por inclusién. Claramente, Fj;(A) es un reticulado.
Si 0 € Conpay(A) entonces 1/0 € Fpr(A). Si F € Fp(A), entonces la relacion

O = {(a,b) € A*: (-a®b)® (-bDa) € F}

es una congruencia sobre A. Més aun, el Teorema 2.1.23 establece que el reticulado de
los filtros monadicos y el reticulado de las relaciones de congruencia son isomorfos.

Teorema 2.1.23. Sea A € MMYV. La correspondencia Conpyay(A) — Fu(A) defi-
nida por 0 — 1/0 es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por F' — 0.

Vimos que VA es una MV-dlgebra. Entonces, la familia F(VA) de filtros de VA es un
reticulado. El siguiente teorema, también debido a Rutledge (1959) indica que F(VA) es
isomorfa a F/(A).
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Teorema 2.1.24. Sea A € MMV . La correspondencia Fp(A) — F(VA) definida por
F — FNVA es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por M — FMg(M).

Sabemos que el reticulado de congruencias de VA es isomorfo al reticulado de filtros de
VA. Luego, el siguiente corolario es una consecuencia inmediata de ésto, del Teorema 2.1.23
y del Teorema 2.1.24.

Corolario 2.1.25. 51 A € MMYV entonces
COIIMM])(A> = fM(A) = f(VA) = COHM\)(VA).

Del Corolario 2.1.25 y del hecho que la variedad MYV posee distributividad de con-
gruencias y extensién de congruencias, se tiene que la variedad MMV también.

2.1.3. Algebras subdirectamente irreducibles

En esta seccién vemos que toda MM V-algebra es producto subdirecto de MM V-algebras
A, donde VA, es una MV-cadena. Ademas, obtenemos que para las MMV-algebras A
tales que YA es una cadena, podemos hallar una representacion subdirecta de forma
tal que se preserve la subalgebra VA en cada uno de los factores. Estos resultados son
debidos a Rutledge (1959), pero los reproducimos aqui por razones de autocontenido.

Proposicién 2.1.26. (Rutledge, 1959) Toda MMV-dlgebra A es isomorfa a un producto
subdirecto de MMV-dlgebras A;, i € I, tal que YA, es totalmente ordenada.

Demostracion. Buscamos una familia S de filtros monddicos de A tal que (S = {1}y
tal que V(A /F;) sea totalmente ordenada, para todo F; € S.

Para ello, consideremos la MV-algebra VA. Sabemos por el Teorema de Representacion
de Chang que existe una familia S’ = {P; : i € I} de filtros primos de VA tal que
NS = {1} y tal que (VA)/P; es una cadena, para todo i € I. Sea S = {FMg(F;) : i € I}.
Verifiquemos en primer lugar que (S = {1}. Sea a € A, a # 1. Luego, Va < 1. Como
NS = {1}, sabemos que existe j € I tal que Va ¢ P;. Luego a ¢ FMg(P;). En
consecuencia (S = {1}.

Probemos que para cada ¢ € I, V(A/FMg(P;)) = (VA)/P,. Sean a,b € A tales que
V(a/FMg(P;)) = V (b/ FMg(F;)). Entonces (Va)/ FMg(P;) = (Vb)/ FMg(P;). Sabemos
que (Va)/FMg(P;) = (Vb)/ FMg(P;) si y sélo si (Va — Vb) ® (Vb — Va) € FMg(P;) siy
sélo si (Va — Vb) ® (Vb — Va) € P; siy sélo si (Va)/P;, = (¥b)/P;. Entonces la aplicacién
¢:V(A/FMg(P,)) — (YA)/P, definida por ¢(V (a/ FMg(FP;))) = (Va)/P; es inyectiva y
sobreyectiva. Ademds, ¢ es un isomorfismo. Por lo tanto V (A/FMg(F;)) es totalmente
ordenada. O

El objetivo ahora es obtener una representacion de cada MMV-algebra A tal que VA
es totalmente ordenada, como producto subdirecto de MV-algebras donde se preserve la
subalgebra VA en cada factor de la representacién de A. Veamos en primer lugar algunos
resultados que nos facilitaran la demostracion.
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Recordemos que en toda MV-édlgebra se verifica que
a®b=(a®b)® (a®Db). (2.1)
En efecto, es claro que a b < (a ® b) @ (a ® b). Ademads, de (MV18), tenemos que
(a®b)®(a®b)®=(a®b)=(a®@b) A=(a®b) =(a®b) A (—a®-b)=0.
Esto es equivalente a decir que (a®b)® (a®b) < a®b. Por lo tanto, ab = (aBb) S (a®b).
Lema 2.1.27. Sea A € MMV . Para todo a,b € A se verifica que
Via®db) =V(adb) &V(a®b).

Demostracion. Es claro que V(a ®b) < V(a ®b) & V(a ® b). Ademds, de la ecuacién (2.1)
y (MMV20), tenemos que

Via®b) =V((a®b)®(a®b)>VY(ad®b) ®&V(a®b),
completando la demostracion. O

Lema 2.1.28. Sea A € MMV . Para todo a,b € A se verifica que
V(e ®b) =V(a®b) ®V(a®b).

Demostracion. Es claro que Y(a ® b) > V(a @ b) ® V(a © b). Ademas, del Lema 2.1.27 y
(MV19), tenemos que

V(a®b) ®=(V(a®b) @V(a®b) =Y(a®b) ® (-V(a®db) & -V(a®b) =
Y(a®©b)AN-V(a®b)=-VY(adb)©Vadb) BV aeb)) =
V(a®b) ©V(a®b) =0.

Entonces V(a ® b) < V(a® b) ® ¥Y(a ® b), con lo que queda demostrada la igualdad. [

Lema 2.1.29. Sea A una MMV-dlgebra tal que VA es totalmente ordenada. St a,b € A
son tales que ¥Y(a ® b) > 0 entonces a &b = 1.

Demostracion. Sean a,b € A tales que V(a ® b) > 0. Como VA es totalmente ordenada,
dados los elementos V(a & b) y =V(a ® b) resulta que V(a ® b) < -V(a ®b) o V(a & b) >
—V(a ® b). Supongamos que V(a & b) < =V(a ® b). Esto es lo mismo que decir que
V(a®b) ®V(a ®b) = 0. Luego, del Lema 2.1.28, tenemos que V(a ® b) = 0, y ésto
contradice la hipétesis del lema. En consecuencia, debe ocurrir que V(a @ b) > =V(a ® b).
Adema&s tenemos por hipétesis que V(a ® b) > —1 y del Lema 2.1.28 tenemos que
1oV(aob) =V(a®b) ©V(a©®b). Luego, del Lema 1.2.8 tenemos que V(a @& b) =1y en
consecuencia, a @ b = 1. O

Corolario 2.1.30. Sea A una MMV-dlgebra tal que 3A es una cadena. Si a,b € A son
tales que 3(a B b) < 1 entonces a ® b= 0.
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Lema 2.1.31. Sea A una MMV-dlgebra tal que YA es totalmente ordenada. Si a,r € A
son tales que a # 1 yr # 1 entonces a V Vr < 1.

Demostracion. Supongamos por el absurdo que a V' Vr = 1. Entonces 1 = (a ©® —Vr) & Vr,
o lo que es equivalente =Vr < a ® =Vr. Luego, V-Vr < V(a ® =Vr) y como Vr < r < 1
y V=Vr = =Vr, tenemos que 0 < =Vr < V(a ® =Vr). Por el Lema 2.1.29, tenemos que
a ® —~Vr = 1, es decir, Vr < a. Pero entonces, 1 = Vr V a = a, lo cual contradice la
hipétesis a # 1. O

Teorema 2.1.32. Sea A una MMYV-dlgebra tal que VA es totalmente ordenada. Sia € A,
a # 1, entonces eziste un filtro primo (no necesariamente monddico) P, de A tal que

1. a ¢ P,
2. Pb,NVA={1}y
3. sir <1 entonces aVVr ¢ P,.

Demostracion. Sean A € MMV y a € A verificando las condiciones del enunciado.
Consideremos la familia de todos los filtros de A que satisfacen las tres condiciones
del teorema. Veamos que el filtro {1} pertenece a esta familia. En efecto, trivialmente
{1} NVA = {1}. Ademds, de a < 1, resulta la primer condicién. Si r < 1, del Lema 2.1.31,
obtenemos que a V Vr < 1. Luego {1} pertenece a la familia de filtros y en consecuencia
esta familia es no vacia. Aplicando el Lema de Zorn sabemos que existe un filtro P, que
es maximal con respecto a las propiedades 1, 2 y 3 del teorema.

Veamos que P, es un filtro primo. Haremos la demostracién por el absurdo. Para
ello, consideremos z,y € A y supongamos que x -y ¢ P, e y >z ¢ P,. Luego,
P, CFg(P,U{x —y})y P, C Fg(P,U{y — z}).

Veamos que alguno de estos filtros satisface la condiciéon 3. Supongamos por el absurdo
que existen p, g € A—{1} tales que aVVq € Fg(P,U{zx—y}) y aVVp € Fg(P,U{y—x}).
Como VA es totalmente ordenada, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
Vp < Vq. Luego, aVVp < aVVqy por lo tanto aVVq € Fg(P,U{y—x}). De aqui resulta que
existen my, ms € P,y ny,ne € Ntales que aVVq > m1©(z—y)™ v aVVq > me®(y—z)"2.
Obtenemos de esto que a V Vg > (mi1 ® (x = y)™) V (me ® (y — x)"?). Sean m =
mi©Omgy € P, yn = méx{ny,ny}. Entonces, aVVqg > (m ® (z - y)")V(m e (y — x)") =
mo ((z—=y)"V(y—2x)") =me1l=me P, Entonces, aVVq € P,, lo cual es una
contradiccion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que Fg(P,U{x—y}) satisface la condicién 3. Si
tomamos r = 0 entonces aV0 = a ¢ Fg(P,U{x—y}). Ademds, si Vr € Fg(P,U{z—y})N
VA es tal que Vr < 1, entonces de Vr < a V Vr tenemos que a VvV Vr € Fg(P,U{x —y}), lo
cual no puede ocurrir. Por lo tanto, Fg(P,U{x—y})NVA = {1}. Luego, Fg(P,U{z—y})
satisface las condiciones del teorema y contiene propiamente a P,, contradiciendo su
maximalidad.

Por lo tanto, para todo x,y € A se tiene que r -y € P, 6 y — x € P,. Luego, P, es
un filtro primo. O
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2. MV-algebras monadicas

Ahora estamos en condiciones de demostrar que existe una representacion de A en
la cual se preserva VA como subalgebra en cada factor. Mas precisamente, tenemos la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.33. (Rutledge, 1959) Si A es una MMYV-algebra tal que YA es total-
mente ordenada entonces el MV-reducto de A es producto subdirecto de MV-dlgebras
B; totalmente ordenadas, i € I, donde las proyecciones m;: A — B; verifican que

Demostracion. Consideremos la familia de todos los filtros primos del Teorema 2.1.32.
Como (V,c 41y P = {1}, sabemos que A es producto subdirecto de {A/F,}aea\(1} ¥ que
A /P, es una cadena para todo a. Consideremos el epimorfismo canénico m,: A — A/P,.
Como P, NVA = {1}, tenemos que 7, [v4 es inyectivo. Luego, 7,(VA) = VA, para todo
ac A\ {1}. O

La Proposicién 2.1.34 indica una caracterizacién de las MMV-algebras subdirecta-
mente irreducibles finitas que sera necesaria para la determinacién del reticulado de
subvariedades.

Proposicién 2.1.34. (Di Nola y Grigolia, 2004) Si A es una MMV-dlgebra finita tal
que YA es totalmente ordenada, entonces A es isomorfa a un producto directo finito de
MV-dlgebras A; finitas, i € {1,...,n}, tal que A; = VA, para todo i. Mds ain, VA es
1somorfa a la subdlgebra diagonal del producto.

Es decir, si A es una MMV-dlgebra finita subdirectamente irreducible entonces A =
(VA)¥, para algtin k entero positivo (ver Ejemplo 2.1.14).

Si A es una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible, y en consecuencia VA es una
cadena, entonces la siguiente caracterizacién de la subalgebra B(A) de los elementos
booleanos de A es inmediata.

Lema 2.1.35. Si A es un dlgebra subdirectamente irreducible entonces la subdlgebra de
sus elementos booleanos B(A) es un dlgebra de Boole monddica simple.

Recordemos que un algebra de Boole monéadica B es subdirectamente irreducible si y
0 sia<1

solo si B es simple si y s6lo si V: B — B esta definido por Va = { 1 siae1

2.2. Generacion de MMYV por sus miembros finitos

En esta secciéon demostramos que la variedad MMV esta generada por sus miembros
finitos. Como consecuencia importante, probamos que la variedad MMV satisface las
identidades

Az ATy) =~ Jx ATy

V(z V Vy) =~V V Vy.
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Para cada entero n > 1, sea K, la clase de MMV-algebras que satisfacen la identidad
(6,) ™ ~ x"* (Di Nola y Grigolia (2004)).

Notemos que K es la variedad de las algebras de Boole monadicas. Claramente, si
n < [ entonces IC,, C K.

Lema 2.2.1. Toda dlgebra subdirectamente irreducible de IC,, es simple.

Demostracion. Si A € K,, es subdirectamente irreducible entonces VA es una MV-
algebra subdirectamente irreducible totalmente ordenada que satisface (,). Luego, VA
es isomorfa a S,,, para algin 1 < m < n. En particular, VA es simple. Luego, A es
simple. O

Lema 2.2.2. (Belluce et. al., 2005) Si A es una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible
(simple) finita perteneciente a K,, entonces A = Sk 1 < m < n, para algin k € N.

Demostracion. Es inmediato del Lema 2.2.1 y la Proposicién 2.1.34. O]

Vamos a ver que la MMV-dalgebra libre de la subvariedad IC,, sobre un conjunto G de
generadores de cardinal r finito, es finita. Notamos a esta algebra con Freer, (G).

Sea A € K, y X C A. Notamos con S(X) a la MMV-subélgebra generada por X en
A y por Syv(X) ala MV-subdlgebra generada por X en A.

La demostracion del siguiente lema es inmediata.

Lema 2.2.3. Si A € MMV y G C A es un conjunto de generadores de A, entonces
A =Sy (GUVA).

Lema 2.2.4. Toda dlgebra A € IC,, finitamente generada simple es finita.

Demostracion. Sea G un conjunto finito de generadores de A. Como A € C,, entonces el
MV-reducto de A y la MV-subalgebra VA pertenecen a la subvariedad de MV-algebras
que satisfacen (9,,). Luego, VA = S,, para algin 1 < m < n. Ademas, la subvariedad de
MV-élgebras que satisfacen (d,,) es localmente finita (ver Cignoli et. al. (2000), seccién
8.6) y GUVA es un conjunto finito. Luego, Syv (G U VA) es finita. Por el Lema 2.2.3
tenemos que A es finita. ]

Proposicién 2.2.5. La subvariedad IC,, es localmente finita.

Demostracion. Si M es el conjunto de todos los filtros monddicos maximales de Freex, (G)
y M € M, entonces Freex, (G)/M es simple y tiene un nimero de generadores menor o
igual que r. Por el Lema 2.2.4 sabemos que Freex,(G)/M es finita. Ademés, el reducto
MYV del algebra libre Freex, (G)/M pertenece a la subvariedad de MV-algebras que
satisface (d,). Por lo tanto, el cardinal de Freex, (G)/M es menor o igual que n"" .

Sabemos ademds que Freey, (G) es isomorfa a una subdlgebra de [],,. \, Freex, (G)/M,
entonces para ver que Freey, (G) es finita es suficiente demostrar que existe un nimero
finito de filtros monadicos maximales.

El cardinal del conjunto M es menor o igual al nimero de funciones que se pueden
definir de G en Sf”, para todo t < n. En efecto, basta considerar la aplicacion suryectiva
que asigna a cada f: G — Sf”, el nicleo del homomorfismo extension de f. De donde
se tiene que M es un conjunto finito. O
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De la Proposicién 2.2.5 tenemos que el siguiente teorema es inmediato.

Teorema 2.2.6. La subvariedad IC,, esta generada por sus miembros finitos. Mas ain,
Kp=V({Sk :keN1<m<n}).
Rutledge (1959) demostr6 que
MMY =V (U /cn> .
neN

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.
Corolario 2.2.7. La variedad MMYV esta generada por sus miembros finitos.

Por lo tanto, la variedad MMV estd generada por {SF : n k € N}.

Lema 2.2.8. Para todo a,b € S*, se verifica que

EI\/(CL VAN Elvb) = El\/a, N El\/b,

V/\(CL \Y V/\b) = V/\a, V V/\b

Demostracién. Sean a = (ay,as,...,ax) y b= (b, by, ..., b;) dos elementos de S*. Sea
Ao = (m,m,...,m) donde m =by Vby V---Vb, =méax{by, by, ..., b} Luego,

aANIb={ar,as,...;ax) AN (m,m,...,m) = {ag Am,as Am,...,a, A'm).

entonces
Ay(a A Ivb) = IFy({ar Amyag Am,... a, Am)).

Ademas,
(aa Am)V (aaAm)V...(ag Am) = (a3 VagV---Vag) Am.

Y por lo tanto,

Ay(anIb)=((a1VayV---Vag) Am,...,(axVagV---Vag) Am) =
(ay VagV---Vag,...,a;VagV---Vag) A{m,m,...,m) = Iya A Ib.

La otra igualdad se demuestra en forma analoga. O]
El siguiente resultado se obtiene en forma inmediata del Corolario 2.2.7 y el Lema 2.2.8.
Proposicién 2.2.9. Las siguientes identidades se satisfacen en toda MMV-dlgebra:
(MMV24) 3(a A3b) ~ Ja A,
(MMV25) ¥Y(a V V¥b) = Va V Vb.
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2.3. Productos directos

En esta seccién caracterizamos a las MMV-algebras directamente indescomponibles
por medio del algebra de Boole monadica de sus elementos complementados. Probamos
que una MMV-élgebra es directamente indescomponible si y sélo si B(A) es simple.

Recordemos que en toda MV-dlgebra A se tiene que [b) = {a € A : b < a} es un filtro
de A siy sélosi [b) = Fg(b) siy sélosibe B(A). En una MMV-dlgebra las siguientes
condiciones son equivalentes.

Lema 2.3.1. Sea A una MMV-dlgebra. Son equivalentes:
(1) be B(A) yVb=b,

(2) [b) € Fu(A),

(3) [b) = FMg(b).

Demostracion. Sea b € B(A) tal que Vb = b. Sabemos que [b) es un filtro de A. Demos-
tremos que es monédico. En efecto, si a € [b) entonces b < a. Luego, b = Vb < Va. Esto
es, Va € [b). En consecuencia [b) € Fy(A).

Supongamos que [b) € Fp(A). Entonces, FMg(b) C [b). Reciprocamente, sea a € [b).
Entonces b < a y Vb < Va, con lo cual tenemos que a € FMg(b).

Por tltimo, supongamos que [b) = FMg(b). Entonces b®b € [b) y por lo tanto, b©b = b.
Luego, b € B(A). Ademas, Vb € FMg(b) = [b). Luego, Vb = b. O

Sea A una MMV-élgebra y sea b € B(A) — {1}. Sean las funciones —,: A — Ay
hy: A — A definidas por =z := =z V by hy(x) := z V b, respectivamente.

Proposicién 2.3.2. Para todo b € B(A) — {1} tal que Vb = b, se tiene que el dlgebra
[b) = ([b); ®, —w,V,b) es una MMV-dlgebra y hy es un homomorfismo de A sobre [b) tal
que Nuc(hy) = [-b).

Demostracion. Vimos en el Lema 2.3.1 que [b) = FMg(b). En particular, tenemos que [b)
es cerrado bajo las restricciones de las operaciones ®, @ y V sobre [b).

Observemos también que bajo estas hipdtesis, Vb = —b. En efecto, si Vb = b entonces
=Vb = —b. Luego, V-Vb = V=b. De donde se tiene que =Vb = V=b y, en consecuencia,
—b = V-b.

Sabemos que si b es booleano, entonces ([b); B, —, b) es una MV-élgebra. Recordemos
que en toda MV-algebra, si b € B(A) entonces bda=bVayb®a=>bA a, para todo
a € A. Probemos que V satisface las identidades (MMV7)-(MMV12) en la MV-algebra
[b).

Las identidades (MMVT), (MMVS), (MMV10), (MMV11) y (MMV12) son inmediatas.

Demostremos (MMV09). Sea ¢ € [b). Luego,

V—pVe =V (=Ve vV b) = V(=Ve vV VDh) =V-Ve Vb =—VeVb=—Ve.

Hemos probado que ([b); ®, =, ¥, b) es una MMV-élgebra.
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Notemos que si a € A, de la definicién de hy, tenemos que hy(Va) = Vhy(a). Ademés
sabemos que hy es un MV-homomorfismo. Luego, h;, es un MMV-homomorfismo.
El resto de la demostracion es inmediata. O

Como consecuencia de la anterior proposicién obtenemos la siguiente.

Proposicién 2.3.3. Para toda MMV-dlgebra A y b € B(A) — {1} tal que Yb = b,
tenemos que:

(a) la MMV-dlgebra [b) es isomorfa a A/[-b),
(b) [b) es una subdlgebra de A siy sélo sib =0,

(c) B([b)) =[b) N B(A). Si ademds [b) es una cadena, entonces b es un antidtomo del
dlgebra de Boole B(A).

Lema 2.3.4. Sea {A;}ic; una familia no vacia de MMV-dlgebras y sea P = [[..; As.
Entonces existe un conjunto {b; : i € I} C B(P) NVY(P) que satisface las siguientes
condiciones:

(@) Niesbi =0,
(b) sii# j entonces b;Vb; =1, y,
(c) cada A; es isomorfa a [b;).

Demostracion. Para cada i € I, sea b;: I — | J,.; A; definido por

el
L la, sii=j
bl<3>_{0Aj siit]

Entonces b; € B(P) y Vb; = b;. Ademas, se satisfacen las dos primeras condiciones. Sea
m;: P — A, la proyeccién canénica, y hy, : P — [b;) definida como en la Proposicién 2.3.2.
Luego,

Nuc(hy,) = [-b;) ={f € P: f(i) = 1} = Nuc(m).

Por lo tanto [b;) es isomorfa a A;, para cada i € I. O

Lema 2.3.5. Sea A una MMV-dlgebra. Si existen by,...,by, con k > 2, elementos
booleanos de A tales que

(a) Vb; = b;, para todo i,
(b) sii# j entonces b;Vb; =1, y,
(¢c) by N+ Nb =0,

entonces A es isomorfa a [by) X -+ X [by).
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Demostracion. Consideremos la aplicacién h: A — [by) x - -+ x [by) definida por h(a) =
(aVby,...,aV bg). De (c) tenemos que (i, [~b;) = {1}. Luego, h es un monomorfismo.
Sea (ai,...,ag) € [by) X -+ X [bg), y consideremos el elemento a; A --- A ap € A. Luego,
de (b), tenemos que h(a; A -+ Aag) = (a1,...,a). Por lo tanto, h es epiyectiva. O

Como consecuencia de los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.6. Una MMV-dlgebra A es directamente indescomponible si y solo si el
dlgebra de Boole monddica B(A) es simple.

Corolario 2.3.7. Si A es una MMV-dlgebra y b € B(A) es un antidtomo tal que Vb = b,
entonces la MMV-dlgebra [b) es directamente indescomponible.

2.4. [0,1]" genera la variedad MMV

En esta seccion probamos que la variedad MMV esta generada por la MV-édlgebra
. ;. N . .
funcional mondadica [0,1]". Como consecuencia, demostramos algunas propiedades que
seran necesarias posteriormente.

Teorema 2.4.1. La variedad MMYV estd generada por el dlgebra |0, I]N.

Demostracion. Sean n y k niimeros enteros positivos. Consideremos la MMV-dlgebra S¥
y la aplicacién h: Sk — [0,1]" definida por h({(ay, as, ..., a;)) = b € [0,1]N donde, para
cadai € N, b(i) = a; si i = j (mod k). No es dificil demostrar que h es un monomorfismo

de MMV-4lgebras. Luego, para todo n y todo k, V(SF) C V <[0, 1]N>. Del Corolario 2.2.7
tenemos que MMV =V ({8t : n,k € N}) C V([0, 1Y) € MMV. O

Terminaremos la secciéon demostrando identidades que seran necesarias en lo que sigue.

Lema 2.4.2. Las siguientes identidades se satisfacen en toda MMV-dlgebra, para todo n
entero positivo.

(MMV26) ¥(nz) ~n(Vz),
(V)"
(32)",
(MMV29) 3(nz) ~n(3z).

Q

(MMV28) 3(z"

Q

(

(MMV27) V(2"
(z")
(

Demostracion. Vamos a probar que estas identidades se satisfacen en el dlgebra [0, 1]N,
y por el Teorema 2.4.1 tendremos que se satisfacen en A € MMYV.
Consideremos ¢: [0, 1] — [0, 1] definida por ¢(z) = nz, esto es,
[ nz sixzel0,1/n]
pla) = { 1 size(l/n1]
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Esta funcién es creciente y continua. Luego, por el Lema 2.1.9, sabemos que Y(nf) =
n(Vf), para todo f € [0,1]".
Sea ahora @: [0, 1] — [0, 1] definida por ¢(x) = z", es decir,

0 si e [0, 2]
w(w)—{ nr—(n—1) size (=1

Esta funcién es creciente y continua. Luego, por el Lema 2.1.9, sabemos que V(") = (Vf)",
N
para todo f € [0,1]".
Las otras dos identidades se demuestran en forma inmediata de las dos primeras,
reemplazando V por —3—. O

2.5. El radical monadico

Definicién 2.5.1. Llamamos radical monddico de una MMV-dlgebra A a la interseccion
de todos los filtros monadicos maximales de A. Notamos al radical monadico de A con

RadMon A.

Del Teorema 2.1.24 es facil ver que RadVA = RadMon A N VA. En particular,
RadVA = {1} si y sélo si RadMon A = {1}.
Recordemos el siguiente resultado de MV-algebras.

Lema 2.5.2. En toda MV-dlgebra A, x € Rad A si y solo si para todo entero positivo n
se verifica que 2x™ = 1.

Corolario 2.5.3. Si A € MMV entonces Rad A es un filtro monddico.

Demostracion. Sabemos que Rad A es un filtro. Sea x € Rad A. Por el Lema 2.5.2
tenemos que 22" = 1, para todo n € N. Luego, de (MMV11) y de (MMV27), tenemos
que

1 =V(22") = 2V(a") = 2(Vax)".

Nuevamente del Lema 2.5.2, tenemos que Vx € Rad A. n
Teorema 2.5.4. En toda MMV-dlgebra A, se verifica que RadMon A = Rad A.

Demostracion. Veamos que Rad VA = Rad A NVA. En efecto, Vxr € Rad A N VA si
y sblo si 2(Vx)" = 1, para todo n € N, si y sélo si Vo € RadVA. Pero también
sabemos que RadMon A N VA = Rad VA. Luego, Rad A N VA = RadMon A NVA. Del

Corolario 2.5.3 sabemos que Rad A es un filtro monédico y del isomorfismo establecido
en el Teorema 2.1.24 debe ser Rad A = RadMon A. m
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2.6. Subvariedades generadas por las algebras [0, 1]"

En esta seccién introducimos un conjunto de subvariedades de la variedad de las
MMV-4lgebras. Estas subvariedades son las subvariedades generadas por las algebras

[07 1]k = <[07 ]-]k7 @7 _‘,V/\, 0>7

donde £ es un entero positivo. Demostramos que dichas subvariedades forman una cadena
cuya union genera la variedad MMV e indicamos ademds una base ecuacional para cada
una de ellas.

Notemos que las operaciones @, — y V, son funciones continuas sobre [0, 1]* con la
topologfa producto. Esta topologia es la topologia de [0, 1]* inducida por la métrica

d(r,y) = max {|z; — y;|}.

1<5<k
Luego, para cada MMV-término 7(zy, &, . . ., ,), la funcién término 701" (10,1]%)" —
[0, 1]* es continua.
Lema 2.6.1. Sea k un numero entero positivo fijo. Sil < ng < niy < ... es una sucesion

infinita de mimeros enteros, entonces V({Sk :i=0,1,...}) = V([0, 1]).

Demostracion. Sea a = {ay,...,a;) un elemento de [0,1]* y ¢ > 0 un ndmero real.
Consideremos un entorno abierto U C [0, 1]* de a tal que d(z,a) < ¢, para todo = € U.

Sea n,. un entero de la sucesion {n;} suficientemente grande tal que — < e.

Ne
b; 1
Para cada j € {1,...,k}, existe un entero b; tal que 0 < b; < n.y ‘aj -2 —
Ne e
b by, k . b :
Luego, b = (—,...,—) € S, y d(a,b.) = max ¢ |a; — =| p < —. En consecuencia,
Ne Ne N 1<5<k Ne Ne

el conjunto {S% :7=10,1,...} es denso en [0, 1]".
Por la continuidad de los términos, tenemos que una ecuacién se satisface en [0, 1]" si y
solo si se satisface en {S¥ :i=0,1,...}. Luego, V({Sk :i=0,1,...}) = V([0, 1. O

Recordemos el siguiente resultado de MV-algebras.

Proposicién 2.6.2. (Cignoli et. al., 2000, Prop. 3.5.83) Sea A una subdlgebra de la
MV-dlgebra [0, 1]. Si el infimo del conjunto {x € A:x > 0} es igual a 0, entonces A es
una subcadena densa de [0, 1].

Teniendo en cuenta este resultado y la continuidad de los términos en |0, l]k, obtenemos
lo siguiente.

Lema 2.6.3. Si A es una subdlgebra infinita de la MV-dlgebra [0,1], entonces

Vaviry (AY) =V ([0, 1]k> :
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2. MV-algebras monadicas

En lo que sigue vamos a caracterizar con identidades a las subvariedades generadas
k
por [0, 1]".

Lema 2.6.4. Sea A € MMV un dlgebra subdirectamente irreducible. Entonces, A es
una cadena si y solo si A satisface la identidad (o) Vo =~ x.

Demostracion. Del Lema 2.1.21 sabemos que si A es una cadena entonces VA = A,
de donde se deduce que a = Va, para todo a € A. Reciprocamente, sea A un &algebra
subdirectamente irreducible que satisface (7). Sean aj, as elementos de A. Entonces
a; = Ya, y ag = Vas. Como VA es una cadena, tenemos que Va; < Vas o Vay < Vay.
Entonces a; < as 0 ay < ay. Por lo tanto, A es una cadena. O

Para cada entero k > 2, consideremos la identidad

k1 k+1
(o) ¥ (\/ /\XZ> — \/Va:j ~ 1,
i=1 j=1

donde X = {z1,29,..., 25,251} vy X; = X — {x;}.

Observacion 2.6.5. Si k = 1 entonces la identidad anterior es igual a
v<$1 vV I‘Q) — <\V/$1 V VLU2> ~ 1.

Recordemos que en toda MMV-algebra, se verifica que V1 V Vay <V (21 V x3). Luego, si
(a) se satisface en un édlgebra A, entonces V (aq V ay) = Va; V Vay, para todo ap,as € A.
No es dificil probar que la identidad V (1 V z3) &~ V1 V Vx4 es equivalente a (o) = ~ Vz,
aunque la demostracion es extensa. De todas formas, utilizaremos en las demostraciones

la identidad (a).

Notemos que la ecuacién («y) puede ser escrita de la siguiente manera

k+1

(o) /\ V(z; V)| — \/ Vi, ~ 1,
j=1

i€, kA1, i

y también

(o) \/ (V(azZ V) — \/ V:c]) ~ 1.

1,5€{1,....k+1}, i#£j J=1

Poder expresar esta identidad en términos de supremos e implicaciones sera importante
en el capitulo 5, donde estudiaremos los {—,V, 1}-subreductos de las MMV-élgebras
monadicas. En este capitulo, usaremos una forma de la identidad o la otra de acuerdo
resulte mas conveniente en cada caso.

Una representacion funcional de una MMV-édlgebra monadica A es un algebra funcional
monddica A’ (ver Definicién 2.1.7) tal que A es isomorfa a A’. El siguiente resultado es
uno de los teoremas principales de la tesis de Rutledge (1959).
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Teorema 2.6.6. (Rutledge, 1959) Sea (A;Y) una MMV-dlgebra tal que YA es totalmente
ordenada. Entonces (A;V) es isomorfa a una MMV-dlgebra funcional, cuyos elementos
son funciones de un conjunto I a una MV-dlgebra V totalmente ordenada.

El conjunto I del teorema anterior es el conjunto de filtros primos {P, : a € A\ {1}}
del Teorema 2.1.32. Referimos al lector a Rutledge (1959) si desea conocer los detalles de
la contruccion de la MV-cadena V.

Vamos a considerar el conjunto I de los filtros primos minimales de A. Como para
todo P, € I se tiene que P; C P, para algiin P, € I, entonces es claro que P;NVA = {1},
para todo P; € I. Andlogamente a la demostracién de la Proposicién 2.1.33, es posible
ver que el MV-reducto de A es producto subdirecto de MV-élgebras A /P; totalmente
ordenadas, donde las proyecciones m;: A — A /P, verifican que VA = m;(VA) C A/P,.
Decimos que esta representacion de A es una representacién de A minimal pues la
interseccion de todos los filtros excepto uno de ellos es siempre distinta de {1}, y la
interseccién de todos es {1}. Luego, la MV-élgebra A es un producto subdirecto de A/P;,
P; € I. Probaremos, en la Proposicién 2.6.7, que si A satisface (ay), entonces posee una
representacién funcional monddica minimal con a lo sumo k factores.

Proposicién 2.6.7. Si A es una MMV-dlgebra tal que VA es totalmente ordenada y tal
que satisface (ay.), entonces el conjunto I no posee mds de k elementos.

Demostracion. Supongamos que el cardinal de I es mayor o igual que k+ 1. Consideremos
k + 1 elementos y;, j € {1,...,k + 1}, tales que para todo j se tiene que y; € ﬂ#] s
y; ¢ Pj ey; < 1. Del Teorema 2.6.6 sabemos que A es isomorfa a una subdlgebra
funcional monédica de V. Como y; € P, para todo i € I\ {j}, la representacién del
elemento y; en V7 tiene todas sus componentes iguales a 1, excepto en el lugar 7, donde
. 1
es un elemento v; < 1. Esto es, y;(i) = { UV zi z 7 ‘7 , donde v; € V '\ {1}. Luego,
J
Va(y;) = (vj)ier < (1)ier- Ademads, si @ # j, entonces y; \/ y; = (1);c7- Luego,

k+1 k+1
/\ Va(y: V ;) \/ Vay; = (Lier — <\/ vj)ier < (Diet,
i,5€{1,...k+1}, i#j j=1
contradiciendo (). O

Proposicién 2.6.8. St A es una MMV-subdalgebra de una MV-dlgebra funcional monddi-
a (V™ V) tal que YA es totalmente ordenada, siendo V una MV-cadena y n un nimero
entero positivo, entonces A es una subdlgebra de (VA)".

Demostracion. Sea m; [4: A — V la proyeccién sobre la i-ésima componente, donde
i € {1,...,n}. Demostraremos que para todo i, m; [4 (VA) = m; [a4 (A). Claramente,
7 [a (VA) C m; [4 (A). Debemos probar que para todo i € {1,...,n} y para todo b € A,
existe ¢ € VA tal que m;(b) = m;(c). Haremos la demostracién por induccién sobre n.
Sin =1 entonces A = VA y el resultado es trivial.
Supongamos que vale para n = k (hip6tesis inductiva), y probemos que vale para n =
k+1.Sea ACV*! yseaa={ay,ay,...,a ar 1) € A. Podemos suponer sin pérdida
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de generalidad que a; < ay < --- < ap < agyq, pues a; € V y V es una MV-cadena.
Sii=1ei==Fk+1, tenemos que m(a) = a; = m(Va) y mpi1(a) = apr1 = mry1(3a).
Calculemos (a — Va) V (3a — a). Tenemos que

a—Va=(1,a0—ay,...,a51 — ay)
y
Jda — a = (ar41 — a1, Gpy1 — A2, ..., Qg1 — G, 1),
Luego,
(a—=Va)V (Ja—a) = (1,(ag = a1) V (ar41 — a2), ..., (ar = a1) V (ag41 — ax), 1).

Sea B la subdlgebra de V#*! cuyo universo es el conjunto B = {a € V! :a; = ap,1}.
Luego, B = V*y (a—Va)V(Ja—a) € B. Més precisamente, (a—Va)V (Ja—a) € ANDB.
Consideremos i tal que 1 < ¢ < k + 1. Tenemos que m;((a — Va) V (Ja — a)) =
(a; = a1) V (ag+1 — a;). Como V' es una cadena, pueden ocurrir dos casos.
Supongamos que a; — a; > a1 — a;. Entonces m;((a — Va) V (Ja — a)) = a; — a;.
Luego, ((a — Va) V (3a — a)) — Va = (e;)1<j<k+1 donde

ay sij=1loj)=k+1
(ehicj<kr = ((@j = a1) V(ags1 —aj)) — a1 sij ¢ {14 k+1}
(a; = a1) = ay sij=1i

Entonces, la componente i-ésima de ((a — Va) V (Ja — a)) — Va es igual a a; V a1 = a;.
Ademés, ((a—Va)V(Ja—a))—Va € BNA y por hipétesis inductiva sobre ANB = ANV*
existe ¢ € V(AN B) C VA tal que m;(c) = a;.

Supongamos que a; — a1 < a1 — a;. Entonces m;((a — Va) V (3a — a)) = apy1 — a;.
Luego, ((a = Va) V (3a — a)) ® Ja = (ej)1<j<k+1 donde

Qa1 sij=1loj=k+1
(esh<jcrir = ¢ (@ = a1) V(akr1 = ;) © agyr sij & {13,k +1}
(arr1 — a;) © agiq sij=1i

Luego, m;(((a — Va) V (3a — a)) ® Ja) = ag41 A a; = a;. Entonces, ((a = Va) V (Ja —
a)) ®Ja € AN B, y por hipétesis inductiva tenemos que existe d € V(AN B) C VA tal
que 7;(d) = a;. O

La siguiente proposicion es inmediata de las dos proposiciones anteriores.

Proposicién 2.6.9. Sea A una MMYV-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface
(ay), entonces A es isomorfa a una subdlgebra de (VA)F.

Demostracion. Consideremos la representacion funcional minimal de A en VI donde
sabemos de la Proposicién 2.6.7 que |I| < k. Entonces de la Proposicién 2.6.8, tenemos
que A es isomorfa a una subalgebra de (VA)*. O
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Como corolario de la Proposicion 2.6.9 tenemos el siguiente resultado que sera impor-
tante para la determinacién de las subvariedades de la variedad de las MMV-algebras
que satisfacen la identidad (ay).

Corolario 2.6.10. Si A una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface (ay)
entonces el dlgebra de los elementos complementados B(A) es isomorfa a una subdlgebra
del dlgebra de Boole monddica simple 2F.

Proposicién 2.6.11. Sean A y B dos MV-dlgebras tales que A € Vp(B) entonces,
para todo entero positivo k, se tiene que AF € V vy (BF).

Demostracion. Sea A € Vap(B) = HSP(B). Luego, existe W € SP(B) tal que A es
una imagen homomorfa de W. Sea

h: W — A
el epimorfismo de MV-algebras. Este epimorfismo induce un MV-epimorfismo
h: WF— AF

definido por h({wy,...,wy)) = (h(w:),...,h(wy)). Sabemos de la Proposicién 2.1.13
que (W*;3,) v (A*;3,) son MMV-dlgebras donde 3, estd definido como la k-upla
constante que en cada componente es el supremo de las componentes. Veamos que h es
un homomorfismo de MMV-4algebras. En efecto,

h(3y(wy, ..., wp))) = h{wy V-V wg, ...,w V-V wg))
= (h(wl)\/---\/h(wk),...,h_(wl)\/---\/h(wk)>

=3y (h(w), ..., h(wg)) = Fvhi{wy, ..., wg).

Por otro lado, W es una subalgebra de un producto directo de B,
W], B.

En forma analoga a la demostracién recién realizada, podemos ver que (W*;3,) es una

MMV-sublgebra de ([T,., B)",
WhCe—— (Hie[ B)k'

Veamos ahora que ([, B)/LC es isomorfa a la MMV-dlgebra [[, ; B¥. Sea

k
p: <H B) — H B*
il iel
definida de la siguiente manera ¢((al)icr, ..., (a¥)icr) = ((al, ..., a¥))icr. Como @, =y
0 se definen componente a componente, es inmediato que ¢ respeta estas operaciones.

Veamos que ¢ respeta los cuantificadores. En efecto,
03 ((ai )ict, - - (a)ier) = o{(ai)ier V-~V (0] )ier, - -, (a7)ier V - - V (@ i)
:gp((azl\/-n\/af)ie],...,(a,}\/---\/af)iel) = ((a,}\/---\/af,...,a%\/---\/af>)l.e]
= (Elv(a}, . ,af))iel =Y ((a%, . ,af)ig) = 3vpl(a)ier, - - -, (aM)icr).
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Es claro que ¢ es inyectiva y sobreyectiva. Luego, ¢ es un MMV-isomorfismo.
Hemos probado que A* € HSP(B¥). Y en consecuencia, A* € Vo (BF). ]

En el siguiente teorema se demuestra que (ay) es la identidad que caracteriza a la
subvariedad V([0,1]%), dentro de la variedad MMV.

Teorema 2.6.12. La subvariedad de MMV generada por el dlgebra [0,1] estd caracte-
rizada por la identidad
(al) Vo ~ T,

y la subvariedad V([0,1]%), k > 2, estd caracterizada por la identidad

k1 k+1
(o) V (\/ /\X{) — \/Va:j ~ 1,
i=1 j=1

donde X ={x1,x9,..., 0k, 211} y X; =X — {z;}.

Demostracion. Consideremos k = 1. Claramente, [0, 1] verifica (a;). Por otro lado, si A
es un algebra subdirectamente irreducible que satisface («1), del Lema 2.6.4 tenemos que
A es una cadena. Luego, A € V([0,1]).

Sea k > 2y veamos que (ay) se satisface en [0, l]k. Observemos en primer lugar que

v (lg\:/ll/\x—) %j\vaj = k\7 (v (lg\:/ll/\x—) %vxj) :

j=1

Vamos a probar que existe j € {1,2,...,k+ 1} tal que

k+1
’ <\/ /\X{) V-1
=1

entonces
k+1 k+1
\/ (v (\/ /\X;) %v:cj> = 1.
j=1 i=1
Sean ay, ay, . .., ag, axr1 € [0,1]%. Llamemos a al conjunto a = {ay, as, ..., ax, axi1}, ¥
para cada j € {1,...,k + 1}, sea a; = a — {a;}. Consideremos /\ a, esto es, el infimo

de todos los elementos de a. Como a posee k + 1 elementos, tenemos que existe al
menos un j tal que /\a = /\a;. Entonces, /\a; < a;. Ademds, si i # j entonces

Aa; < a;. Luego, V¥ Nay <a;. Asi, ¥ (\/f;l A a;) < Va;, de donde obtenemos que

(2

v <\/f:11 /\ai’) — Va; = 1. Por lo tanto, () se satisface.

Sea A un &algebra subdirectamente irreducible que satisface la ecuacion (ay). De la
Proposiciéon 2.6.9, sabemos que A es isomorfa a una subdlgebra de (VA)*. Ademas,
sabemos que la MV-dlgebra VA € V,([0, 1]). Luego, de la Proposicién 2.6.11, tenemos
que (VA € Vo ([0,1]%). Luego, A € Van([0,1]7). O
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Corolario 2.6.13. V(]0,1]") C V([0,1)°) si y sélo sit < s.

Demostracion. Como en la demostracién del Teorema 2.6.12, podemos ver que si t < s
entonces [0, 1]" satisface (o). Luego, si t < s entonces V(]0,1]") € V([0,1]°). Veamos
que si t > s entonces [0,1]' no satisface (a,). Para ello consideremos la subalgebra
B([0,1]") de los elementos booleanos de [0,1]". Como ¢t > s podemos considerar el
conjunto {zy,..., o411} cuyos elementos son s + 1 antidtomos de B([0,1]"). Entonces
Vz; = 0, para todo j € {1,...,s+ 1}. Por otro lado, si ¢ # j resulta que z; V z; = 1.
Luego,

s+1 s+1

A V(v ay) | =\ Va; = A 1| »\o=1-0=0
i, JE{L eyt 1}, i) j=1 i JE{L 51}, i#] j=1
Por lo tanto, [0,1]" no satisface (o). O

El siguiente lema es consecuencia inmediata del Lema 2.6.1 y el Corolario 2.2.7.

Lema 2.6.14. 57 1 < k| < ko < ... es una sucesion infinita de numeros naturales,

entonces V <{[0, 1]’“ 1=1,2,... }) = MMV.
Luego, en el reticulado de subvariedades de MMV tenemos una w-cadena
V([0,1)) c V([0,1)>) c --- c V([0,1]")  --- € MMV.

Definicién 2.6.15. Diremos que un algebra es de ancho 1, si satisface la ecuacion (a;).
Diremos que un algebra es de ancho finito k, k > 2, si satisface la ecuacion (ay) y no
satisface la ecuacién (ag_1). Si un dlgebra no satisface («y) para ningin k, decimos que
el algebra es de ancho infinito. Notamos con width A = k o width A = w, segin sea A
de ancho k o de ancho infinito, respectivamente.

Concluimos la seccién con la demostracién de un lema que serd utilizado posteriormente.

Lema 2.6.16. Si A es una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible tal que A = (VA)*,
siendo k un entero positivo, y rank VA = w, entonces V(A) = V([0,1]").

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 2.6.12, podemos ver que A satisface
(ag). Luego, V(A) C V([0,1]%). Por otro lado, sabemos que VA /Rad VA es una MV-
algebra simple. Luego, VA /Rad VA es una subdlgebra de la MV-dlgebra [0, 1]. Ademés,
es infinita pues ord (VA /Rad VA) = w. Del Lema 2.6.3 tenemos que

V([0,1]") = V ((vA/Rad¥A)") C V(A),

y por lo tanto V(A) = V([0,1]"). O
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2.7. Subvariedades de ancho k

En esta seccion describimos el fragmento del reticulado de subvariedades de la variedad
MMV que se encuentra contenido en V([0, 1]*), para cada k entero positivo. Comenzamos
estudiando en la seccion §2.7.1 las subvariedades generadas por dlgebras simples de ancho
k. En la seccion §2.7.2 tratamos con las subvariedades de algebras de rango acotado y
ancho k. En la §2.7.3 damos una axiomatizacién completa para todas las subvariedades
de MMV-algebras de ancho k.

2.7.1. Subvariedades generadas por algebras simples

En esta seccion estudiamos todas las subvariedades de MMV-algebras generadas por
algebras simples de ancho k, clarificamos las propiedades de inclusion entre las mismas y
damos una base ecuacional para cada una de ellas.

En lo que sigue k, s, n y m son ntimeros enteros positivos.

En la §2.2 definimos la variedad K,, como la clase de MMV-algebras que satisfacen la
identidad

(6,) 2™ ~ 2"t

Sin < m entonces K,, C K,,,. Ademss, el dlgebra S,, satisface la ecuacién (9,) y no
satisface la ecuacion (9,.41). Luego, estas subvariedades forman una cadena estrictamente
creciente

KickKyc---CcK,C....

Consideremos las siguientes subvariedades de K,,. Sea KF la subvariedad generada por

{Sk Sk ... SF}, esto es,

K = V({ST.S5,....S3}).
Notemos que la variedad Ky es la variedad de las dlgebras de Boole mondadicas y es bien
conocido el hecho que el reticulado de subvariedades de Ky es una cadena w + 1

Kickic---cKfc...cki.
Mas generalmente, es inmediato que
KicK:c---cKfc-.-ck,,
y KF C K3 siysélosin <myk <s (ver también Belluce et. al. (2005)).
Lema 2.7.1. Una MMV-dlgebra A pertenece a KF si y sélo si A satisface (o) y (6,).

Demostracion. Sabemos que si m < n entonces S, satisface (d,). Luego, SF, satisface
(6,). Ademés, SF es una subdalgebra de [0,1]". En consecuencia, del Teorema 2.6.12,
tenemos que (ay) se satisface en S¥. Si A € KF = V({Sk Sk, ... S*}), entonces A
satisface (ax) y (0,).

Reciprocamente, sea A un algebra subdirectamente irreducible que satisface (cy) y
(6,). Entonces VA es una MV-cadena que satisface (d,). Luego, VA es isomorfa a S,,
para algtin m < n. De la Proposicién 2.6.9, tenemos que A es una subdlgebra de S¥ .
Luego, A € KF = V({S}, S5, ... Sk}, O
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Veremos para finalizar esta seccién subvariedades que estan generadas por exactamente
un algebra simple.

Lema 2.7.2. Si A € MMYV es subdirectamente irreducible tal que ord VA = m y ancho
k, entonces V(A) = V(SkF).

Demostracion. Si A € MMV es subdirectamente irreducible y ord VA = m, entonces
VA 2 S,,. De width A = k y la Proposicién 2.6.9, tenemos que A < SF . Del Lema 2.2.2
y por ser A subdirectamente irreducible, tenemos que A = Sﬁ;, con k' < k. Pero si
A =S¥ con k' < k entonces A satisface (o), lo cual es una contradiccién. Luego,

m?

A =S¥ de donde se deduce que V(A) = V(SF). O
Notamos a la subvariedad generada por el dlgebra S* por MMV,’?H.

Corolario 2.7.3. La subvariedad V(S¥) = MMV*%, estd caracterizada por las identidades
(61) y (o). La subvariedad V(S§) = MMVE estd caracterizada por las identidades (55)

y (ax).

Demostracion. La primera parte es consecuencia inmediata del Lema 2.7.1. Teniendo en
cuenta que S¥ es subdlgebra de S5, sabemos que una identidad se satisface simultanea-
mente en S¥ y Sk si y sélo si, se satisface en S&. Luego, del Lema 2.7.1, tenemos que
V(SE) estd caracterizada por las ecuaciones (ay) y (02). O

Proposicién 2.7.4. La subvariedad V(SF), siendo n y k enteros positivos y n > 3,
estd caracterizada por las ecuaciones:

k+1 k+1
(o)V (\/ /\X{) — \/ Vi = 1,
i=1 j=1

(571) " In—l—l’
(Tp) (PP~ )" & (0 + 1)a?
para todo entero p=2,...,n — 1 tal que p no divide a n.

Demostracion. Sabemos que (0,,) y (7np) son las identidades que caracterizan a la variedad
de MV-dlgebras generada por S,, (ver la seccién §1.2.3). Luego, S¥, satisface las identidades
(6,) ¥ (mp)- Del Teorema 2.6.12 y teniendo en cuenta que S¥, es subélgebra de [0,1]",
tenemos que SF satisface (ay).

Sea A un dlgebra subdirectamente irreducible que satisface (ax), (6n) ¥ (7np). Entonces
VA es una MV-cadena que satisface (0,) y (7np). Luego, VA es isomorfa a S,, para
algin m tal que m|n. Ademads, de la Proposicién 2.6.9, tenemos que A es isomorfa a una
subdlgebra de S¥ . Luego, A € V(SF). O

Como SF es subélgebra de S8, si y s6losin | my k < s, obtenemos la siguiente relacién

entre las subvariedades MMV".

Lema 2.7.5. Sean n, m, k y s mimeros enteros positivos. Entonces, MMVE C MMV?
sty solo sinlm yk < s.
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2.7.2. Subvariedades de rango acotado

Recordemos que una MV-cadena es de rango finito menor o igual que n si y sélo si
satisface la identidad (p,) ((n+ 1)2™)* ~ 22"+, Més ain, para toda MV-dlgebra A no
trivial, las siguientes condiciones son equivalentes (ver Di Nola y Lettieri (1999)):

1. A satisface la identidad (p,),

2. A€ V/\/ﬂ;({sl’w7 ey Sn,w})a
3. A/RadA € Vao({S1,....S.}).

Diremos que una MMV-dlgebra A subdirectamente irreducible tiene rango acotado si
rank VA es finito, y que tiene rango n si rank VA = n.

Comenzamos esta seccion caracterizando con identidades a la subvariedades generadas
por Sﬁw para cada entero positivo n y cada entero positivo k. Luego, determinamos
todas las subvariedades de la variedad generada por wa, clarificamos las propiedades de
inclusién entre las mismas y damos una base ecuacional para cada una de ellas.

Sea MMVQW la subvariedad de MMV-dlgebras caracterizada por las identidades (ay),
(Pn) v (9np), para todo entero p = 2,...,n — 1 tal que p no divide a n. Veremos a

continuacién que la variedad MMV es exactamente la variedad generada por SF .

Proposicion 2.7.6. Si A es una MMYV-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface
(o) y VA es una MV-cadena no simple de rango n, entonces A € V(Sffw).

Demostracion. SiVA es una MV-cadena no simple de rango n, sabemos que Yy (VA) =
Vv (Snw) (ver Komori (1981)). Entonces, de la Proposicién 2.6.11, tenemos que

Vi (YVA)) =V (SE ).
De la Proposicién 2.6.9, tenemos que A € Vauw((VA)F). Por lo tanto, A € V(Sk ). O

Sea A una MMV-élgebra subdirectamente irreducible que satisface (ay), y tal que VA
es una MV-cadena no simple de rango n. De la Proposicién 2.6.9, sabemos que A es una
subdlgebra de (VA)*

A — (VA"

Luego,
A/Rad(A) — (VA/ Rad(VA))k = Sfl.

Proposicion 2.7.7. Si A es una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface
(ar), VA es una MV-cadena no simple de rango n y A/Rad(A) es isomorfa a Sk,
entonces V(A) = V(SE ).

Demostracion. Si A/ Rad(A) es isomorfo a S¥, entonces para todo i € {1,..., k} existe
a; € A tal que (a;/Rad(A)(j) = 0/Rad(A) sii # j, vy (a;/ Rad(A)(j) = 1/Rad(A) si
i = j. Identificando A con la subélgebra de (VA)¥, tenemos que a; = (a;;)jeq1,... 1y donde
a;; € "Rad(VA), para i # j, y a; € Rad(VA). Entonces existen en A, k elementos
booleanos dados por b; = 2a? = (0,...,0,1,0,...,0). Luego, A es isomorfa a (VA)*.
Entonces, de la Proposicién 2.6.11, tenemos que V(A) = V((YA)*) = V(SE ). O
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Corolario 2.7.8. Sean n y k enteros positivos, V(SE ) = MMV% .

Demostracion. Sea A un algebra subdirectamente irreducible que satisface las identi-
dades (pn), (mp), para todo entero 1 < p < n tal que p no divide a n, y (ay). De la
Proposicién 2.7.6 resulta que A € V(S ). Luego, MMVE  C V(SE ).

Las identidades (p,) v (7np) caracterizan a la variedad de MV-algebras generada por
Snw- Luego, St satisface (pn) y (Ynp). Ademds, S, € Vay([0,1]). De la Proposi-

cién 2.6.11 sabemos que Sﬁ’w € Vammv([0, 1]k), y del Teorema 2.6.12, resulta que Sﬁ’w
satisface (o). Por lo tanto, V(S% ) € MMV . O

s
m,w

siguiente relacion de inclusién entre las subvariedades MMV’:L’W y MMVE.

Como wa y SF son subélgebras de S, siy sélosin | my k < s, obtenemos la

Lema 2.7.9. Sean n, m, k y s enteros positivos. Entonces

(1) MMVE C MMV

m,w

siy solosin|myk<s.

(2) MMV, C MMV,

m,w

siy solosin|myk<s.

En Abad (1988) se caracterizan las subdlgebras del dlgebra de Lukasiewicz n-valente
funcional monadica C¥. En forma andloga, podemos dar la siguiente caracterizacién de
las subalgebras de S¥.

Sea C una MV-subdlgebra de S,, y sea B, una subdlgebra (booleana) del dlgebra de
Boole de los elementos complementados B(SF). Observemos que B(S¥) = 2%, En efecto,
f € B(SF) siy sélosi f(i) € {0,1}, para todo i € {1,...,k}.

Sabemos que existe una correspondencia biunivoca entre la familia de las subélgebras
de 2% y las particiones del conjunto de sus antidtomos. Ademads, cada particién del
conjunto de antidtomos de 2* se corresponde en forma natural con una particién del
conjunto {1,...,k}. Existe una correspondencia biunivoca entre subélgebras de 2% y
particiones del conjunto {1,..., k}.

Sea P = {P, P,,..., P} la particién del conjunto {1,...,k} determinada por la
subalgebra B,. Es sabido que los elementos de B, estan caracterizados como los elementos
f € S* tales que f(r) € {0,1}, para todo r € {1,...,k}, y tales que f(i) = f(j) si
i,j € P, para algun t € {1,...,s}.

Consideremos el conjunto:

S[C,B,={fesSk: f(r)eCy f(i)=[f(j), sii,je PR}

No es dificil probar que S[C,B,] es el universo de una subélgebra S[C, B,] de S%.
En el siguiente teorema se establece que estas son las tinicas subdlgebras de SK.

Teorema 2.7.10. (Abad, 1988) S es una subdlgebra de (S¥;V,) si y sélo si S = S[C,By],
donde C es una subdlgebra de S, y B, es una subdlgebra de B(SF).

A continuacién analizaremos el caso en que A/ Rad(A) = S[S,,, B(A/Rad(A))] = S?
es una subalgebra propia de S¥.
Comencemos analizando el siguiente ejemplo.
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2. MV-algebras monadicas

Ejemplo 2.7.11. Notamos con S}! a la subalgebra de S} | generada por Rad(Sk ) U

VA(S’;? ). Veamos que la variedad generada por la subdlgebra S . esta contenida propia-
mente en la variedad generada por S? 1.- Para ello, sea ti(z) = 295 y sea la identidad

(B1) V(22%) ~ 227,

es decir, Vt,(z) = t1(x).
Veamos que S? , no satisface la identidad (f). En efecto, sea y = ((1, 21), (0, 22)) € St

Entonces -
Valti(y)) = Va((1,0),(0,0)) = <(0 0), (0,0)).

Por otro lado, t;(y) = ((1,0), (0,0)). Sin embargo, S*! satisface la identidad (5). En
efecto, sea y € Sfi Siy = ((1,21), (1, 22)), entonces V/\(tl(y)) = t1(y) = ((1,0),(1,0)).
Si y = {(0, 21), (0, z2)), entonces Y (t1(y)) = (y) = {(0,0), (0,0)). Luego, vty () = t (x)
se satisface en Slfj. Por lo tanto,

V(STL) € V(SL).

Sea S una subdlgebra de S’fL’w tal que V,S es una cadena de rango n. Sabemos que
B(S) es una subélgebra de Boole monédica simple de B(S} ) = 2*. Supongamos que
B(Sf ) = 2%, con s < k. Luego, existe una particion P = {P,,..., P,} del conjunto de
antiatomos del algebra de Boole 2% asociada a la subalgebra 2°. Reciprocamente, dada
una particion P = {P,..., P,} del conjunto de antidtomos del dlgebra de Boole 2F,
consideremos asociada a la misma la subalgebra

Sht ={a €S, :a(i)/Rad(S,.) = a(j)/Rad(S,.) si i,j € P; para algin t}.

Observar que la subélgebra S es isomorfa, como MV-élgebra, a la subdlgebra SP!!

- X Sps de Sk donde p;, = |P |, para cada i. En efecto, la aplicacién : Sn,ls —
Spil X - X Sps definida por 9 (a) = (a V by,...,a V bs) es un isomorfismo donde
bi = NP2y by es el antidtomo de Sk® determlnado por P; € P, para todo i. Observar
también que V,(SE ) C SEP.

Si el cardinal de la particion P es uno, la subalgebra Sk P

es igual a SHL.

Lema 2.7.12. Sea S una subdlgebra de (SZW,VA> de ancho k y tal que YAS es una
cadena no simple de rango n y B(S) posee s antidtomos. Entonces existe una particion
P ={Py,..., P} de los antidtomos de B(S} ) tal que S es isomorfa a una subdlgebra

kP
de Sy, -

Consideremos el término t,,(z) = 2(z™!). Es facil ver que si n < m, entonces para
(s,2) € S, vale que

n,0) sis=nyz<0
0,0)  en otro caso

tonw (s, 2) = {

—_—

Sea la identidad
(5n) V(2x”+1) ~ 2xn+1
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es decir, Vi, (z) = t,(x).

Es claro que el dlgebra Sk, satisface la identidad (53,). En efecto, si a € S}, entonces
20" € B(Sk!) = {(0,0), (n,0)}. Ademas, si el ntimero de antidtomos de un algebra
SEP s 7 > 1, entonces el dlgebra S®P no satisface la identidad (/3,), pues si a = 2a™*!

W w

es un antidtomo entonces V(2a"!) = (0,0) y 2a™* £ (0,0).

Lema 2.7.13. Sea A una MMV-dlgebra yb € B(A)—{1}. Sean las funciones —,: A — A
yVp: A — A definidas por —wx := —x V b y Vy(z) := Vo V b, respectivamente. El dlgebra
([b); ®, =%, Vp, 1) es una MMV-dlgebra.

Demostracion. Notemos que [b) es cerrado bajo la restriccion de la operaciéon ® sobre
[b).

Sabemos que si b es booleano, entonces ([b); ®, —, 1) es una MV-dlgebra. Recordemos
que en toda MV-algebra, si b € B(A) entonces bda=bVayb®a=>bA a, para todo
a € A. Probemos que V), satisface las identidades (MMV7)-(MMV12). Consideremos
c,d € [b).

De Ve < ¢y b < ¢, tenemos que Vyc = Ve V b < c. Por lo tanto, (MMVT) se satisface.

Veamos (MMVS8). En efecto,

V(e Nd) =V(cANd) Vb= (YcAVd) Vb= (VeVb)A(VdVDb) = Ve AVyd.

Demostremos (MMV9). Veamos primero que —,Vyc = =Vc V b. En efecto,
Ve = 3(VeVb) = =(Vevb) Vb = —~(Vedb) Vb = (=Ve®—b) Vb = (=VeA-b) Vb = =VeVb.
Luego,
Vb—q,vbc = vb(_'VC\/b) = V(_'VC\/b)\/b = V(V_'VC\/[))\/[) = (V_'VC)\/\V/Z)\/I? = —VeVb = ﬁbvbc.

Veamos (MMV10). En efecto,
Vya@Vpe = (VaVvb)o(Vevd) = ((VaVvb)oVe)V((VaVvb)ob) = (YaeVe)V(beVe)V (Va®b) Vb.
Ademas, (Ya ©®b) Vb = (Ya Ab) Vb = by andlogamente (Vc ® b) V b = b. Entonces
Vya @ Vpe = (Va ®Ve) V b. Por otro lado, YV, (Vya © Vee) = V(Va ©Ve) Vb = (Va©®Ve) Vb =
Vya @ Vye. Luego, (MMV10) se satisface.

Del Lema 2.1.12, tenemos que
V(c®c) =V(cOe) Vb = (VeoVe) Vb = (Ve@Ve)V (bOb) = (VeVb) O (VeVb) = Viye® Vye.
Por lo tanto (MMV11) se satisface.

Nuevamente del Lema 2.1.12, sabemos que Vy(c@c) = V(cdc) Vb = (VedVe)V (bdb) =

(Ve @ b) V (Ve @ b) = Ve @ Ve, de donde se tiene (MMV12).
Hemos probado que ([b); ®, =, ¥, 1) es una MMV-algebra. ]
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Consideremos la subalgebra S’;’E. Sea P = {P, P,..., P} la particién asociada,
donde P; = {b;,, ... ’bipi}' Sea b; = bj; A -+ Ab;, , un antidtomo de la subdlgebra. Del
Lema 2.7.13 sabemos que ([b;) N Sk V,, ) es una MMV-dlgebra, que ademds, es isomorfa
a SPi}. Luego, la identidad

Vo, pi+1 - pi+1
(op) Yo, | V A\NXT ) =V Wz ~ 1,
i=1 Jj=1

donde X = {zy,...,2p,41} v X; = X — {;}, se satisface en ([b;) N S*F: ).

n,w )

Lema 2.7.14. Si s > 1, P = {Py,..., P} una particién de {1,...,k} y (f*P) la
identidad

K(/\ 207 & 0) A (/\((2:5?;“ V227t 1)) A

i=1 it
<\S/(V2xf+1 - O)) A (/8\(3237?“ “ 1))]

S
V2x?+l i i
— \/ (/\aqj (21 2g,,) || = 1,
Ps})

{q1,-4s}EP{p1,- -, i=1

donde el cardinal de cada subconjunto P; perteneciente a la particion P se nota con p;,
P({p1,...,ps}) es el conjunto de permutaciones del conjunto {1,..., s} y donde se nota

n

con g ' (2,5 2,,,) a

q;+1 q;+1
Vo n+1 (\/ /\Zr> — \/ v2xn+12;,
r=1 j=1
donde Z = {1, ..., 2y 11} y Z, = Z —{z}. Entonces (fFF) se satisface en SET.

Demostracion. Sean ay, ..., a, elementos de S¥P. Observemos que

[((/\ 2071 & 0) A (/\((2@?“ V2ait) & 1)) A
i=1 i

(\/(V2a?+1 — O)> A (/\(32a?+1 < 1))] =1

i=1 i=1

si y solo si el conjunto {2af*',...,2a7™} es el conjunto de antidtomos de B(SET).
Ademas, si el conjunto anterior no coincide con el conjunto de antidtomos, entonces

[((/\ 207 & 0) A (/\((2%@“ V2ait) & 1)) A

i=1 i#j
(\S/(vza?;“ < 0)> A (/S\(am?“ < 1))] =0.
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Por otro lado, sabemos que existe una permutacién {q, ..., ¢s} del conjunto {1, ..., s} tal

que {2@”“, e 2@”*1} es el conjunto de antiatomos asociados a P. Vimos anteriormente
n+1
que ([2ayt) N SHE;V, n+1> satisface la identidad ag, ¥ = 1, para todo j, 1 < j < s.

n,w’
Luego, A\_, og

i i
2y 2g,0,)

S
V2ag.+1 i 7
\/ </\an ¢ (217""ij+1) :1

{Q1,...,qS}€P({p1,...,ps}) =1

V2aq1 .
( = 1 y en consecuencia

Por lo tanto, la identidad se satisface en SH'¥. O

Lema 2.7.15. Toda subdlgebra de Sf , que satisface la identidad (f}%) y que posee |P|
antidtomos es isomorfa a una subdlgebra de SPE.

El siguiente teorema es consecuencia de los teoremas 5.8 y 5.10 de Gispert (1998).

Teorema 2.7.16. (Gispert, 1998) Si V es una MV-cadena de rango n, entonces V €
IS:FHJA4V(ELLw)'

Proposicién 2.7.17. Si V es una MV-cadena de rango n entonces V¥ € ISPy(SE ),
para todo entero positivo k.

Demostracion. Sea k un nimero entero positivo, y V una MV-cadena de rango n. Luego,
existe una MV-dlgebra W tal que V es isomorfa a Wy W € SPy(S,.). Luego,
existen un conjunto de indices I, un ultrafiltro U de Su(I) y un MV-homomorfismo
inyectivo h: W — [[,.; Sn.w/U. Notemos que [[,.; Sn./U es totalmente ordenada, ya
que la propiedad de ser totalmente ordenada es una propiedad de primer orden, y en
consecuencia, se preserva por ultraproductos. Luego, de la Proposicion 2.1.13, sabemos
que ((TTic; SnM/U)k ;Va) es una MMV-dlgebra, donde V ((af)ier/U, ..., (ak)icr/U) se
define mediante la k-upla constante {c, ..., c) donde ¢ = /\le<a{ Yier/U.

El MV-homomorfismo inyectivo h: W — [],.; Sn./U, induce de manera natural un
MMYV-homomorfismo inyectivo h: (W*; V) — ((TTic; Snw/U )k ; V) definido mediante
h({wy, ..., we)) = (h(wy), ..., h(wy)). Notemos que (WF;V,) es una MMV-dlgebra donde
V. estd definido como la k-upla constante en la cual cada componente es el infimo de las
componentes.

Veamos que (([T,c; Sn,w/U)k ;Va) es isomorfa a ([],c, Sk ,/U;V). Definimos

icl

¢: (HSW/U> (J[Sh./U:v)

el el

de la siguiente manera

¢ (<<az‘1>i€I/U7 R <a§>i€I/U>) = (a;, .. '7a§>i€I/U'
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Es claro que ¢ es un MV-homomorfismo y que es sobreyectivo. Veamos que ¢ es un
MMV-homomorfismo y que es inyectivo. En efecto,

B
Ea

VA<<CL}>ieI/U7'-- < zeI/U /\ zeI/U /\ zEI/U

: _]:1

Z zeI/U /\@ zeI/U <Ci>i€I/U7"'7<ci>i€I/U>7

||>?r

L
donde ¢; = A;_, a;. Entonces

¢<<Ci>iEI/Ua ceey <Ci>iEI/U> = <Ci7 - -aci>i€I/U = (V/\<CLZ1, e ,af))iel /U
:‘v’((a},...,af>i€1/U) :\V/(gb (<<CL11>26[/U,,<CL§€>Z€]/U>)) .

Demostremos ahora la inyectividad. Supongamos que (a}, vy @Yier U = (1, ... 1)4er/U.
Esto es equlvalente aque {i€l:{al,...,af) = (1 ,1)} € U. Entonces, {i € I : a; =
- =af =1} € U. Como para todo j, {i € I : a} =at=1yC{iel:a =1},

tenemos que {i € I : a/ = 1} € U. Luego (a/ )ZGI/U = (1);es/U, para todo j. En
consecuencia ¢ es inyectiva.
Por lo tanto, V¥ € ISPy(S] ). O

Como consecuencia inmediata de la Proposicién 2.7.17 y la Proposiciéon 2.6.9, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.7.18. Si A € MMV es subdirectamente irreducible tal que width A =k y
VA es una MV-cadena de rango n, entonces A € ISPy(SE ).

Lema 2.7.19. Si A € ISPy(B) y A satisface una identidad del tipo T(z1,...,x,) ~ 1,
entonces existe S tal que A € ISPy(S) tal que S es una subdlgebra de B y S satisface
T~ 1.

Demostracion. Sea A € ISPy(B). Luego, A es isomorfa a un subdlgebra del ultraproduc-
to [ [,c; B/U. Para simplificar la notacién identificaremos A con dicha subélgebra. Sean a;,

, @, elementos cualesquiera de A. Entonces a;(i),...,a,(i) € B. De 7(ay, . ..,a,) ~ 1,

entonces |[7(ay,...,a,) = 1) = {i € I : T(al(z’) an( ) =1} € U. Sean y; los
. o . a;(i) siieU L

elementos definidos de la siguiente manera y; (i) = 31 Si¢U Luego, ¥; = a;.

Entonces A es isomorfa a una subalgebra de un ultraproducto [],., S/U donde S es una

subalgebra de B que satisface la identidad 7 =~ 1. O

Corolario 2.7.20. Sea A un dlgebra subdirectamente irreducible de rango n, de ancho
k, y que satisface la identidad (f5F), entonces A € ISPy(SEY). En particular, V(A) C
V(Sps)-

Proposicién 2.7.21. Sea A una MMV-dlgebra de ancho k tal que VA es una MV-cadena
no simple de rango n y tal que B(A) posee s antidtomos. Entonces existe una particion
P = {Py,..., P} tal que A satisface la identidad (fF'F) y V(SEE) CV(A).
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Como corolario, obtenemos los siguientes teoremas.

Teorema 2.7.22. Sin =1 on =2, entonces las identidades (5,), (cx) y (pn), caracte-
rizan a la subvariedad generada por S’;;”i}. Sin > 3, entonces las identidades (B,,), (o),

(pn) Y
(Yp) (p2?™)" (0 + 1)a?,

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n, caracterizan a la subvariedad
generada por Sﬁ:}d.

Teorema 2.7.23. Sea s > 1. Sin =1 on =2, entonces las identidades (f*F), (cr) y
(pn), caracterizan a la subvariedad generada por SpY, siendo P = {Py,..., P,}. Sin > 3,
entonces las identidades (f*F), (aw.), (pn) ¥

(Tp) (p2?™ )"~ (n+ 1)a?,

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n, caracterizan a la subvariedad
generada por Sﬁ:l:.

Veremos ahora la relacién de inclusion que existe entre las subvariedades propias de la
variedad generada por S} .

Sean P ={Py,...., P} y P ={P],..., P,} dos particiones del conjunto {1,...,k},y
consideremos las subalgebras S; = S’f;’l: y So = S’;’E' de Sﬁ’w asociadas a cada una de las
particiones. Si S; es una subélgebra de Sy entonces P es més gruesa que P’ y B(S;) es
una subélgebra de B(S,). Reciprocamente, supongamos que B(S;) es una subdlgebra de
B(S,). Entonces, la particion P’ asociada a B(Ss) es una subparticién de la particién
P asociada a B(S;). Esto es, todo elemento de P es unién de elementos de P’ (P’ es
un refinamiento de P). Sea a € S¥F, y queremos ver que a € S¥E'. Sean i, j € P/ € P'.
Como P’ es més fina que P entonces existe P, € P tal que P/ C P,. Entonces a satisface
que a(i)/ Rad(S,.) = a(j)/ Rad(S,). Esto es, a € Sﬁ:gl. Entonces el siguiente lema es
inmediato.

Lema 2.7.24. Sean P = {Py,..., P} yP' ={P|,..., P.} dos particiones del conjunto

. , ! .
{1,...,k}, y consideremos las subdlgebras S 4 SEP" de Sk asociadas a cada una de
k,P

n,w

las particiones. Entonces S
P.

L, ro. . . .
es una subdlgebra de ST si y sdlo si P’ es mds fina que

Observemos que si P’ es mds fina que P entonces B(SEF) es una subalgebra de Boole
monddica de B(SEE).

Como consecuencia inmediata del Lema 2.7.24 obtenemos la siguiente ordenacién de
las subvariedades.

Corolario 2.7.25. Sean P = {P,,..., P} y P' = {P{,..., P} dos particiones del
conjunto {1,...,k}. Entonces, V(SEE) C V(SEE') siy solo si P’ es mds fina que P.
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Dadas dos particiones P’ = {P/,...,P.} yP ={Py,..., P} de{1,... K’} y{1,... k}
respectivamente, diremos que P es menor o igual que P’, y notamos P < P, si existe un
subconjunto de P’ que es un refinamiento de P. Por ejemplo, si P y P’ son particiones
de un mismo conjunto, entonces si P’ es més fina que P, entonces P < P’.

Sabemos que S,, y S, son subdlgebras de S, , si y s6lo si m divide a n. En conse-
cuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.7.26. (1) V(S4F)) CV(SEE') siy slo sim divide an, t <k, y P < P’
(2) V(S.,) CV(SEE) siy sdlo sim divide an yt <|P|.

Vimos en el Lema 2.6.1 que una clase {S¥ : i € I} genera V([0,1]") si y s6lo si I es un
conjunto infinito.

Lema 2.7.27. Sea {SEF: : n € N} un conjunto infinito de dlgebras tal que el cardinal
de cada una de las particiones Py es s. Entonces, V({SEs : n € N}) =V([0,1]%).

Demostracion. Notemos que S7 , es subdlgebra de SPPs y V(SpE:) C V([0,1]°), ya que
Sk-Ps satisface la identidad (). Luego,
V({S; :neN}) CV({Sht: :neN}) CV(0,1]).

Pero, del Lema 2.6.1, sabemos que V({S: : n € N}) = V([0,1]°), de donde se tiene el
lema. O

2.7.3. Bases ecuacionales

En lo que sigue, {mq,...,m,} es un subconjunto finito de N. Si » = 0 entonces
{mq,...,m,} = (. Similarmente para el conjunto {si,...,s,}.

Teorema 2.7.28. S5 V es una subvariedad no trivial de MMV-dlgebras tal que V C
V([o, 1]k), entonces V tiene alguna de las siguientes tres formas:

(F1) V = V(Sh

mi)

.S, r>1, yt; <k, para todo i,

(F2) V = V(St

mi)

.., Sk SsLPr ,S,i%;’ﬁp), r>0,s>1,t<kuys; <k, para todo 1,

niw 1t

(F3) V=V(S4 ..., Sk SsuPi 8rfr [0,1), r>0,5>0,1; <kys; <k, para

m1?° ny,w ?

todo i, y ademads ki < k.

Demostracion. SiV = V(]0,1]%), entonces V es de la forma (F3) y no hay nada que probar.
Sea V C V([0, l]k) Supongamos en primer lugar que para algun ¢t < k, tenemos que
V([0,1]") C V. Luego, existe k; = méx{r : V([0,1]") C V}. Si V = V([0,1]"") entonces V
es de la forma (F3). Supongamos que V([0,1)™) C V. Sean I = {m : S! € V\ V([0,1]")},
y J={n:S2 e V\1V([0,1]")}. Si TUJ = 0 entones V = V([0,1]") y este caso ya lo
consideramos. Luego, I U J # (. Del Lema 2.6.1 y del Lema 2.7.27, se tiene que tanto [
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2.7. Subvariedades de ancho k

como J son subconjuntos finitos de N. Si no lo fueran, k1 no es un elemento maximal
dentro del conjunto {r : V([0,1]") C V}. Sea W la subvariedad de V generada por

{[0,1]"}u{S., :me I} U{SLE :ne J}.

Queremos probar que W = V. Para ello, consideremos A € si(V). En particular, sabemos
que A es de ancho menor o igual que k.

Supongamos que A es un algebra finita. Luego, de la Proposicién 2.1.34, sabemos que
A >~ S! vy como pertenece a V resulta que ¢ < ki, o, m € I. Luego, V(A) = V(St)) C W.

Si A no es finita y rank(VA) = n, entonces A € V(Sf{};), para alguna particién P
siendo t < k1, 0, n € J. Luego, V(A) C W.

Por tltimo si rank(VA) = w y A es de ancho t, entonces V(A) = V([0,1]") con t < k;.
Luego, V(A) C W.

Si V([0,1]") no esta contenida en V, para ningtn ¢, tomando los conjuntos I = {m :
St €eV}yyJ={m:S"Y €V} yrazonando de manera andloga al caso considerado

anteriormente, se tiene que V es de la forma (F1) o (F2). O

Recordemos que todas las variedades de MMV-4algebras poseen la propiedad de dis-
tributividad de congruencias. Luego, si A, By, ..., B; son subdirectamente irreducibles
pertenecientes al conjunto {[0,1]* : k € NYU{S! :m,t € N}U{SEP :n,t € N}, entonces
por los teoremas de Jénsson sabemos que A € V(B4,...,B;) =V(By)V---VV(B)) siy
sélo si A € V(B;) para algin i. Teniendo en cuenta esto y el Teorema 2.7.28, tenemos
que si V es una subvariedad no trivial contenida en V(]0, l]k), entonces V tiene alguna
de las siguientes formas

(F1) V=V, V(S ), donde t; < k, para todo i,
(F2) V=V, V(Shi) Vv Vi V(Ssti), donde t; < ky s; <k, para todo i,

(F3) V=Vi_oV(Sk,)V Vi, V(Sgti)vy(o, 1)), donde t; < k y s; < k, para todo 1,
y ki < k.

Resumimos las propiedades de inclusiéon entre las subvariedades de las MMV-édlgebras
de ancho menor o igual que k, en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.7.29. Sea V C V([0,1]"). Entonces:
(1) V([0,1]") CV si y sdlo si V es de la forma (F3) yt < ki,

(2) V(SLE)) CV siy sdlo si alguna de la siguientes condiciones se satisface:
(2a) V es de la forma (F2), n divide a algin n; € {ny,...,n,}, t <s; y P’ <P,
(2b) V es de la forma (F3) yt <k, o, n divide a algin n; € {n1,...,n,}, t <s; ¥y
P' <P,
(3) V(St,) CV siy sdlo alguna de las tres condiciones siguientes se satisface:

(3a) m|m; para algin m; € {mq,...,m,} yt <t
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2. MV-algebras monadicas

(3b) m|s; para algin s; € {s1,...,8,} yt <s;,
(30) tSkl

Ya tenemos bases ecuacionales para cada una de las subvariedades en el conjunto
(V(St) : t < k}U{V(SLE) : ¢t < k} U {V([0.1]") : ¢ < k}. Vamos a dar ahora las
identidades que caracterizan a una subvariedad propia de la subvariedad generada por
0,1]".

Observemos en primer lugar que toda identidad 7 ~ 75 es equivalente a la identidad
(11 = 1) A (1o = 1) = 1. Ademaés, ny(z11,...,210,) = 1, ... (Tp1, o, Tpn,) &1
caracterizan a una variedad V siy s6lo si m(z11, .-, T1ny ) Ao AN (Tp1, oo oy Ty, ) =1
se satisface en V. Luego, toda subvariedad V € {V(S,) : t < k} U{V(SLY) : t <
k}U{V([0,1]") : t < k} esté caracterizada por una sola identidad Ay(zq, ..., z,) ~ 1.

Teorema 2.7.30. Si V = \/7_,V;, donde V; € {V(S!,) : t < k} U{V(S,Y) : t
k}U{V([0,1]") : t < k}, entonces la identidad que caracteriza a 'V es

IN

S
/\V(ZEH, ey Ty L21y - o -y L2ng s Lsly - - - ,IL‘S”s) = \/V()\Vi(l’il, C ,:Eml)) =~ ]_,
i=1
donde Ay, (xi1, ..., xip,) = 1 caracteriza a la variedad V;, para cada i =1,...,s.

Demostracion. Sea A un algebra subdirectamente irreducible. Supongamos que A €

si(V). Sabemos que A € si(V;) para algini = 1,...,s. Entonces, Ay, (1, ..., Timn,) = 1 se
satisface en A y por lo tanto ¥V (Ay, (21, ..., Tin,)) = 1 también se satisface en A. Luego,
AEV_ YA, (zi,...,2m,)) = 1. Supongamos ahora que A ¢ si(V). Luego, para todo
i=1,...,s,setiene que A ¢ si();). Elegimos para cada ¢ elementos a1, . . ., a;,, € A tales
que Ay, (@1, - ., Qin,) < 1. Luego, V (Ay, (a1, . .., Gin;)) < 1, para todo i. Como VA es una
cadena, existe t € {1,...,s} tal que \/;_, V (A, (@i, ..., @in;)) =V (A (i, - -+ i) < 1.
Por lo tanto, \/;_; ¥V (Ay, (i1, - - -, @in,)) &~ 1 no se satisface en A. O

2.8. Subvariedades generadas por algebras de ancho
infinito

En esta seccién probamos que si VX es una MMV-4dlgebra funcional donde el cardinal
de X es infinito entonces V(VX) = V({V* : k entero positivo}). Como consecuencia,
indicamos para las subvariedades K,, y MMYV,, un conjunto finito de algebras de ancho
infinito que las generan. Los resultados de esta seccién seran necesarios en el capitulo 5.

Recordemos que en toda MV-algebra se satisface que

1. vxex(a':c ©a) = (VxEX ax) Da

2. (/\xeX afﬂ) = V:peX 0y,
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si los supremos, y/o infimos, existen.

Consideremos una MMV-algebra funcional V¥, siendo X un conjunto de cardinal
infinito y V una MV-algebra totalmente ordenada. Recordemos que en V¥ se satisface
que

1. sia € VX, entonces existen los elementos sup{a, : v € X} e inf{a, : 2 € X} en V,
2. si a € VX entonces las funciones 3, (a) y ¥, (a) pertenecen a V¥,

Luego, para cada (a;).cx € VX entonces existe Viex 0z ¥

Yo () -0 e(ae) - (an) = (an) -

Teorema 2.8.1. Si V¥ es una MMV-dlgebra funcional entonces
Varw (VY € Vauy ({Vk : k entero positivo}) .

Demostracion. Vamos a considerar la MMV-algebra cuyo universo es el producto infinito
de MMV-4lgebras (VY;V,) indexado por el conjunto

I ={Y € Su(X) : |Y] es finito }.

Sea
it V¥ — H VY
Yel

el MV-homomorfismo definido mediante

(i(a)y = (i ((az)zex))y = (ay, - - ay,),

donde Y = {y1,...,yn}

Sea z = \,cx @z Sabemos que V(a) € VX es la “sucesién” constante (z), es decir, es
la sucesion tal que todos sus elementos son iguales al supremo de todos los elementos
{a, v € X}.

La MMV-élgebra [ [y, VY tiene la operacién V definida componente a componente.
En particular, para todo a € V¥, se tiene que

(V<Z(a)))Y = </\ Qyjs e ey /\ ayj>7

es una |Y|-upla constante.
Consideremos ahora el filtro monddico F' generado en [],.; V¥ por todos los elementos
de la forma

v(i(a)) = i(Yr(a)),
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para todo a € VX. Y sea, i el MMV-homomorfismo
i v¥ — <H VY> /F.
vel
Veamos que i es inyectivo. En efecto, si i(b) € F entonces para todo Y € I, se tiene que
(i(b)y = [V(i(a)) = i(Va(a))ly,

para algtin a € VX. Esto es, si notamos z = /\ cx @y entonces

(byys--.yby,) > /\ayj,.. /\ayj S 2)

7j=1
Para todo j € {1,...,n}, se tiene que
by, = </\ay].> — = \/ (ayj _>Z)‘
j=1 j=1

Pero ademads, si Y’ O Y entonces by, es uno de los elementos seleccionados para conformar
la |Y'|-upla y se tiene que

n’
\/ G/y —>Z

siendo n’ = |Y”|.
Entonces de las observaciones anteriores a la proposicion tenemos que

by, > \/ (az —2) =1,

zeX

para todo Y € I. Luego, b, = 1 para todo x € X. O

Del Teorema 2.8.1 y teniendo en cuenta que si X es infinito entonces V¥ es subdlgebra
de VX para todo entero positivo k, resulta el siguiente corolario.

Corolario 2.8.2. Sea X un conjunto infinito. Entonces V (VX)) =V ({V*: k e N}).
En particular, V(SY) =V ({SF : k € N}).

Consideremos la variedad de MM V-dlgebras IC,, determinada por la identidad (4,,) 2" ~
"t

Corolario 2.8.3. Para todo n entero positivo, K,, = V({S},SY,...,SN}).

Demostracion. Sea m un entero positivo tal que m < n. Entonces SI satisface (4,).
Luego, V({SY,SY,...,SN}) C K,,. Vimos en el Corolario 2.2.6 que

Kp=V({St :keN1<m<n}).
Como SF es subdlgebra de SI | para todo entero positivo k, entonces
Kn,=V({Sh keN,1<m<n})CV{S],S5,....Sh}).
Por lo tanto, K, = V({SY,SY,...,SN}). O
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Consideremos las siguientes subvariedades de K,,. Para cada n > 3, sea MMV, la
subvariedad caracterizada por las identidades

(5n> " anrl

(Tp) (n+1) ((p — Da?) = (px)"*
para todo entero p = 2,...,n — 1 tal que p no divide a n (Di Nola y Grigolia (2004)).
Definimos MMV, = K, definida por (d1), y MMVy = Ky, definida por (d2). Si
A € MMV, es subdirectamente irreducible entonces A es isomorfa a una subalgebra de
(SX;V,), para cierto conjunto no vacio X (Rutledge (1959), Lattanzi y Petrovich (2008)).
Teniendo en cuenta esto y el Corolario 2.8.2; resulta inmediato el siguiente lema.

Lema 2.8.4. Para todo n entero positivo, la subvariedad MMV, = V({Sk : k> 1}) =
V(SY).

Como consecuencia de que SY es subdlgebra de SN si y s6lo si n|m, y el Lema 2.8.4
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.8.5. Sean n y m enteros positivos. Entonces, MMV,, C MMV, si y solo
si n|m.
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3. /-grupos monadicos

En este capitulo definimos el concepto de f-grupo monadico. El resultado principal
consiste en una equivalencia entre la categoria de los /-grupos monadicos y la categoria de
las MV-algebras monadicas. La equivalencia obtenida extiende la equivalencia determinada
por el funtor I' de Mundici para las MV-algebras.

También estudiamos las congruencias de un ¢-grupo monadico y las caracterizamos por
medio de ciertos f-ideales que llamamos ¢-ideales monadicos. Probamos que el reticulado
de (-ideales monadicos de un /-grupo monéadico G es isomorfo al reticulado de ¢-ideales
de 4G. Demostramos ademas que todo ¢-grupo monadico es producto subdirecto de una
familia de ¢-grupos monadicos {G; : i € I} donde IG; es una cadena para todo i € I.

Demostramos también algunas aplicaciones de la equivalencia entre la categoria de los
(-grupos monadicos y la categoria de las MMV-algebras. Entre ellas, demostramos que si
G es un /-grupo monadico con unidad fuerte de orden wu, y consideramos la MV-algebra
monddica cuyo universo es el segmento [0, u] entonces existe un isomorfismo de orden
entre el conjunto de los ideales monddicos del algebra y el conjunto de los f-ideales
monadicos de G, ambos ordenados por inclusion.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera. En la seccién §3.1 incluimos las
definiciones y resultados bésicos sobre MV-dlgebras y /-grupos, que seran necesarios en
el resto del capitulo. Los mismos son incluidos en la tesis por razones de autocontenido.
El lector podrd ver detalles en el libro Cignoli et. al. (2000). En la seccién §3.2 definimos
cuantificadores sobre el monoide reticulado de las sucesiones buenas de una MV-algebra,
y probamos propiedades de los mismos que seran necesarias para definir cuantificadores
en el /-grupo de Chang. En la seccién §3.3 introducimos la nocién de ¢-grupo monadico y
construimos el ¢-grupo de Chang mondadico. Definimos el funtor I's de la categoria de los
(-grupos monadicos a la categoria de las MMV-algebras. El objetivo de la seccién §3.4 es
definir el funtor =5 de la categoria de las MMV-algebras a la categoria de los ¢-grupos
monadicos con unidad fuerte de orden, y demostrar la equivalencia natural entre las
categorias. Finalmente, damos algunos aplicaciones de esta equivalencia en la seccion
§3.5.

3.1. Preliminares

Un grupo abeliano parcialmente ordenado es un grupo abeliano G = (G;+,—,0)
enriquecido con una relacion de orden parcial < que es invariante por traslacion. Esto es,
para todo a,b,t € G, si a < b entonces a +1t < b+ t.

En este trabajo todos los grupos en consideracion son abelianos. Luego, por grupo
entendemos grupo abeliano. El cono positivo GT de G es el conjunto {z € G : 0 < z}.
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Es claro que si el orden del grupo es total entonces G = GT U —G™.
Cuando el orden de G determina una estructura de reticulado, G se dice un ¢-grupo.
En todo ¢-grupo G se verifica que

t+(aVvb)=(t+a)V(t+Db),

t+(aNb)=(t+a)A(t+D),
t—(aVvb)=(t—a)A(t—0D),
t—(anb)=(t—a)V(t—0)

para todo a,b,t € G.
Para todo elemento a perteneciente a un ¢-grupo G, definimos la parte positiva a™, la
parte negativa a~ y el valor absoluto |a| respectivamente por

at=aVvo,
a =—aVo,
la| =at+a” =aV —a.

Un elemento u de un ¢-grupo G se dice una unidad fuerte de orden si es un elemento
arquimedeano. Esto es, si 0 < u y si se verifica que para todo x € GG, existe un entero
n > 0 tal que || < nu. Notamos a un /-grupo G con unidad fuerte de orden u con (G, u).
Sin embargo, en los casos donde no haya ambigiiedad de la unidad fuerte del grupo, lo
notamos simplemente con G.

Llamamos ¢-subgrupo a todo subgrupo subreticulado de un ¢-grupo.

Decimos que un ¢-subgrupo K de un ¢-grupo G es convero si para todo h,k € Ky
g € G tal que h < g < k, se tiene que g € K.

Un (-ideal de un ¢-grupo G es un ¢-subgrupo convexo J de G. (Recordar que todos los
(-grupos en consideracién son abelianos). Es conocido que J es un f-ideal de un ¢-grupo
G si y sélo si J es un subgrupo de G que satisface la siguiente condicién:

six € Jy |yl <|z| entonces y € J.

Sean G y H dos /-grupos. Decimos que f: G — H es un ¢-homomorfismo si f es un
homomorfismo de grupos y de reticulados. Si G y H tienen unidad fuerte de orden u y v
respectivamente, decimos que f es un ¢-homomorfismo unitario si f(u) = v. El siguiente
teorema es un resultado bdsico de la teoria de ¢-grupos (ver por ejemplo Glass y Holland
(1989)).

Teorema 3.1.1. Sea f: G — H un ¢-homomorfismo. Entonces,
1. Ker(f) = f~1({0}) es un {-ideal de G,

2. siJ es un l-ideal de G, entonces G/J es un (-grupo, y por lo tanto el epimorfismo
natural my: G — G/J es un (-epimorfismo tal que Ker(my) = J, Mds ain, siu es
una unidad fuerte de orden de G entonces my(u) es una unidad fuerte de G/J.
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3. G/ Ker(f) es isomorfo al (-subgrupo f(G) de H.

Sea J un ¢-ideal de G y consideremos el £-grupo G/.J. Notamos a la clase de equivalencia
de un elemento g € G con J + g. Luego,

(J+9)+(J+h)=J+(g+h),

—(J+g)=J+(-9).

La relacién de orden en G/J se define de la siguiente manera:
J+4+g>J+ hsiysélosiexiste k € J tal que k+ g > h.

Ademés, (J+g)V(J+h)=J+(gVh)y (J+g) AN(J+h)=J+(gAh).
Un (-ideal J de G se dice primo si J es propio y el cociente G/J es totalmente
ordenado. El siguiente también es un resultado basico de la teoria de ¢-grupos.

Proposiciéon 3.1.2. Todo (-grupo G es producto subdirecto de (-grupos totalmente
ordenados.

Demostracion. Sea a # 0 € GG. Consideremos la familia de todos los f-ideales de G que
no contienen al elemento a. Si J es maximal en esta familia, entonces J es primo. Luego,
la interseccién de todos los f-ideales primos de G es {0} y consecuentemente G puede ser
inmerso en el producto de todos los cocientes G/J, con J primo. Luego, G es producto
subdirecto de ¢-grupos totalmente ordenados. O]

En lo que resta de esta seccién, explicaremos brevemente la equivalencia natural entre
MV-élgebras y ¢-grupos con unidad fuerte de orden demostrada por Mundici (1986).
Para maés detalles el lector puede consultar Mundici (1986), Cignoli y Mundici (1997) y
Cignoli et. al. (2000).

Sea G un (-grupo y u un elemento de G, u > 0 (no necesariamente una unidad fuerte
de orden). Consideremos [0,u] ={z € G : 0 < x < u} y definimos para a,b € [0, u] las
operaciones:

a®b=uAN(a+0),

—a =u—a,
0=0¢g.

Entonces I'(G, u) = ([0, u]; &, —,0) es una MV-élgebra.

A diferencia del resto de la tesis, en este capitulo trabajaremos con el concepto de ideales
en lugar de filtros. Recordemos que un ideal de una MV-élgebra A es un subconjunto
de A que satisface las siguientes condiciones:

(1) 0 €1,
(I12) sizel,ye Aey < x entonces y € I,

(I3) sizeleyeclentoncesz @y € I.
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Un ideal I de una MMV-algebra se dice un ideal monadico si dx € I, para todo x € I.
Si h: (G,u)y — (H,v) es un f-homomorfismo unitario entonces

['(h): T'(G,u) — '(H,v)

definido por I'(h) = hlj, es un homomorfismo de MV-algebras. Mas atin, I' es un

funtor de la categoria de los ¢-grupos con unidad fuerte de orden a la categoria de las
MV-algebras.

Una sucesion a = (aq, asg, . .., @y, ... ) de elementos de una MV-algebra A se dice buena
si para todo ¢ = 1,2,... se verifica que a; = a; ® a;;1, y si existe n tal que a, = 0
para todo r > n. Notamos a = (a1, as,...,a,,0,...) = (ay,aq,...,a,). En particular,

(a,0,...) = (a).

Sea M4 el conjunto de todas las sucesiones buenas definidas sobre una MV-éalgebra
A. Entonces My = (Ma; +, (0), <) es un monoide abeliano reticulado, donde la suma
¢ = a + b de dos sucesiones buenas a y b esta definida por

¢i=a;® (a1 Ob) ® (a2 O b)) B+ ® (a1 ®bi_q) B by,

para i = 1,2,..., y donde b < @ si y sélo si existe una sucesién ¢ tal que b+ ¢ = a.
Ademds, el orden definido en My es invariante por traslacién. Si @ y b son dos sucesiones
buenas entonces la sucesién @V b = (a; Vby,...,a, Vb,,...) es el supremo de a y b, y la
sucesién a Ab = (a; Aby,...,a, Aby,,...) es el infimo de a y b.

Recordemos que si a > b entonces

c=a-—>b
es la sucesion buena que se obtiene de omitir los primeros n términos de
(al, Ce ,an) -+ (ﬁbn, Ce 7_‘b1)-

Recordemos ahora la construccién del /-grupo de Chang G 4. Consideremos la relacion
de equivalencia definida sobre My x M, por

(@,b) = (¢,d) siysélosia+d=b+e¢.

con respecto a +. Decimos que [¢,d] domina a [a, b], y escribimos [a,b] < (¢, d], si y sélo
si [¢,d] — [a,b] = [e, (0)], para algin e € M4. Observemos que [a,b] < [¢,d] si y sélo si
a+d < c+b. Larelacién < es invariante por traslacién. Es mas, G4 es un {-grupo donde
para todo par [a, b], [¢,d] € G 4 se verifica que

[@,b] Ve, d =[(a+d)V(c+b),b+

—

y

[e,d] = [(@+d) A (¢+Db),b+d).
No es dificil ver que uy = [(1), (0)] es una unidad fuerte de G 4. Ademas, la aplicacién

@, b] A
= [(1), (0)]
M, — G definida por a + [a, (0)] es un isomorfismo de monoides y de reticulados.
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Teorema 3.1.3. (Mundici, 1986) La correspondencia ccy: A — I'(Ga,ua) definida por
aa(a) =[(a),(0)] es un isomorfismo de MV-dlgebras.

Recordemos ahora la definicién del funtor = de la categoria de las MV-algebras a la
categoria de los f-grupos. Dada una MV-algebra A, consideremos el ¢-grupo de Chang
Z(A) = G4. Sea h: A — B un MV-homomorfismo y

h*ZMA—>MB

definida por h*((ai, az,...,an,...)) = (h(a1),h(az), ..., h(a,),...). La aplicacién h* es
un homomorfismo de monoide y de reticulado, esto es,

f-homomorfismo unitario de /-grupos. Mas aun, = es un funtor de la categoria MV a la
categoria de (-grupos con unidad fuerte de orden.

Teorema 3.1.4. (Mundici, 1986)(Cignoli et. al., 2000) T'= es naturalmente equivalente
al funtor identidad en la categoria MYV de las MV-dlgebras, y =" es naturalmente
equivalente al funtor identidad de la categoria de los (-grupos.

3.2. El monoide reticulado monadico M 4

Sea A una MMV-algebra y consideremos el monoide reticulado de las sucesiones buenas
M 4. Como JA es también una MV-algebra, podemos considerar el monoide reticulado
de las sucesiones buenas de elementos de 3A, que notamos con Msy4. Es claro que Mgy
es un submonoide subreticulado de M. En esta seccion definimos dy,: My — My y
Va: My — My tales que HM(MA) = M35y y VM(MA) = M3zy4.

Lema 3.2.1. Sea A una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible. St a = (a1, as, ..., ay)
es una sucesion buena en A, entonces (3ay, Jas, ..., Ja,) es una sucesion buena de JA.

Demostracion. Queremos ver que da; ® Ja;y; = da;. Como JA es una MV-algebra
totalmente ordenada, demostrar la igualdad anterior es equivalente a demostrar que
Ja; = 1 o da;;; = 0. Supongamos que da; < 1. Como a; ® a;41 = a;, resulta que
A(a; ® a;11) < 1. Del Corolario 2.1.30 obtenemos que a; ® ;11 = 0. Ademds, a; ® a;11 =
—(—a; ® —a;41) = "a;p1 = a4 Luego, a;11 = 0. Por lo tanto, Ja; 11 = 0. O

Analogamente a la demostracién anterior, pero utilizando el Lema 2.1.29, se demuestra
el siguiente resultado.

Lema 3.2.2. Sea A una MMV-dlgebra subdirectamente irreducible. Si a = (a1, as, ..., a,)
es una sucesion buena en A, entonces (Yay,Vas,...,Va,) es una sucesion buena de YA.
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3. l-grupos monadicos

Lema 3.2.3. Sea A € MMYV. Supongamos que A C [],.; A; es un producto subdirecto
de una familia {A;} de MMV-dlgebras. Para cada i € I, sea ; el epimorfismo candnico.
Una sucesion a = (ay,as,...,a,) de elementos de A es una sucesion buena en A siy
solo si para cada i € I, la sucesion

C_Li = (7TZ'(CL1>,7TZ‘(CL2>, Ce ,Wi(an»
es una sucesion buena en Ay, y si existe ng > 0 tal que m;(a,) = 0, para todo n > ngy y
para i € 1.

Demostracion. Basta observar que a; = a;41 @ a; siy sélo si m;(a;) = m;(aj11) ® m(a;),
para todo 7 € I. O

Como consecuencia del Lema 3.2.3, del Lema 3.2.1 y del Lema 3.2.2, obtenemos en
forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Sea A € MMYV. Sia = (a1, as,...,a,) € My entonces las sucesiones
(Jay, 3as, ..., 3a,) y (Ya1,Vas, ..., Va,) son sucesiones buenas de JA.

Los resultados previos nos permiten definir las siguientes aplicaciones. Sea dy;: M4 —
M 4 definida por
E|M<EL) = (Elal, 3(12, ceey Elan)

y sea Vyr: My — My definida por
\V/M<d) = (Val,VaQ, c. ,V(]Jn).

Observemos que si JA es totalmente ordenada, las sucesiones buenas M54 tienen la
forma

(17, da),

para algiin nimero entero no negativo p y algin a € A.
En lo que resta de la seccion demostraremos varias propiedades que satisfacen 3y, y
Var, v que seran utilizadas més adelante.

Lema 3.2.5. Sea A € MMV. Para todo @, b € My se verifican las siguientes propieda-
des:

x
L
S
L1
=
8
||
L1l
S
=
<
=
<C
<
=
I
<C
<
=
L
S
<
<
=
||
<
2
=
<
=
L
S
=
||

Jy(@aVb) = 3yaV b, Var(@aAb) = Vaa A Vb,

Fn((0)) = (0), Ine((1)) = (1), Y ((0)) = (0), Var((1)) = (1),

(3)

(4) sia < b entonces Ipr(a) < Ips(b),

()

(6) Iar(3nra@ + Iard) = Insa + e, Vs (Vara + Varb) = Vaya + Vb,
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3.2. El monoide reticulado monadico M 4

(7) 3as(@ A 3psb) = I A 3psb.

En particular, 3p(a) es el primer elemento del conjunto [a) N\ Mz y Va(a) es el dltimo
elemento de (a] N Mza.

Demostracion. Las propiedades (1)-(6) son inmediatas de la definicién de ¥y, y Jp/, la
Definicién 2.1.1, el Lema 2.1.2 y el Lema 2.1.3. La propiedad (7) es consecuencia de la
Proposicién 2.2.9. O

Lema 3.2.6. Para toda sucesion buena a de elementos de una MMV-dlgebra A, se
verifica que
dy(a+a) = Iya+ Iya.

Demostracion. Podemos asumir que A es un algebra subdirectamente irreducible, y
entonces JA es totalmente ordenada. Es claro que si a = (0) entonces la propiedad vale.
Sea a = (ay, as,...,a,) # (0) una sucesion buena de longitud n, esto es, a, #0y a; =0
para todo ¢ > n. Luego,

E|MC_L = (1”71, Elan),

donde n — 1 podria ser cero. Luego,
Ipa + Iya = (1"4, 3a,) + (1771, Ja,) = (1279 3a,, @ Ja,, Ja, © Ja,)
= (1207Y J(a, ® a,), Ia, © a,)).

Notemos que si 3(a, ®a,) < 1 entonces, del Corolario 2.1.30, tenemos que I(a, ®a,) = 0.
Sabemos que @ + a = § donde

S; = Q; ) (ai,l ® 611) D (ai,Q ® CLQ) D---D (a1 ® ai,l) D a;,

para todo ¢ entero no negativo. En particular, y teniendo en cuenta que a,, ® a,_1 = a,_1
si y sélo si —a,, ® —a,_1 = —a, siy solo si a, ® a,_1 = a,, tenemos que

Son—1 = (an ®© an71> s> (anfl ®© an) =a, ® Qp,

Sop = Qp O Ay,

Sont1 = 0.

Como a, # 0 entonces so, 1 # 0. Luego,
Ju(a+a) = (1"2 Ia, ® an), Ia, © ay,)). O

Lema 3.2.7. Sea A € MMDV. Sia,b son dos sucesiones buenas de A tales que aAb = (0)
entonces

Iya A Vb = (0).

(
Demostracién. Como Vb < b, entonces a A Vyb < a Ab = (0). Luego, a A Vyb = (0)
y en consecuencia Jp(a A Vp0) = (0). Por otro lado, 35,V = Vb Entonces, de la
propiedad (7) del Lema 3.2.5,

@ AVarb = 3pa A Iy Varb = Far(@ A 3 Varb) = 3ar(a A Varb) = (0). O
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3. l-grupos monadicos

3.3. /-grupos monadicos y el funtor ['5

En esta seccion definimos el concepto de ¢-grupo monédico. Vemos que la clase de todos
los /-grupos monadicos forman una variedad. Analizamos los miembros subdirectamente
irreducibles y las congruencias. Vemos también que podemos definir cuantificadores en
el l-grupo de Chang G4 de una MMV-algebra A, de manera que G4 es un ¢-grupo
monadico. Ademas, definimos el funtor I's de la categoria de los ¢-grupos monadicos a la
categoria de las MMV-algebras.

Dada una MMV-dlgebra A, consideremos el /-grupo de Chang G 4. Definimos 35: G4 —
G 4 por

Je([a,b]) = Bu(@Vv b —b),Vuy(aVvb—a).

Veamos que Jg estd bien definida. Para ello, sea (a,b) = (¢,d). Esto es, a+d = b+ ¢.
Luego, (a+d)V (b+d) = (b+¢) V (b+d). Entonces, (aVb)+d = (dV ) +b, de donde se
deduce que (aVb) — b= (dV &) — d. Similarmente, de @ +d = b+ ¢ y h ciendo supremo
en ambos miembros de la igualdad por (@ + ¢), obtenemos que aVb—a=cVd— ¢ En

consecuencia, 35([a, b]) = J5([¢, d]).

Lema 3.3.1. Sea A € MV. Si a,b son sucesiones buenas de A tales que a Ab = (0)
entonces a +b =a V.

Demostracion. De la definicion de + en M, sabemos que a + b>aVb Com mo My es
isomorfo al cono positivo G entonces (a+b) — (aVb) = ((a+b) —a) A ((a+b) —b) =
aNb=(0). O

Corolario 3.3.2. Sea A € MMV y Ga el L-grupo de Chang de A. Si a Ab = (0)
entonces Ig([a,b]) = [Ba(@), Var(D)].

Observar que [a,b] = [aVb—b,aVb—a] y (aVb—b)A(aVb—a) = (aVb)—(aVb) = (0).
En consecuencia, dado un elemento [¢,d] € G4 siempre podemos elegir un representante
de clase [a, b] tal que a A b = (0).

Lema 3.3.3. Sea A una MMV-dlgebra y G4 el ¢-grupo de Chang de A. La aplicacion
da: G4 — G4 definida anteriormente satisface las siguientes propiedades:

(1) [(_l,l_)] '_< EIG[(_I’EL
(2) 3e3cla,b] = Aala, b,

(3) si[a,b] = [¢,d] entonces 3¢la, b] < Jgle,

oI

Esto es, dg es un operador de clausura.

a) < (aVvb)—ay (@vb) —b<3Iy(@vb) —b),
b+ 3up((aVb) —b). De donde se deduce

—a)] = Jgla, b]. Para (2), sea [¢,d] = [a, b] tal
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que ¢ A d = (0). Del Corolario 3.3.2, tenemos que 3¢a,b] = I¢(¢, d] = [y, Vard]. Del
Lema 3.2.7 obtenemos que Jy¢ A Vyrd = (0). Luego, nuevamente por el Corolario 3.3.2,

363c[e, d) = 3o[Fne, Vard) = [Ba3neE, YarVard) = [3a8, Vard) = 3g[e, d).

Demostremos (3). Supongamos que [a,b] < [¢,d]. Esto es, @+ d < b+ ¢. Luego,

(@a+d)v(a+c)<(b+c)V(a+o).

Entonces B B
(cvd)+a<(aVvb)+e,
y _ _
(cvd)—c¢<(aVvb)—a
Asi

Vu((evd) —e) <Vu((@avb) —a).

Por otro lado, de la hipétesis, tenemos que

(@+d)Vv(b+d) <(b+2c)V(b+d).
Entonces
esto es,

En consecuencia,

Por lo tanto

Iu((@vd)—b)+Vy((cvd)—c) <Vy((@aVvd) —a)+Inu((cVd) —d),

y finalmente

[Aa((@Vvb) —b),Va((@avb) —a)] = Bu((evd) —d),Vu((eVvd) —e). O

Consideremos el /-grupo Gs4 de Chang de la MV-algebra JA. Es claro que Ggy4 es
un subreticulado y un subgrupo de G 4. Sea [¢,d] € G34 tal que ¢,d € Ms,. Luego,
3ele,d] = [e,d] ya que Yy ((€Vd) —¢) = (evd)—cy Iy((evd) —d) = (¢Vd) —d. Por
lo tanto, 35(G4) = G3a.

Como dg es un operador de clausura, G34 es el conjunto de subconjuntos cerrados de
Ja v Gaa es un subreticulado de G 4, resulta el siguiente corolario.

Corolario 3.3.4. Para cada [a,b] € G4, 3¢[a,b] es el menor elemento de [[a,b]) N Gaa.
Ademdas, g es un operador de clausura aditivo, esto es,

HG([dab] v [év d]) = HG([avb]) v EIG([E7 d])
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Veamos en el siguiente lema mas propiedades verificadas por dg.

Lema 3.3.5. Sea A una MMV-dlgebra y G4 el ¢-grupo de Chang de A. La aplicacion
da: G4 — G4 definida anteriormente satisface las siquientes propiedades:

(1) 3e([(0), (0)]) = [(0), (0)],

(2) 3c(((1), (0)]) = [(1), (0)],

(3) 3o—3cla,b] = —3cla, b],

(4) 3¢(3cla, 0] + 3¢l d)) = 3¢la, 0] + 3s(c. d],

(5) si[a,b] € G entonces 3¢ ([a,b] + [a, b]) = Jg[a, b] + ¢(a, b],

(6) si[a,b] € G entonces 3 ([a,b] A[(1), (0)]) = Jala, b] A[(1), (0)],
(7) 3c ([a, 0] A [(0), (0)]) = 3ala, b] A [(0), (0)].

Demostracion. Las propiedades (1) y (2) son inmediatas de la definicién. Como (G 4) =
G34 v Gay es un subgrupo de G4 tenemos (3) y (4).

Demostremos (5). Supongamos que [a,b] € G7. Entonces [a,b] = [e,(0)], siendo
€ =a —b. Luego, del Lema 3.2.6, tenemos que

e ([@,0] + [a,8]) = 3e ([e, (0)] +
= [Bme +3wne, (0)] = [Fme,

Probemos (7). Dado [a,b] € G, elegimos un representante de la clase [¢,d] cuyas
sucesiones buenas sean disjuntas. Es decir, sea [¢, d] = [a, b] tal que ¢ A d = (0). Luego,

e ([a, ] A [(0), (0)]) = 36 ([e.d] A [(0), (0)]) = 36 ([e A d.d]) =T ([(0),d]) = [(0), Vard].

Por otro lado, del Lema 3.2.7, tenemos que

Jela, o] A[(0), (0)] = 3ele, d) A[(0), (0)] = [Bare, Vard] A [(0), (0)] = [Bare A Vard, Vard]

[

Los lemas anteriores inducen la definicién de /-grupo monéadico.

Definicién 3.3.6. Sea (G;+, —,0, <) un ¢-grupo y u > 0 un elemento fijo de G. Diremos
que G = (G;+, —,0,< u,3) es un {-grupo monddico si 3: G — G satisface las siguientes
condiciones:
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(Gl) x < dr,
(G2) Iz Vy)~IJzV Iy,
(G3) 30 ~ 0,
(G4) Ju =~ u,
(Gb) I(—Fz) =~ —3x,
(G6) I(3x + Jy) ~ Jz + Ty,
(G7) siz € G entonces I(x A u) = Iz A u,
(G8) si x € G entonces I(x + x) = Iz + I,
(G9) F(zA0) =~ JxAO.
Usualmente escribiremos (G;u, 3) en lugar de (G;+, —,0, <, u,3). Notemos que para
todo = € G, se verifica que xt =2V 0 € G, ysiz € G" entonces © = 2+ = 2V 0.

Luego, las propiedades (G7) y (G8) pueden ser escritas como ecuaciones de la siguiente
manera:

(2t Au) =~ 3zt Au

Azt +a27) ~ Izt + T

En consecuencia, la clase de todos los /-grupos monadicos es una variedad.
Observemos que en todo ¢-grupo monadico se verifica que

(G10) 3z ~ Ju.

Para verificarlo, consideremos un elemento a € G. De (G3) y (G6) 33a = I(Ja + 0) =
3(Ja + 30) = Ja + 30 = Fa.

Sea (G;u,d) un (-grupo monadico y sea 3G = {Jz : © € G}. De (G10), tenemos que
a € 3G siy s6lo si a = Ja. Ademés, de (G3), (G6) y (G5), obtenemos que 3G es un
subgrupo de G.

Lema 3.3.7. Sea (G;u,3) un {-grupo monddico. Para todo a,b € G, se verifican las
siguientes propiedades:

(G11) sia < b entonces Ja < 3b,
(G12) 3(a+b) < Ja + 3b,

(G13) 3(a — 3b) = Ja — 3.
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Demostracion. Si a < b entonces a V b = b. Luego, de (G2), tenemos que 3(a V b) =
Jda vV 3b = 3b. Esto es, Ja < 3b, y por lo tanto vale (G11).

Demostremos (G12). De a < Ja y de b < 3b, tenemos que a + b < Ja + Ib. Luego, por
(G11) y (G6), tenemos que 3(a + b) < I(3a + Ib) = Ja + 3b.

Veamos que (G13) se satisface. Por un lado, 3(a — 3b) + 3b = I(a + (—3b)) + Ib <
Ja+3(—3b)+3b = Ja—3b+3b = Fa. Por otro lado, Ja = F(a—3b+3b) < F(a—3b)+3F =
A(a—3b) + 3b. Luego, I(a —3b)+3b = Fa. O lo que es lo mismo, I(a—3Ib) = Ja—Fb. O

De (G11), (G1), (G10) y (G2), tenemos que 3 es un operador de clausura aditivo sobre
el reticulado (G, <). En particular, se satisfacen las siguientes propiedades:

(G14) 3(Ja A 3b) = Ja A 3b, para todo a,b € G,
(G15) 3G es un subreticulado de G,

(G16) para todo a € G, existe el primer elemento del conjunto [a) N 3G.

Sea G = (G; +, 0, u, <) un f-grupo con unidad totalmente ordenadoy X = {1,2,... k}
un conjunto finito. Sabemos que (GX;+,0,u, <) es un ¢-grupo con unidad fuerte u con
las operaciones definidas componente a componente, y en donde 0(i) = 0 y u(z) = u, para
todo 7 € X. En el siguiente lema veremos que podemos definir un operador existencial
3, en G¥X de forma tal que GX = (GX;+,0,u,3,) es un f-grupo monddico.
Lema 3.3.8. Sea G = (G;+,0,u) un (-grupo con unidad totalmente ordenado, X =
{1,2,...,k} un conjunto finito. Dado g € G, sea ¢ = \/ <, , 9(i) = méx1<i<k{g(i)}. De-
finimos 3, : GX — G* mediante (3,)g(i) = ¢, para todo i. Entonces GX = (GX;+,0,u, 3,)
es un £-grupo monddico. Ademds 3, (GX) =~ G.
Demostracion. De la definicion de 3y, son inmediatas (G1), (G3) y (G4).

Como G es totalmente ordenado, tenemos que

mix {g(0) V h(D)} = mix {9(0)} V mudx {h(0)}.

Luego, 3,(g V h) = Jyg V I h, demostrando (G2).

Veamos que (G5) se verifica. Notemos que —3,g € G¥ es constante. Luego, 3,—3,g =
—dvg.

Para (G6), de 3,¢ y 3vh constantes, se tiene que J,g + I h es constante. Luego,
I (Ivg + 3Ivh) = Ivg + Ivh.

Sabemos que maxy<;<x{g(i) A u} = max;<;<x{g(?)} A u. Luego, 3,(g A u) = Iyg A u,
demostrando (G7).

Veamos que (G8) se verifica. Como G es totalmente ordenado, tenemos que

mdx {g(i) +9(i)} = 2 mix {g(3)}.

Luego, 3y(g + ¢g) = Ivg + vg.
Probemos (G9). Sabemos que

méx {g(i) A0} = mdx {g(i)} A 0.

Luego, 3,(g A 0) = 3yg A 0. O
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El siguiente teorema se deduce como consecuencia del Lema 3.3.3, del Corolario 3.3.4
y del Lema 3.3.5.

Teorema 3.3.9. Sea A una MMV-dlgebra. Entonces Ep(A) = (Ga;[(1),(0)],3g) es un
(-grupo monddico, que llamaremos el (-grupo de Chang monéadico de A.

Dado un (-grupo monédico (G;u,3), sabemos que I'(G, u) = ([0, u]; B, 0, =) es una
MV-algebra. Consideremos el cuantificador 3 definido en [0, u] como la restriccién del
cuantificador 3 de G al segmento [0, u]. De (G11), (G3) y (G4), tenemos que 3: [0, u] —
[0, u]. El siguiente teorema nos dice que ([0, u]; @, 0, —, 3) es una MMV-dlgebra.

Teorema 3.3.10. Si (G;u,3) es un (-grupo monddico entonces
FE(G, u) = <[07 ’LL]; ®,0,, E|>
es una MMV-dlgebra donde 3 es la restriccion del cuantificador de G al segmento [0, u].

Demostracion. La identidad (MMV1) es trivial de (G1). De (G2) y recordando que el
orden natural en la MV-élgebra [0, u] coincide con el orden del grupo, resulta (MMV?2).
De (G13) y (G4) tenemos que

J-dr = (v — Jz) = Fu — Jr = u — Jr = -3z,
de donde obtenemos (MMV3). De (G6), (G4) y (G14), tenemos que

A(Fz @ Jy) = 3I((Fz + Fy) Au) =333+ Jy) A Ju) =
A(3z + Jy) A Ju = (o + Jy) A Ju = Jz & Jy.

Demostremos (MMV5). De (G8), (G4), (G13), (G3) y (G2) resulta que
JeIr=0V(Izr+3r—u)=0V(IHzr+z)—u) =0V (IHz+2z)—Ju) =
OVI((z4+2)—Fu)=0VvI(z+2)—u) =30VI(z+z)—u) =30V ((z+z)—u))
=3(z O x).

Veamos que (MMV6) se satisface. Notemos que si € GT entonces z + x € GT. Luego,
de (G8) y (G7),

Iredr=Fr+I)Au=3r+2) ANu=3(r+2)Au) =3xS x). O

Definicién 3.3.11. Diremos que f: (G;u,3) — (H;v,3) es un homomorfismo de (-
grupos monddicos, o un £-homomorfismo monddico, si f es un homomorfismo de grupos
y de reticulados, f(u) =wv,y f(3z) = I f(z), para todo x € G.

Veamos que si f: (G;u,3) — (H;v,3) es un homomorfismo de ¢-grupos monédicos

entonces
def

I3(f) = f 10,4,

es un homomorfismo de MMV-élgebras. En efecto, para todo x € [0, u], tenemos que

I5(f)(3z) = f(Fr) =T f(x) = IT3(f)(2).
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Proposicion 3.3.12. La aplicacion I's es un funtor de la categoria MG de los grupos
monddicos a la categoria MMV de las MMV-dlgebras.

Demostracion. Del Teorema 3.3.10 sabemos que para todo ¢-grupo mondadico (G;wu, 3),
I'3(G, u) es una MMV-dlgebra. Vimos quesi f: (G;u,3) — (H;v,3) es un homomorfismo
de (-grupos monddicos entonces I's(f) es un homomorfismo de MMV-dlgebras. Ademas,
las condiciones

» I'5(idg) = idr,(a,u), para todo objeto G de la categoria MG,
» I'5(go f) =T3(g) oT's(f), para todo g: G — H y para todo f: H — Z,
son inmediatas. Luego, I'5 es un funtor. O]

En el resto de la seccién, demostraremos varias propiedades de los ¢-grupos monddicos.
Dado un ¢-grupo monédico (G;wu,3), definimos V: G — G por

Ve = —d—zx.

Consideremos la MMV-élgebra A = I'3(G, u) donde 34 = 3 es el operador original del
grupo, y definamos en [0, u| un operador dual a 34 de la siguiente manera:

VA$ = —E|A—\l’,

donde —x = u — x. Esto es,
Var =u—3I(u—z).

Veamos que VY z = Vz, para todo x € [0,u]. De (G4), (G5) y (G13) tenemos que
A(—z)+u=3—2x)— (—Fu) =I(—z) —I(—Fu) = I((—z) — I(—Fu)) = I(—z + u).
Entonces, v — 3(—z + u) = —3(—=z). Por lo tanto, V z = V.

Definicién 3.3.13. Diremos que un f-ideal J de un ¢-grupo monédico (G;u,3) es un
(-ideal mondadico si 3x € J, para todo x € J.

Observemos que si J es un f-ideal monddico de G y x € J entonces Vx € J. En efecto,
six € J entonces —z € J. Luego, 3—zx € J y —3d—x =Vz € J.

Lema 3.3.14. Si f: (G;u,3) — (H;v,3) es un (-homomorfismo monddico entonces
Ker(f) es un (-ideal monddico.

Proposicién 3.3.15. Si J es un {-ideal monddico de (G;u,3) entonces G/J es un
(-grupo monddico.

Demostracion. Sabemos que si J es un ¢-ideal de (G;u, 3) entonces G/J es un ¢-grupo.
Definimos
3G/ —-G/J

104



3.3. {-grupos monadicos y el funtor I's

por 3(J + z) = J + Jz. Veamos que 3 esta bien definido. Para ello, sea J +x = J + y.
Luego, existe n € J tal que z +n = y y entonces Jy = I(z +n). De donde Jy < Jx + In.
Por otro lado, también sabemos que existe n’ € J tal que y + n’ = = (observemos que
n’ = —n). Luego, 3z = I(y + n’) < Jy + In’. Obtuvimos que

Vn = —3—n = —3In' < Jy — Iz < In.

Como J es monadico, sabemos que dn, Vn € .J, y por ser J convexo, obtenemos que
Jy — dx € J. Luego, J + dx = J + Jy.

De la definicién de 3 y por ser G un ¢-grupo monddico, es facil ver G/J es un ¢-grupo
monadico. O

Proposicién 3.3.16. Sea f: G — H un -homomorfismo monddico. Entonces G/ Ker(f)
es isomorfo al (-subgrupo monddico f(G) de H.

Sea Z(3G) el reticulado de ¢-ideales del (-grupo 3G, y sea ZM(G) el reticulado de
los (-ideales mondadicos del ¢-grupo monadico G.

Teorema 3.3.17. Sea (G;u,3) un (-grupo monddico. El reticulado Z(3G) de (-ideales
de 3G vy el reticulado ZM(G) de (-ideales monddicos de G son isomorfos.

Demostracion. Sea p: Z(3G) — ZM(G) la aplicacién definida para cada f-ideal F' de
3G por p(F) = {g € G : Vg € F y3dg € F}. Demostremos que p(F') es un (-ideal
monadico de G.

Veamos primero que p(F') es un subgrupo de G. En efecto, 0 € p(F') pues 0 = 30 =
V0 € F. Sea z € p(F). Luego, dx € F y, como F' es un f-ideal de 3G, resulta que
—dx € F. Entonces V—x € F. Andlogamente, de Vo € F resulta que —Vx € F, es
decir, 3—z € F'. Con lo cual tenemos que —x € p(F'). Consideremos ahora z,y € p(F) y
veamos que = + y € p(F'). Observemos que Vz + Yy < V(zr +y) < Iz +y) < Jr + Jy.
Por ser F' un subgrupo de 4G, sabemos que Vx +Vy € F'y dx + Jdy € F. Como F' es
convexo, tenemos que V(z +y) € F'y 3(x +y) € F. Por lo tanto, p(F') es un subgrupo.

Demostremos ahora que p(F') es un subreticulado de G. Sean x,y € p(F') y veamos
que x Vy € p(F). Observemos que por ser F' un subreticulado de 3G, tenemos que
HzVy) =3JrVvIy € F. Ademés Vo VVy < V(xVy) < 3I(xVy)y por ser F' convexo,
obtenemos que V(z Vy) € F. Luego, x Vy € p(F). Andlogamente se demuestra que
ANy € p(F).

Veamos que p(F') es convexo. Sean z,y € p(F),y g € G tales que x < g < y. Luego,
Jr < dg < dyy Ve <Vg <Vyy, como F es convexo en 3G, entonces dg, Vg € F. Y en
consecuencia g € p(F).

Ademas, p(F') es claramente cerrado por 3, ya que 33z = Jz y Wz = Vz, y por lo
tanto es monadico. Luego p esta bien definida.

Definimos ahora para todo f-ideal monadico J de G, ¢(J) = J N 3IG. Es claro que
¢(J) es un f-ideal del ¢-grupo 3IG.

Veamos ahora que F' = ¢(p(F)) = p(F) N 3IG. Claramente, F' C p(F) N 3G. Sea
x € p(F) N 3G. Por definicién, 3z = x € F', y en consecuencia p(F) N3G C F.
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Reciprocamente, sea J un f-ideal monadico de G. De 4J C JN3dG y VJ C JN 4G,
resulta que J C p(J N3G). Si g € p(J N 3IG) entonces 3g € JNIG y Vg € JNIG. En
particular, tenemos que dg € J y Vg € J. De la convexidad de J, tenemos que g € J.
Luego, J 2 p(J N 3G). Por lo tanto, J = p(J N 3IG).

Por ultimo, es claro que si I C F’ entonces p(F) C p(F'), y si J C J' entonces
JN3G CJ NIG. O

Teorema 3.3.18. Todo (-grupo monddico (G;u,3) es isomorfo a un producto subdirecto
de L-grupos monddicos (Gi;u;,3), i € I, tal que 3G, es totalmente ordenado.

Demostracion. Buscamos una familia S de ¢-ideales monddicos de G tal que (S = {0}
y tal que 3(G/F;) sea totalmente ordenado, para todo F; € S.

Sabemos que existe una familia &’ = {P, : i € I} de (-ideales primos de 3G tal que
NS’ = {0}, y tal que 3G /P; es una cadena, para todo i € I. Sea S = {p(P;) : i € I}.
Verifiquemos en primer lugar que (S = {0}. Sea a € G, a > 0. Luego, Ja > 0. Como
N S" = {0}, sabemos que existe j € I tal que Ja ¢ P;. Luego, a & p(P;), y asi S = {0}.
Para ver que 3 (G/p(P;)) es una cadena, consideremos dos clases de equivalencia p(P;)+3x
y p(P;) + Jy. Como G/ P; es una cadena sabemos que las clases de equivalencia de 3z y
Jy determinadas por P; verifican que P;+3dx < P;+dy o P, +3dy < P, + dx. Supongamos
sin pérdida de generalidad que P;+dx < P;+ dJy. Luego existe z € P; tal que dx < z+dy.
Pero entonces z € p(P;). De donde se tiene que p(P;) + Iz < p(F;) + Jy. O

3.4. Equivalencia

En la seccién anterior definimos un funtor I's de la categoria de los /-grupos monadicos
con unidad fuerte a la categoria de las MMV-dlgebras. El objetivo de esta seccién es
invertir el funtor I's. Para ello, definimos un funtor =5 de la categoria MMV a la
categoria de los /-grupos monadicos con unidad fuerte y demostramos una equivalencia
natural entre ellos.

Para toda MMV-élgebra A, definimos Z;(A) como el ¢-grupo de Chang mondadico de
A, esto es, Z3(A) = (Ga;[(1),(0)],3¢) (Ver Teorema 3.3.9).

Sea h: (A;3) — (B;3) un homomorfismo de MMV-dlgebras y consideremos el homo-
morfismo de monoide y de reticulado

h*ZMA—>MB

definido por h*((ay, ag, ..., an,...)) = (h(a1), h(az),...,h(ay),...). Veamos que h*(Ipa) =
3, (h*a), para toda a € M4. En efecto,

h* (3 (ar, ag, ... a,)) = h*((3aq, Jag, ..., Ja,)) = (h(Jar), h(Jaz), ..., h(3a,)) =
(Fhay, Fhag, ..., Fha,) = Iy, (h(ar), h(az), ..., ha,)) = Fy,h* (a1, aq, ..., ay)).

Similarmente, se demuestra que h*(Vya) = V', (h*a), para toda a € M.
Definimos ahora

EM(h) GA — GB
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por = (h)([a, b)) = [h*(a), h*(b)]. Sabemos que Zj;(h) es un homomorfismo de (-grupos
unitario (Cignoli et. al., 2000). Veamos que Zj/(h) es un homomorfismo monddico. Esto
es, veamos que para todo [a,b] € G4 se verifica que

Enm(h)3cla, b] = 3= (h)[a, b].

En efecto, como h* respeta + y V, tenemos que

Em(h)3ala, b = En(h) Bu(a
= [W*3m(@Vvb—0b),h"Vy(@vb—a)| =[Fh@vo—>b),vy,h@vb—a)]
= [3(B*aV h*b — h*b), ¥y (h*a v b — h*a)] = I [h*a, h*b] = 3 Ew(h)a, b).

Vb—1b),Vy(aVvb—a)
b—

Proposiciéon 3.4.1. La aplicacion =, es un funtor de la categoria MMV a la categoria
MG de los -grupos monddicos con unidad fuerte.

Demostracion. Sabemos del Teorema 3.3.9 que Z3/(A) es un f-grupo monadico, para
toda A € MMYV. Acabamos de ver que si h: (A;3) — (B;3) es un homomorfismo de
MMV-édlgebras entonces =y (h): G4 — Gp es un f~-homomorfismo monddico. Del hecho
que = es un funtor de la categoria de las MV-algebras a la categoria de los ¢-grupos con
unidad fuerte, resulta que =), respeta la identidad y es compatible con la composicién. [

Teorema 3.4.2. I's=35 es naturalmente equivalente al funtor identidad en la categoria
MMV de las MMV-dlgebras. Mds precisamente, la correspondencia @ 4: A — I'sEy(A)
definida por pa(a) = [(a), (0)] es un isomorfismo de MMYV-dlgebras, y para todo par de
MMV-dlgebras A y B, y todo homomorfismo monddico h: A — B, el diagrama

h

A B

@Al l@B
- I'5=5(h)
Fg:g(A) £> Fgug(B)

es conmutativo.

Demostracion. Observemos que si a4 es el isomorfismo natural del MV-reducto de A
sobre I'Z(A), entonces as = p4. Luego, para demostrar que ¢4 es un isomorfismo de
MMV-idlgebras solo resta verificar que ¢ 4(Ja) = 35, pa(a), para todo a € A. En efecto,

Japala) = 3el(a), (0)] = Bar((a), Var((0))] = [(Fa), (0)] = va(3a).

Sean A y B dos MMV-dlgebras y h: A — B un homomorfismo monadico. Entonces de
la Proposicién 3.3.12, la Proposicion 3.4.1, la definicién de ¢ y del hecho que o es una
transformaciéon natural de ['Z a la identidad, tenemos que el diagrama conmuta. O

En lo que sigue demostraremos que el funtor composicion =Z3I's es naturalmente
equivalente al funtor identidad de la categoria de los ¢-grupos monéadicos con unidad
fuerte.

Recordemos primeramente el siguiente resultado.
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Lema 3.4.3. (Cignoli et. al., 2000) Sea G un £-grupo con unidad fuerte de orden u y sea
A =T(G,u). Para cada 0 < a € G eziste una unica sucesion buena g(a) = (a1, ag, . .., ay,)
de A tal que a = a1+ as + -+ + ay.

Esta sucesiéon se define inductivamente para cada k > 1 de la siguiente manera:
a; = aAu,

g1 =(a—ay —---—ag) ANu.

Ademés, se verifica que a —a; — -+ — ay = (a — ku)™.

Del Lema 3.4.3 tenemos que la correspondencia a — g(a) define una biyeccién del cono
positivo G de G sobre el monoide reticulado Mr(g,,) de sucesiones buenas de I'(G, ).
Esta biyeccion es ademas un isomorfismo de monoide y de reticulado. Més precisamente
tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.4.4. (Clignoli et. al., 2000) Sea G un ¢-grupo con unidad fuerte de orden wu.

Entonces la aplicacion g del Lema 3.4.3 satisface las siguientes condiciones, para todo
a,be G*:

(a) gla+b)=gla)+g(b),
(b) glaVb)=gla)Vg(b),
(c) glanb) =gla) A g(b),
(d) g(u) = u.

Consideremos un ¢-grupo monédico (G;u,d) con unidad fuerte de orden u, y sea
A =T'3(G, u). Probaremos en lo que sigue que la aplicacién g satisface g(3a) = p(g(a))
v g(Va) =V (g(a)), para todo a € G*.

Proposicién 3.4.5. Sea G un (-grupo monddico con unidad fuerte de orden u y sea
(A;3) = T'5(G,u). Para cada 0 < a € G, si a € 3G entonces la sucesion buena
g(a) = (ay,...,a,) satisface que Ja; = a;, para todo i. Es decir, si a € 3G entonces

Jm(g(a)) = 9(3a) = g(a) y Vu(g(a)) = g(Va) = g(a).

Demostracion. Sea a € IGT y consideremos la sucesién buena g(a). Demostraremos por
induccién que Ja; = a;, para todo i. Si i = 1, de (G7), tenemos que

day =3aNu)=FaANu=aAu=a.
Supongamos que Jda; = a;, para 1 <17 < k. Luego,

(a—ku)y=a—a— - —ar=a— (a1 +--+ar) =a— Fay + -+ Jag)
=a—3(3Fa; +---+3Jax) =a—3(a; + - + ax).

Luego, a — 3(a; + - - - + ax) € G*. Entonces de (G7) y (G13) tenemos que

Jag1 =3I(a— a1+ +ap) Au) =3(a—3(ar + - +ar) ANu
=Fa—F(a1+--4a)ANu=(a—a — - —ag) NU = Qy1. O
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Lema 3.4.6. Para todo a € GT, g(3a) = Ing(a).

Demostracion. Sea a € GT y consideremos la sucesiéon buena g(a) = (ay,...,a,) del
Lema 3.4.3, tal que a = a; + - - - + a,,. De la Proposicién 3.4.5 y como Ja € G, existe
una unica sucesiéon buena (cy, ..., ¢y) tal que Ja = ¢; + - - + ¢, v ademds ¢; = J¢;, para
todo .

Como a < Ja entonces (ay,...,a,) < (¢1,...,¢m), esto es, g(a) < g(Ja). Entonces

dyg(a) < 3prg(3a). Por la Proposicién 3.4.5, tenemos que Jprg(a) < g(Ja).
Por otro lado, de (G12), tenemos que Ja = J(a; + - - - + a,) < Jay + - - - + Ja,. Luego,
g(ElCL) § g(ElCLl +oee A+ Elan) = (Elala s 7E|an) - ElMg(a) u

Anélogamente se demuestra el siguiente resultado.
Lema 3.4.7. Para todo a € G*, g(Va) = Vyg(a).

Teorema 3.4.8. (Cignoli et. al., 2000) La aplicacion Bicuy: G — Gr(g,u) definida por
Bicuy(a) =[g(a™), g(a™)] es un L-isomorfismo donde By (u) = [(u), (0)].

Teorema 3.4.9. La aplicacion 1Vg: G = Gy definida por va(a) = [g(a’), g(a™)]
es un £-isomorfismo monddico.

Demostracién. Observemos que si 5(g.q) es el f-isomorfismo del ¢-grupo G sobre Gr(g,v),
entonces ¢y = Y. Luego, ¢g es un (-isomorfismo donde ¢ (u) = [(u), (0)]). Veamos
que ¥ (Ja) = Fgb(a). Teniendo en cuenta las definiciones de ¥g y de I, tenemos que

deva(a) = 3elg(a®), gla™)] = B (9(a™) V g(a™) — g(a”)) ,Var (9(a™) V gla™) — g(a™))].

Para todo a € G, a™+a~ = a™Va~. Como g respeta + y V, tenemos que g(a™)+g(a™) =
g(a™) V g(a™). Luego,
(9(a®) v g(a™)) —gla®) = g(a™)

(9(a™) v gla™)) —gla™) = gla™).

Entonces, da[g(a™), g(a™)] = [Bm(g(a™r)), Va(g(a™))].
Ademds, Jp(g(a™)) = g(3a Vv 0). En efecto, del Lema 3.4.6, (G2) and (G3),

Fu(g(a™)) = g(3(a Vv 0)) = g(3a Vv 30) = g(3a v 0).

Veamos que ¥/ (g(a™)) = g(—3a v 0). En efecto, del Lema 3.4.7 y de (G9), obtenemos
que

Vu(g(a™)) =g(¥(a™)) = g(V(-aV0)) = g(V(—a) vV 0) = g(~=Ja V 0).
Luego,
Jev(a) = [g(Fa v 0), g(—3a Vv 0)] = ¥g(3a).

Por lo tanto, ©¢ es un f-isomorfismo monadico. O]
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Teorema 3.4.10. El funtor composicion Z31'5 es naturalmente equivalente al funtor
identidad de la categoria de los (-grupos monddicos con unidad fuerte. En otras palabras,
si f: (Gyu,3) = (H;v,3) es un (-homomorfismo monddico entonces el diagrama

(Gsu,3) —L— (H;0,7)

l o

EHFH(G,U,)HHFH( )_JHFB(H U)
es conmutativo.

Demostracion. Se deduce de la Proposicion 3.3.12, la Proposicion 3.4.1, el Teorema 3.4.9
y del hecho que § es una transformacion natural de ZI" en la identidad de la categoria de
los ¢-grupos con unidad fuerte. m

Corolario 3.4.11. El funtor I's define una equivalencia natural entre la categoria de los
(-grupos monddicos con unidad fuerte, y la categoria de las MMV-dlgebras.

3.5. Aplicaciones

En esta seccion demostramos algunas aplicaciones de la equivalencia entre la categoria
de los ¢-grupos monédicos con unidad fuerte de orden y la categoria de las MMV-4algebras.

Lema 3.5.1. Sean (G;u,3) y (H;v,3) dos (-grupos monddicos. Si h: I's(G,u) —
I's(H,v) es un homomorfismo monddico de MMV-dlgebras entonces existe un unico

(-homomorfismo monddico f: (G;u,3) — (H;v,3') tal que h =T3(f). Ademds

(1) si h es sobreyectiva entonces [ es sobreyectiva,

(2) si h es inyectiva entonces f es inyectiva.

Demostracion. Del Teorema 3.4.9 y del Teorema 3.4.10 definimos
f=v'E(h)e.

Veamos que I'5(f)(a) = h(a), para todo a € [0,u]. Notemos que si a € [0, u] entonces
g(a™) =g(a) = (a) y g(a™) = (0). En vista de esto,

fla) = v'=E(h) [g(a®), 9(a™)] = vy E(h) [(a), (0)] = ¥ [A"((a)), h"((0))]
= vy [(A(a)), (A(0))] = ¥y [(h(a)), (0)] = h(a).

Por lo tanto, h = I'3(f). Para demostrar la unicidad de f, supongamos que existe
[ (Gyu,3) = (Hyv,3)

que extiende a h 'y que f(b) # f'(b), para algin b € G+.
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De la Proposicién 3.4.5 sabemos que existen ay,...a, € I's(G,u) tales que b =
ai + - -+ a,. Luego,

fb) = flar) + -+ flan) = hlar) + -+ + hlan) = ['(a1) + - + f'(an) = f(b),

lo cual es una contradiccion.

Supongamos que h es sobreyectiva, y sea b € I's(H,v). Luego, existe a € I'3(G,u)
tal que h(a) = f(a) = b. De la Proposicién 3.4.5 sabemos que todo elemento de H* se
escribe como suma de elementos de I's(H, v), y respectivamente todo elemento de G se
escribe como suma de elementos de I's(G, v). Entonces f: G — H* es sobreyectiva, y
en consecuencia f es sobreyectiva.

Supongamos que h es inyectiva, y que f no lo es. Luego, existe a # 0 € G tal que
f(a) =0y sin pérdida de generalidad podemos suponer que a > 0. Luego, 0 = f(aAu) =
h(a A u), contradiccion. O

Recordemos que si G es un f-grupo con unidad fuerte de orden u y A = I'(G, u),
entonces la correspondencia

o:IZ(A) - I(G)

definida por o(J) ={z € G : |x| Au € J} es un isomorfismo de orden entre el conjunto
Z(A) de los ideales de la MV-algebra A y el conjunto Z(G) de los f-ideales de G. El
isomorfismo inverso 7 estd dado por 7(H) = H N[0, u], para todo H € Z(G) (Cignoli
et. al., 2000, Theorem 7.2.2). En el caso de los ¢-grupos monédicos tenemos lo siguiente.

Teorema 3.5.2. Sea (G;u,3) un (-grupo monddico con unidad fuerte u, y sea A =
['3(G,u). Entonces la correspondencia

o:J—={reG:|z| Nue}

es un isomorfismo de orden entre el conjunto ZM(A) de los ideales monddicos de la
MMV-dlgebra A, ordenados por inclusion, y el conjunto ordenado ZM(G) de los (-ideales
monddicos de G. La aplicacion 7: ZM(G) — ZM(A), definida por 7(H) = H N[0, u],
es el isomorfismo inverso.

Demostracion. Sea J un ideal monédico de A. Sabemos que o(J) es un (-ideal de G.
Veamos que o(J) es un f-ideal monadico. Para ello, sea z € o(J). Queremos ver que
|3z| A u € J. Observemos en primer lugar que |3z| = o™ + Va~. En efecto, de (G9),

|F3z| = (Fx)" + (Fz)” = F* + (—3z Vv 0) =Tz + (V=2 V)
=327 + V(-2 V0) =Tzt + V.

Como J es un ideal monédico de A, de |z| Au € J y (G7), tenemos que (|| A u) =
dlz| Au e J.

Ademsés, 7 < |z|. Entonces Jxt < F|z| y T A w < J|z| A u. En consecuencia,
JztAu € J. De la misma manera, obtenemos que 3z~ Au € J. Luego, de Vo~ Au < Jx~ Au,

111



3. l-grupos monadicos

y por ser J decreciente, tenemos que Yz~ Au € J. Como J es un ideal de A, tenemos
que (Fzt Au) ® (Vo= Au) € J. Pero,

(Fz" Auw) @ (Vo= Au) = (Fzt Au)+ (Vo= Au)) Au
= (((Fz" Aw) + V2 )A (Bt Auw)+u) Au=(Fz" Au)+ V") Au
=z +V2e ) A(u+Vz ) Au= 3zt +Vz ) Aue L

Luego, |3x| Au € J. Por lo tanto, o(J) es un ¢-ideal monadico de G. Si H es un (-ideal
monddico de G, es claro que 7(H) = H N[0, u] es un ideal monadico de A. O

Como consecuencia inmediata del Teorema 3.5.2 y del Teorema 3.3.17, tenemos lo
siguiente.

Corolario 3.5.3. Sea (G;u,3) un (-grupo monddico con unidad fuerte u, y sea A =
I'3(G,u). Entonces,

IM(G) 2 Z(3G) X IM(A) = Z(3A).

Corolario 3.5.4. Bajo el isomorfismo establecido en el Teorema 3.5.2, el conjunto de
(-ideales monddicos mazximales de G se corresponde con los ideales monddicos maximales
de T'3(G,u), y el conjunto de (-ideales monddicos primos de G se corresponde con los
ideales monddicos primos de I's(G, u).

Teorema 3.5.5. Sea (G;u,3) un -grupo monddico con unidad fuerte u. Entonces para
todo (-ideal monddico J de G son isomorfos

Demostracion. Sea nm: G — G/J el epimorfismo canénico. Del Teorema 3.5.2, sa-
bemos que J N [0,u] es un ideal monadico de la MMV-algebra I'3(G,u). Ademsés,
I3(n): T'3(G,u) — I's (G/J,u+ J) es un epimorfismo tal que Ker(I's(7)) = J N [0, u].
Luego, I's (G/J,u+ J) = T'5(G,u)/(J N[0, u]). O
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4. Hoops de Wajsberg monadicos

La clase de los hoops de Wajsberg han sido extensamente estudiados (ver por ejemplo
Ferreirim (1992), Blok y Pigozzi (1994), Blok y Ferreirim (2000), Agliano y Panti (2002)).
Es sabido que existe una relacion entre los hoops de Wajsberg y las MV-édlgebras. En todo
hoop de Wajsberg acotado se puede definir una estructura de MV-algebra, definiendo

—x:=x—0,

T ®y = (-zOy),
0:= -1,

y si A es una MV-algebra, entonces (A; ®, —, 1) es un hoop de Wajsberg. Més ain, los
hoops de Wajsberg constituyen la clase ecuacional de todos los {®, —, 1}-subreductos de
las MV-élgebras (ver la seccion §1.4).

Motivados por esto, en este capitulo estudiamos la clase de todos los {®, —,V, 1}-
subreductos de las MV-algebras monadicas. Demostramos que esta clase es una variedad
y damos el conjunto de identidades que la define. A toda algebra perteneciente a esta
clase la llamamos hoop de Wajsberg monadico. En este capitulo estudiamos la variedad
de los hoops de Wajsberg monadicos. Caracterizamos los miembros subdirectamente
irreducibles y las congruencias por medio de filtros que llamamos filtros monédicos. Estos
son filtros que poseen la propiedad adicional de que Va pertenece al filtro, para todo a
perteneciente al filtro. Demostramos también que el reticulado de los filtros monadicos de
un hoop de Wajsberg monadico es isomorfo al reticulado de los filtros de la subalgebra de
los elementos constantes del hoop. Demostramos ademas que la variedad esta generada
por sus miembros finitos. Analizamos la relacién entre las subvariedades de los hoops de
Wajsberg mondadicos y las subvariedades de las MV-algebras monédicas. Determinamos
las subvariedades de la variedad de los hoops de Wajsberg monédicos de ancho k.

El capitulo se estructura de la siguiente manera. En la seccién 4.1 damos la definicién
de un hoop de Wajsberg monadico, estudiamos los filtros monédicos, las congruencias, y
caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de la variedad. En la seccién
§4.2 demostramos que la clase de los hoops de Wajsberg monadicos es exactamente la
clase de todos los hoop subreductos monadicos de las MV-dlgebras monadicas. Finalmente,
en la §4.3 estudiamos las subvariedades de hoops de Wajsberg monadicos de ancho k.

4.1. Definicion y propiedades

Sea A una MMV-dlgebra, y consideremos el {®, —, ¥, 1}-reducto de la misma. A todo
{®, =, V¥, 1}-reducto de un dlgebra A, lo llamamos un reducto hoop monddico de A. En
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4. Hoops de Wajsberg monadicos
el Lema 4.1.1, reunimos algunas de las propiedades que son verificadas por el reducto
hoop ménadico de una MMV-4algebra.

Lema 4.1.1. Las siguientes identidades se satisfacen en el reducto hoop monddico de
toda MM V-dlgebra:

(MHI) V1 ~ 1,

(MH2) Vo — x ~ 1,

(MH3) ¥((z — Yy) = Vy) = (Vz — Vy) = Yy,
(MH}) ¥(x —y) — Vo — Yy) = 1,

(MH5) ¥(Vx — Vy) =~ Vo — Yy,

(MH7) ¥((x — Vy) = z) = (Vz — Yy) — Va,

(

(

(

(MHG6) ¥(z ® z) = Yz OV,

(

(MHS) Y(z Ay) =V AVy,
(

(MH9) Y(Vx © Vy) =~V © Vy.

Demostracion. Las identidades (MH1), (MH2), (MH4), (MH6), (MHS8) y (MH9), son
inmediatas de (MMV14), (MMV7), (MMV21), (MMV11), (MMV8) y (MMV10), respec-
tivamente.

Notemos que la identidad (MH3) es equivalente a la identidad

V(z VVy) =V VVy.

En consecuencia, de la Proposicién 2.2.9, tenemos que (MH3) se satisface.
Veamos que (MH5) se satisface en toda MMV-algebra A. Para ello, consideremos
a,b € A. Entonces

V(Va — Vb) = ¥(~Va & Vb) = V(V-Va & ¥b) = V-Va & Vb = ~Va & Vb = Va — Vb.

Demostremos ahora que (MH7) se satisface en toda MV-élgebra S, para todo n,t € N.
Como estas dlgebras generan la variedad MV obtendremos como consecuencia que (MHT)
se satisface en toda MV-algebra.

Sean a = {(a;) y b = (b;) dos elementos de S’. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a; = minj<;<¢ {a;} y que by = min;<;<; {b;}. Luego, Y a es la t-upla
constante VY a = (ay,a4,...,a1) y, andlogamente, Y b = (by,b1,...,by). Para todo j,

ar < a;. Luego, a;—by < a;—by. Entonces, (a1 —b1)—a1 < (a;—b1)—a; < (a;—b1)—a;.
Luego, mini<j<;{(a; — b1) = a;} = (a1 — b1) — a1. Por lo tanto, V((a — Vb) — a) ~
(Va — Vb) — Va.

Hemos probado que (MHT) se satisface en St . Del Corolario 2.2.7, sabemos que las
dlgebras S! generan la variedad MMYV. Luego, (MHT) se satisface en toda MMV-
algebra. O]
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4.1. Definicién y propiedades

Motivados por el Lema 4.1.1, definimos el concepto de hoop de Wajsberg monadico.

Definicién 4.1.2. Un dlgebra A = (A;®,—,V, 1) de tipo (2,2,1,0) es un hoop de
Wagjsberg monddico si (A; ®, —, 1) es un hoop de Wajsberg, y si se satisfacen las siguientes
identidades:

(x = Yy) = Vy) = (Vo — Vy) — Vy,
r—=y) = Ve —>Vy) =1,
Vo — Vy) =~ Vo — Vy,
rOx)~VroVr,

(x = Yy) = 2) = (Vo — Yy) — Ve,

x Ay) ~Vr AVy,

~~ Y~ I~ N /S o~

Ve ©Vy) = Vr o Vy.

La clase de los hoops de Wajsberg monadicos es una variedad, que notamos con MWH.
De la identidad (MH3), tenemos que la siguiente identidad se satisface en todo hoop
de Wajsberg monadico:

(MH10) V& ~ WWz.

Si H es un hoop de Wajsberg monadico acotado con primer elemento 0, entonces V0 = 0.
En el siguiente lema probaremos que en todo hoop de Wajsberg monadico acotado
podemos definir una estructura de MMV-algebra.

Lema 4.1.3. Sea H = (H;®,—,V, 1) un hoop de Wajsberg monddico acotado con primer
elemento 0. Si definimos
—r=x—0,

TOY =Ty,

entonces (H;®,—,¥,0) es una MMV-dlgebra.

Demostracion. Sabemos que si (H; ®, —, 1) es un hoop de Wajsberg acotado entonces
(H;®,-,0) es una MV-dlgebra. Veamos ahora que V satisface las ecuaciones (MMVT7)-
(MMV12) del Lema 2.1.2. Las ecuaciones (MMV7), (MMV8), (MMV10) y (MMV11) son
inmediatas de (MH2), (MHS), (MH9) y (MH6), respectivamente.

Sea a € H. De (MH5) y teniendo en cuenta que V0 = 0, tenemos que V(—Va) = V(Va —
0) = Va—0 = —Va. Luego, (MMV9) se verifica. Por iltimo, (MMV12) se deduce de (MHT).
En efecto, V(a®a) = ¥((a —0) —a) =V((a—V0) —a) = (Va—0) >Va =VadVa. O
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4. Hoops de Wajsberg monadicos

Observemos en la demostraciéon anterior, que en un hoop de Wajsberg monadico
acotado demostramos la identidad V(z @ x) ~ Vo @ Vx a partir de la identidad (MHT).
Esta identidad volverd a ser importante en el capitulo 5, donde estudiaremos los {—, ¥, 1}-
subreductos de las MMV-algebras.

Como consecuencia inmediata del Lema 4.1.1, tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.4. El reducto hoop monadico de toda MMV-dlgebra, es un hoop de Wajsberg
mondadico.

Ejemplo 4.1.5. Notamos con wa al hoop de Wajsberg monédico que es el reducto

hoop monédico de la MMV-algebra S'fw, y con Ck al hoop de Wajsberg monddico
reducto de la MMV-algebra SF,.

Sea H un hoop de Wajsberg monddico. Consideremos el conjunto VH = {Vx :x € H}.
De (MH1), (MH5), (MH9) y (MH10), obtenemos que VH = (VH;®,—,V,1) es una
subalgebra de H.

Sea A un hoop de Wajsberg, y consideremos el hoop de Wajsberg producto direc-
to A*, siendo k un entero positivo. Definimos en A* el operador V,: A* — A* por
Val{ay,...,ar)) = {c,...,c) donde ¢ = /\f:1 a;. Entonces tenemos la siguiente proposi-
cién.

Lema 4.1.6. Si A es un hoop de Wajsberg entonces A* = (A¥; ©,— VA, 1) es un hoop
de Wajsberg mondadico, para todo entero positivo k.

Demostracion. Sea A un hoop de Wajsberg. Sabemos que existe una MV-algebra B y
un {®, —, 1}-monomorfismo ¢: A — B, y ¢ induce un {®, —, 1}-monomorfismo ¢ de
forma natural ¢: A* — B*. De la Proposicién 2.1.13 sabemos que B* = (B*:V,) es una
MMV-élgebra y del Lema 4.1.4, tenemos que B¥ es un hoop de Wajsberg monédico.
Luego, A* es un hoop de Wajsberg monddico. O

El Lema 4.1.6 nos permite encontrar ejemplos de hoops de Wajsberg monadicos que
seran importantes para el desarrollo del capitulo. En particular, trabajaremos con el
hoop de Wajsberg monddico cancelativo CF.

4.1.1. Filtros monadicos y congruencias

En esta seccién definimos el concepto de filtro monadico. Caracterizamos a las congruen-
cias de todo hoop de Wajsberg monadico por medio del conjunto de filtros monéadicos.
Maés precisamente, establecemos un isomorfismo entre el reticulado de congruencias de
un hoop de Wajsberg monadico H y el reticulado de filtros monadicos de H. Probamos
también que el reticulado de filtros mondadicos de H es isomorfo al reticulado de filtros
de VH.

Definicién 4.1.7. Sea H € MWH. Un filtro F' de H se dice un filtro monddico de H,
si verifica que Va € F, para todo a € F.
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Notamos con Fy(H) al conjunto de todos los filtros monadicos de H, ordenados por
inclusion. Observemos que si F' € Fy(H) entonces, F' es cerrado por —, ©®,Vy 1€ F.
Luego, todo filtro monadico F' es un subuniverso de H.

SSHe MWH y X C H, X # 0, el filtro monadico generado por X es el conjunto

FMg(X)={be H :Va; — (Vag — (... (Ya, — b)...)) =1 donde ay,ay,...,a, € X},
o lo que es lo mismo,

FMg(X)={b€ H :Va; ®Va; ® --- ®Va, <b, donde ay,as,...,a, € X}.

Sien particular X = {a} entonces FMg(a) = {b € H:VYa-5b=1, para algin n € N}.
Observar que FMg(X) = Fg(VX).

Teorema 4.1.8. Sea H € MWH. La correspondencia Conppyy(H) — Fur(H) definida
por 0 — 1/0 es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por F — Op.

Demostracion. Sea 6 € Con vy (H). Consideremos el filtro 1/0 y sea x € 1/6. Entonces
(x,1) € 0. Luego, (Vz,V1) € 6. De (MH1), tenemos que (Vz,1) € 0. Luego, Vx € 1/0 y
en consecuencia 1/6 es un filtro mondadico.

Sea F' € Fy(H). Veamos que la relacién

0 = {(a,b) € H*: (a—b) ® (b—a) € F}

es una congruencia sobre H. Para ello, sean a,b € H tal que (a—b) ® (b—a) € F. Luego,
a—be Fyb—ac F.Como F es monddico, tenemos que V(a—b) € F'yV(b—a) € F.
Por (MH4) y por ser F' creciente, tenemos que Ya — Vb € F'y Yb— Va € F. Por lo tanto,
(Va — Vb) ® (Vb — Va) € F. O

El siguiente teorema establece el isomorfismo entre el reticulado de filtros monadicos
de H y el reticulado de filtros de VH.

Teorema 4.1.9. Sea H € MWH. La correspondencia Fy(H) — F(VH) definida por
F — FNVH es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por M — FMg(M).

Demostracion. Es claro que si F' € Fy(H) entonces FFNVH € F(VH).

Sea M € F(VH). Veamos que FMg(M)NVH = M. Claramente, M C FMg(M)NVH.
Sea z € FMg(M)NVH. Luego, existen ay, as, ..., a, € M tales que Va; ®©Vay®- - -OVa,, <
z. Como M es un filtro monadico de VH, sabemos que Va; ®Va, ®---® Va, € M. Como
z € VH y M es creciente, obtenemos que z € M.

Consideremos F' un filtro monédico de H, y probemos que FMg(F NVH) = F. De
FNVYH C F sabemos que FMg(FNVH) C F. Sea f € F. Luego, Vf € FNVH y
entonces Vf € FMg(F NVH). Pero FMg(F NVH) es creciente en H y como Vf < f,
entonces f € FMg(F NVH). O

Corolario 4.1.10. 51 H € MWH entonces

Como consecuencia, la variedad MWH tiene la propiedad de distributividad de con-
gruencias.
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4. Hoops de Wajsberg monadicos

4.1.2. Algebras subdirectamente irreducibles

En esta seccion caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de la
variedad MWH. Como consecuencia demostramos que si H es un hoop de Wajsberg
subdirectamente irreducible entonces H es acotado o H es cancelativo. Este resultado
serd importante en la seccion §4.3.

Como consecuencia inmediata del Corolario 4.1.10, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.11. Sea H € MWH. Entonces, H es subdirectamente irreducible (simple)
si y solo si VH es un hoop de Wajsberg subdirectamente irreducible (simple).

Sabemos que las dlgebras subdirectamente irreducibles en la variedad WH son total-
mente ordenadas. Luego, del Corolario 4.1.11 obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.1.12. Si H es un hoop de Wajsberg monddico subdirectamente irreducible
entonces VH es totalmente ordenada.

Proposicion 4.1.13. Todo hoop de Wajsberg monddico es producto subdirecto de una
familia de hoops de Wajsberg monddicos {A;}, i € I, tales que YA, es totalmente
ordenada.

Observemos que en todo hoop podemos escribir la operacién @ en términos de la
operacion ® y de — de la siguiente manera:

a®db=(a— (a®b)) =D,

Ademés, en todo hoop de Wajsberg acotado @ es la suma usual (ver §1.4). Si H es un
hoop cancelativo, entonces a @ b = 1 para todo a,b € H. Més atin, un hoop de Wajsberg
es cancelativo si y sélo si satisface la identidad x @& x =~ 1.

Teorema 4.1.14. Sea H un hoop de Wajsberg monddico subdirectamente irreducible.
Entonces H es acotado o H es cancelativo.

Demostracion. Si H es subdirectamente irreducible, sabemos que VH es un hoop de
Wajsberg totalmente ordenado. Luego, VH es acotado o VH es cancelativo. Si VH es
acotado, entonces H es acotado. Supongamos ahora que VH es cancelativo, luego para
todo a € H tenemos que Ya @ Va = 1. Entonces, de (MH2) y (MH7), a ®a > V(a ® a) =
Va @ Va = 1. Luego, H es cancelativo. O]

4.2. Subreductos hoop monadicos de las MV-algebras
monadicas

En esta seccién demostramos que la variedad de los hoops de Wajsberg monadicos es
exactamente la clase de subreductos hoops monédicos de las MMV-algebras, y probamos
que existe una estrecha relacion entre las variedades de las MMV-algebras y variedades
de hoops de Wajsberg monadicos.
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4.2. Subreductos hoop monadicos de las MV-algebras monadicas

Vimos que los hoops de Wajberg monddicos acotados son los {®, —,V, 1}-reductos de
las MMV-dlgebras. Veremos en esta secciéon que los hoops de Wajsberg monadicos son
los {®, —,V, 1}-subreductos de las MMV-dlgebras.

Lema 4.2.1. Sea A = (A;0,—,V,1) € MWH y a € YA. Definimos para x,y € [a),
TO.y = (x®y)Va. Entonces [a) = ([a); ®q, —,V, 1) es un hoop de Wagjsberg monddico
acotado.

Demostracion. Notemos en primer lugar que si a € VA, entonces a = Va. Sabemos que
([a); ®a, —, 1) es un hoop de Wajsberg acotado. Sean z,y € [a). Las propiedades (MH1),
(MH2), (MH3), (MH4), (MH5) y (MHT7) son inmediatas.

Probemos (MH6), esto es, V(z®, ) = Vr©®,Vz. En efecto, V(z©,2) = V((xOz)Va) =
Vixoz)Va=NVroOVr)Va=VYre, V.

Veamos ahora que (MHS) se satisface. En efecto,

V(zNoy) =V(r 04 (z—y) =Y(z0(zr—y))Va) =Y(z O (z—y)) Va
=z AVy)Va= V0O (Vo —Yy))Va=Vre, (Ver—Yy) =VrA,Vy.

Por ltimo, veamos que V(Vz ®, Yy) = Va ®, Vy. En efecto, V(Vx ©, Vy) = V((Vz ©
Yy)Va) =YV ©Vy)Va=Vr©,Vy. Hemos probado (MH9). O

Teorema 4.2.2. Si A es un hoop de Wajsberg monddico, entonces
A €ISPy({[Va):a € A}).

Demostracion. Consideremos la familia {(a] = {z € A:x <a} :a € A}. Como (a Ab| =
(a] N (b], la familia {(a] : @ € A} tiene la propiedad de intersecciones finitas. Por lo tanto,
existe un ultrafiltro £ C P(A) = Su(A) que contiene a todos los miembros de la familia.

Sea
v A — (H[W)) /F,

z€A

definido de la siguiente manera 1(a) = (a V Vz),ca/F. Observemos que dados a,b € A,
Y(a) =1(b) siysélosi {z€ A:VzVa=VzVb}eF.
Veamos que 1(¥a) = Y(1a), $(a © b) = () © Y(b), B(a—b) = $(a) = Y(B) ¥ que ¥ s

inyectiva.
Observemos que V(va) =V ((a V Vz).ca/F) =V ((aVV2).ea) /[F = (V(aVV2)),.4 /F.
Luego,
Y(Va) =V(va) siysélosi {z€ A:VzVVa=V(aVVz)}€F.

Pero en A se verifica que VzVVa = V(aVVz). Entonces, {z € A:VzVVa=VY(aVVz)}=
Ay AeF.

Veamos que ¢(a ®b) = ¢(a) ®@(b). Si 2 < a ® b entonces V2V (a®b) =a®b=
(Vz Va)©® (Vz VD). Luego,

(@b C{zeA: V2V (a®b) =(VzVa)® (VzVb)}.
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4. Hoops de Wajsberg monadicos

Luego, {z € A: V2V (a®b) = (VzVa)® (VzVb)} € F.
Notemos que ¢(a — b) = 1(a) — 1 (b) si y sdlo si

{zeA:VzV(a—b)=(VzVa)— (VzVb)} €F.
Sabemos que existe ¢ € A tal que ¢ < a,b. Veamos que
(c]C{z€A:VzV(a—b)=(VzVa)— (Vz2VDb)}.
En efecto, si z € (¢, entonces Vz < z < ¢ < a,b. Luego, Vz < a — b. Asi,
VzV(a—b)=a—b=(Vz2Va)— (VzVb).

Como (¢| € F deducimos que {z € A:VzV (a = b) = (VzVa)— (Vz2Vb)} € F. Sean
a,b € A tales que ¥(a) = 1(b). Como (a] € F, entonces la interseccion

(alN{z€ A:VzVa=VzVb}eF.

En particular, esta interseccién es no vacia. Sea w € (a|N{z € A:VzVa=VzVb}.
Luego, a = Vw V a =VYw V by por lo tanto b < a. Andlogamente, considerando (b] € F,
obtenemos que a < b. Luego, a = b. ]

Del teorema anterior, tenemos que todo hoop de Wajsberg monédico se puede sumergir
en un hoop de Wajsberg monadico acotado, es decir, se puede sumergir en una MMV-
algebra.

Si K es una clase de MMV-algebras, sea S"™(K) la clase de los subreductos hoop
monadicos de &lgebras de K, esto es, aquellos hoops monédicos que son subhoops
monadicos de algin algebra en K.

Proposicién 4.2.3. Si V es una variedad de MMV-dlgebras, entonces S"™ (V) es una
variedad de hoops de Wajsberg monddicos. En particular, MWH es la clase de todos los
subreductos hoop monddicos de las MMV-dlgebras.

Demostracién. Veamos que S"™ (V) es cerrado por subdlgebras, imédgenes homomorfas y
productos directos. Sea A € S"™(V), y sea B € V tal que A es isomorfa a un subhoop
monddico de B. Identifiquemos A con dicho subhoop para facilitar la notacion.

Sea C un subhoop monédico de A. Luego, C es un subhoop monadico de B. Por lo
tanto, C € S"™(V).

Consideremos A; € S"(V), para todo i € I, y sean B; € V tal que A; es isomorfa
a un subhoop monadico de B;. Sean «;: A; — B; homomorfismos inyectivos. Sabemos
que a: [[,c; Ai = [],e; Bi definido por a(a)(i) = a;(a(i)) es un homomorfismo. Es
claro también « es inyectivo, ya que para todo ¢ € I, ; es inyectivo. Por lo tanto,
[es A € ™).

Consideremos F' un filtro monadico de A, y sea F' = FMgg(F) el filtro monadico
generado por F' en B. Como F' es monadico, sabemos que F' = Fggz(F'). Es claro que
F C F'NA. Veamos que F' = F' N A. Para ello, sea a € F' N A. Luego, existen a; € F,
1 <i<mn, tales que a; — (ag — (... (a, — a)...)) =1 € F. Aplicando modus ponens,
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4.3. Variedades de hoops de Wajsberg monadicos de ancho k

obtenemos que a € F'. Luego, F' = F' N A. Sean z,y € A tales que x/F # y/F. Veamos
que z/F" # y/F'. En efecto, supongamos por el absurdo que z e y tienen la misma clase
modulo F’. Entonces (x — y) ® (y — ) € F' N A, lo cual es una contradiccién. Luego,
la aplicacion A/F — B/F’ definida por a/F — a/F’" es un homomorfismo inyectivo.
Como B/F’ € V, tenemos que A/F € S"™(V). O

Corolario 4.2.4. Sea B una MMV-dlgebra y sea A su reducto hoop monddico. Entonces
V(A) =S""(V(B)).

Demostracién. De la Proposicién 4.2.3, sabemos que S"(Vaan(B)) es una variedad
de hoops de Wajsberg monddicos y es claro que V(A) C 8" (Vv (B)).

Sea C € S"(Vyup(B)), v sea D € Vayup(B) tal que existe una {©®,—,V,1}-
inmersién de C — D. Como D € HSP(B), entonces D es una imagen homomorfa de
una MMV-4dlgebra S, tal que S es isomorfa a una MMYV-subdlgebra de BY. Sea g: S — D
el MMV-epimorfismo. Consideremos S’ = ¢~}(C) y el epimorfismo g | §': S — C.
Luego, S’ es una {®, —,V, 1}-subdlgebra de Al y Al es el {®, —,V, 1}-reducto de B’.
Luego, C € V(A). Por lo tanto, S" (Vi uy(B)) C V(A). O

Vimos que la variedad de las MMV-algebras esta generada por sus algebras finitas
(Corolario 2.2.7). De este resultado y la Proposicién 4.2.3 obtenemos lo siguiente.

Corolario 4.2.5. La variedad de los hoops de Wajsberg monddicos esta generada por
{CF :n, ke N}.

4.3. Variedades de hoops de Wajsberg monadicos de
ancho &

Como en la seccion §2.6 vamos a considerar la identidad

k1 k+1
(o) ¥ (\/ /\XZ> — \/Va;j ~ 1,
i=1 j=1

donde X = {x1, 29, ..., 2k, Tp11}, X; = X —{x;}, siendo k un nimero entero no negativo.

Andalogamente a las MMV-algebras, diremos que un hoop de Wajsberg monadico A es
de ancho 1 si satisface la identidad (aq), y que es de ancho k, para k > 1, si satisface la
identidad (ay) y no satisface la identidad (ax—1). Si A no satisface (o) para ningun k,
decimos que el algebra es de ancho infinito. Notamos width A = k£ o width A = w, segin
sea el caso finito o infinito.

Sea A un hoop de Wajsberg monadico subdirectamente irreducible que satisface la
identidad (), para cierto k entero positivo. Sabemos que A es un subreducto hoop
monadico de una MMV-dlgebra B. Por la construccion de B, resulta que B satisface
(). Ademads, sabemos que VB es totalmente ordenada. Luego, de la Proposicién 2.6.8,
obtenemos que B es isomorfa a una subalgebra de ((VB)*;V,). Entonces, A es un
subreducto hoop monddico de la MMV-dlgebra ((VB)*;V,). Si consideremos 3: A — A
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4. Hoops de Wajsberg monadicos

definido por da = V(a — Va) — Va, para todo a € A, entonces el siguiente lema es
inmediato. Su demostracion es analoga a la Proposicién 2.6.8.

Lema 4.3.1. St A es un hoop de Wajsberg monddico subdirectamente irreducible que
satisface (o) entonces A es isomorfo a una subdlgebra de (VA)F.

Notamos también con [0, 1]" al reducto hoop monadico de la MMV-dlgebra [0, 1]".

Consideremos un hoop de Wajsberg mondadico subdirectamente irreducible A que
satisface la identidad (aj). Del Teorema 4.1.14 sabemos que A es acotado o A es
cancelativo.

Supongamos en primer lugar que A es un hoop de Wajsberg monadico subdirectamente
irreducible acotado. Sea B la MMV-dlgebra que se obtiene de A considerando el primer
elemento de A como constante. Por el Corolario 4.2.4, sabemos que V(A) = S"(V(B)).
Como consecuencia de esto, la Proposicién 4.2.3 y el Teorema 2.7.28, obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 4.3.2. 5@V es una subvariedad no trivial de hoops de Wajsberg monddicos
acotados tal que V C V([0, 1]k), entonces V tiene alguna de las siguientes tres formas:

(F1) V = V(C!

mi7

., Cl ), r>1, yt; <k, para todo i,

(F2) V = V(C}

my?
1,

.., Clr Cs1P O >0, s> 1, t; <k ys; <k, para todo

ny,w ?

(F3) V = V(Ch ,...,Cln CstPr . Copr [0,1M), 7> 0,5 >0,t; <kys <Ek,

mi) ny,w ?
para todo i, y ademds ky < k, donde {my,...,m,} es un subconjunto finito de N.

Sir =0 entonces {mq,...,m.} = 0. Similarmente, para el conjunto {sy,...,s,}.
De los teoremos de Jénsson y del Teorema 4.3.2, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.3. Si V es una subvariedad no trivial de hoops de Wajsberg acotados
contenida en V([0, l]k), entonces V' tiene alguna de las siguientes formas

(F1) V =V,_, V(CL ), donde t; <k, para todo i,
(F2) V =V, _(V(CL )V Vi V(C:ti), donde t; < k y s; <k, para todo i,

(F3) V =\._oV(Ci )VvVi,V(Cit)vy(o, 1)"), donde t; < k y s; < k, para todo i,
Yk < k.

Consideremos ahora el caso en que A es un hoop de Wajsberg monédico cancelativo
de ancho k.

Recordemos que A satisface que a®b = 1, para todo a,b € A. Mas atn, la subvariedad
de los hoops cancelativos esta caracterizada por la identidad

rxdr~1.

El siguiente lema sera necesario en la demostracién del Teorema 4.3.5. Su demostracion
es analoga a la de la Proposicién 2.6.11.
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Lema 4.3.4. Sean A y B dos hoops de Wajsberg. Si A € Vyyy(B) entonces A* €
Vawn((B)F).

Teorema 4.3.5. Sea A un hoop de Wajsberg monddico subdirectamente irreducible
cancelativo de ancho k, entonces V(A) = V(CF).

Demostracion. Sik = 1, sabemos que Vyyy (A) = Yy (Cy) (ver Agliano y Panti (2002)).
Como A es una cadena, entonces V(A) = V(C,).

Supongamos ahora que k£ > 1. Como A es de ancho k, del Lema 4.3.1, sabemos que A
es isomorfa a una subélgebra de ((VA)";V,). Identificamos A con dicha subdlgebra para
simplificar la notacién. Para cada j € {1,...,k}, como A es de ancho k podemos elegir
los siguientes elementos de A C (VA)*:

a;(i) =

)

1 sii#j
cj Slit=]
donde ¢; € VA — {1}. Como VA es totalmente ordenada podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢; < --- <¢; <--- < ¢. Para cada j, consideremos el elemento b; € A

b = @ as | — Vay.

se{l,...k\{7}
Observemos que b;(i) = { Clk :i ? ;i

el conjunto {b; : 1 < j < k} es isomorfa a C¥. Por lo tanto, V(CF) C V(A). Por
otro lado, sabemos que YV (C,) = Vywx(VA). Luego, del Lema 4.3.4, sabemos que
Vo (CE) = Vawu ((VA)F). Entonces A € V(CF). Por lo tanto, V(A) =V(CF). O

. Entonces la subalgebra de A generada por

Corolario 4.3.6. La subvariedad de hoops de Wajsberg monddicos cancelativos de ancho
k estd caracterizada por las identidades (ax) y (() z® x ~ 1.

Es claro que CF es subdlgebra de C? si y sélo si k < s, y también que CF es isomorfa
al radical de wa para todo entero positivo n. Luego el siguiente lema es inmediato.

Lema 4.3.7. CE € V(C5) siy sdlo si k < s. Para todo entero positivo n, C¥ € V(C3F)
sty solo si k < s.

En el siguiente corolario, que es inmediato de la Proposicién 2.7.29 y del Corolario 4.3.3,
resumimos las propiedades de inclusién entre las subvariedades de hoops de Wajsberg
monddicos acotados de ancho menor o igual que k.

Proposicién 4.3.8. Sea V una variedad de hoops de Wajsberg monddicos acotados tal
que V C V([0,1]"). Entonces:

(1) V([0,1]") CV siy sdlo si V es de la forma (F3) yt <k,

(2) V(CLE)) CV siy sdlo si alguna de la siguientes condiciones se satisface:
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4. Hoops de Wajsberg monadicos

(2a) V es de la forma (F2) y n divide a algin n; € {n,...,n,} yt es menor a
algin {s1,...,s,}, 0, n divide a algin n; € {ny,...,n,}, t es menor o igual
que algin s; € {s1,...,5,} yP' <Py,

(2b) V es de la forma (F3) yt < ky,

(3) V(CL) CV siy sdlo si m|g para algin q € {my,...,m.,s1,...,8,} yt < t,, o,
t < k.

Recordemos ademés que todo hoop de Wajsberg acotado @ es la suma usual (ver
§1.4.1). Entonces podemos hallar bases ecuacionales para cada una de las subvariedades
de hoops de Wajsberg mondadicos acotados de ancho k, siguiendo los argumentos de la
seccion §2.7, donde se encuentran bases ecuacionales finitas para toda subvariedad de
MMV-élgebras de ancho k. Observar que en la identidad (f*¥) debe reemplazarse las
dos apariciones de 0 por V ( Ni_, Q:E?H). Entonces tenemos bases ecuacionales para cada
una de las subvariedades {V(C!,) : t <k} U{V(CE) : t <k} U{V([0,1]") : t < k}.

Vamos a dar ahora las identidades que caracterizan a una subvariedad propia de la
subvariedad generada por [0, 1]".

Es claro que toda identidad 7 & 75 es equivalente a la identidad (13 =) A (e —71) =~ 1.

Ademas, ny(x11, ..., 1) = 1, ..., n(Tr1, ..., Ty, ) & 1 caracterizan a una variedad V
siy solo si (211, .y Ting) Ao - Ane(Tp1, .., T, ) = 1 se satisface en V. Luego, toda
subvariedad V € {V(C.) : t < k} U{V(CL) : t <k} U{V(CLE) : t < k} U {V([0,1]) :
t < k} estd caracterizada por una sola identidad Ay(xq,...,x,) =~ 1. El siguiente teorema

nos da la caracterizacién por identidades de toda subvariedad de hoop de Wajsberg
monadicos de ancho menor o igual que k. La demostracién es analoga a la demostracion
del Teorema 2.7.30 para el caso de las MMV-algebras.

Teorema 4.3.9. StV = \/;_| Vi, donde V; € {V(C.) : t < k}U{V(C!) : t <k} U
{v(cit) -t <kpu{y([o, 1]") : t <k}, entonces la identidad que caracteriza a V es

S
>\V(<Z'117 <oy Ting 5, X215 - -+ 5 L2ng5 Lsly - - - wxsns) = \/V()\vi(llfﬂ, s 7xmz)) ~ 17
i=1
donde Ay, (xi1, ..., Tin,) = 1 caracteriza a la variedad V;, para cadai=1,...,s.
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tukasiewicz monadicas

Las algebras de implicacion de Lukasiewicz constituyen la contrapartida algebrai-
ca del fragmento implicacional de la logica Super-Lukasiewicz estudiada por Komori
(1978b). Fueron llamadas C-dlgebras en Komori (1978b) (ver también Komori (1978a)), y
Lukasiewicz residuation algebras en Berman y Blok (2004). También han sido estudiadas
por otros autores (ver Ferreirim (1992), Diaz Varela y Torrens Torrell (2006), Diaz Varela
(2008), Campercholi et. al. (2011)).

La clase de todas las algebras de implicacion de Lukasiewicz es exactamente la clase
de todos los {—, 1}-subreductos de las MV-algebras (Ferreirim, 1992).

Motivados por este resultado, en este capitulo estudiamos la clase de los {—,V, 1}-
subreductos de las MMV-algebras. Demostramos que esta clase es una variedad, e
indicamos el conjunto de identidades que la definen. A toda dlgebra perteneciente a esta
variedad, la llamamos dlgebra de implicacion de Lukasiewicz monddica.

Ademas realizamos un estudio completo de la variedad. Caracterizamos los miembros
subdirectamente irreducibles y a las congruencias por sus filtros monadicos. Demostramos
que la variedad esta generada por sus miembros finitos. Damos una descripcion completa
del reticulado de subvariedades, indicando también una base ecuacional para cada una
de las subvariedades propias.

El presente capitulo se estructura de la siguiente manera. En la seccién §5.1 definimos
la variedad de las algebras de implicacion de Lukasiewicz monadicas e indicamos varias
de las propiedades que seran necesarias para el desarrollo del capitulo. En la seccion
§5.1.1 demostramos que existe un isomorfismo entre el reticulado de congruencias de un
algebra de implicacién de Lukasiewicz monddica A y el reticulado de filtros implicativos
monadicos de A. Probamos también que el reticulado de filtros implicativos monddicos
de A es isomorfo al reticulado de filtros implicativos de VA. Ademads, caracterizamos
los miembros subdirectamente irreducibles y los simples finitos de la variedad. En la
seccion §5.2 demostramos que la clase de todos los subreductos implicativos monadicos
de las MMV-dlgebras es exactamente la clase de las algebras implicativas monadicas
de Lukasiewicz. Como aplicacion, demostramos que la variedad estd generada por sus
miembros finitos. Damos también un algebra caracteristica de la variedad. Por ltimo,
la seccion §5.3 esta dedicada al estudio del reticulado de subvariedades. Hallamos los
miembros V-irreducibles del mismo y caracterizamos a cada una de las subvariedades
propias por medio de identidades.
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5.1. Definicion y propiedades basicas

En esta seccién definimos a las algebras de implicacion de Lukasiewicz monadicas.
Comenzamos la seccion estudiando las propiedades del {—,V, 1}-reducto de una MV-
algebra monadica. Ademas, indicamos varias propiedades que seran de utilidad en el
desarrollo del capitulo.

Lema 5.1.1. El {—,V, 1}-reducto de una MMYV-dlgebra satisface las siguientes identida-
des:

(ML1) V1 ~ 1,

(ML2) Yz =z ~ 1,

(ML3) ¥((x — Vy) = Vy) = (Vo — Yy) = Yy,

(ML4) ¥(x —y) = (Vo = Vy) = 1,

(ML5) ¥Y(Vx — Vy) =~ Vo — Vy,

(ML6) ¥((y — (y — V) = Vo) = (Vy — (Vy — V) — Ve,
(ML7) ¥((x - Vy) = z) = (Vo — Vy) — V.

Demostracion. Las identidades (ML1), (ML2) y (ML4) son inmediatas de (MMV14),
(MMVT7) y (MMV21), respectivamente. De la Proposicién 2.2.9 se deduce (ML3). Del
Lema 4.1.1, sabemos que (ML7) se satisface en toda MMV-algebra.

Sea A el {—,V, 1}-reducto de una MMV-dlgebra, y sean a,b € A. Veamos que (ML5)
se satisface en A. En efecto,

V(Va — Vb) = ¥(~Va & Vb) = ¥(V-Va & ¥b) = Y-Va & Vb = —Va & Vb = Ya — Vb.

Probemos ahora que (ML6) se satisface. En efecto, V((b — (b — Va)) — Va) = V((b* —
Va) = Va) = V(b* V Va) = Vb* V Va = (Vb)? V Va = ((Vb)* = Va) = Va = (Vb — (Vb —
Va)) — Va. O

El lema anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 5.1.2. Un dlgebra A = (A; —,V, 1) de tipo (2,1,0) es un dlgebra de implica-
cion de Lukasiewicz monddica si (A; —, 1) es un dlgebra de implicacién de Lukasiewicz y
si se satisfacen las siguientes identidades:
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(ML5) V(Y — Vy) =~ Vx — Vy,
(ML6) Y((y — (y = Vx)) = Vz) = (Vy = (Vy — Vz)) — Vaz,
(ML7) V((z = Vy) = x) =~ (Vo — Vy) — V.

Suponemos que el lector estd familiarizado con la teoria de las algebras de implicacién
de Lukasiewicz. En la seccién §1.5 se dan la definicion y las propiedades mas importantes.
Para mas informacion, el lector puede consultar la bibliografia indicada en esa seccién.

Con esta definicién, el Lema 5.1.1 puede ser reformulado de la siguiente manera.

Lema 5.1.3. El {—,V, 1}-reducto de una MMV-dlgebra es un dlgebra de implicacion de
Lukasiewicz monddica.

Ejemplo 5.1.4. Notamos con L* al {—,V, 1}-reducto de la MMV-élgebra S donde n
y k son enteros positivos.

Notamos con ML a la variedad de todas las dlgebras de implicaciéon de Lukasiewicz
monddicas.

Teniendo en cuenta la definicién del orden en un algebra de implicacién de Lukasiewicz,
la identidad (ML2) es equivalente a Vo < x. Sabemos ademds que para todo a y b en un
dlgebra de implicacién de Lukasiewicz, existe el supremo y esta dado por aVb = (a—b)—b.
Entonces (ML3) es equivalente a V(x V Vy) ~ Vz V Vy.

Lema 5.1.5. En toda dlgebra de implicacion de Lukasiewicz monddica A se satisfacen
las siguientes identidades y propiedades, para todo a,b € A:

(MLS) Wz ~ Vz,
(ML9) sia <b entonces Va < Vb,
(ML10) el infimo entre Ya y ¥b existe si y solo si existe el infimo entre a y b,
(ML11) ¥Y(Vx V Yy) ~ Vz V Vy,
(ML12) si existe Ya AVb entonces ¥V(Va A Vb) = Va A Vb,
(ML13) si existe a A'b entonces ¥(a A b) = Va A Vb.

Demostracion. De (ML3) y (ML2), tenemos que Ya = ¥YWa V Va = ¥(Va V Ya) = YWa.
Luego, (MLS) se satisface.
Demostremos (ML9). Consideremos a < b. Luego, de (ML4) y (ML1), tenemos

1 =V(a—b) = (Ya—Vb) =V1— (Va—Vb) =1— (Va— Vb) =Va — Vb.

Por lo tanto, Va < Vb.
Supongamos que existe Va A Vb. Es claro que YVa AVb < a y Va A Vb < b. Luego existe
a A b. Reciprocamente, supongamos que existe a Ab. DeaAb<ayaAb<b y (MLI),
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tenemos que V(a A b) < Va y V(a Ab) < Vb. Luego, existe el infimo entre Ya y Vb, y
ademés V(a A b) < Va A Vb.

Demostremos (ML11). En efecto, de (ML3) y (ML8) tenemos que V(Va V Vb) =
Wa V Vb =Va Vv Vb.

Veamos (ML12). Supongamos que existe Va A Vb. Entonces, de (ML10), sabemos que
existe a A b y que ademés V(a A b) < Va A Vb. Para simplificar la notacién, escribimos
z = a A b. Luego, de (ML5) y (ML11), obtenemos que

Vanvb = ((Va—Vz)V(Vb—Vz2))—=Vz =V [V(V(Va — Vz) VV(Vb — Vz)) — Vz] = V(VaAVb).

Demostremos (ML13). Supongamos que existe a A b. Sabemos que V(a A b) < Va A Vb.
De Ya A Vb < a A b obtenemos que V(Va A Vb) < V(a A b) y, de (ML11), tenemos que
Va AVb < ¥(a AD). Por lo tanto, Va A Vb = V(a A D). O

Consideremos el conjunto VA = {Vz : © € A}. De (ML1), (ML5) y (MLS8), tenemos
que YA = (VA; —,V, 1) es una subdlgebra de A.

Lema 5.1.6. Sea A = (A;—,V,1) un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz monddica,
y sea ¢ € YA. Si definimos en [c) = {a € A:c < a}, las operaciones —.x :=x —c y
T DBe 2 1= e — z, entonces A, = ([¢); De, 7, V, €) es una MM V-dlgebra.

Demostracion. Observemos en primer lugar que como ¢ € VA, entonces ¢ = Ve. Sabemos
que {[¢); —, 7, 1) es un algebra de Wajsberg. Luego, ([c); ®., —¢, ¢) es una MV-algebra.

Las propiedades (MMV7) y (MMV9) son inmediatas de (ML2) y (ML5), respectiva-
mente.

Sean a,b € [c). Notemos que a A b existe y ademds ¢ < a A b. Luego, de (ML13),
tenemos que V(a A b) = Va A Vb. Esto es, (MMV8) se satisface.

Veamos que (MMV10) se satisface. En efecto, V(Va ©®. Vb) = V(—.(Va — —.Vb)) =
V((Ya — (Vb — Vc)) — Ve) = (Va — (Vb — Ve)) — Ve = =.(Va — = Vb) = Va O, V.

Probemos ahora (MMV11). De (ML6), tenemos que V(a ®. a) = ¥(—.(a = —.a)) =
V((a — (a —Ve)) = Ve) = (Va — (VYa — Ve)) — Ve = Va O, Va.

Por tltimo demostremos (MMV12). En efecto, de (ML7), obtenemos que Y(a @, a) =
V((a = Ve) = a) = (Va — Ve¢) — Va = Va &, Va. O

Decimos que una ML-algebra es acotada si tiene primer elemento. El Corolario 5.1.7
es inmediato del Lema 5.1.6.

Corolario 5.1.7. Toda ML-dlgebra acotada es una MMV-dlgebra.

Del Lema 5.1.3 y del Corolario 5.1.7, obtenemos que las ML-4dlgebras acotadas son los
{—,V, 1}-reductos de las MMV-dlgebras. Veremos en la seccién §5.2 que las ML-algebras
son exactamente los {—,V, 1}-subreductos de las MMV-algebras.
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5.1. Definicién y propiedades basicas

5.1.1. Filtros monadicos y congruencias

Definicién 5.1.8. Sea A € ML. Un subconjunto F' C A se dice un filtro implicativo
monddico de A si F' es un filtro implicativo de A y si se satisface que si a € F' entonces

Ya € F.

Notamos con Fy(A) al conjunto de todos los filtros implicativos monddicos del dlgebra
A ordenados por inclusién. Si F' € Fj(A) entonces, en particular, F' es un filtro de
orden. Luego, F es cerrado por —. Ademads, F' es cerrado por Vy 1 € F. Luego, tenemos
que todo filtro implicativo monadico F' es un subuniverso de A.

SiAe MLy X C A X # 10, el filtro implicativo monddico generado por X es el
conjunto

FMg(X) ={be€ A:Va; = (Vaz — (--- (Va, = b)---)) = 1 donde a4, as,...,a, € X}.

En particular, si X = {a} entonces FMg(a) = {b € A:Va % b=1, paraalgin n € N}.
Observar que FMg(X) = Fg(VX).

A continuacion estableceremos un isomorfismo entre el reticulado de congruencias de
un algebra A € ML y el reticulado de filtros implicativos monadicos de A. Veremos
también que el reticulado de filtros implicativos mondadicos de A es isomorfo al reticulado
de filtros implicativos de VA.

Teorema 5.1.9. Sea A € ML. La correspondencia Conpe(A) — Far(A) definida por
0 — 1/0 es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por F' — Op.

Demostracion. Sea 0 € Conpye(A). Sabemos que 1/6 es un filtro implicativo de A.
Veamos que 1/6 es un filtro implicativo monddico de A. Para ello, sea x € 1/0. Como 6
es una congruencia en A y V1 = 1, entonces Vx € 1/6. Luego, 1/0 € Fy(A).

Sea F' € Fp(A). Veamos que la relacién

Op = {(a,b) e A’:a—beFyb—acF}

es una congruencia sobre A. Sean a,b € A tal que a b € F y b— a € F. Luego,
V(ia—b) e FyV(b—a) e F.DeV(a—b) <Va—VbyV(b—a) <Vb— Va,y teniendo
en cuenta que F' es un filtro, obtenemos que Ya — Vb € F' y Vb — Va € F. Ademas,
sabemos que 0 respeta la operacién — (ver §1.5). Luego, f es una congruencia en A.

Consideremos 6 € Conpe(A). Veamos que 6,9 = 0. En efecto, si (a,b) € 6 entonces
(a—b,b—0b) € 0, 0lo que es lo mismo, (a — b,1) € 0. Andlogamente (b — a,1) € .
Luego, a - b € 1/ y b—a € 1/0. Es decir que, (a,b) € 6/9. Reciprocamente, sea
(a,b) € b1/9. Esto es, (a = 0,1) € 0y (b—a,1) € §. Luego, ((a = b) = b,1 =b) €0
y (b—a)—a,1 —a) € 0. Entonces, (a V b,b) € 8y (aVb,a) € . Luego, (a,b) € 6.
Veamos ahora que 1/0r = F', para todo F. En efecto, x € F siy sélosi (x,1) € Op siy
sélo si x € 1/6p.

Es inmediato que si 6; C 0, entonces 1/6; C 1/0,, y si F} C F, entonces 0p, C Op,.
Luego, la aplicacién 0 — 1/6 es un isomorfismo de orden. O
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El siguiente teorema establece el isomorfismo entre el reticulado de filtros implicativos
monadicos de A y el reticulado de filtros implicativos de VA.

Teorema 5.1.10. Sea A € ML. La correspondencia Fy(A) — F(VA) definida por
F — FNVYA es un isomorfismo de orden, cuya inversa estd dada por M — FMg(M).

Demostracion. Es claro que si F' € Fp(A) entonces FNVA € F(VA).

Sea M € F(VA). Veamos que FMg(M)NVA = M. Claramente, M C FMg(M) NVA.
Sea z € FMg(M)NVA. Luego, existen ay, as, ..., a, € M tales que a1 — (a2 — (... (a, —
z)...))=1.Comoa; € Mya —(aa—(...(a,—2)...))=1€ M,y dado que M es
un filtro implicativo, obtenemos que as — (... (a, — 2)...) € M. Realizando un proceso
inductivo analogo al paso anterior, obtendremos que z € M.

Sea F' € Fy(A). Veamos que FMg(F NVA) = F. Como FNVA C F, entonces
FMg(F NVYA) C F. Consideremos f € F. Luego Vf € FNVA. Entonces Vf € FMg(F' N
VA). De Vf < f, obtenemos que f € FMg(F NVA).

Por 1ltimo, es claro que si F; C Fy entonces F} NVA C Fy, NVA, y que si M; C M,
entonces FMg(M;) C FMg(Ms), con lo que queda demostrado el teorema. O

Corolario 5.1.11. 51 A € ML entonces
COIIME(A) = ./T"M(A) = ./T"(VA) = COHL(VA).

Como consecuencia del Corolario 5.1.11, y teniendo en cuenta que la variedad L tiene la
propiedad de distributividad de congruencias y la propiedad de extension de congruencias
(C.E.P.), obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.12. La variedad ML tiene la propiedad de distributividad de congruencias
y la C.E.P.

5.1.2. Algebras subdirectamente irreducibles

En esta seccién caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de la
variedad y a los miembros simples finitos. Probamos que toda ML-algebra es producto
subdirecto de ML-élgebras {A,;}ic; tales que VA, es totalmente ordenada.

Como consecuencia inmediata del Corolario 5.1.11 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.13. Sea A € ML. Entonces, A es subdirectamente irreducible (simple)
si y solo si VA es una L-dlgebra subdirectamente irreducible (simple).

Sabemos que las dlgebras subdirectamente irreducibles en la variedad £ son totalmente
ordenadas. Entonces, como consecuencia del Corolario 5.1.13, obtenemos la siguiente
caracterizacion de las algebras subdirectamente irreducibles en la variedad M L.

Lema 5.1.14. Si A es una ML-dlgebra subdirectamente irreducible entonces YA es
totalmente ordenada.

Entonces la siguiente proposicion es inmediata.
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Proposicién 5.1.15. Toda ML-dlgebra es producto subdirecto de una familia {A;}, i € I,
de ML-dlgebras tales que VA, es totalmente ordenada.

En el Lema 5.1.16 caracterizamos a las dlgebras simples finitas de la variedad M L.

Lema 5.1.16. Las dlgebras simples finitas de ML son las dlgebras LE, donde n y k son
numeros enteros positivos.

~

Demostracion. Del Corolario 5.1.13, obtenemos que LF es un dlgebra simple pues V(LF)
L, es un algebra de implicacién de Lukasiewicz simple.

Sea A € ML un &lgebra simple finita. Del Corolario 5.1.13, sabemos que VA es un
algebra de implicacion de Lukasiewicz simple finita. Luego, VA = L,,, para algin entero
positivo n (Komori, 1978b). En particular, tenemos que A tiene primer elemento 0. Del
Lema 5.1.6, sabemos que Ay = ([0); —,V, 1) es una MMV-dlgebra que ademds es simple
y finita. Luego, de la Proposicién 2.1.34, obtenemos que Ay = S* para algiin entero
positivo k. Por lo tanto, A = LF. O

5.2. Subreductos implicativos monadicos de las
MV-algebras monadicas

Llamamos reductos implicativos (subreductos implicativos) a los {—,1}-reductos
({—, 1}-subreductos) de un algebra A. Llamamos reductos implicativos monddicos (su-
breductos implicativos monddicos) a los {—,V, 1}-reductos ({—,V, 1}-subreductos) de
A.

Decimos que un algebra A € ML es dirigida si para todo a,b € A, existe ¢ € A tal
que ¢ < a,b.

Lema 5.2.1. Toda ML-dlgebra dirigida se puede sumergir en una ML-dlgebra acotada.

Demostracion. Sea A una ML-algebra dirigida. Para cada z € A, el conjunto [Vz) =
{r € A:Vz <z} escerrado por Vy por —. Ademds 1 € [Vz). Luego, [Vz) = ([Vz); =, V¥, 1)
es una ML-subdlgebra de A. En consecuencia, [Vz) es una ML-dlgebra acotada con primer
elemento Vz. Veamos que A € ISPy ({[Vz) : z € A}).

Para cada a € A, sea (a] = {x € A: z < a}. Consideremos la familia {(a] : a € A}.
Como A es dirigida, para todo par a,b € A existe ¢ € A tal que (¢] C (a] N (b]. Luego, la
familia {(a] : @ € A} tiene la propiedad de intersecciones finitas. Por lo tanto, existe un
ultrafiltro FF C P(A) = Su(A) que contiene a todos los miembros de la familia.

Sea
v A — (H[\ﬁ)) /F,

z€A
definido por ¥(a) = (a V Vz).ca/F. Observemos que dados a,b € A,

Y(a) =1(b) siysolosi {z€ A:Vz2Va=VzVb}€F.
Veamos que ¥ (Va) = V(va), ¥(a — b) = (a) — ¥ (b) y que ¥ es inyectiva.
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Notemos que Y(va) = V((aVVz).ea/F) = V((aVV2).ea) /F = (V(aVVz2)),.4/F.
Luego, ¢¥(Va) = V(va) siy sélosi {z € A:VzVVa=V(aVVz)} € F. Como A satisface
VzVVa=VY(aVVz), entonces {z € A:VzVVa=V(aVVz)} =Ac F. Luego, ¢(Va) =
V(va).

Observemos que ¥ (a — b) = 1p(a) — () si y sélo si

{zeA:VzV(a—b)=(VzVa)— (VzVb)} €F.
Sabemos que existe ¢ € A tal que ¢ < a,b. Veamos que
(] C{z€A:VzV(a—b)=(VzVa)— (Vz2Vb)}.
En efecto, si z € (c|, entonces Vz < z < ¢ < a,b. Luego, Vz < a — b. Asi,
VzV(a—=b =a—b=(VzVa)— (V2 VD).

Como (c] € F, deducimos que {z € A:VzV (a—b) = (VzVa)— (Vz2Vb)} € F. Por lo
tanto, ¥ (a — b) = ¥(a) — ¥(b).

Sean a,b € A tales que ¥(a) = ¥(b). Esto es, {z € A:VzVa=VzVb} € F. Como
(a] € F, obtenemos que la interseccion (a]N{z € A:VzVa=VzVb} € F. En particular,
esta interseccion es no vacia. Sea w € (a]N{z € A:VzVa=VzVb}. Luego, a = VwVa =
YVw V by por lo tanto b < a. Andlogamente, considerando (b] € F', obtenemos que a < b.
Luego, a = b. En consecuencia 1) es inyectiva. O]

Lema 5.2.2. Toda ML-dlgebra subdirectamente irreducible es isomorfa a un subreducto
implicativo monddico de una ML-dlgebra acotada B, donde ademas VB es totalmente
ordenada.

Demostracion. Sea A una ML-algebra subdirectamente irreducible. Entonces A es diri-
gida. En efecto, sean a,b € A. Como VA es totalmente ordenada, podemos considerar
Vz = min{Va, Vb}. Luego, Vz < a,by por lo tanto A es dirigida. Del Lema 5.2.1, sabemos
que existe B € ML acotada tal que A se sumerge en B. Para cada z € A, V([Vz)) es
totalmente ordenada, dado que VA es totalmente ordenada. Como la propiedad de ser
totalmente ordenado es una propiedad de primer orden, y por lo tanto se preserva por
ultraproductos, tenemos que VB es totalmente ordenada. O

Recordemos que toda ML-algebra acotada es una MMV-dalgebra. Luego, en el lema
anterior demostramos que toda ML-dlgebra subdirectamente irreducible es isomorfa a un
subreducto implicativo monédico de una MMV-algebra.

Proposicion 5.2.3. Toda ML-dlgebra es isomorfa a un subreducto implicativo monddico
de una MMYV-dlgebra.

Demostracion. Sea A € ML. Consideremos ¢: A — [[,.; A;, la representacién sub-
directa de A en algebras subdirectamente irreducibles. Del Lema 5.2.2, sabemos que
existen B; € MMYV tales que VB, es totalmente ordenada y tal que A; es isomorfa a
un subreducto implicativo monadico de B;, para cada ¢ € I. Luego, A es isomorfa a un
subreducto implicativo monddico de [],.; B;. O

132



5.2. Subreductos implicativos monadicos de las MV-algebras monadicas

Proposicién 5.2.4. Si V es una variedad de MMYV-dlgebras, entonces STV (V) es
una variedad de ML-dlgebras.

Demostracion. Veamos que ST 1}(V) es cerrado por subdlgebras, imdgenes homomorfas
y productos directos. Sea A € SI7%1}(V), y sea B € V tal que A es isomorfa a una
ML-subalgebra de B. Identificaremos A con dicha subdlgebra para facilitar la notacién.
Sea C una ML-subdlgebra de A. Luego, C es una ML-subélgebra de B. Esto es, C es
un subreducto implicativo monadico de B. Por lo tanto, C € S{=%1}(V).
Consideremos F' un filtro implicativo monadico de A, y sea F' = FMggz(F) el filtro
implicativo monadico generado por F' en B. Como F' es monéadico, sabemos que F’ =
Fgp(F). Es claro que FF C F' N A. Veamos que F' = F' N A. Para ello, sea a € F' N A.
Luego, existen a; € F, 1 < i < n, tales que a; — (ag — (... (a, —a)...)) =1 € F.
Aplicando modus ponens, obtenemos que a € F. Luego, F = F' N A. Sean z,y € A
tales que x/F # y/F. Veamos que x/F’ # y/F'. En efecto, supongamos por el absurdo
que x e y tienen la misma clase médulo F’. Entonces x —y € F' e y — x € F'. Luego,
r—yeF NAey—x € F'NA. De donde se deduce que r -y € Fey—x € F,lo
cual es una contradiccién. La aplicacién ¢: A/F — B/F’ definida por ¢(a/F) = a/F’
es un ML-homomorfismo inyectivo. Como B/F’ € V, tenemos que A/F € S{=%1}(V).
Consideremos A* € SI>Y1H(V), i € I, y sean B’ € V tal que A’ es isomorfa a una
ML-subélgebra de B¢. Sean «;: A* — B ML-homomorfismos inyectivos. Sabemos que
a: [Lic; A" = [1,c; B definido por a(a)(i) = a;(a(i)) es un ML-homomorfismo. Es
claro también « es inyectivo, ya que para todo ¢ € I, «; es inyectivo. Por lo tanto,
[T, AT € ST (D). O

Corolario 5.2.5. Si B es una MMV-dlgebra y A es su {—,V, 1}-reducto, entonces
Vue(A) = ST (Vypuw(B)).

Demostracién. De la Proposicién 5.2.4, sabemos que S{=%1(Vy1,(B)) es una variedad
de ML-&lgebras y es claro que Vyz(A) C STV (Vam(B)).

Sea C € S=" U (Vyup(B)). Luego existen D € Vyup(B) y ¢: C — D tal que
Y es un {—,V, 1}-monomorfismo. Como D € HSP(B), entonces D es una imagen
homomorfa de una MMV-4lgebra S, tal que S es isomorfa a una MMV-subdlgebra de B!.
Sea g: S — D el MMV-epimorfismo. Consideremos S’ = g~1(C) y el ML-epimorfismo
g S S — C. Luego, S’ es una ML-subdlgebra de Al y Al es el {—,V, 1}-reducto de
B’. Luego, C € Vi (A). Por lo tanto, SIYH (Vyam(B)) € Vuc(A). O

Corolario 5.2.6. El reducto implicativo monddico de la MMV-dlgebra [0, l]N genera la
variedad de las dlgebras de implicacion de Lukasiewicz monddicas. Fsto es,

ML =V({([0,1]; =, V, 1)).

Demostracion. Del corolario anterior, la Proposicion 5.2.3 y el Teorema 2.4.1, tenemos

que ML = S MMY) = SV V[0, 1N, @, -,0))) = V({[0,1]Y; —,V,1)). O

Como la variedad MMV esta generada por sus miembros finitos y ML es la clase
de los subreductos implicativos monadicos de MMV, obtenemos en forma inmediata el
siguiente resultado.
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Corolario 5.2.7. La variedad ML estd generada por sus miembros finitos. Mds preci-
samente, ML =V ({LE : n, k € N}).

5.3. Reticulado de subvariedades

En esta seccién describimos en forma completa el reticulado de subvariedades de las
ML-algebras. Damos también una base ecuacional para cada una de las subvariedades
propias.

En el Teorema 2.6.12 demostramos que la subvariedad de MV-algebras monadicas
generada por el dlgebra [0, 1] estd caracterizada con la identidad (ay) x &~ Vx, y si k > 2
entonces la subvariedad generada por [0, l]k esta caracterizada por la identidad

() \/ <V(31:Z V) — \/ sz> ~ 1.

4,5€{1,....k+1},i#j s=1

donde X = {z1,x9,..., Tk, Tpy1}-

Decimos que una ML-algebra A es de ancho 1, y notamos width A =1, si A satisface
la identidad («y). Una ML-dlgebra A es de ancho k, con k entero mayor o igual que 2, si
A satisface la identidad (o) y A no satisface la identidad (ay_1). En este caso, notamos
width A = k. Si A no satisface la identidad (o), para ningin k, decimos que el ancho
de A es infinito y escribimos width A = w.

Consideremos un algebra de implicacién de Lukasiewicz monadica subdirectamente
irreducible A que satisface la identidad (o), para cierto k entero positivo. Sabemos que
A es un subreducto implicativo monadico de una MMV-édlgebra B, y por la construccion
de B, tenemos que B satisface (o). Ademads, sabemos que VB es totalmente ordenada.
Luego, de la Proposiciéon 2.6.8, obtenemos que B es isomorfa a una subdlgebra de
((VB)*;V,). Vamos a demostrar que A es isomorfa a una subdlgebra de (VA)*, siendo
VA un cadena. La demostracion es similar a la realizada en la Proposicion 2.6.8, aunque
con algunos cambios.

Definimos en toda algebra de implicacién de Lukasiewicz monéadica A, el operador
3: A — A de la siguiente manera Ja = V(a — Va) — Va, para todo a € A.

Si el cuantificador de A es V, entonces el operador existencial anteriormente definido
es igual a d,.

Proposicién 5.3.1. Si A es una subdlgebra de implicacion de Lukasiewicz monddica de
(VY \) tal que VA A es totalmente ordenada, siendo V una L-cadena y n un nimero
entero positivo, entonces A es una subdlgebra de (V A)™.

Demostracion. Sea m; [4: A — V la proyecciéon sobre la i-ésima componente, donde
i € {1,...,n}. Demostraremos que para todo i, m; [4 (VAA) = m; [a (A). Es inmediato
que ; [a (VAA) C m; [4 (A). Debemos probar que para todo i € {1,...,n} y para todo
b € A, existe ¢ € V5 A tal que 7;(b) = m;(c). Haremos la demostracién por induccién sobre
n.

Sin =1 entonces A =V, A y el resultado es trivial.
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Supongamos que vale para n = k (hipdtesis inductiva), y probemos que vale para
n=*k+1 Sea A C V¥ yseaa = {(ayay,...,a, ap1) € A. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a1 < as < -+ < ap < agy1, pues a; € V y V es una
cadena. Entonces mi(a) = a; = m(Vpaa) y met1(a) = agy1 = mrp1(Iva). Calculemos
(a = Vra) V (Jya — a). Tenemos que

a—Vaa=(l,as = ay,...,ap1 —ay)
y
Iva—a = (agr1 — a1, A1 —> A2, ...y Qg1 —> Qg 1),
Luego,
(a—=Vra)V (Iva—a) = (1,(az — a1) V (a1 = a2),. .., (ax — a1) V (age1 = ag), 1).

Sea B la subdlgebra de V*! cuyo universo es el conjunto B = {a € V¥ : q; = agy1}.
Luego, B = V¥ y (a—V,a)V (Iya—a) € B. Més precisamente, (a —V,a)V (Iya—a) €
AN B.

Consideremos i tal que 1 < i < k + 1. Tenemos que 7;((a — Vra) V (Jya — a)) =
(a; = aq1) V (ag+1 — a;). Como V es una cadena, pueden ocurrir dos casos.

Supongamos que a; — a; > ax+1 — a;. Entonces m;((a — Vaa) V (Iva — a)) = a; — a5.
Luego, ((a = Vra) V (3va — a)) = Vra = (€;)1<j<k+1 donde

ay sij=1loj=k+1
(eihr<jcrrr = § ((aj = a1) V (app1 — aj)) —ar sij ¢ {1,4,k+1}
(a; = a1) = ay sij=1i

Entonces, la componente i-ésima de ((a —Vxa)V (3ya—a)) = Vaa esigual a a; Va; = a;.
Ademsds, ((a = Vaa) V (3va — a)) = Vaa € BN Ay por hipétesis inductiva sobre
ANB = ANVFexiste c € Vo(AN B) CVAA tal que m;(c) = a;.

Supongamos que a; — a1 < agy1 — a;. Entonces m;((a = Vpa) V (Fya — a)) = agr1 —
a;. Consideremos la MMV-dlgebra [V a), donde —v, .2 := & = Vra ¥ @ Ov,q ¥ =
“wra(T = v,ay). Notemos que Yaa < (@ — Vaa) V (Fva — a) y Vaa < Jya. Entonces,
((a—=Vpaa)V(Fva—a)) Oy,a3va € [Vaa). Ademds, m(((a—=Vaa)V (Fva—a)) Oy, Iva) =
a; = i1 (((a—=Vaa) V (Iva—a)) Ov,q Iva). Luego, ((a—Vaa)V (Iva—a)) Ov,q Iva €
Vaa) N B C AN B, y por hipdtesis inductiva tenemos que existe d € V(AN B) C V, A
tal que

mi(d) = m(((a = Yaa) V (3va — a)) Ov,e Iva) = ((aks1 — ;) = (a1 — a1)) — ay
= ((a; = agg1) = (@, = a1)) = a1 = (a; = a1) = a1 = a;.

]

Lema 5.3.2. Sea k un nimero entero positivo. La subvariedad de ML-dlgebras generada
por el dlgebra ([0,1]F; — V1) estd caracterizada por la identidad ().
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Demostracion. Sea A un algebra subdirectamente irreducible perteneciente a la varie-
dad Ve (([0,1]¥; —,V, 1)). Del Corolario 5.2.5, sabemos que Ve ({0, 1% —,V, 1)) =
SV (Y un([0,1]7)). Del Lema 2.6.12, sabemos que (ay,) se satisface en [0, 1], En
consecuencia, (o) se satisface en todo subreducto implicativo monédico de [0, 1]". En
particular, tenemos que A satisface (ax).

Sea A € ML un algebra subdirectamente irreducible que verifica la identidad (o).
Del Lema 5.2.2, sabemos que A es isomorfa a un subreducto implicativo monadico
de una MMV-algebra B, y por la construcciéon de B es claro que B satisface la iden-
tidad (ag). Luego, B € Vo (]0,1]%). Por lo tanto, A € SV (Vi ([0,1]F) =
VY me (([0,1]"3;—>,V,1>). ]

Corolario 5.3.3. La variedad V({LF : n € N}) = V([0,1]"), para todo entero positivo k.

Como consecuencia inmediata del Lema 5.3.2 y del Corolario 2.6.13, tenemos lo
siguiente.

Corolario 5.3.4. Las subvariedades generadas por las ML-dlgebras [0, l]k forman una
cadena creciente

v([0,1]") c v([0,1]*) c --- c V([0,1]") c --- c V([0,1]") = ML.

Recordemos que el reticulado de subvariedades de las algebras de implicacion de
Lukasiewicz es una w + 1-cadena

Ve(Lo) CVe(Ly) C - CVe(Ly) C--- C V(L) = V(L) = L,

donde V. (L,) es la variedad de todas las dlgebras de implicacién de Lukasiewicz que
satisfacen la identidad
(en)xgy%xn—ﬂpy,

con n entero positivo. En la seccién §2.8 vimos que la subvariedad de MMV-algebras
K = Vary({ST,SY, ..., SN1) estd caracterizada por la identidad (6,) 2™ ~ x™*1.

Notamos con L} al reducto implicativo monddico de la MMV-algebra S}. Del Co-
rolario 5.2.5, tenemos que StV ({SY, ..., SN} = SV (SY)) =
YV me (Lﬁ). En consecuencia, tenemos el siguiente lema.

Lema 5.3.5. Para cada n entero positivo, la subvariedad V(LY) estd caracterizada por

la identidad (€,).

Notemos que la identidad (e,) es equivalente a la identidad (z sy y)— (2 B y) =1,

dado que z By < z sy y se satisface en toda algebra.
Del Lema 5.3.5 y de la Proposicion 5.2.6, obtenemos la siguiente relacién entre las
subvariedades V(LY).

Corolario 5.3.6. Las subvariedades V(LY) forman una cadena creciente en el reticulado

de subvariedades de ML,
VLY cv@) c---cv@) c .- cVv(o,1]) = ML.
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Teorema 5.3.7. Sea A un dlgebra de implicacion de Lukasiewicz monddica subdirecta-
mente irreducible.

(1) SiordVA =n <w y width A = k < w, entonces V(A) = V(LF).
(2) SiordVA =n < w y width A = w, entonces V(A) = V(LY).

(3) SiordVA = w y width A = k < w, entonces V(A) = V([0,1]%).
(4) SiordVA = w y width A = w, entonces V(A) = ML.

Demostracion. Demostremos (1). Siord VA = n < wy VA es subdirectamente irreducible,
sabemos que VA es isomorfa a L,. En particular, tenemos que A es acotada. Del
Lema 5.1.6, sabemos que A es una MMV-dlgebra. Ademds A satisface (ay) y no satisface
(cp_1), entonces A es isomorfa a (VA)* ~ LF (ver Lema 2.7.2). En consecuencia, V(A) =
V(LF).

Veamos (2). Dado que ord VA = n < w, analizando como en (1), obtenemos que A
es una MMV-algebra y VA es isomorfa a L,,. Como A es de ancho infinito, sabemos
del Corolario 2.8.2 y del Lema 2.8.4, que Vayuy(A) = Vi (SY). Entonces, del
Corolario 5.2.5, tenemos que

Vae(A) = ST H Wm(A)) = ST Vi (SY)) = Ve (LY).

Demostremos (3). Si A es de ancho k, por el Lema 5.3.2 tenemos que A € V([0,1]%).
Por otro lado, consideremos la subdlgebra [Va), para a € A. Como [Va) es acotada,
podemos definir en [Va) una estructura de MMV-algebra. Esta dlgebra es simple y de
ancho k. Si existe Va tal que el ord(Va) = w entonces [Va) es isomorfa a una subalgebra
infinita de [0,1]", y por el Lema 2.6.3 tenemos que V([Va)) = V([0, 1]*). Supongamos que
el orden de todos los elementos de VA es finito. Como el ord(VA) = w, sabemos que para
todo n existe Va € VA tal que ord(Va) es mayor que n. Supongamos que ordVa = m > n
entonces [Va) es isomorfa a LF . Luego, V(L?) C V(A), para todo n. Por lo tanto, del
Corolario 5.3.3, obtenemos que V([0,1]%) = V(A).

Por 1ltimo, supongamos que ord VA = w y width A = w. Como en (3) podemos ver que
V(LF) C V(A), para todo n y para todo k. Entonces, de la Proposicién 5.2.7, obtenemos
que ML =V(A). O

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.3.7, el Lema 2.7.1, y teniendo en cuenta
que L” es el reducto implicativo monadico de la MMV-algebra S¥, obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 5.3.8. Sean n y k enteros positivos. Entonces, la variedad V(L) estd carac-
terizada por las ecuaciones (€,) y (ag).

El siguiente lema serd de utilidad para la determinacion de las identidades que caracte-
rizan a una subvariedad propia.
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Lema 5.3.9. Sean n y k enteros positivos. Entonces, la variedad V(LF) estd caracterizada
por la identidad (B%) siguiente

(‘v’ ((x Jar y)— (x5 y)) — Vz) \/ v( \/ (V(x; V ;) — k\+/1sz)) — Vz
i, 5 E{ Lk 41}, s=1

—Vz 1.

Demostracion. Si (€,) y (o) se satisfacen, entonces (8¥) se satisface. Sea A un algebra
subdirectamente irreducible que satisface la identidad (3%). Supongamos que existen
a,b € A tales que €,(a,b) = (a s b) — (a5 b) < 1y existen ay,...,apy1 € A tales que
aglar, s akt1) = Ve, rriyizg (V(ai Va;) = Vi Vas> < 1. Como VA es una cade-

na, sabemos que existe ¢ € A tal que Ve < V(e,(a,b)) < 1y Ve < V(ag(ay,...,ax11)) < 1.
Si elegimos ¢ = z, entonces

[(V (en(a, b)) = V) V (V(ag(ag, ..., ax11)) — Ve)] = Ve =
V(en(a,b)) AV (ag(ay, ... ax41)) <1,

lo cual es una contradiccién porque (3%) se satisface en A. O

Como ML tiene distributividad de congruencias, por los resultados de Jénsson sabemos
que el reticulado de subvariedades A(MJL) también es distributivo. Para determinar
A(ML), vamos a caracterizar el conjunto ordenado J(A(ML)) de sus elementos supremo-
irreducibles.

Corolario 5.3.10. Sean n, m, s y t numeros enteros positivos. Sin < m y s < t,
entonces LS es subdlgebra de L, y V(L) C V(LL).

Ademas, si en el corolario anterior tenemos que s < t o n < m, entonces la inclusiéon
V(Ls) C V(L)) es propia.

Sabemos que para todo entero positivo n, L¥ es subdlgebra de [0,1]". Ademas, L es
subdlgebra de LY, para todo k. Entonces tenemos la siguiente relacién de inclusién entre

las subvariedades V(L¥), V([0,1]") y V(LY).

Lema 5.3.11. Sean n y k enteros positivos. Entonces, V(LF) C V(]0,1]%), para todo n,
y V(Ly) € V(L)

Todas las variedades definidas hasta este momento son supremo-irreducibles pues cada
una de ellas esta generada por un algebra subdirectamente irreducible. Veamos ahora
que toda variedad propia de ML-algebras se puede escribir como supremo finito de éstas.

Proposicién 5.3.12. El conjunto de subvariedades \V-irreducibles es
T(AML)) = {VILE) i n,k € NFUV([0,1]%) : k < wU{V(LY) 1 n < wlu{V([0,1]M)}.

StV una variedad propia no trivial de ML-dlgebras, entonces V es igual a un supremo de
un niimero finito de subvariedades {V(LF) : n,k € NYU{V([0,1]") : k < w} U {V(LY):
n<w}.

138



5.3. Reticulado de subvariedades

Para seguir la demostracion, sugerimos al lector observar la Figura 5.1.

Demostracion. Sea V una variedad propia de ML-algebras. Consideremos el conjunto de
pares

A={(n,k) e (NU{w}) x (NU{w}) : existe A € si(V) tal queord VA = n ywidth A = k}.

Como V no es la variedad trivial, entonces A # (). Consideramos en 2l el orden parcial
(n,s) < (m,t)siysélosin<mys<t.

Del Teorema 5.3.7 (4), sabemos que no existe A € si(V) tal que ordVA = w y
width A = w porque V es propia. Por la misma razén tampoco existen A; € si(}V) tales
que (ord VA;, width A;) formen una sucesién infinita creciente.

Probaremos que existe un conjunto finito B = {(n;, k;) : 1 <i < p} de elementos
maximales en (NU {w}) x (NU {w}) tal que ¥V = \/!_ V(A;), donde ordVA; = n; y
width A; = k;, para todo 1.

Supongamos que existe en 20 un elemento de la forma (w, k1) o que existen (n;, k) tales
que n; es una sucesion infinita estrictamente creciente. En este caso, existe un elemento
maximal de la forma m; = (w, k1), k1 € N que ademds es tnico. Andlogamente si existe
un maximal de la forma ms = (ng,w) también es unico.

Sea A=A —{(n, k) : (n, k) <my o (n,k) <msy}. Si A =0, entonces V posee una de
las siguientes formas:

(a) YV =V([0,1]"),
(b) V=V(L},),
(c) V =V(0,1]") v VLN).

Supongamos que 2’ # (. Observemos que ' C N x N y es necesariamente finito. Luego,
existe en 2’ un conjunto finito de elementos maximales (n;, k;), para i € I'. Sea [ =
I"U{my,msy}. Es claro que \/,.; V(A;) C V. Sea A € si(V). Luego, (ord VA, width A) €
2. Entonces existe (n;, k;) maximal tal que (ord VA, width A) < (n;, k;). Entonces,
V(A) C V(A;). Por lo tanto, V = \/,.; V(A;). O

De la Proposicion 5.3.12, del Corolario 5.3.10, del Lema 5.3.11, del Corolario 5.3.6 y
el Corolario 5.3.4, obtenemos que el conjunto ordenado J(A(MUL)) es el indicado en la
Figura 5.1.

En el Lema 5.3.9, el Lema 5.3.2 y el Lema 5.3.5, vimos la identidad que caracteriza a
cada una de las subvariedades supremo-irreducibles en M L.

Teorema 5.3.13. Si V = \/;_, Vi, donde V; son supremo-irreducibles en A(ML), en-

tonces la identidad que caracteriza a V' es Ay(T11, ..., T1ny, 21y« Tongs Tsly - - -y Tspy) =
Vi V(A (in, - o Tiny)) &= 1, donde Ay, (241, - .., Tin,) = 1 caracteriza a la variedad V;,
para cada 1t =1,...,s.
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ML

v([o,1]%)
([0, 1]%)
V(0,1]) = £

V(L)

V(L)

V(L)

Figura 5.1.: J(A(MXL))

Demostracion. Sea A un algebra subdirectamente irreducible. Supongamos que A €

si(V). Sabemos que A € si(V;) para algini = 1,...,s. Entonces, Ay, (1, ..., Tim,) = 1 se
satisface en A y por lo tanto ¥V (Ay, (21, ..., Tin,)) = 1 también se satisface en A. Luego,
AEV_ YA, (zi,...,2m,)) = 1. Supongamos ahora que A ¢ si(V). Luego, para todo
i=1,...,s,setiene que A ¢ si(V;). Elegimos para cada ¢ elementos a;1, . . ., a;,, € A tales
que Ay, (i1, .-y Qin;) < 1. Luego, ¥ (Ay, (@1, - - ., ain,;)) < 1, para todo i. Como VA es una
cadena, existe t € {1,...,s} tal que \/;_; ¥V ( Ay, (ai1, - - -, ain;)) =V (A, (@us - - -y apm,)) < 1.
Por lo tanto, \/;_; ¥ (Ay, (i1, - - -, @in,)) &~ 1 no se satisface en A. O
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6. Preliminares

Este capitulo se estructura de la siguiente manera. Comenzamos dando en la seccion
§6.1 los resultados bésicos de la dualidad de Stone. En la seccion §6.2 exponemos la
dualidad para las algebras de implicacion.

6.1. Representacidon topologica de las algebras de
Boole

En esta seccién recordamos la dualidad establecida por Stone entre las dlgebras de
Boole y los espacios booleanos. Nos referimos a esta dualidad como dualidad de Stone.
Aqui s6lo hacemos un resumen de los principales resultados. Para mas informacién
sobre la misma el lector puede consultar, por ejemplo, Koppelberg (1989) y/o Burris y
Sankappanavar (1981).

Sea B = (B;V,A,,0,1) un algebra de Boole. Si Y C B notamos con Fg(Y') al filtro
generado por Y en B. Sabemos que

=1

No es dificil demostrar que si Y es un subconjunto creciente entonces

Fg(Y):{beB:b:/\yi,yieY,neN}.

=1

Recordemos que un subconjunto C' de B satisface la finite meet property, y notamos fmp
para abreviar, si 0 no puede ser obtenido por infimos finitos de elementos de C', esto es,
si el filtro generado por C' en B es propio.

Un espacio topoldgico X = (X, 1) se dice un espacio booleano, o espacio de Stone, si
es Hausdorff, compacto y si posee una base de subconjuntos que son simultaneamente
abiertos y cerrados. Como es usual, un subconjunto que es simultaneamente abierto y
cerrado lo llamamos clopen.

Dada un &lgebra de Boole B, notamos St(B) al espacio topolégico cuyo conjunto
subyacente es la familia de ultrafiltros de B y cuya topologia tiene como subbase a los

subconjuntos de la forma
N,={U€eSt(B):aecU}

para cada a € B. Este espacio es un espacio booleano. El siguiente lema establece que la
familia {N,} .5 es una base para la topologia del espacio.
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Lema 6.1.1. St B es un dlgebra de Boole y a,b € B. Entonces
(a) No 0 Ny = Nops,

(b) NoU Ny = Navs,

(¢) No = (Na)".

Dado un espacio booleano X, notamos Clop(X) al dlgebra de Boole cuyo universo
estd formado por la coleccion de todos los subconjuntos clopen de X.

El siguiente teorema nos dice que toda algebra de Boole puede considerarse como el
reticulado de los subconjuntos clopen de un espacio booleano, y reciprocamente, todo
espacio booleano se lo puede considerar como el conjunto de ultrafiltros de un algebra de
Boole.

Teorema 6.1.2. (Stone, 1937)
(a) Dada un dlgebra de Boole B, el homomorfismo og: B — Clop(St(B)) definido por

op(a) = N, es un isomorfismo booleano.

(b) Dado un espacio booleano X, la funcion ex: X — St(Clop(X)) definida por ex(x) =
{U € Clop(X) : x € U} es un homeomorfismo de espacios booleanos.

Es conocida la correspondencia entre los homomorfismos de algebras de Boole y las
funciones continuas definidas sobre espacios booleanos:

1. si h: By — By es un homomorfismo booleano entonces St(h): St(Bs) — St(B;)
definido por St(h)(U) = h™1(U) es una funcién continua,

2. si f: Xy — Xy es una funcién continua entonces Clop(f): Clop(Xs) — Clop(X)
definido por Clop(f)(N) = f~(N) es un homomorfismo booleano.

Es conocido que St y Clop definen funtores contravariantes entre la categoria B cuyos
objetos son algebras de Boole y sus morfismos son los homomorfismos booleanos, y
la categoria £ cuyos objetos son los espacios booleanos y los morfismos las funciones
continuas. Més aun, las composiciones Clop o St y St o Clop son naturalmente equivalentes
a los funtores identidad sobre B y £ respectivamente. Es decir que el diagrama

h

B, B,
Clop(St(B1)) o gemy™ Clop(St(B2))

es conmutativo para todo homomorfismo h, y el diagrama

f

X, X
St(Clop(X1) —ramaryy St(Clop(Xe2))
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es conmutativo para toda funcién continua f.
La siguiente relacién entre los filtros de un algebra de Boole y los subconjuntos cerrados
del espacio de Stone asociado a la misma serd necesaria para nuestro desarrollo.

Lema 6.1.3. Sea B un dlgebra de Boole. La transformacion
v F(B) — €(St(B)),

definida por F — Cp = {U € St(B) : F C U} es un isomorfismo dual entre el conjunto
F(B) de todos los filtros de B y el conjunto €(St(B)) de todos los subconjuntos cerrados
del espacio de Stone, ordenados por inclusion. La inversa se define haciendo corresponder

a cada cerrado C, el filtro Fo = {a € B: C C N,}.

6.2. Algebras de implicacién

En esta seccién exponemos la dualidad establecida entre las algebras de implicacién y
los espacios de implicacién desarrollada en Abad et. al. (2004).

6.2.1. Nociones basicas

Comenzamos dando la definicién de las algebras de implicacion y algunas propiedades
basicas.

Definicién 6.2.1. Un dlgebra A = (A; —) de tipo (2) es un édlgebra de implicacién si A
satisface las siguientes identidades

(T1) (x —y) = x =z,
(T) (x—y)—2y=({y—z) >,
C)zrz—=(y—2)~y—(x—2).

En la seccién §1.5 indicamos que la variedad de las algebras de implicacion es la
subvariedad V(L;) de la variedad £ de las algebras de Lukasiewicz de implicacion.
Recordemos que esta subvariedad esta caracterizada por la identidad

(1) x—>y~z—(xr—y).
No es dificil ver que en toda L-algebra A, las siguientes son equivalentes:
(a) A es un algebra de implicacion,
(b) A satisface la identidad (e;),

(c) A satisface la identidad (z — y) Vo =~ 1.
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Notamos con Z a la variedad de las dlgebras de implicacion.

En toda algebra de implicacion A, el término x — = es constante y se representa por 1.
Recordemos que la relacion a < b si y sélo si a — b =1 es un orden parcial, llamado el
orden natural de A. Ademas 1 es el ultimo elemento de A y A es un V-semireticulado
donde el supremo de dos elementos esta dado por a Vb = (a — b) — b.

Ejemplo 6.2.2. Sea B = (B;V,A,,0,1) un élgebra de Boole. Definimos a =+ b =a’ V b,
para todo par de elementos a,b € B, . Es facil ver que (B; —) es un dlgebra de implicacion.

El siguiente resultado puede verse en Abbott (1967a).

Lema 6.2.3. Si A un dlgebra de implicacion con primer elemento 0, entonces (A;V, A, ,0,1)
es un dlgebra de Boole donde el complemento de un elemento a € A estd definido por
a' =a—0 y el infimo entre dos elementos a y b por a Nb= (b—d').

Es sabido que si A es un algebra de implicacion, entonces para cada a € A el
conjunto [a) = {x € A:a <z} es un algebra de Boole en la cual, si b,¢ > a, entonces
bAc=(b—(c—a))—ayl =b— a Més ain, si R es un V-semireticulado con tltimo
elemento 1 en el cual para todo a € R el conjunto [a) es un algebra de Boole, entonces
R es un dlgebra de implicacién (ver Abbott (1967b)).

Como en toda L-algebra, las congruencias de un algebra de implicacion estan determi-
nadas por sus filtros implicativos. No es dificil demostrar que F' es un filtro implicativo
si y solo si F' verifica las siguientes condiciones

(1) F es un subconjunto creciente no vacio,
(2) sia,be FyexisteaAbe A, entonces a Ab € F.

Lema 6.2.4. Sea A un dlgebra de implicacion. El filtro implicativo generado por un
elemento a € A es el conjunto {r € A:a—zc=1}={r € A:a<z}=la).

Del lema anterior es claro que la unica dlgebra simple es el dlgebra Ly = ({0, 1}; —). Por
otro lado, dada un algebra A, la interseccién de todos los filtros implicativos maximales
de A es {1}. Luego, la aplicacion A — [[..; A/D;, donde {D;};c; es la familia de
todos los filtros implicativos de A, es un embedding subdirecto. Ademas, si D es un
filtro implicativo maximal entonces A /D es un algebra simple. Luego, toda algebra
subdirectamente irreducible es simple. Con lo cual tenemos el siguiente teorema.

Lema 6.2.5. La unica dlgebra subdirectamente irreducible en la variedad I es el dlgebra
simple Ly = ({0,1}; —).
6.2.2. Representacion topoldgica de las algebras de implicacién

En esta seccion recordamos el concepto de espacio de implicacién, y la relacién entre
las &lgebras de implicacion y dichos espacios.

Sea A un algebra de implicacién, y consideremos la representacion subdirecta de A. Sa-
bemos que A es isomorfa a una subélgebra de implicacién A’ de B = [[{A/M, M € M},
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donde M es el conjunto de los filtros implicativos maximales de A (ver (Abbott, 1967b,
Teorema 17)). Como la tnica dlgebra de implicacién subdirectamente irreducible es el
algebra L1, entonces B es un algebra de Boole. De ahora en adelante, identificaremos A
con A’.

Sea B(A) la subalgebra booleana generada por A en B, y Fg(A) el filtro generado
por A en B(A). Es sabido que el algebra de implicaciéon A es creciente en B(A) (Abad
et. al., 2004, Lema 1.1), y en consecuencia, A es una unién de filtros de B(A).

Consideremos la siguiente algebra de Boole, llamada la clausura booleana of A:

B(A)  si Fg(A)# B(A)
Bo(A) = { B(A) x {0,1} si FE(A) = B(A)

El dlgebra Bo(A) es la menor algebra de Boole, a menos de isomorfismos, en la cual
el filtro Fg(A) es un ultrafiltro (Abad et. al., 2004, Teorema 2.2).

Como dos algebras de implicacion pueden tener la misma clausura booleana, ellas son
distinguidas por medio de la familia de todos los elementos maximales del conjunto de
todos los filtros de Bo(A) contenidos en A. Notamos esta familia con M(A).

Ademas, todo homomorfismo f: A; — Aj entre dos dlgebras de implicacién, se extiende
a un homomorfismo booleano f: Bo(A;) — Bo(A,) (Abad et. al., 2004, Corolario 2.3).

Definicién 6.2.6. Un espacio de implicacion es una terna (X, u,C) tal que
(E1) X es un espacio booleano con conjunto subyacente X,
(E2) w es un elemento fijo de X,

(E3) C es una anticadena, con respecto a la inclusién, de subconjuntos cerrados de X

tal que (C = {u},
(E4) si C es un cerrado de X que verifica que

(E) para todo clopen N de X, si C' C N entonces existe D € C tal que D C N,
entonces existe D' € C tal que D' C C.

Si A es un algebra de implicacion, entonces el espacio
X(A) := (St(Bo(A)), Fg(A),C(A)),

es un espacio implicativo, donde C(A) = {Cr : F € M(A)} es la familia de subconjuntos
cerrados correspondientes a M(A).
Veamos ahora la nocién de funcion entre dos espacios de implicacion.

Definicién 6.2.7. Sean (X;,u1,C1) y (Xa,ug,Cs) dos espacios implicativos. Decimos
que f: X; — X5 es i-continua si

(1) f es continua,

(2) f(u1) = uy,
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(3) para todo C' € Cy existe D € C; tal que D C f~1C].

Si f es un homeomorfismo y su inversa también es i-continua, decimos que f es un
i-homeomorfismo.

Si f: Ap — Ay es un homomorfismo entre dos dlgebras de implicacién y consideramos
el homomorfismo booleano f: Bo(A;) — Bo(A»), entonces la aplicacién

A

X(f) := St(f): St(Bo(A3)) — St(Bo(A,))

definida por St(f)(U) = f~'(U) es i-continua.
Dado un espacio de implicaciéon (X, u,C), el algebra
[(X) :={N € Clop(X) : C C N para algun C' € C}

es un algebra de implicacién. Para cada funciéon i-continua h: X; — X, entre dos espacios
implicativos (X1, u1,C1) v (Xa, ug,Cs), el homomorfismo

I(h) := Clop(h) [ix,): [(Xs) — I(X,)

define un homomorfismo implicativo.

Notamos con Z a la categoria cuyos objetos son dlgebras de implicacién y sus morfismos
son los homomorfismos implicativos, y con X a la categoria cuyos objetos son los espacios
implicativos y sus morfismos son funciones i-continuas.

Proposicién 6.2.8. (Abad et. al., 2004, Teorema 4.1, 4.2) La correspondencia X: T ~~ X
definida por

A A= X(A))

fl Tsm

A2 ’\}\g/‘> X(Ag)
es un funtor contravariante. La correspondencia I: X ~~ T definida por
X, ~>1(X,)

fl Tﬂ(h)
X, ~>1(Xy)

es un funtor contravariante.

El Teorema 6.2.9 establece la equivalencia dual entre las categorias.

Teorema 6.2.9. (Abad et. al., 2004, Theorem 4.3) Los funtores 1 y X definen una
equivalencia entre las categorias T y X. Mas especificamente,
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(1) si A es un dlgebra de implicacion
T4- A — HX(A)

definido por o 4(a) = N, define una transformacion natural del funtor IX en el funtor
identidad Idr.

(2) si(X,u,C) es un espacio implicativo, la aplicacion
i X - XI[(X)

definida por Tx(x) = ex(x) define una transformacion natural del funtor XI en el
funtor identidad Idy, donde cx es el isomorfismo natural del espacio booleano X
sobre St(Clop(X)).
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7. Algebras de implicacion monadicas

Las algebras de implicacién monadicas fueron introducidas por Monteiro y Iturrioz
(1962) como una generalizacién de la nocién de algebra de Boole mondadica (ver Halmos
(1956)). Iturrioz y Monteiro llamaron a dichas élgebras, dlgebras de Tarski mondadicas.
Ellas son exactamente los {—,V, 1}-subreductos de las dlgebras de Boole monédicas, y
en consecuencia, son los modelos algebraicos del fragmento implicativo monadico de la
légica clésica de primer orden. La clase de todas las algebras de implicaciéon monadicas es
una variedad. Mas aun, es la subvariedad de las algebras de implicacion de Lukasiewicz
monéadicas caracterizada por la identidad (€1) * =y ~ = — (x — y), que fue estudiada
en el capitulo 5.

En este capitulo obtenemos una representacion topoldgica para las dlgebras de implica-
cién monadicas, extendiendo la representacion topolégica de las algebras de implicacién.
En primer lugar, describimos a toda dlgebra de implicacién monadica como una unién
de una familia tnica de filtros monéadicos dentro de una adecuada algebra de Boole
monadica, la cual llamamos algebra de clausura booleana monadica. A partir de esta
representacion, introducimos la nocién de espacio topolégico implicativo monadico, que
es un espacio booleano con ciertos elementos distinguidos. Finalmente, demostramos que
existe una dualidad categdrica entre la categoria cuyos objetos son las algebras implicati-
vas monadicas y la categoria de los espacios implicativos monadicos. La representacién
topolégica obtenida estd también basada en la representacion dada por Halmos (1956)
de las dlgebras de Boole monadicas.

El capitulo se estructura de la siguiente manera. La seccién §7.1 estd dedicada a exponer
los conceptos preliminares con los que trabajamos en este capitulo. En la seccion §7.1.1
damos la definicién y propiedades basicas de las algebras de implicacion monadicas. En
la seccion §7.1.2 explicamos brevemente la dualidad de las dlgebras de Boole monadicas.
En la seccion §7.2, definimos la clausura booleana monédica de un algebra de implicacién
monadica y estudiamos sus propiedades. En la seccion §7.3 damos la definicién de espacio
implicativo monddico y definimos el funtor (contravariante) X;; de la categoria de las
algebras de implicacién monadicas a la categoria de los espacios implicativos monadicos.
Por tltimo, en la seccién §7.4 definimos el funtor (contravariante) I, de la categoria
de los espacios implicativos monadicos a la categoria de las algebras de implicacion
monadicas, y probaremos que X, e I; definen una equivalencia dual entre las categorias.
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7.1. Preliminares

7.1.1. Algebras de implicacién monadicas

Definicién 7.1.1. Un algebra A = (A;—,V, 1) de tipo (2,1,0) es un dlgebra de im-
plicacion monddica si (A; —) es un algebra de implicacién y V satisface las siguientes
identidades

)

ML2) Vo -z =~ 1,
) V((z = Vy) = Vy) = (Vo — Vy) = Vy,
)

V(z —y) = (Vo — Vy) =~ 1.

Notamos con MZ a la variedad de las dlgebras de implicacion monadicas.
Sea A € MZ. Consideraremos A ordenado por el orden natural del algebra de
implicacién (A; —), esto es,

a<bsiysolosia—b=1,

para todo a,b € A. Observemos que (ML3) puede ser escrita V(z V Vy) =~ Va V Vy, y que
(ML2) nos dice que Ya < a, para todo a € A. Luego,

Va =WWa VvV Va =V(Ya V Va) = Wa. (7.1)

Sia < b, de (ML4) y (ML14), tenemos que 1 = V1 = V(a — b) < Va — Vb, esto es,
Va < Vb.

Recordemos que si A pertenece a la variedad ML de las algebras de implicacién
monadicas de Lukasiewicz y satisface la identidad

(@) (@ =y)~=z—=(z—=y)

entonces (A; —) es un algebra de implicacién. Luego, A es un algebra de implicacién
monadica. El siguiente lema nos dice que la reciproca también es cierta.

Lema 7.1.2. La variedad MZ de las dlgebras de implicacion monddicas es equivalente a
la subvariedad de la variedad ML caracterizada por la identidad ().

Demostracion. Sea A € MZ. Sabemos que el reducto implicativo de A es un algebra
de Lukasiewicz de implicacién que satisface (e1). Veamos que se satisfacen (ML5),
(ML6) y (ML7). En efecto, de Vb < Va — Vb tenemos que Vb < V(Va — Vb). Luego,
Va—Vb < Va—V(Va—Vb) y (Va—V(Va— Vb)) =V (Va—Vb) < (Va—Vb) —V(Va— VD).
Entonces Va V V(Va — Vb) < (Ya — Vb) — V(Va — Vb). Ademas, Ya V V(Va — Vb) =
V(Va V (Va — ¥b)) = V1 = 1. Por lo tanto (Va — Vb) — ¥(Ya — Vb) = 1. Ademas, de
(ML2), tenemos que V(Va — Vb) < Va — Vb. Con lo que queda demostrado (ML5).
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Probemos (ML6). De (e1), (ML3), tenemos que
V((b— (b—Va)) = Va) =V((b—Va)—Va) = (Vb—Va) - Va = (Vb— (Vb—Va)) — Va.

Por tltimo, de la identidad (T1) que satisfacen las dlgebras de implicacién (ver la
Definicién 6.2.1), tenemos que V((a — Vb) — a) = Va = (Va — Vb) — Va. Luego, (MLT)
se satisface en toda algebra de implicacion monadica. O

El primer ejemplo no trivial de un algebra de implicacion monadica es un algebra de
Boole monadica.

Ejemplo 7.1.3. Dada un algebra de Boole monddica A = (A;V, A, 3,0), si definimos
para todo a,b € A
a—b=d Vb

Va = (3d’)
entonces (A; —,V, 1) es un dlgebra de implicacién monddica.

Ejemplo 7.1.4. Sea A un &lgebra de implicacién monadica con primer elemento O.
Definimos para todo a,b € A,
a =a—0,

Jda = (Va')’

aNb=(b—d)

entonces A = (A;V, A/, 3,0) es un algebra de Boole mondadica.

Notamos VA = {Vz : x € A}. Luego, de (ML1), (7.1) y de (ML5), tenemos que
VA = (VA; —,V, 1) es una subalgebra de A. En particular, el {—, 1}-reducto de VA es
un algebra implicativa.

Como en toda ML-dlgebra, el reticulado de congruencias de un algebra de implicacién
monddica A, el reticulado de los filtros implicativos monddicos y el reticulado de filtros
implicativos de VA, son isomorfos (ver la seccién §5.1.1).

Un algebra de implicacién monadica no trivial A se dice simple si y sélo si los tinicos
filtros implicativos mondadicos son los triviales, es decir, si los tunicos filtros implicativos
monadicos son A y {1}. Ademsds, las dlgebras subdirectamente irreducibles en la variedad
MZ son simples. La siguiente caracterizacion de las dlgebras simples serda importante
para el desarrollo de nuestro trabajo.

Lema 7.1.5. (Monteiro et. al., 1997) Un dlgebra de implicacion monddica A es subdi-
rectamente irreducible (simple) si y sdlo si A es un dlgebra de Boole monddica simple.

0 sizxz=0

Recordemos que un algebra de Boole monédica es simple si y sélo si dz = { 1 siz£0
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7.1.2. Representacion topolégica de las dlgebras de Boole
monadicas

Halmos (1956) establecié una dualidad entre cuantificadores de un élgebra de Boole
B y ciertas relaciones de equivalencias sobre el espacio de Stone de B. Posteriormente,
Cignoli (1991) mostré que existe una dualidad entre cuantificadores sobre un reticulado
distributivo acotado y ciertas relaciones de equivalencia definidas sobre su espacio de
Priestley, y que ademas esa dualidad restringida al caso de las dlgebras de Boole monadicas
coincide con la descripta por Halmos. En esta seccién explicamos como se construye la
dualidad para las dlgebras de Boole monadicas. No incluiremos las demostraciones de los
resultados, pudiendo el lector consultar los trabajos citados anteriormente para encontrar
los detalles de las mismas.

Sea X = (X, 7) un espacio booleano y R una relacién de equivalencia definida sobre X.
Si C' C X, notamos por RC a la unién de todas las clases de equivalencia que contienen
un elemento de C.

Definicién 7.1.6. Diremos que (X, R) es un B-espacio si X es un espacio booleano y R
es una relacion de equivalencia definida sobre X que satisface las siguientes propiedades:

(BE1) las clases de equivalencia de R son subconjuntos cerrados de X,

(BE2) si C es clopen entonces RC' es clopen.

Definicién 7.1.7. Sean (Xi, Ry) y (Xa, Ry) dos B-espacios. Una funcién f: (X, Ry) —
(Xsq, Ry) se dice un B-morfismo si f es continua y si para todo V' € Clop(Xs) se satisface
que

Ry (f7H(V) = f~H(Ba(V)).

Sea B = (B; A, V,”,3,0,1) un dlgebra de Boole monddica. Para abreviar algunas veces
notamos a un algebra de Boole monddica B con (B, 3). Sea St(B) el espacio de Stone
del reducto booleano de B. Si definimos R3 sobre St(B) por

UR3V siysolosi UNdB =V NdB,

para U,V € St(B) entonces B*((B, 3)) = (St(B), R3) es un B-espacio. Reciprocamente,
si (X, R) es un B-espacio y definimos

Jgr: Clop(X) — Clop(X)
por
3R<N) = RN7

para todo N € Clop(X), entonces B((X, R)) = (Clop(X),3g) es un élgebra de Boole
monddica. Ademads si h: (By,3;) — (By, 3) es un homomorfismo monéadico, entonces
la funcién continua B*(h): (St(Bs), R3,) — (St(B1), R3,) definida por B*(h)(U) =
h=Y(U), es un B-morfismo. Si f: (X, R;) — (X3, Ry) es un B-morfismo, entonces el
homomorfismo booleano

%(f> : <ClOp(X2), Ele) — <ClOp(X1), ElRl)
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definido por B(f)(U) = f~1(U) es un homomorfismo monédico. Es més, B y B* definen
funtores contravariantes entre la categoria de B-espacios y B-morfismos, y la categoria
de algebras de Boole monadicas y homomorfismos monédicos.

Finalmente,

op: (B,3) — (Clop(St(B)), 3r)

definido con la férmula
opla)=N,={U € St(B) :a € U}

para cada a € B, es un isomorfismo de dlgebras de Boole monadicas y
ex: (X, R) = (SH(Clop(X)), Rs,)

definido como

ex(z) ={U € Clop(X) : x € U}

es un homeomorfismo de B-espacios. Asi, los funtores 8 y B* establecen una dualidad
entre las categorias.

Congruencias Sabemos que para las dlgebras de Boole existe una correspondencia entre
el conjunto de todos los filtros de un algebra y el conjunto de todos los subconjuntos
cerrados del espacio dual asociado, al algebra dada por la aplicaciéon F — Cp =
{U € St(B) : FF C U}. La inversa se define haciendo corresponder a cada cerrado C el
filtro Fo = {a € B: C C N,} (ver Lema 6.1.3). Lo que vamos a ver ahora es que en
el caso de las algebras de Boole monadicas, los filtros monadicos se corresponden con
cerrados C tales que R3C' = C'. El siguiente resultado sera necesario.

Lema 7.1.8. (Cignoli, 1991, Teorema 2.2) Sea (B,3) un dlgebra de Boole monddica.
Para todo a € B, se satisface que R3N, = N3,.

Sea F' un filtro monadico y consideremos el cerrado Cr definido anteriormente. Que-
remos probar que R3Cr = F. Claramente, R3Cr DO F. Sea V € R3CF. Luego, existe
U € CF tal que VR3U. Lo que queremos ver es que F' C V. Como F' = Fg(VF'), debemos
demostrar que si k € F'NdB entonces kK € V. Pero FNdB CUNdB =V NdB y por
lo tanto k € V. Luego, V € Cp. Consideremos ahora un cerrado C tal que RsC = C
y el filtro Fz. Queremos ver que Fo es monadico. Para ello, tomamos f € F. Luego,
se verifica que C' C Ny. Entonces, (R3C")" C (R3(Ny)')’, donde ' indica complemento.
Como C' verifica que R3C' = C, es fécil ver que C" = R3C". Asi (R3C') = C. Ademss,

Ny = Nagpry = (N3p)' = (RaNp) = (Ra(Ny)') 2 C.

Luego, C' C Ny; y por lo tanto Vf € Fe. Por lo tanto, F» es un filtro monadico.
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7.2. Clausura booleana monadica

En esta seccién definimos para toda algebra de implicacién monadica A, la clausura
booleana monadica de A. Esta algebra, que notamos con Bm(A), es un algebra de
Boole monadica que posee la caracteristica de ser la menor algebra de Boole monéadica,
a menos de isomorfismos, tal que el filtro monéadico generado por A es maximal y el
cociente Bm(A)/FMg(A) es isomorfo a 2. Ademés, demostramos que toda élgebra de
implicacién monadica se puede describir como la unién de una familia tnica de filtros
monadicos de su clausura booleana monadica.

Sea A un algebra de implicacién monadica y consideremos el conjunto M de todos los
filtros implicativos monadicos maximales de A. Considerando la representacion subdirecta
de A, sabemos que A es isomorfa a una subélgebra de implicacion monadica A’ de
P =][]{A/D,D € M}. Para cada D € M, el cociente A/D es un élgebra de implicacién
mondadica simple, y del Lema 7.1.5, tenemos que A /D es un algebra de Boole monddica
simple. Asi, P es un algebra de Boole monadica. En adelante, identificaremos A con la
subalgebra A’ para simplificar la notacién.

Consideremos ahora la subéalgebra booleana monadica generada por A en P, que
notamos Bj/(A), y la subédlgebra de Boole B(A) generada por A en P.

Necesitaremos recordar para la demostraciéon de la proxima proposicion la siguiente
relacion entre los cuantificadores en un algebra de Boole monadica.

Lema 7.2.1. Sea B = (B;A,V,,3,0,1) un dlgebra de Boole monddica. Entonces
dr = V(r — V) — V.
Demostracion. Sea ¢ € B. Entonces,

V(c— Ve) = Ve = (V(d V V) VVe =3( VVe) VVe=3(cA (Ve)) Vv Ive
=3 ((c A (Vo)) VVe) =T ((eVVe) A ((Ve) VVe)) =3(eAl) =Te. O

Proposicién 7.2.2. El dlgebra de Boole monddica By (A) es igual al dlgebra de Boole
B(A) generada por A en P.

Demostracion. Es claro que B(A) C By(A). Veamos que By/(A) C B(A). Para ello,
vamos a demostrar que la subdlgebra de Boole B(A) es cerrada por V en P. Consideremos
b € B(A). Sabemos que b puede escribirse de la siguiente manera

=AY (V)

donde para todo k se tiene que Iy N Jy = 0, J,_, (I U Jy) # 0 es un conjunto finito, y
gi,9; € A. Luego,
k=1 i€l jedi
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Veamos que para todo k, el elemento by, =V [(\/ielk 9:) Vv <\/j6]k _|gj>i| € B(A).
Si Iy #0y J, =0, entonces b, =V (\/ielk g)) €A yaquegi € A Sily #0y Ji #0,

entonces
<\/g¢> v (\/ 1%-) =\ (gj — \/g¢> € A,
i€l jE€Jx je€J i€y,

pues g; € Ay Ve, gi € A. Luego, by, € A.
Si I = 0 (y en consecuencia J # (}), entonces

Veamos que 3 (AjeJk gj> € B(A). Luego,

S(As)=¥[(An)-+(As)]+(As)

o[ (Aw) o Ao (A

JEJk JE€Jk JE€Jk

-3}l

meJy jeJy J€Jk

Veamos que V [(/\jeJk gj> — /\jeJk ng] — Vg, € A, para todo m € J;. En efecto,

{ige)-a) [ llae) =)

JjE€J, jeJk LneJy JjE€J
:V[/\ \/(gj—>Vgn)]—>ng: /\V(\/(gj—>Vgn)>]—>ng
neJy jeJi LneJk J€Jxk
=\ [v <\/ (gj—>Vgn)> —Vgm| € A.
neJy JjE€JK

Entonces 3(A\c; 95) € B(A). Luego, by € B(A).
Hemos visto que by € B(A), para todo k. Luego, Vb = A\,_, by, € B(A). O

Como consecuencia de la proposicién anterior y del Lema 1.1 de Abad et. al. (2004),
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.2.3. Sea A un dlgebra de implicacion monddica. Luego, A es creciente en
B (A) y por lo tanto, A es union de filtros monddicos de By (A).
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Sean FMg(A) y Fg(A) el filtro monéddico generado por A en B/ (A) y el filtro generado
por A en Bj/(A) respectivamente. Observemos que FMg(A) = Fg(VA) C Fg(A) y
Fg(A) C FMg(A). Luego, FMg(A) = Fg(A). Como ademés A es creciente en By (A)
(Corolario 7.2.3), resulta la siguiente caracterizacién de los elementos pertenecientes a
FMg(A).

Lema 7.2.4. Un elemento b € By (A) pertenece a FMg(A) si y sélo si b = N\]_, ai,
donde a; € A.

Definamos ahora la clausura booleana mondadica de un algebra de implicacion monédica.

Definicién 7.2.5. Sea A un algebra de implicaciéon mondadica. Llamaremos la clausura
booleana monddica de A al algebra de Boole monadica definida como:

Bu(A) si FMg(A) # By(A)
Bm(A) = { By (A) x {0,1} i FME(A) = Bu(A)

Si Bm(A) = By (A) x {0, 1}, entonces definimos 3 componente a componente.

El siguiente lema nos indica una de las caracteristicas fundamentales que posee la
clausura booleana monadica de A.

Lema 7.2.6. Sea A un dlgebra de implicacion monddica. Entonces el filtro mondadico
generado por A en Bm(A) es mazimal. Mds ain, se verifica que Bm(A)/FMg(A) =

{0,1}.

Demostracion. Analicemos primero el caso en que FMg(A) # By(A). Consideremos
el conjunto =FMg(A) = {-b : b € FMg(A)}. Como FMg(A) es propio entonces
FMg(A) N = FMg(A) = ). Veamos ahora que FMg(A) U - FMg(A) es una subélgebra
booleana monéadica de By/(A). Claramente FMg(A) U - FMg(A) es cerrada por =y
{0,1} € FMg(A) U —-FMg(A). Sean a,b € FMg(A) U -FMg(A). Veamos que a Vb €
FMg(A)u-FMg(A).Sia € FMg(A) 6b € FMg(A) entonces es claro que aVb € FMg(A).
Si a,b € =“FMg(A) entonces a = —c y b = —d para ciertos ¢,d € FMg(A). Luego,
cNd € FMg(A) y entonces a Vb = =(c Ad) € =FMg(A). Por tltimo veamos que
FMg(A) U ~FMg(A) es cerrado por V. Para ello, sea a € FMg(A) U ~FMg(A). Si
a € FMg(A) entonces sabemos que Ya € FMg(A). Supongamos que a € - FMg(A).
Luego, Ya = V—c¢ = =3¢, para algin ¢ € FMg(A). Luego, de 3¢ € FMg(A) tenemos que
Va € = FMg(A). Por lo tanto FMg(A) U—=FMg(A) es una subélgebra. Entonces,

Bu(A) C By (FMg(A)) = FMg(A) U~FMg(A) C By(A).
Luego,
FMg(A) U ~FMg(A) = By (A).

Entonces FMg(A) es un filtro monddico maximal y Bm(A)/FMg(A) = {0,1}. Si
FMg(A) = By (A), identificando los elementos de FMg(A) con aquellos de By (A) X
{0,1} cuya segunda componente es igual a 1, tenemos que FMg(A) puede ser considerado
un ultrafiltro de By (A) x {0,1}. O
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Teorema 7.2.7. Si A es un dlgebra de implicacion monddica, entonces existe un dlgebra
de Boole monddica Bm(A) tal que:

(1) A es un subconjunto creciente de Bm(A) y FMg(A) es un filtro monddico mazimal
de Bm(A) tal que Bm(A)/FMg(A) = {0, 1},

(2) si B es un dlgebra de Boole monddica y h: A — B es un {—,V}-homomorfismo
tal que hlA] satisface la fmp en B, entonces existe un homomorfismo monddico
h: Bm(A) — B tal que h[a = h, esto es, el siguiente diagrama conmuta

| A

B

Demostracion. La condicién (1) ya ha sido probada en el Corolario 7.2.3 y en el Le-
ma 7.2.6.

Para demostrar (2), consideremos b € Bm(A). Si b € FMg(A) entonces existen
ai,...,a, € A, tal que b = A, a;. Definimos en este caso h(b) = A, h(a;). Si
b ¢ FMg(A), definimos h(b) = —h(—b). De (Abad et. al., 2004, Theorem 2.2) sabemos que
h esté bien definida, preserva — y h(0) = 0. Demostremos que h(Vb) = Vh(b). Supongamos
en primer lugar que b € FMg(A). Entonces b = A\, a;, donde a; € A, para todo i. Asi,
Vb = A, Va; y entonces h(¥b) = NI, h(Va;) = N\, Yh(a;) = V(AP h(a;)) = Yh(Db).
Supongamos ahora que b ¢ FMg(A). Luego, h(Vb) = h(=3—b) = —h(3—b). Observemos
que 3-b = V(=b — V—b) — V—b. Mds atin, h preserva — y —b € Fg(A), luego —h(3-b) =
—3h(=b) = =3-h(b) = Vh(b). Hemos probado que k es un homomorfismo monddico. [

Como consecuencia del Teorema 7.2.7, tenemos que todo homomorfismo de algebras de
implicacion monadicas induce un homomorfismo booleano monadico de sus respectivas
clausuras booleanas monddicas, y que la clausura booleana monéadica es inica a menos
de isomorfismos.

Corolario 7.2.8. Sea h: A1 — Ay un homomorfismo de dlgebras de implicacion monddi-
cas. Entonces existe un homomorfismo booleano monddico h: Bm(A;) — Bm(A,) tal
que hla, = h y h ' [FMg(Ay)] = FMg(A,). En particular, si h es un isomorfismo
entonces h también es un 1somorfismo.

Demostracion. Del Teorema 7.2.7 obtenemos la existencia del homomorfismo booleano
monadico h: Bm(A;) — Bm(A,) tal que hla, = h, considerando A = A; y B =
Bm(A,). Sabemos que FMg(A;) C h~!'[FMg(A,)]. Por la maximalidad de ambos,
tenemos que FMg(A,) = h~'[FMg(A,)]. Por tltimo, si h es un isomorfismo entonces

h=1=h". O

Observemos que la clausura booleana monadica de un algebra de implicacién monadica
no es suficiente para describir a la misma ya que dos dlgebras de implicaciéon monadicas
no isomorfas pueden tener la misma algebra de clausura booleana mondadica.
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Hemos probado en el Corolario 7.2.3 que toda algebra A es unién de filtros monddicos
de Bm(A). Utilizando el Lema de Zorn podemos demostrar que la familia de filtros
monddicos de Bm(A) contenidos en el dlgebra A posee elementos maximales. Sea M(A)
la familia de todos los elementos maximales en el conjunto de todos los filtros monédicos

de Bm(A) contenidos en el dlgebra A. El siguiente resultado resulta como consecuencia
del Corolario 7.2.3 y la definicién de M(A).

Corolario 7.2.9. Sea A un dlgebra de implicacion monddica. La familia M(A) satisface
las siguientes condiciones:

(a) A= UFEM(A) F,
(b) M(A) es una anticadena, con respecto a la inclusion,

(c) si M es un filtro monddico de Bm(A) contenido en A, entonces M C F' para algin
FeM(A).

7.3. Espacios implicativos monadicos

En la seccién anterior hemos visto que podemos describir a un algebra implicativa
monadica A por medio de:

(1) su clausura booleana monadica Bm(A),
(2) el filtro monadico FMg(A), v,
(3) la familia de filtros monadicos M(A).

Usaremos esto para dar una representacion topoldgica de las dlgebras de implicaciéon
monadicas. Esta representacién estara basada en la representacién dada por Halmos
(1956) de las dlgebras de Boole monddicas y la representacién dada en Abad et. al. (2004).

Sabemos que dada la clausura booleana monadica Bm(A), podemos considerar el
espacio topoldgico (St(Bm(A)), R3). Hemos visto también que todo filtro monédico
en un algebra de Boole monadica, se corresponde con cierto subconjunto cerrado en
su correspondiente espacio dual. Luego, dada la familia de filtros monadicos M(A),
obtenemos una familia de cerrados distinguidos, que notamos C(A), definida por

C(A) = {Cr: F € M(A)}.

Recordemos que Cp = {U € St(Bm(A)) : FF C U}. Como consecuencia del Teorema 7.2.7
y el Corolario 7.2.9 se deduce el siguiente lema.

Lema 7.3.1. Sea A un dlgebra de implicacion monddica. Entonces la 4-upla
Xur(A) = (S(Bm(A)), Rs, FMg(A), C(A))

satisface las siguientes condiciones:
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(1) (St(Bm(A)), R3) es un B-espacio, es decir,
(a) las clases de equivalencia de Rz son subconjuntos cerrados de St(Bm(A)),

(b) si C' es clopen entonces R3C' es clopen.
(2) FMg(A) es un elemento de St(Bm(A)),

(3) C(A) es una anticadena, con respecto a la inclusion, de subconjuntos cerrados de

St(Bm(A)) tales que R3C = C, para todo C' € C(A), donde (\C(A) = {FMg(A)}.

(4) si C es un subconjunto cerrado de St(Bm(A)) tal que R3C = C' y que verifica que
para todo N € Clop(X), C C N implica D C N para algin D € C(A), entonces
existe D' € C(A) tal que D' C C.

El Lema 7.3.1 motiva la siguiente definicion.

Definicién 7.3.2. Llamamos espacio implicativo monddico a toda 4-upla (X, R, u,C)
tal que

(1) (X, R) es un B-espacio,
(2) u es un elemento fijo de X,

(3) C es una anticadena, con respecto a la inclusién, de cerrados de X tales que RC' = C,
para todo C' € C, y ademés [C = {u},

(4) si C es un cerrado de X tal que RC' = C'y tal que para cada N € Clop(X), que
verifique C' C N implica que existe D € C que D C N, entonces existe D' € C tal
que D' C C.

Del Lema 7.3.1, sabemos que si A es un algebra de implicacién monéadica entonces
X (A) es un espacio implicativo monadico.

En lo que sigue definiremos la nocién de morfismo entre dos espacios implicativos
monadicos. Para ello, consideremos un homomorfismo f: A; — A, de algebras de

~

implicaciéon monadicas, y sea Xy (f) := St(f): St(Bm(A,)) — St(Bm(A,)) definido
por St(f)(U) = f~(U). Del Corolario 7.2.8 (ver también la seccién §7.1.2), sabemos que
se verifican las siguientes condiciones:

(1) Xp(f) es un B-morfismo,

(2) Xn(f)(FMg(Az)) = FMg(Ay).
Lema 7.3.3. Si F € M(A;) entonces existe H € M(A,) tal que Cyr C St(f)Y[Cr].

Demostracién. Observar que St(f)[Cp] = Cresir)) ¥ Fg(f[F]) € As. Probemos que
Fg(f[F]) es mondadico. Para ello, secan b € Fg(f[F]) y a; € F tales que b > A, f(a;).
Como f preserva V, tenemos que

n

Wb >V (/\ f(cu)) = N\ Vfla) = ]\ f(va).

=1
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Como F monddico, tenemos que Ya; € F'y por lo tanto VB € Fg(f[F]). Por la condicién
de maximalidad de los elementos de M(A,), sabemos que existe H € M(A,) tal que
Fg(f[F]) € H y por lo tanto Cyy € Cry(s(r))- L

Los resultados anteriores sugieren la nocién de morfismo entre espacios implicativos
monadicos.

Definicién 7.3.4. Sean (Xi, Ry,u1,C1) y (Xsg, R, us,Co) dos espacios implicativos
monadicos. Decimos que f: X7 — Xy es 1B-continua si
(1) f es un B-morfismo, esto es,

(a) f es continua

(b) para todo V' € Clop(Xy) se satisface que Ry (f~1(V)) = f~1 (R2(V))

(2) f es i-continua, es decir,

(a) flu1) = u2
(b) para todo C € Cy existe D € C; tal que D C f~[C].

Como consecuencia inmediata del Lema 7.3.3 y los resultados previos a dicho lema,
obtenemos el siguiente resultado.

Lema 7.3.5. Si f: Ay — Ay es un homomorfismo de dlgebras de implicacion monddicas
entonces Xp(f): St(Bm(A,)) — St(Bm(A,)) es una funcion iB-continua.

Si f es ¢B-continua tal que f es un homeomorfismo y ademads su inversa también es ¢ 3-
continua, diremos que f es un iB-homeomorfismo. De (Abad et. al., 2004, Corolario 3.2)
y (Cignoli, 1991, Corolario 2.9), obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.3.6. Si f: (X4, Ry,u1,Cp) — (Xa, Ro, us,Co) es iB-continua tal que f es
un homeomorfismo. Entonces f es un iB-homeomorfismo si y solo si se verifican las
condiciones:

(1) para todo D € Cy, f[D] € Cy,
(2) xRyy siy solo si f(x)Raf(y).

Notamos con MZ a la categoria cuyos objetos son algebras de implicacién monadicas
y sus morfismos homomorfismos monadicos, y con ME a la categoria de los espacios
implicativos monadicos cuyos morfismos son las funciones i B-continuas. Como conse-
cuencia del Lema 7.3.1, del Lema 7.3.5 y del hecho que St es un funtor, obtenemos la
siguiente proposicion.

Proposicién 7.3.7. La aplicacion Xy, es un funtor contravariante de la categoria MZT
a la categoria ME.
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7.4. La equivalencia dual

En esta seccion definimos un funtor contravariante I, de la categoria ME de los espacios
implicativos monddicos a la categoria MZ de las algebras de implicacion monédicas, y
probamos que X, y I, definen una equivalencia dual entre las categorias.

Sea (X, R,u,C) un espacio implicativo monadico. Consideremos

Iy (X) :={N € Clop(X) : C C N, para algin C' € C}.
Como I;(X) es un subconjunto creciente en el dlgebra de Boole monadica
(Clop(X); N, U/, 3k, 0, X),
entonces [/(X) es un algebra de implicaciéon. Mas atn:

Lema 7.4.1. Para todo espacio implicativo monddico (X, R,u,C), el dlgebra Tj;(X) es
un dlgebra de implicacion monddica.

Demostracién. Recordemos que para todo N € Clop(X), VN = (Iz(N')) = (RN')".
Veamos que [/(X) es cerrado por V en Clop(X). En efecto, si N € I;(X) entonces
existe C' € C tal que C' C N. Luego, RN’ C RC'" = (RC)" = C". Por lo tanto, C C VN, o
lo que es lo mismo VN € I,(X). O

Observemos ademads que I/(X) = |J ¢ Fo, donde Fp = {N € Clop(X) : C C N}.

Lema 7.4.2. Para todo espacio implicativo monddico (X, R,u,C), las siguientes propie-
dades se verifican en el dlgebra Ip(X):

(1) FMg(Iy (X)) = {N € Clop(X) : u € N} = ex(u),
(2) Bm(Iy(X)) = Clop(X),
(3) M(In (X)) = {Fc : C €C}.

Demostracion. La demostracion de (1) es consecuencia de que (|C = {u} (ver también
(ver (Abad et. al., 2004, Lemma 3.4)). La propiedad (2) es inmediata de (1), y (3) se de
deduce de la ultima condicién de la definiciéon de espacio implicativo monédico. O

Lema 7.4.3. Sih: X; = Xj es iB-continua, entonces Iy (h) := Clop(h)I1,,(x,): In(X2) —
Iy (Xy) define un homomorfismo monddico. Mds aiun, si h es un iB-homeomorfismo
entonces Lys(h) es un isomorfismo.

Demostracion. Es consecuencia de que B(h) = Clop(h) es un homomorfismo Booleano
monddico y de que Clop(h)[I(X2)] € I)(X;). La demostracién de esta ltima inclusion
es analoga al caso de las dlgebras implicativas (ver la demostracién de (Abad et. al., 2004,
Lemma 3.5)). O

Del Lema 7.4.1, Lema 7.4.3 y el hecho de que Clop es un funtor, tenemos la siguiente
proposicion.
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Proposicién 7.4.4. La correspondencia Iy, definida entre la categoria ME y la categoria
ML es un funtor contravariante.

Teorema 7.4.5. Los funtores I, y Xy definen una equivalencia dual entre las categorias
MTI y ME. Mas precisamente, si A es un dlgebra de de implicacion monddica

A A — HMXM(A)

definido por oa(a) = N, = {U € St(Bm(A)) : a € U} define una equivalencia natural del
funtor 1y Xy en la identidad Idaz. Para cada espacio implicativo monddico (X, R, u,C),
la aplicacion

T : X — XMI[M(X)

definido por 7x(x) = ex(x) = {U € Clop(X) : z € U} define una equivalencia natural
del funtor Xy I (X) en el funtor identidad Idpe.

Demostracion. Recordemos que 0 py,4y: Bm(A) — Clop St(Bm(A)) es un isomorfismo
de dlgebras de Boole monddicas. Como 04 = 0pma)[a, para ver que o4 es un isomorfismo
de algebras de implicacion monadicas basta ver que

Si a € A entonces existe F' € M(A) tal que a € F. Entonces Cr C N, donde Cr € C(A).
Por lo tanto, o4(a) = N, € [)yX(A). Si N € I,X,/(A) entonces existe a € Bm(A) tal
que ogmay(a) = N, = N. Queremos ver que a € A. De N, € I,X,/(A), sabemos que
existe C' € C(A) tal que C' C N,. Esto es equivalente a decir que existe F' € M(A) tal
que Cr C N,. Luego, todo ultrafiltro de Bm(A) que contiene a F' también contiene a a.
Entonces a € F. Pero ademas, F' C A. Por lo tanto, a € A. Hemos probado que o4 es un
isomorfismo de algebras de implicacién monadicas.

Sean A y A’ dos algebras de implicacién monadicas y f: A — A’ un homomorfismo.
Observar que el diagrama

TBm(A)

Bm(A) Clop St(Bm(A))
fl l%*%(f)
Bm(A') — 2" . Clop St(Bm(A’))

conmuta por ser opp,4) una transformacién natural entre el funtor BB y el funtor
identidad en la categoria de las algebras de Boole monadicas (ver A§7.1.2). Ademés

OA = 0Bm(A) 4, [ = flay X (f) = Clop [arxar(4) (SE(f)) = B B(f) 1%, (4)- As el
diagrama

A —2 T X(A)
fl \LHMXM(f)
A’ ™ T X (A')
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conmuta. Por lo tanto, oA es una transformacién natural.
Sea (X, R,u,C) un espacio implicativo monadico. Del Lema 7.4.2, sabemos que

Xy (X) = (Clop(X), Ra,,, ex(u), {Cr. : C € C}).

Llamemos Cy = {Cp. : C' € C}. Notemos que 7x[C]| = Cp,. Luego, C € C si y sélo si
7x[C] € Cy . Ademds que ex es un B-homeomorfismo entre (X, R) y (St(Clop(X)), R3,,)
(ver §7.1.2). Luego, 7x es un iB-homeomorfismo.

Si f: Xy — Xy es iB-continua, del Lema 7.3.5, Lema 7.4.3 y de que € es una
transformacion natural entre el funtor identidad en la categoria de los B-espacios y
el funtor BB*, tenemos que el diagrama

TXI

X, Xl (Xy)
fl lXMHM(f)
Xy ——— > KTy (Xo)

conmuta. ]
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8. Algebras A-implicativas de
tukasiewicz trivalentes

Las algebras de Lukasiewicz trivalentes fueron introducidas por Moisil (1960) y han sido
extensamente estudiadas en la literatura (ver Monteiro (1963a), Cignoli (1970), Boicescu
et. al. (1991), Monteiro (1996)). Estas algebras desempenian en el cédlculo proposicional
trivalente de Lukasiewicz un papel analogo al que desempenan las algebras de Boole en
el calculo proposicional clasico (ver Tarski (1956)).

Es sabido que toda MV,,-algebra es un algebra de Lukasiewicz-Moisil (ver Boicescu
et. al. (1991) y Moisil (1972)). Si n = 2 o n = 3, la reciproca también es cierta (ver Cignoli
(1982) y Boicescu et. al. (1991)). Es decir, que las MVa-dlgebras, y las MV;-dlgebras,
son equivalentes a las algebras de Lukasiewicz trivalentes y a las dlgebras de Lukasiewicz
4-valentes, respectivamente.

En este capitulo estudiamos la clase de todos los {—, A, 1}-subreductos de las élgebras
de Lukasiewicz trivalentes. Llamamos algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalen-
te a toda algebra perteneciente a esta clase. Esta clase es una clase ecuacional, que
fue axiomatizada por Figallo (1990). Nuestro objetivo es obtener una representacién
topologica para las algebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes. Nuestro trata-
miento estd inspirado en la representacion dada para las algebras de implicacién. Para
toda algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente A, construimos un algebra de
Lukasiewicz trivalente CL3(A) tal que el filtro implicativo F'(A) generado por A en
CL3(A) es maximal y ademés CL3(A)/F(A) es la cadena de 2 elementos. Més atn,
demostramos que A es representada como una unién de una familia tnica de filtros
implicativos de CL3(A). Inspirados en esto, introducimos la nocién de espacio topolégico
implicativo 3-valuado, y obtenemos una representacién topolégica para estas algebras.
La representacion topoldgica obtenida esta basada en la representacién topolégica dada
por Cignoli y Monteiro (2006) para las algebras de Lukasiewicz trivalentes. Como una
aplicacion, describimos el espacio topolégico de las dlgebras libres de la variedad.

Este capitulo se estructura de la siguiente manera. La seccién §8.1 esta dedicada a
preliminares. En ella se encuentran las definiciones de las algebras con las que trabajaremos
en el capitulo, y sus propiedades basicas. También explicamos brevemente la representacién
topoldgica de las algebras de Lukasiewicz trivalentes dada por Cignoli y Monteiro (2006).
En esta seccién no se pretende realizar un estudio exhaustivo, sino que daremos los
resultados mds importantes (sin demostraciones) por razones de autocontenido. El lector
podré encontrar en la bibliografia de referencia todos los detalles. En la seccion §8.2,
definimos el algebra de clausura trivalente CL3(A) y describimos a toda algebra A-
implicativa de Lukasiewicz como unién de una familia tnica de filtros implicativos
dentro del dlgebra de clausura CL3(A). En la seccién 8.3 definimos la nocién de espacio
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implicativo 3-valuado, y definimos el funtor F de la categoria D3 de las algebras A-
implicativas de Lukasiewicz trivalentes a la categoria E3 de los espacios implicativos
3-valuados. En la seccién §8.4, definimos el funtor G de la categoria Ej a la categoria D3,
y en la seccion §8.5 probamos que F define una equivalencia natural dual. Por ultimo, la
seccion §8.6 esta dedicada a la descripcidn del espacio implicativo asociado a las dlgebras
libres de la variedad.

8.1. Preliminares

En las secciones §8.1.1 y §8.1.2 damos la definicion y propiedades bésicas de las algebras
de Lukasiewicz trivalentes y de las algebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes,
respectivamente. En la secciéon §8.1.3 explicamos la representacién topoldgica de las
MV,-algebras.

8.1.1. Algebras de tukasiewicz trivalentes

La siguiente definicién, dada por Monteiro (1963b), es equivalente a la indicada por
Moisil (1960).

Definicién 8.1.1. Un dlgebra de Lukasiewicz trivalente es un algebra A = (A; V, A\, ~, V1)
de tipo (2,2,1,1,0) que satisface las siguientes identidades:

(L1) 1va~1, (L5) ~(zAy) = ~ax V ~y,
(L2) 2 A (zVy) =ua, (L6) ~z VvV Vz~1,

(L3) sA(yVz)=(zAz)V (yAz), (L7) ~x ANz~ ~x AVz,
(L4) ~~z ~ x, (L8) V(zx Ay) = Vz A Vy.

Observemos que de (L1), (L2) y (L3), resulta que (A; V, A) es un reticulado distributivo.
Notamos L3 a la variedad de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes.
La cadena L3, 0 < 1/2 < 1, con la estructura natural de reticulado y las operaciones
~ y V definidas por
~0=1, ~1/2=1/2, ~1=0,
V0=0, V1/2=1, V1=1,
serd notada L. Es sabido que L3 y su subdlgebra Ly = (Ly = {0,1};V,A,~,V, 1) son
las 4lgebras subdirectamente irreducibles de la variedad L3 y que son simples.
En toda algebra A € L3, definimos las operaciones A e — de la siguiente manera:

Ax ~ ~Vr~u,
r—=y~ (V~xVy) A (VyV~z).

En el Lema 8.1.2 resumimos algunas propiedades conocidas de las dlgebras de Lukasie-
wicz trivalentes que seran utilizadas posteriormente.

Lema 8.1.2. Sea A € L3. Para todo a,b € A se verifican las siguientes propiedades:
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(L9) Aa <a<Va, (L13) A(aVb) = AaV Ab,
(L10) VAa = Aa, (L14}) a — Ab= ~a V Ab,
(L11) ~Va = A~a, (L15) Va = ~a — a,

(L12) A(a Nb) = Aa N\ Ab, (L16) Va = (a — Aa) — a.

Sea A un algebra de Lukasiewicz trivalente. Un subconjunto F' C A, se dice un filtro
implicativo de A sil € F,ysia € Fya—b¢€ F entonces b € F. Se sabe que F' es
un filtro implicativo de A si y sélo si I’ es un filtro de reticulado de A que ademés
satisface que Aa € F, para todo a € F. Dado X C A, sea AX = {Ax : x € X}. El filtro
implicativo Fg(X) generado por X en A, coincide con el filtro reticular generado por
AX. Es decir,

Fg(X) = {aEA:aZ /\x,-, donde x; GAX,nGN}.

i=1

Es sabido que las congruencias en un algebra de Luksiewicz trivalente estdn determinadas
por los filtros.

Notamos con B(A) al dlgebra de Boole de los elementos complementados del algebra
A. No es dificil ver que un elemento a € A es complementado si y s6lo si Va =a siy
s6lo si Aa = a. Ademas, si a es complementado entonces el complemento booleano de a
es ~a.

Sean F(A) y F(B(A)) los conjuntos de todos los filtros implicativos de A y de todos
los filtros del élgebra de Boole B(A), respectivamente, ordenados por inclusién. La
siguiente proposicion indica la relacién que existe entre ambos.

Proposicién 8.1.3. Sea A € L3. La transformacion
n: F(A) = F(B(A))

definida por n(D) = D N B(A), es un isomorfismo de orden del conjunto ordenado F(A)
en el conjunto ordenado F(B(A)), donde n~1(Q) = Fg(Q), para Q € F(B(A)). Ademds,
para todo D € F(A) se verifica que DN B(A) = AD.

8.1.2. Algebras A-implicativas de tukasiewicz trivalentes

La clase de todas las dlgebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes forma una
clase ecuacional que fue axiomatizada y estudiada por Figallo (1990). En ese trabajo
dichas algebras fueron llamadas [ Az-algebras. Damos a continuacion su definicién y sus
propiedades basicas.

Definicién 8.1.4. Un algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente es un algebra
A = (A;—, A1) de tipo (2,1,0) que satisface las siguientes identidades:
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LD1) 2 — (y —» x) = 1, (LD5) ((x = (z—y)) =) >z ~1,
(

ED2) (x—y)—(y—2) = (x—2)) =1, (LD6) 1 —»zx=~uz,

(LD1) )
(LD2) )
(ED3) (x = y) >y~ (y—x) =z, LD7) Az —y~az— (v —vy),
(ED4) )

(
ED4) (z—y)— (y—a) = (y—z) =1, (ED8) A(Ax —y) ~ Az — Ay.

Notamos con E;H’A} a la variedad de todas las algebras A-implicativas de Lukasiewicz
trivalentes. Esta notacion se debe a que esta clase ecuacional coincide con la clase de
todos los {—, A, 1}-subreductos de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes. Observemos
que el reducto (A; —, 1) de toda algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente es un
algebra de implicacién de Lukasiewicz trivalente (ver Iturrioz y Rueda (1977)). Luego,
sabemos que la relacién

a<bsiysoélosia—b=1,

es un orden parcial sobre A, y que a < 1, para todo a € A. Adem4s, (A;<) es un
V-semireticulado donde el supremo de dos elementos a y b es a Vb= (a — b) — b, para
todo a,b € A. Ademaés, si ¢ € Ay ¢ < a,b entonces existe el infimo entre a y b, y
estd dado por aAb= ((a—c)V (b—c¢)) —c.

Es sabido que si A € Eé_hA}, las congruencias de A coinciden con las congruencias
del {—, 1}-reducto de A. En consecuencia, las congruencias de A estdn determinadas
por los filtros implicativos de A.

Sea Lgﬁ’A} = (L3; —, A1) el {—, A, 1}-reducto del dlgebra de Lukasiewicz trivalente
L3, y sea Lé_}’A} la subdlgebra de Lé_”A} cuyo subuniverso consiste en la cadena con 2
elementos.

Lema 8.1.5. 57 A € E:{,)_"A}, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
es un filtro implicativo mazimal de A,
(1) M filtro implicati mal de A
es un dlgebra simple
(2) A/M ilgebra simple,
es 1isomorfa a T oa T
(3) A/M es isomorfa a £57% 0 o ES

El siguiente teorema nos dice que la variedad de las dlgebras A-implicativas de Luka-
siewicz trivalentes es semisimple.

Teorema 8.1.6. (Figallo, 1990) Toda dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente
es producto subdirecto de dlgebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes simples.

7A 7A 7A
E{;—) }yLéa } E{))% }’

Las édlgebras L son las algebras subdirectamente irreducibles de £

y ademas son simples.
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8.1.3. Representacion topolégica de las algebras de tukasiewicz
trivalentes

Cignoli y Monteiro (2006) demuestran que toda MV,,-algebra, donde n es un entero
positivo, puede ser representada por funciones continuas definidas sobre un cierto espacio
booleano en la cadena L, = {0, %, ce ”T_l, 1} considerada con la topologia discreta. A
continuacién explicamos brevemente esta caracterizacion, restringiéndonos solamente al
caso n = 2, que es el que nos interesa para nuestros propoésitos.

Definicién 8.1.7. Un espacio booleano 3-valuado es un par (X, V) tal que X es un
espacio booleano y V' es un subconjunto cerrado de X.

Consideremos el espacio topoldgico L cuyo conjunto subyacente es el conjunto Lz y
su topologia la topologia discreta, y sea (X, V) un espacio booleano 3-valuado. Notamos
C;(X, V) al édlgebra de Lukasiewicz trivalente formada por todas las funciones continuas
f: X — Lj tal que f(V) C Lo, con las operaciones definidas componente a componente.

Teorema 8.1.8. (Cignoli y Monteiro, 2006) Para toda A € L3, existe un espacio booleano
3-valuado (X(A),Vy) tal que A = C3(X(A), Va). Mds ain, X(A) es isomorfo al espacio
de Stone del dlgebra de Boole B(A).

Veamos cémo se define el espacio (X(A), V4) del Teorema 8.1.8. Sea X (A) el espacio
topolégico cuyo conjunto subyacente lo forman todos los homomorfismos de algebras
de Lukasiewicz trivalentes xy: A — L3 y cuya topologia es la topologia heredada del
espacio producto Lg', donde Lj es considerado con la topologfa discreta. Este espacio es
un espacio booleano. Una subbase para la topologia la forman los conjuntos de la forma

{XeX<A>:x<a>=§},aeA,os]‘gz

Sea X(B(A)) el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es el conjunto de todos
los homomorfismos x: B(A) — Ly. Sabemos que X(B(A)) coincide con el espacio de
Stone del algebra de Boole B(A). Ademas la aplicacién

va: X(A) = St(B(A))

definida por p4(x) = x " 1({1}) N B(A) es un homeomorfismo.
El cerrado V) esta definido por

Va={x€ X(A): x(A) C Ly}.
Siidentificamos X (A) con St(B(A)), entonces V4 = {U € St(B(A)) : A/ Fg(U) = L}.

Para cada a € A, asociamos la funcién a: X(A) — Ls definida por a(x) = x(a) para
todo x € X(A). Luego, a es una funcién continua y la correspondencia

as: A — C3(X(A), Va)
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8. Algebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes

definida por a +— @ es un isomorfismo en L3. Observar que V4 = (),c4 a~1(Ly). Identifi-
cando X(A) con St(B(A)), a: St(B(A)) — Lj esta definido por a(U) = a/ Fg(U).

La funcién caracteristica sobre un subconjunto S C X serd notada vyg. Es facil
de demostrar que la correspondencia S +— 7g define un isomorfismo entre Clop(X) y
B(C3(X, V)). El siguiente es un resultado que utilizaremos en las siguientes secciones.
Su demostracion puede verse en la demostracién de (Cignoli y Monteiro, 2006, Teorema
1.5).

Lema 8.1.9. (Cignoli y Monteiro, 2006) Para todo U € Clop(X(A)) existe b € B(A)
tal que b = yy.

8.2. Algebra de Clausura Trivalente

En esta seccién demostramos que para toda algebra A-implicativa de Lukasiewicz
trivalente A, existe un algebra de Lukasiewicz trivalente que llamamos la clausura
trivalente de A y notamos CL3(A), con la caracteristica de ser la menor algebra de
Lukasiewicz trivalente tal que el filtro implicativo generado por A en ella sea un filtro
maximal y que el cociente de CL3(A) por él sea la cadena con dos elementos. Ademads
asociamos a cada algebra A una familia de filtros implicativos de su clausura trivalente
que nos permitira recuperar el algebra original A a partir de ésta y su clausura trivalente.

Sea A un algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente, y sea 9 el conjunto de
filtros implicativos maximales de A. Sabemos que A es isomorfa a una subdlgebra A’ de
P = [[peam A/D. Para cada D € 9, sabemos que A /D es isomorfo a L‘I{f’A} 0a LgH’A}.
Luego, P es un algebra de Lukasiewicz trivalente. De ahora en adelante identificaremos A
con la subdlgebra A’ para simplificar la notacién. Consideremos el dlgebra de Lukasiewicz
trivalente L3(A) generada por A en P. En el Lema 8.2.1, caracterizamos la forma de los
elementos del dlgebra Lj(A).

Lema 8.2.1. Sea A un dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente, y sea L3(A) el
dlgebra de Lukasiewicz trivalente construida anteriormente. Un elemento b € P pertenece

a L3(A) siy sdlo si
Ay (v=)] .

donde I, N Jp = 0, para todo k, J,_, (I U Jy) # 0 es un conjunto finito, y a;, ¢; € A
para todo i € Iy, j € Jg.

Demostracion. Sea B el conjunto de todos los elementos de P que se escriben de la forma
(8.1). Es claro que si b € B entonces b € L3(A). Veamos ahora que B es una subélgebra
de P. No es dificil ver que el conjunto B es cerrado por V y ~. Veamos que B es cerrado
por A. Para ello, sea b € B, y consideremos Ab. Del Lema 8.1.2, sabemos que

Ab= A\ [(\/ A) v (\/ chj)

k=1 1€y, JE€Jk
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Como a; € Ay A es un algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente, entonces
Aa; € A. Nuevamente del Lema 8.1.2, sabemos que V¢; = (¢; = Ac;) — ¢;. Entonces
Ve; € A. Luego, B es una subalgebra de P que ademads contiene a A. Por lo tanto,
L3(A) C B, concluyendo lo que querfamos probar. ]

La siguiente proposicién proporciona méas informacién sobre A en Lg(A).

Proposicién 8.2.2. Si A es un dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente y Lg(A)
es el dlgebra de Lukasiewicz trivalente construida anteriormente, entonces A es creciente
en L3(A), y en consecuencia es igual a una union de filtros implicativos de L3(A).

Demostracion. Seaa € Ay b= /\,_, [(\/ielk a;) V (VjeJk ch)} € L3(A) tal que a <b.
Observemos que es suficiente probar que

b, = (\/ CLi) V <\/ ch> €A,
’I:G]k ]EJk
para todo k € {1,...,7}.

Sea k € {1,...,r}. Si J; = 0 entonces by = Vier, @ pertenece a A, ya que a; € A,
para todo ¢. Supongamos ahora que J;, # (). Luego,

by, = <\/ az)\/(\/ ch)\/Aa = <\/ ai)\/\/ (~c; V Aa) = (\/ ai>\/\/ (¢; = Aa).
i€l JE€Jk i€l jeJy il jedy

Como a;,c; € A, para todo ¢ y para todo j, y Aa € A, entonces b, € A. Por lo tanto, A
es creciente en L3(A). O

Sea Fg(A) el filtro implicativo generado por A en L3(A). Sabemos que Fg(A) coincide
con el filtro reticular generado por AA, esto es,

Fg(A) = {b € L3(A):b> /\Aai, donde a; € A} :

i=1

Como A es una {A, —, 1}-subalgebra de L3(A), tenemos que AA C A. Luego,

Fg(A) = {b € L3(A) : b > /\ a;, donde a; € A} .

=1

Finalmente, por el Lema 8.2.2, tenemos que

Fg(A) = {b € L3y(A): b= /\ai, donde a; € A} :

=1

En la Proposicién 8.2.3 obtenemos una relacion entre Fg(A) y L3(A) que nos permi-
tird construir el algebra de clausura trivalente de A.
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Proposicion 8.2.3. Sea A un dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente y conside-
remos L3(A) y Fg(A) como antes. Entonces, L3(A) = Fg(A) U~Fg(A). En particular,
si Fg(A) es un filtro propio entonces Li3(A)/ Fg(A) = L.

Demostracion. Es claro que Fg(A) U~ Fg(A) es cerrado por ~. Veamos que Fg(A) U
~Fg(A) es cerrado por V y por A.

Sean a,b € Fg(A)U~Fg(A). Si a € Fg(A) entonces a V b € Fg(A). Andlogamente si
be Fg(A). Sia,be ~Fg(A), entonces a Vb= ~cV~d=~(cAd), donde ¢,d € Fg(A).
Luego, a Vb e ~Fg(A).

Sea a € Fg(A)U~Fg(A). Si a € Fg(A) entonces sabemos que Aa € Fg(A). Supon-
gamos ahora que a € ~Fg(A), esto es, a = ~c, para algiun ¢ € Fg(A). Luego,

Aa = A~c=~Vce ~Fg(A).

Luego, Fg(A)U~ Fg(A) es la subédlgebra generada por Fg(A) en P. Entonces, L3(A) C
Fg(A)U~Fg(A). Por lo tanto, L3(A) = Fg(A) U ~Fg(A).

Supongamos que Fg(A) es propio, y que existe un elemento d € Fg(A) N ~Fg(A).
Luego d, ~d € Fg(A) y, por ser Fg(A) un filtro implicativo, tenemos que ~dAd € Fg(A)
y A(~d Nd) € Fg(A). Pero A(~d Nd) = A~d N Ad = ~Vd N Ad. Como Ad < Vd,
tenemos que AdA~Vd < VdA~Vd = 0. Luego, A(~dAd) =0 € Fg(A), contradiciendo
que Fg(A) es propio. Por lo tanto, L3(A) = Fg(A)U~Fg(A) y L3(A)/Fg(A) 2 Ly. O

Para cada A € Eéﬂ’A}, llamaremos la clausura trivalente de A al dlgebra de Lukasiewicz

trivalente
Ly(A)  si Fg(A) # Ly(A)
CLa(A) = { La(A) ¥ Ly si Fa(A) ~ Lo(A)

Notemos que si Fg(A) es un filtro propio en L3(A), de la Proposicién 8.2.3, resulta
que CL3(A)/Fg(A) es la cadena con dos elementos. Si Fg(A) = L3(A), identificando los
elementos del filtro Fg(A) con los de la forma (—, 1) en CL3(A), también obtenemos que
Fg(A) es un filtro maximal y que CL3(A)/Fg(A) = L,. El siguiente teorema asegura
que CL3(A) es la menor algebra de Lukasiewicz trivalente, a menos de isomorfismos,
con la propiedad que el Fg(A) es un filtro implicativo maximal tal que el cociente
CL;(A)/Fg(A) es isomorfo a Ls.

Teorema 8.2.4. Si A € EE{J,H’A} entonces:

(1) A es creciente en CL3(A) y satisface la propiedad de intersecciones finitas (fmp).
Mas aiin, CLy(A)/ Fg(A) = K,

(2) siLeLsyh: A— L esun {—,A}-homomorfismo, tal que h[A] verifica la fmp en

L, entonces existe un homomorfismo h: CL3(A) — L tal que hl4 = h, esto es el
diagrama

AC . CL3(A)

| A

L
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conmuta.

Demostracion. (1) es consecuencia inmediata de la Proposicién 8.2.2 y de la Proposi-
cién 8.2.3.

Sea L y h como en (2) del enunciado, y sea b € CL3(A). Vimos que si b € Fg(A)
entonces b = A/, a;, donde a; € A. Luego, si b € Fg(A) definimos h(b) = A, h(a).
Si b ¢ Fg(A) sabemos, de la Proposicién 8.2.3, que ~b € Fg(A). Luego, si b ¢ Fg(A)
definimos h(b) = ~h(~b). Es decir que h: CL3(A) — L esta definida por

oo N k(@) sibe Fg(A)
() = { ~h(~b)  sib¢ Fg(A) "

Observemos que h estd definida en forma analoga a la definicién del homomorfismo
booleano monadico de la clausura booleana monadica de un algebra implicativa monadica
a un algebra de Boole monadica, definido en el Teorema 7.2.7 del capitulo 7. Luego, la
demostracion que h est4 bien definida y que preserva la operacion —, es también analoga
al caso de las dlgebras implicativas monddicas (ver demostracién Teorema 7.2.7).

Veamos que h preserva A. Para ello, supongamos en primer lugar que b € Fg(A).
Luego, b = Al a;, a; € A,y Ab = A\, Aa; € Fg(A). Como h respeta A y de la

~

definicion de A, tenemos que

n n n

h(Ab) = \ h(Aa;) = N\ Ah(a;) = A A\ h(a;) = Ah(b).

i=1 =1 =1

Supongamos ahora que b ¢ Fg(A). Luego, Ab ¢ Fg(A). Asi, de la definicién de h,
Lema 8.1.2 y de que h respeta —, resulta que

h(Ab) = ~h(~Ab) = ~R(Vab) = ~h[(~mb— Anb)—s~ob] = ~[(h(~b)—h(A~b))—h(~b)].
Como ~b € Fg(A), y por lo antes demostrado, sabemos que E(Awb) = Aﬁ(wb). Luego,
h(Ab) = ~Vh(~b) = A~h(~b) = Ah(b).

Es facil ver que iAz(O) = 0 y por la definicién de h es inmediato que hla = h. Ademsés,
si a,b € CL3(A) sabemos que aVb = (a —b) - by ~a = a— 0. Luego, h es un
homomorfismo de algebras de Lukasiewicz trivalentes. O

El siguiente corolario nos dice que todo homomorfismo de algebras A-implicativas
de Lukasiewicz trivalentes se extiende a un homomorfismo de las respectivas clausuras
trivalentes.

Corolario 8.2.5. Sean A, A, € EéH’A} y h: Ay — As un homomorfismo. Entonces
eziste un homomorfismo de dlgebras de Lukasiewicz trivalentes h: CLg(A;) — CLg(As)
tal que ha, = h y h ' [Fg(As)] = Fg(A,). En particular, si h es un isomorfismo entonces
h también es un 1somorfismo.
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Demostracion. Sea h: A; — Ay un homomorfismo de algebras A-implicativas de Luka-
siewicz trivalentes. Si aplicamos el teorema anterior tomando L = CL3(A»)

AlC—> CL3(Ay)

CL3 (As)

podemos concluir que existe un homomorfismo de élgebras de Lukasiewicz trivalentes
h: CLy(A;) — CL3(A,) tal que hla, = h. Observar ademas que de la definicién
de h obtenemos que Fg(A;) C h~'[Fg(A,)]. Por otro lado, como Fg(A,) es propio,
ﬁ_l[(Fg(A;))] también lo es. Luego, de la maximalidad de Fg(A;), obtenemos que

Fg(A1) = b~ [Fa(As)]. B
Si h es un isomorfismo, entonces h~! = h~1 y por lo tanto h también es un isomorfismo.
O

Dos élgebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes no isomorfas pueden tener la
misma algebra de clausura trivalente. Veamos dos ejemplos sencillos que muestran este
hecho.

Ejemplo 8.2.6. Sea A = L, x Lj. Entonces P = Fg(A) = A.

5(A) x L. <§>
S

Ejemplo 8.2.7. Sea A

P =Fg(A) = Ly x L3 y nuevamente CL3(A) = Fg(A) x Ls.

Luego, CL3(A) = Fg(

176



8.3. Espacios implicativos 3-valuados

Para distinguir dos algebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes que poseen la
misma clausura trivalente, consideraremos los filtros implicativos de la clausura trivalente
contenidos en ellas. Méas especificamente, consideraremos para cada A € EE{),_}’A}, los
elementos maximales en la familia de todos los filtros implicativos de CL3(A) que estén
contenidos en A, ordenados por inclusién. Notamos a este conjunto por M(A), esto es,

M(A) = mCziX{D filtros implicativos de CL3(A) : D C A}.

Lema 8.2.8. Sea A un dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente. La familia M(A)
es no vacia y satisface las siguientes propiedades:

(1) A= UDGM(A) D,

(2) M(A) es una anticadena, con respecto a la inclusion,

(3) si M es un filtro implicativo de CL3(A) contenido en A entonces M C D para algin
D e M(A).

Demostracion. Observemos en primer lugar que la familia de filtros implicativos del
algebra CL3(A) que estan contenidos en A es no vacia, pues el filtro implicativo {1}
pertenece a ella, y ademés es un conjunto parcialmente ordenado bajo la inclusion. Sea
{D;}icr una cadena en la familia. Es facil ver que |J,.; D; es un filtro implicativo de
CL3(A) que ademas esta contenido en A, pues D; C A, para todo i € I. Aplicando el
Lema de Zorn, sabemos que existe al menos un elemento maximal en esta familia. Luego,

M(A) # 0.
La condicién (1) es inmediata de la definicién de M(A) y de ser A creciente en CL3(A)
(Teorema 8.2.4). Las condiciones (2) y (3) se deducen de la definicién de M(A). O

Ejemplo 8.2.9. En el ejemplo 8.2.6 tenemos que M(A) = {A}, y en el ejemplo 8.2.7
M(A) ={Dy, Ds}.

8.3. Espacios implicativos 3-valuados

En esta seccion asociamos a cada algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente un
espacio topologico enriquecido con ciertos objetos distinguidos, que llamamos espacio
implicativo 3-valuado. Definimos la nocién de funcién entre dos espacios implicativos
3-valuados y demostramos que para todo homomorfismo entre algebras A-implicativas
de Lukasiewicz trivalentes, existe una funcién entre los respectivos espacios implicativos
3-valuados asociados. Con estos resultados, definimos un funtor contravariante de la
categoria de las dlgebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes a la categoria cuyos
objetos son los espacios implicativos 3-valuados.

Consideremos en primer lugar un algebra de Lukasiewicz trivalente L. La siguiente
relacion entre los filtros implicativos de L y los subconjuntos cerrados del espacio de
Stone del dlgebra de Boole B(L) de los elementos complementados de L, se deduce en
forma inmediata de la Proposicién 8.1.3 y el Lema 6.1.3, definiendo x = 9 o 7.
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Lema 8.3.1. Sea L € L3. La transformacion
k: F(L) = €(St(B(L)))

definida por k(D) = Cap = {U € St(B(L)) : AD C U} es un isomorfismo de orden
dual del conjunto F(L) de todos los filtros implicativos de L en el conjunto €(St(B(L)))
de todos los subconjuntos cerrados del espacio de Stone St(B(L)), ordenados ambos
conguntos por inclusion.

Sea A un algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente. Consideremos su clausura
trivalente CL3(A), el filtro generado por A en CL3(A), Fg(A), y la familia de filtros
maximales M(A) del Lema 8.2.8. Para cada D € M(A), consideremos el cerrado k(D) =
Cap definido en el Lema 8.3.1, y sea

C(A) = {Cap : D € M(A)} .

Definimos
F(A) == (St(B(CL3(A))), Vorya), AFg(A),C(A)),

donde Ver,ay = {U € St(B(CL3(A))) : CL3(A)/Fg(U) = Ly}. Observemos que las
siguientes propiedades se satisfacen en el espacio F(A):

(1) del Teorema 8.1.8 tenemos que (St(B(CL3(A))), Voraa)) es un espacio booleano
3-valuado,

(2) del Teorema 8.2.4 tenemos que AFg(A) € Vior,(a),

(3) del Lema 8.2.8 y del Lema 8.3.1 sabemos que (St(B(CL3(A))), AFg(A),C(A)) es

un espacio implicativo (§6.2.2).

Las propiedades verificadas por F(A) motivan la definicién de espacio implicativo
3-valuado.

Definicién 8.3.2. Llamaremos espacio implicativo 3-valuado a una 4-upla (X, V,u,C)
tal que:

(1) (X, V) es un espacio booleano 3-valuado,
(2) w es un elemento fijo de X tal que u € V,

(3) (X, u,C) es un espacio implicativo, esto es,
(a) C es una anticadena, con respecto a la inclusién, de cerrados de X tales que
NC = {u},
(b) si C es un cerrado de X tal que para cada N € Clop(X), que verifique C' C N
implica que existe D € C tal que D C N, entonces existe D' € C tal que D’ C C.

De las observaciones realizadas antes de la definicién, tenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 8.3.3. Si A es un dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente, entonces
F(A) es un espacio implicativo 3-valuado.

Ejemplo 8.3.4. El espacio implicativo 3-valuado del ejemplo 8.2.6 es

Vew;a) o

y el del ejemplo 8.2.7 es

Ahora definiremos la nocién de morfismo entre dos espacios implicativos 3-valuados.
El siguiente resultado, que es conocido en la literatura, sobre homomorfismos de
algebras de Lukasiewicz trivalentes serd necesario.

Lema 8.3.5. Si L y L’ son dlgebras de Lukasiewicz trivalentes y h: L — L' es un
homomorfismo, entonces h(B(L)) C B(L') y la restriccion h': B(L) — B(L’) de h a

B(L) es un homomorfismo booleano.

Sean A4, Ay € EéH’A} y
h: Al — A2

un homomorfismo de algebras A-implicativas de Lukasiewicz. Consideremos el homomor-
fismo de algebras de Lukasiewicz trivalente

h: CLs(A;) = CL3(A,)

definido en el Corolario 8.2.5. Sabemos del Lema 8.3.5, que la restriccién A’ de h a

B(CL3(A})), esto es,
h': B(CLs(A;)) — B(CL3(A3))

es un homomorfismo booleano. Definimos
F(h): F(Ay) — F(Ay)

mediante F(h)(U) := St(h')(U) = k'~*(U), para todo U € St(B(CL3(Ay))).

179



8. Algebras A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes

Proposiciéon 8.3.6. Sea h: A1 — Ay un homomorfismo de dlgebras A-implicativas de
Lukasiewicz trivalentes. La funcion F(h)

(St(B(CL3(A2))), Versa,), AFg(Asz),C(Az)) — (St(B(CL3(A1))), Vory(a,), AFg(A1), C(Ayr))
satisface las siguientes condiciones:

(1) F(h) es i-continua, esto es,

(a) F(h) es continua,

(b) F(h)(AFg(Asz)) = AFg(Ay),

(c) para todo C € C(A,) existe D € C(Ay) tal que D C F(h)~'[C],
(2) F(h)(Vorsas)) € Versa-
Demostracion. De la dualidad de Stone es sabido que F(h) es continua.

En el Corolario 8.2.5 vimos que h™[Fg(A,)] = Fg(A,). Luego,

F(h)(A Fi(As)) = B~ (AFa(A2)) = (Rlscnan)  (AFs(As)) = AFa(Ay).

Consideremos ahora Cap € C(Ay). Luego, I’ € M(A;). Veamos en primer lugar que
F(h) ™' [Car] = Cargr(ary), esto es, el cerrado perteneciente a la familia C(As) que le
corresponde al filtro implicativo generado por h'(AF) en CL3(As). En efecto,

U € F(h)HCap] siy s6lo si F(h)(U) € Cap si y sélo si
AF CF(h)(U) siysélosi AF Ch~HU) siy sélosi W' (AF) C U.

Veamos ahora que Fg(h/(AF)) C A,. Para ello consideremos el subconjunto
D ={a € Ay: a > b para algin b € M'[AF]} C A,.

Veamos que D es un filtro implicativo de CL3(As). Es claro que 1 € D y que D es
creciente. Sean a,c € D. Luego existen f1, fo € F tales que

a>hW(Af)yc>E(Af).

Luego, aAec > N (Afi) NN (Afy) =R (Afi ANAfy). Como F es un filtro implicativo de
CL3(A) entonces Afy A Afy € F, y por lo tanto, a A ¢ € D. Sea a € D. Luego existe
f € F tal que a > h/(Af). Entonces,

Aa > AW(Af) = K(Af),

y por lo tanto Aa € D.
Luego, D es un filtro implicativo de CL3(Asz). Ademas, Fg(h'[AF]) C D. En efecto,
sea x € Fg(W'[AF]). Luego, existen y; € h'(AD), 1 <i <r €N, tales que

x> /\?jz = /\h,(Afz) =N <A/\fz> ;
i=1 i=1 i=1
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donde f; € F, para todo i. Como F' es un filtro implicativo de CL3(A), tenemos que
Ni_, fi € F. Por lo tanto, z € D.

En consecuencia, Fg(h'[AF]) C Ay. Del Lema 8.2.8, més especificamente, de la
propiedad (3) de M(As) establecida en ese lema, sabemos que existe H € M(A,) tal que
Fg(W'[AF]) C H. De donde resulta que

Can C Cargir(ary = F(h) " Car).

Hemos probado que F(h) es una funcién i-continua.
Demostremos ahora que F(h) (VCLS(AQ)) C Verga,)- Sea U € F(h) (VCL3(A2)), esto es,
U = h"1(V) para algiin V' € Vi, (a,). Consideramos los homomorfismos

CLs(A;) ——> CLs(A,) "> CLs(A,)/ Fg(V) = Ly

W

CL3(A,)/Fg(U)

donde 7y y my son los epimorfismos candnicos. Observemos que los homomorfismos
Ty o h y my son epiyectivos. Vamos a ver ahora que Fg(U) = Nuc(my o h). Notemos
que a € CLy(A;) verifica que a € Nuc(my o h) si'y sélo si a € h=}(Fg(V)). Observemos
ademds que Fg(U) = Fg(h'~!(V)). Luego, lo que vamos a ver es que

Fg(h'~1(V)) = h™(Fg(V)).

Sabemos de ser 2/~ (V') un ultrafiltro del dlgebra de Boole B(CL3(A;)), que Fg(h'~'(V))
es un filtro implicativo maximal de CL3(A;). Por otro lado, h~'(Fg(V)) es un filtro im-
plicativo propio, ya que también Fg(V') es maximal en CL3(As). Ademés, Fg(h'~1(V)) C
h=1(Fg(V)). En efecto, si 2 € Fg(W'~}(V)) entonces existen y; € h'~1(V) tales que

T > /’”\ Avy;.
i=1

Como todos los elementos de A'~1(V) son booleanos, sabemos que Ay; = y;. Entonces,
h(z) > /\ h(y;) = /\ (i),
i=1 i=1

pues ' = iz[B(CLS(Al)). Ademés, B/ (y;) € V, para todo i. Luego, h(z) € Fg(V), y en
consecuencia, z € h=(Fg(V)).

Luego, Fg(W~%(V)) = h~'(Fg(V)). Por lo tanto, CL3(A,)/Fg(U) = Ly, esto es,
U e VCLg(Al)' O

La proposicion anterior motiva la definicién de morfismo entre dos espacios implicativos
3-valuados.

Definicién 8.3.7. Una funcién f: (Xy, Vi, uy,Cy) — (Xa, Vo, ug, Co) es i3-continua si
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(1) f es i-continua, esto es,
(a) f es continua,
(b) flu1) = ug,
(c) para todo C € Cy existe D € C; tal que D C f~1[C],
(2) f(Vi) CVa.
Si f es i3-continua y ademas es un homeomorfismo tal que su inversa también es
una funcién i3-continua, entonces diremos que f es un i3-homeomorfismo.

La siguiente proposicion es inmediata del Lema 8.3.6.

Proposicién 8.3.8. Si A, A, € £5{3_>’A} yh: Ay — Ay es un homomorfismo de dlgebras
A-implicativas de Lukasiewicz trivalentes, entonces la aplicacion F(h): F(As) — F(Ay)
es una funcion 13-continua.

Corolario 8.3.9. Si f: (Xy,Vi,u1,Ci) — (Xa, Vo, ug, Co) es i3-continua tal que f es un
homeomorfismo. Entonces f es un i3-homeomorfismo si y sdlo si f verifica que para todo

D € C; se tiene que f[D] € Co y si f(V1) = Va.

Demostracién. Supongamos que f es i3-homeomorfismo, y sea D € C;. Como f~1: X, —
X es un funcién ¢3-continua, sabemos que existe C' € Cy tal que

CC(f)7'Dl = fID).

Por la maximalidad de los elementos de Cy, tenemos que C' = f[D] y en consecuencia
fID] € Cs.

Supongamos ahora que f verifica que para todo D € C; se tiene que f[D] € Cy vy si
f(V1) = V,. Notemos que si f es un homeomorfismo entonces trivialmente se verifica
f~Y(V,) = V4. Consideremos D € C;. Buscamos C € Cy tal que C C f[D]. Pero por
hipétesis podemos tomar C' = f[D] € Cy que verifica la condicién trivialmente. O

De la Proposicion 8.3.3, de la Proposicién 8.3.8 y del hecho que St es un funtor,
obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 8.3.10. Sea D3 la categoria cuyos objetos son dlgebras A-implicativas de
Lukasiewicz trivalentes y Eg la categoria de los espacios implicativos 3-valuados cuyos
morfismos son las funciones i3-continuas. Entonces F: Dy — E3,

Al fVIE’\> <St(B(CL3(A1)))7 VCLs(Al))7 A Fg(A1)7 Cl>

h TIF(h):St(h’)

A2 N%/\> <St(B(CL3(A2)))a VCLS(AQ))’ A Fg(AQ)v CQ>
es un funtor contravariante.

El objetivo de las proximas secciones sera probar que [F es una equivalencia natural
entre ]D)g y Eg.
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8.4. Invirtiendo el funtor F

En esta seccion probamos que a todo espacio implicativo 3-valuado le corresponde
un algebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente, y a toda funcién entre dos espacios
implicativos 3-valuados, un homomorfismo entre las correspondientes algebras asociadas.

Sea (X, V,u,C) un espacio implicativo 3-valuado. Consideremos

G(X):={f € C3(X,V): f >~y para algin N € [(X)},
donde 7y es la funcién caracteristica sobre el subconjunto N C X y
I[(X) = {N € Clop(X) : C C N para algun C € C}.

Proposicién 8.4.1. Para todo espacio implicativo 3-valuado (X, V,u,C), el dlgebra G(X)
es un dlgebra A-implicativa de Lukasiewicz trivalente.

Demostracion. Sea (X, V,u,C) un espacio implicativo 3-valuado y consideremos el dlgebra
de Lukasiewicz trivalente C3(X, V') y G(X). Como G(X) es creciente en C3(X, V'), resulta
que G(X) es cerrado por —. Ademads si f € G(X), entonces existe N € Clop(X) tal
que C C N para algin C € Cy f > ~vn. Luego, Af > Avyy = 7n. Por lo tanto,
G(X) e £i™?) 0

Lema 8.4.2. Sea h: (X4, V1, u1,C1) — (Xg, Vo, ug, Co) una funcidn i3-continua, entonces
G(h): G(X2) — G(X;) definida por G(h)(f) = f o h, para cada f € G(X3), es un

A}

homomorfismo de Ez{«z_)’ -algebras.

Demostracion. Veamos en primer lugar que G(h) esta bien definida. Como f y h son
continuas, G(h) es continua. De h(Vi) C Vo y f(Va) C Ly, tenemos que G(h)(f)(Vi) =
F(h(V1)) € Lo,

Vamos a ver ahora que existe U € [(X;) tal que G(h)(f) > qu. Como f € G(Xa),
existe S € [(Xy) tal que f > gy C € Cy tal que C C S. Luego, existe D € C; tal que
D C h7C). Asi, h7[S] 2 h7C] 2 D, esto es, h7'[S] € I(X;). Si x € h™'[S] entonces
f(h(z)) =1, ya que h(x) € Sy f > vs. Por lo tanto, G(h)(f) > vy,-15). Finalmente,
como las operaciones en G(X;) y G(X3) estan definidas componente a componente,
tenemos que G(h) es un homomorfismo. O

De la Proposicién 8.4.1 y del Lema 8.4.2, obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 8.4.3. La aplicacion G: E3 — Dy

(X(A), Va,, Fg(A),C) ~2~ G(X,)

hi o

<X(A2>7 VAZ? Fg(A2>7 C2> 'v(\;:\) (G(XZ)

es un funtor contravariante.
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8.5. La equivalencia natural dual

En esta seccion demostramos que las aplicaciones F y G definen una equivalencia
natural dual entre las categorias D3 y Es.

Lema 8.5.1. Sea (X, V,u,C) un espacio implicativo 3-valuado y C € C un cerrado fijo
perteneciente a la familia C. Entonces

Fo={feCsX,V): f>,N€ClopX) yC C N}

es un filtro implicativo de C3(X,V'). Mds ain,

G(X) = Fe

ceC

Demostracion. Claramente Fi es creciente y 1 € Fo. Si f,g € Fe entonces f > vy y
g > v para ciertos U,V € Clop(X) tales que C C U, V. Luego, f A g > yunv, donde
C CUNV. Finalmente si f € Fx entonces Af > Avyy = ~y. Por lo tanto Fo es un filtro
implicativo de C3(X, V). La segunda afirmacién es inmediata de las definiciones. ]

Lema 8.5.2. Sea (X, V,u,C) un espacio implicativo S3-valuado. Las siguientes propiedades
valen en G(X):

(1) el filtro Fg|G(X)] generado por G(X) en C3(X, V) es mazimal y ademds
Cs(X,V)/ Fg[G(X)] = £,

(2) CLS(G(X)) = C3(X> V);
(3) M(G(X)) = {Fo: C €C}.

Demostracion. Sea tg: (X, V) — (St(B(Cs(X,V)), Voy(x,v)) €l homeomorfismo definido
por t3(x) = {yn : N € Clop(X) y € N}. Sabemos que para todo x € X, se verifica que
x €V siy sélosits(x) € Voy(x,vy. Consideremos el filtro implicativo de C3(X, V), F' =
{f >~ : N eClop(X) y ue N}. Notemos que F'N B(C3(X,V)) = t5(u) € Voyx,v),
ya que u € V. Luego, F es un filtro implicativo maximal tal que C3(X,V)/F = L,. Si
f € Fg, entonces existe N € Clop(X) tal que C C N y vy < f. Pero como u € C' para
todo C € C, tenemos que u € N y por lo tanto f € F. Luego, g Fo € F. Y por lo
tanto FUpee el = F[G(X)] = F'. Luego, de esto, del Lema 8.5.1 y la condicién (iv) de
la definicién de espacio implicativo 3-valuado, deducimos que CL3(G(X)) = C3(X,V) y
que M(G(X)) ={Fc: C € C}. O

Teorema 8.5.3. Los funtores F y G establecen una equivalencia dual natural entre las
categorias D3 y Es. Mds precisamente,

(1) si A es un dlgebra implicativa de Lukasiewicz trivalente con A, entonces
sa: A — G(X(CL3(A)))

definida por ss(a) = a, es una equivalencia natural del funtor GF al funtor identidad.
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(2) para todo espacio implicativo 3-valuado (X, V,u,C), la aplicacion
7x: (X, V,u,C) = (St(Clop(X)), Veyx,vy, FIG(X)], C(G(X)))

definida por Tx(x) = t3(x), es una equivalencia natural del funtor FG al funtor
wdentidad.

Demostracion. Demostremos (1). Observar que por definicién s4 = acr,(a)la. Luego, pa-
ra ver que s4 es un isomorfismo es suficiente demostrar que acr,(4)[A] = G(X(CL3(A))).
Si a € A, entonces existe D € M(A) tal que a € D. Luego, Cap € Na,. Como
a > Aa = vy,,, tenemos que acr,a[A] € G(X(CL3(A))). Si f € G(X(CL3(A)))
entonces f = a, para algin a € CL3(A). Veamos que a € A. Sabemos que f > 7y, para
algtin U € Clop(St(B(CLs3(A)))), y existe C' € Cop,yay tal que C' C U. Del Lema 8.1.9,
tenemos que existe b € B(CL3(A)) tal que 7y = b = yn,. De C C U = N, deducimos
que b € A. Luego, a < b, ya que acr,a) es un isomorfismo. Por lo tanto, a € A.
Probemos (2). Sea (X, V,u,C), y consideremos F(G(X)). Del Lema 8.5.2, sabemos
que X(CL3(G(X))) = X(C5(X,V)) = St(Clop(X)). De la demostracién de (1) en el
Lema 8.5.2, sabemos que 7x(u) = F|G(X)], y por (3) del mismo lema, tenemos que para
todo cerrado C, C' € C siy sélo si Fo € M(G(X)) si y sélo si 7x[C] € C(G(X)). Entonces
Tx es un ¢3-homeomorfismo. O

8.6. El espacio asociado a las algebras libres

En esta seccién utilizamos la representacion obtenida para describir el espacio topoldgico
de las algebras libres de la variedad EE{))_)’A}.

Notamos con F(X) al dlgebra libre en una variedad X con un conjunto de generadores
X.

Sea S{74HX] la {—, A, 1}-subalgebra generada por X en el &lgebra libre F.,(X).
Como la variedad Ez{g_)’A} es la clase de todos los {—, A, 1}-subreductos de L3, el siguiente
lema es claro.

Lema 8.6.1. El dlgebra libre F .i—.2,(X) es isomorfa a la subdlgebra S{=2}X] generada
3
por X en el dlgebra libre F -, (X).

No es diffcil ver que el conjunto de elementos minimales del algebra libre F ;- a;(X)
3

es el conjunto {Az : x € X}. Una demostracién de este resultado puede verse en Figallo
(1990). Ademds, si € X entonces el filtro implicativo generado por Az en F,(X) es
igual al subconjunto creciente [Ax) = {a € F,(X) : a > Az}. Luego,

Fos(X) = U ax).

zeX

Es sabido que B(F ., (X)), el dlgebra de Boole de los elementos complementados del alge-
bra libre F ., (X), es el dlgebra de Boole libre F5(Y') sobre el poset Y = {Az, Vz : z € X}.
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Mas aun, existe una biyeccién entre el conjunto de subconjuntos crecientes S C Y sobre
el conjunto de ultrafiltros de Fz(Y'), dado por

S — Fg(SU{~y:yeY\S}) =Us.

Para cada © € X, {Az, Vz} es una cadena que llamaremos cadena principal. Luego,
F/,(X) es isomorfa al dlgebra C3(St(Fz(Y)), VFgg(X))v donde Us € Vg, (x) siy solo si S
es unién de cadenas principales (Busaniche y Cignoli, 2006, Teorema 2.1). En particular,
Uy € Vr,,(x). Como Fg(X) en Fr,(X) es igual al filtro implicativo generado por Uy,
obtenemos que F ., (X)/Fg(X) = Ly. Luego,

CLs(F 1) (X)) = Firy (X).

El siguiente lema nos indica cudl es la familia de filtros implicativos maximales
correspondiente al algebra libre.

Lema 8.6.2. M(F (- (X)) = {Fg(Az) : z € X}.

Demostracion. Probemos en primer lugar que Fg(Az) = [Az) € M(F (-4 (X)), para
3

todo x € X, esto es, probemos que [Az) es un filtro implicativo de F,(X) maximal con
respecto a la propiedad de estar contenido en F £l Para ello, consideremos un filtro
implicativo propio D del élgebra libre F,,(X) tal que D C F Eéﬁ,A}(X ), ¥ supongamos
que [Az) C D. Supongamos por el absurdo que existe y € D\[Ax). Entonces, yAAx € D.

Ademas, existe v/ € X tal que Ay < y A Axr < Ay. Consideremos la aplicacién
f: X — Ly definida por f(y) =0y f(z) =1, para todo z # y, y sea g: Fr,(X) — Ls su
extension. Entonces g(Ay') =1y g(Ay) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
D = Fg(Ax).

Recordemos que si y € Fz,(X), y # 1, el conjunto P(y) = {x € X : 2 <y} es finito.
Veamos ahora que si D es un filtro implicativo de F, (X) tal que D C J, . ¢ [Ax), entonces
D C [Az) para algin x € X. Para ello, sea n = min{|P(y)| : y € D} y sea d € D tal
que |P(d)| = n. Para cada z € D tenemos que zAd € Dy P(d) = P(z/Ad) C P(z).
De este modo, x < z para todo = € P(d), y como Az < z, tendremos finalmente que
z € [Az). Por lo tanto D C [Az) (ver Lema 5.1, Abad et. al. (2004)). O

Tenemos finalmente que X(CLg(F‘cé%,A} (X)) =2 X(Fr, (X)) = St(B(Fg,(X))) =

St(Fp(Y)). Para cada x € X, Clan) = {Us € St(Fg(Y) : Az € Ug}. Observar que

N Ciaz) = {Uy}. Entonces, (St(Fz(Y)),V,{Clas) : € X}, Uy) es el espacio implicativo

3-valuado de F .(-.a) (X), donde Ug € V si y sélo si S es unién de cadenas principales.
3

Ejemplo 8.6.3. El dlgebra libre con 2 generadores en la variedad Lg[f’A}.
Sea X = {a, b} el conjunto de generadores libres de F (- 4} (X). Consideremos el poset
3

Y = {Aa,Va, Ab, Vb}.
Va Vb

. L.
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Tenemos 3? = 9 conjuntos crecientes en Y. Por lo tanto 9 ultrafiltros en St(Fz(Y)) y
22 = 4 conjuntos crecientes de Y pertenecientes a V. De esta manera (St(Fz(Y)),V) es

V

Por 1ltimo, Ciae) = {Us : Aa € S}. Asi S € {{Aa,Va},{Aa, Va,Vb},Y}. Andloga-
mente, Ciapy = {Us : Ab € S}, donde S € {{Ab, Vb},{Ab, Vb, Va},Y}. Finalmente el

espacio 3-implicativo asociado a F (.4 (X) es
3
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