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José Patricio Dı́az Varela.

Cecilia Rossana Cimadamore
crcima@criba.edu.ar

Departamento de Matemática
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Resumen

Esta tesis está dividida en dos partes. La primera parte está dedicada al estudio de la
variedad MMV de las MV-álgebras monádicas y de sus subreductos implicativos. En
primer lugar, demostramos que MMV está generada por sus miembros finitos, caracte-
rizamos los miembros indescomponibles por medio del álgebra de Boole monádica de sus
elementos complementados y describimos el fragmento del reticulado de subvariedades
que se encuentra contenido en V([0,1]k), para cada k entero positivo, dando una axioma-
tización para dichas subvariedades. Estudiamos, además, las subvariedades simples que
no están contenidas en V([0,1]k) para ningún k.

Nuestro segundo objetivo es extender el funtor Γ de Mundici a la categoŕıa de las
MV-álgebras monádicas. En tal sentido, definimos el concepto de `-grupo monádico y
establecemos una equivalencia natural entre la categoŕıa de los `-grupos monádicos y
la categoŕıa de las MV-álgebras monádicas. También estudiamos las congruencias de
un `-grupo monádico y las caracterizamos por medio de ciertos `-ideales que llamamos
`-ideales monádicos. Probamos que el reticulado de `-ideales monádicos de un `-grupo
monádico G es isomorfo al reticulado de `-ideales de ∃G. Demostramos que todo `-grupo
monádico es producto subdirecto de una familia de `-grupos monádicos {Gi : i ∈ I}
donde ∃Gi es una cadena para todo i ∈ I. Por último, damos algunas aplicaciones de la
equivalencia obtenida.

Dedicamos un caṕıtulo al estudio de la clase de los {�,→,∀, 1}-subreductos de las
MV-álgebras monádicas, esto es, la clase de los subreductos hoop monádicos de las
MV-álgebras monádicas. Demostramos que esta clase forma una variedad, e introducimos
una axiomática para estos subreductos hoop monádicos. Caracterizamos a los miembros
subdirectamente irreducibles de la variedad y determinamos las subvariedades de ancho
k.

En el último caṕıtulo de esta primera parte, estudiamos la clase de los subreductos
implicativos monádicos de las MV-álgebras monádicas, esto es, los {→,∀, 1}-subreductos
de las MV-álgebras monádicas. Demostramos que esta clase forma una variedad, e intro-
ducimos una axiomática para la misma. Caracterizamos sus miembros subdirectamente
irreducibles, describimos el reticulado de subvariedades y damos una base ecuacional
para cada una de las subvariedades propias.

La segunda parte de esta tesis está dedicada a obtener representaciones topológicas de
ciertas álgebras de implicación. En primer lugar, obtenemos una representación topológica
para las álgebras de implicación monádicas, extendiendo la representación topológica de
las álgebras de implicación. Toda álgebra de implicación monádica es representada como
una unión de una familia única de filtros monádicos, dentro de una adecuada álgebra de
Boole monádica. Introducimos la noción de espacio implicativo monádico, y probamos que
existe una equivalencia dual entre la categoŕıa de las álgebras de implicación monádicas
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y la categoŕıa de los espacios implicativos monádicos.
También obtenemos una representación topológica para las álgebras ∆-implicativas

de  Lukasiewicz trivalentes. Describimos a toda álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz
trivalente como la unión de una familia única de filtros implicativos de una cierta álgebra
de  Lukasiewicz trivalente. Introducimos la noción de espacio topológico implicativo
3-valuado, y probamos que existe una equivalencia dual entre la categoŕıa de los mismos
y las álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes. Como aplicación describimos el
espacio implicativo 3-valuado del álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente libre.
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Abstract

This thesis is divided into two parts. The first part is devoted to the study of the
variety MMV of monadic MV-algebras and its implicative subreducts. First, we show
that MMV is generated by its finite members and we characterize the indecomposable
members using the monadic Boolean algebra of their complemented elements. We describe
the fragment of the lattice of subvarieties that is contained in V([0,1]k), for each positive
integer k, and we give an axiomatization of these subvarieties. We also study simple
subvarieties that are not contained in V([0,1]k) for any k.

Our second objective is to extend Mundici’s functor Γ to the category of monadic
MV-algebras. More precisely, we define monadic `-groups and we establish a natural
equivalence between the category of monadic MV-algebras and the category of monadic
`-groups with strong unit. We give some applications. We study the lattice of congruences
of a monadic `-group G and we prove that this lattice is isomorphic to the lattice of
monadic `-ideals and also to the lattice of `-ideals of ∃G. We prove that every monadic
`-group is a subdirect product of a family of monadic `-groups {Gi : i ∈ I} such that
every ∃Gi is a chain.

We devote a chapter to the study of the class of {�,→,∀, 1}-subreducts of monadic
MV-algebras. We prove that this class is an equational class and we introduce a set of
equations that describe this variety. We characterize the subdirectly irreducible members
and the lattice of congruences of every algebra. We describe the subvarieties of width k.

In the last chapter of this part, we study the class of {→,∀, 1}-subreducts of monadic
MV-algebras. We introduce the equations that characterize this class and we prove that
this class is a variety. We characterize the subdirect irreducibles members and the lattice
of congruences of every algebra. We describe completely the lattice of subvarieties and
we give a equational basis for every proper subvariety.

The second part of this thesis is devoted to getting topological representations for
certain implication algebras. First, we extend the topological representation for implication
algebras to a topological representation for monadic implication algebras. Every monadic
implication algebra is represented as a union of a unique family of monadic filters of
a suitable monadic Boolean algebra. Inspired by this representation, we introduce the
notion of a monadic implication space, and we prove a dual equivalence between the
category of monadic implication algebras and the category of monadic implication spaces.

We also obtain a topological representation for three-valued  Lukasiewicz ∆-implication
algebras. Every  Lukasiewicz ∆-implication algebras is represented as a union of a unique
family of implication filters of a suitable three-valued  Lukasiewicz algebras. Inspired
in this representation, we introduce the notion of topological three-valued implication
space, and we prove a dual equivalence. As an application, we describe the space of free
three-valued  Lukasiewicz ∆-implication algebras.
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5. Álgebras de implicación de  Lukasiewicz monádicas 125
5.1. Definición y propiedades básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5.1.1. Filtros monádicos y congruencias . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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7.1.1. Álgebras de implicación monádicas . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
7.1.2. Representación topológica de las álgebras de Boole monádicas . . 154
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Introducción

Las MV-álgebras fueron introducidas por Chang (1958) como contrapartida algebraica
de la lógica infinito-valuada de  Lukasiewicz. La clase de todas las MV-álgebras es
una clase ecuacional que está generada por el intervalo real [0, 1] enriquecido con las
operaciones ¬x = 1− x y la suma truncada x⊕ y = mı́n{1, x+ y}. Estas álgebras han
sido extensamente estudiadas. Entre muchos de los autores que han estudiado esta clase
de álgebras, podemos citar a Komori (1981) quien realiza una descripción completa
del reticulado de subvariedades de la variedad de las MV-álgebras y demuestra que
toda subvariedad propia es finitamente axiomatizable, Grigolia (1977) introduce las
MVn-álgebras, las MV-álgebras correspondientes a la lógica n-valuada de  Lukasiewicz,
y proporciona una axiomatización para las mismas; Di Nola y Lettieri (1999) dan una
caracterización axiomática de cada una de las subvariedades propias; Mundici (1986)
define el funtor Γ de la categoŕıa de los `-grupos abelianos a la categoŕıa de las MV-
álgebras, y establece una equivalencia natural entre MV-álgebras y `-grupos con unidad
fuerte de orden; Gispert (2002) caracteriza y axiomatiza todas las clases universales de
MV-cadenas (ver también Gispert y Torrens (1998)); Panti (1999) caracteriza los objetos
libres para cada subvariedad V de MV-álgebras. Una introducción a las MV-álgebras,
aśı como los resultados básicos de esta variedad, se encuentran en la monograf́ıa Cignoli
et. al. (2000).

Las MV-álgebras monádicas, o MMV-álgebras, fueron introducidas y estudiadas por
Rutledge (1959) como un modelo algebraico del cálculo de predicados (monádico) de la
lógica infinito-valuada de  Lukasiewicz, donde sólo una variable ocurre. Rutledge llamó a
las MV-álgebras monádicas con el nombre de álgebras de Chang monádicas. Las MV-
álgebras monádicas son MV-álgebras con un operador unario ∃ que satisface ciertos
axiomas. Más recientemente, Di Nola y Grigolia (2004) estudian estas álgebras como
pares de MV-álgebras donde una de las mismas es una subálgebra relativamente completa
de la otra, con ciertas propiedades adicionales. Posteriormente, Belluce et. al. (2005)
obtienen un teorema de representación de ciertas clases localmente finitas de MV-álgebras
monádicas, y dan una caracterización de los operadores monádicos sobre MV-álgebras
finitas. También queremos citar el trabajo de Lattanzi y Petrovich (2008), quienes dan
una equivalencia categórica entre las variedades de álgebras monádicas (n+ 1)-valuadas
y la clase de las álgebras de Boole monádicas enriquecida con cierta familia de filtros.

Esta tesis está dividida en dos partes. En la primera parte, estudiamos y describimos
parte del reticulado de subvariedades de la variedad de las MV-álgebras monádicas,
analizamos la relación de las MV-álgebras con los `-grupos, y estudiamos también
las clases de los subreductos implicativos monádicos. En la segunda parte, se tratan
representaciones topológicas de ciertas álgebras con implicación. A continuación damos
más detalles.
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Introducción

El caṕıtulo 1 está dedicado a las nociones generales de álgebra universal y propiedades
básicas de algunas de las álgebras con las que tratamos en la tesis. Espećıficamente
incluimos en este caṕıtulo nociones de la teoŕıa general de las MV-álgebras, de los hoops
de Wajsberg, las álgebras implicativas de  Lukasiewicz y las álgebras de Wajsberg. El
tratamiento de estos temas pretende solamente otorgar un recuento de los resultados más
importantes que son necesarios para el desarrollo de la tesis.

En el caṕıtulo 2 estudiamos las variedad de las MMV-álgebras. Demostramos que la
variedad MMV está generada por sus miembros finitos y caracterizamos a las MMV-
álgebras directamente indescomponibles por medio del álgebra de Boole monádica de
sus elementos complementados. Definimos el concepto de radical monádico, y probamos
que el radical monádico de una MMV-álgebra coincide con el radical de su MV-reducto.
Estudiamos las subvariedades generadas por las álgebras [0,1]k, caracterizando a las
mismas por medio de identidades. Demostramos que si un álgebra A pertenece a la
subvariedad generada por [0,1]k, entonces es isomorfa a una subálgebra de (∀A)k.
De aqúı introducimos el concepto de álgebra de ancho k. Describimos el fragmento
del reticulado de subvariedades de la variedad MMV que se encuentra contenido en
V([0,1]k), para cada k entero positivo, y damos una axiomatización completa para todas
las subvariedades de MMV-álgebras contenidas en V([0,1]k). Por último, en la sección
§2.8, estudiamos algunas subvariedades que están generadas por álgebras funcionales
monádicas de ancho infinito. Probamos que la variedad generada por un álgebra funcional
monádica de ancho infinito VX es igual a la variedad generada por el conjunto infinito
de álgebras de ancho finito Vk, siendo k un entero positivo. Concluimos el caṕıtulo
estudiando las subvariedades simples de ancho infinito.

Mundici (1986) definió el funtor Γ de la categoŕıa de los `-grupos abelianos a la
categoŕıa de las MV-álgebras, y estableció una equivalencia natural entre MV-álgebras y
`-grupos con unidad fuerte de orden. Anteriormente, Chang hab́ıa asociado un grupo
abeliano a una MV-álgebra, pero su trabajo se restrinǵıa al caso totalmente ordenado (ver
Chang (1959)). En el caṕıtulo 3 definimos el concepto de `-grupo monádico, esto es un
`-grupo (abeliano) G enriquecido con un operador unario ∃ : G→ G que satisface ciertos
axiomas. Nuestro resultado principal con respecto a los `-grupos monádicos consiste
en una equivalencia entre la categoŕıa de los mismos y la categoŕıa de las MV-álgebras
monádicas. La equivalencia obtenida extiende la equivalencia determinada por el funtor
Γ para las MV-álgebras. También estudiamos las congruencias de un `-grupo monádico y
las caracterizamos por medio de ciertos `-ideales que hemos llamado `-ideales monádicos.
Probamos que el reticulado de `-ideales monádicos de un `-grupo monádico G es isomorfo
al reticulado de `-ideales de ∃G. Demostramos además que todo `-grupo monádico es
producto subdirecto de una familia de `-grupos monádicos {Gi : i ∈ I} donde ∃Gi es
una cadena para todo i ∈ I. Por último, damos algunas aplicaciones de la equivalencia
obtenida.

En toda MV-álgebra monádica A se definen la constante 1 y las operaciones �, → y ∀
de la siguiente manera

1 := ¬0, x� y := ¬(¬x⊕ ¬y), x→ y := ¬x⊕ y y ∀x := ¬(∃¬x).

En el caṕıtulo 4 estudiamos la clase de los {�,→,∀, 1}-subreductos de una MV-
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Introducción

álgebra monádica, esto es, la clase de los subreductos hoop monádicos de las MV-álgebras
monádicas. Demostramos que esta clase forma una variedad e introducimos una axiomática
para estos subreductos hoop monádicos. Investigamos también las propiedades de estas
álgebras, que llamamos hoops de Wajsberg monádicos, caracterizando a las álgebras
subdirectamente irreducibles y a las congruencias. Estudiamos las subvariedades de hoops
de Wajsberg monádicos de ancho k, describiendo por identidades a las mismas.

En el caṕıtulo 5 estudiamos la clase de los subreductos implicativos monádicos de las
MV-álgebras monádicas, esto es, los {→,∀, 1}-subreductos de las MV-álgebras monádicas.
Demostramos que esta clase es una clase ecuacional y damos el conjunto de identidades
que la define. A toda álgebra perteneciente a esta variedad la llamamos álgebra implica-
tiva monádica de  Lukasiewicz. Estudiamos esta variedad. Caracterizamos las álgebras
subdirectamente irreducibles y las congruencias y probamos que esta variedad está gene-
rada por sus miembros finitos. Por último, estudiamos el reticulado de subvariedades,
hallando una descripción completa del mismo y una base ecuacional para cada una de
las subvariedades propias.

En la segunda parte de la tesis estudiamos dualidades entre variedades de álgebras con
implicación y espacios topológicos booleanos enriquecidos con ciertos objetos. Nuestro
punto de partida será la representación topológica de las álgebras de implicación obtenida
por Abad, Dı́az Varela y Torrens (2004). Esta dualidad está basada en la dualidad de Stone
para las álgebras de Boole. Las álgebras de implicación monádicas fueron introducidas
por Monteiro y Iturrioz (1962) como una generalización de la noción de álgebra de Boole
monádica (Halmos, 1959, 1962). En este trabajo fueron llamadas álgebras de Tarski
monádicas. Ellas son exactamente los {∀,→, 1}-subreductos de las álgebras de Boole
monádicas, y en consecuencia, son los modelos algebraicos del fragmento implicativo
monádico de la lógica clásica de primer orden. La clase de todas las álgebras de implicación
monádicas es una variedad. Más aún, es la subvariedad de las álgebras de  Lukasiewicz de
implicación monádicas caracterizada por la identidad

(ε1) (x→ y) ≈ x→ (x→ y),

que se estudian en el caṕıtulo 5 de esta tesis.
La segunda parte comienza con el caṕıtulo 6, que está dedicado a explicar brevemente

las representaciones topológicas de las álgebras de Boole y de las álgebras implicativas
monádicas. En esta exposición no incluiremos las demostraciones de los resultados,
remitiendo al lector a Koppelberg (1989), Burris y Sankappanavar (1981), y Abad et. al.
(2004) para obtener detalles de los mismos.

El propósito del caṕıtulo 7 es obtener una representación topológica para las álgebras
de implicación monádicas, extendiendo la representación topológica de las álgebras de
implicación. Obtenemos en primer lugar que toda álgebra de implicación monádica
puede ser representada como una unión de una familia única de filtros monádicos de una
adecuada álgebra de Boole monádica, la cual llamamos álgebra de clausura booleana
monádica. Inspirados en esta representación introducimos la noción de espacio topológico
implicativo monádico, que es un espacio booleano con ciertos elementos distinguidos.
Finalmente, demostramos que existe una dualidad categórica entre la categoŕıa de las
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álgebras de implicación monádicas y la categoŕıa de los espacios implicativos monádicos.
Nuestra representación topológica se basa en la representación dada por Halmos (1956)
de las álgebras de Boole monádicas.

Es sabido que toda MVn-álgebra es un álgebra de  Lukasiewicz-Moisil (ver Boicescu et. al.
(1991) y Moisil (1972)). Si n = 2 ó n = 3, la rećıproca también es cierta (ver Cignoli (1982)
y Boicescu et. al. (1991)). Es decir, las MV2-álgebras y las MV3-álgebras son equivalentes
a las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes y a las álgebras de  Lukasiewicz 4-valentes,
respectivamente. En el caṕıtulo 8 estudiamos los {→,∆, 1}-subreductos de las álgebras
de  Lukasiewicz trivalentes. Las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes fueron introducidas
por Moisil (1960) (ver también Monteiro (1963b)). Estas álgebras desempeñan en el
cálculo proposicional trivalente de  Lukasiewicz un papel análogo al que desempeñan las
álgebras de Boole en el cálculo proposicional clásico (Tarski, 1956). La clase de todos los
{→,∆, 1}-subreductos de las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes forma una variedad que
fue axiomatizada por Figallo (1990). En el caṕıtulo 8 damos una representación topológica
para ellos que estará basada en la representación topológica de las MV2-álgebras dada por
Cignoli y Monteiro (2006). Como una aplicación de la representación obtenida describimos
el espacio topológico de las álgebras libres de la variedad.

Algunos de los resultados expuestos en esta tesis han sido comunicados en reuniones
cient́ıficas de carácter nacional e internacional. A saber:

“Applications of the topological representation for implication algebras”, M. Abad,
C. Cimadamore, J. P. Dı́az Varela, CLE 30/ XV EBL/ XIV Simposio Latinoameri-
cano de Lógica Matemática, Paraty, Brasil, 11-17 de mayo, 2008.

“Topological representation for monadic implication algebras”, C. Cimadamore,
XIII Simposio Latinoamericano de Lógica Matemática (XIII SLALM), Oaxaca,
México, del 7 al 12 de agosto de 2006.

“Equivalencia natural entre MV-álgebras monádicas y `-grupos monádicos con
unidad fuerte”, C. Cimadamore y J. P. Dı́az Varela, Reunión Anual de la Unión
Matemática Argentina 2010, Tandil, entre los d́ıas 27 de Septiembre al 2 de Octubre
de 2010,

“MV-álgebras monádicas de ancho k”, C. Cimadamore y J. P. Dı́az Varela, XI
Congreso Dr. Antonio Monteiro, Bah́ıa Blanca, del 26 al 28 de mayo de 2011.

Quisiera mencionar que algunos de los caṕıtulos expuestos en esta tesis ya han sido
publicados. Más precisamente,

“Monadic MV-algebras are equivalent to monadic `-groups with strong unit”, C.
Cimadamore y J. P. Dı́az Varela, Special Issue Algebras Related to Non-classical
Logic, Studia Logica, 2011, páginas 175-201, (Cimadamore y Dı́az Varela, 2011),
contiene los resultados expuestos en el caṕıtulo 3,

“Topological representation for monadic implication algebras”, M. Abad, C. Cima-
damore y J. P. Dı́az Varela, Central European Journal of Mathematics, volumen 7,
2009, páginas 299-309, (Abad et. al., 2009b), contiene los resultados del caṕıtulo 7,
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“A duality for three-valued  Lukasiewicz ∆-implication algebras”, M. Abad, C.
Cimadamore y J. P. Dı́az Varela, The Many Sides of Logic, series Studies in Logic,
volumen 21, páginas 339-352, 2009, (Abad et. al., 2009a), contiene los resultados
del caṕıtulo 8.
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1. Preliminares

1.1. Nociones de álgebra universal

En esta sección recordamos algunas nociones básicas de álgebra universal, y estable-
cemos las notaciones que utilizamos en esta tesis. Supondremos familiaridad con estos
conceptos pudiendo el lector consultar, por ejemplo, (Burris y Sankappanavar, 1981) y
(McKenzie, McNulty y Taylor, 1987) para más información.

Un tipo de similaridad τ es una n-upla (m1,m2, . . . ,mn) de enteros no negativos. Un
álgebra A de tipo F es un par ordenado A = 〈A;F 〉, donde A es un conjunto no vaćıo y
F = (f1, f2, . . . , fn) es una familia de operaciones definidas sobre A de manera tal que
cada fi es una operación mi-aria, para todo i, 1 ≤ i ≤ n. El conjunto A es el universo
de A = 〈A;F 〉. Escribimos usualmente 〈A; f1, f2, . . . , fn〉 en vez de 〈A;F 〉 y adoptamos
la convención aridad f1 ≥ aridad f2 ≥ · · · ≥ aridad fn. Algunos ejemplos de álgebras son
los siguientes.

Ejemplo 1.1.1. Un reticulado distributivo es un álgebra 〈L;∨,∧〉 con dos operaciones
binarias, es decir, de tipo (2, 2), que satisface

x ∨ y ≈ y ∨ x, x ∧ y ≈ y ∧ x,

x ∨ (y ∨ z) ≈ (x ∨ y) ∨ z, x ∧ (y ∧ z) ≈ (x ∧ y) ∧ z,

x ∨ x ≈ x, x ∧ x ≈ x,

x ≈ x ∨ (x ∧ y), x ≈ x ∧ (x ∨ y),

x ∧ (y ∨ z) ≈ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), x ∨ (y ∧ z) ≈ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Ejemplo 1.1.2. Un álgebra de Boole es un álgebra 〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 con dos operaciones
binarias, una unaria y dos 0-arias, es decir, de tipo (2,2,1,0,0), que satisface

〈B;∨,∧〉 es un reticulado distributivo,

x ∧ 0 ≈ 0, x ∨ 1 ≈ 1,

x ∧ x′ ≈ 0, x ∨ x′ ≈ 1.

Sea X un conjunto. El álgebra de Boole de los subconjuntos de X, Su(X), tiene como
universo el conjunto Su(X) = {Y : Y ⊆ X} y las operaciones ∪, ∩, ′, ∅, y X. Notamos
con 2 = 〈{0, 1};∨,∧,′ , 0, 1〉 al álgebra de Boole tal que 〈{0, 1};∨,∧〉 es un reticulado que
satisface que 0 < 1, y donde 0′ = 1 y 1′ = 0.
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Ejemplo 1.1.3. Un monoide conmutativo es un álgebra 〈A;�, 1〉 de tipo (2,1) que
satisface las siguientes identidades

(x� y)� z ≈ x� (y � z);

x� 1 ≈ x;

x� y ≈ y � x.

Sean A y B dos álgebras del mismo tipo F . Decimos que A es subálgebra de B, y
notamos A ≤ B si A ⊆ B y si toda operación de A es la restricción de la correspondiente
operación de B, esto es, si para todo f ∈ F de aridad n, fA = fB�An . Diremos que una
función α : A→ B es un homomorfismo de A a B si para cada operación de aridad n de
F y cada sucesión de elementos a1, a2, . . . , an ∈ A, se verifica que

αfA(a1, a2, . . . , an) = fB(αa1, αa2, . . . , αan).

Escribiremos α : A → B para notar un homomorfismo de A a B. Si además α es
sobreyectiva entonces α es un epimorfismo. Diremos también en este caso que B es una
imagen homomorfa de A. Si α es inyectiva, entonces diremos que α es un monomorfismo.
Por último, si α es un monomorfismo y un epimorfismo, entonces α es un isomorfismo.
También diremos que A y B son isomorfas.

Sea K una clase de álgebras del mismo tipo y A un álgebra en K. Notamos al conjunto
de todas las congruencias del álgebra A por ConK(A). Las congruencias de un álgebra A
forman un reticulado que notamos con ConK(A), o simplemente con Con(A). Además
Con(A) = 〈Con(A);∨,∧〉 donde

∧
i∈I θi =

⋂
i∈I θi y

∨
i∈I

θi =
⋂{

θ ∈ Con(A) :
⋃
i∈I

θi ⊆ θ

}
.

Un álgebra A tiene distributividad de congruencias si Con(A) es un reticulado distribu-
tivo.

Dada una familia indexada de álgebras {Ai}i∈I del mismo tipo, definimos el producto
directo

∏
i∈I Ai como el álgebra cuyo universo es el producto cartesiano

∏
i∈I Ai y tal

que para toda f ∈ F de aridad n y para todo a1, a2, . . . , an ∈
∏

i∈I Ai se define

f
∏

i∈I Ai(a1, a2, . . . , an)(i) = fAi(a1(i), a2(i), . . . , an(i)),

donde a(i) denota la componente i-ésima de a ∈∏i∈I Ai.
Un álgebra A es un producto subdirecto de una familia indexada de álgebras {Ai}i∈I

si satisface que

(1) A es una subálgebra de
∏

i∈I Ai, y,

(2) para todo j ∈ I se tiene que πj(A) = Aj, donde πj :
∏

i∈I Ai → Aj es la proyección
definida por πj(a) = a(j).
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Una inmersión α : A → ∏
i∈I Ai es subdirecta si α(A) es un producto subdirecto de

{Ai}i∈I .
Un álgebra A es subdirectamente irreducible si para toda inmersión subdirecta α : A→∏
i∈I Ai, existe i ∈ I tal que πi ◦ α : A→ Ai es un isomorfismo.
La siguiente es una caracterización muy útil de las álgebras subdirectamente irreducibles

por medio de su reticulado de congruencias.

Teorema 1.1.4. Un álgebra A es subdirectamente irreducible si y sólo si A es trivial
o si existe una congruencia minimal en Con(A)− {∆A}, donde ∆A es la congruencia
{(a, a) : a ∈ A}.

Sea B = 〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 un álgebra de Boole. Un subconjunto F de B se dice un filtro
de B si satisface que

1 ∈ F ,

si a ∈ F y a ≤ b entonces b ∈ F , y,

si a, b ∈ F entonces a ∧ b ∈ F .

Un filtro F de B se dice un ultrafiltro si F es maximal con respecto a la propiedad que
0 /∈ F .

Sea {Ai}i∈I una familia de álgebras de un tipo dado indexada por un conjunto I. Si
a, b ∈∏i∈I Ai, el ecualizador de a y b es el conjunto

|[a = b]| = {i ∈ I : a(i) = b(i)}.

Sea U un ultrafiltro de Su(I). Definimos en
∏

i∈I Ai la relación θU de la siguiente manera

(a, b) ∈ θU si y sólo si |[a = b]| ∈ U.

Es sabido que θU es una relación de congruencia en el álgebra
∏

i∈I Ai.
El ultraproducto de {Ai}i∈I , que notamos con

∏
i∈I Ai/U , es el cociente

∏
i∈I Ai/θU .

Los elementos de
∏

i∈I Ai/U serán notados a/U , para cada a ∈ ∏i∈I Ai. Observemos
que a/U = b/U si y sólo si |[a = b]| ∈ U .

Introduzcamos ahora los siguientes operadores de clases de álgebras del mismo tipo:

A ∈ I(K) si y sólo si A es isomorfa a algún miembro de K,

A ∈ S(K) si y sólo si A es una subálgebra de algún miembro de K,

A ∈ H(K) si y sólo si A es una imagen homomorfa de algún miembro de K,

A ∈ P(K) si y sólo si A es un producto directo de una familia no vaćıa de álgebras
de K,

A ∈ PS(K) si y sólo si A es un producto subdirecto de una familia no vaćıa de
álgebras de K,
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A ∈ PU(K) si y sólo si A es un ultraproducto de una familia no vaćıa de álgebras
de K.

Una clase no vaćıa K de álgebras del mismo tipo se dice una variedad si es cerrada bajo
subálgebras, imágenes homomorfas y productos directos. Cuando K es una variedad, la
notamos con K. Uno de los resultados más importantes del álgebra universal, demostrado
por Birkhoff, establece que las variedades coinciden con las clases ecuacionales, es decir,
clases definidas por identidades (ver Burris y Sankappanavar (1981)). La variedad generada
por una clase K será notada con V(K) y si K = {A}, escribimos simplemente V(A).
Además, es conocido que V(K) = H S P(K) (Tarski, 1946).

Decimos que una variedad V tiene distributividad de congruencias si toda álgebra
A ∈ V tiene distributividad de congruencias. Notamos con si(V) la familia formada
por exactamente un álgebra de cada clase de isomorfismo de álgebras subdirectamente
irreducibles de V . El siguiente resultado es debido a Jónsson.

Teorema 1.1.5. (Jónsson, 1967) Si K es una clase de álgebras que genera una variedad
V que tiene distributividad de congruencias, entonces si(V) ⊆ H S PU(K).

La familia de subvariedades de una variedad V forman un reticulado que notamos con
Λ(V). Si V1 y V2 son dos subvariedades de V, entonces V1 ∧V2 = V1 ∩V2 y V1 ∨V2 =
V(V1 ∪V2). Además, si V es una variedad con distributividad de congruencias entonces
Λ(V) es distributivo (Jónsson, 1967). También será de utilidad el siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. (Jónsson, 1995) Si V es una variedad con distributividad de congruen-
cias y V1 y V2 son dos subvariedades de V entonces si(V1 ∨ V2) = si(V1) ∪ si(V2).

Sea 〈A; o〉o∈τ un álgebra de tipo de similaridad τ . Sea τ ′ un conjunto de operaciones
que pueden ser definidas como términos en τ . El τ ′-reducto de 〈A; o〉o∈τ es el álgebra
〈A; o〉o∈τ ′ . Si K es una clase de álgebras del mismo tipo de similaridad, el τ ′-reducto de
K es la clase Kτ ′ de τ ′-reductos de álgebras de K. El τ ′-subreducto de K se define como
S(Kτ ′), es decir, es la clase de subálgebras de Kτ ′ .

1.2. MV-álgebras

Las MV-álgebras fueron introducidas por Chang (1958) como contrapartida algebraica
de la lógica infinito-valuada de  Lukasiewicz. Desde entonces han sido extensamente
estudiadas por numerosos autores. Komori (1981) realiza una descripción completa
del reticulado de subvariedades de la variedad de las MV-álgebras, y demuestra que
toda subvariedad propia es finitamente axiomatizable. Grigolia (1977) introduce las
MVn-álgebras, las MV-álgebras correspondientes a la lógica n-valuada de  Lukasiewicz,
y proporciona una axiomatización para las mismas. Posteriormente, Di Nola y Lettieri
(1999) dan una caracterización axiomática de cada una de las subvariedades propias.
Mundici (1986) define el funtor Γ de la categoŕıa de los `-grupos abelianos a la categoŕıa de
las MV-álgebras, y estableció una equivalencia natural entre MV-álgebras y `-grupos con
unidad fuerte de orden. Anteriormente, Chang hab́ıa asociado un grupo abeliano a una
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MV-álgebra pero su trabajo se restrinǵıa al caso totalmente ordenado (ver Chang (1959)).
Gispert (2002) caracteriza y axiomatiza todas las clases universales de MV-cadenas (ver
también Gispert y Torrens (1998)). Panti (1999) caracteriza, para cada subvariedad V de
MV-álgebras, los objetos libres de la misma. La principal referencia para las MV-álgebras
la constituye el libro Cignoli et. al. (2000).

En esta sección recordamos los resultados sobre la teoŕıa de la MV-álgebras que serán
necesarios para el desarrollo de la tesis. En particular, utilizamos los mismos en el
caṕıtulo 2.

1.2.1. Definición y propiedades elementales

Definición 1.2.1. Una MV-álgebra es un álgebra A = 〈A;⊕,¬, 0〉 de tipo (2,1,0) que
satisface las identidades

(MV1) (x⊕ y)⊕ z ≈ x⊕ (y ⊕ z),

(MV2) x⊕ y ≈ y ⊕ x,

(MV3) x⊕ 0 ≈ x,

(MV4) ¬¬x ≈ x,

(MV5) x⊕ ¬0 ≈ ¬0,

(MV6) ¬(¬x⊕ y)⊕ y ≈ ¬(¬y ⊕ x)⊕ x.

Notamos con MV a la variedad de las MV-álgebras.
Sea A una MV-álgebra y a, b ∈ A. Definimos las operaciones 1, � y la operación → de

la siguiente manera
1 := ¬0,

a� b := ¬(¬a⊕ ¬b),
a→ b := ¬a⊕ b.

Para todo a ∈ A, definimos 0a = 0, y para todo número entero n ≥ 0,

(n+ 1)a = na⊕ a.

Definimos a1 = a, y para todo número entero n ≥ 1,

an+1 = an � a.

Veamos a continuación algunos ejemplos de MV-álgebras.

Ejemplo 1.2.2. Sea B = 〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 un álgebra de Boole. Para todo a, b ∈ B,
definimos

a⊕ b := a ∨ b y ¬a := a′.

Entonces el álgebra 〈B;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el intervalo real [0, 1] equipado con la negación ¬a = 1−a
y la suma truncada a ⊕ b = mı́n {1, a+ b}. El álgebra [0,1] = 〈[0, 1];⊕,¬, 0〉 es una
MV-álgebra. Observemos que a � b = máx{0, a + b − 1}. Chang (1959) demostró que
[0,1] genera la variedad MV (ver también Cignoli y Mundici (1997) y Cignoli et. al.
(2000)).
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Ejemplo 1.2.4. El conjunto de los números racionales en el intervalo real [0, 1], es decir,
[0,1] ∩Q, es una MV-subálgebra de [0,1]. Además esta subálgebra también genera a la
variedad. Una demostración puede verse en (Cignoli et. al., 2000, Proposición 8.1.1).

Ejemplo 1.2.5. Para cada entero n ≥ 1, consideremos el conjunto con n+ 1 elementos

Sn =

{
0,

1

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1

}
.

El álgebra Sn = 〈Sn;⊕,¬, 0〉 es una MV-subálgebra de [0,1].

Es sabido que si 1 ≤ n0 < n1 < . . . es una sucesión infinita de números naturales,
entonces

V({Sni
: i = 0, 1, . . . }) =MV .

Mundici (1986) definió el funtor Γ entre la categoŕıa de los `-grupos abelianos con
unidad de orden en la categoŕıa de las MV-álgebras. Si 〈G; +,−, 0,∨,∧〉 es un `-grupo
abeliano con unidad de orden u y [0, u] = {x ∈ G : 0 ≤ x ≤ u}, entonces

Γ(G, u) = 〈[0, u];⊕,¬, 0〉,

donde x⊕ y = u ∧ (x+ y), ¬x = u− x y 0 = 0G, es una MV-álgebra. La operación �
está dada por x� y = 0 ∨ (x + y − u) y 1 = u. Para toda álgebra A ∈ MV existe un
`-grupo abeliano G con unidad de orden u, tal que A ∼= Γ(G, u). Más aún, Γ define una
equivalencia entre las categoŕıas mencionadas. Observar que Sn ∼= Γ(Z, n).

Ejemplo 1.2.6. Consideremos el conjunto Z×Z ordenado lexicográficamente. Escribimos

Sn,ω = Γ(Z× Z, (n, 0)).

El álgebra S1,ω es el álgebra C definida por Chang (1958), y Sn,ω fue definida por
Komori (1981).

Ejemplo 1.2.7. Dada una MV-álgebra A y un conjunto X, consideremos el conjunto AX

de todas las funciones f : X → A y definimos en él las operaciones ⊕, ¬ y 0 componente
a componente. Luego, AX = 〈AX ;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra.

Sea A una MV-álgebra y sean a, b ∈ A. Definimos la relación

a ≤ b si y sólo si ¬a⊕ b = 1.

No es dif́ıcil ver que ≤ es un orden parcial en A, que llamamos orden natural de A.
Más aún, 〈A;∨,∧〉 es un reticulado distributivo con primer elemento 0 y último elemento
1, donde el supremo y el ı́nfimo de a y b están dados por

a ∨ b = ¬(¬a⊕ b)⊕ b = (a� ¬b)⊕ b,

a ∧ b = ¬(¬a ∨ ¬b) = a� (¬a⊕ b).
El siguiente lema será necesario en la sección §2.1.3.
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Lema 1.2.8. Sea A ∈ MV y a, b, c ∈ A. Si a � c = b � c, ¬a ≤ c y ¬b ≤ c, entonces
a = b.

Demostración. Observemos que bajo las condiciones que satisfacen a, b, c tenemos que

¬a = ¬a ∧ c = c� (¬c⊕ ¬a) = c� (¬c⊕ ¬b) = ¬b ∧ c = ¬b.

Luego, a = b.

Resumimos en el Lema 1.2.9 algunas propiedades conocidas de las MV-álgebras que
serán utilizadas en esta tesis.

Lema 1.2.9. Sea A una MV-álgebra. Para todo a, b, c ∈ A, se satisfacen las siguientes
propiedades:

(MV7) a ≤ b si y sólo si ¬b ≤ ¬a,

(MV8) si a ≤ b entonces a⊕ c ≤ b⊕ c y a� c ≤ b� c,

(MV9) a� b ≤ c si y sólo si a ≤ ¬b⊕ c si y sólo si a ≤ b→ c,

(MV10) si a ≤ b entonces b→ c ≤ a→ c,

(MV11) si a ≤ b entonces c→ a ≤ c→ b,

(MV12) a→ (b→ c) = (a� b)→ c,

(MV13) (a ∨ b)→ c = (a→ c) ∧ (b→ c),

(MV14) c→ (a ∨ b) = (c→ a) ∨ (c→ b),

(MV15) (a ∧ b)→ c = (a→ c) ∨ (b→ c),

(MV16) c→ (a ∧ b) = (c→ a) ∧ (c→ b),

(MV17) a� b = 1 si y sólo si a = b = 1,

(MV18) (a� ¬b) ∧ (b� ¬a) = 0,

(MV19) ¬a� a = 0.

(MV20) a ∧ b = 1 si y sólo si a = b = 1,

(MV21) a = b si y sólo si (a→ b) ∧ (b→ a) = 1,

(MV22) (a→ b) ∨ (b→ a) = 1,

(MV23) a� (b ∨ c) = (a� b) ∨ (a� c),

(MV24) si a ∨ b = 1 entonces se tiene que an ∨ bn = 1, para todo entero positivo n.

Notamos con N al conjunto de todos los enteros positivos.
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1.2.2. Filtros y congruencias

Definición 1.2.10. Sea A ∈ MV. Un subconjunto F ⊆ A se dice un filtro de A si
satisface las siguientes condiciones:

(1) 1 ∈ F ,

(2) si a ∈ F y a ≤ b, entonces b ∈ F ,

(3) si a, b ∈ F entonces a� b ∈ F .

Observemos que todo filtro F de una MV-álgebra A es un filtro del reticulado 〈A;∨,∧〉
pues si a, b ∈ F entonces a� b ≤ a ∧ b ∈ F .

Notamos con F(A) a la familia de todos los filtros de A. Si X ⊆ A entonces el filtro
generado por X es el conjunto

Fg(X) = {b ∈ A : a1 � a2 � · · · � an ≤ b, donde a1, a2, . . . , an ∈ X} .

Es claro que F(A) con el orden dado por la inclusión de conjuntos es un reticulado.
Si θ es una congruencia de A, notamos con a/θ a la clase del elemento a por θ. No es

dif́ıcil ver que 1/θ es un filtro de A. Rećıprocamente, si F es un filtro de A, la relación

θF =
{

(a, b) ∈ A2 : (¬a⊕ b)� (¬b⊕ a) ∈ F
}

es una congruencia sobre A, que además verifica que F = 1/θF . Más aún, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.11. (Chang, 1958) Sea A ∈MV. La correspondencia ConMV(A)→ F(A)
definida por θ → 1/θ es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por F → θF .

Usualmente escribiremos A/F en lugar de A/θF .

Definición 1.2.12. Sea A una MV-álgebra y F un filtro de A. Diremos que F es un
filtro primo de A si F 6= A, y si para todo a, b ∈ A se satisface que a→b ∈ F o b→a ∈ F .

Si F es un filtro de una MV-álgebra A entonces, F es un filtro primo de A si y sólo si
F es un filtro primo del reticulado 〈A;∨,∧〉. La importancia de los filtros primos de una
MV-álgebra A radica en el siguiente lema.

Lema 1.2.13. Sea A una MV-álgebra y F un filtro propio de A. Entonces, F es un
filtro primo si y sólo si A/F es una MV-cadena.

El Teorema 1.2.14 es el Teorema de Representación Subdirecta de Chang. Es uno de
los resultado más importantes en la teoŕıa de las MV-álgebras.

Teorema 1.2.14. (Chang, 1959) Toda MV-álgebra no trivial es producto subdirecto de
MV-cadenas.
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Como consecuencia tenemos que una identidad se satisface en todas las MV-álgebras
si y sólo si se satisface en todas las MV-álgebras totalmente ordenadas.

Diremos que una MV-álgebra es simple si y sólo si tiene exactamente dos congruencias,
más precisamente, si Con(A) = {∆A, A

2}.

Teorema 1.2.15. (Chang, 1959) Sea A una MV-álgebra. Entonces, las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(1) A es simple,

(2) A es isomorfa a una subálgebra de [0,1].

Definición 1.2.16. Llamamos radical de A, y notamos Rad A, a la intersección de
todos los filtros maximales de A.

Una MV-álgebra se dice semisimple si es no trivial y Rad A = {1}. Como consecuencia
de la caracterización de las MV-álgebras simples, obtenemos que una MV-álgebra es
semisimple si y sólo si es producto subdirecto de subálgebras de [0,1]. Un elemento
a ∈ A, a 6= 1, se dice infinitesimal si ¬a ≤ an, para todo entero n ≥ 0. Notamos con
Inf A al conjunto de todos los elementos infinitesimales de A. En toda MV-álgebra A,
Rad A = Inf A ∪ {1} (Cignoli et. al., 2000, Proposition 3.6.3).

Sea A una MV-álgebra y a ∈ A. Definimos el orden de a como el menor entero positivo
tal que an = 0, si tal entero existe, y escribimos ord a = n. Si an 6= 0 para todo entero
positivo n, decimos que el orden de a es infinito y escribimos ord a = ω. Definimos
el orden de A, y escribimos ord A, al supremo de los órdenes de todos sus elementos
distintos de 1, esto es,

ord A = sup{ord a, a ∈ A− {1}}.
Si este supremo no existe decimos que el orden de A es infinito, y escribimos ord A = ω.

Si A es una MV-cadena, entonces Rad A = {a ∈ A : ord a = ω}. Además, Rad A es
un filtro propio. Definimos rank A = ord(A/Rad A).

Si A es una MV-cadena, entonces A/Rad A es una MV-álgebra simple ya que Rad A
es el único filtro maximal de A. Luego, A/Rad A es isomorfo a una subálgebra de [0,1].

1.2.3. Subvariedades de MV
En esta sección recordamos la descripción ecuacional de las subvariedades propias

de las MV-álgebras dada por Di Nola y Lettieri (1999). Las subvariedades MVn, y las
identidades que las caracterizan, fueron introducidas por Grigolia (1977).

Decimos que una subvariedad de MV-álgebras es propia si y sólo si es diferente de
MV .

Sea n ∈ N. Consideremos la identidad

(δn) xn ≈ xn+1.

Notamos con Un a la subvariedad de MV-álgebras que satisfacen la identidad (δn).
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Proposición 1.2.17. Sea A ∈ MV y n ∈ N. Entonces, A ∈ Un si y sólo si A es un
producto subdirecto de álgebras Sm, con 1 ≤ m ≤ n. Más aún, Un = V({S1,S2, . . . ,Sn}).

La menor subvariedad propia no trivial de MV-álgebras es la clase de las álgebras de
Boole. Esta subvariedad está caracterizada por la identidad

(δ1) x ≈ x� x,

y es la subvariedad generada por el álgebra S1. La subvariedad generada por el álgebra
S2 está caracterizada por la identidad

(δ2) x� x ≈ x� x� x.

Notamos con MVn a la subvariedad de MV-álgebras generada por el álgebra Sn.

Teorema 1.2.18. Para todo natural n, n ≥ 3, y para toda MV-álgebra A, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A satisface las identidades

(δn) xn ≈ xn+1

y

(γnp)
(
pxp−1

)n+1 ≈ (n+ 1)xp

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n,

(2) A ∈MVn,

(3) A es un producto subdirecto de subálgebras de Sn.

El Teorema 1.2.19 caracteriza a las álgebras cuyo rango es menor o igual que n.

Teorema 1.2.19. Para todo natural n ≥ 1 y para toda MV-álgebra A no trivial, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) A satisface la identidad

(ρn) ((n+ 1)xn)2 ≈ 2xn+1,

(2) A ∈ V({S1,ω, . . . ,Sn,ω}),

(3) A/Rad A ∈ V({S1, . . . ,Sn}).

Veamos ahora las identidades que caracterizan a V(Sn,ω), n ≥ 1. Como corolario
del Teorema 1.2.19 y observando que S1,ω es una subálgebra de S2,ω, obtenemos las
identidades de V(S1,ω) y V(S2,ω).

Corolario 1.2.20. Para toda MV-álgebra no trivial A tenemos que:
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(1) A ∈ V(S1,ω) si y sólo si A satisface la identidad

(ρ1) (x⊕ x)2 ≈ x2 ⊕ x2.

(2) A ∈ V(S2,ω) si y sólo si A satisface la identidad

(ρ2) (x2 ⊕ x2 ⊕ x2)2 ≈ x3 ⊕ x3.

Teorema 1.2.21. (Di Nola y Lettieri, 1999) Para todo n ∈ N, n ≥ 3, la subvariedad
V(Sn,ω) está caracterizada por las identidades

(ρn) ((n+ 1)xn)2 ≈ 2xn+1,

y

(γnp)
(
pxp−1

)n+1 ≈ (n+ 1)xp

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n.

Teorema 1.2.22. (Komori, 1981) Una clase V de MV-álgebras es una variedad propia
si y sólo si existen dos conjuntos finitos I y J de enteros positivos tal que I ∪ J 6= ∅ y
V = V({Si}i∈I , {Sj,ω}j∈J).

Teorema 1.2.23. (Di Nola y Lettieri, 1999) Sea A ∈MV. Entonces,

A ∈ V({Si}i∈I , {Sj,ω}j∈J)

siendo I, J conjuntos finitos de enteros positivos, si y sólo si, A satisface las identidades

(ρn) ((n+ 1)xn)2 ≈ 2xn+1

donde n = máx{I ∪ J},
(γnp)

(
pxp−1

)n+1 ≈ (n+ 1)xp

para todo entero 1 < p < n tal que p no es un divisor de ningún entero perteneciente a
I ∪ J , y

(n+ 1)xq ≈ (n+ 2)xq

para todo q ∈ ⋃r∈I
(
D(r) \⋃s∈J D(s)

)
, donde D(r) y D(s) son los conjuntos de divisores

positivos de r y de s, respectivamente.

Komori (1981) establece también la siguiente relación entre las subvariedades de
MV-álgebras.

Lema 1.2.24. Sean n,m ∈ N.

(1) V(Sn) ⊆ V(Sm) si y sólo si n | m.

(2) V(Sn) ⊆ V({Si}i∈I , {Sj,ω}j∈J) si y sólo si n | m para algún m ∈ I ∪ J .

(3) V(Sn,ω) ⊆ V({Si}i∈I , {Sj,ω}j∈J) si y sólo si n | m para algún m ∈ J .
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Sean I, J subconjuntos finitos de N. Diremos que la dupla (I, J) es reducida si

I ∪ J 6= ∅,

ningún m ∈ I divide a ningún m′ ∈ (I\{m}) ∪ J ,

ningún t ∈ J divide a ningún t′ ∈ J\{t}.

Luego, las subvariedades propias de MV-álgebras están en correspondencia 1-1 con las
duplas reducidas por medio de la correspondencia

(I, J) 7→ V({Si}i∈I , {Sj,ω}j∈J).

En la siguiente figura, ilustramos el intervalo [T ,V(S6,ω)], donde T es la variedad
trivial. Para simplificar la notación en el gráfico, indicamos, por ejemplo, con (6, 2ω, 3ω)
a la variedad V({S6,S2,ω,S3,ω}).

T

(1)

(1ω)
(2) (3)

(2, 3)

(6)

(2, 1ω)
(3, 1ω)

(2, 3, 1ω)(2ω)

(3, 2ω)

(3ω)

(2, 3ω)
(6, 1ω)

(6, 2ω) (6, 3ω)(2ω, 3ω)

(6, 2ω, 3ω)

(6ω)

1.3. Álgebras de Wajsberg

Definición 1.3.1. Un álgebra de Wajsberg es un álgebra A = 〈A;→,¬, 1〉 de tipo (2, 1, 0)
que satisface las siguientes identidades

(W1) 1→ x ≈ x,

(B) (x→ y)→ ((y→ z)→ (x→ z)) ≈ 1,
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(T) (x→ y)→ y ≈ (y→ x)→ x,

(W2) (¬x→¬y)→ (y→ x) ≈ 1.

En el siguiente lema establecemos propiedades que serán utilizadas en esta tesis. Una
demostración de las mismas puede verse en Cignoli, D’Ottaviano y Mundici (2000).

Lema 1.3.2. Sea S = 〈S;→, 1〉 un álgebra que satisface (W1), (B) y (T). Entonces para
todo a, b, c ∈ S,

(W3) a→ a = 1,

(W4) si a→ b = b→ a = 1 entonces a = b,

(W5) a→ 1 = 1,

(W6) a→ (b→ a) = 1,

(B′) (a→ b)→ ((c→ a)→ (c→ b)) = 1,

(C) a→ (b→ c) = b→ (a→ c).

El siguiente teorema establece la equivalencia entre las álgebras de Wajsberg y las
MV-álgebras. Observar que esta equivalencia es una equivalencia de términos.

Teorema 1.3.3. (Font et. al., 1984) Si A = 〈A;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra y definimos
sobre A

x→ y := ¬x⊕ y
y

1 := ¬0,

entonces 〈A;→,¬, 1〉 es un álgebra de Wajsberg. Rećıprocamente, dada un álgebra de
Wajsberg A = 〈A;→,¬, 1〉 si definimos

x⊕ y := ¬x→ y

y
0 := ¬1,

entonces el álgebra 〈A;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra.

1.4. Hoops y hoops de Wajsberg

Las clases de los hoops y de los hoops de Wajsberg han sido extensamente estudiadas
(ver por ejemplo Aglianò y Panti (2002), Blok y Ferreirim (2000), Ferreirim (1992),
Blok y Pigozzi (1994)). En esta sección damos las definiciones básicas y mostramos los
resultados más relevantes de la teoŕıa general de los hoops y los hoops de Wajsberg que
serán necesarios en el desarrollo de la tesis. En particular, necesitaremos estos conceptos
en el caṕıtulo 4, donde introducimos y estudiamos la clase de los hoops de Wajsberg
monádicos.
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Definición 1.4.1. Un hoop es un álgebra H = 〈H;→,�, 1〉 de tipo (2, 2, 0) tal que
〈H;�, 1〉 es un monoide conmutativo y tal que se satisfacen las siguientes identidades

(H1) x→ x ≈ 1,

(H2) x� (x→ y) ≈ y � (y→ x),

(H3) x→ (y→ z) ≈ x� y→ z.

En el siguiente lema reunimos algunas propiedades de los hoops. Las demostraciones
pueden verse en Blok y Pigozzi (1994) o Blok y Ferreirim (2000).

Proposición 1.4.2. Sea H = 〈H;→,�, 1〉 un hoop, y sean a, b, c ∈ H.

(1) 〈H;�, 1〉 es un monoide conmutativo residuado naturalmente ordenado, donde el
orden está definido por a ≤ b si y sólo si a→ b = 1, y el residuo es

a� b ≤ c si y sólo si a ≤ b→ c.

(2) Para todo a, b ∈ H, existe el ı́nfimo entre a y b y está dado por a ∧ b = a� (a→ b).

(3) Para todo a, b, c ∈ H, se satisfacen:

(a) 1→ a = a,

(b) a→ 1 = 1,

(c) a→ b ≤ (c→ a)→ (c→ b),

(d) a ≤ b→ a,

(e) a ≤ (a→ b)→ b,

(f) a→ (b→ c) = b→ (a→ c),

(g) a→ b ≤ (b→ c)→ (a→ c),

(h) si a ≤ b entonces b→ c ≤ a→ c y c→ a ≤ c→ b.

Notamos con H a la variedad de los hoops.
Un filtro de un hoop H es un subconjunto F de H tal que 1 ∈ F y tal que si a ∈ F ,

a→ b ∈ F , entonces b ∈ F . No es dif́ıcil ver que F es un filtro de un hoop H si y sólo si
F verifica que 1 ∈ F , F es creciente y F es cerrado por �. En particular, todo filtro de
un hoop H es un subuniverso de H.

Si H ∈ H y X ⊆ H, entonces el filtro generado por X es el conjunto

Fg(X) = {b ∈ H : a1→ (a2→ (. . . (an→ b) . . . )) = 1 donde a1, a2, . . . , an ∈ X} ,

o lo que es lo mismo

Fg(X) = {b ∈ H : a1 � a2 � · · · � an ≤ b, donde a1, a2, . . . , an ∈ X} .
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Definimos a
n→ b inductivamente para todo entero no negativo n de la siguiente manera:

a
0→ b := b y a

n→ b := a→ (a
n−1−→ b).

Si en particular X = {a} entonces Fg(a) =
{
b ∈ H : a

n→ b = 1, para algún n ∈ N
}

=

{b ∈ H : an ≤ b, para algún n ∈ N}.
Si θ es una congruencia de un hoop H, entonces 1/θ es un filtro de H. Rećıprocamente,

si F es un filtro de H, la relación

θF =
{

(a, b) ∈ H2 : (a→ b)� (b→ a) ∈ F
}

es una congruencia sobre H, que además verifica que F = 1/θF . Más aún, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.4.3. (Ferreirim, 1992) Sea H ∈ H. La correspondencia ConH(H)→ F(H)
definida por θ → 1/θ es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por F → θF .

Como corolario del Teorema 1.4.3, obtenemos que la variedad de los hoops tiene la
propiedad de extensión de congruencias. Además, H es una variedad aritmética, es decir
que tiene distributividad de congruencias y sus congruencias permutan.

Definición 1.4.4. Diremos que un hoop es un hoop de Wajsberg si satisface la identidad

(T ) (x→ y)→ y ≈ (y→ x)→ x.

Notamos conWH a la variedad de los hoops de Wajsberg. Si H es un hoop de Wajsberg,
entonces para todo par a, b ∈ H, existe el supremo y está dado por a ∨ b = (a→ b)→ b.
Además, 〈H;∨,∧〉 es un reticulado distributivo.

Como todo hoop satisface la identidad

(x→ y)→ (y→ x) ≈ y→ x,

(ver Bosbach (1969)), entonces todo hoop de Wajsberg satisface la identidad

(x→ y) ∨ (y→ x) ≈ 1.

De la anterior identidad se deduce que 1 es un elemento ∨-irreducible y, en consecuencia,
todo hoop de Wajsberg subdirectamente irreducible es totalmente ordenado. Luego, todo
hoop de Wajsberg es producto subdirecto de hoops de Wajsberg totalmente ordenados
y toda subvariedad de hoops de Wajsberg está generada por sus miembros totalmente
ordenados. Además, si H es un hoop de Wajsberg finito, H es simple si y sólo si H es
subdirectamente irreducible totalmente ordenado.

Diremos que un hoop H es acotado si existe un elemento 0 ∈ H tal que 0 ≤ a, para
todo a ∈ H.

Definición 1.4.5. Un hoop H = 〈H;�,→, 1〉 se dice cancelativo si el monoide parcial-
mente ordenado 〈H;�, 1,≤〉 es cancelativo, es decir, si para todo a, b, c ∈ H se verifica
que:

si a� c ≤ b� c entonces a ≤ b.
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Los hoops cancelativos forman una variedad. Esta variedad está axiomatizada dentro
de la variedad de los hoops por la identidad

x ≈ y→ (x� y).

Además, todo hoop cancelativo es un hoop de Wajsberg. Dentro de la variedad de los
hoops de Wajsberg, la variedad de los hoops cancelativos está axiomatizada por la
identidad

x ≈ x→ (x� x).

Ejemplo 1.4.6. Consideremos el `-grupo de los números enteros Z = (Z; +,−, 0,∧,∨).
Notamos con Cω = {z ∈ Z : z ≤ 0} su cono negativo. Luego, Cω es un hoop cancelativo.

Ejemplo 1.4.7. Sea C∞ = {1, a, a2, a3, . . . } el monoide libre con un generador. Definimos

an � am = an+m,

an→ am = amáx{m−n,0}.

Luego, C∞ = 〈C∞;�,→, 1〉 es un hoop cancelativo. No es dif́ıcil ver que C∞ ∼= Cω.

Proposición 1.4.8. Todo hoop de Wajsberg totalmente ordenado es acotado o cancelativo.
Además, un hoop de Wajsberg es acotado y cancelativo si y sólo si es trivial.

1.4.1. Subvariedades de hoops de Wajsberg

El reticulado de subvariedades de la variedad de los hoops de Wajsberg fue determinado
por Aglianò y Panti (2002). En esta sección, indicamos los resultados más importantes
que serán necesarios en la sección §4.3 donde estudiamos el reticulado de subvariedades
de los hoops de Wajsberg monádicos de ancho k.

Existe una relación importante entre las variedades de MV-álgebras y las variedades de
hoops de Wajsberg. En todo hoop de Wajsberg acotado se puede definir una estructura
de MV-álgebra, definiendo

¬x := x→ 0,

x� y := ¬(x→¬y),

0 := ¬1.

Llamamos hoop reducto a todo {�,→, 1}-reducto, y hoop subreducto a todo {�,→, 1}-
subreducto. SiK es una clase de MV-álgebras, notamos con Sh(K) a la clase de subreductos
hoops de las álgebras de K. Si V es una variedad de MV-álgebras, entonces Sh(V) es una
variedad de hoops de Wajsberg. En particular, la variedadWH de los hoops de Wajsberg
es la clase de subreductos hoop de las MV-álgebras (ver Blok y Ferreirim (2000)).

Ejemplo 1.4.9. Notamos con Ct,ω al hoop de Wajsberg reducto acotado de la MV-
álgebra St,ω, y con Cm al hoop de Wajsberg reducto acotado de la MV-álgebra Sm.
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Sea A un hoop de Wajsberg acotado totalmente ordenado no trivial, con primer
elemento 0. Para todo elemento a ∈ A, definimos el orden de a como el menor entero
positivo n tal que an = 0, si tal entero existe, y escribimos ord a = n. Si para todo entero
positivo n, se tiene que an 6= 0, entonces decimos que el orden de a es infinito y escribimos
ord a = ω. Definimos el orden de A, y escribimos ord A, como el supremo de los órdenes
de todos sus elementos distintos de 1, esto es, ord A = sup{ord a, a ∈ A − {1}} . Si
este supremo no existe decimos que el orden de A es infinito, y escribimos ord A = ω.
Llamamos radical de A, y notamos Rad A, a la intersección de todos los filtros maximales
de A. Si A es una cadena, entonces Rad A = {a ∈ A : ord a = ω}. Además, Rad A es
un filtro propio y un subhoop cancelativo de A. Definimos el rango de A por rank A =
ord(A/Rad A). Los conceptos recién definidos de orden y rango coinciden con aquellos
definidos en Komori (1978b).

Ejemplo 1.4.10. Para todo t entero positivo, Rad(Ct,ω) ∼= Cω.

Teorema 1.4.11. (Aglianò y Panti, 2002) Sea A un hoop de Wajsberg totalmente
ordenado no trivial. Se verifica que:

(1) si A es cancelativo, entonces V(A) = V(Cω),

(2) si rank(A) = ω, entonces V(A) =WH,

(3) si rank(A) = m y ord A = ω, entonces V(A) = V(Cm,ω),

(4) si ord A = m, entonces V(A) = V(Cm).

Sabemos que la variedad de las MV-álgebras está generada por sus álgebras finitas. Es
más, {Si : i ∈ I} genera la variedad MV si y sólo si I es finito. En la variedad de los
hoops de Wajsberg, tenemos que {Ci : i ∈ I} genera WH si y sólo si I es infinito.

Teorema 1.4.12. (Aglianò y Panti, 2002) Sea V una variedad propia de hoops de
Wajsberg. Entonces V tiene alguna de las tres siguientes formas:

(1) V(Cm1 , . . . ,Cmr), donde r ≥ 1;

(2) V(Cm1 , . . . ,Cmr ,Cω), donde r ≥ 0;

(3) V(Cm1 , . . . ,Cmr ,Ct1,ω, . . . ,Cts,ω), donde s ≥ 0.

Para todo n,m enteros positivos, Cn es un subhoop de Cm si y sólo si Cn es un
subhoop de Cm,ω si y sólo si n|m. Además, Cn ∈ V(Cm,ω) si y sólo si n|m.

Sean I y J dos subconjuntos finitos de N y sea K ⊆ {0}. Una terna (I,K, J) se dice
reducida si:

I ∪K ∪ J 6= ∅,

si K = {0} entonces J = ∅,

si m ∈ I entonces m no divide a m′, para todo m′ ∈ (I\{m} ∪ J);
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si t ∈ J entonces t no divide a t′, para todo t′ ∈ J\{t}.

Teorema 1.4.13. (Aglianò y Panti, 2002) Las subvariedades propias de hoops de Wajs-
berg están en correspondencia 1-1 con las ternas reducidas, via las correspondencias

(I, ∅, J) 7→ V ({Cm : m ∈ I}) ∪ {Ct,ω : t ∈ J},

(I, {0}, ∅) 7→ V ({Cm : m ∈ I}) ∪ {Cω}.

En la siguiente figura representamos el intervalo [T ,V(C6,ω)], donde T es la variedad
trivial. Hemos notado con, por ejemplo, (2, 3, 0ω) a la variedad V(C2,C3,Cω) correspon-
diente a la terna ({2, 3}, {0}, ∅).

T

(1)

(1ω)

(2) (3)

(2, 3)

(6)

(2, 1ω)
(3, 1ω)

(2, 3, 1ω)
(2ω)

(3, 2ω)

(3ω)

(2, 3ω)
(6, 1ω)

(6, 2ω) (6, 3ω)(2ω, 3ω)

(6, 2ω, 3ω)

(6ω)

(0ω)

(1, 0ω)

(3, 0ω)

(2, 3, 0ω)

(2, 0ω)

(6, 0ω)

Un hoop se llama n-potente si satisface la identidad

(δn) xn ≈ xn+1,

para n ∈ N. Veamos que la identidad (δn) posee una versión implicacional. Esto será im-
portante en el caṕıtulo 5 para la determinación del reticulado de subvariedades de las
álgebras de implicación de  Lukasiewicz monádicas.
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1.4. Hoops y hoops de Wajsberg

Lema 1.4.14. Sea A un hoop. Entonces,

(a) x
n→ y ≈ xn→ y,

(b) A es n-potente si y sólo si A satisface la identidad

(εn) x
n→ y ≈ x

n+1−→ y.

Observemos que en todo hoop podemos escribir la operación ⊕ en términos de la
operación � y la operación → de la siguiente manera:

a⊕ b = (a→ (a� b))→ b.

Además, en todo hoop de Wajsberg acotado ⊕ es la suma usual. En efecto,

(a→(a�b))→b = (¬a⊕¬(¬a⊕¬b))→b = (¬a∨b)→b = (¬a→b)∧(b→b) = ¬a→b = a⊕b.
Debido a esto, es posible hallar bases ecuacionales finitas para las subvariedades de hoops
de Wajsberg acotados siguiendo los argumentos de Di Nola y Lettieri (1999), donde se
encuentran bases ecuacionales finitas para toda subvariedad de MV-álgebras. En un hoop
cancelativo H, se satisface que a⊕ b = 1, para todo par de elementos a, b ∈ H. Más aún,
la subvariedad de los hoops cancelativos está caracterizada por la identidad

(ζ) x⊕ x ≈ 1.

Del Teorema 1.4.11, el Corolario 1.2.20, el Teorema 1.2.21 y lo anterior, tenemos la
siguiente caracterización ecuacional de las subvariedades de hoops de Wajsberg generadas
por un álgebra subdirectamente irreducible.

Teorema 1.4.15. Sea A un hoop de Wajsberg totalmente ordenado no trivial. Entonces,

(1) si A es cancelativo, entonces V(A) está caracterizada por la identidad (ζ),

(2) si ord A = m, entonces V(A) está caracterizada por la identidad (δm).

(3) si ord A = ω, y

(a) rank A = 1, entonces V(A) = V(C1,ω) está caracterizada por la identidad

(ρ1) (x⊕ x)2 ≈ x2 ⊕ x2.

(b) rank A = 2, entonces V(A) = V(C2,ω) está caracterizada por la identidad

(ρ2) (x2 ⊕ x2 ⊕ x2)2 ≈ x3 ⊕ x3.

(c) rank A = n, con n ≥ 3, entonces V(A) = V(Cn,ω) está caracterizada por las
identidades

(ρn) ((n+ 1)xn)2 ≈ 2xn+1,

y

(γnp)
(
pxp−1

)n+1 ≈ (n+ 1)xp

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n.
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1. Preliminares

1.5. Álgebras de implicación de  Lukasiewicz

En esta sección recordamos los resultados básicos de las álgebras de implicación de
 Lukasiewicz que serán necesarios en la tesis. En particular, los utilizaremos en el caṕıtulo 5,
donde estudiamos la clase de los {→, ∀, 1}-subreductos de las MV-álgebras monádicas.
Para más detalles el lector puede ver Ferreirim (1992) y/o Komori (1978b).

Definición 1.5.1. Un álgebra de implicación de  Lukasiewicz es un álgebra A = 〈A;→, 1〉
de tipo (2, 0) que satisface las siguientes identidades

(W1) 1→ x ≈ x,

(B) (x→ y)→ ((y→ z)→ (x→ z)) ≈ 1,

(T) (x→ y)→ y ≈ (y→ x)→ x,

(L) (x→ y)→ (y→ x) ≈ y→ x.

Notamos con L a la variedad de todas las álgebras de implicación de  Lukasiewicz.
Sea A ∈ L. Definimos, para todo a, b ∈ A, la relación

a ≤ b si y sólo si a→ b = 1.

Esta relación es un orden parcial, que llamamos el orden natural de A. El elemento 1 ∈ A
es el mayor elemento del conjunto A con respecto a este orden. Para todo par a, b ∈ A
existe el supremo, y además a ∨ b = (a→ b)→ b. Si c ∈ A y c ≤ a, b entonces existe el
ı́nfimo entre a y b, y está dado por a ∧ b = ((a→ c) ∨ (b→ c))→ c.

Sea A = 〈A;→, 1〉 un álgebra de implicación de  Lukasiewicz y c ∈ A. Consideremos el
conjunto

[c) = {a ∈ A : c ≤ a} ,
y definimos en [c) las operaciones

¬cx := x→ c,

y

x→c y := x→ y.

Entonces el álgebra Ac = 〈[c);→c,¬c, 1〉 es un álgebra de Wajsberg. Más aún, las álgebras
de implicación de  Lukasiewicz son la clase de todos los {→, 1}-subreductos de las álgebras
de Wajsberg, o equivalentemente, de las MV-álgebras (Ferreirim, 1992).

Ejemplo 1.5.2. Para cada entero positivo n, sea Ln = 〈{0, 1
n
, . . . , n−1

n
, 1};→, 1〉 el

álgebra de implicación de  Lukasiewicz que es el {→, 1}-reducto de la MV-álgebra Sn.
Recordemos que a→b = mı́n{1, 1−a+b}, para todo a, b ∈ Ln. Además, Ln es subálgebra
de Lm si y sólo si n ≤ m.
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1.5. Álgebras de implicación de  Lukasiewicz

Ejemplo 1.5.3. Llamamos L1,ω al {→, 1}-reducto de la MV-álgebra S1,ω. Recordemos
que el universo de esta álgebra es el conjunto

L1,ω = {(0, y) : y ∈ N ∪ {0}} ∪ {(1,−y) : y ∈ N ∪ {0}} .

Para todo (a, b), (c, d) ∈ L1,ω, (a, b)→ (c, d) = ¬(a, b)⊕ (c, d) = (1−a+ c,−b+d)∧ (1, 0).

Definición 1.5.4. Sea A ∈ L. Un subconjunto F ⊆ A se dice un filtro implicativo de A
si 1 ∈ F y si se satisface que, si a ∈ F y a→ b ∈ F entonces b ∈ F .

Observar que todo filtro implicativo es un filtro de orden, esto es, si a ∈ F y a ≤ b
entonces b ∈ F . Además, como para todo a, b ∈ A se verifica que b ≤ a→ b, tenemos que
los filtros implicativos de A son subuniversos.

Notamos con F(A) a la familia de todos los filtros implicativos de A, ordenados por
inclusión. Si A ∈ L y X ⊆ A entonces el filtro implicativo generado por X es el conjunto

Fg(X) = {b ∈ A : a1→ (a2→ (· · · (an→ b) · · · )) = 1, donde a1, a2, . . . , an ∈ X} .

Si en particular X = {a} entonces Fg(a) = {b ∈ A : a
n→ b = 1, para algún n ∈ N}. Si

θ es una congruencia de un álgebra A ∈ L, entonces 1/θ es un filtro implicativo de A.
Rećıprocamente, si F es un filtro implicativo de A, entonces la relación

θF =
{

(a, b) ∈ A2 : a→ b, b→ a ∈ F
}

es una congruencia sobre A, que además verifica que F = 1/θF . Más aún, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.5.5. (Ferreirim, 1992) Sea A ∈ L. La correspondencia ConL(A)→ F(A)
definida por θ → 1/θ es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por F → θF .

Ejemplo 1.5.6. Consideremos el álgebra L1,ω. Llamamos Lω = {(1,−y) : y ∈ N ∪ {0}} .
Este subconjunto es el único filtro implicativo maximal del álgebra L1,ω y además
L1,ω/θLω es isomorfo a L1. Notamos por Lω a la subálgebra asociada. El álgebra Lω no
es finitamente generada. Además toda subálgebra infinita de Lω es isomorfa a una copia
de ella, y toda subálgebra finita no trivial de Lω es isomorfa a Ln, para algún n ∈ N.

Las álgebras subdirectamente irreducibles en L son totalmente ordenadas, relativas al
orden natural (Komori, 1978b).

Definición 1.5.7. Sea A ∈ L y x ∈ A. Definimos el orden de x, y lo notamos con ordx,
como el menor entero n tal que x∨ (x

n→ y) = 1, para todo y ∈ A. Si n no existe, entonces
ordx = ω. Definimos el orden de A como ord A = sup{ordx : x ∈ A}.

Teorema 1.5.8. (Komori, 1978b) Sea A un álgebra de implicación de  Lukasiewicz
subdirectamente irreducible. Se satisface que:

(a) si ord A = m entonces A es isomorfa a Lm,
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(b) si ord A = ω entonces A tiene una subálgebra isomorfa a Lm, para cada entero
positivo m.

El reticulado de subvariedades de L fue dado por Komori (1978b) y es una ω+1-cadena

V(L0) ⊂ V(L1) ⊂ · · · ⊂ V(Ln) ⊂ · · · ⊂ V(Lω) = V(L1,ω) = L.

Observar que V(L0) y V(L1) son la variedad trivial y la variedad de las álgebras de
implicación respectivamente. Estas últimas, también llamadas álgebras de Tarski.

Para cada n ∈ N, sea la identidad

(εn) x
n→ y ≈ x

n+1−→ y.

La variedad V(Ln) es la variedad de todas las álgebras de implicación de  Lukasiewicz
que satisfacen la identidad (εn).

Notamos con [0,1]→ = 〈[0, 1];→, 1〉 al {→, 1}-reducto de la MV-álgebra [0,1] =
〈[0, 1];⊕,¬, 0〉. Para cada n, Ln es una subálgebra de [0,1]→ y además L = V([0,1]→).
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2. MV-álgebras monádicas

Las MV-álgebras monádicas, o MMV-álgebras, fueron introducidas y estudiadas por
J. D. Rutledge (1959) como un modelo algebraico del cálculo de predicados (monádico)
de la lógica infinito-valuada de  Lukasiewicz, donde sólo una variable ocurre. Rutledge
llamó a las MV-álgebras monádicas con el nombre de álgebras de Chang monádicas.

Estas álgebras han sido estudiadas por numerosos autores. Di Nola y Grigolia (2004)
estudiaron dichas álgebras como pares de MV-álgebras donde una de las mismas es
una subálgebra relativamente completa, con ciertas propiedades adicionales, de la otra.
Posteriormente, Belluce et. al. (2005) obtienen un teorema de representación de ciertas
clases localmente finitas de MV-álgebras monádicas, y dan una caracterización de los
operadores monádicos sobre MV-álgebras finitas. También queremos citar el trabajo de
Lattanzi y Petrovich (2008), quienes dan una equivalencia categórica entre las variedades
de álgebras monádicas (n+ 1)-valuadas y la clase de las álgebras de Boole monádicas
enriquecida con cierta familia de filtros.

En este caṕıtulo estudiamos la variedad de las MV-álgebras monádicas. En la sección
§2.1 y en sus correspondientes subsecciones, se encuentran todas las definiciones y
propiedades básicas de las MMV-álgebras. Indicamos las propiedades de la subálgebra ∀A
de A, siendo A una MMV-álgebra, la caracterización de los miembros subdirectamente
irreducibles de la variedad, y la caracterización de las congruencias. Varios de los ejemplos
que son importantes para el desarrollo de la temas se indican en esta sección. La mayoŕıa
de los resultados expuestos en esta parte ya son conocidos. Se han incluido en la tesis
para facilitar la lectura de la misma.

En la sección §2.2 demostramos que la variedadMMV está generada por sus miembros
finitos y, como consecuencia importante de esto, probamos que las identidades ∃(x∧∃y) ≈
∃x ∧ ∃ y ∀(x ∨ ∀y) ≈ ∀x ∨ ∀y se satisfacen en toda MMV-álgebra. En la sección §2.3
caracterizamos a las MMV-álgebras directamente indescomponibles por medio del álgebra
de Boole monádica de sus elementos complementados. En la sección §2.4 damos un álgebra
caracteŕıstica de la variedad y, como aplicación, demostramos varias propiedades que
serán necesarias para el desarrollo de la tesis. En la sección §2.5 definimos el concepto de
radical monádico, y probamos que el radical monádico de una MMV-álgebra coincide con
el radical de su MV-reducto. En la sección §2.6 comenzamos a estudiar las subvariedades
generadas por las álgebras [0,1]k, caracterizando a las mismas por medio de identidades.
Demostramos en esta sección que si un álgebra A pertenece a la subvariedad generada por
[0,1]k, entonces es isomorfa a una subálgebra de (∀A)k. En la sección §2.7 describimos
el fragmento del reticulado de subvariedades de la variedad MMV que se encuentra
contenido en V([0,1]k), para cada k entero positivo. Comenzaremos estudiando en la
sección §2.7.1 las subvariedades generadas por álgebras simples de ancho k. En la sección
§2.7.2 tratamos con las subvariedades de álgebras de rango acotado y ancho k. En la §2.7.3
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damos una axiomatización completa para todas las subvariedades de MMV-álgebras
de ancho k. Por último en la sección §2.8 estudiamos algunas subvariedades que están
generadas por álgebras funcionales monádicas de ancho infinito. Probamos que la variedad
generada por un álgebra funcional monádica de ancho infinito VX es igual a la variedad
generada por el conjunto infinito de álgebras de ancho finito Vk, k ∈ N. Concluimos el
caṕıtulo estudiando las subvariedades simples de ancho infinito. Las caracterizamos con
identidades e indicamos la relación de inclusión entre las mismas.

2.1. Nociones básicas

En esta sección damos las definiciones y propiedades básicas de las MV-álgebras
monádicas, e indicamos varios de los ejemplos que serán relevantes en el estudio del
reticulado de subvariedades.

Definición 2.1.1. (Rutledge, 1959) Un álgebra A = 〈A;⊕,¬,∃, 0〉 de tipo (2, 1, 1, 0)
se dice una MV-álgebra monádica si 〈A;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra y ∃ satisface las
siguientes identidades:

(MMV1) x ≤ ∃x,

(MMV2) ∃(x ∨ y) ≈ ∃x ∨ ∃y,

(MMV3) ∃¬∃x ≈ ¬∃x,

(MMV4) ∃(∃x⊕ ∃y) ≈ ∃x⊕ ∃y,

(MMV5) ∃(x� x) ≈ ∃x� ∃x,

(MMV6) ∃(x⊕ x) ≈ ∃x⊕ ∃x.

Diremos también que un álgebra es una MMV-álgebra si es una MV-álgebra monádica.
La clase de todas las MMV-álgebras es una variedad que notamos con MMV .

Si A es una MMV-álgebra, definimos el operador ∀ : A→ A por

∀a := ¬∃¬a,

para todo a ∈ A. Claramente para todo elemento a ∈ A se verifica que ∃a = ¬∀¬a. En el
Lema 2.1.2 se establecen propiedades que verifica el operador ∀, y que reflejan dualmente
los axiomas de la definición de las MMV-álgebras.

Lema 2.1.2. (Di Nola y Grigolia, 2004) En toda MMV-álgebra A se satisfacen las
siguientes identidades.

(MMV7) ∀x ≤ x,

(MMV8) ∀(x ∧ y) ≈ ∀x ∧ ∀y,

(MMV9) ∀¬∀x ≈ ¬∀x,

(MMV10) ∀(∀x� ∀y) ≈ ∀x� ∀y,

(MMV11) ∀(x� x) ≈ ∀x� ∀x,

(MMV12) ∀(x⊕ x) ≈ ∀x⊕ ∀x.

Observemos que es posible definir a las MMV-álgebras utilizando la operación ∀ en
lugar de ∃. Esto es, una MMV-álgebra es un álgebra A = 〈A;⊕,¬, ∀, 0〉 de tipo (2, 1, 1, 0)
tales que 〈A;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra y ∀ satisface las identidades (MMV7)-(MMV12).
Utilizaremos una definición o la otra, de acuerdo a lo que resulte conveniente.
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El siguiente lema reúne algunas de las propiedades elementales verificadas por las
MMV-álgebras que serán usadas frecuentemente en la tesis. Incluimos su demostración,
pudiendo también el lector encontrar demostraciones de algunas de ellas en Rutledge
(1959).

Lema 2.1.3. Sea A ∈MMV. Para todo a, b ∈ A se verifican las siguientes propiedades:

(MMV13) ∀0 = 0, ∃1 = 1,

(MMV14) ∀1 = 1, ∃0 = 0,

(MMV15) ∀∀a = ∀a, ∃∃a = ∃a,

(MMV16) ∀(∀a⊕ ∀b) = ∀a⊕ ∀b, ∃(∃a� ∃b) = ∃a� ∃b,
(MMV17) ∀a ≤ b si y sólo si ∀a ≤ ∀b, a ≤ ∃b si y sólo si ∃a ≤ ∃b,
(MMV18) si a ≤ b entonces ∀a ≤ ∀b y ∃a ≤ ∃b,
(MMV19) ∀a� ∀b ≤ ∀(a� b), ∃(a⊕ b) ≤ ∃a⊕ ∃b,
(MMV20) ∀a⊕ ∀b ≤ ∀(a⊕ b), ∃(a� b) ≤ ∃a� ∃b,
(MMV21) ∀(¬a⊕ b) ≤ ¬∀a⊕ ∀b, ¬(∃a)� ∃b ≤ ∃(¬a� b),

(MMV22) ∀(∀a ∨ ∀b) = ∀a ∨ ∀b, ∃(∃a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b,
(MMV23) ∀a ∨ ∀b ≤ ∀(a ∨ b), ∃(a ∧ b) ≤ ∃a ∧ ∃b.

Demostración. Sea A ∈MMV y a, b ∈ A.
Si consideramos a = 0 en (MMV7), obtenemos que ∀0 ≤ 0. Como además 0 es el

primer elemento del álgebra, tenemos que

∀0 = 0.

De (MMV9) y (MMV13) tenemos que

∀1 = ∀¬0 = ∀¬∀0 = ¬∀0 = ¬0 = 1.

De (MMV14) y (MMV10) sabemos que

∀∀a = ∀(∀a� 1) = ∀(∀a� ∀1) = ∀a� ∀1 = ∀a� 1 = ∀a.

De (MMV9) y (MMV10) podemos escribir

∀a⊕ ∀b = ¬(¬∀a� ¬∀b) = ¬(∀¬∀a� ∀¬∀b) = ¬∀(∀¬∀a� ∀¬∀b)
= ∀¬∀(∀¬∀a� ∀¬∀b) = ∀(¬(∀¬∀a� ∀¬∀b)) = ∀(¬(¬∀a� ¬∀b)) = ∀(∀a⊕ ∀b).

Demostremos (MMV17). Supongamos que ∀a ≤ b. Luego, ∀a = ∀a ∧ b. De (MMV15)
y (MMV8), obtenemos que

∀a = ∀∀a = ∀(∀a ∧ b) = ∀∀a ∧ ∀b = ∀a ∧ ∀b,

y por lo tanto ∀a ≤ ∀b. La rećıproca es consecuencia inmediata de (MMV7).
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La propiedad (MMV18) es inmediata de (MMV7) y la propiedad anterior.
Observemos que ∀a� ∀b ≤ a� b. Luego, de (MMV10) y (MMV18) tenemos que

∀a� ∀b = ∀(∀a� ∀b) ≤ ∀(a� b).

Veamos que (MMV20) se verifica. Observemos que ∀a⊕∀b ≤ a⊕b. Luego, de (MMV16)
y (MMV18) tenemos que

∀a⊕ ∀b = ∀(∀a⊕ ∀b) ≤ ∀(a⊕ b).

De (MMV19) y (MMV18) tenemos que ∀(¬a⊕b)�∀a ≤ ∀((¬a⊕b)�a) = ∀(a∧b) ≤ ∀b.
Aśı,

∀(¬a⊕ b) ≤ ¬∀a⊕ ∀b,
demostrando (MMV21). Observemos que esta propiedad puede ser escrita equivalente-
mente de la siguiente forma

∀(a→ b) ≤ ∀a→∀b.
Veamos que (MMV22) se verifica. En efecto, ∀(∀a ∨ ∀b) = ∀((∀a � ¬∀b) ⊕ ∀b) =
∀((∀a�∀¬∀b)⊕∀b) = ∀(∀(∀a�∀¬∀b)⊕∀b) = (∀a�∀¬∀b)⊕∀b = (∀a�¬∀b)⊕∀b = ∀a∨∀b.

Notemos que ∀a ∨ ∀b ≤ a ∨ b. Luego, de (MMV18) y (MMV22) tenemos que

∀(∀a ∨ ∀b) = ∀a ∨ ∀b ≤ ∀(a ∨ b),

y en consecuencia (MMV23) se satisface.
Para finalizar, observemos que las restantes propiedades son las correspondientes duales

a las ya demostradas.

Observemos que si a ∈ A es tal que a = ∀b, para algún b ∈ A, entonces a = ∀a. En
efecto, ∀a = ∀∀b = ∀b = a. Consideremos el conjunto ∀A = {a ∈ A : a = ∀a}.

Lema 2.1.4. Sea A ∈MMV. Entonces, ∀A = 〈∀A;⊕,¬, 0〉 es una MV-subálgebra del
MV-reducto de A.

Demostración. Es consecuencia inmediata de (MMV15), (MMV13), (MMV16) y (MMV9).

En lo que resta de esta sección indicaremos varios ejemplos de MMV-álgebras, que
serán importantes en el estudio del reticulado de subvariedades.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos las álgebras de Boole monádicas (ver Halmos (1956)).
Estas son álgebras B = 〈B;∨,∧,′ ,∃, 0, 1〉 donde 〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 es un álgebra de Boole y
∃ satisface las identidades

(BM1) ∃0 ≈ 0,

(BM2) x ≤ ∃x,

(BM3) ∃(x ∧ ∃y) ≈ ∃x ∧ ∃y.
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Veamos que toda álgebra de Boole monádica es una MMV-álgebra. Recordemos que si
〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 es un álgebra de Boole entonces 〈B;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra definiendo
las operaciones

a⊕ b = a ∨ b,

¬a = a′,

para todo a, b ∈ B. En consecuencia a � b = a ∧ b y (MMV1), (MMV5) y (MMV6)
se satisfacen inmediatamente. En el siguiente lema veremos que también se satisfacen
(MMV2), (MMV3) y (MMV4), entre otras.

Lema 2.1.6. Sea B un álgebra de Boole monádica. Para todo a, b ∈ B se verifican las
siguientes propiedades:

(BM4) ∃1 = 1,

(BM5) ∃∃a = ∃a,

(BM6) si a ≤ b entonces ∃a ≤ ∃b,
(BM7) ∃(∃a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b,
(BM8) ∃(∃a)′ = (∃a)′,

(BM9) ∃(∃a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b,
(BM10) ∃(∃a ∨ ∃b) = ∃a ∨ ∃b,
(BM11) ∃(a ∨ b) = ∃a ∨ ∃b.

Demostración. La propiedad (BM4) se verifica fácilmente de (BM2). Veamos (BM5).
En efecto, ∃∃a = ∃(1 ∧ ∃a) = ∃1 ∧ ∃a = ∃a. Para (BM6), observemos que si a ≤ b
por (BM2) tenemos que a ≤ ∃b. Entonces, de (BM3), ∃a = ∃(a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b, de
donde se deduce que ∃a ≤ ∃b. Demostremos (BM7). En efecto, de (BM3) y (BM5),
∃(∃a∧∃b) = ∃∃a∧∃b = ∃a∧∃b. Para (BM8) observemos en primer lugar que de (BM1),
(BM3) y (BM5), tenemos que

0 = ∃0 = ∃((∃a)′ ∧ ∃a) = ∃(∃a)′ ∧ ∃∃a = ∃(∃a)′ ∧ ∃a.

Luego,

(∃a)′ = (∃a)′ ∨ 0 = (∃a)′ ∨ (∃(∃a)′ ∧ ∃a) = ((∃a)′ ∨ ∃(∃a)′) ∧ ((∃a)′ ∨ ∃a)

= (∃a)′ ∨ ∃(∃a)′ = ∃(∃a)′.

Veamos ahora (BM9). En efecto, de (BM3) y (BM5), ∃(∃a ∧ ∃b) = ∃∃a ∧ ∃b = ∃a ∧ ∃b.
La propiedad (BM10) surge fácilmente de (BM8) y (BM9). Por último, demostremos
que ∃(a ∨ b) = ∃a ∨ ∃b. En efecto, sabemos que a, b ≤ a ∨ b. Luego ∃a,∃b ≤ ∃(a ∨ b) y
en consecuencia ∃a ∨ ∃b ≤ ∃(a ∨ b). Por otro lado, a ∨ b ≤ ∃a ∨ ∃b. Luego, ∃(a ∨ b) ≤
∃(∃a ∨ ∃b) = ∃a ∨ ∃b. Por lo tanto, ∃(a ∨ b) = ∃a ∨ ∃b.
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A continuación vamos a definir el concepto de MV-álgebra funcional monádica. Para
ello, sea X un conjunto no vaćıo y V una MV-álgebra. Si consideramos el conjunto V X de
todas las funciones de X en V , con las operaciones definidas componente a componente,
entonces VX es una MV-álgebra. Si p ∈ V X y existen el supremo y el ı́nfimo del conjunto
{p(y) : y ∈ X}, entonces definimos las siguientes funciones constantes:

∃∨(p)(x) = sup{p(y) : y ∈ X}

y

∀∧(p)(x) = ı́nf{p(y) : y ∈ X},
para todo x ∈ X.

Definición 2.1.7. Una MMV-álgebra funcional o MV-álgebra funcional monádica A′ es
una MMV-álgebra cuyo MV-reducto es una MV-subálgebra de VX y donde los operadores
existencial y universal son las funciones ∃∨ y ∀∧ respectivamente. Notar que en A′ se
verifica que:

(1) si p ∈ A′, entonces existen los elementos sup{p(y) : y ∈ X} e ı́nf{p(y) : y ∈ X},

(2) si p ∈ A′ entonces las funciones ∃∨(p) y ∀∧(p) pertenecen a A′.

En el siguiente ejemplo definiremos una MMV-álgebra funcional que será de gran
importancia, pues posteriormente probaremos que genera a la variedad.

Ejemplo 2.1.8. Consideremos la MV-álgebra 〈[0, 1]N;⊕,¬, 0〉 cuyo universo es el conjun-
to de todas las funciones p : N→ [0, 1] y las operaciones ⊕, ¬ y 0 definidas componente
a componente. Para cada p ∈ A, existe ı́nf{p(i) : i ∈ N} y podemos definir la función
constante (∀∧p) (i) = ı́nf{p(i) : i ∈ N}, para todo i ∈ N. A continuación veremos que
[0,1]N = 〈[0, 1]N;⊕,¬,∀∧, 0〉 es una MMV-álgebra. Probaremos en el Lema 2.1.9 una
propiedad que utilizaremos para demostrar las identidades (MMV11) y (MMV12). Este
lema volverá a ser utilizado más adelante.

Lema 2.1.9. Si ϕ : [0, 1] → [0, 1] es una función continua a derecha y creciente, y
X ⊆ [0, 1] es un subconjunto no vaćıo, entonces ı́nf {ϕ(x) : x ∈ X} = ϕ (́ınf{x : x ∈ X}).

Demostración. Notemos por x̄ = ı́nf{x : x ∈ X}. Es claro que para cada x ∈ X se
verifica que ϕ (x̄) ≤ ϕ(x), por ser x̄ ≤ x y ϕ creciente. Entonces, bastaŕıa probar que
ϕ (x̄) es la mayor de las cotas inferiores del conjunto {ϕ(x) : x ∈ X}. Supongamos por el
absurdo que existe una cota inferior C del conjunto {ϕ(x) : x ∈ X} tal que ϕ (x̄) < C.
Sea D = ı́nf {y ∈ [0, 1] : C ≤ ϕ(y)}. Por la continuidad a derecha de ϕ, este ı́nfimo es un
mı́nimo. Luego, C ≤ ϕ(D). Como C ≤ ϕ(x), para todo x ∈ X, resulta que D ≤ x, para
todo x ∈ X. Luego, D ≤ x̄ y por lo tanto, ϕ(D) ≤ ϕ (x̄). Lo cual es un absurdo ya que
ϕ (x̄) < C ≤ ϕ(D).

Lema 2.1.10. El álgebra [0,1]N = 〈[0, 1]N;⊕,¬,∀∧, 0〉 es una MMV-álgebra.
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Demostración. Veamos que ∀∧ verifica las identidades (MMV7)-(MMV12).
Notemos que la identidad (MMV7) es inmediata de la definición de ∀∧.
Sean f, g ∈ [0, 1]N. Como

ı́nf {mı́n{f(i), g(i)} : i ∈ N} = mı́n {́ınf {f(i) : i ∈ N} , ı́nf {g(i) : i ∈ N}} ,

la identidad (MMV8) se satisface.
Para (MMV9), basta observar que ı́nf {1− ı́nf{f(i) : i ∈ N} : i ∈ N} = 1− ı́nf{f(i) :

i ∈ N} ya que el miembro derecho es constante. Por la misma razón, (MMV10) se
satisface.

Demostremos (MMV11). Para ello, consideremos la función ϕ : [0, 1]→ [0, 1] definida
mediante ϕ(x) = x� x. Esta función es continua y creciente, ya que

x� x =

{
0 si x ∈ [0, 1/2]

2x− 1 si x ∈ (1/2, 1]
.

Luego, por el Lema 2.1.9, sabemos que ∀∧(f � f) = ∀∧f � ∀∧f .
La demostración de (MMV12) es análoga a la anterior, considerando la función continua

y creciente ϕ(x) = x⊕ x, esto es,

x⊕ x =

{
2x si x ∈ [0, 1/2]
1 si x ∈ (1/2, 1]

.

y aplicando el Lema 2.1.9.

Ejemplo 2.1.11. Otra MMV-álgebra funcional que será importante más adelante es la
subálgebra SN

n del álgebra [0,1]N.

En lo que resta de la sección consideraremos MV-álgebras funcionales monádicas donde
X es un conjunto finito. Empecemos estableciendo las siguientes propiedades de las
MV-álgebras.

Lema 2.1.12. Para todo entero positivo n, las siguientes identidades se satisfacen en
toda MV-álgebra A:

(1) 2x1 ∨ 2x2 ∨ · · · ∨ 2xn ≈ 2(x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xn),

(2) x2
1 ∨ x2

2 ∨ · · · ∨ x2
n ≈ (x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xn)2.

Demostración. Por el Teorema de Representación de Chang podemos suponer que A es
una MV-cadena. Dados a1, a2, . . . , an ∈ A, existe algún j ∈ {1, . . . , n} tal que ai ≤ aj,
para todo i ∈ {1, . . . , n}. Luego, 2ai ≤ 2aj, para todo i. Entonces

2a1 ∨ 2a2 ∨ · · · ∨ 2an = 2aj = 2(a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an).

Análogamente se demuestra (2).

La Proposición 2.1.13, nos otorga un método para construir muchos de los ejemplos
que serán de importancia en esta tesis.
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Proposición 2.1.13. Sea A una MV-álgebra y X = {1, 2, . . . , k} un conjunto finito.
Consideremos la MV-álgebra producto AX donde las operaciones ⊕, ¬ y 0 están definidas
componente a componente, y definimos ∃∨ : AX → AX por ∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉) = 〈a1 ∨
a2∨· · ·∨an, . . . , a1∨a2∨· · ·∨an〉. Entonces AX = 〈AX ;⊕,¬,∃∨, 0〉 es una MMV-álgebra.
(Observemos que ∀∧ (〈a1, a2, . . . , an〉) = 〈a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an, . . . , a1 ∧ a2 ∧ · · · ∧ an〉).

Demostración. Sean 〈a1, a2, . . . , an〉 y 〈b1, b2, . . . , bn〉 dos elementos de AX . Es claro que
∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉) ≥ 〈a1, a2, . . . , an〉. Notemos que como X es un conjunto finito,

k∨
i=1

(ai ∨ bi) =
k∨
i=1

ai ∨
k∨
i=1

bi.

Entonces ∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉 ∨ 〈b1, b2, . . . , bn〉) = ∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉)∨∃∨ (〈b1, b2, . . . , bn〉).
Como ¬, ⊕ están definidas componente a componente y ∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉) es constante
en cada componente, es claro que se satisfacen las identidades (MMV3) y (MMV4).
Demostremos (MMV5). Del Lema 2.1.12 tenemos que

∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉 ⊕ 〈a1, a2, . . . , an〉) = ∃∨ (〈2a1, 2a2, . . . , 2an〉)
= 〈2a1 ∨ 2a2 ∨ · · · ∨ 2an, . . . , 2a1 ∨ 2a2 ∨ · · · ∨ 2an〉
= 〈2(a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an), . . . , 2(a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an)〉
= ∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉)⊕ ∃∨ (〈a1, a2, . . . , an〉) .

La identidad (MMV6) se demuestra en forma análoga a la anterior, utilizando la propiedad
(2) del Lema 2.1.12.

Notemos que en la MMV-álgebra AX se satisface que ∃∨(AX), la subálgebra de todas
las funciones constantes de AX , es isomorfa a A.

Ejemplo 2.1.14. Si X = {1, . . . , k}, notamos con Lk a la MMV-álgebra LX definida en
la Proposición 2.1.13. Por ejemplo, si consideramos Sn ∈MV y X = {1, 2, 3}, entonces
S3
n es una MMV-álgebra. En el teorema anterior, L no necesariamente es un álgebra

finita. Por ejemplo, Skn,ω y [0,1]k son MMV-álgebras.

Consideremos una MMV-álgebra A y el conjunto B(A) de los elementos booleanos
de A. Sabemos que B(A) es una MV-subálgebra de A. Además, si a ∈ B(A) entonces
a = a⊕ a y de (MMV12) tenemos que

∀a = ∀(a⊕ a) = ∀a⊕ ∀a.

Luego, ∀a ∈ B(A). Luego, B(A) es una MMV-subálgebra de A.

Teorema 2.1.15. (Belluce et. al., 2005, Theorem 3.1) Sea L una MV-álgebra totalmente
ordenada, k un entero positivo y X = {1, 2, . . . , k} un conjunto finito. Sea D la subálgebra
de LX de todas las funciones constantes de LX y sea A una subálgebra de LX tal que D ⊆
A. Definimos ∀∧ : A→ A mediante ∀∧a(i) = c, para todo i, donde c = mı́n1≤i≤k{a(i)}.
Entonces A = 〈A;⊕,¬,∀, 0〉 es una MMV-álgebra. Además ∀∧A = D ∼= L.
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Ejemplo 2.1.16. Consideremos la MMV-álgebra Sk1,ω. Sea Sk1,ω el subconjunto de Sk1,ω
definido por todos los elementos a = 〈a(i)〉i∈{1,...,k} ∈ Sk1,ω que satisfacen que, a(i) es
de orden finito para todo i, o que a(i) es de orden infinito para todo i. Luego, del

Teorema 2.1.15 obtenemos que Sk1,ω es una MMV-subálgebra de Sk1,ω. Observar que la

subálgebra de los elementos complementados B(Sk1,ω) es isomorfa al álgebra de Boole 2
con dos elementos.

2.1.1. Subálgebras m-relativamente completas

Vimos en la sección anterior que ∀A = 〈∀A;⊕,¬, 0〉 es una MV-subálgebra del MV-
reducto de A. A continuación veremos una caracterización de ∀A debida a Di Nola y
Grigolia (2004). En este trabajo, los autores estudian a las MV-álgebras monádicas como
pares de MV-álgebras (A,A0) donde A0 es una subálgebra de A con ciertas propiedades
especiales. Comencemos recordando la siguiente noción introducida por Halmos (1962).

Definición 2.1.17. Sea A una MV-álgebra y A0 una subálgebra de A. Diremos que A0

es una subálgebra relativamente completa de A, y notamos rc-subálgebra, si para todo
a ∈ A, el conjunto {b ∈ A0 : b ≤ a} tiene un elemento máximo.

En el Lema 2.1.18 veremos que en toda MMV-álgebra A, la subálgebra ∀A es relativa-
mente completa.

Lema 2.1.18. (Rutledge, 1959) Si A es una MMV-álgebra, entonces ∀A es una rc-
subálgebra de A. Más aún, para todo a ∈ A, se tiene que ∀a = máx{b ∈ ∀A : b ≤ a}.

Demostración. Sea a ∈ A y b ∈ ∀A tal que b ≤ a. Entonces b = ∀b ≤ ∀a. Por lo tanto,
∀a es el elemento máximo del conjunto {b ∈ ∀A : b ≤ a}.

Definición 2.1.19. (Di Nola y Grigolia, 2004) Sea A una MV-álgebra y A0 una subálge-
bra de A. Decimos que A0 es una subálgebra m-relativamente completa de A, y notamos
mrc-subálgebra, si A0 es relativamente completa y se verifican las siguientes propiedades:

(mrc1) para todo a ∈ A y para todo x ∈ A0 tales que x ≥ a � a existe v ∈ A0 tal que
x ≥ v � v y v ≤ a,

(mrc2) para todo a ∈ A y para todo x ∈ A0 tales que x ≥ a ⊕ a existe v ∈ A0 tal que
x ≥ v ⊕ v y v ≤ a.

Lema 2.1.20. (Di Nola y Grigolia, 2004, Theorem 4) Sea A una MMV-álgebra. Entonces
∀A es una mrc-subálgebra del MV-reducto de A.

Demostración. Teniendo en cuenta el Lema 2.1.18, sólo resta ver que ∀A verifica (mrc1) y
(mrc2). Para ello, sean a ∈ A y x = ∀x tales que x ≥ a⊕a. Luego, x ≥ ∀(a⊕a) = ∀a⊕∀a.
Tomando v = ∀a tenemos (mrc2). La propiedad (mrc1) es análoga.
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Di Nola y Grigolia (2004, Theorem 5) demostraron que si A0 es una mrc-subálgebra
de una MV-álgebra A y si definimos ∀ : A→ A por ∀a = máx{b ∈ A0 : b ≤ a}, entonces
A′ = 〈A;⊕,¬,∀, 0〉 es una MMV-álgebra. Es claro que en este caso ∀A′ = A0.

En el Lema 2.1.21 se indica que la única operación ∀ que se puede definir en una
MV-álgebra A totalmente ordenada de forma tal que A enriquecida con ∀ sea una
MMV-álgebra, es la identidad.

Lema 2.1.21. (Di Nola y Grigolia, 2004) Si A0 es una mrc-subálgebra totalmente
ordenada de una MV-álgebra A entonces A0 es una subálgebra maximal de A dentro de
las subálgebras totalmente ordenadas. Como consecuencia, si A es una MMV-álgebra
totalmente ordenada entonces A = ∀A.

2.1.2. Filtros monádicos y congruencias

En esta sección vemos que en toda MMV-álgebra A, las congruencias están deter-
minadas por la familia de filtros monádicos. Analizamos la relación entre la familia de
filtros monádicos de A y la familia de filtros de ∀A. Estos resultados fueron demostrados
por Rutledge (1959), aunque en su trabajo relaciona las congruencias con ideales, que
es un concepto dual al de filtros. Sin embargo, para los propósitos de esta tesis, y muy
especialmente para el caṕıtulo 4 y el caṕıtulo 5, será importante trabajar con filtros.

Definición 2.1.22. Sea A ∈MMV y F un filtro de A. El filtro F se dice monádico si
para todo a ∈ F se verifica que ∀a ∈ F .

Si X ⊆ A,X 6= ∅, el filtro monádico generado por X es el conjunto

FMg(X) = {b ∈ A : ∀a1 � ∀a2 � · · · � ∀an ≤ b, donde a1, a2, . . . , an ∈ X} .

Si en particular X = {a} entonces

FMg(a) = {b ∈ A : (∀a)n ≤ b, para algún n entero positivo } .

Observar que FMg(X) = Fg(∀X). Notamos con FM (A) al conjunto de filtros monádicos
del álgebra A, ordenados por inclusión. Claramente, FM(A) es un reticulado.

Si θ ∈ ConMMV(A) entonces 1/θ ∈ FM(A). Si F ∈ FM(A), entonces la relación

θF =
{

(a, b) ∈ A2 : (¬a⊕ b)� (¬b⊕ a) ∈ F
}

es una congruencia sobre A. Más aún, el Teorema 2.1.23 establece que el reticulado de
los filtros monádicos y el reticulado de las relaciones de congruencia son isomorfos.

Teorema 2.1.23. Sea A ∈ MMV. La correspondencia ConMMV(A)→ FM(A) defi-
nida por θ → 1/θ es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por F → θF .

Vimos que ∀A es una MV-álgebra. Entonces, la familia F(∀A) de filtros de ∀A es un
reticulado. El siguiente teorema, también debido a Rutledge (1959) indica que F(∀A) es
isomorfa a FM(A).
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Teorema 2.1.24. Sea A ∈MMV. La correspondencia FM(A)→ F(∀A) definida por
F → F ∩ ∀A es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por M → FMg(M).

Sabemos que el reticulado de congruencias de ∀A es isomorfo al reticulado de filtros de
∀A. Luego, el siguiente corolario es una consecuencia inmediata de ésto, del Teorema 2.1.23
y del Teorema 2.1.24.

Corolario 2.1.25. Si A ∈MMV entonces

ConMMV(A) ∼= FM(A) ∼= F(∀A) ∼= ConMV(∀A).

Del Corolario 2.1.25 y del hecho que la variedad MV posee distributividad de con-
gruencias y extensión de congruencias, se tiene que la variedad MMV también.

2.1.3. Álgebras subdirectamente irreducibles

En esta sección vemos que toda MMV-álgebra es producto subdirecto de MMV-álgebras
Ai donde ∀Ai es una MV-cadena. Además, obtenemos que para las MMV-álgebras A
tales que ∀A es una cadena, podemos hallar una representación subdirecta de forma
tal que se preserve la subálgebra ∀A en cada uno de los factores. Estos resultados son
debidos a Rutledge (1959), pero los reproducimos aqúı por razones de autocontenido.

Proposición 2.1.26. (Rutledge, 1959) Toda MMV-álgebra A es isomorfa a un producto
subdirecto de MMV-álgebras Ai, i ∈ I, tal que ∀Ai es totalmente ordenada.

Demostración. Buscamos una familia S de filtros monádicos de A tal que
⋂S = {1} y

tal que ∀(A/Fi) sea totalmente ordenada, para todo Fi ∈ S.
Para ello, consideremos la MV-álgebra ∀A. Sabemos por el Teorema de Representación

de Chang que existe una familia S ′ = {Pi : i ∈ I} de filtros primos de ∀A tal que⋂S ′ = {1} y tal que (∀A)/Pi es una cadena, para todo i ∈ I. Sea S = {FMg(Pi) : i ∈ I}.
Verifiquemos en primer lugar que

⋂S = {1}. Sea a ∈ A, a 6= 1. Luego, ∀a < 1. Como⋂S ′ = {1}, sabemos que existe j ∈ I tal que ∀a /∈ Pj. Luego a /∈ FMg(Pj). En
consecuencia

⋂S = {1}.
Probemos que para cada i ∈ I, ∀ (A/FMg(Pi)) ∼= (∀A)/Pi. Sean a, b ∈ A tales que
∀ (a/FMg(Pi)) = ∀ (b/FMg(Pi)). Entonces (∀a)/FMg(Pi) = (∀b)/FMg(Pi). Sabemos
que (∀a)/FMg(Pi) = (∀b)/FMg(Pi) si y sólo si (∀a→∀b)� (∀b→∀a) ∈ FMg(Pi) si y
sólo si (∀a→∀b)� (∀b→∀a) ∈ Pi si y sólo si (∀a)/Pi = (∀b)/Pi. Entonces la aplicación
φ : ∀ (A/FMg(Pi))→ (∀A)/Pi definida por φ(∀ (a/FMg(Pi))) = (∀a)/Pi es inyectiva y
sobreyectiva. Además, φ es un isomorfismo. Por lo tanto ∀ (A/FMg(Pi)) es totalmente
ordenada.

El objetivo ahora es obtener una representación de cada MMV-álgebra A tal que ∀A
es totalmente ordenada, como producto subdirecto de MV-álgebras donde se preserve la
subálgebra ∀A en cada factor de la representación de A. Veamos en primer lugar algunos
resultados que nos facilitarán la demostración.
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Recordemos que en toda MV-álgebra se verifica que

a⊕ b = (a⊕ b)⊕ (a� b). (2.1)

En efecto, es claro que a⊕ b ≤ (a⊕ b)⊕ (a� b). Además, de (MV18), tenemos que

((a⊕ b)⊕ (a� b))� ¬(a⊕ b) = (a� b) ∧ ¬(a⊕ b) = (a� b) ∧ (¬a� ¬b) = 0.

Esto es equivalente a decir que (a⊕b)⊕(a�b) ≤ a⊕b. Por lo tanto, a⊕b = (a⊕b)⊕(a�b).

Lema 2.1.27. Sea A ∈MMV. Para todo a, b ∈ A se verifica que

∀(a⊕ b) = ∀(a⊕ b)⊕ ∀(a� b).

Demostración. Es claro que ∀(a⊕ b) ≤ ∀(a⊕ b)⊕∀(a� b). Además, de la ecuación (2.1)
y (MMV20), tenemos que

∀(a⊕ b) = ∀((a⊕ b)⊕ (a� b)) ≥ ∀(a⊕ b)⊕ ∀(a� b),

completando la demostración.

Lema 2.1.28. Sea A ∈MMV. Para todo a, b ∈ A se verifica que

∀(a� b) = ∀(a⊕ b)� ∀(a� b).

Demostración. Es claro que ∀(a� b) ≥ ∀(a⊕ b)� ∀(a� b). Además, del Lema 2.1.27 y
(MV19), tenemos que

∀(a� b)� ¬(∀(a⊕ b)� ∀(a� b)) = ∀(a� b)� (¬∀(a⊕ b)⊕ ¬∀(a� b)) =

∀(a� b) ∧ ¬∀(a⊕ b) = ¬∀(a⊕ b)� (∀(a⊕ b)⊕ ∀(a� b)) =

¬∀(a⊕ b)� ∀(a⊕ b) = 0.

Entonces ∀(a� b) ≤ ∀(a⊕ b)� ∀(a� b), con lo que queda demostrada la igualdad.

Lema 2.1.29. Sea A una MMV-álgebra tal que ∀A es totalmente ordenada. Si a, b ∈ A
son tales que ∀(a� b) > 0 entonces a⊕ b = 1.

Demostración. Sean a, b ∈ A tales que ∀(a� b) > 0. Como ∀A es totalmente ordenada,
dados los elementos ∀(a⊕ b) y ¬∀(a� b) resulta que ∀(a⊕ b) ≤ ¬∀(a� b) o ∀(a⊕ b) ≥
¬∀(a � b). Supongamos que ∀(a ⊕ b) ≤ ¬∀(a � b). Esto es lo mismo que decir que
∀(a ⊕ b) � ∀(a � b) = 0. Luego, del Lema 2.1.28, tenemos que ∀(a � b) = 0, y ésto
contradice la hipótesis del lema. En consecuencia, debe ocurrir que ∀(a⊕ b) ≥ ¬∀(a� b).
Además tenemos por hipótesis que ∀(a � b) ≥ ¬1 y del Lema 2.1.28 tenemos que
1� ∀(a� b) = ∀(a⊕ b)� ∀(a� b). Luego, del Lema 1.2.8 tenemos que ∀(a⊕ b) = 1 y en
consecuencia, a⊕ b = 1.

Corolario 2.1.30. Sea A una MMV-álgebra tal que ∃A es una cadena. Si a, b ∈ A son
tales que ∃(a⊕ b) < 1 entonces a� b = 0.
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2.1. Nociones básicas

Lema 2.1.31. Sea A una MMV-álgebra tal que ∀A es totalmente ordenada. Si a, r ∈ A
son tales que a 6= 1 y r 6= 1 entonces a ∨ ∀r < 1.

Demostración. Supongamos por el absurdo que a∨∀r = 1. Entonces 1 = (a�¬∀r)⊕∀r,
o lo que es equivalente ¬∀r ≤ a� ¬∀r. Luego, ∀¬∀r ≤ ∀(a� ¬∀r) y como ∀r ≤ r < 1
y ∀¬∀r = ¬∀r, tenemos que 0 < ¬∀r ≤ ∀(a � ¬∀r). Por el Lema 2.1.29, tenemos que
a ⊕ ¬∀r = 1, es decir, ∀r ≤ a. Pero entonces, 1 = ∀r ∨ a = a, lo cual contradice la
hipótesis a 6= 1.

Teorema 2.1.32. Sea A una MMV-álgebra tal que ∀A es totalmente ordenada. Si a ∈ A,
a 6= 1, entonces existe un filtro primo (no necesariamente monádico) Pa de A tal que

1. a /∈ Pa,

2. Pa ∩ ∀A = {1} y

3. si r < 1 entonces a ∨ ∀r /∈ Pa.

Demostración. Sean A ∈ MMV y a ∈ A verificando las condiciones del enunciado.
Consideremos la familia de todos los filtros de A que satisfacen las tres condiciones
del teorema. Veamos que el filtro {1} pertenece a esta familia. En efecto, trivialmente
{1}∩∀A = {1}. Además, de a < 1, resulta la primer condición. Si r < 1, del Lema 2.1.31,
obtenemos que a ∨ ∀r < 1. Luego {1} pertenece a la familia de filtros y en consecuencia
esta familia es no vaćıa. Aplicando el Lema de Zorn sabemos que existe un filtro Pa que
es maximal con respecto a las propiedades 1, 2 y 3 del teorema.

Veamos que Pa es un filtro primo. Haremos la demostración por el absurdo. Para
ello, consideremos x, y ∈ A y supongamos que x → y /∈ Pa e y → x /∈ Pa. Luego,
Pa ⊂ Fg(Pa ∪ {x→ y}) y Pa ⊂ Fg(Pa ∪ {y→ x}).

Veamos que alguno de estos filtros satisface la condición 3. Supongamos por el absurdo
que existen p, q ∈ A−{1} tales que a∨∀q ∈ Fg(Pa∪{x→y}) y a∨∀p ∈ Fg(Pa∪{y→x}).
Como ∀A es totalmente ordenada, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
∀p ≤ ∀q. Luego, a∨∀p ≤ a∨∀q y por lo tanto a∨∀q ∈ Fg(Pa∪{y→x}). De aqúı resulta que
existenm1,m2 ∈ Pa y n1, n2 ∈ N tales que a∨∀q ≥ m1�(x→y)n1 y a∨∀q ≥ m2�(y→x)n2 .
Obtenemos de esto que a ∨ ∀q ≥ (m1 � (x→ y)n1) ∨ (m2 � (y→ x)n2). Sean m =
m1�m2 ∈ Pa y n = máx{n1, n2}. Entonces, a∨∀q ≥ (m� (x→ y)n)∨(m� (y→ x)n) =
m � ((x→ y)n ∨ (y→ x)n) = m � 1 = m ∈ Pa. Entonces, a ∨ ∀q ∈ Pa, lo cual es una
contradicción.

Supongamos sin pérdida de generalidad que Fg(Pa∪{x→y}) satisface la condición 3. Si
tomamos r = 0 entonces a∨0 = a /∈ Fg(Pa∪{x→y}). Además, si ∀r ∈ Fg(Pa∪{x→y})∩
∀A es tal que ∀r < 1, entonces de ∀r ≤ a∨∀r tenemos que a∨∀r ∈ Fg(Pa∪{x→ y}), lo
cual no puede ocurrir. Por lo tanto, Fg(Pa∪{x→y})∩∀A = {1}. Luego, Fg(Pa∪{x→y})
satisface las condiciones del teorema y contiene propiamente a Pa, contradiciendo su
maximalidad.

Por lo tanto, para todo x, y ∈ A se tiene que x→ y ∈ Pa ó y→ x ∈ Pa. Luego, Pa es
un filtro primo.
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2. MV-álgebras monádicas

Ahora estamos en condiciones de demostrar que existe una representación de A en
la cual se preserva ∀A como subálgebra en cada factor. Más precisamente, tenemos la
siguiente proposición.

Proposición 2.1.33. (Rutledge, 1959) Si A es una MMV-álgebra tal que ∀A es total-
mente ordenada entonces el MV-reducto de A es producto subdirecto de MV-álgebras
Bi totalmente ordenadas, i ∈ I, donde las proyecciones πi : A → Bi verifican que
∀A ∼= πi(∀A) ⊆ Bi.

Demostración. Consideremos la familia de todos los filtros primos del Teorema 2.1.32.
Como

⋂
a∈A\{1} Pa = {1}, sabemos que A es producto subdirecto de {A/Pa}a∈A\{1} y que

A/Pa es una cadena para todo a. Consideremos el epimorfismo canónico πa : A→ A/Pa.
Como Pa ∩ ∀A = {1}, tenemos que πa�∀A es inyectivo. Luego, πa(∀A) ∼= ∀A, para todo
a ∈ A \ {1}.

La Proposición 2.1.34 indica una caracterización de las MMV-álgebras subdirecta-
mente irreducibles finitas que será necesaria para la determinación del reticulado de
subvariedades.

Proposición 2.1.34. (Di Nola y Grigolia, 2004) Si A es una MMV-álgebra finita tal
que ∀A es totalmente ordenada, entonces A es isomorfa a un producto directo finito de
MV-álgebras Ai finitas, i ∈ {1, . . . , n}, tal que Ai

∼= ∀A, para todo i. Más aún, ∀A es
isomorfa a la subálgebra diagonal del producto.

Es decir, si A es una MMV-álgebra finita subdirectamente irreducible entonces A ∼=
(∀A)k, para algún k entero positivo (ver Ejemplo 2.1.14).

Si A es una MMV-álgebra subdirectamente irreducible, y en consecuencia ∀A es una
cadena, entonces la siguiente caracterización de la subálgebra B(A) de los elementos
booleanos de A es inmediata.

Lema 2.1.35. Si A es un álgebra subdirectamente irreducible entonces la subálgebra de
sus elementos booleanos B(A) es un álgebra de Boole monádica simple.

Recordemos que un álgebra de Boole monádica B es subdirectamente irreducible si y

sólo si B es simple si y sólo si ∀ : B → B está definido por ∀a =

{
0 si a < 1
1 si a = 1

.

2.2. Generación de MMV por sus miembros finitos

En esta sección demostramos que la variedad MMV está generada por sus miembros
finitos. Como consecuencia importante, probamos que la variedad MMV satisface las
identidades

∃(x ∧ ∃y) ≈ ∃x ∧ ∃y
y

∀(x ∨ ∀y) ≈ ∀x ∨ ∀y.
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2.2. Generación de MMV por sus miembros finitos

Para cada entero n ≥ 1, sea Kn la clase de MMV-álgebras que satisfacen la identidad
(δn) xn ≈ xn+1 (Di Nola y Grigolia (2004)).

Notemos que K1 es la variedad de las álgebras de Boole monádicas. Claramente, si
n ≤ l entonces Kn ⊆ Kl.
Lema 2.2.1. Toda álgebra subdirectamente irreducible de Kn es simple.

Demostración. Si A ∈ Kn es subdirectamente irreducible entonces ∀A es una MV-
álgebra subdirectamente irreducible totalmente ordenada que satisface (δn). Luego, ∀A
es isomorfa a Sm, para algún 1 ≤ m ≤ n. En particular, ∀A es simple. Luego, A es
simple.

Lema 2.2.2. (Belluce et. al., 2005) Si A es una MMV-álgebra subdirectamente irreducible
(simple) finita perteneciente a Kn, entonces A ∼= Skm, 1 ≤ m ≤ n, para algún k ∈ N.

Demostración. Es inmediato del Lema 2.2.1 y la Proposición 2.1.34.

Vamos a ver que la MMV-álgebra libre de la subvariedad Kn sobre un conjunto G de
generadores de cardinal r finito, es finita. Notamos a esta álgebra con FreeKn(G).

Sea A ∈ Kn y X ⊆ A. Notamos con S(X) a la MMV-subálgebra generada por X en
A y por SMV (X) a la MV-subálgebra generada por X en A.

La demostración del siguiente lema es inmediata.

Lema 2.2.3. Si A ∈ MMV y G ⊆ A es un conjunto de generadores de A, entonces
A = SMV (G ∪ ∀A).

Lema 2.2.4. Toda álgebra A ∈ Kn finitamente generada simple es finita.

Demostración. Sea G un conjunto finito de generadores de A. Como A ∈ Kn entonces el
MV-reducto de A y la MV-subálgebra ∀A pertenecen a la subvariedad de MV-álgebras
que satisfacen (δn). Luego, ∀A ∼= Sm para algún 1 ≤ m ≤ n. Además, la subvariedad de
MV-álgebras que satisfacen (δn) es localmente finita (ver Cignoli et. al. (2000), sección
8.6) y G ∪ ∀A es un conjunto finito. Luego, SMV (G ∪ ∀A) es finita. Por el Lema 2.2.3
tenemos que A es finita.

Proposición 2.2.5. La subvariedad Kn es localmente finita.

Demostración. SiM es el conjunto de todos los filtros monádicos maximales de FreeKn(G)
y M ∈M, entonces FreeKn(G)/M es simple y tiene un número de generadores menor o
igual que r. Por el Lema 2.2.4 sabemos que FreeKn(G)/M es finita. Además, el reducto
MV del álgebra libre FreeKn(G)/M pertenece a la subvariedad de MV-álgebras que
satisface (δn). Por lo tanto, el cardinal de FreeKn(G)/M es menor o igual que nn

r+n
.

Sabemos además que FreeKn(G) es isomorfa a una subálgebra de
∏

M∈MFreeKn(G)/M ,
entonces para ver que FreeKn(G) es finita es suficiente demostrar que existe un número
finito de filtros monádicos maximales.

El cardinal del conjunto M es menor o igual al número de funciones que se pueden
definir de G en St

t+r

t , para todo t ≤ n. En efecto, basta considerar la aplicación suryectiva
que asigna a cada f : G→ St

t+r

t , el núcleo del homomorfismo extensión de f . De donde
se tiene que M es un conjunto finito.
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2. MV-álgebras monádicas

De la Proposición 2.2.5 tenemos que el siguiente teorema es inmediato.

Teorema 2.2.6. La subvariedad Kn está generada por sus miembros finitos. Más aún,

Kn = V(
{
Skm : k ∈ N, 1 ≤ m ≤ n

}
).

Rutledge (1959) demostró que

MMV = V
(⋃
n∈N

Kn
)
.

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.7. La variedad MMV está generada por sus miembros finitos.

Por lo tanto, la variedad MMV está generada por {Skn : n, k ∈ N}.

Lema 2.2.8. Para todo a, b ∈ Skn, se verifica que

∃∨(a ∧ ∃∨b) = ∃∨a ∧ ∃∨b,

y
∀∧(a ∨ ∀∧b) = ∀∧a ∨ ∀∧b.

Demostración. Sean a = 〈a1, a2, . . . , ak〉 y b = 〈b1, b2, . . . , bk〉 dos elementos de Skn. Sea
∃∨b = 〈m,m, . . . ,m〉 donde m = b1 ∨ b2 ∨ · · · ∨ bk = máx{b1, b2, . . . , bk}. Luego,

a ∧ ∃∨b = 〈a1, a2, . . . , ak〉 ∧ 〈m,m, . . . ,m〉 = 〈a1 ∧m, a2 ∧m, . . . , an ∧m〉.

entonces
∃∨(a ∧ ∃∨b) = ∃∨(〈a1 ∧m, a2 ∧m, . . . , an ∧m〉).

Además,
(a1 ∧m) ∨ (a2 ∧m) ∨ . . . (ak ∧m) = (a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak) ∧m.

Y por lo tanto,

∃∨(a ∧ ∃∨b) = 〈(a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak) ∧m, . . . , (a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak) ∧m〉 =

〈a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak, . . . , a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ ak〉 ∧ 〈m,m, . . . ,m〉 = ∃∨a ∧ ∃∨b.

La otra igualdad se demuestra en forma análoga.

El siguiente resultado se obtiene en forma inmediata del Corolario 2.2.7 y el Lema 2.2.8.

Proposición 2.2.9. Las siguientes identidades se satisfacen en toda MMV-álgebra:

(MMV24) ∃(a ∧ ∃b) ≈ ∃a ∧ ∃b,

(MMV25) ∀(a ∨ ∀b) ≈ ∀a ∨ ∀b.
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2.3. Productos directos

En esta sección caracterizamos a las MMV-álgebras directamente indescomponibles
por medio del álgebra de Boole monádica de sus elementos complementados. Probamos
que una MMV-álgebra es directamente indescomponible si y sólo si B(A) es simple.

Recordemos que en toda MV-álgebra A se tiene que [b) = {a ∈ A : b ≤ a} es un filtro
de A si y sólo si [b) = Fg(b) si y sólo si b ∈ B(A). En una MMV-álgebra las siguientes
condiciones son equivalentes.

Lema 2.3.1. Sea A una MMV-álgebra. Son equivalentes:

(1) b ∈ B(A) y ∀b = b,

(2) [b) ∈ FM(A),

(3) [b) = FMg(b).

Demostración. Sea b ∈ B(A) tal que ∀b = b. Sabemos que [b) es un filtro de A. Demos-
tremos que es monádico. En efecto, si a ∈ [b) entonces b ≤ a. Luego, b = ∀b ≤ ∀a. Esto
es, ∀a ∈ [b). En consecuencia [b) ∈ FM(A).

Supongamos que [b) ∈ FM(A). Entonces, FMg(b) ⊆ [b). Rećıprocamente, sea a ∈ [b).
Entonces b ≤ a y ∀b ≤ ∀a, con lo cual tenemos que a ∈ FMg(b).

Por último, supongamos que [b) = FMg(b). Entonces b�b ∈ [b) y por lo tanto, b�b = b.
Luego, b ∈ B(A). Además, ∀b ∈ FMg(b) = [b). Luego, ∀b = b.

Sea A una MMV-álgebra y sea b ∈ B(A) − {1}. Sean las funciones ¬b : A → A y
hb : A→ A definidas por ¬bx := ¬x ∨ b y hb(x) := x ∨ b, respectivamente.

Proposición 2.3.2. Para todo b ∈ B(A)− {1} tal que ∀b = b, se tiene que el álgebra
[b) = 〈[b);⊕,¬b,∀, b〉 es una MMV-álgebra y hb es un homomorfismo de A sobre [b) tal
que Nuc(hb) = [¬b).

Demostración. Vimos en el Lema 2.3.1 que [b) = FMg(b). En particular, tenemos que [b)
es cerrado bajo las restricciones de las operaciones �, ⊕ y ∀ sobre [b).

Observemos también que bajo estas hipótesis, ∀¬b = ¬b. En efecto, si ∀b = b entonces
¬∀b = ¬b. Luego, ∀¬∀b = ∀¬b. De donde se tiene que ¬∀b = ∀¬b y, en consecuencia,
¬b = ∀¬b.

Sabemos que si b es booleano, entonces 〈[b);⊕,¬b, b〉 es una MV-álgebra. Recordemos
que en toda MV-álgebra, si b ∈ B(A) entonces b⊕ a = b ∨ a y b� a = b ∧ a, para todo
a ∈ A. Probemos que ∀ satisface las identidades (MMV7)-(MMV12) en la MV-álgebra
[b).

Las identidades (MMV7), (MMV8), (MMV10), (MMV11) y (MMV12) son inmediatas.
Demostremos (MMV9). Sea c ∈ [b). Luego,

∀¬b∀c = ∀(¬∀c ∨ b) = ∀(¬∀c ∨ ∀b) = ∀¬∀c ∨ b = ¬∀c ∨ b = ¬b∀c.

Hemos probado que 〈[b);⊕,¬b,∀, b〉 es una MMV-álgebra.
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2. MV-álgebras monádicas

Notemos que si a ∈ A, de la definición de hb tenemos que hb(∀a) = ∀hb(a). Además
sabemos que hb es un MV-homomorfismo. Luego, hb es un MMV-homomorfismo.

El resto de la demostración es inmediata.

Como consecuencia de la anterior proposición obtenemos la siguiente.

Proposición 2.3.3. Para toda MMV-álgebra A y b ∈ B(A) − {1} tal que ∀b = b,
tenemos que:

(a) la MMV-álgebra [b) es isomorfa a A/[¬b),

(b) [b) es una subálgebra de A si y sólo si b = 0,

(c) B([b)) = [b) ∩B(A). Si además [b) es una cadena, entonces b es un antiátomo del
álgebra de Boole B(A).

Lema 2.3.4. Sea {Ai}i∈I una familia no vaćıa de MMV-álgebras y sea P =
∏

i∈I Ai.
Entonces existe un conjunto {bi : i ∈ I} ⊆ B(P) ∩ ∀(P) que satisface las siguientes
condiciones:

(a)
∧
i∈I bi = 0,

(b) si i 6= j entonces bi ∨ bj = 1, y,

(c) cada Ai es isomorfa a [bi).

Demostración. Para cada i ∈ I, sea bi : I →
⋃
i∈I Ai definido por

bi(j) =

{
1Aj

si i = j
0Aj

si i 6= j
.

Entonces bi ∈ B(P) y ∀bi = bi. Además, se satisfacen las dos primeras condiciones. Sea
πi : P→ Ai la proyección canónica, y hbi : P→ [bi) definida como en la Proposición 2.3.2.
Luego,

Nuc(hbi) = [¬bi) = {f ∈ P : f(i) = 1} = Nuc(πi).

Por lo tanto [bi) es isomorfa a Ai, para cada i ∈ I.

Lema 2.3.5. Sea A una MMV-álgebra. Si existen b1, . . . , bk, con k ≥ 2, elementos
booleanos de A tales que

(a) ∀bi = bi, para todo i,

(b) si i 6= j entonces bi ∨ bj = 1, y,

(c) b1 ∧ · · · ∧ bk = 0,

entonces A es isomorfa a [b1)× · · · × [bk).
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Demostración. Consideremos la aplicación h : A→ [b1)× · · · × [bk) definida por h(a) =
(a ∨ b1, . . . , a ∨ bk). De (c) tenemos que

⋂k
i=1[¬bi) = {1}. Luego, h es un monomorfismo.

Sea (a1, . . . , ak) ∈ [b1)× · · · × [bk), y consideremos el elemento a1 ∧ · · · ∧ ak ∈ A. Luego,
de (b), tenemos que h(a1 ∧ · · · ∧ ak) = (a1, . . . , ak). Por lo tanto, h es epiyectiva.

Como consecuencia de los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.6. Una MMV-álgebra A es directamente indescomponible si y sólo si el
álgebra de Boole monádica B(A) es simple.

Corolario 2.3.7. Si A es una MMV-álgebra y b ∈ B(A) es un antiátomo tal que ∀b = b,
entonces la MMV-álgebra [b) es directamente indescomponible.

2.4. [0,1]N genera la variedad MMV
En esta sección probamos que la variedad MMV está generada por la MV-álgebra

funcional monádica [0,1]N. Como consecuencia, demostramos algunas propiedades que
serán necesarias posteriormente.

Teorema 2.4.1. La variedad MMV está generada por el álgebra [0,1]N.

Demostración. Sean n y k números enteros positivos. Consideremos la MMV-álgebra Skn
y la aplicación h : Skn → [0,1]N definida por h(〈a1, a2, . . . , ak〉) = b ∈ [0, 1]N donde, para
cada i ∈ N, b(i) = aj si i ≡ j (mod k). No es dif́ıcil demostrar que h es un monomorfismo

de MMV-álgebras. Luego, para todo n y todo k, V(Skn) ⊆ V
(

[0,1]N
)

. Del Corolario 2.2.7

tenemos que MMV = V
(
{Skn : n, k ∈ N}

)
⊆ V([0,1]N) ⊆MMV .

Terminaremos la sección demostrando identidades que serán necesarias en lo que sigue.

Lema 2.4.2. Las siguientes identidades se satisfacen en toda MMV-álgebra, para todo n
entero positivo.

(MMV26) ∀(nx) ≈ n(∀x),

(MMV27) ∀(xn) ≈ (∀x)n,

(MMV28) ∃(xn) ≈ (∃x)n,

(MMV29) ∃(nx) ≈ n(∃x).

Demostración. Vamos a probar que estas identidades se satisfacen en el álgebra [0,1]N,
y por el Teorema 2.4.1 tendremos que se satisfacen en A ∈MMV .

Consideremos ϕ : [0, 1]→ [0, 1] definida por ϕ(x) = nx, esto es,

ϕ(x) =

{
nx si x ∈ [0, 1/n]
1 si x ∈ (1/n, 1]

.
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2. MV-álgebras monádicas

Esta función es creciente y continua. Luego, por el Lema 2.1.9, sabemos que ∀(nf) =
n(∀f), para todo f ∈ [0,1]N.

Sea ahora ϕ : [0, 1]→ [0, 1] definida por ϕ(x) = xn, es decir,

ϕ(x) =

{
0 si x ∈ [0, n−1

n
]

nx− (n− 1) si x ∈ (n−1
n
, 1]

.

Esta función es creciente y continua. Luego, por el Lema 2.1.9, sabemos que ∀(fn) = (∀f)n,
para todo f ∈ [0,1]N.

Las otras dos identidades se demuestran en forma inmediata de las dos primeras,
reemplazando ∀ por ¬∃¬.

2.5. El radical monádico

Definición 2.5.1. Llamamos radical monádico de una MMV-álgebra A a la intersección
de todos los filtros monádicos maximales de A. Notamos al radical monádico de A con
RadMon A.

Del Teorema 2.1.24 es fácil ver que Rad∀A = RadMon A ∩ ∀A. En particular,
Rad∀A = {1} si y sólo si RadMon A = {1}.

Recordemos el siguiente resultado de MV-álgebras.

Lema 2.5.2. En toda MV-álgebra A, x ∈ Rad A si y sólo si para todo entero positivo n
se verifica que 2xn = 1.

Corolario 2.5.3. Si A ∈MMV entonces Rad A es un filtro monádico.

Demostración. Sabemos que Rad A es un filtro. Sea x ∈ Rad A. Por el Lema 2.5.2
tenemos que 2xn = 1, para todo n ∈ N. Luego, de (MMV11) y de (MMV27), tenemos
que

1 = ∀(2xn) = 2∀(xn) = 2(∀x)n.

Nuevamente del Lema 2.5.2, tenemos que ∀x ∈ Rad A.

Teorema 2.5.4. En toda MMV-álgebra A, se verifica que RadMon A = Rad A.

Demostración. Veamos que Rad∀A = Rad A ∩ ∀A. En efecto, ∀x ∈ Rad A ∩ ∀A si
y sólo si 2(∀x)n = 1, para todo n ∈ N, si y sólo si ∀x ∈ Rad∀A. Pero también
sabemos que RadMon A ∩ ∀A = Rad∀A. Luego, Rad A ∩ ∀A = RadMon A ∩ ∀A. Del
Corolario 2.5.3 sabemos que Rad A es un filtro monádico y del isomorfismo establecido
en el Teorema 2.1.24 debe ser Rad A = RadMon A.
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2.6. Subvariedades generadas por las álgebras [0,1]k

En esta sección introducimos un conjunto de subvariedades de la variedad de las
MMV-álgebras. Estas subvariedades son las subvariedades generadas por las álgebras

[0,1]k = 〈[0, 1]k;⊕,¬,∀∧, 0〉,

donde k es un entero positivo. Demostramos que dichas subvariedades forman una cadena
cuya unión genera la variedadMMV e indicamos además una base ecuacional para cada
una de ellas.

Notemos que las operaciones ⊕, ¬ y ∀∧ son funciones continuas sobre [0, 1]k con la
topoloǵıa producto. Esta topoloǵıa es la topoloǵıa de [0, 1]k inducida por la métrica

d(x, y) = máx
1≤j≤k

{|xj − yj|}.

Luego, para cada MMV-término τ(x1, x2, . . . , xs), la función término τ [0,1]k :
(
[0, 1]k

)s →
[0, 1]k es continua.

Lema 2.6.1. Sea k un número entero positivo fijo. Si 1 ≤ n0 < n1 < . . . es una sucesión
infinita de números enteros, entonces V({Skni

: i = 0, 1, . . . }) = V([0,1]k).

Demostración. Sea a = 〈a1, . . . , ak〉 un elemento de [0, 1]k y ε > 0 un número real.
Consideremos un entorno abierto U ⊆ [0, 1]k de a tal que d(x, a) < ε, para todo x ∈ U .

Sea ne un entero de la sucesión {ni} suficientemente grande tal que
1

ne
< ε.

Para cada j ∈ {1, . . . , k}, existe un entero bj tal que 0 ≤ bj ≤ ne y

∣∣∣∣aj − bj
ne

∣∣∣∣ < 1

ne
.

Luego, be = 〈 b1

ne
, . . . ,

bk
ne
〉 ∈ Skne

y d(a, be) = máx
1≤j≤k

{∣∣∣∣aj − bj
ne

∣∣∣∣} <
1

ne
. En consecuencia,

el conjunto {Skni
: i = 0, 1, . . . } es denso en [0, 1]k.

Por la continuidad de los términos, tenemos que una ecuación se satisface en [0,1]k si y
sólo si se satisface en {Skni

: i = 0, 1, . . . }. Luego, V({Skni
: i = 0, 1, . . . }) = V([0,1]k).

Recordemos el siguiente resultado de MV-álgebras.

Proposición 2.6.2. (Cignoli et. al., 2000, Prop. 3.5.3) Sea A una subálgebra de la
MV-álgebra [0,1]. Si el ı́nfimo del conjunto {x ∈ A : x > 0} es igual a 0, entonces A es
una subcadena densa de [0, 1].

Teniendo en cuenta este resultado y la continuidad de los términos en [0,1]k, obtenemos
lo siguiente.

Lema 2.6.3. Si A es una subálgebra infinita de la MV-álgebra [0,1], entonces

VMMV
(
Ak
)

= VMMV
(

[0,1]k
)
.
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En lo que sigue vamos a caracterizar con identidades a las subvariedades generadas
por [0,1]k.

Lema 2.6.4. Sea A ∈ MMV un álgebra subdirectamente irreducible. Entonces, A es
una cadena si y sólo si A satisface la identidad (α1) ∀x ≈ x.

Demostración. Del Lema 2.1.21 sabemos que si A es una cadena entonces ∀A = A,
de donde se deduce que a = ∀a, para todo a ∈ A. Rećıprocamente, sea A un álgebra
subdirectamente irreducible que satisface (α1). Sean a1, a2 elementos de A. Entonces
a1 = ∀a1 y a2 = ∀a2. Como ∀A es una cadena, tenemos que ∀a1 ≤ ∀a2 o ∀a2 ≤ ∀a1.
Entonces a1 ≤ a2 o a2 ≤ a1. Por lo tanto, A es una cadena.

Para cada entero k ≥ 2, consideremos la identidad

(αk) ∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→

k+1∨
j=1

∀xj ≈ 1,

donde X = {x1, x2, . . . , xk, xk+1} y X−i = X − {xi}.
Observación 2.6.5. Si k = 1 entonces la identidad anterior es igual a

∀ (x1 ∨ x2)→ (∀x1 ∨ ∀x2) ≈ 1.

Recordemos que en toda MMV-álgebra, se verifica que ∀x1 ∨∀x2 ≤ ∀ (x1 ∨ x2). Luego, si
(α1) se satisface en un álgebra A, entonces ∀ (a1 ∨ a2) = ∀a1 ∨ ∀a2, para todo a1, a2 ∈ A.
No es dif́ıcil probar que la identidad ∀ (x1 ∨ x2) ≈ ∀x1∨∀x2 es equivalente a (α1) x ≈ ∀x,
aunque la demostración es extensa. De todas formas, utilizaremos en las demostraciones
la identidad (α1).

Notemos que la ecuación (αk) puede ser escrita de la siguiente manera

(αk)

 ∧
i,j∈{1,...,k+1}, i 6=j

∀(xi ∨ xj)

→ k+1∨
j=1

∀xj ≈ 1,

y también

(αk)
∨

i,j∈{1,...,k+1}, i 6=j

(
∀(xi ∨ xj)→

k+1∨
j=1

∀xj
)
≈ 1.

Poder expresar esta identidad en términos de supremos e implicaciones será importante
en el caṕıtulo 5, donde estudiaremos los {→, ∀, 1}-subreductos de las MMV-álgebras
monádicas. En este caṕıtulo, usaremos una forma de la identidad o la otra de acuerdo
resulte más conveniente en cada caso.

Una representación funcional de una MMV-álgebra monádica A es un álgebra funcional
monádica A′ (ver Definición 2.1.7) tal que A es isomorfa a A′. El siguiente resultado es
uno de los teoremas principales de la tesis de Rutledge (1959).
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Teorema 2.6.6. (Rutledge, 1959) Sea 〈A;∀〉 una MMV-álgebra tal que ∀A es totalmente
ordenada. Entonces 〈A;∀〉 es isomorfa a una MMV-álgebra funcional, cuyos elementos
son funciones de un conjunto I a una MV-álgebra V totalmente ordenada.

El conjunto I del teorema anterior es el conjunto de filtros primos {Pa : a ∈ A \ {1}}
del Teorema 2.1.32. Referimos al lector a Rutledge (1959) si desea conocer los detalles de
la contrucción de la MV-cadena V.

Vamos a considerar el conjunto Ī de los filtros primos minimales de A. Como para
todo Pi ∈ Ī se tiene que Pi ⊆ Pa para algún Pa ∈ I, entonces es claro que Pi ∩ ∀A = {1},
para todo Pi ∈ Ī. Análogamente a la demostración de la Proposición 2.1.33, es posible
ver que el MV-reducto de A es producto subdirecto de MV-álgebras A/Pi totalmente
ordenadas, donde las proyecciones πi : A → A/Pi verifican que ∀A ∼= πi(∀A) ⊆ A/Pi.
Decimos que esta representación de A es una representación de A minimal pues la
intersección de todos los filtros excepto uno de ellos es siempre distinta de {1}, y la
intersección de todos es {1}. Luego, la MV-álgebra A es un producto subdirecto de A/Pi,
Pi ∈ Ī. Probaremos, en la Proposición 2.6.7, que si A satisface (αk), entonces posee una
representación funcional monádica minimal con a lo sumo k factores.

Proposición 2.6.7. Si A es una MMV-álgebra tal que ∀A es totalmente ordenada y tal
que satisface (αk), entonces el conjunto Ī no posee más de k elementos.

Demostración. Supongamos que el cardinal de Ī es mayor o igual que k+1. Consideremos
k + 1 elementos yj, j ∈ {1, . . . , k + 1}, tales que para todo j se tiene que yj ∈

⋂
i 6=j Pi,

yj /∈ Pj e yj < 1. Del Teorema 2.6.6 sabemos que A es isomorfa a una subálgebra
funcional monádica de VĪ . Como yj ∈ Pi para todo i ∈ Ī \ {j}, la representación del
elemento yj en V Ī tiene todas sus componentes iguales a 1, excepto en el lugar j, donde

es un elemento vj < 1. Esto es, yj(i) =

{
1V si i 6= j
vj si i = j

, donde vj ∈ V \ {1}. Luego,

∀∧(yj) = 〈vj〉i∈Ī < 〈1〉i∈Ī . Además, si i 6= j, entonces yj ∨ yi = 〈1〉i∈Ī . Luego, ∧
i,j∈{1,...k+1}, i 6=j

∀∧(yi ∨ yj)

→ k+1∨
j=1

∀∧yj = 〈1〉i∈Ī → 〈
k+1∨
j=1

vj〉i∈Ī < 〈1〉i∈Ī ,

contradiciendo (αk).

Proposición 2.6.8. Si A es una MMV-subálgebra de una MV-álgebra funcional monádi-
ca 〈V n;∀〉 tal que ∀A es totalmente ordenada, siendo V una MV-cadena y n un número
entero positivo, entonces A es una subálgebra de (∀A)n.

Demostración. Sea πi �A : A → V la proyección sobre la i-ésima componente, donde
i ∈ {1, . . . , n}. Demostraremos que para todo i, πi �A (∀A) = πi �A (A). Claramente,
πi �A (∀A) ⊆ πi �A (A). Debemos probar que para todo i ∈ {1, . . . , n} y para todo b ∈ A,
existe c ∈ ∀A tal que πi(b) = πi(c). Haremos la demostración por inducción sobre n.

Si n = 1 entonces A = ∀A y el resultado es trivial.
Supongamos que vale para n = k (hipótesis inductiva), y probemos que vale para n =

k + 1. Sea A ⊆ V k+1, y sea a = 〈a1, a2, . . . , ak, ak+1〉 ∈ A. Podemos suponer sin pérdida
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de generalidad que a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak ≤ ak+1, pues ai ∈ V y V es una MV-cadena.
Si i = 1 e i = k + 1, tenemos que π1(a) = a1 = π1(∀a) y πk+1(a) = ak+1 = πk+1(∃a).
Calculemos (a→∀a) ∨ (∃a→ a). Tenemos que

a→∀a = 〈1, a2→ a1, . . . , ak+1→ a1〉

y

∃a→ a = 〈ak+1→ a1, ak+1→ a2, . . . , ak+1→ ak, 1〉.
Luego,

(a→∀a) ∨ (∃a→ a) = 〈1, (a2→ a1) ∨ (ak+1→ a2), . . . , (ak→ a1) ∨ (ak+1→ ak), 1〉.

Sea B la subálgebra de Vk+1 cuyo universo es el conjunto B = {a ∈ V k+1 : a1 = ak+1}.
Luego, B ∼= Vk y (a→∀a)∨(∃a→a) ∈ B. Más precisamente, (a→∀a)∨(∃a→a) ∈ A∩B.

Consideremos i tal que 1 < i < k + 1. Tenemos que πi((a→ ∀a) ∨ (∃a→ a)) =
(ai→ a1) ∨ (ak+1→ ai). Como V es una cadena, pueden ocurrir dos casos.

Supongamos que ai→ a1 ≥ ak+1→ ai. Entonces πi((a→ ∀a) ∨ (∃a→ a)) = ai→ a1.
Luego, ((a→∀a) ∨ (∃a→ a))→∀a = 〈ej〉1≤j≤k+1 donde

〈ej〉1≤j≤k+1 =


a1 si j = 1 o j = k + 1
((aj → a1) ∨ (ak+1→ aj))→ a1 si j /∈ {1, i, k + 1}
(ai→ a1)→ a1 si j = i

.

Entonces, la componente i-ésima de ((a→∀a) ∨ (∃a→ a))→∀a es igual a ai ∨ a1 = ai.
Además, ((a→∀a)∨(∃a→a))→∀a ∈ B∩A y por hipótesis inductiva sobre A∩B ∼= A∩Vk

existe c ∈ ∀(A ∩B) ⊆ ∀A tal que πi(c) = ai.
Supongamos que ai→ a1 ≤ ak+1→ ai. Entonces πi((a→∀a) ∨ (∃a→ a)) = ak+1→ ai.

Luego, ((a→∀a) ∨ (∃a→ a))� ∃a = 〈ej〉1≤j≤k+1 donde

〈ej〉1≤j≤k+1 =


ak+1 si j = 1 o j = k + 1
((aj → a1) ∨ (ak+1→ aj))� ak+1 si j /∈ {1, i, k + 1}
(ak+1→ ai)� ak+1 si j = i

.

Luego, πi(((a→∀a) ∨ (∃a→ a))� ∃a) = ak+1 ∧ ai = ai. Entonces, ((a→∀a) ∨ (∃a→
a))� ∃a ∈ A ∩B, y por hipótesis inductiva tenemos que existe d ∈ ∀(A ∩B) ⊆ ∀A tal
que πi(d) = ai.

La siguiente proposición es inmediata de las dos proposiciones anteriores.

Proposición 2.6.9. Sea A una MMV-álgebra subdirectamente irreducible que satisface
(αk), entonces A es isomorfa a una subálgebra de (∀A)k.

Demostración. Consideremos la representación funcional minimal de A en VĪ donde
sabemos de la Proposición 2.6.7 que |Ī| ≤ k. Entonces de la Proposición 2.6.8, tenemos
que A es isomorfa a una subálgebra de (∀A)k.
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Como corolario de la Proposición 2.6.9 tenemos el siguiente resultado que será impor-
tante para la determinación de las subvariedades de la variedad de las MMV-álgebras
que satisfacen la identidad (αk).

Corolario 2.6.10. Si A una MMV-álgebra subdirectamente irreducible que satisface (αk)
entonces el álgebra de los elementos complementados B(A) es isomorfa a una subálgebra
del álgebra de Boole monádica simple 2k.

Proposición 2.6.11. Sean A y B dos MV-álgebras tales que A ∈ VMV(B) entonces,
para todo entero positivo k, se tiene que Ak ∈ VMMV(Bk).

Demostración. Sea A ∈ VMV(B) = H S P(B). Luego, existe W ∈ S P(B) tal que A es
una imagen homomorfa de W. Sea

h : W→ A

el epimorfismo de MV-álgebras. Este epimorfismo induce un MV-epimorfismo

h̄ : Wk → Ak

definido por h̄(〈w1, . . . , wk〉) = 〈h(w1), . . . , h(wk)〉. Sabemos de la Proposición 2.1.13
que 〈W k;∃∨〉 y 〈Ak;∃∨〉 son MMV-álgebras donde ∃∨ está definido como la k-upla
constante que en cada componente es el supremo de las componentes. Veamos que h̄ es
un homomorfismo de MMV-álgebras. En efecto,

h̄(∃∨〈w1, . . . , wk〉)) = h̄〈w1 ∨ · · · ∨ wk, . . . , w1 ∨ · · · ∨ wk〉)
= 〈h(w1) ∨ · · · ∨ h(wk), . . . , h(w1) ∨ · · · ∨ h(wk)〉
= ∃∨〈h(w1), . . . , h(wk)〉 = ∃∨h̄〈w1, . . . , wk〉.

Por otro lado, W es una subálgebra de un producto directo de B,

W � � //
∏

i∈I B.

En forma análoga a la demostración recién realizada, podemos ver que 〈W k;∃∨〉 es una

MMV-subálgebra de
(∏

i∈I B
)k

,

Wk � � //
(∏

i∈I B
)k
.

Veamos ahora que
(∏

i∈I B
)k

es isomorfa a la MMV-álgebra
∏

i∈I Bk. Sea

ϕ :

(∏
i∈I

B

)k

→
∏
i∈I

Bk

definida de la siguiente manera ϕ〈(a1
i )i∈I , . . . , (a

k
i )i∈I〉 = (〈a1

i , . . . , a
k
i 〉)i∈I . Como ⊕, ¬ y

0 se definen componente a componente, es inmediato que ϕ respeta estas operaciones.
Veamos que ϕ respeta los cuantificadores. En efecto,

ϕ∃∨〈(a1
i )i∈I , . . . , (a

k
i )i∈I〉 = ϕ〈(a1

i )i∈I ∨ · · · ∨ (aki )i∈I , . . . , (a
1
i )i∈I ∨ · · · ∨ (aki )i∈I〉

= ϕ〈
(
a1
i ∨ · · · ∨ aki

)
i∈I , . . . ,

(
a1
i ∨ · · · ∨ aki

)
i∈I〉 =

(
〈a1
i ∨ · · · ∨ aki , . . . , a1

i ∨ · · · ∨ aki 〉
)
i∈I

=
(
∃∨〈a1

i , . . . , a
k
i 〉
)
i∈I = ∃∨

(
〈a1
i , . . . , a

k
i 〉i∈I

)
= ∃∨ϕ〈(a1

i )i∈I , . . . , (a
k
i )i∈I〉.
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Es claro que ϕ es inyectiva y sobreyectiva. Luego, ϕ es un MMV-isomorfismo.
Hemos probado que Ak ∈ H S P(Bk). Y en consecuencia, Ak ∈ VMMV(Bk).

En el siguiente teorema se demuestra que (αk) es la identidad que caracteriza a la
subvariedad V([0,1]k), dentro de la variedad MMV .

Teorema 2.6.12. La subvariedad de MMV generada por el álgebra [0,1] está caracte-
rizada por la identidad

(α1) ∀x ≈ x,

y la subvariedad V([0,1]k), k ≥ 2, está caracterizada por la identidad

(αk) ∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→

k+1∨
j=1

∀xj ≈ 1,

donde X = {x1, x2, . . . , xk, xk+1} y X−i = X − {xi}.

Demostración. Consideremos k = 1. Claramente, [0,1] verifica (α1). Por otro lado, si A
es un álgebra subdirectamente irreducible que satisface (α1), del Lema 2.6.4 tenemos que
A es una cadena. Luego, A ∈ V([0,1]).

Sea k ≥ 2 y veamos que (αk) se satisface en [0,1]k. Observemos en primer lugar que

∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→

k+1∨
j=1

∀xj =
k+1∨
j=1

(
∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→∀xj

)
.

Vamos a probar que existe j ∈ {1, 2, . . . , k + 1} tal que

∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→∀xj = 1,

entonces
k+1∨
j=1

(
∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→∀xj

)
= 1.

Sean a1, a2, . . . , ak, ak+1 ∈ [0, 1]k. Llamemos a al conjunto a = {a1, a2, . . . , ak, ak+1}, y
para cada j ∈ {1, . . . , k + 1}, sea a−j = a − {aj}. Consideremos

∧
a, esto es, el ı́nfimo

de todos los elementos de a. Como a posee k + 1 elementos, tenemos que existe al
menos un j tal que

∧
a =

∧
a−j . Entonces,

∧
a−j ≤ aj. Además, si i 6= j entonces∧

a−i ≤ aj . Luego,
∨k+1
i=1

∧
a−i ≤ aj . Aśı, ∀

(∨k+1
i=1

∧
a−i

)
≤ ∀aj , de donde obtenemos que

∀
(∨k+1

i=1

∧
a−i

)
→∀aj = 1. Por lo tanto, (αk) se satisface.

Sea A un álgebra subdirectamente irreducible que satisface la ecuación (αk). De la
Proposición 2.6.9, sabemos que A es isomorfa a una subálgebra de (∀A)k. Además,
sabemos que la MV-álgebra ∀A ∈ VMV([0,1]). Luego, de la Proposición 2.6.11, tenemos
que (∀A)k ∈ VMMV([0,1]k). Luego, A ∈ VMMV([0,1]k).
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Corolario 2.6.13. V([0,1]t) ⊆ V([0,1]s) si y sólo si t ≤ s.

Demostración. Como en la demostración del Teorema 2.6.12, podemos ver que si t ≤ s
entonces [0,1]t satisface (αs). Luego, si t ≤ s entonces V([0,1]t) ⊆ V([0,1]s). Veamos
que si t > s entonces [0,1]t no satisface (αs). Para ello consideremos la subálgebra
B([0,1]t) de los elementos booleanos de [0,1]t. Como t > s podemos considerar el
conjunto {x1, . . . , xs+1} cuyos elementos son s + 1 antiátomos de B([0,1]t). Entonces
∀xj = 0, para todo j ∈ {1, . . . , s + 1}. Por otro lado, si i 6= j resulta que xi ∨ xj = 1.
Luego, ∧

i,j∈{1,...,s+1}, i 6=j

∀(xi ∨ xj)

→ s+1∨
j=1

∀xj =

 ∧
i,j∈{1,...,s+1}, i 6=j

1

→ s+1∨
j=1

0 = 1→ 0 = 0.

Por lo tanto, [0,1]t no satisface (αs).

El siguiente lema es consecuencia inmediata del Lema 2.6.1 y el Corolario 2.2.7.

Lema 2.6.14. Si 1 ≤ k1 < k2 < . . . es una sucesión infinita de números naturales,

entonces V
({

[0,1]ki : i = 1, 2, . . .
})

=MMV.

Luego, en el reticulado de subvariedades de MMV tenemos una ω-cadena

V([0,1]) ⊂ V([0,1]2) ⊂ · · · ⊂ V([0,1]k) ⊂ · · · ⊂ MMV .

Definición 2.6.15. Diremos que un álgebra es de ancho 1, si satisface la ecuación (α1).
Diremos que un álgebra es de ancho finito k, k ≥ 2, si satisface la ecuación (αk) y no
satisface la ecuación (αk−1). Si un álgebra no satisface (αk) para ningún k, decimos que
el álgebra es de ancho infinito. Notamos con width A = k o width A = ω, según sea A
de ancho k o de ancho infinito, respectivamente.

Concluimos la sección con la demostración de un lema que será utilizado posteriormente.

Lema 2.6.16. Si A es una MMV-álgebra subdirectamente irreducible tal que A = (∀A)k,
siendo k un entero positivo, y rank∀A = ω, entonces V(A) = V([0,1]k).

Demostración. Como en la demostración del Teorema 2.6.12, podemos ver que A satisface
(αk). Luego, V(A) ⊆ V([0,1]k). Por otro lado, sabemos que ∀A/Rad∀A es una MV-
álgebra simple. Luego, ∀A/Rad∀A es una subálgebra de la MV-álgebra [0,1]. Además,
es infinita pues ord (∀A/Rad∀A) = ω. Del Lema 2.6.3 tenemos que

V([0,1]k) = V
(

(∀A/Rad∀A)k
)
⊆ V(A),

y por lo tanto V(A) = V([0,1]k).
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2.7. Subvariedades de ancho k

En esta sección describimos el fragmento del reticulado de subvariedades de la variedad
MMV que se encuentra contenido en V([0,1]k), para cada k entero positivo. Comenzamos
estudiando en la sección §2.7.1 las subvariedades generadas por álgebras simples de ancho
k. En la sección §2.7.2 tratamos con las subvariedades de álgebras de rango acotado y
ancho k. En la §2.7.3 damos una axiomatización completa para todas las subvariedades
de MMV-álgebras de ancho k.

2.7.1. Subvariedades generadas por álgebras simples

En esta sección estudiamos todas las subvariedades de MMV-álgebras generadas por
álgebras simples de ancho k, clarificamos las propiedades de inclusión entre las mismas y
damos una base ecuacional para cada una de ellas.

En lo que sigue k, s, n y m son números enteros positivos.
En la §2.2 definimos la variedad Kn como la clase de MMV-álgebras que satisfacen la

identidad
(δn) xn ≈ xn+1.

Si n ≤ m entonces Kn ⊆ Km. Además, el álgebra Sn satisface la ecuación (δn) y no
satisface la ecuación (δn+1). Luego, estas subvariedades forman una cadena estrictamente
creciente

K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ . . . .

Consideremos las siguientes subvariedades de Kn. Sea Kkn la subvariedad generada por
{Sk1,Sk2, . . . ,Skn}, esto es,

Kkn = V({Sk1,Sk2, . . . ,Skn}).
Notemos que la variedad K1 es la variedad de las álgebras de Boole monádicas y es bien
conocido el hecho que el reticulado de subvariedades de K1 es una cadena ω + 1

K1
1 ⊂ K2

1 ⊂ · · · ⊂ Kk1 ⊂ · · · ⊂ K1.

Más generalmente, es inmediato que

K1
n ⊂ K2

n ⊂ · · · ⊂ Kkn ⊂ · · · ⊂ Kn,
y Kkn ⊆ Ksm si y sólo si n ≤ m y k ≤ s (ver también Belluce et. al. (2005)).

Lema 2.7.1. Una MMV-álgebra A pertenece a Kkn si y sólo si A satisface (αk) y (δn).

Demostración. Sabemos que si m ≤ n entonces Sm satisface (δn). Luego, Skm satisface
(δn). Además, Skm es una subálgebra de [0,1]k. En consecuencia, del Teorema 2.6.12,
tenemos que (αk) se satisface en Skm. Si A ∈ Kkn = V({Sk1,Sk2, . . . ,Skn}), entonces A
satisface (αk) y (δn).

Rećıprocamente, sea A un álgebra subdirectamente irreducible que satisface (αk) y
(δn). Entonces ∀A es una MV-cadena que satisface (δn). Luego, ∀A es isomorfa a Sm
para algún m ≤ n. De la Proposición 2.6.9, tenemos que A es una subálgebra de Skm.
Luego, A ∈ Kkn = V({Sk1,Sk2, . . . ,Skn}).
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2.7. Subvariedades de ancho k

Veremos para finalizar esta sección subvariedades que están generadas por exactamente
un álgebra simple.

Lema 2.7.2. Si A ∈MMV es subdirectamente irreducible tal que ord∀A = m y ancho
k, entonces V(A) = V(Skm).

Demostración. Si A ∈ MMV es subdirectamente irreducible y ord∀A = m, entonces
∀A ∼= Sm. De width A = k y la Proposición 2.6.9, tenemos que A ≤ Skm. Del Lema 2.2.2
y por ser A subdirectamente irreducible, tenemos que A ∼= Sk

′
m, con k′ ≤ k. Pero si

A ∼= Sk
′
m, con k′ < k entonces A satisface (αk′), lo cual es una contradicción. Luego,

A ∼= Skm de donde se deduce que V(A) = V(Skm).

Notamos a la subvariedad generada por el álgebra Skm por MMVkm.

Corolario 2.7.3. La subvariedad V(Sk1) =MMVk1, está caracterizada por las identidades
(δ1) y (αk). La subvariedad V(Sk2) =MMVk2 está caracterizada por las identidades (δ2)
y (αk).

Demostración. La primera parte es consecuencia inmediata del Lema 2.7.1. Teniendo en
cuenta que Sk1 es subálgebra de Sk2, sabemos que una identidad se satisface simultánea-
mente en Sk1 y Sk2, si y sólo si, se satisface en Sk2. Luego, del Lema 2.7.1, tenemos que
V(Sk2) está caracterizada por las ecuaciones (αk) y (δ2).

Proposición 2.7.4. La subvariedad V(Skn), siendo n y k enteros positivos y n ≥ 3,
está caracterizada por las ecuaciones:

(αk)∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→

k+1∨
j=1

∀xj ≈ 1,

(δn) xn ≈ xn+1,

(γnp) (pxp−1)n+1 ≈ (n+ 1)xp

para todo entero p = 2, . . . , n− 1 tal que p no divide a n.

Demostración. Sabemos que (δn) y (γnp) son las identidades que caracterizan a la variedad
de MV-álgebras generada por Sn (ver la sección §1.2.3). Luego, Skm satisface las identidades
(δn) y (γnp). Del Teorema 2.6.12 y teniendo en cuenta que Skm es subálgebra de [0,1]k,
tenemos que Skm satisface (αk).

Sea A un álgebra subdirectamente irreducible que satisface (αk), (δn) y (γnp). Entonces
∀A es una MV-cadena que satisface (δn) y (γnp). Luego, ∀A es isomorfa a Sm para
algún m tal que m|n. Además, de la Proposición 2.6.9, tenemos que A es isomorfa a una
subálgebra de Skm. Luego, A ∈ V(Skn).

Como Skn es subálgebra de Ssm si y sólo si n | m y k ≤ s, obtenemos la siguiente relación
entre las subvariedades MMVkn.

Lema 2.7.5. Sean n, m, k y s números enteros positivos. Entonces,MMVkn ⊆MMVsm
si y sólo si n|m y k ≤ s.
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2.7.2. Subvariedades de rango acotado

Recordemos que una MV-cadena es de rango finito menor o igual que n si y sólo si
satisface la identidad (ρn) ((n+ 1)xn)2 ≈ 2xn+1. Más aún, para toda MV-álgebra A no
trivial, las siguientes condiciones son equivalentes (ver Di Nola y Lettieri (1999)):

1. A satisface la identidad (ρn),

2. A ∈ VMV({S1,ω, . . . ,Sn,ω}),

3. A/Rad A ∈ VMV({S1, . . . ,Sn}).
Diremos que una MMV-álgebra A subdirectamente irreducible tiene rango acotado si

rank∀A es finito, y que tiene rango n si rank ∀A = n.
Comenzamos esta sección caracterizando con identidades a la subvariedades generadas

por Skn,ω, para cada entero positivo n y cada entero positivo k. Luego, determinamos
todas las subvariedades de la variedad generada por Skn,ω, clarificamos las propiedades de
inclusión entre las mismas y damos una base ecuacional para cada una de ellas.

SeaMMVkn,ω la subvariedad de MMV-álgebras caracterizada por las identidades (αk),
(ρn) y (γnp), para todo entero p = 2, . . . , n − 1 tal que p no divide a n. Veremos a
continuación que la variedad MMVkn,ω es exactamente la variedad generada por Skn,ω.

Proposición 2.7.6. Si A es una MMV-álgebra subdirectamente irreducible que satisface
(αk) y ∀A es una MV-cadena no simple de rango n, entonces A ∈ V(Skn,ω).

Demostración. Si ∀A es una MV-cadena no simple de rango n, sabemos que VMV(∀A) =
VMV(Sn,ω) (ver Komori (1981)). Entonces, de la Proposición 2.6.11, tenemos que

VMMV((∀A)k) = VMMV(Skn,ω).

De la Proposición 2.6.9, tenemos que A ∈ VMMV((∀A)k). Por lo tanto, A ∈ V(Skn,ω).

Sea A una MMV-álgebra subdirectamente irreducible que satisface (αk), y tal que ∀A
es una MV-cadena no simple de rango n. De la Proposición 2.6.9, sabemos que A es una
subálgebra de (∀A)k

A ↪→ (∀A)k.

Luego,
A/Rad(A) ↪→ (∀A/Rad(∀A))k ∼= Skn.

Proposición 2.7.7. Si A es una MMV-álgebra subdirectamente irreducible que satisface
(αk), ∀A es una MV-cadena no simple de rango n y A/Rad(A) es isomorfa a Skn,
entonces V(A) = V(Skn,ω).

Demostración. Si A/Rad(A) es isomorfo a Skn, entonces para todo i ∈ {1, . . . , k} existe
ai ∈ A tal que (ai/Rad(A)(j) = 0/Rad(A) si i 6= j, y (ai/Rad(A)(j) = 1/Rad(A) si
i = j. Identificando A con la subálgebra de (∀A)k, tenemos que ai = 〈aij〉j∈{1,...,k} donde
aij ∈ ¬Rad(∀A), para i 6= j, y aii ∈ Rad(∀A). Entonces existen en A, k elementos
booleanos dados por bi = 2a2

i = 〈0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0〉. Luego, A es isomorfa a (∀A)k.
Entonces, de la Proposición 2.6.11, tenemos que V(A) = V((∀A)k) = V(Skn,ω).
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2.7. Subvariedades de ancho k

Corolario 2.7.8. Sean n y k enteros positivos, V(Skn,ω) =MMVkn,ω.

Demostración. Sea A un álgebra subdirectamente irreducible que satisface las identi-
dades (ρn), (γnp), para todo entero 1 < p < n tal que p no divide a n, y (αk). De la
Proposición 2.7.6 resulta que A ∈ V(Skn,ω). Luego, MMVkn,ω ⊆ V(Skn,ω).

Las identidades (ρn) y (γnp) caracterizan a la variedad de MV-álgebras generada por
Sn,ω. Luego, Skn,ω satisface (ρn) y (γnp). Además, Sn,ω ∈ VMV([0,1]). De la Proposi-

ción 2.6.11 sabemos que Skn,ω ∈ VMMV([0,1]k), y del Teorema 2.6.12, resulta que Skn,ω
satisface (αk). Por lo tanto, V(Skn,ω) ⊆MMVkn,ω.

Como Skn,ω y Skn son subálgebras de Ssm,ω si y sólo si n | m y k ≤ s, obtenemos la

siguiente relación de inclusión entre las subvariedades MMVkn,ω y MMVkn.

Lema 2.7.9. Sean n, m, k y s enteros positivos. Entonces

(1) MMVkn ⊆MMVsm,ω si y sólo si n | m y k ≤ s.

(2) MMVkn,ω ⊆MMVsm,ω si y sólo si n | m y k ≤ s.

En Abad (1988) se caracterizan las subálgebras del álgebra de  Lukasiewicz n-valente
funcional monádica Ck

n. En forma análoga, podemos dar la siguiente caracterización de
las subálgebras de Skn.

Sea C una MV-subálgebra de Sn y sea Bs una subálgebra (booleana) del álgebra de
Boole de los elementos complementados B(Skn). Observemos que B(Skn) ∼= 2k. En efecto,
f ∈ B(Skn) si y sólo si f(i) ∈ {0, 1}, para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Sabemos que existe una correspondencia biuńıvoca entre la familia de las subálgebras
de 2k y las particiones del conjunto de sus antiátomos. Además, cada partición del
conjunto de antiátomos de 2k se corresponde en forma natural con una partición del
conjunto {1, . . . , k}. Existe una correspondencia biuńıvoca entre subálgebras de 2k y
particiones del conjunto {1, . . . , k}.

Sea P = {P1, P2, . . . , Ps} la partición del conjunto {1, . . . , k} determinada por la
subálgebra Bs. Es sabido que los elementos de Bs están caracterizados como los elementos
f ∈ Skn tales que f(r) ∈ {0, 1}, para todo r ∈ {1, . . . , k}, y tales que f(i) = f(j) si
i, j ∈ Pt, para algún t ∈ {1, . . . , s}.

Consideremos el conjunto:

S[C,Bs] = {f ∈ Skn : f(r) ∈ C y f(i) = f(j), si i, j ∈ Pt}.

No es dif́ıcil probar que S[C,Bs] es el universo de una subálgebra S[C,Bs] de Skn.
En el siguiente teorema se establece que estas son las únicas subálgebras de Skn.

Teorema 2.7.10. (Abad, 1988) S es una subálgebra de 〈Skn;∀∧〉 si y sólo si S = S[C,Bs],
donde C es una subálgebra de Sn y Bs es una subálgebra de B(Skn).

A continuación analizaremos el caso en que A/Rad(A) = S[Sn,B(A/Rad(A))] ∼= Ssn
es una subálgebra propia de Skn.

Comencemos analizando el siguiente ejemplo.
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2. MV-álgebras monádicas

Ejemplo 2.7.11. Notamos con Sk,1n,ω a la subálgebra de Skn,ω generada por Rad(Skn,ω) ∪
∀∧(Skn,ω). Veamos que la variedad generada por la subálgebra S2,1

1,ω está contenida propia-
mente en la variedad generada por S2

1,ω. Para ello, sea t1(x) = 2x2 y sea la identidad

(β1) ∀(2x2) ≈ 2x2,

es decir, ∀t1(x) ≈ t1(x).
Veamos que S2

1,ω no satisface la identidad (β1). En efecto, sea y = 〈(1, z1), (0, z2)〉 ∈ S2
1,ω.

Entonces
∀∧(t1(y)) = ∀∧〈(1, 0), (0, 0)〉 = 〈(0, 0), (0, 0)〉.

Por otro lado, t1(y) = 〈(1, 0), (0, 0)〉. Sin embargo, S2,1
1,ω satisface la identidad (β1). En

efecto, sea y ∈ S2,1
1,ω. Si y = 〈(1, z1), (1, z2)〉, entonces ∀∧(t1(y)) = t1(y) = 〈(1, 0), (1, 0)〉.

Si y = 〈(0, z1), (0, z2)〉, entonces ∀∧(t1(y)) = t1(y) = 〈(0, 0), (0, 0)〉. Luego, ∀t1(x) ≈ t1(x)
se satisface en S2,1

1,ω. Por lo tanto,

V(S2,1
1,ω) ( V(S2

1,ω).

Sea S una subálgebra de Skn,ω tal que ∀∧S es una cadena de rango n. Sabemos que
B(S) es una subálgebra de Boole monádica simple de B(Skn,ω) ∼= 2k. Supongamos que
B(Skn,ω) ∼= 2s, con s < k. Luego, existe una partición P = {P1, . . . , Ps} del conjunto de
antiátomos del álgebra de Boole 2k asociada a la subálgebra 2s. Rećıprocamente, dada
una partición P = {P1, . . . , Ps} del conjunto de antiátomos del álgebra de Boole 2k,
consideremos asociada a la misma la subálgebra

Sk,Pn,ω = {a ∈ Skn,ω : a(i)/Rad(Sn,ω) = a(j)/Rad(Sn,ω) si i, j ∈ Pt para algún t}.

Observar que la subálgebra Sk,Pn,ω es isomorfa, como MV-álgebra, a la subálgebra Sp1,1
n,ω ×

· · · × Sps,1n,ω de Skn,ω donde pi = |Pi|, para cada i. En efecto, la aplicación ψ : Sk,Pn,ω →
Sp1,1
n,ω × · · · × Sps,1n,ω definida por ψ(a) = 〈a ∨ b1, . . . , a ∨ bs〉 es un isomorfismo donde
bi =

∧pi
j=1 bij es el antiátomo de Sk,Pn,ω determinado por Pi ∈ P, para todo i. Observar

también que ∀∧(Skn,ω) ⊆ Sk,Pn,ω .
Si el cardinal de la partición P es uno, la subálgebra Sk,Pn,ω es igual a Sk,1n,ω.

Lema 2.7.12. Sea S una subálgebra de 〈Skn,ω;∀∧〉 de ancho k y tal que ∀∧S es una
cadena no simple de rango n y B(S) posee s antiátomos. Entonces existe una partición
P = {P1, . . . , Ps} de los antiátomos de B(Skn,ω) tal que S es isomorfa a una subálgebra
de Sk,Pn,ω .

Consideremos el término tm(x) = 2(xm+1). Es fácil ver que si n ≤ m, entonces para
(s, z) ∈ Sn,ω vale que

tSn,ω
m (s, z) =

{
(n, 0) si s = n y z ≤ 0
(0, 0) en otro caso

.

Sea la identidad
(βn) ∀(2xn+1) ≈ 2xn+1,
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2.7. Subvariedades de ancho k

es decir, ∀tn(x) ≈ tn(x).

Es claro que el álgebra Sk,1n,ω satisface la identidad (βn). En efecto, si a ∈ Sk,1n,ω entonces
2an+1 ∈ B(Sk,1n,ω) = {(0, 0), (n, 0)}. Además, si el número de antiátomos de un álgebra
Sk,Pn,ω es r > 1, entonces el álgebra Sk,Pn,ω no satisface la identidad (βn), pues si a = 2an+1

es un antiátomo entonces ∀(2an+1) = (0, 0) y 2an+1 6= (0, 0).

Lema 2.7.13. Sea A una MMV-álgebra y b ∈ B(A)−{1}. Sean las funciones ¬b : A→ A
y ∀b : A→ A definidas por ¬bx := ¬x ∨ b y ∀b(x) := ∀x ∨ b, respectivamente. El álgebra
〈[b);�,¬b,∀b, 1〉 es una MMV-álgebra.

Demostración. Notemos que [b) es cerrado bajo la restricción de la operación � sobre
[b).

Sabemos que si b es booleano, entonces 〈[b);�,¬b, 1〉 es una MV-álgebra. Recordemos
que en toda MV-álgebra, si b ∈ B(A) entonces b⊕ a = b ∨ a y b� a = b ∧ a, para todo
a ∈ A. Probemos que ∀b satisface las identidades (MMV7)-(MMV12). Consideremos
c, d ∈ [b).

De ∀c ≤ c y b ≤ c, tenemos que ∀bc = ∀c ∨ b ≤ c. Por lo tanto, (MMV7) se satisface.

Veamos (MMV8). En efecto,

∀b(c ∧ d) = ∀(c ∧ d) ∨ b = (∀c ∧ ∀d) ∨ b = (∀c ∨ b) ∧ (∀d ∨ b) = ∀bc ∧ ∀bd.

Demostremos (MMV9). Veamos primero que ¬b∀bc = ¬∀c ∨ b. En efecto,

¬b∀bc = ¬b(∀c∨b) = ¬(∀c∨b)∨b = ¬(∀c⊕b)∨b = (¬∀c�¬b)∨b = (¬∀c∧¬b)∨b = ¬∀c∨b.

Luego,

∀b¬b∀bc = ∀b(¬∀c∨b) = ∀(¬∀c∨b)∨b = ∀(∀¬∀c∨b)∨b = (∀¬∀c)∨∀b∨b = ¬∀c∨b = ¬b∀bc.

Veamos (MMV10). En efecto,

∀ba�∀bc = (∀a∨b)�(∀c∨b) = ((∀a∨b)�∀c)∨((∀a∨b)�b) = (∀a�∀c)∨(b�∀c)∨(∀a�b)∨b.

Además, (∀a � b) ∨ b = (∀a ∧ b) ∨ b = b y análogamente (∀c � b) ∨ b = b. Entonces
∀ba�∀bc = (∀a�∀c)∨ b. Por otro lado, ∀b(∀ba�∀bc) = ∀(∀a�∀c)∨ b = (∀a�∀c)∨ b =
∀ba� ∀bc. Luego, (MMV10) se satisface.

Del Lema 2.1.12, tenemos que

∀b(c�c) = ∀(c�c)∨b = (∀c�∀c)∨b = (∀c�∀c)∨(b�b) = (∀c∨b)�(∀c∨b) = ∀bc�∀bc.

Por lo tanto (MMV11) se satisface.

Nuevamente del Lema 2.1.12, sabemos que ∀b(c⊕c) = ∀(c⊕c)∨b = (∀c⊕∀c)∨(b⊕b) =
(∀c⊕ b) ∨ (∀c⊕ b) = ∀bc⊕ ∀bc, de donde se tiene (MMV12).

Hemos probado que 〈[b);�,¬b,∀b, 1〉 es una MMV-álgebra.
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Consideremos la subálgebra Sk,Pn,ω . Sea P = {P1, P2, . . . , Ps} la partición asociada,
donde Pi = {bi1 , . . . , bipi}. Sea bi = bi1 ∧ · · · ∧ bipi , un antiátomo de la subálgebra. Del

Lema 2.7.13 sabemos que 〈[bi)∩ Sk,Pn,ω ;∀bi〉 es una MMV-álgebra, que además, es isomorfa
a Spi,1n,ω . Luego, la identidad

(α
∀bi
pi ) ∀bi

(
pi+1∨
i=1

∧
X−i

)
→

pi+1∨
j=1

∀bixj ≈ 1,

donde X = {x1, . . . , xpi+1} y X−i = X − {xi}, se satisface en 〈[bi) ∩ Sk,Pn,ω ;∀b〉.
Lema 2.7.14. Si s > 1, P = {P1, . . . , Ps} una partición de {1, . . . , k} y (fk,Pn ) la
identidad [(

(
s∧
i=1

2xn+1
i )↔ 0

)
∧
(∧
i 6=j

((2xn+1
i ∨ 2xn+1

j )↔ 1)

)
∧(

s∨
i=1

(∀2xn+1
i ↔ 0)

)
∧
(

s∧
i=1

(∃2xn+1
i ↔ 1)

)]

→

 ∨
{q1,...,qs}∈P({p1,...,ps})

(
s∧
i=1

α
∀2xn+1

i
qj (zi1, . . . , z

i
qj+1

)

) ≈ 1,

donde el cardinal de cada subconjunto Pi perteneciente a la partición P se nota con pi,
P({p1, . . . , ps}) es el conjunto de permutaciones del conjunto {1, . . . , s} y donde se nota

con α
∀2xn+1

i
qj (zi1, . . . , z

i
qj+1

) a

∀2xn+1
i

(
qj+1∨
r=1

∧
Z−r

)
→

qj+1∨
j=1

∀2xn+1
i
zij,

donde Z = {zi1, . . . , ziqj+1} y Z−r = Z − {zir}. Entonces (fk,Pn ) se satisface en Sk,Pn,ω .

Demostración. Sean a1, . . . , as elementos de Sk,Pn,ω . Observemos que[(
(
s∧
i=1

2an+1
i )↔ 0

)
∧
(∧
i 6=j

((2an+1
i ∨ 2an+1

j )↔ 1)

)
∧(

s∨
i=1

(∀2an+1
i ↔ 0)

)
∧
(

s∧
i=1

(∃2an+1
i ↔ 1)

)]
= 1

si y sólo si el conjunto {2an+1
1 , . . . , 2an+1

s } es el conjunto de antiátomos de B(Sk,Pn,ω).
Además, si el conjunto anterior no coincide con el conjunto de antiátomos, entonces[(

(
s∧
i=1

2an+1
i )↔ 0

)
∧
(∧
i 6=j

((2an+1
i ∨ 2an+1

j )↔ 1)

)
∧(

s∨
i=1

(∀2an+1
i ↔ 0)

)
∧
(

s∧
i=1

(∃2an+1
i ↔ 1)

)]
= 0.
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Por otro lado, sabemos que existe una permutación {q1, . . . , qs} del conjunto {1, . . . , s} tal
que {2an+1

q1
, . . . , 2an+1

qs } es el conjunto de antiátomos asociados a P. Vimos anteriormente

que 〈[2an+1
qj

) ∩ Sk,Pn,ω ;∀2an+1
qj
〉 satisface la identidad α

∀2an+1
qj

qj ≈ 1, para todo j, 1 ≤ j ≤ s.

Luego,
∧s
i=1 α

∀2an+1
qi

qj (zi1, . . . , z
i
qj+1

) = 1 y en consecuencia

∨
{q1,...,qs}∈P({p1,...,ps})

(
s∧
i=1

α
∀2an+1

qi
qj (zi1, . . . , z

i
qj+1

)

)
= 1.

Por lo tanto, la identidad se satisface en Sk,Pn,ω .

Lema 2.7.15. Toda subálgebra de Skn,ω que satisface la identidad (fk,Pn ) y que posee |P|
antiátomos es isomorfa a una subálgebra de Sk,Pn,ω .

El siguiente teorema es consecuencia de los teoremas 5.8 y 5.10 de Gispert (1998).

Teorema 2.7.16. (Gispert, 1998) Si V es una MV-cadena de rango n, entonces V ∈
I S PUMV(Sn,ω).

Proposición 2.7.17. Si V es una MV-cadena de rango n entonces Vk ∈ I S PU(Skn,ω),
para todo entero positivo k.

Demostración. Sea k un número entero positivo, y V una MV-cadena de rango n. Luego,
existe una MV-álgebra W tal que V es isomorfa a W y W ∈ S PUMV(Sn,ω). Luego,
existen un conjunto de ı́ndices I, un ultrafiltro U de Su(I) y un MV-homomorfismo
inyectivo h : W→∏

i∈I Sn,ω/U . Notemos que
∏

i∈I Sn,ω/U es totalmente ordenada, ya
que la propiedad de ser totalmente ordenada es una propiedad de primer orden, y en
consecuencia, se preserva por ultraproductos. Luego, de la Proposición 2.1.13, sabemos

que 〈
(∏

i∈I Sn,ω/U
)k

;∀∧〉 es una MMV-álgebra, donde ∀∧
〈
〈a1
i 〉i∈I/U, . . . , 〈aki 〉i∈I/U

〉
se

define mediante la k-upla constante 〈c, . . . , c〉 donde c =
∧k
j=1〈aji 〉i∈I/U .

El MV-homomorfismo inyectivo h : W→∏
i∈I Sn,ω/U , induce de manera natural un

MMV-homomorfismo inyectivo h̄ : 〈W k;∀∧〉 → 〈
(∏

i∈I Sn,ω/U
)k

;∀∧〉 definido mediante
h̄(〈w1, . . . , wk〉) = 〈h(w1), . . . , h(wk)〉. Notemos que 〈W k;∀∧〉 es una MMV-álgebra donde
∀∧ está definido como la k-upla constante en la cual cada componente es el ı́nfimo de las
componentes.

Veamos que 〈
(∏

i∈I Sn,ω/U
)k

;∀∧〉 es isomorfa a 〈∏i∈I Skn,ω/U ;∀〉. Definimos

φ :

(∏
i∈I

Sn,ω/U

)k

→ 〈
∏
i∈I

Skn,ω/U ;∀〉

de la siguiente manera

φ
(〈
〈a1
i 〉i∈I/U, . . . , 〈aki 〉i∈I/U

〉)
= 〈a1

i , . . . , a
k
i 〉i∈I/U.
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2. MV-álgebras monádicas

Es claro que φ es un MV-homomorfismo y que es sobreyectivo. Veamos que φ es un
MMV-homomorfismo y que es inyectivo. En efecto,

∀∧〈〈a1
i 〉i∈I/U, . . . , 〈aki 〉i∈I/U〉 = 〈

k∧
j=1

(〈aji 〉i∈I/U), . . . ,
k∧
j=1

(〈aji 〉i∈I/U)〉

= 〈〈
k∧
j=1

aji 〉i∈I/U, . . . , 〈
k∧
j=1

aji 〉i∈I/U〉 = 〈〈ci〉i∈I/U, . . . , 〈ci〉i∈I/U〉,

donde ci =
∧k
j=1 a

j
i . Entonces

φ〈〈ci〉i∈I/U, . . . , 〈ci〉i∈I/U〉 = 〈ci, . . . , ci〉i∈I/U =
(
∀∧〈a1

i , . . . , a
k
i 〉
)
i∈I /U

= ∀
(
〈a1
i , . . . , a

k
i 〉i∈I/U

)
= ∀

(
φ
(〈
〈a1
i 〉i∈I/U, . . . , 〈aki 〉i∈I/U

〉))
.

Demostremos ahora la inyectividad. Supongamos que 〈a1
i , . . . , a

k
i 〉i∈I/U = 〈1, . . . , 1〉i∈I/U .

Esto es equivalente a que {i ∈ I : 〈a1
i , . . . , a

k
i 〉 = 〈1, . . . , 1〉} ∈ U . Entonces, {i ∈ I : a1

i =
· · · = aki = 1} ∈ U . Como para todo j, {i ∈ I : a1

i = · · · = aki = 1} ⊆ {i ∈ I : aji = 1},
tenemos que {i ∈ I : aji = 1} ∈ U . Luego 〈aji 〉i∈I/U = 〈1〉i∈I/U , para todo j. En
consecuencia φ es inyectiva.

Por lo tanto, Vk ∈ I S PU(Skn,ω).

Como consecuencia inmediata de la Proposición 2.7.17 y la Proposición 2.6.9, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.7.18. Si A ∈MMV es subdirectamente irreducible tal que width A = k y
∀A es una MV-cadena de rango n, entonces A ∈ I S PU(Skn,ω).

Lema 2.7.19. Si A ∈ I S PU(B) y A satisface una identidad del tipo τ(x1, . . . , xn) ≈ 1,
entonces existe S tal que A ∈ I S PU(S) tal que S es una subálgebra de B y S satisface
τ ≈ 1.

Demostración. Sea A ∈ I S PU(B). Luego, A es isomorfa a un subálgebra del ultraproduc-
to
∏

i∈I B/U . Para simplificar la notación identificaremos A con dicha subálgebra. Sean ā1,
. . . , ān elementos cualesquiera de A. Entonces a1(i), . . . , an(i) ∈ B. De τ(ā1, . . . , ān) ≈ 1̄,
entonces |[τ(a1, . . . , an) = 1]| = {i ∈ I : τ(a1(i), . . . , an(i)) = 1} ∈ U . Sean yj los

elementos definidos de la siguiente manera yj(i) =

{
aj(i) si i ∈ U

1 si i /∈ U . Luego, ȳj = āj.

Entonces A es isomorfa a una subálgebra de un ultraproducto
∏

i∈I S/U donde S es una
subálgebra de B que satisface la identidad τ ≈ 1.

Corolario 2.7.20. Sea A un álgebra subdirectamente irreducible de rango n, de ancho
k, y que satisface la identidad (fk,Pn ), entonces A ∈ I S PU(Sk,Pn,ω ). En particular, V(A) ⊆
V(Sk,Pn,ω ).

Proposición 2.7.21. Sea A una MMV-álgebra de ancho k tal que ∀A es una MV-cadena
no simple de rango n y tal que B(A) posee s antiátomos. Entonces existe una partición
P = {P1, . . . , Ps} tal que A satisface la identidad (fk,Pn ) y V(Sk,Pn,ω ) ⊆ V(A).

82



2.7. Subvariedades de ancho k

Como corolario, obtenemos los siguientes teoremas.

Teorema 2.7.22. Si n = 1 o n = 2, entonces las identidades (βn), (αk) y (ρn), caracte-
rizan a la subvariedad generada por Sk,1n,ω. Si n > 3, entonces las identidades (βn), (αk),
(ρn) y

(γnp)
(
pxp−1

)n+1 ≈ (n+ 1)xp,

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n, caracterizan a la subvariedad
generada por Sk,1n,ω.

Teorema 2.7.23. Sea s > 1. Si n = 1 o n = 2, entonces las identidades (fk,Pn ), (αk) y
(ρn), caracterizan a la subvariedad generada por Sk,Pn,ω , siendo P = {P1, . . . , Ps}. Si n > 3,
entonces las identidades (fk,Pn ), (αk), (ρn) y

(γnp)
(
pxp−1

)n+1 ≈ (n+ 1)xp,

para todo natural 1 < p < n tal que p no divide a n, caracterizan a la subvariedad
generada por Sk,Pn,ω .

Veremos ahora la relación de inclusión que existe entre las subvariedades propias de la
variedad generada por Skn,ω.

Sean P = {P1, . . . , Ps} y P′ = {P ′1, . . . , P ′s′} dos particiones del conjunto {1, . . . , k}, y
consideremos las subálgebras S1 = Sk,Pn,ω y S2 = Sk,P

′
n,ω de Skn,ω asociadas a cada una de las

particiones. Si S1 es una subálgebra de S2 entonces P es más gruesa que P′ y B(S1) es
una subálgebra de B(S2). Rećıprocamente, supongamos que B(S1) es una subálgebra de
B(S2). Entonces, la partición P′ asociada a B(S2) es una subpartición de la partición
P asociada a B(S1). Esto es, todo elemento de P es unión de elementos de P′ (P′ es
un refinamiento de P). Sea a ∈ Sk,Pn,ω , y queremos ver que a ∈ Sk,P′n,ω . Sean i, j ∈ P ′t ∈ P′.
Como P′ es más fina que P entonces existe Ph ∈ P tal que P ′t ⊆ Ph. Entonces a satisface
que a(i)/Rad(Sn,ω) = a(j)/Rad(Sn,ω). Esto es, a ∈ Sk,P′n,ω . Entonces el siguiente lema es
inmediato.

Lema 2.7.24. Sean P = {P1, . . . , Ps} y P′ = {P ′1, . . . , P ′s′} dos particiones del conjunto
{1, . . . , k}, y consideremos las subálgebras Sk,Pn,ω y Sk,P

′
n,ω de Skn,ω asociadas a cada una de

las particiones. Entonces Sk,Pn,ω es una subálgebra de Sk,P
′

n,ω si y sólo si P′ es más fina que
P.

Observemos que si P′ es más fina que P entonces B(Sk,Pn,ω ) es una subálgebra de Boole

monádica de B(Sk,P
′

n,ω ).

Como consecuencia inmediata del Lema 2.7.24 obtenemos la siguiente ordenación de
las subvariedades.

Corolario 2.7.25. Sean P = {P1, . . . , Ps} y P′ = {P ′1, . . . , P ′s′} dos particiones del
conjunto {1, . . . , k}. Entonces, V(Sk,Pn,ω ) ⊆ V(Sk,P

′
n,ω ) si y sólo si P′ es más fina que P.
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2. MV-álgebras monádicas

Dadas dos particiones P′ = {P ′1, . . . , P ′s} y P = {P1, . . . , Pr} de {1, . . . , k′} y {1, . . . , k}
respectivamente, diremos que P es menor o igual que P′, y notamos P ≤ P′, si existe un
subconjunto de P′ que es un refinamiento de P. Por ejemplo, si P y P′ son particiones
de un mismo conjunto, entonces si P′ es más fina que P, entonces P ≤ P′.

Sabemos que Sm y Sm,ω son subálgebras de Sn,ω si y sólo si m divide a n. En conse-
cuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.7.26. (1) V(St,Pm,ω) ⊆ V(Sk,P
′

n,ω ) si y sólo si m divide a n, t ≤ k, y P ≤ P′.

(2) V(Stm) ⊆ V(Sk,Pn,ω ) si y sólo si m divide a n y t ≤ |P|.

Vimos en el Lema 2.6.1 que una clase {Ski : i ∈ I} genera V([0,1]k) si y sólo si I es un
conjunto infinito.

Lema 2.7.27. Sea {Sk,Ps
n,ω : n ∈ N} un conjunto infinito de álgebras tal que el cardinal

de cada una de las particiones Ps es s. Entonces, V({Sk,Ps
n,ω : n ∈ N}) = V([0,1]s).

Demostración. Notemos que Ssn,ω es subálgebra de Sk,Ps
n,ω y V(Sk,Ps

n,ω ) ⊆ V([0,1]s), ya que
Sk,Ps
n,ω satisface la identidad (αs). Luego,

V({Ssn : n ∈ N}) ⊆ V({Sk,Ps
n,ω : n ∈ N}) ⊆ V([0,1]s).

Pero, del Lema 2.6.1, sabemos que V({Ssn : n ∈ N}) = V([0,1]s), de donde se tiene el
lema.

2.7.3. Bases ecuacionales

En lo que sigue, {m1, . . . ,mr} es un subconjunto finito de N. Si r = 0 entonces
{m1, . . . ,mr} = ∅. Similarmente para el conjunto {s1, . . . , sp}.

Teorema 2.7.28. Si V es una subvariedad no trivial de MMV-álgebras tal que V ⊆
V([0,1]k), entonces V tiene alguna de las siguientes tres formas:

(F1) V = V(St1m1
, . . . ,Strmr

), r ≥ 1, y ti ≤ k, para todo i,

(F2) V = V(St1m1
, . . . ,Strmr

,Ss1,P1
n1,ω

, . . . ,S
sp,Pp
ns,ω ), r ≥ 0, s ≥ 1, ti ≤ k y si ≤ k, para todo i,

(F3) V = V(St1m1
, . . . ,Strmr

,Ss1,P1
n1,ω

, . . . ,S
sp,Pp
ns,ω , [0,1]k1), r ≥ 0, s ≥ 0, ti ≤ k y si ≤ k, para

todo i, y además k1 ≤ k.

Demostración. Si V = V([0,1]k), entonces V es de la forma (F3) y no hay nada que probar.
Sea V ( V([0,1]k). Supongamos en primer lugar que para algún t ≤ k, tenemos que
V([0,1]t) ⊆ V . Luego, existe k1 = máx{r : V([0,1]r) ⊆ V}. Si V = V([0,1]k1) entonces V
es de la forma (F3). Supongamos que V([0,1]k1) ( V . Sean I = {m : Stm ∈ V \V([0,1]k1)},
y J = {n : St,Pn,ω ∈ V \V([0,1]k1)}. Si I ∪ J = ∅ entones V = V([0,1]k1) y este caso ya lo
consideramos. Luego, I ∪ J 6= ∅. Del Lema 2.6.1 y del Lema 2.7.27, se tiene que tanto I
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2.7. Subvariedades de ancho k

como J son subconjuntos finitos de N. Si no lo fueran, k1 no es un elemento maximal
dentro del conjunto {r : V([0,1]r) ⊆ V}. Sea W la subvariedad de V generada por

{[0,1]k1} ∪ {Stm : m ∈ I} ∪ {St,Pn,ω : n ∈ J}.

Queremos probar queW = V . Para ello, consideremos A ∈ si(V). En particular, sabemos
que A es de ancho menor o igual que k.

Supongamos que A es un álgebra finita. Luego, de la Proposición 2.1.34, sabemos que
A ∼= Stm y como pertenece a V resulta que t ≤ k1, o, m ∈ I. Luego, V(A) = V(Stm) ⊆ W .

Si A no es finita y rank(∀A) = n, entonces A ∈ V(St,Pn,ω), para alguna partición P
siendo t ≤ k1, o, n ∈ J . Luego, V(A) ⊆ W .

Por último si rank(∀A) = ω y A es de ancho t, entonces V(A) = V([0,1]t) con t ≤ k1.
Luego, V(A) ⊆ W .

Si V([0,1]t) no está contenida en V, para ningún t, tomando los conjuntos I = {m :
Stm ∈ V} y J = {m : St,Pn,ω ∈ V}, y razonando de manera análoga al caso considerado
anteriormente, se tiene que V es de la forma (F1) o (F2).

Recordemos que todas las variedades de MMV-álgebras poseen la propiedad de dis-
tributividad de congruencias. Luego, si A,B1, . . . ,Bl son subdirectamente irreducibles
pertenecientes al conjunto {[0,1]k : k ∈ N}∪{Stm : m, t ∈ N}∪{St,Pn,ω : n, t ∈ N}, entonces
por los teoremas de Jónsson sabemos que A ∈ V(B1, . . . ,Bl) = V(B1) ∨ · · · ∨ V(Bl) si y
sólo si A ∈ V(Bi) para algún i. Teniendo en cuenta esto y el Teorema 2.7.28, tenemos
que si V es una subvariedad no trivial contenida en V([0,1]k), entonces V tiene alguna
de las siguientes formas

(F1) V =
∨r
i=1 V(Stimi

), donde ti ≤ k, para todo i,

(F2) V =
∨r
i=0 V(Stimi

) ∨∨s
i=1 V(Ssi,Pi

ni,ω
), donde ti ≤ k y si ≤ k, para todo i,

(F3) V =
∨r
i=0 V(Stimi

) ∨∨s
i=1 V(Ssi,Pi

ni,ω
) ∨ V([0,1]k1), donde ti ≤ k y si ≤ k, para todo i,

y k1 ≤ k.

Resumimos las propiedades de inclusión entre las subvariedades de las MMV-álgebras
de ancho menor o igual que k, en la siguiente proposición.

Proposición 2.7.29. Sea V ⊆ V([0,1]k). Entonces:

(1) V([0,1]t) ⊆ V si y sólo si V es de la forma (F3) y t ≤ k1,

(2) V(St,P
′

n,ω ) ⊆ V si y sólo si alguna de la siguientes condiciones se satisface:

(2a) V es de la forma (F2), n divide a algún ni ∈ {n1, . . . , np}, t ≤ si y P′ ≤ Pi,

(2b) V es de la forma (F3) y t ≤ k1, o, n divide a algún ni ∈ {n1, . . . , np}, t ≤ si y
P′ ≤ Pi.

(3) V(Stm) ⊆ V si y sólo alguna de las tres condiciones siguientes se satisface:

(3a) m|mi para algún mi ∈ {m1, . . . ,mr} y t ≤ ti,
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2. MV-álgebras monádicas

(3b) m|si para algún si ∈ {s1, . . . , sp} y t ≤ si,

(3c) t ≤ k1.

Ya tenemos bases ecuacionales para cada una de las subvariedades en el conjunto
{V(Stm) : t ≤ k} ∪ {V(St,Pn,ω) : t ≤ k} ∪ {V([0,1]t) : t ≤ k}. Vamos a dar ahora las
identidades que caracterizan a una subvariedad propia de la subvariedad generada por
[0,1]k.

Observemos en primer lugar que toda identidad τ1 ≈ τ2 es equivalente a la identidad
(τ1 → τ2) ∧ (τ2 → τ1) ≈ 1. Además, η1(x11, . . . , x1n1) ≈ 1, . . . , ηr(xr1, . . . , xrnr) ≈ 1
caracterizan a una variedad V si y sólo si η1(x11, . . . , x1n1) ∧ · · · ∧ ηr(xr1, . . . , xrnr) ≈ 1
se satisface en V. Luego, toda subvariedad V ∈ {V(Stm) : t ≤ k} ∪ {V(St,Pn,ω) : t ≤
k} ∪ {V([0,1]t) : t ≤ k} está caracterizada por una sola identidad λV(x1, . . . , xn) ≈ 1.

Teorema 2.7.30. Si V =
∨s
i=1 Vi, donde Vi ∈ {V(Stm) : t ≤ k} ∪ {V(St,Pn,ω) : t ≤

k} ∪ {V([0,1]t) : t ≤ k}, entonces la identidad que caracteriza a V es

λV(x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , xs1, . . . , xsns) =
s∨
i=1

∀ (λVi(xi1, . . . , xini
)) ≈ 1,

donde λVi(xi1, . . . , xini
) ≈ 1 caracteriza a la variedad Vi, para cada i = 1, . . . , s.

Demostración. Sea A un álgebra subdirectamente irreducible. Supongamos que A ∈
si(V). Sabemos que A ∈ si(Vi) para algún i = 1, . . . , s. Entonces, λVi(xi1, . . . , xini

) ≈ 1 se
satisface en A y por lo tanto ∀ (λVi(xi1, . . . , xini

)) ≈ 1 también se satisface en A. Luego,
A |= ∨s

i=1 ∀ (λVi(xi1, . . . , xini
)) ≈ 1. Supongamos ahora que A /∈ si(V). Luego, para todo

i = 1, . . . , s, se tiene que A /∈ si(Vi). Elegimos para cada i elementos ai1, . . . , aini
∈ A tales

que λVi(ai1, . . . , aini
) < 1. Luego, ∀ (λVi(ai1, . . . , aini

)) < 1, para todo i. Como ∀A es una
cadena, existe t ∈ {1, . . . , s} tal que

∨s
i=1 ∀ (λVi(ai1, . . . , aini

)) = ∀ (λVt(ai1, . . . , aini
)) < 1.

Por lo tanto,
∨s
i=1 ∀ (λVi(xi1, . . . , xini

)) ≈ 1 no se satisface en A.

2.8. Subvariedades generadas por álgebras de ancho
infinito

En esta sección probamos que si VX es una MMV-álgebra funcional donde el cardinal
de X es infinito entonces V(VX) = V({Vk : k entero positivo}). Como consecuencia,
indicamos para las subvariedades Kn y MMVn un conjunto finito de álgebras de ancho
infinito que las generan. Los resultados de esta sección serán necesarios en el caṕıtulo 5.

Recordemos que en toda MV-álgebra se satisface que

1.
∨
x∈X(ax ⊕ a) =

(∨
x∈X ax

)
⊕ a

2. ¬
(∧

x∈X ax
)

=
∨
x∈X ¬ax,
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si los supremos, y/o ı́nfimos, existen.
Consideremos una MMV-álgebra funcional VX , siendo X un conjunto de cardinal

infinito y V una MV-álgebra totalmente ordenada. Recordemos que en VX se satisface
que

1. si a ∈ V X , entonces existen los elementos sup{ax : x ∈ X} e ı́nf{ax : x ∈ X} en V ,

2. si a ∈ V X entonces las funciones ∃∨(a) y ∀∧(a) pertenecen a V X .

Luego, para cada (ax)x∈X ∈ V X entonces existe
∨
x∈X ¬ax y

∨
x∈X

(
¬ax ⊕

(∧
x∈X

ax

))
=

(∨
x∈X

¬ax
)
⊕
(∧
x∈X

ax

)
= ¬

(∧
x∈X

ax

)
⊕
(∧
x∈X

ax

)
= 1.

Teorema 2.8.1. Si VX es una MMV-álgebra funcional entonces

VMMV(VX) ⊆ VMMV
(
{Vk : k entero positivo}

)
.

Demostración. Vamos a considerar la MMV-álgebra cuyo universo es el producto infinito
de MMV-álgebras 〈VY ;∀∧〉 indexado por el conjunto

I = {Y ∈ Su(X) : |Y | es finito } .

Sea

i : VX −→
∏
Y ∈I

VY

el MV-homomorfismo definido mediante

(i(a))Y = (i ((ax)x∈X))Y = 〈ay1 , . . . , ayn〉,

donde Y = {y1, . . . , yn}.
Sea z =

∧
x∈X ax. Sabemos que ∀∧(a) ∈ V X es la “sucesión” constante (z), es decir, es

la sucesión tal que todos sus elementos son iguales al supremo de todos los elementos
{ax : x ∈ X}.

La MMV-álgebra
∏

Y ∈I VY tiene la operación ∀ definida componente a componente.
En particular, para todo a ∈ V X , se tiene que

(∀(i(a)))Y = 〈
n∧
j=1

ayj , . . . ,
n∧
j=1

ayj〉,

es una |Y |-upla constante.
Consideremos ahora el filtro monádico F generado en

∏
Y ∈I VY por todos los elementos

de la forma

∀(i(a))→ i(∀∧(a)),
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para todo a ∈ V X . Y sea, ī el MMV-homomorfismo

ī : VX −→
(∏
Y ∈I

VY

)
/F.

Veamos que ī es inyectivo. En efecto, si i(b) ∈ F entonces para todo Y ∈ I, se tiene que

(i(b))Y ≥ [∀(i(a))→ i(∀∧(a))]Y ,

para algún a ∈ V X . Esto es, si notamos z =
∧
x∈X ax entonces

〈by1 , . . . , byn〉 ≥ 〈
n∧
j=1

ayj , . . . ,
n∧
j=1

ayj〉 → 〈z, . . . , z〉.

Para todo j ∈ {1, . . . , n}, se tiene que

byj ≥
(

n∧
j=1

ayj

)
→ z =

n∨
j=1

(
ayj → z

)
.

Pero además, si Y ′ ⊇ Y entonces byj es uno de los elementos seleccionados para conformar
la |Y ′|-upla y se tiene que

byj ≥
n′∨
j=1

(
ayj → z

)
,

siendo n′ = |Y ′|.
Entonces de las observaciones anteriores a la proposición tenemos que

byj ≥
∨
x∈X

(ax→ z) = 1,

para todo Y ∈ I. Luego, bx = 1 para todo x ∈ X.

Del Teorema 2.8.1 y teniendo en cuenta que si X es infinito entonces Vk es subálgebra
de VX , para todo entero positivo k, resulta el siguiente corolario.

Corolario 2.8.2. Sea X un conjunto infinito. Entonces V
(
VX
)

= V
(
{Vk : k ∈ N}

)
.

En particular, V(SN
n) = V

(
{Skn : k ∈ N}

)
.

Consideremos la variedad de MMV-álgebras Kn determinada por la identidad (δn) xn ≈
xn+1.

Corolario 2.8.3. Para todo n entero positivo, Kn = V({SN
1 ,S

N
2 , . . . ,S

N
n}).

Demostración. Sea m un entero positivo tal que m ≤ n. Entonces SN
m satisface (δn).

Luego, V({SN
1 ,S

N
2 , . . . ,S

N
n}) ⊆ Kn. Vimos en el Corolario 2.2.6 que

Kn = V(
{
Skm : k ∈ N, 1 ≤ m ≤ n

}
).

Como Skm es subálgebra de SN
m, para todo entero positivo k, entonces

Kn = V(
{
Skm : k ∈ N, 1 ≤ m ≤ n

}
) ⊆ V({SN

1 ,S
N
2 , . . . ,S

N
n}).

Por lo tanto, Kn = V({SN
1 ,S

N
2 , . . . ,S

N
n}).
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2.8. Subvariedades generadas por álgebras de ancho infinito

Consideremos las siguientes subvariedades de Kn. Para cada n ≥ 3, sea MMVn la
subvariedad caracterizada por las identidades

(δn) xn ≈ xn+1

y
(γnp) (n+ 1) ((p− 1)xp) ≈ (px)n+1

para todo entero p = 2, . . . , n − 1 tal que p no divide a n (Di Nola y Grigolia (2004)).
Definimos MMV1 = K1, definida por (δ1), y MMV2 = K2, definida por (δ2). Si
A ∈MMVn es subdirectamente irreducible entonces A es isomorfa a una subálgebra de
〈SXn ;∀∧〉, para cierto conjunto no vaćıo X (Rutledge (1959), Lattanzi y Petrovich (2008)).
Teniendo en cuenta esto y el Corolario 2.8.2, resulta inmediato el siguiente lema.

Lema 2.8.4. Para todo n entero positivo, la subvariedad MMVn = V({Skn : k ≥ 1}) =
V(SN

n).

Como consecuencia de que SN
n es subálgebra de SN

m si y sólo si n|m, y el Lema 2.8.4
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.8.5. Sean n y m enteros positivos. Entonces, MMVn ⊆MMVm si y sólo
si n|m.
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3. `-grupos monádicos

En este caṕıtulo definimos el concepto de `-grupo monádico. El resultado principal
consiste en una equivalencia entre la categoŕıa de los `-grupos monádicos y la categoŕıa de
las MV-álgebras monádicas. La equivalencia obtenida extiende la equivalencia determinada
por el funtor Γ de Mundici para las MV-álgebras.

También estudiamos las congruencias de un `-grupo monádico y las caracterizamos por
medio de ciertos `-ideales que llamamos `-ideales monádicos. Probamos que el reticulado
de `-ideales monádicos de un `-grupo monádico G es isomorfo al reticulado de `-ideales
de ∃G. Demostramos además que todo `-grupo monádico es producto subdirecto de una
familia de `-grupos monádicos {Gi : i ∈ I} donde ∃Gi es una cadena para todo i ∈ I.

Demostramos también algunas aplicaciones de la equivalencia entre la categoŕıa de los
`-grupos monádicos y la categoŕıa de las MMV-álgebras. Entre ellas, demostramos que si
G es un `-grupo monádico con unidad fuerte de orden u, y consideramos la MV-álgebra
monádica cuyo universo es el segmento [0, u] entonces existe un isomorfismo de orden
entre el conjunto de los ideales monádicos del álgebra y el conjunto de los `-ideales
monádicos de G, ambos ordenados por inclusión.

Este caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. En la sección §3.1 incluimos las
definiciones y resultados básicos sobre MV-álgebras y `-grupos, que serán necesarios en
el resto del caṕıtulo. Los mismos son incluidos en la tesis por razones de autocontenido.
El lector podrá ver detalles en el libro Cignoli et. al. (2000). En la sección §3.2 definimos
cuantificadores sobre el monoide reticulado de las sucesiones buenas de una MV-álgebra,
y probamos propiedades de los mismos que serán necesarias para definir cuantificadores
en el `-grupo de Chang. En la sección §3.3 introducimos la noción de `-grupo monádico y
construimos el `-grupo de Chang monádico. Definimos el funtor Γ∃ de la categoŕıa de los
`-grupos monádicos a la categoŕıa de las MMV-álgebras. El objetivo de la sección §3.4 es
definir el funtor Ξ∃ de la categoŕıa de las MMV-álgebras a la categoŕıa de los `-grupos
monádicos con unidad fuerte de orden, y demostrar la equivalencia natural entre las
categoŕıas. Finalmente, damos algunos aplicaciones de esta equivalencia en la sección
§3.5.

3.1. Preliminares

Un grupo abeliano parcialmente ordenado es un grupo abeliano G = 〈G; +,−, 0〉
enriquecido con una relación de orden parcial ≤ que es invariante por traslación. Esto es,
para todo a, b, t ∈ G, si a ≤ b entonces a+ t ≤ b+ t.

En este trabajo todos los grupos en consideración son abelianos. Luego, por grupo
entendemos grupo abeliano. El cono positivo G+ de G es el conjunto {x ∈ G : 0 ≤ x}.
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3. `-grupos monádicos

Es claro que si el orden del grupo es total entonces G = G+ ∪ −G+.
Cuando el orden de G determina una estructura de reticulado, G se dice un `-grupo.

En todo `-grupo G se verifica que

t+ (a ∨ b) = (t+ a) ∨ (t+ b),

t+ (a ∧ b) = (t+ a) ∧ (t+ b),

t− (a ∨ b) = (t− a) ∧ (t− b),
t− (a ∧ b) = (t− a) ∨ (t− b)

para todo a, b, t ∈ G.
Para todo elemento a perteneciente a un `-grupo G, definimos la parte positiva a+, la

parte negativa a− y el valor absoluto |a| respectivamente por

a+ = a ∨ 0,

a− = −a ∨ 0,

|a| = a+ + a− = a ∨ −a.
Un elemento u de un `-grupo G se dice una unidad fuerte de orden si es un elemento

arquimedeano. Esto es, si 0 ≤ u y si se verifica que para todo x ∈ G, existe un entero
n ≥ 0 tal que |x| ≤ nu. Notamos a un `-grupo G con unidad fuerte de orden u con 〈G, u〉.
Sin embargo, en los casos donde no haya ambigüedad de la unidad fuerte del grupo, lo
notamos simplemente con G.

Llamamos `-subgrupo a todo subgrupo subreticulado de un `-grupo.
Decimos que un `-subgrupo K de un `-grupo G es convexo si para todo h, k ∈ K y

g ∈ G tal que h < g < k, se tiene que g ∈ K.
Un `-ideal de un `-grupo G es un `-subgrupo convexo J de G. (Recordar que todos los

`-grupos en consideración son abelianos). Es conocido que J es un `-ideal de un `-grupo
G si y sólo si J es un subgrupo de G que satisface la siguiente condición:

si x ∈ J y |y| ≤ |x| entonces y ∈ J .

Sean G y H dos `-grupos. Decimos que f : G→ H es un `-homomorfismo si f es un
homomorfismo de grupos y de reticulados. Si G y H tienen unidad fuerte de orden u y v
respectivamente, decimos que f es un `-homomorfismo unitario si f(u) = v. El siguiente
teorema es un resultado básico de la teoŕıa de `-grupos (ver por ejemplo Glass y Holland
(1989)).

Teorema 3.1.1. Sea f : G→ H un `-homomorfismo. Entonces,

1. Ker(f) = f−1 ({0}) es un `-ideal de G,

2. si J es un `-ideal de G, entonces G/J es un `-grupo, y por lo tanto el epimorfismo
natural πJ : G→ G/J es un `-epimorfismo tal que Ker(πJ) = J , Más aún, si u es
una unidad fuerte de orden de G entonces πJ(u) es una unidad fuerte de G/J .
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3.1. Preliminares

3. G/Ker(f) es isomorfo al `-subgrupo f(G) de H.

Sea J un `-ideal de G y consideremos el `-grupo G/J . Notamos a la clase de equivalencia
de un elemento g ∈ G con J + g. Luego,

(J + g) + (J + h) = J + (g + h),

−(J + g) = J + (−g).

La relación de orden en G/J se define de la siguiente manera:

J + g ≥ J + h si y sólo si existe k ∈ J tal que k + g ≥ h.

Además, (J + g) ∨ (J + h) = J + (g ∨ h) y (J + g) ∧ (J + h) = J + (g ∧ h).
Un `-ideal J de G se dice primo si J es propio y el cociente G/J es totalmente

ordenado. El siguiente también es un resultado básico de la teoŕıa de `-grupos.

Proposición 3.1.2. Todo `-grupo G es producto subdirecto de `-grupos totalmente
ordenados.

Demostración. Sea a 6= 0 ∈ G. Consideremos la familia de todos los `-ideales de G que
no contienen al elemento a. Si J es maximal en esta familia, entonces J es primo. Luego,
la intersección de todos los `-ideales primos de G es {0} y consecuentemente G puede ser
inmerso en el producto de todos los cocientes G/J , con J primo. Luego, G es producto
subdirecto de `-grupos totalmente ordenados.

En lo que resta de esta sección, explicaremos brevemente la equivalencia natural entre
MV-álgebras y `-grupos con unidad fuerte de orden demostrada por Mundici (1986).
Para más detalles el lector puede consultar Mundici (1986), Cignoli y Mundici (1997) y
Cignoli et. al. (2000).

Sea G un `-grupo y u un elemento de G, u > 0 (no necesariamente una unidad fuerte
de orden). Consideremos [0, u] = {x ∈ G : 0 ≤ x ≤ u} y definimos para a, b ∈ [0, u] las
operaciones:

a⊕ b = u ∧ (a+ b),

¬a = u− a,
0 = 0G.

Entonces Γ(G, u) = 〈[0, u];⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra.
A diferencia del resto de la tesis, en este caṕıtulo trabajaremos con el concepto de ideales

en lugar de filtros. Recordemos que un ideal de una MV-álgebra A es un subconjunto I
de A que satisface las siguientes condiciones:

(I1) 0 ∈ I,

(I2) si x ∈ I, y ∈ A e y ≤ x entonces y ∈ I,

(I3) si x ∈ I e y ∈ I entonces x⊕ y ∈ I.
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3. `-grupos monádicos

Un ideal I de una MMV-álgebra se dice un ideal monádico si ∃x ∈ I, para todo x ∈ I.
Si h : 〈G, u〉 → 〈H, v〉 es un `-homomorfismo unitario entonces

Γ(h) : Γ(G, u)→ Γ(H, v)

definido por Γ(h) = h�[0,u] es un homomorfismo de MV-álgebras. Más aún, Γ es un
funtor de la categoŕıa de los `-grupos con unidad fuerte de orden a la categoŕıa de las
MV-álgebras.

Una sucesión ā = (a1, a2, . . . , an, . . . ) de elementos de una MV-álgebra A se dice buena
si para todo i = 1, 2, . . . se verifica que ai = ai ⊕ ai+1, y si existe n tal que ar = 0
para todo r > n. Notamos ā = (a1, a2, . . . , an, 0, . . . ) = (a1, a2, . . . , an). En particular,
(a, 0, . . . ) = (a).

Sea MA el conjunto de todas las sucesiones buenas definidas sobre una MV-álgebra
A. Entonces MA = 〈MA; +, (0),≤〉 es un monoide abeliano reticulado, donde la suma
c̄ = ā+ b̄ de dos sucesiones buenas ā y b̄ está definida por

ci = ai ⊕ (ai−1 � b1)⊕ (ai−2 � b2)⊕ · · · ⊕ (a1 � bi−1)⊕ bi,
para i = 1, 2, . . . , y donde b̄ ≤ ā si y sólo si existe una sucesión c̄ tal que b̄ + c̄ = ā.
Además, el orden definido en MA es invariante por traslación. Si ā y b̄ son dos sucesiones
buenas entonces la sucesión ā∨ b̄ = (a1 ∨ b1, . . . , an ∨ bn, . . . ) es el supremo de ā y b̄, y la
sucesión ā ∧ b̄ = (a1 ∧ b1, . . . , an ∧ bn, . . . ) es el ı́nfimo de ā y b̄.

Recordemos que si ā ≥ b̄ entonces

c̄ = ā− b̄
es la sucesión buena que se obtiene de omitir los primeros n términos de

(a1, . . . , an) + (¬bn, . . . ,¬b1).

Recordemos ahora la construcción del `-grupo de Chang GA. Consideremos la relación
de equivalencia definida sobre MA ×MA por

(ā, b̄) ≡ (c̄, d̄) si y sólo si ā+ d̄ = b̄+ c̄.

La clase de equivalencia del par (ā, b̄) será notada con [ā, b̄]. Sea GA = 〈GA; +,−, [(0), (0)]〉
donde GA es el conjunto de todas las clases de equivalencia, [ā, b̄] + [c̄, d̄] = [ā+ c̄, b̄+ d̄]
y −[ā, b̄] = [b̄, ā]. Resulta que GA es un grupo (abeliano) donde [(0), (0)] es el neutro
con respecto a +. Decimos que [c̄, d̄] domina a [ā, b̄], y escribimos [ā, b̄] 4 [c̄, d̄], si y sólo
si [c̄, d̄] − [ā, b̄] = [ē, (0)], para algún ē ∈ MA. Observemos que [ā, b̄] 4 [c̄, d̄] si y sólo si
ā+ d̄ ≤ c̄+ b̄. La relación 4 es invariante por traslación. Es más, GA es un `-grupo donde
para todo par [ā, b̄], [c̄, d̄] ∈ GA se verifica que

[ā, b̄] ∨ [c̄, d̄] = [(ā+ d̄) ∨ (c̄+ b̄), b̄+ d̄]

y
[ā, b̄] ∧ [c̄, d̄] = [(ā+ d̄) ∧ (c̄+ b̄), b̄+ d̄].

No es dif́ıcil ver que uA = [(1), (0)] es una unidad fuerte de GA. Además, la aplicación
MA → G+

A definida por ā 7→ [ā, (0)] es un isomorfismo de monoides y de reticulados.
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3.2. El monoide reticulado monádico MA

Teorema 3.1.3. (Mundici, 1986) La correspondencia αA : A→ Γ(GA, uA) definida por
αA(a) = [(a), (0)] es un isomorfismo de MV-álgebras.

Recordemos ahora la definición del funtor Ξ de la categoŕıa de las MV-álgebras a la
categoŕıa de los `-grupos. Dada una MV-álgebra A, consideremos el `-grupo de Chang
Ξ(A) = GA. Sea h : A→ B un MV-homomorfismo y

h∗ : MA →MB

definida por h∗((a1, a2, . . . , an, . . . )) = (h(a1), h(a2), . . . , h(an), . . . ). La aplicación h∗ es
un homomorfismo de monoide y de reticulado, esto es,

h∗(ā+ b̄) = h∗(ā) + h∗(b̄),

h∗(ā ∨ b̄) = h∗(ā) ∨ h∗(b̄),
h∗(ā ∧ b̄) = h∗(ā) ∧ h∗(b̄).

Sea Ξ(h) : GA → GB definida por Ξ(h)([ā, b̄]) = [h∗(ā), h∗(b̄)]. Entonces, Ξ(h) es un
`-homomorfismo unitario de `-grupos. Más aún, Ξ es un funtor de la categoŕıa MV a la
categoŕıa de `-grupos con unidad fuerte de orden.

Teorema 3.1.4. (Mundici, 1986)(Cignoli et. al., 2000) ΓΞ es naturalmente equivalente
al funtor identidad en la categoŕıa MV de las MV-álgebras, y ΞΓ es naturalmente
equivalente al funtor identidad de la categoŕıa de los `-grupos.

3.2. El monoide reticulado monádico MA

Sea A una MMV-álgebra y consideremos el monoide reticulado de las sucesiones buenas
MA. Como ∃A es también una MV-álgebra, podemos considerar el monoide reticulado
de las sucesiones buenas de elementos de ∃A, que notamos con M∃A. Es claro que M∃A
es un submonoide subreticulado de MA. En esta sección definimos ∃M : MA → MA y
∀M : MA →MA tales que ∃M(MA) = M∃A y ∀M(MA) = M∃A.

Lema 3.2.1. Sea A una MMV-álgebra subdirectamente irreducible. Si ā = (a1, a2, . . . , an)
es una sucesión buena en A, entonces (∃a1,∃a2, . . . ,∃an) es una sucesión buena de ∃A.

Demostración. Queremos ver que ∃ai ⊕ ∃ai+1 = ∃ai. Como ∃A es una MV-álgebra
totalmente ordenada, demostrar la igualdad anterior es equivalente a demostrar que
∃ai = 1 o ∃ai+1 = 0. Supongamos que ∃ai < 1. Como ai ⊕ ai+1 = ai, resulta que
∃(ai ⊕ ai+1) < 1. Del Corolario 2.1.30 obtenemos que ai � ai+1 = 0. Además, ai � ai+1 =
¬(¬ai ⊕ ¬ai+1) = ¬¬ai+1 = ai+1. Luego, ai+1 = 0. Por lo tanto, ∃ai+1 = 0.

Análogamente a la demostración anterior, pero utilizando el Lema 2.1.29, se demuestra
el siguiente resultado.

Lema 3.2.2. Sea A una MMV-álgebra subdirectamente irreducible. Si ā = (a1, a2, . . . , an)
es una sucesión buena en A, entonces (∀a1,∀a2, . . . ,∀an) es una sucesión buena de ∀A.
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3. `-grupos monádicos

Lema 3.2.3. Sea A ∈MMV. Supongamos que A ⊆∏i∈I Ai es un producto subdirecto
de una familia {Ai} de MMV-álgebras. Para cada i ∈ I, sea πi el epimorfismo canónico.
Una sucesión ā = (a1, a2, . . . , an) de elementos de A es una sucesión buena en A si y
sólo si para cada i ∈ I, la sucesión

āi = (πi(a1), πi(a2), . . . , πi(an))

es una sucesión buena en Ai, y si existe n0 ≥ 0 tal que πi(an) = 0, para todo n > n0 y
para i ∈ I.

Demostración. Basta observar que aj = aj+1 ⊕ aj si y sólo si πi(aj) = πi(aj+1)⊕ πi(aj),
para todo i ∈ I.

Como consecuencia del Lema 3.2.3, del Lema 3.2.1 y del Lema 3.2.2, obtenemos en
forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 3.2.4. Sea A ∈MMV. Si ā = (a1, a2, . . . , an) ∈MA entonces las sucesiones
(∃a1,∃a2, . . . ,∃an) y (∀a1, ∀a2, . . . ,∀an) son sucesiones buenas de ∃A.

Los resultados previos nos permiten definir las siguientes aplicaciones. Sea ∃M : MA →
MA definida por

∃M(ā) = (∃a1,∃a2, . . . ,∃an)

y sea ∀M : MA →MA definida por

∀M(ā) = (∀a1,∀a2, . . . ,∀an).

Observemos que si ∃A es totalmente ordenada, las sucesiones buenas M∃A tienen la
forma

(1p,∃a),

para algún número entero no negativo p y algún a ∈ A.
En lo que resta de la sección demostraremos varias propiedades que satisfacen ∃M y
∀M , y que serán utilizadas más adelante.

Lema 3.2.5. Sea A ∈MMV. Para todo ā, b̄ ∈MA se verifican las siguientes propieda-
des:

(1) ā ≤ ∃M(ā), ∀M(ā) ≤ ā,

(2) ∃M(∃M(ā)) = ∃M(ā), ∀M(∀M(ā)) = ∀M(ā), ∃M(∀M(ā)) = ∀M(ā), ∀M(∃M(ā)) =
∃M(ā),

(3) ∃M(ā ∨ b̄) = ∃M ā ∨ ∃M b̄, ∀M(ā ∧ b̄) = ∀M ā ∧ ∀M b̄,

(4) si ā ≤ b̄ entonces ∃M(ā) ≤ ∃M(b̄),

(5) ∃M((0)) = (0), ∃M((1)) = (1), ∀M((0)) = (0), ∀M((1)) = (1),

(6) ∃M(∃M ā+ ∃M b̄) = ∃M ā+ ∃M b̄, ∀M(∀M ā+ ∀M b̄) = ∀M ā+ ∀M b̄,
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3.2. El monoide reticulado monádico MA

(7) ∃M(ā ∧ ∃M b̄) = ∃M ā ∧ ∃M b̄.
En particular, ∃M (ā) es el primer elemento del conjunto [ā) ∩M∃A y ∀M (ā) es el último
elemento de (ā] ∩M∃A.

Demostración. Las propiedades (1)-(6) son inmediatas de la definición de ∀M y ∃M , la
Definición 2.1.1, el Lema 2.1.2 y el Lema 2.1.3. La propiedad (7) es consecuencia de la
Proposición 2.2.9.

Lema 3.2.6. Para toda sucesión buena ā de elementos de una MMV-álgebra A, se
verifica que

∃M(ā+ ā) = ∃M ā+ ∃M ā.
Demostración. Podemos asumir que A es un álgebra subdirectamente irreducible, y
entonces ∃A es totalmente ordenada. Es claro que si ā = (0) entonces la propiedad vale.
Sea ā = (a1, a2, . . . , an) 6= (0) una sucesión buena de longitud n, esto es, an 6= 0 y ai = 0
para todo i > n. Luego,

∃M ā = (1n−1,∃an),

donde n− 1 podŕıa ser cero. Luego,

∃M ā+ ∃M ā = (1n−1,∃an) + (1n−1,∃an) = (12(n−1),∃an ⊕ ∃an,∃an � ∃an)

= (12(n−1),∃(an ⊕ an),∃(an � an)).

Notemos que si ∃(an⊕an) < 1 entonces, del Corolario 2.1.30, tenemos que ∃(an�an) = 0.
Sabemos que ā+ ā = s̄ donde

si = ai ⊕ (ai−1 � a1)⊕ (ai−2 � a2)⊕ · · · ⊕ (a1 � ai−1)⊕ ai,
para todo i entero no negativo. En particular, y teniendo en cuenta que an⊕ an−1 = an−1

si y sólo si ¬an ⊕ ¬an−1 = ¬an si y sólo si an � an−1 = an, tenemos que

s2n−1 = (an � an−1)⊕ (an−1 � an) = an ⊕ an,
s2n = an � an,

y
s2n+1 = 0.

Como an 6= 0 entonces s2n−1 6= 0. Luego,

∃M(ā+ ā) = (12n−2, ∃(an ⊕ an), ∃(an � an)).

Lema 3.2.7. Sea A ∈MMV. Si ā, b̄ son dos sucesiones buenas de A tales que ā∧b̄ = (0)
entonces

∃M ā ∧ ∀M b̄ = (0).

Demostración. Como ∀M b̄ ≤ b̄, entonces ā ∧ ∀M b̄ ≤ ā ∧ b̄ = (0). Luego, ā ∧ ∀M b̄ = (0)
y en consecuencia ∃M(ā ∧ ∀M b̄) = (0). Por otro lado, ∃M∀M b̄ = ∀M b̄. Entonces, de la
propiedad (7) del Lema 3.2.5,

∃M ā ∧ ∀M b̄ = ∃M ā ∧ ∃M∀M b̄ = ∃M(ā ∧ ∃M∀M b̄) = ∃M(ā ∧ ∀M b̄) = (0).
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3.3. `-grupos monádicos y el funtor Γ∃

En esta sección definimos el concepto de `-grupo monádico. Vemos que la clase de todos
los `-grupos monádicos forman una variedad. Analizamos los miembros subdirectamente
irreducibles y las congruencias. Vemos también que podemos definir cuantificadores en
el `-grupo de Chang GA de una MMV-álgebra A, de manera que GA es un `-grupo
monádico. Además, definimos el funtor Γ∃ de la categoŕıa de los `-grupos monádicos a la
categoŕıa de las MMV-álgebras.

Dada una MMV-álgebra A, consideremos el `-grupo de Chang GA. Definimos ∃G : GA →
GA por

∃G([ā, b̄]) = [∃M(ā ∨ b̄− b̄),∀M(ā ∨ b̄− ā)].

Veamos que ∃G está bien definida. Para ello, sea (ā, b̄) ≡ (c̄, d̄). Esto es, ā+ d̄ = b̄+ c̄.
Luego, (ā+ d̄)∨ (b̄+ d̄) = (b̄+ c̄)∨ (b̄+ d̄). Entonces, (ā∨ b̄) + d̄ = (d̄∨ c̄) + b̄, de donde se
deduce que (ā ∨ b̄)− b̄ = (d̄ ∨ c̄)− d̄. Similarmente, de ā+ d̄ = b̄+ c̄ y haciendo supremo
en ambos miembros de la igualdad por (ā+ c̄), obtenemos que ā ∨ b̄− ā = c̄ ∨ d̄− c̄. En
consecuencia, ∃G([ā, b̄]) = ∃G([c̄, d̄]).

Lema 3.3.1. Sea A ∈ MV. Si ā, b̄ son sucesiones buenas de A tales que ā ∧ b̄ = (0)
entonces ā+ b̄ = ā ∨ b̄.

Demostración. De la definición de + en MA sabemos que ā + b̄ ≥ ā ∨ b̄. Como MA es
isomorfo al cono positivo G+

A entonces (ā+ b̄)− (ā ∨ b̄) = ((ā+ b̄)− ā) ∧ ((ā+ b̄)− b̄) =
ā ∧ b̄ = (0).

Corolario 3.3.2. Sea A ∈ MMV y GA el `-grupo de Chang de A. Si ā ∧ b̄ = (0)
entonces ∃G([ā, b̄]) = [∃M(ā),∀M(b̄)].

Observar que [ā, b̄] = [ā∨ b̄− b̄, ā∨ b̄− ā] y (ā∨ b̄− b̄)∧(ā∨ b̄− ā) = (ā∨ b̄)−(ā∨ b̄) = (0).
En consecuencia, dado un elemento [c̄, d̄] ∈ GA siempre podemos elegir un representante
de clase [ā, b̄] tal que ā ∧ b̄ = (0).

Lema 3.3.3. Sea A una MMV-álgebra y GA el `-grupo de Chang de A. La aplicación
∃G : GA → GA definida anteriormente satisface las siguientes propiedades:

(1) [ā, b̄] � ∃G[ā, b̄],

(2) ∃G∃G[ā, b̄] = ∃G[ā, b̄],

(3) si [ā, b̄] � [c̄, d̄] entonces ∃G[ā, b̄] � ∃G[c̄, d̄].

Esto es, ∃G es un operador de clausura.

Demostración. Como ∀M((ā ∨ b̄) − ā) ≤ (ā ∨ b̄) − ā y (ā ∨ b̄) − b̄ ≤ ∃M((ā ∨ b̄) − b̄),
tenemos que ā + ∀M((ā ∨ b̄) − ā) ≤ ā ∨ b̄ ≤ b̄ + ∃M((ā ∨ b̄) − b̄). De donde se deduce
que [ā, b̄] � [∃M((ā ∨ b̄) − b̄),∀M((ā ∨ b̄) − ā)] = ∃G[ā, b̄]. Para (2), sea [c̄, d̄] = [ā, b̄] tal
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que c̄ ∧ d̄ = (0). Del Corolario 3.3.2, tenemos que ∃G[ā, b̄] = ∃G[c̄, d̄] = [∃M c̄,∀M d̄]. Del
Lema 3.2.7 obtenemos que ∃M c̄ ∧ ∀M d̄ = (0). Luego, nuevamente por el Corolario 3.3.2,

∃G∃G[c̄, d̄] = ∃G[∃M c̄,∀M d̄] = [∃M∃M c̄,∀M∀M d̄] = [∃M c̄, ∀M d̄] = ∃G[c̄, d̄].

Demostremos (3). Supongamos que [ā, b̄] � [c̄, d̄]. Esto es, ā+ d̄ ≤ b̄+ c̄. Luego,

(ā+ d̄) ∨ (ā+ c̄) ≤ (b̄+ c̄) ∨ (ā+ c̄).

Entonces
(c̄ ∨ d̄) + ā ≤ (ā ∨ b̄) + c̄,

y
(c̄ ∨ d̄)− c̄ ≤ (ā ∨ b̄)− ā.

Aśı
∀M((c̄ ∨ d̄)− c̄) ≤ ∀M((ā ∨ b̄)− ā).

Por otro lado, de la hipótesis, tenemos que

(ā+ d̄) ∨ (b̄+ d̄) ≤ (b̄+ c̄) ∨ (b̄+ d̄).

Entonces
(ā ∨ b̄) + d̄ ≤ (c̄ ∨ d̄) + b̄,

esto es,
(ā ∨ b̄)− b̄ ≤ (c̄ ∨ d̄)− d̄.

En consecuencia,
∃M((ā ∨ b̄)− b̄) ≤ ∃M((c̄ ∨ d̄)− d̄).

Por lo tanto

∃M((ā ∨ b̄)− b̄) + ∀M((c̄ ∨ d̄)− c̄) ≤ ∀M((ā ∨ b̄)− ā) + ∃M((c̄ ∨ d̄)− d̄),

y finalmente

[∃M((ā ∨ b̄)− b̄),∀M((ā ∨ b̄)− ā)] � [∃M((c̄ ∨ d̄)− d̄),∀M((c̄ ∨ d̄)− c̄)].

Consideremos el `-grupo G∃A de Chang de la MV-álgebra ∃A. Es claro que G∃A es
un subreticulado y un subgrupo de GA. Sea [c̄, d̄] ∈ G∃A tal que c̄, d̄ ∈ M∃A. Luego,
∃G[c̄, d̄] = [c̄, d̄] ya que ∀M ((c̄ ∨ d̄)− c̄) = (c̄ ∨ d̄)− c̄ y ∃M ((c̄ ∨ d̄)− d̄) = (c̄ ∨ d̄)− d̄. Por
lo tanto, ∃G(GA) = G∃A.

Como ∃G es un operador de clausura, G∃A es el conjunto de subconjuntos cerrados de
∃G y G∃A es un subreticulado de GA, resulta el siguiente corolario.

Corolario 3.3.4. Para cada [ā, b̄] ∈ GA, ∃G[ā, b̄] es el menor elemento de
[
[ā, b̄]

)
∩G∃A.

Además, ∃G es un operador de clausura aditivo, esto es,

∃G([ā, b̄] ∨ [c̄, d̄]) = ∃G([ā, b̄]) ∨ ∃G([c̄, d̄]).
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Veamos en el siguiente lema más propiedades verificadas por ∃G.

Lema 3.3.5. Sea A una MMV-álgebra y GA el `-grupo de Chang de A. La aplicación
∃G : GA → GA definida anteriormente satisface las siguientes propiedades:

(1) ∃G([(0), (0)]) = [(0), (0)],

(2) ∃G([(1), (0)]) = [(1), (0)],

(3) ∃G−∃G[ā, b̄] = −∃G[ā, b̄],

(4) ∃G(∃G[ā, b̄] + ∃G[c̄, d̄]) = ∃G[ā, b̄] + ∃G[c̄, d̄],

(5) si [ā, b̄] ∈ G+
A entonces ∃G

(
[ā, b̄] + [ā, b̄]

)
= ∃G[ā, b̄] + ∃G[ā, b̄],

(6) si [ā, b̄] ∈ G+
A entonces ∃G

(
[ā, b̄] ∧ [(1), (0)]

)
= ∃G[ā, b̄] ∧ [(1), (0)],

(7) ∃G
(
[ā, b̄] ∧ [(0), (0)]

)
= ∃G[ā, b̄] ∧ [(0), (0)].

Demostración. Las propiedades (1) y (2) son inmediatas de la definición. Como ∃G(GA) =
G∃A y G∃A es un subgrupo de GA tenemos (3) y (4).

Demostremos (5). Supongamos que [ā, b̄] ∈ G+
A. Entonces [ā, b̄] = [ē, (0)], siendo

ē = ā− b̄. Luego, del Lema 3.2.6, tenemos que

∃G
(
[ā, b̄] + [ā, b̄]

)
= ∃G ([ē, (0)] + [ē, (0)]) = ∃G([ē+ ē, (0)]) = [∃M(ē+ ē), (0)]

= [∃M ē+ ∃M ē, (0)] = [∃M ē, (0)] + [∃M ē, (0)] = ∃G[ē, (0)] + ∃G[ē, (0)] = ∃G[ā, b̄] + ∃G[ā, b̄].

Para (6), sea [ā, b̄] ∈ G+
A y ē = ā− b̄. Entonces

∃G
(
[ā, b̄] ∧ [(1), (0)]

)
= ∃G ([ē, (0)] ∧ [(1), (0)]) = [∃M(ē ∧ (1)), (0)] = [∃M ē ∧ (1), (0)]

= [∃M ē, (0)] ∧ [(1), (0)] = ∃G[ē, (0)] ∧ [(1), (0)] = ∃G[ā, b̄] ∧ [(1), (0)].

Probemos (7). Dado [ā, b̄] ∈ GA, elegimos un representante de la clase [c̄, d̄] cuyas
sucesiones buenas sean disjuntas. Es decir, sea [c̄, d̄] = [ā, b̄] tal que c̄ ∧ d̄ = (0). Luego,

∃G
(
[ā, b̄] ∧ [(0), (0)]

)
= ∃G

(
[c̄, d̄] ∧ [(0), (0)]

)
= ∃G

(
[c̄ ∧ d̄, d̄]

)
= ∃G

(
[(0), d̄]

)
= [(0), ∀M d̄].

Por otro lado, del Lema 3.2.7, tenemos que

∃G[ā, b̄] ∧ [(0), (0)] = ∃G[c̄, d̄] ∧ [(0), (0)] = [∃M c̄,∀M d̄] ∧ [(0), (0)] = [∃M c̄ ∧ ∀M d̄,∀M d̄]

= [(0),∀M d̄].

Los lemas anteriores inducen la definición de `-grupo monádico.

Definición 3.3.6. Sea 〈G; +,−, 0,≤〉 un `-grupo y u > 0 un elemento fijo de G. Diremos
que G = 〈G; +,−, 0,≤ u,∃〉 es un `-grupo monádico si ∃ : G→ G satisface las siguientes
condiciones:
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(G1) x ≤ ∃x,

(G2) ∃(x ∨ y) ≈ ∃x ∨ ∃y,

(G3) ∃0 ≈ 0,

(G4) ∃u ≈ u,

(G5) ∃(−∃x) ≈ −∃x,

(G6) ∃(∃x+ ∃y) ≈ ∃x+ ∃y,

(G7) si x ∈ G+ entonces ∃(x ∧ u) = ∃x ∧ u,

(G8) si x ∈ G+ entonces ∃(x+ x) = ∃x+ ∃x,

(G9) ∃(x ∧ 0) ≈ ∃x ∧ 0.

Usualmente escribiremos 〈G;u,∃〉 en lugar de 〈G; +,−, 0,≤, u,∃〉. Notemos que para
todo x ∈ G, se verifica que x+ = x ∨ 0 ∈ G+, y si x ∈ G+ entonces x = x+ = x ∨ 0.
Luego, las propiedades (G7) y (G8) pueden ser escritas como ecuaciones de la siguiente
manera:

∃(x+ ∧ u) ≈ ∃x+ ∧ u
y

∃(x+ + x+) ≈ ∃x+ + ∃x+.

En consecuencia, la clase de todos los `-grupos monádicos es una variedad.

Observemos que en todo `-grupo monádico se verifica que

(G10) ∃∃x ≈ ∃x.

Para verificarlo, consideremos un elemento a ∈ G. De (G3) y (G6) ∃∃a = ∃(∃a+ 0) =
∃(∃a+ ∃0) = ∃a+ ∃0 = ∃a.

Sea 〈G;u,∃〉 un `-grupo monádico y sea ∃G = {∃x : x ∈ G}. De (G10), tenemos que
a ∈ ∃G si y sólo si a = ∃a. Además, de (G3), (G6) y (G5), obtenemos que ∃G es un
subgrupo de G.

Lema 3.3.7. Sea 〈G;u,∃〉 un `-grupo monádico. Para todo a, b ∈ G, se verifican las
siguientes propiedades:

(G11) si a ≤ b entonces ∃a ≤ ∃b,

(G12) ∃(a+ b) ≤ ∃a+ ∃b,

(G13) ∃(a− ∃b) = ∃a− ∃b.
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Demostración. Si a ≤ b entonces a ∨ b = b. Luego, de (G2), tenemos que ∃(a ∨ b) =
∃a ∨ ∃b = ∃b. Esto es, ∃a ≤ ∃b, y por lo tanto vale (G11).

Demostremos (G12). De a ≤ ∃a y de b ≤ ∃b, tenemos que a+ b ≤ ∃a+ ∃b. Luego, por
(G11) y (G6), tenemos que ∃(a+ b) ≤ ∃(∃a+ ∃b) = ∃a+ ∃b.

Veamos que (G13) se satisface. Por un lado, ∃(a − ∃b) + ∃b = ∃(a + (−∃b)) + ∃b ≤
∃a+∃(−∃b)+∃b = ∃a−∃b+∃b = ∃a. Por otro lado, ∃a = ∃(a−∃b+∃b) ≤ ∃(a−∃b)+∃∃b =
∃(a−∃b)+∃b. Luego, ∃(a−∃b)+∃b = ∃a. O lo que es lo mismo, ∃(a−∃b) = ∃a−∃b.

De (G11), (G1), (G10) y (G2), tenemos que ∃ es un operador de clausura aditivo sobre
el reticulado 〈G,≤〉. En particular, se satisfacen las siguientes propiedades:

(G14) ∃(∃a ∧ ∃b) = ∃a ∧ ∃b, para todo a, b ∈ G,

(G15) ∃G es un subreticulado de G,

(G16) para todo a ∈ G, existe el primer elemento del conjunto [a) ∩ ∃G.

Sea G = 〈G; +, 0, u,≤〉 un `-grupo con unidad totalmente ordenado y X = {1, 2, . . . , k}
un conjunto finito. Sabemos que 〈GX ; +, 0, u,≤〉 es un `-grupo con unidad fuerte u con
las operaciones definidas componente a componente, y en donde 0(i) = 0 y u(i) = u, para
todo i ∈ X. En el siguiente lema veremos que podemos definir un operador existencial
∃∨ en GX de forma tal que GX = 〈GX ; +, 0, u,∃∨〉 es un `-grupo monádico.

Lema 3.3.8. Sea G = 〈G; +, 0, u〉 un `-grupo con unidad totalmente ordenado, X =
{1, 2, . . . , k} un conjunto finito. Dado g ∈ GX , sea c =

∨
1≤i≤k g(i) = máx1≤i≤k{g(i)}. De-

finimos ∃∨ : GX → GX mediante (∃∨)g(i) = c, para todo i. Entonces GX = 〈GX ; +, 0, u,∃∨〉
es un `-grupo monádico. Además ∃∨

(
GX
) ∼= G.

Demostración. De la definición de ∃∨ son inmediatas (G1), (G3) y (G4).
Como G es totalmente ordenado, tenemos que

máx
1≤i≤k

{g(i) ∨ h(i)} = máx
1≤i≤k

{g(i)} ∨ máx
1≤i≤k

{h(i)}.

Luego, ∃∨(g ∨ h) = ∃∨g ∨ ∃∨h, demostrando (G2).
Veamos que (G5) se verifica. Notemos que −∃∨g ∈ GX es constante. Luego, ∃∨−∃∨g =
−∃∨g.

Para (G6), de ∃∨g y ∃∨h constantes, se tiene que ∃∨g + ∃∨h es constante. Luego,
∃∨(∃∨g + ∃∨h) = ∃∨g + ∃∨h.

Sabemos que máx1≤i≤k{g(i) ∧ u} = máx1≤i≤k{g(i)} ∧ u. Luego, ∃∨(g ∧ u) = ∃∨g ∧ u,
demostrando (G7).

Veamos que (G8) se verifica. Como G es totalmente ordenado, tenemos que

máx
1≤i≤k

{g(i) + g(i)} = 2 máx
1≤i≤k

{g(i)}.

Luego, ∃∨(g + g) = ∃∨g + ∃∨g.
Probemos (G9). Sabemos que

máx
1≤i≤k

{g(i) ∧ 0} = máx
1≤i≤k

{g(i)} ∧ 0.

Luego, ∃∨(g ∧ 0) = ∃∨g ∧ 0.
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El siguiente teorema se deduce como consecuencia del Lema 3.3.3, del Corolario 3.3.4
y del Lema 3.3.5.

Teorema 3.3.9. Sea A una MMV-álgebra. Entonces ΞM (A) = 〈GA; [(1), (0)],∃G〉 es un
`-grupo monádico, que llamaremos el `-grupo de Chang monádico de A.

Dado un `-grupo monádico 〈G;u,∃〉, sabemos que Γ(G, u) = 〈[0, u];⊕, 0,¬〉 es una
MV-álgebra. Consideremos el cuantificador ∃ definido en [0, u] como la restricción del
cuantificador ∃ de G al segmento [0, u]. De (G11), (G3) y (G4), tenemos que ∃ : [0, u]→
[0, u]. El siguiente teorema nos dice que 〈[0, u];⊕, 0,¬,∃〉 es una MMV-álgebra.

Teorema 3.3.10. Si 〈G;u,∃〉 es un `-grupo monádico entonces

Γ∃(G, u) = 〈[0, u];⊕, 0,¬,∃〉

es una MMV-álgebra donde ∃ es la restricción del cuantificador de G al segmento [0, u].

Demostración. La identidad (MMV1) es trivial de (G1). De (G2) y recordando que el
orden natural en la MV-álgebra [0, u] coincide con el orden del grupo, resulta (MMV2).
De (G13) y (G4) tenemos que

∃¬∃x = ∃(u− ∃x) = ∃u− ∃x = u− ∃x = ¬∃x,

de donde obtenemos (MMV3). De (G6), (G4) y (G14), tenemos que

∃(∃x⊕ ∃y) = ∃((∃x+ ∃y) ∧ u) = ∃(∃(∃x+ ∃y) ∧ ∃u) =

∃(∃x+ ∃y) ∧ ∃u = (∃x+ ∃y) ∧ ∃u = ∃x⊕ ∃y.

Demostremos (MMV5). De (G8), (G4), (G13), (G3) y (G2) resulta que

∃x� ∃x = 0 ∨ (∃x+ ∃x− u) = 0 ∨ (∃(x+ x)− u) = 0 ∨ (∃(x+ x)− ∃u) =

0 ∨ ∃((x+ x)− ∃u) = 0 ∨ ∃((x+ x)− u) = ∃0 ∨ ∃((x+ x)− u) = ∃(0 ∨ ((x+ x)− u))

= ∃(x� x).

Veamos que (MMV6) se satisface. Notemos que si x ∈ G+ entonces x+ x ∈ G+. Luego,
de (G8) y (G7),

∃x⊕ ∃x = (∃x+ ∃x) ∧ u = ∃(x+ x) ∧ u = ∃((x+ x) ∧ u) = ∃(x⊕ x).

Definición 3.3.11. Diremos que f : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉 es un homomorfismo de `-
grupos monádicos, o un `-homomorfismo monádico, si f es un homomorfismo de grupos
y de reticulados, f(u) = v, y f(∃x) = ∃′f(x), para todo x ∈ G.

Veamos que si f : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉 es un homomorfismo de `-grupos monádicos
entonces

Γ∃(f)
def
= f � [0, u],

es un homomorfismo de MMV-álgebras. En efecto, para todo x ∈ [0, u], tenemos que

Γ∃(f)(∃x) = f(∃x) = ∃′f(x) = ∃′Γ∃(f)(x).
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Proposición 3.3.12. La aplicación Γ∃ es un funtor de la categoŕıa MG de los grupos
monádicos a la categoŕıa MMV de las MMV-álgebras.

Demostración. Del Teorema 3.3.10 sabemos que para todo `-grupo monádico 〈G;u,∃〉,
Γ∃(G, u) es una MMV-álgebra. Vimos que si f : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉 es un homomorfismo
de `-grupos monádicos entonces Γ∃(f) es un homomorfismo de MMV-álgebras. Además,
las condiciones

Γ∃(idG) = idΓ∃(G,u), para todo objeto G de la categoŕıa MG,

Γ∃(g ◦ f) = Γ∃(g) ◦ Γ∃(f), para todo g : G→ H y para todo f : H→ Z,

son inmediatas. Luego, Γ∃ es un funtor.

En el resto de la sección, demostraremos varias propiedades de los `-grupos monádicos.
Dado un `-grupo monádico 〈G;u,∃〉, definimos ∀ : G→ G por

∀x = −∃−x.

Consideremos la MMV-álgebra A = Γ∃(G, u) donde ∃A = ∃ es el operador original del
grupo, y definamos en [0, u] un operador dual a ∃A de la siguiente manera:

∀Ax = ¬∃A¬x,

donde ¬x = u− x. Esto es,
∀Ax = u− ∃(u− x).

Veamos que ∀Ax = ∀x, para todo x ∈ [0, u]. De (G4), (G5) y (G13) tenemos que

∃(−x) + u = ∃(−x)− (−∃u) = ∃(−x)− ∃(−∃u) = ∃((−x)− ∃(−∃u)) = ∃(−x+ u).

Entonces, u− ∃(−x+ u) = −∃(−x). Por lo tanto, ∀Ax = ∀x.

Definición 3.3.13. Diremos que un `-ideal J de un `-grupo monádico 〈G;u,∃〉 es un
`-ideal monádico si ∃x ∈ J , para todo x ∈ J .

Observemos que si J es un `-ideal monádico de G y x ∈ J entonces ∀x ∈ J . En efecto,
si x ∈ J entonces −x ∈ J . Luego, ∃−x ∈ J y −∃−x = ∀x ∈ J .

Lema 3.3.14. Si f : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉 es un `-homomorfismo monádico entonces
Ker(f) es un `-ideal monádico.

Proposición 3.3.15. Si J es un `-ideal monádico de 〈G;u,∃〉 entonces G/J es un
`-grupo monádico.

Demostración. Sabemos que si J es un `-ideal de 〈G;u,∃〉 entonces G/J es un `-grupo.
Definimos

∃ : G/J → G/J
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por ∃(J + x) = J + ∃x. Veamos que ∃ está bien definido. Para ello, sea J + x = J + y.
Luego, existe n ∈ J tal que x+ n = y y entonces ∃y = ∃(x+ n). De donde ∃y ≤ ∃x+ ∃n.
Por otro lado, también sabemos que existe n′ ∈ J tal que y + n′ = x (observemos que
n′ = −n). Luego, ∃x = ∃(y + n′) ≤ ∃y + ∃n′. Obtuvimos que

∀n = −∃−n = −∃n′ ≤ ∃y − ∃x ≤ ∃n.

Como J es monádico, sabemos que ∃n, ∀n ∈ J , y por ser J convexo, obtenemos que
∃y − ∃x ∈ J . Luego, J + ∃x = J + ∃y.

De la definición de ∃ y por ser G un `-grupo monádico, es fácil ver G/J es un `-grupo
monádico.

Proposición 3.3.16. Sea f : G→ H un `-homomorfismo monádico. Entonces G/Ker(f)
es isomorfo al `-subgrupo monádico f(G) de H.

Sea I(∃G) el reticulado de `-ideales del `-grupo ∃G, y sea IM(G) el reticulado de
los `-ideales monádicos del `-grupo monádico G.

Teorema 3.3.17. Sea 〈G;u,∃〉 un `-grupo monádico. El reticulado I(∃G) de `-ideales
de ∃G y el reticulado IM(G) de `-ideales monádicos de G son isomorfos.

Demostración. Sea ρ : I(∃G)→ IM(G) la aplicación definida para cada `-ideal F de
∃G por ρ(F ) = {g ∈ G : ∀g ∈ F y ∃g ∈ F}. Demostremos que ρ(F ) es un `-ideal
monádico de G.

Veamos primero que ρ(F ) es un subgrupo de G. En efecto, 0 ∈ ρ(F ) pues 0 = ∃0 =
∀0 ∈ F . Sea x ∈ ρ(F ). Luego, ∃x ∈ F y, como F es un `-ideal de ∃G, resulta que
−∃x ∈ F . Entonces ∀−x ∈ F . Análogamente, de ∀x ∈ F resulta que −∀x ∈ F , es
decir, ∃−x ∈ F . Con lo cual tenemos que −x ∈ ρ(F ). Consideremos ahora x, y ∈ ρ(F ) y
veamos que x + y ∈ ρ(F ). Observemos que ∀x + ∀y ≤ ∀(x + y) ≤ ∃(x + y) ≤ ∃x + ∃y.
Por ser F un subgrupo de ∃G, sabemos que ∀x + ∀y ∈ F y ∃x + ∃y ∈ F . Como F es
convexo, tenemos que ∀(x+ y) ∈ F y ∃(x+ y) ∈ F . Por lo tanto, ρ(F ) es un subgrupo.

Demostremos ahora que ρ(F ) es un subreticulado de G. Sean x, y ∈ ρ(F ) y veamos
que x ∨ y ∈ ρ(F ). Observemos que por ser F un subreticulado de ∃G, tenemos que
∃(x ∨ y) = ∃x ∨ ∃y ∈ F . Además ∀x ∨ ∀y ≤ ∀(x ∨ y) ≤ ∃(x ∨ y) y por ser F convexo,
obtenemos que ∀(x ∨ y) ∈ F . Luego, x ∨ y ∈ ρ(F ). Análogamente se demuestra que
x ∧ y ∈ ρ(F ).

Veamos que ρ(F ) es convexo. Sean x, y ∈ ρ(F ), y g ∈ G tales que x ≤ g ≤ y. Luego,
∃x ≤ ∃g ≤ ∃y y ∀x ≤ ∀g ≤ ∀y y, como F es convexo en ∃G, entonces ∃g,∀g ∈ F . Y en
consecuencia g ∈ ρ(F ).

Además, ρ(F ) es claramente cerrado por ∃, ya que ∃∃x = ∃x y ∀∀x = ∀x, y por lo
tanto es monádico. Luego ρ está bien definida.

Definimos ahora para todo `-ideal monádico J de G, φ(J) = J ∩ ∃G. Es claro que
φ(J) es un `-ideal del `-grupo ∃G.

Veamos ahora que F = φ(ρ(F )) = ρ(F ) ∩ ∃G. Claramente, F ⊆ ρ(F ) ∩ ∃G. Sea
x ∈ ρ(F ) ∩ ∃G. Por definición, ∃x = x ∈ F , y en consecuencia ρ(F ) ∩ ∃G ⊆ F .
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Rećıprocamente, sea J un `-ideal monádico de G. De ∃J ⊆ J ∩ ∃G y ∀J ⊆ J ∩ ∃G,
resulta que J ⊆ ρ(J ∩ ∃G). Si g ∈ ρ(J ∩ ∃G) entonces ∃g ∈ J ∩ ∃G y ∀g ∈ J ∩ ∃G. En
particular, tenemos que ∃g ∈ J y ∀g ∈ J . De la convexidad de J , tenemos que g ∈ J .
Luego, J ⊇ ρ(J ∩ ∃G). Por lo tanto, J = ρ(J ∩ ∃G).

Por último, es claro que si F ⊆ F ′ entonces ρ(F ) ⊆ ρ(F ′), y si J ⊆ J ′ entonces
J ∩ ∃G ⊆ J ′ ∩ ∃G.

Teorema 3.3.18. Todo `-grupo monádico 〈G;u,∃〉 es isomorfo a un producto subdirecto
de `-grupos monádicos 〈Gi;ui,∃〉, i ∈ I, tal que ∃Gi es totalmente ordenado.

Demostración. Buscamos una familia S de `-ideales monádicos de G tal que
⋂S = {0}

y tal que ∃(G/Fi) sea totalmente ordenado, para todo Fi ∈ S.
Sabemos que existe una familia S ′ = {Pi : i ∈ I} de `-ideales primos de ∃G tal que⋂S ′ = {0}, y tal que ∃G/Pi es una cadena, para todo i ∈ I. Sea S = {ρ(Pi) : i ∈ I}.

Verifiquemos en primer lugar que
⋂S = {0}. Sea a ∈ G, a > 0. Luego, ∃a > 0. Como⋂S ′ = {0}, sabemos que existe j ∈ I tal que ∃a /∈ Pj . Luego, a /∈ ρ(Pj), y aśı

⋂S = {0}.
Para ver que ∃ (G/ρ(Pi)) es una cadena, consideremos dos clases de equivalencia ρ(Pi)+∃x
y ρ(Pi) + ∃y. Como ∃G/Pi es una cadena sabemos que las clases de equivalencia de ∃x y
∃y determinadas por Pi verifican que Pi+∃x ≤ Pi+∃y o Pi+∃y ≤ Pi+∃x. Supongamos
sin pérdida de generalidad que Pi+∃x ≤ Pi+∃y. Luego existe z ∈ Pi tal que ∃x ≤ z+∃y.
Pero entonces z ∈ ρ(Pi). De donde se tiene que ρ(Pi) + ∃x ≤ ρ(Pi) + ∃y.

3.4. Equivalencia

En la sección anterior definimos un funtor Γ∃ de la categoŕıa de los `-grupos monádicos
con unidad fuerte a la categoŕıa de las MMV-álgebras. El objetivo de esta sección es
invertir el funtor Γ∃. Para ello, definimos un funtor Ξ∃ de la categoŕıa MMV a la
categoŕıa de los `-grupos monádicos con unidad fuerte y demostramos una equivalencia
natural entre ellos.

Para toda MMV-álgebra A, definimos ΞM (A) como el `-grupo de Chang monádico de
A, esto es, Ξ∃(A) = 〈GA; [(1), (0)],∃G〉 (Ver Teorema 3.3.9).

Sea h : 〈A;∃〉 → 〈B;∃′〉 un homomorfismo de MMV-álgebras y consideremos el homo-
morfismo de monoide y de reticulado

h∗ : MA →MB

definido por h∗((a1, a2, . . . , an, . . . )) = (h(a1), h(a2), . . . , h(an), . . . ). Veamos que h∗(∃M ā) =
∃′M(h∗ā), para toda ā ∈MA. En efecto,

h∗(∃M(a1, a2, . . . , an)) = h∗((∃a1,∃a2, . . . ,∃an)) = (h(∃a1), h(∃a2), . . . , h(∃an)) =

(∃′ha1,∃′ha2, . . . ,∃′han) = ∃′M(h(a1), h(a2), . . . , h(an)) = ∃′Mh∗((a1, a2, . . . , an)).

Similarmente, se demuestra que h∗(∀M ā) = ∀′M(h∗ā), para toda ā ∈MA.
Definimos ahora

ΞM(h) : GA → GB
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por ΞM(h)([ā, b̄]) = [h∗(ā), h∗(b̄)]. Sabemos que ΞM(h) es un homomorfismo de `-grupos
unitario (Cignoli et. al., 2000). Veamos que ΞM(h) es un homomorfismo monádico. Esto
es, veamos que para todo [ā, b̄] ∈ GA se verifica que

ΞM(h)∃G[ā, b̄] = ∃′G′ΞM(h)[ā, b̄].

En efecto, como h∗ respeta + y ∨, tenemos que

ΞM(h)∃G[ā, b̄] = ΞM(h)
[
∃M(ā ∨ b̄− b̄),∀M(ā ∨ b̄− ā)

]
=
[
h∗∃M(ā ∨ b̄− b̄), h∗∀M(ā ∨ b̄− ā)

]
=
[
∃′Mh∗(ā ∨ b̄− b̄), ∀′Mh∗(ā ∨ b̄− ā)

]
=
[
∃′M(h∗ā ∨ h∗b̄− h∗b̄),∀′M(h∗ā ∨ h∗b̄− h∗ā)

]
= ∃′G′ [h∗ā, h∗b̄] = ∃′G′ΞM(h)[ā, b̄].

Proposición 3.4.1. La aplicación ΞM es un funtor de la categoŕıa MMV a la categoŕıa
MG de los `-grupos monádicos con unidad fuerte.

Demostración. Sabemos del Teorema 3.3.9 que ΞM(A) es un `-grupo monádico, para
toda A ∈MMV. Acabamos de ver que si h : 〈A;∃〉 → 〈B;∃′〉 es un homomorfismo de
MMV-álgebras entonces ΞM(h) : GA → GB es un `-homomorfismo monádico. Del hecho
que Ξ es un funtor de la categoŕıa de las MV-álgebras a la categoŕıa de los `-grupos con
unidad fuerte, resulta que ΞM respeta la identidad y es compatible con la composición.

Teorema 3.4.2. Γ∃Ξ∃ es naturalmente equivalente al funtor identidad en la categoŕıa
MMV de las MMV-álgebras. Más precisamente, la correspondencia ϕA : A→ Γ∃ΞM (A)
definida por ϕA(a) = [(a), (0)] es un isomorfismo de MMV-álgebras, y para todo par de
MMV-álgebras A y B, y todo homomorfismo monádico h : A→ B, el diagrama

A
h //

ϕA

��

B

ϕB

��
Γ∃Ξ∃(A)

Γ∃Ξ∃(h)// Γ∃Ξ∃(B)

es conmutativo.

Demostración. Observemos que si αA es el isomorfismo natural del MV-reducto de A
sobre ΓΞ(A), entonces αA = ϕA. Luego, para demostrar que ϕA es un isomorfismo de
MMV-álgebras sólo resta verificar que ϕA(∃a) = ∃GA

ϕA(a), para todo a ∈ A. En efecto,

∃GϕA(a) = ∃G[(a), (0)] = [∃M((a)),∀M((0))] = [(∃a), (0)] = ϕA(∃a).

Sean A y B dos MMV-álgebras y h : A→ B un homomorfismo monádico. Entonces de
la Proposición 3.3.12, la Proposición 3.4.1, la definición de ϕ y del hecho que α es una
transformación natural de ΓΞ a la identidad, tenemos que el diagrama conmuta.

En lo que sigue demostraremos que el funtor composición Ξ∃Γ∃ es naturalmente
equivalente al funtor identidad de la categoŕıa de los `-grupos monádicos con unidad
fuerte.

Recordemos primeramente el siguiente resultado.
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Lema 3.4.3. (Cignoli et. al., 2000) Sea G un `-grupo con unidad fuerte de orden u y sea
A = Γ(G, u). Para cada 0 ≤ a ∈ G existe una única sucesión buena g(a) = (a1, a2, . . . , an)
de A tal que a = a1 + a2 + · · ·+ an.

Esta sucesión se define inductivamente para cada k ≥ 1 de la siguiente manera:

a1 = a ∧ u,
ak+1 = (a− a1 − · · · − ak) ∧ u.

Además, se verifica que a− a1 − · · · − ak = (a− ku)+.
Del Lema 3.4.3 tenemos que la correspondencia a 7→ g(a) define una biyección del cono

positivo G+ de G sobre el monoide reticulado MΓ(G,u) de sucesiones buenas de Γ(G, u).
Esta biyección es además un isomorfismo de monoide y de reticulado. Más precisamente
tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.4.4. (Cignoli et. al., 2000) Sea G un `-grupo con unidad fuerte de orden u.
Entonces la aplicación g del Lema 3.4.3 satisface las siguientes condiciones, para todo
a, b ∈ G+:

(a) g(a+ b) = g(a) + g(b),

(b) g(a ∨ b) = g(a) ∨ g(b),

(c) g(a ∧ b) = g(a) ∧ g(b),

(d) g(u) = u.

Consideremos un `-grupo monádico 〈G;u,∃〉 con unidad fuerte de orden u, y sea
A = Γ∃(G, u). Probaremos en lo que sigue que la aplicación g satisface g(∃a) = ∃M (g(a))
y g(∀a) = ∀M(g(a)), para todo a ∈ G+.

Proposición 3.4.5. Sea G un `-grupo monádico con unidad fuerte de orden u y sea
〈A;∃〉 = Γ∃(G, u). Para cada 0 ≤ a ∈ G, si a ∈ ∃G entonces la sucesión buena
g(a) = (a1, . . . , an) satisface que ∃ai = ai, para todo i. Es decir, si a ∈ ∃G+ entonces
∃M(g(a)) = g(∃a) = g(a) y ∀M(g(a)) = g(∀a) = g(a).

Demostración. Sea a ∈ ∃G+ y consideremos la sucesión buena g(a). Demostraremos por
inducción que ∃ai = ai, para todo i. Si i = 1, de (G7), tenemos que

∃a1 = ∃(a ∧ u) = ∃a ∧ u = a ∧ u = a1.

Supongamos que ∃ai = ai, para 1 ≤ i ≤ k. Luego,

(a− ku)+ = a− a1 − · · · − ak = a− (a1 + · · ·+ ak) = a− (∃a1 + · · ·+ ∃ak)
= a− ∃(∃a1 + · · ·+ ∃ak) = a− ∃(a1 + · · ·+ ak).

Luego, a− ∃(a1 + · · ·+ ak) ∈ G+. Entonces de (G7) y (G13) tenemos que

∃ak+1 = ∃((a− ∃(a1 + · · ·+ ak)) ∧ u) = ∃(a− ∃(a1 + · · ·+ ak)) ∧ u
= (∃a− ∃(a1 + · · ·+ ak)) ∧ u = (a− a1 − · · · − ak) ∧ u = ak+1.
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Lema 3.4.6. Para todo a ∈ G+, g(∃a) = ∃Mg(a).

Demostración. Sea a ∈ G+ y consideremos la sucesión buena g(a) = (a1, . . . , an) del
Lema 3.4.3, tal que a = a1 + · · ·+ an. De la Proposición 3.4.5 y como ∃a ∈ G+, existe
una única sucesión buena (c1, . . . , cm) tal que ∃a = c1 + · · ·+ cm, y además ci = ∃ci, para
todo i.

Como a ≤ ∃a entonces (a1, . . . , an) ≤ (c1, . . . , cm), esto es, g(a) ≤ g(∃a). Entonces
∃Mg(a) ≤ ∃Mg(∃a). Por la Proposición 3.4.5, tenemos que ∃Mg(a) ≤ g(∃a).

Por otro lado, de (G12), tenemos que ∃a = ∃(a1 + · · ·+ an) ≤ ∃a1 + · · ·+ ∃an. Luego,
g(∃a) ≤ g(∃a1 + · · ·+ ∃an) = (∃a1, . . . ,∃an) = ∃Mg(a).

Análogamente se demuestra el siguiente resultado.

Lema 3.4.7. Para todo a ∈ G+, g(∀a) = ∀Mg(a).

Teorema 3.4.8. (Cignoli et. al., 2000) La aplicación β〈G,u〉 : G→ GΓ(G,u) definida por
β〈G,u〉(a) = [g(a+), g(a−)] es un `-isomorfismo donde β〈G,u〉(u) = [(u), (0)].

Teorema 3.4.9. La aplicación ψG : G → GΓ∃(G,u) definida por ψG(a) = [g(a+), g(a−)]
es un `-isomorfismo monádico.

Demostración. Observemos que si β〈G,u〉 es el `-isomorfismo del `-grupo G sobre GΓ(G,u),
entonces β〈G,u〉 = ψG. Luego, ψG es un `-isomorfismo donde ψG(u) = [(u), (0)]). Veamos
que ψ(∃a) = ∃Gψ(a). Teniendo en cuenta las definiciones de ψG y de ∃G, tenemos que

∃GψG(a) = ∃G[g(a+), g(a−)] = [∃M
(
g(a+) ∨ g(a−)− g(a−)

)
,∀M

(
g(a+) ∨ g(a−)− g(a+)

)
].

Para todo a ∈ G, a+ +a− = a+∨a−. Como g respeta + y ∨, tenemos que g(a+)+g(a−) =
g(a+) ∨ g(a−). Luego, (

g(a+) ∨ g(a−)
)
− g(a+) = g(a−)

y (
g(a+) ∨ g(a−)

)
− g(a−) = g(a+).

Entonces, ∃G[g(a+), g(a−)] = [∃M(g(a+)),∀M(g(a−))].
Además, ∃M(g(a+)) = g(∃a ∨ 0). En efecto, del Lema 3.4.6, (G2) and (G3),

∃M(g(a+)) = g(∃(a ∨ 0)) = g(∃a ∨ ∃0) = g(∃a ∨ 0).

Veamos que ∀M (g(a−)) = g(−∃a ∨ 0). En efecto, del Lema 3.4.7 y de (G9), obtenemos
que

∀M(g(a−)) = g(∀(a−)) = g(∀(−a ∨ 0)) = g(∀(−a) ∨ 0) = g(−∃a ∨ 0).

Luego,

∃Gψ(a) = [g(∃a ∨ 0), g(−∃a ∨ 0)] = ψG(∃a).

Por lo tanto, ψG es un `-isomorfismo monádico.
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Teorema 3.4.10. El funtor composición Ξ∃Γ∃ es naturalmente equivalente al funtor
identidad de la categoŕıa de los `-grupos monádicos con unidad fuerte. En otras palabras,
si f : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉 es un `-homomorfismo monádico entonces el diagrama

〈G;u,∃〉 f //

ψG

��

〈H; v,∃′〉
ψH

��
Ξ∃Γ∃(G, u)

Ξ∃Γ∃(f)// Ξ∃Γ∃(H, v)

es conmutativo.

Demostración. Se deduce de la Proposición 3.3.12, la Proposición 3.4.1, el Teorema 3.4.9
y del hecho que β es una transformación natural de ΞΓ en la identidad de la categoŕıa de
los `-grupos con unidad fuerte.

Corolario 3.4.11. El funtor Γ∃ define una equivalencia natural entre la categoŕıa de los
`-grupos monádicos con unidad fuerte, y la categoŕıa de las MMV-álgebras.

3.5. Aplicaciones

En esta sección demostramos algunas aplicaciones de la equivalencia entre la categoŕıa
de los `-grupos monádicos con unidad fuerte de orden y la categoŕıa de las MMV-álgebras.

Lema 3.5.1. Sean 〈G;u,∃〉 y 〈H; v,∃′〉 dos `-grupos monádicos. Si h : Γ∃(G, u) →
Γ∃(H, v) es un homomorfismo monádico de MMV-álgebras entonces existe un único
`-homomorfismo monádico f : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉 tal que h = Γ∃(f). Además

(1) si h es sobreyectiva entonces f es sobreyectiva,

(2) si h es inyectiva entonces f es inyectiva.

Demostración. Del Teorema 3.4.9 y del Teorema 3.4.10 definimos

f = ψ−1
H Ξ(h)ψG.

Veamos que Γ∃(f)(a) = h(a), para todo a ∈ [0, u]. Notemos que si a ∈ [0, u] entonces
g(a+) = g(a) = (a) y g(a−) = (0). En vista de esto,

f(a) = ψ−1
H Ξ(h)

[
g(a+), g(a−)

]
= ψ−1

H Ξ(h) [(a), (0)] = ψ−1
H [h∗((a)), h∗((0))]

= ψ−1
H [(h(a)), (h(0))] = ψ−1

H [(h(a)), (0)] = h(a).

Por lo tanto, h = Γ∃(f). Para demostrar la unicidad de f , supongamos que existe

f ′ : 〈G;u,∃〉 → 〈H; v,∃′〉

que extiende a h y que f(b) 6= f ′(b), para algún b ∈ G+.
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De la Proposición 3.4.5 sabemos que existen a1, . . . an ∈ Γ∃(G, u) tales que b =
a1 + · · ·+ an. Luego,

f(b) = f(a1) + · · ·+ f(an) = h(a1) + · · ·+ h(an) = f ′(a1) + · · ·+ f ′(an) = f ′(b),

lo cual es una contradicción.
Supongamos que h es sobreyectiva, y sea b ∈ Γ∃(H, v). Luego, existe a ∈ Γ∃(G, u)

tal que h(a) = f(a) = b. De la Proposición 3.4.5 sabemos que todo elemento de H+ se
escribe como suma de elementos de Γ∃(H, v), y respectivamente todo elemento de G+ se
escribe como suma de elementos de Γ∃(G, v). Entonces f : G+ → H+ es sobreyectiva, y
en consecuencia f es sobreyectiva.

Supongamos que h es inyectiva, y que f no lo es. Luego, existe a 6= 0 ∈ G tal que
f(a) = 0 y sin pérdida de generalidad podemos suponer que a > 0. Luego, 0 = f(a∧u) =
h(a ∧ u), contradicción.

Recordemos que si G es un `-grupo con unidad fuerte de orden u y A = Γ(G, u),
entonces la correspondencia

σ : I(A)→ I(G)

definida por σ(J) = {x ∈ G : |x| ∧ u ∈ J} es un isomorfismo de orden entre el conjunto
I(A) de los ideales de la MV-álgebra A y el conjunto I(G) de los `-ideales de G. El
isomorfismo inverso τ está dado por τ(H) = H ∩ [0, u], para todo H ∈ I(G) (Cignoli
et. al., 2000, Theorem 7.2.2). En el caso de los `-grupos monádicos tenemos lo siguiente.

Teorema 3.5.2. Sea 〈G;u,∃〉 un `-grupo monádico con unidad fuerte u, y sea A =
Γ∃(G, u). Entonces la correspondencia

σ : J 7→ {x ∈ G : |x| ∧ u ∈ J}

es un isomorfismo de orden entre el conjunto IM(A) de los ideales monádicos de la
MMV-álgebra A, ordenados por inclusión, y el conjunto ordenado IM(G) de los `-ideales
monádicos de G. La aplicación τ : IM(G)→ IM(A), definida por τ(H) = H ∩ [0, u],
es el isomorfismo inverso.

Demostración. Sea J un ideal monádico de A. Sabemos que σ(J) es un `-ideal de G.
Veamos que σ(J) es un `-ideal monádico. Para ello, sea x ∈ σ(J). Queremos ver que
|∃x| ∧ u ∈ J . Observemos en primer lugar que |∃x| = ∃x+ + ∀x−. En efecto, de (G9),

|∃x| = (∃x)+ + (∃x)− = ∃x+ + (−∃x ∨ 0) = ∃x+ + (∀−x ∨ 0)

= ∃x+ + ∀(−x ∨ 0) = ∃x+ + ∀x−.

Como J es un ideal monádico de A, de |x| ∧ u ∈ J y (G7), tenemos que ∃(|x| ∧ u) =
∃|x| ∧ u ∈ J .

Además, x+ ≤ |x|. Entonces ∃x+ ≤ ∃|x| y ∃x+ ∧ u ≤ ∃|x| ∧ u. En consecuencia,
∃x+∧u ∈ J . De la misma manera, obtenemos que ∃x−∧u ∈ J . Luego, de ∀x−∧u ≤ ∃x−∧u,
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3. `-grupos monádicos

y por ser J decreciente, tenemos que ∀x− ∧ u ∈ J . Como J es un ideal de A, tenemos
que (∃x+ ∧ u)⊕ (∀x− ∧ u) ∈ J . Pero,

(∃x+ ∧ u)⊕ (∀x− ∧ u) =
(
(∃x+ ∧ u) + (∀x− ∧ u)

)
∧ u

=
(
((∃x+ ∧ u) + ∀x−) ∧ ((∃x+ ∧ u) + u)

)
∧ u = ((∃x+ ∧ u) + ∀x−) ∧ u

=
(
∃x+ + ∀x−

)
∧ (u+ ∀x−) ∧ u = (∃x+ + ∀x−) ∧ u ∈ J.

Luego, |∃x| ∧ u ∈ J . Por lo tanto, σ(J) es un `-ideal monádico de G. Si H es un `-ideal
monádico de G, es claro que τ(H) = H ∩ [0, u] es un ideal monádico de A.

Como consecuencia inmediata del Teorema 3.5.2 y del Teorema 3.3.17, tenemos lo
siguiente.

Corolario 3.5.3. Sea 〈G;u,∃〉 un `-grupo monádico con unidad fuerte u, y sea A =
Γ∃(G, u). Entonces,

IM(G) ∼= I(∃G) ∼= IM(A) ∼= I(∃A).

Corolario 3.5.4. Bajo el isomorfismo establecido en el Teorema 3.5.2, el conjunto de
`-ideales monádicos maximales de G se corresponde con los ideales monádicos maximales
de Γ∃(G, u), y el conjunto de `-ideales monádicos primos de G se corresponde con los
ideales monádicos primos de Γ∃(G, u).

Teorema 3.5.5. Sea 〈G;u,∃〉 un `-grupo monádico con unidad fuerte u. Entonces para
todo `-ideal monádico J de G son isomorfos

Γ∃ (G/J, u+ J) ∼= Γ∃(G, u)/(J ∩ [0, u]).

Demostración. Sea π : G → G/J el epimorfismo canónico. Del Teorema 3.5.2, sa-
bemos que J ∩ [0, u] es un ideal monádico de la MMV-álgebra Γ∃(G, u). Además,
Γ∃(π) : Γ∃(G, u) → Γ∃ (G/J, u+ J) es un epimorfismo tal que Ker(Γ∃(π)) = J ∩ [0, u].
Luego, Γ∃ (G/J, u+ J) ∼= Γ∃(G, u)/(J ∩ [0, u]).

112



4. Hoops de Wajsberg monádicos

La clase de los hoops de Wajsberg han sido extensamente estudiados (ver por ejemplo
Ferreirim (1992), Blok y Pigozzi (1994), Blok y Ferreirim (2000), Aglianò y Panti (2002)).
Es sabido que existe una relación entre los hoops de Wajsberg y las MV-álgebras. En todo
hoop de Wajsberg acotado se puede definir una estructura de MV-álgebra, definiendo

¬x := x→ 0,

x⊕ y := ¬(¬x� ¬y),

0 := ¬1,

y si A es una MV-álgebra, entonces 〈A;�,→, 1〉 es un hoop de Wajsberg. Más aún, los
hoops de Wajsberg constituyen la clase ecuacional de todos los {�,→, 1}-subreductos de
las MV-álgebras (ver la sección §1.4).

Motivados por esto, en este caṕıtulo estudiamos la clase de todos los {�,→,∀, 1}-
subreductos de las MV-álgebras monádicas. Demostramos que esta clase es una variedad
y damos el conjunto de identidades que la define. A toda álgebra perteneciente a esta
clase la llamamos hoop de Wajsberg monádico. En este caṕıtulo estudiamos la variedad
de los hoops de Wajsberg monádicos. Caracterizamos los miembros subdirectamente
irreducibles y las congruencias por medio de filtros que llamamos filtros monádicos. Estos
son filtros que poseen la propiedad adicional de que ∀a pertenece al filtro, para todo a
perteneciente al filtro. Demostramos también que el reticulado de los filtros monádicos de
un hoop de Wajsberg monádico es isomorfo al reticulado de los filtros de la subálgebra de
los elementos constantes del hoop. Demostramos además que la variedad está generada
por sus miembros finitos. Analizamos la relación entre las subvariedades de los hoops de
Wajsberg monádicos y las subvariedades de las MV-álgebras monádicas. Determinamos
las subvariedades de la variedad de los hoops de Wajsberg monádicos de ancho k.

El caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. En la sección 4.1 damos la definición
de un hoop de Wajsberg monádico, estudiamos los filtros monádicos, las congruencias, y
caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de la variedad. En la sección
§4.2 demostramos que la clase de los hoops de Wajsberg monádicos es exactamente la
clase de todos los hoop subreductos monádicos de las MV-álgebras monádicas. Finalmente,
en la §4.3 estudiamos las subvariedades de hoops de Wajsberg monádicos de ancho k.

4.1. Definición y propiedades

Sea A una MMV-álgebra, y consideremos el {�,→,∀, 1}-reducto de la misma. A todo
{�,→,∀, 1}-reducto de un álgebra A, lo llamamos un reducto hoop monádico de A. En
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4. Hoops de Wajsberg monádicos

el Lema 4.1.1, reunimos algunas de las propiedades que son verificadas por el reducto
hoop mónadico de una MMV-álgebra.

Lema 4.1.1. Las siguientes identidades se satisfacen en el reducto hoop monádico de
toda MMV-álgebra:

(MH1) ∀1 ≈ 1,

(MH2) ∀x→ x ≈ 1,

(MH3) ∀((x→∀y)→∀y) ≈ (∀x→∀y)→∀y,

(MH4) ∀(x→ y)→ (∀x→∀y) ≈ 1,

(MH5) ∀(∀x→∀y) ≈ ∀x→∀y,

(MH6) ∀(x� x) ≈ ∀x� ∀x,

(MH7) ∀((x→∀y)→ x) ≈ (∀x→∀y)→∀x,

(MH8) ∀(x ∧ y) ≈ ∀x ∧ ∀y,

(MH9) ∀(∀x� ∀y) ≈ ∀x� ∀y.

Demostración. Las identidades (MH1), (MH2), (MH4), (MH6), (MH8) y (MH9), son
inmediatas de (MMV14), (MMV7), (MMV21), (MMV11), (MMV8) y (MMV10), respec-
tivamente.

Notemos que la identidad (MH3) es equivalente a la identidad

∀(x ∨ ∀y) ≈ ∀x ∨ ∀y.

En consecuencia, de la Proposición 2.2.9, tenemos que (MH3) se satisface.
Veamos que (MH5) se satisface en toda MMV-álgebra A. Para ello, consideremos

a, b ∈ A. Entonces

∀(∀a→∀b) = ∀(¬∀a⊕ ∀b) = ∀(∀¬∀a⊕ ∀b) = ∀¬∀a⊕ ∀b = ¬∀a⊕ ∀b = ∀a→∀b.

Demostremos ahora que (MH7) se satisface en toda MV-álgebra Stn, para todo n, t ∈ N.
Como estas álgebras generan la variedadMV obtendremos como consecuencia que (MH7)
se satisface en toda MV-álgebra.

Sean a = 〈ai〉 y b = 〈bi〉 dos elementos de Stn. Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que a1 = mı́n1≤i≤t {ai} y que b1 = mı́n1≤i≤t {bi}. Luego, ∀∧a es la t-upla
constante ∀∧a = 〈a1, a1, . . . , a1〉 y, análogamente, ∀∧b = 〈b1, b1, . . . , b1〉. Para todo j,
a1 ≤ aj . Luego, aj→b1 ≤ a1→b1. Entonces, (a1→b1)→a1 ≤ (aj→b1)→a1 ≤ (aj→b1)→aj .
Luego, mı́n1≤j≤t{(aj → b1)→ aj} = (a1 → b1)→ a1. Por lo tanto, ∀((a→ ∀b)→ a) ≈
(∀a→∀b)→∀a.

Hemos probado que (MH7) se satisface en Stn. Del Corolario 2.2.7, sabemos que las
álgebras Stn generan la variedad MMV. Luego, (MH7) se satisface en toda MMV-
álgebra.
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4.1. Definición y propiedades

Motivados por el Lema 4.1.1, definimos el concepto de hoop de Wajsberg monádico.

Definición 4.1.2. Un álgebra A = 〈A;�,→,∀, 1〉 de tipo (2,2,1,0) es un hoop de
Wajsberg monádico si 〈A;�,→, 1〉 es un hoop de Wajsberg, y si se satisfacen las siguientes
identidades:

(MH1) ∀1 ≈ 1,

(MH2) ∀x→ x ≈ 1,

(MH3) ∀((x→∀y)→∀y) ≈ (∀x→∀y)→∀y,

(MH4) ∀(x→ y)→ (∀x→∀y) ≈ 1,

(MH5) ∀(∀x→∀y) ≈ ∀x→∀y,

(MH6) ∀(x� x) ≈ ∀x� ∀x,

(MH7) ∀((x→∀y)→ x) ≈ (∀x→∀y)→∀x,

(MH8) ∀(x ∧ y) ≈ ∀x ∧ ∀y,

(MH9) ∀(∀x� ∀y) ≈ ∀x� ∀y.

La clase de los hoops de Wajsberg monádicos es una variedad, que notamos conMWH.
De la identidad (MH3), tenemos que la siguiente identidad se satisface en todo hoop

de Wajsberg monádico:

(MH10) ∀x ≈ ∀∀x.

Si H es un hoop de Wajsberg monádico acotado con primer elemento 0, entonces ∀0 = 0.
En el siguiente lema probaremos que en todo hoop de Wajsberg monádico acotado
podemos definir una estructura de MMV-álgebra.

Lema 4.1.3. Sea H = 〈H;�,→, ∀, 1〉 un hoop de Wajsberg monádico acotado con primer
elemento 0. Si definimos

¬x = x→ 0,

x⊕ y = ¬x→ y,

entonces 〈H;⊕,¬, ∀, 0〉 es una MMV-álgebra.

Demostración. Sabemos que si 〈H;�,→, 1〉 es un hoop de Wajsberg acotado entonces
〈H;⊕,¬, 0〉 es una MV-álgebra. Veamos ahora que ∀ satisface las ecuaciones (MMV7)-
(MMV12) del Lema 2.1.2. Las ecuaciones (MMV7), (MMV8), (MMV10) y (MMV11) son
inmediatas de (MH2), (MH8), (MH9) y (MH6), respectivamente.

Sea a ∈ H. De (MH5) y teniendo en cuenta que ∀0 = 0, tenemos que ∀(¬∀a) = ∀(∀a→
0) = ∀a→0 = ¬∀a. Luego, (MMV9) se verifica. Por último, (MMV12) se deduce de (MH7).
En efecto, ∀(a⊕ a) = ∀((a→ 0)→ a) = ∀((a→∀0)→ a) = (∀a→ 0)→∀a = ∀a⊕∀a.
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4. Hoops de Wajsberg monádicos

Observemos en la demostración anterior, que en un hoop de Wajsberg monádico
acotado demostramos la identidad ∀(x⊕ x) ≈ ∀x⊕ ∀x a partir de la identidad (MH7).
Esta identidad volverá a ser importante en el caṕıtulo 5, donde estudiaremos los {→,∀, 1}-
subreductos de las MMV-álgebras.

Como consecuencia inmediata del Lema 4.1.1, tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.4. El reducto hoop monádico de toda MMV-álgebra, es un hoop de Wajsberg
monádico.

Ejemplo 4.1.5. Notamos con Ck
n,ω al hoop de Wajsberg monádico que es el reducto

hoop monádico de la MMV-álgebra Skn,ω, y con Ck
m al hoop de Wajsberg monádico

reducto de la MMV-álgebra Skm.

Sea H un hoop de Wajsberg monádico. Consideremos el conjunto ∀H = {∀x : x ∈ H}.
De (MH1), (MH5), (MH9) y (MH10), obtenemos que ∀H = 〈∀H;�,→,∀, 1〉 es una
subálgebra de H.

Sea A un hoop de Wajsberg, y consideremos el hoop de Wajsberg producto direc-
to Ak, siendo k un entero positivo. Definimos en Ak el operador ∀∧ : Ak → Ak por
∀∧(〈a1, . . . , ak〉) = 〈c, . . . , c〉 donde c =

∧k
i=1 ai. Entonces tenemos la siguiente proposi-

ción.

Lema 4.1.6. Si A es un hoop de Wajsberg entonces Ak = 〈Ak;�,→,∀∧, 1〉 es un hoop
de Wajsberg monádico, para todo entero positivo k.

Demostración. Sea A un hoop de Wajsberg. Sabemos que existe una MV-álgebra B y
un {�,→, 1}-monomorfismo φ : A→ B, y φ induce un {�,→, 1}-monomorfismo φ̄ de
forma natural φ̄ : Ak → Bk. De la Proposición 2.1.13 sabemos que Bk = 〈Bk;∀∧〉 es una
MMV-álgebra y del Lema 4.1.4, tenemos que Bk es un hoop de Wajsberg monádico.
Luego, Ak es un hoop de Wajsberg monádico.

El Lema 4.1.6 nos permite encontrar ejemplos de hoops de Wajsberg monádicos que
serán importantes para el desarrollo del caṕıtulo. En particular, trabajaremos con el
hoop de Wajsberg monádico cancelativo Ck

ω.

4.1.1. Filtros monádicos y congruencias

En esta sección definimos el concepto de filtro monádico. Caracterizamos a las congruen-
cias de todo hoop de Wajsberg monádico por medio del conjunto de filtros monádicos.
Más precisamente, establecemos un isomorfismo entre el reticulado de congruencias de
un hoop de Wajsberg monádico H y el reticulado de filtros monádicos de H. Probamos
también que el reticulado de filtros monádicos de H es isomorfo al reticulado de filtros
de ∀H.

Definición 4.1.7. Sea H ∈MWH. Un filtro F de H se dice un filtro monádico de H,
si verifica que ∀a ∈ F , para todo a ∈ F .
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4.1. Definición y propiedades

Notamos con FM(H) al conjunto de todos los filtros monádicos de H, ordenados por
inclusión. Observemos que si F ∈ FM(H) entonces, F es cerrado por →, �, ∀ y 1 ∈ F .
Luego, todo filtro monádico F es un subuniverso de H.

Si H ∈MWH y X ⊆ H,X 6= ∅, el filtro monádico generado por X es el conjunto

FMg(X) = {b ∈ H : ∀a1→ (∀a2→ (. . . (∀an→ b) . . . )) = 1 donde a1, a2, . . . , an ∈ X} ,
o lo que es lo mismo,

FMg(X) = {b ∈ H : ∀a1 � ∀a2 � · · · � ∀an ≤ b, donde a1, a2, . . . , an ∈ X} .

Si en particularX = {a} entonces FMg(a) =
{
b ∈ H : ∀a n→ b = 1, para algún n ∈ N

}
.

Observar que FMg(X) = Fg(∀X).

Teorema 4.1.8. Sea H ∈MWH. La correspondencia ConMWH(H)→ FM (H) definida
por θ → 1/θ es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por F → θF .

Demostración. Sea θ ∈ ConMWH(H). Consideremos el filtro 1/θ y sea x ∈ 1/θ. Entonces
(x, 1) ∈ θ. Luego, (∀x,∀1) ∈ θ. De (MH1), tenemos que (∀x, 1) ∈ θ. Luego, ∀x ∈ 1/θ y
en consecuencia 1/θ es un filtro monádico.

Sea F ∈ FM(H). Veamos que la relación

θF =
{

(a, b) ∈ H2 : (a→ b)� (b→ a) ∈ F
}

es una congruencia sobre H. Para ello, sean a, b ∈ H tal que (a→ b)� (b→a) ∈ F . Luego,
a→ b ∈ F y b→ a ∈ F . Como F es monádico, tenemos que ∀(a→ b) ∈ F y ∀(b→ a) ∈ F .
Por (MH4) y por ser F creciente, tenemos que ∀a→∀b ∈ F y ∀b→∀a ∈ F . Por lo tanto,
(∀a→∀b)� (∀b→∀a) ∈ F .

El siguiente teorema establece el isomorfismo entre el reticulado de filtros monádicos
de H y el reticulado de filtros de ∀H.

Teorema 4.1.9. Sea H ∈ MWH. La correspondencia FM(H)→ F(∀H) definida por
F → F ∩ ∀H es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por M → FMg(M).

Demostración. Es claro que si F ∈ FM(H) entonces F ∩ ∀H ∈ F(∀H).
Sea M ∈ F(∀H). Veamos que FMg(M)∩ ∀H = M . Claramente, M ⊆ FMg(M)∩ ∀H.

Sea z ∈ FMg(M)∩∀H. Luego, existen a1, a2, . . . , an ∈M tales que ∀a1�∀a2�· · ·�∀an ≤
z. Como M es un filtro monádico de ∀H, sabemos que ∀a1�∀a2� · · ·�∀an ∈M . Como
z ∈ ∀H y M es creciente, obtenemos que z ∈M .

Consideremos F un filtro monádico de H, y probemos que FMg(F ∩ ∀H) = F . De
F ∩ ∀H ⊆ F sabemos que FMg(F ∩ ∀H) ⊆ F . Sea f ∈ F . Luego, ∀f ∈ F ∩ ∀H y
entonces ∀f ∈ FMg(F ∩ ∀H). Pero FMg(F ∩ ∀H) es creciente en H y como ∀f ≤ f ,
entonces f ∈ FMg(F ∩ ∀H).

Corolario 4.1.10. Si H ∈MWH entonces

ConMWH(H) ∼= FM(H) ∼= F(∀H) ∼= ConWH(∀H).

Como consecuencia, la variedad MWH tiene la propiedad de distributividad de con-
gruencias.
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4. Hoops de Wajsberg monádicos

4.1.2. Álgebras subdirectamente irreducibles

En esta sección caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de la
variedad MWH. Como consecuencia demostramos que si H es un hoop de Wajsberg
subdirectamente irreducible entonces H es acotado o H es cancelativo. Este resultado
será importante en la sección §4.3.

Como consecuencia inmediata del Corolario 4.1.10, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1.11. Sea H ∈MWH. Entonces, H es subdirectamente irreducible (simple)
si y sólo si ∀H es un hoop de Wajsberg subdirectamente irreducible (simple).

Sabemos que las álgebras subdirectamente irreducibles en la variedad WH son total-
mente ordenadas. Luego, del Corolario 4.1.11 obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.1.12. Si H es un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente irreducible
entonces ∀H es totalmente ordenada.

Proposición 4.1.13. Todo hoop de Wajsberg monádico es producto subdirecto de una
familia de hoops de Wajsberg monádicos {Ai}, i ∈ I, tales que ∀Ai es totalmente
ordenada.

Observemos que en todo hoop podemos escribir la operación ⊕ en términos de la
operación � y de → de la siguiente manera:

a⊕ b = (a→ (a� b))→ b,

Además, en todo hoop de Wajsberg acotado ⊕ es la suma usual (ver §1.4). Si H es un
hoop cancelativo, entonces a⊕ b = 1 para todo a, b ∈ H. Más aún, un hoop de Wajsberg
es cancelativo si y sólo si satisface la identidad x⊕ x ≈ 1.

Teorema 4.1.14. Sea H un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente irreducible.
Entonces H es acotado o H es cancelativo.

Demostración. Si H es subdirectamente irreducible, sabemos que ∀H es un hoop de
Wajsberg totalmente ordenado. Luego, ∀H es acotado o ∀H es cancelativo. Si ∀H es
acotado, entonces H es acotado. Supongamos ahora que ∀H es cancelativo, luego para
todo a ∈ H tenemos que ∀a⊕∀a = 1. Entonces, de (MH2) y (MH7), a⊕ a ≥ ∀(a⊕ a) =
∀a⊕ ∀a = 1. Luego, H es cancelativo.

4.2. Subreductos hoop monádicos de las MV-álgebras
monádicas

En esta sección demostramos que la variedad de los hoops de Wajsberg monádicos es
exactamente la clase de subreductos hoops monádicos de las MMV-álgebras, y probamos
que existe una estrecha relación entre las variedades de las MMV-álgebras y variedades
de hoops de Wajsberg monádicos.
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4.2. Subreductos hoop monádicos de las MV-álgebras monádicas

Vimos que los hoops de Wajberg monádicos acotados son los {�,→,∀, 1}-reductos de
las MMV-álgebras. Veremos en esta sección que los hoops de Wajsberg monádicos son
los {�,→,∀, 1}-subreductos de las MMV-álgebras.

Lema 4.2.1. Sea A = 〈A;�,→, ∀, 1〉 ∈ MWH y a ∈ ∀A. Definimos para x, y ∈ [a),
x�a y = (x� y) ∨ a. Entonces [a) = 〈[a);�a,→,∀, 1〉 es un hoop de Wajsberg monádico
acotado.

Demostración. Notemos en primer lugar que si a ∈ ∀A, entonces a = ∀a. Sabemos que
〈[a);�a,→, 1〉 es un hoop de Wajsberg acotado. Sean x, y ∈ [a). Las propiedades (MH1),
(MH2), (MH3), (MH4), (MH5) y (MH7) son inmediatas.

Probemos (MH6), esto es, ∀(x�ax) = ∀x�a∀x. En efecto, ∀(x�ax) = ∀((x�x)∨a) =
∀(x� x) ∨ a = (∀x� ∀x) ∨ a = ∀x�a ∀x.

Veamos ahora que (MH8) se satisface. En efecto,

∀(x ∧a y) = ∀(x�a (x→ y)) = ∀((x� (x→ y)) ∨ a) = ∀(x� (x→ y)) ∨ a
= (∀x ∧ ∀y) ∨ a = (∀x� (∀x→∀y)) ∨ a = ∀x�a (∀x→∀y) = ∀x ∧a ∀y.

Por último, veamos que ∀(∀x�a ∀y) = ∀x�a ∀y. En efecto, ∀(∀x�a ∀y) = ∀((∀x�
∀y) ∨ a) = ∀(∀x� ∀y) ∨ a = ∀x�a ∀y. Hemos probado (MH9).

Teorema 4.2.2. Si A es un hoop de Wajsberg monádico, entonces

A ∈ I S PU ({[∀a) : a ∈ A}) .

Demostración. Consideremos la familia {(a] = {x ∈ A : x ≤ a} : a ∈ A}. Como (a∧ b] =
(a] ∩ (b], la familia {(a] : a ∈ A} tiene la propiedad de intersecciones finitas. Por lo tanto,
existe un ultrafiltro F ⊆ P(A) = Su(A) que contiene a todos los miembros de la familia.

Sea

ψ : A→
(∏
z∈A

[∀z)

)
/F,

definido de la siguiente manera ψ(a) = (a ∨ ∀z)z∈A/F . Observemos que dados a, b ∈ A,

ψ(a) = ψ(b) si y sólo si {z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b} ∈ F.

Veamos que ψ(∀a) = ∀(ψa), ψ(a� b) = ψ(a)� ψ(b), ψ(a→ b) = ψ(a)→ ψ(b) y que ψ es
inyectiva.

Observemos que ∀(ψa) = ∀ ((a ∨ ∀z)z∈A/F ) = ∀ ((a ∨ ∀z)z∈A) /F = (∀(a ∨ ∀z))z∈A /F .
Luego,

ψ(∀a) = ∀(ψa) si y sólo si {z ∈ A : ∀z ∨ ∀a = ∀(a ∨ ∀z)} ∈ F.
Pero en A se verifica que ∀z∨∀a = ∀(a∨∀z). Entonces, {z ∈ A : ∀z ∨ ∀a = ∀(a ∨ ∀z)} =
A y A ∈ F .

Veamos que ψ(a � b) = ψ(a) � ψ(b). Si z ≤ a � b entonces ∀z ∨ (a � b) = a � b =
(∀z ∨ a)� (∀z ∨ b). Luego,

(a� b] ⊆ {z ∈ A : ∀z ∨ (a� b) = (∀z ∨ a)� (∀z ∨ b)}.
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4. Hoops de Wajsberg monádicos

Luego, {z ∈ A : ∀z ∨ (a� b) = (∀z ∨ a)� (∀z ∨ b)} ∈ F .
Notemos que ψ(a→ b) = ψ(a)→ ψ(b) si y sólo si

{z ∈ A : ∀z ∨ (a→ b) = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b)} ∈ F.

Sabemos que existe c ∈ A tal que c ≤ a, b. Veamos que

(c] ⊆ {z ∈ A : ∀z ∨ (a→ b) = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b)} .

En efecto, si z ∈ (c], entonces ∀z ≤ z ≤ c ≤ a, b. Luego, ∀z ≤ a→ b. Aśı,

∀z ∨ (a→ b) = a→ b = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b).

Como (c] ∈ F deducimos que {z ∈ A : ∀z ∨ (a→ b) = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b)} ∈ F . Sean
a, b ∈ A tales que ψ(a) = ψ(b). Como (a] ∈ F , entonces la intersección

(a] ∩ {z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b} ∈ F.

En particular, esta intersección es no vaćıa. Sea w ∈ (a] ∩ {z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b}.
Luego, a = ∀w ∨ a = ∀w ∨ b y por lo tanto b ≤ a. Análogamente, considerando (b] ∈ F ,
obtenemos que a ≤ b. Luego, a = b.

Del teorema anterior, tenemos que todo hoop de Wajsberg monádico se puede sumergir
en un hoop de Wajsberg monádico acotado, es decir, se puede sumergir en una MMV-
álgebra.

Si K es una clase de MMV-álgebras, sea Shm(K) la clase de los subreductos hoop
monádicos de álgebras de K, esto es, aquellos hoops monádicos que son subhoops
monádicos de algún álgebra en K.

Proposición 4.2.3. Si V es una variedad de MMV-álgebras, entonces Shm(V) es una
variedad de hoops de Wajsberg monádicos. En particular, MWH es la clase de todos los
subreductos hoop monádicos de las MMV-álgebras.

Demostración. Veamos que Shm(V) es cerrado por subálgebras, imágenes homomorfas y
productos directos. Sea A ∈ Shm(V), y sea B ∈ V tal que A es isomorfa a un subhoop
monádico de B. Identifiquemos A con dicho subhoop para facilitar la notación.

Sea C un subhoop monádico de A. Luego, C es un subhoop monádico de B. Por lo
tanto, C ∈ Shm(V).

Consideremos Ai ∈ Shm(V), para todo i ∈ I, y sean Bi ∈ V tal que Ai es isomorfa
a un subhoop monádico de Bi. Sean αi : Ai → Bi homomorfismos inyectivos. Sabemos
que α :

∏
i∈I Ai →

∏
i∈I Bi definido por α(a)(i) = αi(a(i)) es un homomorfismo. Es

claro también α es inyectivo, ya que para todo i ∈ I, αi es inyectivo. Por lo tanto,∏
i∈I Ai ∈ Shm(V).
Consideremos F un filtro monádico de A, y sea F ′ = FMgB(F ) el filtro monádico

generado por F en B. Como F es monádico, sabemos que F ′ = FgB(F ). Es claro que
F ⊆ F ′ ∩ A. Veamos que F = F ′ ∩ A. Para ello, sea a ∈ F ′ ∩ A. Luego, existen ai ∈ F ,
1 ≤ i ≤ n, tales que a1→ (a2→ (. . . (an→ a) . . . )) = 1 ∈ F . Aplicando modus ponens,
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obtenemos que a ∈ F . Luego, F = F ′ ∩ A. Sean x, y ∈ A tales que x/F 6= y/F . Veamos
que x/F ′ 6= y/F ′. En efecto, supongamos por el absurdo que x e y tienen la misma clase
módulo F ′. Entonces (x→ y)� (y→ x) ∈ F ′ ∩ A, lo cual es una contradicción. Luego,
la aplicación A/F ↪→ B/F ′ definida por a/F 7→ a/F ′ es un homomorfismo inyectivo.
Como B/F ′ ∈ V , tenemos que A/F ∈ Shm(V).

Corolario 4.2.4. Sea B una MMV-álgebra y sea A su reducto hoop monádico. Entonces
V(A) = Shm(V(B)).

Demostración. De la Proposición 4.2.3, sabemos que Shm(VMMV(B)) es una variedad
de hoops de Wajsberg monádicos y es claro que V(A) ⊆ Shm(VMMV(B)).

Sea C ∈ Shm(VMMV(B)), y sea D ∈ VMMV(B) tal que existe una {�,→,∀, 1}-
inmersión de C ↪→ D. Como D ∈ H S P(B), entonces D es una imagen homomorfa de
una MMV-álgebra S, tal que S es isomorfa a una MMV-subálgebra de BI . Sea g : S→ D
el MMV-epimorfismo. Consideremos S ′ = g−1(C) y el epimorfismo g � S ′ : S′ → C.
Luego, S′ es una {�,→, ∀, 1}-subálgebra de AI y AI es el {�,→,∀, 1}-reducto de BI .
Luego, C ∈ V(A). Por lo tanto, Shm(VMMV(B)) ⊆ V(A).

Vimos que la variedad de las MMV-álgebras está generada por sus álgebras finitas
(Corolario 2.2.7). De este resultado y la Proposición 4.2.3 obtenemos lo siguiente.

Corolario 4.2.5. La variedad de los hoops de Wajsberg monádicos está generada por
{Ck

n : n, k ∈ N}.

4.3. Variedades de hoops de Wajsberg monádicos de
ancho k

Como en la sección §2.6 vamos a considerar la identidad

(αk) ∀
(
k+1∨
i=1

∧
X−i

)
→

k+1∨
j=1

∀xj ≈ 1,

donde X = {x1, x2, . . . , xk, xk+1}, X−i = X−{xi}, siendo k un número entero no negativo.
Análogamente a las MMV-álgebras, diremos que un hoop de Wajsberg monádico A es

de ancho 1 si satisface la identidad (α1), y que es de ancho k, para k > 1, si satisface la
identidad (αk) y no satisface la identidad (αk−1). Si A no satisface (αk) para ningún k,
decimos que el álgebra es de ancho infinito. Notamos width A = k o width A = ω, según
sea el caso finito o infinito.

Sea A un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente irreducible que satisface la
identidad (αk), para cierto k entero positivo. Sabemos que A es un subreducto hoop
monádico de una MMV-álgebra B. Por la construcción de B, resulta que B satisface
(αk). Además, sabemos que ∀B es totalmente ordenada. Luego, de la Proposición 2.6.8,
obtenemos que B es isomorfa a una subálgebra de 〈(∀B)k;∀∧〉. Entonces, A es un
subreducto hoop monádico de la MMV-álgebra 〈(∀B)k;∀∧〉. Si consideremos ∃ : A→ A
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definido por ∃a = ∀(a→ ∀a)→ ∀a, para todo a ∈ A, entonces el siguiente lema es
inmediato. Su demostración es análoga a la Proposición 2.6.8.

Lema 4.3.1. Si A es un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente irreducible que
satisface (αk) entonces A es isomorfo a una subálgebra de (∀A)k.

Notamos también con [0,1]k al reducto hoop monádico de la MMV-álgebra [0,1]k.
Consideremos un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente irreducible A que

satisface la identidad (αk). Del Teorema 4.1.14 sabemos que A es acotado o A es
cancelativo.

Supongamos en primer lugar que A es un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente
irreducible acotado. Sea B la MMV-álgebra que se obtiene de A considerando el primer
elemento de A como constante. Por el Corolario 4.2.4, sabemos que V(A) = Shm(V(B)).
Como consecuencia de esto, la Proposición 4.2.3 y el Teorema 2.7.28, obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 4.3.2. Si V es una subvariedad no trivial de hoops de Wajsberg monádicos
acotados tal que V ⊆ V([0,1]k), entonces V tiene alguna de las siguientes tres formas:

(F1) V = V(Ct1
m1
, . . . ,Ctr

mr
), r ≥ 1, y ti ≤ k, para todo i,

(F2) V = V(Ct1
m1
, . . . ,Ctr

mr
,Cs1,P1

n1,ω
, . . . ,C

sp,Pp
ns,ω ), r ≥ 0, s ≥ 1, ti ≤ k y si ≤ k, para todo

i,

(F3) V = V(Ct1
m1
, . . . ,Ctr

mr
,Cs1,P1

n1,ω
, . . . ,C

sp,Pp
ns,ω , [0,1]k1), r ≥ 0, s ≥ 0, ti ≤ k y si ≤ k,

para todo i, y además k1 ≤ k, donde {m1, . . . ,mr} es un subconjunto finito de N.
Si r = 0 entonces {m1, . . . ,mr} = ∅. Similarmente, para el conjunto {s1, . . . , sp}.

De los teoremos de Jónsson y del Teorema 4.3.2, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.3. Si V es una subvariedad no trivial de hoops de Wajsberg acotados
contenida en V([0,1]k), entonces V tiene alguna de las siguientes formas

(F1) V =
∨r
i=1 V(Cti

mi
), donde ti ≤ k, para todo i,

(F2) V =
∨r
i=0 V(Cti

mi
) ∨∨s

i=1 V(Csi,Pi
ni,ω

), donde ti ≤ k y si ≤ k, para todo i,

(F3) V =
∨r
i=0 V(Cti

mi
) ∨∨s

i=1 V(Csi,Pi
ni,ω

) ∨ V([0,1]k1), donde ti ≤ k y si ≤ k, para todo i,
y k1 ≤ k.

Consideremos ahora el caso en que A es un hoop de Wajsberg monádico cancelativo
de ancho k.

Recordemos que A satisface que a⊕ b = 1, para todo a, b ∈ A. Más aún, la subvariedad
de los hoops cancelativos está caracterizada por la identidad

(ζ) x⊕ x ≈ 1.

El siguiente lema será necesario en la demostración del Teorema 4.3.5. Su demostración
es análoga a la de la Proposición 2.6.11.
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Lema 4.3.4. Sean A y B dos hoops de Wajsberg. Si A ∈ VWH(B) entonces Ak ∈
VMWH((B)k).

Teorema 4.3.5. Sea A un hoop de Wajsberg monádico subdirectamente irreducible
cancelativo de ancho k, entonces V(A) = V(Ck

ω).

Demostración. Si k = 1, sabemos que VWH(A) = VWH(Cω) (ver Aglianò y Panti (2002)).
Como A es una cadena, entonces V(A) = V(Cω).

Supongamos ahora que k > 1. Como A es de ancho k, del Lema 4.3.1, sabemos que A
es isomorfa a una subálgebra de 〈(∀A)k ;∀∧〉. Identificamos A con dicha subálgebra para
simplificar la notación. Para cada j ∈ {1, . . . , k}, como A es de ancho k podemos elegir
los siguientes elementos de A ⊆ (∀A)k:

aj(i) =

{
1 si i 6= j
cj si i = j

,

donde cj ∈ ∀A−{1}. Como ∀A es totalmente ordenada podemos suponer sin pérdida de
generalidad que c1 ≤ · · · ≤ cj ≤ · · · ≤ ck. Para cada j, consideremos el elemento bj ∈ A

bj =

 ⊙
s∈{1,...,k}\{j}

as

→∀ak.
Observemos que bj(i) =

{
ck si j = i
1 si j 6= i

. Entonces la subálgebra de A generada por

el conjunto {bj : 1 ≤ j ≤ k} es isomorfa a Ck
ω. Por lo tanto, V(Ck

ω) ⊆ V(A). Por
otro lado, sabemos que VWH(Cω) = VWH(∀A). Luego, del Lema 4.3.4, sabemos que
VMWH(Ck

ω) = VMWH((∀A)k). Entonces A ∈ V(Ck
ω). Por lo tanto, V(A) = V(Ck

ω).

Corolario 4.3.6. La subvariedad de hoops de Wajsberg monádicos cancelativos de ancho
k está caracterizada por las identidades (αk) y (ζ) x⊕ x ≈ 1.

Es claro que Ck
ω es subálgebra de Cs

ω si y sólo si k ≤ s, y también que Ck
ω es isomorfa

al radical de Ck
n,ω para todo entero positivo n. Luego el siguiente lema es inmediato.

Lema 4.3.7. Ck
ω ∈ V(Cs

ω) si y sólo si k ≤ s. Para todo entero positivo n, Ck
ω ∈ V(Cs,P

n,ω)
si y sólo si k ≤ s.

En el siguiente corolario, que es inmediato de la Proposición 2.7.29 y del Corolario 4.3.3,
resumimos las propiedades de inclusión entre las subvariedades de hoops de Wajsberg
monádicos acotados de ancho menor o igual que k.

Proposición 4.3.8. Sea V una variedad de hoops de Wajsberg monádicos acotados tal
que V ⊆ V([0,1]k). Entonces:

(1) V([0,1]t) ⊆ V si y sólo si V es de la forma (F3) y t ≤ k1,

(2) V(Ct,P′
n,ω ) ⊆ V si y sólo si alguna de la siguientes condiciones se satisface:
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(2a) V es de la forma (F2) y n divide a algún ni ∈ {n1, . . . , np} y t es menor a
algún {s1, . . . , sp}, o, n divide a algún ni ∈ {n1, . . . , np}, t es menor o igual
que algún si ∈ {s1, . . . , sp} y P′ ≤ Pi,

(2b) V es de la forma (F3) y t ≤ k1,

(3) V(Ct
m) ⊆ V si y sólo si m|q para algún q ∈ {m1, . . . ,mr, s1, . . . , sp} y t ≤ tq, o,

t ≤ k1.

Recordemos además que todo hoop de Wajsberg acotado ⊕ es la suma usual (ver
§1.4.1). Entonces podemos hallar bases ecuacionales para cada una de las subvariedades
de hoops de Wajsberg monádicos acotados de ancho k, siguiendo los argumentos de la
sección §2.7, donde se encuentran bases ecuacionales finitas para toda subvariedad de
MMV-álgebras de ancho k. Observar que en la identidad (fk,Pn ) debe reemplazarse las
dos apariciones de 0 por ∀

(∧s
i=1 2xn+1

i

)
. Entonces tenemos bases ecuacionales para cada

una de las subvariedades {V(Ct
m) : t ≤ k} ∪ {V(Ct,P

n,ω) : t ≤ k} ∪ {V([0,1]t) : t ≤ k}.
Vamos a dar ahora las identidades que caracterizan a una subvariedad propia de la

subvariedad generada por [0,1]k.
Es claro que toda identidad τ1 ≈ τ2 es equivalente a la identidad (τ1→τ2)∧(τ2→τ1) ≈ 1.

Además, η1(x11, . . . , x1n1) ≈ 1, . . . , ηr(xr1, . . . , xrnr) ≈ 1 caracterizan a una variedad V
si y sólo si η1(x11, . . . , x1n1) ∧ · · · ∧ ηr(xr1, . . . , xrnr) ≈ 1 se satisface en V. Luego, toda
subvariedad V ∈ {V(Ct

ω) : t ≤ k} ∪ {V(Ct
m) : t ≤ k} ∪ {V(Ct,P

n,ω) : t ≤ k} ∪ {V([0,1]t) :
t ≤ k} está caracterizada por una sola identidad λV(x1, . . . , xn) ≈ 1. El siguiente teorema
nos da la caracterización por identidades de toda subvariedad de hoop de Wajsberg
monádicos de ancho menor o igual que k. La demostración es análoga a la demostración
del Teorema 2.7.30 para el caso de las MMV-álgebras.

Teorema 4.3.9. Si V =
∨s
i=1 Vi, donde Vi ∈ {V(Ct

ω) : t ≤ k} ∪ {V(Ct
m) : t ≤ k} ∪

{V(Ct,P
n,ω) : t ≤ k} ∪ {V([0,1]t) : t ≤ k}, entonces la identidad que caracteriza a V es

λV(x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , xs1, . . . , xsns) =
s∨
i=1

∀ (λVi(xi1, . . . , xini
)) ≈ 1,

donde λVi(xi1, . . . , xini
) ≈ 1 caracteriza a la variedad Vi, para cada i = 1, . . . , s.
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Las álgebras de implicación de  Lukasiewicz constituyen la contrapartida algebrai-
ca del fragmento implicacional de la lógica Super- Lukasiewicz estudiada por Komori
(1978b). Fueron llamadas C-álgebras en Komori (1978b) (ver también Komori (1978a)), y
 Lukasiewicz residuation algebras en Berman y Blok (2004). También han sido estudiadas
por otros autores (ver Ferreirim (1992), Dı́az Varela y Torrens Torrell (2006), Dı́az Varela
(2008), Campercholi et. al. (2011)).

La clase de todas las álgebras de implicación de  Lukasiewicz es exactamente la clase
de todos los {→, 1}-subreductos de las MV-álgebras (Ferreirim, 1992).

Motivados por este resultado, en este caṕıtulo estudiamos la clase de los {→,∀, 1}-
subreductos de las MMV-álgebras. Demostramos que esta clase es una variedad, e
indicamos el conjunto de identidades que la definen. A toda álgebra perteneciente a esta
variedad, la llamamos álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica.

Además realizamos un estudio completo de la variedad. Caracterizamos los miembros
subdirectamente irreducibles y a las congruencias por sus filtros monádicos. Demostramos
que la variedad está generada por sus miembros finitos. Damos una descripción completa
del reticulado de subvariedades, indicando también una base ecuacional para cada una
de las subvariedades propias.

El presente caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. En la sección §5.1 definimos
la variedad de las álgebras de implicación de  Lukasiewicz monádicas e indicamos varias
de las propiedades que serán necesarias para el desarrollo del caṕıtulo. En la sección
§5.1.1 demostramos que existe un isomorfismo entre el reticulado de congruencias de un
álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica A y el reticulado de filtros implicativos
monádicos de A. Probamos también que el reticulado de filtros implicativos monádicos
de A es isomorfo al reticulado de filtros implicativos de ∀A. Además, caracterizamos
los miembros subdirectamente irreducibles y los simples finitos de la variedad. En la
sección §5.2 demostramos que la clase de todos los subreductos implicativos monádicos
de las MMV-álgebras es exactamente la clase de las álgebras implicativas monádicas
de  Lukasiewicz. Como aplicación, demostramos que la variedad está generada por sus
miembros finitos. Damos también un álgebra caracteŕıstica de la variedad. Por último,
la sección §5.3 está dedicada al estudio del reticulado de subvariedades. Hallamos los
miembros ∨-irreducibles del mismo y caracterizamos a cada una de las subvariedades
propias por medio de identidades.
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5.1. Definición y propiedades básicas

En esta sección definimos a las álgebras de implicación de  Lukasiewicz monádicas.
Comenzamos la sección estudiando las propiedades del {→,∀, 1}-reducto de una MV-
álgebra monádica. Además, indicamos varias propiedades que serán de utilidad en el
desarrollo del caṕıtulo.

Lema 5.1.1. El {→,∀, 1}-reducto de una MMV-álgebra satisface las siguientes identida-
des:

(ML1) ∀1 ≈ 1,

(ML2) ∀x→ x ≈ 1,

(ML3) ∀((x→∀y)→∀y) ≈ (∀x→∀y)→∀y,

(ML4) ∀(x→ y)→ (∀x→∀y) ≈ 1,

(ML5) ∀(∀x→∀y) ≈ ∀x→∀y,

(ML6) ∀((y→ (y→∀x))→∀x) ≈ (∀y→ (∀y→∀x))→∀x,

(ML7) ∀((x→∀y)→ x) ≈ (∀x→∀y)→∀x.

Demostración. Las identidades (ML1), (ML2) y (ML4) son inmediatas de (MMV14),
(MMV7) y (MMV21), respectivamente. De la Proposición 2.2.9 se deduce (ML3). Del
Lema 4.1.1, sabemos que (ML7) se satisface en toda MMV-álgebra.

Sea A el {→,∀, 1}-reducto de una MMV-álgebra, y sean a, b ∈ A. Veamos que (ML5)
se satisface en A. En efecto,

∀(∀a→∀b) = ∀(¬∀a⊕ ∀b) = ∀(∀¬∀a⊕ ∀b) = ∀¬∀a⊕ ∀b = ¬∀a⊕ ∀b = ∀a→∀b.

Probemos ahora que (ML6) se satisface. En efecto, ∀((b→ (b→∀a))→∀a) = ∀((b2→
∀a)→ ∀a) = ∀(b2 ∨ ∀a) = ∀b2 ∨ ∀a = (∀b)2 ∨ ∀a = ((∀b)2→ ∀a)→ ∀a = (∀b→ (∀b→
∀a))→∀a.

El lema anterior motiva la siguiente definición.

Definición 5.1.2. Un álgebra A = 〈A;→,∀, 1〉 de tipo (2,1,0) es un álgebra de implica-
ción de  Lukasiewicz monádica si 〈A;→, 1〉 es un álgebra de implicación de  Lukasiewicz y
si se satisfacen las siguientes identidades:

(ML1) ∀1 ≈ 1,

(ML2) ∀x→ x ≈ 1,

(ML3) ∀((x→∀y)→∀y) ≈ (∀x→∀y)→∀y,

(ML4) ∀(x→ y)→ (∀x→∀y) ≈ 1,
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(ML5) ∀(∀x→∀y) ≈ ∀x→∀y,

(ML6) ∀((y→ (y→∀x))→∀x) ≈ (∀y→ (∀y→∀x))→∀x,

(ML7) ∀((x→∀y)→ x) ≈ (∀x→∀y)→∀x.

Suponemos que el lector está familiarizado con la teoŕıa de las álgebras de implicación
de  Lukasiewicz. En la sección §1.5 se dan la definición y las propiedades más importantes.
Para más información, el lector puede consultar la bibliograf́ıa indicada en esa sección.

Con esta definición, el Lema 5.1.1 puede ser reformulado de la siguiente manera.

Lema 5.1.3. El {→,∀, 1}-reducto de una MMV-álgebra es un álgebra de implicación de
 Lukasiewicz monádica.

Ejemplo 5.1.4. Notamos con Lk
n al {→,∀, 1}-reducto de la MMV-álgebra Skn, donde n

y k son enteros positivos.

Notamos con ML a la variedad de todas las álgebras de implicación de  Lukasiewicz
monádicas.

Teniendo en cuenta la definición del orden en un álgebra de implicación de  Lukasiewicz,
la identidad (ML2) es equivalente a ∀x ≤ x. Sabemos además que para todo a y b en un
álgebra de implicación de  Lukasiewicz, existe el supremo y está dado por a∨b = (a→b)→b.
Entonces (ML3) es equivalente a ∀(x ∨ ∀y) ≈ ∀x ∨ ∀y.

Lema 5.1.5. En toda álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica A se satisfacen
las siguientes identidades y propiedades, para todo a, b ∈ A:

(ML8) ∀∀x ≈ ∀x,

(ML9) si a ≤ b entonces ∀a ≤ ∀b,

(ML10) el ı́nfimo entre ∀a y ∀b existe si y sólo si existe el ı́nfimo entre a y b,

(ML11) ∀(∀x ∨ ∀y) ≈ ∀x ∨ ∀y,

(ML12) si existe ∀a ∧ ∀b entonces ∀(∀a ∧ ∀b) = ∀a ∧ ∀b,

(ML13) si existe a ∧ b entonces ∀(a ∧ b) = ∀a ∧ ∀b.

Demostración. De (ML3) y (ML2), tenemos que ∀a = ∀∀a ∨ ∀a = ∀(∀a ∨ ∀a) = ∀∀a.
Luego, (ML8) se satisface.

Demostremos (ML9). Consideremos a ≤ b. Luego, de (ML4) y (ML1), tenemos

1 = ∀(a→ b)→ (∀a→∀b) = ∀1→ (∀a→∀b) = 1→ (∀a→∀b) = ∀a→∀b.

Por lo tanto, ∀a ≤ ∀b.
Supongamos que existe ∀a ∧ ∀b. Es claro que ∀a ∧ ∀b ≤ a y ∀a ∧ ∀b ≤ b. Luego existe

a ∧ b. Rećıprocamente, supongamos que existe a ∧ b. De a ∧ b ≤ a y a ∧ b ≤ b, y (ML9),
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tenemos que ∀(a ∧ b) ≤ ∀a y ∀(a ∧ b) ≤ ∀b. Luego, existe el ı́nfimo entre ∀a y ∀b, y
además ∀(a ∧ b) ≤ ∀a ∧ ∀b.

Demostremos (ML11). En efecto, de (ML3) y (ML8) tenemos que ∀(∀a ∨ ∀b) =
∀∀a ∨ ∀b = ∀a ∨ ∀b.

Veamos (ML12). Supongamos que existe ∀a ∧ ∀b. Entonces, de (ML10), sabemos que
existe a ∧ b y que además ∀(a ∧ b) ≤ ∀a ∧ ∀b. Para simplificar la notación, escribimos
z = a ∧ b. Luego, de (ML5) y (ML11), obtenemos que

∀a∧∀b = ((∀a→∀z)∨(∀b→∀z))→∀z = ∀ [∀(∀(∀a→∀z) ∨ ∀(∀b→∀z))→∀z] = ∀(∀a∧∀b).

Demostremos (ML13). Supongamos que existe a ∧ b. Sabemos que ∀(a ∧ b) ≤ ∀a ∧ ∀b.
De ∀a ∧ ∀b ≤ a ∧ b obtenemos que ∀(∀a ∧ ∀b) ≤ ∀(a ∧ b) y, de (ML11), tenemos que
∀a ∧ ∀b ≤ ∀(a ∧ b). Por lo tanto, ∀a ∧ ∀b = ∀(a ∧ b).

Consideremos el conjunto ∀A = {∀x : x ∈ A}. De (ML1), (ML5) y (ML8), tenemos
que ∀A = 〈∀A;→,∀, 1〉 es una subálgebra de A.

Lema 5.1.6. Sea A = 〈A;→,∀, 1〉 un álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica,
y sea c ∈ ∀A. Si definimos en [c) = {a ∈ A : c ≤ a}, las operaciones ¬cx := x→ c y
x⊕c z := ¬cx→ z, entonces Ac = 〈[c);⊕c,¬c,∀, c〉 es una MMV-álgebra.

Demostración. Observemos en primer lugar que como c ∈ ∀A, entonces c = ∀c. Sabemos
que 〈[c);→,¬c, 1〉 es un álgebra de Wajsberg. Luego, 〈[c);⊕c,¬c, c〉 es una MV-álgebra.

Las propiedades (MMV7) y (MMV9) son inmediatas de (ML2) y (ML5), respectiva-
mente.

Sean a, b ∈ [c). Notemos que a ∧ b existe y además c ≤ a ∧ b. Luego, de (ML13),
tenemos que ∀(a ∧ b) = ∀a ∧ ∀b. Esto es, (MMV8) se satisface.

Veamos que (MMV10) se satisface. En efecto, ∀(∀a �c ∀b) = ∀(¬c(∀a→ ¬c∀b)) =
∀((∀a→ (∀b→∀c))→∀c) = (∀a→ (∀b→∀c))→∀c = ¬c(∀a→¬c∀b) = ∀a�c ∀b.

Probemos ahora (MMV11). De (ML6), tenemos que ∀(a �c a) = ∀(¬c(a→¬ca)) =
∀((a→ (a→∀c))→∀c) = (∀a→ (∀a→∀c))→∀c = ∀a�c ∀a.

Por último demostremos (MMV12). En efecto, de (ML7), obtenemos que ∀(a⊕c a) =
∀((a→∀c)→ a) = (∀a→∀c)→∀a = ∀a⊕c ∀a.

Decimos que una ML-álgebra es acotada si tiene primer elemento. El Corolario 5.1.7
es inmediato del Lema 5.1.6.

Corolario 5.1.7. Toda ML-álgebra acotada es una MMV-álgebra.

Del Lema 5.1.3 y del Corolario 5.1.7, obtenemos que las ML-álgebras acotadas son los
{→,∀, 1}-reductos de las MMV-álgebras. Veremos en la sección §5.2 que las ML-álgebras
son exactamente los {→, ∀, 1}-subreductos de las MMV-álgebras.
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5.1.1. Filtros monádicos y congruencias

Definición 5.1.8. Sea A ∈ ML. Un subconjunto F ⊆ A se dice un filtro implicativo
monádico de A si F es un filtro implicativo de A y si se satisface que si a ∈ F entonces
∀a ∈ F .

Notamos con FM (A) al conjunto de todos los filtros implicativos monádicos del álgebra
A, ordenados por inclusión. Si F ∈ FM(A) entonces, en particular, F es un filtro de
orden. Luego, F es cerrado por →. Además, F es cerrado por ∀ y 1 ∈ F . Luego, tenemos
que todo filtro implicativo monádico F es un subuniverso de A.

Si A ∈ ML y X ⊆ A,X 6= ∅, el filtro implicativo monádico generado por X es el
conjunto

FMg(X) = {b ∈ A : ∀a1→ (∀a2→ (· · · (∀an→ b) · · · )) = 1 donde a1, a2, . . . , an ∈ X} .

En particular, si X = {a} entonces FMg(a) =
{
b ∈ A : ∀a n→ b = 1, para algún n ∈ N

}
.

Observar que FMg(X) = Fg(∀X).
A continuación estableceremos un isomorfismo entre el reticulado de congruencias de

un álgebra A ∈ ML y el reticulado de filtros implicativos monádicos de A. Veremos
también que el reticulado de filtros implicativos monádicos de A es isomorfo al reticulado
de filtros implicativos de ∀A.

Teorema 5.1.9. Sea A ∈ML. La correspondencia ConML(A)→ FM (A) definida por
θ → 1/θ es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por F → θF .

Demostración. Sea θ ∈ ConML(A). Sabemos que 1/θ es un filtro implicativo de A.
Veamos que 1/θ es un filtro implicativo monádico de A. Para ello, sea x ∈ 1/θ. Como θ
es una congruencia en A y ∀1 = 1, entonces ∀x ∈ 1/θ. Luego, 1/θ ∈ FM(A).

Sea F ∈ FM(A). Veamos que la relación

θF =
{

(a, b) ∈ A2 : a→ b ∈ F y b→ a ∈ F
}

es una congruencia sobre A. Sean a, b ∈ A tal que a→ b ∈ F y b→ a ∈ F . Luego,
∀(a→ b) ∈ F y ∀(b→ a) ∈ F . De ∀(a→ b) ≤ ∀a→∀b y ∀(b→ a) ≤ ∀b→∀a, y teniendo
en cuenta que F es un filtro, obtenemos que ∀a→ ∀b ∈ F y ∀b→ ∀a ∈ F . Además,
sabemos que θF respeta la operación → (ver §1.5). Luego, θF es una congruencia en A.

Consideremos θ ∈ ConML(A). Veamos que θ1/θ = θ. En efecto, si (a, b) ∈ θ entonces
(a→ b, b→ b) ∈ θ, o lo que es lo mismo, (a→ b, 1) ∈ θ. Análogamente (b→ a, 1) ∈ θ.
Luego, a→ b ∈ 1/θ y b→ a ∈ 1/θ. Es decir que, (a, b) ∈ θ1/θ. Rećıprocamente, sea
(a, b) ∈ θ1/θ. Esto es, (a→ b, 1) ∈ θ y (b→ a, 1) ∈ θ. Luego, ((a→ b)→ b, 1→ b) ∈ θ
y ((b→ a)→ a, 1→ a) ∈ θ. Entonces, (a ∨ b, b) ∈ θ y (a ∨ b, a) ∈ θ. Luego, (a, b) ∈ θ.
Veamos ahora que 1/θF = F , para todo F . En efecto, x ∈ F si y sólo si (x, 1) ∈ θF si y
sólo si x ∈ 1/θF .

Es inmediato que si θ1 ⊆ θ2 entonces 1/θ1 ⊆ 1/θ2, y si F1 ⊆ F2 entonces θF1 ⊆ θF2 .
Luego, la aplicación θ 7→ 1/θ es un isomorfismo de orden.
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El siguiente teorema establece el isomorfismo entre el reticulado de filtros implicativos
monádicos de A y el reticulado de filtros implicativos de ∀A.

Teorema 5.1.10. Sea A ∈ ML. La correspondencia FM(A) → F(∀A) definida por
F → F ∩ ∀A es un isomorfismo de orden, cuya inversa está dada por M → FMg(M).

Demostración. Es claro que si F ∈ FM(A) entonces F ∩ ∀A ∈ F(∀A).
Sea M ∈ F(∀A). Veamos que FMg(M) ∩ ∀A = M . Claramente, M ⊆ FMg(M) ∩ ∀A.

Sea z ∈ FMg(M)∩∀A. Luego, existen a1, a2, . . . , an ∈M tales que a1→ (a2→ (. . . (an→
z) . . . )) = 1. Como a1 ∈M y a1→ (a2→ (. . . (an→ z) . . . )) = 1 ∈M , y dado que M es
un filtro implicativo, obtenemos que a2→ (. . . (an→ z) . . . ) ∈M . Realizando un proceso
inductivo análogo al paso anterior, obtendremos que z ∈M .

Sea F ∈ FM(A). Veamos que FMg(F ∩ ∀A) = F . Como F ∩ ∀A ⊆ F , entonces
FMg(F ∩ ∀A) ⊆ F . Consideremos f ∈ F . Luego ∀f ∈ F ∩ ∀A. Entonces ∀f ∈ FMg(F ∩
∀A). De ∀f ≤ f , obtenemos que f ∈ FMg(F ∩ ∀A).

Por último, es claro que si F1 ⊆ F2 entonces F1 ∩ ∀A ⊆ F2 ∩ ∀A, y que si M1 ⊆ M2

entonces FMg(M1) ⊆ FMg(M2), con lo que queda demostrado el teorema.

Corolario 5.1.11. Si A ∈ML entonces

ConML(A) ∼= FM(A) ∼= F(∀A) ∼= ConL(∀A).

Como consecuencia del Corolario 5.1.11, y teniendo en cuenta que la variedad L tiene la
propiedad de distributividad de congruencias y la propiedad de extensión de congruencias
(C.E.P.), obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.12. La variedadML tiene la propiedad de distributividad de congruencias
y la C.E.P.

5.1.2. Álgebras subdirectamente irreducibles

En esta sección caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de la
variedad y a los miembros simples finitos. Probamos que toda ML-álgebra es producto
subdirecto de ML-álgebras {Ai}i∈I tales que ∀Ai es totalmente ordenada.

Como consecuencia inmediata del Corolario 5.1.11 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.13. Sea A ∈ML. Entonces, A es subdirectamente irreducible (simple)
si y sólo si ∀A es una L-álgebra subdirectamente irreducible (simple).

Sabemos que las álgebras subdirectamente irreducibles en la variedad L son totalmente
ordenadas. Entonces, como consecuencia del Corolario 5.1.13, obtenemos la siguiente
caracterización de las álgebras subdirectamente irreducibles en la variedad ML.

Lema 5.1.14. Si A es una ML-álgebra subdirectamente irreducible entonces ∀A es
totalmente ordenada.

Entonces la siguiente proposición es inmediata.
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Proposición 5.1.15. Toda ML-álgebra es producto subdirecto de una familia {Ai}, i ∈ I,
de ML-álgebras tales que ∀Ai es totalmente ordenada.

En el Lema 5.1.16 caracterizamos a las álgebras simples finitas de la variedad ML.

Lema 5.1.16. Las álgebras simples finitas de ML son las álgebras Lk
n, donde n y k son

números enteros positivos.

Demostración. Del Corolario 5.1.13, obtenemos que Lk
n es un álgebra simple pues ∀(Lk

n) ∼=
Ln es un álgebra de implicación de  Lukasiewicz simple.

Sea A ∈ ML un álgebra simple finita. Del Corolario 5.1.13, sabemos que ∀A es un
álgebra de implicación de  Lukasiewicz simple finita. Luego, ∀A ∼= Ln, para algún entero
positivo n (Komori, 1978b). En particular, tenemos que A tiene primer elemento 0. Del
Lema 5.1.6, sabemos que A0 = 〈[0);→,∀, 1〉 es una MMV-álgebra que además es simple
y finita. Luego, de la Proposición 2.1.34, obtenemos que A0

∼= Skn, para algún entero
positivo k. Por lo tanto, A ∼= Lk

n.

5.2. Subreductos implicativos monádicos de las
MV-álgebras monádicas

Llamamos reductos implicativos (subreductos implicativos) a los {→, 1}-reductos
({→, 1}-subreductos) de un álgebra A. Llamamos reductos implicativos monádicos (su-
breductos implicativos monádicos) a los {→, ∀, 1}-reductos ({→,∀, 1}-subreductos) de
A.

Decimos que un álgebra A ∈ ML es dirigida si para todo a, b ∈ A, existe c ∈ A tal
que c ≤ a, b.

Lema 5.2.1. Toda ML-álgebra dirigida se puede sumergir en una ML-álgebra acotada.

Demostración. Sea A una ML-álgebra dirigida. Para cada z ∈ A, el conjunto [∀z) =
{x ∈ A : ∀z ≤ x} es cerrado por ∀ y por→. Además 1 ∈ [∀z). Luego, [∀z) = 〈[∀z);→,∀, 1〉
es una ML-subálgebra de A. En consecuencia, [∀z) es una ML-álgebra acotada con primer
elemento ∀z. Veamos que A ∈ I S PU ({[∀z) : z ∈ A}).

Para cada a ∈ A, sea (a] = {x ∈ A : x ≤ a}. Consideremos la familia {(a] : a ∈ A}.
Como A es dirigida, para todo par a, b ∈ A existe c ∈ A tal que (c] ⊆ (a] ∩ (b]. Luego, la
familia {(a] : a ∈ A} tiene la propiedad de intersecciones finitas. Por lo tanto, existe un
ultrafiltro F ⊆ P(A) = Su(A) que contiene a todos los miembros de la familia.

Sea

ψ : A→
(∏
z∈A

[∀z)

)
/F,

definido por ψ(a) = (a ∨ ∀z)z∈A/F . Observemos que dados a, b ∈ A,

ψ(a) = ψ(b) si y sólo si {z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b} ∈ F.

Veamos que ψ(∀a) = ∀(ψa), ψ(a→ b) = ψ(a)→ ψ(b) y que ψ es inyectiva.
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Notemos que ∀(ψa) = ∀ ((a ∨ ∀z)z∈A/F ) = ∀ ((a ∨ ∀z)z∈A) /F = (∀(a ∨ ∀z))z∈A /F .
Luego, ψ(∀a) = ∀(ψa) si y sólo si {z ∈ A : ∀z ∨ ∀a = ∀(a ∨ ∀z)} ∈ F . Como A satisface
∀z ∨ ∀a = ∀(a ∨ ∀z), entonces {z ∈ A : ∀z ∨ ∀a = ∀(a ∨ ∀z)} = A ∈ F . Luego, ψ(∀a) =
∀(ψa).

Observemos que ψ(a→ b) = ψ(a)→ ψ(b) si y sólo si

{z ∈ A : ∀z ∨ (a→ b) = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b)} ∈ F.

Sabemos que existe c ∈ A tal que c ≤ a, b. Veamos que

(c] ⊆ {z ∈ A : ∀z ∨ (a→ b) = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b)} .

En efecto, si z ∈ (c], entonces ∀z ≤ z ≤ c ≤ a, b. Luego, ∀z ≤ a→ b. Aśı,

∀z ∨ (a→ b) = a→ b = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b).

Como (c] ∈ F , deducimos que {z ∈ A : ∀z ∨ (a→ b) = (∀z ∨ a)→ (∀z ∨ b)} ∈ F . Por lo
tanto, ψ(a→ b) = ψ(a)→ ψ(b).

Sean a, b ∈ A tales que ψ(a) = ψ(b). Esto es, {z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b} ∈ F . Como
(a] ∈ F , obtenemos que la intersección (a]∩{z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b} ∈ F . En particular,
esta intersección es no vaćıa. Sea w ∈ (a]∩{z ∈ A : ∀z ∨ a = ∀z ∨ b}. Luego, a = ∀w∨a =
∀w ∨ b y por lo tanto b ≤ a. Análogamente, considerando (b] ∈ F , obtenemos que a ≤ b.
Luego, a = b. En consecuencia ψ es inyectiva.

Lema 5.2.2. Toda ML-álgebra subdirectamente irreducible es isomorfa a un subreducto
implicativo monádico de una ML-álgebra acotada B, donde además ∀B es totalmente
ordenada.

Demostración. Sea A una ML-álgebra subdirectamente irreducible. Entonces A es diri-
gida. En efecto, sean a, b ∈ A. Como ∀A es totalmente ordenada, podemos considerar
∀z = mı́n{∀a,∀b}. Luego, ∀z ≤ a, b y por lo tanto A es dirigida. Del Lema 5.2.1, sabemos
que existe B ∈ ML acotada tal que A se sumerge en B. Para cada z ∈ A, ∀([∀z)) es
totalmente ordenada, dado que ∀A es totalmente ordenada. Como la propiedad de ser
totalmente ordenado es una propiedad de primer orden, y por lo tanto se preserva por
ultraproductos, tenemos que ∀B es totalmente ordenada.

Recordemos que toda ML-álgebra acotada es una MMV-álgebra. Luego, en el lema
anterior demostramos que toda ML-álgebra subdirectamente irreducible es isomorfa a un
subreducto implicativo monádico de una MMV-álgebra.

Proposición 5.2.3. Toda ML-álgebra es isomorfa a un subreducto implicativo monádico
de una MMV-álgebra.

Demostración. Sea A ∈ ML. Consideremos ϕ : A → ∏
i∈I Ai, la representación sub-

directa de A en álgebras subdirectamente irreducibles. Del Lema 5.2.2, sabemos que
existen Bi ∈ MMV tales que ∀Bi es totalmente ordenada y tal que Ai es isomorfa a
un subreducto implicativo monádico de Bi, para cada i ∈ I. Luego, A es isomorfa a un
subreducto implicativo monádico de

∏
i∈I Bi.
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Proposición 5.2.4. Si V es una variedad de MMV-álgebras, entonces S{→,∀,1}(V) es
una variedad de ML-álgebras.

Demostración. Veamos que S{→,∀,1}(V) es cerrado por subálgebras, imágenes homomorfas
y productos directos. Sea A ∈ S{→,∀,1}(V), y sea B ∈ V tal que A es isomorfa a una
ML-subálgebra de B. Identificaremos A con dicha subálgebra para facilitar la notación.

Sea C una ML-subálgebra de A. Luego, C es una ML-subálgebra de B. Esto es, C es
un subreducto implicativo monádico de B. Por lo tanto, C ∈ S{→,∀,1}(V).

Consideremos F un filtro implicativo monádico de A, y sea F ′ = FMgB(F ) el filtro
implicativo monádico generado por F en B. Como F es monádico, sabemos que F ′ =
FgB(F ). Es claro que F ⊆ F ′ ∩ A. Veamos que F = F ′ ∩ A. Para ello, sea a ∈ F ′ ∩ A.
Luego, existen ai ∈ F , 1 ≤ i ≤ n, tales que a1 → (a2 → (. . . (an → a) . . . )) = 1 ∈ F .
Aplicando modus ponens, obtenemos que a ∈ F . Luego, F = F ′ ∩ A. Sean x, y ∈ A
tales que x/F 6= y/F . Veamos que x/F ′ 6= y/F ′. En efecto, supongamos por el absurdo
que x e y tienen la misma clase módulo F ′. Entonces x→ y ∈ F ′ e y→ x ∈ F ′. Luego,
x→ y ∈ F ′ ∩ A e y→ x ∈ F ′ ∩ A. De donde se deduce que x→ y ∈ F e y→ x ∈ F , lo
cual es una contradicción. La aplicación ψ : A/F → B/F ′ definida por ψ(a/F ) = a/F ′

es un ML-homomorfismo inyectivo. Como B/F ′ ∈ V , tenemos que A/F ∈ S{→,∀,1}(V).
Consideremos Ai ∈ S{→,∀,1}(V), i ∈ I, y sean Bi ∈ V tal que Ai es isomorfa a una

ML-subálgebra de Bi. Sean αi : Ai → Bi ML-homomorfismos inyectivos. Sabemos que
α :
∏

i∈I Ai → ∏
i∈I Bi definido por α(a)(i) = αi(a(i)) es un ML-homomorfismo. Es

claro también α es inyectivo, ya que para todo i ∈ I, αi es inyectivo. Por lo tanto,∏
i∈I Ai ∈ S{→,∀,1}(V).

Corolario 5.2.5. Si B es una MMV-álgebra y A es su {→,∀, 1}-reducto, entonces

VML(A) = S{→,∀,1}(VMMV(B)).

Demostración. De la Proposición 5.2.4, sabemos que S{→,∀,1}(VMMV(B)) es una variedad
de ML-álgebras y es claro que VML(A) ⊆ S{→,∀,1}(VMMV(B)).

Sea C ∈ S{→,∀,1}(VMMV(B)). Luego existen D ∈ VMMV(B) y ψ : C → D tal que
ψ es un {→,∀, 1}-monomorfismo. Como D ∈ H S P(B), entonces D es una imagen
homomorfa de una MMV-álgebra S, tal que S es isomorfa a una MMV-subálgebra de BI .
Sea g : S→ D el MMV-epimorfismo. Consideremos S ′ = g−1(C) y el ML-epimorfismo
g � S ′ : S′ → C. Luego, S′ es una ML-subálgebra de AI y AI es el {→,∀, 1}-reducto de
BI . Luego, C ∈ VML(A). Por lo tanto, S{→,∀,1}(VMMV(B)) ⊆ VML(A).

Corolario 5.2.6. El reducto implicativo monádico de la MMV-álgebra [0,1]N genera la
variedad de las álgebras de implicación de  Lukasiewicz monádicas. Esto es,

ML = V(〈[0, 1]N;→,∀, 1〉).
Demostración. Del corolario anterior, la Proposición 5.2.3 y el Teorema 2.4.1, tenemos
que ML = S{→,∀,1}(MMV) = S{→,∀,1}(V(〈[0, 1]N;⊕,¬, 0〉)) = V(〈[0, 1]N;→,∀, 1〉).

Como la variedad MMV está generada por sus miembros finitos y ML es la clase
de los subreductos implicativos monádicos de MMV , obtenemos en forma inmediata el
siguiente resultado.
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Corolario 5.2.7. La variedad ML está generada por sus miembros finitos. Más preci-
samente, ML = V

(
{Lk

n : n, k ∈ N}
)
.

5.3. Reticulado de subvariedades

En esta sección describimos en forma completa el reticulado de subvariedades de las
ML-álgebras. Damos también una base ecuacional para cada una de las subvariedades
propias.

En el Teorema 2.6.12 demostramos que la subvariedad de MV-álgebras monádicas
generada por el álgebra [0,1] está caracterizada con la identidad (α1) x ≈ ∀x, y si k ≥ 2
entonces la subvariedad generada por [0,1]k está caracterizada por la identidad

(αk)
∨

i,j∈{1,...,k+1},i 6=j

(
∀(xi ∨ xj)→

k+1∨
s=1

∀xs
)
≈ 1.

donde X = {x1, x2, . . . , xk, xk+1}.
Decimos que una ML-álgebra A es de ancho 1, y notamos width A = 1, si A satisface

la identidad (α1). Una ML-álgebra A es de ancho k, con k entero mayor o igual que 2, si
A satisface la identidad (αk) y A no satisface la identidad (αk−1). En este caso, notamos
width A = k. Si A no satisface la identidad (αk), para ningún k, decimos que el ancho
de A es infinito y escribimos width A = ω.

Consideremos un álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica subdirectamente
irreducible A que satisface la identidad (αk), para cierto k entero positivo. Sabemos que
A es un subreducto implicativo monádico de una MMV-álgebra B, y por la construcción
de B, tenemos que B satisface (αk). Además, sabemos que ∀B es totalmente ordenada.
Luego, de la Proposición 2.6.8, obtenemos que B es isomorfa a una subálgebra de
〈(∀B)k;∀∧〉. Vamos a demostrar que A es isomorfa a una subálgebra de (∀A)k, siendo
∀A un cadena. La demostración es similar a la realizada en la Proposición 2.6.8, aunque
con algunos cambios.

Definimos en toda álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica A, el operador
∃ : A→ A de la siguiente manera ∃a = ∀(a→∀a)→∀a, para todo a ∈ A.

Si el cuantificador de A es ∀∧ entonces el operador existencial anteriormente definido
es igual a ∃∨.

Proposición 5.3.1. Si A es una subálgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica de
〈Vn;∀∧〉 tal que ∀∧A es totalmente ordenada, siendo V una L-cadena y n un número
entero positivo, entonces A es una subálgebra de (∀∧A)n.

Demostración. Sea πi �A : A → V la proyección sobre la i-ésima componente, donde
i ∈ {1, . . . , n}. Demostraremos que para todo i, πi �A (∀∧A) = πi �A (A). Es inmediato
que πi �A (∀∧A) ⊆ πi �A (A). Debemos probar que para todo i ∈ {1, . . . , n} y para todo
b ∈ A, existe c ∈ ∀∧A tal que πi(b) = πi(c). Haremos la demostración por inducción sobre
n.

Si n = 1 entonces A = ∀∧A y el resultado es trivial.
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Supongamos que vale para n = k (hipótesis inductiva), y probemos que vale para
n = k + 1. Sea A ⊆ V k+1, y sea a = 〈a1, a2, . . . , ak, ak+1〉 ∈ A. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak ≤ ak+1, pues ai ∈ V y V es una
cadena. Entonces π1(a) = a1 = π1(∀∧a) y πk+1(a) = ak+1 = πk+1(∃∨a). Calculemos
(a→∀∧a) ∨ (∃∨a→ a). Tenemos que

a→∀∧a = 〈1, a2→ a1, . . . , ak+1→ a1〉

y

∃∨a→ a = 〈ak+1→ a1, ak+1→ a2, . . . , ak+1→ ak, 1〉.
Luego,

(a→∀∧a) ∨ (∃∨a→ a) = 〈1, (a2→ a1) ∨ (ak+1→ a2), . . . , (ak→ a1) ∨ (ak+1→ ak), 1〉.

Sea B la subálgebra de Vk+1 cuyo universo es el conjunto B = {a ∈ V k+1 : a1 = ak+1}.
Luego, B ∼= Vk y (a→∀∧a)∨ (∃∨a→a) ∈ B. Más precisamente, (a→∀∧a)∨ (∃∨a→a) ∈
A ∩B.

Consideremos i tal que 1 < i < k + 1. Tenemos que πi((a→ ∀∧a) ∨ (∃∨a→ a)) =
(ai→ a1) ∨ (ak+1→ ai). Como V es una cadena, pueden ocurrir dos casos.

Supongamos que ai→ a1 ≥ ak+1→ ai. Entonces πi((a→∀∧a) ∨ (∃∨a→ a)) = ai→ a1.
Luego, ((a→∀∧a) ∨ (∃∨a→ a))→∀∧a = 〈ej〉1≤j≤k+1 donde

〈ej〉1≤j≤k+1 =


a1 si j = 1 o j = k + 1
((aj → a1) ∨ (ak+1→ aj))→ a1 si j /∈ {1, i, k + 1}
(ai→ a1)→ a1 si j = i

.

Entonces, la componente i-ésima de ((a→∀∧a)∨ (∃∨a→a))→∀∧a es igual a ai∨a1 = ai.
Además, ((a → ∀∧a) ∨ (∃∨a → a)) → ∀∧a ∈ B ∩ A y por hipótesis inductiva sobre
A ∩B ∼= A ∩Vk existe c ∈ ∀∧(A ∩B) ⊆ ∀∧A tal que πi(c) = ai.

Supongamos que ai→ a1 ≤ ak+1→ ai. Entonces πi((a→∀∧a) ∨ (∃∨a→ a)) = ak+1→
ai. Consideremos la MMV-álgebra [∀∧a), donde ¬∀∧ax := x → ∀∧a y x �∀∧a y :=
¬∀∧a(x→¬∀∧ay). Notemos que ∀∧a ≤ (a→ ∀∧a) ∨ (∃∨a→ a) y ∀∧a ≤ ∃∨a. Entonces,
((a→∀∧a)∨(∃∨a→a))�∀∧a∃∨a ∈ [∀∧a). Además, π1(((a→∀∧a)∨(∃∨a→a))�∀∧a∃∨a) =
a1 = πk+1(((a→∀∧a)∨ (∃∨a→a))�∀∧a ∃∨a). Luego, ((a→∀∧a)∨ (∃∨a→a))�∀∧a ∃∨a ∈
[∀∧a) ∩B ⊆ A ∩B, y por hipótesis inductiva tenemos que existe d ∈ ∀∧(A ∩B) ⊆ ∀∧A
tal que

πi(d) = πi(((a→∀∧a) ∨ (∃∨a→ a))�∀∧a ∃∨a) = ((ak+1→ ai)→ (ak+1→ a1))→ a1

= ((ai→ ak+1)→ (ai→ a1))→ a1 = (ai→ a1)→ a1 = ai.

Lema 5.3.2. Sea k un número entero positivo. La subvariedad de ML-álgebras generada
por el álgebra 〈[0, 1]k;→,∀, 1〉 está caracterizada por la identidad (αk).
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Demostración. Sea A un álgebra subdirectamente irreducible perteneciente a la varie-
dad VML(〈[0, 1]k;→, ∀, 1〉). Del Corolario 5.2.5, sabemos que VML

(
〈[0, 1]k;→,∀, 1〉

)
=

S{→,∀,1}(VMMV([0,1]k)). Del Lema 2.6.12, sabemos que (αk) se satisface en [0,1]k. En
consecuencia, (αk) se satisface en todo subreducto implicativo monádico de [0,1]k. En
particular, tenemos que A satisface (αk).

Sea A ∈ ML un álgebra subdirectamente irreducible que verifica la identidad (αk).
Del Lema 5.2.2, sabemos que A es isomorfa a un subreducto implicativo monádico
de una MMV-álgebra B, y por la construcción de B es claro que B satisface la iden-
tidad (αk). Luego, B ∈ VMMV([0,1]k). Por lo tanto, A ∈ S{→,∀,1}(VMMV([0,1]k)) =
VML

(
〈[0, 1]k;→, ∀, 1〉

)
.

Corolario 5.3.3. La variedad V({Lk
n : n ∈ N}) = V([0,1]k), para todo entero positivo k.

Como consecuencia inmediata del Lema 5.3.2 y del Corolario 2.6.13, tenemos lo
siguiente.

Corolario 5.3.4. Las subvariedades generadas por las ML-álgebras [0,1]k forman una
cadena creciente

V([0,1]1) ⊂ V([0,1]2) ⊂ · · · ⊂ V([0,1]k) ⊂ · · · ⊂ V([0,1]N) =ML.

Recordemos que el reticulado de subvariedades de las álgebras de implicación de
 Lukasiewicz es una ω + 1-cadena

VL(L0) ⊂ VL(L1) ⊂ · · · ⊂ VL(Ln) ⊂ · · · ⊂ VL(Lω) = VL(L1,ω) = L,

donde VL(Ln) es la variedad de todas las álgebras de implicación de  Lukasiewicz que
satisfacen la identidad

(εn) x
n→ y ≈ x

n+1−→ y,

con n entero positivo. En la sección §2.8 vimos que la subvariedad de MMV-álgebras
Kn = VMMV({SN

1 ,S
N
2 , . . . ,S

N
n}) está caracterizada por la identidad (δn) xn ≈ xn+1.

Notamos con LN
k al reducto implicativo monádico de la MMV-álgebra SN

k . Del Co-
rolario 5.2.5, tenemos que S{→,∀,1}(VMMV({SN

1 , . . . ,S
N
n}) = S{→,∀,1}(VMMV(SN

n)) =
VML

(
LN
n

)
. En consecuencia, tenemos el siguiente lema.

Lema 5.3.5. Para cada n entero positivo, la subvariedad V(LN
n) está caracterizada por

la identidad (εn).

Notemos que la identidad (εn) es equivalente a la identidad (x
n+1→ y)→ (x

n→ y) ≈ 1,

dado que x
n→ y ≤ x

n+1→ y se satisface en toda álgebra.
Del Lema 5.3.5 y de la Proposición 5.2.6, obtenemos la siguiente relación entre las

subvariedades V(LN
n).

Corolario 5.3.6. Las subvariedades V(LN
n) forman una cadena creciente en el reticulado

de subvariedades de ML,

V(LN
1 ) ⊂ V(LN

2 ) ⊂ · · · ⊂ V(LN
n) ⊂ · · · ⊂ V([0,1]N) =ML.
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Teorema 5.3.7. Sea A un álgebra de implicación de  Lukasiewicz monádica subdirecta-
mente irreducible.

(1) Si ord∀A = n < ω y width A = k < ω, entonces V(A) = V(Lk
n).

(2) Si ord∀A = n < ω y width A = ω, entonces V(A) = V(LN
n).

(3) Si ord∀A = ω y width A = k < ω, entonces V(A) = V([0,1]k).

(4) Si ord∀A = ω y width A = ω, entonces V(A) =ML.

Demostración. Demostremos (1). Si ord∀A = n < ω y ∀A es subdirectamente irreducible,
sabemos que ∀A es isomorfa a Ln. En particular, tenemos que A es acotada. Del
Lema 5.1.6, sabemos que A es una MMV-álgebra. Además A satisface (αk) y no satisface
(αk−1), entonces A es isomorfa a (∀A)k ≈ Lk

n (ver Lema 2.7.2). En consecuencia, V(A) =
V(Lk

n).

Veamos (2). Dado que ord∀A = n < ω, analizando como en (1), obtenemos que A
es una MMV-álgebra y ∀A es isomorfa a Ln. Como A es de ancho infinito, sabemos
del Corolario 2.8.2 y del Lema 2.8.4, que VMMV(A) = VMMV(SN

n). Entonces, del
Corolario 5.2.5, tenemos que

VML(A) = S{→,∀,1}(VMMV(A)) = S{→,∀,1}(VMMV(SN
n)) = VML(LN

n).

Demostremos (3). Si A es de ancho k, por el Lema 5.3.2 tenemos que A ∈ V([0,1]k).
Por otro lado, consideremos la subálgebra [∀a), para a ∈ A. Como [∀a) es acotada,
podemos definir en [∀a) una estructura de MMV-álgebra. Esta álgebra es simple y de
ancho k. Si existe ∀a tal que el ord(∀a) = ω entonces [∀a) es isomorfa a una subálgebra
infinita de [0,1]k, y por el Lema 2.6.3 tenemos que V([∀a)) = V([0,1]k). Supongamos que
el orden de todos los elementos de ∀A es finito. Como el ord(∀A) = ω, sabemos que para
todo n existe ∀a ∈ ∀A tal que ord(∀a) es mayor que n. Supongamos que ord∀a = m > n
entonces [∀a) es isomorfa a Lk

m. Luego, V(Lk
n) ⊆ V(A), para todo n. Por lo tanto, del

Corolario 5.3.3, obtenemos que V([0,1]k) = V(A).

Por último, supongamos que ord∀A = ω y width A = ω. Como en (3) podemos ver que
V(Lk

n) ⊆ V(A), para todo n y para todo k. Entonces, de la Proposición 5.2.7, obtenemos
que ML = V(A).

Como consecuencia inmediata del Teorema 5.3.7, el Lema 2.7.1, y teniendo en cuenta
que Lk

n es el reducto implicativo monádico de la MMV-álgebra Skn, obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario 5.3.8. Sean n y k enteros positivos. Entonces, la variedad V(Lk
n) está carac-

terizada por las ecuaciones (εn) y (αk).

El siguiente lema será de utilidad para la determinación de las identidades que caracte-
rizan a una subvariedad propia.
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Lema 5.3.9. Sean n y k enteros positivos. Entonces, la variedad V(Lk
n) está caracterizada

por la identidad (βkn) siguiente(∀((x
n+1→ y)→ (x

n→ y)
)
→∀z

)∨∀( ∨
i,j∈{1,...,k+1},i 6=j

(∀(xi ∨ xj)→
k+1∨
s=1

∀xs))→∀z


→∀z ≈ 1.

Demostración. Si (εn) y (αk) se satisfacen, entonces (βkn) se satisface. Sea A un álgebra
subdirectamente irreducible que satisface la identidad (βkn). Supongamos que existen

a, b ∈ A tales que εn(a, b) = (a
n+1→ b)→ (a

n→ b) < 1 y existen a1, . . . , ak+1 ∈ A tales que

αk(a1, . . . , ak+1) =
∨
i,j∈{1,...,k+1},i 6=j

(
∀(ai ∨ aj)→

∨k+1
s=1 ∀as

)
< 1. Como ∀A es una cade-

na, sabemos que existe c ∈ A tal que ∀c ≤ ∀(εn(a, b)) < 1 y ∀c ≤ ∀(αk(a1, . . . , ak+1)) < 1.
Si elegimos c = z, entonces

[(∀ (εn(a, b))→∀c) ∨ (∀(αk(a1, . . . , ak+1))→∀c)]→∀c =

∀ (εn(a, b)) ∧ ∀ (αk(a1, . . . , ak+1)) < 1,

lo cual es una contradicción porque (βkn) se satisface en A.

ComoML tiene distributividad de congruencias, por los resultados de Jónsson sabemos
que el reticulado de subvariedades Λ(ML) también es distributivo. Para determinar
Λ(ML), vamos a caracterizar el conjunto ordenado J (Λ(ML)) de sus elementos supremo-
irreducibles.

Corolario 5.3.10. Sean n, m, s y t números enteros positivos. Si n ≤ m y s ≤ t,
entonces Ls

n es subálgebra de Lt
m y V(Ls

n) ⊆ V(Lt
m).

Además, si en el corolario anterior tenemos que s < t o n < m, entonces la inclusión
V(Ls

n) ⊆ V(Lt
m) es propia.

Sabemos que para todo entero positivo n, Lk
n es subálgebra de [0,1]k. Además, Lk

n es
subálgebra de LN

n , para todo k. Entonces tenemos la siguiente relación de inclusión entre
las subvariedades V(Lk

n), V([0,1]k) y V(LN
n).

Lema 5.3.11. Sean n y k enteros positivos. Entonces, V(Lk
n) ⊆ V([0,1]k), para todo n,

y V(Lk
n) ⊆ V(LN

n).

Todas las variedades definidas hasta este momento son supremo-irreducibles pues cada
una de ellas está generada por un álgebra subdirectamente irreducible. Veamos ahora
que toda variedad propia de ML-álgebras se puede escribir como supremo finito de éstas.

Proposición 5.3.12. El conjunto de subvariedades ∨-irreducibles es

J (Λ(ML)) =
{
V(Lk

n) : n, k ∈ N
}
∪{V([0,1]k) : k < ω}∪{V(LN

n) : n < ω}∪{V([0,1]N)}.

Si V una variedad propia no trivial de ML-álgebras, entonces V es igual a un supremo de
un número finito de subvariedades {V(Lk

n) : n, k ∈ N} ∪ {V([0,1]k) : k < ω} ∪ {V(LN
n) :

n < ω}.
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Para seguir la demostración, sugerimos al lector observar la Figura 5.1.

Demostración. Sea V una variedad propia de ML-álgebras. Consideremos el conjunto de
pares

A = {(n, k) ∈ (N ∪ {ω})× (N ∪ {ω}) : existe A ∈ si(V) tal que ord ∀A = n y width A = k} .

Como V no es la variedad trivial, entonces A 6= ∅. Consideramos en A el orden parcial
(n, s) ≤ (m, t) si y sólo si n ≤ m y s ≤ t.

Del Teorema 5.3.7 (4), sabemos que no existe A ∈ si(V) tal que ord∀A = ω y
width A = ω porque V es propia. Por la misma razón tampoco existen Ai ∈ si(V) tales
que (ord ∀Ai,width Ai) formen una sucesión infinita creciente.

Probaremos que existe un conjunto finito B = {(ni, ki) : 1 ≤ i ≤ p} de elementos
maximales en (N ∪ {ω}) × (N ∪ {ω}) tal que V =

∨p
i=1 V(Ai), donde ord∀Ai = ni y

width Ai = ki, para todo i.

Supongamos que existe en A un elemento de la forma (ω, k1) o que existen (ni, k1) tales
que ni es una sucesión infinita estrictamente creciente. En este caso, existe un elemento
maximal de la forma m1 = (ω, k1), k1 ∈ N que además es único. Análogamente si existe
un maximal de la forma m2 = (n2, ω) también es único.

Sea A′ = A− {(n, k) : (n, k) ≤ m1 o (n, k) ≤ m2}. Si A′ = ∅, entonces V posee una de
las siguientes formas:

(a) V = V([0,1]k1),

(b) V = V(LN
n2

),

(c) V = V([0,1]k1) ∨ V(LN
n2

).

Supongamos que A′ 6= ∅. Observemos que A′ ⊆ N× N y es necesariamente finito. Luego,
existe en A′ un conjunto finito de elementos maximales (ni, ki), para i ∈ I ′. Sea I =
I ′ ∪ {m1,m2}. Es claro que

∨
i∈I V(Ai) ⊆ V . Sea A ∈ si(V). Luego, (ord∀A,width A) ∈

A. Entonces existe (ni, ki) maximal tal que (ord∀A,width A) ≤ (ni, ki). Entonces,
V(A) ⊆ V(Ai). Por lo tanto, V =

∨
i∈I V(Ai).

De la Proposición 5.3.12, del Corolario 5.3.10, del Lema 5.3.11, del Corolario 5.3.6 y
el Corolario 5.3.4, obtenemos que el conjunto ordenado J (Λ(ML)) es el indicado en la
Figura 5.1.

En el Lema 5.3.9, el Lema 5.3.2 y el Lema 5.3.5, vimos la identidad que caracteriza a
cada una de las subvariedades supremo-irreducibles en ML.

Teorema 5.3.13. Si V =
∨s
i=1 Vi, donde Vi son supremo-irreducibles en Λ(ML), en-

tonces la identidad que caracteriza a V es λV(x11, . . . , x1n1 , x21, . . . , x2n2 , xs1, . . . , xsns) =∨s
i=1 ∀ (λVi(xi1, . . . , xini

)) ≈ 1, donde λVi(xi1, . . . , xini
) ≈ 1 caracteriza a la variedad Vi,

para cada i = 1, . . . , s.
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V(L1
1)

V(L3
1)

V(LN
1 )

V(L2
1)

V(LN
3 )

ML

V(LN
2 )

V(L3
2)

V(L2
2)

V(L1
2)

V(L1
3)

V(L2
3)

V(L3
3)

V([0,1]) = L
V([0,1]2)

V([0,1]3)

Figura 5.1.: J (Λ(ML))

Demostración. Sea A un álgebra subdirectamente irreducible. Supongamos que A ∈
si(V). Sabemos que A ∈ si(Vi) para algún i = 1, . . . , s. Entonces, λVi(xi1, . . . , xini

) ≈ 1 se
satisface en A y por lo tanto ∀ (λVi(xi1, . . . , xini

)) ≈ 1 también se satisface en A. Luego,
A |= ∨s

i=1 ∀ (λVi(xi1, . . . , xini
)) ≈ 1. Supongamos ahora que A /∈ si(V). Luego, para todo

i = 1, . . . , s, se tiene que A /∈ si(Vi). Elegimos para cada i elementos ai1, . . . , aini
∈ A tales

que λVi(ai1, . . . , aini
) < 1. Luego, ∀ (λVi(ai1, . . . , aini

)) < 1, para todo i. Como ∀A es una
cadena, existe t ∈ {1, . . . , s} tal que

∨s
i=1 ∀ (λVi(ai1, . . . , aini

)) = ∀ (λVt(at1, . . . , atnt)) < 1.
Por lo tanto,

∨s
i=1 ∀ (λVi(xi1, . . . , xini

)) ≈ 1 no se satisface en A.
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Este caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. Comenzamos dando en la sección
§6.1 los resultados básicos de la dualidad de Stone. En la sección §6.2 exponemos la
dualidad para las álgebras de implicación.

6.1. Representación topológica de las álgebras de
Boole

En esta sección recordamos la dualidad establecida por Stone entre las álgebras de
Boole y los espacios booleanos. Nos referimos a esta dualidad como dualidad de Stone.
Aqúı sólo hacemos un resumen de los principales resultados. Para más información
sobre la misma el lector puede consultar, por ejemplo, Koppelberg (1989) y/o Burris y
Sankappanavar (1981).

Sea B = 〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 un álgebra de Boole. Si Y ⊆ B notamos con Fg(Y ) al filtro
generado por Y en B. Sabemos que

Fg(Y ) =

{
b ∈ B : b ≥

n∧
i=1

yi, yi ∈ Y, n ∈ N

}
.

No es dif́ıcil demostrar que si Y es un subconjunto creciente entonces

Fg(Y ) =

{
b ∈ B : b =

n∧
i=1

yi, yi ∈ Y, n ∈ N

}
.

Recordemos que un subconjunto C de B satisface la finite meet property, y notamos fmp
para abreviar, si 0 no puede ser obtenido por ı́nfimos finitos de elementos de C, esto es,
si el filtro generado por C en B es propio.

Un espacio topológico X = 〈X, τ〉 se dice un espacio booleano, o espacio de Stone, si
es Hausdorff, compacto y si posee una base de subconjuntos que son simultáneamente
abiertos y cerrados. Como es usual, un subconjunto que es simultáneamente abierto y
cerrado lo llamamos clopen.

Dada un álgebra de Boole B, notamos St(B) al espacio topológico cuyo conjunto
subyacente es la familia de ultrafiltros de B y cuya topoloǵıa tiene como subbase a los
subconjuntos de la forma

Na = {U ∈ St(B) : a ∈ U}
para cada a ∈ B. Este espacio es un espacio booleano. El siguiente lema establece que la
familia {Na}a∈B es una base para la topoloǵıa del espacio.

143



6. Preliminares

Lema 6.1.1. Si B es un álgebra de Boole y a, b ∈ B. Entonces

(a) Na ∩Nb = Na∧b,

(b) Na ∪Nb = Na∨b,

(c) Na′ = (Na)
′.

Dado un espacio booleano X, notamos Clop(X) al álgebra de Boole cuyo universo
está formado por la colección de todos los subconjuntos clopen de X.

El siguiente teorema nos dice que toda álgebra de Boole puede considerarse como el
reticulado de los subconjuntos clopen de un espacio booleano, y rećıprocamente, todo
espacio booleano se lo puede considerar como el conjunto de ultrafiltros de un álgebra de
Boole.

Teorema 6.1.2. (Stone, 1937)

(a) Dada un álgebra de Boole B, el homomorfismo σB : B→ Clop(St(B)) definido por
σB(a) = Na es un isomorfismo booleano.

(b) Dado un espacio booleano X, la función εX : X→ St(Clop(X)) definida por εX(x) =
{U ∈ Clop(X) : x ∈ U} es un homeomorfismo de espacios booleanos.

Es conocida la correspondencia entre los homomorfismos de álgebras de Boole y las
funciones continuas definidas sobre espacios booleanos:

1. si h : B1 → B2 es un homomorfismo booleano entonces St(h) : St(B2) → St(B1)
definido por St(h)(U) = h−1(U) es una función continua,

2. si f : X1 → X2 es una función continua entonces Clop(f) : Clop(X2)→ Clop(X1)
definido por Clop(f)(N) = f−1(N) es un homomorfismo booleano.

Es conocido que St y Clop definen funtores contravariantes entre la categoŕıa B cuyos
objetos son álgebras de Boole y sus morfismos son los homomorfismos booleanos, y
la categoŕıa E cuyos objetos son los espacios booleanos y los morfismos las funciones
continuas. Más aún, las composiciones Clop ◦ St y St ◦Clop son naturalmente equivalentes
a los funtores identidad sobre B y E respectivamente. Es decir que el diagrama

B1
h //

σB1

��

B2

σB2

��
Clop(St(B1))

Clop(St(h))
// Clop(St(B2))

es conmutativo para todo homomorfismo h, y el diagrama

X1
f //

εX1

��

X2

εX2

��
St(Clop(X1))

St(Clop(f))
// St(Clop(X2))
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es conmutativo para toda función continua f .
La siguiente relación entre los filtros de un álgebra de Boole y los subconjuntos cerrados

del espacio de Stone asociado a la misma será necesaria para nuestro desarrollo.

Lema 6.1.3. Sea B un álgebra de Boole. La transformación

ϑ : F(B)→ C(St(B)),

definida por F 7→ CF = {U ∈ St(B) : F ⊆ U} es un isomorfismo dual entre el conjunto
F(B) de todos los filtros de B y el conjunto C(St(B)) de todos los subconjuntos cerrados
del espacio de Stone, ordenados por inclusión. La inversa se define haciendo corresponder
a cada cerrado C, el filtro FC = {a ∈ B : C ⊆ Na}.

6.2. Álgebras de implicación

En esta sección exponemos la dualidad establecida entre las álgebras de implicación y
los espacios de implicación desarrollada en Abad et. al. (2004).

6.2.1. Nociones básicas

Comenzamos dando la definición de las álgebras de implicación y algunas propiedades
básicas.

Definición 6.2.1. Un álgebra A = 〈A;→〉 de tipo (2) es un álgebra de implicación si A
satisface las siguientes identidades

(T1) (x→ y)→ x ≈ x,

(T) (x→ y)→ y ≈ (y→ x)→ x,

(C) x→ (y→ z) ≈ y→ (x→ z).

En la sección §1.5 indicamos que la variedad de las álgebras de implicación es la
subvariedad V(L1) de la variedad L de las álgebras de  Lukasiewicz de implicación.
Recordemos que esta subvariedad está caracterizada por la identidad

(ε1) x→ y ≈ x→ (x→ y).

No es dif́ıcil ver que en toda L-álgebra A, las siguientes son equivalentes:

(a) A es un álgebra de implicación,

(b) A satisface la identidad (ε1),

(c) A satisface la identidad (x→ y) ∨ x ≈ 1.
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Notamos con I a la variedad de las álgebras de implicación.
En toda álgebra de implicación A, el término x→ x es constante y se representa por 1.

Recordemos que la relación a ≤ b si y sólo si a→ b = 1 es un orden parcial, llamado el
orden natural de A. Además 1 es el último elemento de A y A es un ∨-semireticulado
donde el supremo de dos elementos está dado por a ∨ b = (a→ b)→ b.

Ejemplo 6.2.2. Sea B = 〈B;∨,∧,′ , 0, 1〉 un álgebra de Boole. Definimos a→ b = a′ ∨ b,
para todo par de elementos a, b ∈ B, . Es fácil ver que 〈B;→〉 es un álgebra de implicación.

El siguiente resultado puede verse en Abbott (1967a).

Lema 6.2.3. Si A un álgebra de implicación con primer elemento 0, entonces 〈A;∨,∧,′ , 0, 1〉
es un álgebra de Boole donde el complemento de un elemento a ∈ A está definido por
a′ = a→ 0 y el ı́nfimo entre dos elementos a y b por a ∧ b = (b→ a′)′.

Es sabido que si A es un álgebra de implicación, entonces para cada a ∈ A el
conjunto [a) = {x ∈ A : a ≤ x} es un álgebra de Boole en la cual, si b, c ≥ a, entonces
b ∧ c = (b→ (c→ a))→ a y b′ = b→ a. Más aún, si R es un ∨-semireticulado con último
elemento 1 en el cual para todo a ∈ R el conjunto [a) es un álgebra de Boole, entonces
R es un álgebra de implicación (ver Abbott (1967b)).

Como en toda L-álgebra, las congruencias de un álgebra de implicación están determi-
nadas por sus filtros implicativos. No es dif́ıcil demostrar que F es un filtro implicativo
si y sólo si F verifica las siguientes condiciones

(1) F es un subconjunto creciente no vaćıo,

(2) si a, b ∈ F y existe a ∧ b ∈ A, entonces a ∧ b ∈ F .

Lema 6.2.4. Sea A un álgebra de implicación. El filtro implicativo generado por un
elemento a ∈ A es el conjunto {x ∈ A : a→ x = 1} = {x ∈ A : a ≤ x} = [a).

Del lema anterior es claro que la única álgebra simple es el álgebra L1 = 〈{0, 1};→〉. Por
otro lado, dada un álgebra A, la intersección de todos los filtros implicativos maximales
de A es {1}. Luego, la aplicación A → ∏

i∈I A/Di, donde {Di}i∈I es la familia de
todos los filtros implicativos de A, es un embedding subdirecto. Además, si D es un
filtro implicativo maximal entonces A/D es un álgebra simple. Luego, toda álgebra
subdirectamente irreducible es simple. Con lo cual tenemos el siguiente teorema.

Lema 6.2.5. La única álgebra subdirectamente irreducible en la variedad I es el álgebra
simple L1 = 〈{0, 1};→〉.

6.2.2. Representación topológica de las álgebras de implicación

En esta sección recordamos el concepto de espacio de implicación, y la relación entre
las álgebras de implicación y dichos espacios.

Sea A un álgebra de implicación, y consideremos la representación subdirecta de A. Sa-
bemos que A es isomorfa a una subálgebra de implicación A′ de B =

∏ {A/M,M ∈ M},
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donde M es el conjunto de los filtros implicativos maximales de A (ver (Abbott, 1967b,
Teorema 17)). Como la única álgebra de implicación subdirectamente irreducible es el
álgebra L1, entonces B es un álgebra de Boole. De ahora en adelante, identificaremos A
con A′.

Sea B(A) la subálgebra booleana generada por A en B, y Fg(A) el filtro generado
por A en B(A). Es sabido que el álgebra de implicación A es creciente en B(A) (Abad
et. al., 2004, Lema 1.1), y en consecuencia, A es una unión de filtros de B(A).

Consideremos la siguiente álgebra de Boole, llamada la clausura booleana of A:

Bo(A) =

{
B(A) si Fg(A) 6= B(A)

B(A)× {0, 1} si Fg(A) = B(A)
.

El álgebra Bo(A) es la menor álgebra de Boole, a menos de isomorfismos, en la cual
el filtro Fg(A) es un ultrafiltro (Abad et. al., 2004, Teorema 2.2).

Como dos álgebras de implicación pueden tener la misma clausura booleana, ellas son
distinguidas por medio de la familia de todos los elementos maximales del conjunto de
todos los filtros de Bo(A) contenidos en A. Notamos esta familia con M(A).

Además, todo homomorfismo f : A1 → A2 entre dos álgebras de implicación, se extiende
a un homomorfismo booleano f̂ : Bo(A1)→ Bo(A2) (Abad et. al., 2004, Corolario 2.3).

Definición 6.2.6. Un espacio de implicación es una terna 〈X, u, C〉 tal que

(E1) X es un espacio booleano con conjunto subyacente X,

(E2) u es un elemento fijo de X,

(E3) C es una anticadena, con respecto a la inclusión, de subconjuntos cerrados de X
tal que

⋂ C = {u},

(E4) si C es un cerrado de X que verifica que

(E) para todo clopen N de X, si C ⊆ N entonces existe D ∈ C tal que D ⊆ N ,

entonces existe D′ ∈ C tal que D′ ⊆ C.

Si A es un álgebra de implicación, entonces el espacio

X(A) := 〈St(Bo(A)),Fg(A), C(A)〉,

es un espacio implicativo, donde C(A) = {CF : F ∈ M(A)} es la familia de subconjuntos
cerrados correspondientes a M(A).

Veamos ahora la noción de función entre dos espacios de implicación.

Definición 6.2.7. Sean 〈X1, u1, C1〉 y 〈X2, u2, C2〉 dos espacios implicativos. Decimos
que f : X1 → X2 es i-continua si

(1) f es continua,

(2) f(u1) = u2,
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(3) para todo C ∈ C2 existe D ∈ C1 tal que D ⊆ f−1[C].

Si f es un homeomorfismo y su inversa también es i-continua, decimos que f es un
i-homeomorfismo.

Si f : A1 → A2 es un homomorfismo entre dos álgebras de implicación y consideramos
el homomorfismo booleano f̂ : Bo(A1)→ Bo(A2), entonces la aplicación

X(f) := St(f̂) : St(Bo(A2))→ St(Bo(A1))

definida por St(f̂)(U) = f̂−1(U) es i-continua.
Dado un espacio de implicación 〈X, u, C〉, el álgebra

I(X) := {N ∈ Clop(X) : C ⊆ N para algún C ∈ C}

es un álgebra de implicación. Para cada función i-continua h : X1 → X2 entre dos espacios
implicativos 〈X1, u1, C1〉 y 〈X2, u2, C2〉, el homomorfismo

I(h) := Clop(h)�I(X2) : I(X2)→ I(X1)

define un homomorfismo implicativo.
Notamos con I a la categoŕıa cuyos objetos son álgebras de implicación y sus morfismos

son los homomorfismos implicativos, y con X a la categoŕıa cuyos objetos son los espacios
implicativos y sus morfismos son funciones i-continuas.

Proposición 6.2.8. (Abad et. al., 2004, Teorema 4.1, 4.2) La correspondencia X : I  X
definida por

A1
X ///o/o/o

f

��

X(A1)

A2
X ///o/o/o X(A2)

St(f̂)

OO

es un funtor contravariante. La correspondencia I : X  I definida por

X1
I ///o/o/o

f

��

I(X1)

X2
I ///o/o/o I(X2)

I(h)

OO

es un funtor contravariante.

El Teorema 6.2.9 establece la equivalencia dual entre las categoŕıas.

Teorema 6.2.9. (Abad et. al., 2004, Theorem 4.3) Los funtores I y X definen una
equivalencia entre las categoŕıas I y X . Más espećıficamente,
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(1) si A es un álgebra de implicación

σA : A→ IX(A)

definido por σA(a) = Na define una transformación natural del funtor IX en el funtor
identidad IdI.

(2) si 〈X, u, C〉 es un espacio implicativo, la aplicación

τX : X→ XI(X)

definida por τX(x) = εX(x) define una transformación natural del funtor XI en el
funtor identidad IdX , donde εX es el isomorfismo natural del espacio booleano X
sobre St(Clop(X)).
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7. Álgebras de implicación monádicas

Las álgebras de implicación monádicas fueron introducidas por Monteiro y Iturrioz
(1962) como una generalización de la noción de álgebra de Boole monádica (ver Halmos
(1956)). Iturrioz y Monteiro llamaron a dichas álgebras, álgebras de Tarski monádicas.
Ellas son exactamente los {→,∀, 1}-subreductos de las álgebras de Boole monádicas, y
en consecuencia, son los modelos algebraicos del fragmento implicativo monádico de la
lógica clásica de primer orden. La clase de todas las álgebras de implicación monádicas es
una variedad. Más aún, es la subvariedad de las álgebras de implicación de  Lukasiewicz
monádicas caracterizada por la identidad (ε1) x→ y ≈ x→ (x→ y), que fue estudiada
en el caṕıtulo 5.

En este caṕıtulo obtenemos una representación topológica para las álgebras de implica-
ción monádicas, extendiendo la representación topológica de las álgebras de implicación.
En primer lugar, describimos a toda álgebra de implicación monádica como una unión
de una familia única de filtros monádicos dentro de una adecuada álgebra de Boole
monádica, la cual llamamos álgebra de clausura booleana monádica. A partir de esta
representación, introducimos la noción de espacio topológico implicativo monádico, que
es un espacio booleano con ciertos elementos distinguidos. Finalmente, demostramos que
existe una dualidad categórica entre la categoŕıa cuyos objetos son las álgebras implicati-
vas monádicas y la categoŕıa de los espacios implicativos monádicos. La representación
topológica obtenida está también basada en la representación dada por Halmos (1956)
de las álgebras de Boole monádicas.

El caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. La sección §7.1 está dedicada a exponer
los conceptos preliminares con los que trabajamos en este caṕıtulo. En la sección §7.1.1
damos la definición y propiedades básicas de las álgebras de implicación monádicas. En
la sección §7.1.2 explicamos brevemente la dualidad de las álgebras de Boole monádicas.
En la sección §7.2, definimos la clausura booleana monádica de un álgebra de implicación
monádica y estudiamos sus propiedades. En la sección §7.3 damos la definición de espacio
implicativo monádico y definimos el funtor (contravariante) XM de la categoŕıa de las
álgebras de implicación monádicas a la categoŕıa de los espacios implicativos monádicos.
Por último, en la sección §7.4 definimos el funtor (contravariante) IM de la categoŕıa
de los espacios implicativos monádicos a la categoŕıa de las álgebras de implicación
monádicas, y probaremos que XM e IM definen una equivalencia dual entre las categoŕıas.
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7.1. Preliminares

7.1.1. Álgebras de implicación monádicas

Definición 7.1.1. Un álgebra A = 〈A;→,∀, 1〉 de tipo (2,1,0) es un álgebra de im-
plicación monádica si 〈A;→〉 es un álgebra de implicación y ∀ satisface las siguientes
identidades

(ML1) ∀1 ≈ 1,

(ML2) ∀x→ x ≈ 1,

(ML3) ∀((x→∀y)→∀y) ≈ (∀x→∀y)→∀y,

(ML4) ∀(x→ y)→ (∀x→∀y) ≈ 1.

Notamos con MI a la variedad de las álgebras de implicación monádicas.
Sea A ∈ MI. Consideraremos A ordenado por el orden natural del álgebra de

implicación 〈A;→〉, esto es,

a ≤ b si y sólo si a→ b = 1,

para todo a, b ∈ A. Observemos que (ML3) puede ser escrita ∀(x ∨ ∀y) ≈ ∀x ∨ ∀y, y que
(ML2) nos dice que ∀a ≤ a, para todo a ∈ A. Luego,

∀a = ∀∀a ∨ ∀a = ∀(∀a ∨ ∀a) = ∀∀a. (7.1)

Si a ≤ b, de (ML4) y (ML14), tenemos que 1 = ∀1 = ∀(a→ b) ≤ ∀a→ ∀b, esto es,
∀a ≤ ∀b.

Recordemos que si A pertenece a la variedad ML de las álgebras de implicación
monádicas de  Lukasiewicz y satisface la identidad

(ε1) (x→ y) ≈ x→ (x→ y),

entonces 〈A;→〉 es un álgebra de implicación. Luego, A es un álgebra de implicación
monádica. El siguiente lema nos dice que la rećıproca también es cierta.

Lema 7.1.2. La variedad MI de las álgebras de implicación monádicas es equivalente a
la subvariedad de la variedad ML caracterizada por la identidad (ε1).

Demostración. Sea A ∈ MI. Sabemos que el reducto implicativo de A es un álgebra
de  Lukasiewicz de implicación que satisface (ε1). Veamos que se satisfacen (ML5),
(ML6) y (ML7). En efecto, de ∀b ≤ ∀a→ ∀b tenemos que ∀b ≤ ∀(∀a→ ∀b). Luego,
∀a→∀b ≤ ∀a→∀(∀a→∀b) y (∀a→∀(∀a→∀b))→∀(∀a→∀b) ≤ (∀a→∀b)→∀(∀a→∀b).
Entonces ∀a ∨ ∀(∀a→ ∀b) ≤ (∀a→ ∀b)→ ∀(∀a→ ∀b). Además, ∀a ∨ ∀(∀a→ ∀b) =
∀(∀a ∨ (∀a→ ∀b)) = ∀1 = 1. Por lo tanto (∀a→ ∀b)→ ∀(∀a→ ∀b) = 1. Además, de
(ML2), tenemos que ∀(∀a→∀b) ≤ ∀a→∀b. Con lo que queda demostrado (ML5).
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Probemos (ML6). De (ε1), (ML3), tenemos que

∀((b→ (b→∀a))→∀a) = ∀((b→∀a)→∀a) = (∀b→∀a)→∀a = (∀b→ (∀b→∀a))→∀a.

Por último, de la identidad (T1) que satisfacen las álgebras de implicación (ver la
Definición 6.2.1), tenemos que ∀((a→∀b)→ a) = ∀a = (∀a→∀b)→∀a. Luego, (ML7)
se satisface en toda álgebra de implicación monádica.

El primer ejemplo no trivial de un álgebra de implicación monádica es un álgebra de
Boole monádica.

Ejemplo 7.1.3. Dada un álgebra de Boole monádica A = 〈A;∨,∧,′ ,∃, 0〉, si definimos
para todo a, b ∈ A

a→ b = a′ ∨ b
y

∀a = (∃a′)′

entonces 〈A;→,∀, 1〉 es un álgebra de implicación monádica.

Ejemplo 7.1.4. Sea A un álgebra de implicación monádica con primer elemento 0.
Definimos para todo a, b ∈ A,

a′ = a→ 0,

∃a = (∀a′)′

y

a ∧ b = (b→ a′)′

entonces A = 〈A;∨,∧,′ ,∃, 0〉 es un álgebra de Boole monádica.

Notamos ∀A = {∀x : x ∈ A}. Luego, de (ML1), (7.1) y de (ML5), tenemos que
∀A = 〈∀A;→,∀, 1〉 es una subálgebra de A. En particular, el {→, 1}-reducto de ∀A es
un álgebra implicativa.

Como en toda ML-álgebra, el reticulado de congruencias de un álgebra de implicación
monádica A, el reticulado de los filtros implicativos monádicos y el reticulado de filtros
implicativos de ∀A, son isomorfos (ver la sección §5.1.1).

Un álgebra de implicación monádica no trivial A se dice simple si y sólo si los únicos
filtros implicativos monádicos son los triviales, es decir, si los únicos filtros implicativos
monádicos son A y {1}. Además, las álgebras subdirectamente irreducibles en la variedad
MI son simples. La siguiente caracterización de las álgebras simples será importante
para el desarrollo de nuestro trabajo.

Lema 7.1.5. (Monteiro et. al., 1997) Un álgebra de implicación monádica A es subdi-
rectamente irreducible (simple) si y sólo si A es un álgebra de Boole monádica simple.

Recordemos que un álgebra de Boole monádica es simple si y sólo si ∃x =

{
0 si x = 0
1 si x 6= 0

.
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7.1.2. Representación topológica de las álgebras de Boole
monádicas

Halmos (1956) estableció una dualidad entre cuantificadores de un álgebra de Boole
B y ciertas relaciones de equivalencias sobre el espacio de Stone de B. Posteriormente,
Cignoli (1991) mostró que existe una dualidad entre cuantificadores sobre un reticulado
distributivo acotado y ciertas relaciones de equivalencia definidas sobre su espacio de
Priestley, y que además esa dualidad restringida al caso de las álgebras de Boole monádicas
coincide con la descripta por Halmos. En esta sección explicamos cómo se construye la
dualidad para las álgebras de Boole monádicas. No incluiremos las demostraciones de los
resultados, pudiendo el lector consultar los trabajos citados anteriormente para encontrar
los detalles de las mismas.

Sea X = 〈X, τ〉 un espacio booleano y R una relación de equivalencia definida sobre X.
Si C ⊆ X, notamos por RC a la unión de todas las clases de equivalencia que contienen
un elemento de C.

Definición 7.1.6. Diremos que 〈X, R〉 es un B-espacio si X es un espacio booleano y R
es una relación de equivalencia definida sobre X que satisface las siguientes propiedades:

(BE1) las clases de equivalencia de R son subconjuntos cerrados de X,

(BE2) si C es clopen entonces RC es clopen.

Definición 7.1.7. Sean 〈X1, R1〉 y 〈X2, R2〉 dos B-espacios. Una función f : 〈X1, R1〉 →
〈X2, R2〉 se dice un B-morfismo si f es continua y si para todo V ∈ Clop(X2) se satisface
que

R1

(
f−1(V )

)
= f−1 (R2(V )) .

Sea B = 〈B;∧,∨,′ ,∃, 0, 1〉 un álgebra de Boole monádica. Para abreviar algunas veces
notamos a un álgebra de Boole monádica B con 〈B,∃〉. Sea St(B) el espacio de Stone
del reducto booleano de B. Si definimos R∃ sobre St(B) por

UR∃V si y sólo si U ∩ ∃B = V ∩ ∃B,

para U, V ∈ St(B) entonces B∗(〈B,∃〉) = 〈St(B), R∃〉 es un B-espacio. Rećıprocamente,
si 〈X, R〉 es un B-espacio y definimos

∃R : Clop(X)→ Clop(X)

por
∃R(N) = RN,

para todo N ∈ Clop(X), entonces B(〈X, R〉) = 〈Clop(X), ∃R〉 es un álgebra de Boole
monádica. Además si h : 〈B1,∃1〉 → 〈B2, ∃2〉 es un homomorfismo monádico, entonces
la función continua B∗(h) : 〈St(B2), R∃2〉 → 〈St(B1), R∃1〉 definida por B∗(h)(U) =
h−1(U), es un B-morfismo. Si f : 〈X1, R1〉 → 〈X2, R2〉 es un B-morfismo, entonces el
homomorfismo booleano

B(f) : 〈Clop(X2),∃R2〉 → 〈Clop(X1),∃R1〉
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definido por B(f)(U) = f−1(U) es un homomorfismo monádico. Es más, B y B∗ definen
funtores contravariantes entre la categoŕıa de B-espacios y B-morfismos, y la categoŕıa
de álgebras de Boole monádicas y homomorfismos monádicos.

Finalmente,

σB : 〈B,∃〉 → 〈Clop(St(B)),∃R〉

definido con la fórmula

σB(a) = Na = {U ∈ St(B) : a ∈ U}

para cada a ∈ B, es un isomorfismo de álgebras de Boole monádicas y

εX : 〈X, R〉 → 〈St(Clop(X)), R∃R〉

definido como

εX(x) = {U ∈ Clop(X) : x ∈ U}

es un homeomorfismo de B-espacios. Aśı, los funtores B y B∗ establecen una dualidad
entre las categoŕıas.

Congruencias Sabemos que para las álgebras de Boole existe una correspondencia entre
el conjunto de todos los filtros de un álgebra y el conjunto de todos los subconjuntos
cerrados del espacio dual asociado, al álgebra dada por la aplicación F 7→ CF =
{U ∈ St(B) : F ⊆ U}. La inversa se define haciendo corresponder a cada cerrado C el
filtro FC = {a ∈ B : C ⊆ Na} (ver Lema 6.1.3). Lo que vamos a ver ahora es que en
el caso de las álgebras de Boole monádicas, los filtros monádicos se corresponden con
cerrados C tales que R∃C = C. El siguiente resultado será necesario.

Lema 7.1.8. (Cignoli, 1991, Teorema 2.2) Sea 〈B,∃〉 un álgebra de Boole monádica.
Para todo a ∈ B, se satisface que R∃Na = N∃a.

Sea F un filtro monádico y consideremos el cerrado CF definido anteriormente. Que-
remos probar que R∃CF = F . Claramente, R∃CF ⊇ F . Sea V ∈ R∃CF . Luego, existe
U ∈ CF tal que V R∃U . Lo que queremos ver es que F ⊆ V . Como F = Fg(∀F ), debemos
demostrar que si k ∈ F ∩ ∃B entonces k ∈ V . Pero F ∩ ∃B ⊆ U ∩ ∃B = V ∩ ∃B y por
lo tanto k ∈ V . Luego, V ∈ CF . Consideremos ahora un cerrado C tal que R∃C = C
y el filtro FC . Queremos ver que FC es monádico. Para ello, tomamos f ∈ FC . Luego,
se verifica que C ⊆ Nf . Entonces, (R∃C

′)′ ⊆ (R∃(Nf)
′)′, donde ′ indica complemento.

Como C verifica que R∃C = C, es fácil ver que C ′ = R∃C
′. Aśı (R∃C

′)′ = C. Además,

N∀f = N(∃f ′)′ = (N∃f ′)
′ = (R∃Nf ′)

′ = (R∃(Nf )
′)′ ⊇ C.

Luego, C ⊆ N∀f y por lo tanto ∀f ∈ FC . Por lo tanto, FC es un filtro monádico.
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7.2. Clausura booleana monádica

En esta sección definimos para toda álgebra de implicación monádica A, la clausura
booleana monádica de A. Esta álgebra, que notamos con Bm(A), es un álgebra de
Boole monádica que posee la caracteŕıstica de ser la menor álgebra de Boole monádica,
a menos de isomorfismos, tal que el filtro monádico generado por A es maximal y el
cociente Bm(A)/FMg(A) es isomorfo a 2. Además, demostramos que toda álgebra de
implicación monádica se puede describir como la unión de una familia única de filtros
monádicos de su clausura booleana monádica.

Sea A un álgebra de implicación monádica y consideremos el conjunto M de todos los
filtros implicativos monádicos maximales de A. Considerando la representación subdirecta
de A, sabemos que A es isomorfa a una subálgebra de implicación monádica A′ de
P =

∏ {A/D,D ∈ M}. Para cada D ∈ M, el cociente A/D es un álgebra de implicación
monádica simple, y del Lema 7.1.5, tenemos que A/D es un álgebra de Boole monádica
simple. Aśı, P es un álgebra de Boole monádica. En adelante, identificaremos A con la
subálgebra A′ para simplificar la notación.

Consideremos ahora la subálgebra booleana monádica generada por A en P, que
notamos BM(A), y la subálgebra de Boole B(A) generada por A en P.

Necesitaremos recordar para la demostración de la próxima proposición la siguiente
relación entre los cuantificadores en un álgebra de Boole monádica.

Lema 7.2.1. Sea B = 〈B;∧,∨,′ ,∃, 0, 1〉 un álgebra de Boole monádica. Entonces

∃x ≈ ∀(x→∀x)→∀x.

Demostración. Sea c ∈ B. Entonces,

∀(c→∀c)→∀c = (∀(c′ ∨ ∀c))′ ∨ ∀c = ∃(c′ ∨ ∀c)′ ∨ ∀c = ∃(c ∧ (∀c)′) ∨ ∃∀c
= ∃ ((c ∧ (∀c)′) ∨ ∀c) = ∃ ((c ∨ ∀c) ∧ ((∀c)′ ∨ ∀c)) = ∃(c ∧ 1) = ∃c.

Proposición 7.2.2. El álgebra de Boole monádica BM(A) es igual al álgebra de Boole
B(A) generada por A en P.

Demostración. Es claro que B(A) ⊆ BM(A). Veamos que BM(A) ⊆ B(A). Para ello,
vamos a demostrar que la subálgebra de Boole B(A) es cerrada por ∀ en P. Consideremos
b ∈ B(A). Sabemos que b puede escribirse de la siguiente manera

b =
r∧

k=1

[(∨
i∈Ik

gi

)
∨
(∨
j∈Jk

¬gj
)]

(7.2)

donde para todo k se tiene que Ik ∩ Jk = ∅, ⋃r
k=1(Ik ∪ Jk) 6= ∅ es un conjunto finito, y

gi, gj ∈ A. Luego,

∀b =
r∧

k=1

∀
[(∨

i∈Ik

gi

)
∨
(∨
j∈Jk

¬gj
)]

.
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Veamos que para todo k, el elemento bk = ∀
[(∨

i∈Ik gi
)
∨
(∨

j∈Jk ¬gj
)]
∈ B(A).

Si Ik 6= ∅ y Jk = ∅, entonces bk = ∀
(∨

i∈Ik gi
)
∈ A, ya que gi ∈ A. Si Ik 6= ∅ y Jk 6= ∅,

entonces (∨
i∈Ik

gi

)
∨
(∨
j∈Jk

¬gj
)

=
∨
j∈Jk

(
gj →

∨
i∈Ik

gi

)
∈ A,

pues gj ∈ A y
∨
i∈Ik gi ∈ A. Luego, bk ∈ A.

Si Ik = ∅ (y en consecuencia Jk 6= ∅), entonces

bk = ∀
(∨
j∈Jk

¬gj
)

= ∀
(
¬
∧
j∈Jk

gj

)
= ¬∃

(∧
j∈Jk

gj

)
.

Veamos que ∃
(∧

j∈Jk gj

)
∈ B(A). Luego,

∃
(∧
j∈Jk

gj

)
= ∀

[(∧
j∈Jk

gj

)
→∀

(∧
j∈Jk

gj

)]
→∀

(∧
j∈Jk

gj

)

= ∀
[(∧

j∈Jk

gj

)
→
∧
j∈Jk

∀gj
]
→
(∧
j∈Jk

∀gj
)

=
∧
m∈Jk

[
∀
[(∧

j∈Jk

gj

)
→
∧
j∈Jk

∀gj
]
→∀gm

]
.

Veamos que ∀
[(∧

j∈Jk gj

)
→∧j∈Jk ∀gj

]
→∀gm ∈ A, para todo m ∈ Jk. En efecto,

∀
[(∧

j∈Jk

gj

)
→
∧
j∈Jk

∀gj
]
→∀gm = ∀

[ ∧
n∈Jk

[(∧
j∈Jk

gj

)
→∀gn

]]
→∀gm

= ∀
[ ∧
n∈Jk

∨
j∈Jk

(gj →∀gn)

]
→∀gm =

[ ∧
n∈Jk

∀
(∨
j∈Jk

(gj →∀gn)

)]
→∀gm

=
∨
n∈Jk

[
∀
(∨
j∈Jk

(gj →∀gn)

)
→∀gm

]
∈ A.

Entonces ∃(∧j∈Jk gj) ∈ B(A). Luego, bk ∈ B(A).
Hemos visto que bk ∈ B(A), para todo k. Luego, ∀b =

∧r
k=1 bk ∈ B(A).

Como consecuencia de la proposición anterior y del Lema 1.1 de Abad et. al. (2004),
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.2.3. Sea A un álgebra de implicación monádica. Luego, A es creciente en
BM(A) y por lo tanto, A es unión de filtros monádicos de BM(A).
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Sean FMg(A) y Fg(A) el filtro monádico generado por A en BM (A) y el filtro generado
por A en BM(A) respectivamente. Observemos que FMg(A) = Fg(∀A) ⊆ Fg(A) y
Fg(A) ⊆ FMg(A). Luego, FMg(A) = Fg(A). Como además A es creciente en BM(A)
(Corolario 7.2.3), resulta la siguiente caracterización de los elementos pertenecientes a
FMg(A).

Lema 7.2.4. Un elemento b ∈ BM(A) pertenece a FMg(A) si y sólo si b =
∧n
i=1 ai,

donde ai ∈ A.

Definamos ahora la clausura booleana monádica de un álgebra de implicación monádica.

Definición 7.2.5. Sea A un álgebra de implicación monádica. Llamaremos la clausura
booleana monádica de A al álgebra de Boole monádica definida como:

Bm(A) =

{
BM(A) si FMg(A) 6= BM(A)

BM(A)× {0, 1} si FMg(A) = BM(A)
.

Si Bm(A) = BM(A)× {0, 1}, entonces definimos ∃ componente a componente.

El siguiente lema nos indica una de las caracteŕısticas fundamentales que posee la
clausura booleana monádica de A.

Lema 7.2.6. Sea A un álgebra de implicación monádica. Entonces el filtro monádico
generado por A en Bm(A) es maximal. Más aún, se verifica que Bm(A)/FMg(A) ∼=
{0, 1}.
Demostración. Analicemos primero el caso en que FMg(A) 6= BM(A). Consideremos
el conjunto ¬FMg(A) = {¬b : b ∈ FMg(A)}. Como FMg(A) es propio entonces
FMg(A) ∩ ¬FMg(A) = ∅. Veamos ahora que FMg(A) ∪ ¬FMg(A) es una subálgebra
booleana monádica de BM(A). Claramente FMg(A) ∪ ¬FMg(A) es cerrada por ¬ y
{0, 1} ∈ FMg(A) ∪ ¬FMg(A). Sean a, b ∈ FMg(A) ∪ ¬FMg(A). Veamos que a ∨ b ∈
FMg(A)∪¬FMg(A). Si a ∈ FMg(A) ó b ∈ FMg(A) entonces es claro que a∨b ∈ FMg(A).
Si a, b ∈ ¬FMg(A) entonces a = ¬c y b = ¬d para ciertos c, d ∈ FMg(A). Luego,
c ∧ d ∈ FMg(A) y entonces a ∨ b = ¬(c ∧ d) ∈ ¬FMg(A). Por último veamos que
FMg(A) ∪ ¬FMg(A) es cerrado por ∀. Para ello, sea a ∈ FMg(A) ∪ ¬FMg(A). Si
a ∈ FMg(A) entonces sabemos que ∀a ∈ FMg(A). Supongamos que a ∈ ¬FMg(A).
Luego, ∀a = ∀¬c = ¬∃c, para algún c ∈ FMg(A). Luego, de ∃c ∈ FMg(A) tenemos que
∀a ∈ ¬FMg(A). Por lo tanto FMg(A) ∪ ¬FMg(A) es una subálgebra. Entonces,

BM(A) ⊆ BM(FMg(A)) = FMg(A) ∪ ¬FMg(A) ⊆ BM(A).

Luego,
FMg(A) ∪ ¬FMg(A) = BM(A).

Entonces FMg(A) es un filtro monádico maximal y Bm(A)/FMg(A) ∼= {0, 1}. Si
FMg(A) = BM(A), identificando los elementos de FMg(A) con aquellos de BM(A)×
{0, 1} cuya segunda componente es igual a 1, tenemos que FMg(A) puede ser considerado
un ultrafiltro de BM(A)× {0, 1}.
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Teorema 7.2.7. Si A es un álgebra de implicación monádica, entonces existe un álgebra
de Boole monádica Bm(A) tal que:

(1) A es un subconjunto creciente de Bm(A) y FMg(A) es un filtro monádico maximal
de Bm(A) tal que Bm(A)/FMg(A) ∼= {0, 1},

(2) si B es un álgebra de Boole monádica y h : A → B es un {→,∀}-homomorfismo
tal que h[A] satisface la fmp en B, entonces existe un homomorfismo monádico
ĥ : Bm(A)→ B tal que ĥ�A = h, esto es, el siguiente diagrama conmuta

A � � i //

h

��

Bm(A)

ĥ{{vvvvvvvvv

B

Demostración. La condición (1) ya ha sido probada en el Corolario 7.2.3 y en el Le-
ma 7.2.6.

Para demostrar (2), consideremos b ∈ Bm(A). Si b ∈ FMg(A) entonces existen
a1, . . . , an ∈ A, tal que b =

∧n
i=1 ai. Definimos en este caso ĥ(b) =

∧n
i=1 h(ai). Si

b /∈ FMg(A), definimos ĥ(b) = ¬ĥ(¬b). De (Abad et. al., 2004, Theorem 2.2) sabemos que
ĥ está bien definida, preserva→ y ĥ(0) = 0. Demostremos que ĥ(∀b) = ∀ĥ(b). Supongamos
en primer lugar que b ∈ FMg(A). Entonces b =

∧n
i=1 ai, donde ai ∈ A, para todo i. Aśı,

∀b =
∧n
i=1 ∀ai y entonces ĥ(∀b) =

∧n
i=1 h(∀ai) =

∧n
i=1 ∀h(ai) = ∀(∧n

i=1 h(ai)) = ∀ĥ(b).

Supongamos ahora que b /∈ FMg(A). Luego, ĥ(∀b) = ĥ(¬∃¬b) = ¬ĥ(∃¬b). Observemos
que ∃¬b = ∀(¬b→ ∀¬b)→ ∀¬b. Más aún, ĥ preserva→ y ¬b ∈ Fg(A), luego ¬ĥ(∃¬b) =
¬∃ĥ(¬b) = ¬∃¬ĥ(b) = ∀ĥ(b). Hemos probado que ĥ es un homomorfismo monádico.

Como consecuencia del Teorema 7.2.7, tenemos que todo homomorfismo de álgebras de
implicación monádicas induce un homomorfismo booleano monádico de sus respectivas
clausuras booleanas monádicas, y que la clausura booleana monádica es única a menos
de isomorfismos.

Corolario 7.2.8. Sea h : A1 → A2 un homomorfismo de álgebras de implicación monádi-
cas. Entonces existe un homomorfismo booleano monádico ĥ : Bm(A1)→ Bm(A2) tal
que ĥ�A1 = h y ĥ−1[FMg(A2)] = FMg(A1). En particular, si h es un isomorfismo
entonces ĥ también es un isomorfismo.

Demostración. Del Teorema 7.2.7 obtenemos la existencia del homomorfismo booleano
monádico ĥ : Bm(A1) → Bm(A2) tal que ĥ�A1 = h, considerando A = A1 y B =
Bm(A2). Sabemos que FMg(A1) ⊆ ĥ−1[FMg(A2)]. Por la maximalidad de ambos,
tenemos que FMg(A1) = ĥ−1[FMg(A2)]. Por último, si h es un isomorfismo entonces

ĥ−1 = ĥ−1.

Observemos que la clausura booleana monádica de un álgebra de implicación monádica
no es suficiente para describir a la misma ya que dos álgebras de implicación monádicas
no isomorfas pueden tener la misma álgebra de clausura booleana monádica.
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Hemos probado en el Corolario 7.2.3 que toda álgebra A es unión de filtros monádicos
de Bm(A). Utilizando el Lema de Zorn podemos demostrar que la familia de filtros
monádicos de Bm(A) contenidos en el álgebra A posee elementos maximales. Sea M(A)
la familia de todos los elementos maximales en el conjunto de todos los filtros monádicos
de Bm(A) contenidos en el álgebra A. El siguiente resultado resulta como consecuencia
del Corolario 7.2.3 y la definición de M(A).

Corolario 7.2.9. Sea A un álgebra de implicación monádica. La familia M(A) satisface
las siguientes condiciones:

(a) A =
⋃
F∈M(A) F ,

(b) M(A) es una anticadena, con respecto a la inclusión,

(c) si M es un filtro monádico de Bm(A) contenido en A, entonces M ⊆ F para algún
F ∈ M(A).

7.3. Espacios implicativos monádicos

En la sección anterior hemos visto que podemos describir a un álgebra implicativa
monádica A por medio de:

(1) su clausura booleana monádica Bm(A),

(2) el filtro monádico FMg(A), y,

(3) la familia de filtros monádicos M(A).

Usaremos esto para dar una representación topológica de las álgebras de implicación
monádicas. Esta representación estará basada en la representación dada por Halmos
(1956) de las álgebras de Boole monádicas y la representación dada en Abad et. al. (2004).

Sabemos que dada la clausura booleana monádica Bm(A), podemos considerar el
espacio topológico 〈St(Bm(A)), R∃〉. Hemos visto también que todo filtro monádico
en un álgebra de Boole monádica, se corresponde con cierto subconjunto cerrado en
su correspondiente espacio dual. Luego, dada la familia de filtros monádicos M(A),
obtenemos una familia de cerrados distinguidos, que notamos C(A), definida por

C(A) = {CF : F ∈ M(A)} .

Recordemos que CF = {U ∈ St(Bm(A)) : F ⊆ U}. Como consecuencia del Teorema 7.2.7
y el Corolario 7.2.9 se deduce el siguiente lema.

Lema 7.3.1. Sea A un álgebra de implicación monádica. Entonces la 4-upla

XM(A) := 〈St(Bm(A)), R∃,FMg(A), C(A)〉

satisface las siguientes condiciones:
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(1) 〈St(Bm(A)), R∃〉 es un B-espacio, es decir,

(a) las clases de equivalencia de R∃ son subconjuntos cerrados de St(Bm(A)),

(b) si C es clopen entonces R∃C es clopen.

(2) FMg(A) es un elemento de St(Bm(A)),

(3) C(A) es una anticadena, con respecto a la inclusión, de subconjuntos cerrados de
St(Bm(A)) tales que R∃C = C, para todo C ∈ C(A), donde

⋂ C(A) = {FMg(A)}.

(4) si C es un subconjunto cerrado de St(Bm(A)) tal que R∃C = C y que verifica que
para todo N ∈ Clop(X), C ⊆ N implica D ⊆ N para algún D ∈ C(A), entonces
existe D′ ∈ C(A) tal que D′ ⊆ C.

El Lema 7.3.1 motiva la siguiente definición.

Definición 7.3.2. Llamamos espacio implicativo monádico a toda 4-upla 〈X, R, u, C〉
tal que

(1) 〈X, R〉 es un B-espacio,

(2) u es un elemento fijo de X,

(3) C es una anticadena, con respecto a la inclusión, de cerrados de X tales que RC = C,
para todo C ∈ C, y además

⋂ C = {u},

(4) si C es un cerrado de X tal que RC = C y tal que para cada N ∈ Clop(X), que
verifique C ⊆ N implica que existe D ∈ C que D ⊆ N , entonces existe D′ ∈ C tal
que D′ ⊆ C.

Del Lema 7.3.1, sabemos que si A es un álgebra de implicación monádica entonces
XM(A) es un espacio implicativo monádico.

En lo que sigue definiremos la noción de morfismo entre dos espacios implicativos
monádicos. Para ello, consideremos un homomorfismo f : A1 → A2 de álgebras de
implicación monádicas, y sea XM(f) := St(f̂) : St(Bm(A2)) → St(Bm(A1)) definido

por St(f̂)(U) = f̂−1(U). Del Corolario 7.2.8 (ver también la sección §7.1.2), sabemos que
se verifican las siguientes condiciones:

(1) XM(f) es un B-morfismo,

(2) XM(f)(FMg(A2)) = FMg(A1).

Lema 7.3.3. Si F ∈ M(A1) entonces existe H ∈ M(A2) tal que CH ⊆ St(f̂)−1[CF ].

Demostración. Observar que St(f̂)−1[CF ] = CFg(f [F ]) y Fg(f [F ]) ⊆ A2. Probemos que
Fg(f [F ]) es monádico. Para ello, sean b ∈ Fg(f [F ]) y ai ∈ F tales que b ≥ ∧n

i=1 f(ai).
Como f preserva ∀, tenemos que

∀b ≥ ∀
(

n∧
i=1

f(ai)

)
=

n∧
i=1

∀f(ai) =
n∧
i=1

f(∀ai).
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Como F monádico, tenemos que ∀ai ∈ F y por lo tanto ∀B ∈ Fg(f [F ]). Por la condición
de maximalidad de los elementos de M(A2), sabemos que existe H ∈ M(A2) tal que
Fg(f [F ]) ⊆ H y por lo tanto CH ⊆ CFg(f [F ]).

Los resultados anteriores sugieren la noción de morfismo entre espacios implicativos
monádicos.

Definición 7.3.4. Sean 〈X1, R1, u1, C1〉 y 〈X2, R2, u2, C2〉 dos espacios implicativos
monádicos. Decimos que f : X1 → X2 es iB-continua si

(1) f es un B-morfismo, esto es,

(a) f es continua

(b) para todo V ∈ Clop(X2) se satisface que R1 (f−1(V )) = f−1 (R2(V ))

(2) f es i-continua, es decir,

(a) f(u1) = u2

(b) para todo C ∈ C2 existe D ∈ C1 tal que D ⊆ f−1[C].

Como consecuencia inmediata del Lema 7.3.3 y los resultados previos a dicho lema,
obtenemos el siguiente resultado.

Lema 7.3.5. Si f : A1 → A2 es un homomorfismo de álgebras de implicación monádicas
entonces XM(f) : St(Bm(A2))→ St(Bm(A1)) es una función iB-continua.

Si f es iB-continua tal que f es un homeomorfismo y además su inversa también es iB-
continua, diremos que f es un iB-homeomorfismo. De (Abad et. al., 2004, Corolario 3.2)
y (Cignoli, 1991, Corolario 2.9), obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.3.6. Si f : 〈X1, R1, u1, C1〉 → 〈X2, R2, u2, C2〉 es iB-continua tal que f es
un homeomorfismo. Entonces f es un iB-homeomorfismo si y sólo si se verifican las
condiciones:

(1) para todo D ∈ C1, f [D] ∈ C2,

(2) xR1y si y sólo si f(x)R2f(y).

Notamos con MI a la categoŕıa cuyos objetos son álgebras de implicación monádicas
y sus morfismos homomorfismos monádicos, y con ME a la categoŕıa de los espacios
implicativos monádicos cuyos morfismos son las funciones iB-continuas. Como conse-
cuencia del Lema 7.3.1, del Lema 7.3.5 y del hecho que St es un funtor, obtenemos la
siguiente proposición.

Proposición 7.3.7. La aplicación XM es un funtor contravariante de la categoŕıa MI
a la categoŕıa ME.
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7.4. La equivalencia dual

En esta sección definimos un funtor contravariante IM de la categoŕıaME de los espacios
implicativos monádicos a la categoŕıa MI de las álgebras de implicación monádicas, y
probamos que XM y IM definen una equivalencia dual entre las categoŕıas.

Sea 〈X, R, u, C〉 un espacio implicativo monádico. Consideremos

IM(X) := {N ∈ Clop(X) : C ⊆ N, para algún C ∈ C} .

Como IM(X) es un subconjunto creciente en el álgebra de Boole monádica

〈Clop(X);∩,∪,′ ,∃R, ∅, X〉,

entonces IM(X) es un álgebra de implicación. Más aún:

Lema 7.4.1. Para todo espacio implicativo monádico 〈X, R, u, C〉, el álgebra IM(X) es
un álgebra de implicación monádica.

Demostración. Recordemos que para todo N ∈ Clop(X), ∀N = (∃R(N ′))′ = (RN ′)′.
Veamos que IM(X) es cerrado por ∀ en Clop(X). En efecto, si N ∈ IM(X) entonces
existe C ∈ C tal que C ⊆ N . Luego, RN ′ ⊆ RC ′ = (RC)′ = C ′. Por lo tanto, C ⊆ ∀N , o
lo que es lo mismo ∀N ∈ IM(X).

Observemos además que IM(X) =
⋃
c∈C FC , donde FC = {N ∈ Clop(X) : C ⊆ N}.

Lema 7.4.2. Para todo espacio implicativo monádico 〈X, R, u, C〉, las siguientes propie-
dades se verifican en el álgebra IM(X):

(1) FMg(IM(X)) = {N ∈ Clop(X) : u ∈ N} = εX(u),

(2) Bm(IM(X)) = Clop(X),

(3) M(IM(X)) = {FC : C ∈ C}.

Demostración. La demostración de (1) es consecuencia de que
⋂ C = {u} (ver también

(ver (Abad et. al., 2004, Lemma 3.4)). La propiedad (2) es inmediata de (1), y (3) se de
deduce de la última condición de la definición de espacio implicativo monádico.

Lema 7.4.3. Si h : X1 → X2 es iB-continua, entonces IM (h) := Clop(h)�IM (X2) : IM (X2)→
IM(X1) define un homomorfismo monádico. Más aún, si h es un iB-homeomorfismo
entonces IM(h) es un isomorfismo.

Demostración. Es consecuencia de que B(h) = Clop(h) es un homomorfismo Booleano
monádico y de que Clop(h)[IM (X2)] ⊆ IM (X1). La demostración de esta última inclusión
es análoga al caso de las álgebras implicativas (ver la demostración de (Abad et. al., 2004,
Lemma 3.5)).

Del Lema 7.4.1, Lema 7.4.3 y el hecho de que Clop es un funtor, tenemos la siguiente
proposición.
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Proposición 7.4.4. La correspondencia IM definida entre la categoŕıaME y la categoŕıa
MI es un funtor contravariante.

Teorema 7.4.5. Los funtores IM y XM definen una equivalencia dual entre las categoŕıas
MI y ME. Más precisamente, si A es un álgebra de de implicación monádica

σA : A→ IMXM(A)

definido por σA(a) = Na = {U ∈ St(Bm(A)) : a ∈ U} define una equivalencia natural del
funtor IMXM en la identidad IdMI. Para cada espacio implicativo monádico 〈X, R, u, C〉,
la aplicación

τX : X→ XMIM(X)

definido por τX(x) = εX(x) = {U ∈ Clop(X) : x ∈ U} define una equivalencia natural
del funtor XMIM(X) en el funtor identidad IdME .

Demostración. Recordemos que σBm(A) : Bm(A)→ Clop St(Bm(A)) es un isomorfismo
de álgebras de Boole monádicas. Como σA = σBm(A)�A, para ver que σA es un isomorfismo
de álgebras de implicación monádicas basta ver que

σBm(A)[A] = IMXM(A).

Si a ∈ A entonces existe F ∈ M(A) tal que a ∈ F . Entonces CF ⊆ Na donde CF ∈ C(A).
Por lo tanto, σA(a) = Na ∈ IMXM (A). Si N ∈ IMXM (A) entonces existe a ∈ Bm(A) tal
que σBm(A)(a) = Na = N . Queremos ver que a ∈ A. De Na ∈ IMXM(A), sabemos que
existe C ∈ C(A) tal que C ⊆ Na. Esto es equivalente a decir que existe F ∈ M(A) tal
que CF ⊆ Na. Luego, todo ultrafiltro de Bm(A) que contiene a F también contiene a a.
Entonces a ∈ F . Pero además, F ⊆ A. Por lo tanto, a ∈ A. Hemos probado que σA es un
isomorfismo de álgebras de implicación monádicas.

Sean A y A′ dos álgebras de implicación monádicas y f : A→ A′ un homomorfismo.
Observar que el diagrama

Bm(A)

f̂
��

σBm(A) // Clop St(Bm(A))

B∗B(f̂)
��

Bm(A′)
σBm(A′) // Clop St(Bm(A′))

conmuta por ser σBm(A) una transformación natural entre el funtor B∗B y el funtor
identidad en la categoŕıa de las álgebras de Boole monádicas (ver §7.1.2). Además
σA = σBm(A)�A, f = f̂�A y IMXM (f) = Clop �IMXM (A)(St(f̂)) = B∗B(f̂)�IMXM (A). Aśı el
diagrama

A

f

��

σA // IMXM(A)

IMXM (f)
��

A′
σA′ // IMXM(A′)
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conmuta. Por lo tanto, σA es una transformación natural.
Sea 〈X, R, u, C〉 un espacio implicativo monádico. Del Lema 7.4.2, sabemos que

XMIM(X) = 〈Clop(X), R∃R , εX(u), {CFC
: C ∈ C}〉.

Llamemos C2 = {CFC
: C ∈ C}. Notemos que τX [C] = CFC

. Luego, C ∈ C si y sólo si
τX [C] ∈ C2 . Además que εX es un B-homeomorfismo entre 〈X, R〉 y 〈St(Clop(X)), R∃R〉
(ver §7.1.2). Luego, τX es un iB-homeomorfismo.

Si f : X1 → X2 es iB-continua, del Lema 7.3.5, Lema 7.4.3 y de que ε es una
transformación natural entre el funtor identidad en la categoŕıa de los B-espacios y
el funtor BB∗, tenemos que el diagrama

X1

f

��

τX1 // XMIM(X1)

XM IM (f)

��
X2

τX2 // XMIM(X2)

conmuta.
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8. Álgebras ∆-implicativas de
 Lukasiewicz trivalentes

Las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes fueron introducidas por Moisil (1960) y han sido
extensamente estudiadas en la literatura (ver Monteiro (1963a), Cignoli (1970), Boicescu
et. al. (1991), Monteiro (1996)). Estas álgebras desempeñan en el cálculo proposicional
trivalente de  Lukasiewicz un papel análogo al que desempeñan las álgebras de Boole en
el cálculo proposicional clásico (ver Tarski (1956)).

Es sabido que toda MVn-álgebra es un álgebra de  Lukasiewicz-Moisil (ver Boicescu
et. al. (1991) y Moisil (1972)). Si n = 2 o n = 3, la rećıproca también es cierta (ver Cignoli
(1982) y Boicescu et. al. (1991)). Es decir, que las MV2-álgebras, y las MV3-álgebras,
son equivalentes a las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes y a las álgebras de  Lukasiewicz
4-valentes, respectivamente.

En este caṕıtulo estudiamos la clase de todos los {→,∆, 1}-subreductos de las álgebras
de  Lukasiewicz trivalentes. Llamamos álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalen-
te a toda álgebra perteneciente a esta clase. Esta clase es una clase ecuacional, que
fue axiomatizada por Figallo (1990). Nuestro objetivo es obtener una representación
topológica para las álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes. Nuestro trata-
miento está inspirado en la representación dada para las álgebras de implicación. Para
toda álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente A, construimos un álgebra de
 Lukasiewicz trivalente CL3(A) tal que el filtro implicativo F (A) generado por A en
CL3(A) es maximal y además CL3(A)/F (A) es la cadena de 2 elementos. Más aún,
demostramos que A es representada como una unión de una familia única de filtros
implicativos de CL3(A). Inspirados en esto, introducimos la noción de espacio topológico
implicativo 3-valuado, y obtenemos una representación topológica para estas álgebras.
La representación topológica obtenida está basada en la representación topológica dada
por Cignoli y Monteiro (2006) para las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes. Como una
aplicación, describimos el espacio topológico de las álgebras libres de la variedad.

Este caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. La sección §8.1 está dedicada a
preliminares. En ella se encuentran las definiciones de las álgebras con las que trabajaremos
en el caṕıtulo, y sus propiedades básicas. También explicamos brevemente la representación
topológica de las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes dada por Cignoli y Monteiro (2006).
En esta sección no se pretende realizar un estudio exhaustivo, sino que daremos los
resultados más importantes (sin demostraciones) por razones de autocontenido. El lector
podrá encontrar en la bibliograf́ıa de referencia todos los detalles. En la sección §8.2,
definimos el álgebra de clausura trivalente CL3(A) y describimos a toda álgebra ∆-
implicativa de  Lukasiewicz como unión de una familia única de filtros implicativos
dentro del álgebra de clausura CL3(A). En la sección 8.3 definimos la noción de espacio
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implicativo 3-valuado, y definimos el funtor F de la categoŕıa D3 de las álgebras ∆-
implicativas de  Lukasiewicz trivalentes a la categoŕıa E3 de los espacios implicativos
3-valuados. En la sección §8.4, definimos el funtor G de la categoŕıa E3 a la categoŕıa D3,
y en la sección §8.5 probamos que F define una equivalencia natural dual. Por último, la
sección §8.6 está dedicada a la descripción del espacio implicativo asociado a las álgebras
libres de la variedad.

8.1. Preliminares

En las secciones §8.1.1 y §8.1.2 damos la definición y propiedades básicas de las álgebras
de  Lukasiewicz trivalentes y de las álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes,
respectivamente. En la sección §8.1.3 explicamos la representación topológica de las
MV2-álgebras.

8.1.1. Álgebras de  Lukasiewicz trivalentes

La siguiente definición, dada por Monteiro (1963b), es equivalente a la indicada por
Moisil (1960).

Definición 8.1.1. Un álgebra de  Lukasiewicz trivalente es un álgebra A = 〈A;∨,∧,∼,∇, 1〉
de tipo (2, 2, 1, 1, 0) que satisface las siguientes identidades:

( L1) 1 ∨ x ≈ 1,

( L2) x ∧ (x ∨ y) ≈ x,

( L3) x ∧ (y ∨ z) ≈ (z ∧ x) ∨ (y ∧ x),

( L4) ∼∼x ≈ x,

( L5) ∼(x ∧ y) ≈ ∼x ∨ ∼y,

( L6) ∼x ∨∇x ≈ 1,

( L7) ∼x ∧ x ≈ ∼x ∧∇x,

( L8) ∇(x ∧ y) ≈ ∇x ∧∇y.

Observemos que de ( L1), ( L2) y ( L3), resulta que 〈A;∨,∧〉 es un reticulado distributivo.
Notamos L3 a la variedad de las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes.
La cadena L3, 0 < 1/2 < 1, con la estructura natural de reticulado y las operaciones
∼ y ∇ definidas por

∼0 = 1, ∼1/2 = 1/2, ∼1 = 0,

∇0 = 0, ∇1/2 = 1, ∇1 = 1,

será notada  L3. Es sabido que  L3 y su subálgebra  L2 = 〈L2 = {0, 1};∨,∧,∼,∇, 1〉 son
las álgebras subdirectamente irreducibles de la variedad L3 y que son simples.

En toda álgebra A ∈ L3, definimos las operaciones ∆ e → de la siguiente manera:

∆x ≈ ∼∇∼x,
x→ y ≈ (∇∼x ∨ y) ∧ (∇y ∨ ∼x).

En el Lema 8.1.2 resumimos algunas propiedades conocidas de las álgebras de  Lukasie-
wicz trivalentes que serán utilizadas posteriormente.

Lema 8.1.2. Sea A ∈ L3. Para todo a, b ∈ A se verifican las siguientes propiedades:
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( L9) ∆a ≤ a ≤ ∇a,

( L10) ∇∆a = ∆a,

( L11) ∼∇a = ∆∼a,

( L12) ∆(a ∧ b) = ∆a ∧∆b,

( L13) ∆(a ∨ b) = ∆a ∨∆b,

( L14) a→∆b = ∼a ∨∆b,

( L15) ∇a = ∼a→ a,

( L16) ∇a = (a→∆a)→ a.

Sea A un álgebra de  Lukasiewicz trivalente. Un subconjunto F ⊆ A, se dice un filtro
implicativo de A si 1 ∈ F , y si a ∈ F y a→ b ∈ F entonces b ∈ F . Se sabe que F es
un filtro implicativo de A si y sólo si F es un filtro de reticulado de A que además
satisface que ∆a ∈ F , para todo a ∈ F . Dado X ⊆ A, sea ∆X = {∆x : x ∈ X}. El filtro
implicativo Fg(X) generado por X en A, coincide con el filtro reticular generado por
∆X. Es decir,

Fg(X) =

{
a ∈ A : a ≥

n∧
i=1

xi, donde xi ∈ ∆X,n ∈ N

}
.

Es sabido que las congruencias en un álgebra de  Luksiewicz trivalente están determinadas
por los filtros.

Notamos con B(A) al álgebra de Boole de los elementos complementados del álgebra
A. No es dif́ıcil ver que un elemento a ∈ A es complementado si y sólo si ∇a = a si y
sólo si ∆a = a. Además, si a es complementado entonces el complemento booleano de a
es ∼a.

Sean F(A) y F(B(A)) los conjuntos de todos los filtros implicativos de A y de todos
los filtros del álgebra de Boole B(A), respectivamente, ordenados por inclusión. La
siguiente proposición indica la relación que existe entre ambos.

Proposición 8.1.3. Sea A ∈ L3. La transformación

η : F(A)→ F(B(A))

definida por η(D) = D ∩B(A), es un isomorfismo de orden del conjunto ordenado F(A)
en el conjunto ordenado F(B(A)), donde η−1(Q) = Fg(Q), para Q ∈ F(B(A)). Además,
para todo D ∈ F(A) se verifica que D ∩B(A) = ∆D.

8.1.2. Álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes

La clase de todas las álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes forma una
clase ecuacional que fue axiomatizada y estudiada por Figallo (1990). En ese trabajo
dichas álgebras fueron llamadas I∆3-álgebras. Damos a continuación su definición y sus
propiedades básicas.

Definición 8.1.4. Un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente es un álgebra
A = 〈A;→,∆, 1〉 de tipo (2, 1, 0) que satisface las siguientes identidades:
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( LD1) x→ (y→ x) ≈ 1,

( LD2) (x→ y)→ ((y→ z)→ (x→ z)) ≈ 1,

( LD3) (x→ y)→ y ≈ (y→ x)→ x,

( LD4) ((x→ y)→ (y→ x))→ (y→ x) ≈ 1,

( LD5) ((x→ (x→ y))→ x)→ x ≈ 1,

( LD6) 1→ x ≈ x,

( LD7) ∆x→ y ≈ x→ (x→ y),

( LD8) ∆(∆x→ y) ≈ ∆x→∆y.

Notamos con L{→,∆}3 a la variedad de todas las álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz
trivalentes. Esta notación se debe a que esta clase ecuacional coincide con la clase de
todos los {→,∆, 1}-subreductos de las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes. Observemos
que el reducto 〈A;→, 1〉 de toda álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente es un
álgebra de implicación de  Lukasiewicz trivalente (ver Iturrioz y Rueda (1977)). Luego,
sabemos que la relación

a ≤ b si y sólo si a→ b = 1,

es un orden parcial sobre A, y que a ≤ 1, para todo a ∈ A. Además, 〈A;≤〉 es un
∨-semireticulado donde el supremo de dos elementos a y b es a ∨ b = (a→ b)→ b, para
todo a, b ∈ A. Además, si c ∈ A y c ≤ a, b entonces existe el ı́nfimo entre a y b, y
está dado por a ∧ b = ((a→ c) ∨ (b→ c))→ c.

Es sabido que si A ∈ L{→,∆}3 , las congruencias de A coinciden con las congruencias
del {→, 1}-reducto de A. En consecuencia, las congruencias de A están determinadas
por los filtros implicativos de A.

Sea  L
{→,∆}
3 = 〈L3;→,∆, 1〉 el {→,∆, 1}-reducto del álgebra de  Lukasiewicz trivalente

 L3, y sea  L
{→,∆}
2 la subálgebra de  L

{→,∆}
3 cuyo subuniverso consiste en la cadena con 2

elementos.

Lema 8.1.5. Si A ∈ L{→,∆}3 , entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) M es un filtro implicativo maximal de A,

(2) A/M es un álgebra simple,

(3) A/M es isomorfa a  L
{→,∆}
3 o a  L

{→,∆}
2 .

El siguiente teorema nos dice que la variedad de las álgebras ∆-implicativas de  Luka-
siewicz trivalentes es semisimple.

Teorema 8.1.6. (Figallo, 1990) Toda álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente
es producto subdirecto de álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes simples.

Las álgebras  L
{→,∆}
3 y  L

{→,∆}
2 son las álgebras subdirectamente irreducibles de L{→,∆}3 ,

y además son simples.
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8.1.3. Representación topológica de las álgebras de  Lukasiewicz
trivalentes

Cignoli y Monteiro (2006) demuestran que toda MVn-álgebra, donde n es un entero
positivo, puede ser representada por funciones continuas definidas sobre un cierto espacio
booleano en la cadena Ln+1 =

{
0, 1

n
, . . . , n−1

n
, 1
}

considerada con la topoloǵıa discreta. A
continuación explicamos brevemente esta caracterización, restringiéndonos solamente al
caso n = 2, que es el que nos interesa para nuestros propósitos.

Definición 8.1.7. Un espacio booleano 3-valuado es un par 〈X, V 〉 tal que X es un
espacio booleano y V es un subconjunto cerrado de X.

Consideremos el espacio topológico L3 cuyo conjunto subyacente es el conjunto L3 y
su topoloǵıa la topoloǵıa discreta, y sea 〈X, V 〉 un espacio booleano 3-valuado. Notamos
C3(X, V ) al álgebra de  Lukasiewicz trivalente formada por todas las funciones continuas
f : X→ L3 tal que f(V ) ⊆ L2, con las operaciones definidas componente a componente.

Teorema 8.1.8. (Cignoli y Monteiro, 2006) Para toda A ∈ L3, existe un espacio booleano
3-valuado 〈X(A), VA〉 tal que A ∼= C3(X(A), VA). Más aún, X(A) es isomorfo al espacio
de Stone del álgebra de Boole B(A).

Veamos cómo se define el espacio 〈X(A), VA〉 del Teorema 8.1.8. Sea X(A) el espacio
topológico cuyo conjunto subyacente lo forman todos los homomorfismos de álgebras
de  Lukasiewicz trivalentes χ : A →  L3 y cuya topoloǵıa es la topoloǵıa heredada del
espacio producto LA

3 , donde L3 es considerado con la topoloǵıa discreta. Este espacio es
un espacio booleano. Una subbase para la topoloǵıa la forman los conjuntos de la forma{

χ ∈ X(A) : χ(a) =
j

2

}
, a ∈ A, 0 ≤ j ≤ 2.

Sea X(B(A)) el espacio topológico cuyo conjunto subyacente es el conjunto de todos
los homomorfismos χ : B(A) →  L2. Sabemos que X(B(A)) coincide con el espacio de
Stone del algebra de Boole B(A). Además la aplicación

ϕA : X(A)→ St(B(A))

definida por ϕA(χ) = χ−1({1}) ∩B(A) es un homeomorfismo.
El cerrado VA está definido por

VA = {χ ∈ X(A) : χ(A) ⊆ L2} .

Si identificamos X(A) con St(B(A)), entonces VA = {U ∈ St(B(A)) : A/Fg(U) ∼=  L2}.
Para cada a ∈ A, asociamos la función ā : X(A)→ L3 definida por ā(χ) = χ(a) para

todo χ ∈ X(A). Luego, ā es una función continua y la correspondencia

αA : A→ C3(X(A), VA)

171
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definida por a 7→ ā es un isomorfismo en L3. Observar que VA =
⋂
a∈A ā

−1(L2). Identifi-
cando X(A) con St(B(A)), ā : St(B(A))→ L3 está definido por ā(U) = a/Fg(U).

La función caracteŕıstica sobre un subconjunto S ⊆ X será notada γS. Es fácil
de demostrar que la correspondencia S 7→ γS define un isomorfismo entre Clop(X) y
B(C3(X, V )). El siguiente es un resultado que utilizaremos en las siguientes secciones.
Su demostración puede verse en la demostración de (Cignoli y Monteiro, 2006, Teorema
1.5).

Lema 8.1.9. (Cignoli y Monteiro, 2006) Para todo U ∈ Clop(X(A)) existe b ∈ B(A)
tal que b̄ = γU .

8.2. Álgebra de Clausura Trivalente

En esta sección demostramos que para toda álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz
trivalente A, existe un álgebra de  Lukasiewicz trivalente que llamamos la clausura
trivalente de A y notamos CL3(A), con la caracteŕıstica de ser la menor álgebra de
 Lukasiewicz trivalente tal que el filtro implicativo generado por A en ella sea un filtro
maximal y que el cociente de CL3(A) por él sea la cadena con dos elementos. Además
asociamos a cada álgebra A una familia de filtros implicativos de su clausura trivalente
que nos permitirá recuperar el álgebra original A a partir de ésta y su clausura trivalente.

Sea A un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente, y sea M el conjunto de
filtros implicativos maximales de A. Sabemos que A es isomorfa a una subálgebra A′ de
P =

∏
D∈M A/D. Para cada D ∈M, sabemos que A/D es isomorfo a  L

{→,∆}
3 o a  L

{→,∆}
2 .

Luego, P es un álgebra de  Lukasiewicz trivalente. De ahora en adelante identificaremos A
con la subálgebra A′ para simplificar la notación. Consideremos el álgebra de  Lukasiewicz
trivalente L3(A) generada por A en P. En el Lema 8.2.1, caracterizamos la forma de los
elementos del álgebra L3(A).

Lema 8.2.1. Sea A un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente, y sea L3(A) el
álgebra de  Lukasiewicz trivalente construida anteriormente. Un elemento b ∈ P pertenece
a L3(A) si y sólo si

b =
r∧

k=1

[(∨
i∈Ik

ai

)
∨
(∨
j∈Jk

∼cj
)]

, (8.1)

donde Ik ∩ Jk = ∅, para todo k,
⋃r
k=1(Ik ∪ Jk) 6= ∅ es un conjunto finito, y ai, cj ∈ A

para todo i ∈ Ik, j ∈ Jk.

Demostración. Sea B el conjunto de todos los elementos de P que se escriben de la forma
(8.1). Es claro que si b ∈ B entonces b ∈ L3(A). Veamos ahora que B es una subálgebra
de P. No es dif́ıcil ver que el conjunto B es cerrado por ∨ y ∼. Veamos que B es cerrado
por ∆. Para ello, sea b ∈ B, y consideremos ∆b. Del Lema 8.1.2, sabemos que

∆b =
r∧

k=1

[(∨
i∈Ik

∆ai

)
∨
(∨
j∈Jk

∼∇cj
)]

.

172
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Como ai ∈ A y A es un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente, entonces
∆ai ∈ A. Nuevamente del Lema 8.1.2, sabemos que ∇cj = (cj →∆cj)→ cj. Entonces
∇cj ∈ A. Luego, B es una subálgebra de P que además contiene a A. Por lo tanto,
L3(A) ⊆ B, concluyendo lo que queŕıamos probar.

La siguiente proposición proporciona más información sobre A en L3(A).

Proposición 8.2.2. Si A es un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente y L3(A)
es el álgebra de  Lukasiewicz trivalente construida anteriormente, entonces A es creciente
en L3(A), y en consecuencia es igual a una unión de filtros implicativos de L3(A).

Demostración. Sea a ∈ A y b =
∧r
k=1

[(∨
i∈Ik ai

)
∨
(∨

j∈Jk ∼cj
)]
∈ L3(A) tal que a ≤ b.

Observemos que es suficiente probar que

bk =

(∨
i∈Ik

ai

)
∨
(∨
j∈Jk

∼cj
)
∈ A,

para todo k ∈ {1, . . . , r}.
Sea k ∈ {1, . . . , r}. Si Jk = ∅ entonces bk =

∨
i∈Ik ai pertenece a A, ya que ai ∈ A,

para todo i. Supongamos ahora que Jk 6= ∅. Luego,

bk =

(∨
i∈Ik

ai

)
∨
(∨
j∈Jk

∼cj
)
∨∆a =

(∨
i∈Ik

ai

)
∨
∨
j∈Jk

(∼cj ∨∆a) =

(∨
i∈Ik

ai

)
∨
∨
j∈Jk

(cj →∆a) .

Como ai, cj ∈ A, para todo i y para todo j, y ∆a ∈ A, entonces bk ∈ A. Por lo tanto, A
es creciente en L3(A).

Sea Fg(A) el filtro implicativo generado por A en L3(A). Sabemos que Fg(A) coincide
con el filtro reticular generado por ∆A, esto es,

Fg(A) =

{
b ∈ L3(A) : b ≥

n∧
i=1

∆ai, donde ai ∈ A
}
.

Como A es una {∆,→, 1}-subálgebra de L3(A), tenemos que ∆A ⊆ A. Luego,

Fg(A) =

{
b ∈ L3(A) : b ≥

n∧
i=1

ai, donde ai ∈ A
}
.

Finalmente, por el Lema 8.2.2, tenemos que

Fg(A) =

{
b ∈ L3(A) : b =

n∧
i=1

ai, donde ai ∈ A
}
.

En la Proposición 8.2.3 obtenemos una relación entre Fg(A) y L3(A) que nos permi-
tirá construir el álgebra de clausura trivalente de A.
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Proposición 8.2.3. Sea A un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente y conside-
remos L3(A) y Fg(A) como antes. Entonces, L3(A) = Fg(A) ∪ ∼Fg(A). En particular,
si Fg(A) es un filtro propio entonces L3(A)/Fg(A) ∼=  L2.

Demostración. Es claro que Fg(A) ∪ ∼Fg(A) es cerrado por ∼. Veamos que Fg(A) ∪
∼Fg(A) es cerrado por ∨ y por ∆.

Sean a, b ∈ Fg(A) ∪ ∼Fg(A). Si a ∈ Fg(A) entonces a ∨ b ∈ Fg(A). Análogamente si
b ∈ Fg(A). Si a, b ∈ ∼Fg(A), entonces a ∨ b = ∼c ∨∼d = ∼(c ∧ d), donde c, d ∈ Fg(A).
Luego, a ∨ b ∈ ∼Fg(A).

Sea a ∈ Fg(A) ∪ ∼Fg(A). Si a ∈ Fg(A) entonces sabemos que ∆a ∈ Fg(A). Supon-
gamos ahora que a ∈ ∼Fg(A), esto es, a = ∼c, para algún c ∈ Fg(A). Luego,

∆a = ∆∼c = ∼∇c ∈ ∼Fg(A).

Luego, Fg(A)∪∼Fg(A) es la subálgebra generada por Fg(A) en P. Entonces, L3(A) ⊆
Fg(A) ∪ ∼Fg(A). Por lo tanto, L3(A) = Fg(A) ∪ ∼Fg(A).

Supongamos que Fg(A) es propio, y que existe un elemento d ∈ Fg(A) ∩ ∼Fg(A).
Luego d,∼d ∈ Fg(A) y, por ser Fg(A) un filtro implicativo, tenemos que ∼d∧d ∈ Fg(A)
y ∆(∼d ∧ d) ∈ Fg(A). Pero ∆(∼d ∧ d) = ∆∼d ∧ ∆d = ∼∇d ∧ ∆d. Como ∆d ≤ ∇d,
tenemos que ∆d∧∼∇d ≤ ∇d∧∼∇d = 0. Luego, ∆(∼d∧d) = 0 ∈ Fg(A), contradiciendo
que Fg(A) es propio. Por lo tanto, L3(A) = Fg(A)∪̇∼Fg(A) y L3(A)/Fg(A) ∼=  L2.

Para cada A ∈ L{→,∆}3 , llamaremos la clausura trivalente de A al álgebra de  Lukasiewicz
trivalente

CL3(A) =

{
L3(A) si Fg(A) 6= L3(A)

L3(A)×  L2 si Fg(A) = L3(A)
.

Notemos que si Fg(A) es un filtro propio en L3(A), de la Proposición 8.2.3, resulta
que CL3(A)/Fg(A) es la cadena con dos elementos. Si Fg(A) = L3(A), identificando los
elementos del filtro Fg(A) con los de la forma (−, 1) en CL3(A), también obtenemos que
Fg(A) es un filtro maximal y que CL3(A)/Fg(A) ∼=  L2. El siguiente teorema asegura
que CL3(A) es la menor álgebra de  Lukasiewicz trivalente, a menos de isomorfismos,
con la propiedad que el Fg(A) es un filtro implicativo maximal tal que el cociente
CL3(A)/Fg(A) es isomorfo a  L2.

Teorema 8.2.4. Si A ∈ L{→,∆}3 entonces:

(1) A es creciente en CL3(A) y satisface la propiedad de intersecciones finitas (fmp).
Más aún, CL3(A)/Fg(A) ∼=  L2,

(2) si L ∈ L3 y h : A→ L es un {→,∆}-homomorfismo, tal que h[A] verifica la fmp en
L, entonces existe un homomorfismo ĥ : CL3(A) → L tal que ĥ�A = h, esto es el
diagrama

A � � i //

h

��

CL3(A)

ĥzzvvvvvvvvv

L
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8.2. Álgebra de Clausura Trivalente

conmuta.

Demostración. (1) es consecuencia inmediata de la Proposición 8.2.2 y de la Proposi-
ción 8.2.3.

Sea L y h como en (2) del enunciado, y sea b ∈ CL3(A). Vimos que si b ∈ Fg(A)
entonces b =

∧n
i=1 ai, donde ai ∈ A. Luego, si b ∈ Fg(A) definimos ĥ(b) =

∧n
i=1 h(ai).

Si b /∈ Fg(A) sabemos, de la Proposición 8.2.3, que ∼b ∈ Fg(A). Luego, si b /∈ Fg(A)
definimos ĥ(b) = ∼ĥ(∼b). Es decir que ĥ : CL3(A)→ L está definida por

ĥ(b) =

{ ∧n
i=1 h(ai) si b ∈ Fg(A)

∼ĥ(∼b) si b /∈ Fg(A)
.

Observemos que ĥ está definida en forma análoga a la definición del homomorfismo
booleano monádico de la clausura booleana monádica de un álgebra implicativa monádica
a un álgebra de Boole monádica, definido en el Teorema 7.2.7 del caṕıtulo 7. Luego, la
demostración que ĥ está bien definida y que preserva la operación →, es también análoga
al caso de las álgebras implicativas monádicas (ver demostración Teorema 7.2.7).

Veamos que ĥ preserva ∆. Para ello, supongamos en primer lugar que b ∈ Fg(A).
Luego, b =

∧n
i=1 ai, ai ∈ A, y ∆b =

∧n
i=1 ∆ai ∈ Fg(A). Como h respeta ∆ y de la

definición de ĥ, tenemos que

ĥ(∆b) =
n∧
i=1

h(∆ai) =
n∧
i=1

∆h(ai) = ∆
n∧
i=1

h(ai) = ∆ĥ(b).

Supongamos ahora que b /∈ Fg(A). Luego, ∆b /∈ Fg(A). Aśı, de la definición de ĥ,
Lema 8.1.2 y de que ĥ respeta →, resulta que

ĥ(∆b) = ∼ĥ(∼∆b) = ∼ĥ(∇∼b) = ∼ĥ[(∼b→∆∼b)→∼b] = ∼[(ĥ(∼b)→ĥ(∆∼b))→ĥ(∼b)].

Como ∼b ∈ Fg(A), y por lo antes demostrado, sabemos que ĥ(∆∼b) = ∆ĥ(∼b). Luego,

ĥ(∆b) = ∼∇ĥ(∼b) = ∆∼ĥ(∼b) = ∆ĥ(b).

Es fácil ver que ĥ(0) = 0 y por la definición de ĥ es inmediato que ĥ�A = h. Además,
si a, b ∈ CL3(A) sabemos que a ∨ b = (a→ b)→ b y ∼a = a→ 0. Luego, ĥ es un
homomorfismo de álgebras de  Lukasiewicz trivalentes.

El siguiente corolario nos dice que todo homomorfismo de álgebras ∆-implicativas
de  Lukasiewicz trivalentes se extiende a un homomorfismo de las respectivas clausuras
trivalentes.

Corolario 8.2.5. Sean A1,A2 ∈ L{→,∆}3 y h : A1 → A2 un homomorfismo. Entonces
existe un homomorfismo de álgebras de  Lukasiewicz trivalentes ĥ : CL3(A1)→ CL3(A2)
tal que ĥ�A1 = h y ĥ−1[Fg(A2)] = Fg(A1). En particular, si h es un isomorfismo entonces
ĥ también es un isomorfismo.
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8. Álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes

Demostración. Sea h : A1 → A2 un homomorfismo de álgebras ∆-implicativas de  Luka-
siewicz trivalentes. Si aplicamos el teorema anterior tomando L = CL3(A2)

A1
� � i //

h
��

CL3(A1)

ĥ

��������������������

A2� _

i
��

CL3(A2)

podemos concluir que existe un homomorfismo de álgebras de  Lukasiewicz trivalentes
ĥ : CL3(A1) → CL3(A2) tal que ĥ�A1 = h. Observar además que de la definición
de ĥ obtenemos que Fg(A1) ⊆ ĥ−1[Fg(A2)]. Por otro lado, como Fg(A2) es propio,
ĥ−1[(Fg(A2))] también lo es. Luego, de la maximalidad de Fg(A1), obtenemos que
Fg(A1) = ĥ−1[Fg(A2)].

Si h es un isomorfismo, entonces ĥ−1 = ĥ−1 y por lo tanto ĥ también es un isomorfismo.

Dos álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes no isomorfas pueden tener la
misma álgebra de clausura trivalente. Veamos dos ejemplos sencillos que muestran este
hecho.

Ejemplo 8.2.6. Sea A =  L2 ×  L3. Entonces P = Fg(A) = A.

Luego, CL3(A) = Fg(A)×  L2.

Fg(A) = A

Ejemplo 8.2.7. Sea A

P = Fg(A) =  L2 ×  L3 y nuevamente CL3(A) = Fg(A)×  L2.

D1

D2

176



8.3. Espacios implicativos 3-valuados

Para distinguir dos álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes que poseen la
misma clausura trivalente, consideraremos los filtros implicativos de la clausura trivalente
contenidos en ellas. Más espećıficamente, consideraremos para cada A ∈ L{→,∆}3 , los
elementos maximales en la familia de todos los filtros implicativos de CL3(A) que están
contenidos en A, ordenados por inclusión. Notamos a este conjunto por M(A), esto es,

M(A) = máx
⊆
{D filtros implicativos de CL3(A) : D ⊆ A}.

Lema 8.2.8. Sea A un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente. La familia M(A)
es no vaćıa y satisface las siguientes propiedades:

(1) A =
⋃
D∈M(A) D,

(2) M(A) es una anticadena, con respecto a la inclusión,

(3) si M es un filtro implicativo de CL3(A) contenido en A entonces M ⊆ D para algún
D ∈ M(A).

Demostración. Observemos en primer lugar que la familia de filtros implicativos del
álgebra CL3(A) que están contenidos en A es no vaćıa, pues el filtro implicativo {1}
pertenece a ella, y además es un conjunto parcialmente ordenado bajo la inclusión. Sea
{Di}i∈I una cadena en la familia. Es fácil ver que

⋃
i∈I Di es un filtro implicativo de

CL3(A) que además está contenido en A, pues Di ⊆ A, para todo i ∈ I. Aplicando el
Lema de Zorn, sabemos que existe al menos un elemento maximal en esta familia. Luego,
M(A) 6= ∅.

La condición (1) es inmediata de la definición de M(A) y de ser A creciente en CL3(A)
(Teorema 8.2.4). Las condiciones (2) y (3) se deducen de la definición de M(A).

Ejemplo 8.2.9. En el ejemplo 8.2.6 tenemos que M(A) = {A}, y en el ejemplo 8.2.7
M(A) = {D1, D2}.

8.3. Espacios implicativos 3-valuados

En esta sección asociamos a cada álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente un
espacio topológico enriquecido con ciertos objetos distinguidos, que llamamos espacio
implicativo 3-valuado. Definimos la noción de función entre dos espacios implicativos
3-valuados y demostramos que para todo homomorfismo entre álgebras ∆-implicativas
de  Lukasiewicz trivalentes, existe una función entre los respectivos espacios implicativos
3-valuados asociados. Con estos resultados, definimos un funtor contravariante de la
categoŕıa de las álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes a la categoŕıa cuyos
objetos son los espacios implicativos 3-valuados.

Consideremos en primer lugar un álgebra de  Lukasiewicz trivalente L. La siguiente
relación entre los filtros implicativos de L y los subconjuntos cerrados del espacio de
Stone del álgebra de Boole B(L) de los elementos complementados de L, se deduce en
forma inmediata de la Proposición 8.1.3 y el Lema 6.1.3, definiendo κ = ϑ ◦ η.
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Lema 8.3.1. Sea L ∈ L3. La transformación

κ : F(L)→ C(St(B(L)))

definida por κ(D) = C∆D = {U ∈ St(B(L)) : ∆D ⊆ U} es un isomorfismo de orden
dual del conjunto F(L) de todos los filtros implicativos de L en el conjunto C(St(B(L)))
de todos los subconjuntos cerrados del espacio de Stone St(B(L)), ordenados ambos
conjuntos por inclusión.

Sea A un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente. Consideremos su clausura
trivalente CL3(A), el filtro generado por A en CL3(A), Fg(A), y la familia de filtros
maximales M(A) del Lema 8.2.8. Para cada D ∈ M(A), consideremos el cerrado κ(D) =
C∆D definido en el Lema 8.3.1, y sea

C(A) = {C∆D : D ∈ M(A)} .

Definimos
F(A) := 〈St(B(CL3(A))), VCL3(A),∆ Fg(A), C(A)〉,

donde VCL3(A) = {U ∈ St(B(CL3(A))) : CL3(A)/Fg(U) ∼=  L2}. Observemos que las
siguientes propiedades se satisfacen en el espacio F(A):

(1) del Teorema 8.1.8 tenemos que 〈St(B(CL3(A))), VCL3(A)〉 es un espacio booleano
3-valuado,

(2) del Teorema 8.2.4 tenemos que ∆ Fg(A) ∈ VCL3(A),

(3) del Lema 8.2.8 y del Lema 8.3.1 sabemos que 〈St(B(CL3(A))),∆ Fg(A), C(A)〉 es
un espacio implicativo (§6.2.2).

Las propiedades verificadas por F(A) motivan la definición de espacio implicativo
3-valuado.

Definición 8.3.2. Llamaremos espacio implicativo 3-valuado a una 4-upla 〈X, V, u, C〉
tal que:

(1) 〈X, V 〉 es un espacio booleano 3-valuado,

(2) u es un elemento fijo de X tal que u ∈ V ,

(3) 〈X, u, C〉 es un espacio implicativo, esto es,

(a) C es una anticadena, con respecto a la inclusión, de cerrados de X tales que⋂ C = {u},
(b) si C es un cerrado de X tal que para cada N ∈ Clop(X), que verifique C ⊆ N

implica que existe D ∈ C tal que D ⊆ N , entonces existe D′ ∈ C tal que D′ ⊆ C.

De las observaciones realizadas antes de la definición, tenemos el siguiente resultado.
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Proposición 8.3.3. Si A es un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente, entonces
F(A) es un espacio implicativo 3-valuado.

Ejemplo 8.3.4. El espacio implicativo 3-valuado del ejemplo 8.2.6 es

VCL3(A)

Fg(A)

C∆Fg(A)

y el del ejemplo 8.2.7 es

VCL3(A)

Fg(A)

C∆D1

C∆D2

Ahora definiremos la noción de morfismo entre dos espacios implicativos 3-valuados.

El siguiente resultado, que es conocido en la literatura, sobre homomorfismos de
álgebras de  Lukasiewicz trivalentes será necesario.

Lema 8.3.5. Si L y L′ son álgebras de  Lukasiewicz trivalentes y h : L → L′ es un
homomorfismo, entonces h(B(L)) ⊆ B(L′) y la restricción h′ : B(L) → B(L′) de h a
B(L) es un homomorfismo booleano.

Sean A1, A2 ∈ L{→,∆}3 y

h : A1 → A2

un homomorfismo de álgebras ∆-implicativas de  Lukasiewicz. Consideremos el homomor-
fismo de álgebras de  Lukasiewicz trivalente

ĥ : CL3(A1)→ CL3(A2)

definido en el Corolario 8.2.5. Sabemos del Lema 8.3.5, que la restricción h′ de ĥ a
B(CL3(A1)), esto es,

h′ : B(CL3(A1))→ B(CL3(A2))

es un homomorfismo booleano. Definimos

F(h) : F(A2)→ F(A1)

mediante F(h)(U) := St(h′)(U) = h′−1(U), para todo U ∈ St(B(CL3(A2))).
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Proposición 8.3.6. Sea h : A1 → A2 un homomorfismo de álgebras ∆-implicativas de
 Lukasiewicz trivalentes. La función F(h)

〈St(B(CL3(A2))), VCL3(A2),∆ Fg(A2), C(A2)〉 → 〈St(B(CL3(A1))), VCL3(A1),∆ Fg(A1), C(A1)〉

satisface las siguientes condiciones:

(1) F(h) es i-continua, esto es,

(a) F(h) es continua,

(b) F(h)(∆ Fg(A2)) = ∆ Fg(A1),

(c) para todo C ∈ C(A1) existe D ∈ C(A2) tal que D ⊆ F(h)−1[C],

(2) F(h)(VCL3(A2)) ⊆ VCL3(A1).

Demostración. De la dualidad de Stone es sabido que F(h) es continua.
En el Corolario 8.2.5 vimos que ĥ−1[Fg(A2)] = Fg(A1). Luego,

F(h)(∆ Fg(A2)) = h′−1(∆ Fg(A2)) =
(
ĥ�B(CL3(A1))

)−1

(∆ Fg(A2)) = ∆ Fg(A1).

Consideremos ahora C∆F ∈ C(A1). Luego, F ∈ M(A1). Veamos en primer lugar que
F(h)−1[C∆F ] = C∆ Fg(h′(∆F )), esto es, el cerrado perteneciente a la familia C(A2) que le
corresponde al filtro implicativo generado por h′(∆F ) en CL3(A2). En efecto,

U ∈ F(h)−1[C∆F ] si y sólo si F(h)(U) ∈ C∆F si y sólo si

∆F ⊆ F(h)(U) si y sólo si ∆F ⊆ h′−1(U) si y sólo si h′(∆F ) ⊆ U.

Veamos ahora que Fg(h′(∆F )) ⊆ A2. Para ello consideremos el subconjunto

D = {a ∈ A2 : a ≥ b para algún b ∈ h′[∆F ]} ⊆ A2.

Veamos que D es un filtro implicativo de CL3(A2). Es claro que 1 ∈ D y que D es
creciente. Sean a, c ∈ D. Luego existen f1, f2 ∈ F tales que

a ≥ h′(∆f1) y c ≥ h′(∆f2).

Luego, a ∧ c ≥ h′(∆f1) ∧ h′(∆f2) = h′(∆f1 ∧∆f2). Como F es un filtro implicativo de
CL3(A1) entonces ∆f1 ∧∆f2 ∈ F , y por lo tanto, a ∧ c ∈ D. Sea a ∈ D. Luego existe
f ∈ F tal que a ≥ h′(∆f). Entonces,

∆a ≥ ∆h′(∆f) = h′(∆f),

y por lo tanto ∆a ∈ D.
Luego, D es un filtro implicativo de CL3(A2). Además, Fg(h′[∆F ]) ⊆ D. En efecto,

sea x ∈ Fg(h′[∆F ]). Luego, existen yi ∈ h′(∆D), 1 ≤ i ≤ r ∈ N, tales que

x ≥
r∧
i=1

yi =
r∧
i=1

h′(∆fi) = h′

(
∆

r∧
i=1

fi

)
,
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donde fi ∈ F , para todo i. Como F es un filtro implicativo de CL3(A1), tenemos que∧r
i=1 fi ∈ F . Por lo tanto, x ∈ D.
En consecuencia, Fg(h′[∆F ]) ⊆ A2. Del Lema 8.2.8, más espećıficamente, de la

propiedad (3) de M(A2) establecida en ese lema, sabemos que existe H ∈ M(A2) tal que
Fg(h′[∆F ]) ⊆ H. De donde resulta que

C∆H ⊆ C∆ Fg(h′(∆F )) = F(h)−1[C∆F ].

Hemos probado que F(h) es una función i-continua.
Demostremos ahora que F(h)

(
VCL3(A2)

)
⊆ VCL3(A1). Sea U ∈ F(h)

(
VCL3(A2)

)
, esto es,

U = h′−1(V ) para algún V ∈ VCL3(A2). Consideramos los homomorfismos

CL3(A1)

πU
��

ĥ // CL3(A2)
πV // CL3(A2)/Fg(V ) ∼=  L2

CL3(A1)/Fg(U)

22eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

donde πU y πV son los epimorfismos canónicos. Observemos que los homomorfismos
πV ◦ ĥ y πU son epiyectivos. Vamos a ver ahora que Fg(U) = Nuc(πV ◦ ĥ). Notemos
que a ∈ CL3(A1) verifica que a ∈ Nuc(πV ◦ ĥ) si y sólo si a ∈ ĥ−1(Fg(V )). Observemos
además que Fg(U) = Fg(h′−1(V )). Luego, lo que vamos a ver es que

Fg(h′−1(V )) = ĥ−1(Fg(V )).

Sabemos de ser h′−1(V ) un ultrafiltro del álgebra de BooleB(CL3(A1)), que Fg(h′−1(V ))
es un filtro implicativo maximal de CL3(A1). Por otro lado, ĥ−1(Fg(V )) es un filtro im-
plicativo propio, ya que también Fg(V ) es maximal en CL3(A2). Además, Fg(h′−1(V )) ⊆
ĥ−1(Fg(V )). En efecto, si x ∈ Fg(h′−1(V )) entonces existen yi ∈ h′−1(V ) tales que

x ≥
r∧
i=1

∆yi.

Como todos los elementos de h′−1(V ) son booleanos, sabemos que ∆yi = yi. Entonces,

ĥ(x) ≥
r∧
i=1

ĥ(yi) =
r∧
i=1

h′(yi),

pues h′ = ĥ�B(CL3(A1)). Además, h′(yi) ∈ V , para todo i. Luego, ĥ(x) ∈ Fg(V ), y en

consecuencia, x ∈ ĥ−1(Fg(V )).
Luego, Fg(h′−1(V )) = ĥ−1(Fg(V )). Por lo tanto, CL3(A1)/Fg(U) ∼=  L2, esto es,

U ∈ VCL3(A1).

La proposición anterior motiva la definición de morfismo entre dos espacios implicativos
3-valuados.

Definición 8.3.7. Una función f : 〈X1, V1, u1, C1〉 → 〈X2, V2, u2, C2〉 es i3-continua si
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(1) f es i-continua, esto es,

(a) f es continua,

(b) f(u1) = u2,

(c) para todo C ∈ C2 existe D ∈ C1 tal que D ⊆ f−1[C],

(2) f(V1) ⊆ V2.

Si f es i3-continua y además es un homeomorfismo tal que su inversa también es
una función i3-continua, entonces diremos que f es un i3-homeomorfismo.

La siguiente proposición es inmediata del Lema 8.3.6.

Proposición 8.3.8. Si A1,A2 ∈ L{→,∆}3 y h : A1 → A2 es un homomorfismo de álgebras
∆-implicativas de  Lukasiewicz trivalentes, entonces la aplicación F(h) : F(A2)→ F(A1)
es una función i3-continua.

Corolario 8.3.9. Si f : 〈X1, V1, u1, C1〉 → 〈X2, V2, u2, C2〉 es i3-continua tal que f es un
homeomorfismo. Entonces f es un i3-homeomorfismo si y sólo si f verifica que para todo
D ∈ C1 se tiene que f [D] ∈ C2 y si f(V1) = V2.

Demostración. Supongamos que f es i3-homeomorfismo, y sea D ∈ C1. Como f−1 : X2 →
X1 es un función i3-continua, sabemos que existe C ∈ C2 tal que

C ⊆ (f−1)−1[D] = f [D].

Por la maximalidad de los elementos de C2, tenemos que C = f [D] y en consecuencia
f [D] ∈ C2.

Supongamos ahora que f verifica que para todo D ∈ C1 se tiene que f [D] ∈ C2 y si
f(V1) = V2. Notemos que si f es un homeomorfismo entonces trivialmente se verifica
f−1(V2) = V1. Consideremos D ∈ C1. Buscamos C ∈ C2 tal que C ⊆ f [D]. Pero por
hipótesis podemos tomar C = f [D] ∈ C2 que verifica la condición trivialmente.

De la Proposición 8.3.3, de la Proposición 8.3.8 y del hecho que St es un funtor,
obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 8.3.10. Sea D3 la categoŕıa cuyos objetos son álgebras ∆-implicativas de
 Lukasiewicz trivalentes y E3 la categoŕıa de los espacios implicativos 3-valuados cuyos
morfismos son las funciones i3-continuas. Entonces F : D3 → E3,

A1
F ///o/o/o

h

��

〈St(B(CL3(A1))), VCL3(A1)),∆ Fg(A1), C1〉

A2 F
///o/o/o 〈St(B(CL3(A2))), VCL3(A2)),∆ Fg(A2), C2〉.

F(h)=St(h′)

OO

es un funtor contravariante.

El objetivo de las próximas secciones será probar que F es una equivalencia natural
entre D3 y E3.
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8.4. Invirtiendo el funtor F
En esta sección probamos que a todo espacio implicativo 3-valuado le corresponde

un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente, y a toda función entre dos espacios
implicativos 3-valuados, un homomorfismo entre las correspondientes álgebras asociadas.

Sea 〈X, V, u, C〉 un espacio implicativo 3-valuado. Consideremos

G(X) := {f ∈ C3(X, V ) : f ≥ γN para algún N ∈ I(X)} ,

donde γN es la función caracteŕıstica sobre el subconjunto N ⊆ X y

I(X) = {N ∈ Clop(X) : C ⊆ N para algún C ∈ C} .

Proposición 8.4.1. Para todo espacio implicativo 3-valuado 〈X, V, u, C〉, el álgebra G(X)
es un álgebra ∆-implicativa de  Lukasiewicz trivalente.

Demostración. Sea 〈X, V, u, C〉 un espacio implicativo 3-valuado y consideremos el álgebra
de  Lukasiewicz trivalente C3(X, V ) y G(X). Como G(X) es creciente en C3(X, V ), resulta
que G(X) es cerrado por →. Además si f ∈ G(X), entonces existe N ∈ Clop(X) tal
que C ⊆ N para algún C ∈ C y f ≥ γN . Luego, ∆f ≥ ∆γN = γN . Por lo tanto,
G(X) ∈ L{→,∆}3 .

Lema 8.4.2. Sea h : 〈X1, V1, u1, C1〉 → 〈X2, V2, u2, C2〉 una función i3-continua, entonces
G(h) : G(X2) → G(X1) definida por G(h)(f) = f ◦ h, para cada f ∈ G(X2), es un

homomorfismo de L{→,∆}3 -álgebras.

Demostración. Veamos en primer lugar que G(h) está bien definida. Como f y h son
continuas, G(h) es continua. De h(V1) ⊆ V2 y f(V2) ⊆ L2, tenemos que G(h)(f)(V1) =
f(h(V1)) ⊆ L2.

Vamos a ver ahora que existe U ∈ I(X1) tal que G(h)(f) ≥ γU . Como f ∈ G(X2),
existe S ∈ I(X2) tal que f ≥ γS y C ∈ C2 tal que C ⊆ S. Luego, existe D ∈ C1 tal que
D ⊆ h−1[C]. Aśı, h−1[S] ⊇ h−1[C] ⊇ D, esto es, h−1[S] ∈ I(X1). Si x ∈ h−1[S] entonces
f(h(x)) = 1, ya que h(x) ∈ S y f ≥ γS. Por lo tanto, G(h)(f) ≥ γh−1[S]. Finalmente,
como las operaciones en G(X1) y G(X2) están definidas componente a componente,
tenemos que G(h) es un homomorfismo.

De la Proposición 8.4.1 y del Lema 8.4.2, obtenemos la siguiente proposición.

Proposición 8.4.3. La aplicación G : E3 → D3

〈X(A1), VA1 ,Fg(A1), C1〉 G ///o/o/o

h
��

G(X1)

〈X(A2), VA2 ,Fg(A2), C2〉 G
///o/o/o G(X2)

G(h)

OO

es un funtor contravariante.
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8.5. La equivalencia natural dual

En esta sección demostramos que las aplicaciones F y G definen una equivalencia
natural dual entre las categoŕıas D3 y E3.

Lema 8.5.1. Sea 〈X, V, u, C〉 un espacio implicativo 3-valuado y C ∈ C un cerrado fijo
perteneciente a la familia C. Entonces

FC = {f ∈ C3(X, V ) : f ≥ γN , N ∈ Clop(X) y C ⊆ N}

es un filtro implicativo de C3(X, V ). Más aún,

G(X) =
⋃
C∈C

FC .

Demostración. Claramente FC es creciente y 1 ∈ FC . Si f, g ∈ FC entonces f ≥ γU y
g ≥ γV para ciertos U, V ∈ Clop(X) tales que C ⊆ U, V . Luego, f ∧ g ≥ γU∩V , donde
C ⊆ U ∩V . Finalmente si f ∈ FC entonces ∆f ≥ ∆γU = γU . Por lo tanto FC es un filtro
implicativo de C3(X, V ). La segunda afirmación es inmediata de las definiciones.

Lema 8.5.2. Sea 〈X, V, u, C〉 un espacio implicativo 3-valuado. Las siguientes propiedades
valen en G(X):

(1) el filtro Fg[G(X)] generado por G(X) en C3(X, V ) es maximal y además

C3(X, V )/Fg[G(X)] ∼=  L2,

(2) CL3(G(X)) = C3(X, V ),

(3) M(G(X)) = {FC : C ∈ C}.
Demostración. Sea t3 : 〈X, V 〉 → 〈St(B(C3(X, V )), VC3(X,V )〉 el homeomorfismo definido
por t3(x) = {γN : N ∈ Clop(X) y x ∈ N}. Sabemos que para todo x ∈ X, se verifica que
x ∈ V si y sólo si t3(x) ∈ VC3(X,V ). Consideremos el filtro implicativo de C3(X, V ), F =
{f ≥ γN : N ∈ Clop(X) y u ∈ N}. Notemos que F ∩ B(C3(X, V )) = t3(u) ∈ VC3(X,V ),
ya que u ∈ V . Luego, F es un filtro implicativo maximal tal que C3(X, V )/F ∼=  L2. Si
f ∈ FC , entonces existe N ∈ Clop(X) tal que C ⊆ N y γN ≤ f . Pero como u ∈ C para
todo C ∈ C, tenemos que u ∈ N y por lo tanto f ∈ F . Luego,

⋃
C∈C FC ⊆ F . Y por lo

tanto F [
⋃
C∈C FC ] = F [G(X)] = F . Luego, de esto, del Lema 8.5.1 y la condición (iv) de

la definición de espacio implicativo 3-valuado, deducimos que CL3(G(X)) = C3(X, V ) y
que M(G(X)) = {FC : C ∈ C}.
Teorema 8.5.3. Los funtores F y G establecen una equivalencia dual natural entre las
categoŕıas D3 y E3. Más precisamente,

(1) si A es un álgebra implicativa de  Lukasiewicz trivalente con ∆, entonces

sA : A→ G(X(CL3(A)))

definida por sA(a) = ā, es una equivalencia natural del funtor GF al funtor identidad.
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(2) para todo espacio implicativo 3-valuado 〈X, V, u, C〉, la aplicación

τX : 〈X, V, u, C〉 → 〈St(Clop(X)), VC3(X,V ), F [G(X)], C(G(X))〉

definida por τX(x) = t3(x), es una equivalencia natural del funtor FG al funtor
identidad.

Demostración. Demostremos (1). Observar que por definición sA = αCL3(A)�A. Luego, pa-
ra ver que sA es un isomorfismo es suficiente demostrar que αCL3(A)[A] = G(X(CL3(A))).
Si a ∈ A, entonces existe D ∈ M(A) tal que a ∈ D. Luego, C∆D ⊆ N∆a. Como
ā ≥ ∆a = γN∆a

, tenemos que αCL3(A)[A] ⊆ G(X(CL3(A))). Si f ∈ G(X(CL3(A)))
entonces f = ā, para algún a ∈ CL3(A). Veamos que a ∈ A. Sabemos que f ≥ γU , para
algún U ∈ Clop(St(B(CL3(A)))), y existe C ∈ CCL3(A) tal que C ⊆ U . Del Lema 8.1.9,
tenemos que existe b ∈ B(CL3(A)) tal que γU = b̄ = γNb

. De C ⊆ U = Nb, deducimos
que b ∈ A. Luego, a ≤ b, ya que αCL3(A) es un isomorfismo. Por lo tanto, a ∈ A.

Probemos (2). Sea 〈X, V, u, C〉, y consideremos F(G(X)). Del Lema 8.5.2, sabemos
que X(CL3(G(X))) = X(C3(X, V )) ∼= St(Clop(X)). De la demostración de (1) en el
Lema 8.5.2, sabemos que τX(u) = F [G(X)], y por (3) del mismo lema, tenemos que para
todo cerrado C, C ∈ C si y sólo si FC ∈ M(G(X)) si y sólo si τX [C] ∈ C(G(X)). Entonces
τX es un i3-homeomorfismo.

8.6. El espacio asociado a las álgebras libres

En esta sección utilizamos la representación obtenida para describir el espacio topológico
de las álgebras libres de la variedad L{→,∆}3 .

Notamos con FK(X) al álgebra libre en una variedad K con un conjunto de generadores
X.

Sea S{→,∆}[X] la {→,∆, 1}-subálgebra generada por X en el álgebra libre FL3(X).

Como la variedad L{→,∆}3 es la clase de todos los {→,∆, 1}-subreductos de L3, el siguiente
lema es claro.

Lema 8.6.1. El álgebra libre FL{→,∆}
3

(X) es isomorfa a la subálgebra S{→,∆}[X] generada

por X en el álgebra libre FL3(X).

No es dif́ıcil ver que el conjunto de elementos minimales del álgebra libre FL{→,∆}
3

(X)

es el conjunto {∆x : x ∈ X}. Una demostración de este resultado puede verse en Figallo
(1990). Además, si x ∈ X entonces el filtro implicativo generado por ∆x en FL3(X) es
igual al subconjunto creciente [∆x) = {a ∈ FL3(X) : a ≥ ∆x}. Luego,

FL{→,∆}
3

(X) =
⋃
x∈X

[∆x).

Es sabido que B(FL3(X)), el álgebra de Boole de los elementos complementados del álge-
bra libre FL3(X), es el álgebra de Boole libre FB(Y ) sobre el poset Y = {∆x,∇x : x ∈ X}.
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Más aún, existe una biyección entre el conjunto de subconjuntos crecientes S ⊆ Y sobre
el conjunto de ultrafiltros de FB(Y ), dado por

S → Fg(S ∪ {¬y : y ∈ Y \S}) = US.

Para cada x ∈ X, {∆x,∇x} es una cadena que llamaremos cadena principal. Luego,
FL3(X) es isomorfa al álgebra C3(St(FB(Y )), VFL3

(X)), donde US ∈ VFL3
(X) si y sólo si S

es unión de cadenas principales (Busaniche y Cignoli, 2006, Teorema 2.1). En particular,
UY ∈ VFL3

(X). Como Fg(X) en FL3(X) es igual al filtro implicativo generado por UY ,
obtenemos que FL3(X)/Fg(X) ∼=  L2. Luego,

CL3(FL{→,∆}
3

(X)) = FL3(X).

El siguiente lema nos indica cuál es la familia de filtros implicativos maximales
correspondiente al álgebra libre.

Lema 8.6.2. M(FL{→,∆}
3

(X)) = {Fg(∆x) : x ∈ X}.

Demostración. Probemos en primer lugar que Fg(∆x) = [∆x) ∈ M(FL{→,∆}
3

(X)), para

todo x ∈ X, esto es, probemos que [∆x) es un filtro implicativo de FL3(X) maximal con
respecto a la propiedad de estar contenido en FL{→,∆}

3
. Para ello, consideremos un filtro

implicativo propio D del álgebra libre FL3(X) tal que D ⊆ FL{→,∆}
3

(X), y supongamos

que [∆x) ⊆ D. Supongamos por el absurdo que existe y ∈ D\[∆x). Entonces, y∧∆x ∈ D.
Además, existe y′ ∈ X tal que ∆y′ ≤ y ∧ ∆x < ∆y. Consideremos la aplicación

f : X → L2 definida por f(y) = 0 y f(z) = 1, para todo z 6= y, y sea g : FL3(X)→ L2 su
extensión. Entonces g(∆y′) = 1 y g(∆y) = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
D = Fg(∆x).

Recordemos que si y ∈ FL3(X), y 6= 1, el conjunto P (y) = {x ∈ X : x ≤ y} es finito.
Veamos ahora que si D es un filtro implicativo de FL3(X) tal que D ⊆ ⋃x∈X [∆x), entonces
D ⊆ [∆x) para algún x ∈ X. Para ello, sea n = mı́n {|P (y)| : y ∈ D} y sea d ∈ D tal
que |P (d)| = n. Para cada z ∈ D tenemos que z ∧ d ∈ D y P (d) = P (z ∧ d) ⊆ P (z).
De este modo, x ≤ z para todo x ∈ P (d), y como ∆x ≤ x, tendremos finalmente que
z ∈ [∆x). Por lo tanto D ⊆ [∆x) (ver Lema 5.1, Abad et. al. (2004)).

Tenemos finalmente que X(CL3(FL{→,∆}
3

(X))) ∼= X(FL3(X)) ∼= St(B(FL3(X))) ∼=
St(FB(Y )). Para cada x ∈ X, C[∆x) = {US ∈ St(FB(Y ) : ∆x ∈ US}. Observar que⋂
C[∆x) = {UY }. Entonces, 〈St(FB(Y )), V,

{
C[∆x) : x ∈ X

}
, UY 〉 es el espacio implicativo

3-valuado de FL{→,∆}
3

(X), donde US ∈ V si y sólo si S es unión de cadenas principales.

Ejemplo 8.6.3. El álgebra libre con 2 generadores en la variedad L{→,∆}3 .
Sea X = {a, b} el conjunto de generadores libres de FL{→,∆}

3
(X). Consideremos el poset

Y = {∆a,∇a,∆b,∇b}.
∇a

∆b∆a

∇b
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Tenemos 32 = 9 conjuntos crecientes en Y . Por lo tanto 9 ultrafiltros en St(FB(Y )) y
22 = 4 conjuntos crecientes de Y pertenecientes a V . De esta manera 〈St(FB(Y )), V 〉 es

V

Por último, C[∆a) = {US : ∆a ∈ S}. Aśı S ∈ {{∆a,∇a} , {∆a,∇a,∇b} , Y }. Análoga-
mente, C[∆b) = {US : ∆b ∈ S}, donde S ∈ {{∆b,∇b} , {∆b,∇b,∇a} , Y }. Finalmente el
espacio 3-implicativo asociado a FL{→,∆}

3
(X) es

C[∆b)

C[∆a)

V
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Moisil, Grigore C. Sur les idéaux des algèbres  Lukasiewicziennes trivalentes. An. Univ.
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