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Resumen

Se analizan tres aspectos relacionados con los procedimientos robustos, especialmente en el
modelo de regresién lineal simple y multivariada. El primer aspecto se refiere a los fundamentos
tedricos de los métodos robustos presentdndose un resumen de la notacién adoptada en los
problemas a tratar. El segundo aspecto trata sobre la implementacién del “software” ROBETH
sobre plataforma S-PLUS con aplicaciones a conjuntos de datos. El tercer aspecto trata de
la realizacién de una pequena guia explicativa de los principales rasgos de programacion y
convenciones del ROBETH. Esta tesis estd organizada de la siguiente manera: el Capitulo 1
trata sobre el andlisis de los problemas de locacién de una y dos muestras; el Capitulo 2 se
refiere a soluciones robustas de los problemas de regresién lineal basadas en M-estimadores; el
Capitulo 3 se refiere al célculo de la estimacién de la matriz de covarianza de los coeficientes
estimados segtn el Capitulo 2. Y finalmente el Capitulo 4 se refiere al cdlculo de estimadores
con alto punto de ruptura en regresién lineal. Se incluye, ademds, apéndices que contienen
rasgos de programacion y convenciones del ROBETH. Se adjunta un CD, en donde se detalla el
desarrollo de cada una de las subrutinas tratadas en los capitulos anteriores y algunas subrutinas

de servicio mencionadas en el apéndice A.
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Introduccién

En anélisis de regresion, una de las herramientas méds usadas, para ajustar una tendencia
lineal es el método de minimos cuadrados, que ante la presencia de datos outliers (verticales y
horizontales) no es recomendable, dado que un “outlier” cuanto més exagerado sea, hard que
el ajuste lineal tienda a pasar cerca de él y alejarse del grueso de los datos. Ante la presencia
de datos influenciales una de las alternativas a minimos cuadrados es el uso de métodos de
regresion robustos, que tienen como objetivo ajustar un modelo lineal que resista la influencia
de los outliers (ver Yohai [37] ). Existe una variedad de métodos robustos de regresiéon que son

agrupados principalmente en tres clases:
1. M-regresion (M, por méxima verosimilitud)
2. R-regresién (R, por rangos)
3. L-Regresion (L, por combinacién lineal de estadisticos de orden)

En los siguientes ejemplos se muestra la presencia de outliers reflejando la influencia que
tienen sobre los pardmetros de la regresion lineal simple. Los datos de la Figura 1, forman una
nube de puntos de 77 observaciones de una industria, recolectados para un estudio de conta
minacién (Guillemin et al. [6]). En dicha figura se observan tres puntos especiales, denotados
con 1, 2 y 3. A la totalidad de los puntos se le ajusté una recta por el método de minimos
cuadrados (por medio de la subrutina RICLLS, descripta mds adelante) y se encontré que &,
la cldsica estimacién del desvio estdndar del error, fue de 0.59. Se observaron los residuales
mé&s grandes que tres veces o con especto a la recta de minimos cuadrados, y a pesar de que
este limite fue arbitrario, se obtuvo que de acuerdo con el modelo gaussiano a lo sumo el 0.3%
de los residuales (es decir, menos de 1 en 77) fueran mayores, en valor absoluto que 30. El
residual de la observacién 1 fue de —2.57 y 2.57 > 3(¢) = (3)(0.59) = 1.77, pero mirando los
datos originales se encontré que el valor de y era incorrecto. Corrigiendo este dato se obtuvo un
¢ = 0.53. El residual de la observacién 2 dio 1.61 > 3(5) = (3)(0.53) = 1.59. Luego se quito el
punto 2 ya que parecfa conveniente su extraccién. Al sacar el punto 2, & se transformé en 0.49.
El residual de la observacién 3 fue de -1.5, y 1.5 > (3)(0.49). No existia ninguna explicacion
con respecto a este outlier, era efectivamente un dato real, no obstante se quité obteniéndose

la reduccién del & al valor 0.47.



Resumiendo, se observa que corrigiendo la observacién 1, y quitando las observaciones 2 y 3
no existe ninguna diferencia respecto de la estimacién de la pendiente y de la interseccién con
el eje y, pero si existe un cambio en la estimacién cldsica de o. Esto tiene un efecto significativo

en la regién de tolerancia como se ve en la Figura 1.

Outliers

Las observaciones 1, 2 y 3 son ejemplos de outliers. En general entendemos como out-
liers aquellas observaciones individuales alejadas del patrén establecido por la mayoria de los
datos. Ocurren principalmente por errores de registro (como la observacion 1), o constituyen
observaciones que accidentalmente son miembros de otra poblacién (como la 2), o por legitimas
observaciones extremas (como la 3). Los outliers 1, 2 y 3 se desvian del grueso de los datos
dado que tienen valores discordantes respecto de la variable dependiente; llamaremos a ellos:
outliers en la direccion y. Este tipo de outliers se observan frecuentemente cuando los valores de
la variable explicativa son fijos, de acuerdo a un disefio de experimento. Si bien los tres outliers
expuestos en el ejemplo anterior aumentaron la estimaciéon de ¢, no han obtenido sustancial
efecto en la estimacién de los coeficientes. Es facil imaginar outliers con efectos mucho més
draméaticos. La Figura 2 muestra 13 observaciones con un outlier P en la direccién y. Los datos,
tomados de Hampel et al., p. 310 [8] muestran qué tan importante es la influencia que ejerce P
en la estimacion de los coeficientes de la recta de regresién, como también sobre la estimacién

del error estandar.

Observaciones con un outlier en la direccién x

La Figura 3 corresponde al mismo conjunto de datos que la Figura 2. En ella, el punto
P(19.7,44.9) fué sustituido por P(77.6,44.9) que tiene la componente z muy distante aunque
el punto P estd bien alineado respecto de los otros puntos. La recta de regresién por minimos
cuadrados calculada con todos los datos (linea punteada) estd préxima a la recta de regresién
por minimos cuadrados sin el punto P (linea punteada suave). En contraste, si el punto P se
sustituye por Q(77.6,15.7) el resultado esta fuertemente sesgado por la presencia del punto Q,
ya que la recta estimada con Q (linea sélida) es un resumen enganoso de la relacién entre la
variable respuesta y la dependiente. Este tipo de outlier en la direccién z es llamado punto

palanca.



Contaminacién abundante

El porcentaje de puntos que pertenece a otras poblaciones, también llamada proporcién
de contaminacién, puede afectar la eleccién de las técnicas estadisticas. En el primer ejemplo
tratado el porcentaje de contaminacion, fue sélo del 4 %. Pero Rousseeuw y Leroy [27], en el
ejemplo de las llamadas telefénicas internacionales desde Bélgica (en decenas de millones) dan
datos con alta contaminacion, de aproximadamente el 30 %.Ver Figura 4, y Venables and Ripley,
Cap. 8 [36], donde se puede observar que entre los afios 1964 y 1967 se anotaron erréneamente
la cantidad de minutos, en vez de la cantidad de llamadas realizadas. A este conjunto de datos
se le ajustaron rectas robustas: least trimmed squares (LTS) y least median of squares (LMS).

No todos los outliers tienen el mismo impacto sobre los resultados del anélisis de regresion,
y en funcién de su ubicacién y su frecuencia podemos distinguir tres situaciones:

i) outliers en la direccién de y,

ii) outliers en la direccién de = o puntos palanca,

iii) alta frecuencia (hasta un 50%) de outliers, con respecto tanto a z como a y.

Tipos de problemas y métodos robustos para regresién lineal
El principal propésito de los procedimientos robustos es dar un resultado resistente, ante la
presencia y ausencia de outliers. Con la idea de alcanzar esta estabilidad se dardn diferentes

procedimientos robustos de acuerdo a tres tipos de problemas:

e Problemas con outliers en la direccién y, como se ve en las Figuras 1 y 2. Los métodos ro-
bustos comunmente usados para esta clase de problemas estan basados en los estimadores

del tipo Huber.

e Problemas con moderado porcentaje de outliers multivariado en el espacio de covarianzas
(es decir: outliers en el espacio z o puntos palancas), como se ve en las Figuras 3 y 4.
Para este tipo de problemas, usaremos estimadores del tipo Mallows y estimadores del

tipo Schweppe.

e Problemas donde la frecuencia de outliers, con respecto a ambas componentes: x e y
puede ser muy alta. Para esta clase de problemas usaremos estimadores con alto punto

de ruptura.



Figura 1. ube de puntes con 77 elementos. Ajuste por minimee cuadrades (L8) 3 limites de
tolerancia del 858% con todos les datee (lines continua) ¥ ein lee puntes 1, 2 3 3 (linea

punteada).
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Figura 2: Outlier P en la direcclén §. Ajuste por minimes cuadrades con P (linea continua) ¥

gin P (linea punteada).
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Figura 3: LS con todos loe datos (lines punteadsa), LS ein el punto P (lines punteada suave),

LS con el punte ) que reemplaza a P (linea continua).

Figura 4: Contaminacién shundante, rectas LS LTH 3 LS.
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Capitulo 1

Problemas de Locaciéon

Con el objetivo de implementar el programa de computaciéon ROBETH, segin Marazzi
and Randriamiharisoa [18], sobre plataforma S-PLUS [31][32] [33] se explicardn, en este
capitulo las subrutinas agrupadas con el nombre de LCMAIN. Ellas se refieren a los
procedimientos incluidos en el programa ROBETH para el anélisis de los problemas de

locacién de una y dos muestras.

1.1 Introduccién

Si las observaciones siguen una distribucién normal, los procedimientos cldsicos basados
en medias aritméticas, desvios estdndar, t-tests, etc., son los méds eficientes. Desafor-
tunadamente, no son robustos cuando la distribucién normal es justamente un modelo
paramétrico aproximado. En este caso, existen procedimientos resistentes y eficientes
basados en M-estimadores. M4ds atin, en los problemas de una y dos muestras, pro-
cedimientos robustos adecuados y simples se pueden derivar de los populares tests no

paramétricos. Los casos mds importantes se pueden encontrar en ROBETH.

1.1.1 El problema de una muestra: aproximacién paramétrica

Siguiendo la notacién de Huber [10] y Hampel et al. [8], sea yi,ys2, - -,y, Una muestra
de n observaciones. Supongamos que:
Aqr yi = O+e;, para i=1,--- n.

Ag: Los errores ¢;, para i=1,---,n, independientes e idénticamente distribuidos.
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donde 8 es el pardmetro de locacion desconocido. Sea L(-/o) la distribucién del error
donde ¢ es un pardmetro de escala. Usualmente L(-/o) = ®(-), la distribucién normal

estandar con densidad ¢(s) = (1/4/27) exp(—s?/2), con ¢ desconocido.

1.1.2 Procedimiento clasico

Los clésicos estimadores de minimos cuadrados de 6§ y o son la media aritmética y el

desvio estdndar empirico:

~ 1<
Os == ui (L.1)
i=1

n

aLS_J - i T Z(yz —015)? . (1.2)

i=1

El limite inferior y superior tr, ty del intervalo de confianza que incluye a 6 con proba-

bilidad 1 — 2« estan dados por:

~ el ~ el
tr, =015 — tan—1 <%§> y ty =015+ tan—1 <%§> ; (1.3)

donde tq -1 es el a-cuantil superior de la distribucién t con (n-1) grados de libertad.

1.1.3 Mediana y desviacién absoluta mediana

Un simple estimador resistente de 6§ estd dado por la mediana de las observaciones

Orep =med (yi), (1.4)
donde
n si n es impar,
med (yi) = Yz | P (L5)
! (Yins2) + Yin/2)+1])/2  sin es par;
donde y;; <= yjg) <= --- <= yp,,) constituye la muestra ordenada. Un simple estimador

resistente de o es:

Gaap = MAD/B, | (1.6)
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donde
MAD =med (| y; - Orrep ) (1.7)

es la desviacion absoluta mediana (MAD), v (y; fﬁMED) denota el i-ésimo residual (ver

Seber, p. 160 [29]). Aqui 3, es una constante adecuada. La eleccién cldsica de 3, es
0 =0 1(3/4) = 0.6745 (1.8)

que hace al estimador &7 4p asintéticamente insesgado cuando L(- /o) = ®(-). La varianza

asintdtica de Oy gp es

~ 1 )
A(0mEep.L) = OER (1.9)
donde / es la densidad de L segiin Hampel et al. [8]. Luego, usando I(0) = \/%, la varianza

de Op pp se puede estimar por

~2
~ o~

V(0mED) = g : (UM%), (1.10)

v un intervalo de confianza aproximado que incluye a 6 con probabilidad 1-2« es

(/é]WED — Zqo - ?(EMED), Ormep + Za - \/ ‘7(51»1ED) ): (1.11)
donde 7, es el a-cuantil superior de la distribucién normal estdndar.

1.1.4 M-estimadores de locacién y de escala

La mediana y la desviacién absoluta mediana no son muy eficientes cuando L{-/o) = ®(-),
pero un buen compromiso entre resistencia y eficiencia en el modelo gaussiano se puede
obtener con los M-estimadores. Si o es conocido, un M-estimador 6 de 6 estd definido

implicitamente por la solucién de
yi — 0
> T(=—) =0, (1.12)

donde ¥ es una funcién adecuada. En esta ecuacién ¢ se supone conocido. Pero

el pardmetro de escala ¢ es usualmente desconocido. El programa ROBETH permite

14



estimarlo resolviendo la ecuacion

Zx(yi79)=(n—1)ﬁ (1.13)
i=1

g

para o simultdneamente con (1.12). Aqui, x es otra funcién adecuada y 3 es una constante

adecuada. Alternativamente, ¢ puede estimarse resolviendo

o =med (| y: — 6 1)/6 (114)

simultdneamente con (1.12), donde 3, estd definida en (1.8).

Usualmente, las funciones ¥ y y tienen que cumplir con ciertas condiciones con la
finalidad de asegurar existencia y unicidad de la solucién y convergencia del algoritmo
iterativo usado para sus cdlculos segiin Huber [10]. Por ejemplo, podemos asumir ¢ (x) =
o (x) v x(z) =z4(z) — p(x) para alguna funcién convexa y positiva p tal que p(0) = 0. En
este caso 1 es mondtona creciente. Un caso importante especial es la funcion de Huber
¥(z) = ¢Y.(z) = mdx [—c,min(c,z)] donde c es una constante que el usuario especifica
teniendo en cuenta la pérdida de eficiencia que estd dispuesto a aceptar ante el modelo
gaussiano en intercambio de la resistencia a los outliers. Son interesantes las ¢)—funciones
tales que ¢(s) — 0 para | s |— oo (ver Hampel et al., p. 149 [8]). Un ejemplo es la funcion
de Tukey doblemente pesada

5.(1—s%? con-l<=s <= 1,
¥(s) =
0 en el resto.

El programa ROBETH proporciona una serie de funciones FORTRAN de las cuales se
puede seleccionar un par particular ¢ y x .

Observacién: La media aritmética, y el desvio estdndar se pueden obtener de (1.12)
y (1.13) usando (s) = s, x(s) = s2/2 y B = 1/2. Similarmente, la mediana y la
desviacién absoluta mediana son casos especiales de (1.12) y (1.13) con (s) = sign(s).
Por problemas computacionales, el programa ROBETH trata estos casos por separado.

ROBETH proporciona subrutinas para la determinacién de la constante 8 de tal

manera que la estimacién o obtenida de (1.13) sea asintGticamente insesgada para errores
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normales. Con este fin tomamos

5= [x(e)-dns) (1.15)
La varianza asintética de 8 es
A, L) = g((\ij)? o2, (1.16)
donde
B = [W(s)-dL(s/o) y BW) = [W(5)-dL(s/o) (1.17)

Para el cdlculo de E(¥2) y E(¥'), en el caso L(-/o) = ®(-), se pueden encontrar subrutinas

en LCMAIN. Finalmente, la varianza de 8 se puede estimar por

o [ (- 9)/7)
. =1 — , (1.18)
TG (- 6)/5))2

i=1

y un intervalo de confianza aproximado que contiene a § con probabilidad 1-2a es

(6~ 20- VV(®), 0+ 2a-V(O) ). (1.19)

donde 7, es el a-cuantil superior de la distribucién normal estdndar.

1.2 El problema de una muestra: aproximacién no-paramétrica

Siguiendo la notacién de Lehmann [16] y de Sprent [34]: sean y1,y2,- -, y» m Observaciones
independientes con distribucién comin continua L(:), y sean ypj < ypg) < -+ < yjn las

observaciones ordenadas.

1.2.1 Intervalo de confianza para la mediana basado en el test estadistico

del signo

Sea u la mediana de L(:). Se vié que p se puede estimar por med(y;). Sea S el test

3
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estadistico del signo para la hipotesis Hy: pp=0:

S =nimero de observaciones y; tal que y; > 0. (1.20)
Se puede ver que
Pu(p <=ym) = Pultt 2 Ypn-rs1) = Po(S <=k — 1), (1.21)
donde
L N
PO(S<=k—1):;(Z,)2—n para k=1,---,n. (1.22)

Aqui, P, denota la medida de probabilidad definida por L(-), Py indica la probabilidad
que se obtiene bajo la distribucién nula de S (i.e., para u = 0).

Para n > 10 se puede usar la aproximacién

Po(S <=k-— 1) ~ Fs(k) (1.23)
donde
Fy(k) = @(%’TZ”). (1.24)

La subrutina LCMAIN permite obtener el indice k para el cual Fg(k) esta lo mds préximo

posible a una probabilidad especificada «. El intervalo de confianza para p se obtiene de

Alternativamente, el indice k se puede obtener usando las tablas de la distribucién bino-

mial.

1.2.2 Intervalo de confianza para el centro de simetria basado en el test

estadistico de Wilcoxon de una muestra

Sean yi,y2,--,yn 7 oObservaciones independientes con distribucién comin continua y

simétrica L(- — 6) cuyo centro de simetria 6 se desea estimar. LCMAIN permite calcular

17



el estimador Hodges-Lehmann de 6 definido por

O =med (—(yi * )

A <=i<=j<=n). (1.26)
(4,9)

Complementariamente LCMAIN incluye subrutinas para el cdlculo de intervalos de con-
fianza para ¢ de acuerdo al siguiente procedimiento: Sea m=n(n+1)/2 y sea ap; <ajg <

-+ + <apy, denota los m promedios ordenados w para 1 <=i <= j <= n. Entonces,

P9(9 <= a[k]) = Po(VS <=k-— 1) para k=1,---,m, (1.27)

donde P, denota la medida de probabilidad definida para L(- — ), V; es el test estadistico
de Wilcoxon para una muestra, y el subindice cero en el segundo miembro de la igualdad
anterior indica la probabilidad que se calcula bajo la distribucién nula de V. La siguiente

aproximacién se puede usar cuando n > 20 :
Py(Ve <=k —1) = Fy(k) (1.28)

con
2k —m —1

w/m.(2n+1)/3)'

La subrutina LCMAIN incluye una subrutina que permite obtener el indice k para el

Fy (k) = &( (1.29)

cual Fy (k) esté lo mds préximo posible a una probabilidad especificada . Otra subrutina
permite calcular aj,) para un valor especifico de k, como asi también se pueden construir

los intervalos de confianza. En realidad,

Po(0 <= ap)) = Py(0 = ap) (1.30)
para {=m+1—k, por lo tanto

Polagy < 0 <ap)~1-2a. (1.31)

El indice k se puede obtener usando tablas de la distribucién nula de V.

Observacién: Si m es impar y k = 2L, entonces Orr=ap.
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Sim es pary ky =%y ko = ki + 1, entonces §HL=(a[k1]+a[k2])/2- En otras palabras,
para calcular el estimador de Hodges-Lehmann, es suficiente calcular ag o ag,) y aj,).
1.3 El problema de dos muestras: aproximacién paramétrica

Segiin Hampel et al. [§], sean =y, 29, .2y Y ¥1,¥2, - ,Yn dos muestras de m y n

observaciones respectivamente. Supongamos

Bi: x; = O+ey; parai =1,---,m,
y; = 9+eg]‘+ A, paraj =1,---,n.
By: Los errores e;, i =1,---,m y los errores ey;, j =1,---,n

son independientes e idénticamente distribuidos.
donde 6 es el pardmetro de locacion de la primer muestra, y A es el pardmetro principal

de la segunda muestra. Sea L(-/0) la distribucién de los errores, donde o es un pardmetro
de escala (usualmente desconocido). Comunmente, L(-/o) ~ ®(-) es la distribucién nor-

mal estandar.

1.3.1 t-test e intervalos de confianza asociados al parametro principal

El procedimiento cldsico para testear la hipotesis Hy: A = 0 estd basado en

A=7-T. (1.32)

Gy = ﬁ S (w72, (1.33)
A e (134
S
- ﬁ (1.36)

donde T e 7 son las medias aritméticas de las dos muestras, A es un estimador de A,
01, 02 son estimadores de o basados en las dos muestra, 7 es la estimacidn ponderada de

o, t es el valor observado del test estadistico. La significacién del test se puede medir
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usando P[T > t], donde T es un variable aleatoria con distribucién t con (m+n-2) grados
de libertad. Los limites inferior y superior tg, tyy de un intervalo de confianza que incluye

a A con probabilidad 1-2a son:

tp = AN — t oAl —+ — 1.

L a,m+n—2 ( m TL) ( 373“)

tr=A+ t Gal=+3) (1.37b)
- a,m+n—2 . m n 3 .

donde tq m4n—2 €s el a-cuantil superior de la distribucién t con n+m-2 grados de libertad.

1.3.2 7—test para el parametro principal e intervalos de confianza basados

en M-estimadores

Supongamos que L(-/o) es simétrica y consideremos el modelo lineal

Q2= Xqgbg+e. (1.38)

donde z = (-7317 T2y Tmy Y1, Y2, yn)Ta €= (ella €12, ', €1lm ,€21,€22, ", e?n)T
Po = (01,02)T = (6, 0)T

y Xq=(apt) para k =1,2 y para h=1,---,m+n con:

ap1=1 para h=1---,m+mn,
apg =0 para h=1,---,m
app=1 para h=m+1---.,m+n.

Los estimadores tipo Huber 9 = (51, @Q)T y & de Yq y de o estan definidos como solucién

del sistema de ecuaciones:

Z U(—E= ) aw) =0, paral=1,2, (1.39)

> M(—E=——)=(n-2)8, (1.40)
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donde ¥ y x son funciones definidas adecuadamente y 3 es una constante adecuada. Por
ejemplo ¥(z) = ¢ (x) = max [—c, min(z,c)], donde x(x) = ¥%(x)/2, y B es la constante
definida en (1.15). Opcionalmente, (1.40) se puede reemplazar por

2

o =med (| 25, - > ans [)/ 5o, (1.41)
k=1

donde S, es una constante adecuada dada por el experimentador (ver por ejemplo (1.8))
o o puede ser una constante adecuada. Imponiendo la condicién Hy: A = 0 en , se

obtiene el submodelo
w:zp=0+e, parah=1,---,m+n. (1.42)

En este modelo una estimacion 8 de 6 se calcula resolviendo

s z — 9
Z h_7)=o. (1.43)

Notemos que en (1.43) el pardmetro de escala estd dado por . Denotamos por rq, los
residuales bajo Q y por 1, los residuales bajo w. Entonces el 7—test estadistico robusto

para testear Hy estd definido como

m4n
Twh TQh
h=1
donde p es una funcién tal que p = . La significacién del test se puede evaluar

aproximadamente como P(Z > F,/fy). donde

J1?(s)d®(s)

f =
T s)des))

donde Z es una variable aleatoria Chi-cuadrado con un grado de libertad. La matriz de

covarianza asintética de 9 = (9, A)T bajo © es

K®,L) = (m+n)o S (XGXa) ™", (1.45)
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donde E(y?) y E(y') son constantes definidas en (1.17) y se pueden computar usando la

subrutina LCMAIN. M4s ain, la matriz de covarianza de 9 se puede estimar por

6(@) _ 52 (ﬁ) ZwQ(TQJi\/a)(
((755) S ¥/ (ran/))?

5Xa) L (1.46)

Por lo tanto, un intervalo de confianza aproximado que incluye a A con probabilidad

1-2a es

(ﬁ — ZQ\/EQQ, ﬁ + ZQ\/EQQ> . (147)

donde @ es el segundo elemento diagonal de la matriz de covarianza C(9) y z. es el
a—cuartil superior de la distribucién normal estdndar.
1/m —1/m

Observacién: (XEXq)™! =
“fm (1m+1/n)

1.4 El problema de dos muestras: aproximacion no-paramétrica

En este parte nos referiremos al Lehmann [16]. Sean my,za, -, 2z, m observaciones
independientes con distribucién comin continua L(-) y sean yi,¥y2, -,y n observa-
ciones independientes con distribucién comin continua L(- — A) donde A es el pardmetro

principal.

1.4.1 Intervalo de confianza para el parametro principal basado en el test

estadistico de Mann-Whitney

Sea Wxy el test estadistico de Mann- Whitney. Es decir,
Wxy=nimero de pares (z;,y;) tales que z; < y;. (1.48)

Sea djy) < djy) < -+ < dj) las mn diferencias ordenadas y; — x;. El pardmetro principal

A se puede estimar por medio de

Axy :Te,d (y; — @) (1.49)
Zh]
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Se puede ver que
PA(A <= d[k]) = Pa(A > d[mn,k+1]) =P (Wxy <=k—1), parak=1,---,mn, (1.50)

donde Pa denota la medida de probabilidad definida por L(- — A), y el subindice cero
indica la probabilidad que se obtiene bajo la distribucién nula de Wxy (i.e., para A = 0).

Para m > 10 y n > 10 se puede usar la siguiente aproximacién
Py(Wxy <=k — 1) ~ Fw(k), (1.51)

donde
2k —mn—1

\/mn(m—l—n—l— 1)/3

Fu (k) = & ) (1.52)

En LCMAIN se incluye una subrutina que permite obtener el indice k para el cual Fy (k)
esté lo méds préximo posible a una probabilidad especificada . Otra subrutina permite el
cdlculo de dj, para un valor especifico de k. Intervalos de confianza para A se obtienen
de

Pa(djpy < A < dpnp—ig1)) = 1 - 2a. (1.53)

Alternativamente, el indice k se puede obtener usando las tablas de la distribucién nula
de WXy.

Observacion: Si mn es par, entonces Axy = dj(n41)/2- Si mn es impar, entonces

Axy = (dins2) + digmmy2417) /2.
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1.5 Descripcion de las subrutinas en LCMAIN

El problema de una muestra

LICLLS
LILARS
LYHALG
LYHDLE

LIINDS
LIINDH

Estimacion clésica de la media y el desvio estdndar.

Mediana y desviacién absoluta mediana.

M-estimador de locacién y de escala.

Hodges-Lehmann estimador e intervalo de confianza para el centro de
simetria basado en el test estadistico de Wilcoxon para una muestra.
Inversa de la aproximacién de la distribucién nula del test del signo.
Inversa de la aproximacion de la distribucién nula del test

de Wilcoxon para una muestra.

El problema de dos muestras

LITTST
LYTAU2
LYMNWT

LIINDW

Constantes

LIBETH
LIBETU
LIBETO
LIEPSH
LIEPSU

t-test para el pardmetro principal.

T-test para el pardmetro principal.

Estimacion no—paramétrica e intervalo de confianza para el pardmetro
principal basado en el test estadistico de Mann-Whitney.

Inversa de la aproximacién de la distribucién nula del test de Mann-Whitney.

Célculo de 3 = [ x(s)d®(s), donde x =3/2 y 1, es la funcién de Huber.
Calculo de 8 = [ x(s)d®(s) donde x es una funcién externa dada.

Calculo de 8y = @~1(3/4).

Célculo de [ ?*(s)d®

(s)y [¢'(s)d®(s) cuando ¢ es la funcién de Huber.
Célculo de [v*(s)d®(s)y [+'(s)d®(s) cuando ¥ es una funcién externa.

1.6 Ejemplos con S-PLUS y subrutinas del LCMAIN

1.6.1 Swubrutina LICLLS

# Estimacién clédsica de la media y el desvio estdndar.
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# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LICLLS.

# Estimacién clédsica de la media aritmética gLS v el desvio estdndar empirico org de
# acuerdo con (1.1) y (1.2). Estimacién de la varianza (62 g)/n para Ors -
# Por medio de la subrutina TQUANT se obtiene un intervalo de confianza
# de la forma (1.3) y los residuales y;— /‘9\LS . Ejemplo: y=(5,2,-1,-2).
library (“robeth” T)

# Ingresar las observaciones y cantidad de observaciones.

vy <-¢(5,2,-1,-2); n <-4

s <- liclls(y)

media <- s$theta; desvio <- s$sigma; residuales <- s$rs

varpromedio <- (desvio * desvio)/n

# La media, el desvio y los residuales son:

media; desvio; residuales

# La estimacién de la varianza del vector promedio es:

varpromedio

# Intervalo de confianza de la forma (1.3) con probabilidad 1-2alfa.

# Ingresar p tal P(t<t0)=p con 0<p<1.

p <- 0.975; gl <- n-1; s <- tquant(p,gl); t0 <- s8x; raizn <- sqrt(n)
linferior <- media -t0*(desvio/raizn);  Isuperior <- media +t0*(desvio/raizn)
# El valor de t0 y los valores de los extremos del 1.C. son:

t0; linferior; Isuperior

rm(y,n,media,desvio,varpromedio,residuales,gl.p,t0,raizn linferior Isuperior)
Salida en S-PLUS

> # La media, el desvio y los residuales son:

> media; desvio; residuales

1] 1

> [1] 3.162278

>[1]41-2-3

> # La estimacién de la varianza del vector promedio es:

> varpromedio
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[1] 2.5

> # El valor de t0 y los valores de los extremos del 1.C. son:
> t0; linferior; Isuperior

[1] 3.18245

> [1] -4.031896

> [1] 6.031896

1.6.2 Subrutina LILARS (n impar)

# Mediana y desviacién absoluta mediana.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LILARS-impar.
# Propdésito: La subrutina realiza los célculos de la mediana /éMED y la
# estimacién &7 4p de o de acuerdo a (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) y (1.8). La
# varianza de /éMED es estimada de acuerdo a (1.10). Usando la subrutina
# QUANT se obtiene un intervalo de confianza segiin (1.11).
# Esta subrutina proporciona también la muestra ordenada: yjy) <= ... <=y},
# Meétodo: Las observaciones son ordenadas en magnitud creciente.
# Si n es impar, /éMED es la observacion del medio. Si n es par, /Q\MED es la
# media de las dos observaciones del medio.
# Para el cdlculo de M AD :mied (|yi — /Q\MED |), las diferencias absolutas
# |y — gMED | se examinan en orden creciente. Esto se expresa observando que,
# para n impar, 0 < Ymitig) —Oprep <= Y]mil o) —Ompp < ... <= Yn] — OreDn
#y 0<0uep Ylmgt ) <= Oarep — Ylagr g) < < OrED — Y1)-
# El caso para n par es tratado en forma similar.
# Sin es impar, MAD es el valor del medio de las desviaciones absolutas.
# Sin es par, MAD es estimado por el més chico de los dos valores medios de las
# desviaciones absolutas.
# Ejemplo con un niimero impar de observaciones
library (“robeth”,T)
# Ingresar las observaciones.
y <-¢(-2,-7,-8,-1,1,2,3,5,10)

s <- lilars(y)
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mediana <- s$theta; desvio <- s$sigma ; MAD <- s$xmad

varianza <- s$var; residuales <- s$rs

# La mediana (1.4), desvio (1.6), MAD (1.7), varianza (1.10) son:
mediana; desvio; MAD; varianza

# Vector y, los residuales correspondientes y el vector ordenado son:
yorden <- s8y; v; residuales; yorden

# Intervalo de confianza de la forma (1.11) con probabilidad 1-2alfa.
# Ingresar p tal P(Z<z0)=p con 0<p<1.

p <- 0.975; s <- quant(p); z0 <- s$x

inferior <- mediana -z0*(sqrt(varianza)); superior <- mediana +z0*(sqrt(varianza))
# El valor de 20 y los extremos del 1.C. son:

z0; inferior; superior

rm(y,yorden,mediana, MAD,desvio,varianza,residuales,p,z0,inferior,superior)
Salida en S-PLUS

> # La mediana (1.4), desvio (1.6), MAD (1.7), varianza (1.10) son:
> mediana; desvio; MAD; varianza

1] 1

> [1] 4.447739

> [1]3

> [1] 3.452677

> # Vector y, los residuales correspondientes y el vector ordenado son:
> y; residuales; yorden

[1]-2-7-8-1123510

>[1]-3-8-9-201249

>[1]-8-7-2-1123510

> # El valor de z0 y los extremos del I.C. son:

> z0; inferior; superior

[1] 1.960395

> [1] -2.642686

> [1] 4.642686
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1.6.3 Subrutina LILARS (n par)

# Mediana y desviacién absoluta mediana.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LILARS-par.
# Ejemplo con un niimero par de observaciones
library (“robeth”,T)
# Ingresar las observaciones.
y <- ¢(-40,-2,-10,20)
s <- lilars(y)
mediana <- s$theta; desvio <- s$sigma ; MAD <- s$xmad
varianza <- s$var; residuales <- s$rs
# La mediana (1.4), desvio (1.6), MAD (1.7), varianza (1.10) son:
mediana; desvio; MAD; varianza
# Vector y, los residuales correspondientes y el vector ordenado son:
yorden <- s$y; y; residuales; yorden
# Intervalo de confianza de la forma (1.11) con probabilidad 1-2alfa.
# Ingresar p tal P(Z<z0)=p con 0<p<1.
p <- 0.975; s <- quant(p); z0 <- s$x
inferior <- mediana -z0*(sqrt(varianza)); superior <- mediana +z0%*(sqrt(varianza))
# Valor de z0 y los extremos del .C.:
z0; inferior; superior

rm(y,yorden,mediana, MAD,desvio,varianza,residuales,p,z0,inferior,superior)
Salida en S-PLUS

> # La mediana (1.4), desvio (1.6), MAD (1.7), varianza (1.10) son:
> mediana; desvio; MAD; varianza

[1] -6

> [1] 5.930319

> [1] 4

> [1] 13.81071

> # Vector y, los residuales correspondientes y el vector ordenado son:
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> y; residuales; yorden

[1] -40 -2 -10 20

> [1]-344 -4 26

> [1] -40 -10 -2 20

> # Valor de z0 y los extremos del 1.C.:
> z0; inferior; superior

[1] 1.960395

> [1] -13.28537

> [1] 1.285371

1.6.4 Subrutina LYHALG

# M-estimador de locacién con estimaciéon simultdnea de escala.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LYHALG.
# Resolucién simultdnea de los sistemas (1.12) y (1.13) para 6 y o.
# En esta subrutina¥ y x son funciones definidas por el usuario. Opcionalmente, la
# segunda ecuacion se puede omitir y la primera se resulve para 6 usando un valor
# asignado para ¢. Alternativamente o, se puede estimar de acuerdo con (1.14).
# LYHALG da la estimacion segin (1.18) de la varianza del 8 estimado.
# Por medio de la subrutina QUANT se obtiene un intervalo de
# confianza de la forma (1.19) para 6.
# Ejemplo, datos del Lehmann, p. 183 [16].
library (“robeth” T)
# Ingresar las observaciones y cantidad de observaciones.
y <-¢(6.0,7.0,5.0,10.5,8.5,3.5,6.1,4.0,4.6,4.5,5.9,6.5); n <- 12
dfvals()
dfrpar (as.matrix(y), “huber”)
libeth()
s <- lilars(y); t0 <- s$theta; sO0 <- s$sigma; s <- lyhalg(y=y, theta=t0, sigmai=s0)
tm <- s$theta; vartm <- s$var; sigmaesti <- s$sigmaf
# El M-estimador (tm) de locacién y de escala (sigmaesti) son:

tm; sigmaesti
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# La varianza de tm es:

vartm

# los residuales son:

residuales <- s$rs; residuales

# Intervalo de confianza de la forma (1.19) con probabilidad 1-2alfa.
# Ingresar p tal P(Z<z0)=p con 0<p<1.

p <- 0.975; s <- quant(p); linferior <- tm -s$x*sqrt(vartm)
Isuperior <- tm + s$x*sqrt(vartm)

# Los valores de los extremos del 1.C.:

linferior; lsuperior

rm(y,n,tm, vartm sigmaesti,t0,s0,residuales,p,linferior,lsuperior)
Salida en S-PLUS

# El M-estimador (tm) de locacién y de escala (sigmaesti) son:

> tm; sigmaesti

[1] 5.808991

[1] 1.855316

> # La varianza de tm es:

> vartm

[1] 0.2931536

> # los residuales son:

> residuales

[1] 0.19100857 1.19100857 -0.80899143 4.69100857 2.69100857 -2.30899143
[7] 0.29100847 -1.80899143 -1.20899153 -1.30899143 0.09100866 0.69100857
> # Los valores de los extremos del 1.C.:

> linferior; lsuperior

[1] 4.747561

[1] 6.870421

1.6.5 Subrutina LYHDLE

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LYHDLE.
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# Estimador de Hodges-Lehman e intervalo de confianza para el centro de simetria
# basado en el test estadistico de Wilcoxon para una muestra.

# Siy1,y9, -, Yn representan las n observaciones. Si m=n(n+1)/2, notamos con
# aj) <= ... <= @, los m promedios ordenados (y; 4 y;)/2 para i <=j.

# La subrutina LYHDLE da el valor ap; correspondiente a un valor especifico de k.
# Este valor k es usado para obtener el estimador de Hodges-Lehmann

# dado por (1.26) y obtener un intervalo de confianza de la forma (1.31).

# El indice k con coeficiente de confianza para un intervalo de la forma (1.31) se
# puede obtener de la subrutina LIINDH.

# Ejemplo: (n par), datos del Lehmann, p. 183 [16].

library (“robeth”.T)

# Ingresar las observaciones y cantidad de observaciones.

y <-¢(6.0,7.0,5.0,10.5,8.5,3.5,6.1,4.0,4.6,4.5,5.9,6.5); n <- 12

dfvals( )

dfrpar (as.matrix(y), “huber”)

libeth( )

m <- n*(n+1)/2. ; k1l <-m/2; k2 <- k1l +1

z1 <- lyhdle(y=y,k=k1); 22 <- lyhdle(y=yk=k2)

th <- (z18hdle + #z2$hdle)/2 ; ku <- liindh(0.95,n); ku

kl <- liindh(0.05,n); ki

linferior <- lyhdle(y=y, k=kI$k); lsuperior <- lyhdle(y=y, k=ku$k)

# Valor de th y valores de los extremos del 1.C.:

th ; linferior; Isuperior

rm(y,n,mk1,k2 21,22 th ku kl Isuperior,linferior)
Salida en S-PLUS

# Valor de th y valores de los extremos del 1.C.:
[1] 5.849874
[1] 4.999653
[1] 6.999674
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1.6.6 Subrutina LIINDS

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LIINDS.
# Propésito: la subrutina LIINDS calcula el entero k tal que @(%) estd lo més
# préximo posible a un valor a € (0,1). Ejemplo: n=12, alpha=0.05 y alpha=0.95.
library (“robeth” T)
# Ingresar cantidad de observaciones y alpha (0<alpha<1).
n <-12; alpha <- 0.05; s <- liinds(alpha,n)
valork <- s$k; wvaloralphal <- s$alphal
# El valor de k y alphal:
valork; valoralphal
rm(alpha,valork,valoralphal)
alpha <- 0.95; s <- liinds(alpha,n); valork <- s$k; valoralphal <- s$alphal
# El valor de k y alphal:

valork; valoralphal

rm(n,alpha,valork,valoralphal)
Salida en S-PLUS

> # El valor de k y alphal para 0.05 y 0.95 son respectivamente:
[1] 4

[1] 0.07445732

[19

[1] 0.9255427

1.6.7 Subrutina LIINDH

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LIINDH.
# Propésito: sea m=n(n+1)/2, la subrutina LIINDH calcula el entero k tal
# que @(%) estd lo més préximo posible a un valor o € (0, 1).
library (“robeth” T)
# Ejemplo: n=12, alpha=0.05 y alpha=0.95.

# Ingresar cantidad de observaciones y alpha (0<alpha<1).
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n <- 12; alpha <- 0.05

s <- liindh(alpha,n); valork <- s$k; valoralphal <- s$alphal

# El valor de k y alphal:

valork; valoralphal

rm(alpha,valork,valoralphal)

alpha <- 0.95; s <- liindh(alpha,n); valork <- s$k; valoralphal <- s$alphal
# El valor de k y alphal:

valork; valoralphal

rm(n,alpha,valork,valoralphal)
Salida en S-PLUS

> # El valor de k y alphal para 0.05 y 0.95 son respectivamente:
> valork; valoralphal

[1] 19

[1] 0.05390089
[1] 60

[1] 0.9460991

1.6.8 Subrutina LITTST

# Calculo del test-t para el pardmetro principal.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LITTST.
# Calcula las estimaciones dadas en (1.32), (1.33), (1.34), (1.35) y (1.36).
# Calcula P(T>t), donde T es la variable aleatoria t con (m+n-2) grados de libertad.
# Limites de confianza: (1.37a) y (1,37b) para el pardmetro principal.
library (“robeth” T)
# Ejemplo: ingresar los elementos del primer vector de dimensién m.
y <-¢(1,2,6)
# Ingresar dimensién m.
m <-3
# Ingresar los elementos del segundo vector de dimensién n.

x <-¢(2,3,11,4)
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# Ingresar dimensién n

n<-4

# Ingresar alpha (el coeficiente de confianza es 1-2alpha)

alpha <- 0.025; s <- littst(x,y,alpha); soldelta <- s$delta

sols1<- s$s1; sols2 <- s$s2; solsigma <- s$sigma; inferior <- s$tl
superior <- s$tu; rafz <- sqrt (1.0/m + 1.0/n); raiz

te <- soldelta/(solsigma*raiz); valor <- sSp

# Las estimaciones dadas en (1.32), (1.33), (1.34), (1.35) y (1.36):
soldelta; solsl; sols2; solsigma; te

# Los limites inferior y superior del intervalo de confianza y el valor de P(T>t):
inferior; superior; valor

rm(x,y,n,m,alpha soldelta,sols1,sols2,solsigma, te,raiz,valor,inferior,superior)
Salida en S-PLUS

> # Las estimaciones dadas en (1.32), (1.33), (1.34), (1.35) y (1.36) son:
> soldelta

1] -2

> solsl

[1] 4.082483

> sols2

[1] 2.645751

> solsigma

[1] 3.577709

> te

[1] -0.7319251

> # Los Imites inferior y superior del intervalo de confianza y el valor de P:
> inferior

[1] -9.026434

> superior

[1] 5.026434

> valor P(T>t)
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1] 0.7514682

1.6.9 Subrutina LYTAU2

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LYTAU2.
# Tau-test para el pardmetro principal y cdlculo del P-valor (pe).
# Estimacién (tm) e intervalo de confianza (tl,tu))
# Ejemplo: datos del Lehmann, p. 92 [16].
library (“robeth”.T)
# Ingresar observaciones del primer vector X de dimensién m y valor de m.
x <-¢(7.7,5.0,1.7,0.0,-3.0,-3.1,-10.5); m <- 7
# Ingresar observaciones del segundo vector Y de dimensién n y valor de n.
y <-¢(17.9,13.3,10.6,7.6,5.7,5.6,5.4,3.3,3.1,0.9); n <- 10
7 <- ¢(x,y)
dfrpar (as.matrix(z), "huber”)
libeth( )
s <- lytau2(z=z,m=m,n=n); pe <- s$p
# Estimacién (tm) e intervalo de confianza (tl,tu).
tm <- s$deltal; tm; ¢22<- sScov[3]; ¢22; s <- quant(0.975)
tl <- tm-s$x*sqrt(c22); tu <- tm+4s$xFsqrt(c22); tl; tu; pe

rm(x,y,n,m,ztm,c22 tl tu,pe)
Salida en S-PLUS

> # Estimacion (tm) e intervalo de confianza (tl,tu)
[1] 6.91759

> tl; tu

[1] 1.562069

1] 12.27311

> pe

[1] 0.01402915
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1.6.10 Subrutina LYMNWT

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LYMNWT.
# Estimador no paramétrico e intervalo de confianza para el pardametro
# principal basado en el test estadistico de Mann-Whitney.
# Sixy. e, -, Tm ¥ Y1,Y2, -, Yn son dos muestras de n y m observaciones.
# Sidyy < dpg < ... < dmsn denota las m - n diferencias ordenadas (y; — ;) la
# subrutina LYMNWT da el valor d) correspondiente a un valor especifico de k.
# El valor k es usado para la estimacién dada en (1.49) y el 1.C. dado por (1.53).
# Ejemplo: datos del Lehmann, p. 92 [16].
library (“robeth”.T)
# Ingresar observaciones del primer vector X de dimensién m y valor de m.
x <-¢(7.7,5.0,1.7,0.0,-3.0,-3.1,-10.5); m <-7
# Ingresar observaciones del segundo vector Y de dimensién n y valor de n.
y <-¢(17.9,13.3,10.6,7.6,5.7,5.6,5.4,3.3,3.1,0.9); n <- 10
dfvals( )
dfrpar (as.matrix(y), “huber”)
libeth( )
k1l <- m*n/2; k2 <- k1+1
sl <- lymnwt(x=x,y=y,k=k1); s2 <- lymnwt(x=x,y=y,k=k2)
dm <- (s1$tmnwt+s2$tmnwt)/2.0
sl <- liindw(0.05,m,n); kl <- sl$k
s <- lymnwt(x=x,y=y,k=kl); linferior <- s$tmnwt
8 <- lymnwt(x=x,y=y,k=m*n-kl+1); Isuperior <- s§tmnwt
# La estimacion dada en (1.49) y el I.C. del 90% son:
dm; linferior; lIsuperior

rm(x,y,n,mk1,k2 dm lsuperior linferior)
Salida en S-PLUS

> # La estimacion dada en (1.49) y los limites del I.C. del 90 % son:

> dm
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[1] 6.349895
> linferior
[1] 2.900083

> lsuperior

[1] 12.89972

1.6.11 Subrutina LIINDW

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-LIINDW.
# Propésito: la subrutina LIINDW calcula el entero k tal que @(%)
# estd lo mas préximo posible a un valor « € (0,1).
library (“robeth” T)
# Ejemplo: m=7, n=10 alpha=0.05.
# Ingresar m, cantidad de observaciones del primer vector X.
m<-7
# Ingresar m, cantidad de ohservaciones del segundo vector Y.
n <-10
# Ingresar alpha (O<alpha<1).
alpha <- 0.05; s <- liindw(alpha,mmn); valork <- s$k
valoralphal <- s$alphal
# Los valores de k y alphal son:

valork; valoralphal

rm(m,n,alpha,valork,valoralphal)
Salida en S-PLUS

> alpha <- 0.05

> # Los valores de k y alphal son:
> valork; valoralphal

[1] 19

[1] 0.05367325
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Capitulo 2

M-estimadores de los Coeficientes y del Parametro

de Escala en Regresién Lineal

En esta parte se presentaran procedimientos incluidos en el programa de computacién
ROBETH para calcular soluciones robustas de los problemas de regresion lineal basadas
en M-estimadores. El conjunto de subrutinas a usar estan agrupadas con el nombre de

RGMAIN.

2.1 Introduccién

Sea X = () la matriz real de n x p, y = (y1,y2,- -, yn)? el vector respuesta de n
componentes, y 8 = (61,02,---,0,)7 un p-vector de pardmetros desconocidos o coefi-
cientes cuyas componentes se desean estimar. La matriz X se llama matriz de diseno.

Consideremos el modelo lineal cldsico, segiin Seber [28]
Q: y=X0+e,

donde e = (ey,e2,---,e,)T es un n-vector de errores desconocidos. Se asume que para
un X dado las componentes e; de e son independientes e idénticamente distribuidos
de acuerdo a la distribucién L(-/s), donde o es el pardmetro de escala (generalmente

desconocido). Usualmente L(-/o) =~ ®(-), la distribucién normal estdndar con densidad

() = (1//27) exp(—5*/2).
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Notaremos con r = (r{,72,--+,7,)" =y — X6 el n-vector de residuales para un valor
dado de 6 y con x7" la i-ésima fila de la matriz X. Con la notacién X6 = y queremos indicar
el problema de regresién para estimar 6 en el modelo Q. Las referencias principales para
los métodos implementados en RGMAIN se encuentran en Huber [10], Hampel et al. [§],

Bustos [2] y en Rousseeuw [26].

2.2 M-estimadores de regresion

2.2.1 El problema de minimos cuadrados

El clasico estimador de minimos cuadrados 915 de 0, segin Neter et al. [21] se obtiene

como solucién del problema

QLs(e) = mz’n, (2.1)

donde
Qrs(8)=

i i (2.2)
i=1

Tomando las derivadas parciales de Q¢ con respecto a las componentes de § e igualando

N —

a cero, se obtienen las ecuaciones normales
XTx0=x"Ty . (2.3)
Si el rango(X) = p, la solucién de (2.3) es
Ors = (XTX)"'xTy . (2.4)

El estimador de minimos cuadrados es el estimador de maxima verosimilitud cuando

L(-/o) = ®(-). En este caso, el estimador usual del pardmetro de escala o es

8::\/mQLS(§) con §=1/2. (2.5)
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2.2.2 El problema del minimo del valor absoluto de los residuales

Una estimacién alternativa 81,45 de 6 se obtiene como solucién de

QLAR(Q) = mz’n, (26)
donde
Qrar(0)=>_|ri|. (2.7)
i=1

A @LAR se lo llama minimo de residuales absolutos o la Ly —norma estimacion de 6. Es el
estimador de méxima verosimilitud cuando L(-/¢) es la distribucién doble exponencial
y tiene algunas propiedades de robustez. Una estimacién robusta de o que usualmente

combina con 8pap es la desviacion absoluta mediana (ver Huber, p. 175 [10])
med {\ yi — =l Orap \}

0= 5o , (2.8)

donde 3, es una constante adecuada tal que & es asintGticamente insesgada (consistente)

cuando L(-/c) = ®(-) (ver observacion 4).

2.2.3 El problema del minimo de los cuadrados pesados

Sea W = diag(w;) la matriz diagonal n x n de los pesos positivos de las observaciones
(«F,y;). El estimador de minimos cuadrados pesado Owrs de 6 se obtiene como solucién

del problema

Qwrs(0) = min, (2.9)
donde .
QWLS(Q):% ;wz it (2.10)
Las ecuaciones normales son
XTwxo=xTwy . (2.11)
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Si el rango(XTW X) = p, la solucién de (2.11) es
Owrs = (XTWX) ' XTWy . (2.12)

Una estimacién asociada de o es

~ 1 -

donde 3 es una constante adecuada tal que & es asintéticamente insesgado (consistente)
cuando L(-/o) = ®(-) (ver observacion 4).
2.2.4 FEl problema del minimo del valor absoluto de los residuales pesados

Sea W = diag(w;) la matriz diagonal n x n de los pesos positivos de las observaciones
(zT', y:). Bl estimador del minimo del valor absoluto de los residuales pesados Qwrar de

6 se obtiene como solucién del problema

Qwrar(0) = min, (2.14)

donde
Qwrar(0)=> wi|ri|. (2.15)
i=1

Una estimacién robusta de o, que se puede combinar con Qwrar €s

med {wi | yi — w;fp@WLAR \}
5=t , 2.16
Bo (2.16)

donde B, es una constante adecuada tal que & es asintéticamente insesgado cuando

L(-/o) = ®(-) (ver observacion 4).

2.2.5 El problema de regresién de tipo Huber

Si o es conocido, el estimador de tipo Huber 6y de 6 se obtiene como solucién de un

41



sistema de p equaciones

n . ’
Zw(ﬁ)mlj :Oa para j = 1a"'apa (217)
i=1

donde ¥ es una funcién definida por el usuario en forma adecuada y r = y — X0. En estas

ecuaciones el pardmetro de escala ¢ se supone conocido. Sin embargo, ¢ es usualmente

desconocido, en este caso ROBETH da tres opciones para estimar a o:

1. Usar una estimacién preliminar, por ejemplo la estimacién definida en (2.8) (ver
Huber, pp. 175-176 [10]). Alternativamente, se puede usar la estimacién puntual

de o para alto punto de ruptura.

2. Resolver el sistema (2.17) y la ecuacién suplementaria (para o):

! 'ZX(%) — 8. (2.18)

[
Aqui, x es otra funcién adecuada (ver Hampel et al., p. 312 [§]).
3. Resolver el sistema (2.17) y la ecuacién suplementaria:

med| y; — 10 |
o= 2.19
5 (2.19)

(ver Hampel et al., p. 312 [§]).

En (2.18) y en (2.19) las constantes 3 y 3, son elegidas tal que la solucién & sea

asintéticamente consistente cuando L(-/c) = ®(-) (ver observacién 4).

2.2.6 El problema de regresién de tipo Mallows

Si ¢ es conocido, el estimador de tipo Mallows 6y de 6 se obtiene como solucién del

sistema
Z‘y(%)wlxlj = Oa para ] = 1a D, (220)
i=1

donde ¥ es una funcién definida por el usuarioy w; (i = 1,---,n) son pesos positivos

dados. Si o es desconocido, en este caso ROBETH da tres opciones para estimar a o:
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1. Usar una estimacién preliminar, por ejemplo la estimacién definida en (2.16) o un

estimador con alto punto de ruptura.

2. Resolver el sistema (2.20) y la ecuacién suplementaria (para o):

1
n—p

'ZX(%) Cw; = B. (2.21)
i=1

Aqui, x es otra funcién adecuada.

3. Resolver el sistema (2.20) y la ecuacién suplementaria:

med| \/wi(y; — x{0) |

T (2.22)

g

En (2.21) y en (2.22), las constantes 3 y 3, son elegidas tal que la solucién 7 sea

asintéticamente consistente cuando L(-/o) = ®(-) (ver observacion 4).

2.2.7 El problema de regresién de tipo Schweppe

Si o es conocido, el estimador de tipo Schweppe s de 6 se obtiene como solucién del

sistema
T ,
T ;2 = 0, =1,--,p, 2.23
; (g.wi)w zij =0, para j p (2.23)
donde ¥ es una funcién definida por el usuario y w; (i = 1,---,n) son pesos positivos

dados. Usualmente el pardmetro de escala o es desconocido, en este caso ROBETH da

tres opciones para estimar a o:

1. Usar una estimacién preliminar, por ejemplo la estimacién definida en (2.16) o un

estimador con alto punto de ruptura.

2. Resolver el sistema (2.23) y la ecuacién suplementaria (para o):

() = (2.24)
i=1 ’

n—op o

Aqui, y es otra funcién adecuada.

43



3. Resolver el sistema (2.23) y la ecuacién suplementaria:

med| y; — 0 |
o=— 2.25
Bo (2.25)

En (2.24) y en (2.25) las constantes 8y (3, son elegidas tal que la estimacién de o

sea asintéticamente insesgada cuando L(-/o) = ®(-) (ver observacién 4).

Observacién 1. Varias elecciones de las funciones ¥ y x son consideradas en Huber,
Cap. 4 [10], en Hampel et al., Cap. 6 [8] y en Bunke and Bunke, p. 146 [1]. Usualmente
estas funciones deben satisfacer determinadas condiciones para cumplir con la existencia
y la unicidad de la solucién y convergencia de los algoritmos iterativos usados para su

célculo (ver Huber, p. 138 [10]). Una condicién suficiente conocida es que

U(s) = pls) y que x(s) = s.9(s) — p(s), (2.26)

donde p es una funcién positiva y convexa tal que 0 <‘ l‘zm p(s)/ |s|=c<=o00y p(0) =0.
S|—0oC

El caso mds importante especial que cumple con (2.26) es i(s) = ¢ _(s) y x(s) = wi (s)/2,
U (s): = mdbzx[—c,min(c, s)] (2.27a)

es la funcién de Huber. En este caso p(s) = p.(s), donde
ou(s) = cls|—c*/2 si|s|>c (2.27h)

s2/2 en el resto,

v la constante ¢ es una constante adecuada que el usuario especifica para obtener un
compromiso satisfactorio entre resistencia y eficiencia para errores gaussianos. Sin em-
bargo, ¥—funciones decrecientes que no cumplen con (2.26) son también de interés,
(ver Hampel et al., p. 149 [8]). Un conocido ejemplo son las funciones de Tukey
U(s) = s+ [max(l— 52,0)}2. El software ROBETH proporciona una lista de funciones
FORTRAN tal que el usuario podr4 seleccionar pares particulares de funciones ¥ y .
Observacién 2. Notemos que el estimador de minimos cuadrados de 6 y de o definido

en (2.1)-(2.2) y (2.5) se puede obtener de (2.17) y (2.18) usando ¢(s) = s, x(s) = s?/2,
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y 8 =1/2. Notemos también que este es el caso limite de 9y obtenido cuando
W(s) = Uels), x(s) = xo(s). para ¢— oc.

Similarmente el estimador 6,45 se puede considerar un caso especial de (2.17) usando
W(s) = sign(s). En realidad, todos los estimadores considerados en esta seccién pertenecen
a la clase de los M-estimadores generales de regresiéon (ver Hampel et al., Cap. 6 [8]).
Observacién 3. Varios tipos de pesos “Gptimos” se proponen en el capitulo 3 del libro
de Marazzi and Randriamiharisoa [18]. Usualmente ellos son de la forma w; = w(x;)
donde @ es una funcién decreciente de las distancias d;=(a7 - AT . Az;)Y/2 de los ; desde

el origen y A es una transformacién matricial tal que

- %iu(\ Az; ) Ax; - 2T - AT, (2.28)
i=1

donde u y @ son funciones dadas y I, es la p x p matriz identidad. La eleccién de las
funciones u, w, v, y x depende de las propiedades requeridas para los estimadores. Muchas
opciones se dan en el Cap 3. del libro de Marazzi and Randriamiharisoa [18], junto con
los algoritmos para la resolucién de (2.28). El cdlculo de los pesos es un paso preliminar

para la resolucién de los problemas de regresion de tipo Mallows y de Schweppe.
Observacién 4. Por medio de ROBETH se pueden determinar las constantes 3 y
B3, para distintas estimaciones & de o que sean asintéticamente insesgadas para errores

normales. En otras palabras, se usara:

8=1/2 en el caso de minimos cuadrados,
8= 3 w;),/(2n) en el caso de minimos cuadrados pesados,
i=1
B=[x(s)d®(s) en el caso de Huber,
8= 3 w; [ x(s)d®(s)),/n en el caso de Mallows,
i=1
B= (> [w? [ x(s/w;)d®(s)]),/n en el caso de Schweppe,
i=1
By = ©71(0.75) en los casos de Huber, de Schweppe y de L{-norma
By = F1(0.75) en el caso de Mallows,
By = Fy *(0.75) en el caso de la Lj-norma pesada.

Aqui, Fy y F son las distribuciones acumulativas de (r; - /w;) vy (r; - w;) respectiva-
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mente. Ellas son estimadas por Fi(s) = (1/n) Y- ®(s/\/w;) y por Fa(s) = (1/n) > ®(s/w;).

2.3 Procedimientos numéricos para problemas de tipo Mallows

2.3.1 Reduccién de los problemas

Los célculos de los estimadores de minimos cuadrados pesados definidos en (2.9)-(2.10)
y (2.13) se pueden reducir al célculo de los estimadores de minimos cuadrados de la

siguiente forma: Sea
W; = Jw;, Ui = Wi Yi Ty = Wi (2.29)

y resolver el problema de minimos cuadrados, donde z; e y; son reemplazados por Z; e
Ui. Por esta razén, ROBETH no construye subrutinas especiales para el caso de minimos
cuadrados pesados.

Los célculos de los estimadores del minimo del valor absoluto de los residuales pesados
definidos en (2.14)-(2.15) y (2.16) se pueden reducir al célculo de los estimadores del

minimo de los valores absolutos de los residuales en el siguiente sentido: Sea
w; = Ww; , Yi — Wi Yy, Ty — W; X5 (230)

y resolver el problema del minimo del valor absoluto de los residuales, donde, z; e y; son
reemplazados por Z; e y; . Por esta razén, ROBETH no construye subrutinas especiales
para la solucién del minimo del valor absoluto de los residuales pesados. La trasformacién
(2.29) reduce el problema tipo Mallows (2.20)-(2.21) al problema tipo Schweppe (es decir,
resolviendo (2.23)-(2.24) con z;, y; y w; reemplazados por ¥; , §; y ;).

La trasformacion inversa que reemplaza w;, y;, £; por wi= w? yui: yi Jw;, = 1 Jw; en
(2.20)-(2.21) da (2.23)-(2.24). En otras palabras, cualquier algoritmo que resuelve (2.20)-
(2.21) se puede usar para resolver (2.23)-(2.24) y viceversa. Notemos también que el
problema tipo Huber es un caso particular del de Schweppe y Mallows (w; = 1 para todo
i). Por esta razon, sélo se describen los estimadores tipo Mallows. Las subrutinas de

ROBETH proporcionan cédigos diferentes para los tres casos.
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Como se vi6 en la Observacion 2 en 2.2, los estimadores de minimos cuadrados y el
minimo de los valores absolutos de los residuales se pueden considerar casos especiales de
(2.17) y también de (2.20). Por razones computacionales, ROBETH trata los problemas
de minimos cuadrados, del minimo de los valores absolutos de los residuales y del tipo

Mallows separadamente.

2.4 Descripcion de las subrutinas en RGMAIN

Estimadores robustos de los coeficientes y del pardmetro de escala

RIMTRF  Triangulacién superior de la matriz de diseno y cédlculo de su seudo-rango.
RIMTRD Doble precisién de RIMTREF.

RICLLS  Solucién del problema de minimos cuadrados.

RILARS  Solucién del minimo del valor absoluto de los residuales.

RYNALG Algoritmo de Newton con pasos adaptativos para M-estimadores.
RYHALG H-algoritmo para M-estimadores.

RYWALG W-algoritmo para M-estimadores.

RYSALG S-algoritmo para M-estimadores.

RYSIGM  Algoritmo iterativo para el cdlculo del M-estimador del

pardmetro de escala cuando los residuales estan dados.

Constantes

RIBETH Célculo de 8 cuando 92/2 y 1, es la funcién de Huber.
RIBETU Calculo de 8 cuando x es una funcién externa dada.
RIBETO Calculo de la constante 3.

2.5 Ejemplos con S-PLUS y subrutinas del RGMAIN

2.5.1 Subrutina RIMTRF

# Triangulacién superior (QR-descomposicién) de la matriz de disefio
# vy determinacion del seudo-rango. (ver Lawson and Hanson, pp. 11-12 [15])

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T- RIMTREF.
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# Ejemplo: Datos del Draper and Smith, p. 361 [4].

library (“robeth” T)

dfvals( )

# Ingresar la cantidad n de filas de la matriz de diseno X.

n <-21

# Ingresar la cantidad np de columnas de la matriz de disefio.

np <-4

# Ingresar los datos de las variables X1, X2, X3.

X1 <- ¢(80,80,75,62,62,62,62,62,58,58,58,58,58,58,50,50,50,50,50,56,70)

X2 <- ¢(27,27,25,24,22,23 24,24 23,18,18,17,18,19,18,18,19,19,20,20,20)

X3 <- ¢(89,88,90,87,87,87,93,93,87,80,89,88,82,93,89,86,72,79,80,82,91)

X0 <- ¢(rep(1,n))

x <- matrix(c(X1,X2,X3,X0),ncol=np)

# El valor del seudorango=k:

# El vector sf es de dim=np; Si k<np, los elementos sf(1),...,sf(k) muestran los
# primeros k elementos de la diagonal de la matriz X una vez aplicada Q y P.
# El vector sg es de dim=np; Si k<np, los elementos sg(1),...,sg(k) muestran los
# escalares para la transformacién V.

# El vector sh es de dim=np; los elementos sh(1),...,sh(np) muestran los

# escalares para la transformaciéon Q

# El vector ip es de dim=np; los elementos ip(1),...,ip(np) muestran

# los indices p1,..., pp que definen las permutaciones de la matriz P.

z <- rimtrf(x)

k <- z8k; sf <- #8sf; sg <- z8sg; ip <- #$ip; sh<- z$sh

# Los valores de z, matriz transformada son:

Vi

rm(n,np,z,x,sg,ip,k,sf,sh,X1,X2,X3,X0)
Salida en S-PLUS

> # Los valores de z, matriz transformada son:

$x:
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A1 [:2] [3] [4]
1,] -396.1364 -277.6518860 -96.8277740 -4.574182510

7

2,] 88.0000 -35.6991959 -9.4844227 (0.028864484

(1]
1]
2]
[3,] 90.0000 8.6502647 8.9122305 0.041048307
[4,] 87.0000 -2.1380773 2.3837638 0.272643328
[5,] 87.0000 -2.1380773 0.3837639 -0.004134518
[6,] 87.0000 -2.1380773 1.3837639 -0.011505757
[7,] 93.0000 -6.5613928 2.0727587 -0.089003481
[8,] 93.0000 -6.5613928 2.0727587 -0.089003481
[9,] 87.0000 -6.1380773 2.4874194 -0.022787482
[10,] 80.0000 -0.9775424 -2.1497412 0.095882945
[11,] 89.0000 -7.6125159 -2.6162488 -0.009306783
[12,] 88.0000 -6.8752966 -3.5644147 0.009752203
[13,] 82.0000 -2.4519808 -2.2534094 0.072507448
[14,] 93.0000 -10.5613928 -1.8235862 -0.063429005
[15,] 89.0000 -15.6125154 -0.4089382 -0.031870231
[16,] 86.0000 -13.4008579 -0.2534355 0.003193010
[17,] 72.0000 -3.0797882 1.4722435 0.159450233
[18,] 79.0000 -8.2403231 1.1094040 0.077636003
[19,] 80.0000 -8.9775419 2.0575697 0.058577020
[20,] 82.0000 -4.4519811 0.2984182 0.052124105

}

[21,] 91.0000 2.9130456 -4.0308838 -0.013579580

[1] 485.1363525 50.8238983 -9.2708492 -0.2915203

$ip:
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(113334

2.5.2 Subrutina RICLLS

# Solucién del problema de minimos cuadrados.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-RICLLS.
# Ejemplo 1: Regresion lineal simple, Rousseeuw and Leroy, p, 22 [27].
library (“robeth”.T)
# Ingresar cantidad de observaciones y cantidad de pardmetros a estimar.
n <-20; np <-2
# Ingresar los datos de la variable X0, en un vector de long n.
x0 <- c(rep(1,n))
# Ingresar los datos de la variable predictora, en un vector de long n.
predictora <- ¢(123,109,62,104,57,37,44,100,16,28,138,105,159,75,88,164,169,167,149,167)
# Ingresar los datos de la Y, en un vector de long n.
y <- ¢(76,70,55,71,55,48,50,66,41,43,82,68,88,58,64,88,89,88,84,88)
xt <-matrix (c(x0,predictora),ncol=np)
s <- riclls(xt,y,n,np,ix=1,iy=1)
# El vector de pardmetros estimados es:
theta0 <- sStheta[l:np]
thetal
# El valor de sigma segtn 5., Marazzi and Randriamiharisoa p. 67 [18] es:
sigmal <- s$sigma; sigmal
# El valor de los residuales:
rs10 <- s$rsl, rs10

rm(n,np,x0 predictora,y,xt,thetal,sigma0,rs10)
Salida en S-PLUS

> # El vector de pardmetros estimados es:
> thetal
[1] 35.4582672 0.3216082

> # El valor de sigma segtin 5., Marazzi and Randriamiharisoa p. 67 [18] es:
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> sigmal)

[1] 1.229979

> # El valor de los residuales:

> 1510

[1] 0.9839131 -0.5135617 -0.3979822 2.0944724 1.2100589 0.6422224 (.3909649
[8] -1.6190945 0.3959951 -1.4633036 2.1597927 -1.2271357 1.4060191 -1.5788891
[15] 0.2402040 -0.2020220 -0.8100631 -1.1668466 0.6221023 -1.1668466

> rm(n,np,x0,predictora,y,xt thetal,sigma0,rs10)

# Ejemplo 2: Regresion lineal mailtiple, Dobson, p. 69 [3].

library (“robeth” T)

# Ingresar cantidad de observaciones.

n <-20

# Ingresar los datos de la variable X0, en un vector de long n.

x0 <- c(rep(1,n))

# Ingresar los datos de las variables x1, x2, x3 en vectores de long n.

x1 <- ¢(33,47,49,35,46,52,62,23,32,42,31,61,63,40,50,64,56,61,48,28)

x2 <- ¢(100,92,135,144,140,101,95,101,98,105,108,85,130,127,109,107,117,100,118,102)
x3 <- ¢(14,15,18,12,15,15,14,17,15,14,17,19,19,20,15,16,18,13,18,14)

# Ingresar los datos de la Y(predictora), en un vector de long n.

y <- ¢(33,40,37,27.30,43,34,48,30,38,50,51,30,36,41,42,46,24,35,37)

# Ingresar cantidad de pardametros a estimar.

np <-4

xt <-matrix (c¢(x0,x1,x2,x3),ncol=np)

s <- riclls(xt,y,ix=1,1y=1)

sigmal <- s$sigma; thetal <- s$theta[l:np]; rs10 <- s$rsl; rs20 <- s$rs2

# Los valores de sigma( y teta0 son:

sigmaQ; thetal

# Los residuales son:

rsl0

rm(n,np,x0,x1,x2,x3,y,xt,thetal,sigma0,rs10)
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Salida en S-PLUS

> # Los valores de sigma0 y teta0 son:

> sigmal)

[1] 5.956419

> thetal

[1] 36.9600487 -0.1136763 -0.2280174 1.9577127

2.5.3 Subrutina RILARS

# Solucién del problema del minimo de los valores absolutos de los residuales.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-RILARS.
# Ejemplo: Draper and Smith, p. 361 [4].
library (“robeth” T)
# Ingresar cantidad de observaciones y cantidad de pardmetros a estimar.
n<-21; np<-4
# Ingresar los datos de la variable x0, en un vector de long n.
x0 <- c(rep(1,n))
# Ingresar los datos de las variables x1,x2,x3 y de la variable y.
x1 <- ¢(80,80,75,62,62,62,62,62,58,58,58,58,58,58,50,50,50,50,50,56,70)
x2 <- ¢(27,27,25,24,22,23,24,24,23,18,18,17,18,19,18,18,19,19,20,20,20)
x3 <- ¢(89,88,90,87,87,87,93,93,87,80,89,88,82,93,89,86,72,79,80,82,91)
y <- ¢(42,37,37,28,18,18,19,20,15,14,14,13,11,12,8,7,8,8,9,15,15)
z <- matrix(c(x0,x1,x2,x3),byrow=F ,ncol=4)
# La matriz con los datos es:
z; s <- rilars(z,y)
# El rango de la matriz de diseno es:
k <-s8k; k
# Cantidad de iteraciones para el algoritmo:
nit <- s$nit; nit
thetal <- s$theta

estsigma <- s$sigma
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# tehal(1), ..., tehal(np) dan los estimadores de los valores ahsolutos
# de los residuos de Theta, definidos en (2.6)-(2.7).

thetal

# El valor de kode debe ser 0, 1 o 2.

kode <- s$kode; kode

# La estimacion de sigma de acuerdo con (2.8) es:

estsigma; rs <- s$rs

# El vector con los residuales es:

rs

rm(n,np,x0,x1,x2 x3,y,k,z,nit, thetal ,estsigma,rs, kode)
Salida en S-PLUS

> # El rango de la matriz de diseno es:

> k

[1] 4

> # cantidad e iteraciones para el algoritmo:

> nit

17

> # tehal(1), ..., tehal(np) dan los estimadores de los valores absolutos
> # de los residuos de Theta, definidos en (2.6)-(2.7).

> thetal

[1] -39.68985748 0.83188385 0.57391322 -0.06086949 1.21739066 1.79130375
[7] 1.00000000 1.46376956 5.06087255 0.02028821 0.52753741 5.42898655
[13] 2.89854980 1.80289757 1.18260884 0.42608649 7.63478327 0.04058089
[19] 0.48695672 1.61739194 9.48115635

> # El valor de kode debe ser 0,1 0 2

> kode

11

> # La estimacion de sigma de acuerdo con (2.8) es:

> sigmal

[1] Inf
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> # Kl vector con los residuales es:

> 18

[1] 5.06087255 0.00000000 5.42898655 7.63478327 -1.21739066 -1.79130375

[7] -1.00000000 0.00000000 -1.46376956 -0.02028821 0.52753741 0.04058089
[13] -2.89854980 -1.80289757 1.18260884 0.00000000 -0.42608649 0.00000000
[19] 0.48695672 1.61739194 -9.48115635

> rm(k,x0,x1,x2,x3,y,n,np,z thetal sigmal,rs kode)

2.5.4 Subrutina RYHALG, RYWALG, RYSALG y RYNALG

# Archivo en Microsoft Word: T-RYNALG-RYWALG-RYSALG-RYNALG
# Ejemplo: Datos del Finney, p. 70 [5]. Estimacién tipo Huber usando varios algoritmos.
# Los datos relacionados con un ensayo de vitamina D3 de aceite de higado de bacalao para
# medir su efecto antirraquitico en pollos. Se usaron 55 pollos, cada uno de ellos recibié
# cierta dosis de una preparacién estdndar S o una preparacién T. Una escala logaritmica
# apropiada hizo que S tome los valores -2, 0 y 2; que T tome los valores -3, -1, 1 y 3. La
# respuesta y considerada fue porcentaje de ceniza de hueso. Al ejemplo se agregd un
# punto “artificial” (el pollo nimero 56) con una respuesta remota que aumentd la cldsica
# estimacion del desvio, Marazzi and Randriamiharisoa, p. 101 [18] y
# Marazzi et al. [19]. Las subrutinas RYHALG, RYWALG y RYSALG
# aplican respectivamenste: algoritmo de Newton, H-algoritmo y W-algoritmo
# para M-estimadores para resolver el problema de tipo Huber, Mallows o de Schweppe
# con estimacion simultdnea del pardmetro de escala. La subrutina RYSALG aplica el
# S-algoritmo para M-estimadores para la funcién de Huber produciendo la solucién exacta.
library (“robeth” T)
dfvals( )
# Ingresar los datos y declarar el vector de pesos wgt por defecto.
z <-¢c(-1,-2,0, 35,1, 0,-3, 20, -1,-2,0,30,1,0,-3,39, -1,-2,0, 24, 1,0, -3, 16,
-1,-2,0,37,1,0,-3,27, -1,-2,0,28,1,0,-3,-12, -1,-2,0,73,1,0,-3, 2,
-1,-2,0,31,1,0,-3,31, -1,-2,0,21,1,0,-1,26, -1,-2,0,-5,1,0,-1, 60,
-1,0,0,62,1,0,-1,48, -1,0,0,67,1,0, -1, -8, -1,0,0,95, 1,0, -1, 46,
-1,0,0,62,1,0,-1, 77, -1,0,0,954, 1,0, 1, 37, -1,0,0,56,1,0,1, 89,
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-1,0,0,48,1,0,1, 103, -1,0,0,70, 1,0, 1, 129, -1,0,0,94, 1,0, 1, 139,
-1,0,0,42,1,0,1, 128, -1,2,0, 116, 1,0, 1, 89, -1, 2, 0,105, 1, 0, 1, 86,
1,2,0,91,1,0,3, 140, -1,2,0,94,1,0,3,133,  -1,2, 0,130, 1, 0, 3, 142,
-1,2,0,79,1,0, 3,118, -1,2,0,120, 1, 0, 3, 137, -1,2,0,124, 1, 0, 3, 84,
-1,2,0,-8, 1,0, 3, 101)

xx <- matrix(z,ncol=4, byrow=T)

dimnames(xx) <- list(NULL,c(“22”,“xS”,“xT",*y”))

72 <- xx[,“z2"]; xS <- xx[,“xS”]; xT <- xx[,“xT"]

x <- cbhind(1, z2, xS+xT, xS-xT, xS~ 24+xT"2, xS~2-xT "2, xT"3)

y <-xx[,*y”]

wgt <- vector(“numeric” length(y))

n <-56; np <-7

# Conjunto de pardmetros para la estimacién de Huber.

dfrpar(x, “huber”)

# Calculo de las constantes beta, betQ, epsi2 y epsip.

ribeth(wgt)

ribetO(wgt)

s <- liepsh(); epsip <- sSepsip; epsi2 <- s$epsi2

epsip; epsi2

#

# Solucion (theta0, sigmaQ) por medio de minimos cuadrados.
z <- riclls(x, y)

thetaO<- z$theta; sigmal <- z$sigma

# Estimacion de la matriz de covarianza de los coeficientes.
cv <- kiascv(z8xt, fu=epsi2/epsip~2, th=0.); cov <- c¢v8cov
#

# Solucion (thetal, sigmal) por medio de RYHALG.
zr <- ryhalg(x,y,theta0,wgt,cov,sigmai=sigma0,ic=0)
thetal<- zr$theta[l:np]; sigmal <- zr$sigmaf; nitl <- zr$nit
#

# Solucion (theta2, sigma2) por medio de RYWALG y célculo de covarinza.
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cv <- ktaskv(x, f=epsi2 /epsip~2)

zr <- rywalg(x, y, theta0, wgt, cvBcov, sigmai=sigma0)

theta2 <- zr$thetall:np|; sigma2 <- zr¥sigmaf; nit2 <- zr$nit

#

# Solucién (theta3, sigma3) por medio de RYSALG con ISIGMA=2.
zr <- rysalg(x,y, theta0, wgt, cvScov, sigmal, isigma=2)

theta3 <- zr$thetall:np|; sigma3 <- zr¥sigmaf; nit3 <- zr$nit

#

# Solucién (thetad, sigmad) por medio de RYNALG con ICNV=2 y ISIGMA=0.
# Inversa de la cov

covinl <- cv8cov; zc <- mchl(covmlnp)

z¢ <- minv(zc$a, np); ze <- mttl(zc$rnp); covinl <- zc$b

zr <- rynalg(x,y, theta0, wgt, covinl, sigmai=sigma3,

iopt=1, isigma=0, icnv=2)

thetad <- zr$thetall:np|; sigmad <- zr¥sigmaf; nitd <- zr$nit

#

# Solucién (theta0, sigmaQ) por medio de minimos cuadrados.
thetaO[l:np]

sigmal

# Solucién (thetal, sigmal) por medio de RYHALG.

thetal[l:np]

sigmal

nitl

# Solucién (theta2, sigma2) por medio de RYWALG

theta2[1:np]

sigma?2

nit2

# Solucién (theta3, sigma3) por medio de RYSALG con ISIGMA=2.
theta3[1:np]

sigmad

nit3
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# Solucién (thetad, sigmad) por medio de RYNALG
thetad[1:np]
sigmad

nit4
Salida en S-PLUS

> # Solucion (theta0, sigma0) por medio de minimos cuadrados.

> theta0[l:np]

[1] 68.6339188 3.6339283 24.0808525 -8.0530758 -0.4464282 -0.1785715
[7] -1.6339287

> sigmal

[1] 26.63453

> # Solucion (thetal, sigmal) por medio de RYHALG.

> thetal[l:np]

[1] 70.00614166 5.00614071 24.74172401 -6.24567747 -0.07897823 0.43415147
[7] -1.48664904

> sigmal

[1] 23.56445

> nitl

17

> # Solucion (theta2, sigma2) por medio de RYWALG

> theta2[l:np]

[1] 70.00643921 5.00643778 24.74151230 -6.24533176 -0.07896668 0.43420276
[7] -1.48657823

> sigma?2

[1] 23.56336

> nit2

17

> # Solucion (theta3, sigma3) por medio de RYSALG con ISIGMA=2.
> theta3[1:np]

[1] 69.9932022 5.0015516 24.7659245 -6.2144694 -0.0548972 0.4398556
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[7] -1.4803939

> sigmad

[1] 22.24895

> nit3

1] 3

> # Solucion (thetad, sigmad) por medio de RYNALG
> thetad[l:np]

[1] 69.99320221 5.00155163 24.76592445 -6.21446896 -0.05489732 0.43985555
[7] -1.48039389

> sigmad

[1] 22.24895

> nit4d

1] 3
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Capitulo 3

Matriz de Covarianza de los Coeficientes Estimados

En este capitulo se presentan procedimientos computacionales incluidos en el programa
ROBETH para estimar la matriz de covarianza de los coeficientes estimados segin el
capitulo 2 del Marazzi and Randriamiharisoa [18]. El conjunto de subrutinas a usar

estan agrupadas con el nombre de KVMAIN.

3.1 Introduccién

La matriz de covarianza asintética de un M-estimador general de regresion estd definida,

segin Huber, Cap. 7 [10] y Hampel et al., Cap. 6 [8] por:

S i, (i — 270) /o) = 0 (3.1)
i=1
es
K,(0) = 57182871, (3.2)
donde
Sy = /n’(m, s\ex! -dM(z,s/0) vy Sa= /ng(m, s)xx’ - dM(z, s]0). (3.3)

El programa de computacion ROBETH proporciona la estimacién de K, (@) para :

0 =0rs estimador de minimos cuadrados
= Owrs estimador de minimos cuadrados pesado

9=0
0="074 r estimador del minimo del valor absoluto de los residuales
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estimador del tipo Huber

estimador del tipo Mallows

) ) D)

s
= O
9="0g estimador del tipo Schweppe
Las estimaciones I?u o K, se muestran en la Tabla 3.1 donde & denota un estimador
robusto de o. Para el caso de Huber, Mallows, y Schweppe se dan tres opciones; que
llamaremos opcién a esperada, opcién b promedio y opcién ¢ empirica.

Las subrutinas estan divididas en tres gurpos:

1. subrutinas para el cdlculo de estimadores de la forma: f- (XTX)~! donde f es un

factor escalar dado;

2. subrutinas para el cdlculo de estimadores de la forma f- S!S, !, donde S; =
(1/n)XTDX, So = (1/n)XTEX,y f es un factor escalar, D y E son matrices diago-

nales dadas;

3. subrutinas para el cédlculo del factor f y las matrices diagonales D y E en casos

particulares.

Las constantes [12(s)-d®(s) y [4'(s) - d®(s) usadas en ciertas expresiones de la
Tabla 3.1 se pueden calcular mediante las subrutinas LIEPSH y PIEPSU dadas en el
capftulo 2.

Observacion 1: La matriz de covarianza C(8) de los coeficientes estimados se puede
estimar multiplicando K,, por ;E/n

Observacién 2: El cédlculo de la matriz de covarianza para el caso de Mallows se puede
reducir al caso de Schweeppe usando la trasformacion (2.29) del capitulo 2.

Observacién 3: En algunos casos especiales, S; es de la forma S; = fi- A=1(A=1)T, con
A una matriz triangular superior o de la forma S; = f; - (471), donde A es simétrica.

Ejemplos son (ver Cap. 3 de Marazzi and Randriamiharisoa [18])
Estimador de Hampel-Krasker: S;=A"1

Estimador ¢ptimo no estandarizado de tipo Mallows: S; = [ 7,[)/6(5) - d®(s) - A1
Estimador de tipo Mallows para el 7-test: S1 = fwlc(s) ~d®(s)- A7 (ATHT
Estimador de tipo Schweppe para el 7-test. Sy =A"t.(A™HT
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Tabla 3.1 Estimadores de la matriz de covarianza asintética de los coeficientes estimados

0 Opcién Estimacion de K o de K, (6)

Ors n(XTx)~1

fwLs n(XTWX) L XTWWX (XTWX) !

OraR nfrar (XTX)!, donde frap=0.25/1(0)% I=densidad de e;/c
On a nfy (XTX)™!, donde

fru = [[ ¥*(s)d®(s)]/(f ¢/ (5)d(s))?

b | nfy (XTX)!, donde

fu = nfg ave 4?/[(n - p)(ave ¢/)?]

fo =1+ (p/n) var ¢/ /(ave )

ave Y = (£ 3 ¢2(ri/7)

ave ' = (z X ¢/ (r:/7)

var ¢ = (5 (¢ (ri/7) — ave ¢')?

O a S71S287!, donde

S1=n"'XTDyX y Dy = [¢'(s)-d®(s) - diag(w;)
Sy =n'XTEyX y Ey = [¢*(s)-d®(s) - diag(w?)

b 518,571, donde

Si=n 'XTDyX y Dy = |,v(;/8)/n] - diag(w;)
8 =n ' XTEuX y By =[5, 4%(,/5)/n| - diag(w?)

-

- )

c (S1)71(S2)(S1)"!  donde

(81)=n"'XT Dy X v D= diag() (r:/3) - w;)

(S2)=n"'XT By Xy Ey= diag(*(r;/7) - w?)

i
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Tabla 3.1 (continuacién)

fs | a 571881, donde

S1=n"'XTDsX y Dg= dia,g(fz/)l(s/wi) - dd(s))

Sy =n"'XTEsX y Es = diag( [ ¢*(s/w:))wd®(s))

b 518,85, 1, donde

S1 =n"'XTDsX y Ds = diagy; ¢ (r;/(Fw:))/n]

Sy =n"'XTE¢X y Eg= diag[w? - > W2 (r;/(Gw;))/n]

-

c (S1)71(S2)(S1)~", donde

)

(S1)=n"'XT Dg X y Dg— diag(t (r:/5) - w;)

(So)=n1XT Eg X y Es— diag(4*(r;/7) - w?)

i

3.2 Descripcion de las subrutinas en KVMAIN

Matriz de covarianza de los coeficientes estimados

KTASKV Matriz de covarianza de los coeficientes estimados de la forma f- (X7 X)~L.

KTASKW | Matriz de covarianza de los coeficientes estimados de la forma .f - SfngSfl.

KIASCV Matriz de covarianza de los coeficientes estimados de la forma f- (X7 X)~1.

en el sistema de coordenadas transformado.

KFASCV “Backtransformation” de la matriz de covarianza de los coeficientes estimados.

KFFACV | Factor de correccién fH para la matriz de covarianza de los

estimadores tipo Huber.

KIEDCH Matrices diagonales Dys, Eyr, Dg v Eg, donde 9 es la funcién de Huber.

KIEDCU Matrices diagonales Dys, Fy;, Dg v Es, donde es una funcién dada.

KFEDCB | Matrices diagonales Matrices diagonales ZA)M, EA4, 135 y Es.

KFEDCC | Matrices diagonales Dy, Epr, Dgy Eg.
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3.3 Ejemplos con S-PLUS y subrutinas del KVMAIN

3.3.1 Subrutina KTASKV

# FEl nombre del archivo en Microsoft Word: Sub T-KTASKV
# KTASKV, matriz de covarianza de los coeficientes estimados por f.(X7X)™!
# La subrutina KTASKYV realiza los siguientes pasos:
# 1. Calculo de XTX.
# 2. Descomposicién de XTX por el método Cholesky, esto es, encontrar una matriz
#  triangular superior A~! tal XTX=A"1(A"HT.
# 3. Calculo de la inversa de A~! | llamaremos A a la inversa de A=1 .
# 4. Calculo de K=f .AT A, donde f es un factor dado.
# La subrutina KTASKYV da las matrices A y K.
# Ejemplo: datos del Dobson, p. 75 [3], con =0.0, valor tomado por defecto).
library (“robeth” T)
dfvals()
# Ingresar n, cantidad de filas de la matriz X y p, cantidad de columnas.
n <- 20; np <-4
# Ingresar los valores de X, por filas.
7 <- ¢(1,33,100,14,1,47,92,15,1,49,135,18,1,35,144,12,1,46,140,15,1,52,101,15,
1,62,95,14,1,23,101,17,1,32,98,15,1,42,105,14,1,31,108,17,1,61,85,19,1,63,130,19,
1,40,127,20,1,50,109,15,1,64,107,16,1,56,117,18,1,61,100,13,1,48,118,18,1,28,102,14)
x <- matrix(z,ncol=np, byrow=TRUE)
s <- ktaskv(x,n,np,f); matrizA <- sSa; cov <-s$cov; matrizA; cov

# rm(n,np,z,x,matrizA cov,f)
Salida en S-PLUS

> matrizA

[1] 0.2236067951 -0.8288046718 0.0179589316 -1.5638757944 0.0007707351
[6] 0.0138058392 -1.2779455185 -0.0037094671 -0.0022189845 0.1065898761
> cov

[1] 4.8157691956 -0.0113492832 0.0003368774 -0.0187548772 0.0000188719
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[6] 0.0001955251 -0.1362160593 -0.0003953916 -0.0002365213 0.0113614015

3.3.2 Subrutina KIASCV y KFASCV

# El nombre del archivo en Microsoft Word: T-KIASCV KFASCV.
# KIASCV, matriz de covarianza de los coeficientes estimados por f.(X7X)™!
# en el sistema de coordenadas transformadas.
# KFASCV, “backtransformation” de la matriz de covarianza
# de los coeficientes estimados. Ejemplo: datos del Draper and Smith, p. 361 [4].
rm(z,x,n,np,epsi2,epsip,z,xt,sg,ip,zc,covi,covf)
library (“robeth” T)
dfvals()
# Ingrasar los datos:
z <- ¢(80, 27, 89, 1, 80, 27, 88, 1, 75, 25, 90, 1,
62, 24, 87, 1, 62, 22, 87, 1, 62, 23, 87, 1, 62, 24, 93, 1, 62, 24, 93, 1, 58, 23, 87, 1,
58,18, 80, 1, 58, 18, 89, 1, 58, 17, 88, 1, 58, 18, 82, 1, 58, 19, 93, 1, 50, 18, 89, 1,
50, 18, 86, 1, 50, 19, 72, 1, 50, 19, 79, 1, 50, 20, 80, 1, 56, 20, 82, 1, 70, 20, 91, 1)
# Ingresar n, cantidad de filas de la matriz X y p, cantidad de columnas.
n <-21; np <-4; x <- matrix(z, ncol=4, byrow=TRUE)
# Matriz de covarianza de los coeficientes estimados tipo Huber.
dfrpar(x, “huber”); s <- liepsh(); epsi2 <- s$epsi2; epsip <- s$epsip
z <- rimtrf(x); xt <- z8x; sg <- z¥sg; ip <- z8ip; zc <- kiascv(xt, fu=epsi2/epsip 2, tb=0.)
covi <- zcSeov;  covi;  ze <- kfascv(xt, covi, =1, sg=sg, ip=ip); covf <- zc$cov; covf

rm(z,x,n,np,epsi2,epsip,xt,sg,ip,zc,covi,covf)
Salida en S-PLUS

> covi
[1] 2.444386e-003 -7.148215e-004 1.819867e-003 1.047777e-006 -3.653463e-003
[6] 1.355307e-002 -1.677421e-001 2.877762e-002 -6.522219e-002 1.416076e+001
> covf
[1] 1.819867e-003 -3.653463e-003 1.355307e-002 -7.148215e-004 1.047777e-006
[6] 2.444386e-003 2.877762e-002 -6.522219e-002 -1.677421e-001 1.416076e+001
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Capitulo 4

Alto Punto de Ruptura en Regresién

En este capitulo se presentan procedimientos computacionales incluidos en el programa
ROBETH para el cdlculo de estimadores con alto punto de ruptura en regresién lineal.

El conjunto de subrutinas a usar se denomina HBMAIN.

4.1 Introduccién

Siguiendo con la notacién de Rousseeuw and Leroy [27] y de Garcia Pena [22], se considera

el modelo lineal

yi = 2101 + - - + 20, + ¢; para i =1,---,n, donde n es el tamano de la muestra,
variables
11 o T N
04
0= : y Casos | zj Tip  Yi
Op :
L nl Tnp Yn i

Es decir, Q:y; =a2l0+e; ,i=1,---,n.

4.1.1 Estimadores con alto punto de ruptura

En la introduccién de esta tesis se vi6 que, en andlisis de regresién lineal simple un

simple “outlier” afecta al estimador de minimos cuadrados (LS) de manera tal que éste
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no ajusta bien al conjunto de datos. Pero existen otros estimadores que dan buen ajuste
a conjuntos de datos que incluyen no sélo uno, sino gran cantidad de puntos “outliers”.

Una medida de la robustez global de un estimador estd dada por su punto de ruptura
“breakdown point”. La definicion mds antigua, dada por Hodges [9] se restringe a los
estimadores de locacién unidimensionales mientras que Hampel [7] da una formulacién
m4as general que es asintética en su naturaleza. En palabras, segin Maronna y Yohai
[20] [38], punto de ruptura de un estimador representa la menor proporcién de “outliers”
que provocan que el estimador deje de dar informacién sobre el pardmetro que se estd
estimando, en este caso, sobre los coeficientes de regresién.

Ademsds de la versién asintética de punto de ruptura, existe otra para muestras finitas,
y es la que se considera en este capitulo. Pero para definir el punto de ruptura de un
estimador 8,, para una muestra finita Z = (21, ..., 2n), €s necesario previamente definir el
méximo sesgo producido por m “outliers”:

Sea una muestra cualquiera de n datos,

Z={(211, s T1p, Y1)s -r, (Tn1, -os Tnp, Yn) }, ¥ sea T un estimador de regresion, esto significa
que aplicando T a tal muestra Z se obtiene un vector de coeficientes de regresion de la
01
forma T(Z)= | : | =0.

~

Op

Consideremos ahora cualquier muestra Z’ que se obtiene de la original reemplazando
m de los datos originales por valores arbitrarios (esto permite una cantidad considerable
de malos “outliers”).

Notemos con sesgo(m;T,Z) el mayor sesgo que se puede lograr con tal contaminacion:
Sesgo(m;T,Z)ZSng T(Z") - T(2) |,
!

donde el supremo es sobre todas las muestras Z’ posibles. Es decir sesgo(m;T,Z)
es la méxima variacién que puede experimentar el estimador 6,, cuando la muestra Z
se contamina con m “outliers”. Si sesgo(m;T,Z) es infinito, significa que m “outliers”
pueden tener un efecto arbitrariamente grande sobre T, lo que se expresa diciendo que el

estimador “breaks down”. El punto de ruptura para una muestra finita Z se define por
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e (T, Z) =minimo {2; sesgo(m; T.Z) es infinito}.

Es decir, € es la minima proporcién de “outliers” que puede hacer que el sesgo del
estimador supere cualquier limite. Si el nlingc eX(T, Z) = €0 el valor €° se denomina punto
de ruptura asintético. Tipicamente & estd comprendido entre 1/n y [n/2] + 1y £° entre
0 y 0.5. Para el estimador LS, sélo un “outlier” es suficiente para ubicar a T fuera de
todos los limites, es decir su punto de ruptura es 5(T, Z) =  y cuando el tamafio n de
la muestra tiende a infinito, podemos decir que LS tiene un punto de ruptura del 0%,
reflejandose asf la extrema sensibilidad de LS, ante la presencie de “outliers”. Se puede
ver también, por ejemplo, que el punto de ruptura de la media aritmética es del 0%,
mientras que el de la mediana es del 50%. El punto de ruptura de los estimadores de
tipo Huber y estimadores de los valores absolutos de los residuos es del 0% (no dando
solucién a los puntos palancas) y no pude ser mas grande que 1/p para estimadores del
tipo Mallows y del tipo Schweppe. El punto de ruptura igual a 1/2 es el mds alto que se
puede alcanzar, ya que si la contaminacién fuera superior, no es posible decidir cuél parte
de los datos es correcta, segin Rousseeuw and Leroy [27] para el caso de estimadores de
regresién equivariantes vale el siguiente teorema:

Teorema: Para cualquier estimador T de regresion equivariante se cumple

(T, Z2) <= ([(n—p)/2]+ 1) /n para cualquier muestra Z, donde [z] denota la parte
entera de .

Entre los estimadores de regresion con alto punto de ruptura que trata el programa
ROBETH se encuentran el least median of squares (LMS) (Souvaine and Steele, [30] ), el
least trimmed squares (LTS) y S-estimadores. Una combinacién de las subrutinas dadas

para los anteriores con las del Cap. 2, permite el cdlculo del MM-estimador (Yohai [37]).

4.1.2 Estimador de mediana de cuadrados minimos

El estimador de mediana de cuadrados minimos (LMS) esté definido como el p-vector

Oras = ml"féimo Qrms(9), (4.1)

donde
Qrums(f) = med (y; — x} 0)2. (4.2)
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4.1.3 Estimador de minimos cuadrados truncados

El estimador de minimos cuadrados truncados (LTS) estd definido como el p-vector

gLTS = mz’zimo QLTS(9)7 (43)
donde i
Qrrs(6) => rfy, (4.4)
i=1
donde r[Ql] <= T[QQ] <= <= r[Qn] son los cuadrados ordenados de los residuales

r} = (yi — X, wi;0;)%, donde (i = 1,---,n), y k es el mayor entero <=n/2 + 1.

4.1.4 S-estimadores

Sea x una funcién tal que:
ap: - x(0)=0. x(—=s)=x(s);
ay: X €es continua;
ag: 0<=s<=t= x(s) <= x();
ay: 0<a =supx(s) < oo

ag:  x(s)<a y0<=s<t= x(s) <x(9).

Entonces el S-estimador (ver Yohai and Zamar [39]) estd definido por el p-vector

0, = mz’azimo S(0), (4.5)

donde S(6) es la solucién de

y [ es una constante adecuada.

4.1.5 MDM-estimadores

Sean x y p dos funciones tales que:
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ali
321
a3:
341
a5:
C]_I
C2:

x(0) =0, x(=s) = x(s); b1: p(0) =0, p(=s) = p(s);

X es continua; bg:  p es continua;

0<=s<=1t= x(s) <=x(t): bg: 0 <=s<=t= p(s) <= p(t);

0<a =supyx(s) <o bg: 0 <b=supp(s) < oo;

x(s) <a y0<=s<t= x(s) <x(t). bg: p(s)<b y0<=s<t= p(s) <p(t).
x(s) = p(s)

a=>.

Entonces el MM-estimador §MM estd definido en tres pasos como sigue:

1. Célculo de un estimador(consistente) con alto punto de ruptura 7.

2. Célculo 7, = (y; — xf@l) y calculo de 3’ tal que

1 i T} B
P RIORE (47)

donde 8 = a/2.

3. Célculo de un minimo local @M M de

tal que

"yl

Quum(0) = ZP(TZ) (4.8)
=1

Quras(Onrnr) <= QMM(/éI)- (4.9)

Observacion 1: Todos los estimadores definidos en este capitulo son equivariantes

afines (Rousseeuw and Leroy [27]).

Observacién 2: A pesar que el punto de ruptura del estimador LMS es del 50%, es

altamente ineficiente cuando todas las observaciones cumplen con el modelo de regresién

gaussiano

yi =] 0+ e, (4.10)

donde (x;, y;) son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tal que

las z; siguen alguna distribucién G y los e; son independientes de los z; distribuidos de
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acuerdo con @ (s/c). El punto de ruptura del LTS es del 50% y tasa de convergencia
es n{-1/2) | Tiene la misma eficiencia asintética (relativa a los estimadores de mfnimos
cuadrados) para el modelo gaussiano como para los estimadores de tipo Huber definidos
por Marazzi and Randriamiharisoa [18].

s con|s|<=®1(3/4)

h(s) = (4.11)

0 en el resto.
La principal desventaja del estimador LTS es que su cédlculo requiere que los residuales
se los ordene generando méds operaciones para el cdlculo de la mediana.

Observacién 3: Para S-estimadores la eleccion usual de y es

uls) = 3(s/k)? —3(s/k)* + (s/k)b si‘ |s|<=k (4.12)
1 st | s|> k.

Aqui, a =sup x;(s) = x;(k) = 1. Usualmente 3 es igual a [ x(s) - d®(s); es este caso b,y
5(8.) son estimadores asintéticamente consistentes de 6 y o para el modelo de regresién
gaussiano. Es posible elegir la constante k = ko tal que el punto de ruptura de 9, ly S (5*)}

sea igual a un valor dado de «. La condicién es tal que a- sup x;(s) = 3; esto es,
S

a= /Xko(s) - d®(s). (4.13)

Para a = 50% se obtiene ky = 1.548. La correspondiente eficiencia asintética (relativa)
para el modelo gaussiano es del 28.7%.

Observacién 4: Para MM-estimadores un camino para la eleccién de x y p tal que
cumplan con las condiciones es el siguiente: Sea x° una funcién que cumple con a;-as,
y sea 0 < kg < k. Por ejemplo, sea x°(s) = x,(k), donde x; es la funcién definida en la
observacién 3 con k = 1. Sea x(s) = x%(s/ko) v p(s) = x°(s/k1) y tomando kg = 1.548 y
B8 = [x(s)-d®(s). En este caso, si @ es un estimador asintdticamente consistente de 0,
entonces & es un estimador asintéticamente consistente de ¢ en el modelo gaussiano y
tiene el mismo punto de ruptura que 7. El MM-estimador Oa tiene el mismo punto de

ruptura que @Iy la misma eficiencia (determinada por ki) que el estimador de Huber dado
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en (4.8) y (4.9) con estimador de escala separado. El valor de k; que da una eficiencia

relativa del 95% con respecto a ELS es 4.687.

4.2 Descripcién de las subrutinas en HBMAIN

Estimadores con alto punto de ruptura en regresién

HYLMSE Algoritmo para el cdlculo del estimador LMS.
HYLTSE Algoritmo para el cdlculo del estimador LTS.
HYSEST Algoritmo para el cdlculo de S-estimadores.

4.3 Ejemplos con S-PLUS y subrutinas del HBMAIN

4.3.1 Subrutina HYLMSE

# Algoritmo para calcular el estimador LMS.

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-HYLMSE.

# Ejemplo: Draper and Smith, p. 361 [4].

# Se considera el modelo y; = z161 + 21201 + 2430, + 04 + €; donde i =1, - - - 21.

library (“robeth”,T)

# Ingresar cantidad de observaciones y cantidad de pardmetros a estimar.

n <-21; np <-4; nq <-np+1

# Ingresar los datos de las variables x1, x2, x3, y, por filas.

z <- ¢(80, 27, 89 .42, 80, 27 ,88, 37,75 ,25 ,90 ,37 ,62 ,24 ,87 .28 62 22 .87 ,18 ,62 ,23 ,87
;18,62 ,24 93 |19 ,62 ,24 93 ;20 ,58 ,23 87, 15, 58, 18, 80, 14, 58, 18 ,89 ,14 /58,17 ,88, 13, 58,
18, 82, 11, 58, 19 ,93, 12, 50, 18, 89, 8, 50, 18, 86, 7,50 ,19,72,8,50,19,79,8, 50,20,80, 9,56,20,82,
15,70,20,91,15)

x <- matrix(z, ncol=4,byrow=T)

# La matriz con los datos es:

x; y<-x[,4; x[.4] <1
dfvals( )
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zr<- hylmse(x,y, nq, ik=1, iopt=3, intch=1)

thetal <- zr$theta; xminl <- zr$xmin

zr <- hylmse(x, y, nq, ik=2, iopt=3,intch=1)

theta2 <- zr$theta; xmin2 <- zr$xmin

zr <- hylmse(x,y, nq, ik=1, iopt=1, intch=1)

theta3 <- zr$theta; xmin3 <- zr$xmin

# Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:
thetal

# Los coeficientes estimados con ik=2, iopt=3, intch=1 son:
theta2

# Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:
theta3

rs <- zr$rs

# El vector con los residuales es:

TS

rm(n,np,ng,z,x,y,thetal xminl,theta2,xmin2 thetad,xmin3,rs)
Salida en S-PLUS

> > # Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:

> thetal

[1] 0.73123991 0.36053634 -0.00959783 -34.43706894

> # Los coeficientes estimados con ik=2, iopt=3, intch=1 son:

> theta2

[1] 0.7217115164 0.3386301100 -0.0009179359 -34.1763229370

> # Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:

> theta3

[1] 0.727516413 0.364732981 0.002924738 -35.371856689

> # El vector con los residuales es:

> 18

[1] 9.06245232 4.06537628 8.42657661 9.25779533 -0.01273727 -0.37747192
[7] 0.24024582 1.24024582 -0.46740341 0.37673187 0.35040665 -0.28193283
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[13] -2.62911987 -2.02602005 0.17053986 -0.82068253 -0.14447403 -0.16494751
[19] 0.46739960 2.09644699 -8.11510086

4.3.2 Subrutina HYLTSE

# Algoritmo para calcular el estimador LTS.

# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-HYLTSE.

# Ejemplo: Draper and Smith, p. 361 [4].

# Se considera el modelo y; = ;161 + 23201 + 2430, + 04 + €; donde i =1, - -- 21.

library (“robeth”,T)

# Ingresar cantidad de observaciones y cantidad de pardmetros a estimar.

n <-21: np<-4; nq<-np+1

# Ingresar los datos de las variables x1, x2, x3, y, por filas.

z <- ¢(80, 27, 89 42, 80, 27 ,88, 37 ,75 ,25 ,90 ,37 ,62 ,24 ,87 ,28 62 ,22 ;87 ,18 ,62 ,23 ,87
.18 ,62 24 93 ;19 ,62 24 93 |20 ,58 ,23 ,87, 15, 58, 18, 80, 14, 58, 18 .89 ,14 ,58,17 ,88, 13, 58,
18, 82, 11, 58, 19 ,93, 12, 50, 18, 89, 8, 50, 18, 86, 7,50 ,19,72,8,50,19,79,8, 50,20,80, 9,56,20,82,
15,70,20,91,15)

x <- matrix(z, ncol=4,byrow=T)

# La matriz con los datos es:

b'e

v <-x[ .4]; x[ 4] <-1

dfvals( )

zr<- hyltse(x,y, nq, ik=1, iopt=3, intch=1)

thetad <- zr$theta; xmind <- zr$smin

zr <- hyltse(x, v, nq, ik=2, iopt=3,intch=1)

thetab <- zr$theta; xmind <- zr$smin

zr <- hyltse(x,y, nq, ik=1, iopt=1, intch=1)

theta6 <- zr$theta; xmin6 <- zr$smin

# Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:

thetad

# Los coeficientes estimados con ik=2, iopt=3, intch=1 son:

thetad
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# Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:
theta6

rs <- zrdrs

# El vector con los residuales es:

TS

rm(n,np,ng,z,x,y,thetad xmind thetah,xmind, theta,xmin6,rs)
Salida en SPLUS

> > # Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:

> thetad

[1] 0.727516413 0.364732951 0.002924707 -35.357639313

> # Los coeficientes estimados con ik=2, iopt=3, intch=1 son:

> thetab

[1] 0.71541142 0.34502181 0.01235466 -35.07965851

> # Los coeficientes estimados con ik=1, iopt=3, intch=1 son:

> theta6

[1] 0.727516413 0.364732981 0.002924738 -35.357643127

> 18 <- zrdrs

> # El vector con los residuales es:

> 18

[1] 9.04823875 4.05116272 8.41236305 9.24358177 -0.02695084 -0.39168549
[7] 0.22603226 1.22603226 -0.48161697 0.36251831 0.33619308 -0.29614639
[13] -2.64333344 -2.04023361 0.15632629 -0.83489609 -0.15868759 -0.17916107
[19] 0.45318604 2.08223343 -8.12931442

4.3.3 Subrutina HYSEST

# Subrutina HYSEST
# Algoritmo para calcular el S-estimador.
# Nombre del archivo en Microsoft Word: T-HYSEST.
# Ejemplo: Draper and Smith, p. 361 [4].
# Se considera el modelo y; = z161 + 21201 + 2430, + 04 + €; donde i =1, - - - 21.
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library (“robeth”,T)

# Ingresar cantidad de observaciones y cantidad de pardmetros a estimar.

n <-21; np <-4; nq <-np+l

# Ingresar los datos de las variables x1, x2, x3, y, por filas.

z <- ¢(80, 27, 89 .42, 80, 27 ,88, 37,75 ,25 ,90 ,37 ,62 ,24 ,87 .28 62 22 .87 ,18 ,62 ,23 ,87
;18,62 ,24 93 |19 ,62 ,24 93 ;20 ,58 ,23 87, 15, 58, 18, 80, 14, 58, 18 ,89 ,14 /58,17 ,88, 13, 58,
18, 82, 11, 58, 19 ,93, 12, 50, 18, 89, 8, 50, 18, 86, 7,50 ,19,72,8,50,19,79,8, 50,20,80, 9,56,20,82,
15,70,20,91,15)

x <- matrix(z, ncol=4,byrow=T)

# La matriz con los datos es:

b'e

vy <-x[ 4]; x[ 4] <-1

dfvals( )

z <- dfrpar(x,”S’)

z <- ribetu(y)

zr <- hysest(x,y, nq, iopt=3, intch=1)

theta7? <- zr$theta[l:np]; xmin7 <- zr$smin
zr <- hysest(x,y, nq, iopt=1, intch=1)
theta8 <- zr$theta[l:np]; xmin8 <- zr$smin

# Los coeficientes estimados con iopt=3, intch=1 son:

theta?

# Los coeficientes estimados con iopt=1, intch=1 son:

theta8

rs <- zr$rs

# El vector con los residuales es:

TS

rm(n,np,ng,z,x,y,theta? xmin7,theta8 xmin8rs)
Salida en SPLUS

> # Los coeficientes estimados con iopt=3, intch=1 son:

> theta7?
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[1] 0.84954464 0.43052724 -0.07361189 -36.91865158

> # Los coeficientes estimados con iopt=1, intch=1 son:

> theta8

[1] 0.84954435 0.43054006 -0.07362577 -36.91772461

> 18 <- zrdrs

> # El vector con los residuales es:

> 18

[1] 5.88228846 0.80866277 6.06471634 8.31845570 -0.82046443 -1.25100446
[7] -0.23978996 0.76021004 -0.85282713 -0.21550721 0.44712469 -0.19596103
[13] -3.06825566 -1.68891227 1.24347949 0.02260216 -0.43869862 0.07668174
[19] 0.71976745 1.76975286 -9.46123600
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Apéndice A

Programacién y convenciones en ROBETH

Software ROBETH

El software ROBETH es un completo paquete de porgramas que nos permite resolver
una amplia clase de procedimientos basados en M-estimadores y estimadores con alto
punto de ruptura, incluyendo regresién robusta, test robustos para hipétesis lineales y
covarianza robusta. ROBETH estd escrito en ANSI-FORTRAN 77 y el manual que se
presenta en este apéndice, basado en el libro de Marazzi and Randriamiharisoa [18], da

algunas pautas para la programacion y convenciones respecto de las subrutinas.

Estructura del ROBETH

El ROBETH agrupa las subrutinas en 15 archivos de acuerdo a su propdsito.
Llamada general de un programa

1. Las subrutinas principales del ROBETH estédn agrupadas en 10 archivos principales

que se dan a continuacion:

LCMAIN.F, RGMAIN.F, WGMAIN.F, KVMAIN.F, AEMAIN.F,

TSMAIN.F, HBMAIN.F, CVMAIN.F, MXMAIN.F, GLMAIN.F.
Usualmente al programar se llaman las subrutinas de los archivos principales.

2. Las sub-rutinas principales hacen uso de subrutinas auziliares, agrupadas en 10

archivos:
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LCAUXLF, RGAUXLF, WGAUXLF, KVAUXILF, AEAUXLF,
TSAUXIF, HBAUXILF, CVAUXLF, MXAUXLF, GLAUXILF.

3. Un grupo especial de subrutinas se usa para la integracién numérica, tomadas de

la libreria QUADPACK adaptadas para ROBETH, y agrupadas en QDAUXI.F.

4. Las subrutinas principales y auxiliares son las que llaman a las funciones peso y
las de wutilidad o de servicio que estén agrupadas en WGTFUN.F y COMUTL.F
respectivamente. También las subrutinas principales y las auxiliares llaman a las

subrutinas de monitoreo, agrupadas en SRDPRT.F.

5. En DFCOMN.F estdn agrupadas dos subrutinas adicionales: “handling defaults” y

“common blocks parameters”.

Rasgos especiales de programacién y convenciones

Convenciones para los nombres de las subrutinas

a. El nombre de cualquier subrutina que pertenece a un archivo principal comienza
con la misma letra que el archivo por ejemplo: RYWALG pertenece a RGMAIN.F,
MYMVLM pertenece a MXMAIN.F.

b. La segunda letra serd I, F, Y 6 T de la siguiente manera:

i. I, si son subrutinas que se deben llamar al comienzo de la programacién (por

ejemplo, el cdlculo de un valor inicial).

ii. F, si son subrutinas que se llaman al final de la programacién (por ejemplo, el

célculo de los coeficientes de la matriz de covarianza).
iii. Y, si usan algoritmos iterativos.

iv. T, en todos los otrs casos.

Convenciones para la descripcién de los pardmetros

a. La letra I se usa para entrada de datos o pardmetros (Imput).
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b. La letra O se usa para salida de datos o pardmetros (Output).
c. La letra W para vectores o matrices de trabajo.
d. La letral E para funciones externas.

e. Caracteres como [MXT] o [ ] se usan para generar la interface con el S-PLUS y

toman valores por defecto.

Principales bloques y pardmetros comunes

o Las funciones peso suministradas en WGTFUN.F se pueden usar como argumen-
tos (externos) en muchas de las subrutinas de ROBETH. Los pardmetros de estas
funciones de peso pertenecen a “COMMONS” que se debe definir en el programa

principal. Una extensa lista de estos “COMMONS” se encuentra en la Tabla A.1.

e Las subrutinas LYHALG, RILARS, RYNALG, RYHALG, RYWALG, RYSALG,
RYSIGM requieren de COMMON/BETA/BETA,BETO. El valor de BETA y/o
BETO se debe definir en el programa principal.

Subrutinas auxiliares para asignar valores por defecto

El DFCOMN.F contiene las subrutinas en FORTRAN: DFCOMN, COMVAL, DFR-
PAR, DFCOMN y CONVAL que son usadas por la interfase en S-PLUS para asignar
valores a los elementos comunes listados en la Tabla A.1 y obtener los valores de dichos

pardmetros.

La interfase con el S-PLU. Rasgos generales

En esta parte se dard informacion respecto de los rasgos generales de la interfase, su
implementacién y su uso. Se supone que el lector es conocedor de las nociones bésicas
de los lenguajes S y S-PLUS, en caso contrario puede consultar los manuales del S-PLUS
(31] [32] [33]. Para més informacién se recomienda leer READ.ME. del diskette del libro
de Marazzi and Randriamiharisoa [18].

La interfase principal suministrada por INTRFC.S es un conjunto de funciones S-

PLUS que invocan a las subrutinas ROBETH. Hay una funcién S para cada subrutina
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descripta en ROBETH. Las caracteristicas de las S funciones se pueden obtener de la

descripcién de las rutinas FORTRAN, de acuerdo a las reglas que se dan a continucién.

Tabla A.1 | Bloques comunes | pardmetros comunes

Nombre Variables comunes usadas en

/PSIPR/ IPSI, CPSI, PSI, RHO, PSP, CHI,

H1, H2, H3, XK, DCHI | PSIA, PHOA, PSPA, CHIA, DFRPAR,
RYSALG, AIREFO, AIREFQ, GINTAC,
MYHBHE, MIRTSR, MFRAGR

JUCVPR/ | IUCV, A2, B2, CHK, | UCV, UPCV, VCV, VPCV,

CKW, BB, BT, CW | WCV, WPCV, UCVA, UPCVA, VCVA,
VPCVA, WCVA, WPCVA, DFPAR,
GINTAC, WYFCOL

/BETA/ BETA, BETO LIBETH, LIBETU, LIBETO, LYHALG, DFRPAR
LYTAU2, RIBETH, RIBETU, RIBETO,

RILARS, LYHALG, RYWALG, RYSALG,
RYNALG, RYSIGM, HYSEST, MYHBHE,
DFRPAR

J/WWWPR/ | IWW DFRPAR, WWW WWWA

Reglas para la obtencién de funciones S de las subrutinas ROBETH.

Nombre de las funciones

Las funciones S tiene el mismo nombre que su correspondiente subrutina ROBETH.
Los nombres de las funciones S serdn escritas en letras mintsculas, excepto Random y

Dbinom.

Nombre de los argumentos
Los argumentos de las funciones S tiene el mismo nombre y significado que los cor-
respondientes argumentos (pardmetros) de las subrutinas ROBETH. Los argumentos de

las funciones S serdn escritos en letras mintsculas.
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Listado de los argumentos
El orden de los argumentos en las S funciones es igual al orden del ROBETH. El

orden de los argumentos en las subrutinas FORTRAN es mayor.
Argumentos que no deben aparecer en las funciones S

a- La dimensién de los vectores y arreglos conocidos en el entorno de S-PLUS.

b- Argumentos superfluos, como NCOV=NPx(NP+1)/2 cuando NP es conocido en el
entorno del S-PLUS (ver por ejemplo subrutina RYWALG, Cap. 2).

c- Argumentos redundantes, como MDXN cuando N es conocido en el entorno del

S-PLUS. La cota N es usada en este caso (ver MDX en la RYWALG, Cap. 2).

d- Pardmetros de salida y arreglos de trabajo.

Los argumentos del tipo a, b, y ¢ serdn reconocidos en las subrutinas por la presencia
del corchete ([ ] ) en la descripcién del pardmetro y no se deben escribir en el S-PLUS.
Los pardmetros I/O tales como el arreglo XT en la subrutina RICLLS del Cap.2, son
opcionales; si se dan, deben considerarse tanto en la entrada (Imput) como en la salida

(Output); si no se dan, aparecen sélo en la salida.
Valores respuesta

o Los valores que se obtienen de las funciones S a través de las subrutinas ROBETH
constituyen una lista donde los pardmetros de salida se obtienen de las subrutinas
por el operador $. Los nombres de los elementos de la lista con los pardmetros de
salida de las subrutinas deben escribirse en letras minisculas. Los valores de salida

o respuesta de una funcién son los valores de la funcion FORTRAN.

Argumentos y parametros asignados por defecto

e Muchos argumentos y pardmetros se pueden asignar por defecto cuando se usa el

S-PLUS. Por ello debe llamarse la funcién dfvals al comienzo.
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e Los valores por defecto son indicados entre corchetes ( [ ] ) en las subrutinas, como
por ejemplo [TLO] es un pardmetro por defecto que se da en la subrutina RYWALG

descripta en el Cap. 2; su valor es (1.E73) y es asignado por dfvals.

e Los pardmetros que tienen una asignacién por defecto se pueden omitir en el llamado

de las funciones S.

e Los valores de las funciones externas como PSI, CHI, RHO (ver, por ejemplo, la
subrutina RYWALG en el Cap. 2) son asignadas por defecto. Esos valores que
se asignan por defecto se pueden ver en el monitor de la computadora tipeando el

nombre de la funcién S sin los pardmetros.

Valores por defecto y bloques comunes

DE archivo DEFLTS.S contiene las S-funciones: dfvals, dfcomn, comval y dfrpar.

El objetivo de la funcién dfvals es crear una lista de objetos, asigndndole valores
por defecto para muchos de los escalares usados en ROBETH. Dicha lista, llamada .dFv

contiene valores que se sugieren por defecto y que se dan en la Tabla A.2.

Tabla A.2 Valores que se sugieren por defecto
aa2 =0 fif = 0.0 icv=1 isr=1 mxx=50 upr=10

apr = 1.25 ful =10 ikl =2 ite=1 ntm=0 xfd=1.0
apr = 1.25 gma =10 ile=1 ite=1 tli=0.0001

bb2 =9 ial =1 ilg=1 ith=1 tlm=0.001
ccec = 1.345 ia2 =1 ilm=1 itw=0 tlo=0.001
esp = 0.1 ial =1 ini=2 ing=1 tlr=0.001
fbl1 =1.0 icl=1 iop=2 iwg=2  tls=0.001
fet = 0.0 ich =1 ipo=1 ixl=1  tlu=1l.e 9
ff1 = 0.0 icn = 1 ipt=1 iyl=1 tlv=-6.9078
ffc = 0.0 ics=1 isq=1 msx=30 tua=1.e 906

Los valores por defecto se pueden extraer de la lista: por ejemplo, el valor aa2 se
obtiene escribiendo la expresién .dFv$aa2.
Con una convencién especial se indican en las subrutinas los valores por defecto, por

ejemplo, [DDD] para el argumento D en LIBETH (Cap. 1) informa que por defecto
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el valor de d(S-PLUS) serd proporcionado por ddd. De igual manera, tlo [TLO] en la
descripcién de subrutinas que usan algoritmos iterativos serd proporcionado por tlo. El
usuario puede modificar los valores que se han dado por defecto.

El objetivo de la funcién dfcomn es dar valores corrientes de los pardmetros incluidos
en la lista de bloques comunes (ver Tabla A.2). La funcién dfrpar es la versién S-PLUS de
la subrutina DFRPAR en FORTRAN. El conjunto DFRPAR otorga valores por defecto
a muchos pardmetros de ROBETH usados en problemas de regresion de acuerdo al tipo
de estimadores y los escribe en bloques apropiados. La funcién comval da los valores

corrientes de los pardmetros incluidos en la Tabla A.1.

Subrutinas de Sevicio: COMUTL

Visién general del COMUTL
Las rutinas de servicio utilizadas en el ROBETH estdn agrupadas en un subconjunto
con el nombre de COMUTL. Por medio de estas subrutinas el usuario podrd particular-

mente:

1. Ejecutar las operaciones mds comunes de vectores y matrices.

2. Evaluar diversas funciones de distribucién usadas en el andlisis de datos robustos

con ROBETH.

Composicién de COMUTL

A continuacién se presenta una lista de las subrutinas incluidas en COMUTL. Muchas
de ellas, tomadas de otras librerias, fueron adaptadas y agregadas al ROBETH. Por ejem-
plo, rutinas del dlgebra lineal bésica fueron copiadas de LINPACK y transformaciones
elementales de Householder del Lawsonand Hanson [15]. Subrutinas para el cdlculo de
las funciones de distribucién y otras funciones fueron tomadas de softwares de dominio

publico. Estas aportan un amplio conjunto de herramientas para muchos andlisis usados

en ROBETH.
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Aritmética de vectores y matrices

MSS / MSSD
MFF / MFFD
MSF / MSFD
MSF1 / MSF1D

MFY / MFYD
MTT1 / MTT1D
MTT2 / MTT2D
MTT3 / MTT3D
MLY / MLYD
MTY / MTYD
MINV / MINVD
SCAL / SCALD
DOTP / DOTPD
NRM2 / NRM2D
XSY / XSYD
MCHL / MCHLD
MHAT

ADDC

RMVC

H12 / H12D

Multiplica una matriz simétrica por otra simétrica.
Multiplica una matriz completa por otra completa.
Multiplica una matriz simétrica por otra completa.
Multiplica una matriz simétrica por otra completa

cuando el resultado es una simétrica.

Multiplica una matriz completa por un vector.

Multiplica una matriz triangular superior por su traspuesta.
Multiplica una matriz triangular inferior por su traspuesta.
Multiplica una matriz triangular por otra triangular.
Multiplica una matriz triangular inferior por un vector
Multiplica una matriz triangular superior por un vector.
Invierte una matriz triangular.

Multiplica un vector por un escalar.

Efectia el producto escalar de dos vectores

Célculo de la norma euclidiana de un vector.

Evalida la forma cuadrética.

Descomposicién de Cholesky de una matriz simétrica.
Calcula los elementos-diagonal de la matriz sombrero.
Adiciona un vector columna a la matriz de disefio transformada.
y computa su QR-descomposicién.

Quita un vector columna de la matriz de diseno transformada.
y computa su QR-descomposicién.

Construye y/o aplica una transformacién elemental de Householder.
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Ordenamiento y permutaciones
SRT1 Ordena las componentes de un vector en orden ascendente.
SRT2 Ordena las componentes de un vector en orden ascendente y
permuta las componentes de otro vector adecuadamente.
SWAP / SWAPD Intercambia dos vectores.
EXCH / EXCHD Intercambia dos columnas de una matriz simétrica.
PERMC Permuta las columnas de una matriz por medio de su trasposicién.

PERMV Permuta los elementos de un vector.

Distribuciones y funciones de densidad

BINPRD Distribucién Binomial.

POISSN Distribucién de Poisson.

XERF Funcién de densidad de la N(0,1).

XERP Densidad de la norma de un vector N(0,1) con p componentes.

GAUSS / GAUSSD  Funcién de distribucién acumulativa de la N(0,1).

QUANT Inversa de la funcién acumulativa de la N(0,1).

CHISQ Acumulativa de la funcién de distribucién y?2.

CQUANT Inversa de la distribucién 2.

RUBEN Funcién de densidad y de distribucién de una
combinacion lineal de variables aleatorias 2.

PROBST Funcién de distribucién acumulativa de la t de Student.

TQUANT Inversa de la distribucién acumulativa de la t de Student.

FCUM Funcién de distribucién acumulativa de la F.

Funciones especiales

CERF/CERFD Complemento de la funcién error.

INGAMA Funcién incompleta Gamma.

NLGM Logaritmo de la funcion Gamma en el punto n/2, n entero.
LGAMA Logaritmo de la funcién Gamma en el punto x, con x >0.
Otras
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RANDOM Genera niimeros aleatorios de la uniforme (0, 1).
RGFL Resuelve la ecuacion y = f(z).
LMDD Célculo de la mediana y del desvio absoluto mediano.

FSTORD A un vector y de n componentes, establece el j-ésimo estadistico de orden.

Reglas de almacenamiento de matrices y vectores

1. Una matriz completa F(n x m) es almacenada por columnas en un arreglo bidimen-

sional F(N,M) con M=m y N=n de la siguiente forma:

F(1,1) F(1,2) F(1,M)
o, | F@D FR2) F(2,M)
F(N,1) F(N2) F(N,M)

2. Una matriz triangular superior T(n x n) es almacenada por columnas en un arreglo
unidimensional T(NCOV) con NCOV= n *(n+1)/2 de la siguiente forma (modo

compacto de almacenamiento):

T(1) T(2) T@4) --- T(NCOV-N+1)
T(3) T(5) -+ coveeeenn
T— | ... o T(6) - e
T(NCOV)

3. Una matriz triangular inferior T(n x n) es almacenada por filas en un arreglo
unidimensional T(NCOV) con NCOV= n * (n+1)/2 de la siguiente forma (modo

compacto de almacenamiento):

T(L) e e e e

T(2) T(3) v e e
T— 1 T(4) T(5) T(6) -« --vvv-

T(NCOV-N+1) -+ ... ... T(NCOV)
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4. Una matriz simétrica S(n x n) es almacenada en un arreglo unidimensional S(NCOV)

con NCOV=n * (n+1)/2 de la siguiente forma (modo compacto o simétrico de al-

macenamiento):
5(1) S(2) S@4) --- S(NCOV — N +1)
S S(2) S(3) S(5) - e
S(4) S(5) S(6) - i
S(NCOV - N +1) - - ... S(NCOV)

5. Las componentes de un vector y de longitud » son generalmente almacenadas en los
n primeros lugares de un arreglo unidimensional Y(NY) con NY> n. Ocasionalmente

son almacenados con un incremento IYE de la siguiente forma:

Y1 Y2 o Un —  Y(1), YAYE+1),...Y((N-1)*(IYE+1)) si IYE > 0,

UL Y2t — Y((N-1)* [IYE| +1), -~ Y(|IYE | +1),Y(1) si IYE < 0.
En ambos casos N=n, y NY > ((N-1)*[IYE|+1)).

6. Algunas veces la i-ésima fila 2] de la matriz completa X(n x m), almacenada en un
arreglo X(N,M) (con M=m y N=n), debe ser asignada a un arreglo unidimensional
Y(NY) tal que aparezca en la lista de los pardmetros de la subrutina. En este caso,
la fila esta nombrada por sus primeros elementos X(I,1) con I=i, por lo tanto, de

acuerdo con las reglas de almacenamiento FORTRAN, el arreglo

contiene los elementos

Ti+1,1 Tit+1,2  Titl,3
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de X. Por lo tanto los m elementos de z! seran ordenados en

Y(1), YAYE+1), Y(2¥IYE+1),Y(3*IYE+1),...,Y(NY),

donde IYE=N y NY=(M-1)*N+1. Notemos que los primeros i-1 elementos de la
primera columna de X y los n-i iltimos elementos de la tdltima columna no son almace-

nadosen Y.

7. Algunas veces la j-ésima columna de la matriz completa X(n x m), almacenada en un
arreglo X(N,M) (con M=m y N=n), debe ser asignada a un arreglo unidimensional
Y(NY) tal que aparezca en la lista de los pardmetros de la subrutina. En este
caso, la columna esta nombrada por sus primeros elementos X(1,J) con J=j, por lo
tanto, de acuerdo con las reglas de almacenamiento FORTRAN, sus elementos son

almacenados en Y (1),Y(2),..., Y(N). La condicién NY> n se debe cumplir.

El software ROBETH posee dos versiones disponibes: la de simple y la de doble
precisién para las subrutinas de utilidad y para la aritmética de vectores y matrices.
Las subrutinas de simple precisién toman los pardmetros y almacenan sus resultados en
simple precisién. Cualquier producto por escalares se ejecuta en doble precisién, ain

cuando la subrutina esté en simple precisién.
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Apéndice B

Cémo utilizar el ROBETH

A continuacién se da un detalle de cudles fueron los pasos seguidos para poner a punto
las subrutinas, mediante el ejemplo de la subrutina MSS.

a) Escribir el programa en Microsoft Word donde se debe especificar:

e El enlace con ROBETH mediante: library(“robeth”,T) Esta conexién se debe

ingresar antes de la llamada de los pardmetros.

e Los pardmetros de entrada, indicados con Imput(I). Observar que nn y med no se
ingresan, segun se vié en “Argumentos que no deben aparecer en las funciones S”.

Para el caso de nuestro ejemplo escribir:

n <-4
a <—c¢(9,15,-2,-4,3,5,7,1,—-8,6)
b <-1¢(2,0,-3,5,-2,1,3,0,1,4)

e Los comentarios, que deben comenzar con el simbolo #, por ejemplo: # Producto

de dos matrices simétricas A(nxn) por B(nxn).
¢ El llamado a la subrutina con: s<-mss(a,b,n)
e Los pardmetros de salida, indicados con Output(O).

respuesta < — s$respuesta

respuesta
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b) Copiar con el mouse, el programa escrito en Microsoft Word.

¢) Una vez abierto el programa S-PLUS, pegar el programa realizado en Word.

Ejemplo:
# Subrutina MSS (simple precision)
# Producto de dos matrices simétricas A(nxn) por B(nxn). (A es simétricasi A = AT).

# Ejemplo: A(4x4)-B(4x4)=C(4x4)

9 15 -4 7 2 0 5 3 19 -37 18 51

15 -2 3 1 0 -3 -2 0 B 48 O 83 52

43 5 8| |5 21 1| | 7 19 -20 -39

7 1 -8 6 3 0 1 4 -8 13 31 37
# compact storage mode compact storage mode
library(robeth,T)

# Ingresar el orden (n) de la matriz A y B.

n<-4

# Ingresar los elementos de A y B, en el sentido de las columnas

# en vectores a 'y b de dimensién (nx(n+1)/2), “compact storage mode”.
a <- ¢(9,15,-2,-4,3,5,7,1,-8,6)

b <-¢(2,0,-3,5,-2,1,3,0,1,4)

s <- mss(a,b,n)

respuesta <- s$c

respuesta

rm(a,b,n,respuesta)
Salida en S-PLUS

> respuesta

9

(1] 2] [3] [ 4]
1] 19 -37 18 51
2] 48 0 83 52
3] -7 -19 -29 -39
4] -8 13 31 37
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Observacién: Los ejemplos numéricos para probar las subrutinas de servicio referentes
a la aritmética de vectores y matrices fueron tomados del Jealy [11] y del Johnson and
Wichern [12]; y para las distribuciones y funciones de densidad del Kendall and Stuart
[13] [14], Rohatgi [24] [25], Rice [23] y Leén Garcia [17].

’
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