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Resumen

En el estudio de las dlgebras relacionadas a las légicas no-cléasicas, los semirreticulos
(distributivos) estan siempre presentes. Por ejemplo, la semantica algebraica del
fragmento {—, A, T} de la légica intuicionista modal es la variedad de los semi-
rreticulos implicativos, que son una clase especial de semirreticulos distributivos.
En esta tesis, introducimos y estudiamos la clase de semirreticulos distributivos aco-
tados dotados de operadores modales que cumplen con la condicién de monotonia.
Estudiamos una teoria de representacion para estas dlgebras usando las extensiones
canodnicas y desarrollamos una dualidad completa a través de espacios sober. Dichos
resultados son aplicables, bajo modificaciones menores, al estudio de los reticulos
distributivos acotados, los semirreticulos implicativos, las dlgebras de Heyting y a
las algebras de Boole con operadores monotonos. Mostraremos cémo nuestra dua-
lidad se extiende a algunos casos particulares. En el caso de las algebras de Boole,
nuestra dualidad incluye, como casos particulares, las dadas en [12] y [31].

Las légicas modales mono6tonas han surgido en distintas areas de aplicacién,
como por ejemplo, asociadas a ciertas semanticas utilizadas en computacion tedrica
e inteligencia artificial. Usando la dualidad desarrollada, estudiaremos algunas ex-
tensiones obtenidas a partir de un sistema deductivo basado en semirreticulos con
operadores modales mondtonos. A estos sistemas deductivos los dotaremos de una
semantica de entornos, y nuestro objetivo principal es probar la completitud de estas
extensiones con respecto a una clase caracteristica de marcos mondétonos.

La variedad de las dlgebras de Boole con operadores modales mondtonos es dual-
mente equivalente a dos clases de marcos mondétonos generales descriptivos. Clari-
ficaremos este fendmeno mostrando que existe una correspondencia biyectiva entre
estas dos clases. Hablaremos sobre algunas clases de marcos de entornos monétonos
generales, tales como las clases de punto compacto, imagen compacto y marcos
mondtonos generales repletos, y estudiaremos las relaciones entre ellos. También
probaremos que las nociones de marco monétono punto compacto, e imagen com-

pacto se preservan bajo morfismos acotados fuertes.



vi



Abstract

In the study of algebras related to non-classical logics, (distributive) semilattices
are always present in the background. For example, the algebraic semantic of
the {—, A, T }-fragment of intuitionistic logic is the variety of implicative meet-
semilattices, which are distributive semilattices. In this thesis we introduce and
study the class of distributive meet-semilattices endowed with monotonic modal
operators. We study the representation theory of these algebras using the theory
of canonical extensions and we give a topological duality (Stone style) for them.
Also, we show how our new duality extends to some particular subclasses. So, most
of the results given in this paper are applicable, with minor modifications, to the
study of bounded distributive lattices, implicative semilattices, Heyting algebras,
and Boolean algebras with monotonic operators. We note that in the particular
case of Boolean algebras our duality yields the duality given in [12] and [31].
Monotone modal logics have emerged in several application areas such as com-
puter science and social choice theory. Using the developed duality, we study some
extensions obtained from a semilattice based deductive system with monotonic
modal operators. We give neighborhood semantics, and our main objective is to
prove completeness with respect to a characteristic classes of monotonic frames.
The variety of Boolean algebras with monotonic modal operators is dually equiv-
alent to two classes of descriptive general monotonic frames. We shall clarify this
phenomenon showing that there exists a bijective correspondence between these two
classes. We shall discuss some classes of general monotonic neighborhood frames,
such as the classes of point-compact, image compact and replete general m-frames,
and we shall study the relationships between them. We shall also prove that the
notions of point-compact, and image-compact monotonic frames are preserved by

strong bounded morphisms.
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Introduccion

Es conocido que las dlgebras de Boole con operadores modales son la semantica alge-
braica de las logicas modales clasicas. Usando la representacion topologica de Stone
para las algebras de Boole, toda algebra de Boole con un operador modal puede ser
representada como una estructura relacional [I6]. Esta representacién tiene un rol
importante en el estudio de muchas extensiones de logicas modales normales [16] y
l6gicas modales monétonas [I8] [31I]. Por otro lado, en el estudio de las élgebras
relacionadas a las logicas no clasicas, los semireticulos estan siempre presentes en
el trasfondo. Por ejemplo, la seméntica algebraica del fragmento {—, A, T} de la
légica intuicionista es la variedad de los semirreticulos implicativos [8] [17], y es
conocido que todo semirreticulo implicativo es distributivo en el sentido de [30] o
[9]. Una representacion topoldgica para semirreticulos distributivos usando espacios
sober fue estudiada en [30] por G. Gréatzer. Alli se desarrolla una representaciéon para
semirreticulos distributivos con supremo y primer elemento. Esta representacion se
extiende a una dualidad topolégica en [9] y [13]. En [9], Celani desarrolla una dua-
lidad completa entre semirreticulos distributivos con infimo y ultimo elemento (que
son duales a los semirreticulos con supremo y primer elemento) y ciertos espacios
topoldgicos ordenados. La principal novedad de [9] es la caracterizacién de los homo-
morfismos de semirreticulos que preservan el ultimo elemento por medio de ciertas
relaciones binarias. Para semirreticulos implicativos existe una representacién si-
milar en [§]. Mas adelante, en [I3], Calomino y Celani completan y simplifican
esta dualidad, dando una definicion equivalente de los espacios topolégicos sin uti-
lizar el orden. También existe otra representacién topoldgica para la clase de los
semirreticulos distributivos que es importante mencionar. En [4], Bezhanishvili y
Jansana han desarrollado una dualidad utilizando ciertos espacios de Priestley dota-
dos de un subconjunto distinguido y algunas propiedades adicionales, llamados es-
pacios de Priestley generalizados, pero no la trataremos en esta tesis.

El principal objetivo de este trabajo es estudiar una dualidad (utilizando es-

pacios sober) completa para semirreticulos distributivos dotados con operadores
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monotonos. Asi, muchos de los resultados dados en este trabajo son aplicables, bajo
modificaciones menores, al estudio de reticulos distributivos acotados, semirreticulos
implicativos, algebras de Heyting, y algebras de Boole con operadores mondtonos.
Notemos que en el caso particular de las algebras de Boole, nuestra dualidad incluye
las dadas en [12] y [31]. Para ello, utilizaremos las extensiones canénicas. Las exten-
siones candnicas fueron introducidas por Jénsson y Tarski para estudiar las algebras
de Boole con operadores. El mayor propédsito fue facilitar la identificacién del dual
de las operaciones adicionales sobre un reticulo. Desde su trabajo seminal, la teoria
de las extensiones canénicas ha sido simplificada y generalizada por |23} 20], llevando
a una amplia teoria aplicable mas alla del conjunto Booleano original. Usaremos
estas extensiones como una herramienta para el desarrollo de una teoria de métodos
relacionales, en una manera algebraica.

En un sentido amplio, un sistema deductivo modal monétono §,, es un sistema
deductivo en un lenguaje proposicional con un operador modal m que satisface
la regla de monotonia: si p ks ¢, entonces mp s mq. Las légicas modales
mondtonas han surgido en muchas areas de aplicacién como ciencia de la com-
putacién y la teoria de la eleccién social. Pueden ser definidas y estudiadas sobre
diferentes sistemas deductivos o logicas proposicionales como la légica intuicionista,
o algin fragmento de las légicas clasicas. En este trabajo, enfocaremos nuestra
atencién en los sistemas deductivos con un lenguaje que tiene un conectivo de con-
juncién A y dos modalidades [J y ¢. Ya que el lenguaje que elegimos no tiene
negacion, las modalidades no son interdefinibles. Las légicas modales mondtonas
clasicas son interpretadas seméanticamente por medio de marcos de entornos [18] [31]
[33]. Esta clase de esctructuras provee una generalizacién de la seméntica basada
en las semanticas de Kripke. Todo marco de entornos produce un algebra de Boole
dotada de un operador mondtono, llamada algebra mondétona. Y reciprocamente,
toda dlgebra mondtona define un marco de entornos (ver [31] o [12]). También es
posible considerar l6gicas modales mondtonas definidas sobre la logica intuicionista.
Por ejemplo, en [42], Kojima considera semanticas de entornos para la légica modal
intuicionista, y define un marco de entornos como una tripla (W, <, N) donde N
es una funcién de entornos, que es una aplicacién de W en P(P(W)) que satis-
face la condicién de decrecimiento, es decir, N(z) O N(y), cuando x < y (ver
Definicién 3.1 de [42]). Logicas modales mondtonas basadas sobre la légica intui-
cionista también son estudiadas en [56]. Es muy conocido que los marcos de Kripke
no constituyen una adecuada semantica para logicas modales donde vale la regla

de monotonia pero el secuente mp A mq s, m(p A q) no es vélido. En cambio,
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las 16gicas modales mondtonas (no normales) son interpretadas sobre marcos de en-
tornos mondétonos, donde la relacion de Kripke que interpreta al operador modal es
reemplazada por una multirelacién monétona. Las seménticas de entornos fueron
inventadas en 1970 por Scott y Montague, independientemente, y luego Segerberg
presentd algunos resultados basicos sobre modelos de entornos y sobre las logicas
modales clasicas que los corresponden. Estos y otros resultados destacados pueden
ser encontrados en el libro de Chellas [18] y en el libro de Pacuit [50]. Desde entonces
se han considerado semanticas de entornos para logicas mas alla del caso clasico.
En este trabajo estudiaremos sistemas deductivos definidos a partir de una clase
de semirreticulos distributivos acotados con operadores monodtonos y utilizaremos
la dualidad desarrollada para construir marcos de entornos ordenados, pero como
tenemos dos modalidades, definiremos dos tipos de marcos de entornos ordenados.
A diferencia del caso clasico, necesitaremos dos multirelaciones para ocuparnos de
las modalidades no interdefinibles. Si uno esta interesado en estudiar el fragmento
con solo una de estas modalidades, entonces el mismo estudio puede ser realizado
teniendo en cuenta solo un tipo de marcos y descartando las nociones para la modal-
idad excluida y todos los resultados seguirian valiendo.

La variedad de algebras de Boole con un operador modal mondétono es dualmente
equivalente a dos clases de marcos de entornos monétonos generales. En [31], la dua-
lidad topolédgica estda basada en los llamados marcos mondtonos descriptivos. Por
otro lado, en [12], la dualidad esté basada sobre una clase mas restringida de mar-
cos monotonos descriptivos. En este trabajo clarificaremos este fendémeno mostrando
que existe una correspondencia biyectiva entre estas dos clases y estudiaremos algu-
nas clases especiales de marcos generales que son generalizaciones de las nocion de
modelo monétono modalmente saturado estudiado en [I1]. Estudiaremos las clases
de marcos monotonos generales punto compactos, imagen compactos y repletos, y
las relaciones entre ellas. También probaremos que algunas de estas nociones se
preservan bajo morfismos acotados fuertes.

Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:

El Capitulo [1] estd dedicado a recordar nociones generales que nos seran de uti-
lidad durante el resto de la tesis. Para ser mas especificos, recordamos las defini-
ciones y propiedades bésicas de algebra universal, reticulos, semirreticulos, algebras
de Boole, topologia general, categorias, algunas dualidades topoldgicas estilo Stone
y las nociones basicas de las extensiones candnicas.

En el Capitulo [2| introducimos la clase de semirreticulos distributivos con opera-

dores mondtonos y estudiamos una dualidad para ellos. En la Seccién [2.1] definimos
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la categoria de semirreticulos distributivos monétonos con homomorfismos y damos
algunos ejemplos. En la Seccion mostramos los conjuntos duales a los ideales de
orden, que son los conjuntos saturados y compactos del espacio dual de los semi-
rreticulos distributivos. Utilizando este hecho, en la Seccién identificamos las
estructuras topologicas que son los elementos cerrados y abiertos de la extensién
canodnica y estudiamos las extensiones del operador mondtono. De la construccion
de las extensiones candnicas, en la Seccién 2.4 daremos una representacién topolégica
de los semirreticulos distributivos con operadores mondtonos basada en DS-espacios
que han sido dotados con relaciones para interpretar el operador. En la Seccién [2.5
completamos la dualidad topoldgica y estudiaremos la representacién para los homo-
morfismos de semirreticulos distributivos con operadores monétonos. Finalizamos
este capitulo mostrando una equivalencia categorial, entre la categoria de los semi-
rreticulos distributivos con homomorfismos y los DS-espacios con A-relaciones.

En el Capitulo [3| consideramos algunas aplicaciones de la dualidad desarrol-
lada en el capitulo anterior. En la Seccién [B.I] utilizando la dualidad desarrol-
lada, probamos que la validez de algunas férmulas especificas se conserva en las
extensiones candnicas o en las extensiones canonicas duales. Para ello, estudiamos
condiciones adicionales que deben cumplir las relaciones que representan a cada
operador. En la Seccién estudiamos los semirreticulos distributivos modales, es
decir, con un operador que cumple las mismas condiciones que un homomorfismo
de semirreticulos. Mostraremos como conectar la relaciéon asociada al operador con
la A-relacion dual. Luego, consideramos algunas variedades importantes que tienen
reductos de semirreticulo distributivo y mostramos como nuestra nueva dualidad se
relaciona con algunas de las ya existentes en la literatura. En la Seccion |3.3| con-
sideramos los semirreticulos implicativos con un operador monoétono. Repasamos la
dualidad estilo Stone dada en [§] y estudiamos la implicaciéon como una operacién
mondtona més. En la Seccidén [3.4] consideramos los reticulos distributivos acotados
con operadores monotonos. En especial, estudiamos la condiciéon adicional que deben
cumplir las funciones espectrales para ser duales a los homomorfismos de reticulos
acotados que conmutan con operadores monoétonos. Por tltimo, mostraremos al-
gunos ejemplos de espacios duales.

En el Capitulo [ repasamos las dlgebras de Boole monétonas. Como tienen un
reducto de semirreticulo distributivo con operadores monétonos podemos construir
su espacio dual siguiendo las ideas del Capitulo[2] En la Seccién mostramos que
los DS-espacios mondtonos concuerdan con los espacios estudiados por S. Celani

n [12]. Como en las dlgebras de Boole tenemos la operacién de negacién, veremos
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como esto afecta a las relaciones asociadas a los operadores. Por otro lado, los
marcos de entornos mondtonos conforman la semantica relacional para las logicas
modales mondtonas. Esta semantica ha sido ampliamente estudiada por diversos au-
tores. En la Seccion 4.2 recordamos las definiciones de marcos monétonos generales
y morfismos acotados. En la Seccién 4.3, recordamos la dualidad topoldgica dada

n [31], basada sobre los llamados marcos mondtonos descriptivos, que probamos
que son equivalentes a los DS-espacios monétonos estudiados en [12]. También es-
tudiamos algunas clases especiales de marcos generales que surgen de generalizar las
propiedades que definen los marcos mondtonos descriptivos. En la Seccién [4.4] estu-
diamos algunas propiedades que son preservadas por medio de morfismos acotados
suryectivos.

En el Capitulo |5l mostramos una aplicacién de la dualidad para la légica. En
este capitulo, seguiremos el enfoque de Jansana, trabajando con légicas modales
monotonas autoextensionales. En la Seccién [5.1| recordamos algunas definiciones
bésicas y algunos resultados dados en [36]. En la Seccién [5.2| definimos los sistemas
deductivos con los que trabajaremos, a partir de variedades generadas por clases
de semirreticulos distributivos monétonos. En la Seccién [5.3] definimos los marcos
adecuados para trabajar en este lenguaje mas restringido y construimos las algebras
complejas a partir de ellos. Por otro lado, mostramos cémo construir marcos a
partir de semirreticulos distributivos con operadores monétonos. En la Seccién [5.4
probamos que algunas férmulas modales en el lenguaje modal estan caracterizadas
por ciertas condiciones definidas en marcos monoétonos ordenados. En la Seccion [5.5
utilizamos los marcos de entornos y las correspondencias de la seccion anterior para
probar completitud de ciertos sistemas deductivos monétonos.

El ultimo capitulo esta destinado a comentar algunos resultados y a realizar
algunas consideraciones finales.

El contenido del Capitulo [2 y algunas secciones de los Capitulos [3] y [4] forman
parte del trabajo Monotonic distributive semilattices, publicado en la revista Order
([15]). EIl contenido del Capitulo {4] forma parte del trabajo Remarks on general
monotonic neighborhood frames, publicado en la revista Journal of Multiple-Valued
Logic and Soft Computing ([14]). Finalmente, el contenido del Capitulos [5| forma

parte de trabajos en preparacion.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos las definiciones y los resultado basicos sobre algebra
universal, teoria de categorias, topologia, semirreticulos distributivos, reticulos dis-
tributivos acotados, algebras de Heyting, semirreticulos implicativos, algebras de
Boole, l6gica modal, extensiones candnicas y algunas dualidades topologicas. También
fijaremos la notacion que vamos a utilizar para facilitar la lectura posterior. En este

capitulo sélo consideraremos las nociones necesarias para el desarrollo de esta tesis.

1.1 Nociones de teoria de categorias, algebra uni-

versal y topologia

Existe una amplia bibliografia sobre los temas centrales basicos del Algebra Univer-
sal, topologia general y teoria de categorias. Un estudio detallado de estas nociones
puede verse en [7], [49] y [25]. En esta seccién hablaremos brevemente de estas y
otras nociones basicas para hacer el trabajo lo mas autocontenido posible.

Algebra universal

Definicién 1.1.1. Un tipo de dlgebras es un conjunto § de simbolos de funciones
tales que un entero no negativo n es asignado para cada miembro f de §. Este

entero es llamado la aridad de f,y f es llamado un simbolo de funcién n-ario.

Definicién 1.1.2. Si § es un tipo de algebras entonces un dlgebra A de tipo § es
un par (A, F') donde A es un conjunto no vacio y F' es una familia de operaciones
finitarias sobre A indexadas por el tipo § tal que para cada simbolo de funciéon f en
T existe una operacién n-aria f# sobre A. El conjunto A es llamado el universo de
A = (A, F) y cada f# es llamada una operacion fundamental de A. Por simplicidad,

7



1.1 Nociones de teoria de categorias, algebra universal y topologia Preliminares

escribiremos f en vez de f# cuando no exista confusién. Si F es finito, por ejemplo

F=A{fi,..., fe}, escribiremos (A, f1,..., fx) en vez de (A, F).

Definicién 1.1.3. Sean A y B dos algebras del mismo tipo. Entonces B es una
subdlgebra de A si B C A y cada operacion fundamental de B es la restriccion de
la operacion correspondiente de A. Un subuniverso de A es un subconjunto B de

A que es cerrado bajo las operaciones de A.

Definicién 1.1.4. Sean A y B algebras del mismo tipo. Una aplicacion h: A — B
es llamada un homomorfismo de A en B si para cada simbolo de funcién n-ario
f € § y para todo aq,...,a, € A tenemos

h(far,...,a0)) = B (R(ar), ..., h(ay)). (1.1)

Definicién 1.1.5. Sean A y B dos algebras del mismo tipo §. Entonces una
funciéon h: A — B es un isomorfismo de A en B si h es un homomorfismo inyectivo
y suryectivo. En este caso diremos que A es isomorfa a B y escribiremos A = B.
Un monomorfismo es un homomorfismo h : A — B inyectivo. Un epimorfismo es
un homomorfismo suryectivo. Si existe un epimorfismo entre las algebras A y B

diremos que B es una imagen homomorfa de A.

Es trivial ver que si consideramos un homomorfismo h: A — B, entonces tenemos
que h[A] = {h(a) : a € A}, con las operaciones de B restringidas a este conjunto, es

una subdlgebra de B. Esta subdalgebra de B es una imagen homomorfa de A.

Definicién 1.1.6. Sea {A; : j € J} una familia de algebras del mismo tipo §. El
producto directo de {A; : j € J} es un dlgebra con universo A = H A; tal que para
jed
todo simbolo de funcién f € §, para todo aq,...,a, € H A, y para todo i € I,
jed
Aar, ... a,)(0) = fA(a(i), ..., an(i))

es decir, fA se define coordenada a coordenada.

Definicién 1.1.7. Denotaremos por clase de conjuntos a toda familia de conjuntos.
Una clase no vacia K de algebras de tipo § es llamada variedad si es cerrada bajo

subdlgebras, imagenes homomorfas y productos directos.

Conjuntos ordenados

Sea X un conjunto no vacifo. Denotaremos por P(X) al dlgebra del conjunto
potencia. El complemento de un subconjunto Y C X sera denotado por Y — X o
Ye.
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Definicién 1.1.8. Sea (X, <) un conjunto ordenado.

1. Un subconjunto Y C X es creciente si para todo x € X y para todoy € Y

tal que y < x, entonces x € Y.

2. Similarmente, un subconjunto Y C X es decreciente si para todo x € X y

para todo y € Y tal que x <y, entonces x € Y.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. El menor subconjunto creciente

que contiene a un subconjunto Y C X es el conjunto
Y)={reX:IyeY(y<a)}

y el menor subconjunto decreciente que contiene a un subconjunto ¥ C X es el

conjunto
Y]={zeX:IyeY(x<yl

SiY = {y}, entonces escribiremos [y) y (y] en vez de [{y}) v ({y}], respectivamente.
Observemos que Y es un subconjunto creciente (resp. subconjunto decreciente) si
Y =[Y) (resp. Y = (Y]). El conjunto de todos los subconjuntos crecientes (resp.
subconjuntos decrecientes) de X sera denotado por Up(X) (resp. Dw(X)).

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Sea Y un subconjunto no vacio de X. Recorde-
mos que x es el supremo de Y, y lo simbolizaremos x = supY é z = \/ Y, si es la
menor de las cotas superiores. Por otro lado, recordemos que x es el infimo de Y,
y lo simbolizaremos x = inf Y 6 x = A 'Y, si es la mayor de las cotas inferiores. Se
puede probar que si un subconjunto tiene supremo y/o infimo, éstos son tnicos.

Dados dos conjuntos parcialmente ordenados (X, <x) y (Y, <y), un isomorfismo
de orden de (X, <x) a (Y,<y) es una funcién f: X — Y con la propiedad que
para cada z e y en X, x <x y si y solo si f(z) <y f(y). Todo isomorfismo de
orden es inyectivo pero no necesariamente suryectivo. Decimos que los conjuntos
parcialmente ordenados (X, <x) y (Y, <y) son isomorfos si existe un isomorfismo
de orden suryectivo f: X — Y.

Topologia

Definicién 1.1.9. Sea X un conjunto y sea 7 una familia de subconjuntos de X.
Diremos que T es una topologia definida en X y que el par (X,7T) es un espacio

topoldgico, si se cumplen las siguientes condiciones:

1. X,0eT,
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2. para cada subfamilia {U; € T :i € 1} de T, U U eT,

il

3. para cada subfamilia finita {Uy,...,U,} de T, {Ui,..., U} € T.

Los elementos de 7 son llamados subconjuntos abiertos del espacio topolégico.

Definicién 1.1.10. Sea X un conjunto. Una base para una topologia sobre X es

una coleccién B de subconjuntos de X, llamados elementos bdsicos, tales que:

1. Para cada z € X, hay al menos un elemento basico B tal que x € B.

2. Six € BN By, donde By y B, son elementos basicos, entonces existe Bs € B
tal que x € B3y B3 C By N Bs.

Definicién 1.1.11. Sea B una base. La topologia generada por B es la topologia T

que cumple:
U € T sipara cada x € U, existe B € Btal quex € By B C U.

Teorema 1.1.12. Sea B una base para una topologia T sobre X. FEntonces la

coleccion de todas las uniones de elementos de B es igual a T .

Definicién 1.1.13. Sea X un conjunto. Una subbase para una topologia sobre X
es una coleccién S de subconjuntos de X cuya unién es igual a X. La topologia
generada por S se define como la coleccién T de todas las uniones de intersecciones

finitas de elementos de S.

Definicién 1.1.14. Una coleccién A de subconjuntos del espacio X se dice que
cubre X, o que es un cubrimiento de X, si la unién de todos los elementos de A
coincide con X. Un espacio X se dice compacto si de cada cubrimiento por conjuntos

abiertos A de X podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre X.

Definicién 1.1.15. Dados dos espacios topoldgicos (X, Tx), (Y, Ty), diremos que
una funcién f : X — Y es continua si para todo conjunto abierto V en Y la
preimagen f~1(V) = {z € X : f(z) € V} es un abierto en X. f es llamada un
homeomorfismo si f es biyectiva, y ademds, f y f~! son continuas. En este caso

decimos que los espacios son homeomorfos.

Un subconjunto Y de un espacio topoldgico (X, T) es un cerrrado si el comple-

mento X — Y es abierto. La coleccion de todos los subconjuntos cerrados de un

10
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espacio topolégico (X, T) sera denotada por C (X). Por otro lado, la coleccién de
los subconjuntos abiertos-cerrados de (X, 7T) sera denotada por Clop (X).
Recordemos que si (X, 7)) es un espacio topoldgico e Y es un subconjunto de X
entonces la familia 7y = {UNY : U € T} de subconjuntos de Y es una topologfa
sobre Y llamada la topologia relativa y el espacio topoldgico (Y, Ty ) es un subespacio
de (X, T).
Teoria de categorias

Definicién 1.1.16. Una categoria C consta de:
1. Una coleccion de C-objetos,
2. una coleccién de C-morfismos,

3. operaciones que asignan a cada C-morfismo f un C-objecto domf (el “dominio”
de f) y un C-objecto codf (el “codominio” de f),

4. Una operacién que asigna a cada par (g, f) de C-morfismos con domg = codf,
un C-morfismo go f, llamada la composicién de f y ¢, con dom(go f) = domf
y cod(g o f) = codyg, es decir g o f: domf — codg, y tal que si f: A — B,
g: B—Cyh:C— D, entonces (hog)o f=ho(go f),

5. Para cada C-objeto A existe un C-morfismo Ids: A — A, llamado el morfismo
identidad sobre A, tal que para cualquier morfismo f: B — Ay g: A — C se
cumple que Idgo f=fygolds=g.

Un morfismo f: A — B de una categoria C es un monomorfismo en C si para
cualquier par g,h: C — A de C-morfismos, la igualdad f o g = f o h implica que
g = h. Un morfismo f: A — B de una categoria C es un epimorfismo en C si para
cualquier par g,h: B — C de C-morfismos, la igualdad g o f = h o f implica que
g = h. Un morfismo f: A — B de una categoria C es un isomorfismo o invertible
en C si existe un C-morfismo g: B — A tal que go f = Ids y fog = Idg. Todo
isomorfismo es monomorfismo y epimorfismo pero el reciproco no es cierto en general.
Dada una categoria C denominamos su categoria dual CP a la categoria que tiene
los mismos objetos que C y cuyos morfismos son de la forma f: B — A para cada
C-morfismo f: A — B. La composiciéon f° o g°? esta definida cuando g o f estd
definida en C y se cumple que f o g%? = (g o f)°’. Notar que domf? = codf y
cod(f?) = domf.

11
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Definicién 1.1.17. Sean C y D dos categorias. Diremos que F': C — D es un funtor

covariante si asigna

1. a cada C-objeto A, un D-objeto F'(A),
2. a cada C-morfismo f: A — B, un D-morfismo F(f): F'(A) — F(B), tal que

(a) F(Ida) = Idpca) para todo C-objeto A, y
(b) F(go f)=F(g)o F(f), siempre que go f esté definido.

A un funtor covariante G: C — D lo llamaremos contravariante de C en D. El
funtor identidad 1c: C — C es el que 1¢(A) = A para todo C-objeto y le(f) = f
para todo C-morfismo. Una transformacion natural entre los funtores covariantes
F,G: C — D es una asignacion 7 que asigna a cada C-objeto A, un D-morfismo
Ta: F(A) — G(A) tal que para todo C-morfismo f: A — B, g0 F(f) = G(f) o 7a.
Un funtor covariante F': C — D es un isomorfismo de categorias si existe un funtor
G:D — Ctal que GoF = 1lcy FoG = 1p. En este caso, decimos que C
y D son isomorfas y denotamos C = D. Dada una transformaciéon natural 7, si
para cada C-objeto A, 74 es un isomorfismo en D decimos que 7 es un isomorfismo
natural. Denotamos los isomorfimos naturales por 7: F' = (. Un funtor F': C — D
es llamado una equivalencia de categorias si existe un funtor G: D — C y existen
isomorfismos naturales 7: 10 = Go F' 'y 0: 1p = F o G del funtor identidad sobre
C en G o F y del funtor identidad sobre D en F o G. Las Categorias C y D son
equivalentes si existe una equivalencia F': C — D. Por tultimo, diremos que las

categorias C y D son dualmente equivalentes si C y D son equivalentes.

1.2 Nociones de reticulos y semirreticulos

Incluimos algunas propiedades elementales de los semirreticulos distributivos que

son necesarias para este trabajo. Para mas detalles consultar [9], [17] y [13].

Definicién 1.2.1. Un semirreticulo superior es un algebra A = (A, V) tal que la

operacion V es binaria y cumple para todo x,y,z € A
l.zvVx=u=xa,
2. zVy=yVuz,
3. (xVy)Vz=2zV(yV2).

12
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Un semirreticulo inferior es un dlgebra A = (A, A) tal que la operacién A es binaria

y cumple para todo z,y,z € A
l. 2Nz ==,
2.z Ny=yAuz,
3. (zAyY)ANz=x A (yA2).

Teorema 1.2.2. Sea A = (A, V) un semirreticulo superior. Si en A definimos una
relacion binaria < por:
a<b&saVb=b,

entonces (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, donde
sup{a,b} =aVb.

Andlogamente, sea A = (A, \) un semirreticulo inferior. Si en A definimos una
relacion binaria < por:
a<bsalNb=a,

entonces (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, donde
inf {a,b} =a AD.
En ambos casos este orden es conocido como el orden natural del semirreticulo.

Definicién 1.2.3. Sea L un conjunto no vacio. Un reticulo es un dlgebra (L, V, A)
dotada de dos operaciones binarias V y A tal que (L, V) es un semirreticulo superior

y (L, A) es un semirreticulo inferior.

Definicién 1.2.4. Sea L un reticulo. L se dice distributivo si para todo a,b,c € L

se verifica la siguiente propiedad:
aV(bAc)=(aVb)A(aVe).
Es sencillo comprobar que la propiedad anterior es equivalente a:
aN(bVe)=(anb)V(aAc)

Definicién 1.2.5. Un semirreticulo superior acotado es un algebra A = (A, V,0)
tal que (A, V) es un semirreticulo superior y 0 es una operacién 0-aria que cumple

aV 0 = a para todo a € A. Analogamente, un semirreticulo inferior acotado es un

13
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algebra A = (A, A, 1) tal que (A, A) es un semirreticulo inferior y 1 es una operacién
0-aria que cumple a A 1 = a para todo a € A. Un reticulo acotado es una estructura
algebraica A = (A, V, A,0,1) donde A = (A,V,0) y A = (A, A, 1) son semirreticulos

acotados.

A partir de ahora, el término semirreticulo referira a semirreticulo inferior aco-
tado, a menos que se indique lo contrario. Como ejemplo tenemos que para cada
conjunto parcialmente ordenado (X, <), la estructura Up(X) = (Up(X),N, X) es

un semirreticulo.

Teorema 1.2.6. Sea A = (A, A, 1) un semirreticulo finito. Entonces A es un

reticulo donde la operacion V definida por

avb= \(a)N[D)).

Un ejemplo importante de reticulos distributivos con operadores son las dlgebras
de Boole, introducidas por George Boole a principios del siglo XIX con el objetivo

de dar una interpretacion algebraica de la Légica Proposicional Clasica.

Definicién 1.2.7. Un dlgebra de Boole es una estructura B = (B,V,A,—,0,1)
con dos operaciones binarias, una operacién unaria y dos operaciones O-arias que

satisfacen:

1. (B,V,A,0,1) es un reticulo distributivo acotado.

2. Paratodobe B,bV-b=1ybA-b=0.

Definicién 1.2.8. Sea A un semirreticulo. Un subconjunto F' C A es un filtro de A
si es un subconjunto creciente no vacio (1 € F') tal que para todo a,b € F, aAb € F.

Denotaremos al conjunto de todos los filtros de A por Fi(A).

Es fécil ver que Fi(A) es cerrado bajo intersecciones arbitrarias. El filtro gene-
rado por el subconjunto X C A serd denotado por F'(X). Si X = {a}, F({a}) =
F(a) = [a). Diremos que un filtro propio es irreducible o primo si para todo par de
filtros I}, F» tales que F' = F} N Fy, se sigue que F' = F} o F = F,. Denotaremos
al conjunto de todos los filtros irreducibles de un semirreticulo A por X (A). En el
caso de las dlgebras de Boole tenemos que los filtros irreducibles coinciden con los

llamados filtros primos y ultrafiltros.

Teorema 1.2.9. Sea A un dlgebra de Boole. Sea P un filtro propio de A. Entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

14
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1. P es un filtro irreducible.

2. P es filtro primo, es decir, para todo a,b € A si aV b € P entoncesa € P o
be P.

3. P es un ultrafiltro, es decir, si para todo K € Fi(A) tal que P C K entonces
P=K o K=A.

Definicién 1.2.10. Sea A un semirreticulo. Un conjunto no vacio I C A es llamado
un ¢deal de orden si es un subconjunto decreciente y para todo a,b € I tenemos que
existe ¢ € [ tal que a,b < c¢. Denotaremos al conjunto de todos los ideales de orden

de un semirreticulo A por Id(A).

La nocién de ideal de orden es una generalizacion de la nocion de ideal en
reticulos. En esta ultima estructura algebraica ambas nociones coinciden como

enunciaremos a continuacion.

Definicién 1.2.11. Sea A un reticulo. Un ideal es un subconjunto no vacio I de A

decreciente y tal que para todo a,b € I tenemos que a Vb € 1.

Teorema 1.2.12. Sea A un reticulo. Entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
1. I es un ideal,
2. I es un ideal de orden.

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de reticulos distributivos es
el teorema de separacion, Teorema del filtro Primo, o también conocido como el
Teorema de Birkhoff-Stone. Este resultado es luego generalizado por Gratzer para
semirreticulos superiores acotados distributivos en [30]. Una prueba del siguiente

teorema puede ser encontrado en [9].

Teorema 1.2.13. Sea A un semirreticulo. Sea F' € Fi(A) y sea I € Id(A) tal que
FNI=0. Entonces existe P € X(A) tal que FC Py PNI=04.

Los semirreticulos aparecen como una generalizaciéon natural de los reticulos.
Similarmente, los semirreticulos distributivos actiian como una generalizacién natu-

ral de los reticulos distributivos.

Definicién 1.2.14. Un semirreticulo A es distributivo si para todo a,b,c € A tales

que a A b < c existen ay,b; € A tales que a < a1, b < by yc=a; Ab.
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Se puede probar que un semirreticulo A es distributivo [30, 9] si y sélo si el
reticulo de sus filtros es distributivo. Recordemos que en un semirreticulo distribu-
tivo A, un filtro F' es irreducible si y s6lo si A — F' = F° es un ideal de orden. De
forma equivalente, en un semirreticulo distributivo A, un filtro F' es irreducible si
y s6lo si para cada a,b € A tales que a,b ¢ F, existen ¢ ¢ F'y f € F tales que
aNf<cybAf<c([13,09).

Como se sigue de [30, Section I1.5, Lemma 1], un reticulo (A, vV, A) es distributivo
sii el reducto (A, A) es un semirreticulo inferior distributivo. La clase de los semi-
rreticulos distributivos no es una variedad, y tenemos que la variedad generada por
esta es la clase de todos los semirreticulos. Los semirreticulos distributivos aparecen

en muchas estructuras algebraicas ordenadas como veremos a continuacion.

Ejemplo 1.2.1. Una tupla (A, A, —) es un semirreticulo implicativo (ver [I7]) si
(A, A) es un semirreticulo, y la operacién — es adjunto a derecha de A, es decir,
para cualquier a,b,c € A, a Ab < csii a < b — c¢. Los semirreticulos que son
reductos de semirreticulos implicativos son siempre distributivos y acotados, ver [4].

La clase de los semirreticulos implicativos es una variedad.

Ejemplo 1.2.2. Un dlgebra de Heyting es un algebra (A,V,A,—,0,1) tal que
(A,V,A,0,1) es un reticulo acotado, y (A4, A, —) es un semirreticulo implicativo.
Luego, los reticulos subyacentes en las algebras de Heyting son siempre reticulos

distributivos acotados.

Las dlgebras de Heyting fueron introducidas por Arend Heyting (1930) para
formalizar la logica intuicionista. Al igual que las algebras de Boole, las algebras de
Heyting forman una variedad. Ademas, tenemos que toda algebra de Boole es un
algebra de Heyting donde a — b esta definida como —a VV b. Las algebras de Heyting

actian como los modelos algebraicos de la légica intuicionista.

Ejemplo 1.2.3. Ejemplos fundamentales de las estructuras mencionadas estan aso-
ciados a conjuntos parcialmente ordenados. Para cada conjunto parcialmente or-
denado (X, <) la estructura (Up(X),N,=>) es un semirreticulo implicativo acotado

donde la implicaciéon = esta definida por
U=V={rzeX:|[x)nUCV},
para cada U,V € Up(X). Entonces, (Up(X),U,N,=,0, X) es un algebra de Heyt-

ing.
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Definicién 1.2.15. Sean A, B dos semirreticulos. Una aplicacién h: A — B es
llamada un homomorfismo de semirreticulos si h(a) A h(b) = h(a A b) para cada
a,be Ay h(1) =1.

Sea A un semirreticulo distributivo. Consideremos el conjunto parcialmente

ordenado (X (A),C) y la aplicacion Sa: A — Up(X(A)) definida por
fala) ={P € X(A):ac€ P}.

Por conveniencia, omitimos el subindice de (5, cuando no exista posibilidad de
confusién.
Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema de representacién para

semirreticulos distributivos que puede hallarse en [9.

Teorema 1.2.16. Sea A un semirreticulo distributivo. Entonces, la aplicacion

fa: A— Up(X(A)) es un monomorfismo de A en Up(X(A)).

1.2.1 DS-espacios

En esta subseccién recordamos los espacios topolégicos duales de los semirreticulos
distributivos, cuya construccién fue dada en [I3] y [9] y damos algunas definiciones
que luego extenderemos. Estos espacios duales estan basados en los espacios dados
por Gritzer en [30].

Sea (X,T) un espacio topolégico. Denotaremos por KO(X) al conjunto de
todos los subconjuntos abiertos y compactos de X y sea D(X) el conjunto de sus
complementados, es decir, D(X) = {U : U¢ € KO(X)}. Recordemos que la clausura
de un subconjunto es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que lo contienen.
La clausura de un subconjunto Y C X serd denotada por cl(Y'). Recordemos que
un subconjunto Y C X es saturado si es interseccion de conjuntos abiertos. El
menor conjunto saturado que contiene a Y es la saturacion de Y y serd denotada
por sat(Y).

Recordemos que un espacio topoldgico (X, T) es Tj si para todo =,y € X existe
un abierto que contiene uno de los puntos y no contiene el otro. En todo espacio
topolégico (X, T) podemos definir el preorden de especializacion de la siguiente
manera: x = y siy solo si z € cl({y}) = cl(y) para z,y € X. Es féacil ver que <
es una relacion reflexiva y transitiva. Si X es Ty entonces la relaciéon < es un orden
parcial. El orden dual de < serd denotado por <, es decir, z < y siy sélosiy € cl(x).
Ademis, si X es Ty entonces cl(x) = [z), sat(Y) = (Y], y cada subconjunto abierto

(resp. cerrado) es un subconjunto decreciente (resp. creciente) respecto a <.
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Recordemos que un subconjunto cerrado no vacio Y C X de un espacio topolégico
(X, T) es irreducible siY C ZUW para subconjuntos cerrados Z y W implica Y C Z
oY CW.

Definicién 1.2.17. Un espacio topoldgico (X, T) es sober si para cada conjunto

cerrado irreducible Y C X existe un tnico z € X tal que cl(z) =Y.

Para més informacién sobre espacios sober ver [29] o [51]. Como propiedad
importante tenemos que todo espacio sober es Ty. Veamos una equivalencia de esta
definicién que serd muy utilizada lo largo del trabajo. Un subconjunto K C X es
llamado dirigido si para cualquier z,y € K existe z € K tal que x < z y y < 2.
Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto K C X es llamado

dualmente dirigido si para cualquier x,y € K existe z € K tal que z <x y z < .

Teorema 1.2.18. [13] Sea (X,T) un espacio topoldgico con una base K de sub-
conjuntos abiertos y compactos para T. Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. (X, T) es sober

2. (X, T)esToy (WU :U € L}INY # 0 para cada subconjunto cerrado Y y para
cualquier subconjunto dualmente dirigido L C K tal que Y NU # 0 para todo
UelL.

La siguiente definicién es equivalente a la definicién dada por G. Grétzer en [30].
Definicién 1.2.19. [I3] Un DS-espacio es un espacio topoldgico (X, T) tal que:

1. El conjunto de todos los subconjuntos compactos y abiertos KO(X) forma

una base para la topologia T sobre X.
2. (X, T) es sober.

Los DS-espacios son los espacios topologicos dualesa los semirreticulos distribu-
tivos. Es facil comprobar que si (X, 7) es un DS-espacio, entonces (D(X), N, X) es
un semirreticulo distributivo (ver [30]).

Por otra parte, sea A un semirreticulo distributivo. Consideremos la familia de
subconjuntos de X (A) dada por Ka = {f(a)¢: a € A}. Es facil ver que K4 cumple
las condiciones para ser una base topoldgica y sea Ta la topologia generada por
ella. Entonces, (X(A),Ta) es un DS-espacio, llamado el espacio dual de A (ver
[9 v [13]). El orden dual al orden de especializacién del espacio (X (A),Ta) es la
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relacién de inclusiéon C, es decir, @ € cl(P) sii P C ). Una caracteristica impor-
tante de mencionar es que dado un semirreticulo distributivo A, los reticulos Fi(A)
y C(X(A)) son dualmente isomorfos bajo las aplicaciones ¢: Fi(A) — C(X(A))
donde

Y(F)={PeX(A):FCP}=(\{Ba):acF}
para cada F' € Fi(A) y ¢: C(X(A)) — Fi(A), donde

o(Y)={a€c A:Y Cp(a)}

para cada Y € C(X(A)).

Como es de esperarse, tenemos que todo DS-espacio (X, T) es homeomorfo al
espacio topolégico (X (D(X)),Tpx)) v que todo semirreticulo distributivo A =
(A, A\, 1) es un algebra isomorfa por medio de la aplicacién fa al semirreticulo dis-
tributivo D(X(A)) = (D(X(A)),N, X(A)).

Tenemos dos categorias dualmente equivalentes. La primera es la conformada por
los semirreticulos distributivos como objetos y los homomorfismos de semirreticulos

como morfismos
DSH = semirreticulos distributivos 4+ homorfismos.

La segunda categoria es la conformada por los DS-espacios como objetos y cuyos
morfismos son relaciones binarias llamadas A-relaciones, en las que profundizaremos
mas adelante

TSR = DS-espacios + A-relaciones.

1.2.2 Espacios de Stone

En 1936, Stone publica su recordado articulo [57] sobre la representacion topolégica
para las algebras de Boole. Posteriormente, el mismo Stone, generaliza dicha rep-
resentacion a las variedades de los reticulos distributivos acotados y de las algebras
de Heyting en [58]. Como las algebras de Boole tienen reductos de semirreticulos
distributivos, los DS-espacios pueden verse como una generalizaciéon de los espacios

de Stone. Primero recordemos algunas definiciones.

Definicién 1.2.20. Un espacio topoldgico (X, T) se dird cero-dimensional si tiene
una base de conjuntos abiertos-cerrados. Un espacio topoldgico (X, T) se dird Haus-
dorff o Ty si dado cualquier par de puntos distintos z,y € X existen conjuntos

abiertos y disjuntos U,V talesquex €e U ey € V.
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Definicién 1.2.21. Un espacio de Stone, también llamado espacio Booleano, es
un espacio topolégico (X, 7T) que es cero dimensional, Ty y compacto. Equivalente-
mente, un espacio de Stone es un espacio totalmente disconexo y compacto. Notemos

que cada espacio de Stone es Hausdorff (ver [2] para més detalles).

Todo espacio topologico Hausdorff es sober. Es facil comprobar que todo espacio
de Stone es un DS-espacio y que KO(X) = D(X) = Clop(X). Por lo tanto tenemos
que si (X,T) es un espacio de Stone, entonces Clop (X) es una base para T y la
estructura Clop (X) = (Clop (X),U,N,—,0, X) es una algebra de Boole donde la
negacién — estd dada por =U = X — U para todo U € Clop(X). Dicha élgebra es
llamada dlgebra dual del espacio (X, T).

Por otro lado, para cada algebra de Boole A podemos asociar un espacio de
Stone (X (A),7Ta) con la topologia Ta determinada por la base KO = [[A] =
{B(a) | a € A}, donde recordemos que 3 (a) = {z € X (A) | a € x}. De nuevo, todo
espacio de Stone (X, T') es homeomorfo al espacio topolégico (X (Clop(X)), Tciop(x))
y que toda algebra de Boole A es isomorfa por medio de la aplicacién g al algebra
Clop(X(A)).

Tenemos dos categorias dualmente equivalentes. La primera es la conformada
por las algebras de Boole como objetos y los homomorfismos de algebras de Boole
como morfismos. La segunda categoria es la conformada por los espacios de Stone
como objetos y cuyos morfismos son funciones continuas, que pueden ser vistas como

un caso particular de las A-relaciones.

1.3 Loégica modal

El nacimiento de la l6gica modal como disciplina matematica se sitia a principios del
siglo XX con los trabajos de C.I. Lewis. En sus trabajos, Lewis desarroll6 calculos
deductivos para la implicacién estricta, una modalidad binaria, que en algunos casos
se define a partir de un operador de posibilidad y en otros a partir de un operador de
imposibilidad. Pero la principal diferencia entre la l6gica modal moderna y el trabajo
de Lewis y sus contemporaneos es que este ultimo es esencialmente sintactico. La
tradicion sintactica inaugurada por Lewis que alimenta la légica moderna pero a
esta se le suman la tradicion algebraica y la semantica. En esta seccién haremos un
breve resumen de los conceptos basicos. Para més detalles ver [5] o [1§].

El lenguaje modal bdsico esta definido usando un conjunto de letras proposi-

cionales (simbolos proposicionales o variables proposicionales) Var cuyos elementos
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son usualmente denotadas p, ¢, r, etc., y un operador modal unario [J. Las férmulas

¢ bien construidas del lenguaje modal béasico estan dadas por las reglas

¢ u=plLl=¢leVello,

donde p puede ser cualquier elemento de Var. Podemos definir un operador
modal dual ¢ de la siguiente manera: (¢¢ := —[J-¢. También, usaremos las abre-
viaturas clasicas para la conjuncion, implicacion, bi-implicacién y la constante de
verdad: @ A @ = =(mp V =), ¢ = ¢ = 2V, ¢ <> 0= (¢ = p) A(p = §)
y T := —=L. Denotaremos por Form al conjunto de féormulas bien construidas del
lenguaje modal basico.

Una sustitucion es una aplicacion o: Var — Form. Una sustitucion induce una

aplicacion @: Form — Form que se define recursivamente como sigue:

g(l) = L

a(p) = olp)
a(—¢) = —o(¢)
a(pVve) = o(¢)Va(l)
o(0y) = O(@(v))

Cuando no haya riesgo de confusién, denotaremos a la extension solo con el simbolo
de la sustitucion. Diremos que una férmula y es una instancia de sustitucion de

si existe una sustitucién 7 tal que 7(¢) = x.

Definicién 1.3.1. Una ldgica modal normal L es un conjunto de férmulas que
contiene todas las tautologias, O(p — ¢) — (Op — Ogq), es cerrado bajo modus

ponens, bajo sustitucién y bajo la regla de necesidad: si ¢ € L entonces (¢ € L.

A la menor légica modal normal se la conoce como la légica K. Dada una légica
L, a las férmulas que pertenecen a L las llamaremos teoremas de L. Los siguientes

son teoremas de toda légica normal para férmulas ¢ y ¢ cualesquiera:
L. O(p A ) < (Do AOy),
2. (o VvDUp) = LoV ),
3. O(o V) < (0o V Op),
4. OB A @) = (0d A Op),
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5. O < —o.

La clase de las algebras modales, es decir, algebras de Boole dotadas con un

operador modal normal, es la semdantica algebraica de las 16gicas modales normales.

1.3.1 Semantica de Kripke

Es con la obra de Kripke ([44 45, [46]) que se introduce la seméntica conocida como
semantica de mundos posibles. Es la semantica estandar para la logica modal.

Un marco de Kripke para el lenguaje modal basico es un par § = (W, R) tal
que W es un conjunto no vacio, llamado conjunto de estados, y R es una relacion
binaria sobre W.

Un modelo de Kripke para el lenguaje modal basico es un par 9t = (§F, V), donde
$ es un marco para el lenguaje modal basico, y V' es una funciéon que asigna a cada
letra proposicional p un subconjunto V(p) de W. Informalmente pensamos a V' (p)
como el conjunto de puntos en nuestro modelo donde p es verdadero. La funcion
V' es llamada una valuacidn. Dado un modelo 9 = (§, V), decimos que I esta
basado sobre el marco §, o que § es el marco subyacente en 901.

Sea un modelo M = (W, R, V) y w € W. Entonces definimos inductivamente la
nocion de una formula verdadera en M en w como sigue:

1. M, wE psiiw € V(p), donde p € Var,

2. M, wF L nunca,

3. M, w E ¢ sii no vale M, w E ¢,

4. MwE VY sii MwFE ¢ o M, wkE Y,

5. M, w F L sii para todo v € W tal que Rwv tenemos M, v F ¢.

Se sigue de esta definicién que M, w F Q¢ si y solo si para algin v € W con
Rwwv, tenemos M, v F ¢. Finalmente, diremos que un conjunto de férmulas X es
verdadero en un elemento w de un modelo 2, notacion: M, w E X, si todos las
formulas de ¥ son verdaderas en w.

La valuacion V' de las letras proposicionales se extiende a formulas arbitrarias de

forma tal que V' (¢) siempre denote al conjunto de estados en los que ¢ es verdadero:

V(p) :={w: Mwk ¢}
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Una férmula ¢ es vdlida en un modelo 9 (notaciéon: M E ¢) si es verdadera en
todos los puntos de M (es decir si M, w E ¢ para todo w € W). Una férmula ¢
es satisfacible en un modelo M si existe algin elemento w en 9 en el cual ¢ es
verdadero; una férmula es refutable en un modelo si su negacion es satisfacible.

Un conjunto de férmulas ¥ es valido (satisfacible, respectivamente) en un mod-
elo M si M, w E 3 para todos los elementos w en M (algin elemento w en M,
respectivamente).

Una féormula ¢ es valida en el marco §, denotado por § F ¢, si es véalida en todo
modelo 9t basado sobre § (es decir, M = (F,V)). Un conjunto de férmulas ¥ es
valido en un marco § si 9 F X para todos los modelos 991 basados sobre §.

Supongamos que C es una clase de marcos. Una férmula ¢ € Form es vialida
en C, denotado por F¢c ¢, si § E ¢ para todo § € C. En toda clase de marcos C,
el conjunto de todas las férmulas validas en todo marco perteneciente a C es una
l6gica normal, llamada la légica de C. Por otro lado, todo teorema de la menor

l6gica modal normal K es valido en todo marco y en todo modelo.

1.3.2 Semantica de entornos

Como fue mencionado, todos los teoremas de la menor l6gica modal normal K son
validos en todos los modelos de Kripke y también lo son las siguientes reglas de

inferencia:

(RE) De ¢ <> 1, inferimos ¢ «» [,
(RM) De ¢ — 1, inferimos O¢ — ),
(Nec) De ¢, inferimos (.

Para muchas interpretaciones, estas férmulas y reglas son relativamente no con-
troversiales. Sin embargo, en algunas interpretaciones del lenguaje modal bésico,
la validez de una o mas férmulas y reglas de inferencia puede ser cuestionada. Las
l6gicas modales que no incluyen una o mas de estas féormulas y/o reglas son llamadas
légicas modales no normales. Es en este contexto que las estructuras de entornos
surgen como semantica de algunas de estas légicas, siendo una generalizaciéon de las
estructuras tipo Kripke. Mientras que los marcos de Kripke asocian a cada elemento
w con un unico conjunto de elementos (la imagen del elemento por la relacién de
Kripke), los marcos de entornos asocian a cada w con multiples conjuntos. Lo que

sigue estd basado en el libro [50].
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Sea W un conjunto no vacio. Una funcién N: W — P(P(W)) es llamada una
funcion de entornos. Un par (W, N) es llamado un marco de entornos si W es un
conjunto no vacio, llamado conjunto de estados, y N es una funcion de entornos. A
veces es conveniente tratar a la funcién de entornos N: W — P(P(W)) como una
relacion. Mas precisamente, cada funcion de entornos N corresponde a una relacion
Ry CW xP(W) tal que para cualquier w € W, X € P(W), wRyX sii X € N(w).

Supongamos que F = (W, N) es un marco de entornos. Un modelo basado en F
es una tupla (W, N, V), donde V : Var — P(W) es una funcién valuacién.

Supongamos que M = (W, N, V) es un modelo de entornos y que w € W. La
verdad de las féormulas ¢ € Form en w se define por recursién sobre la estructura

de ¢:
1. M,wE psiiw e V(p) donde p € Var,
9. M,wE | nunca,
3. M, w E = sii no vale M, w E ¢
4. MiwE VY sii M,wkE ¢ 6 M,wE ),
5. M,wE Q¢ sii V(¢) € N(w) donde V(¢) = {w : M,w FE ¢}.

Notar que esta definicién implica que M,w F O¢ sii W — V(¢) ¢ N(w), es decir,
V(=¢) ¢ N(w). Cada funcién de entornos N: W — P(P(W)) puede ser asociada
con un operador my: P(W) — P(W) como sigue: para X C W, my(X) = {w :
X € N(w)}. Intuitivamente, mx(X) es el conjunto de estados en los cuales X es
necesario. Notemos que my(V(¢)) = {w : V(¢) € N(w)} = V(09).

La definiciones de verdad y validez de una férmula en un modelo, en un marco y
en una clase de marco son analogas a las dadas para marcos de Kripke. La definicién
de verdad de los operadores modales (items 4 y 5 en la Definicién anterior) fue elegida
para asegurar que [J y ¢ son duales.

Definiciones alternativas de verdad para los operadores modales basicos pueden
ser encontradas en la literatura. En particular, David Lewis (1973) introdujo una
variedad de operadores modales interpretados sobre modelos de entornos (incluyendo
los definidos debajo) en su libro Counterfactuals. Para comparar estas definiciones
diferentes, extenderemos el lenguaje modal basico con las siguientes modalidades:
(), (],() vy []. Sea M = (W,N,V) una estructura de entornos. La verdad en un

estado w € W para estas modalidades esta dado por:
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1. M,wE (]¢ sii existe X € N(w) tal que para todo v € X, M,v F ¢.

2. M,wE [ )¢ sii para todo X € N(w), existe v € X tal que M, v F ¢.

3. M,wE ()¢ sii existe X € N(w) tal que existe v € X, tal que M, v F ¢.
4. M,w E []¢ sii para todo X € N(w), para todo v € X, M,v E ¢.

La primera observacién es que sélo hay dos modalidades primitivas. De hecho,

las siguientes férmulas valen sobre todos los modelos de entornos:
L (J¢ < =[)o.
2. [l¢ < ~()~¢.

Las modalidades (| y [) definidas sobre otras 1dgicas jugaran un rol importante

en esta tesis. Por eso enunciamos el siguiente lema.

Lema 1.3.2. [50/ Sea M = (W, N, V) un modelo de entornos. Entonces, para cada
weWw,

1. si M,w E Q¢ entonces M, w E (|o; y
2. si M,wE [ )¢ entonces M,w E O¢.

Demostracion. Sea M = (W, N, V) un modelo de entornos y w € W. Suponga-
mos que M, w F Q¢. Luego, V(¢) € N(w). Entonces, claramente, existe X € N(w)
tal que para cada v € X, M, v E ¢ (sea X = V(¢)). La prueba del segundo item es
andloga. |

Las reciprocas de ambas afirmaciones del lema anterior no valen en general.

Definicién 1.3.3. Un marco (W, N) de entornos es mondtono si N(w) es un sub-

conjunto creciente del conjunto ordenado (P(P(W)), C) para todo w € W.

Observacién 1.3.4. [50] Si F = (W, N) es un marco de entornos. Si ¢ — 9 es
vélida, entonces también lo es ( |¢ — ( |i. Por otro lado, Q¢ <> ( |¢ es valida sobre

F sii F es monotono.
Definicién 1.3.5. Una [dgica modal monotona L es un conjunto de férmulas que

1. contiene todas las tautologias,
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2. contiene la formula O(p A q¢) — (Op A Og),
3. contiene la férmula Cp < —O—p,

4. es cerrado bajo modus ponens, bajo sustitucion y bajo la regla: si ¢ <> ¢ € L
entonces Lo <» [ € L.

A la menor logica modal monétona se la conoce como la ldgica EM. Todo
teorema de la menor logica modal mondétona EM es valido en todo marco y en todo
modelo de entornos mondétono.

La clase de las algebras mondtonas, es decir, algebras de Boole dotadas con un

operador mondtono, es la semantica algebraica de las logicas modales mondtonas.

Observacién 1.3.6. La notacion que nosotros adoptamos para este trabajo sigue
la propuesta en [I2]. En la mayoria de la literatura, el operador [J mondtono se
interpreta al revés de como lo definimos en esta seccion, es decir, M,w F o
sii existe X € N(w) tal que para todo v € X, M,v F ¢. Tradicionalmente, el
simbolo [J tiene un cardcter universal, sin embargo, la interpretacion de la modalidad
mondétona tiene un componente universal y otro existencial, por la presencia de
ambos cuantificadores, que es lo que genera esta ambigiiedad en la notacién. Lo
mismo ocurre para el operador . Ademds, siguiendo la linea de trabajo de [12],

utilizaremos la relacién de entornos en vez de la funcién de entornos.

1.4 Extension Canonica

El estudio de las extensiones canénicas se originé con los trabajos [40],[41] de Jénsson
y Tarski para las dlgebra de Boole con operadores. La contribucién més impor-
tante de este trabajo es que proveyé una forma de transportar los beneficios y
la metodologia de trabajo de la dualidad para las dlgebras de Boole a distintas
clases de dlgebras con operaciones adicionales. Luego, Gehrke, Jénsson, Priestley y
Palmigiano, entre otros, generalizaron estos resultados a varios tipos de expansiones
de reticulos y mas adelante para conjuntos ordenados. En este apartado vamos
a estudiar las extensiones candnicas de un conjunto parcialmente ordenado. Las

definiciones y demostraciones estan basadas en [20], [23] y [22].

Definicién 1.4.1. Dado un conjunto parcialmente ordenado X una extension es
un isomorfismo de orden e: X — Y. Para simplificar la notacion, suprimimos al
isomorfismo e y directamente decimos que Y es una extensién de X, asumiendo a
X como subconjunto de Y.
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Definicién 1.4.2. Una extensién Y de un conjunto parcialmente ordenado X es

llamada una complecion si es un reticulo completo.

Ejemplo 1.4.1. La complecion de Dedekind-MacNeille de un conjunto parcial-
mente ordenado X es el menor reticulo completo que extiende X. La complecion de

Dedekind-MacNeille es tinica.
Definicién 1.4.3. Sea X un conjunto parcialmente ordenado.

e Un filtro de X es un subconjunto no vacio F' de X que satisface:

1. F es creciente, es decir, six € F', y € X,y x <y, entonces y € F,
2. F' es dualmente dirigido, es decir, si x,y € F', entonces existe z € F' tal
que z <z y 2z <.

e Un ideal de X es un subconjunto no vacio I de X que satisface:

1. I es decreciente, es decir, six € I, y € X, e y < x, entonces y € I;

2. I es dirigido, es decir, si z,y € I, entonces existe z € I tal que x < z e

y <z

Es claro que en un semirreticulo los conceptos coinciden con los de filtro de

semirreticulo e ideal de orden.

Definicién 1.4.4. Sea X un conjunto parcialmente ordenado e Y una extension.
Un elemento ¢ de Y es llamado cerrado si es el infimo en Y de algtn filtro F' de X, es
decir, ¢ = /\y F. Dualmente, un elemento a de Y es llamado abierto si es el supremo
en Y de algin ideal I de X, es decir a = \/y I. Denotaremos por K (Y)y O (Y) a

los conjuntos de todos los elementos cerrados y abiertos de Y respectivamente.

Definicién 1.4.5. Una extensiéon Y de un conjunto parcialmente ordenado X es

densa si para todo y € Y se cumple que

y:vy{c:cgyycescerrado}:/\y{a:ygayaesabierto}.

Definicién 1.4.6. Una extensién Y de un conjunto parcialmente ordenado X es
llamada compacta si dados D,U C X dos conjuntos no vacios, D dualmente dirigido
y U dirigido tales que A, D </, U, existen x € D e y € U tales que z < y.

Definicién 1.4.7. Una complecién Y de un conjunto parcialmente ordenado X que

es densa y compacta es llamada extension candnica.
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La anterior definiciéon coincide exactamente con las dadas anteriormente para
reticulos acotados, reticulos distributivos acotados y algebras de Boole. Se puede
hacer una construccion simple y directa de las extensiones canodnicas utilizando
conexiones de Galois entre filtros e ideales de un conjunto ordenado. Como las

necesitaremos méas adelante damos su definicién a continuacion.

Definicién 1.4.8. Sean X e Y dos conjuntos parcialmente ordenados. Una conexion
de Galois entre X e Y consiste en un par de aplicaciones que invierten el orden

f: X —=>Yyg:Y — X tales que para todo x € X e y € Y cumplen:

y<f(z)siysolosiz<gl(y).

Proposiciéon 1.4.9. Todo conjunto parcialmente ordenado X tiene una extension
canonica que es unica salvo isomorfismos. Por lo tanto, denotaremos a la extension
canonica de X como X°.

Enunciamos algunas propiedades de las extensiones candnicas.

Proposicién 1.4.10. Sean P y Q) dos conjuntos parcialmente ordenados. Deno-

taremos con P? al conjunto P con el orden parcial dual. Entonces:
1. (P?)7 = (P7)°.
2. K((P?)")=0(P°) yO((P?)") =K (P°).
3. (PxQ) =P xQ°.
4. K(PxQ)7)=K(P7) x K(Q) yO((PxQ)7)=0(P7)x0(Q7).

Una caracteristica clave de las extensiones canoénicas es que las podemos utilizar
para estudiar operaciones adicionales sobre el algebra a extender. Este hecho ha
sido utilizado para estudiar su representacién en los espacios topolégicos duales y
para estudiar seménticas relacionales de varias logicas correspondientes a algebras
de Boole con operadores y a expansiones de reticulos distributivos acotados, ya que
en estos casos la extensién canénica es (salvo isomorfismos) un algebra que puede
ser vista como el algebra compleja de alguna estructura relacional.

Dada una funcién f: X — Y mondtona creciente, podemos considerar dos

extensiones, la extensién canoénica f7: X7 — Y7 y la extensién candnica dual
fre X7 —=Y".
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Definicién 1.4.11. Sean X e Y conjuntos parcialmente ordenados y sea f: X — Y

una aplicacién monétona. Definimos las aplicaciones f7, f™: X% — Y mediante:

f"(u):\/{/\{f(a:):cgaseX}:cheK(X")},
= A{VU@:yzrextusyeox)}.

Estas definiciones de extension de operadores coinciden con las dadas anterior-
mente para reticulos acotados, reticulos distributivos acotados y dlgebras de Boole.
En el caso de los reticulos distributivos acotados, se mostré en [24] que estas exten-
siones satisfacen propiedades universales con respecto a ciertas topologias sobre las

extensiones canonicas.

Lema 1.4.12. Sea f: X — Y wuna funcion mondtona creciente entre conjuntos

parcialmente ordenados. Entonces
1. f7(c) = N{f(z): c <z € X} para todo c € K (X°).
2. fo(x) =\ {f°(c) : x> ce K (X°)} para todo x € X°.
3. f7(a) =\ {f(z):a>x€ X} para todo a € O (X?).
4. [T (@)= AN{f"(a): 2 <a€O(X?)} para todo v € X°.

Ademds f° y f"son mondtonas crecientes, f < f™, donde la igualdad vale en
K (X7)UO (X7). Ambas funciones mandan elementos cerrados a elementos cerrados

y elementos abiertos a elementos abiertos.

En el caso que queramos extender funciones en varias variables y/o que invierta
el orden en alguna de ellas, puede realizarse teniendo en cuenta las propiedades de
la extensién candnica enunciadas anteriormente.

Sean X,Y, Xy,..., X, conjuntos parcialmente ordenados. En caso de que la
funcién f: X — Y sea una aplicacion que invierte el orden, la extension candnica y

la candnica dual de f se definen de la siguiente manera:

e Consideramos la funcién g: X? — Y definida como g (z) = f (x) para todo
reX.

e Construimos las extensiones g%, g™ : (X 8)0 — Y.

e Como (X?)" = (X7)°, definimos f°, f*: X7 = ¥ como f7(z) = ¢° (v) y
/™ (z) = g™ (z) para todo z € X°.
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1.4 Extensiéon Candnica Preliminares

Sea f: [[\_; X; — Y una aplicacién que preserva el orden en algunas coor-
. . . n [ea
denadas y lo invierte en otras. Las extensiones f7, f™: ([[i_; Xi)” — Y7 se de-

finen calculando las respectivas extensiones en cada coordenada y recordando que
n o n o
(Hi:l Xi) - Hi:l Xi .

Definicién 1.4.13. Dada un dlgebra A = (A, {fi},c;) ¥ < un orden sobre A tal
que cada operacion f; preserva o invierte el orden en cada coordenada. Definimos
- 4 . Y Lo g __ (e (o2
dos extensiones del dlgebra A: la estensidn candnica A° = (A% {f7}, ;) v la ex-
./ 7/ . T _ o T 7’ 7/ .
tension canonica dual AT = <A A }i61>. Una clase se algebras es o—canonica o
m—canonica si es cerrada bajo extensiones candnicas o dual candnicas respectiva-

mente.
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Capitulo 2

Semirreticulos distributivos con

operadores monotonos

Las algebras de Boole mondtonas, es decir, algebras de Boole dotadas con un opera-
dor que preserva el orden, son una generalizacion de las dlgebras de Boole modales
normales. Esta clase de dlgebras conforma una variedad que tiene la caracteristica de
ser la seméntica algebraica de las logicas mondtonas. Trabajos sobre esta variedad
pueden encontrarse en [12], [31] y [32], en los que se probé que existe una duali-
dad entre las algebras de Boole mondtonas y los espacios de Stone dotados con una
relacion entre puntos del espacio y subconjuntos. También, es posible encontrar en la
literatura logicas modales mondtonas definidas sobre logicas no clésicas. Por ejem-
plo, en [42] y [56] los autores consideran 16gicas mondtonas basadas sobre la l6gica
intuicionista. Tanto en el estudio de las dlgebras relacionadas con légicas no clésicas
como en las clasicas, los semirreticulos distributivos estan presentes en muchas de
las estructuras. Por ejemplo, la seméntica algebraica del fragmento {—, A, T} de la
l6gica intuicionista en la variedad de los semirreticulos implicativos. Por lo tanto,
al estudiar légicas modales sobre distintas logicas, naturalmente surge la necesidad
de estudiar la clase de semirreticulos distributivos con operadores mondtonos.
Como hemos mencionado en el capitulo anterior, el estudio de las extensiones
candnicas para las algebras de Boole con operadores fue iniciado por Tarski y
Jonsson, donde consideraron operadores que preservan los supremos finitos. Mas
adelante, se generaliz6 esta teoria, permitiendo construir extensiones canoénicas de
conjuntos parcialmente ordenados con operaciones a las que sélo se les pide que
preserven o inviertan el orden. Las extensiones candnicas permiten conectar las

estructuras algebraicas con sus espacios topoldgicos duales y, por ende, permiten
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2.1 Preliminares Semirreticulos con operadores monotonos

encontrar una buena representacion de las operaciones adicionales.

En este capitulo introduciremos la clase de semirreticulos distributivos con ope-
radores monotonos y estudiaremos una dualidad para ellos basada en DS-espacios
que han sido dotados con relaciones para interpretar el operador, que surgen de
la construccion de las extensiones candnicas. Finalizamos este capitulo mostrando
una equivalencia categorial, entre la categoria de los semirreticulos distributivos con
homomorfismos y los DS-espacios con A-relaciones. El contenido de este capitulo
ha sido publicado y puede leerse en [15].

Los resultados aqui presentados pueden ser generalizados facilmente, utilizando
las extensiones canodnicas, a semirreticulos distributivos con operadores n-arios que
preserven o invierten el orden en cada coordenada. También, muchos de los resulta-
dos pueden ser aplicados, haciendo modificaciones menores, al estudio de reticulos
distributivos acotados, semirreticulos superiores distributivos, semirreticulos im-
plicativos, dlgebras de Heyting y algebras de Boole con operadores. Notemos que
en el caso particular de las algebras de Boole, la dualidad aqui mostrada extiende
la estudiada en [12] y [31].

2.1 Preliminares

Ahora vamos a definir la clase de semirreticulos distributivos mondétonos. Esta clase
no conforma una variedad, pero contiene muchas de las variedades mas estudiadas

de algebras con operadores.

Definicién 2.1.1. Sea A = (A, A, 1) un semirreticulo. Un operador mondtono es
un operador m : A — A que preserva el orden, es decir, que satisface la siguiente
condicién:

Si a < b, entonces ma < mb para todo a,b € A.

El siguiente resultado es inmediato.

Proposicién 2.1.2. Sea A un semirreticulo y sea sea m : A — A una funcion

unaria. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Para todo a,b € A, si a <b entonces ma < mb,

2. m(a Ab) < ma A mb para todo a,b € A.

Definicién 2.1.3. Sea A un semirreticulo distributivo. La tupla (A, mq,...,my,)
tal que cada m; es un operador monotono definido sobre A para 1 < ¢ < n es

llamado semarreticulo distributivo con operadores mondtonos.
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2.1 Preliminares Semirreticulos con operadores monotonos

Ejemplo 2.1.1. En las figuras y se muestran dos operadores mondtonos

definidos sobre el mismo semirreticulo distributivo.

Lommmmmmmmees el
Cl”/ __-9(C1
co~ C2

Figura 2.1: En este ejemplo tenemos que 0 = ma = m0, mb = b, mc,.1 = ¢, para

todon € Ny 1 =mc =ml.

Figura 2.2: En este ejemplo tenemos m0 = ¢;, 1 = ml = ma = mb = mc, para
n € N.

Ejemplo 2.1.2. Veamos dos ejemplos de semirreticulos distributivos con operadores
mondtonos construidos a partir de sistemas relacionales. Usaremos estos ejemplos
mas adelante, cuando desarrollemos la teoria de representacién y durante el capitulo
bl Ahora daremos una generalizacién de los marcos de entornos usados en logica

mondtona modal clasica que repasamos en el capitulo anterior.
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2.1 Preliminares Semirreticulos con operadores monotonos

e Consideremos primero una tripla (X, <, R) donde (X, <) es un conjunto or-
denado y R es un subconjunto de X x P(X) tal que si z < y, entonces
R(y) C R(x) para todo x,y € X. Para cada U € Up(X) definimos el conjunto

mr(U)={r € X :VZ € R(x) (ZNU #0)}. (2.1)
Se cumple que (Up(X), N, mg, X) es un semirreticulo distributivo monétono.

e Consideremos por otro lado una tripla (X, <, G) donde (X, <) es un conjunto
ordenado y G es un subconjunto de X x P(X) tal que si x < y, entonces
G(z) C G(y) para todo z,y € X. Para cada U € Up(X) definimos el conjunto

meU)={ze X :3Y €e G(z) (Y CU)}. (2.2)
También se cumple que (Up(X), N, mg, X) es un semirreticulo monétono.

Veamos por ejemplo el conjunto ordenado de la figura[2.3] Consideremos la relacién:

a,) = {{a1,as,a3}} paratodon € N

) = {{a1, a2, a3}, {az,a3}}

) = {{a17a27a3}7{a27a3}7 {@2,a4}}

= {{a1,as,a3}, {as, a3}, {as}}

= {{a, a2, a3}, {az, az}, {az, as}, {as}, {c}}.

La tripla (X, <, R) cumple con las condiciones del primer item y su operador
monétono asociado es: mg(0) = 0, mg([a1)) = {an : n € N}, mg([az)) = [c),
mp([d)) = mr({an : n € N}) = mg([b)) = mr(lan)) = [¢) U[d) para n > 3,
mg([c)) = mg([c) U[d)) = mr(X) = X.

Ejemplo 2.1.3. Las algebras de Boole con operadores modales, también llamadas
algebras modales normales estudiadas en [12], [31] y [33] tienen reductos de semir-

reticulos monétonos. Desarrollaremos mds acerca de este tema en el capitulo [4]

Ejemplo 2.1.4. La légica modal positiva fue introducida por Dunn en [19], y corres-
ponde al fragmento positivo de la relacion de consecuencia modal local definida por
la clase de todos los marcos de Kripke. La seméntica algebraica de este fragmento es
la variedad de las algebras modales positivas. Precisamente, un dlgebra modal pos-
itiva A = (A, V,A\,0,0,0,1) es un reticulo distributivo acotado A = (A, V,A,0,1)

con dos operadores modales unarios 1 y ¢ sobre A tal que para todo a,b € A,
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2.1 Preliminares Semirreticulos con operadores monotonos

a
as
as
3
¢ d
. B --memm oo o
X Up(X) Up(X)

Figura 2.3: Conjunto ordenado y el semirreticulo de partes crecientes dotado con el

operador mg.

1. O@Ab)=0anDb, 2. 01=1,
3. O(aVb)=~0aV Ob, 4. 00 =0,
5. OaAOb< O(anbd), 6. J(a Vvb) <OaV Ob.

Ejemplo 2.1.5. Las algebras de Heyting monadicas estudiadas por Monteiro, Esakia
y Bezhanishvili, entre otros, tienen reducto de semirreticulo distributivo con dos
operadores monétonos. Mds precisamente, siguiendo la notacién de [3], un algebra
(H,\,V,—,—,0,1,V,3) es un algebra de Heyting monadica si (H,A,V,—,—,0,1)
es un algebra de Heyting y V, 3 son operadores unarios sobre H que satisfacen las

siguientes condiciones para todo x,y € H:

1. Vo <z, r < dz,

2. V(z ANy) =V AVy, Jz VvV Iy =3I(zVy),
3. V1 =1, 30 =0,

4. Vdxr = dz, Ve = V.

5. d(Fx A y) = Jz A Ty,

Para evitar repeticion, en este capitulo estudiaremos semirreticulos distribu-
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2.2 Ideales y subconjuntos saturados Semirreticulos con operadores monotonos

tivos con sélo una operaciéon mondtona pero es muy sencillo trasladar los resultados
cuando se tienen varias modalidades. La clase de todos los semirreticulos distribu-
tivos con un operador mondtono sera denotada por MDS.

Para terminar, vamos a definir las flechas de la categoria que tiene como objetos

semirreticulos distributivos con un operador mondtono.

Definicién 2.1.4. Sean (A, m), (B,m) € MDS. Decimos que una aplicacién
h: A — B es un homomorfismo de semirreticulos con un operador mondotono si h es
un homomorfismo de semirreticulos que conmuta con m, es decir, si h(ma) = mh(a)

para todo a € A.

Denotaremos por MDSH a la categoria que tiene como objetos a los semir-
reticulos distributivos con un operador monétono y como flechas a los homomorfis-

mos recién definidos.

2.2 Ideales y subconjuntos saturados

Asi como los filtros de un semirreticulo distributivo se encuentran en correspondencia
dual con los cerrados de su DS-espacio asociado, en esta seccién presentaremos una
familia particular de conjuntos saturados que es dual a la familia de ideales de orden

del semirreticulo asociado al espacio.

Definicién 2.2.1. Sea (X,7) un DS-espacio. Un saturado bdsico especial es un

subconjunto Z C X tal que
Z=(\w:wecr}
para alguna familia dualmente dirigida £ C LO(X).

Denotaremos por S(X) al conjunto de todos los saturados bésicos especiales de
un DS-espacio (X, T). Notemos que todo saturado basico especial es en particular

un subconjunto saturado.

Lema 2.2.2. Los subconjuntos saturados bdsicos especiales de un DS-espacio (X, T)

son precisamente los subconjuntos compactos saturados de la topologia.

Demostracion. Sea Z un saturado basico especial. Probemos que es compacto.

Sea {O;}ic; un cubrimiento por abiertos de Z. Por hipdtesis existe una familia
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2.2 Ideales y subconjuntos saturados Semirreticulos con operadores monotonos

dualmente dirigida £ C KO(X) tal que Z = (\{W : W € L}. Luego, como
7 C UO"’ tenemos que Z N ﬂOf = (), es decir,

il el

(YW :WeLyn()O5=0.
i€l
Por ser (X, T) un DS-espacio tenemos que existe W € L tal que W N m 05 = (.
icl
Luego, W C U O; y como W es un subconjunto compacto existe una cantidad finita

iel
Oiyy...,0;, talque W C O;,U---UQO;,,. Luego, Z C W C O;,U---UQO;, . Por lo tanto

Z es un subconjunto compacto. Por otro lado, supongamos que Z es un subconjunto
compacto y saturado. Consideremos el conjunto £ = {WW € KO(X) : Z C W}.
Probemos que £ es un conjunto dualmente dirigido. Sean Wi, W, € L. Entonces
Z CWyy Z CWs, lo que implica Z C Wi, N W, Como Wy N W es interseccién de
bésicos, es un abierto y por lo tanto existen elementos {V;},c;r € KO(X) tales que

Z CWinNnW, = U V;. Como Z es compacto, existe una cantidad finita V;,...,V,,
iel
tal que Z C VU---UV,, € Wy NW, Esficil ver que VU ---U YV, € L,

Viu---uUV, CWyyViu---uUV,, €W, Esobvioque Z C({{W:W e L}
Como por hipétesis Z es saturado, Z = (\{O € T : Z C O}. Entonces para probar

la otra inclusiéon, sea O € T tal que Z C O. Como es un abierto, existen elementos
{Witier € KO(X) tales que Z C O = LJVVZ Como Z es compacto, existe una

iel
cantidad finita W1,... . W,, tal que Z C Wy U---UW,, € O. Es facil ver que

WiyJ---UW,, € Ly porlotanto ({W : W € L} C W, U---UW,, CO. En
conclusién, ({W W e L} C (VO eT:ZC0O} =727 |

Sea A € DS. Sea I € Id(A). Consideremos el siguiente subconjunto de X (A) :
a(I)=({Ba) :acI} ={PeX(A): INP =0}

Esté claro que o(7) es un saturado bésico especial de (X (A), Ta).
Por otro lado, sea Z C X(A) un saturado bésico especial de (X(A),7a) y

consideremos el subconjunto
Ian(Z)={a€ A:B(a)NZ =0}

Es facil ver que Io(Z) es un subconjunto decreciente de A. En el préximo teorema

probaremos que es un ideal de orden. Ademas probaremos que los ideales de orden
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2.2 Ideales y subconjuntos saturados Semirreticulos con operadores monotonos

estan en correspondencia biyectiva con la familia de subconjuntos saturados basicos

especiales del DS-espacio dual.

Teorema 2.2.3. Sea A un semirreticulo distributivo. Entonces los conjuntos par-
cialmente ordenados (Id(A), C) y (S(X(A)), C) son dualmente isomorfos.

Demostracion. Sea Z C X (A) un saturado basico especial de X (A). Probaremos
que Ia(Z) € Id(A) y Z = a(Ia(Z)). Ademds, si I es cualquier ideal de orden de
A, entonces probaremos que I = I (a(1)).

Es claro que I5(Z) es un subconjunto decreciente de A. Probemos primero que
es un conjunto dualmente dirigido. Sean a,b € Io(Z). Tenemos que Z N (fa(a) U
Ba(b)) = 0. Como Z = N{B(a)¢ : B(a)¢ € L} para alguna familia dualmente
dirigida £ C KCa y S(a) U S(b) es un subconjunto cerrado, existe fa(c)¢ € L tal que
B(0)° N (B(a) U B(B)) = D. Luego, fa) UB() C B(e) y Z N falc) = B, es decir,
a,b<cycé€Ia(Z). Por lo tanto, Io(Z) es un ideal de orden de A y tenemos que
a(Ia(Z)) = ({B(a) : Z C B(a)} C ({B(a) : B(a) € L} = Z. La otra inclusién
es inmediata.

Ahora, sea I € Id(A). Probaremos que Ia(a(l)) € I. Sea b € Ia(a(l)).
Entonces §(b) Na(I) = B(b)N("{B(a):a € I} =0. Como [a(b) es un subconjunto
cerrado, y la familia {8(a)¢ : a € I} es dualmente dirigida, obtenemos que existe
a € I tal que B(b) C B(a). Asi, b < a, y como I es un subconjunto decreciente,
tenemos que b € I. La otra inclusion es inmediata.

Luego, tenemos una funcién suryectiva a: Id(A) — S(X(A)) cuya inversa es
In: S(X(A)) — Id(A). Probemos que « es un isomorfismo de orden dual. Sean I
e I, dos ideales de A. Asumimos que I; C I5. Sea P € «a(ly). Entonces, PN I, = .
Se sigue que PN I; = (), es decir, P € a(1y).

Asumimos ahora que a(l1) C a(lz). Sea a € I y supongamos que a ¢ I. En-
tonces I1 N [a) = 0, asf existe P € X(A) tal que [a) C Py PNy = (. Se sigue que
P € «o(I1) pero P ¢ a(l3) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, a € I;. [

Observacién 2.2.4. Notemos que para cualquier a € A, a((a]) = f(a)".

Por simplicidad escribiremos «(a) en vez de «((a]). El dltimo resultado de la
seccién serd muy tutil para las demostraciones futuras. Recordemos que ¢(Y) = {a €
A:Y C fB(a)} es un filtro de A para todo Y cerrado del espacio dual.
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2.3 Extension candnica Semirreticulos con operadores monotonos

Proposicion 2.2.5. Sea A un semirreticulo distributivo, ¥ € C(X(A)) y Z €
S(X(A)). Entonces,

HY)YNIA(Z) =10 siysdlosiYNZ#.

Demostracion. Sea A un semirreticulo distributivo, Y € C(X(A))y Z € S(X(A)).
Supongamos que ¢(Y) N Ia(Z) = 0. Entonces, existe P € X(A) tal que ¢(Y) C P
y PNIA(Z) =10, es decir, P€Y y P € Z. Luego, Y N Z # (). La otra implicacién

es trivial. [

2.3 Extension candénica de semirreticulos con ope-

radores monotonos

Ahora, estamos en condiciones de identificar las estructuras topolégicas que son los
elementos cerrados y abiertos de la extensién candnica de un semirreticulo distribu-
tivo. Para las dlgebras de Boole, una forma de obtener una extensién canoénica es a
través del Teorema de Representacién de Stone. En este trabajo la idea es extrapolar
el enfoque para semirreticulos distributivos. Recordemos que en todo semirreticulo
puede definirse un orden parcial, por lo tanto todas definiciones y teoremas de la

seccion [I.4] pueden aplicarse.

Lema 2.3.1. Consideremos un semirreticulo distributivo A = (A, A\, 1). El dlgebra
(Up(X(A)),N,U, X(A),D) es una extension candnica de A, donde el isomorfismo
de orden es la funcion f y A = S[A] C Up(X(A)). La llamaremos ‘la’ extension

candnica de A.

Lema 2.3.2. Sea A un semirreticulo distributivo. Consideremos la extension
candnica (Up(X(A)),N,U, X(A),0) y el DS-espacio (X(A),Ta). Entonces, se

cumple que
K(Up(X(A))) =C(X(A)) y O(Up(X(A))) ={2°: Z € S(X(A))},

es decir, los elementos cerrados de la extension canonica son exactamente los con-
Juntos cerrados de la topologia y los elementos abiertos de la extension candonica son

los complementos de los saturados basicos especiales de la topologia.

La compacidad de la complecién (Up(X(A)),N, U, X(A),0) es una extensién
canonica de A se sigue de la proposicion [2.2.5 La densidad se sigue de observar
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2.3 Extension candnica Semirreticulos con operadores monotonos

que para todo U € Up(X(A)) vale que U = U [P) = U Y(P) y también U =
PeU PeU
ﬂ (P]° = U a(P°)°. Notemos que los abiertos de la extensién no son los abiertos

PgU PgU
de la topologia del espacio dual de A.

Dado A un semirreticulo distributivo, denotaremos a la extension canénica por

A? = (Up(X(A)),N,U, X(A),0).

Observacién 2.3.3. Dado un reticulo completo ', un elemento a es llamado com-
pletamente V-primo si a < \/ S implica que a € S para cada subconjunto S C C.
Dualmente se define a los elementos completamente A-primos. Denotemos por
J*(C) al conjunto de los elementos completamente V-primos y por M>°(C') al con-
junto de los completamente A-primos de C.

Sea A un semirreticulo distributivo. Todo elemento de Up(X(A)) es supremo
de elementos completamente V-primos y es infimo de elementos completamente A-
primos, donde J**(Up(X(A))) = {&(P) = [P) : P € X(A)} y M>(Up(X(A))) =
{a(P¢)¢ = (P]°: P X(A)}.

Ya mostramos cémo extender el reducto de semirreticulo distributivo. Sea
(A,m) € MDS. Veamos ahora cémo extender la estructura entera. Siguiendo
la construccién [1.4.11] tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.3.4 (Extension de operadores). Sea A un semirreticulo distributivo.

Dado un operador monétono m: A — A, definimos las aplicaciones
m?,m" : Up(X(A)) — Up(X(A))

por

m?(X) = J{[ J{B(ma) : Y C B(a)} : X 2Y € C(X(A))}

m™(X) = ({UtBma) : Z € Bla)} : X7 2 Z € S(X(A)}.

Definicién 2.3.5 (Extensién candnica). Sea (A, m) € MDS. Entonces definimos

la o-extension de A por
A7 = (A%, m%)
y la m-extensién de A por

A" = (A%, m").

Las dos extensiones de la aplicacion m definidas enteriormente no siempre son

iguales. El siguiente lema es una consecuencia de Lema 3.4 de [20].
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Lema 2.3.6. Sea (A,m) € MDS. Entonces, las aplicaciones m°, m™ son exten-
siones mondtonas de m, es decir, (Up(X(A)),m?), (Up(X(A)),m™) € MDS y para
todo a € A, m?(B(a)) = m™(S(a)) = B(ma). Ademds, m < m™ donde la igualdad
vale en K(Up(X(A))) UO(Up(X(A))). Para todo X € Up(X(A)), Y € C(X(A))
y Z € S(X(A)) se cumple que

) = U{m?(Y): X 2V e C(X(A))},

) = {B(ma):Y C Bla)},

) = M{m™(2°): X2 Z e S(X(A))},
z°) = U{B(ma): Z < f(a)°}.

Luego, las aplicaciones m?, m™ llevan conjuntos cerrados a conjuntos cerrados y
llevan complementos de conjuntos saturados bdsicos especiales a complementos de

conjuntos saturados bdsicos especiales.

Claramente ambas extensiones candnicas satisfacen las condiciones de compaci-
dad y densidad porque son propiedades que se heredan de los reductos distributivos.
Ademds, por como fueron definidas m? y m™ tenemos que su restriccién en [[A] es

la imagen de m bajo la aplicacién de representacién f3.

Proposiciéon 2.3.7. Sea A € MDS y sea B la o-extension candnica o la m-

extension canonica. Entonces A es isomorfa a una subdlgebra de B.

2.4 Representacion topolégica

En [12] se muestra que los espacios duales de las dlgebras de Boole con operadores
mondtonos son estructuras de la forma (X, T, R) tal que (X,7T) es un espacio de
Stone, y R es una relacién entre X y subconjuntos cerrados no vacios de X. En
este trabajo también representaremos el operador monétono m de un semirreticulo
distributivo A con una multirelacién, es decir una relacién entre elementos de X (A)
y subconjuntos del espacio topolégico dual. Para ello utilizaremos las dos posibles

extensiones del operador m.

Lema 2.4.1. Sea (A,m) € MDS y sea Z € S(X(A)). Entonces P € m™(Z¢) si y
sélo si m~Y(P)NIa(Z) # 0.

Demostracion. Sea (A, m) € MDS. Notemos que por definicién de m™ tenemos

que:
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Pem™(Z°) < daec Atalque P e f(ma)y Z C p(a)°
& dac Atalque ma € Pyac€ Ix(Z)
& m Y (P)NIA(Z) # 0.

para todo Z € S(X(A))y P € X(A). |

Asi, para X € Up(X(A)) obtenemos que:

Pem™(X) & VZeS(X(A)) tal que Z C X° tenemos P € m™(Z°)
& VZ e S(X(A)) tal que Z C X¢ tenemos m ™ (P) N Ia(Z) # .

Esta observacion nos induce la siguiente definicion.

Definicién 2.4.2 (S-Relacién). Definamos la relacién
R, C X(A) x S(X(A))

por
(P,Z) € Ry, siit m™Y(P) N Ia(Z) = 0. (2.3)

Consecuentemente, la operacién m™ sobre Up(X (A)) puede ser definida en términos

de la relacién R,,, como:

Pem™(X)siVZ € R, (P)[ZNX # 0.
Por otro lado, podemos definir otra multirelaciéon usando la operacién m?.

Lema 2.4.3. Sea (A,m) € MDS y sea Y € C(X(A)). Entonces P € m°(Y) siy
solo si p(Y) C m~1(P).

Demostracion. Sea (A, m) € MDS. Notemos que por definicién de m? tenemos

que:
Pem’(Y) < Vaec AtalqueY C f(a) obtenemos que P € (ma)
& Va € A tal que a € ¢(Y') obtenemos que ma € P
& oY) Sm™H(P).
para todo Y € C(X(A))y P € X(A). |

Asi, para cada X € Up(X(A)) obtenemos:
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Pem’(X) & 3JY eC(X(A))talqueY CXyPem(Y)
& JY eC(X(A)) talqueY C Xy Pem(Y)
& JY eC(X(A)) talqueY C X y ¢(Y) Cm~(P).

Definicién 2.4.4 (C-Relacién). Luego, podemos definir otra relaciéon G, C X (A) x
C(X(A)) como
(P,Y) € G, sii o(Y) Cm™H(P).

Consecuentemente, la operacién m? sobre Up(X (A)) puede ser definida en términos

de la relacién G, como:

Pem?(X)sii 3Y € G, (P)[Y C X]. (2.4)

Observacién 2.4.5. Volvamos al ejemplo Sea (A, m) € MDS. Notemos que
(X(A), S, Ry) y (X(A), S, G,y) son marcos que cumplen las condiciones de primer

y segundo item, respectivamente, donde mpr, = m™y mg, = m°.

2.4.1 ™DS-espacios mondétonos

Ahora, estamos en condiciones para definir los espacios duales a los semirreticulos
distributivos monotonos. Por lo que hemos visto en la seccion anterior, existen
dos posibles construcciones de sistemas relacionales, dependiendo de la forma en
que extendamos el operador. Sin embargo, mostraremos que ambos sistemas son
interdefinibles. Luego, para cada operador mondtono, podemos elegir trabajar con
cualquiera de ellos, dependiendo de su comportamiento. En los préximos capitulos
veremos como las condiciones adicionales afectan las relaciones asociadas.

Sea (X, K) un DS-espacio. Para cada U € D(X) definimos los subconjuntos L
y Dy de P(S(X)) y P(C(X)) como sigue:

Ly ={Z€8(X):ZNU # (0}

Dy ={Y eC(X):Y CU}.

Vamos a definir dos tipos de espacios duales, uno con cada relacién definida a partir

de las extensiones de los operadores.

Definicién 2.4.6. Un DS-espacio S-mondtono es una estructura (X, 7T, R), donde
(X,T) es un DS-espacio, y R C X x §(X) es una relacién tal que
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L. mp(U)={2z € X :VZ € R(x)[ZNU # 0]} € D(X), para todo U € D(X) y
2. R(z)={Lv:U € D(X) yx€mg(U)}, para todo z € X.

También podemos dar una definicién analoga de un DS-espacio C-mondtono como
una estructura (X, 7, G), donde (X, 7T) es un DS-espacio y G C X x C(X) es una

relacion tal que
3. mg(U)={reX:3FY € G(z)[Y CU]} € D(X) para todo U € D(X), y
4. G(z) = (Dy)*:U e D(X) y x € mg(U)°} para todo z € X.

Lema 2.4.7. Sean (X,T,R) y (X,T,G) un DS-espacio S-mondtono y un DS-

espacio C-mondtono, respectivamente. Entonces,
1. R(y) € R(z) para todo x,y € X tal que x <y, y
2. G(x) C G(y) para todo x,y € X tal que x < y.

Demostracion. 1. Supongamos que = < y. Sea Z € R(y). Sea U € D(X) tal
que z € mp(U). Por (1) de la Definicién [2.4.6) mg(U) € D(X) es un subconjunto
creciente, entonces y € mp(U). Por (2) tenemos que Z NU # (). Entonces, Z €
({Ly:U € D(X)yxemgr(U)} = R(x).

2. Supongamos que x < y. Sea Y € G(x). Sea U € D(X) tal que y € mg(U)°.
Por (3) de la Definicién 2.4.6) ma(U)® € KO(X) es un subconjunto decreciente,
entonces © € mg(U)°. Por (4) tenemos que Y NU® # (). Entonces, Y € (N{(Dy)* :
UeDX)yyemagU)} =G(x). [

Como corolario tenemos que (X, <, R) y (X, <,G) cumplen las condiciones del

ejemplo 2.1.2, De la Definicién obtenemos que las algebras (Up(X),mg) y
(Up(X), mg) considerando los operadores definidos en y son semirreticulos

distributivos con operadores monétonos. En consecuencia, por (1) y (3) de la
Definicién[2.4.6) (D(X), mg) y (D(X), m¢) son semirreticulos distributivos con ope-
radores mondtonos, considerando la restriccién de los operadores a D(X).

Ahora, veremos que podemos obtener un tipo de espacio a partir del otro.

Definicién 2.4.8. Sea (X, 7) un DS-espacio. Sea ®x: P(S(X)) — P(C(X)) una

funcién definida por

Px(9)={Y eC(X):VZeS[YNZ#0}
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ysea ¥x: P(C(X)) = P(S(X)) la funcién definida por
Ux(C)={ZeS8(X):VWWeClYnZ=#0}.

Es facil ver que

para todo S C S(X) y C C C(X). Se sigue que el par (Px, ¥x) es una conexién de

Galois.

Proposicién 2.4.9. 1. Dado un DS-espacio S-mondtono (X, T, R), la relacion
Gr C X x C(X) definida como

(,Y) € Gr sitY € Px(R(x))

es tal que (X, T,GR) es un DS-espacio C-mondtono y mgr(U) = mg,(U) para
todo U € D(X).

2. Dado un DS-espacio C-mondtono (X, T,G), la relacion Rg C X x S(X)
definida como

(x,Z) € Rg sii Z € Vx(G(x))

es tal que (X, T, Rg) es un DS-espacio S-mondtono y ma(U) = mg,(U) para
todo U € D(X).

Demostracion. 1. Sea (X,T,R) un DS-espacio S-monétono. Veremos que
mgr(U) = mg,(U) para todo U € D(X). Sean U € D(X)y z € mg(U). En-
tonces, para todo Z € R(x) tenemos que Z NU # () y como U € C(X), U € Gr(x).
De U C U, obtenemos x € mg,,(U). Ahora, supongamos que z € mg,(U). Asi, ex-
iste Y € Gg(z) tal que Y C U y como para todo Z € R(zx) tenemos que Y N Z # ),
entonces Z N U # () para todo Z € R(x) y luego x € mg(U).

Hemos probado que mg(U) = mg,(U) para todo U € D(X) y como (X, T, R)
es un DS-espacio S-monétono, ma,(U) € D(X).

Ahora, veremos que Gg(z) = ({(Dy)¢ : U € D(X)yx € mg, (U)°} para
todo x € X. Sea x € X. Es ficil probar la inclusion Gg (z) C ({(Dy)¢ : U €
D(X)yx € mg, (U)°}. Para probar la otra inclusién, sea Y € N{(Dy)® : U €
D(X)yx € mg, (U)} y supongamos que Y ¢ Ggr(z). Asi, existe Z € R(z) tal
que ZNY =0. Como Z € §(X) eY € C(X), existe U € D(X) tal que Z C U°®
e Y NU®=10. Entonces, ZNU =0, z ¢ mr(U) = mg,(U) e Y C U, es decir,
Y € Dy, lo cual es una contradiccion.
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2. Sea (X, T,G) un DS-espacio C-mondtono. Veremos que mg(U) = mpg,(U)
paratodo U € D(X). Sean U € D(X)y x € mpg,(U). Supongamos que x ¢ mq(U).
Entonces, para todo Y € G(z), Y NU® # (. Asi, U € Rg(x) lo que contradice que
x € mpg,(U). Ahora, supongamos que x € mg(U). Entonces existe Y € G(z) tal
que Y C U. Sea Z € Rg(x). Asi, tenemos que Y N Z # (b, entonces Z NU # ().
Luego x € mp, (U).

Hemos probado que mg(U) = mpg,(U) para todo U € D(X) y como (X,T,G)
es un DS-espacio C-mondtono, mp,(U) € D(X).

Ahora, veremos que R (z) = (W{Lv : U € D(X)yx € mg,(U)} para todo
x € X. Sea xz € X. La prueba de la inclusién Rg(x) C ({Ly : U € D(X)yz €
mp,(U)} es facil. Sea Z € ({Ly : U € D(X)yz € mg,(U)} y supongamos
que Z ¢ Rg(x). Asi, existe Y € G(z) tal que ZNY = 0. Como Z € S(X) e
Y € C(X), existe U € D(X) tal que Z C U e Y NU® = (. Entonces, Y C U,
z€mg(U) =mp,(U)y ZNU =), es decir, Z ¢ Ly, lo cual es una contradiccién. B

Proposicién 2.4.10. Sea (A,m) € MDS. Entonces (X(A),Ta, Ry) es un DS-
espacio S-mondtono y (X (A),Ta,Gm) es un DS-espacio C-mondtono.

Demostracion. Sea U € D(X(A)). Por definicién, U = f(a) para algin a € A.

Por el Lema y la Observacién tenemos que mg,, (3(a)) = mg,, (B(a)) =

B(ma) € D(X(A)), esdecir, mpg,, (U), mg,,(U) € D(X(A)) paratodo U € D(X(A)).
Ahora mostraremos que para todo P € X(A)

Ro(P) = ({Ls(a) : ma € P}.

Sea P € X(A). Es claro que R, (P) C ({Lg@ : ma € P}. Por otro lado,
sea Z € (\{Lgw) : ma € P}, probaremos que Z € R,,(P). Supongamos, para
llegar a una contradiccién, que Z ¢ R,,(P). Entonces, existe a € m™(P) tal que
Z N p(a) = 0. Por hipétesis, Z € Lg,, es decir, Z N f(a) # 0, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, Z € R,,,(P).

La identidad G, (P) = ({(Dp@))® : ma ¢ P} se prueba en forma similar. W

Lema 2.4.11. Sea (A, m) € MDS. Entonces R,,(P) = Vxa)(Gn(P)) y Gn(P) =
Px(a)(Rm(P)). Por lo tanto los conjuntos Ry,(P) y G,,(P) son conjuntos cerrados
de la conexion de Galois.
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Demostracion. Primero probaremos que R, (P) = Wxa)(Gm(P)). Sea Z €
R,,(P). Entonces, m~'(P)NIa(Z) = 0. SeaY € G,,(P). Por definicién, ¢(Y) C
m~'(P) y obtenemos que ¢(Y) N Io(Z) = 0. De la Proposicién YNnZ#0.
Ahora, sea Z € S(X(A)) y supongamos que para todo Y € G,,,(P), ZNY # (). Sea
a€m Y P)NIx(Z). Asi, [a) Cm~(P) y por hipétesis ¢([a)) N Z = (a) N Z # 0.
Entonces a ¢ Ia(Z) lo cual es una contradiccion.

La otra igualdad se prueba en forma analoga. |

A partir de ahora, escribiremos DS-espacio mondtono en vez de DS-espacio S-
mondétono. Es claro como podemos construir un espacio a partir del otro, y no
existe una razon en particular por la cual hemos elegido DS-espacios S-mondtonos
como nuestro espacio por defecto mas que para mantener la simplicidad y evitar la

repeticién.

Definicién 2.4.12. Dado (A, m) € MDS, la estructura (X (A), Ta, R,,,) es el DS-

espacio mondtono asociado a (A, m).

Definicién 2.4.13. El algebra (D(X), mg) es el semirreticulo distributivo con un

operador mondtono asociado al DS-espacio mondtono (X, T, R).
Ahora estamos en condiciones de enunciar el Teorema de representacion.

Teorema 2.4.14 (de Representacién). Sea (A, m) € MDS. Entonces, la estruc-
tura (Up(X(A)),N,mg,,, X(A)) es un semirreticulo distributivo con un operador
mondtono y la aplicacion f: A — Up(X(A)) definida por

fla)={P € X(A):a€ P}
es un homomorfismo inyectivo de semirreticulos con operadores mondotonos.

Demostracion. Se sigue del Teorema [1.2.16] y del hecho de que para todo a € A,
mg,, (B(a)) = B(ma). m

Corolario 2.4.15. Sea (A, m) € MDS. Entonces, la aplicacion f: A — D(X(A))
definida por
fla) ={P € X(A):a€ P}

es un isomorfismo de semirreticulos con operadores mondtonos.

El siguiente diagrama resume lo visto en esta seccién:
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<X(A), TA, Rm>
T~
(A,m) Px(a) | Yx@a) (D(X(A)), mg,,)
\

(X(A), Ta,Gn)

B

2.5 Dualidad topolégica

Notemos que si (X, T, R) es es un DS-espacio monétono, entonces tenemos que
(X(D(X)), To(x), Rmy) es el DS-espacio mondtono asociado a (D(X), mp). En [9]

Celani probo que la aplicaciéon
Hx : X - X(D(X))
definida por
Hx(z) ={U € D(X) :z € U},

es un homeomorfismo entre DS-espacios y un isomorfismo de orden respecto a <.

Ahora introducimos la siguiente definicion.

Definicién 2.5.1. Sean (X, 71, Ry) v (X3, Ta, Re) dos DS-espacios mondtonos.
Una aplicacién f: X7 — X5 es un isomorfismo de DS-espacios mondtonos si satis-

face,
1. f es un homeomorfismo.

2. (x,2) € Ry siy sélosi (f(x), f[Z]) € R, para todo z € X; y para cada
Z e 8(Xy),

donde f[Z] ={f(z):z€ Z}.

Sean (X1, T1) v (Xs,73) dos DS-espacios y sea f: X; — X5 un homeomorfismo.
Entonces, f[Z] € S(X;) para todo Z € S(X;) y para todo S € S(X3) existe
Z € 8(X,) tal que S = f[Z]. Por lo tanto tenemos la siguiente observacién:

Observacién 2.5.2. Sea (X,7) un DS-espacio. Entonces, Hx[Z] € S(X(D(X))
para todo Z € S(X) y para todo S € S(X(D(X)) existe Z € S(X) tal que S =
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Hx[Z]. También, tenemos que Hx[U] = {Hx(u) : v € U} = Bpx)(U) para todo
U € D(X). Entonces,

ZﬂU:Q)@Hx[Z] ﬁﬂD(X)(U) =
para todo Z € S(X) y U € D(X).

Teorema 2.5.3. Sea (X,7T,R) un DS-espacio mondtono. Entonces, la aplicacion
Hyx: X — X(D(X)) definida por

Hx(z) ={U € D(X) :x € U}
es un isomorfismo de DS-espacios monétonos.

Demostracion. Por [9] y [13], sélo falta probar que (z, Z) € Rsii (Hx(x), Hx[Z]) €
Rons.

=) Sea Z € S(X) tal que (z,Z) € R. Veremos que Hx[Z] N fpx)(U) # 0
para todo U € mp'(Hx(z)). Sea U € D(X) tal que U € my' (Hx(z)), es decir,
mg(U) € Hx(x). Entonces, € mg(U). Como Z € R(x), obtenemos que ZNU # ()
y por la Observacién 2.5.2, Hx[Z] N Bpx)(U) # 0. Por lo tanto, U ¢ Ipx)(Hx[Z])
y mit(Hx(2)) N Ino (Hx[Z]) = 0.

<) Supongamos que (Hx(z), Hx[Z]) € Ry,,. Entonces, Hx[Z] N Bpx)(U) # 0
para todo U € mp' (Hx(z)), es decir, para todo U € D(X) tal que x € mp(U). Pro-
baremos que (z,Z) € R. Para ello, supongamos que Z ¢ R(x). De la condicién (2)
de la Definicién [2.4.6] tenemos que existe U € D(X) tal que z € mg(U) y ZNU = 0.
Entonces, por la Observacién , Hx[Z] N Bpx)(U) = 0, absurdo. Por lo tanto,
Z € R(x). |

Del siguiente resultado obtendremos que los espacios duales a los semirreticulos
distributivos con operadores monétonos son exactamente las triplas (X, 7, R), donde
(X,T) es un DS-espacio, R C X x S(X) es una relacién tal que mg(U) € D(X)
para todo U € D(X), y (X, T, R) satisface alguna de las condiciones equivalentes
del Teorema 2.5.5

Lema 2.5.4. Sea (X, T, R) un DS-espacio mondtono. Entonces R(x) es un subcon-
gunto creciente de (S(X),C), es decir, para todo S,7Z € S(X) y para todo x € X,
siSCZyS e R(x) entonces Z € R(x).

Demostracion. Sean S, 7 € S(X)y z € X, talesque S C Zy S € R(z). Si
Z ¢ R(x), entonces por la condicién (2) de la Definicién [2.4.6 existe U € D(X)
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tal que ZNU =0y x € mr(U). Pero esto implica que SNU =0y x € mg(U),
lo que es imposible porque S € R(x). Luego, R(z) es un subconjunto creciente de
(8(X),9). u

Teorema 2.5.5. Sea (X, T) un DS-espacio. Consideremos una relacion R C X X
S(X) tal que mr(U) = {x € X : VZ € R(@)[ZNU # 0]} € D(X) para todo

U € D(X). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. R(z) =({Lv :x € mp(U) y U € D(X)} para todo x € X,

2. Para todo v € X y para todo Z € S(X), si (Hx(z), Hx[Z]) € Ry, entonces
(x,Z) € R,

3. mr(Z°) = U{mr(U) : Z CU° yU € D(X)} para todo Z € S(X), y R(z) es
un subconjunto creciente de (S(X), C) para todo x € X.

Demostracion. 1. = 2. Fue probado en el teorema anterior.

2. = 1. Seaz € X. La inclusion R(z) C (Y{Ly : * € mg(U)} es clara. Sea
Z e S(X) tal que Z € (\{Lv : * € mg(U)}. Probaremos que (Hx(z), Hx[Z]) €
Ry,.. Sea U € D(X) tal que x € mg(U). Entonces, Z € Ly, es decir, ZNU # 0.
Por la Observaciéon , tenemos que Hx[Z] N fpx)(U) # 0. Luego, tenemos que
para todo U € D(X) tal que U € my'(Hx(z)), Hx[Z] N Bpx)(U) # 0, es decir,
U ¢ Ipx)(Hx[Z]). Por lo tanto, (Hx(z), Hx[Z]) € Ry, y por hipétesis, Z € R(x).
Se sigue que ([{Ly : z € mg(U)} C R(x).

1. = 3. Seax € mgr(Z°). Entonces, para todo S € R(z) tenemos que SNZ° # ().
Asi, Z ¢ R(x). Por hipétesis, Z ¢ (\{Lv : © € mgr(U)}, es decir, existe U € D(X)
tal que x € mp(U) y ZNU = 0. Luego, z € | J{mr(U): Z C Uy U € D(X)}. La
otra inclusion es trivial. La ultima parte es consecuencia del Lema [2.5.4]

3.=>1. Seaze Xy Ze({Lv:xemgr(U)yU € D(X)}. Supongamos que
Z ¢ R(x). Veremos que x € mg(Z°). Para llegar a una contradicciéon supongamos
que x ¢ mgr(Z°). Entonces, existe S € R(x) tal que SNZ°=10. As{, SC Zy
por hipétesis Z € R(z), absurdo. Luego, x € mgr(Z°¢) = |J{mgr(U): Z C Uy U €
D(X)}, es decir, existe U € D(X) tal que z € mg(U) y ZNU = 0, lo que contradice

la hipétesis. Por lo tanto Z € R(x). La otra inclusién es trivial. [

El siguiente diagrama resume lo visto en esta seccién:
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2.5.1 Representaciéon de los homomorfismos

En [9) vy [13] se mostré que existe una dualidad entre homomorfismos de semi-
rreticulos distributivos y ciertas relaciones binarias llamadas A-relaciones. Es sabido
que los DS-espacios con A-relaciones forman una categoria. Ahora, estudiaremos la
representaciéon para los homomorfismos de semirreticulos distributivos con operado-
res mondtonos.

Sea S C X; x X una relacién binaria. Consideremos la aplicacién hg: P(Xs2) —
P(X1) definida por

hs(U) ={z € X, : S(z) CU}.

[9] Una A-relacion entre dos DS-espacios (X1, T1) v (X2, 72) es un subconjunto

S C X, x X5 que satisface las siguientes condiciones:
1. Para cada U € D(X3), hg(U) € D(X1),y
2. S(x) =({U € D(X3) : S(x) C U} para todo z € Xj.

Si S es una A-relacién, entonces hg: D(Xs2) — D(X;) es un homomorfismo de
semirreticulos.

Por otro lado, sean A y B dos semirreticulos distributivos. Sea h: A — B un
homomorfismo. La relacién binaria S, C X (B) x X(A) definida por

(P,Q) € Sy sii h[P] CQ
es una A-relacién, donde h™[P] = {a € A: h(a) € P}.

Definicién 2.5.6. Sean (X1, 71, Ry) v (X3, Ta, Re) dos DS-espacios mondtonos.
Consideremos una A-relacién S C X; X X,5. Decimos que S es una A-relacion

mondtona si para todo € X; y para cada U € D(X3) se satisface:

U € Ry[S(x)] sii STHUC) € Ry(x). (2.5)
donde Ry[S(z)] ={Z € §(X3) : Jy € S(z) [(y,Z) € Ra}.
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Observacion 2.5.7. Notemos que si S C X; X X5 es una A-relaciéon entre dos
DS-espacios (X1, T1) v (Xs,Tz), entonces S71U¢] = hg(U)¢ € S(X;) para cada
U e D(Xy).

La definicién de A-relaciéon monoétona es una generalizacién de la definicién de
morfismo acotado para marcos de entornos (ver [6] o [31]). Profundizaremos sobre

esta nocién en el capitulo 4

Proposicion 2.5.8. La condicion es equivalente a la condicion

hs(mg,(U)) = mg, (hs(U)),

para todo U € D(Xs), es decir, la aplicacion hg: D(X3) — D(X;) es un homomor-

fismo de semirreticulos con un operador mondtono.

Demostracion. =) Supongamos que para todo = € X; y para cada U € D(X3)
tenemos que U° € Ry[S(z)] & S7HU] € Ri(z). Sea = € hg(mg,(U)), es decir,
S(xz) € mg,(U). Entonces, para todo y € S(z) tenemos que y € mg,(U). Asi, para
todo y € S(x) y para todo Z € Ry(y) tenemos Z N U # (). Entonces, para todo
y € S(z), U ¢ Ry(y). Luego, U¢ ¢ Ry[S(x)]. Por hipétesis, S~HU] ¢ Ry(x). Por
lo tanto, € mg, (S™U]¢) = mg, (hs(U)). La otra inclusién se obtiene revirtiendo
las implicaciones.

<) Supongamos que hg es un homomorfismo. Sea U® € Ry[S(x)]. Entonces,
existe y € S(x) tal que U¢ € Ry(y). Asi, y ¢ mg,(U). Luego, S(x) € mp,(U), es
decir, x ¢ hg(mg,(U)). Por hipétesis, x ¢ mpg, (hs(U)), es decir, existe Z € Ry(z)
tal que Z N hg(U) = 0. Tenemos que Z C hg(U)¢ y como hg(U)¢ € S(X) tenemos

que S7U¢] = hg(U)¢ € Ri(z). La otra implicacién se obtiene de forma similar. H

Ahora, estudiaremos la composicion de A-relaciones monétonas. Sean Xi, Xo y
X3 tres conjuntos. Consideremos dos relaciones S7 C X; x Xy v S C Xy x Xj.

Entonces, la composicion de Sy y S5 es la relacién S5 0 S7 C X x X3 definida por
Se0S; ={(r,2) e X x X3:y € Xo [(x,y) € S1y (y,2) € S2}.

Proposicién 2.5.9. Sean (X1, T, R1), (Xs, T2, Ro) y (X3, T3, R3) tres DS-espacios
monotonos. Consideremos dos N-relaciones mondtonas S C X1 X Xg y Sy C Xy X

X3. Entonces, Sz = Sy 051 C X; x X3 es una A-relacion mondtona.

Demostracion. Se sigue de que hg,(U) = hg,os,(U) = hg, o hs,(U) para todo
U € D(X3), de la Definicién [2.5.6]y de la Proposicién [2.5.8| |
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Proposicién 2.5.10. Sea (X, T, R) un DS-espacio mondtono. El orden de espe-

cializacion dual <C X x X es una N-relacion mondtona.

Demostracion. =) Sea U € D(X) y supongamos que U¢ € R([z)). Entonces,
existe y > x tal que U® € R(y) y como R(y) C R(x), tenemos que U¢ € R(z). Como
U® es un subconjunto decreciente, <! [U¢] = U°.

La otra implicacion es trivial. |

Asi, los DS-espacios monétonos con las A-relaciones mondtonas forman una
categoria donde la flecha identidad es el orden dual de especializacién. Denotaremos

a esta categoria como MTSR.
Proposicién 2.5.11. Sean (A, ma), (B,mp) € MDS.

1. Sea h: A — B un homomorfismo de semirreticulos con un operador mondtono.
Entonces, la A-relacidén S, C X (B) x X(A) satisface la condicion (2.5).

2. Sea h: A — B un homomorfismo y supongamos que la N-relacion S, C
X(B) x X(A) satisface la condicién (2.5). Entonces, h es un homomorfismo

de semarreticulos con un operador monaotono.

Demostracion. 1. Supongamos que h es un homomorfismo de semirreticulos con
un operador monétono. Asi, es facil ver que hg, (6a(a)) = Be(h(a)) para todo

a € A. Entonces, tenemos

hs,(mg,,, Ba(a)) = hs,(Ba(maa)) = ba(h(maa))
= Be(mgh(a)) = mg,,, (Bs(h(a)))
= mp,,, (hs,(Ba(a)))

para todo a € A.
2. Supongamos que h es un homomorfismo y que S, satisface la condicion (2.5).
Entonces, hg, (fa(a)) = fs(h(a)) para todo a € A. Asi, tenemos

Br(h(maa)) = hs,(Ba(maa)) = hs, (mg,,, Bala))
= MR, (hs,(Ba(a))) =mg,,, (Bs(h(a)))
= Pe(msh(a))

y como fp es una funcién inyectiva, obtenemos que h(maa) = mph(a) para todo
a € A. |
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2.5 Dualidad topoldgica Semirreticulos con operadores monotonos

En resumen, en este capitulo definimos dos categorias:

MDSH = semirreticulos distributivos 4 homomorfismos

con un operador monétono

MTSR = ™DS-espacios mondtonos + A-relaciones mondtonas

Del Teorema y la Proposicion 2.5.8] concluimos que el funtor D : MTSR —
MDSH definido por

1. D(X) = (D(X),mg) si (X, T,R) es un DS-espacio monétono,
2. D(S) = hg si S es una A-relacién monétona

es un funtor contravariante.
Por el Teorema [2.4.14] el Corolario [2.4.15 y la Proposicion [2.5.11], concluimos
que el funtor X : MDSH — MTSR definido por

1. X(A) = (X(A); Ta, Rn) si (A,m) es un semirreticulo distributivo con un

operador monétono,
2. X(h) = S, si h es un homomorfismo de semirreticulos con un operador monétono
es un funtor contravariante. Por lo tanto, damos el siguiente resultado.

Corolario 2.5.12. Las categorias MDSH y MTSR son dualmente equivalentes.

Demostracion. Los isomorfismos naturales que prueban la equivalencia de
categorias son las asignaciones § y H tales que para toda algebra A € MDS,
la aplicacién Sa: A — D(X(A)) es un isomorfismo entre semirreticulos distribu-
tivos con un operador monétono y para todo DS-espacio monotono, la aplicacion
Hx: X — X(D(X)) es un isomorfismo de DS-espacios monétonos. |

En los capitulos siguientes veremos algunas aplicaciones de la dualidad topoldgica

y la equivalencia categorial.
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Capitulo 3

Aplicaciones de la dualidad

En este capitulo consideraremos algunas aplicaciones de la dualidad desarrollada en
el capitulo anterior.

Primero, utilizaremos la conexion de los espacios topologicos duales a los semi-
rreticulos distributivos con las extensiones canodnicas y probaremos que la validez
de algunas formulas especificas se conserva en las extensiones candnicas o en las
extensiones canonicas duales. Para ello, por cada formula estudiaremos condiciones
adicionales que deben cumplir las relaciones que representan a cada operador.

También estudiaremos los semirreticulos distributivos modales, es decir, con
un operador que cumple las mismas condiciones que un homomorfismo de semir-
reticulos. Mostraremos cémo conectar la relacion asociada al operador con la A-
relacion dual.

Luego, consideraremos algunas variedades importantes que tienen reductos de
semirreticulo distributivo y mostraremos cémo nuestra nueva dualidad se relaciona
con algunas de las ya existentes en la literatura, como por ejemplo [8], [22] y [58].

Por 1ultimo, mostraremos algunos ejemplos de espacios duales.

Parte de lo expuesto en este capitulo se encuentra publicado recientemente en el
articulo [15].

3.1 m-canonicidad y o-canonicidad

Ahora veremos como algunas condiciones adicionales afectan la relacion asociada al
operador mondétono. Como por cada operador m podemos definir dos relaciones R,
y G, que corresponden a la extension candnica y la extension candnica dual, respec-

tivamente, del operador, estudiaremos condiciones adicionales en ambas relaciones
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3.1 m-canonicidad y o-canonicidad Aplicaciones de la dualidad

y esto nos ayudard a estudiar si la clase de dlgebras es m-candnica y/o o-candnica.
Proposicién 3.1.1. Sea (A,m) € MDS. Entonces,
1. Son equivalentes:

e ml=1,
e para todo P € X(A) se cumple que ) ¢ R,,(P),
e para todo P € X(A) se cumple que X(A) € G, (P).

2. Son equivalentes:

e m0 =0,
e para todo P € X(A) se cumple que X(A) € R,,(P),
e para todo P € X(A) se cumple que ) ¢ G,,(P).

3. Son equivalentes:

e Para todo a € A se cumple que ma < a,
e para todo P € X(A) se cumple que a(P°) = (P] € R,(P),
e para todo P € X(A) y para todo Y € G,,(P) se cumple que P € Y.

4. Son equivalentes:

e Para todo a € A se cumple que a < ma,
e para todo P € X(A) y para todo Z € R,,(P) se cumple que P € Z,
e para todo P € X(A) se cumple que ¥(P) = [P) € G,,,(P).

Demostracion. 1. Supongamos que ml = 1 y supongamos que existe P € X (A)
tal que @ € R,,(P). Entonces, ml =1 € Pym Y (P)NIa(0) =m Y (P)NA=0y
se sigue que m~!(P) = ) lo cual es una contradiccién.

Ahora, supongamos que para todo P € X (A) tenemos () ¢ R,,(P) y supongamos
que existe P € X (A) tal que X(A) ¢ G,,,(P). Entonces, ¢(X(A)) = {1} £ m™'(P),
es decir, 1 ¢ m™'(P). Como P es un subconjunto creciente, m='(P) = . Asf,
tenemos que m~(P)NA =m ™ (P)NIx(0) = 0y, por definicién, § € R,,(P) lo
cual es una contradiccion.

Supongamos que para todo P € X(A) tenemos X(A) € G,,(P) y supongamos
que ml # 1. Entonces, existe P € X(A) tal que ml ¢ P. Asi, tenemos que
#(X(A)) = {1} € m™(P), absurdo.
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3.1 m-canonicidad y o-canonicidad Aplicaciones de la dualidad

2. Es similar a 1.

3. Supongamos que ma < a para todo a € Ay que existe P € X(A) tal que
(P] ¢ R,,(P). Entonces, m~'(P) N P¢ # (). Asi, existe a € A tal que ma € Py
a ¢ P, lo cual es una contradiccion.

Ahora, supongamos que para todo P € X(A) tenemos (P] € R,,(P) y su-
pongamos que existe P € X(A) y existe Y € G,,,(P) tal que P ¢ Y. Entonces,
&(Y) Cm Y(P) y existe a € ¢(Y) tal que a ¢ P. Asi, a € m™(P) N Py se sigue
que (P] ¢ R,,(P) lo cual es una contradiccion.

Supongamos que para todo P € X(A) y para todo Y € G,,(P) tenemos P € Y
y supongamos que ma £ a. Entonces, existe P € X(A) tal que ma € Py a ¢ P.
Asi, tenemos que [a) € m~(P) pero P ¢ v([a)) = S(a) lo cual es una contradiccion.

4. Es similar a 3. u

Es facil probar que los semirreticulos distributivos con un operador mondtono
que satisfacen alguna de las condiciones de la proposicién anterior conforman una
clase de dlgebras m-canodnica y o-candnica, es decir, las condiciones siguen valiendo
en las extensiones m-candnica y o-candnica de las algebras.

Ahora, caracterizaremos los espacios duales de los semirreticulos distributivos
mondtonos satisfaciendo alguna de las condiciones (40) ma < m?a 6 (4¢) m?a < ma
para todo elemento a. Veremos que la condiciéon 45 es o-candnica y que la condicion
4, es m-canodnica.

Sea (X, T, R) un DS-espacio monétono. Para cualquier U € Up(X) definimos
el operador m%: Up(X) — Up(X) por

my(U) = me(mg(U)).

Sea (X, T, R) un DS-espacio monétono. Recordemos que mp(Z€)¢ = ({mg(U)° :
UeD(X)y Z CU°} para todo Z € S(X).

Proposicién 3.1.2. Sea (A, m) € MDS satisfaciendo m?*a < ma para todo a € A.
Entonces, m%, (U) € mpg,, (U) para todo U € Up(X(A)), es decir, 4 es m-candnica.

Demostracion. Sea A € MDS tal que m?a < ma para todo a € A. Entonces,
para todo U € D(X(A)) tenemos que m%, (U) C mp,, (U). Primero, veremos que
my, (Z°) C mg,,(Z°) para todo Z € S(X(A)). Sea P € m3, (Z¢). Asi, obtenemos
que mg, (Z2°)° ¢ R,(P). Supongamos que P ¢ mpg, (Z¢). Entonces, tenemos
que Z € R, (P). Como R, (P) =YLy : U € D(X)y P € mg,,(U)}, existe
U € D(X) tal que P € mpg,, (U) y mg,, (Z°)°NU = . Por la observacién previa,
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existe V € D(X) tal que Z C V¢ y mpg, (V)°NU = 0. Luego, U C mg, (V) y por
hipétesis P € mg,,(U) € m% (V) € mg,, (V). Como P € mg, (V) y Z € R,(P)
obtenemos que Z NV # (), lo cual es una contradiccién.

Ahora, veremos que m%, (U) € mg,, (U) para todo U € Up(X(A)). Sea P €
my, (U) y supongamos que P ¢ mpg, (U). Entonces, existe Z € R,(P) tal que
ZNU =1. Asi, U C Z¢ y obtenemos que mg, (U) C mpg, (Z¢). Luego, mg, (U) N
mg,, (Z°)¢ = 0 y como P € mj, (U) obtenemos que mg,, (2°)° ¢ R, (P). Por lo
tanto P € m%, (Z¢) C mg,,(Z¢), lo cual es una contradicciéon porque Z € R,,(P).B

Sea (X, T, G) un DS-espacio C-mondtono. Para cualquier U € Up(X) definimos
el operador m%: Up(X) — Up(X) por

mg(U) = ma(ma(U)).

Sea (X, T, G) un DS-espacio C-monétono. Recordemos que mg(Y) = ({mea(U) :
UeDX)yY CU} para todo Y € C(X).

Proposicién 3.1.3. Sea (A, m) € MDS satisfaciendo ma < m*a para todo a € A.
Entonces, me,, (U) € mg, (U) para todo U € Up(X(A)), es decir, 4o es o-candnica.

Demostracion. Sea A € MDS tal que ma < m?a para todo a € A. Entonces,
para todo U € D(X(A)) tenemos que mg,,(U) € m¢, _(U). Primero, veremos que
me,,(Y) € mg (Y) para todo Y € C(X(A)). Sea P € mg,,(Y). Asi, obtenemos
que Y € G, (P). Supongamos que P ¢ mg, (V). Entonces, tenemos que mg,, (Y) ¢
Gm(P). Como G,,(P) = (W{(Dv)*:U € D(X)y P ¢ mg,, (U)}, existe U € D(X)
tal que P ¢ mg,,(U) y mg,, (Y) C U. Por la observacién previa, existe V € D(X)
tal que Y C V y mg,, (Y) € mg,, (V) C U. Luego, P € mg,, (V) y por hipdtesis
Pemg (V) Cme, (U) lo cual es una contradiccion.

Ahora, veremos que mg,, (U) C mg (U) para todo U € Up(X(A)). Sea
P € mg,, (U). Entonces, existe Y € G,,,(P) talque Y C U. Asi, mg,, (Y) C mg,,(U)
y obtenemos que P € mg,,(Y) C mg (V) Cm¢ (U). Luego, P € m¢, (U). |

Sea (X, T, R) un DS-espacio monétono. Definimos una relacion
RCS(X) x S(X)

por
(S,Z)e R&Vre S (z,Z) €R.
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Definimos R? C X x 8(X) de la siguiente manera
(r,7) € R? & 35 € S(X) tal que (x,5) € Ry (S,Z) € R.

Definicién 3.1.4. Sea (X, 7, R) un DS-espacio monétono. La relacion R es tran-
sitiva si y s6lo si para todo x € X y para todo Z € S(X) si (z,Z) € R* entonces
(x,Z) € R.

Definicién 3.1.5. Sea (X,7,R) un DS-espacio monétono. La relaciéon R es
débilmente densa si y sélo si para todo z € X y para todo Z € §(X) si (z,7) € R
entonces (z,7) € R2.

Lema 3.1.6. Sea (A,m) € MDS. Entonces, Ian(mg, (a(1)°)) = (m(I)], donde
m(I)={ma:a€ l}.

Lema 3.1.7. Sea A € MDS. Entonces para todo P € X(A) e I € Id(A),
(P,a(l)) € R?, & I C {ac A:m? € P°}.

Demostracion. =) Supongamos que (P, a(I)) € R? yseaa € I. Supongamos que
m?a € P. Entonces, existe J € Id(A) tal que (P,a(J)) € R, v (a(J),a(l)) € Ry,.
Asi, m Y (P)NJ =0y ma ¢ J. Obtenemos que existe Q € a(J) tal que ma € Q.
Por lo tanto, (Q,a(l)) € R, y a ¢ I, lo cual es una contradiccion.

<) Supongamos que I C {a € A : m*a € P°}. Probaremos que mpg,, (a(I)%)° €
R (P). Como, Ix(mg,, (a(I))°) = (m(I)] supongamos que existe a € A tal que
a € m™Y(P)N (m(I)]. Asi, ma € P y existe b € I tal que a < mb. Entonces,
ma < m?b y obtenemos que m?b € P N P¢ una contradicciéon. Por lo tanto,

mp,, (a(1)°)¢ € Ry(P) y (mg,,(a(1)°)¢, a(I)) € Ry, es decir, (P,a(I)) € R, |

Proposiciéon 3.1.8. Sea A € MDS. Entonces vale que:
1. ma < m?a para todo a € A si y sdlo si R, es transitiva.
2. m?a < ma para todo a € A si y solo si R, es débilmente densa.

Demostracién. 1. =) Supongamos que ma < m?a paratodoa € Ay que (P, Z) €
R?%. Entonces, Ia(Z) C {a € A: m*a € P°}. Supongamos que m~(P)NIs(Z) # 0.
Obtenemos que existe a € A tal que ma € Py a € Ip(Z). Por lo tanto m?a ¢ P
y m%a € P lo cual es una contradiccién. Como m~(P) N I5(Z) = () tenemos que
(P,Z) € Ry,
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<) Supongamos que R, es transitiva y supongamos que existe a € A tal que
ma £ m?a. Entonces, existe P € X (A) tal que ma € Py m*a ¢ P. Asi, (a] C {a €
A :m?a € P}y por el Lema3.1.7, (P, a(a)) € R2,. Obtenemos que (P, a(a)) € Ry,
es decir, ma ¢ P, lo cual es una contradiccién.

2. =) Supongamos que m*a < ma para todo a € Ay que (P,Z) € R,,.
Probaremos que Io(Z) C {a € A : m?a € P°}. Sea a € Ix(Z). Como m~'(P)N
IA(Z) = ) obtenemos que ma ¢ P y por lo tanto m?a ¢ P. Por el Lema [3.1.7]
(P, Z) e R2,.

<) Supongamos que R, es débilmente densa. Supongamos que existe a € A tal
que m*a £ ma. Entonces, existe P € X(A) tal que m*a € Py ma ¢ P. Entonces,
(P,a(a)) € Ry Asi, (P,a(a)) € R2 y, por el Lemal3.1.7, (a] C {a € A: m?a € P¢},
es decir, m*a ¢ P, lo cual es una contradiccion. ]

Por completitud agregamos las definiciones y teoremas correspondientes para los
DS-espacios C-mondtonos.

Sea (X, T,G) un DS-espacio C-mondtono. Definiremos una relacion
G CC(X) xC(X)

por

V,0)eGeVreY (z,0) €G.

Definiremos G* C X x C(X) de la siguiente manera
(,Y) € G* < 3C € C(X) tal que (2,C) € Gy (C,Y) € G.

Definicién 3.1.9. Sea (X,7T,G) un DS-espacio C-monétono. La relacién G es
transitiva si y sélo si para todo z € X y para todo Y € C(X) si (z,Y) € G?
entonces (z,Y) € G.

Definicién 3.1.10. Sea (X, 7,G) un DS-espacio C-mondtono. La relacion G es
débilmente densa si y sélo si para todo z € X y para todo Y € C(X) si (z,Y) € G
entonces (z,Y) € G2

Lema 3.1.11. Sea A € MDS y F € Fi(A). Entonces, ¢(mg,, (V(F))) = [m(F))
donde m(F) ={ma :a € F}.

Lema 3.1.12. Sea A € MDS. Entonces para todo P € X(A) y F € Fi(A),
(P,y(F)) € G2, siy sélo si F C {a € A:m? € P}.
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Proposicién 3.1.13. Sea A € MDS. Entonces vale que:
1. ma < m?a para todo a € A si y sélo si G, es débilmente densa,

2. m?a < ma si y sélo si G, es transitiva.

3.2 Semirreticulos distributivos modales

En esta seccién consideraremos semirreticulos distributivos dotados con un operador
modal normal, es decir, una funcién que preserva el tltimo elemento y preserva

infimos finitos.

Definicién 3.2.1. Un semirreticulo distributivo modal es un algebra (A, m) donde
A es un semirreticulo distributivo y m: A — A es un operador que verifica la

siguientes condiciones:
1. ml =1,
2. m(a A'b) = ma A mb para todo a,b € A.

Es claro que m es un homomorfismo y que los semirreticulos distributivos modales
son semirreticulos distributivos monoétonos. Luego, un operador modal m en un
semirreticulo distributivo A podria ser representado por medio de una multirelacion
adecuada R definida en el espacio dual de A y por una A-relacién. Ahora identifi-

caremos qué condiciones adicionales debe satisfacer esta multirelacion.

Observacion 3.2.2. Sea (X, 7T, R) un DS-espacio monétono. Como (z] = ({U €
KO(X):xz €U} y KO(X) es una base, tenemos que (z] € S(X) para cada = € X.

Observacién 3.2.3. Dado un semirreticulo distributivo modal (A, m), notemos
que m~Y(F) € Fi(A) para todo F € Fi(A). También notemos que I5((Q]) = Q¢
para @ € X(A) en el espacio (X(A),7Ta, Rn).

Definicién 3.2.4. Un DS-espacio monétono (X, T, R) es llamado normal si

e para cualquier x € X y para cada Z € S(X) tal que Z € R(z) existe z € Z
tal que (z] € R(z),

e () ¢ R(x) para todo x € X.

Proposicién 3.2.5. Sea (A,m) € MDS. Entonces (A,m) es un semirreticulo

distributivo modal si y solo si (X(A), Ta, Rm) es un DS-espacio mondtono normal.
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Demostracion. =) Sea (P,a(I)) € R,,. Entonces, m~*(P)NI = . Como (A, m)
es un semirreticulo distributivo modal, tenemos que m~!(P) € Fi(A). Asi, existe
Qe X(A) talquem Y (P) CQy QNI =10 Luego, Q € a(l) y es facil ver que
m~(P)NQ° = 0 y por lo tanto, (P, (Q]) € R,,. El segundo item se sigue de la
Proposicién 3.1.1]

<) Sea (X(A),Ta, R) un DS-espacio monétono normal. Supongamos que
existen a,b € A tales que ma A mb « m(a Ab). Entonces, existe P € X(A) tal
que ma A mb € P pero m(a Ab) ¢ P. Notemos que ma A mb < ma € Py
ma A mb < mb € P. Asi, tenemos que (P,a(a A b)) € R, y como (X(A),Ta, Rn)
es un DS-espacio mondtono normal, existe @ € a(a Ab) tal que (P, (Q]) € Ry. A
partir de 15 ((Q]) = Q¢, obtenemos que m~(P)NQ° = 0. Luego, a,b € m~(P) C Q
y, como @ es un filtro, tenemos que a A b € Q). En consecuencia, Q@ N (a A b] # 0, lo
que contradice que @ € a(a Ab). El resto de la prueba se sigue de la Proposicién
3.1.1] Por lo tanto (A, m) es un semirreticulo distributivo modal. |

El siguiente resultado muestra que la extensién candnica de un operador modal
normal es igual a la extension candnica dual. Ademads, mostraremos que la ex-
tension preserva infimos arbitrarios. Como todo elemento de la extension canodnica
de un semirreticulo distributivo es infimo de elementos completamente A-primos, la

extension del operador esta completamente determinada por su accion sobre ellos.
Recordemos que M>(Up(X(A))) = {a(P°)¢ = (P]°: P € X(A)} para (A,m).

Lema 3.2.6. Sea (A, m) un semirreticulo distributivo modal. Entonces
1. mg,,(U) = mg,, (U) para todo U € Up(X(A)).

2. mRm(ﬂ{Ui cioe I}) = ﬂ{mRm(Ui) : 4 € I} para cualquier familia de
conjuntos {U; :i € I} C Up(X(A)).

Demostracion. 1. Sean U € Up(X(A)) y P € mg, (U). Vamos a probar que
(m~(P)) CU. Sea Sea Q € ¥»(m~(P)). Entonces m ' (P) CQy a(Q°) = (Q] €
R,,(P). Luego, (Q]NU # 0y por ser U creciente obtenemos que @ € U. Como
»(m~Y(P)) € G,u(P), tenemos que P € mg,, (U). La otra desigualdad vale siempre.

2. Sea P € ﬂ{mRm(Ui) .4 € I} para una familia de conjuntos {U; : i € I} C
Up(X(A)). Sea Z € R,,(P). Por hipdtesis existe Q € Z tal que (Q] € R,,(P).
Luego, (Q] NU; # () para todo ¢ € I. Como son conjuntos crecientes, vale que
Q € U; para todo i € I. Por lo tanto, Z N ﬂ{UZ : 4 € I} # (. Por lo tanto,
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Pe mRm(ﬂ{Ui i € 1}). La otra desigualdad vale siempre. |

Como un operador modal normal es un homomorfismo de semirreticulos, también
podemos interpretarlo a través de una A-relacién en el espacio dual.
Mostraremos la conexion entre la multirelacion y la A-relacion asociadas al mismo
operador.

Sea (X, T) un DS-espacio y sea S C X x X una A-relacién. Sea hg: Up(X) —
Up(X) el operador definido por

hs(U)={x e X :S(x) CU}

donde S(z) ={y € X : (z,y) € S}. Definimos una multirelacién Rg C X x S(X)
por
(x,Z) € Rs < S(x) N Z # 0.

Por otra parte, sea (X, T, R) un DS-espacio monétono normal. Definimos la relacién
Sr C X x X por
(x,2) € Sgp & (z,(2]) € R.

Proposicién 3.2.7. 1. Sea (X,T,R) un DS-espacio mondtono normal. En-
tonces, la estructura (X, 7T, Sg) es tal que mr(U) = hg,(U) para todo U €
Up(X), Sk es una A-relacion y R = Ryg,,.

2. Sea (X,T,S) un DS-espacio con una A-relacion S C X x X. Entonces, la
estructura (X, T, Rg) es un DS-espacio mondtono normal tal que mp,(U) =
hs(U) para todo U € Up(X), y S = Sgs.

Demostracion. 1. Sea U € Up(X). Probaremos que mg(U) = hg,(U). Sea
x € mp(U) y sea z € Sg(x). Entonces, (z,(z]) € Ry obtenemos que (z] N U # 0.
Como U es un subconjunto creciente, tenemos que z € U. Luego, Sg(x) C Uy
x € hg,(U). Sea x € hg,(U) y sea Z € R(x). Entonces, existe z € Z tal que
(z] € R(x). Por definicién (z,z) € Sg(z). Asi, z € U y obtenemos que Z NU # ().
Luego, x € mg(U).

Asi, tenemos que mg(U) = hg,(U) € D(X) para todo U € D(X). Veremos que
Sr(z) = (WU € D(X) : Sg(z) C U} para todo x € X. Sean z,z € X tales que
z € (U € D(X) : Sg(z) C U}. Entonces, z € U para todo U € D(X) tal que
z € hg,(U) = mg(U). Por la condicién (2) de la Definicién 2.4.6 (z] € R(z). Por
lo tanto, z € Sg(z).
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Ahora, sea (z,Z) € R. Veremos que Sg(z) N Z # (. Como (X,T,R) es DS-
espacio monétono normal, existe z € Z tal que (z] € R(z). Por definicién z €
Sr(x) N Z. Sea (x,Z) € Rg,. Entonces, Sg(z) N Z # (. Sea z € Z tal que
(x,2) € Sg. Por definicién de Sg, (z,(z]) € R. Asi, (2] C Z y por la Proposicién
2.5.4 (x,7) € R. Por lo tanto R = Rg,,.

2. Sea U € Up(X). Probaremos que mp,(U) = hg(U). Sea z € mp,(U) y
sea z € S(x). Entonces, S(x) N (z] # 0. Por definicién de Rg, (z,(z]) € Rg. Asi,
(2]NU # 0 y como U es un subconjunto creciente, tenemos que z € U. Luego,
S(x) CUyxzehg(U). Seax € hg(U) y sea Z € Rg(x). Entonces, existe z € Z tal
que z € S(z). Asi, z € U y obtenemos Z N U # (). Luego, x € mp, (V).

Asi, tenemos que hg(U) = mpy(U) € D(X) para todo U € D(X). Tenemos
que (X, T, Rg) es un DS-espacio mondtono normal. Sea z € X, Z € (\{Ly : x €
mrs(U)} y supongamos que Z ¢ Rg(x). Por definicién, Z N S(z) =0 y como S(z)
es un subconjunto cerrado, existe U € D(X) tal que Z C U¢y s(x) NU® = (), es
decir, x € hg(U) = mp,(U) y ZNU = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
Rs(x) = ({Lv : * € mpy(U)}. Ahora, sea z € X y Z € Rg(x). Entonces, existe
z€ S(x)NZ. Asi, S(x) N (z] # 0 y por definicién de Rg, (z,(z]) € Rs.

Finalmente, sea (z,z) € S. Entonces z € S(x) N (z] y, por definicién, (z, (2]) €
Rg. Por lo tanto, (x,z) € Sgy. Por otro lado, sea (z,z) € Sg,. Entonces,
(z,(z]) € Rg. Asi, S(x) N (z] # 0. Como S es una A-relacién, S(z) es un sub-
conjunto creciente. Luego, z € S(z). Por lo tanto S = Sg,. [

Observaciéon 3.2.8. Notemos que como caso particular obtenemos la relacién de-
finida en [22] por Mai Gherke. En este trabajo se muestra una derivacién alge-
braica del espacio asociado a un reticulo distributivo acotado con una modalidad
(] que preserva el 1 y la operacion A basada en la extensién candnica. La relacion
S C X(A) x X(A) definida en [22] es:

(P,Q) € 5= 07((Q) € (P

Es facil ver que O"((Q]°) C (P 0 Y(P)NnQ = 0.
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3.3 Semirreticulos implicativos con un operador

monotono

En esta seccién consideraremos los semirreticulos implicativos A = (A, A, —, 1)
dotados de un operador monétono. Primero notemos que los semirreticulos implica-
tivos conforman una variedad y que en todo semirreticulo implicativo vale que a < b
si y sélo si @ — b = 1. La dualidad topolédgica estilo Stone para esta variedad ha

sido estudiada en [§], en donde se introduce la siguiente definicién.
Definicién 3.3.1. Un ZS-espacio es una estructura (X, 7) tal que

e ¢s un DS-espacio y

e sccumple que U =V ={z € X : [zx)NU C V} € D(X) para todo U,V €
D(X).

Sea (X, T) un ZS-espacio. El conjunto (D(X),=-, X) es un semirreticulo im-
plicativo. Es facil comprobar que para todo U,V € D(X) se cumplen las siguientes
igualdades:

U=V =(sat(UNV)) = UNV*

Dado un semirreticulo implicativo, la estructura (X (A), Ta) es un ZS-espacio tal
que la aplicacién 5 : A — D(X(A)) es un isomorfismo de semirreticulos implicativos.

Podemos considerar a los semirreticulos implicativos como semirreticulos dis-
tributivos con una operacién adicional. La extension candnica del reducto de semi-
rreticulo ya la hemos repasado en el capitulo[2. Podemos considerar a la implicacién
como una operacion monotona, ya que preserva el orden en la segunda coordenada
e invierte el orden en la primera, es decir considerar a — como una aplicacién de
A% x A en A. Es conocido que para todo semirreticulo implicativo (A, A, —, 1),
tenemos que (A%, (—)7) es un semirreticulo implicativo pero existen ejemplos en los

)

que las extensiones (—)™ y (—)° no coinciden [22]. Como es un operador mondétono,

podemos aplicar el desarrollo realizado en el capitulo [2| con la dificultad de tra-
bajar con dos coordenadas. Sabemos que K((A? x A)?) = O(A%) x K(A?) y
O((A? x A)?) = K(A%) x O(A%), por lo tanto, las relaciones que definamos en
el espacio dual tienen elementos de tres coordenadas.

Sea (A, —) un semirreticulo implicativo. Vamos a definir una relacién R_, C
X(A) x C(X(A)) x S(X(A)) y otra G, C X(A) x S(X(A)) x C(X(A)) de la

siguiente manera:

(PY,Z) € R, & (=) {(P)N[e(Y) x 1a(Z)] =0,
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(P,ZY) € Gy & [Ia(Z) x (Y)] C (=)7(P)
donde (—)"Y(P) ={(a,b) e Ax A:a— b€ P}

Por lo tanto, las extensiones quedan definidas de la siguiente manera:
U="VeVYY,Z)e Ry (P)[(YNUHYU(ZNV) 0],

U=V e3IZ,Y)eGL(P)[(ZNnU)U (Y NV =0

para todo U,V € Up(X(A)).
Recordemos que (Up(X(A)),N,U,=,0, X) es un algebra de Heyting. Como la
implicacion de Heyting es tnica entonces = y —" coinciden. Damos una prueba

directa de ello en el siguiente lema.

Lema 3.3.2. Sea A un semirreticulo implicativo. Para todo U,V € Up(X(A)),
PeU—="V siysolosi PelU=V, esdecir, [ P)YNU C V.

Demostracion. Supongamos que P € U =™ V y sea Q € [P)NU. Para llegar
a una contradiccién, supongamos que @) ¢ V. Como la extensién canénica es una
complecién densa, existe un Y € C(X(A)) talque Q € Y C U y existe Z € S(X(A))
tal que V. C Z¢y Q € Z. Tenemos que (Y NU)U (ZNV) = (. Por lo tanto
(Y,Z) ¢ R_,(P), es decir, (=) (P)N[¢(Y)xI4(Z)] # 0. Entonces existen a € ¢(Y)
y b € 14(Z) tal que a — b € P. Obtenemos que a — b € Q y a € Q. Como @ es
un filtro, se deduce que b € Q pero de Q € Z y b € I4(Z) se deduce que b ¢ Q,
absurdo. Luego @ € V.

Por otro lado, supongamos que [P)NU C V' y (Y, Z) € R, (P). Para llegar a
una contradiccién, supongamos que (Y NU)U(ZNV) = 0. Entonces Y C U y
V' C Z¢. Por hip6tesis, (—) " H(P)N[¢p(Y) x 14(Z)] = 0. Probemos que

F(PUG(Y))NI(Z) =0,

donde F(P U ¢(Y)) es el filtro generado por la unién de Py ¢(Y'). Supongamos lo
contrario. Sea b € F(PU@(Y)) N1a(Z). Es facil probar que existe a € ¢(Y) tal
que a — b € P, pero esto implica que (a,b) € (—=)"H(P)N[p(Y) x 14(Z)], absurdo.
Luego, F(PU¢(Y)) N 14(Z) = () y tenemos que existe @ € X(A) tal que P C @,
Q€Y yQ € Z. Obtenemos que @ € [P)NU y por hipdtesis Q € V C Z¢, absurdo.
Entonces, (Y NU¢) U (ZNV) # (. Por lo tanto, P € U =™ V. |

Como corolario tenemos que (Up(X(A)),N,U,=, 0, X) es la extensién candnica
dual de A.
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Podemos ver a los ZS-espacios como DS-espacios mondtonos (X, T, R) donde

R C X xC(X) x S(X) y las condiciones sobre la relacién son:

e U—pV={xeX:VY,Z2)e Rx)[(YNU)YU(ZNV) £ (0} € D(X) para
todo U,V € D(X).

o R(xz) =({Lwy): U,V eDX)yxeU =gV} donde Lyy) ={(Y,Z) €
CX)xS(X): (YNnUU(ZNV) #0}.

Estudiaremos ahora los morfismos de la categoria que tiene como objetos a los
ZS-espacios. En [8] fue probado que existe una dualidad entre la categoria de
los semirreticulos implicativos con homomorfismos de semirreticulos implicativos,
es decir, con homomorfismos de semirreticulos h: A — B que adema&s cumplen la
condicién h(a) — h(b) = h(a — b) para todo a,b € A, y la categoria de los ZS-
espacios con relaciones funcionales, es decir A-relaciones S C X; x X, que ademas
cumplen que para todo x € domS y para todo y € S(x) existe z € X; tal que
x < zy S(z) = [y). También en el mismo trabajo, se prob6 que estas relaciones son
equivalentes a una clase de funciones parciales llamadas ZS-morfismos.

Siguiendo el desarrollo realizado en el capitulo [2] tenemos que los morfismos
duales a los homomorfismos de semirreticulos implicativos son las A-relaciones
S C X x Xj entre dos DS-espacios mondtonos (X1, 71, R1) v (Xa, 73, Re) donde
Ry C X1 xC(X1) x S(X1) y Ry C Xy x C(X3) x S(X3) tales que

(U,V°) € Ry[S(z)] sii (ST'U, STHV]) € Ry(x) (3.1)
para todo U,V € D(X,). Estas son las A-relaciones mondtonas.

Observacion 3.3.3. Todo homomorfismo de semirreticulos h : A — B cumple que
h(a — b) < h(a) — h(b). Por lo tanto, a la definicién de las A-relaciones mondtonas
basta con exigirles s6lo una implicacién: si (S™HU¢, S [V¢]) € Ri(z) entonces

(U,V°) € Ry|S(x)]. La otra implicacién siempre vale.

Proposicién 3.3.4. Sean (X1,T1, R1) y (Xa, T2, Re) dos DS-espacios mondtonos
donde Ry C X7 x C(X7) x §S(Xj) y Ry C Xy x C(X3) x §S(Xs). Una A-relacion
S C X x Xy satisface la Condicion si y solo si hg: D(Xs) — D(X;) es un

homomorfismo de semirreticulos implicativos.

Demostracion. Es andlogo al razonamiento del capitulo [2] n
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Sea (X, 7T, R) un DS-espacio mondtono donde R C X x C(X) x S(X) y conside-
remos el espacio (X(D(X)), Tp(x), R-,). La aplicacion Hx: X — X (D(X)) es un
homeormorfismo de espacios topolégicos, un isomorfismo de orden y ademéas cumple

que
(z,Y,Z) € Rsiysdlosi (Hx(z), Hx[Y], Hx[Z]) € R,

paratodoz € X, Y € C(X) y Z € S(X).

Sea ZS la categoria que tiene como objetos a los semirreticulos implicativos y
como morfismos a los homomorfismos de semirreticulos implicativos y sea ZDS la
categoria que tiene como objetos a los DS-espacios monétonos definidos en esta
seccién (donde la relacién tiene elementos de tres coordenadas) y como morfis-

mos a las A-relaciones monétonas que cumplen la condicién (3.1). En resumen,

IS = semirreticulos implicativos + homomorfismos
IDS = DS-espacios monotonos + A-relaciones monétonas
con RC X x C(X) x S(X) que cumplen ((3.1])

Corolario 3.3.5. Las categorias IS e IDS son dualmente equivalentes.

Ahora estudiaremos los semirreticulos implicativos dotados con un operador
monodtono. Veremos como se conectan la relaciéon dual a la implicacién y la dual al
operador.

Sea (A, A\, —,m, 1) un semirreticulo implicativo con un operador monétono. Sea
(X(A),Ta, R, Ry) el espacio dual donde R, C X(A) x C(X(A)) x S(X(A)) y
R, C X x S(X(A)). Entonces para todo A, B € Up(X(A)) se cumple que

(AL, x (Ba] N TmgR_, = 0 implica |(mp,, (A)], x (g, (B)la| N ImgR_, =0

donde (C], ={Y € Up(X(A)): Y CC}y (Cla={Y € Dw(X(A)) : Y C C} para
CeP(X(A)).

Observacion 3.3.6. En los semirreticulos implicativos A es posible definir al ope-

rador mondétono sin utilizar el infimo, exigiendo que se cumpla
[ma—>m((a—>b)—>b) =1

para todo a,b € A. Asi, la clase de los semirreticulos implicativos mondétonos
conforma una variedad, y también lo hace la clase de sus reductos (A, —,1,m)

que son algebras de Hilbert con un operador mondétono.
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3.4 Reticulos distributivos acotados

En esta seccién estudiaremos a los reticulos distributivos acotados con operadores
mondétonos. Para ello, primero recordaremos una de las dualidades topologicas exis-
tentes para reticulos distributivos acotados. Uno de los trabajos considerados como
el principio de la teorfa de la dualidad fue el realizado por Stone [57] a mediados
de la década del 30, donde introdujo una equivalencia dual entre la categoria de las
algebras de Boole con homomorfismos de algebras de Boole y la categoria de es-
pacios, actualmente llamados, de Stone y funciones continuas. En 1937, Stone [5§]
extendi6 estos resultados y probé la equivalencia dual existente entre la categoria
de los reticulos distributivos acotados y homomorfismos de reticulos acotados y la

categoria de espacios espectrales y funciones espectrales.

Definicién 3.4.1. Un espacio espectral es un espacio topolégico (X, T') que satisface

las siguientes condiciones:
1. es un DS-espacio,
2. X es un subconjunto compacto,
3. el conjunto KXO(X) es cerrado bajo intersecciones finitas.

Definicién 3.4.2. Sean (X, Tx) e (Y, Ty) dos espacios espectrales. Una funcion
espectral f : X — Y es una funcién continua tal que la preimagen de todo sub-

conjunto abierto-compacto de Y bajo f es un subconjunto compacto, es decir,
f7HU] € KO(X) para todo U € KO(Y).

Estudiemos qué ocurre cuando le agregamos a la estructura un operador monétono.
Primero recordemos que la definicion de ideal de orden coincide con la nocién de
ideal en los reticulos. La familia de los ideales de un reticulo tiene estructura de
reticulo completo. Sea A un reticulo. El ideal generado por un subconjunto X C A
es el conjunto I(X)={a€ A:3y,....0, € X (a<bV---Vb,)}.

Sea (A, A, V,m,0,1) un reticulo distributivo con un operador monétono y consi-
deremos el DS-espacio monétono dual del reducto de semirreticulo con un operador
mondétono, (X (A), Ta, Ry). El espacio (X(A),Ta) es un espacio espectral. Estudi-

aremos los morfismos entre estos espacios.

Proposicion 3.4.3. Sean (A,ma) y (B, ms) dos reticulos distributivos acotados
con operadores mondtonos y sea h: A — B un homomorfismo de reticulos acotados

que ademds cumple que h(ma(a)) = mp(h(a)) para todo a € A. Entonces, la
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funcién f: X(B) — X(A) definida por: f(P) = h™'(P) para P € X(B) es una

funcion espectral que cumple que
(f(P).Z) € Ry siy sdlo si (P, f~'[Z]) € Rung
para todo P € X(B) y Z € S(X(A)).

Demostracion. =) Sean P € X(B)y Z € S(X(A)) tales que (f(P),Z) € Ry,,.
Como f es una funcién espectral, es facil comprobar que f~!'[Z] € S(X(B)). Sea
J = I(h[Ia(Z)]) donde hlIa(Z)] = {h(a) : a € Io(Z)}. Vamos a probar que
m~Y(P)NJ = (. Supongamos que existe b € J tal que mb € P. Entonces existe
a € Ian(Z) tal que b < h(a). Por monotonia tenemos que mh(a) = h(ma) € P.
Luego a € m™(f(P)). De a € Io(Z) y por hipétesis tenemos que a ¢ m~1(f(P)),
contradiccién. Luego (P, a(J)) € Ry.,. Es facil probar que a(J) C f~![Z] y esto
implica que (P, f7'[Z]) € Ryy-

<) Es facil. |

Por lo tanto, es facil ver que las funciones duales a los homomorfismos de reticulos
distributivos que conmutan con el operador mondétono son las funciones espectrales
f: X1 — X, entre dos espacios (Xi,71, R1) v (X2, T2, R2) que cumplen con la
condicién:

(f(x),Z) € Ry siysélosi (x, f71[Z]) € Ry (3.2)
para todo P € X; y Z € §(X3). Llamaremos a estas funciones m-espectrales.
Sean (X1, T1) y (Xs,T2) dos espacios espectrales. Claramente, si f: X7 — X; es

una funcién espectral, la relacién Sy C X; x X, definida por S¢(z) = [f(z)) es una
A-relacién. Por otro lado, dada una A-relacién S C X; x X, tal que hg(U U V) =
hs(U) U hg(V) para todo U,V € D(X,), podemos definir una funcién espectral
fs: X1 — Xy delaforma fs(z) = y donde y € X3 es el inico que cumple S(z) = [y).

Proposicién 3.4.4. Sean (X1,T1, R1) y (Xa, T2, Re) dos DS-espacios mondtonos
tales que (X1,7T1) y (Xa,T2) son espacios espectrales. Sea S C X; X Xo una A-
relacion tal que hs(U UV) = hg(U) U hg(V) para todo U,V € D(X3). Entonces S

es una N-relacion monotona si y sélo si cumple que
7 € Ry[S(w)] siy sélo si S'[Z] € Ry(x) (3.3)

para todo x € X1 y Z € §(Xa).
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Demostracion. Es obvio que si la A-relacion cumple ((3.3)), entonces es mondtona.

Probemos primero que S7!'[Z] € S(X;) para todo Z € S(X3). Tenemos que
r € STHZ] si y sélo si existe z € Z tal que (x,2) € S, es decir, si Z N S(x) # 0.
Luego, si x ¢ S™![Z] entonces, por ser un espacio sober, existe U € D(X5) tal que
Z CUyUNS(xz) =0, es decir, z € hg(U). Es facil ver que S7[Z]° = J{hs(U) :
UeD(X,y)y Z CU}. Luego S7'Z] = N{hs(U)¢ : U € D(Xy) y Z C U}, cada
hs(U) € KO(X1) y {hs(U)¢ : U € D(Xs)y Z C U} es una familia dualmente
dirigida. Por lo tanto S™'[Z] € S(X}).

Supongamos que S es una A-relacion monotona.

<) Sean x € X; y Z € §(X3). Supongamos que S™![Z] € Ry(x). Tenemos
que {U € D(X3) : S(x) C U} € X(D(X3)) y por lo tanto, existe y € X tal
que Hx,(y) = {U € D(X3) : S(z) C U}. Entonces, para todo z € S(x), y < z.
Luego, Z € Ry[S(z)] es equivalente a que (y, Z) € Ry. Supongamos que Z ¢ Ry(y).
Entonces existe U € D(X3) tal que y € mp,(U) y ZNU = (. Tenemos que
U¢ & Ry(y) y por lo tanto U ¢ Ry[S(x)]. Luego, S~HU*] ¢ Ry(x). Obtenemos que
STZ) N STHUC)e # 0, es decir, existe w € STHUC| y un 2 € Z tal que (w,2) € S.
Pero como Z C U¢, z € U¢ y w € S™U*¢|, absurdo.

=) Sean z € X; y Z € S§(X»). Supongamos que Z € Ry[S(z)]. Entonces
existe y € S(z) tal que (y,Z). Supongamos que S~'[Z] ¢ R;(x). Tenemos que
existe U € D(X;) tal que z € mp,(U) y S7HZ]NU = @. Como U es cerrado,
S~1[Z] es saturado especial y el espacio es sober, existe un V' € D(X,) tal que
Z CVe, STHZ) C hg(V)¢y hg(V)NU = 0. Luego, U C hg(V) y por monotonia
x € mg,(U) C mp, (hs(V)). Se sigue que S~V = hg(V)¢ ¢ R(x). Por hipitesis
tenemos que V¢ & Ry[S(z)], pero Z C V¢ implica que V¢ € Ry(y), lo cual es una
contradiccion. [ |

Corolario 3.4.5. Sean (X1, T1, R1) y (Xs, T2, Ry) dos DS-espacios mondtonos tales
que (X1, T1) y (Xo,T2) son espacios espectrales. Si f: X1 — Xy es una funcion
espectral que cumple la condicion , entonces Sy es una A-relacion mondtona
tal que hs,(UUV) = hgs,(U)Uhs, (V') para todo U,V € D(Xy) y viceversa, es decir,
si S C Xy X Xo es una A-relacion mondtona tal que hs(UUV') = hg(U)Uhg(V) para

todo U,V € D(X,), entonces fs es una funcion espectral que cumple la condicion

.

Las funciones espectrales que cumplen son una generalizacion de la nocion

de morfismos acotados que veremos en el capitulo [4]
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Como corolario tenemos que la categoria de reticulos distributivos con operado-
res mondtonos que tiene a los homomorfismos de reticulos acotados que conmutan
con el operador monétono como morfismos es dualmente equivalente a la categoria
de los DS-espacios mondtonos que también son espacios espectrales con funciones
espectrales mondétonas como morfismos. En resumen, las categorias dualmente equi-

valentes son

BDL = Reticulos distributivos acotados -+ homomorfismos

con operadores monoétonos

MSS = DS-espacios monotonos + funciones espectrales

que son espacios espectrales que cumplen ([3.2))

Notar que en los reticulos las siguientes condiciones son equivalentes:

e Si a < b entonces ma < mb para todo a,b € A,
e m(a Ab) < maAmb para todo a,b € A,

e maV mb<m(aVb) para todo a,b € A.

Vamos a estudiar a los operadores mondtonos que distribuyen con respecto al

supremo.

Proposicién 3.4.6. Sea (A, m) un reticulo distributivo acotado con un operador
mondtono. Entonces, m(a V b) = ma vV mb para todo a,b € A < para todo P €
X(A) se cumple que m~*(P)¢ € Id(X(A)) y, (P,a(m *(P)%)) € R,, & para todo
P e X(A) ypara todo Y € C(X(A)) se cumple que si (P,Y) € G, entonces existe
Q €Y tal que (P,[Q)) € Gp,.

Demostracion. Se sigue del hecho que si m(a V b) = ma V mb para todo a,b € A
entonces m ! (P)¢ es un ideal de A para todo P € X(A). |

El siguiente resultado muestra que la extensién candnica de un operador mondétono
que distribuye con respecto al supremo es igual a la extensién candénica dual. Ademas,
mostraremos que la extension preserva supremos arbitrarios. Como todo elemento de
la extension candnica de un semirreticulo distributivo es supremo de elementos com-
pletamente V-primos, la extension del operador estd completamente determinada por
su accion sobre ellos. Recordemos que J*(Up(X(A))) = {¢(P)=[P): P € X(A)}
para (A,m).
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Lema 3.4.7. Sea (A, m) un un reticulo distributivo acotado con un operador mondtono

que cumple m(a V b) = ma V mb para todo a,b € A. Entonces
1. mg,,(U) = mg,, (U) para todo U € Up(X(A)).

2. me(U{Ui cioe I}) = U{me(Ui) : i € I} para cualquier familia de
conjuntos {U; :i € I} C Up(X(A)).

Demostracion. Es andloga a la demostracion del Lema [3.2.6 |

Ejemplo 3.4.1. Volvamos al ejemplo donde hablamos de las 4dlgebras modales
positivas. Los espacios duales de esta clase son los DS-espacios mondtonos de la
forma (X, 7T, R,G) donde

e (X, T) es un espacio espectral,

e para cualquier x € X y para cada Z € S(X) tal que Z € R(z) existe z € Z
tal que (z] € R(z),

e () ¢ R(x) para todo z € X.

e para cualquier x € X y para cada Y € C(X) tal que Y € G(x) existe y € Y
tal que [y) € G(x),

0 ¢ G(z) para todo z € X.

Para todo € X y para todo Y € G(z) existe un y € Y tal que (z, (y]) € R
y (z,]y) € G.

Para todo x € X y para todo Z € R(x) existe un z € Z tal que (z,(z]) € Ry
(¢,])) € G.

Es fécil probar que (D(X), N, U, Og, 0c, X, 0) y (Up(X),n, U, Og, 0, X, 0) son
algebras modales positivas y que todo espacio dual de un algebras modal positiva

cumple con las condiciones anteriores.

3.4.1 Algebras de Heyting

Un élgebra de Heyting (A, A, V,—,0,1) tiene un reducto de reticulo distributivo
acotado (A, A, V,0,1) y uno de semirreticulo implicativo (A, A, —,1). Por lo tanto
podemos armar un espacio dual combinando los resultados de las dos secciones

anteriores.
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Ejemplo 3.4.2. Volvamos al ejemplo donde hablamos de las algebras de Heyt-
ing monadicas. Los espacios duales de esta clase son los DS-espacios monotonos de
la forma (X, 7T, R, G) donde

(X, T) es un espacio espectral y un ZS-espacio,

para cualquier z € X y para cada Z € S(X) tal que Z € R(z) existe z € Z
tal que (z] € R(x),

para todo z € X se cumple que (z] € R(x),
) ¢ R(x) para todo = € X,

para cualquier x € X y para cada Y € C(X) tal que Y € G(x) existe y € Y
tal que [y) € G(x),

para todo x € X se cumple que [z) € G(z),
) ¢ G(z) para todo = € X.

Para todo z € X y para todo Y,C € C(X), Fo(Y)NC € G(z) si y sdlo si
YNnCeG(x),

Para todo € X y para todo Y € G(z), si Z € R(x) entonces existe z € Z
tal que Y € G(z).

Para todo x € X y para todo Z € R(z), si Y € G(z) entonces existe y € Y
tal que Z € R(y).

Es facil probar que (D(X),N,U, Vg, g, X, D) es un dlgebra de Heyting monddica y

que todo espacio dual de un algebra de Heyting monadica cumple con las condiciones

anteriores.
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Capitulo 4
Algebras de Boole Mondtonas

Como mencionamos en el primer capitulo, las algebras de Boole monétonas proveen
la seméantica algebraica para las l6gicas modales mondétonas. Como tienen un re-
ducto de semirreticulo distributivo con operadores mondtonos, la teoria hasta aqui
expuesta puede aplicarse a este caso particular y mostramos que los DS-espacios
mondtonos concuerdan con los espacios estudiados por S. Celani en [12]. Como
en las dlgebras de Boole tenemos una operacién negacion, a partir de un operador
modal primitivo del lenguaje es posible definir su operador dual. Esto genera que
las relaciones R, y GG,, que inducen las extensiones candnicas para cada operacion
m se comporten de un forma especial, en vez de tener cuatro relaciones distintas,
dos por el operador primitivo y dos por el operador dual, tenemos que las relaciones
se repiten.

Por otro lado, los marcos de entornos mondétonos conforman la seméantica rela-
cional para las légicas modales mondtonas. Esta semdantica ha sido ampliamente
estudiada por diversos autores. En [31], la dualidad topolégica estd basada sobre
los llamados marcos mondétonos descriptivos, que probaremos que son equivalentes
a los DS-espacios monétonos estudiados en [12]. Uno se los principales objetivos
de este capitulo es analizar la relacion entre estas dos clases de marcos mondétonos,
y estudiar algunas clases especiales de marcos generales que son generalizaciones
de los modelos monétonos modalmente saturados estudiados en [I1]. Para ello uti-
lizaremos las herramientas que hemos desarrollado en el capitulo 2, adaptadas para
las algebras de Boole.

El contenido de este capitulo se encuentra publicado en [14] y en [15].
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4.1 DS-espacios monétonos y m-marcos Algebras de Boole Monétonas

4.1 DS-espacios monétonos y m-marcos

En el paper [12] (ver también [31] y [33]) S. Celani desarroll6 una dualidad topolégica
entre algebras de Boole mondtonas y marcos descriptivos monétonos. En esta seccién
probaremos que estos marcos son también DS-espacios mondtonos.

Recordemos que un algebra mondtona o algebra de Boole con una operacién
mondtona normal es un par (A, [0) tal que A es un algebra de Boole, y [J es un

operador definido sobre A tal que
1. O(a A b) < Oa A Ob para todo a,b € A,
2. 01 =1.

También, recordemos que un espacio de Stone es un espacio topolégico X = (X, T)
que es compacto y totalmente disconexo, es decir, dados puntos distintos z,y € X,

existe un subconjunto abierto-cerrado U de X tal quex € Uy y ¢ U.

Definicién 4.1.1. Un m-marco descriptivo [12], o espacio modal mondtono, es un
triple (X, 7T, R) tal que

1. (X, T) es un espacio de Stone,
2. RC X x Cy(X), donde Co(X) =C(X) — {0},

3. Or(U) = {2z € X : VY € R(z) (YNU # 0)} € Clop(X) para todo U €
Clop(X),

4. R(z) =({Lv : x € Ogr(U)}, para todo = € X.

Recordamos que si (X, T) es un espacio de Stone entonces Clop(X) es una base
para la topologia, KO(X) = Clop(X), D(X) = Clop(X) y S(X) = C(X). Como X
es Hausdorff, los tnicos conjuntos cerrados irreducibles son los unitarios, asi X es

sober. Por lo tanto, se sigue la siguiente proposicién.
Proposicién 4.1.2. Todo m-marco descriptivo es un DS-espacio mondtono.
Observaciéon 4.1.3. Sea A = (A, V, A, —,0,1) un algebra de Boole. Notemos que

e si I es un filtro de A, entonces el conjunto Ir = {—a : a € F} es un ideal de
Ay,

e si [ es un ideal de A, el conjunto F;r = {—a:a € I} es un filtro de A.
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Proposicién 4.1.4. Sea A = (A,V,A,—,0,1) un dlgebra de Boole.
1. Si F es un filtro de A entonces Y(F) = a(If).
2. 8i 1 es un ideal de A, a(I) = (Fy).

Demostracion. 1. Sea P un filtro primo y F un filtro. Entonces, P € ¥(F) si y
sélosi FC Psiysélosi{-a:a€ F}NP=10siysdlosiPeca(lp).
2. Es similar a 1. |

Sea (A, ) un algebra de Boole dotada con un operador monétono normal. Sea
O: A — A el operador dual definido por ¢a = —[—a, para cada a € A. Siguiendo la
construccién de los S- y C-espacios mondtonos, tenemos cuatro relaciones Gy, Gn,

Ry vy Rn. La siguiente proposiciéon muestra las relaciones entre ellas.

Proposicién 4.1.5. Sea (A, 00) un dlgebra mondtona y sea $ el operador dual. Con-
sideremos los espacios C-mondtonos (X (A), Ta,Go), (X(A),Ta,Go) y los espacios
S-mondtonos (X (A), Ta, Ro), (X(A),Ta, Ro). Entonces, Gy, = Rn y Go = Ry.

Demostracion. Probaremos que Gy = Rn. Sea P € X(A) y F € Fi(A) tales que
(P,%(F)) € Gy. Entonces, F' C O~!(P), es decir, para todo a € F, =[J(—a) € P.
Asi, O(—a) ¢ P, es decir, ma ¢ O (P). Luego, O°Y(P)NIr = 0y por lo tanto
(P,a(Ip)) € Rn. Por la Proposicién [4.1.4] o (F) = a(Ip), y se sigue que (P, ¢(F)) €
Rn. La otra inclusion es similar.

La otra igualdad se prueba en forma analoga. ]

4.2 Marcos mondtonos generales

La semantica algebraica para las légicas mondtonas esta dada por la clase de las
algebras de Boole con un operador mondtono [31]. Recordamos la siguiente definicién
que, veremos mas adelante, es un caso particular de donde el orden es la igual-
dad. Esto se debe a que todo filtro primo de un algebra de Boole A es un ultrafiltro,
en otros términos, P(X(A)) = Up(X(A)) = Dw(X(A)). Ademds, ya que contamos
con una negacién, como vimos en la seccién anterior, sélo una relacion es necesaria

para interpretar dos operadores modales [y <.

Definicién 4.2.1. Un marco de entornos mondtono, o marco mondtono, es una
estructura F = (X, R) donde R C X x P(X), y para cualquier z € X y cualquier
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Y,Z € P(X),si(x,Y) € RyY C Z, entonces (z, Z) € R. En otras palabras, el con-
junto R(x) = {Z € P(X) | (x,Z) € R} es un subconjunto creciente de (P(X), C)
para cada x € X.

Como repasamos en el capitulo[I} todo teorema de la menor 16gica modal monéto-
na EM es valido en todo marco y en todo modelo de entornos monétono. Por otro
lado, el conjunto de todas las férmulas validas en todo marco perteneciente a una
clase de marcos de entornos mondtonos es una légica modal mondtona.

Recordemos que todo marco monoétono F define un algebra mondétona de conjun-
tos, el par A(F) = (P(X), Or) donde la aplicacién monétona Or : P(X) — P(X)

esta definida por:
Op(U)={r € X |IY €eR(x) (Y CU)}={x e X |R(zx)N Dy #0}
para cada U € P(X). Notemos que por monotonia tenemos que
Or(U)={2z€ X |U€R(x)}.
La aplicacién dual Og : P(X) — P(X) estd definida por:
Or(U)={ze X |VY eRx)(YNU#0)}={zre X |R(z) C Ly}
para cada U € P(X). Dualmente, por monotonia tenemos que
Or(U) ={z € X |U" ¢ R(x) }.

Por otro lado, para cada algebra mondtona podemos definir un marco mondétono.
Recordemos que el marco mondtono, o marco de ultrafiltros, de un algebra

monotona A es un par
F(A) = (X(A), Ro)

donde la relacién Ry € X (A) x P(X(A)) esta definida por:
(5,Y) € Ry sii 3FEFi(A) W(F)CY y FCO@), (41

con $(F) = {y € X(A) | F C y} (ver [I1], [12] o [31)).

Al igual que en la semantica de Kripke para las logicas modales normales, el
principal defecto para la semantica de entornos es la existencia de logicas incomple-
tas. Se puede rectificar anadiendo a los marcos de entornos una estructura extra
que restringe el conjunto de valuaciones posibles. Esto define los marcos monétonos

generales [31].
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Definicién 4.2.2. Un marco de entornos mondtono general, o marco monotono
general, es una estructura (F, D) donde F = (X,R) es un marco mondtono y
D es una coleccion de subconjuntos admisibles de X que satisface las siguientes

condiciones:
e D,
e UV eDimplicaUUV € D,
e Ue Dimplican X -U=U°e€Dy
e Or(U) € D para cada U € D.

Notemos que si (F, D) es un marco mondtono general, entonces (D, Or) es una
subdalgebra del algebra A(F) = (P(X),0r). Ademds, como D es una subélgebra
Booleana de P(X), es una base de una topologia 7p. Notaremos (X, 7p) al espacio
topolégico generado por una base D. Referiremos a F como el marco subyacente
de (F, D). Es claro que un marco monétono F = (X, R) es equivalente al marco
mondtono general (F,P(X)). Dada un édlgebra monétona A, el par (F(A), 5 [A])
es el marco mondtono general de A.

Las flechas de la categoria que tiene como objetos a los marcos mondtonos ge-
nerales son los morfismos acotados. Estos morfismos son funciones que preservan y

reflejan la estructura descrita en el lenguaje modal.

Definicién 4.2.3. [31] Un morfismo acotado f entre los marcos mondtonos gene-
rales (F1, Dq) y (F2, Do) es una funcién f : X; — X, que satisface las siguientes

condiciones:

1. Paratodo x € X; y paracadaY C Xy, si (z,Y) € Ry, entonces (f(x), f[Y]) €
Ry.

2. Para todo = € X; y para cada Z C Xo, si (f(z),Z) € Rs, entonces existe
Y C X talque (z,Y)€e Ry f[Y]C Z.

3. f71[U] € Dy para cada U € Ds.

Notemos que por la condicion 3, f es una funciéon continua entre los espacios
topolégicos (X1, Tp,) v (Xa, Tp,). Si f es suryectivo, entonces es llamado un epi-
morfismo acotado y (Fa, Do) es una imagen homomorfa de (F;, D;). Decimos que

f es un isomorfismos de marcos generales si es un morfismo acotado inyectivo y
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suryectivo y la funcién inversa f~! también es un morfismo acotado. Notemos que

las condiciones [1] y [2| juntas son equivalentes a la siguiente condicién:
Para todo z € X y para cada Z C Xo, f'[Z] € Ry (z) sii Z € Ry (f (2)).
Diremos que f es un morfismo acotado fuerte si satisface la siguiente condicién:

(S) Si U € Dy, entonces existe V€ Dy tal que f[U] = f[X3] NV, es decir,
U=f"vl

En la proxima secciéon recordaremos una clase especial de marcos generales in-

troducidas por Hansen y que también son duales a las dlgebras mondtonas.

4.3 Clases especiales de m-marcos generales

Dualidades entre algebras mondtonas y ciertas clases de marcos monotonos generales
fueron desarrolladas en detalle en [12] y [31]. En la teoria de la dualidad para las
l6gicas modales monétonas, Hansen [31] introdujo la nocién de marcos mondtonos
descriptivos con el objetivo de obtener una dualidad completa para la categoria de
las algebras de Boole con un operador monoétono. Ahora recordaremos la nocién de

marco descriptivo para marcos monotonos generales dada por H. Hansen.

Definicién 4.3.1. [31] Un marco mondtono descriptivo, o m-marco descriptivo, es
un marco mondétono general (F, D), donde (X, 7p) es un espacio de Stone, y para
todo x € X, para todo C € C (X) y para todo Y C X,

PCom Y € R(z)sii3C € C(X)[C CY y C € R(x)],

PClos C € R(z)siiVU € D|C CU — U € R(z)].

Entre la clase de marcos monotonos generales y la clase de marcos mondtonos des-
criptivos existen algunas clases interesantes de marcos generales que estan definidos
generalizando las propiedades PCom y PClos de la Definicién [4.3.1] Luego de
recordar algunos conceptos, en la Definicién [4.3.3] extenderemos ciertas nociones
introducidas en [I1] para modelos moné6tonos.

Sea D C P(X) una familia de subconjuntos tal que D = (D,U,N, =, 0, X) es
una subalgebra del dlgebra de Boole de (P(X),U,N, -, X, (). Resulta que D es base

de una topologia sobre X, y en este caso, los elementos de D son subconjuntos

80



4.3 Clases especiales de m-marcos generales Algebras de Boole Monétonas

abiertos-cerrados de X, por ser D un algebra de Boole, pero un conjunto abierto-
cerrado arbitrario no necesariamente es un elemento de D. Denotaremos por (X, 7p)
al espacio topologico generado por una base D que es universo de un &algebra de
Boole de conjuntos. Algunas propiedades topoldgicas del espacio (X, 7p) pueden

ser caracterizadas en términos de la aplicacién
Hp: X — X (D)
definida por Hp (x) ={U € D : xz € U}. Por ejemplo,
1. (X, 7p) es Hausdorff sii Hp es inyectiva, y

2. (X, 7p) es compacto sii Hp es suryectiva.

Si (X, 7p) es un espacio de Stone, entonces la aplicacién Hp es un homeomorfismo

entre (X, 7p) y el espacio de Stone asociado al dlgebra D.

Definicién 4.3.2. Sea D una subdlgebra del dlgebra de Boole (P(X),N, U, =, X, 0).
Consideremos (X, 7p) y sea K C P(X). La topologia lower Vietoris Lp sobre K
es la topologia definida sobre I tomando como sub-base a la coleccién de todos los

conjuntos de la forma
Ly={Y ek :YNnU # 0}

donde U € D. El par K = (K, Lp) es llamado el hiperespacio lower de (X, 7p)

relativo a IC.

Sea Dy ={Y € K:Y C U} para U € D. Notemos que (Lyc)° = Dy. Recorde-
mos que si (X, 7p) es un espacio de Stone, entonces (C(X),Lp) es un espacio de

Stone (ver [48] para los detalles).

Definicién 4.3.3. Sea (F, D) un marco mondtono general. Diremos que:

1. (F, D) es compacto si el espacio (X, 7p) es compacto.

2. (F, D) es imagen compacto si para todo x € X y para cada Y € R(x), existe
un subconjunto compacto Z de (X, 7p) tal que Z C Y y Z € R(x).

3. (F, D) es punto compacto en (K, Lp), donde K C P(X), si R(z) es un sub-

conjunto compacto en el espacio topolégico (K, Lp) para cada x € X
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4. (F, D) es repleto si satisface la siguiente propiedad:

(P) Para todo z € X y para cada Y € P(X), si ﬂ{HD(y) lyeY} C
OR'(Hp(z)), entonces existe un subconjunto Z C X tal que Z € R(z) y
Z C cl(Y), donde cl(Y) es la clausura de Y en el espacio (X, 7p).

5. (F, D) es modalmente saturado en (IC,Lp), donde I C P(X), si es imagen

compacto y punto compacto en (I, Lp).

Observacion 4.3.4. Sea (F, D) un marco moné6tono general. La nocién de imagen
compacto es una adaptacién de la Condicién PCom de la Definicién [£.3.1] Luego
mostraremos que la nociéon de punto compacto estd relacionada con la Condicién
PClos de la Definicién [4.3.1]

La nocién de marco monotono general repleto es una generalizacién de la nocién
de modelo de Kripke H-cerrado introducido por R. Goldblatt en [28] pagina 112, y
esta relaciondada con una de las condiciones usadas para definir la nociéon de marco
general repleto en las légicas modales normales (ver condicién VI de la Definicién
1.19.1 de [27]).

En [28] R. Goldblatt también introduce la nocién de modelo de Kripke #-
compacto. Esta nocion es equivalente a nuestra definicion de compacidad dada en el
item (1) de la Definicién[4.3.3] Ademds, Goldblatt define una estructura H-saturada
(modelos de Kripke, para nosotros) como una estructura H-compacta y H-cerrada.
En nuestra terminologia, un modelo monétono H-compacto y H-cerrado M es un
modelo compacto, y punto compacto, o por la Proposicién 10 de [I1], M es compacto

y repleto.

Sea (F, D) un marco monétono general. Consideremos el conjunto
ranR=Krp={Y CX|IreX ((z,Y)€R)}.

Entonces, podemos considerar el hiperespacio (Kg, Lp) de (X, p) relativo a Kg.

Los siguientes resultados fueron probados en las Proposiciones 9 y 10 de [11] para
modelos mondtonos. Ahora extenderemos estos resultados para marcos monétonos
generales. Aunque la prueba es similar a la dada en [11], la incluimos por completi-
tud.

Proposicién 4.3.5. Sea (F, D) un marco mondtono general.

1. Si (F, D) es punto compacto en (Kr,Lp), entonces (F, D) es repleto.
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2. Si (F,D) es compacto, entonces (F, D) es repleto sii es punto compacto en

(Kr,Lp).

Demostracion. (1) Sean z € X, Y € P(X). Asumimos ﬂ{HD(y) lyeY} C
0% (Hp(x)). Supongamos que para todo Z; € R(x), Z; € cl(Y). Como D es una
base para (X, 7p), tenemos que para cada Z; € R (z) existe U; € D tal que Y C U,
y Z; € U, es decir, Z; NUf # (. Luego, R(z) C | {LU; Y C UZ-}. Como R(x)
es un subconjunto compacto de (Kg, Lp), existe un conjunto finito {U1, ..., U, } tal
que R(z) € LyeU---ULye. Entonces, z ¢ Op(U1N...NU,),yY CUIN...NU,.
Luego, Or (U1 N...NU,) ¢ Hp(x) yU;N...NU, € ﬂ{HD(y) |y € Y}, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, existe Z € R (x) tal que Z C cl(Y).

(2) Supongamos que (F, D) es repleto. Consideremos W C D tal que
R(z) | J{Lv |UeW}.
Supongamos que para cada subconjunto finito Wy de W,

R(z) ¢ J{Lv | U € Wy}, (4.2)

Primero, probaremos que (({U¢: U € W} # (). Contrariamente, supongamos que
X =U{U:U e W}. Como (F,D) es compacto, X = U; U...UU,, para algin
subconjunto finito {Uy, ...,U,} de W. De ([1.2)), existe Y € R(z) tal que Y NU; =
0,...Y NU, =0, es decir, Y N (U; U...UU,) =Y NX =, lo cual es imposible.
Luego, Z = ("{U° | U € W} # (. Es evidente que Z es un subconjunto cerrado de
(X, 7p). Ahora probemos que

({Hp ()| z € Z} C OF' (Hp (). (4.3)

SiV e ﬂ{HD (2) : z € Z}, entonces Z = ({U°|U € W} C V. Es claro que V° es
un subconjunto cerrado de (X, 7p), y como (X, 7p) es compacto, V¢ es compacto. Se
sigue que existe un conjunto finito {Uy, ..., U, } tal que UfN...NUS C V. Entonces,
Or(UfN...NUE) C Qp(V). De ([1.2), existe T € R(z) tal que TN(U1U...UU,) = 0, es
decir, T C UyN...NUS C V. Luego, z € Or(V). Asi, es valido. Por hipdtesis,
existe Y € R (z) tal que Y C cl(Z) = Z. Entonces Y N U = (), para cada U € W.
Luego, R (z) € U{Ly | U € W}. La otra direccién sigue de (1). |

Lema 4.3.6. Sea (F, D) un marco monétono general tal que (X, Tp) es un espacio

de Stone. Entonces (F,D) es imagen compacto si y solo si satisface la Condicion

PCom de la Definicion [£.5.1].
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Demostracion. Recordemos que en un espacio de Stone (X, 7p) un subconjunto

Y de X es compacto si y sélo si es cerrado. Luego, el resultado se sigue. ]

4.3.1 m-Marcos descriptivos y descriptivos restringidos

En esta subseccion analizaremos la relacién entre la definicién de m-marco descrip-
tivo dado por H. Hansen en [31] y la definicién dada en [I2]. Probaremos que estas
nociones son equivalentes. Para diferenciarlas, a partir de ahora llamaremos [12]
m-marco descriptivo restringido a una tripla (X, R, 7p) que cumple las condiciones
de la Definicién En este caso D = Clop(X).

Ahora aprobaremos que la Condicién 4 de la Definicién [£.1.1] es equivalente a
decir que la relacion R C X x C(X) es punto compacta en (C(X),Lp). Notemos
que cada m-marco descriptivo restringido (X, R, 7p) es imagen compacto, porque
ran R = Kr C C(X).

Lema 4.3.7. Sea (X, R, D) una tripla tal que (X, Tp) es un espacio de Stone, R C
X xC(X) tal que R (x) es un subconjunto creciente de (C(X), C) para cada x € X, y

Or(U) € D para todo U € D. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R(z) es un subconjunto compacto en (C(X), Lp) para todo x € X.
2. R(x)=N{Lv | x € Or(U)} para todo x € X.
3. (X, R, D) satisface la propiedad (P) de los marcos repletos.

4. Para todo v € X y para cada Y € C(X), si (Hp(z), Hp[Y]) € Ry, entonces
(z,Y) € R.

Demostracion. (1) = (2) Sea x € X. La inclusién R(z) C ﬂ {Ly | z € Ogr(U)}
es clara. Sea Z € C(X) tal que Z € ﬂ{LU cx € Og(U)} y supongamos que
Z ¢ R(x). Entonces, tenemos que para cada K € R(z), K ¢ Z. Como Z € C (X)
y los elementos de D son subconjuntos abiertos-cerrados, para cada K € R(x)
existe Uy € D tal que Z C Ux y K ¢ Uk, es decir, Z C Ux y KNUg # 0.
En consecuencia, R (x) C {Ly. | Z C U}. Como R (x) es compacto en (C (X), Lp),
existen Uy, ..., U, € D tales que
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donde U =UjU...UUE € D. Asi, x € Og (U) y obtenemos que Z € L. Por otro
lado, Z C U; para 1 < i < mn. Entonces, Z CU,N...NU,y ZNU = lo cual es
una contradiccion. Luego, Z € R (z) y R(x) = ﬂ {Ly | x € Ogr(U)}.

(2) = (3) Seanz € X y Y € P(X) tales que ﬂ {Hp(y) |y € Y} C 0% (Hp(x)).
Probemos que cl(Y') € R(x). Supongamos que cl(Y) ¢ R(x) = ({Lv | v € Or(U)}.
Entonces, existe U € D tal que R(x) C Ly, x € Or(U) y cl(Y) CU®. AsiY C U°,
entonces U¢ € m{HD(y) ly €Y} C 05 (Hp(z)), y luego z € Or(U°) = Or(U),
lo cual es una contradiccion. Asi cl(Y) € R(z), y (X, R, D) cumple la propiedad
(P).

(3) = (4) es inmediato.

(4) = (1) ver [12]. |

Como corolario obtenemos que dada una tripla (X, R, D) en las condiciones del
lema anterior, la condicién PClos es equivalente a decir que R(x) es un subconjunto
compacto en (C(X),Lp) para todo x € X. Notar que el lema anterior es un caso
particular del teorema del capitulo [2]

Ahora vamos a estudiar la relacién entre los marcos monoétonos descriptivos

restringidos y los marcos mondtonos descriptivos estudiados por Hansen.

Definicién 4.3.8. Sea (X, 7p) un espacio de Stone con base D. Consideremos una
relacion R C X x P(X). Definimos la restriccion R, de R en C(X) como

(x,Z) € R, sii Ze€C(X)y Z € R(x).

Dada una relacion S C X x C(X) definimos la relacién S¢, llamada la eztension de
S en P(X) como

(x,Y) € S¢siiexiste Z € C(X) tal que Z CY y Z € S(x).
Proposicién 4.3.9. Sea (F, D) un marco mondtono descriptivo. Entonces:

1. Ogr(U) =0k, (U) para todo U € D.
2. R.(z) es un subconjunto compacto en (C(X), Lp) para todo x € X.
3. (R,)* = R.

Luego, (X, R, Tp) es un m-marco descriptivo restringido.
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Demostracion. Notemos que (C(X), Lp) es compacto porque (X, 7p) es un espa-
cio de Stone (ver [48]).

(1) Sea U € D. Como R, C R, obtenemos que Lg(U) C Og. (U). Sea z €
Og, (U) y sea Y € R(z). Por la Propiedad PCom de la Definicién [4.3.1] existe
CelC(X)talqueC CY yC € R(x). Esclaro que C € R,(x), y como z € Og (U),
tenemos C NU # 0. Asi, Y NU # 0. Luego, x € Ox(U).

(2) Por el Lema y (1), es suficiente ver que para todo z € X

R.(x) = ({Lv : x € Ox(U)}. (4.4)

Es claro que la inclusién R,.(z) C ﬂ {Ly | x € Ogr(U)} vale. Sea Z € C (X) tal que

S ﬂ {Ly | x € Or(U)} y supongamos que Z ¢ R(x). Por la Propiedad PClos
de la Definicién [4.3.1] existe U € D tal que Z C U y U ¢ R(z). Luego, = ¢ Or(U),
es decir, z € Or(U¢). Como Z € Lye, tenemos que Z NU® # (), lo cual es una
contradiccion. Luego, la identidad es valida.

(3) Sea (z,Y) € (R,)°. Entonces existe Z € C(X) tal que Z C Y y Z € R,(x).
Como R, C R, tenemos Z € R(x), y como R es monétona, ¥ € R(x). Sea
(z,Y) € R. Por la Propiedad PCom de la Definicién [£.3.1] existe C' € C(X)
tal que C CY y C € R(x). Asi, C € R.(z). Como existe C € C(X) tal que C C Y
y C € R.(x), obtenemos que (z,Y) € (R,)°. |

Proposiciéon 4.3.10. Sea (X, R, D) una tripla tal que (X,Tp) es un espacio de
Stone, R C X x C(X) y Or(U) € D para todo U € D. Si (X,R,D) es punto-

compacto en (C(X),Lp), entonces

1. (X, R%, D) es un m-marco descriptivo, y
2. (R°), = R.

Demostracion. (1) Por la definiciéon de la relacion R°, R°(x) es un conjunto
creciente para cada x € X. Probemos que Og(U) = Oge(U) para todo U € D.
Sea U € D. Como R C R tenemos que ge(U) C Og(U). Supongamos que
x € Og(U). SeaY € R°(x). Entonces existe Z € C(X) tal que Z CY y Z € R(x).
Asi, ZNU # B porque x € Or(U). Luego, Y NU # (), es decir, x € Oge(U).
La Condicién PCom es inmediata de la definicion de R¢. También notemos que
por definicién de R® tenemos que si C' € R(z) entonces C' € Rf(x) siempre que
C € C(X). Probemos la Condicién PClos. Sea C' € C(X) tal que C € R*(z)
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y sea U € D tal que C C U. De C € R°(x) tenemos que existe ¥ € C(X)
tal que Y € R(x) y Y € C C U. Entonces, por definicién de R®, obtenemos
que U € R°(z). Sea C' € C(X). Asumamos que para todo U € D, C C U
implica U € R°(x). Supongamos que C' ¢ R°(z), es decir, C' ¢ R(x). Como R(z)
es compacto en el espacio de Stone (C(X),Lp), tenemos que R(z) es cerrado en
(C(X),Lp). Asi, existe U € D tal que x € Og(U), R(z) C Ly y C ¢ Ly. Entonces,
x € Or(U)y CNU = (. Como C C U € D, obtenemos U® € R*(x), es decir,
x € Qre(U°) = Oge(U)¢ = Og(U)¢, lo cual es una contradiccién. Luego, (X, R, D)
es un m-marco descriptivo.

(2) Es facil ver que la igualdad (R°), = R vale. [

Ya vimos que los m-marcos descriptivos restringidos y los marcos descriptivos
son nociones equivalentes. Ahora estudiaremos qué pasa con los morfismos. Sean
(X1, R1,7p,) v (X2, Ra, Tp,) dos m-marcos descriptivos restringidos. Denotaremos
por K(X) al conjunto de subconjuntos compactos de un espacio topoldgico (X, T).
Recordemos que para todo Y € K (X;) = C(X;) y para cada f funcién continua,
fIY] € K(X2) =C(X2). Entonces, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 4.3.11. Una funcién f: X; — X, es llamada un morfismo acotado
entre los m-marcos descriptivos restringidos (X1, Ry, 7p,) v (X2, Ra, Tp,) si y sélo si

f cumple las siguientes condiciones:

1. Para todo z € X y para cada Y € C(X}), si (z,Y) € Ry entonces se cumple
(f(x), F[Y]) € R

2. Para todo x € X; y para cada Z € C(X3), si (f(z),Z) € R,, entonces existe
Y € C(Xy) tal que (z,Y)e Ry f[Y] C Z.

3. f71[U] € D, para cada U € Ds.

Diremos que f es un morfismo acotado fuerte de marcos descriptivos restringidos si
ademéas cumple la condicién (S) de la definicién [4.2.3|

Proposiciéon 4.3.12. Sea f: X1 — X5 un morfismo acotado entre los m-marcos
descriptivos restringidos (X1, Ry, 7p,) y (X2, Ro,Tp,). Luego, f: X1 — X5 es un
morfismo acotado entre los m-marcos descriptivos (X1, RS, D1) y (Xa, RS, Da). Ade-
mas, si f es un morfismo acotado fuerte entre los m-marcos descriptivos restringidos
(X1, R1,7p,) y (Xa, Re, Tp,), entonces f es un morfismo acotado fuerte entre los m-
marcos descriptivos (X1, RS, D) y (Xa, RS, Da).
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Demostracion. Se sigue de las inclusiones Ry C Rf y Ry C RS. |

Proposicién 4.3.13. Sea f: X7 — Xy un morfismo acotado entre los m-marcos

descriptivos (X1, Ry, D1) y (Xa, Ra, Do). Luego, se cumplen:

1. f: X1 — X5 es un morfismo acotado entre los m-marcos descriptivos restringi-

dos (X1, (R1), ,7p,) ¥ (X2, (R2), ,TD,)-

2. S f es un morfismo acotado fuerte entre los m-marcos descriptivos
(X1, R1,7p,) y (Xo, Ry, Tp,), entonces f es un morfismo acotado fuerte en-

tre los m-marcos descriptivos restringidos (X1, (R1), ,7p,) y (X2, (R2), ,Tp,)-

Demostracion. (1) Es fécil.

(2) Seanx € X1y Z € C(X,) talesque (f (x),Z) € (R2),. Entonces, (f (z),Z2)
Ry. Como f es un morfismo acotado, se sigue que existe Y C X tal que (z,Y) € Ry
y [[Y] C Z. Por la Propiedad PCom de la Definicién [4.3.1} existe C' € C (X;) tal
que C CY y (z,C) € Ry. Es fécil comprobar que (z,C) € (Ry), y f[C] C f[Y] C
Z. |

Corolario 4.3.14. Existe una correspondencia biyectiva entre los marcos mondotonos
descriptivos y los m-marcos descriptivos restringidos. Los morfismos acotados fuertes
entre dos marcos mondtonos descriptivos son morfismos acotados fuertes entre sus

correspondientes m-marcos descriptivos restringidos y viceversa.

Sean (X1,7Ti, R1) vy (Xs, T2, Ry) dos m-marcos descriptivos restringidos. Como
vimos en la primer seccion, son DS-espacios monotonos. Es facil comprobar que
todo morfismo acotado f: X; — Xy de m-marcos descriptivos restringidos es una

A-relacién mondtona entre los DS-espacios mondtonos.

4.4 Propiedades preservadas

En las secciones anteriores definimos clases de marcos generales que cumplen pro-
piedades més débiles. En esta seccion estudiaremos algunas propiedades que son

preservadas por medio de morfismos acotados suryectivos.

Proposicién 4.4.1. Sea [ : (Fi, D1) — (Fa, D) un morfismo acotado suryectivo

entre los marcos mondtonos generales (F1, D1) y (Fa, Da). Entonces,
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1. Si (Fi,D1) es punto-compacto en (Kg,,Lp,), entonces (Fa, Do) es punto-

compacto en (Kpry, Lp,).
2. Si (F1, D) es imagen-compacto, entonces (Fa, Do) es imagen-compacto.

Demostracion. (1) Sea b € Xy y sea F' C Dy. Probemos que Ry(b) es un
subconjunto compacto del hiperespacio (Krg,, Lp,). Supongamos que para cualquier

conjunto finito F; de F' obtenemos
Ry (b) N[ {L§ |V € Fj} #0. (4.5)

Probemos que Ry (b) N m {L§, |V € F} # (. Como f es suryectivo, existe a € X
tal que f(a) = b. Probemos que

Ry (a) () {L;,lm Ve Fj} £0 (4.6)

para cualquier subconjunto finito F; de F'. Supongamos que existe un subconjunto
finito Fy de F' tal que

Ri(a)n () {L;_IW] Ve FO} = 0. (4.7)

Por , Ry (f(a))ﬂm{Lf/ |V € Fyo} # 0. Asi, existe Y € Ry (b) tal que Y NV =
() para cualquier V € Fy,. Como f es un morfismo acotado, existe Z C X, tal
que (a,Z) € Ry y f[Z] CY. Entonces f[Z] NV = () para cada V € Fy. Asi,
Z N f7H[V] = 0 para todo V € Fy. Luego, Z € Ry(a) N ﬂ {L;_l[v] |V e FO}, lo
cual contradice (4.7). Luego, es valida. Como (Fj, Dp) es punto-compacto,
existe Y C X; tal que Y € Ry (a) N ﬂ {L;,l[v] |V e F} Como f es un morfismo

acotado, tenemos que (f(a), f[Y]) € Ry y f[Y] € ﬂ {L{, | V € F}. Por lo tanto,
(Fa, Do) es punto-compacto.

(2) Asumamos que (Fij, D;) es imagen-compacto. Sean b € Xy vy YV C X,
tales que (b,Y) € Ry. Como f es suryectivo, existe a € X; tal que f(a) = b. Asi,
(f(a),Y) € Ry, y como f es un morfismo acotado, existe Z C X, tal que (a,2) € Ry
v f[Z] CY. Como (Fy, Dy) es imagen-compacto, existe un subconjunto compacto
H C X, tal que (a,H) € Ry y H C Z. Es facil comprobar que f[H] es un subcon-
junto compacto de Xy, y como (f(a), f[H]) € Ry y f[H] C f[Z] CY, obtenemos

que (Fz, D) es imagen-compacto. |

Proposicién 4.4.2. Sea f : (Fi, D1) — (Fa, Da) un morfismo acotado fuerte entre

los marcos mondtonos generales (Fi, Dy) y (Fa, Da). Entonces,
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1. Si (Fa,Ds) es punto-compacto en (Kgr,,Lp,), entonces (Fi,D;) es punto-

compacto en (Kg,, Lp,).
2. Si f es suryectivo y (F1, D1) es repleto, entonces (Fo, Do) es repleto.

3. Si f es inyectivo y (Fa, Do) es imagen-compacto, entonces (Fi, D1) es imagen-

compacto.

4. Si (Fa, Do) es repleto, entonces (Fi, D1) es repleto.

Demostracion. (1) Sea a € X; y sea W C D;. Probaremos que R;(a) es un
subconjunto compacto del hiperespacio (Kg,, Lp,). Supongamos que para cualquier

subconjunto finito W; de W obtenemos
Ry (a) N[ {L§ | U € Wy} # 0. (4.8)

Como f es fuerte, para cada U € Dy existe Viy € Dy tal que U = f~1 [Vy7]. Probemos
que Ry (f(a)) N ﬂ {L5, |U e W;} # 0 para cualquier subconjunto finito W; de
W. Supongamos que existe un subconjunto finito Wy de W tal que Ry (f(a)) N
ﬂ {Lg, |U e Wy} =0. Por , Ry (a) N ﬂ{L‘{] | U € Wy} # 0, es decir, existe
Y € Ry(a) tal que Y NU =Y N f~![Vy] = 0 para todo U € Wy. Como f es un
morfismo acotado, f[Y] € Ro(f(a)) y f[Y]NVy = 0 para todo U € Wy, es decir,
fIY] € Ry(f(a)) N ﬂ {L{, |U €Wy} =0, lo cual es imposible. Entonces, como
(F2, Ds) es punto-compacto, existe Z C X, tal que Z € Ry (f(a)) y ZNVy = 0 para
todo U € W. Como f es un morfismo acotado, existe Z’ C X tal que Z’' € Ry(a)
v f|Z'] € Z. Es claro que Z' N f~'[Vy] = Z’NU = () para todo U € W. Luego,
Z" € Ry (a)N ﬂ {L§; | U € W}, es decir, (Fy, D1) es punto-compacto.

(2) Asumamos que (Fi, Dy) es repleto. Sea H; = Hp, parai =1,2. Sean b € X,
y Y C X, tales que

(V{Hey) |y €Y} S Ory((H2 (b)) (4.9)

Probaremos que existe Y’ C X, tal que (b,Y’) € Ry y Y’ C cl(Y). Como f es

suryectivo, existe a € X tal que f(a) = b. Probemos que

N{Hi(2) |2 € Y]} C Ol ((H (a)). (4.10)

Sea U € ﬂ{Hl(x) | z € f71[Y]}. Entonces f~'[Y] C U. Como f es fuerte, existe
Vir € Dy tal que U = f~H[Vy]. Ast, f71[Y] C f~'[Vy]. Probemos que Y C V;;. Sea
y € Y. Como f es suryectivo, existe x € X; tal que f(z) =y. Asf, z € f71[Y] C

90



4.4 Propiedades preservadas Algebras de Boole Mondétonas

S~ [Vy]. Consecuentemente, € f~![Vy], es decir, f(x) = y € V. Entonces,
Vo € ﬂ{Hg J|yeY} C <>R2((H2 (b)), y se sigue que b = f(a) € Or,(Viy).
Luego, a € [~ [Or,(Vi)] = Or,(f 7 [Vu]) = O, (U), es decir, U € Opl((Hi (a)).
Por lo tanto es valida. Como (Fj, Dy) es repleto, existe Z C X; tal que

(a,Z) € Ry y Z Ccl(f1[Y)). (4.11)

Como f(a) = b,y f es un morfismo acotado, (b, f [Z]) € Ry. Como f es un morfismo
acotado fuerte, es facil ver que de Z C cl(f~! [Y]) se sigue que f [Z] C cl(Y). Luego,
(Fa2, Ds) es repleto.

(3) Sea a € X; yseaY € Ry(a). Entonces f[Y] € Ro(f(a)). Como (Fz, Do)
es imagen-compacto, entonces existe un subconjunto compacto H de X5 tal que
HC f[Y]y H € Ry(f(a)). Como f es un morfismo acotado, existe Z C X; tal
que (a,Z) € Riy f|Z] C H. Asi, Z C f~'[H], y como (F;, D;) es monétono,
(a, f7'[H]) € Ry;. Probemos que f~![H] es compacto. Sea W C D; tal que
f7U[H] C U{U : U € W}. Como f es fuerte, para cada U € W existe Viy € Dy
tal que U = f~!'[Vy]. Probemos que H C U{VU :U e W}, Seay € H. Como
H C f[Y], existe x € X tal que f(z) = y. Asi, x € f~'[H], y en consecuencia
existe U € W tal que x € U = f~1 [V, es decir, f(z) =y € U{VU U e Wh.
Como H es compacto, existen Uy, ..., U, € W tales que H C Vi, U...UVy, . Asi,
fYH] CULU...UU,, yluego f~![H] es compacto. Como f es inyectivo, se sigue
que f~1[H] C Y,y obtenemos que (Fi, D;) es imagen-compacto.

(4) Supongamos que (Fy, D) es repleto. Sean a € X; y Y € P (X;) tales que

({Hp, () | y € Y} C Ol (Hp, ().

Probemos que

(V{Hp(2) |2 € fIY]} € OR)(Hpy(f (a))). (4.12)
Sea U € D, tadqueUE(]{HD2 z) |z € f[Y]}. Tenemos que f[Y] C U. Asi,
Y CfHfY]) C f1(U) € D; y eso implica que f~* ﬂ{HDl JlyeY}.

Se sigue que [~ (U) € Ol (Hp,(a)), es decir, a € <>R1 (f_1 (U)). Luego, existe
Z € Ry (a) tal que Z C f~1(U). Como f es un morfismo acotado, f [Z] € Ry (f (a))
y f[Z] C U. Entonces, U € Opt(Hp,(f (a)) y es valida. Como (Fz, D) es
repleto, existe Z C X, tal que (f (a),Z) € Ryy Z C cl(f[Y]). De nuevo, como f es
un morfismo acotado, existe VC X tal que (a,V) € Ry y f[V] C Z Ccl(f[Y]).
Ahora, probemos que V C cl(Y). Sean x € V y U € Dy tales que x € U. Como
f es un morfismo acotado fuerte, existe W € D, tal que z € U = f~H(W). Asi,
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f(x) € Wyde f[V] Cecl(f[Y]), obtenemos que f(x) € cl(f[Y]). Como W es
un elemento de la base, W N f[Y] # 0, es decir, existe y € Y tal que f (y) € W.
Entonces, y € f~1 (W) = U y se sigue que U NY # (). Por lo tanto, x € cl(Y) y
(F1, Dy) es repleto. |

Corolario 4.4.3. Sea f : (Fi, D1) — (Fa, D2) un morfismo acotado fuerte suryec-

tivo entre los marcos mondtonos generales (Fi, D1) y (Fa, Da). Entonces,

1. (F1,D1) es punto-compacto en (Kg,,Lp,) sii (Fa, D2) es punto-compacto en
<ICR27 ‘CD2> :

2. (F1, Dy) es repleto sii (Fa, Da) es repleto.

3. Si f esinyectivo, entonces (Fi, D1) es imagen-compacto sii (Fa, Do) es imagen-

compacto.
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Capitulo 5
Sistemas deductivos monotonos

En este capitulo mostraremos una aplicacién de la dualidad para la légica. El
lenguaje basico que elegimos contiene dos modalidades, un [0 y un ¢, que no
son interdefinibles, por la ausencia de la operacién negaciéon. En el trabajo [36],
R. Jansana caracterizé las logicas autoextensionales con una conjuncion como las
lgicas que pueden ser definidas utilizando el orden de semirreticulo inducido por la
interpretacion de la conjuncién en las algebras que son sus contrapartes algebraicas.
En este capitulo, seguiremos el enfoque de Jansana, trabajando con légicas modales
mondtonas autoextensionales. Los sistemas deductivos con los que trabajaremos
estan definidos a partir de las variedades generadas por clases de semirreticulos
(acotados) distributivos con operadores monétonos.

Como mencionamos anteriormente, las légicas modales mondétonas son interpre-
tadas sobre marcos de entornos monétonos. En este capitulo definiremos los marcos
adecuados para trabajar en este lenguaje mas restringido, de los cuales se despren-
den los marcos estudiados en el capitulo 4 Utilizaremos los marcos de entornos
para probar completitud de algunas extensiones particulares del sistema deductivo
definido a partir de la variedad generada por la clase de los semirreticulos distribu-
tivos con dos operadores mondtonos, es decir, que los sistemas deductivos estan

caracterizados por los marcos de entornos.

5.1 Preliminares

La Légica se ocupa de los métodos del razonamiento. Uno de los objetivos funda-
mentales es sistematizar y codificar principios de los razonamientos validos con el

objeto de formar o construir argumentaciones o deducciones que sean correctas. En
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5.1 Preliminares Sistemas deductivos mondtonos

el capitulo [T} mostramos los avances realizados en 16gica modal donde el lenguaje de
base se compone de los conectivos de la légica clasica més los operadores modales
que agreguemos. En este capitulo trabajaremos con un lenguaje que tiene menos
conectivos. Para eso primero recordemos algunas definiciones que generalizan las

dadas anteriormente.

Definicién 5.1.1. Sea £ un tipo de similaridad. Sea Var un conjunto fijo numerable
de de simbolos llamados variables. El conjunto F'm de férmulas en £ es el menor
conjunto que contiene Var y es cerrado bajo conectivos de L, es decir, par cada
conectivo n-ario ¢ € L y para cada ¢1,...,¢, € Fm, c(p1,...,p,) es una férmula.
Denotaremos por Fm al dlgebra de formulas de tipo L y los elementos de su universo

Fm son las férmulas de tipo L.

Definicién 5.1.2. Una sustitucién es una aplicacion o: F'm — F'm, tal que para

todo conectivo n-ario ¢ € L y para cada ¢1,...,p, € Fm vale o(c(p1,...,¢n)) =

c(o(p1); -5 0(pn)).

Un sistema deductivo es una organizacién (matemadtica) formal del razonamiento.
Una vez definido el lenguaje, el razonamiento, desde un punto de vista formal, es
la derivacién de una férmula, llamada conclusion, a partir de un conjunto dado de

formulas, llamadas hipdtesis.

Definicién 5.1.3. Un sistema deductivo (l16gica) de tipo £ es un par § = (F'm,Fgs)
donde g es una relacion entre conjuntos de féormulas y formulas tal que

1. Si ¢ €T, entonces I' -5 ¢.
2. SiI'Fs ¢ yparatodop € I' | A kg1, entonces A g .

3. Para todo homomorfismo o: Fm — Fm (es decir, sustitucién), si I' Fs ¢

entonces o['] ks a(p).

La Condicién (3) es llamada la Condicion de Estructuralidad. De (1) y (2) se
sigue que si I' Fs ¢ y I' C A entonces A g . La relacion g es llamada la relacion
de consecuencia de §. Se dice que un sistema deductivo es finitario si para cada
conjunto de férmulas I' U {¢}, si I" s ¢ entonces existe un conjunto finito A C I’
tal que A s . En este trabajo nos restringiremos a sistemas deductivos finitarios.
A partir de ahora, el término ‘sistema deductivo’ aludird a sistemas deductivos

finitarios.

94



5.2 El sistema deductivo bésico SV(MDS<> 0) Sistemas deductivos monotonos

Un sistema deductivo S’ es una extension de un sistema deductivo S si la relacion
Fs es una subrelacién de Fg.

Un sistema deductivo S es autoextensional si su relacién de interderivabilidad,
denotada por —st, es una congruencia del dlgebra de férmulas Fm.

Un secuente es una expresion de la forma I'> ¢ donde I' es un conjunto finito no

vacio de féormulas y ¢ es una férmula.

Definicién 5.1.4. [36] Sea S un sistema deductivo con tipo algebraico £. Un
conectivo binario A € L es llamado una conjuncion de § si para toda férmula ¢, ¢

las siguientes condiciones valen:

L pgkspAg,
2. pAgFspand pAqltsq.
Un sistema deductivo es llamado conjuntivo si tiene una conjuncion.

Si Ay A’ son conjunciones, entonces para todo par de férmulas ¢, 1, vale que
o AP sk o N .

Un conjunto de férmulas es una teoria de S, o una S-teoria, si es cerrado bajo
la relacién de consecuencia Fg, es decir, si I' Fg ¢ entonces ¢ € I'. Sea Th(S) el
conjunto de todas las teorias de §. Una teoria es consistente si no es el conjunto de
todas las féormulas.

Para cada sistema deductivo podemos asociar canénicamente una variedad, lla-
mada la variedad intrinseca de S. En el caso de los sistemas deductivos autoexten-
sionales, la variedad intrinseca se puede describir como la variedad cuyas ecuaciones

validas son ¢ ~ 1) si y sélo si ¢ sk 1.

5.2 El sistema deductivo basico JS'\/(|\/|D5<> 0)

En esta seccién definiremos los sistemas deductivos béasicos con los que vamos a
trabajar, que estan asociados a una variedad V(K) generada por una clase K de
semirreticulos distributivos con operadores monénotonos. Las siguientes definiciones

se encuentran en el trabajo [36].

Definicién 5.2.1. Sea K una clase de algebras del mismo tipo de similaridad L.
Diremos que K esta basada en un semirreticulo si existe un término binario A € L

tal que para toda dlgebra A € K, el reducto (A, A%) es un semirreticulo.
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5.2 El sistema deductivo bésico SV(MDS<> 0) Sistemas deductivos monotonos

Un sistema deductivo § estd basado en un semirreticulo si y sélo si existe una
clase de algebras K basada en un semirreticulo tal que para todo n > 0 y para todo

conjunto finito de férmulas {po, ..., ¢n_1, ¢} se cumple que

©oy---spn_1bFsp siysolosi VA e KVv e Hom(Fm, A), (5.1)
(o) A Av(en—1) < v(p).

En [36], Jansana probé que un sistema deductivo es autoextensional y conjuntivo
si y so6lo si estd basado en un semirreticulo. Sea S un sistema deductivo basado en un
semirreticulo y sea K una clase de algebras basadas en un semirreticulo que cumple

la condicién 5.1, Entonces vale que para toda ¢, ¢ € Fm,
p sk Y sii KE o =1,

es decir, la ecuacion ¢ =~ 1 vale en todas las dlgebras de K y, por lo tanto, vale en
la variedad generada por K. Es fécil ver que la variedad V(K) cumple también la
condicién [5.1], y que es la tnica variedad que tiene esa propiedad. Esta es la variedad
intrinseca del sistema deductivo que la denotaremos por V(S). Por otro lado, dada

una variedad de semirreticulos, se puede definir un sistema deductivo.

Definicién 5.2.2. Dada K una variedad basada en un semirreticulo. Definimos el
sistema deductivo Sk de la siguiente manera: para todo conjunto de férmulas 'U{y},
I' Fs, ¢ siy sélo si existe un conjunto finito de férmulas {¢o, ..., p,—1} C I tal que
VA € Ky Yv e Hom(Fm, A),

V(o) A Av(en_1) < v(p).
En particular, ) s, ¢ sii VA € Ky Vo € Hom(Fm, A) Va € A, a < v(p).

En [36] también se probé que si S tiene teoremas, entonces no es pseudo
axiomatico, es decir, la interseccién de todas sus teorias no vacias es el conjunto
de los teoremas. Esto implica que si § esta basado en un semirreticulo entonces
para toda A € V(S), el semirreticulo (A, A®) tiene mdximo, es decir, tiene 14. Si S
es un sistema deductivo basado en un semirreticulo, no pseudo axiomatico, entonces

Sv(g) es S.

Definicién 5.2.3. Sea § un sistema deductivo. Decimos que S es mondtono si

existe un operador unario m que cumple la siguiente regla:
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1. Si p s q entonces mp s mq.

Notemos que si S es un sistema deductivo conjuntivo, entonces la regla anterior

es equivalente a pedir que se cumplan:
1. Si p 4st g entonces mp 4sk mq y
2. m(p A q) Fs mp A mg.

Sea K una clase de semirreticulos distributivos acotados con un operador monoto-
no m. Consideremos V(K) la variedad generada por K. Entonces Sy(x) es un sistema
deductivo conjuntivo, autoextensional, monétono y no pseudo axiomatico. Obvia-
mente que esta definicién se puede extender para sistemas deductivos con mas de un
operador moné6tono. Vamos a definir como el sistema deductivo basico a Symps o.0)
donde MDSy es la clase de semirreticulos distributivos acotados con dos opera-
dores mondtonos (A, A, O, 0, 1). Més adelante probaremos completitud de algunas

extensiones y expansiones de este sistema.

5.3 Marcos y modelos para S\/(MDS<> 0)

Como hemos visto en los capitulos [I| y |4} los modelos de entornos son utilizados
en la interpretacion de logicas modales no normales, son una generalizacién de los
modelos relacionales estandar para la logica modal. Si la logica modal tiene una
base intuicionista, entonces la semantica adecuada son los marcos de entornos or-
denados, es decir, estructuras de la forma (X, <, R) donde (X, <) es un conjunto
parcialmente ordenado, y (X, R) es un marco de entornos que satisface algunas
condiciones adicionales (ver [42] y [56]). En este capitulo estudiaremos marcos de
entornos ordenados en un lenguaje algebraico que contiene {A,0,0}. Como ten-
emos dos modalidades, primero definimos dos tipos de marcos que nos permitiran
interpretar las modalidades [ y .

Sea X un conjunto y sea H una subfamilia de P(X). Consideremos una relacién
R C X x H. Diremos que R es monotona sobre H, si para cualquier z € X
y para todo YY" € H, si Y C Y e Y € R(z), entonces Y € R (z), donde
R(z)={ZeH:(x,Z) € R}.

Definicién 5.3.1. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea R C X X H

una relacion monotona sobre H. Diremos que
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e El triple (X, <, R) es un marco creciente, st H = Up(X) y = < y implica que
R(z) € R(y) para todo z,y € X.

e El triple (X, <, R) es un marco decreciente, si H = Dw(X) y x < y implica
que R(y) € R(x) para todo z,y € X.

La estructura F = (X, <, Ry, R,) es un marco mondtono, o m-marco, si R,, es una
relacién mondétona sobre Dw(X) tal que (X, <, R,) es un marco decreciente, y R,
es una relacién monétona sobre Up(X) tal que (X, <, R,) es un marco creciente.
Notemos que en las l6gicas modales clasicas no normales, el orden es la identidad,
H=P(X)y Ry, = R,. Escribimos (X, R) en vez de (X, =, R, P(X)), y en este caso
el par (X, R) es un marco monétono o un marco de entornos monétono [I8, 32] del

que hablamos en el capitulo [4

Una valuacién V sobre un m-marco F = (X, <, R,, R,,) es una funcién V': Var —
Up(X). Una valuacién puede extenderse recursivamente al conjunto de todas las

férmulas por medio de las siguientes condiciones,
L V(e A) =V(e) ANV (¥),
2. V(Op) ={z € X :3Y € Ry(a) [Y C V()]
3. V(Op) = {z € X :VZ € Ry(x) [ZNV(p) £ 0]}.

Observacién 5.3.2. Sea F un marco mondétono y sea V' una valuacién sobre él.
Entonces es facil ver que V(¢) € Up(X), para toda férmula ¢. Notemos que las
definiciones anteriores contintian siendo apropiadas si en el lenguaje existe una im-

plicacién intuicionista —. En este caso solo necesitamos agregar la condicion
5. V(p—=¢)={rxeX:[z)nV(p) CV(9)}

Si en el lenguaje existe un L o T, s6lo necesitamos agregar las condiciones

7. V(L) = 0.

Un m-modelo es un par M = (F, V) donde F = (X, <, R,,, R,) es un m-marco
y V es una valuacion sobre él. Una férmula ¢ es vélida en el m-modelo M y en
el estado x, en simbolos M,z F ¢, si © € V(). Una féormula ¢ es vdlida en

el m-modelo M, en simbolos M F ¢, si es valido en todo punto de X, es decir,
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V(e) = X. Una férmula ¢ es wvdlida en el marco F, en simbolos F F ¢, si ¢ es
vélida en el m-modelo (F, V) para cada valuacién V' sobre F, es decir, si V(p) = X
para cada valuacion V' sobre F.

Dado un conjunto finito de férmulas I' U {¢}, un par I' - ¢ es localmente vdlido

en un m-modelo M, en simbolos M E T' I ¢, si ﬂV(Qb) CVi(p) (siT =0 en-

$er
tonces consideramos X C V(¢)) y es localmente valido en un marco F, en simbolos

FETE ¢, siT F ¢ eslocalmente valido en el m-modelo (F, V') para cada valuacién
V sobre F.

Como no lidiamos con validez global aqui, omitimos decir ‘localmente’.

Sea S un sistema deductivo monétono. Denotaremos por F'r(S) a la clase de
todos los marcos donde cada par finito I' = ¢ de S es valido. Por el otro lado, sea
F una clase de marcos, denotaremos por Sq(F) la clase de todos los pares finitos
(secuentes) I' = ¢ que son validos en todos los marcos de F.

Cada clase de marcos monétonos F define un sistema deductivo S(F) de la

siguiente manera
" Fs(r) ¢ sii existe un conjunto finito A C I tal que A+ ¢ € Sq(F).
S(F) es un sistema deductivo monétono, llamado el sistema deductivo de F.

Definicién 5.3.3. Un sistema deductivo S estd caracterizado por una clase F de
marcos o es completo relativo a la clase F de marcos, F-completo en breve, si es el
sistema deductivo de la clase de marcos F, es decir, S = S(F). Decimos que un

sistema deductivo S es marco completo si S = S(Fr(S)).

5.3.1 Algebras complejas

En la teorfa cldsica, un algebra compleja de un marco de entornos (X, Ra)acr €s
una subdalgebra del algebra potencia P(X) expandida con operaciones mpg, para
cada operador mondétono del lenguaje modal £ tal que para cualquier valuacion V'
definida sobre el marco, se cumple V(Ap) = mg,(V(¢)). De acuerdo con esta
interpretacion, dado un m-marco F definimos en Up(X') dos operadores mondtonos
Or,>Or,: Up(X) — Up(X) como:

Op,(U) = {w€X|VZeRy(x)[ZNU £0]},
Or (U) = {ze€X|3Y e Ru(x)]Y CU]

para cada U € Up(X). Es facil ver que =z € Og, (U) & U ¢ R,(x), y que
x € Op,(U) & U € R,(z). Claramente A(F) = (Up(X),0g,, Or,) es un algebra
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modal monétona, llamada el dlgebra de entornos compleja de F. Notemos que si
(F,V) es un m-modelo de entornos, entonces V (Oyp) = Og, (V (¢)) vy V (Op) =
Or,(V (p)) para cada ¢ € F'm.

Si F es una clase de marcos, denotamos la clase de las algebras complejas de los
marcos en F por CmF.

Sea (A,, ¢) un semirreticulo distributivo con operadores mondtonos. Ahora
introduciremos cuatro relaciones entre filtros primos y subconjuntos de filtros primos
de un m-semirreticulo que usaremos luego para definir los marcos que probardan
completitud de las extensiones listadas en las préoximas secciones. Las primeras
relaciones que vamos a definir Ry y R, son las extensiones (en el sentido de la
Definicién de relaciones definidas en el capitulo . Para probar la completitud
de algunas extensiones del sistema deductivo bésico, resulta muy complicado utilizar
estas relaciones, por ello introducimos dos relaciones nuevas Ng y N, que contienen
a las otras, pero, al tener mas elementos, las pruebas se facilitan. Mas precisamente:
sean R, Nog € X(A) x Dw(X(A)) v Ry, Ny € X(A) x Up(X(A)) las relaciones

definidas como sigue:
(P,Z)€ Ro < 3l cld(A)talque Y (P)NI=0yal)C Z,
(P.Z)eNs & O'(P)c|JZz
para P € X(A), Z € Dw(X(A)), y
(P,Y)€ Ry < 3F €Fi(A)talque F C O Y(P)yy(F)CY,
(PY)eN, & (Y CO'(P)
para P € X(A) y Y € Up(X(A)).

Observaciéon 5.3.4. Siempre vale que Rg C Ng, Ry € N,. También siempre vale
a(l) € Ro(P) & «a(l) € No(P), y ¥(F) € Ry(P) < (F) € Ny(P). Notemos que
si A es un semirreticulo distributivo con operadores mondtonos, entonces para todo
P,Q e X(A),

(Q,[P)) € Ry & P C O7H(Q),

(Q, (P]) e Rne O (Q)C P
El siguiente teorema se sigue de los resultados dados en el capitulo [2]

Teorema 5.3.5. Sea A un semirreticulo distributivo con operadores mondtonos.
Sea a € A, y sea P € X(A). Entonces,
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1. Qa € P si y solo si existe F' € Fi(A) tal que (P,Y(F)) € Ry ya € F,
2. Oa € P si y solo si para todo I € Id(A) (P,a(l)) € Ry implica que a ¢ I,
3. Qa € P siy solo si existe F' € Fi(A) tal que (P,¢%(F)) € Ny ya € F,
4. Oa € P si y solo si para todo I € Id(A) (P, a(l)) € Ng implica que a & 1.

Demostracion. Probamos 1. Sea Qa € P. Consideremos el filtro F' = F(a)
generado por a. Es facil ver que F(a) C O~ (P). Asi, (P,%(F)) € Ryya€ F.

Asumamos ahora que existe F' € Fi(A) tal que (P,%(F)) € Ry y a € F. De
a € F C O (P), obtenemos Qa € P.

La prueba de 2. es analoga a la de 1.

3. y 4. siguen de la Observacién [5.3.4 |

Sea A un semirreticulo distributivo con operadores monétonos. Es facil probar
que (X(A), <, Rp) y (X(A), C, No) son marcos decrecientes, y que (X(A), C, Ry)
y (X (A), C, Ny) son marcos crecientes. Consideremos los m-marcos de A, F (A) =

<X(A)>Q’RD’R<>> yS(A) = <X(A)>gaNDvN<>>'

Teorema 5.3.6. [F1] Todo semirreticulo distributivo con operadores mondtonos A
es isomorfo a una subdlgebra de la m-dlgebra A(F(A)) e isomorfa a una subdlgebra
de la m-dlgebra A(F(A)) por medio de la aplicacion 5 : A — Up (X(A)).

Demostracion. Del Teoremalp.3.5 tenemos que #(0a) = OgB(a), y que 5(Qa) =
Or,B(a), para cualquier @ € A. También se sigue que f(Oa) = Oy, B(a), y f(Oa) =
On,fB(a), para cualquier a € A.

Luego, en cualquier caso [ es un homomorfismo inyectivo de semirreticulos con

operadores mondtonos. ]

Es claro que el teorema anterior puede extenderse a semirreticulos implicativos
con operadores monotonos, reticulos distributivos acotados y algebras de Heyting
con operadores modales mondtonos.

El siguiente resultado es fundamental para probar la completitud en las proximas

secciones.

Lema 5.3.7. Sea F un marco mondtono. Entonces, I Fs(r) ¢ si y solo si existen

00y -y o1 €T tales que A(F)E @o A Non 1 AN pog A+ A pp_1.
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Demostracion. Sea F = (X, <, R,, R,) un marco monétono. Supongamos que
I Fs(7) . Entonces existen ¢y, ..., p,—1 € I tales que para todo v: F'm — Up(X)

se cumple
v(po A A1) S 0(p).

Pero eso es equivalente a A(F) F @ A App1 Ao & pg A+ A p,_1. La otra

implicacion es inmediata. |

Teorema 5.3.8. Sea K una clase de semirreticulos distributivos con operadores
mondétonos. Sea F(K) = {F(A): A € K}. Entonces, Sy = S(F(K)) si y solo si
para toda A € K se cumple A(F(A)) € V(K). Andlogamente, sea F(K) = {F(A) :
A € K}. Entonces, Syky = S(F(K)) si y sdlo si para toda A € K se cumple
A(F(A)) € VIK).

Demostracion. Probamos la primera parte, el resto de la prueba es similar. Su-
pongamos que para toda A € K se cumple A(F(A)) € V(K). Sea I' kg, ¢.
Entonces existen g, ...,p,-1 € I' tales que V(K) E oo A= A1 Ap = pg A
++ A @np_1. Por hipétesis, A(F(A)) E po A Apn_1 A = @y A -+ Ap,_1 para
toda A € Ky obtenemos que I' Fg(r(k)) . Ahora, Supongamos que I' Fs(rk)) @
y I J’AS\/(K) . Por el lema anterior, tenemos que existen ¢y,...,p,—1 € I tales
que A(F(A)) E oo A~ Npn1 AN = o9 A -+ A p,_1 para toda A € K pero
existe B € Ktal que B¥ oo A--- A1 A = g A--- N p,_1. Por lo tanto,
existe v: F'm — B tal que v(go A -+ A gn_1) £ v(p). Luego, existe P € X (B)
tal que v(pg A -+ AN @n_1) € Py v(p) ¢ P. Consideremos el homomorfismo
pf: B — Up(X(B)). Entonces, fov: FFm — Up(X(B)) es un homomorfismo y
por hipétesis fov(pg A+ Apn_1) < Bov(p) pero P € fov(pg A+ AYn_1)y
P ¢ B ow(p), absurdo. Luego, I' Fsyw, - La otra implicacion es trivial. |

Teorema 5.3.9. FEl sistema deductivo SV(MDSO,D) es completo con respecto a
F(MDSyn) = {F(A) : A € MDSyn}. También es completo con respecto a
§(MDSy ) = {S(A) : A € MDS, 1}

Demostracion. Se sigue del teorema y de que A(F(A)), A(F(A)) € MDS, 1
para todo A € MDS; . n

Como corolario tenemos que Sy(mps o.0) €8 marco completo.
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5.4 Algunas correspondencias de primer orden Sistemas deductivos mondétonos

5.4 Algunas correspondencias de primer orden

Es bien sabido que en légica modal mondtona algunas férmulas, como Op — ¢,
estdn caracterizadas por condiciones en los marcos de entornos (ver [I8], [50] y
[T0]). En esta seccién generalizaremos algunas de estas condiciones. Probaremos
que algunas formulas modales en el lenguaje modal estan caracterizadas por ciertas
condiciones definidas en marcos monoétonos ordenados, o en el algebra asociada al
marco mondtono ordenado. Sea ¢ € ['m. Para cadan > 0 definimos inductivamente
la férmula ("¢ como [(%p = ¢ y Oy = O™ .

Sea A un semirreticulo distributivo con operadores monétonos. Sean ¢, 1) € F'm.

Denotaremos por:
AFEyY =y

si se cumple que
AEY=pN.

Observacion 5.4.1. Sea F un marco mondtono. Entonces por lema [5.3.7),
VY Fsr) psiysélosi A(F)Ey =~ oA

La siguiente definicién es una generalizacién de la composicién definida en la

seccién 311

Definicién 5.4.2. Sea X un conjunto y se R C X x H, donde H es una subfamilia

de P(X). Definimos una relacién binaria R C H x H como sigue:
(Z,Y)eReVzreZ: (x,Y)€ER.
Definimos inductivamente la composicion R? de R como sigue:

(2,Y) e R? & 3JZ e Htalque (z,7) € R,
y (Z,Y) € R.

Definicién 5.4.3. Sea X un conjunto y sea R C X x H, donde H es una subfamilia
de P(X).

1. R es débilmente transitiva si y sélo si para todo x € X y para todo Y € H si
(z,Y) € R?, entonces (z,Y) € R.

2. Si H =Dw(X), R es reflexiva si y sélo si para todo = € X, (z, (z]) € R.

3. Si H = Up(X), R es reflexiva si y sblo si para todo x € X, (x,[z)) € R.
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5.4 Algunas correspondencias de primer orden Sistemas deductivos mondétonos

Teorema 5.4.4. Sea F = (X, <, Ry, R,) un m-marco.
1. A(F)EOp 2 ¢ siy solo si Ry, es reflexiva.
2. A(F)E ¢ X0y siy solo si R, es reflexiva.
3. A(F) EOp 2 T2¢ si y sélo si Ry, es débilmente transitiva.
4. A(F)E Q0% = Oy si y sélo si R, es débilmente transitiva.

Demostracion. Sélo probaremos 1. La prueba de 2. es similar.
1. Supongamos que A(F) F Op < ¢. Sea x € X y supongamos que (x, (x]) ¢

R,,. Consideremos la valuacién V' definida por

V(p) = (z]".

Asi, x € V (Op). Dado que A(F) EOp < ¢, x € V (p), lo cual es una contradiccién.
Entonces, para todo z € X, (z, (2]) € R,.

Supongamos ahora que (z, (z]) € R, para todo z € X. Sea ¢ € Fm. Sea V una
valuacién sobre Up(X) y sea x € X tal que z € V (Og). Entonces, tenemos que
(] NV () # 0, luego obtenemos que = € V().

Sélo probaremos 3. La prueba de 4. es similar.

3. Supongamos que A(F) E Op < [%p. Seax € X y sea Y € Dw(X) tales que

(z,Y) € R%. Consideremos la valuacién V definida por
Vip)=X-Y=Y¢

Entonces, existe Z € Dw(X) tal que (z,Z) € R, y (Z,Y) € R,. Se sigue que
Z C V(Op)¢ y dado que R, es mondtona y V(Op)¢ es un subconjunto decreciente,
obtenemos que (z, V(Op)¢) € R,. Entonces, x ¢ V (%p). Dado que A(F) F Op <
%o, ¢ V (Op), es decir, existe Z € R,(x) tal que ZNV (p) = 0. Entonces,
Z CY,yporlo tanto (z,Y) € R,.

Supongamos ahora que R, es débilmente transitiva. Sea ¢ € Fm. Sea V
una valuacién sobre Up(X) y sea x € X tales que x € V (p). Supongamos que
z ¢ V (O%p). Entonces, existe Z € R,(x) tal que Z NV (Oy) = 0, entonces para
todo z € Z, z ¢ V(Oy). Por lo tanto para todo z € Z, (2,V(¢)°) € R,. Entonces,
(z,V(p)¢) € R2 y por hipédtesis (z, V(¢)¢) € Ry, lo cual es una contradiccién porque
x € V (Qy). Por lo tanto, z € V ([0?yp). |
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5.4 Algunas correspondencias de primer orden Sistemas deductivos mondétonos

Definicién 5.4.5. Sea F = (X, <, R, R,) un m-marco.

1. Diremos que un par de relaciones R, y R, son wu-simétricas sii para todo
x € X y para todo Z € Dw(X), si (z,Z) € R, entonces existe z € Z tal que
(z,[7)) € R..

2. Diremos que un par de relaciones R, y R, son uw-simétricas sii para todo
x € X y para todo Y € Up(X), si (z,Y) € R,, entonces existe y € Y tal que
(y, (z]) € Ry.

3. Diremos que un par de relaciones R, y R, son uw-euclideanas sii para todo
x € X, para todo Y € Up(X) y para todo Z € Dw(X), si (z,Y) € R, y
(x,Z) € Ry, entonces existe z € Z tal que (z,Y) € R,.

4. Diremos que un par de relaciones R,, y R, son wu-euclideanas sii para todo
x € X, para todo Y € Up(X) y para todo Z € Dw(X), si (z,Y) € R, y
(x,Z) € R, entonces existe y € Y tal que (y, Z) € R,.

Teorema 5.4.6. Sea F = (X, <, Ry, R,) un m-marco. Tenemos que:
1. A(F) EOOp = ¢ siy solo si Ry, y Ry, son uw-simétricas.
2. A(F)E o 200y siy sdlo si Ry, y R, son wu-simétricas.
3. A(F)E Qp X 0O0¢ si y solo si Ry, y R, son uw-euclideanas.
4. A(F) EQ0p = Oy siy sdlo si Ry, y R, son wu-euclideanas.

Demostracion. 1. =) Supongamos que A(F) F OLp < p. Sea z € X y sea
Y € Up(X) tales que (z,Y) € R,. Consideremos la valuacién V' definida por

con p € Var. Entonces, z ¢ V (p). Obtenemos que = ¢ V(OOp), es decir, existe
y €Y tal que y ¢ V(Op). Asi, existe Z € R, (y) tal que ZNV (p) = 0. Se sigue que
Z CV (p) = (z]. Como R, es monétona, (y, (x]) € R.

<) Sea ¢ € Fm. Sea V una valuacién sobre Up(X) y sea z € X tal que
x € V(0Oyp). Sea Y € Up(X) tal que (z,Y) € R, y Y C V(Ogp). Por hipétesis
existe y € Y tal que (y, (z]) € R,. Entonces, (x]NV () # 0. Por lo tanto, x € V ().

2. Supongamos que A(F) F ¢ < O0p. Seaz € X y sea Z € Dw(X) tal que
(x,Z) € R,. Consideremos la valuacion V' definida por V (p) = [z), con p € Var.
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5.4 Algunas correspondencias de primer orden Sistemas deductivos mondétonos

Entonces z € V(p), y luego x € V(OOp). Asi, ZNV(Op) # 0, es decir, existe
z € Z tal que z € V(Op). Se sigue que existe Y € Up(X) tal que (2,Y) € R, y
Y CV(p) = [x). Como R, es mondtona, (z,[x)) € R,. La otra direccion es facil.

3. Supongamos que A(F) F Qp X O0p. Seaxz € X, Y € Up(X), y Z €
Dw(X), tales que (z,Y) € R, y (x,Z) € R,. Consideremos la valuacién V' (p) =Y.
Como (z,Y) € R, y Y C V(p), tenemos x € V(Op). Asi, z € V(OOp), y como
(z,Z) € Ry, ZNV(Op) # 0. Entonces existe z € Z y existe H € Up(X) tales que
(2,H)e R,y HCV(p) =Y. Como R, es mondtona, Y € R,(z). La otra direccién
es facil.

4. Supongamos que A(F) F OOy < Op. Seaz € X, Y € Up(X),y Z € Dw(X),
tales que (z,Y) € R, y (z,Z) € R,,. Consideremos la valuacién V(p) = Z¢. Como
antes, podemos probar que existe y € Y tal que (y,Z) € R,,. La otra direccién es
facil. |

Definicién 5.4.7. Sea F = (X, <, Ry, R,) un m-marco.

1. Diremos que un par de relaciones R, y R, satisfacen la condicién (d) sii para
todo Z € Dw(X) y para todo z € X si Z ¢ R, (x) entonces Z¢ € R, ().

2. Diremos que un par de relaciones R, y R, satisfacen la condicién (d’) sii para
todo Y € Up(X) y para todo x € X si Y € R,(z) entonces Y° ¢ R, (z).

Teorema 5.4.8. Sea F = (X, <, Ry, R,) un m-marco. Entonces
1. A(F) EOp <X 0¢ siy solo si Ry, y R, satisfacen la condicion (d).
2. A(F)E Op <0y siy solo si R, y R, satisfacen la condicion (d’).

Demostracion. 1. Supongamos que A(F) EOp < Op. Seax € X y Z € Dw(X)
tal que (z,7) ¢ R,. Consideremos la valuaciéon V(p) = Z¢. Tenemos = € V(Op).
Asi, z € V(Op), v entonces existe Y € Up(X) tal que (z,Y) € R,y Y C V(p) = Z°.
Como R, es monétono, Z¢ € R,(x). La otra direccién es sencilla.

2. Supongamos que A(F) F Op = Op. Sean x € X y Y € Up(X) tales que
(x,Y) € R,. Consideremos la valuacién V(p) = Y. Tenemos = € V(Op). Asi,
x € V(Op), y entonces para todo Z € Dw(X) tal que (z,Z) € R, ZNV(p) # 0,
es decir, ZNY # (. Por lo tanto Y° ¢ R, (). La otra direccién es sencilla. [

Definicién 5.4.9. Sea F = (X, <, R, R,) un m-marco.
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1. Diremos que la relacién R, satisface la condicién (¢) sii para todo Y,Z €
Dw(X) y para todo z € X si (x,Y UZ) € R, entonces (z,Y) € R, o
(x,Z) € Ry.

2. Diremos que la relacién R, satisface la condicién (¢’) sii para todo Y, Z €
Up(X) y para todo z € X si (z,Y) € R,y (x,Z) € R, entonces (z,Y NZ) €
R,.

Teorema 5.4.10. Sea F = (X, <, Ry, R,) un m-marco. Entonces
1. A(F)EDp AOyY <O(p A) si y sdlo si R, satisface la condicion (c).

2. A(F) E ¢ (es decir, si para toda valuacion V: Fm — Up(X) vale que V(p) =
X ) implica que A(F) E Oy si y sdlo si para todo x € X, (2,0) ¢ R,.

3. Si el lenguaje tiene V, A(F) E Qe V) X Op V O siy sdlo si R, satisface

la condicion (c’).

4. Si el lenguaje tiene 1, A(F)E OL < L siy sdlo si para todo x € X, (x,0) ¢
R,.

Demostracion. 1. Supongamos que A(F) E Op AyY < O(p A). Sean z € X
vy Y,Z € Dw(X) tales que (z,Y U Z) € R,,. Consideremos la valuacién V(p) = Y
y V(q) = Z° Tenemos V(pngq) = (YU Z). Asi, x ¢ V(O(p A q)), y como
A(F)EOp A0y 2 O(p A1) entonces x ¢ V(Op) NV (Oq). Ast, x ¢ V(Op) y por
lo tanto (z,Y) € R, or x ¢ V(Oq) y se sigue que (z,2) € R,.

Supongamos ahora que para todo Y,Z € Dw(X) si (z,Y UZ) € R, entonces
(,Y) € Ry o (x,Z) € R,. Sea ¢ € Fm. Sea V una valuacién sobre Up(X) y sea
x € X tal que z € V (Op) N V(Oy). Sea (x,Z) € Ry. Si ZNV(p)NV () =0
entonces Z C V(p)° U V(¥)¢ y obtenemos que (z,V(p)°U V(¥)¢) € R,. Por
hipétesis (z,V(p)¢) € Ry or (z,V(¢)¢) € R,. En cualquier caso obtenemos que
x ¢V (Op)NV(Oy) lo cual es una contradiccién. Luego, z € V(O(p A ).

2. y 4. son faciles.

3. es similar a 1. [ ]
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5.5 Resultados de completitud

Ahora probaremos que algunas extensiones de Sy(mps o.0) SO MAarco completas. Con-

sideremos los siguientes secuentes:

T Opk oy TO ok Op

5 OpkO0p 50 Ol =0y

4 Optr D% 40 O%pk Op

B ¢ FOOp BO 00wtk ¢

C OpANOvEO(eAY) CO OleVY)E OV O
D Opk Op DO Op DOy

Para probar la completitud de un sistema Sy(k), por el Teorema sOlo nece-
sitaremos probar que para todo A € K tenemos que A(F(A)) € K, o que para todo
A € K tenemos que A(F(A)) € K. Primero, consideremos los sistemas deductivos

de la forma:

Svikry donde KT = {A eMDSyH:Vae A[Oa<al},
Svikre)y donde KTO = {Ae€MDSyn:Vac Alfa< Qa ]}
Svikay donde K4 = {A €MDSyn:Vace€ A[Oa <P},
Svkap)y donde K40 = {A € MDSyn:Vae€ A[O%a < Qal}.

Proposicion 5.5.1. Sykr), Sv(kto), Sv(ka) Y Sv(kao) son extensiones de Sy(mps, )-
Ademds, para toda ¢ € Fm wvalen los secuentes Uy |—3\,(KT) P, ¢ l_SV(KTO) Oy,
D¢ Fsyay 20 ¥ 020 Fsyay O

Demostracion. La demostracion es sencilla. [ |

Teorema 5.5.2. 1. Los sistemas deductivos Syt Y Svkre) son completos con

respecto a las clases de marcos F(KT) y F(KTQ), respectivamente.

2. Los sistemas deductivos Syka) Y Sv(kao) son completos con respecto a las clases
de marcos F(K4) y F(K4O), respectivamente.

Demostracién. Utilizaremos el Teorema [5.4.4]

1. Sigue de la Observacion [5.3.4]

2. Sea A € K4. Probemos que Ny es débilmente transitiva. Sea (P, Z) € N3.
Entonces, existe Y € Dw(X(A)) tal que O°'(P) C Y y para todo Q € Y,
(Q,Z) € Ng. Probaremos que (P,Z) € Ng, es decir, O"}P) C |JZ. Sea a €
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O-Y(P). Entonces, Ua € Py como Ua < [%a, obtenemos Ua € O7H(P). Asi,
existe Q € Y tal que Ua € Q. De O7HQ) C JZ tenemos que a € |JZ. Por lo
tanto A (§(A)) € K4.

Ahora, sea A € K40. Probemos que N, es débilmente transitiva. Sea (P,Y") €
N3. Entonces, existe Z € Up(X(A)) tal que (V1 Z C ¢~'(P) y para todo Q € Z,
(Q,Y) € Ny. Probaremos que (P,Y) € Ny, es decir, Y C 07! (P). Seaa €Y.
Por hipétesis, ¢a € Q para todo Q € Z. Entonces, Oa € () Z y luego ¢%a € P.
Como (%a < Qa, obtenemos Qa € P, a € O7'(P). Por lo tanto A (F(A)) € K40. 1

Counsideremos los sistemas deductivos mondtonos:

Svksy donde KB = {A e€MDSyn:Vae Ala<Odal},
Svikpyy donde KBO = {A € MDSy5:Vaec A[00Oa <al},
Sviksy donde K5 = {A e€MDSyH:VaeA[Qa<Odal},
Sviksyy donde K50 = {A € MDSyn:Vae A[00a < Oal}.

Proposicion 5.5.3. Syks), Sv(kBo); Sv(ks) Y Sv(kso) son extensiones de Symps, ) -
Ademds, para toda ¢ € F'm valen los secuentes ¢ bs,n HO@, OUY Fsyyp,, ¢
O I_Sv(Ks) 0w y 0L l_SV(KSO) Dep.

Demostracion. La demostracion es sencilla. [ |

Teorema 5.5.4. 1. Los sistemas deductivos Syk) ¥ Sv(kBo) son completos con

respecto a las clases de marcos F(KB) y F(KBQ), respectivamente.

2. Los sistemas deductivos Sy(ks) Y Sv(kso) son completos con respecto a las clases
de marcos F(K5) y F(K50), respectivamente.

Demostracion. Utilizaremos el Teorema [5.4.6

1. Sea A € KB. Sea P € X(A) y I €Id(A) tal que (P,«a(I)) € Rn. Probemos
que existe Q@ € a(I) tal que (Q,[P)) € Ry, es decir, P C ¢~(Q). Tenemos que
O-Y(P)N I = (. Probaremos que [¢(P)) NI = () donde O(P) = {Qa : a € P}.
Sean a € Py b € I tales que Qa < b. Entonces, Qa € [ y OOa € P. Por lo
tanto, Oa € O 1(P) NI, lo cual es una contradicciéon. Es fécil probar que [O(P))
es un filtro, asi existe Q € «a([I) tal que [O(P)) C Q. Se sigue que P C O~H(Q).
Por lo tanto, para todo (P, Z) € Ry existe @ € Z tal que (Q,[P)) € Ry. Luego
A(F(A)) € KB.

Sea A € KBO ysean P € X(A) y F € Fi(A) tales que (P,%(F)) € Ry. Probe-
mos que existe Q) € Y(F) tal que (@, (P]) € Rn. Probaremos que F'N (O(P°)] =0
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5.5 Resultados de completitud Sistemas deductivos monétonos

donde O(P¢) ={Ua : a € P°}. Supongamos que existen a € F' y b ¢ P tales que
a < 0Ob. Entonces, b € F'y OUb ¢ P, es decir, F ¢ 07(P) lo cual es una con-
tradiccién. Es facil probar que (O(P¢)] es un ideal de orden. Asi, existe Q) € ¥(F')
tal que Q N (O(P°)] = 0. Se sigue que O~HQ) N P = 0, es decir, (Q, (P]) € Rn.
Por lo tanto, para todo (P,Y) € Ry existe Q € Y tal que (Q, (P]) € Rg. Luego
A(F(A)) € KBO.

2. Sea A € K5. Sea P € X(A), Y € Up(X(A)) y Z € Dw(X(A)) tal que
(P,Z) € Roy (P,Y) € Ry. Probemos que existe Q) € Z tal que (Q,Y) € Ry.
Tenemos que existe I € Id(A) tal que OY(P)NI =0y a(l) C Z. Por otro lado,
existe F' € Fi(A) tal que FF C O"'(P) y ¥(F) C Y. Probaremos que [O(F)) C
O-1(P) donde O(F) = {Qa: a € F}. Sea a € [O(F')) entonces existe b € F' tal que
Ob < a. Entonces, Ob € Py 0J0Ob € P. Por lo tanto, 0b € 07! (P) y por monotonia
a € O7Y(P). Es fécil probar que [Q(F)) es un filtro y [O(F)) NI = 0, asi existe
Q € a(I) tal que [O(F)) C Q. Se sigue que F' C ¢~1(Q). Entonces, (Q,¥(F)) € Ry
y obtenemos que (Q,Y) € Ry. De Q € a(I) C Z obtenemos que @ € Z. Por lo
tanto A (F (A)) € K5.

Sea A € K5). Sean P € X(A),Y € Up(X(A)) y Z € Dw(X(A)) tales que
(P,Z) € Rny (P,Y) € Ry. Probemos que existe @ € Y tal que (Q,Z) € Rg. Ten-
emos que existe I € Id(A) tal que OY(P)NIT =0y a(l) C Z. Por otro lado, existe
F € Fi(A) tal que F C O~*(P) y ¢(F) C Y. Probaremos que ¢~*(P) N (O(I)] =0
donde (1) = {Ua : a € I}. Sea a € O~1(P) N (O(I)] entonces existe b € I tal que
a <[by Qa € P. Entonces, O[b € P y [Ib € P lo cual es una contradiccién. Es
facil probar que ((J(7)] es un ideal de orden y F'N (O(1)] = ), asf existe Q € ¥(F)
tal que Q@ N (O(I)] = 0. Se sigue que O~1(Q) NI = ). Entonces, (Q,a(I)) € Roy
obtenemos (@, Z) € Rn. De Q € ¥(F) C Y obtenemos que Q € Y. Por lo tanto
A(F(A)) € K59. |

Sea MDLy o la clase de reticulos distributivos con 1 y dos operadores modales

monotonos. Consideremos los sistemas deductivos mondétonos:

«py donde KD = {A € MDS,n:Vaec A[da< Qal},
kpo) donde KDO = {A € MDSy5:Vae A[Qa<Oal},
kcy donde KC = {Ae€MDSyy:Va,be A[daADOb<O(aAb)},
vikcyy donde KCO = {A e MDLyn:Va,be A[O(aVd) < OaVObl}.

» >

95

Proposicién 5.5.5. SV(KD); SV(KDO); SV(KC) son extensiones de SV(MDSQ,D) Yy SV(KCQ)

es una expansion. Ademds, para toda ¢ € F'm valen los secuentes Uy Fs,p O,
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Op Fsypoy BP: Do ALY Fs o) O(e A1) y, si el lenguaje tiene V, vale el secuente
<>(()0 v w) |_$V(KC<>) <>90 \/ Qw

Demostracion. La demostracién es sencilla. [ |

Teorema 5.5.6. 1. Los sistemas deductivos Syp) ¥ Sv(kpo) son completos con

respecto a las clases de marcos F(KD) y F(KDQ), respectivamente.

2. Los sistemas deductivos Sykc) y¥ Svkco) son completos con respecto a las
clases de marcos F(KC) y F(KCQ).

Demostracion. Utilizaremos el Teorema [5.4.8| y el [5.4.10]

1. Sea A € KD. Sean P € X(A)y Z € Dw(X(A)) tales que (P,Z) ¢ Np.
Probemos que (P, Z¢) € N,. Sea a € (] Z°. Entonces, Z¢ C (a). Supongamos que
Oa ¢ P, de Ua < Qa, obtenemos que (a ¢ P. Es facil ver que O 1(P) C |JB(a)",
pero como S(a) C Z, (P, Z) € Nglo cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢a € P
v Z¢C O Y(P). Luego A(F(A)) € KD.

Sea A € KDO. Sean P € X(A) y Y € Up(X(A)) tales que (P,Y) € Ry.
Probemos que (P,Y¢) ¢ Rn. Sea F € Fi(A) tal que (F) CY y F C O71(P).
Supongamos que (P,Y¢) € Rg. Entonces, existe I € Id(A) tal que a(I) C Yy
O-YP)NI=0. De Oa < Ua para todo a € A obtenemos que ¢~'(P) C O 1(P).
Asi;, FN I =10. Por lo tanto existe @ € X(A) talque Q € Y(F) CY yQ € a(l) C
Y€, lo cual es una contradiccion. Luego, (P,Y°) ¢ Roy A(F (A)) € KDY.

2. Sea A € KC. Sean P € X(A)yY,Z € Dw(X(A)) tales que (P,Y U Z) € Rn.
Asi, existe I € Id(A) tal que o(l) CY U Z y O YP)NI = (. Como A € KC,
O-1(P) € Fi(A) y entonces existe Q € X(A) tal que 01 (P) C Q y Q € a(I).
Luego, Q € Y 6 Q € Z. Supongamos sin pérdida de generalidad que @) € Y.
Entonces, (Q] C Y y como O~ P)NQ° =0, (P, (Q]) € Rg. Porlotanto Y € Rn(P).
Luego A(F (A)) € KC.

Sea A € KCO. Sean P € X(A) yY,Z € Up(X(A)) tales que (P,Y NZ) € Ry.
Asi, existe F' € Fi(A) tal que ¥(F) CY NZ and F C $~1(P). Como A € KCQ,
O71(P)¢ € Td(A) y entonces existe Q € X(A) talque F C Qy Q C O~'(P). Luego,
QeY yQ e Z. Entonces, [Q) CY,[Q) C ZycomoQC O Y (P), (P[Q)) € Ry.
Por lo tanto Y € Ry(P) y Z € Ry(P). Luego A(F (A)) € KCY. |
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También podemos combinar los secuentes. Consideremos, por ejemplo, los sigui-

entes sistemas deductivos mondtonos

Sviksey donde  KS4 = {A eMDSyn:Vae A[Ua<d]y[da<O%},
Svkpa) donde  KD4 = {A €MDSyp:Vae ADa<Pa]y [Oa < Qal},
Svikre)y donde KTB = {Ae€MDSyn:Vae A[da<alya<Od0al},
Svikeny donde KCN = {A e KC:[O1# =14}

Svikcop) donde KCOP = {A e KCO : 00A = OA} _

Proposiciéon 5.5.7. Sykss), Svkpa), SvktB) ¥ Sv(kcN) Son extensiones de
SV(MDSO,D) Y Sv(kcop) €8 una erpansion.

Ademds, para toda ¢ € Fm valen los secuentes Up s, o0 €5 U Fsyysa (02,
O¢ Fsvwny 520 00 Fsyups 00, Be ADY Fsyany B0 AY) y 500 Fsypon, ¢
entonces 0 s, ony Op- Si el lenguage tiene V y L, O(0 V) Fsywamm, Q@ V OU y
O(L) Fsypcor) -+

Demostracion. La demostracién es sencilla. [ |

Corolario 5.5.8. 1. El sistema deductivo Syksa)y es completo con respecto a la
clase F(KS4),

2. El sistema deductivo Sykpa) es completo con respecto a la clase §(KD4),
3. El sistema deductivo Syrs) es completo con respecto a la clase F(KTB),
4. Bl sistema deductivo Sykeny es completo con respecto a la clase F(KCN),

5. El sistema deductivo Sykcop) es completo con respecto a la clase F(KCOP).

Demostracion.

1. Sea A € KS4. Sea P € X(A), probemos que (P,(P]) € Np, es decir,
O-Y(P) CU(P] = P. Sea a € O (P) entonces, Ja € Py como Ua < a, a € P.
El resto de la prueba se sigue del Teorema [5.5.2] Por lo tanto A (F(A)) € KS4.

2. Se sigue del Teorema, y del Teorema [5.5.2]

3. Se sigue del Teorema y del Teorema [5.5.4

4. Sea A € KCN. La primera parte sigue de[5.5.6] Sea P € X (A) y supongamos
que (P,0) € Rg. Entonces, O Y(P)N A = (), es decir, O°(P) = () lo cual es una
contradiccién ya que 01 =1, 1 € O7}(P). Luego A (F (A)) € KCN.

5. Sea A € KCOP. La primera parte se sigue de Sea P € X(A) y supon-
gamos que (P,0) € R,. Entonces, A C O~(P), es decir, 00 = 0 € P lo cual es una
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contradiccién. Luego A (F (A)) € KCOP. |
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Capitulo 6

Consideraciones generales y

trabajos futuros

En la primer parte de esta tesis hemos desarrollado una dualidad topolégica para
los semirreticulos distributivos con operadores modales monétonos, utilizando la ex-
tension canonica. Un camino natural a seguir es estudiar una dualidad topolédgica
para los semirreticulos sin necesidad de pedirle la condicién de distributividad. Los
semirreticulos con operadores mondtonos conforman una variedad, de la que seria
interesante estudiar las algebras simples y subdirectamente irreducibles, las congru-
encias y las subdlgebras. También, queda estudiar la relaciéon entre la dualidad de
Priestley dada para semirreticulos con operadores adicionales y la presentada en este
trabajo.

En la segunda parte de la tesis hemos estudiado una aplicacién de dualidad para
la logica. En este trabajo sélo hemos considerado la consecuencia local dada por
los marcos. En el futuro seria interesante analizar y trabajar con la consecuencia
global.

También pretendemos aplicar los resultados estudiados a las logicas Concu-
rrentes no-clasicas. Las Logicas Concurrentes nacieron como una extension de las
Légicas Dindmicas. Una caracteristica importante de la 16gica CPDL (Concurrent
propositional dynamic logic) es que combina operadores modales monétonos con
operadores modales normales. Esto ofrece una gran riqueza pues permite modelar
muchas situaciones computacionales. Queda como problema abierto estudiar una
representacion coalgebraica de un fragmento de CPDL partiendo del articulo [47]
sobre representacion coalgebraica de las logicas modales normales, y los trabajos

[32] v [33] sobre representacién coalgebraica para las 16gicas modales monoténas.

115



Consideraciones generales y trabajos futuros

La nocién de bisimulacién definida en [I] y en [32] para las 16gicas monétonas no
son suficientes para las logicas concurrentes, ya que estas cuentan con un operador
modal normal [J ademas del operador mondétono V. Por lo tanto surge la necesidad
de buscar una nocién adecuada de bisimulacién para las logicas concurrentes. A par-
tir de contar con una definicién adecuada se puede estudiar problemas de saturacion,
extensiones por filtros primos y caracterizaciones de las clases de Hennessy-Milner

maximales.
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