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EL ASNO Y SU AMO
(Tomas de Iriarte)

“Siempre acostumbra a hacer el vulgo necio
de lo bueno y lo malo igual aprecio.
Yo le doy lo peor, que es lo que alaba.”
De este modo sus yerros disculpaba
un escritor de farsas indecentes;
y un taimado poeta que lo oia,
le respondio en los términos siguientes:
“Al humilde Jumento
su dueno daba paja, y le decia:
Toma, pues que con esto estas contento.
Dijolo tantas veces, que ya un dia
se enfadé el asno y replicé: Yo tomo
lo que me quieres dar; pero, hombre injusto,
.piensas que sélo de la paja gusto?
Dame grano y veras si me lo como.”

Sepa quien para el publico trabaja
que tal vez a la plebe culpa en vano;
pues si en dandole paja, come paja,

siempre que le dan grano, come grano.

iii



1 Nociones de légica proposicional
Entenderemos por proposicion toda expresién lingiifstica respecto de la cual puede decirse si es ver-
dadera o falsa.

Por ejemplo, las oraciones:

3 es un numero primo
7 es un numero par

son proposiciones.

La verdad y la falsedad son los walores de verdad de una proposicién. Si una proposicion es
verdadera, decimos que su valor de verdad es verdad (V'), y si es falsa, decimos que su valor de verdad
es falsedad (F).

Una proposicion simple tiene un sujeto y un predicado, en el sentido gramatical. Por ejemplo,

El nimero 14 es divisible por 7
Boole fue un gran matemdtico del siglo pasado
El arroyo que cruza la ciudad desemboca en la ria

donde se ha subrayado el sujeto.

Vamos a representar a las proposiciones simples por letras mayusculas A, B, C, ...

1.1 Conectivos

A través de expresiones como “0”, “y”, “no”, “si ..., entonces”, “si, y sélo si”, llamadas conectivos,
se generan proposiciones compuestas partiendo de proposiciones simples. Por ejemplo,

El nimero 14 no es divisible por 7.
Si llegamos temprano, saldremos a caminar.

Establecer el sentido y uso de estos términos es la tarea de una parte elemental de la légica, llamada
l6gica proposicional.

Los simbolos que usaremos para denotar estos conectivos se dan en la siguiente tabla:

noAd|~A
Ay B | AANB
AoB| AVvB

si A entonces B | A= B
Asi,ysélosiB| A< B

Vamos a estudiar formas proposicionales, més que proposiciones particulares. Para ello, usaremos
las letras p, ¢q, 7, ... como wariables proposicionales que representan proposiciones arbitrarias no
especificadas, es decir las letras p, q, r, ... pueden ser sustituidas por proposiciones simples particulares
cualesquiera. (Es importante tener en claro los diferentes usos de las letras p, ¢, r, ... y las letras A,
B, C, .... Estas ultimas son s6lo nombres para proposiciones simples particulares).

Negacion

Anteponiendo la palabra “no” se forma la negacién de cualquier proposicién (en el lenguaje ordi-
nario se acostumbra colocarla con el verbo). Asi, por ejemplo, la negacién de la proposicién:
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2 es un numero primo
es la proposicién

2 no es un ndmero primo.

Si la proposicion A es verdadera su negacion ~ A es falsa y si la proposicién A es falsa, su negacion
~ A es verdadera. Podemos describir esta situacién por medio de una tabla de verdad.

p|~p
Vi F
F| Vv
Conjuncion

[T

La unién de dos proposiciones por la palabra “y” se llama conjuncion de proposiciones. Por
ejemplo, la proposicién

“3 es un numero impar y 4 es un numero negativo”
es la conjuncion de las proposiciones

“3 es un numero impar’

“4 es un numero negativo”.

Una conjuncién de proposiciones es verdadera cuando ambas proposiciones lo son; pero si al menos
una de las componentes es falsa, entonces toda la conjuncién es falsa. Se tiene la siguiente tabla de
verdad:

| pAg

o< e
o >

Disyuncion

Con la unién de proposiciones por la palabra “o” se obtiene la disyuncidon de proposiciones. En
el lenguaje corriente, la palabra “o” tiene, al menos, dos significados distintos. En el sentido no
excluyente se expresa que al menos una de las dos proposiciones debe ser verdadera, aunque sin
excluir la posibilidad de que ambas sean verdaderas. En el sentido excluyente, una disyuncién
afirma que una de las proposiciones es verdadera y la otra debe ser falsa. Por ejemplo, en el anuncio:
“Podrdn ingresar al club los jovenes que estudien en la UNS o que cursen el dltimo ano de la escuela
secundaria”’ la palabra “o” se usa en sentido no excluyente. En cambio, en la proposicién: “Pasaremos
el verano en las sierras o en el mar”, la palabra “o” estd usada en sentido excluyente. En Matematica,

la palabra “o” se usa siempre en el sentido no excluyente.

La disyuncién de dos proposiciones serd verdadera cuando al menos una de ellas sea verdadera.
Caso contrario, esto es, si ambas son falsas, la disyuncién es falsa. La tabla de verdad de la disyuncion
es la siguiente:
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Implicacién

[43

Si se combinan dos proposiciones por medio de las palabras “si ..., entonces’ se obtiene una
proposicién compuesta llamada implicacion o condicional. La proposicion que sigue a la palabra “si”
se llama antecedente y la introducida por la palabra “entonces” se llama consecuente.

Por ejemplo, en

Si x es un numero divisible por 9, entonces x es un numero divisible por 3,
el antecedente es
x es un numero divisible por 9,
y el consecuente es

x es un numero divisible por 3.

Una implicacién es verdadera en los siguientes casos:

1. El antecedente y el consecuente son ambos verdaderos.
2. El antecedente es falso y el consecuente es verdadero.
3. El antecedente y el consecuente son ambos falsos.

Sélamente si el antecedente es verdadero y el consecuente es falso, la implicacién es falsa.

La implicacién tiene la siguiente tabla de verdad:

plalp=g¢
VIiv] v
VIF| F
FlVv| v
FIF| Vv

Conviene aclarar que no es requisito que el antecedente y el consecuente estén relacionados entre
si en cuanto al contenido. Cualquier par de proposiciones pueden constituir una implicacion. Asi
por ejemplo, la proposicion “Si 5 es un numero primo, entonces Paris es la capital de Francia’, es
una implicacién licita. Puede parecer raro, pero debe tenerse en cuenta que el principal interés es la
deduccién de métodos de demostracién en Matematica, y es tedricamente util que sea posible construir
estas implicaciones.

Equivalencia

Otra expresién que aparece frecuentemente en Matemadtica es la frase “si, y sélo si 7. Al unir dos
proposiciones cualesquiera por medio de esta frase se obtiene una proposicién compuesta que se llama,
equivalencia o bicondicional.

Por ejemplo,
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2

T es un numero par si y solo si x° es un numero par.

Una equivalencia es verdadera si sus miembros izquierdo y derecho son o bien ambos verdaderos o
bien ambos falsos. En caso contrario la equivalencia es falsa. Se tiene entonces:

pegq

S JEES BN S IS

q
V
F
Vv
F

ST <

Es claro que se pueden construir proposiciones compuestas de cualquier longitud a partir de
proposiciones simples usando estos conectivos.

La siguiente definicién es un ejemplo de una definicién inductiva. Es una forma de definicién muy
comin en Matemaética.

Llamaremos forma proposicional a cualquier expresiéon en la que intervengan variables proposi-
cionales y conectivos, construida segin las siguientes reglas:
1) Toda variable proposicional es una forma proposicional.
2) Si A y B son formas proposicionales, entonces ~ A, AANB, AVB, A= B y A< B son formas
proposicionales.

Ejemplos.
1. (pVq) = (pAr) es una forma proposicional.
2. ~ pV g es una forma proposicional.

3. p= (¢ Vr) es una forma proposicional.

Vamos a construir las tablas de verdad para las formas proposicionales anteriores:

pla|r|pVg|pAr|(pVe = (pAT)
viviv] v | Vv %
VIV IF \% F F p‘q‘wp‘wp\/q
VIF|V| VvV | Vv 1% VIV F %
VIF|F| V | F F VIF| F F
Flv|iv| Vv | F F FlVv| |V 1%
FIV|IF| V | F F F|F|V 1%
F|F|V| F | F 1%
F|F|F| F | F 1%

plag|r|qvr|p= (qVvr)

VIivIiv] Vv 1%

VIVIF| Vv 1%

VIF|V ]| V \%

V| F|F| F F

FlV| V| Vv 1%

F|IVI|F| V 1%

F|IF|V| V 1%

F|F|F| F 1%
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Una forma proposicional es una tautologia si toma el valor de verdad V para cualquier posible
asignacion de valor de verdad a las variables proposicionales que intervienen en ella.

Una forma proposicional es una contradiccion si toma el valor de verdad F' para cualquier posible
asignacion de valor de verdad a las variables proposicionales que intervienen en ella.

Ejemplos.
1. (p A q) = p es una tautologia.
2. pA ~ p es una contradiccion.

3. pV ~ p es una tautologia.

En efecto:

plalpra]lprg=p

VIV |4 \%

VI F| F 1%

FlV| F 1%

F|F| F 1%
p|l~p|pv~p]
VI©| F Vv
F|lV 1%

Para verificar que una forma proposicional dada es una tautologia, basta con construir su tabla
de verdad. Dejamos como ejercicio verificar que las siguientes formas proposicionales, cuyo valor de
verdad no es obvio sin la aplicaciéon del método de las tablas de verdad, son tautologias:

L. p=(¢=p),
2. ~p=(p=q),

3. (p=qV(g=p).

Algunas tautologias reciben nombres especiales, por ser de uso muy frecuente. Se deja su verifi-

caciéon como ejercicio.

Identidad:

Ley de contradiccion:
Ley del tercero excluido:
Ley de la doble negacién:
Modus ponens:

Modus tollens:
Trasposicién:
Simplificacién:

Adicién:

Leyes de De Morgan:

Transitividad:

Definicion de la implicacion:

p=p.pEDp

~ (pA ~ p)

pV ~p

p S~~~

[(p=q) Ap]=q
(p=aAN~q=~p
(p=4q) & (~qg=~p)
(pAq)=p
p=(pVq)
~((PAgq) & (~pV~q)
~(pVaq) & (~pA~q)
(= N(g=r)]=(@=7)
(p=q) & (~pVa)
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Se dice que una forma proposicional A implica l6gicamente a una forma proposicional Bsi A = B
es una tautologia. Se dice que A es ldgicamente equivalente a B si A < B es una tautologia.

Ejemplos.
1. p A q implica légicamente a p.
2. ~ (p A q) es légicamente equivalente a ~ pV ~ q.
3. ~ (pV q) es légicamente equivalente a ~ pA ~ q.

En efecto, verifiquemos los dos primeros casos.

plalprag|l(prg = p

VIiV] Vv %

VI F| F 1%

F|lV| F 1%

F|F| F 1%
plal~p|~a|lprg|~Ag |~pV~q|~(prg) & (~pV~g
VIV F | F | V F F %

VIF| F |V | F 1% 1% 1%
Flv|v | F| F 1% 1% 1%
FIF|l V|V | F 1% 1% 1%

1.2 Predicados y cuantificadores

Consideremos las siguientes proposiciones, en las que el sujeto esta subrayado, y el resto es el predicado:
e Jorge es un escritor.
o Mario toca muy bien el fagot.

e La ecuacién x>+ 1=0 no tiene solucion en R.

Representemos los predicados por letras mayusculas y los sujetos por letras mintdsculas. Asi, en los
ejemplos anteriores tendriamos:

1. Sea FE el predicado “es un escritor”, j el sujeto “Jorge”. Entonces la proposicion “Jorge es
un escritor” la simbolizamos FE(j). De la misma manera, si con [ designamos al sujeto Luis,
simbolizariamos F(l) la proposicién “Luis es un escritor”.

2. Sea F' el predicado “toca muy bien el fagot”. Entonces la proposicion 2 se puede simbolizar
F(m), sicon m designamos al sujeto Mario.

3. En este caso tenemos dos opciones, por ser el predicado una negacién:

(i) Si N significa “no tiene solucién en R” y e es “la ecuacién x?+1 = 0", la proposicién
3 tendria la forma N (e).

(ii) Si R significa “tiene solucién en R”, entonces la proposicién tendria la forma ~ R(e).
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Consideremos ahora la siguiente proposicién:
Todos los nimeros naturales son positivos.
Maés formalmente, podriamos escribir:
Para todo x, six es un nimero natural, entonces x es positivo.

Ahora bien, si N(x) indica “x es un nimero natural”, y si P(z) indica “x es positivo”, podriamos
escribir:

Para todo z, N(z) = P(z).

La expresiéon “para todo” se llama un cuantificador universal, y se nota (Vx). Entonces
tendriamos,

(Vx)(N(x) = P(x)).

En forma andloga, la expresion “existe al menos un x tal que” se llama un cuantificador existencial,
y se nota (3z). Por ejemplo, la proposicién

Existe un numero primo x tal que x es impar

se traduce en:

() (P(x) A (),
donde P(x) es “x esprimo”, e I(x) es “z esimpar”.
En general, si P es un predicado, se escribe (Vz)P(x) para indicar “todo objeto tiene la

propiedad P”, y (Jz)P(x) para indicar “existe al menos un objeto que tiene la propiedad P”.

Ejemplos. Simbolizar:

1. Todos los hombres merecen una oportunidad.
Si H(z) es: x esun hombre, y O(x)es: x merece una oportunidad, entonces la proposicién
se simboliza: (Vz)(H(z) = O(z)).

2. No todos los pdjaros vuelan.
~ (Vz)(P(x) = V(z)), donde P(z) es: x esun pajaro, y V(x)es: z vuela.

3. Todos los delfines son inteligentes.
(Vz)(D(x) = I(x)),donde D(z)es: x esun delfin, I(z)es: x es inteligente.

4. Algunos politicos no son honestos.

(3z)(P(x) AN~ H(z)), donde P(z) es: x es politico, H(x) es: =z es honesto.

Existe una importante conexién entre los dos cuantificadores (Vx) y (3z).  Se puede ver
intuitivamente que:
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Analicemos estas equivalencias a la luz del ejemplo 4 anterior. Es claro que la proposicién “Algunos
politicos no son honestos”, que hemos simbolizado

(Fz)(P(x)A ~ H(x))
es equivalente a la proposicién “No todos los politicos son honestos”, que podemos simbolizar
~ (Vz)(P(x) = H(x)).
De acuerdo a las reglas de la implicacién, esto tltimo es lo mismo que
~ (Vz)(~ P(z) v H(z)),

lo cual equivale a
~ (Vz) ~ (P(z)A\ ~ H(x)).

Se concluye entonces la equivalencia entre las dos proposiciones
(Fz)(P(x)A~ H(x)) y ~ (V) ~ (P(z)A ~ H(z)),

esto es, ~ (Jz)(P(x)A\ ~ H(x)) es equivalente a (Vx)~ (P(x)A ~ H(x)).
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1.3 Ejercicios

1. Expresar simbdlicamente las siguientes proposiciones compuestas.
(a) La suma de dos nimeros enteros es impar si y sélo si ambos nimeros son pares o ambos
nimeros son impares.
Si no elegimos a A como presidente del partido, entonces perderemos las elecciones.
Ganaremos las elecciones, si A es elegido presidente del partido.
Si hay heladas y fuertes vientos, se arruinara la cosecha.
Si el asesino no ha dejado el pais, entonces alguien lo estd escondiendo.
El asesino ha dejado el pais o alguien lo estd escondiendo.
Este nino sabe leer, pero no escribe en absoluto.
Si y es entero entonces z no es real, suponiendo que x es un nimero racional.

17 es un ntimero primo, o es divisible por un ntimero distinto de 17, —17, 1 y —1.

2. Construir la tabla de verdad de las siguientes formas proposicionales:

(a) ~pA~gq.
(b) ~((p = ¢ = (~(¢ = p)).
)= @=r7)=(=q9=@=r).

3. {Cuéles de las siguientes formas proposicionales son tautologias?
(@) p = (¢ = p)
(b) (qvr) = (~7 = q).
€ (p= (@ =r1) = (pA~q)Vr)

4. Indicar cudles de los siguientes pares de formas proposicionales son légicamente equivalentes.

)
)

(c)

dp=q¢ ~q=r~p
) (V@) Ary (pAT)V(gAT).
) (~pA~gq) =~ = (qVp).
)

5. Mostrar que la forma proposicional (~p = ¢q) = (p = ~ ¢) no es una tautologia.
6. Traducir en simbolos:

(a) No todo nimero primo es impar.

(b) Existe un nimero entero que es divisible por 2 pero no es divisible por 4.
(c
(d

(e) Cualquier persona con constancia, puede aprender Matematica.

) Ningin nitimero es primo y compuesto.
) Todo numero real es racional o irracional.
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7. Traducir en simbolos:

(i) sin usar cuantificadores existenciales.  (ii) sin usar cuantificadores universales.



2 Conjuntos

En una serie de importantes publicaciones, un matemético aleméan, Georg Cantor (1845 — 1918),
formulé alrededor del afio 1870 una teoria que ahora se conoce con el nombre de teoria de conjuntos.
Esta teoria, muy resistida en sus comienzos, se ha transformado en una parte esencial de la moderna
matematica. En efecto, las ideas de Cantor son aplicables a muchos problemas de diversas ramas de
la Matematica, fuera de la teoria de conjuntos. Ademads, la teoria de conjuntos proporciona un marco
uniforme en lo conceptual y en lo notacional dentro del cual se puede expresar toda la Matematica.
Lo que sigue es una introduccién intuitiva a la teoria de conjuntos.

Consideraremos como conceptos primitivos (no definidos) los de conjunto, elemento u objeto y
pertenencia.

Generalmente designaremos a un conjunto con una letra latina mayuscula, y a los elementos que
lo forman, con letras latinas minusculas.

Para indicar que un elemento a pertenece a un conjunto A escribiremos a € A. Si a no pertenece
a A, escribiremos a ¢ A.

Ejemplo. En este curso, con N, Z, Q, R y C indicaremos los conjuntos de nimeros naturales,

1
enteros, racionales, reales y complejos, respectivamente. Se tiene: 1 € N, 3 ¢N, 0€Z, —7¢N,
9eN,V2€R, vV2¢Q, vV—1¢R, 1+icC.

Un conjunto estd bien definido, o bien determinado, cuando podemos precisar cudles son sus
elementos. Una forma de hacerlo es nombrar uno a uno todos los objetos que lo componen y encerrar
esta lista entre llaves. Por ejemplo, si el conjunto A estd formado por los elementos 1, 2, 3 y 4,
podemos describir este conjunto escribiendo:

A=1{1,2,3,4}.

El orden en que escribimos los elementos es irrelevante, ya que un conjunto estd completamente deter-
minado por los objetos que lo componen. En consecuencia, {1,2,3,4} ={2,1,3,4} ={2,1,4,3} =...

Este método de describir un conjunto puede ser poco practico o imposible en algunos casos, y
deberemos usar otras formas de notacién. Por ejemplo, {1,2,3,...,99,100} describe el conjunto de
todos los nimeros enteros positivos menores o iguales que 100.

Otras veces, para definir un conjunto indicamos una propiedad comun a todos sus elementos y tal
que sdlo sus elementos la tengan. Asi por ejemplo, los elementos del conjunto A = {1,2,3,4} pueden
ser caracterizados como aquellos elementos x que cumplen la propiedad: x € Ny x < 5. Escribimos
entonces:

A={z:x €Ny z <5}

Ejemplos.
1. A={z:2 € Ry x>0} es el conjunto de los nimeros reales positivos.

2. El conjunto de los nimeros enteros pares puede escribirse B = {z : © € Z y z es divisible por 2}.
También podemos escribir B={z:x € Zy z =2k, k € Z}.

3. C={x:x€Z, x=2k+1, k € Z} es el conjunto de los ntimeros enteros impares.

4. El conjunto D = {z: x € N, z = 2k con k € N, z es multiplo de 7, z < 42} tiene por elementos
los ntimeros 14, 28 y 42.

11
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2.1 Inclusiéon

Definicion 2.1 Dados dos conjuntos A y B, se dice que A estd incluido en B, o que A es una parte
de B, o que A es un subconjunto de B, si todo elemento de A pertenece a B. Se escribe A C B o

B D A.

ACB & paratodox € A, x € B. B

Nota. Los dibujos que hemos utilizado para representar a los conjuntos A y B reciben el nombre de
diagramas de Venn.

Cuando existe al menos un elemento que pertenece a A y no pertenece a B, la inclusién no se
verifica, y escribiremos A Z B.

Ejemplos.

1. Si A=1{2,4,5}, B=1{1,2,3,4,5}, C={4,6,8}, y D={3,57}, entonces AC B, C ¢ D,
AgcC, C¢ A Bg¢D, DgB.

2. Si

A es el conjunto de todos los divisores positivos de 12,
B es el conjunto de todos los divisores positivos de 6,
C es el conjunto de todos los divisores positivos de 4

entonces CC A, BCA C¢ B, BZC.
Propiedades de la inclusiéon
1. Reflexiva: A C A, para todo conjunto A.
2. Antisimétrica: Si AC By B C A entonces A= B.

3. Transitiva: SIAC B y BCC entonces ACC.

Por razones de conveniencia, introducimos un conjunto que carece de elementos, llamado el con-
Junto vacio. Lo simbolizamos por () y puede definirse por cualquier propiedad que no sea verificada
por ninguin objeto. Por ejemplo, podriamos definir

D={z:x#z)={r: 2R, 22 <0}={z:2€N, 7T<z <8}

Observacién. El conjunto vacio estd contenido en cualquier conjunto, es decir () C A, para todo
conjunto A. En efecto, la implicacién “x € ) = x € A” es verdadera, pues su antecedente es falso.

Definicion 2.2 Se dice que el conjunto A es igual al conjunto B, si AC B y B C A. Lo indicamos
A=B
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Luego A = B cuando todo elemento de A es un elemento de B y todo elemento de B es elemento
de A, es decir, A y B tienen los mismos elementos.

La relacién de inclusién no excluye la igualdad de los conjuntos. Si A C B y ademas A # B, se
dice que A es un subconjunto propio o una parte propia de B, o que A estd contenido estrictamente
en B. Lo notaremos A C B.

Ejemplos.
l.Sean A ={z:2 €N, 4<2+2x <10}, B={z:2¢€N, 3<2+z <6} Entonces
A={1,2,3,4} y B=1{1,2,3,4}. Luego A = B.

2. Veamos que los conjuntos A = {z : z € R, 2 > 2} y B={z:2z € R, 3z -4 > 2} son
iguales. Un procedimiento consiste en tomar un elemento cualquiera x € A y probar que = € B,
y reciprocamente, probar que todo elemento x € B verifica x € A.

En este caso, sea x € A. Entonces z € R y x > 2, lo que implica 3z > 6, y de aqui se deduce
3z —4 > 2. Por lo tanto z € B. Luego A C B.

Reciprocamente, sea x € B. Entonces x € Ry 3x —4 > 2, de donde resulta 3x > 6, o sea, x > 2.
Luego x € A, y en consecuencia, B C A.

Se ha probado entonces que A = B.

3. Sea A el conjunto de los nimeros naturales pares y sea B el conjunto de los nimeros naturales
cuyo cuadrado es par. Veamos que A = B.

En efecto, probemos en primer lugar que A C B. Sea x € A; entonces existe k € N tal que
x = 2k. Luego 2?2 = (2k)? = 2(2k?); entonces 22 es par y por lo tanto z € B. Hemos probado
asi que A C B.

Probemos que B C A. Sea y € B. Entonces y? es par. Queremos probar que y € A, esto es,
que y es par. Observemos en primer lugar que de la hipétesis resulta que y # 1. Si suponemos
por el absurdo que y no es par, entonces y es de la forma y = 2k + 1, k € N. Pero en ese caso
y? = (2k +1)2 = 4k? + 4k + 1 = 4(k® + k) + 1, que es impar, lo que contradice la hipdtesis. En
consecuencia y es par y por lo tanto y € A, es decir B C A.

Luego A = B.

Conjunto de partes de un conjunto

Dado un conjunto A, se puede considerar siempre el conjunto formado por los subconjuntos de A,
el cual recibe el nombre de conjunto de las partes de A, y se indica P(A).

P(A) ={X : X C A}.

Observemos que P(A) nunca es vacio, pues como ) C A y A C A, entonces ) y A son elementos
de P(A), es decir, ) € P(A) y A€ P(A).

Ejemplo. Sea A = {a,b,c}. Los subconjuntos de A son:

(Z)’ {a}v {b}’ {C}, {a’ b}v {CL, C}, {b, c}) {a’ b, C}-
Entonces P(4) = {0, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a.c}, {b, c}, {a, b, c}}.
Observemos que en este ejemplo, el niimero de elementos de A es 3 y el de P(A) es 8 = 23. M4s

generalmente, es posible probar (lo haremos méas adelante) que si A es un conjunto con n elementos,
entonces P(A) es un conjunto con 2" elementos.
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2.2 Uniodn de conjuntos

Definicion 2.3 Dados dos conjuntos A y B, se llama union de A y B, y se indica AU B, al conjunto
formado por todos los elementos que pertenecen a A o a B. En notacion

AUuB={z:x€ Aoz € B}.

AUB
(Recordar que, en Matemética, el conectivo “0” se usa siempre en sentido no excluyente. En conse-
cuencia, cuando decimos que un elemento estd en A o en B no excluimos la posibilidad que esté en

ambos conjuntos).
Ejemplo. Consideremos los conjuntos A = {z : z € N, z < 4} = {1,2,3,4}, vy B={z:x €
N, z es divisor de 10} = {1,2,5,10}. Entonces AU B = {1,2,3,4,5,10}.

De la definicién resulta que AC AUB y BC AUB.

Propiedades de la union.

1. Idempotente: AU A = A.
Para demostrar la igualdad de los conjuntos AU A y A hay que probar las dos inclusiones: (i)
AUACA y (i) ACAUA.
Ya vimos que (ii) es consecuencia inmediata de la definicién.

Probemos (i), esto es que todo elemento de AU A es un elemento de A. Sea z € AUA. Entonces
reAbx e A luego x € A. Se tiene entonces AU A C A.

De (i) y (ii) sigue la igualdad.

2. Conmutativa: AUB = BU A.
Se demuestra de la misma manera que la propiedad anterior.

3. Asociativa: (AUB)UC = AU (BUCQ).
Debemos probar que:
(a) (AUB)UC C AU (BUC), y que
(b)y AU(BUC)C (AuB)UC.
(a) Seax € (AUB)UC = z€(AUB)6zxeC = zecAbxeBdbéreC. Luegpxe A6
xr€(BUC) = z€ AU(BUC). Entonces (AUB)UC CAU(BUC).
(b) Seaz e AU(BUC) = z€Abéxe(BUC) = x€AbreBbéxeC = z€(AUB)
6reC = x€(AUB)UC. Entonces AU(BUC) C (AUB)UC.

De (a) y (b) se tiene que (AUB)UC =AU (BUC).
2.3 Intersecciéon de conjuntos
Definicién 2.4 Dados dos conjuntos A y B, se llama interseccion de A y B, y se indica AN B, al

conjunto cuyos elementos son los elementos comunes a A y a B, es decir los elementos que pertenecen
simultdneamente a los dos conjuntos.
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ANB={z:2€ Ay xz € B}.

De la definicién se desprende inmediatamente que ANBC A y ANBC B.

Ejemplo. Consideremos los siguientes conjuntos: A ={z:x € N, z <4} ={1,2,3,4}, y B={z:
x € N, z es divisor de 10} = {1,2,5,10}. Entonces AN B = {1, 2}.

Si la interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto vacio, se dice que A y B son disjuntos.
Por ejemplo, el conjunto A de los nimeros naturales pares y el conjunto B de los niimeros naturales
impares son disjuntos, ya que AN B = (.

Propiedades de la interseccién.
1. Idempotente: AN A = A.
2. Conmutativa: AN B = BN A.
3. Asociativa: (ANB)NC =ANn(BNC).

La demostracion de estas propiedades es analoga a la que hemos visto para las propiedades de la
unién y quedan en consecuencia a cargo del alumno.

Teorema 2.5 ACB & AUB=B.

Demostracién. Supongamos que A C B. Para probar que AU B = B, debemos probar que
BC AUB yque AU B C B. La primera inclusién es ya conocida. Para la segunda, sea x € AU B,
entonces © € A 6 = € B. Pero por hipdtesis, A C B, luego x € B, y se tiene entonces AU B C B.
De lo anterior, AUB = B.

Para la reciproca, supongamos que AU B = B. Probemos que A C B. Sea x € A. Entonces
x € AU B, y como por hipétesis AU B = B, se tiene que ¢ € B. Luego A C B. O

En forma andloga se prueba el siguiente
Teorema 2.6 ACB & ANB=A.

Las siguientes leyes se demuestran aplicando los dos teoremas anteriores.

Leyes de absorcion

1. AU(ANB) = A.
Como AN B C A, entonces por el teorema 1 resulta AU (AN B) = A.

2. AnN(AUB) =A.
Como A C AU B, entonces por el teorema 2 resulta AN (AU B) = A.

Leyes distributivas
1. AU(BNnC)=(AuB)N(AUC).
2. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).



16 ELEMENTOS DE ALGEBRA

Demostraremos sélo la primera, dejando la otra como ejercicio.

1. Au(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
Como se trata de probar una igualdad de conjuntos, debemos probar una doble inclusién.

(a) AU(BNC)C(AUB)N(AUC).
Seax e AU(BNC) = z€ A 6 x€ BNC. Luego:
Siz€eA = r€AUB y € AUC. Luegoz € (AUB)N(AUC).
Size BNC = z€B y ze(C,luegpre AUB y x€ AUC. Luegox € (AUB)N(AUCQC).
Es decir, en cualquier caso, x € (AUB)N (AUC). Entonces AU(BNC) C (AUB)N(AUC).

(b) (AUB)N(AUC)C AU (BNnQO).
Seax € (AUB)N(AUC) = z€ (AUB) vy 2z€ (AUC) = (r€ Aox € B) y
(xeAoxel).
Size A = v€ AU(BNC). Sic¢ A = xz€B y x¢€C,dedonde z € (BNC). Luego
x€e AU(BNCQC).
Es decir, en cualquiera de los dos casos, tanto si x € A como si z ¢ A, se cumple que = €
AU (BNC). Luego (AUB)N(AUC)C AU(BNC).

De (a) y (b) resulta: AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
2.4 Complemento

Definicion 2.7 Dados dos conjuntos A y B, tales que A C B, se llama complemento de A relativo a
B, y lo notamos CgA, al conjunto formado por todos los elementos de B que no pertenecen a A.

CpA={x:z€Byx¢A}.

Por ejemplo, si B = {2,3,5,7,11} y A ={3,7} entonces CpA = {2,5,11}. SiB=Ry A= {z:
r € R, x <0}, entonces CgA ={z:z € R, = >0}

En general se considera un conjunto fijo I, respecto del cual se estd desarrollando una teoria
determinada, y entonces se trabaja siempre con subconjuntos de I y complementos relativos a I. Al
conjunto I se lo llama referencial o universal, y el complemento de un subconjunto A de I, se lo indica
simplemente A’.

Al ={x:x ¢ A}.

Por ejemplo, si I es el conjunto de los niimeros enteros, A el conjunto de los ntimeros enteros pares,
entonces A’ es el conjunto de los niimeros enteros impares.

De la definicién resulta en forma inmediata que:

1. (A=A, 2. AUA =1 3. AnA' =0, 4.I'=0 y 5 0=I
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2.5 Diferencia

Definiciéon 2.8 Dados dos conjuntos A y B, se llama diferencia entre A y B, en ese orden, al conjunto
formado por los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B. Se nota A — B.

A—-B={r:x€Ayuz ¢ B}

Por ejemplo, Si A ={1,2,3,4} y B =1{2,4,6,8}, entonces A— B =1{1,3} y B—A={6,8}.

Como casos particulares tenemos los siguientes:

e SSIACB =A-B=0y B—A=CgA.

e SiA=B =A-B=0y B-—A=0.

e SiANB=(0) == A-B=Ay B-A=B.
Observacion. La siguiente propiedad es muy 1util y resulta en forma inmediata de la definicién de
diferencia: A— B=ANBHB'.
Teorema 2.9 ACB < B' C A'.

Demostraciéon. Supongamos que A C By probemos que B’ C A'.
Sea x € B’. Entonces z ¢ B, y como por hipétesis A C B, entonces z ¢ A, luego z € A’. Luego
B' C A

Supongamos ahora que B’ C A’ y probemos que A C B.
Sea € A. Entonces z ¢ A’, y como por hipétesis B' C A’, entonces x ¢ B’, es decir x € B. Luego
ACB. O

Leyes de De Morgan.
1. AnB)=A"UB'
2. (AuB) =A'nB.
Antes de demostrarlas, conviene tener presente que:
e r ¢ AU B significaquex ¢ A y = ¢ B.
e v ¢ AN B significaque z ¢ A o = ¢ B.
Demostracion.
1. Para probar que (ANB)" = A’UB’ debemos probar: a) A/UB’ C (ANB) y b) (AnNB) C A/UB'".

a) Seare AUB = x€Ab6rxeB = x2¢Abx¢B = ¢ ANB = z < (ANB).
Luego AU B’ C (AN B)".

b) Seaxz € (ANB) = ¢ ANB = ¢ Aé2¢B = z€A éxeB = xcAUB.
Luego (ANB) C AUDB.
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De a) y b) se tiene (AN B) = A" UB'.

2. Para probar que (AU B)' = A’ N B’ debemos probar:
a) (AUBY CA'NB' y b) A'NB C (AUBY.

a) Seax € (AUB) = ¢ AUB = 2¢ Ay x¢B = zxecA yzxzeB = xecANB.
Luego (AUB) C A'N B

b) Seax e ANB = zc€A yzeB = ax¢Ayx¢B = x¢AUB = z€ (AUB).
Luego AN B'C (AU B)".

De a) y b) se tiene (AUB) = A'N B

O

2.6 Producto cartesiano

Dados dos conjuntos A y B, y objetos cualesquiera a € A y b € B, consideraremos pares ordenados
de primera coordenada a y segunda coordenada b, que notaremos (a,b). Dos pares ordenados (a,b) y
(@', V) son iguales siy sélosia=a" y b=1V.

Definicion 2.10 Dados dos conjuntos A y B, llamamos producto cartesiano de A y B, y lo notamos
A x B, al conjunto formado por todos los pares ordenados (a,b), con a € A yb € B. FEs decir,

Ax B={(a,b):ac Aybe B}.

Ejemplo. Si A = {4,5,6} y B = {m,p} entonces A x B = {(4,m), (4,p), (5,m), (5,p), (6,m), (6,p)}
y BxA={(m,4),(m,5),(m,6),(p,4),(p,5), (p,6)}

El producto cartesiano de A por B se suele B
representar en el plano considerando dos (4,p) (5,p) (6,p)
rectas perpendiculares. Los elementos de p T o’ o’ o

A se representan por puntos sobre la recta
horizontal, y los elementos de B se repre-
sentan por puntos sobre la recta vertical. m T
Cada elemento (a,b) de A x B se repre-
senta por el punto del plano que se obtiene
como interseccion de rectas perpendicula-
res a los ejes por los puntos que correspon- 4 5 6 A
denaayahb.

Al producto cartesiano A x A se lo nota A%. Si A # B, entonces A x B # B x A.
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2.7 Ejercicios

1. Determinar los elementos de los siguientes conjuntos:

(b) A={z:x €Z, x es multiplo de 3, —21 < z < 21}.

)

)
(c) A={z:xz €N, z <5}.
(d) A={z:zeN, 2<z <9}
() A={z:zeN, z=2n+1, n e N}.
(f) A={z:zeN, z=2n+1, neN, n>5}
(g) A={x:xz €N, zes multiplo de 5, x < 40}.
(h) A={r:2€Z, 22=1}.

)

(i) A={z:2€Z, -9<z<6}.
(j) A={z:z €N, x es miiltiplo de 2, 2% < 100}.

2. Definir simbdlicamente los siguientes conjuntos:

Ntumeros naturales pares menores que 20.

(a)

(b) Numeros enteros impares menores que 5.

(c) Numeros reales positivos cuyo cuadrado es menor o igual que 2.
(d) {12,15,18,21,24}.

3. Dados los siguientes conjuntos:

A={zx:zeN, 1<z <5},
B={zx:xzeN, 1<z<5},
C={z:z€N, z <2},

D={x:zeN, 3z -2=1},

completar con la relacién =, C, D, € o ¢ que corresponda:
(a) A ...... B (d) D ...... A (g) C ...... D
(b) 1T ...... B (e) 1 ...... A (h) 5 ...... B
() O ...... D )y C ...... A (i) 2 ...... C

4. Sean V = {d}, W ={¢,d}, X ={a,b,c}, Y ={a,b}, Z=/{a,b,d}.

Indicar, justificando la respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Y C X d) VoX () Z2V
(b) X £Z2 (&) W2V (h) WCY
) VQgy f) X =W () XCZz

5. Dados los siguientes conjuntos, indicar en cada caso la cantidad de elementos del conjunto de
partes: A= {a}, B=10, C ={1,2,3,4,5}.

6. Sea A = {a,b,c}. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas: ) C A, 0 € A,

0 € P(A), 0 CP(A), {a,b} € P(A), acP(A), {a} € P(A), AcP(A), Ac A, ACA.
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7. Los alumnos de una escuela pueden inscribirse para practicar alguno de estos deportes: futbol,
basquet y rugby. Escribir todas las posibilidades. ;Cudntas son?

8. Dados los siguientes conjuntos: I = {1,2,3,4,5}, B = {1,2,4}, C = {2,4,5}, efectuar las
operaciones que se indican y hacer los diagramas de Venn correspondientes:

(a) INB (&) B—1T
(b) ITUB (f) I- B
(c) BUC (g) C—B
(d) BNC (h) B—C

(b) ¢(En qué condiciones se cumple cada una de las siguientes igualdades?
ANB=A, AUuB=A, AUB=ANBAB.

10. Sean

A={z:2 €N, z <20, z es multiplo de 2},
B={z:zeN, z <10},

C={z:zeN, 10 <z <20},

D={z:x €N, £ <20, xes multiplo de 5},
I={z:x €N, x <20}, conjunto universal.

Hallar:
(a) AN B. (e) AuD" y (AnD).
(b) AUB. (f) AnD y (AUD).
(c) AnC. (g) B
(d) An(BUC) v (AnNB)U(ANCQ). (h)y B—A y B—(ANB).

11. Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos A, B y C de modo que A, B y C tengan las
siguientes caracteristicas:

a) ACB, CCB, AnC=0.
b) ACB, C¢ZB, AnC=0.
() ACC, A+C, BNC=4.
) A

(d c(BnC), BCC, C#B, A#C.
12. Demostrar las siguientes propiedades:

(a) SACC y BCC, entonces AUB C C.
(b) SSICCA y CCB, entonces C C ANB.
(c) ACB siysélosi AU(B—A)=B
(d) ANB' =0 siysélosi AC B.

)

(e) ACB siysdlosi B'C A

13. Probar las siguientes igualdades por doble inclusién o por cdlculo directo (propiedades):
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(a) A—B=A— (AN DB)
(b) (AUB)—C=(A-C)U(B-C)
() (ANB)—C=(A-C)n(B-C)
(d) (A-B)—C=A—(BUC)

() A= (B—C)=(A—B)U(ANC)
(f

h) (A—B)—(A—C)=AN(C - B)
(i) A— (BUC)=(A—B)N(A-C)
() B—(ANC)=(B—A)U(B-C).
(k) [(AUB)Y U(A' - B)' N (B — A) = A.

14. Verificar con un ejemplo que la unién no es distributiva con respecto a la diferencia.

15. Dados los conjuntos que se indican en el diagrama, determinar graficamente:
(a) AUB.

) : I
(c) A—B.
(d) B - A.
(e) A
(f)
)
)

16. Encontrar una expresién algebraica que determine exactamente cada uno de los ocho subcon-
juntos que figuran en el diagrama:

17. Sea A un conjunto con cinco elementos y B un conjunto con tres elementos. Decir cudles de
las siguientes afirmaciones pueden ser verdaderas, cuales son necesariamente falsas y cuales son
necesariamente verdaderas:
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(a) AN B tiene exactamente 5 elementos.

)
(b) AU B tiene exactamente 5 elementos.
)

(
(d

c¢) AU B tiene exactamente 4 elementos.

AN B es un subconjunto de A.

e) B es un subconjunto de A.

)
(e)

(f) AU B no puede tener més de 8 elementos.
(g) AN B tiene al menos un elemento.

(h)

h) Si AN B =0 entonces AU B = {).
(i) Si AN B tiene 3 elementos, entonces B C A.

18. Cien personas respondieron a un cuestionario formado por tres preguntas, cada pregunta debia
contestarse por si o por no, y una sola de estas respuestas era correcta. Si sabemos que:
8 personas contestaron bien las tres preguntas,
9 personas contestaron bien sélo la primera y la segunda,
11 personas contestaron bien sélo la primera y la tercera,
6 personas contestaron bien sélo la segunda y la tercera,
55 personas contestaron bien la primera, por lo menos,
32 personas contestaron bien la segunda, por lo menos,
49 personas contestaron bien la tercera, por lo menos,
( Cudntas personas no contestaron ninguna pregunta?

19. De 73 alumnos del Conservatorio de Misica, 52 saben tocar el clarinete, 25 saben tocar el fagot
y 20 saben tocar el oboe. 17 saben tocar el clarinete y el fagot, 12 pueden tocar clarinete y oboe
y 7 pueden tocar fagot y oboe. Sélamente uno sabe tocar los tres instrumentos. ;Cudntos no
saben tocar nunguno de los tres?

20. Dados los conjuntos A = {2,3}, B = {z,y,z} y C ={a}, hallar Ax B, AxC, BxC,
CxA A%y C3

21. Si A es un conjunto con n elementos y B uno con m elementos, ;cudntos elementos tienen A x B
y B x A?

22. Demostrar que cualquiera que sean A, B,C tres conjuntos no vacios tales que BN C # (), se
tiene Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).



3 Relaciones binarias

En la vida diaria, por una relacién entendemos un criterio que nos permite asociar ciertos objetos. Asi
por ejemplo, “es hijo de” es una relaciéon entre personas, y cuando decimos que “Enrique es hijo de
Fernando” se estd afirmando algo sobre el par de personas (Enrique, Fernando). Lo hemos escrito de
esta forma, porque es claro que se trata de un par ordenado, ya que si intercambiamos los nombres,
la relacién deja de cumplirse. Si tenemos entonces un conjunto A de personas, la relacién “es hijo de”
nos permite distinguir algunos pares de personas de otros: los pares formados por un hijo y su padre
o madre, y todos los deméas. Esto es, la relacién dada nos permite distinguir un subconjunto R del
producto cartesiano A x A: R estard formado por los pares ordenados de personas (a,b), a,b € A,
tales que a es hijo de b.

Anidlogamente, la relacién “estudia la misma carrera que” entre el conjunto A formado por los
alumnos de esta Universidad puede caracterizarse dando un subconjunto R del producto cartesiano
A x A. Afirmar que dos alumnos a y b estudian la misma carrera equivale a decir que (a,b) € R.

En Matematica la nocién de relacion es de mucha importancia. Definir una relaciéon R es fijar una
ley que permita decir para cada par de objetos a y b, cudndo a estéd en la relacion R con b. Por ejemplo,
si R es la relacién < entre nimeros naturales, entonces 4R6, o escrito de otra forma, (4,6) € R.

3.1 Definiciones

Definicion 3.1 Dados dos conjuntos A y B, una relacion binaria R entre los elementos de A y los
elementos de B (0 en A x B), es un subconjunto del producto cartesiano A X B:

R C A x B.

Se escribe aRb si (a,b) € R. En particular, si A = B, entonces R se llama una relacién binaria en

A.

Ejemplos.

1. Si A={10,9,7,5} y B ={6,8,15}, el conjunto R = {(z,y) : (z,y) € AX B, x >y}
= {(10,6),(10,8),(9,6),(9,8),(7,6)} es una relacién binaria entre los elementos de A y los
elementos de B.

2. SiA={2,3,5} y B={4,6,8,9}, el conjunto R = {(z,y) : (z,y) € AX B, x es divisor de y} =
{(2,4),(2,6),(2,8),(3,6),(3,9)} es una relacién binaria en A x B.

3. Sea A = B = R el conjunto de los nimeros reales, y consideremos la relacién S definida por:
xS1y < x =y. Sy es larelacion S; = {(z,z) : = € R} y su gréfico es la bisectriz del primer y
tercer cuadrante. Sea A = B = R, y consideremos la relacién Sy definida por: xSy < x =1y
6 x=—y. Syeslarelacién S = {(z,z) : z € R}U{(z,—z) : =z € R} y su grifico es la
bisectriz del primer y tercer cuadrante y la del segundo y cuarto cuadrante.

23
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4. El conjunto () y el conjunto total A x A son relaciones binarias en A.

Definiciéon 3.2 Dada una relacion R C A x A, diremos que R es refleriva si aRa para todo a € A.
((a,a) € R para todo a € A).
Ejemplos. Son reflexivas las siguientes relaciones:

1. Paralelismo: Sea A en conjunto de todas las rectas de un plano. Sily,lo € A, (l1,l2) € R < [
es paralela a ls.

2. A=1{1,2,3}, R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}.
3. Laigualdad: Si z,y € Ay R estd definida por (z,y) € R & = =y.

4. La relaciéon “divide” en N. Dados a,b € N definimos la siguiente relaciéon: aRb < a divide a b,
o sea, existe k € N tal que b = k- a. En lugar de aRb notaremos a | b. Esta relacién es reflexiva:
a | a, para todo a € N, pues a =k -a con k = 1.

Definicion 3.3 Diremos que una relacion R C Ax A es simétrica si se verifica que: SiaRb entonces
bRa. ((a,b) € R = (b,a) € R).
Ejemplos. Las siguientes relaciones son simétricas:

1. Perpendicularidad: Sea A en conjunto de todas las rectas de un plano. Sily,ls € A, entonces
(l1,12) € R < [ es perpendicular a ls.

2. A={a,b,c}, R={(a,b),(a,c),(b,a),(c,a)}.
3. A={1,2,3}, R={(1,1),(2,3),(3,2)}.
Definicion 3.4 Diremos que una relacion R C A x A es antisimétrica si se verifica que:

SiaRb y bRa entonces a=10b. ((a,b) € Ry (bja) € R = a=0b).
Equivalentemente: Sia #b entonces a R b o bien b R a. (a#b = (a,b) ¢ R o bien (b,a) ¢ R).
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Ejemplos. Son antisimétricas:

1. La relacién divide en los nimeros naturales: a,b €N, a |b < b=k-a, k € N.

Sia|byb]|a entonces a=bh.

En efecto, de a | b resulta que existe £ € N tan que b = k-a, y de b | a se tiene que exuste
k' € N tal que a = k' - b. Reemplazando obtenemos: b = k- k' - b, de donde k - k&’
k,k' € N, entonces k =k =1. Luegoa=k -b=1-b=0.

2. La inclusién entre conjuntos: X,Y € P(A), (X, Y)e R & X CY.

3. A=1{1,2,3,4}, R=1{(1,1),(2,3),(4,4), (1,4)}.

Nota: Otra expresién equivalente de la propiedad antisimétrica es la siguiente: Si a # by aRb

entonces b R a. (a#by (a,b) € R = (b,a) ¢ R).

Definicion 3.5 Diremos que una relacion R C A x A es transitiva, si se verifica que: Si aRb y bRc

entonces aRec. ((a,b) € R y (b,c) € R = (a,c) € R).

Ejemplos. Las siguientes relaciones son transitivas:
1. Paralelismo de rectas en el plano.
2. A=1{1,2,3,4}, R={(1,2),(2,4),(1,4)}.

3. La relacién divide en N. Sia|by b|c entonces a |c.

De a | b resulta que existe k € N tal que b = k-a. De b | ¢, existe ¥ € N tal que ¢ = k' - b.
Reemplazando se tiene: ¢ = k- k' - a, de donde ¢ = k" - a, k” € N, y por lo tanto a | c.

Ejemplo. Hallar todas las relaciones sobre un conjunto con 2 elementos A = {a,b}. Estudiar sus

propiedades.
’ Relacion \ Reflexiva \ Simétrica | Antisimétrica \ Transitiva ‘
0 no st st st
{(a,a)} no st st st
{(a,b)} no no st st
{(b,a)} no no st st
{(b,b)} no st st st
{(a,a),(a,b)} no no st st
{(a,a), (b,a)} no no st st
{(a,a), (b,b)} si st st st
{(a,b), (b,a)} no st no no
{(a,b), (b,b)} no no st st
{(b,a), (b,b)} no no st st
{(a,a),(a,b), (b,a)} no st no no
{(a,a), (a,b), (b,b)} si no st st
{(a,a), (b,a), (b,b)} si no st st
{(a,b), (b,a), (b,b)} no st no no
AxA st st no st
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3.2 Relaciones de equivalencia
Definicion 3.6 Diremos que una relacion R en A es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y
transitiva.
Ejemplos.
1. Las siguientes expresiones, definidas sobre conjuntos adecuados, son relaciones de equivalencia:

Tiene el mismo apellido que

Es compatriota de

Tiene tantas silabas como

Tiene la misma edad que

Empieza con la misma letra que

Estudia lo mismo que (suponiendo que ningiin alumno estudia dos carreras)
Tiene tantas cifras como

2. Sea m € Z un entero fijo y sea R la siguiente relacién: (a,b) € R < existe un entero k tal que
a — b=k -m. Veremos mas adelante que R es una relacién de equivalencia en Z.

Particion de un conjunto

La nocién de particién de un conjunto que definiremos a continuacién, estd ligada a la propiedad
fundamental que tienen las relaciones de equivalencia.

Dado un conjunto A, diremos que una familia {A;};cr de subconjuntos de A constituye una par-
ticién de A si:

1. A; # 0, para todo i € I,
2. Sii#j entonces A; NA; =0,
3. Usey Ai = A,

donde (J;c; Ai = {z :x € A;, paraalginic I }.
Es decir, todos los subconjuntos de la familia son no vacios, son disjuntos dos a dos y su unién es

A.
Ejemplos.

1. Sea A = {m,n,p,q,r} y sean A; = {m}, As = {n,p} y As = {q,r}. Es claro que la familia
{A;i}i=1,23 es una particién de A.

2. El conjunto de los nimeros reales positivos, el conjunto de los niimeros reales negativos y el cero,
forman una particién de R.

3. Si A es un conjunto no vacio, entonces { A} es una particién de A, llamada particién trivial.

4. Si A es un conjunto no vacio, entonces {{z} : z € A} es una particién de A, llamada particion
tdentidad.

Vamos a ver ahora que dada una relacion de equivalencia sobre un conjunto A, queda determinada
una particiéon de A por medio de subconjuntos llamados clases de equivalencia.
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Particion inducida por una relaciéon de equivalencia. Clases de equivalencia

Definicion 3.7 Dada una relacion de equivalencia R definida en un conjunto A, llamaremos “clase
de equivalencia de un elemento x € A”, al conjunto de todos los elementos de A que estdan en relacion
con x. Notaremos C,.

Cy={z€ A: zRx}.

Observar que las clases de equivalencia de elementos de A son subconjuntos de A.

Propiedades de las clases de equivalencia
1. C, # (), para todo z € A. (Ninguna clase es vacia).
2. 0, =0Cy & zRy.
3. C,#Cy = C,NCy=10.

Demostracion.

1. Cp # 0, para todo = € A.
Se tiene que z € C,. Luego C, # 0.

2. C, =Cy & zRy.
Supongamos que xRy y probemos que C, = C,.
a) Sea z € C; = zRx y como por hipétesis Ry, entonces zRy, esto es, z € Cy. Luego C,, C C,.
b) Sea z € Cy = 2Ry y como por hipdtesis xRy, entonces por simetria yRx. Luego zRx, esto
es, z € Cy. Luego Cy, C (.
De a) y b) se tiene C, = C,,.
Para la reciproca, supongamos que C, = C,. Probemos que zRy.
Como z € C, y Cp = Cy, entonces z € Cy, es decir, zRy.

3. Co #Cy = C,NCy=10.
Supongamos por el absurdo que C, N Cy # 0. Entonces existe z € C, N Cy, es decir z € Cy
y z € C,. Entonces existe z tal que zRx y zRy. De aqui resulta Ry. Luego C, = C,,.
Contradiccién.

En base a estas tres propiedades se tiene el siguiente teoremas:

Teorema 3.8 Toda relacion de equivalencia definida en un conjunto A, determina una particion de
A formada por las clases de equivalencia distintas.

Demostracion. En efecto, las clases de equivalencia distintas constituyen una particién del
conjunto A, ya que, por 1, las clases no son vacias, y por 3, las clases de equivalencia distintas son
disjuntas dos a dos. Ademaés, como x € C,, la unién de las clases de equivalencia distintas es A. O

Conjunto cociente

Definicion 3.9 Se llama conjunto cociente al conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia
distintas determinadas por una relacion de equivalencia R definida en un conjunto A. Se nota A/R.
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Ejemplos

1. Si A ={a,b,¢,d} y R = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (a,b),(b,a)}, entonces R es una relacién de
equivalencia cuyas clases son: C, = {a,b}, C. = {c¢} y C4y = {d}. El conjunto cociente es el
conjunto A/R = {C,,C,, Cy}.

2. Si A es un conjunto no vacio arbitrario y R = {(z,z) : € A}, entonces C, = {x}, para todo
x € A, y por lo tanto A/R = {{z} : xz € A}.

Relacion de equivalencia determinada por una particién

Vamos a ver ahora la reciproca del teorema anterior, es decir, que dada una particién de A se
puede definir una relacién de equivalencia de modo tal que las clases de equivalencia correspondientes
coincidan con los subconjuntos de la particién dada.

Teorema 3.10 Sea {A;};c; una particion de un conjunto A. Sea R la relacion definida en A por:
(x,y) € R < existei €I tal quex € A; e y € A;. Entonces R es una relacion de equivalencia y
las clases de equivalencia correspondientes son los subconjuntos de la particion dada.

Demostracién. La relacién definida R es claramente simétrica.

Que R es reflexiva es la condicién 3 de la definicién de particién, ya que si x € A existe un conjunto
A; de la particion tal z € A;.

Finalmente, probemos que R es transitiva: Si xRy e yRz, entonces existen conjuntos A; y A; de
la particién tales que z,y € A; e y,z € Aj. En particular, y € A; N A, con lo que A4; N A; # 0.
Luego por la condicién 2 de la definicién de particién, A; = A;. Luego se tiene que =,z € Aj, de
donde resulta zRz.

Por dltimo, es claro que las clases de equivalencia determinadas por la relacién R son los subcon-
juntos A; de la particién. O

Congruencia médulo m

Un ejemplo muy importante de relaciéon de equivalencia es la congruencia médulo m.
Definicion 3.11 Sea Z el conjunto de los nimeros enteros y sea m € Z fijo. Dos nimeros enteros a
y b se dicen congruentes modulo m, st y sélo si a — b es un maultiplo de m. O sea,
a=b (modm) & a—b=k-m, conk€Z.

Por ejemplo, 10 =2 (mod 4), 11 =25 (mod 2), 10=13 (mod 3), a=b (mod 0) siy sélo
si a=b, a=b (mod 1) paratodo a, b€ Z.

Teorema 3.12 La relacion de congruencia para un numero entero fijo m, definida en el conjunto de
los numeros enteros, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. En efecto, veamos que es reflexiva, simétrica y transitiva.
1. a=a (mod m), para todo a € Z, puesa—a=0=0-m,y 0 € Z.

2. Sia=b (modm) entonces b=a (mod m).
Sia=b (mod m) entonces a—b=k-m. Multiplicando por —1 ambos miembros, se obtiene
b—a=—k-m;perok€Z = —k¢cZ. Luegob=a (mod m).
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3.Sia=b (modm)yb=c (modm) entonces a=c (modm).
Sia=b (modm) entonces a—b==k-m
Sib=c¢ (mod m) entonces b—c=k-m
Sumando miembro a miembro se tiene: a — ¢ = (k + k') - m, esto es,
a—c=km = a=c (modm).

Conviene observar que a — b es un multiplo de m si y sélo si a — b es un multiplo de —m, esto
es, a=b (modm)siysélosia=b (mod —m). En virtud de esto, convenimos en considerar en
adelante sélamente la congruencia moédulo m, con m > 0.

Como consecuencia del teorema anterior, la relacién de congruencia médulo un entero fijo m
particiona a Z en clases de equivalencia.
Por ejemplo, las clases de equivalencia determinadas por la congruencia médulo 3 son:
{ZEZ 2=0 (mod3)}={2€Z:2—0=k-3}={2€Z:2=k-3+0}. Luego
{.. —9 —6,-3,0,3,6,...} (miltiplos de 3).
{z€Z:2=1 (mod3)}:{zEZ:z—l:k‘-3}:{zEZ:z:k-3—|—1}. Luego
{.. —8 —5,-2,1,4,7,...} (multiplos de 3, mas 1).
{
{-

ZGZ z2=2 (mod3)}={2€Z:2—-2=k-3}={2€Z:2=k-3+2}. Luego
,—7,—4,—1,2,5,8,...} (multiplos de 3, mas 2).

Nl N | O O
I

Si calculamos la clase del 3, 3, veremos que coincide con la del 0. En general, si m # 0, la
congruencia modulo m determina exactamente m clases de equivalencia; esto es una consecuencia del
siguiente teorema:

Teorema 3.13 Dos numeros enteros a y b son congruentes mddulo m, con m # 0, si y solo si dan el
mismo resto al dividirlos por m.

Demostracién. Supongamos que a = b (mod m) y probemos que a y b dan el mismo resto al
dividirlos por m.

Sean p y r el cociente y el resto, respectivamente, de dividir b por m. Entonces b = p-m +r. Pero
por hipdtesis a = b (mod m), luego a —b =k -m, esto es, a = k- m + b. Remplazando b se tiene:
a=k-m+p-m+r=(k+p) -m+r,lo que significa que al dividir a por m el cociente es k + p y el
resto es r.

Reciprocamente, supongamos ahora que a y b dan el mismo resto al dividirlos por m. Probemos
que a =b (mod m). Tenemos

a = p-m+r
b = p-m+r
a—b = p-m+r—p -m-—r
a=b = (p-p)-m
Luegoa=b (mod m). O
Los posibles restos al dividir un entero por m son 0, 1, 2, ..., m — 1, o sea, que mediante la
congruencia modulo m se obtienen exactamente m clases de equivalencia, pues en una figuran todos
los niimeros que al dividirlos por m dan resto 0, en otra los que dan resto 1, ..., y en otra los que dan

resto m — 1.
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Como dijimos que el conjunto cociente es el conjunto de las clases de equivalencia, entonces el
conjunto cociente de Z por esta relacién de equivalencia tiene m elementos. Lo notamos

Zon = {0,1,3,...,m —1).

Por ejemplo, si m =2 entonces Zy = {0,1}.

Si m =4, entonces Z4 ={0,1,2,3}.

Observacién. Si m = 1, entonces existe tnica clase, la del 0, esto es, Z; = {0}.

Si m = 0, existen infinitas clases, pues cada entero forma una clase de equivalencia con un solo
elemento.

3.3 Relaciones de orden

Definicion 3.14 Una relacion binaria R definida en un conjunto A es de orden si es reflexiva, anti-
simétrica y transitiva.

Ejemplos.
1. La relacién menor o igual entre ntimeros reales.
2. La inclusién entre conjuntos.

3. Ya hemos visto que la relacion “divide” en N es reflexiva, antisimétrica y transitiva, esto es, la
relacién “|” es una relacién de orden en N. Observar que la misma relacién “|” definida sobre Z
no es antisimétrica.

Conjuntos totalmente ordenados o cadenas

En lo que sigue, usaremos el signo “<” para designar una relacién de orden arbitraria. Sia < b
leeremos “a precede a b”.

Dada una relacién de orden sobre A y elementos a,b € A, puede ser que a £ b y b £ a. Por
ejemplo, si consideramos la relacion “divide” en N, entonces 3 /4y 4 [ 3.

Se dice que a y b son incomparables si a L by b £ a, y en este caso el orden es parcial.

En cambio, si para cualquiera que sean a,b € A se verifica que a < b 6 b < a, se dice que el
conjunto A estd totalmente ordenado. Por ejemplo el conjunto N con la relacién “menor o igual” usual
(el orden natural).

Veamos un ejemplo de un conjunto no totalmente ordenado. Sea A = {a,b} y consideremos sobre
el conjunto P(A) el orden dado por la relacién de inclusién. P(A) = {{a}, {b},{a,b},0}. Se tiene que

{a} Z {b} y {b} £ {a}.
Diagramas de Hasse

Los diagramas de Hasse sirven para visualizar graficamente algunos conjuntos ordenados finitos.

Escribiremos a < b para indicar que a <b y a #b.
Definicion 3.15 Diremos que “b cubre a a” si a < b y no existe ¢ tal que a <c y c<b.
Construccion del diagrama.
(a) Cada elemento del conjunto se representa por un punto que se llama afijo de ese elemento.

(b) Si un elemento b cubre a a, el afijo de b se ubica a mayor altura que el de a y se unen con un
segmento.
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Ejemplos.

{a, b}

1. Sea X = {a,b}. Consideremos
P(X) = {0,{a},{b},{a,b}} orde- {a} {0}

nado por la relacién de inclusion. Su

diagrama de Hasse es: 0
1
2. Sea X el conjunto de los divisores naturales de 19 5
12, ordenados por:
3
(a) la relacién “divide”. 6 4 4
(b) la relacién “mayor o igual”. 3 2 6
Sus diagramas de Hasse son: 1 12
3. Sea B el conjunto de los divisores naturales de 18
18, B = {1,2,3,6,9,18}, ordenado por la
relacién “divide”. Su diagrama de Hasse es: 6 9
2 3
1
36
4. Sea C el conjunto de los divisores naturales de 18
36, C = {1,2,3,4,6,9,12,18,36}, ordenado 12
por la relacién “divide”. Su diagrama de Hasse 4 9
es:
2 3
1

5. Sea D el conjunto de los divisores naturales de 30, D = {1,2,3,5,6,10,15,30}, ordenado por
la relacién “divide” y por la relaciéon “es multiplo de”. Sus diagramas de Hasse son:

30 1
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Elementos distinguidos de un conjunto ordenado

Sea A un conjunto ordenado por la relacién <.

(a) Primer elemento. Se dice que z € A es primer elemento de A si y sélo si x < a, para todo
a € A.

(b) Ultimo elemento. Se dice que u € A es tltimo elemento de A si y sélo si a < u, para todo
a € A.

(c) Elementos minimales. Se dice que m € A es un elemento minimal de A si y s6lo si no existe
ningun elemento que lo preceda propiamente esto es, si x € A es tal que x < m entonces z = m.

(d) Elementos maximales. Se dice que p € A es un elemento maximal de A si y sélo si no existe
ningun elemento que lo cubra, esto es, si © € A es tal que p < x entonces = = p.

Ejemplos.

1. Sea A ={a,b,c}, R={(a,a),(b,b),(cc),(a,c),(bc)}. Sudiagrama de Hasse es:

c Primer elemento: no tiene

Ultimo elemento: c
b Elementos minimales: a,b
a

Elementos maximales: ¢

2. El conjunto Z ordenado por la relacion < habitual, no tiene ni primer ni ultimo elemento.

3. El conjunto N ordenado con el orden natural < tiene primer elemento, el 1, no tiene ultimo
elemento, el 1 es también elemento minimal y no tiene elementos maximales.

4. Consideremos el conjunto ordenado que tiene el siguiente diagrama de Hasse:

f
d : :
Primer elemento: no tiene
Ultimo elemento: f
c . .
Elementos minimales: a,b
Elementos maximales: f
a b

5. El conjunto A = {1,2,3,4,5} ordenado por la relacién “divide”.

4

Primer elemento: 1
Ultimo elemento: no tiene
Elementos minimales: 1
Elementos maximales: 3,4,5
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De los ejemplos anteriores resulta que en un conjunto ordenado A, pueden no existir elementos
maximales o minimales, y si existen, pueden no ser nicos.

También puede suceder que no existan primer o ultimo elemento, pero si existen, son unicos. En
efecto, supongamos que existen dos primeros elementos x y z’. Entonces, por ser x primer elemento,
debe ser z < /. Pero por ser 2’ primer elemento, debe ser ' < z, de donde x = z’. Luego el primer
elemento, si existe, es inico. Un razonamiento andlogo prueba que si existe iltimo elemento, es tinico.

Definicion 3.16 Sea A un conjunto ordenado y notemos “<” la correspondiente relacion de orden.
Sea X C A. Diremos que:

(a) Un elemento c € A es cota inferior de X, si ¢ < x para todo x € X.

(b) Un elemento ¢ € A es cota superior de X si x < ¢ para todo x € X.

Ejemplo. Sea A el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse es:

S

b {c,e}

X Cotas inferiores de X | Cotas superiores de X
{a,b} No tiene d,f,g
13 a.b,c.d, f f
{d, e} b g
{c,g} a No tiene
No tiene No tiene

Este ejemplo muestra que pueden existir o no cotas (inferiores o superiores); ademas, si existen,
pueden no ser dnicas. Si existen cotas (inferiores o superiores) de un conjunto X, éstas pueden
pertenecer o no a X.

Definicién 3.17 Sea A un conjunto ordenado y X C A. Llamaremos infimo de X a la mayor (si
existe) de las cotas inferiores de X. Llamaremos supremo de X a la menor (si existe) de las cotas

superiores de X.

Por ejemplo, si A es el conjunto ordenado del ejemplo anterior, entonces

Si X ={a,b}, el infimo de X no existe, el supremo de X es d
Si X ={f}, el infimo de X es f, el supremo de X es f
Si X ={d,e}, elinfimode X esb, el supremo de X es g
Si X ={c,g}, el infimode X es a, el supremo de X no existe
Si X ={c,e}, elinfimo de X no existe, el supremo de X no existe

Se observa, a partir de este ejemplo, que el infimo (supremo) de un conjunto X puede existir o no,

v que, en caso de existir, puede pertenecer o no a X.
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3.4 Ejercicios

1. Indicar, en cada caso, si la relacién dada es reflexiva, simétrica, antisimétrica o transitiva.
(a) A={1,2,3}

) R={(1,1),(2,2),(3,3)}.

i) R={(1,2),(2,1),(1,3),(2,2)}.

ili) R=Ax A.

iv) R={(1,1),(2,2),(1,3),(1,2),(2,3),(3,3)}.
) R=10.

\

(b) A=7Z, xRy siysblosi x —y es par.
(c) A=7Z2 (a,b)R(c,d) siysdlosi a<c.
(d) A=Z, xRy siysblosi = <y.

(e) A=N, zRy siy sélosi z divide a y.
(f) A=2Z, xRy siysblosi z divide a y.
(g) A=R, zRy siysélosi 2? =y%

2. Sea A={1,2,3,4,5,6}. Graficar la relacién

R = {(17 1)7 (17 3)7 (37 1)7 (37 3)7 (67 4)7 (476)7 (474)7 (67 6)}

dibujando 6 puntos en el plano que representen cada uno de los elementos de A y una flecha de a
a b para cada (a,b) € R. Viendo el grafico, determinar si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica
o transitiva.

3. Sea R la relacién definida sobre Z por nRn’ si y sélo si nn’ > 0. Probar que R es simétrica y
transitiva pero no reflexiva.

4. Dar un ejemplo de una relaciéon en R que

(i

sea simétrica y antisimétrica.

no sea ni simétrica ni antisimétrica.

(iii) sea simétrica y transitiva pero no reflexiva.
) sea reflexiva y simétrica pero no transitiva.

(v

5. El siguiente razonamiento parece probar que si una relacién R es simétrica y transitiva, entonces
R es reflexiva.
Si aRb entonces bRa (propiedad simétrica).
Pero aRb y bRa implican aRa (propiedad transitiva).
Luego aRa, para todo a.
i, Es correcto el razonamiento anterior ?

sea de equivalencia y de orden.

6. Indicar qué relaciones del ejercicio 1 son de equivalencia y cudles son de orden. En el caso de
las relaciones de equivalencia, hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente.

7. Averiguar si las siguientes relaciones son de equivalencia. Hallar las clases de equivalencia y el
conjunto cociente, cuando corresponda.
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(a) A=7Z, xRy siy sélosi z+y esun nimero par.
(b) A=1{1,2,3,4},
() B={(1,1),(2,2),(1,3),(3,3),(2,4),(4,4), (4,2), (3, 1)}-
(i) R={(1,1),(2,1),(3,2),(2,3)}.
(¢c) A= {x: x es estudiante de la UNS }, xRy siy solo si el apellido de x comienza con la

misma letra que el apellido de y. (Suponer que para cada letra del abecedario, hay al menos
un alumno cuyo apellido comienza con esa letra).

d) A=R xR, (z,y)R(z,t) siy sélosia?+y? =22+t
( ) ’y ) y

e) A=R xR, (z,y)R(z,t) siy solosixz?=22 y> =12
(e) Y y Y

8. Sea X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Determinar, en cada caso, si la familia de subconjuntos dados
es una particion de X.

(a) {{1,3,6},{2,8},{5,7,9}}.

(b) {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}}
(c) {{1,2,3,4,5,6,7,8,9}}.

(d) {{1,5,7},{2,4,8,9},{3,5,6}}

(e) {{2,4,5,8},{1,9},{3,6,7}}.

9. Sea A ={a,b,c,d,e, f}. Dada la relacién de equivalencia en A

R ={(a,a),(,b),(c,c),(d,d), (e e), ([, f) (a,b),(b,a),(a, f),(f,a), (b, [),(f,b),(c.e), (e c)}
hallar

(i) la clase de b.
(i)

(iii) la clase de d.
(iv) la particién asociada a R.

la clase de c.

10. Sea A =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Hallar y graficar la relacién de equivalencia en A asociada a
la particién {{1,3},{2,6,7},{4,8,9,10},{5}}.

11. Hallar todas las particiones del conjunto A = {1,2,3}. ; Cudntas relaciones de equivalencia
pueden definirse en A 7

12. Calcular todas las posibles particiones de un conjunto con

(a) 3 elementos.

(b) 4 elementos.

13. Sea A = {1,2,3,4,5,6} y sea {{1,2,3},{4},{5,6}} una particiéon de A. Indicar la relacién de
equivalencia asociada a dicha particion.

14. Dar ejemplos de relaciones R sobre A = {1,2,3} de modo que

(i) R sea simétrica y antisimétrica.

(ii) R no sea simétrica ni antisimétrica.
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(iii) R sea reflexiva y no sea transitiva.

15. Sea A un conjunto y consideremos P(A) ordenado por la relacién de inclusién. ;Qué condiciones
debe verificar A para que P(A) sea totalmente ordenado?

16. Completar con <, > ¢ || (no comparables).
(a) Sea N ordenado por la relacién divide.
()2...8 (i)18...24 (iii)9...3 (iv)5...15.
(b) Sea V = {a,b,c,d, e} ordenado segun el diagrama de la figura.
e

4 Ye...b (i)ec...d
c d

17. Sea A = N. Probar que la relacién xRy si y sélo si existe z € NU {0} tal que z + x = y, es una
relacién de orden.

18. Dibujar el diagrama de Hasse correspondiente a cada uno de los siguientes conjuntos ordenados:

A=1{1,2,3,57,11}, xRy siy s6lo si x es multiplo de y.
A={{1},{5},{2,3},{1,3},{1,3,5},0}, XRY siysélosi X DY.
P(A), con la relacién de inclusién, siendo:

(i) A=
(ii) A un conjunto con 2 elementos.
)

(iii) A un conjunto con 3 elementos.

19. (a) Sea A = {1,2,3,4} y sea R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,4)} una

relacién de orden definida sobre A. Construir el diagrama de Hasse.

(b) El diagrama de Hasse correspondiente al conjunto B = {a, b, ¢, d, e} ordenado por la relacién

de orden R es el siguiente:

B d e

b c Definir la relacion.

a

20. Para cada una de los conjuntos del ejercicio 18, hallar, si existen:

(a) el primer elemento y el ultimo elemento.

(b) elementos maximales y elementos minimales.

21. Indicar los elementos maximales y los elementos minimales de los conjuntos ordenados que se
indican. Completar la tabla.
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(a) A
f
b

X

Cotas inf.

Cotas sup.

Supremo

Infimo

{d,e}

{b.f}

{a,b, e}

{c.d, f}

{d;c}

{a,c,e}

{b}

X

Cotas inf.

Cotas sup.

Supremo

Infimo

{e,g,i}

{C7 d7 f}

{a,b, g}

{d,e,h}

{d, g}

{c,e}

{a, g}
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4 Funciones

Intuitivamente hablando, una funcién o aplicacién de un conjunto A en un conjunto B es una corres-
pondencia que permite asignar a cada elemento a € A, un unico elemento b € B.

Formalizamos esta nocién intuitiva mediante la siguiente definicion:

Definicion 4.1 Dados dos conjuntos no vacios A y B, una funcién o aplicacion de A en B es una
relacion f C A x B tal que para todo a € A, existe uno y solo un elemento b € B tal que (a,b) € f.

Por ejemplo, si A = {1,2,3} vy B = {r,s,t,u,v}, entonces la relacién f = {(1,u), (2,7),(3,s)}
es una funcién.

Si f es una funcién de A en B, entonces escribiremos b = f(a) para indicar que (a,b) € f, y
decimos que b es la imagen de a por f, o que b es el valor que toma f en a. Con esta notacion
escribirfamos, para el ejemplo anterior:

fA)=u, [f(2)=r, [f@)=s.
De la misma manera, para indicar que f es una aplicacion de A en B, escribiremos preferentemente
f:A-B ¢ AL B

Graficos como el siguiente se usan frecuentemente para “visualizar” el comportamiento de las
funciones.

Dada una funcién f: A — B, el conjunto A se llama el dominio de f y B el codominio.
Nota. De la definiciéon de funcién resulta que dadas dos funciones f: A — B, ¢g: A — B, entonces
f=gsiysdlosi f(z)=g(z), para todo x € A.
Imagen e imagen completa inversa

Para cada subconjunto X C A, se llama imagen de X por f al siguiente subconjunto de B:
[(X)={yeB: existex € X :y= f(z)}.

En particular, si X = A, la imagen de f (o rango de f) es f(A) = Im(f) = {y € B : existe z €
Ay = f(z)}

En el ejemplo anterior, Im(f) = {r, s, u}.

Para cada subconjunto Y C B, se llama imagen completa inversa de Y por f al siguiente subcon-
juntode A: fHY)={z € A: f(z) €Y}

Ejemplo. Sea f la funcién dada por el siguiente diagrama:

\ 7
[
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y consideremos X7 = {2,4}, X2 ={1,2,3}, Y1 ={a,c}, Yo ={c,d}. Entonces

f(Xl) = {a’b} f(X2) = {avb}
1) = {1,2} 1 Y2) = 0

4.1 Funciones inyectivas, epiyectivas y biyectivas

Definicion 4.2 Diremos que una funcion f: A — B es inyectiva, o que [ es una funcion biunivoca,
si elementos distintos en A tienen imdgenes diferentes en B, esto es, si se verifica:

z#a = f(z) # (@),

o equivalentemente,

Ejemplos.

1. En la siguiente tabla figuran todas las funciones inyectivas de A = {a,b} en B = {z,y, z}:

LAl L] fs] fal fs ] fe
z|lz |y |yl z| =z
y |z |z |z |2

a

b

2. La funcién lineal f: R — R, definida por f(x) = ma + b, donde m y b son ntmeros reales fijos,
m # 0, es inyectiva. En efecto, si suponemos que f(z) = f(z'), entonces mz + b = ma’ + b, de
donde, mz = ma’, y como m # 0, se tiene x = z’.

3. Lafuncién f:R — R definida por f(x) = 22 no es inyectiva, ya que, por ejemplo, f(—1) = f(1)
y1#—1.

Definicién 4.3 Diremos que una funcion f : A — B es epiyectiva, suryectiva, sobreyectiva, o que f
es de A sobre B, si Imf = B, esto es, cualquiera que sea y € B, existe un x € A tal que f(z) =vy.

Ejemplos.
1. Sea A =1{1,2,3} y B ={a,b}. En la siguiente tabla se exhiben todas las funciones epiyectivas
de A en B:
fille | fs | fa| fs | f6
1|la|b|b|a]albd
2| blal|bla|b]a
30| b|la|b|al|a

2. La funcién lineal f: R — R, definida por f(x) = mx + b, donde m y b son ntmeros reales fijos,
m # 0, es epiyectiva. En efecto, sea y € R. Debemos hallar un € R tal que f(z) = y, esto es,
tal que mx + b = y. El nimero x que se busca se obtiene resolviendo la ecuaciéon anterior. Ese

Ly—b) =m-Ly—b)+b=
(y —(y y-

numero es © = —(y—>b). Para este elemento se tiene: f(z) = f(—
m

ponl
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3. La funcién f : N — N, definida por f(x) = mx + b, m # 0, no es suryectiva. En efecto, sea
y € N. Debemos hallar un z € N tal que f(z) = y, esto es, tal que ma + b = y. Pero del

ejemplo anterior resulta que un tal x debe tener la forma: z = —(y — b), que, en general, no es

m
un numero natural.

Definicion 4.4 Diremos que una aplicacion f: A — B es biyectiva o que f es una correspondencia
biunivoca de A sobre B si [ es inyectiva y epiyectiva.

Ejemplos.

1. Sean A ={1,2,3} y B = {x,y, z}. Todas las funciones biyectivas de A en B estan indicadas en
la siguiente tabla:

il el fs | fal fo | fo
llz |z |y |y | 2|z
21yl zlx|z|lx |y
3lz|lylz|z |y |z

2. La aplicacién f: R — R, f(z) = mxz + b, m # 0, es biyectiva.

3. La funcién f: N — N dada por f(n) =n+ 1 es inyectiva pero no epiyectiva.
En cambio f : Z — Z definida por f(z) = z + 1 es inyectiva y epiyectiva.

4. Sea A un conjunto cualquiera no vacio. Sea I4 : A — A la funcién definida por I4(z) = x, para

todo z € A. Entonces I4 es biyectiva. I4 se llama la funcién identidad de A.

4.2 Composicion de funciones

Definicion 4.5 Sean A, B, C conjuntos y sean f : A — B y g: B — C dos funciones. Se llama
composicion de f y g a la funcidn, indicada con go f: A — C, definida por:

(go f)(z) =g(f(x)), para todo x € A.

Ejemplos.

1. Sean f: A— B y g: B — C las siguientes funciones:

Entonces la funciéon go f es:
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-

2. Sea f : Z — Z definida por f(z) =5z y ¢ :Z — 7Z definida por g(x) = x + 1. Entonces
(g0 f)(@) =g(f(z)) =g(bz) =5z + 1,y (fog)(z) = fg(z)) = flz+ 1) =5(x+1).

3. Sea f:N — Z definida por f(z) =4—2 y g:7Z — Q definida por g(x) = a:
-

5
(9o f)z) =9(f(z)) = g(4—2) = —

No es posible efectuar la composicién f o g.

Entonces

Proposicion 4.6 Sean A, B, C, D conjuntos y f : A— B, g: B— C, h: C — D. Entonces vale
la ley asociativa siguiente:

ho(gof)=(hog)of.

Demostracién. Debemos probar que [ho (go f)](x) = [(hog) o f](z), para todo x € A.
De la definicién de composicién se tiene:

[ho(goPl(x) =hl(go f)(@)] = hlg(f(x))] = (hog)(f(x)) =[(hog)e fl(z) D

Proposicion 4.7 Sea f: A — B una funcion. Entonces f es biyectiva si y sélo si existe una funcion
g:B—Atalquegof=14yfog=1Ip.

Demostracién. Supongamos que f : A — B es biyectiva. En particular, f es suryectiva. Luego, si
y € B, existe x € A tal que f(z) =y. Ademds, por ser f inyectiva, ese x es Unico. Sea g : B — A la
funcién que asigna a cada y € B el inico x € A tal que f(x) =y, esto es, g(y) =z si f(z) = y.

Resulta de la definicién de g que (g o f)(x) = g(f(x)) = x, paratodoz € Ay (fog)(y) =
f(g(y)) =y, paratodo y € B. Luego

gof=1Iay fog=Ip.

Supongamos ahora que f: A — B y existe una funciéon g : B — A que satisface go f =14 y
fog=1Ip. Probemos que f es biyectiva.

(a) f es inyectiva.
Sean z,z’ € A tales que f(x) = f(2'). Entonces

z=1Ia(z) = (g0 f)(x) = g(f(z)) = g(f(2')) = (g0 )(&') = La(z') = 2.

(b) f es suryectiva.
Sea y € B. Entonces y = Ig(y) = (fog)(y) = f(9(y))-

La demostracién del teorema estd ahora completa. O

Observacion. La aplicacion g de la proposicién anterior es biyectiva.
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Definicién 4.8 Dada una funcion f : A — B, se llama inversa de f a toda funcién g : B — A con
las propiedades siguientes: go f =14 y fog=Ipg.

Segun el teorema anterior, una funcién posee una inversa si y solo si es biyectiva.
Proposicion 4.9 Si f: A — B posee una inversa, ésta es unica.
Demostraciéon. Sean g: B — A y ¢ : B — A inversas de f. Entonces, como f o g = Ig, se tiene
g=golp=go(fog)=(g90f)og =Ilsog =g. O
Notaremos a la funcién inversa de la funcién biyectiva f : A — B, con f~': B — A.
Ejemplos.

1. Sea A = {x,y,2,t} y B ={1,2,3,4}. Sea f la funcién definida por: f(z) =3, f(y) = 2,
f(z) =4, f(t) = 1. Entonces f es biyectiva, y su funcién inversa es la funcién f~! : B — A
definida por: f71(1)=¢, f~1(2)=y, f13) =2z, f1(4) ==

2. Sea f: R — R la funcién lineal f(z) = 3z — 1. Llamemos y al elemento al cual va a parar x,
es decir y = 3x — 1. Como f lleva x a y, la inversa debe aplicar y en x. Pero de y = 3x — 1 se

Yy . . . . . <
deduce z = , es decir, la inversa debe llevar y a . Es decir, la inversa serd la funcion

g:R — R dada por

_y+1
o, lo que es lo mismo,
(@) r+1
xr) =
g 3
1
También escribimos, f~': R — R, f~l(z) = ac—31—

Proposicion 4.10 Sean las funciones f: A— B y g: B— C.

Si f y g son inyectivas  entonces go f es inyectiva.
Si f y g son epiyectivas entonces go f es epiyectiva.
Si f y g son biyectivas  entonces go f es biyectiva.

Demostraciéon. Ejercicio. O
Proposicién 4.11 Sif: A— B y g: B— C son funciones biyectivas, entonces f tog™':C — A
es la inversa de go f. (Es decir, (go f)™t = f~tog™).

Demostracién. (f~logl)o(gof)=flo(glogof)=floUgof)=flof=1Ia.
Anilogamente, (go f)o(f~tog ' )=1Ic. O

Observacién. Aunque la composicién g o f sea biyectiva, no necesariamente f y ¢ lo son. Por
ejemplo, en el diagrama siguiente

l»%» =)
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g o f es biyectiva, pero ni f ni g lo son.

Sin embargo, valen las siguientes propiedades, cuya demostracion se deja como ejercicio:
1. Si g o f es epiyectiva, entonces g es epiyectiva.

2. Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

4.3 Relacion de equivalencia asociada a una funcién

Una de las formas mas frecuentes de definir una relacién de equivalencia en un conjunto A que sea el
dominio de una cierta funcién f, es considerar como equivalentes los puntos de A en los que f toma
el mismo valor.

En efecto, sea dada una funcién f: A — B. Sidefinimos z ~y < f(x) = f(y), paraz,y € A,
entonces ~ es una relaciéon de equivalencia. La verificacion es sencilla y se deja como ejercicio.

Asi pues, toda funcién determina una relacién de equivalencia en su dominio, de la que diremos
que es asociada a la funcion.

Ejemplos.

1. Sea m > 1 un entero fijo y sea 7y, : Z — NU{0} la funcién que a cada = € Z le asocia el resto
Tm de dividir x por m.
Entonces la relacion de equivalencia ~ asociada a la funcion r,,, es decir, la relacién =z ~y <
rm(z) = rm(y), esla congruencia médulo m.

2. Sea f:R — R definida por f(x) =z
La relacién de equivalencia asociada a f, es decir, la relacion z ~y < =
1’750, CCC == {(IJ,—.’E}, y CO - {0}

2 =42, esla que, si

Cabe ahora plantearse la siguiente pregunta: dado un conjunto A y una relacién de equivalencia
definida en A, jes posible encontrar una funcién f cuyo dominio sea A y tal que la relacién de
equivalencia asociada a f coincida con la dada? La nocién de conjunto cociente, ya vista, y de
aplicacion natural, que definiremos a continuacion, muestran que la respuesta es afirmativa.

Consideremos un conjunto A, sobre el cual estd definida una relacién de equivalencia R, y conside-
remos el conjunto cociente A/R. Indiquemos con T la clase de equivalencia que contiene al elemento
x € A. Cada x € A pertenece a una, y solamente una clase de equivalencia T. Entonces la funcién
m: A — A/R, definida por 7(x) = T, para todo x € A, estd bien definida y se llama aplicacion
natural de A en A/R.

Ejemplo. Si R es la congruencia médulo 3 en Z, tenemos la aplicacién natural = :7Z — Zs, ©(x) = T.
Asi, 7(0) =0, m(4) =1, 7(2) =2, 7(8) =2, etc.

Proposiciéon 4.12 Sea A un conjunto y sea R una relacion de equivalencia definida sobre A. Entonces

la aplicacion natural w: A — A/R es una funcion epiyectiva cuya relacion de equivalencia asociada
es R.
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Demostracién. Probemos primero que 7 es epiyectiva. En efecto, si T € A/R, entonces tomando
r € Aesm(x)=T.

Ademds, si notamos ~ la relacién de equivalencia asociada a 7, entonces x ~ y < 7(z) =
m(y) & T =7 < xRy, lo que prueba que la relacién de equivalencia asociada a 7 coincide con la
relacion dada R. O
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4.4

1.

Ejercicios

Sean A =1{1,2,3,4} y B = {u,v,w,x,z}. Analizar si las siguientes relaciones son funciones de
A en B. En caso afirmativo, hallar la imagen correspondiente.

(a) R={(1,u),(2,0),(1,2),(3,u), (4 u)}.
(b) B={(1,v),(3,u),(42)}
(€) BR={(Lw),(2,2),(3,u), (4 )}
(d) B={(1,v),(2,v),(3,v),(40)}.
) R=A{(1

)
12),(2,0), (3, w), (4, 7)}.

. Sea f:R — R definida por f(r) = 22— 3z +2. Hallar: f(v/2), f(0), f(x?), f(22), f(x+3),

f(=3), fl@)+3, f71{0}), F{-2}.

Dadas las siguientes funciones, hallar sus imagenes y averiguar si son inyectivas, epiyectivas o
biyectivas.

(a) f:N—=N, f(z)=3z+1.

b) f:Z—Z, flz)=3c+1

(€ f:Q—-Q, flx)=3z+L

(d) f:R =R, f(z)=3z+1.

(e) f:Z—NU{0}, f(z)=2a>

f) f:R—=R", f(z)=2?% siendo R" ={z:2 €R, = >0}
(@) /:RY > RY, f(r) =22

(h) f:R—R, f(z)=2"

(i) f:R* = R*, f(x):é, siendo R* = {z: z € R, z # 0}.

4. Optativo. Sea f: A — B una funcién, X, X1,Xs C A, Y,Y1,Y> C B. Probar que:

(a) X1 € Xy = f(X1) C f(Xo); YICYe = f1(V1)C (V).
(b) f(X1UX2) = f(X1)Uf(Xa); fl(ViUYa)=f~ (Yl) fH(Ya).
(c) F(X1NX2) € f(X)Nf(Xo); [T ViNY2) =71 (V1) N fH(Ya).
(d) f(XinNXy)=f(X1)N f(X2) & f esinyectiva.

() £ = [ (V)]

(f) f(X")=[f(X)]" & [ es biyectiva.

(8) f(X)=0 & X=0; f'(Y)=0 & YN[fX)=0.

(h) X € fH(f(X))

(i) X = f~Yf(X)) < f esinyectiva

G) F ) Y

k) f(f71(Y)) =Y <& f es suryectiva

5. Sean f:7Z — Zy g:7Z — Z definidas por f(x) =z + 1y g(x) = 2z. Probar que fog#go f.
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6. Probar que la funcién f : N — Z definida por

n

fy=1 "
2

es biyectiva.

7. (a) Dadas fN—=-Q definida por f(z) =
g:Q—R definida por g(z
h:R—R definida por h(z) =
E:R—R definida por k(x

(hog)2)y (kot)(0).

(b) {Se puede hacer goh, hof, foh y fog?

si n es par

si n es impar

r+1

:c+2

( )

3:4—1
x+2’

t:NU{0} = R definida por t(z)=
hallar go f, koh, hok, hog y kot. Calcular (go f)(1), (koh)(—

ELEMENTOS DE ALGEBRA

1), (hok)(1),

8. Hallar la funcién inversa de las funciones que corresponda del ejercicio 3.

9. Para cada par de conjuntos A y B,y funciones f : A — B, considerar la relacién de equivalencia

asociada a f y hallar las clases de equivalencia.

(a) A={-3,
(b) A=B =17, f(z) =Tz +4.

(c) A=B=17, f(z) = —2>+2.

(d) A=R? B=R, f((z,y)) =2z +3.
(e) A=B=R> f((z,y)) = (~z,2y).

-1,0,1,3,5,/2}, B=17, f(z) =2%+ 1.



5 Numeros reales

Los nimeros naturales 1,2,3,... aparecen ante la necesidad de contar los objetos de conjuntos
finitos. Pero se necesita también medir longitudes, areas, volimenes, cantidad de energia, etc. Ya en
la antigiiedad los egipcios y los babilonios concibieron, alrededor del ano 2000 A.C., una aritmética
basada en los nimeros racionales positivos. Es en tiempos de Pitdgoras, alrededor del ano 500 A.C.,
que los griegos descubrieron que existian segmentos imposibles de medir con los niimeros racionales,
es decir, que los niimeros racionales no son suficientes para asignar a cada segmento una medida
(racional), con lo que surge la necesidad de adoptar nimeros irracionales, como V2.

Los niimeros negativos fueron considerados como absurdos durante mucho tiempo, y sélo se mane-
jaron libremente a partir del siglo XVII. Recién en el siglo XIX, Cantor, Dedekind y Weierstrass
desarrollaron teorias rigurosas del nimero real. Cantor construyé los irracionales como sucesiones de
racionales, Weierstrass los construyé como clases de racionales y Dedekind como cortaduras.

En todos los casos se parte de los nimeros naturales, se define a partir de ellos el conjunto de los
nimeros enteros y, a partir de éstos, el conjunto de los niimeros racionales. Finalmente, se definen los
numeros reales a partir de los niimeros racionales.

Una construccién de este tipo escapa a los alcances de un curso de elementos de algebra. En
su lugar, nosotros comenzaremos definiendo el conjunto de los ntimeros reales R por medio de las
propiedades que sus elementos deben verificar. Es decir, vamos a enunciar como axiomas un conjunto
de propiedades a partir de las cuales serd posible probar cualquier otra propiedad de R. Los otros
conjuntos numéricos se definiran como subconjuntos particulares de R.

5.1 El cuerpo ordenado de los ntiimeros reales
El cuerpo ordenado de los ntimeros reales

Llamaremos cuerpo ordenado real a un sistema (R, 4, -, <) formado por:

1) Un conjunto R, cuyos elementos llamaremos nimeros reales,

2) Una operacion binaria +, llamada suma, definida sobre R, a + b se lee “a més b”,

(1)
(2)
(3) Una operacién binaria -, llamada producto, definida sobre R, a-b se lee “a por b”,
(4) Una relacién binaria <, definida sobre R, a < b se lee “a menor que b”,

de modo tal que, para todo a,b,¢c € R se verifiquen las siguientes propiedades:

S1) at+(b+c)=(a+b)+c.
Sy) a+b=b+a.

S3) Existe 0 € R, llamado cero, tal que 0 +a=a.

(
(
(
(

(M

S

“(b-e)y=(a-b)-c.
-b=b-a

Q

)
)
)
S4) Para cada a € R, existe b € R llamado el simétrico de a, tal que a+b=0.
)
(M3)
)

(Ms) Existe 1 € R, llamado uno, 1 # 0 que verifica 1-a=a.

47
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(M,) Para cada a € R, a#0, existe ¢ € R, llamado el inverso de a tal que a-c=1.
D) a-(b+c)=a-b+a-c.
(E1) Para todo a,b € R vale una y sélo una de las tres condiciones siguientes:

(i) a=1b (i) a<b (iii) b<a

(E2) a<by b<c =a<c.
(E3) a<b = a+c<b+ec.
(Ey) a<by O0<c=a-c<b-c.

Para definir el cuerpo ordenado de los niimeros reales resta enunciar el llamado Axioma de Com-
pletitud, lo que no haremos en este momento. Este Axioma, que no es necesario para probar las
propiedades que enunciaremos mas abajo, serd objeto de estudio en el préximo paragrafo.

Para abreviar, designaremos al cuerpo ordenado real simplemente por R.

Observacién: Puede probarse que los elementos 0 y 1 denominados, respectivamente, neutro aditivo
y neutro multiplicativo, son tnicos. De la misma manera, son dnicos el simétrico de cada elemento y
el inverso de cada elemento distinto de cero.

Notaciones tutiles

(1) Representaremos con —a al simétrico de a. Entonces —a es el tnico elemento de R que verifica
a+ (—a)=0.

(2) Representaremos con a~ ! al inverso de a . Entonces a~! es el tnico elemento de R que

verifica a-a 1 =1.

(3) Escribiremos a — b para representar al elemento a + (—b). Entonces, por definicién, a —b =
a+(=b).

a
(4) Escribiremos 3 para representar al elemento a-b~'. Entonces, por definicién,

S

a
= a-b'. El ntmero real 5 s llama el cociente de a por b . Como caso particular

-1 _

L o

.
(5) Escribiremos a < by se lee “a es menor o igual que b”, para indicar que vale alguna de las
siguientes propiedades: a=0b0 6 a <b.

[43

(6) Escribiremos a > b para indicar que se verifica b < a y se lee “a es mayor que b”.

(7) Escribiremos a > b, y se lee “a es mayor o igual que b”, para indicar que se verifica b < a . La
relacion < es muy importante y estd caracterizada por las siguientes propiedades:
(O1)
(02)
(O3) a<by b<c=a<ec
(O4)

a<by b<a = a=h

Dados a,b € R entonces, a <b 6 b<a.
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(8) Sea a € R, diremos que a es positivo si a >0 y que a es negativo si a <0 .

(9) Escribiremos a < b < ¢ para indicar que a < b y b < c. Andlogamente escribiremos a < b < ¢
para indicar que a <b y b<ec.

(10) Teniendo en cuenta las propiedades de la suma y el producto escribiremos a+b+c y a-b-c
en lugar de a+ (b+c¢) y a-(b-c), respectivamente.

(11) Para simplificar, cuando no haya lugar a dudas, escribiremos ab en lugar de a - b.

Otras propiedades

De las propiedades anteriores se deducen las siguientes, algunas de cuyas demostraciones se in-
cluyen, dejando las otras como ejercicio. Debe ponerse especial cuidado en no usar ninguna propiedad
que no sea uno de los axiomas o que no haya sido probada previamente. Por un momento puede ser
conveniente ignorar las propiedades que uno ya conoce de los niimeros reales.

02 a-(0+0) 2 4-0+a-0, (1) ;a0 2 a-0+0, (2) ;de (1)y (2), a-0+a-0 = a-0+0 & 4.0 =0.

(Ps) ab=0 = a=0 6 b=0.
Supongamos que a # 0. Entonces, por My, a~!(ab) = a='0, esto es, (a~'a)b = 0. Luego

1-b=0b=0.
(Fs) a(—b) = (-a)b=—(ab).
Probemos que a(—b) = —(ab), es decir, que el simétrico de ab es a(—b). Para esto basta probar
que ab+ a(—b) =0. Y en efecto, ab+ a(—b) 2 a(b+ (=b)) =0.
En forma andloga se prueba que (—a)b = —(ab).

(Pr) (—a)(=b)=ab.
Aplicar Ps dos veces.

a ) t=a, a#0.

—~

o
N—
—~

(Py) (ab)™t=a"tb"t, a#0, b#0.

(P) =5 @ ad=be, b#0,d#0,

(Pr1) %I%, c#0, b#0.

(Pr2) %—l—gz%, b#0, d#0.
% - g =ab ' +ed ™t =add ot +ebb T = adb Tt d 7 4+ b d ! = ad(bd) Tt + eb(bd) ! =
(ad + cb)(bd) ™ = %.

(Py3) %22%, b#0, d#0.
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—e_*_ ¢
b —b b

a a a —a
Para probar que > =3 se debe probar que el simétrico de 7 es -5 Es similar a Fj.

(P14) ) b#o

a ax—1 b
(P15) 5¢0,b7&0 = <g> :a-

(Pg) a <byc<d=atc<b+d.
Dea<b 2 a+c<b+c ydec<d 2 c+b<d+b. Luego, por Fs, a+c<b+d.

(P17) a+c < b+c¢ = a < b.
Sumar —c a ambos miembros.

(Pig) 0 <a <by0<c<d= ac <bd.
Aplicar Ej.

(Plg) a <b <& —b < —a.
Sumar —b a ambos miembros, y luego —a.

(Po) 0 <a & —a <0.
Es un caso particular de Pig.

(Py1) a#0 = a® > 0 (El cuadrado de cualquier niimero no nulo es positivo).
Si a >0, entonces a-a > a-0, esto es a® > 0.
Si a <0, entonces —a > 0, y por lo anterior, (—a)(—a) > 0, es decir, a® > 0.

(P22) 0 <1.
Se tiene que 1 =12, luego 1 > 0.

(Py3) a < bc<0=ac>bc
(Esta propiedad dice que si una desigualdad se multiplica miembro a miembro por un nimero
negativo, se invierte el sentido de la desigualdad. Observar que el axioma FE, afirma que si una
desigualdad se multiplica miembro a miembro por un ntmero positivo, no cambia el sentido de
la misma).

Sic<0, —¢>0; dea<bd 2 a(—c) < b(—c), esto es, —ac < —be, es decir, ac > be.
(P24)a<0<:>%<0.

Si fuese a! >0 entonces aa~' < 0, de donde 1 < 0, absurdo.
(P25)a>0<:>%>0.

(Py) (1) ab >0« a>0yb>06a<0yb<O.
2)ab< 0 a>0yb<06a<0yb>0.

>0 a>0yb>06a<0yb<O
<0 a>0yb<06a<0ybdb>0.

1 1
(P27)0<a<b:>0<g<f.

S

Multiplicar por a~ b~
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1
3 < 0.
a

(ng)a<b<0:> <

SHES

(o
[N

(P29)O<a<b:> 2 <

(P30)a<b<02>b2<a2.

Representacion geométrica de los niimeros reales

Una idea intuitiva muy ttil es la de representar al conjunto de los ntimeros reales sobre una recta.
Consideremos una recta 7, sobre la misma un punto O que llamaremos origen y al que asociamos el
ndmero 0, y una unidad de medida u.

g

Con w ubicamos el 1. Es costumbre fijar el 1 a la derecha del 0. Entonces existe una correspon-
dencia biyectiva entre niimeros reales y puntos de r. Reciprocamente cada punto de la recta determina
un nimero real.

T NI
T NJw

Es usual designar con el mismo simbolo al nimero real y al punto de la recta que le corresponde.
Intervalos de ntimeros reales

Sean a,b € R, a < b. Llamaremos, respectivamente, intervalo abierto, abierto-cerrado, cerrado-
abierto y cerrado a los conjuntos siguientes:

(a,b) ={zeR:a<z<b}
(a,b) ={z e R:a<z<b},
a,b) ={z e R:a<z<b},
a,b) ={zeR:a<z<b}.

Graficaremos los intervalos del siguiente modo:

[
[

i~
AL

a b
L 1
C ]
a b
[ A
[ 7
a b

,_
[
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En todos los casos los niimeros a y b se llaman los extremos del intervalo.
Es cémodo, ademas, utilizar notaciones como

(o0, b)) ={z e R:2<b}, [a,+0) ={z € R:z>al,
y sus correspondientes (—oo, b) y (a, +00).

Valor Absoluto

Sea x € R. El valor absoluto de z (lo notamos |z| ) se define como sigue:

r sixz>0
] = —x siz<0

Usando la representacién de R en una recta, el valor absoluto de x tiene una sencilla interpretacién
geométrica: mide la distancia que hay entre x y 0.

|-2[ =2 13 =3

Proposiciéon 5.1 El valor absoluto verifica las siguientes propiedades:
(1) |z| > 0. Ademds, |[x|=0<x=0.
(2) [—af =[x,
3) —lz] <@ < faf.
(4) Si deR, d>0, entonces |z|<d & —d<z<d, estoes, |z|<d & zec|-dd.
()

5) Si de€ R, d>0, entonces |[zr| >d < x<—-d ¢ x>d, ose, |z|>d & zc¢€
(=00, =d] U [d, +00).

(6) |z + y\ < |z| + |y| (Desigualdad triangular).

() |z =yl =l = y| |-

(8) |z -yl =|z| |y
z| |z
9) |—|=+, y#0.
) yl oyl #
Demostracion.

(1) Es una consecuencia inmediata de la definicion.
(2) v (3) Ejercicio.

(4) Supongamos que |z| < d. Es inmediato de la definicién que z < |z|. Luego, por transitividad
resulta (i) = <d.
Andlogamente, de —z < |x| se tiene que —x < d, y multiplicando por —1 miembro a miembro,
se obtiene (ii) —d < =.
De (i) y (ii) resulta —d <z <d.
Reciprocamente, supongamos que —d < z < d. Si z >0, entonces |z| =z <d. Si z <0,
entonces |z| = —z. De —d <z setiene —x <d, es decir |z| <d.
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(5) Es consecuencia de (4).

(6) Se tiene —|z| <z < |z|] vy —ly|] <y < |y|]. Sumando miembro a miembro, —(|z|+ |y|) <
z+y <lz|+yl, ypord), [x+yl <l|z[+]y|

(7) Por (6), |z|=lz —y+yl <|z—yl+yl, oseca, [z[ [yl <[z —y| ().
Andlogamente se prueba que |y| — |z| < |y — x| (ii).
Pero por 2), |z —y|=|y—z|, luegode (i) y (ii) resulta —|x —y| < |z| —|y| < |z —y|. Por
4), lzl =yl < |z —yl.

(8) Si =0 6 y=0 entonces 0= |zy| = |z||y|
Supongamos que xz #0 e y # 0.
Si x>0 e y>0,entonces zy > 0. Luego |zy| = zy = |z||y|.

Si <0 e y <0, entonces zy > 0. Luego |xy| = zy, || = —=z, |y| = —y. Como
(—@)(—y) = zy, resulta |zy| = |z[[y].
Si <0 e y>0,entonces zxy < 0. Luego |zy| = —(zy) = (—2)y = |z||y|.
(9) De x = L. y, y usando (8), |z| = ’x’ - ly|. Entonces x‘ = ]’a:‘\
Y Y Y

a

Observacién Si z e y son dos numeros reales, la distancia entre * e y es x—y si x>y, yes
y—ax si x<y. Ahora bien

o —y| = r—y siz—y>0 | x—y siz>y
yi= —(r—y) siz—y<0 | y—z siz<y

Entonces la distancia entre z e y esigual a |z —y|.

Ejemplos.

1. Describir el conjunto de nimeros reales que verifican |r — 6| <2 como un intervalo.
Por la propiedad 4), |z — 6] < 2 equivalea —2 <z —6 <2, estoes, 4 <x <8, 0sea, x € [4,8].

2. Describir el intervalo (5,10) por medio de una inecuacién con valor absoluto.
> —;10 = 1—25 Entonces = € (5,10) siy
sélo si la distancia de z a zp es menor que la distancia de 10 a zg, esto es, x € (5,10) si y s6lo
si |z — §| < |10 — ?\ = g (Observar que la distancia de 5 a g es también 5)

Sea xg el punto medio del intervalo (5, 10), esto es, xp =

3. Supongamos que queremos resolver la inecuacién |2z + 1] < 2.
Utilizando la propiedad 4) de valor absoluto obtenemos:

3 1
Rz+1<2 & —2<22+1<2 & -3<22<1 & —5<z<g.

3 1 31
L = R:—— —e=1—-=,=).
uego S {:UE 2<$<2} ( 2,2>

4. Para resolver la inecuacién |z — 2| < g, usaremos la definicién de valor absoluto.
. T x x
Si —22>0, |r—2|=z-—2,luego |x—2|<§ & x—2<§ & $—§<2 &

g<2 & x < 4.
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Sea Si={xrceR:x—-2>0y z<4}=[2,4).

Si 2—2<0, |z—2=—(z—2), luego [z —-2| <= & —(r—-2)<

x
2
3 4

§x>2 & x>§.

Sea So={reR:x2—-2<0y x>§}:(§
Entonces S:(g,Q)U[Q,Zl):(%,ZL).

2.

1

. Resolver la ecuacién |3z —4| = 3

Supongamos que 3x —4 > 0, estoes, x> 3

1 1 1 3
Entonces [3x —4|=3x—4, luego B3z—4|==- & 3z—-4=- & 3x=-+44 & =

2 2 2 2’
4
Supongamos ahora que 3x —4 <0, es decir, = < 3
1 1 1
Entonces |3z —4| = —(3xz—4), luego [3x —4|= 5 © —(B3x—4) = 5 © —3r+4= 5
LT
=5
. 3 7
Luego las dos soluciones son = = 3 ¥ T = 6
. Resolver la inecuacién |1 — 3z| < 2.
Como |1 —3z| = |3z — 1|, la desigualdad anterior es equivalente a |3z — 1| < 2.
Ahora usamos la propiedad 4).
1
Br—1]<2 & 2<3z-1<2 & -1<3z<3 & —§<a:<1.
1 1
Luego la solucién es S ={z eR: g << 1} = (_§ ,1).
. . 1
. Resolver la inecuacion ——— < 1.
124+ 3|
2
La inecuacién PRER < 1 es equivalente a la inecuacién |2 4+ 3z| > 1, para = # —3 Para
x

resolver esta dltima inecuacién es conveniente hallar los = que no la verifican, es decir, resolver
la inecuacién |2 + 3z| < 1. La solucién que se obtenga es justamente el conjunto de nimeros
reales que no son solucién de la inecuacién original. Descartamos esa solucion y nos quedamos
con el complemento. Resolvemos, entonces la inecuacién |24 3| < 1.

1
243z <1 & -1<243zx<1 & -3<3xr<-1 & —1§x§—§. Luego la solucién de

la desigualdad |2 +3z| <1 es el conjunto de nimeros reales del intervalo [—1, —g]

La solucién de la desigualdad original es entonces S = (—o0,—1) U (—g, +00).

Ejercicio. Resolver la desigualdad |z + 1| — |3z + 7| > 0.

Sugerencia: considerar los siguientes casos: x < ——,

7
3 —§§x<—1, y x> -—1.
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5.2 Numeros naturales

Vamos a comenzar ahora a distinguir ciertos subconjuntos de los ntimeros reales: el conjunto de los
nimeros naturales N, el conjunto de los niimeros enteros Z y el conjunto de los nimeros racionales Q.

En el conjunto de los ntimeros reales hay dos elementos distinguidos: el 0 y el 1. Si sumamos el 0
con el 0 obtenemos el mismo nimero, pero no sucede lo mismo si sumamos el 1. Si sumamos 1 a un
numero real a obtenemos el nimero real a + 1, que es distinto de a, y se llama el siguiente de a. Por
ejemplo, 1 +1 # 1 (porque 1 # 0) y lo denotamos con 2; 2+ 1 =3, 2 # 3, 3 # 1, y as{ siguiendo. De
esta manera es cémo aparecen intuitivamente todos los numeros naturales. Para dar una definicion
formal de nimero natural, introducimos el concepto de conjunto inductivo.

Definicion 5.2 Un subconjunto A de R se dice inductivo si verifica las siguientes propiedades:

1. 1€ A.

2. Six e A, entoncesxz+1€ A.

Ejemplos.
1. R es inductivo.
2. Rt ={z:2€R:2 >0} esun conjunto inductivo.
3. A=1{1,2,3} mno es un conjunto inductivo.

4. ) no es inductivo.

Definicion 5.3 El conjunto de los nimeros naturales es el subconjunto de R, que designaremos con
N, definido por las siguientes reglas:

N1. N es inductivo.

N2. Si A es un subconjunto inductivo de R, entonces N C A.

Es decir, N es el menor subconjunto inductivo de R (en el sentido de la inclusién). En particu-
lar, como los ntimeros reales positivos forman un subconjunto inductivo, los niimeros naturales son
positivos.

Considerando los simbolos:
2=1+41,
3=24+1=14+1+1,
4=3+1=1+1+1+1,

tenemos entonces: N ={1,2,3,4,...}.

Principio de induccién

Teorema 5.4 (Principio de Induccién). Si S es un subconjunto de N tal que:
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1.1€5.
2. 5t ne S entonces n+1€ S,

entonces S = N.

Demostracién. Por 1) y 2), S es inductivo, con lo que N C S. Pero como S es un subconjunto
de N, SCN. Luego S=N. O

El Principio de Induccién es equivalente al siguiente criterio de demostracién, llamado método de
demostracion por induccion o recurrencia:

Teorema 5.5 (Criterio de demostracidn.)
Sea P(n) wuna proposicion relativa al nimero natural n y supongamos que:

1. P(1) es verdadera.
2. Para todo k €N, si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Veamos que los Teoremas 5.4 y 5.5 son equivalentes. En efecto, el Teorema 5.5 se deduce del
Principio de Induccién, ya que si S = {n € N : P(n) es verdadera }, entonces S verifica las
condiciones 1 y 2 del teorema, y por consiguiente, S = N.

Reciprocamente, el Principio de Induccién es una consecuencia del Teorema 5.5, ya que si ahora S
es un subconjunto de N que verifica 1 y 2 del teorema y consideramos la proposicién P(n): “n € S”,
entonces, por el criterio, P(n) es verdadera para todo n € N, esto es, para todon € N, n € S. Luego
S=N.

Ejemplos.
1
1. Probar que la proposicién P(n): 1+2+---4+n= n(n;—) es verdadera para todo n € N.
TATA “ : 4 : n(n + 1) 9
(La proposicién se lee: “La suma de los n primeros nimeros naturales es igual a —

1-(14+1
(a) Probemos que P(1) es verdadera: 1= (2—1_)

(b) Supongamos que P(k) es verdadera:

1424+ k= k(k +1) Hipo6tesis Inductiva (HI)

(La suposicién segun la cual P(k) es verdadera, se conoce con el nombre de hipdtesis in-
ductiva (HI)).
(c) Probemos que P(k + 1) es verdadera:

(k+1D[(k+1)+1]
5 5

1+2++k+(k+1)=

esto es,
(k+ 1) (k+2)

1+2++k+(k+1)= 5
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1424+ kt (k1) D k(k;l)ﬂkﬂ)

k(k+ 1) +2(k + 1)
2

(k+1)(k+2)

5 .

Es muy conocida (aunque apdcrifa) la siguiente anécdota de la historia de la matemética referida
al ejemplo 1. Carl Friedrich Gauss (1777-1855), uno de los més grandes mateméticos de todos
los tiempos, estaba en la escuela primaria cuando su maestro le dié a la clase la tarea de
hallar la suma de todos los enteros de 1 a 1000, esperando tener un buen rato de descanso
mientras sus alumnos estaban trabajando. Para su sorpresa, Gauss le alcanz6 la respuesta
casi inmediatamente. Su solucién era muy simple: sumando el primer término con el iltimo se
obtiene 141000 = 1001; sumando el segundo término con el anteiltimo se obtiene 2+999 = 1001;
sumando el tercero... etc. ; estas sumas siempre dan 1001. La tdltima suma es 5004 501 = 1001.

0eo" 1001.

Luego se obtienen 500 veces 1001, es decir, 500500, o lo que es lo mismo

2. Probar que la proposicién P(n): 1+3+5+ -+ (2n — 1) = n? es verdadera para todo n € N.

(a) Probemos que vale paran=1: 2-1—-1=12
(b) Supongamos que vale para n = k:
143454+ (2k—1) =k Hipo6tesis Inductiva (HI)

(c) Probemos que vale para n =k + 1:

14345+ +2k—1)+[20k+1)—1] = (k+1)°

14+3+54+@k—D+2k+1) -1 & R2ypk+1) -1

= K +2k+2-1
= K +2k+1
= (k+1)2

nn+1)(2n+1)

3. La proposicién P(n): 12422432 +...+n? = 6

es verdadera para todo n € N.

1(1+1)(2.1+1)
6
(b) Supongamos que la proposicién es verdadera para n = k y probemos que lo es para
n=k+1.

Es decir, supongamos que

(a) Sin=1, 12=1= , por lo tanto P(1) es verdadera.

k(k+1)(2k + 1)

. Hipétesis Inductiva (HI)

124924 .. 4 k2=

(¢) Probemos que

k+1)(k+2)(2k
12+22+---+k2+(k:+1)2:( + 1) 2)( +3).
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ar k(k+1)(2k+1) zzk(k+1)(2k+1)+6(k+1)2:

124224 k2 (k+1)2 = G +(k+1) 5
B0 2k + 1)+ 6(k + 1)] = (k;rl)(2k2+7k+6)— (kzl)(2k2+4k+3k+6)—
(/.@31) 2k(k+2) +3(k+2)] = (k21>(k+2><2k+3>-

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo n € N.

4. Paratodo n€ N,es n>1.
Consideremos la proposicién P(n) : “n > 1, para todo n € N7”.
Es claro que P(1) es verdadera.
Supongamos que P(k) es verdadera, es decir, k > 1.
Probemos que P(k+ 1) es verdadera, es decir, probemos que k+1 > 1. Perode k > 1

E3
resulta k+1>1+1>1+0=1.
5. Probemos por inducciéon que 2" > n, para todo n € N.

(a) Si n=1, 2! =2 > 1. Luego P(1) es verdadera.
(b) Supongamos que P(k) es verdadera, esto es, 2¥ > k. (HI)
(c) Probemos que P(k + 1) es verdadera, o sea, 2! >k + 1.
k+1 _ 9 9k HI — k+1
2670 =2.2" > 2k=k+k>k+1, luego 2°7" > k+ 1.

Por lo tanto la proposicién P(n) : 2" > n es verdadera para todo n € N.
6. Usemos el Principio de Induccién para probar que para todo n € N, n?+n es un ntmero par.

(a) Sin=1, 124+1=2=21 luego P(1) es verdadera.
(b) Supongamos que k?+k =2s, s €N, o sea un niimero par
(c) Probemos la paridad de (k+1)2 + (k + 1).
(124 (k+1) =242k +1+k+1=k2+k+20k+1) Z 2s+2(k+1) =2(s+ k +1),

que es un numero par, ya que t =s+ k+ 1 es un natural.

Resulta entonces que la proposicién P(n): “n?+n es un ntimero par” es verdadera para todo
n € N.

n—1 n
. oa”—1
7. Probar que si a € R, entonces E a' = .
= a—1

Observacién: El Principio de Induccién admite una pequena modificacién, de gran utilidad para
probar la validez de algunas propiedades:
Sea ng un numero natural cualquiera, y supongamos que para cada nimero natural n > ng, se verifican

las siguientes condiciones, para una proposicion dada P(n):

1. P(ng) es verdadera.

2. Si P(k) es verdadera, k > ng, entonces P(k + 1) es verdadera.
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Entonces P(n) es verdadera para todo natural n > nyg.
Dejamos la demostracién a cargo del lector, con la siguiente sugerencia:
considerar S ={1,2,3,...,n90— 1} U{n € N: P(n) es verdadera } y probar que S es inductivo.

Ejemplos.
1. Probar que si n >3, n?>>2n+ 1.

(a) Claramente, la propiedad vale para n = 3.

(b) Supongamos que la propiedad vale para n =k, esto es, supongamos que k2 > 2k + 1.

(c) Probemos que vale para n =k + 1, es decir, probemos que (k+ 1) > 2(k+1) + 1.
(k1) = k2 +2k+1 % 2k+142%+1=2(k+1)+2k>2(k+1)+ 1.

2. Probar como ejercicio que si n >4, 2" > n?.

Usaremos ahora el Principio de Induccién para probar algunas propiedades de los nimeros natu-
rales.

Teorema 5.6 N es cerrado con respecto a la suma y a la multiplicacion.
(a) Si a,beN, entonces a+beN.

(b) Si a,beN, entonces a-beN.

Demostracién. (a) Sea a € N. Sea S={b:becNya+becN}. Veamos que S es inductivo.

1. 1 € S. En efecto, como a € N, entonces a+ 1 € N, por lo tanto 1 € S.

2. Veamos que si b € S, entonces b+1 € S. De b € S resulta a+b € N. Pero entonces (a+b)+1 € N,
estoes,a+ (b+1) € N. Luego b+1€S.

Luego S =N, es decir, a+b € N cualquiera que sea b € N. Como a es arbitrario resulta que a+b € N
cualquiera que sean a,b € N.

(b) Queda como ejercicio. O

Las siguientes propiedades se demuestran también usando el Principio de Induccién. Se aconseja
al lector intentar demostrarlas por su cuenta, y sélo acudir a la demostraciéon que aqui se incluye,
después de haber realizado algtin esfuerzo por obtener la propia.

Propiedades.

1. Para todo n €N, o0bien n=1,0bien n—1¢&N.
Sea P(n) : “Para todo n €N, obien n=1,0bien n—1€N"”.
Es claro que P(1) es verdadera.
Supongamos que P(k) es verdadera, es decir, k=1 6 k—1¢€N.
Probemos que P(k+ 1) es verdadera, es decir, probemos que k+1=1 6 que k+1¢€N.
Si k=1 en la HI, entonces P(k+ 1) = P(2), que es verdadera porque 2—1=1¢& N.
Si k—1€N enla HI, entonces P(k+ 1) es verdaderayaque (k+1)—1=(k—1)+1€N
pues es suma de dos nimeros naturales.

2. Si m,n €N y n<m,entonces m —n € N. Considerar P(n) : “Para todo m € N, si n<m
entonces m —n € N 7.
P(1) es verdadera, por el ejercicio anterior. Suponemos que P(k) es verdadera, esto es, si k < m,
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entonces m — k € N. Debemos probar que P(k + 1) es verdadera, esto es, si k+ 1 < m entonces
m — (k+1) € N. Pero como k > 1, de k+ 1 < m resulta que m > 2. En particular, m # 1.

Por lo anterior, m —1 € N . Pero k+ 1 <m<:>k:<m—1£>[(m—1)—k:6N,osea,
m—k—1eN = m—-(k+1)eN

3. Sim,neN y n<m,entonces n+1<m (Entre ny n+ 1 no hay ningin nimero natural).
Den <m, por 3),esm—né€eN, peropor 1), 1<m—n,osean+1<m.

Principio de Buena Ordenacion

Un subconjunto A de R se dice bien ordenado si todo subconjunto no vacio de A tiene primer
elemento.

El Principio de Buena Ordenacion establece que N es bien ordenado. Para apreciar la importancia
de esta propiedad de los niimeros naturales, conviene observar que Z, Q y R no la verifican. Asi por
ejemplo, el conjunto {—1,—2,-3,...,—n....} € Z no tiene primer elemento, pues —(n+1) < —n
para todo n. Andlogamente, el conjunto {1,1/2,1/3,...,1/n,...} € Q no tiene primer elemento,
pues 1/(n+1)<1/n.

Teorema 5.7 (Principio de Buena Ordenacién). N es un conjunto bien ordenado.

Demostraciéon.  Consideremos la siguiente proposicién P(n): “Si A C N y A contiene un
elemento que es menor o igual que n, entonces A tiene primer elemento”.
Veamos que P(n) es verdadera para todo n € N.

1. P(1) es verdadera. En efecto, sea A C N y supongamos que A contiene un elemento ¢ < 1.
Como siempre 1 <t, debe ser ¢t = 1. Entonces 1 € A, y 1 es el primer elemento de A.

2. Supongamos que P(k) es verdadera y probemos que P(k + 1) es verdadera. Sea A C N y
supongamos que A contiene un nimero ¢ < k+1. Si A no contiene ningtin niimero estrictamente
menor que k+ 1, entonces k+ 1 es el primer elemento de A. Si A contiene un nimero s < k+ 1,
entonces, como entre k y k + 1 no hay ningin numero natural, s < k, esto es, A contiene un
nimero < k. Por la hipétesis inductiva, A tiene primer elemento.

El teorema anterior se probd a partir del Principio de Inducciéon. En realidad, el Principio de
Buena Ordenacién es equivalente al Principio de Induccién.

En efecto, supongamos que vale el Principio de Buena Ordenacién. Sea P(n) una proposicién tal
que:

1. P(1) es verdadera.
2. Si P(k) es verdadera, entonces P(k + 1) es verdadera.

Queremos probar que P(n) es verdadera para todo n € N.

Supongamos lo contrario, esto es, que existe al menos un nimero natural n para el cual P(n) es
falsa.

Sea A = {n € N: P(n) es falsa }. Por lo anterior, A es un subconjunto de N no vacio, y por el
Principio de Buena Ordenacion, A tiene primer elemento nyg.

Es claro que ng # 1, pues P(1) es verdadera.
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Ademds, ng — 1 no pertenece a A, luego P(ng — 1) es verdadera. Pero de 2, para k =ng — 1,
como P(k) es verdadera, P(k+ 1) es verdadera, es decir, P((ngp— 1)+ 1) es verdadera, esto es,
P(ng) es verdadera, lo que es una contradiccién. Esta contradiccién provino de suponer que existia
un ndmero natural n tal que P(n) es falsa. Luego P(n) es verdadera para todo n € N.

Como una aplicacién del Principio de Buena Ordenacién, vamos a ver una variante del principio
de induccién utilizada con mucha frecuencia en las demostraciones. Mediante esta segunda forma,
para probar que una proposicién P(n) es verdadera para todo nimero natural, basta probar que es
verdadera para 1, y, suponiéndola verdadera para todos los niimeros naturales menores que n (n > 1),
probarla para n.

Teorema 5.8 (Segunda forma del Principio de Induccién).
Sea P(n) wuna proposicion sobre el nimero natural n y supongamos que:

a) P(1) es verdadera.
b) Para todo n € N, n>1, si P(k) esverdadera para todo k < n, entonces P(n) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Demostracién. Sea H = {n € N: P(n) es verdadera } y probemos que H = N.
Por la definiciéon de H, se verifican las siguientes condiciones:

1. 1e H.
2. Paratodo n €N, n>1, si k € H para todo k < n, entonces n € H.

Supongamos que H # N. Por lo tanto, como H CN, es N— H = H' # ().

Por el Principio de Buena Ordenacién, H' posee primer elemento j. Por la misma definicién de
j,esclaroque j>1,yaquel e H,ysi k<j,entonces k€ H.

Luego, por 2), j € H, lo cual es un absurdo, pues j € H'. El absurdo provino de suponer que
H # N. Luego el teorema queda probado. O

5.3 Numeros enteros

Daremos en este momento solamente una introduccion a los nimeros enteros, dejando para el capitulo
siguiente el estudio de sus propiedades méas importantes.

Si X es un subconjunto de R, notaremos X~ ={—z :2 € X }.
Llamaremos nimero entero a todo elemento del conjunto Z=N~"U{0 } UN.
Entonces Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... }.

A los numeros enteros los representamos como sigue:

Proposicion 5.9 Si z,y € Z entonces x+y € Z, v-y € Z y x—y € 7.
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Demostraciéon. Indiquemos cémo probar que z+y € 7Z.

Si =0 6 y =0, la propiedad es inmediata.

Supongamos entonces que z #0 e y#0. Si x>0 e y > 0, entonces z,y € N, y es claro
que xz+4+y € N. Si <0 e y <0, entonces z = —n, y=-m, n,m € N. Luego
r+y=-n+(—m)=—-(n+m)e N~ CZ.

Dejamos los casos restantes, asi como las otras dos propiedades, como ejercicio. O

5.4 Numeros racionales

, . , a
Llamaremos numero racional a todo nimero real de la forma 7 con a,b € Z, b# 0.
Designaremos con Q al conjunto de todos los niimeros racionales.

Para representar los niimeros racionales se puede proceder de la siguiente manera:

a
Para representar el racional positivo 3 se divide al segmento w en b segmentos iguales y luego se
transporta uno de ellos a veces a partir del origen sobre la semirrecta que contiene al 1. El racional

negativo ~3 esta representado por el simétrico del anterior respecto al origen.

. . )
Representemos geométricamente al racional 3

Proposicién 5.10 Si z, y € Q entonces x+y € Q,z-y € Q, z—y € Q y T e Q (y #£0).
Yy

Demostracién. Ejercicio (ver propiedades P12 a P15). O

Observemos que todo ntimero entero m es un ntimero racional, ya que m = T Entonces tenemos

las inclusiones:
NCZCQCR

A partir de la proposicién anterior podemos probar la sencilla pero importante propiedad de que
entre dos numeros racionales existe siempre otro ntimero racional:

s : a+b , . .
Proposiciéon 5.11 Si a,b € Q ya < b, entonces —5 s un nimero racional, y se tiene:

a+b

a < < b.

. s A . a .
Demostraciéon. De la proposicién anterior resulta que es racional.

b
Como a < b se tiene: a4+ a < a + b, esto es, 2a < a + b, se donde a < a—2k )
b
Andlogamente, a + b < b+ b, esto es, a + b < 2b, se donde ot <b. O

Es claro que reiterando el procedimiento indicado en la proposicién anterior, se obtiene que entre
dos racionales a y b hay infinitos racionales.
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5.5 Propiedad de completitud

Sea A un subconjunto cualquiera de niimeros reales, es decir, A C R. Recordemos las nociones de cota
superior'y supremo que fueron introducidas en el pardgrafo correspondiente a relaciones de orden.
Un numero real ¢ se dice cota superior de A si a < ¢, para todo a € A.

Por ejemplo, si A = (a,b), donde a < b, entonces los ntimeros b, b+ 1, b+ 0.5, ..., b+ ¢, donde € es
un numero real no negativo, son cotas superiores de A. Estos mismos nimeros son cotas superiores
de A = [a,b].

En términos de la representacion de los ntimeros reales en una recta, que un nimero c sea cota
superior de un conjunto A C R significa que c estd a la derecha del conjunto A.

Si A tiene una cota superior, A se dice acotado superiormente.

Si A C R, un nimero real ¢ se dice supremo de A, y escribimos ¢ = Sup A, si ¢ es una cota
superior de A y ademas, es la menor de las cotas superiores de A.

Por ejemplo, Sup (a,b) = b, Sup [a,b] = b. Observemos que en el caso A = (a,b), el supremo no
pertenece a A, mientras que en el caso A = [a, b], el supremo pertenece a A. En general, el supremo
puede o no pertenecer al conjunto.

Enunciamos ahora el Axioma de Completitud de los nimeros reales. Esta es la tltima de las
propiedades bésicas de los nimeros reales, que juntamente con las de cuerpo ordenado ya enunciadas,
caracteriza a los niimeros reales como un cuerpo ordenado completo.

Axioma de Completitud. Si A es un subconjunto no vacio de R, acotado superiormente, entonces
eriste ¢ = Sup A.

Observacidén: Sea Inf A el infimo de un subconjunto A C R (Recordemos que el infimo de A es la
mayor de las cotas inferiores de A). Entonces, el axioma de completitud puede enunciarse equivalente-
mente de la siguiente manera: Si A es un subconjunto no vacio de R, acotado inferiormente, entonces
eriste d = Inf A. Es decir, se puede probar esta propiedad a partir del Axioma de Completitud. Y
ademads, si aceptamos esta propiedad entonces es posible probar el Axioma de Completitud.

Observaciéon. El conjunto vacio estd acotado superior e inferiormente, pero no tiene infimo ni
supremo. En efecto, todo ntimero real es cota superior e inferior de ().

Consecuencias del Axioma de Completitud.

La primera propiedad que vamos a enunciar como consecuencia del Axioma de Completitud se
refiere al hecho, intuitivamente obvio, de que existen nimeros naturales tan grandes como uno quiera.

Teorema 5.12 (Principio de Arquimedes, o propiedad arquimediana). Para todo nimero
real a, existe un numero natural n tal que n > a.

Demostracién. Supongamos por el absurdo que el Principio no vale. Entonces existe a € R tal
que n < a para todo n € N.

Esto significa que a es una cota superior para N. Como N # (), por el Axioma de Completitud,
existe a* = Sup N.

Si a* = n para algin n, entonces a* = n < n + 1, lo cual es absurdo. Luego n < a* para todo
n € N.

Como n+ 1 € N, entonces también n + 1 < a*, esto es, n < a* — 1 cualquiera que sea n € N,
lo cual es un absurdo, pues a* es el supremo. El absurdo provino de suponer que N estaba acotado.
Luego vale la propiedad arquimediana. O
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Corolario 5.13 Sean a,b € R tales que a > 0. Entonces existe un nimero natural n tal que n-a > b.

Demostracién. Si a = b, se verifica para todo n > 1. Si @ > b, se verifica para todo n € N. Si

b

a < b, como — € R, por el Principio de Arquimedes, existe un n € N tal que n > —. Como a > 0,
a a

n-a>b. O

El siguiente corolario prueba que @Q es denso en R, es decir, que entre dos niimeros reales siempre
hay un ntmero racional.

Corolario 5.14  (Densidad de Q en R). Sean a,b € R, a < b. FEntonces existe t € Q, con
a<t<hb.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 < a.
Si a = 0, entonces tenemos 0 < b. Como 0 < 1, sea n € N tal que 1 < n-b. Se tiene asi

1 1 1
0 < —<b Como — €Q, — es el racional buscado.
n n n

Supongamos ahora que 0 < a. Comoa <b, b—a >0. Deb—a >0y 1> 0, por Corolario 1,
1
existe n € N tal que n(b—a) > 1, estoes, — <b—a. (1)
n

Como na € R, por el Principio de Arquimedes, el conjunto
A={teN:n-a<t}

es no vacio. Por el Principio de Buena Ordenacién, A tiene primer elemento m. Entonces, m € N,
na < m y m es el menor nimero natural con esta propiedad, esto es, m —1 < na. (2)

Veamos que a < ™ < b. De m > na resulta ~ > a. Ademas, aplicando (1) y (2),
n n

m m—1 1
= + =
n n n

1
<ML cat(b—a)=b
n n

m .
Luego r = — € Q es el racional buscado. O
n

Una tultima consecuencia de la propiedad de completitud es la existencia de raices n-ésimas de
cualquier nimero real positivo, para todo n € N. Para su demostracion remitimos al lector a Gentile,
Notas de Algebra I, Eudeba.

Teorema 5.15 Sea a un nimero real positivo y sea n un numero natural. Entonces existe un unico
nimero positivo b tal que b = a. Se nota b= {/a, y decimos que b es la raiz n-ésima de a.

En base al teorema anterior, podemos asegurar, por ejemplo, la existencia de /2. Vamos a probar
que V2 1o es racional.
Supongamos que /2 es racional, esto es, existen niimeros enteros a y b, b # 0, tales que:

a
2= —
V2 7

a\ 2 a
es decir, existen dos enteros a y b tales que (5) = 2. Podemos suponer que 3 es una fraccién

irreducible, esto es, a y b no poseen factores comunes propios.
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De lo anterior resulta a? = 2%, lo que implica que a® es par, esto es, a es par. (*)
Tenemos que a = 2¢ y entonces 4c¢?> = 2b%, es decir, 2¢*> = b?>. Razonando como antes obtenemos
que b? es par concluyendo que b es par. (*x)

(¥) v (%x) contradicen la hipdtesis sobre la irreducibilidad de la fraccién %.

Podemos entonces determinar sobre la recta un punto que no representa a un racional.

B

0 A C
0 1 V2

Habiendo asegurado la existencia de raices n-ésimas de nimeros reales no negativos, podemos
probar la siguiente propiedad del valor absoluto de un nimero real:

Va? = |zl

Observemos, en primer lugar, que 22 > 0, y por lo tanto, 2 tiene una tnica raiz cuadrada no
negativa.

Si z >0, es claro que Va2 = z.

Si x < 0, entonces —x > 0, 0 sea, —z es positivo. Ademds, (—z)? = (—2)(—2) = zz = 22
Luego, si ¢ < 0, Va2 = —z.

En resumen,

\/P—{ Tz six>0

-z siz <0
Luego Va2 = |z|.

Veamos que QQ no verifica la propiedad de completitud, es decir, que Q no es completo. Esto
significa que existen conjuntos de niimeros racionales no vacios acotados superiormente que no tienen
supremo en Q. El tipico ejemplo estda dado en el siguiente teorema:

Teorema 5.16 Q no es completo.

Demostracion. Consideremos el conjunto A = {r € Q : 22 < 2}. Claramente A # () y es

acotado superiormente. Veamos que no existe supremo de A en ). Supongamos por el absurdo que
b= Sup AeQ.

1. No puede ser b = 2, porque b € Q.

2. Supongamos que b?> < 2. Seat = 2 —b? > 0, y sea h un nimero racional tal que 0 < h < 1.
Entonces (b+ h)2 = b +2hb+ h? < V> +2hb+h = b?> + h(2b+ 1) < B2+ h(b?> +2b+ 1) =

b2+ h(b+1)2 = 2 —t+ h(b+ 1)2. Luego, tomando h < (y 0 < h < 1) resulta

(b+1)?
t
m(b+1)2:2—t+t:2, es deCir, (b+h)2<2,

y en consecuencia, b+ h € Ay b+ h > b, lo cual es imposible, pues b = Sup A.

(b+h)?2<2—t+hb+1)2<2—t+
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3. Supongamos que b?> > 2. Seat = b?> —2 > 0, y sea h un nimero racional tal que 0 < h < 1.
Entonces (b — h)? = b> —2hb + h? > b2 —2hb—h = b*> — h(2b + 1) > b? — h(b® +2b+ 1) =

b> — h(b+ 1) = t +2 — h(b+ 1)?. Luego, tomando h < (b+t1)2 (y 0 < h < 1) resulta

(b—h)?>t4+2—h(b+1)2>t+2— (b+1)2=t4+2—t=2, esdecir, (b—h)>>2,

t
(b+1)2
y en consecuencia, b—h ¢ A. Ahora, como b = Sup A, existe d € A tal que b — h < d, luego
(b—h)? < d?® <2, 0sea, (b—h)? < 2. Absurdo.
Luego hemos probado que si b= Sup Ay b € Q entonces b # 2, b> % 2y b? £ 2. Luego no existe b
racional tal que b = SupA. O

Llamaremos nimero irracional a todo nimero real que no es racional. Si designamos con I al
conjunto de todos los nimeros irracionales, entonces I={x € R : =z ¢ Q} =R -Q.

Potencia de un niimero real

Potencia natural

Sean x € R y n € N. Definimos la potencia n-ésima de x de la siguiente manera:
(PN1) z! = z.
(PN2) 2"t =" . 1.

Ejemplo: 2?2 =2 -2z, 23=2%2 2=z -2 2

Propiedades.

Sean a,b € R y m,n €N, entonces se verifican las siguientes propiedades:

(1) a™t™ =qa" - a™.

Consideremos la siguiente proposicién:
P(n): o™ =a™ - @™, para todo m € N.

(Se suele decir en casos como este que se estd haciendo induccion sobre n.)
P(1) es verdadera, ya que ™! = a™-a = a™ - a.
Supongamos que P(k) es verdadera, esto es, amtk

Veamos que P(k 4 1) es verdadera, esto es, que a™*!
qmt(k+1) — G(m+k)+1 — omtk (am . ak) ca=am- (a

=a™-a*, paratodom € N.
k+1) — gm . gh+1

k k+1

ca)=am-a

Ejercicio. Considerar P(n): “a™ ™ = (a™)", para todo m € N .

(3) (a-b)"=a™-b".
a\™ a”
W () v
Potencia entera

St e R—{0} y ke€Z; k<0, la definicién de potencia natural se extiende a exponente entero
como sigue:

(PE1) 2% = 1.
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1 _
(PE2) 2F = — = (2 ')"  k#£0.
Ejemplo: z7°=— y z7° = —.
x

Propiedades de la raiz n-ésima de un nidmero real no negativo

Algunas propiedades de la potenciacion se trasladan a la radicacién:
Sean a,b € R, a>0, b>0, n,m,s €N, entonces se verifican:

(1) VYa-b=1/a-Vb.
En efecto, de ((‘/5 \%)n = (¥a)" - (%)n = ab, resulta que {a - Vb es un nimero positivo
que elevado a la n es igual a ab. Por la unicidad de la raiz n-ésima, resulta la propiedad.

(2) War=(%/a)".
[(¥/a) ]m:(%)n‘m:(%)m'n: [(%)m]n:a”. Luego ¥a" = (%/a)" .

Raiz n-ésima impar de un nimero real

Si n es un nimero natural impar (n =2k — 1, k € N), entonces la definicién de raiz n-ésima de un
numero real no negativo puede ser extendida a todos los niimeros reales, pues se verifica que:

Si a € R y n es un nimero natural impar entonces existe un inico b € R tal que " = a. Si
a < 0, se tiene que b < 0. El niimero b se denomina la raiz n-ésima de a y lo notaremos, como antes,

a.

Raiz n-ésima par negativa de un nimero real positivo

Sea a > 0 y n un numero natural par ( n = 2k, k € N ), entonces existe un unico d < 0 que
satisface d" = a. Diremos que d es la raiz n-ésima negativa de a y la notaremos — {/a.

Como antes, si n =2, escribiremos —/a en lugar de —a. De los expuesto resulta que si a >0 y
n es un numero natural par existen dos Unicos nimeros reales, uno positivo y el otro negativo, tales
que al calcular su potencia n-ésima obtenemos a.

Potencia de exponente racional de un numero real no negativo

Sea. Rt ={2z € R : x>0} elconjunto de los reales no negativos, z €¢ Rt y r=2 ¢ Q.
Definimos la potencia r-ésima de x de la siguiente manera:

(PQ1) Si = #0 entonces x° = 1.

et
I

8
3

(PQ2) Si r=">0, m>0,n >0, entonces 2" =z

1

"

(PQ3) Si r<0 y = #0 entonces z" =
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Conviene hacer una observacion. El ntmero racional r se puede escribir de muchas maneras
/

(infinitas) como cociente de enteros: 7 = — = —-. No es dificil probar, usando las propiedades de la

n n
radicacién, que la definicion dada no depende de la forma de representar r.

Sean z,y € R*, r, s € Q. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(1) 2" = 2" - 25

(3) (09 ="y
@ () =2 yro

Yy yr’

m
Para probar estas propiedades, basta escribir r = —, s= L y aplicar las propiedades ya conocidas.
n q

También se puede definir la potencia de exponente real de un nimero real no negativo. Este es un
punto delicado de la teoria del nimero real, que no abordaremos aqui. Digamos, solamente a titulo
informativo, que todo numero real positivo se puede aproximar tanto como se quiera por nuimeros
racionales r > 0, y entonces se define la potencia a” (con a > 0) por medio de sus aproximaciones
a”. Asi por ejemplo, /2 puede aproximarse por los nimeros racionales 1, 1,4, 1,41 1,414,
1,4142, etc. Entonces las potencias de exponente racional al, a'?, al4l a4 14142 ete. son

aproximaciones a la potencia de exponente real av2.
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5.6 Ejercicios

1. Determinar, justificando la respuesta, cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y
cuédles son falsas:

Si z <a <0 entonces :

(i) 22 <ax<0.
(i) 22>az>a?.

(iii) 22>az y az<0.
2. Demostrar las siguientes afirmaciones:

(i) Si b> 0, entonces a—b<a<a-+b.
(ii) Si 0 <a <1, entonces a® < a.

(iii) Si a y b son positivos y a? < b?, entonces a < b.
(Sugerencia: utilizar la igualdad b% —a? = (b+ a)(b — a)).

(iv) (a4+b)2=0a2+1b? siysélosi a=0 6 b=0.

1
3. Mostrar quesi z € Ry x>0 entonces — +z > 2. (Ayuda: (z —1)2 >0).
T

2 2 2
4. La expresién & a_bb _ab=b

simplificada es :

ab—a’
2 2
(i) ¢ (ii) a2 (i) ©—20 (iv) a — 2b

/. 0 ninguna de las anteriores ?

5. (a) Hallar los valores = € R que satisfacen las siguientes ecuaciones y verificar las soluciones.

(i) (x4 1) (2* — 1)

(i)4(x+3)—3Q2z—-5)=6—z—-23—=x) e =0
(i) —L -2, - 35 (v) 22048 o
r—1"2=3" (z-1)(z—3) x? B
b) Resolver las siguientes inecuaciones:
L~ z+1 5 1-2x .,6—05r 3dz-1
(i) T <3 3 (i) 5 + 2 >5—x
(iii)dz —3<4(x—7) (iv) 4z —2<4(x+1)

6. Hallar los valores reales de x que verifican simultaneamente las dos inecuaciones:

>0 x >4
(@{3x—2<0 ﬂﬁ{—$+2§

7. Resolver las siguientes inecuaciones:

(c) {$—1<2x—|—3
4—-2x>xz+1

N =
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(0) (+1)(22+3)<0  (b) milzl (0) a:j—4+xi420
(d) 22(xz—1)<0 () —2(3x+1)(22-3)>0 (f)2?+32<0
(6) 5 120

. Resolver las siguientes desigualdades, donde b > O:
(i) |z—al<b (i) |z —a|>b.

Dar una interpretaciéon geométrica de las soluciones.

. Resolver las siguientes ecuaciones y desigualdades:

10.

11.

12.

13.

14.

(a) [3z—4] == (b) 2-]4— 32 <1
(¢) |lz—3]>-1 (d) —2-]2z+1] < —4
(e) llz+1+2/ =2 (f) |z|+2®=0 X
(&) lv—21<3 () (@+1)- (o] = 1) =~
(i) |z —1]—|z| =2 () =3 (z—2)2+5>0

Expresar en términos de valor absoluto:

(a) z € (-3,3)

(b) z € (2,6)

(c) z €[—4,8]
Encontrar el primer elemento de los siguientes subconjuntos de N:

(a) A={neN:n>2} (b) B={neN:n?>20}
(c) C={neN:n?+n>10} (d) D={neN:n#1,24,78}

En cada uno de los siguientes casos, decir si el conjunto X tiene una cota inferior. Si tiene una

cota inferior, hallar su primer elemento.

(a) X ={x:2€Z,2><16}

(b) X ={z:2 € Z,x = 2k, para algin k € Z}

(c) X ={z:2 € Z,2? <100z}
Demostrar, usando el principio de induccién, que para todo n € N:

tn —
(a) 1+t+t2+.. .+t 1= ——

(b) 14+34+5+...+(2n—1)=n2

teR, t#1.
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() 1+2+4+...+2n 1 =2n 1.

1 1 1
l+-+-+...+——=2-_2"7,

(d) tot T T

©) 1 N 1 N 1 P 1 n

e = .
1-2 2.3 3.4 n-(n+1) n4+1

f) (@a— 1A +a+a?+...+a" ) =a" 1.
(g) 413+ 22433 +... +n3) =n?(n+1)2

1 2 22 on—1 2\"
h) s+5+=+...+ :1—<> .

332 38 3n 3

1+((2n—1)-3"

() 1+2-3+3- 324 +n-31= +<”4 )-3"
1 1 —1).2"
(j)§+2+6+...+n.2”—2: +("2) .

Para los incisos (b) y (c), indicar el cuarto término de la suma y verificar la igualdad para n = 4.
15. Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de sumatoria:

(i) 1+2+3+44---+100

(i) 1+2+44+8+4+16+---+ 1024

(i) 1+ (—4) + 9+ (—16) + 25 + - - + (—144)
(iv) 149 +25+49 + - + 441

16. Probar que las siguientes igualdades son verdaderas para todo n € N.

23 ”+)

n

) i () n(n 4 1)
i) D1 = .

n

(i) » (2i+1)-37"=n-3"
=1

] 7.9 2n+1
(v) ;(i+1)(i+2) T hnt2

17. Probar por induccién que para todo n € N se verifican las siguientes desigualdades:
(a) n < 2m.
(b) 3" > 142"
(c) n?>n.

18. Probar, usando el principio de induccién, que para todo n € N:

(a) 4™ — 1 es maltiplo de 3.

(b) »

(¢) 6™ —1 es multiplo de 5.
)

(d) 10" —1 es multiplo de 9.

2 4+ n es miltiplo de 2.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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(e) n3+5n es multiplo de 6.

(f)

(g) n?+ (n+1)? no es divisible por 2.

(h) Si beR yb+1>0, entonces (1+4b)" > 1+ nb.

n3 4+ 2n es divisible por 3.

Demostrar que cualquier conjunto con n elementos contiene 2" subconjuntos.

Demostrar que la suma de los dngulos interiores de un poligono convexo de n + 2 lados es
n - 180°.
Bn+4)(n—1)

2
Probar que si P(n) es valida para n = k entonces es valida para n = k+1. Sin embargo,

la férmula es falsa para todo n. jPor qué?
(b) Idem para P(n):1+45n =7+ 5n.

(a) Sea P(n):24+5+8+---4+Bn—-1)=

Sea P(n) la proposicién sobre el niimero natural n definida de la siguiente manera:
P(1)=2
Pn):2+2-214+3-3'+...4n-nl=(n+1)!, si n>1.
Probar que P(n) es verdadera para todo n € N.
Para cada uno de los siguientes subconjuntos numéricos:
(i) Decir si es acotado superiormente o inferiormente, y en tal caso, indicar dos cotas superiores

y dos cotas inferiores.

(ii) En el caso que el conjunto sea acotado superiormente (inferiormente) determinar el supremo
(infimo) e indicar si pertenece o no al subconjunto numérico en cuestion.

(iii) Decir si tienen primer o tltimo elemento.

(a) {reR:-2<z<9} (b) {z€Z:-2<z<9}
() {reR:z<a2?} (d) {z€Z:x<2z}
() {reQ:iz<y) (1) {xEQ:x:%,nEN}

Analizar la validez de las siguientes proposiciones:

(a) Sin es un numero natural y a un nimero real no natural entonces n + a no es natural.

(b) Si m es un entero y a un nimero real no entero entonces m + a no es entero.

Probar que:

(a) V3, V2 y V2+ /5 son irracionales.

(b) Sir es racional y ¢ irracional entonces r+¢ y rt son irracionales (7 # 0 en el segundo
caso).

Encontrar dos nimeros irracionales cuya suma sea racional. En forma anéloga para la diferencia,
el producto y el cociente.
. Es cerrado el conjunto de los nimeros irracionales respecto a la suma y al producto?

Demostrar que :
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1

(a) Sia es irracional entonces —a y @~ son irracionales.

(b) Si a es irracional y a > 0 entonces y/a es irracional.

(c) Si a,b€Z , a>0, b>0 y Vab es irracional entonces \/— \/l; es irracional.

28. Resolver :
1 1 Vva Jz
10 — 3¢/ — /10 + 3¢/ — b
(8) \/ V 100\/ 2\ 100 ®) =50
3

() (f—?—§ﬁ+f’2m>\f3 (d) (;l

njw
| |
Ol

29. Escribir bajo la forma de una potencia de z las siguientes expresiones:

1
@) 2 era by TV
T\T
2n+4 —9 . 9n
30. (a) La expresién 5 onis simplificada es :
(i) 2"+ — % (i) —2ntt (i) 1 — 2" (iv) g 6 v) Z ?
(b) 27Ck+1) _9=(k=1) 4 9=2k o5 jgual a:
(i) 27% (i) 2=k 6 (i) —2- kD 7
14n—1
(c) Tiyg1 igual a :
dn — 1 1 1 1
(i) n8 (ii) 8 (iii) ?5 (iv) §5 6 V) 3 ?

4 3 .
(d) \/; - \/; es igual a:

(i) \? (ii) —‘f (iit) = V3 6 iv) 17

S| Ut
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31. Calcular:

(a) an (b) 2222:1 (©) (22n)2
o o] ]

32. Indicar cuédles de la siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas, justificando las
respuestas :

(a) 3-2F45.2F =5k 47k (b) 3-2F +5.2F = 6F + 10* (c) 3-2F 5.2k = ok+3



6 Divisibilidad de enteros

En este capitulo estudiaremos propiedades de los niimeros enteros. Esta area de la Matematica,
conocida como teoria de numeros, es una de las mas antiguas: nacié hace mas de 2500 anos, con el
comienzo de la matematica griega. Se podria pensar que después de tantos afios de investigacién se
deberia conocer todo acerca de la teoria de los nimeros. Sin embargo, eso no es asi: existen ain
problemas de muy simple y natural formulacién cuya respuesta ain no se conoce. Y hay algunos cuya
solucién se ha obtenido recién en los ultimos anos. Mencionemos sélo dos de los més famosos: la
conjetura de Goldbach (“todo niimero par mayor que 2 puede ser escrito como suma de dos niimeros
primos,” por ejemplo, 4 =242, 6 =3+ 3, 8 =5+ 3, etc.), el dltimo teorema de Fermat (“no existen
nimeros naturales n, x,y, z tal que n > 2y ™ 4+y"™ = z"”). En junio de 1993, Andrew Wiles, profesor
de Princeton, anuncié durante una conferencia en Cambridge que habia probado la llamada conjetura
de Shimura-Taniyama, de la cual el ultimo teorema de Fermat es una consecuencia.

Comenzamos recordando la definicién de la relacion “divide”.

Definicién 6.1 Sean a,b € Z. Se dice que a divide a b, y escribimos a | b (con una barra
vertical), si existe k € Z tal que b=a -k .

En este caso diremos también que a es un factor de b, que b es divisible por a 6 que b es
maultiplo de a .
Si a no divide a b escribimos a | b.

Ejemplo. 3|12, 8|32, 2| -2, -39, 7|49, 5/ 3, 11} 35.
Propiedades de la relacién divide. Las siguientes propiedades se prueban en forma inmediata a

partir de la definicién:
Para todo a,b, c € Z se tiene:

(1) a|a.

(2) Si a|by b|c entonces a|c.

(3) a|O.

(4) Sic|ayc|bentonces c|ax+by, z,y € Z.
(5) Si a|b entonces a|—b, —al|by —a|—b.
(6) Si a|b entonces ac | be.

(7) Si a|b y b#0, entonces |a| < |b|.

(8) alb y b|la<=|a| = b

Observaciones.

1) ¢| a+ b no implica que ¢ | a 6 ¢ | b. Por ejemplo, 6 |4+ 8, pero6 ) 4y 6/} 8.

(1) e
(2) Sin embargo, si ¢ | a+ by se sabe que ¢ | a entonces ¢ | b (pues ¢ | (a + b) — a).
(3) Sic| a, entonces ¢ | k - a para todo a € Z.

(4)

4) Si c| a, entonces c | a? y ¢ | a® para todo n € N.

75
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Ejercicio. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones. Justificar.
(a) Siun ndimero es divisible por 4 entonces es divisible por 2.
(b) Si un numero es divisible por 2 entonces es divisible por 4.

(b) Si un nimero es divisible por 4 entonces no es divisible por 8.

d) Si un ndmero es divisible por 15 entonces no es divisible ni por 3 ni por 5.

Si un ntimero es divisible por 6 entonces es divisible por 2 é por 3.

)
)
)
(¢) Siun numero no es divisible por 4 entonces no es divisible por 8.
(d)
e)
)

(
(f) Si un nuimero es divisible por 2 6 por 3 entonces es divisible por 6.

6.1 Algoritmo de la division entera

Teorema 6.2 (Algoritmo de la divisién entera). Dados dos enteros a y b, b # 0 existen
enteros q y v, llamados respectivamente el cociente y el resto de dividir a por b, univocamente
determinados tales que:

a=b-q+r con 0<r< |

Antes de demostrar el resultado anterior, vamos a dar una interpretacion geométrica del mismo.

Sean a,b € 7Z, b > 0. Representamos en el eje real a los multiplos de b, es decir los enteros de
la forma ¢-b, donde ¢ € Z. La idea consiste en encuadrar a a entre dos multiplos consecutivos de
b, esdecir a€[q-b, (¢+1)b), para algin ¢ € Z. En el grafico consideramos el caso a =8, b = 3.

0-b 1-b 2-b a 3-b
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9

r=a—q-b
Por lo tanto, tomando r=a —q-b setiene a=b-q + r, con 0 <r <b.

Demostracién. Comencemos por probar la existencia de los nimeros ¢ y 7. Supongamos primero
que b > 0. Consideremos el conjunto

A={z:z=a—-b-q, >0, g€ Z}.

A # (), ya que si tomamos ¢ = —lal, entonces a — b(—|a|) = a + bla] > a + |a|] > 0. Luego, por el
Principio de Buena Ordenacién, A posee primer elemento r = a — bg. Veamos que este nimero r
satisface las relaciones 0 <r < b.

Que 0 <7 esobvio, pues r € A. Sifuese r > b entonces tendriamos 0 <r—b=a—b(qg+ 1),
de donde resulta que r —b€ A, con r —b < r. Absurdo.

Supongamos ahora que b < 0. Entonces —b > 0, y por lo anterior, existen enteros ¢ y r tales
que

Luego, como |b| = —b,
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Probemos ahora la unicidad de los niimeros ¢ y 7. Supongamos que existen enteros ¢, ¢, r, r/,
tales que

a=gb+r=q¢b+7r", con0<r<|b, 0<7r" <Ibl.

Entonces, (¢ — ¢ )b =1r"—r, de donde, tomando valores absolutos, |q—¢|-[b| = | —r| < |b],
por lo anterior.
Si fuese r # 1/, entonces serfa |[r —1'| 20 y |¢—¢'| #0. De donde,

1b] <lg—d|-|b| =|r" —r|, lo cual es absurdo.
|
Ejemplos.

1. Determinar el cociente y el resto en cada uno de los siguientes casos:

Sia=305 y b=13 entonces ¢q=23 y r=6 305 =23-13+6
Sia=-12 y b=-7 entonces g=2 'y r=2 —12=2-(-7)+2
Sia=-21 y b=5 entonces g=-5 y r=4 —21=(-5)-5+4
Sia=5 y b=38 entonces ¢ =20 y r=25 5=0-845
Sia=36 'y b=-5 entonces ¢g=-7 y r=1 36=(=7)-(=5)+1

2. Hallar el cociente y el resto de la divisién de a = n? +5 por b =n+2 (n € N).
¢ Si2<n<7,0<7T-n<n+2,yn?’+5=(mn—-1)(n+2)+(7—n). Eneste casog=n—1
yr=7—n.
e Sin>7, entonces n? +5=(n—2)(n+2)+9,yentonces gq=n—2yr=09.
e Paran=1,gq=2yr=0,yparan=2,g=2yr=1.

3. El resto de la divisién de a por 18 es 5. Hallar:

(i) El resto de dividir a® — 3a + 11 por 18.
Dea=q-18+5 a2 =¢q -18+25 =¢]-18+ 7. Ademds, —3a = q-18 — 15 =
q2-18 —15+4+18 — 18 = ¢4 - 18 + 3. Por ultimo, 11 =0-18+ 11. Luego a® —3a + 11 =
q3-184+7+3+11=¢5-18+3.

(ii) El resto de dividir a por 3.
a=q-1845=q-6-34+3+2=¢q; -3+ 2.

Ejercicio. Si el resto de dividir un entero a por 5 es 3, calcular el resto de la divisién por 5 de:
3a, —a, 2a+5 —a+2, ba+2, a? a’.

6.2 Maximo comun divisor y algoritmo de Euclides
Seaa € Z ysea D(a)={c€Z: c|a}. Esclaroque D(a) = D(—a), paratodo a € Z y si
a# 0, D(a) es un conjunto finito.

Sean a, b dos enteros, y supongamos que al menos uno de ellos es distinto de cero. Indiquemos
D(a,b) el conjunto de todos los divisores comunes de a y b, es decir,

D(a,b)={c€Z:c|layc]|b}.
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Es claro que D(a,b) # 0, y como D(a,b) = D(a) N D(b), se tiene que D(a,b) es finito.

El mayor de todos los elementos de D(a,b) se llama el mdzimo comin divisor de a y b, y se
nota (a,b).

Observemos que (a,b) es un entero positivo pues: ¢ € D(a,b) < —c € D(a,b).
Ejemplo. (75,—12) =3, (4,6) =2, (3,2)=1, (15,25) = 5.
Observacién: (a,b) = (b,a) = (—a,b) = (a,—b) = (—a, —b).

La siguiente sencilla propiedad es la base del llamado ALGORITMO DE EUCLIDES, el cual es un
procedimiento para hallar el maximo comun divisor de dos niimeros enteros no simultaneamente nulos.

Proposicion 6.3 Si a y b son enteros, b #0 y r es el resto de dividir a por b entonces
D(a,b) = D(b,r).

Demostracién. Sea ¢ el cociente y r el resto de dividir a por b:
a=bg+r, 0<r<|b ; estoes r=a—bq.

De la propiedad (4) de la relacién divide, resulta facilmente que D(a,b) = D(b,r). O
Corolario 6.4 (a,b) = (b,r).

Observacioén: Si b|ay b#0, entonces r =0, y por lo tanto, (a,b) = (b,0) = |b|.

Ejemplo. Hallemos el maximo comun divisor de 216 y 80. Como 216 = 2-80 + 56, entonces
(216,80) = (80, 56). Reiterando el procedimiento obtenemos:

(216,80) = (80,56) = (56,24) = (24,8) = 8.

El ejemplo anterior ilustra el procedimiento que se utiliza para hallar el maximo comun divisor de
dos nimeros no simultaneamente nulos. Lo exponemos a continuaciéon en forma general.

Algoritmo de Euclides (Existencia del maximo comun divisor)

Sean a y b dos enteros no simultdneamente nulos. Como (a,b) = (a,—b), podemos suponer
sin pérdida de generalidad que b > 0.

Sea r1 el resto de dividir @ por b. Si 71 =0 entonces b|a y entonces (a,b) =|b] =b. Si
r1 # 0 por divisiones sucesivas obtenemos:

a = b-q + 11 0<ry<b

b = r1-qQ2 + 19 0<ro<ry
71 = T2:Qq3 + T3 0<ry<mrg
Tpn—2 = Tpn—1'Qn + Tn 0<ry, <rp
Tm—1 = Tn - Qdn+1

donde, como b > ry > ro > --- >0, al cabo de un nimero finito de divisiones se obtiene un resto nulo,
es decir,

T'n—1="Tn " {qn+1-
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(de lo contrario habria infinitos enteros positivos menores que b).
Veamos que 7, = (a,b). En efecto, como r, | 7,1 , aplicando el corolario anterior reiteradamente
obtenemos:

Tn = (rn—1,mn) = (rp—2,7p—1) = -+ = (ro,7r3) = (r1,72) = (b,r1) = (a,b).

Este algoritmo se puede esquematizar mediante la siguiente tabla:

q1 q2 qs3 gn—1 | 9n dn+1
a b 7“'1 /"’2 ......... /]"'n_3 7“'”_2 T’n_l TTL
T ro r3 Tn—1 | Tn 0

El ultimo resto no nulo es el méximo comun divisor. Si el resto es cero en la primera divisién, es
decir, si a es un miltiplo de b, entonces (a,b) =b (estamos suponiendo que b > 0). En este caso
convenimos en que el iltimo resto no nulo es b.

Vamos a probar ahora una importante consecuencia del algoritmo de Euclides.

Teorema 6.5 Dados a, b€ Z, b+ 0, existen enteros x e y tales que (a,b) = xa+ yb.

Demostracién. Supongamos de nuevo, sin pérdida de generalidad, que b > 0.
Si 1 =0, entonces (a,b)=b=0-a+1-b.
Sirp # 0, probemos que cada resto 7 es de la forma rp =z, -a+yr - b, xp, Yk € Z.
De a = q:b+ 71 obtenemos

rm=a—qb=1-a+(—q1)-b=z1-a+y1-b, donde z1 =1 e y; = —q.
De b= gor; + ro obtenemos
rg =b—qor1 =b—qz(z1a +y1b) = (—@2x1) - a + (1 — q2y1) - b = 220 + y2b
Supongamos que todos los restos, hasta r; inclusive, son de la forma indicada. En particular,
Th—1= Tk—1" 0+ Yk—1b, Tk = axy + byx.
De rg_1 = qxa17k + 11 resulta

Thil =Th-1 — @17k = (Zp—10+ Yr—1b) — qr+1(zra + yib)
= (Tp—1— @+12k) @ + (Yr—1 — Qu+1Yk) b

Th41 Yk+1
= Tp410+ Yp41b

Esto prueba que reiterando el razonamiento, podemos llegar a la igualdad
Tn = Tn@ + Ynb,

es decir, como r, = (a,b),
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(a,b) = zpa + ynb.
O
Observaciones:
1. De (a,b) = xa+ yb resulta que si d € D(a,b), entonces d | (a,b).

2. Los enteros = e gy del teorema anterior no son tnicos. Por ejemplo, si a =1 y b =1,
(L)=1=(-1)-142-1=0-1+1-1=4-14(-3)-1=---

3. Como (a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (—a,—b), para calcular el maximo comun divisor de dos
nimeros enteros a y b, podemos aplicar el algoritmo directamente a los nimeros |a| y [b].

Ejemplos.
1. Si a=134 y b= 18 tenemos:

7 2 4
134 18 8 2
8 2 0

Por lo tanto, d = 2 = (134, 18).

Expresémoslo como combinacién lineal de 134 y 18 .

134 = 18-7+8
18 = 8-242
2 = 18—8-2=18—(134—18-7)-2=(—2)- 134+ 15-18 = 134z + 18y.

2. Sean a=2137 y b= —623.

3 2 3 12 2 3
2137 623 | 268 87 7 3 1
268 87 7 3 1 0

Luego (2137,—623) = 1.

Hallemos nimeros enteros z, y tales que 1=z -2137+y-(—623).

2137 = 3623+ 268
623 = 2-268 487
268 = 3-87+7
87 = 12-74+3

7T = 2341
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Luego, despejando los restos:

268 = 2137-3-623

87 = 623 —-2-268 =623 —2-(2137—-3-623) =—2-2137+7-623

268 —3-87=2137—-3-623 —3-(—2-2137+7-623) =7-2137 — 24 - 623

87 —12-7=-2-2137+7-623 — 12 (7-2137 — 24 - 623) = —86 - 2137 + 295 - 623
= 7—-2-3=7-2137—-24-623 —2-(—86-2137+295-623) = 179 -2137 — 614 - 623

Luego el maximo comun divisor se escribe: 1= 1792137+ 614 - (—623).

Vamos a dar ahora otra definicién equivalente de méximo comtn divisor de dos enteros, que puede
ser en ciertos casos mas conveniente.

Proposicién 6.6 Dados dos enteros a y b no simultaneamente nulos, un entero positivo d es el
mazimo comun divisor de a y b si y solo si d verifica las siguientes propiedades:

l.d|ay d|b.
2. Sid es un entero tal que d' | a y d' | b, entonces d' | d.

Demostracién.  Supongamos que d = (a,b). Entonces es claro que d verifica 1. Ademds, como
d=za+yb, con x,y € Z, si d es un entero tal que d’' | a 'y d' | b, entonces d' | za + yb, esto es, d’' | d.
Luego d verifica 2.

Reciprocamente, supongamos que d es un entero positivo que verifica 1 y 2. Por 1, d es un divisor
comun de a y b. Por 2, d es el mayor de los divisores comunes. En efecto, si d’ es un divisor comiin
de a y b, entonces d’ | d, luego por la propiedad 7, |d'| < d, o sea, d’ < d. Luego d = (a,b). O

La proposicién anterior nos permite dar también la siguiente definicién de maximo comun divisor:
Dados dos enteros a y b no simultdneamente nulos, un entero positivo d se llama mdzimo comin
divisor de a y b si d verifica las siguientes propiedades:

1.d|ayd]b.

2. Si d' es un entero tal que d' | a y d' | b, entonces d’ | d.

Nota: Sobre el conjunto de los divisores positivos comunes a a y a b, podemos considerar dos relaciones
de orden diferentes: el orden dado por la relacion divide | y el orden natural <. La Proposicién 6.6
asegura que el maximo comun divisor de a y b es el ultimo elemento en ambas ordenaciones. Asi por
ejemplo, el conjunto de los divisores positivos comunes de 24 y 36 es {1,2,3,4,6,12}. Ordenando este
conjunto por las relaciones “|” y “<” se tienen respectivamente los siguientes diagramas:

12 En ambos casos el dltimo elemento es 12,
que es el maximo comun divisor de 24 y
12 6
36.
6 4
4
3
3 2 2
1
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Definicién 6.7 Dos enteros a y b se dicen relativamente primos o coprimos si (a,b) = 1.
Ejemplo. (2,3)=1, (5,8)=1, (6,35) =1.
Proposicién 6.8 (Euclides). Sean a,b,c€Z. Si c|a-b y (a,c) =1 entonces c|b.

Demostracién. Si (a,¢) =1 entonces 1 = ax+cy; z,y € Z. Luego b = abx + bcy. Como
cla-b resulta a-b=c-t yporlotanto b=ctz+bcy=c(tz+by) entonces c|b. O
—_——

€z
Proposicién 6.9 Si a|n y b|n y (a,b) =1, entonces a-b|n.

Demostracién. En efecto, si a |n, n=%k-a, k€ Z. Si b|n, entonces b | k-a. Como
(a,b) =1, de la proposicién anterior resulta b | k. Luego k =k -b, k' € Z. Reemplazando resulta
n=%k-b-a, esdecir, a-b|n. O

Esta propiedad no vale si (a,b) # 1. Mostrar un contraejemplo.

Ecuaciones diofanticas.

Alrededor del siglo IIT (D.C.), el matemé&tico griego Diofanto consideré ecuaciones de las cuales
s6lamente interesaban las soluciones enteras. Hay muchos problemas practicos que se resuelven por
ecuaciones donde las soluciones no enteras no tienen interpretacién razonable (pensar por ejemplo
cémo medir 8 litros de agua usando dos recipientes de 5 y 7 litros cada uno; esto da origen a la
ecuacién 5x + 7y = 8). Una ecuacién en una o més incégnitas con coeficientes enteros en la que
interesa hallar solamente las soluciones enteras se llama una ecuacion diofdntica. La méas simple es la
ecuacion lineal diofantica con dos incégnitas

ax + by = c,

donde a, b, ¢ € Z, y se desean hallar niimeros enteros = e y que la satisfagan. Vamos a probar ahora
que la condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién diofantica ax + by = ¢ tenga al menos
una solucién (entera) es que el méximo comun divisor de a y b sea un divisor de c.

Proposiciéon 6.10 Sean a, b, c € Z, a y b mno simultaneamente nulos. Entonces existen enteros
x, y tales que ax+by = ¢ < (a,b)|c.

Demostracién. (=) Como (a,b) | a y (a,b) | b entonces a = (a,b)t y b= (a,b)t' ; t,t' € Z .
Tenemos que:
c=azx+by=(ab)tzx+ (a,0)t'y=(a,b)(txz+ty)=(a,b)s, s€EZ= (a,b)]|c.

(<) Como (a,b) | ¢ entonces ¢ = (a,b)t = (as+bs')t =a(st)+b(s't), porlotanto = =st, y=s"t
son los enteros buscados. O

Corolario 6.11 (a,b) =1 <= ax+by =1, para algin z,y € Z.

Demostracién. Si (a,b) = 1, entonces existen enteros = e y tales que za + yb = 1. Para la
reciproca, supongamos que existen enteros = e y tales que xa+yb=1. Si d = (a,b), entonces,
por Proposicién 6.10, d| 1. Luego d =1, y por lo tanto (a,b) =1. O

Ejemplo. Hallemos una solucién entera de la ecuacion 129x — 27y = 21. Calculemos en primer lugar
el maximo comun divisor entre 129 y —27.
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4 1 3 2
129 | 27 21 6 3
21 6 3 0
Se tiene que (129,—27) = 3. Como 3 | 21, la ecuacién dada tiene solucién. Para hallarla

expresamos a 3 como combinacién lineal de 129 y —27.
De 129=4-27+21, 27=1-21+6, 21 =3-6+ 3, obtenemos:
3=21-3-6=21-3-(27—-21)=5-21—-3-27=4-(129—-4-27) —3-27=4-129—19- 27, esto
es, 3=4-129+419-(—27). Multiplicando ambos miembros por 7 se tiene 21 = 28-129+ 133 (—27).
Por lo tanto, = = 28, y = 133 es una solucién (entera) de la ecuacién diofantica 129x — 27y = 21.

Observacion. Si la ecuacion diofantica az + by = ¢ tiene una solucién (zo,yp), entonces todas las
soluciones de esta ecuacién estdn dadas por los pares de enteros (x,y) tales que

r = xy + t-b
, te€Z *
{Z/ = Yy — t-a ()

En efecto, es facil ver que cualquier par de enteros de la forma (x) satisface la ecuacién, ya que
a(xo+1t-b) +b(yo —t-a) = axg + by = c.

Reciprocamente, supongamos que el par (x,y) es una solucién de la ecuacién ax + by = c.
Podemos suponer que a y b son relativamente primos, porque si asi no fuera, dividirifamos ambos
miembros de la ecuaciéon por el maximo comun divisor de @ y b. Como por hipétesis axg + byg = c,
restando las relaciones ax +by =c y axg+ byg = ¢, obtenemos

a(r — xo) +b(y — yo) = 0,

o lo que es equivalente,
a(r —xo) =b(yo —y). (%)

Por lo tanto, a | b(yo —y), y como (a,b) =1, a | yo — y, mientras que de la misma manera, b |z — xg.
Luegoyo—y=a-t y o —x9=>b-s. Sustituyendo en (x*) se obtiene abs = bat, de donde t = s.
Por consiguiente, debe ser z =29 +t-b e y=yp—1t-a, dondet € Z.

Geométricamente, la ecuacién ax+by = ¢ representa una recta en el plano, y la solucién diofdntica
consiste en hallar todos los puntos de coordenadas enteras que pertenecen a dicha recta.

Minimo Comin Miiltiplo

Dado un nidmero entero a, sea M (a) el conjunto de todos los miltiplos no negativos de a. Asi
por ejemplo, M (3) ={0,3,6,9,...}, M(0)={0}, M(1) =NU{0}. Es claro que M/(a) # 0.

Sean a y b dos enteros y notemos M(a,b) el conjunto de todos los miltiplos no negativos
comunes de a y b. Es claro que M (a,b) = M(a) N M(b). Vamos a probar el siguiente

Teorema 6.12 Si a y b son dos enteros, entonces existe m € M(a,b) tal que si ¢ € M(a,b),
entonces m | c.
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Demostracién. Sia =0b=0, M(a,b) = {0} y m = 0 verifica el teorema. Supongamos que a y
b no son simultdneamente nulos. Sean s y ¢ tales que a = (a,b)-s; b= (a,b)-t. Se tiene que
(s,t) =1.
Sea
m=a-t=(a,b)-s-t=0b-s.

Es claro que m € M(a,b).

Sea ¢ € M(a,b), c=a-h; c=b-k, h, k€ Z. Entonces (a,b)-s-h = (a,b)-t-k, de donde
s-h=t-k.

Luego s | t-k, ycomo (s,t) =1, resulta s | k, es decir, k = s-I. Por consiguiente,
c=b-k=b-s-l=m-l. Luego m|c. O

El nimero m del teorema se llama el minimo comin maultiplo de los enteros a y b, y se nota
[a, b].

Observemos que de la demostracion del teorema anterior resulta un procedimiento para calcular
el minimo comun multiplo de a y b no simultdneamente nulos, a saber,

[a-b]

[a,b] = @b

Ejemplo. Calculemos el minimo comtn multiplo de 216 y 80.

2 1 2 3

216 | 80 o6 24 8

56 24 8 0

216 - 80 2160

Entonces (216,80) = 8 y por lo consiguiente [216,80] =

6.3 Numeros primos

Si a €Z, a esdivisible por a,—a,1,—1, que se denominan los divisores triviales de a . Si a posee
otro divisor, éste se llama un divisor propio.

Definicion 6.13 Un entero a # 0,1,—1 se dice primo si sus unicos divisores son los triviales.

Lo anterior es equivalente a decir que un entero es primo si posee exactamente 4 divisores.
Ejemplo. 2, 3,5, 7,11, 101 son nimeros primos.
Si un entero a # 0,41 no es primo, se dice compuesto.

Teorema 6.14 Todo numero entero a distinto de 0, 1 y —1 admite por lo menos un divisor
PTimo positivo.
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Demostraciéon. Sea m el menor entero mayor que 1 que divide a a. Veamos que m es primo.
Si m no fuera primo existirfa k €Z talque 1<k<m y k|m. Como m|a, resulta k|a, lo
que contradice la definicién de m. O

La siguiente propiedad ya era conocida por los antiguos griegos.
Teorema 6.15 (Euclides). Ezisten infinitos nimeros primos.

Demostracién. Basta efectuar la demostracién para primos positivos. Supongamos por el absurdo
que hay s6lo un ntimero finito de primos positivos. Notamos a los primos pi, p2,... ,pr. Sea n =
p1-p2-----pr + 1. Entonces, como n > 1, existe un primo positivo p tal que p | n. Por la
hipétesis se tiene que p =p; paraalgin i, 1 <i<k. Como p; |p1-p2----Di--" Pk, entonces
pi|ln—pi-pa----- pr = 1 lo que implica que p; = 1. Absurdo, pues p; es un ntmero primo. O

Ejercicio. El teorema anterior también se puede demostrar de la siguiente manera. Los detalles se
dejan como ejercicio. Para probar que hay infinitos primos basta probar que para todo ntimero natural
n, hay un primo p > n. Considerar el nimero n!+1 (nl=n-(n—1)-(n—2)----- 3:2-1, yselee el
factorial de n) y sea p cualquier divisor primo de n!+ 1. Probar que p > n. Si fuera p < n, entonces
p|n!. Como p|n! + 1, entonces p es un divisor de la diferencia, lo cual es imposible.

Nota. Un problema importante de la Aritmética es el de determinar como estdn distribuidos los
ndimeros primos en la sucesion natural 1,2,3,... Enseguida se observan grandes irregularidades. Por
ejemplo, los ntimeros

Bl+2, K43, Kl+4,..., kl+k k>1,

son k—1 numeros compuestos. En efecto, k!4 2 es divisible por 2, k!+3 es divisible por 3, ...,
k!'+ k es divisible por k. Esto significa que en la sucesién de los niimeros primos existen “lagunas”
tan grandes como se desee.

Observacién: Dado un nimero primo p y un entero a, o bien (p,a) =1, o bien p| a.

Ejercicio. (La regla de oro de la Aritmética, segiin Gentile). Si p es primoy p|a-b entonces
pla 6 p|b. Esta propiedad no vale si p no es primo. (Dar el correspondiente contraejemplo).

Ejemplos.

1. Probar que si n € Z, entonces 2n + 1y $n(n + 1) son coprimos.
Sea d = (2n + 1, %n(n + 1)). Supongamos que d # 1 y sea p un primo que divide a d. Entonces
pl2n+1yp|in(n+1),estoes,p|2n+1yp|n(n+1). Dep|n(n+1), como p es primo
resulta que p | n 6 p | n+ 1. Luego se tiene,
pl2n+1yp|mn,en cuyo caso p | 1, lo cual es imposible, 6
pl2n+1ypl|n+1, que conduce a la misma contradiccién.
Luego d =1

2. Probar que si (a,b) = 1 y n+2 es un nimero primo, entonces (a + b, a? +b? —nab) es 1 6 n+ 2.
Sea d = (a + b,a® + b?> — nab) y supongamos que d # 1. Sea p un niimero primo tal que p | d.
Entonces p | a+by p | a® + b*> — nab = (a + b)? — 2ab — nab = (a + b)* — ab(n + 2). Luego
p | ab(n 4+ 2). Como p es primo, p | abé p|n+2,estoes, p|abép=n+2dado que n+ 2 es
primo.

Si suponemos que p | ab, entonces p | a 6 p | b, pero como p | a + b, entonces p divide a ambos,
lo cual no es posible porque (a,b) = 1.

Luego p = n + 2, esto es, el tinico primo que divide a d es n + 2. Puede verse que (n + 2)? no
divide a d, y en consecuencia, d = n + 2.
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Teorema 6.16 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo nimero entero a distinto de
0,1,—1, o bien es un numero primo, o bien se puede escribir como +1 por un producto de numeros
primos positivos. FEsta representacion de un entero como producto de primos es unica, salvo el orden
de los factores.

Demostracion.  Es suficiente probar el Teorema para el caso a > 1. Sea A el conjunto de
todos los niimeros enteros positivos que no verifican el Teorema, esto es, no son primos y no pueden
representarse como producto de niimeros primos. Queremos probar que A = (). Supongamos por el
absurdo que A # (). Por el Principio de Buena Ordenacién, A tiene primer elemento m. Sea p
un divisor primo positivo de m. Se tiene m = pk, con 1 < k < m, de donde resulta que k ¢ A.
Entonces el nimero k o bien es primo, o bien es producto de ntimeros primos. En ambos casos se
obtiene una contradiccién.

Probemos ahora la unicidad. De nuevo usaremos el Principio de Buena Ordenaciéon. Supongamos
por el absurdo que existen enteros positivos que se pueden expresar como producto de ntimeros primos
de dos formas diferentes. Sea m el menor de tales niimeros. Entonces

m=pipy----- Dr=q1q2 " Q. (1)

De p1|qiqa---q: resulta que p; |¢; para algin i. Reordenando los factores si fuera necesario,
podemos suponer que p; | ¢1. De donde resulta p; = ¢;. Cancelando este factor en (1) resulta

El nimero n es un entero positivo menor que m y se expresa de dos formas diferentes como
producto de nimeros primos, lo cual contradice la definicién de m. El absurdo provino de suponer
la existencia de enteros positivos que se pueden expresar como producto de nimeros primos de dos
formas diferentes. O

Agrupando los factores primos iguales entre si en la representaciéon a = pips - --- - p,, podemos
escribir

_ .e1, e (&
a_pl p2 ...pss

donde ahora los primos pi,p2,...,ps son distintos dos a dos, e; € N, 1 <7 < s . Por ejemplo,

11760 =2*-3-5-72, 11880 =2%.3%.5-11.

Nota. El primer enunciado claro del Teorema Fundamental de la Aritmética fue hecho por Gauss
(1777-1855) en sus Disquisitiones Arithmeticae en 1801.
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Ejemplos.

1. Un nimero a # 0,1,—1 es un cuadrado si y sélo si en su descomposicién en factores primos,
cada primo aparece un numero par de veces.
Basta probarlo cuando a > 1. Supongamos que a es un cuadrado. Entonces a = m*, m € Z,
m>1. Sea m=p{'-p5®-----pS, p; primos distintos, e; > 0. Entonces la factorizacién de
a esa=m?= (p{' -p5?---- o) = P pa p2°s. y cada primo aparece un niimero par
de veces.

2

Reciprocamente, supongamos que en la descomposicion de a en factores primos, cada primo
figura un numero par de veces. Entonces

2eq 2eo 2es el .

a:pl .p2 ps :(pl
Luego a es un cuadrado.

2. No existen ntimeros enteros a y b no nulos tales que 3a? = b.
Es claro que si b = 1, la igualdad anterior no se verifica. Supongamos b # 1. Por el
ejemplo anterior, en la descomposicién de 3a?, el primo 3 aparece un nimero impar de veces,
mientras que en la descomposicién de b?> aparece un niimero par de veces. Por la unicidad de
la factorizacién, se tiene que la igualdad 3a? = b? no se verificasi @ y b son no nulos.

3. Probar que v/2 es irracional usando el Teorema Fundamental de la Aritmética.
Si V2 € Q, entonces V2 = a/b, a,b € N. Entonces a? = 2b?. Sea e la potencia de 2 que aparece
en la factorizacién de a, f la potencia de 2 que aparece en la factorizacién de b. Entonces de
a® = 2b? se tiene 2e = 2f + 1, lo cual es imposible pues 2e es par y 2f + 1 es impar.

4. Probar que (100)'/3 es irracional.
Si 100 fuese un cubo, entonces b® = a3100 = a32252. Usar la unicidad de la factorizacién.

5. La siguiente propiedad es inmediata: (a,b) = 1 si y sélo si los primos que aparecen en la
representacion de a son distintos de los primos que aparecen en la representacion de b.

6. Si a y b son enteros no negativos tales que (a,b) =1 y a-b es un cuadrado, entonces a y
b son cuadrados.
Si a-b=0, entonces, como (a,b)=1 y a y b son no negativos, debe ser a =1y b =0,
6 a=0y b=1, yla propiedad vale.
Si a-b>1, entonces a>1 y b>1. Si a=1, entonces a-b=1> y se verifica la propiedad.
Andlogamente si b= 1.
Supongamos a >1 y b > 1. Consideremos las descomposiciones de a y b:

a:pilp§2p§3 , b:q11q£2q7-f7"

Como (a,b) =1, los primos p; son distintos de los primos ¢;. Entonces

ab:p§1p§2p§5q{1q§2 ..... qZ""’
donde todos los p; son distintos entre si, los ¢; son distintos entre si, y los p; son distintos
de los gj. Como por hipétesis a-b es un cuadrado, cada primo figura un nimero par de veces.
Luego los exponentes e; y los f; son pares. En consecuencia, a y b son cuadrados.
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Es conocido el procedimiento para hallar efectivamente los factores primos de un nimero n: se
divide n por los niimeros primos menores que n. Kl siguiente teorema proporciona una simplificacién
para encontrar esos factores, ya que bastard con probar con los niimeros primos menores o iguales que

NG

Teorema 6.17 Sea n € Z, n> 1.5 n no es primo entonces existe un primo p tal que p|n y

p<Vn.

Demostracion. Sea n € Z, n > 1. Si n no es primo entonces n = a-b, a,b divisores
propios, luego 1 <a <b<n. Como a >0 y a<b entonces a?> < a-b = n. Esto implica que
a=la| = Va2 < /n. Como a > 1, existe un primo positivo p tal que p | a. Entonces p | n,y
como p < a, se tiene que p<a<./n. O

Supongamos que se han encontrado todos los divisores primos de n que son menores o iguales

que /n: pi,p2,...,ps. Si n=p{ -ps-.--- pSe, ya se tiene la factorizacion de n. Si no,
n=pi -ps-----ps-b, conp; | b, b#1.

Veamos que b es primo. En efecto, por el teorema anterior, si b no es primo, admite un divisor
primo menor o igual que vb. Pero como Vb < \/n, este primo es uno de los primos p1,pa,. .., Ps.
Absurdo.
Luego, o bien n = p7*-ps*----- pe, pi <+\/n, obien n=p -p§?----- pS b, pi <+/n, b primo.
Ejemplos.

1. Sea a = 271. Como +/271 = 16,..., consideremos los primos menores o iguales que 16 :

2,3,5,7, 11, 13. Los mismos no dividen a 271, por lo tanto 271 es primo.

2. Consideremos a = 1001. +/1001 = 31,.... Sean p=2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, los
primos menores o iguales que 31. Como 7 | 1001 entonces 1001 no es primo.

3. Probar que 2003 y 467 son primos. § Es 4031 primo 7

Nota. El teorema anterior nos permite construir la llamada “Criba de Eratdstenes” (Eratdstenes de
Cirene (278-194 a.C.)) para determinar todos los primos menores que un nimero dado n. Para ello
se escriben los nimeros naturales entre 2 y n en su orden natural. Para cada primo p < ./n, se
tachan en esa lista todos los multiplos de p mayores que p. Al terminar, los nimeros no tachados
son los primos menores que n.

Construyamos una tabla de todos los niimeros primos menores que 100.

2 3 # 5 g 7 g J 10
11 3 U B 16 17 18 19 20
A 2 23 A B KX T B 29 30
ST R T S 3o 8P 40
a1 42 43 4 46 46 AT 48 4 ey
B 88 MU » 5% 9T 8 59 60
61 62 68 64 6 66 67 68 69 70
LN BwooA B 79 §0
gt 8 % &% 8 g 88 89 90
n 92 B 9 B 9P 97 9w 99 100
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Entonces, los niimeros primos menores que 100 son:

2, 3,95, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

6.4 Divisores de un nimero entero

Sea a € Z, como el conjunto de divisores de a coincide con el conjunto de divisores de —a,
consideramos el caso a > 0.
Sia=0, D(a)=Z Sia=1 D(a)={£l}.

Teorema 6.18 Sea a > 1, ysea a=p{' -p§*----- P, pi primos positivos distintos, e; € N, 1 <
i<s. Sea beZ,b>0, entoncesb|a <= b :p?'p? ~~~~~ pi,s, 0<t; <e;1<i<s.
Demostracién. Es claro quesi b = pﬁl -p';Q ceeeneplss 0<t;<e;;1<i<s, entonces b|a.

Veamos la reciproca. Los tnicos divisores primos de a son los niimeros pi,ps....,ps, en virtud
de la unicidad de la descomposicién en factores primos. Luego, si b | a, cualquier divisor primo de b
es uno de los nimeros pi,p2,...,ps. Luego b = pil -ptz2 ceeneple 8, >0, t; € Z

Ademss, de b | a se tiene a = be donde, por el mismo razonamiento, ¢ = p'' - ph? - --- - pls,

1 2 s
r; >0, r; € Z. Entonces
¢
a = bec = p11+T1 .p?"—r? e pierTs,

de donde resulta e; = t; +r;, 1 < i < s, por la unicidad de la factorizacién, y por lo tanto,
0<t;<e¢;;1<i1<s. O

Hallados los divisores positivos de a, todos sus divisores se obtienen calculando los simétricos de
los anteriores.

Ejemplo. Sea a = 75 = 3! - 52. Los divisores positivos de a son: 3°-50=1,3%.5' =5, 30.52 =
25,3L.50=3, 3l.50 =15 3'.52=75.

Si a>1, a=p]-p5?-----p% ycon d(a) notamos al nimero de los divisores positivos de a,
resulta en forma inmediata del teorema anterior que: d(a) = (ex + 1)-(ea + 1) -+ - (es + 1).
Ejemplos

1. Sea a =84 =3!.22.7' Se tiene entonces que d(a) = (1+1)-(2+1)-(14+1) =12 y por lo
tanto a posee 12 divisores positivos y en consecuencia 24 divisores.
;Cudntos divisores positivos tiene el ntimero 92?7 Como 92 = 22 .23, entonces d(92) =
241)-(1+1) =6.

2. Hallemos el menor natural a que posee exactamente 42 divisores. En este caso, a tiene 21

divisores positivos, esto es, d(a) =21 = 21-1 =3-7 = (e1 +1) - (e2+ 1) . Se tienen entonces
dos posibilidades:
a = p®, pprimoé a = p?®-¢% p,q primos distintos. Como busco el menor natural posible,
considero los primos menores ( 2 y 3 ) obteniendo como posibles valores de a a los siguientes:
a=2" a=32.20 6 a = 2235 Un ficil calculo nos indica que a = 32-26 es el natural
buscado.
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3. ;Cual es el menor entero positivo que admite exactamente 15 divisores positivos? Como 15 =
1-15=3-5=(e1 +1)(ea + 1), entonces el nimero a buscado serd de la forma a = p{' - p5?,
cone; =260 =4, 6 e =0,eg = 14. Es decir, a = p* 6 a = p? - pj. Como buscamos el
menor a, elegimos los primos més chicos posibles. Luego a puede ser: 214, 22.3% § 32.2%
El niimero més chico es 32 -2% = 144.

4. Probar que 6 | n® —n.
Como 6 =2-3, basta demostrar que 2 |n®>—n y 3|n®—n. (Recordar quesi a|nyb|n
y (a,b) =1, entonces a - b | n).
n?—n=nn?>-1)=nn+1)(n-1).
Si m es par, entonces 2 |n, y en consecuencia, 2 | n3 —n. Si n esimpar, entonces 2 |n—1
y entonces 2|n3 — n.
Por otro lado, como n —1, n, n+ 1 son tres enteros consecutivos, entonces uno de ellos es
miltiplo de 3. Luego 3 |n(n+1)(n—1)=n3 —n.
Luego 2-3=6|n%—n.

Corolario 6.19 Si a=p{" -p5?----- ey b=ppl2.ipls, e, >0, t; >0, entonces
(a,b):pgn‘lpgrmp;ns

i My M M
[a’b]:pll.pQQ.....pSS’

donde m; y M, representan, respectivamente, el menor y el mayor de los numeros e; y t;.

Demostraciéon. Es inmediata. O

Ejemplo. De 280=2%.5-7 y 693=3%2-7-11 podemos escribir

280 23.30.5.7.11°
693 = 20.32.59.7.11.

Luego

(280,693) =2°.3°.50.7.119=7
[280,693] = 23-32.5.7-11 = 27720.

6.5 Una aplicacion del algoritmo de la division. Representacién en distintas bases
Un problema, que es consecuencia inmediata del algoritmo de la division, es el de representar cualquier
nimero entero positivo en una base b > 1.

El sistema de numeraciéon que habitualmente usamos para representar los niimeros enteros es el
llamado sistema decimal (o sistema en base 10), que utiliza los simbolos 0, 1,2,3,4,5,6,7,8 y 9, y que
consiste en expresar cualquier niimero entero en términos de potencias de 10. Asi por ejemplo,

7231 =7-1000 +2-100+3-10+1="7-10>+2-10> +3-10+ 1
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Sin embargo, la eleccion del nimero 10 es completamente arbitraria, y un desarrollo andlogo
puede llevarse a cabo tomando en lugar de 10 un niimero entero cualquiera b > 1. Por ejemplo,
7T4=2-33+2-32+0-3' +2, 74=2202.

Comencemos con el siguiente ejemplo. Consideremos el ntimero 2234 y hagamos sucesivas divi-
siones por 5.

Consideremos los restos, en el siguiente orden: 3, 2, 4, 1, 4.

Observemos que:

N

17 = 3-5+2

(1) 2234 = 446-5+4
(2) 446 = 89-5+1
(3) 89 = 17-5+4
(4)

n) 2)

Entonces 2234 2 446 5+4 2 (89-5+1) 544 =89.52 415442 (17-5+4) 52+ 1.5+ 4 =
@

17-55+4-52+1-54+4=(3-5+2)-5>+4-524+1-5+4=3-524+2.53+4.52+1.5+4, esto es,

2234 =3-5*4+2.-52+4-52+1-5+4.

Los restos obtenidos en las divisiones sucesivas son los coeficientes del desarrollo de 2234 en
potencias de 5. Por la unicidad del algoritmo de la divisién, estos restos estdn univocamente
determinados, y podemos en consecuencia decir que los nimeros 3, 2, 4, 1, 4 representan a 2234
en la base 5. En notacién,

2234 = 324145

Lo anterior se formaliza en el siguiente

Teorema 6.20 Sea b€ N, b > 1. Para todo entero a > 0, existen unicos enteros ag, ai, - .., Gn,
con 0<a;<b, 1=0,1,...,n y a, >0 tales que

a=apb" + -+ asb® + a1b + ap.

Escribimos a = ay, ...az2a1a0(), 6 a = an...aza1a9, sino hay riesgo de confusion. Los coeficientes
a; se llaman las cifras y b se llama la base de la representacion.
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Demostracién. Vamos a probarlo haciendo induccién sobre a.
Si a=1, entonces 1=0-b+1,y entonces 1=1g).

Supongamos que el teorema vale (existencia y unicidad) para todo entero positivo menor que k,
y probemos que vale para k.

Por el algoritmo de la divisiéon, k=¢q-b+r, con 0 <r < b. Podemos suponer que k > b, pues
caso contrario, k=0-b+k, si k<b, y k=1-b4+0, si k=0b.

De k> 0b, debeser ¢ >0, ycomo b>1, setiene ¢ <q-b<qg-b+r ==k. Entonces, por
la hipétesis inductiva, el teorema vale para ¢, estoes,q=ag+ay-b+---+a;-b', 0<a; <b, y
entonces k=q-b+r=ap-b+a;-b>+ - +a; b +r, que es el desarrollo de k.

Probemos la unicidad. Si

ap+ai-b+--+a-b=co+ci-b+--+ci b, 0<a; ¢ <b,

entonces a0+(a1—i—~-—|—at-bt*1)-b:co—i—(cl—i—---—i—cs'b#l)-b. Como 0<ag<by 0<c¢y<hb,
por la unicidad en el algoritmo de la divisién, ag=co, yar+---+a;- bt =c1+ -4 0571,y
por la hipdtesis inductiva, t=s y a1 =c¢1, ... , ag =¢. O

Si a es negativo, entonces el desarrollo de a se obtiene anteponiendo un signo menos al desarrollo
de |a|.

En la préactica, para representar el entero a en la base b, hallamos la divisiéon entera de a por
b: a=4q-b+ag. Dividiendo ¢ por b obtenemos un resto a; y un cociente ¢p; dividiendo ¢
por b obtenemos un resto as y un cociente ¢o, etc. Continuando con este procedimiento llegamos
finalmente al cociente ¢,_1 < b, ¢,—1 = a,. La representacion de a en la base b es entonces

a = pnQp—1 ... a,(](b).

a b
apg q b
ag  q |b

a2 q2

qn—2 b
n—-1 (gn—1 b
Gp = Gn—1 0

Ejemplo. Representar el nimero 1517 en las bases 3 y 7.
1517 =505-3+2, 505=168-3+1, 168 =56-3+0, 56 =18-3+2, 18 =6-3+0, 6 =2-3+0,
2=0-3+2.
Luego,

1517 = 2002012 3.
Por otro lado, 1517 =216-7+5, 216 =30-74+6, 30=4-742, 4=0-7+4.
Luego,

1517 = 4265(7).
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Las cifras en base 3 son 0,1,2, y en base 7 son 0,1,2,3,4,5,6. Para representar niimeros
en base mayor que 10 se agregan nuevos simbolos a los digitos 0,1,2,...,8,9 para completar las
cifras faltantes. Asi por ejemplo, para representar un numero en base 12 necesitamos agregar dos
simbolos, por ejemplo « y 3, para representar las cifras diez y once.

Ejemplo. Representar 3307 en base 12.
Haciendo divisiones sucesivas por 12, obtenemos:

3307 =275-12+7, 275=22-12+11, 22=1-12+10, 1 =0-12+ 1.
Luego las cifras de la representacion de 3307 en base 12 son:
1 ; a=10 ; =11 ; 7.

Luego

Si b = 10, la representacién en base b es la representacién llamada decimal, si b = 2 es la
representacion binaria y si b = 8, es la octal. Asi, 3307 = 330719y =3~ 103 +3-10240-10 + 7.

Ejemplo. Usando la representacién decimal, probar que un nimero entero es divisible por 2 (por
5) siy sélo si la cifra de sus unidades es multiplo de 2 (de 5).

Escribamos a = anan_1---aiap = anl0™ + a,—110" 1 4+ .- a110 + ag. Todos los términos de la
expresion anterior, salvo eventualmente ag, son multiplos de 2. Luego podemos escribir a =t -2 4+ ag.

Luego
2|CL = 2|a0.

De la misma manera todos los términos, salvo eventualmente ag, son multiplos de 5. De donde

a=s-54 ag. Luego
5‘(1 = 5|a0.

Observar que la representacién del nimero b en la base b es 10, yaque b=1-b+ 0.

Las operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisién de nimeros enteros expresados en una
base b, se efectiian esencialmente de la misma forma que en la base decimal.
Ejemplos.
L. Sumar 2543 y 5323().
Para efectuar la suma conviene tener presente que:
6=10 ; T=11 ; 8=124 ; 9=134 ; 10=14 ; 11 =154,

y que, en base 6, las tablas para la suma y el producto son:

+/0 1 2 3 4 5 10 1 2 3 4 5
o(j0o 1 2 3 4 5 0,0 0 0 O 0 O
111 2 3 4 5 10 170 1 2 3 4 5
212 3 4 5 10 11 210 2 4 10 12 14
313 4 5 10 11 12 310 3 10 13 20 23
414 5 10 11 12 13 410 4 12 20 24 32
515 10 11 12 13 14 510 5 14 23 32 41

Luego
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n 2543
9323

12310

Como en el caso decimal, el procedimiento ha sido el siguiente: (lo que sigue estd escrito en base
6):
34+3=10; escribimosel 0 y llevamos 1.

1 (que nos llevdbamos) +4+2=11; escribimos el 1 y llevamos 1.
1+5+3=13; escribimosel 3 y llevamos 1, etc.

2. Multiplicar 4354(5) por 342).

><4354
342
13152
30344
21550
2520032

3. Calcular 1320035 — 41134 5).

132003
41134
40314
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6.6 Ejercicios

1. ; Cuéles de las siguientes relaciones son verdaderas ?
212, 3|17, =714, 17|135, 4|2, —23|—117 , 3481 |437289.

2. Si a,b,c,d indican nimeros enteros arbitrarios, decidir cudles de las siguientes proposiciones
son verdaderas y cudles son falsas, justificando la respuesta:

(a
(b

Si 10| a entonces 5| a.

Si 14 ) a entonces 7/ a.
(c
(d
(
(

Si 15| a, entonces 3| a.
Si 2|a 6 7|a, entonces 14| a.
e

f

)
)
)
)
) Si 3] a, entonces 6/ a.

)
(g) Si a+b esparentonces a y b poseen la misma paridad.
()

i)

)

)

)

)

Si a+b es par entonces a es par 6 b es par.

h

1

Si a|b+c entonces a|b 6 alc.

-

Si a|a+b entonces a|b.

—

j) Si a|b-c entonces a|b 6 alc.
(k

(1

Si alc y b|ec, entonces a-b|ec.
Si a?| b3 entonces a|b.

Si c=ax+by;x,y€Z, d|by dJ a entonces dJ c.

(m

3. Calcular el cociente y el resto de la division de a por b en los siguientes casos:
a=1423,b=7;a=0, b=2%3;a=-25 b=6;a=132, b=-89; a=—101, b= —23.

4. Probar que en cualquier conjunto de 79 enteros debe existir por lo menos un par cuya diferencia
es divisible por 78.

5. Probar que si los restos de dividir a,b € Z por m € N son 1, entonces el resto de dividir ab por
m es también 1.

6. Probar que el resto de dividir el cuadrado de un ntimero impar por 8 es 1.

7. Probar que la suma de los cuadrados de dos ntimeros naturales consecutivos tiene resto 1 al
dividirla por 4.

8. Probar que si a,b € Z, a® + b? es miiltiplo que 3 si y sélo si a y b son multiplos de 3. ; Es cierto
que si a® + b es miiltiplo de 3 entonces a y b son multiplos de 3 ?

9. (a) ¢ Cuéntos enteros entre 1 y 100 son divisibles por 9 ?

(b) ¢ Cuéntos enteros entre 25 y 250 son divisibles por 11 7
10. Sean a, b € Z. Probar que:

(a) Si bla y alb, entoncesa=0b 6 a= —b.
(b) Si a|b4+c y a|b, entonces a ] c.

(c) Deducir de (b) que si a|a+ ¢, entonces a | c.
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11. Hallar, utilizando el algoritmo de Euclides, el maximo comun divisor de a y b y expresarlo
como combinacién lineal de ellos, siendo:

12. jExiste z € Z tal que 15| 3z + 777

13. Sea S el conjunto de todos los nimeros que son suma de los cuadrados de tres enteros conse-
cutivos. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando la respuesta:

(a) Ningin elemento de S es par.

(b) Ningtn elemento de S es divisible por 3 y alguno de ellos es divisible por 11.

(c) Ningin elemento de S es divisible por 3 ni por 5.

14. Decir cudl es el maximo comun divisor de los enteros a y b tales que:
(a) 3a+5b=06, a y b no son coprimosy (a,3)=1.
(

)

b) 7a+5b=8 y a esimpar.

(¢) 9a+7b=15,s1 a y b no son coprimosy (b,5)=1.
)

(d) 23a+55b=22, b esimpary (b,11) = 1.
15. Probar que para cualquier niimero natural n, (n,n + 1) = 1.

16. (a) Hallar, si existe, una solucién entera de las siguientes ecuaciones:
(i) 362+ 30y = 54
(ii) 8z +3y =27
(iii) 3z +83y = —4
(iv) 1224+ 6y = 1.
(v) 175z 4+ 12y = 20.
)

(vi) 12z + 44y = 240.

143"

17. (a) j Cémo se puede poner un litro de agua en un recipiente si se dispone de dos jarros que
tienen capacidad para 7 y 9 litros respectivamente ?

(b) Hallar dos fracciones con denominadores 11 y 13, tales que su suma sea

(b) Se dispone de un reloj de arena de 6 minutos y de otro de 11 minutos. § Cémo se pueden
medir 13 minutos ?

18. Probar que sia y b son enteros no simultdneamente nulos:
(a) (0,b) =|b].
(b) (a,b)=|a|< a]b.
(c) Si ¢c€Z, ¢>0, entonces (a-c,b-c)=(a,b)-c.
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(d) Probar que si existen enteros x e y tales que za + yb = 1, entonces (a,b) = 1.
b
(e) Usar (d) para probar que si d = (a,b), entonces (Z ’d) =1.
19. ;Cuéntos de los 100 primeros nimeros naturales son divisibles por 2, 3,4 y 57

20. (a) Probar que entre m enteros consecutivos hay exactamente uno que es divisible por m.

(b) Sean m > n > 1 numeros naturales. Probar que existe t, n <t < m, tal que m —n | t.

21. Sea a # 1 un nimero natural con la siguiente propiedad: para todo b,c, sia | bcy a | bentonces
a | c. Probar que a debe ser primo.

22. Hallar todos los primos p tales que 100 < p < 120.

23. Demostrar que para todo a € Z:

(b) (a® —1)-a es divisible por 3.
(c) a-(a* —1) es multiplo de 5.
(d) a-(a®—1) es multiplo de 7.

a® — Ta es divisible por 42.

a
a

Si a esimpar, entonces a - (a? — 1) es divisible por 240.

7

24. Probar que si p es un nimero primo, p > 5, entonces 24 | p? — 1.

25. (a) Hallar la descomposicién en factores primos de los siguientes nimeros enteros:
880, —9180, 16758, 14703, 19882, (12-15)?-16-30° .

(b) Determinar si existen enteros no nulos a y b que satisfagan:
(i) 5a? = 7% (ii) a® = 8b2.

(iii) a? = 180. (iv) a* = 8500°.
(v) a>=b*a#1,b#1.

(c) Usar las técnicas del inciso (b) para demostrar que los siguientes nimeros son irracionales:

(1) V10 (i) V2 (i) {/8/11.

26. Mostrar que si n es un natural mayor que 1 y p es un primo positivo entonces {/p no es
racional.

27. Hallar el menor entero positivo x para el cual 1260 -x es un cubo.

28. Decir si son verdaderas o falsas las siguientes proposiciones sobre niimeros enteros, justificando
la respuesta:

(a) Un nimero es divisible por 6 siy sélo si es divisible por 2 y por 3.
(b) Si p esprimo, p|a y p|a®+b% entonces p|b.
(c) Si p esprimo, p|a y p|a®+6b% entonces p|b.

29. Probar que:

(a) Los ntimeros 2" y 2" 4 7% son relativamente primos, para todo h, k € N.
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31

32.

33.

34

35

36.

37.

38.
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(b) (18,35 + 12a) = 1, para todo a € Z.
(¢) Si a,beZ, (a,b) =1, entonces (2a+b,3a+b) =1.
(d) Si (a,b)=1 y (b,5)=1 entonces (b, b+ 5a?) = 1.

. Sean a y b dos enteros relativamente primos. Demostrar que:

(a) @™ y b"™ son relativamente primos, para todo m, n € Z, m >0, n > 0.
(b) a+b y a-b son relativamente primos.
(c) (a+b,a—0b)es1é2.

. Probar que los niimeros 983 y 3931 son primos.

a) Determinar el nimero de divisores positivos de 36, 52, 39 y 72. Hallarlos.

b

Indicar la forma de todos los nimeros naturales con exactamente 10 divisores positivos.

(c) Hallar el menor natural con exactamente 10 divisores positivos.

b

(c
(d

;,Cual es el menor entero positivo que posee exactamente 30 divisores?
;. De cuantas maneras se puede escribir 7800 como producto de dos enteros positivos?

Hallar los divisores positivos de p®, siendo p un nimero primo cualquiera. Calcular la
suma de dichos divisores, si p = 4057.

(a)
(b)
)
(a) Escribir todos los divisores comunes a 500 y 280.
(b)
)
)

. Hallar el minimo comiin multiplo de los siguientes pares de niimeros enteros a y b:

(a) a=6500, b=175 (b)a=126, b=1470 (c) a =500, b= 280

. Hallar todos los pares de enteros a y b positivos tales que:

(a) (a,b) =98 y Ja,b] = 1470.

(b) (a,b) =36 y [a,b] =T756.

(a) Convertir los siguientes enteros decimales al sistema binario y al octal :
64; 16; 32768; 1000.

(b) Los siguientes niimeros enteros estén escritos en sistema binario, representarlos en el sistema
decimal :
101; 1011; 10011101011.

(c) Representar en el sistema decimal, los enteros que en el sistema octal se escriben :
10; 64; 777; 6432.

(a) Escribir en las bases 2, 5 y 12, los nimeros que en base 10 se escriben :
15; 642; 1108.

(b) Verificar que las expresiones 1447y, 11001001115, 2(13)8(;7), representan al mismo
nimero entero.

c) Representar en base 2 y en base 7 el nimero entero que en base 3 se escribe 200112.

b

(c) Deducir a partir de a) y b) una forma sencilla de convertir enteros binarios en octales.

(c)

(a) Hallar la representacién binaria de los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

(b) Hallar la representacion binaria y octal de los enteros decimales : 121 y 242 .
)
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39.

40.
41.
42.
43.
44.

45.

(i) Efectuar las siguientes operaciones en el sistema binario :

(a) 1010 + 0011 (b) 1111 + 0011
(¢) 1001 x 110 (d) 1011 x 1100
(e) 11001 — 101 (f) 10011 — 1010

(ii) Efectuar las siguientes operaciones en base 8 :

(a) 3432 + 1367 (b) 356 x 45
(c) 4357 — 421

Si N = 11000(3), hallar N —1 en base 2.

Mostrar que 103 X 103 = 100().

Determinar, si existe, una base b en la cual 31 x 12 = 402.
Determinar el valor de x para que n = 342z ) sea divisible por 5.

Supongamos que los nimeros en el siguiente problema se escriben en base b . Si Juan compra
un automévil en 440 unidades monetarias y paga con 1000, recibe 340 de vuelto. Hallar el valor
de b.

Un almacenero tiene una balanza de platillos y seis pesas distintas, y puede pesar cualquier peso
entero de 1 a 63 kilogramos inclusive.

(a) Indicar cudles son las pesas.

(b) Decir cémo pesar un peso de 53 Kg y uno de 27 Kg.



7 Numeros complejos

Las sucesivas ampliaciones de los conjuntos numéricos son motivadas por la necesidad de encontrar
soluciones a determinadas ecuaciones, o poder realizar ciertas operaciones. Por ejemplo, ampliamos
el conjunto N de los niimeros naturales al conjunto de los niimeros enteros para poder resolver
ecuaciones como x4+ 2 =1, o lo que es lo mismo, para poder restar. En el conjunto Z no podemos
resolver una ecuacién como 3x = 1, es decir, no podemos dividir, y para ello lo ampliamos al conjunto
Q de los nimeros racionales. De la misma manera, no podemos resolver en ) una ecuacién como
22 —2 = 0, mientras que si es posible resolverla en R. Pero no toda ecuacién es resoluble en R. Por
ejemplo, la ecuacién 22+ 1 =0 no tiene solucién real, ya que 22 # —1, para todo ntimero real z.

La ampliacién del conjunto de los niimeros reales al conjunto de los ntimeros complejos tiene por
objetivo obtener un sistema numérico en el cual toda ecuacion con coeficientes reales o complejos
tenga solucién. Este resultado se conoce con el nombre de Teorema Fundamental del Algebra.

7.1 Definicion y propiedades

Definicién 7.1 Sea C = R xR el conjunto de todos los pares ordenados (a,b) de niimeros reales sobre
el cual definimos las operaciones siguientes:

1. Suma: Dados (a,b) y (c,d) € C, (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d).
2. Producto: Dados (a,b) y (c,d) € C, (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
El conjunto C = {(a,b) : a, b € R}, junto con las operaciones de suma y producto definidas, recibe el
nombre de conjunto de los niumeros complejos.
Propiedades.
(S1) (z4+u) +w =2+ (u+w), paratodo z, u, w € C.

(S

(S3) Existe un tnico elemento 0 = (0,0) € C, tal que z+ 0 = z, para todo z € C.

z+w=w+ z, para todo z, w € C.

—

(My) (z-u) - w=z-(u-w), paratodo z, u, w € C.

(Ma

2)
)
S4) Para cada z = (a,b) € C, existe un tnico elemento —z = (—a, —b) tal que z+ (—z) =0.
)
) z-w=w-z, paratodo z, w € C.

)

(Ms3) Existe un tnico elemento 1 = (1,0) € C, tal que z-1 =z, para todo z € C.

a —b
a2+ b2 a?+b?

(My) Para cada z = (a,b) € C, z # 0, existe un tnico elemento 2z~ = (

z-271=1

) tal que

(D) z-(u+w)=z-u+z2-w, para todo z, u, w € C.
La funcién f: R — C definida por: f(a) = (a,0), para todo a € R, es inyectiva, como es

inmediato de verificar. Ademas verifica que f(a +0b) = f(a)+ f(b) y f(a-b) = f(a)- f(b), para
todo a, b € R, es decir, preserva las operaciones de suma y multiplicacion. En efecto,

fla+b) = (a+b,0)=(a,0) + (b,0) = f(a) + f(b),

100
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fla-b) = (a-b,0) = (a,0)-(b,0) = f(a) - f(D).

Esto significa que los niimeros de la forma (a,0) se comportan, respecto de las operaciones de suma y
multiplicacién, como los niimeros reales a. Esto permite identificar el complejo (a,0) con el nimero
real a.

Observaciones:

1. Dado z = (a,b), diremos que a es la parte real y b la parte imaginaria de z. Sin embargo,
debemos notar que tanto a como b son reales. Escribimos a = Re z, b = Im z.

2. Si identificamos al nimero real x con el complejo (x,0), o sea, de parte imaginaria nula, es lo
mismo hablar en R de x, que hablar en C del nimero (z,0).
De aqui resulta que podemos considerar a R como un subconjunto de C, identificando el niimero
real = con el nimero complejo (z,0).

3. Si b =0, entonces (a,0) se llama complejo real.
Sia=0yb+#0, entonces (0,b) se llama imaginario puro.

Representacién geométrica de los niimeros complejos

Teniendo en cuenta que los nimeros complejos se han definido como pares ordenados de niimeros
reales, es natural representarlos en un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales.

Sabemos que todo punto P(a,b) del plano esta de-
terminado por dos numeros reales a y b que son la
abscisa y la ordenada respectivamente de P. En- bl......... e 2= (a,b)
tonces, a cada nimero complejo z = (a,b) le corre-
sponde un punto del plano de abscisa a y ordenada
b, y reciprocamente, a cada punto P(a,b) del plano '
le corresponde el nimero complejo z = (a,b) de
parte real a y de parte imaginaria b. El punto P
correspondiente al nimero complejo z se llama afijo
de z.

Si z es un complejo real, entonces su afijo esta sobre el eje de las abscisas, que por esta razon se
llama eje real. Si z es imaginario puro, entonces su afijo estd sobre el eje de las ordenadas, que recibe
el nombre de eje imaginario.

Unidad Imaginaria

2

Veamos ahora que en C tiene solucién la ecuacién 22 + 1 = 0, o sea, 22 = —1, y que la solucién

estd dada por el nimero complejo (0, 1).

Recordemos que la unidad real 1 la podemos escribir como el nimero complejo (1,0). Por otro
lado, si z = (0,1), se tiene:

22 = (0,1)-(0,1)

22 = (0-0-1-1,0-141-0)
22 = (—=1,0)
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Entonces, si en la ecuacién 22 4+ 1 = 0 reemplazamos z = (0,1), se tiene:
(_170) + (13 0) = (0,0),

es decir, que = (0,1) es solucién de la ecuacién. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 7.2 El nimero complejo (0,1) recibe el
nombre de unidad imaginaria y se nota i = (0,1).

Por lo que acabamos de probar, i2 = —1.

Nota 1. Observemos que las operaciones de suma y multiplicacién en C satisfacen las mismas
propiedades (S1) a (S4), (M) a (My) y (D) que satisfacen la suma y la multiplicacién en el cuerpo
de los nimeros reales, por lo que también C, con esas operaciones, es un cuerpo. Sin embargo, a
diferencia de R, C no es un cuerpo ordenado, en el sentido que no es posible definir en C un orden
“ <” que cumpla las propiedades (E;) a (E4) que hacen de R un cuerpo ordenado. En efecto, si
existiese un tal orden, como ¢ = (0,1) # (0,0), es decir, 7 # 0, deberia ser

7

0<i o6 <.
Supongamos que 0 < i. Entonces, por (E4), 0-i < i-i, o sea, 0 < i2 = —1. Una contradiccién.
Una contradiccién similar obtenemos si suponemos que i < 0.

Nota 2. El cuerpo C se obtuvo haciendo el producto cartesiano R x R y definiendo en él las
operaciones
(a,b) + (a/, b)) = (a+d', b+ 1),

(a,b) - (a',b') = (ad’ — bV, ab/ + ba').
Si ahora consideramos en forma similar C x C y sobre este producto cartesiano definimos de la misma
forma una suma y un producto, no se obtendra un cuerpo, pues no se verificard la propiedad (My).
Puede probarse que, en general, si K es un cuerpo, entonces K x K, con las operaciones indicadas, es
un cuerpo si y sélo si la ecuacién 22 +1 = 0 no admite solucién en K. Al respecto recomendamos
al lector la estimulante lectura del libro Notas de Algebra I, de E. Gentile.

Forma bindmica.

Vamos a ver ahora que todo nimero complejo z = (a, b) puede escribirse en la forma a + bi.
Es claro que (a,b) = (a,0) + (0,b). Pero (0,b) puede escribirse (0,b) = (b,0) - (0, 1),
pues (b,0)-(0,1) =(b-0—0-1,b-1+0-0) = (0,b). Entonces reemplazando, es

(a7 b) = (CL, 0) + (b70) ’ (07 1)
Luego, identificando (a,0) con a y (b,0) con b,
(a,b) =a+bi.

La forma bindémica nos permite aplicar para la suma y el producto de ntimeros complejos todas
las propiedades vélidas en R, con sélo tener en cuenta que i2 = —1.

Ejemplo: Sean z = a + bi y 2’ = ¢+ di. Entonces
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(a) Suma: z+2' =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(b) Diferencia: z — 2’ = (a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—d)i
(¢) Producto: z-2' = (a+bi)- (c+di)=(ac—bd)+ (ad + be) i

. z a+bi
(d) Cociente: 7 erdi’ z #0.

Para transformar el divisor complejo en un divisor real, se multiplica numerador y denominador
por ¢ — d i (que luego veremos se llama el conjugado de 2’), y se obtiene:

z (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc—ad)i

2 (c+di)(c—di) c + d?

Observacién: Teniendo en cuenta que la division es la operacion inversa de la multiplicacién, también
podria haber efectuado la divisién z/z’ multiplicando a z por el inverso de 2':

c d . _ (ac+bd) + (bc — ad) i
A+d? 24+d? ) 2+ d?

—z~z’1—(a+bz’)~<

z
o
Ejemplos: Si 2 =3+ 54y 2z =2 — 4, entonces
(a) B+54)+(2—i)=5+41
(b) B3+5i)—(2—i)=1+61
(c) B+51i)-(2—1i)=11471
3+54  (3+54)(2+i) 1413 1 13 .

— 1

2—i  (2-92+4) 5 5 5

(d)

Conjugado de un nimero complejo

Definicién 7.3 Dado el nimero complejo z = (a,b)
(6 z = a+b i), llamaremos conjugado de z al nimero ‘a
complejo zZ = (a,—b) (6 Z=a—bi).

—bl......... ez = (a,—b)
Ejemplos:
Si z=(-3,5) entonces z=(—3,-5)
Si 2/=7+3% entonces 2/ =7-—31i
Si o v=-21 entonces U= +21%
Si w=(4,0) entonces w = (4,0)
Si u=-5 entonces u = —5

Propiedades del conjugado

Las siguientes propiedades del conjugado de un nimero complejo, son de facil demostracién. Sea
z =a+ bi. Entonces:
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=
Wl

= z.
2. z4+Z=2Rez (0O sea, z+z = 2a).

3. z—Zz=2Imzi(Osea, z—2z=2bi).
4. z -z =a® + b2

5. z=7Z <% z es real.

6. z = —Z < z es imaginario puro, 6 z = 0.

T. 242 =72+ 7.

. z2—2=z— 2.

=z-z.

10. (3,) =2 s #0.

z

Médulo de un niimero complejo

Definicion 7.4 Dado un nimero complejo z = a + b i, se llama
moédulo de z al mimero real, positivo o nulo, p = va?+ b%. Lo
notaremos p = |z|.

Esta definicién tiene sentido, ya que si z # 0, entonces a® + b?
es un numero real positivo y |z| es la raiz cuadrada aritmética de
ese numero (o sea, la Unica raiz real positiva). Si z = 0, entonces

|z] = 0.

El médulo de z = (a, b) es la longitud del segmento que une el origen y el punto P(a,b).
Ejemplos.

Siz=5+314, entonces |z| = V52 +32 =25+ 9 = /34
Si v =4 — 34, entonces |v| = /16 +9 = /25 = 5.

Observacion: Si z es un nimero real, entonces el médulo de z coincide con el valor absoluto.

Propiedades del médulo:

Sea z = a + b i. Entonces:

1. |z| > 0. Evidente por la definicién de médulo.
|2| =0« 2z =0.

2. |zl >ay |z >b.
la|? = a2, luego |a|? < a? + b? = |z|2, de donde, por ser |a| y |z| no negativos, |a| < |z|. Como
a €R, a<]al,luego a < |z|, o sea |z| > a.
Andlogamente se prueba que |z| > b.

3. 2P =2-%2
En efecto, |z| = Va2 + b2, luego |2 = a® + b* = 2 - Z.
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4 |2 = [l = | - 2.

Va2 + 02 = \/a? + (=b)2 = /(—a)? + (=b)2.

5. |z- 2| = |z| - |Z].

Usando la propiedad 3, se tiene: |z-2/|> = (z-2/)(2 - 2/) = (2 - 2)(' - 2/) = |2|* - |2

/|2'

6 |2 =12 Gz
2! |2/
Podemos escribir z = 2’ - i/, luego |z| = |2’ - i/ , luego |z| = |2/] - i/ , de donde ||Z/’ = i/ .
z z z z z
7. 242 <z + 7).
Calculemos:
2+ 22 = (2+2)(z+72), (por propiedad 3)

(2 + 2)(Z+2') (conjugado de la suma)

2Z+ 27 + 274 27, esto es,
= 2P+ + 22+ (%)

Si observamos el segundo y el tercer término de la tltima expresién se ve que son complejos
conjugados. En efecto, 22/ = Zz/ = Z2/, y la suma de dos complejos conjugados es el duplo de la
parte real. Luego

22/ +77 =2 Re (7). (1)
Sabemos que la parte real es menor o igual que el médulo, luego
Re (22') < |27/
2 Re (22') < 2(]27)),

y como |2/| = |7/|, entonces

2 Re (z7') < 2|2||/].  (2)

Reemplazando (1) en (*),
lz+ 22 = |22+ 2 Re (z2) + |Z]2. (3)
Sumando (2) y (3),
|z + 2| + 2 Re (22) < |2)? + 2 Re (22) + |2 + 2|2||].
2+ 212 < (|2 + ]z’|)2.
Como las bases son no negativas resulta
2+ 2] < |2] +12].

que es lo que queriamos probar.
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8. ||zl = ]l < |z = #|.

Para probar esta propiedad, pensemos que |z| — |7/|

es un numero real a y recordemos que:
la|] <z e —x<a<wz, siz>0.
De acuerdo a esto, probar que
||zl = 12| < |2 = 7]
—— ——
a xT

es equivalente a probar que
—lz =2 <z = < |2 = 2.

Escribamos z y 2’ de la siguiente forma: z = 2’ + (2 — 2/), 2/ = 2 + (¢ — z). Aplicando médulo
se tiene: |z| = |2/ + (2 — 2’)|, pero por la propiedad anterior es |z| < |2/| + |z — 2’|, de donde

2l =] <Mz =2 (1)

De la misma manera,

|Z'| = |z 4+ (2 — 2)|, luego |2’| < |z| + |2’ — 2|, de donde |2| — |z| < |2 — z|.
Pero |2/ — z| = |z — 2|
Luego

2] = |2] < |2 = 2]

Multiplicando por —1,
—(1Z] =12 =2 =1z = 7,

luego
2| = 2| = =2 = 7],

esto es,
—lz = <zl =] (2)

Luego de (1) y (2) resulta
—lz =2 <2l = ] < |z = 7]

que es lo que queriamos probar.

Ejemplos

1. Representemos en el plano complejo la regién determinada por los z € C tales que:

i) —1<Imz<4 ii) Imz+Rez<1

Yy

y=-x+1
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2. Representar en el plano complejo la regiéon determinada por los z € C tales que 3 < [z| <5
y Imz>0:

(ant!

Argumento de un nimero complejo

Definicion 7.5 Dado un nimero complejo z = a + bi, z # 0, se llama argumento de z, al dngulo
formado por el semieje real positivo y el segmento OP, y a menos de un miltiplo entero de 2,
tomdndose como sentido positivo el sentido antihorario.

Si « es el argumento de z, también serdn argumento de z los dngulos de la forma: « + 2km, con
k € Z, o sea, que los valores que toma “argumento de z” son:

o, =3 2m, =221, a =27, o, o+ 2w, a+ 227, ...

Llamaremos argumento principal de z, al argumento de z comprendido entre 0 y 27, es decir,
que « es el argumento principal de z si 0 < o < 27. Para indicar que « es el argumento de z,
escribiremos o = arg z.

Expresion polar o trigonométrica de un niimero complejo

Vimos que al nimero complejo z = a+bi
le corresponde el punto P(a, b) del plano.
Entonces, si z # 0 y consideramos el

il ) p
segmento OP y el angulo que dicho seg- b
mento forma con el semieje real positivo,
se pueden establecer las siguientes rela- T«
ciones: '
O
a
sena=—=>b=p-sen«a
p
a
cosa=—=a=p-CcosSQ
Entonces
z=a+bi = p-cosa+p-sena-i

z=a+bi = p(cosa+isen «)
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que se acostumbra escribir
z=a+b = p-cisa

Esta forma de escribir los nimeros complejos se llama forma polar o trigonométrica y suele
abreviarse también: z = p,.

Observando la figura resulta que:

b b
p=vVa*+b>=|z] y tana= -, estoes, a = arctan—.
a a

En la préactica, para calcular «, puede ser conveniente determinar primero un angulo del primer

0]

cuadrante «o*, haciendo o = arctan — ara determinar el cuadrante al cual pertenece «, se
) | ‘7 M
a

considera el signo de a y de b.

1. Sia >0y b>0, entonces « pertenece al primer cuadrante y entonces a = a*.

2. Sia<0yb>0, entonces a pertenece al segundo cuadrante y entonces a = 7 — a*.

w

. Sia<0yb<0, entonces o pertenece al tercer cuadrante y entonces a = 7 + .

W

. Sia>0yb<0, entonces o pertenece al cuarto cuadrante y entonces o = 27 — .

1) 2)

a=m+a" a=27r —ao*

Ejemplo. Escribir en forma polar el complejo z = 2 — 24.

b 2
En este caso a = 2y b = —2. Luego p = Va2 + b2 = 2¢/2. Por otro lado, tan o* = H =35 = 1,
a

T
luego a* = arctan1 = 1
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Como a > 0 y b < 0, entonces « pertenece al cuarto cuadrante. Luego o = 27 — a*. Esto es,
a=7 % Entonces z = 2/2 - cis 7 %

Reciprocamente, si tenemos un nimero complejo escrito en forma trigonométrica z = p - cis «,
podemos pasarlo a la forma binémica calculando los valores de sen « y cos a.

3 1 3 1
Ejemplo. Sea z = 2-cis % Como cos %: \2[ y sen % =5 entonces z = 2- <\2[ +1 2> = V/3+i.

Observaciones
1. El argumento de z = (0,0) no estd definido.

2. El niimero complejo z es real positivo < su argumento principal es « = 0. Por ejemplo,
3=3-cis 0.

3. El nimero complejo z es real negativo < su argumento principal es a« = 7. Asi, —2 =2 cis 7.
. . . . . . T ™
4. El nimero complejo z es imaginario puro < su argumento principal es o = 5 6 a=3 5" Por
3

. . . . .
ejemplo, ¢ = cis 5 —t=cdis o

7.2 Operaciones en forma polar

Producto de nimeros complejos en forma polar

Teorema 7.6 Siz=pcisa y 2 = p cisd/, entonces z - 2/ = pp'cis (o + )

Demostracion.
z-7 = pcisapcisd
= (p cosa+ pisen a)(p cosa’ +p’ isen )
= pcosap cosd + p cosap isena + pisen ap cosa +pp i sen « sen o'
= pp'[(cosa cosa’ —sen a sen a’) + i(cosa sen o + sen o cosa’)]
= pplcos(a+a’) +isen (a+ )]
= pp cis (a+a).
O

Es decir, el producto de dos complejos expresados en forma trigonométrica es otro complejo cuyo
moédulo es el producto de los médulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos de los complejos
dados.

Ejemplo. Sizchis% y z’zScis%,entoncesz-z’:2-3cis (%—l—%), 22/ =6- CiS5%
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Cociente de niimeros complejos en forma polar

z
Sea z =pcisay 2 =p cisd #0 (& p #0). Queremos hallar = = 2" = p” cis o”. Entonces
z

tenemos que hallar p” y o”.

z cis «
De — = % = p” cis & resulta:
2 pcis a
pcisa=p"cisa” - pcisa =pcisa=p"-pcis(@+d)=>p=p"-pya=a" +a +2kr, con
keZ.
De donde
p”:g y o' =a—d —2kr, keZ.
Luego

i/ = E/ cis (o — o).
2 p
Es decir, el cociente de dos nimeros complejos expresados en forma polar es otro nimero complejo
cuyo modulo es el cociente de los mdédulos y cuyo argumento es la diferencia de los argumentos de los
complejos dados.

T

3
Ejemplo: Sean z = 3 cis Z y 2 =2cis g Entonces ; =5 cis (% - 5), Z =2 s (—=).

z 3 . _m
Luego Z =3 cis 7 T

Potenciacién de nimeros complejos

Definimos primero potencia de niimeros complejos para exponente natural. Definimos por recu-

rrencia:
2= 2

Zn-‘,—l — zn_zl

Ahora definimos potencia para z # 0 y para exponente entero de la siguiente forma:

20 1

2t = (z_l)fn paran € Z, n <0

Férmula de De Moivre (1667-1754)

La féormula de De Moivre se usa para calcular la potencia entera de un niimero complejo expresado
en forma trigonométrica.

Teorema 7.7 Sea z € C, z = p(cosa + i sen o). Entonces para todo n € Z, es:

n

2" = [p(cosa + i sen a)]" = p"(cosna + i sen na).

Demostracién. Por induccién se demuestra que vale para n € N y luego se prueba que vale para
todo n € Z.

a) Probemos que la férmula vale para exponente natural, o sea, que

(p cis @)™ = p" cis no, para todo n € N.
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1. Probemos que vale para n = 1, es decir, que

(p cis )t = p! cis 1a,

lo cual es evidentemente cierto.

2. Supongamos que vale para n = k, es decir, que
(p cis a)F = pF cis ka.
3. Probemos que vale para n =k + 1, o sea, que
(p cis a)f*t = pF+L cis (k + 1)a.

(p cis a)F ! = (p cis a)* p cis a = pF cis ka p cis a = pF*1 cis (ka+a) = pF+ cis (k+1)a.

Por lo tanto, vale para n = k + 1.
En consecuencia, por el principio de induccion, es valida para todo nimero natural.
b) Probemos ahora que vale para n = 0, esto es, que
(p cis a)? = p! cis Oa
Pero (p cis a)? =1y pY cis 0 = 1(1 4+ 0) = 1.
c¢) Probemos finalmente que vale para exponentes negativos, es decir, que
(p cis a)” = p" cis na, sin € Z,n<0.

Por definicién de potencia de exponente negativo,

(pcisa)” = [(pcisa) ™" = (pcisloz)—” = (ya que —n es un numero natural) = p—”cisl(—n)a =
o B p" p"(cosna + i sen na) _ pt(cosna + i sen na)
cis (—n)a  cosna —isenna  (cosna — i sen na)(cosna + i senna)  cos?na + sen 2na
’On(dfm = p" cis na, que es lo que querfamos probar.
O
Ejemplos.

(a) Sea z =+/2cis 3 Z Calcular z'6.

216 = (\/5)16 cis 16 - 3 % = 2%(cos 0 + 4 sen 0) = 256.
(b) Sea z = (1 —4). Hallar 2.

2= /2 cis 7% = 210 = (v2)" cis10-7 % = 25 cis 3 g = 32(0 +i(—1)) = —32i.
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Radicaciéon de ntiimeros complejos

Dado un ntimero complejo z y n € N, llamaremos raiz n-ésima de z a todo ntimero complejo w tal
ue w"™ = z. Notaremos con {/z al conjunto de todas las raices n-ésimas de z.
K Not S Yz al to de todas las S s d

Se plantea entonces el problema de averiguar si dado un nimero complejo z, existe siempre alguna
raiz n-ésima de z, y se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 7.8 Dado un nimero complejo z = p cis a, yn € N, existen eractamente n raices n-ésimas
de z, que son de la forma

2k
T = {L/ﬁcisu, conk=0,1,2,3,...,n—1.
n

Demostracién. Si w = |w|-cis § es una raiz n-ésima de z, entonces w™ = z, esto es,

|lw|™ - cisn-0=z=p-cis a.

Luego
lw=p 'y n-0=a+2kr, keZ
Luego
2k
w=gp vy 0="""" kez

Se tiene entonces que el médulo de w estd univocamente determinado: es la raiz aritmética del
modulo de z. Pero no ocurre lo mismo con el argumento, pues en su expresion aparece un numero k
que puede tomar cualquier valor entero.

Cuando k toma los valores 0, 1, 2, ..., n — 1, se obtienen los siguientes argumentos:
a oa+2m a+2-2rm a+(n—1)-27
) p— - ) e ) - .
Los n ntimeros complejos
2k
Wy = (Vf)-cisu, 0<k<n-1
n
w
son todos distintos. En efecto, wg # wyr, o lo que es lo mismo, —k # 1, ya que su argumento
W'
a+2kr  a+2k7  2k—K)m k—F 5
i g = - 27T
n n n n

no es un multiplo de 27, pues 0 < |k —K'| < n.

Por otro lado, si k toma valores distintos de 0,1, ...... ,n—1, se obtienen dngulos que difieren de
los dados en multiplos de 27, y por lo tanto la correspondiente raiz coincide con una de las indicadas.
Od

Observacién. Si z = 0, la tnica raiz n-ésima de z es w = 0.

Ejemplo. Hallar las raices cibicas de z = —1 + 4.

3

Dez:—l—I—i,setienep:\@ya*:%,luegoazw—%,es‘coes,04231.

Luego z = v/2cis 3 Z Entonces

-, 87 +2kn
V= 3\/5018312\/\/5(3&#, con k=0,1,2.
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3% -
Para k=0, 79= v/2cis ?4, luego 19 = V/2 cis 1
m
3 Z +27T i 117
Para k=1, r = /2 cis —5 luego r = /2 cis ST
T
3 Z +47T 1971
Para k =2, 79 = /2 cis — 3 luego 5 = /2 cis 12

Representaciéon geométrica de las raices.

Dado z € C, z # 0, y n € N, vimos que las raices n-ésimas de z son de la forma r; =

2k
Y/p cis u, con k = 0,1,...,n — 1.
n

modulo {/p, y sus argumentos principales son de la forma:

227 o

Entonces resulta que todas las raices tienen el mismo

(07 «

(n—1)27
n n n n n 77 n n '

2r  «

Como todas las raices n-ésimas tienen el mismo modulo, entonces los afijos de las n raices n-ésimas
equidistan del origen de coordenadas, es decir, se encuentran sobre la circunferencia de centro en el
origen y radio {/p.

o
El argumento de rg es — .
n

o . , . 2w , :
Observemos que el argumento principal de r; se obtiene sumandole al anterior —, y asi sucesiva-
n

.. , . . . T
mente, el argumento principal de cada raiz se obtiene sumandole al anterior —. Como es el

n n
nimero que resulta al dividir la circunferencia en n partes iguales, entonces los afijos de las n raices
n-ésimas de z (n > 2) son los vértices de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia
con centro en el origen y radio {/p.

Ejemplo. Hallar V=143 1, y representar las raices.

En este caso, p =2, a*z%:azw—%:azQ%. Luegoz:2cis2g. Entonces
2% + 2k
4—1+\/§i:€/§~cis3Tﬂ, con k=0,1,2,3.

Se tiene entonces ,
1

1
k=0;7r)=v2cis T_ V2 @ + =1

+ i 120°
) Co 00

|5

kzl;rlzwciSZg:@ (—

1
2

SES

1

1
k:2;r2:\‘7§cis7g:é/§<— B

1
2

/{::3;7“3:{4/5(31857;:\4/5(

| S

r2
{

T3
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7.3 Raices de la unidad

Sea el nimero complejo z = 1. Entonces p =1y a = 0, y por lo tanto, las raices n-ésimas de 1 estan
dadas por:

T e . 2k
V1cis 0° = \/ICls—F, conk=0,1,---,n—1.
n

Una de las raices n-ésimas de 1 es 1, que se obtiene para k = 0. Se puede observar que, si n es un
nimero par, existen dos raices reales que son +1 y —1, y si n es impar existe una sola raiz real, que es
1. Geométricamente, los afijos de las n raices n-ésimas de la unidad, son los vértices de un poligono
regular de n lados inscripto en una circunferencia de radio 1.

Ejemplo. Las cuatro raices cuartas de 1 son:

ro = V1cis0°=1(1+0i) =1,
4 . ° . .
r o= V1cis90° =1(0+ 1i) =1,
ry = V1cis 180° = 1(—1 +0i) = —1,

r3 = V1cis270° = 1(0 4 (—1)i) = —i.

Observaciéon: Dado un nimero z € C, todas sus raices n-ésimas se obtienen multiplicando una
cualquiera de ellas por cada una de las n raices n-ésimas de la unidad, m&s precisamente, sea w una
raiz n-ésima de z y sean ui, ug, ...... , Uy, las n raices n-ésimas de 1. Entonces los nimeros complejos

W UL, WUy oo ,W Uy

son las n raices n-ésimas de z.
En efecto, si z = 0, entonces el resultado es trivial. Si z # 0, entonces

(w-u)" =w" - u

=z-1=2z 1<i1<n,

luego los nimeros w-w; son raices n-ésimas de z. Ademas son todos distintos, pues si w-u; = w-u;,
entonces u; = uj, pues w # 0.

Ejemplos.

1. Sabemos que las cuatro raices cuartas de la unidad son: rg = 1, r1 =4, ro = —1, r3 = —i.
Entonces, las raices cuartas de un nimero z € C se pueden determinar multiplicando una raiz
cuarta de z por las cuatro raices cuartas de 1. Por un ejemplo anterior sabemos que las raices
cuartas de z = —1 + /3 i son:

wozwcis%, w1=\%cis2%, w2=§4/§cis7%, w3:\4/50155§

Entonces, si tomamos una de ellas, por ejemplo, wg, y la multiplicamos por rg, r1, 72, 73,
obtenemos las cuatro raices cuartas de z.

1
En efecto: wy = v/2 cis % = V2 \é§ + z)

2
3 1. 3 1.
wero= 2 (24 5i) 1= 02 (B4
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2 2 2 2
s (V31 N as (1 VB
wo -3 = V2 (24—22)-(—1):\/5 (2—2z>.

2. Hallar las raices cuartas de z = 81.
Una raiz cuarta de 81 es 3. Luego todas las raices son:

3.rg = 3-1 = 3
3.y = 3.4 = 3
3.ry = 3.(=1) = -3
3.rg = 3.(—i) = -—3i

Las cuatro raices cuartas de 81 son: 3, —3, 3¢, —3i.

Sea n € N, n fijo, y sea G, el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad. Se tiene el siguiente
resultado cuya demostracion se deja como ejercicio:

Teorema 7.9 G, es cerrado con respecto a la multiplicacion. Ademds, si v € Gy, v™' € G, y
u* € G, para todo k € N.

Raices primitivas de la unidad

Consideremos el siguiente ejemplo: las raices cuartas de la unidad son 1, i, —1 y —i. De estas
cuatro raices se observa que dos de ellas, 1 y —1, son tales que elevandolas a exponentes naturales
menores que 4 también se obtiene la unidad. Por ejemplo: 1! =1,12=1,13 =1, (-1)2 =1.

Sin embargo, las otras dos raices, i y —i, son tales que el menor exponente natural al cual hay
que elevarlas para obtener la unidad es 4, ya que: i' =i, 2 = —1, i = —i, i* = 1y (=i)! = —i,
(i) = -1, (=)} =i, (—i)*t=1.

Esta clasificacién de las raices cuartas de 1 nos lleva a la siguiente definicién.

Definicion 7.10 Se llaman raices primitivas de n-ésimo orden de la unidad, a aquellas raices n-
ésimas de la unidad que no son raices de la unidad de un orden menor que n. Es decir, si € es una
ratz primitiva de n-ésimo orden de la unidad, entonces € = 1 y no existe k € N tal que k < n y
k

e’ =1.

Ejemplo. En las raices cuartas de 1, ¢ y —i son raices primitivas de cuarto orden, 1 es raiz primitiva
de primer orden y —1 es raiz primitiva de orden 2.

El siguiente teorema nos da una forma de calcular las raices primitivas.

Teorema 7.11 Las raices n-ésimas primitivas de la unidad se obtienen dando a k en la férmula

2km | 2kt
U = COS — +1sen —
n n

valores relativamente primos con n y menores que n.
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Demostracion. Sea u una raiz n-ésima de 1. Entonces

2km . 2km
u=cos— +isen — , 0<k<n-—1.
n n
Luego
h 2khm . 2khm
u"” = cos + 17 sen .

n
2kh
Entonces, u es raiz de orden h de 1 (esto es, u" = 1) T

Ahora bien,

(i) Si (k,n) = 1, entonces n|h. Luego el menor valor posible de h es n, esto es, u es raiz primitiva
de orden n.

es multiplo de 27 < nlkh.

/ /

, T
! + 17 sen ——, y como
n/

n
y n = T Entonces u = cos

(ii) Si (k,n) =d # 1, sean k' =

n/

£ Qs

(k',n’) =1, entonces, por (i), u es una rafz primitiva de orden n’ < n.

O

De este ultimo teorema resulta que para un orden n determinado, hay tantas raices primitivas
de ese orden, como numeros relativamente primos con n y menores que n. Este nimero se llama el
indicador de Euler de n, y se indica ¢(n). Sin es un nimero primo, entonces todas las raices n-ésimas
de la unidad son primitivas de ese orden, excepto 1 (que se obtiene para k = 0).

Conociendo una raiz primitiva de n-ésimo orden de la unidad, se pueden hallar todas las raices
n-ésimas de la unidad:

Teorema 7.12 Sea u una raizn-ésima de 1. u es una raiz n-ésima primitiva si y sélo si u®, u, u?, ...

son todas las raices n-ésimas de 1.

Demostracién. Es claro que los ntimeros 1, u, u?, ..., u"~! son raices n-ésimas de 1, pues G,, es

cerrado por potencias naturales. Ademas, son distintos, pues si fuese v =u°® con 0 <r <s<n-1,
serfa u®~" = 1. Pero 0 < s —r < n, lo que contradice la hipétesis de que u es raiz primitiva de orden

n.
Luego 1=, u, u?, ..., u" ! son todas las raices n-ésimas de 1.

Reciprocamente, si u es tal que 1 = u, u, u?, ..., v"~! son todas las raices n-ésimas de 1, entonces u

es raiz n-ésima primitiva ya que u™ = 1 y n es el menor exponente natural con esa propiedad. O

Ejemplo: Calcular las raices primitivas de la unidad de octavo orden.
Debemos dar a k los valores 1, 3, 5 y 7 en la férmula

2kmw w 2km
cos — + 7 sen —.
8 8

Entonces:

Sik=1, r;= cis o bien, r; =

?7

3 2 2
Si k=3, r;;zciszw, obien,rgz—\g+\2fi

5 2 2
Sik=5, rs= cis T obien,r5:—£—£i

Sik=7, r7;= cis o bien, r7 =
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7.4 Ejercicios
1. (a) Escribir en la forma a + bi los siguientes niimeros complejos:
1
(07_5) ’ (\/§70) ’ (_171) ’ (070)'

(b) Escribir en la forma (a,b) los siguientes nimeros complejos:

1 V3

—3+1i, 2, i, 5=y
(c) Escribir en la forma a + bi los siguientes niimeros complejos:
(2+5n+(&—w+%¢, (3—5i)— (T—2i) + (1—31) ,
(2—30)- (=24 54)-1, 2¢4é+7n—u-an'@+4n.
2. Calcular:

(a) i1 —i%4+3i5—i3+1.
(b) i —3iT+4i2(1—i%) —(—i)2.
3. Hallar la parte real e imaginaria de :

1 1 1—1 1 n 1 141
1 1—i¢’ 3—4i’ 144 1—3¢° 1-—14

4. Hallar los moédulos y los conjugados de los siguientes niimeros complejos:

@)—;+é% (©) ;+i
(b) —> (@) [1— i +i

1—+2i

5. Probar las siguientes relaciones:

6. (a) Hallar todos los nimeros complejos z, tales que
(i) —z+i=—i+3
(i) (=1+4)-2—(1—i)=2+33

(b) Hallar los nimeros complejos z, w talesque z4+w=6y z—w=2i.

7. (a) (Para qué valores reales de z e y se satisfacen las siguientes igualdades?
(i) 2z —yi=4y—6—41
(i) zi+yi=47i+5bx
(b) {Para qué valores reales de x, z es un nuimero real?
(i) z=1—(x—2)104
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(i) z=(—4+3i)+2x+1)4
8. Probar que:

L=z

(a) [z2|=1 & 2~
1
(b) z+—- € R Imz=0 6 |z/=1.
z
(¢)Si z+w €R y z-w € R entonces z, w € R 6 z=1w.
(d) Si |z| =1 entonces |z —w|=|1—w-Z|. (Sugerencia: escribir |z —w|= |z —w|- |Z]).

9. Hallar la forma bindmica de:

(a)z:zg (b)Z:].%
1 2 . 2
(c) z:\/g_g (d) zzi(cosgw—kzsengﬂ)
(e) 2:2(cosé7r+isen67r)
10. Hallar la forma polar de:
) —1+i (b) —17
(c) —i (d) i® -1
(e) se T tisen” (f) ! sen —
n— +isen — — —isen—
6 3 2 3
(g) (2+24)7! (h) sena+isena, w<a<2w
1 11 1
(1) §(COS§7T—7;S€II§3’/T)

11. Calcular, pasando previamente a forma polar y expresar el resultado en forma bindmica.

V3 o1

(a) (1+V3i)(=31) (b) (~VB—i)(—5 +51)
/3 1 1,
—14+V3i 5 9!
©) —3; @ S35

13. Calcular, representar en el plano complejo y expresar en forma bindémica:

(a) V—1—+/3i (b) ¥/=8
(c) ¥/—i. (d) V1
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14. Hallar los niimeros complejos z que verifiquen:

(a) —i23+iz—5i(1—i)%=—2—104.
(3

(b) (—iz—10)i =64 (1+1i)*+2.
(c) 2 =

(d) 273

(e) 22*+162=0

15. Representar en el plano complejo la regién determinada por los z € C tales que:

(a) Rez<1 (b) Imz < —2 (¢) |Rez| <1
(@) [P =1 (©) |22 < 4 () |2 > 16
(8) 4< 2P <7 (h) Re(:2)=0 (i) 22 = (2)2
G) |2+ 1] =]z -2 (k) [Rez| <2y |[Imz|<2 (1) |22<9y —2<Imz<1

16. Para cada una de las condiciones siguientes, representar la regién del plano complejo que carac-

terizan:

(a) 24+ Re (z)-z=1i (b) argz:% (c)%<argz<g7rélmz:1
(d) arg 2% = 3n () argz=m y |z| <1 (f) |z —i] =1z +2|

(8) lz—il=1yargz=3 () [2<2y Rez20 (i) 3<|zl

17. Escribir las condiciones que deben verificar los z € C para que pertenezcan a la regién indicada:

(3,3V/3)

(2/3,2) (2v3,2)
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18.

19.
20.

(37 _\/g)

Calcular las raices de la unidad de orden 3, 5, 6 y 7, y representarlas geométricamente. Indicar
en cada caso las que son primitivas de cada orden.

Hallar las raices primitivas de la unidad de orden 8, 15 y 18.

Demostrar que para cada n € N, el conjunto G,, de las raices n-ésimas de la unidad tiene las
siguientes propiedades:

(a) Gy, es cerrado con respecto a la multiplicacién, es decir, si u, v € Gy, entonces u - v € G,,.
(b) 1€ G,.
(c) Siu € Gy, entonces u~! € G,.
(d)
)

(e) Sie € G, es una raiz primitiva de orden n de la unidad, entonces G, = {1,¢,¢,..., " 1}.

Siu € Gy, entonces u € Gy,



122

21

22.

23.

(f)
(2)
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La suma de las n raices n-ésimas de la unidad, n > 1, es 0, y su producto es 1 6 —1, segin
sea m impar o par.

Hallar Go N G4. Probar que en general G, N Gy, = Gy ) Deducir que G,, C Gy, siy sélo
sin|m.

. Sabiendo que u es una raiz de la unidad de orden n, demostrar las siguientes igualdades:

(a)

u(un—l 4 u3n—1) —u =1

37”L
w?(w - Bu)" )+ = =u

9
Demostrar que si r es una raiz de orden n de un niimero complejo z y €1, €9, ..., €, son las
raices n-ésimas de la unidad, entonces r-eq, r- €9, ..., - €, son las raices n-ésimas de z.

1, Qué se puede decir sobre la suma y el producto de las raices n-ésimas, n > 1, de un nimero
complejo z # 07

V2 V2

Probar que ——— + — 4 es una raiz de la unidad de orden 8. Decir si es raiz primitiva
de dicho orden. En caso afirmativo, hallar todas las raices de orden 8, a partir de la dada.
Usando los resultados obtenidos en el inciso (a), resolver la ecuacién X8 — 256 = 0.

Resolver la ecuaciéon X2 + 27 = 0 utilizando las raices cibicas de 1.



8 Polinomios

8.1 Definiciones

La definicién de polinomio no es sencilla de dar dentro de los niveles de este curso. Por su claridad vy,
al mismo tiempo rigurosidad, adoptaremos la presentacién dada por E. Gentile en su libro “Anillo de
Polinomios”. Conviene, sin embargo, que el alumno recuerde la nocién que ya posee de polinomio y
omita en una primera lectura la definicién formal que aqui presentamos en las paginas que siguen.

Comenzaremos por introducir el concepto de sucesién.

En esta seccién, K representara el cuerpo de los nimeros racionales, el de los niimeros reales o el
de los nimeros complejos.

Una sucesion de elementos de K es una funciéon f:NU{0} — K.
Ejemplos.
1

f:Nu{o} - K , f(n)—n+1
f:NuU{0} - K , f(n)=n*+1

Una sucesion queda determinada por los valores que ella asume, es decir, por los nimeros ag =
f@0), a1 = f(1), aa = f(2), ..., ap, = f(n), .... Por lo tanto, dar una sucesién f:NU{0} — K es
equivalente a dar ordenadamente los nimeros ag = f(0), a1 = f(1), aa = f(2), ..., an = f(n), ... .
Se escribe entonces simplemente

a = (ag,ai,as,...,an,...).
1
Asi por ejemplo, dar la sucesién f : NU {0} — K, f(n) = 1 es equivalente a dar la
n
expresion
11 1
(117777' ) ) )
2°3 n+1
Los numeros a; de la sucesion (ag, a1, asg,...,an,...) se llaman los coeficientes de la sucesién.
Si a y b son sucesiones, a = (ag,a1,a2,...,0n,-..), b = (bg,b1,b2,...,by,...), entonces a = b si y
s6lo si a; = b; para todo i € NU {0}.
Observar que las sucesiones a = (ag,a1,a2,...,an,...) y b = (0,0,0,...,0,...) son iguales si y

sélo si a; = 0 para todo ¢ € NU{0}.

Vamos a considerar ahora sélamente aquellas sucesiones tales que todos sus coeficientes son cero
desde un indice en adelante.

La notacion utilizada para designar el siguiente conjunto se verd justificada méas adelante.
Sea K[X] = {a = (ap,a1,a2,...,an,...), a; € K : existe m € N tal que a; =0 si i > m}.

Ejemplo. Son elementos de K[X]

(a) a=(0,0,0,...,0,...) ; a; =0 paratodoie NU{0}.

(b) a=(1,0,0,...,0,...) ; ay=1,a;,=0sii>1.

(¢) a=1(0,1,0,...,0,...) ; ay=0,a1=1,a;=0si7>2.

(d) a=1(0,0,1,...,0,...) ;5 ay=a;1=0,a2=1,a;,=0s17>3.

123
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Vamos a definir una suma en K[X].

Definicién 8.1 Sean a, b € K[X], a = (ag,a1,az2,...,an,...), b= (by,b1,b2,...,by,...). Definimos
a+b=(ap+by,a1 +bi,az +ba,...,an +by,...),
esto es, a+ b es la sucesion cuyo coeficiente i-ésimo es (a + b); = a; + b;.
Observaciones.
1. Es claro que si a, b € K[X], entonces a + b € K[X].
2. La suma definida en K[X] tiene las siguientes propiedades:
(a) Es asociativa. En efecto, si a, b, ¢ € K[X], el coeficiente i-ésimo de (a +b) + ¢ es

((a+b)+c),=(a+b)i+ci = (a; +b;) +¢ (;)ai-i-(bz’-l-ci) =a;+(b+c)i=(a+ (b+¢));,

que es el coeficiente i-ésimo de a + (b + ¢). Luego (a+b) +c=a+ (b+¢).
La igualdad (x) vale porque a;, b;, ¢; € K, donde vale la propiedad asociativa.

(b) Es conmutativa. Ejercicio.
(¢) Admite elemento neutro: 0 = (0,0,0,...,0,...).
(d) Todo elemento a = (ag,a1,az,...,an,...) admite un opuesto

—a = (—ag,—a1,—a2, ..., —Qpn,...).

Ahora vamos a definir un producto en K[X].

Previamente vamos a definir el producto de un elemento de K por un elemento de K[X], para
obtener una representacién de los elementos de K[X] que nos permita operar con sencillez.

Definicién 8.2 Sea k € K, a = (ag,a1,a2,...,an,...) € K[X]. Entonces definimos
k-a = (kag, kay, kas, ... kay,...),
esto es, k- a es la sucesion cuyo coeficiente i-ésimo es (k - a); = ka;.
Se prueba sin dificultad que este producto tiene las siguientes propiedades:
(a) k
(b)
(¢)
(d)

(a+b)=k-a+k-b
(k1+ ko) - a=ki-a+ke-a
(kike) -a=ky - (k- a)
l-a=
donde k, ki, ko € K, a, b € K[X].
Vamos a destacar ahora algunas sucesiones particulares de K[X]:

Xo = (1,0,0,0,...)
X; = (0,1,0,0,...)
X, = (0,0,1,0,...)

X; = (0,...,0,1,0,...), & =1, &; =0 si j#i.
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Sia = (ag,a1,a2,...,an,...) € K[X]y suponemos que a; = 0 para i > n, entonces a puede escribirse:
a = ap-(1,0,0,0,...)+ay-(0,1,0,0,...)+az-(0,0,1,0,...) 4+ +ap-(0,..., 1 ,...)
n+1

= ag-Xo+a - Xi+aXe+ - +ay Xy

Entonces, todo elemento a € K[X] se puede representar como una combinacidn lineal finita de las
sucesiones Xg, X1, Xo, ..., X;, ..., con coeficientes en K.

Para definir un producto en K[X], basta definirlo para los elementos Xo, X1, Xo, ..., X, ..., ¥
extenderlo a todos los elementos de K[X] por medio de la propiedad distributiva.

Definicion 8.3 Xi . Xj = Xi+j.

Observaciones.
(a) El producto anterior es conmutativo y asociativo, como se verifica sin dificultad.
(b) Xo-X; = X;, para todo 1.
(c) X} =X X1 =X, X{=X3,..., X' =X, para todo n.
Entonces, si convenimos en notar X{ = Xy = 1 (neutro del producto) y X{ = X; = X, la expresiéon
de un elemento cualquiera en K[X] es:
a-l+a-X+ay - X2+ +a, X"
Es costumbre identificar a-1 =a- Xy = a, y entonces la expresién de un elemento de K[X] es
ap+ar-X+ay- X2+ Fap- X"=ag+ a1 X +aX’ 4+ +a, - X", a; €K.

Con esta representacion, el producto de elementos de K[X] se efectia teniendo en cuenta las
definiciones (a; - X%) - (bj - X7) = a;b; - X"™7 y la propiedad distributiva.

Ejemplos.

1. La suma de dos elementos de K[X] se efectia de la siguiente manera:

° fl(X
X

)= X2+ X +1,
f2(X) =2X3 +1,
X))+ fo(X) =2X3+ X2+ X + 2.
of1(X)—3X3+X+2
fo(X) = —3X3 + X2,
X))+ (X)) =X2+ X +2.

2. Para efectuar el producto (X% —2X3 4+ X —2) (X2 + X — 1), procedemos de la siguiente
manera:

X4 —2x3 +X -2
X2+ X -1
-X1+2x3 - X +2
X5 —2x4 + X2 _2X
X6 —2x5 + X3 —2X?
X0 - X% -3X44+3X°-X?-3X+2
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Los elementos de K[X] se llaman polinomios en X con coeficientes en K. El elemento X se llama
indeterminada.

Grado de un polinomio

En adelante denotaremos los elementos de K[X] con a(X), f(X), g(X), p(X), ..., o bien a, f,
gy Dy e
Sea f(X)=ao+a1X +asX?+---+a,X" Si f(X)+#0, entonces algiin coeficiente es no nulo.

Definicién 8.4 Se llama grado de un polinomio no nulo f(X), y se nota gr f(X), al mayor indice i
tal que a; # 0.

Al polinomio nulo no se le atribuye grado.

Si gr f(X) = n, diremos que a, X" es el término principal de f(X), y que a,, es el coeficiente
principal.  f(X) se dice mdnico si a, = 1.
Ejemplos.

L.gr 3+X2-2X3-X%=5

2. gr f(X)=0siysélosi f(X) =k € K, k# 0, esto es, los polinomios de grado cero son las
constantes no nulas.

Resulta claramente de la definicién de suma de polinomios que el grado del polinomio suma
es menor o igual que el maximo de los grados de los polinomios dados. En simbolos, si f(X), g(X) y
f(X) + g(X) no son nulos,

gr (f(X) +9(X)) < mdz {gr f(X),gr g(X)}.

En el caso en que gr f(X)=gr g(X)=ny a, = —by,, se tiene que gr (f(X)+ g(X)) < n.

Para el grado del producto de dos polinomios, vale la siguiente propiedad, para f(X) # 0y
g9(X) # 0:

gr (f(X)-g(X)) = gr f(X) + gr g(X).

En efecto, supongamos que gr f(X)=ny gr g(X)=m, f(X)=ao+ar X +axX?>+---+a,-X"
(an #0), g(X)=bo+ b1 X +boX? 4+ +bp - X™ (b, #0).
Entonces f(X)-g(X) = agby + (agh1 +a1bo) X + (agha +a1by +agbg) X2+ - -+ apby, - X" es decir, el
coeficiente ¢ de X* se obtiene como la suma de todos los productos posibles a;b; tales que 1 +j = k.
Para k > n +m, debe ser ¢ + j > n+m, de donde i > n 6 j > m, luego a; = 0 6 b; = 0, y por lo
tanto, ¢ = 0.
Por 1ltimo, ¢y4m = anbm, que es distinto de cero porque a, # 0 y by, # 0.
Luego gr (f(X)-g(X)) =n+m = gr f(X)+gr g(X).
Observacién. Los unicos polinomios inversibles con respecto a la multiplicacién son las constantes
no nulas. En efecto, si un polinomio f(X) tiene inverso g(X), es decir, si f(X)-g(X) =1, entonces
gr f(X)+gr g(X) =0, dedonde gr f(X)=gr g(X) =0,y porlo tanto, f(X)y g(X) son constantes
no nulas.

Ejercicios.

1. Sean f(X) y g(X) dos polinomios tales que f(X) - g(X) = 0. Demostrar que f(X) = 06
g(X) = 0. (Se sugiere comparar los grados)

2. 81 f(X) -h(X)=9(X) h(X)y h(X) #0, entonces f(X) = g(X). La reciproca es clara.
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8.2 Divisibilidad

Teorema 8.5 (Algoritmo de la divisién). Dados dos polinomios f(X) y g(X) € K[X], con g(X)
no nulo, existen dos unicos polinomios q(X) yr(X) € K[X], llamados cociente y resto respectivamente
de dwidir f(X) por g(X), tal que f(X) = q(X)g(X) +r(X), donde gr r(X) < gr g(X) ¢ r(X)=0.

Demostracién. Probemos la existencia de los polinomios ¢(X) y 7(X).

1. Supongamos que f(X) = p(X) - g(X), para algin p(X) € K[X]. En ese caso bastard tomar
¢(X) = p(X) y r(X) = 0.

2. Supongamos ahora que f(X) # p(X)-g(X), para todo p(X) € K[X]. Consideremos el siguiente
conjunto de polinomios:

H = {f(X) = p(X) - g(X) : p(X) € K[X]}.

El polinomio nulo 0 ¢ H, y por el Principio de Buena Ordenacién, considerando los grados de
los polinomios de H, existe en H al menos un polinomio, digamos r(X), de grado minimo, o sea,
r(X)e Hysit(X)e H, grr(X) <grtX).

r(X) = f(X)—q(X) g(X), paraun cierto ¢(X) € K[X].
Entonces
f(X) = q(X) - g(X) +r(X).
Veamos que gr r(X) < gr g(X). Supongamos por el absurdo que gr r(X) > gr g(X).
Escribamos

g X)=bo+ b0 X+ +0,X"; r(X)=rog+rmX+--+7rX°, s>n.

Entonces el polinomio

P = r(X) = X g(X)

es diferencia de dos polinomios de grado s y con el mismo coeficiente principal. Luego r'(X) es
cero 6 gr r'(X) < gr r(X).
Reemplazando de tiene

) = 100 = a3)  9(X) = X000 = 1) = () + 72 X570 < g(0)

Entonces r'(X) € H.

Pero como 0 ¢ H se tiene que r'(X) tiene grado menor que r(X), una contradiccién que provino
de suponer que gr r(X) > gr g(X). Por lo tanto, gr r(X) < gr g(X).

Probemos la unicidad del cociente y el resto.

Supongamos que

f(X) =q(X) - g(X) +r(X), conr(X)=0 6 grr(X)<grgX)
y también

F(X)=4¢(X) g(X)+7(X), con?(X)=0 6 grr(X) < gr g(X).
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Debemos probar que r(X)=7(X) y ¢(X)=¢(X).
Restando ambas expresiones resulta

0= (¢(X) = ¢'(X)) - 9(X) + (r(X) = (X)),

’ F(X) —(X) = (¢(X) — q(X)) - g(X).

Razonando por el absurdo, si r(X) — r/(X) fuese distinto de cero, entonces ¢'(X) — ¢(X) serfa
distinto de cero. Luego

gr (r(X) —7"(X)) = gr (d(X) —a(X)) +gr 9(X) > gr g(X).
Pero por otro lado,
gr (T(X) — r/(X)) < mdz {gr r(X),gr v (X)} < gr g(X),

pues ambos grados son menores que el grado de g(X).

Hemos obtenido entonces una contradiccién, y por lo tanto debe ser 7(X) —r/(X) = 0, o sea,
r(X) =7r(X).

Como 0 = (¢/(X) —q(X)) - g(X) y g(X) # 0, resulta ¢'(X) — ¢(X) = 0, esto es, ¢'(X) = ¢(X).

O
Ejemplo. Sean f(X)=X*-3X2+1yg(X)=X?-2X.

X4 40X% -3X2+0X +1 X2 _2Xx
X4 _ox3 X2 42X +1
2X3 - 3X?
2X3 —4X7?
X2 +0X
X2 -2X
2X +1

Entonces ¢(X) = X2 +2X + 1y r(X)=2X +1.
Luego X4 —3X%2+1=(X?2+2X +1)(X2-2X)+ (2X +1).
El algoritmo utilizado en el ejemplo anterior se puede simplificar cuando se trata de dividir un

polinomio f(X) por otro de la forma X — a. Es la llamada Regla de Ruffini, que ejemplificamos a
continuacién.

Ejemplos.

1) f(X)=X3—2X+1,9(X)=X -2
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Luego ¢(X) = X2 +2X +2, 7(X) = 5.
2) f(X)=3X44+2X2+X -3, g(X)=X+3
3 0 2 1 -3
-3 -9 27 —87 258
3 -9 29 —86 255

Luego ¢(X) = 3X3 —9X2% + 29X — 86, r(X) = 255.

Vamos a ver ahora que es posible desarrollar una teoria de la divisibilidad en K[X] semejante a
la dada en Z, incluyendo un teorema fundamental de la aritmética. Omitiremos en algunos casos los
detalles por ser andlogos a los ya vistos para Z.

Definicién 8.6 Dados dos polinomios f(X),g(X) € K[X], se dice que f(X) divide a g(X) si existe
un polinomio h(X) € K[X] tal que g(X) = h(X) - f(X). Se escribe f|g.

Ejemplo. f(X)=X-1divideag(X)=X3-X2+X—1,pues X3 - X2+ X-1=(X2+1)-(X-1).

Propiedades.

1. Si f # 0, entonces f|g si y sélo si el resto de dividir g(X) por f(X) es cero.
En efecto, si f|g, existe h(X) tal que g(X) = h(X) - f(X). Si ¢(X) y 7(X) son el cociente y el

resto de la divisién de g(X) por f(X), entonces tenemos
g(X) =h(X)- f(X)+0 vy g(X)=q(X)- f(X) +r(X).

Por la unicidad del cociente y el resto, debe ser h(X) = ¢(X) y r(X) = 0.
Reciprocamente, si el resto de la divisién es cero, entonces g(X) = ¢(X) - f(X) + 0, o sea,

9(X) = q(X) - f(X), luego flg.
2. f|0 para todo f(X) € K[X], pues 0 =0- f(X).
3. f|f paratodo f(X) € K[X], pues f(X) = 1-f(X). Més generalmente, f|k- f, para todo k € K.

4. Siae€e K,a#0,y f(X) € K[X], entonces a|f.
En efecto, si f(X) =ap+ a1 X + -+ + a, X™, entonces podemos escribir

f(X):(@Jr@X—F-"Jra—nX”)-a.
a a a

5. Si flg v g|h, entonces f|h.
6. Si flg y f|h, entonces f|p- g+ q - h para todo p(X),q(X) € K[X].

7. Si flgy g(X) # 0, entonces gr f(X) < gr g(X).
De flg, 9(X) = h(X)- f(X), y por lo tanto, gr g(X) = gr h(X) + gr f(X) = gr f(X).
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8. flg v glf siysélosi f(X)y g(X) difieren en una constante no nula, esto es, f = k- g, con
keK, k+#0.
En efecto, de f|g y g|f existen polinomios h(X) y h/(X) tales que g(X) = h(X) - f(X) y
f(X) =1 (X)g(X). Entonces

F(X) =1 (X) - h(X)- f(X).

Si f(X) # 0, razonando sobre los grados, se obtiene que h'(X) y h(X) son constantes. Si
f(X) =0, entonces también g(X) = 0, y vale la propiedad.

Reciprocamente, supongamos que f(X) y ¢(X) difieren en una constante no nula, esto es,
f(X)=k-g(X), k€ K, k# 0. Entonces g|f. Por otro lado, se tiene que g(X) = k=1 - f(X),
esto es flg.

Definicién 8.7 Dados dos polinomios f = f(X) y g = g(X), un polinomio d = d(X) se llama un
mdzimo comin divisor de f(X) y g(X) si se verifica que:

1. d|f y d|g.

2. Sid'(X) es un polinomio tal que d'|f y d'|g, entonces d'|d.

Notaremos d = (f,g).

Sid(X)yd(X) son dos m.c.d. de f(X) y g(X), por la propiedad 8, d(X) y d’(X) difieren en una

constante. Si se considera el m.c.d. ménico, entonces el m.c.d. es dnico.

Andlogamente a lo que sucede en Z, es posible aplicar el algoritmo de Euclides para calcular el
méximo comun divisor de dos polinomios f(X) y g(X).

Omitiremos la demostracion de la siguiente propiedad por ser la misma que la de la correspondiente
propiedad en Z:

Algoritmo de Euclides. Dados dos polinomios no nulos f(X) y g(X), para hallar el maximo comun
divisor se hacen divisiones sucesivas de acuerdo al esquema visto para nimeros enteros. Como los
grados de los restos que se van obteniendo son estrictamente decrecientes, el procedimiento termina
al cabo de un numero finito de pasos. El dltimo resto no nulo es un méximo comun divisor.

Ejemplo. Hallar el m.c.d. de los polinomios f(X)=X*—-3X3+5X2-9X +6 y
g(X) = X3 +4X2 +3X +12.

X -7 X+4
X4 -3X34+5X2-9X+6 X3 +4X?2 43X +12 X2 +3
Xt +4X3 4+ 3X2 + 12X X3 +3X
—7X3 +2X?2 21X 46 4X2 +12
—7X3 —28X? 21X — 84 4X? +12
30X2 + 90 0
X?2+3
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Observar que es conveniente simplificar la expresiéon de cada resto antes de continuar con las
divisiones sucesivas. EI tltimo resto no nulo es X2 + 3. Luego (f,g) = X2 + 3.

También puede probarse que existen polinomios s(X) y ¢(X) tales que

d(X) = s(X) - f(X) +#(X) - g(X).

Si alguno de los dos polinomios es cero, digamos g(X) = 0, entonces (f,0) = f y f(X) =
1-f(X)+1-0.

Ejercicio. Hallar el m.c.d. de f(X)=6X*-3X3 4+ 11X? - 15X + 1y g(X) =6X3 + 14X — 8.
Polinomios irreducibles

Un problema importante en el estudio de la divisibilidad en K[X] es el de determinar los polinomios
irreductbles.

Definicién 8.8 Un polinomio no constante f(X) € K[X] se dice irreducible o primo en K[X] si no
se puede expresar como producto de dos polinomios no constantes de K[X]. (FEquivalentemente, si
los tnicos divisores de f(X) en K[X] son las constantes no nulas y los polinomios k - f(X), k € K,

kE#0.)
Ejemplos.
1. X2 — 2 no es irreducible en R[X], ya que X% — 2 = (X — v2)(X + v/2).

2. X? — 2 es irreducible en Q[X], pues caso contrario serfa producto de dos polinomios ménicos de
grado 1: X? —2=(X+a)(X +b),a,beQ. Luego X2 —2= X2+ (a+b)X + ab. De donde
ab= -2y a+b=0. De aqui resulta a = v/2 y b = —/2, que no son racionales.

3. Todo polinomio de grado 1 en K[X] es irreducible.
Definicién 8.9 Dos polinomios f(X) y g(X) se dicen relativamente primos si (f,g) = 1.

Mencionemos los siguientes resultados fundamentales cuya demostracion omitimos, pues es igual
a la vista en Z:
Sean f(X), g(X) y h(X) € K[X]. Entonces:

1. Si flg-hy (f,g9) =1, entonces f|h.
En particular, si flg-hy f es irreducible, entonces flg 6 f|h.

2. Si f|h, glh vy (f,g) =1, entonces f - g|h.

Teorema 8.10 (El Teorema Fundamental de la Aritmética en K[X]). Todo elemento f(X) €
K[X] no constante, puede escribirse en la forma:

f:k‘pilpgng‘s,

donde k € K, p; son polinomios irreducibles ménicos distintos en K[X] y e; € N. Esta factorizacion
es unica salvo el orden de los factores.
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Demostracién. Para probar la existencia de la factorizacién, haremos induccién sobre n = gr f(X).
Sin =1, entonces f(X) = ap+a1X. Entonces f(X) = a1 (ao + X), y el polinomio py (X) = D4 x
al ai

es irreducible ménico en K[X].
Sea n > 1y supongamos que la factorizacion existe para todo polinomio no constante de grado menor

que n. Veamos que f(X) puede factorizarse en la forma indicada.
1
Si f(X) es irreducible y si a, es su coeficiente principal, entonces f(X) = a, ( - f(X )> Como el
an
1
polinomio — - f(X) es irreducible ménico en K[X], se tiene la factorizacién buscada.
G
Si f(X) no es irreducible, entonces f(X) = g(X) - h(X), ¢(X), h(X) € K[X] no constantes y
gr 9(X) < gr f(X), gr h(X) < gr f(X). Por la hipétesis inductiva, g(X) y h(X) se pueden expresar
como producto de una constante por polinomios irreducibles moénicos, y por lo tanto, lo mismo sucede
con f(X).
Hemos probado entonces la existencia de la descomposicion.
La unicidad se prueba de la misma forma que en el Teorema Fundamental de la Aritmética para los
numeros enteros.
Si aparecen factores irreducibles repetidos, se agrupan en forma de potencias y se obtiene la expresion
del enunciado. O

Ejemplo. El polinomio f(X) = X8 —4X% +2X* + 4X? — 3 se factoriza

X) = (X2+1)(X?-3)(X - 1)*X +1)? enQ[X],
f(X) = (XP+D(X -V3)(X +V3)(X —1)*(X +1)% enR[X],
X) = (X —i)(X +)(X —V3)(X +V3)(X —1))(X +1)%, en C[X].

8.3 Raices
Especializaciéon o valor numérico.

Seaace Ky f(X)=ap+a1 X + asX?+ -+ a,X". Se llama especializacion o valor numérico de
f en a al nimero
f(a) = ap + aja+ aza® + - - - + ana™.

Ejemplo. Sea f(X) = X2+ 2X — 1. Entonces f(2) =7, f(-1) = =2, f(0) = —1.

Teorema 8.11 (Teorema del resto, o Teorema de Bézout). El resto de dividir un polinomio
f(X) por otro de la forma X — a es f(a), es decir, es el valor del polinomio en a.

Demostracién. Sean ¢(X) y 7(X) el cociente y el resto de dividir f(X) por X — a. Entonces
(5) fX) = q(X)- (X —a)+r(X),

donde (X)) =0 6 grr(X)<gr(X —a)=1,estoes, r(X)=0 6 grr(X)=0. En ambos casos el
resto es una constante. Luego r(X) =7, y en (5) es f(a) = ¢(a) - (a —a) + r, luego f(a) =r. O

Definicién 8.12 Dado un polinomio f(X) = a, X™ + A1 X" P+ + a1 X + ag, diremos que un
nimero a es una raiz de f(X), si f(a) =0, es decir si a,a™ + ap_1a™ '+ - +aja+ag =0.
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Corolario 8.13 (del Teorema del Resto) Un nimero a es raiz de un polinomio f(X) si y sélo si
f(X) es divisible por X — a.

Demostracién. a es raiz de f(X) < f(a) = 0. Como f(a) es el resto de dividir f(X) por X — a,
entonces f(a) = 0 si y sélo si el resto de dividir f(X) por X — a es cero, y esto es equivalente a decir
que f(X) es divisible por X —a. O

Ejemplo. Verificar que 3 es raiz de f(X) = X3 — X2 —5X — 3.
Para ello basta ver que el resto de dividir f(X) por X — 3 es cero. Aplicando la regla de Ruffini:

1 —1 -5 -3
3 3 6 3
|1 2 1 0

Entonces 7(X) = 0, luego 3 es raiz.

Observacién. A partir del Corolario del Teorema del Resto, si f(X) es un polinomio de grado n y
conocemos una raiz a de f(X), entonces existe un polinomio g(X) tal que f(X) = (X —a) - g(X). Si
b es una raiz de g(X), entonces f(b) = (b —a) - g(b) = 0, es decir, b es también raiz de f(X). Esto
es, las restantes raices de f(X) son las raices de g(X), que es un polinomio de un grado menor que el
grado de f(X).

Raices multiples

Si a es raiz de un polinomio f(X), sabemos que f(X) es divisible por X — a. Puede suceder que
f(X) sea también divisible por (X — a)? y no lo sea por (X — a)?; en ese caso diremos que a es una
raiz doble (o una raiz multiple de orden 2). En general, si k es el mayor ntimero natural tal que f(X)
es divisible por (X — a)*, diremos que a es una rafz miltiple de orden k. El orden de multiplicidad de
una raiz se puede hallar aplicando la regla de Ruffini.

Ejemplo. Verificar que 2 es una raiz del polinomio f(X) = X° — 6X* + 11X3 — 2X2 — 12X + 8, y
hallar su orden de multiplicidad. (Debemos hacer divisiones sucesivas por X — 2 hasta que el resto no
dé cero).

1 -6 11 —2 ~12 8
2 2 -8 6 8 -8
1 1 3 1 —4 0
2 2 —4 —2 4
1 ) 1 2 0
2 2 0 —2
1 0 —1 0
2 2 4
1 2 3£0

El orden de multiplicidad es 3.

Si conocemos una raiz de f(X), es siempre conveniente calcular su orden de multiplicidad para
obtener un polinomio de menor grado cuyas raices son también raices de f(X). Asi, en el ejemplo
anterior, 2 es rafz miltiple de orden 3 de f(X) = X® — 6X* + 11X3 — 2X2 — 12X + 8, y se tiene que
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f(X) = (X —2)3- (X% —1). Luego las restantes raices de f(X) son las raices de X2 — 1, es decir, 1 y
—1.

Introducimos a continuacién la nocién de polinomio derivado con el fin de determinar criterios que
permitan decidir si una raiz dada de un polinomio es simple o multiple.

Definicién 8.14 Sea f(X) = ap X" +ap, 1 X" 1+ +asX?+a1 X +ag € K[X]. Se llama polinomio
derivado de f al polinomio f' = f(X) =na, X" '+ (n—1a, 1 X" 2+---+2a2 X +ay.

Ejemplos.
1. Si f(X)=X3 f(X)=3X2

2. 81 f(X)=3X°+4X*—2X3 4+ X2 -2X +1, f/(X)=15X*4+16X3 -6X%+2X —2.

Propiedades.

1. Si f es constante, entonces f’ = 0.
Resulta de la definicion.

2. (f+9)=f+7.
La demostracién es inmediata.

3.(f-9)=f-9+[d ‘
Por la propiedad 2, es suficiente probar la propiedad para polinomios de la forma f(X) = a- X",
g(X)=0b-X’,a,bc K.
(f-9) =(a-X"b-X7) = (a-bXH) = (i+j)a-b- X1 =ia- X710 XTI 4 a- X0 jb- XT71 =
(a-Xi)’-b-Xj+a-Xi-(b-Xj)’:f’-g+f-g’.

Definimos ahora por recurrencia polinomios derivados de orden superior:

Por conveniencia, definimos también £ (X) = f(X).

4 Sif(X)=ap, X" +a,_1 X" "4+ -+ay X?+a; X +ap, entonces f(")(X) = n!-a,. En particular,
si f tiene grado n, f((X) # 0.

5 Si f tiene grado n, f(X)=0,sii > n.

Teorema 8.15 Si a es una raiz de un polinomio f(X), entonces a es una raiz miltiple de orden
k, k> 1, de f(X) siy sdlo si a es una raiz miltiple de orden k — 1 de f'(X).

Demostracién. Sea a una raiz miltiple de orden k de f(X), k > 1. Entonces f(X) = (X —a)*-g(X),
donde X —a | g(X). Luego f'(X)=k- (X —a)F 1. g(X)+ (X —a)" - ¢'(X) = (X —a) k- g(X) +
(X —a)-g'(X)] = (X —a)f 1 h(X).

Como X —a [ ¢g(X), entonces X —a | h(X). Luego k — 1 es el mayor exponente tal que

(X — )" f1(X).

Luego a es una raiz de f’(X) de orden de multiplicidad k — 1.
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Para la reciproca, supongamos que a es una raiz de f(X) tal que a es raiz de f/(X) de orden de
multiplicidad k& — 1. Sea s el mayor exponente tal que (X — a)®|f(X). Entonces s > 1y f(X) =
(X —a)* - g(X), con X —af g(X).

Entonces f(X) = s+ (X —a)* - g(X) + (X - a)* - ¢'(X) = (X — a)* s - (X) + (X — a) - (X)] =
(X —a)*~! h(X).

Como X —a ) ¢g(X) entonces X —a [ h(X), y por lo tanto s — 1 es el mayor exponente tal que
(X —a)* " Yf'(X). Como a es una raiz de f'(X) de orden de multiplicidad k — 1, resulta que
s—1=k—1,estoes, s=k. Luego a es una raiz de f(X) de orden de multiplicidad k. O

Corolario 8.16 Un numero a es raiz multiple de orden k, k > 0, de f(X) si y sdlo si f(a) =

flla) == ") =0 y f®(a) £0.

Demostracién. Por el teorema anterior, se tienen las siguientes equivalencias:
e a es raiz multiple de orden k de f(X), k > 0.

e f(a) =0y a esraiz miltiple de orden k — 1 de f'(X).

e fla)=f"(a) =0y a es raiz miltiple de orden k — 2 de £ (X).

o fla)=f'(a)=fP(a) =0y a esraiz miltiple de orden k — 3 de f®(X).

El orden de multiplicidad de una raiz a de un polinomio f(X) es, entonces, igual al orden de la
derivada de f(X) de menor orden que no se anula en a.

Conviene observar que en la demostracion del corolario anterior se usé implicitamente un argu-
mento inductivo que podria ser formalizado en la manera habitual.

Ejemplo. Calcular el orden de multiplicidad de la raiz 1 del polinomio f(X) = X4—X3-3X24+5X 2.
fI(X)=4X3-3X2-6X+5 y f'(1)=0.

fAX)=12X2-6X -6 y f&(1)=0.

fOX)=24X -6 y fO(1)=18#0.

Luego 1 es una raiz multiple de orden 3.

Ejercicio. Un nimero a € K es raiz miltiple de f(X) si y s6lo si a es raiz del mdximo comun
divisor de f(X) y f'(X).

Como consecuencia del ejercicio anterior se tiene que las raices de f(X) que no son simples son las
raices del maximo comin divisor de f(X) y f'(X). Luego para determinar las raices multiples de un
polinomio f(X) basta calcular las raices de (f(X), f/(X)). En particular, un polinomio f(X) tiene
todas sus raices simples si y sélo si (f(X), f/(X)) = 1.

Teorema 8.17 Si f(X) € K[X] es un polinomio de grado n > 1, entonces f(X) tiene a lo sumo n
raices en K.

Demostraciéon. La demostracion la hacemos por induccién sobre el grado del polinomio.
a

Sigr f(X) =1, entonces f(X)= a1 X + ag, y su dnica raiz es X = -0
ai

Supongamos que el teorema vale para todos los polinomios de grado n — 1.

Sea f(X) un polinomio de grado n.
Si f(X) no tiene ninguna raiz, no hay nada que demostrar.
Si f(X) tiene una raiz a, entonces, por el corolario del Teorema del resto, es f(X) = (X —a) - ¢(X),
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con gr ¢(X) = n — 1. De aqui resulta que toda raiz de ¢(X) es raiz de f(X), y reciprocamente, una
raiz de f(X) es a 6 una raiz de ¢(X), por lo tanto, las raices de f(X) son a y las raices de ¢(X). Pero
q(X) tiene a lo sumo n — 1 raices en K (por la hipétesis de induccién), luego f(X) tiene a lo sumo n
raicesen K. O

Teorema 8.18 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio no constante con coefi-
cientes en C, tiene por lo menos una raiz en C.

Nota. La demostraciéon de este teorema no puede hacerse en este curso, pues necesita algunos ele-
mentos de funciones de variable compleja. La primera demostracion fue hecha por Gauss a principios
del siglo pasado.

Veamos ahora que este Teorema implica que todo polinomio de grado n con coeficientes en C, tiene
exactamente n raices en C (contando cada raiz tantas veces como su orden de multiplicidad).
En efecto, si f(X) = an X" + an_ 1 X" '+ -+ a1 X 4+ ag, a, #0, por el Teorema Fundamental,
f(X) tiene una raiz, digamos c; en C. Luego
f(X)=(X—c1) - q1(X), con gr 1(X)=n—1.
Pero por el Teorema Fundamental, ¢;(X) tiene una raiz cy en C. Luego
@1 (X) = (X —c2) - q2(X), con gr ¢2(X) =n — 2.
Entonces
f(X) = (X —c1) - (X = 2) - @2(X).
Reiterando el procedimiento, al cabo de n pasos es:
JX)=X-c) (X —c2)- (X —e3)- - (X —cn)-an

y f(X) tiene raices ¢, co, ..., ¢, O sea, exactamente n raices en C.

Corolario 8.19 Los wunicos polinomios irreducibles en C[X] son los de primer grado.

Demostracién.  Resulta de la demostracién del Teorema anterior que todo polinomio f(X) no
constante es el producto de su coeficiente principal por polinomios X —c¢;, X —¢9, ..., X — ¢y, donde
1, €2, ..., ¢y son las raices de f(X) en C. Como todo polinomio de grado 1 es irreducible, esta es la
factorizacién de f(X) en factores irreducibles en C[X]. De aqui resulta facilmente el Corolario. O

Teorema 8.20 Si z es una raiz compleja de un polinomio f(X) con coeficientes reales, entonces
Z también es raiz de f(X). Ademds, z y Z tienen el mismo orden de multiplicidad.

Demostracién. (Recordar quez-2' =2 -2/, 2+2 =2+72 y 2=7% % 2 es real).
Sea f(X) = apn X" +a, 1 X" 14+ 4+ a1X + ag, con a; € R. Entonces @; = a; (porque a; es un
numero real y por lo tanto es igual a su conjugado). Entonces

fZ) = anz"+an 12"+ FaZ+ag
= "+ A1z -+ @zt ap
= @2+ a, 12 4 4 aZ 4T
= ap2"+ap_12" 1+ +arz+ap

= f(2).
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Luego f(z) = f(2).

Si z es raiz de f(X), entonces, por definicién de raiz, es f(z) = 0, luego, tomando conjugados en
ambos miembros, es f(z) = 0, pero 0 = 0, luego f(z) = 0, y como f(z) = f(Z), resulta f(Z) = 0, luego
Z es raiz de f(X).

Veamos que z y Z tienen el mismo orden de multiplicidad. Supongamos que el orden de multiplicidad
de z es k y el orden de multiplicidad de z es &/, y supongamos que k > k'.

Observemos que (X —2)(X —2) = (X —(a+ b)) (X — (a—bi)) = X? — 2aX + (a* + V?).

Se tiene que f(X) es divisible por (X —z)¥ y por (X —%)¥', esto es, es divisible por ((X — 2)(X — E))k/ =
(X? = 2aX + (a* + b2))k/ que tiene coeficientes reales. Luego f(X) = (X? — 2aX + (a® + b2))kl-g(X),
con g(X) € RIX].

Ahora, z es raiz de g(X) de orden de multiplicidad k — k' > 0 y g(X) tiene coeficientes reales. Pero z
no es raiz de g(X). Contradicciéon. O

Ejemplos.
1. Hallar todas las raices de f(X) sabiendo que —3 es raiz multiple.

f(X) = X°+10X* 4 34X3 4+ 36X? — 27X — 54.

1 10 34 36 —27 —54
-3 -3 —21 —39 9 54
1 7 13 —3 —18 0
-3 -3 ~12 -3 18
1 1 1 —6 0
-3 -3 -3 6
1 1 —2 0
-3 -3 6
1 ) 140

Luego —3 es raiz multiple de orden 3, y se tiene que
f(X)=(X+3)3 (X*+X-2).
Las restantes raices de f(X) son las raices de X2 + X — 2, que son 1y —2.

2. Idem para f(X) = X* —2X3 —3X2 + 10X — 10, sabiendo que 1 + i es una raiz del mismo.
Como 1+ esraiz de f(X) y f(X) tiene coeficientes reales, también lo es 1 —i. Ademads, puede
verse que ambas tienen orden de multiplicidad 1. Entonces

1 -2 -3 10 —10
1+ 141 -2 —5-51 10

1 -1+ -5 5—951 0
1—1 1—1 0 —-5+51

1 0 -5 0

Entonces
fX)=(X—1414) (X —1—1) (X?=5)=(X?—-2X +2)- (X?>-5)

y las restantes raices de f(X) son las raices de X2 — 5, esto es, V5 y —V5.
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Observacién. Del Teorema anterior resulta que si f(X) es un polinomio con coeficientes reales y si
z =a+biesraiz de f(X), entonces f(X) es divisible por X — z y por X —Z. Entonces f(X) es
divisible por

(X—2) X -2)=X?—(249)X+2-72=X?—2aX + (> +0*) = X2 +pX +¢

que es un polinomio con coeficientes reales tal que p?>—4¢ < 0, como se verifica sin dificultad. Entonces,
si f(X) es no constante, c¢i, ¢, ..., ¢ son todas sus raices reales y z1, z1, 22, 22, - . ., Zs, 25, son todas
sus raices complejas (r 4+ 2s = n), entonces f(X) se descompone en factores irreducibles en R[X] en
la forma

FX) =an(X —c1) . (X =) (X2 + piX +a1) .- (X° 4 psX +q5)

Corolario 8.21 En R[X], los 1nicos polinomios irreducibles son los de grado 1 y los de sequndo grado
de la forma a(X? 4+ bX +c), con b*> —4c < 0.

Demostraciéon. Es consecuencia inmediata de la observacién anterior. O

Corolario 8.22 Todo polinomio con coeficientes reales de grado impar tiene por lo menos una raiz
real.

Demostraciéon. Es consecuencia inmediata de la observacién anterior. O

Relacién entre las raices de un polinomio y sus coeficientes

Sea f(X) =ag+ a1 X + axX?+--- +a, X" y sean cy, ca, ..., ¢, sus raices en C. O sea f(X) =
an - (X —c1) (X —cg)vve (X —¢,) en C[X].

Vamos a establecer relaciones entre los coeficientes a; de f(X) y sus raices.

De

f(X) = ap+ar X +aX?+--+a, X"
an-(X—Cl)'(X—CQ) ..... (X—Cn)

c1en +Cacs+ o+ ep10n) X2 — o (1) "ancica -

se siguen las identidades, denominadas relaciones de Vieta.

an—1
- = cteatote

an,

Ap—2

= cca+ -+ cp_1cpn

an,

agp

(_1)717 — Cl‘CQ"“'Cn
(279
Las expresiones ¢y +co+---+c¢p, cica+---+Cn_1Cny --., CLCoevv+- cn, se llaman los polinomios
simétricos elementales en ¢y, ca, ..., Cp.

Ejemplo. Calcular las raices a, b, ¢ del polinomio f(X) = X3 — /5X2 — 2X + 24/5, sabiendo que
a+b=0.
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Ejemplo. (Gentile) Sea a € Q, a # 0. Encontrar un polinomio ménico de grado 4 en Q[X] que tenga
1 1

a, —a, —, —— por raices.
a  a

Sea f(X) = X%+ a3 X3 + a2 X? + a1 X + ag. Tenemos que determinar los coeficientes a;.

—a3 = a—l—(—a)+1—|— <—1> =

a a
2 1
ag = —a"+1-1-141-—
a
1
—a; = —at+a——-—+-=0
a a
apg = 1

Luego

a2

f(X):x4—<a4+1>X2+1

Ejercicios. 1.- El polinomio f(X) = X2+ pX + ¢ tiene la propiedad de que la suma de sus raices es
p+qy el producto es p-q. Hallar p y q.
2.- La suma de dos raices del polinomio f(X) = 2X3 — X2 —7X + X es 1. Hallar X y las raices de

f(X).

8.4 Calculo de las raices de un polinomio

Consideraremos ahora el problema del célculo de las raices de un polinomio.

Es muy simple calcular la raiz de un polinomio de grado 1, y para polinomios de grado 2 es muy
conocida la férmula que permite calcular sus raices. También existen férmulas generales para calcular
las raices de polinomios de grados 3 y 4, aunque no creemos razonable incluirlas aqui. Se dice que
las ecuaciones de grado menor que 5 admiten resolubilidad por radicales porque pueden resolverse
mediante férmulas que involucran las operaciones de suma, producto y extraccién de raices.

El problema de la resolucién general de la ecuacién de grado m por radicales ha sido de gran
importancia en la historia de la Matematica y su estudio ha sido el motivador de gran parte de la
matematica actual. Se puede demostrar que no es posible obtener una férmula general que involucre
sélamente operaciones de suma, producto y extraccién de raices n-ésimas y que permita calcular las
raices de un polinomio de grado mayor o igual que 5. La solucién de este problema se debe a Evaristo
Galois (1811 — 1832).

1. Acotacién de las raices reales de un polinomio con coeficientes reales

Teorema 8.23 (Regla de Laguerre-Thibault.) Sea f(X) = ap X" + an 1 X"+ -+ + a1 X + ao,
a; € R, con a, > 0. Si al dividir f(X) por X —a, con a > 0, todos los coeficientes del cociente, y el
resto, son no negativos, entonces a es una cota superior de las raices reales de f(X).

Demostracién. Por el teorema del resto es f(X) = (X —a) - ¢(X) + f(a). Si todos los coeficientes
de ¢(X) son no negativos, y f(a) es también no negativo, es claro que si b > a, entonces f(b) > 0,
luego, por definicién de raiz, si b > a, b no puede ser raiz de f(X), o sea, que todas las raices reales
de f(X) son menores o iguales que a. Luego a es una cota superior de las raices de f(X). O
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Para hallar una cota inferior, se procede de la siguiente forma: se considera el polinomio f(—X)
y por el procedimiento anterior se calcula una cota superior [ de las raices de f(—X), entonces —I es
una cota inferior de las raices de f(X).

Ejemplo. Acotar las raices reales de f(X) = X® — 3X2 +5X + 4.
Dividimos por X — 1, X —2, X — 3, ..., hasta que el resto y todos los coeficientes del cociente sean
no negativos.

1 -3 5 4
3 3 0 15
|1 0 5 19

Luego 3 es una cota superior de las raices reales de f(X).

Para hallar la cota inferior hacemos f(—X) = —X3 — 3X? — 5X + 4, pero como el coeficiente
principal debe ser positivo, consideramos —f(—X) = X3 +3X?2 4+ 5X — 4 y hallamos la cota superior
de sus raices.

1 3 5 —4
1 1 4 9
|1 4 9 5

Luego 1 es cota superior de las raices reales de f(—X), luego —1 es cota inferior de las raices reales
de f(X).

Por lo tanto, las raices reales del polinomio f(X) estdn todas en el intervalo [—1, 3].

2. Numero de las raices reales positivas y negativas de un polinomio con coeficientes
reales

Daremos sin demostracion la siguiente:

Regla de Descartes. El nimero de raices reales positivas de un polinomio f(X') con coeficientes reales,
contadas tantas veces como su orden de multiplicidad, es menor o igual que el nimero de variaciones
de signo de los coeficientes de f(X), y difiere del mismo en un ndmero par.

Lo mismo vale para el niimero de raices reales negativas: es menor o igual que el nimero de
variaciones de signo de los coeficientes de f(—X) y difiere del mismo en un ntimero par.

Ejemplo. Hallar el nimero de raices reales positivas y negativas de
f(X)=X*-3X3-5X?+7X - 3.

Como en los coeficientes de f(X) hay tres variaciones de signo, el nimero de raices reales positivas de
f(X)es361.

Por otro lado, f(—X) = X* +3X3 —5X2 — 7X — 3, y este polinomio tiene una sola variacién de
signo en sus coeficientes. Entonces el niimero de raices reales negativas es 1.

3. Raices racionales de un polinomio con coeficientes racionales.

1 1
Consideremos la siguiente ecuacién: 2X3 + §X 24 §X +2=0.

Si la multiplicamos por el m.c.m. de los denominadores, o sea, por 6, es: 12X24+3X%24+2X+12 =0,
que es una ecuacion con coeficientes enteros que tiene las mismas raices que la anterior. Es decir,
cuando tenemos un polinomio con coeficientes racionales, lo podemos transformar en un polinomio con
coeficientes enteros que tiene las mismas raices, multiplicindolo por el m.c.m. de los denominadores.
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Teorema 8.24 (de Gauss). Si un nidmero racional 8, con p y q relativamente primos, es raiz de un
q

polinomio f(X) = a, X" + an_ 1 X" 1+ -4+ a1 X + ag con coeficientes enteros, entonces plag y q|an.

Demostracién. Como L es raiz de f(X) tenemos:
q

n n—1
H0) 0 o) en () me
q q q q

n n—1
f<];) :an%+an71%+-"+a1§+aozo-

Multiplicando por ¢™ se tiene:

Luego

1

anp” + an—1p" g+ +ap- " +ag-q" =0.

Luego

1 1

anp" + ap_1p"" g+ Fap-q¢" = —ao-q",

esto es,

p(anp" P+ an_1p" g+ ar-¢" ) = —ao - ¢

Luego plag - ¢", pero como p y g son relativamente primos, entonces p|ag.
Andlogamente se demuestra que gla,. O

1 7
Ejemplo. Calcular las raices racionales de X3 + §X 2 _ §X —3.

Es lo mismo que calcular las raices racionales de 2X3 + X2 — 7X — 6. Estas son de la forma Q’ donde
q

pl =6y qf2.
p: *1, £2, 43, £6; ¢ : £1, +2.

Luego las posibles raices racionales son:

+1 £2 £3 +£6 £1 +£2 +3 =6
+17 417 417 417 427 427 427 42’

0 sea,

3

1, -1, 2, =2, 3, =3, 6, —6 1 13
) ) ) ) ) ? ) ) 2 ) 2 ) 2 9 2 .
Reemplazando en f(X) o aplicando la regla de Ruffini, se ve que las raices racionales son: —1, 2y

-3
En resumen: Dado un polinomio no constante f(X), el procedimiento para hallar las raices de f(X)
es el siguiente:

1. Se acotan las raices reales.

2. Se determina el nimero de raices reales positivas y negativas.

3. Se determinan las raices racionales.

4. Una vez determinada una raiz de f(X), se analiza su orden de multiplicidad y se obtiene un
polinomio de menor grado que f(X) cuyas raices son también raices de f(X).
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Ejercicios.

1. Sea f(X) =6X*+17X3 +8X? —5X — 2. Verificar que —3 es una cota inferior para las raices

reales de f(X) y 1 es una cota superior. Verificar que el nimero de raices reales positivas es 1

. 1 1
y que el ntimero de raices reales negativas es 3 6 1. Las raices son: 7' T3 -1, —2.

2. Sea f(X)=2X3+ X2 — 5X + 2. Verificar que las raices reales estdn en el intervalo [—2,2]. El

ntumero de raices reales positivas es 2 6 0. El niimero de raices reales negativas es 1. Las posibles

1
raices racionales son £1, £2, ii' Las raices son: 1, —2 y 5

4. El Teorema de Bolzano-Weierstrass.

El siguiente teorema juega un papel importante en la localizacién de las raices de un polinomio
con coeficientes reales.

Teorema 8.25 (Bolzano-Weierstrass). Sea f(X) € R[X] y sean a,b € R, a < b. Si f(b) y f(a) son
no nulos y tienen diferente signo, entonces existe un nimero ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Ejemplos.

1. Vamos a localizar las raices reales del polinomio f(X) = X* —2X3 + X2 — 1. Calculemos los
valores f(a) para algunos nimeros enteros a.

f(=1) =3 (positivo) f(0) =—1 (negativo) f(1)=—1 (negativo) f(2)=3 (positivo)

Luego f tiene una raiz en el intervalo (—1,0) y otra en el intervalo (1,2). Si nos interesa
podemos subdividir estos intervalos y localizar las raices en los subintervalos correspondientes.
El método utilizado repetidamente puede ser muy efectivo utilizando una calculadora. Asi,
[-1,0] = [-1,-0,5] U [=0,5 ;0]. Como f(—0,5) = 0,5, la raiz se encuentra en el intervalo
[—0,5 ;0]. Repetimos el proceso al intervalo [—0,5 ;0].

Una observacion directa del polinomio nos muestra que f(a) > 0 para todo a < —1, y que
f(a) > 0 para todo a > 2. Es decir, no hay otros cambios de signo en los valores de f(a) més
que los indicados. En consecuencia, f(X) tiene dos raices reales.

2. (Gentile) Calcular las raices del polinomio f(X) = X3 —3X — 1.

Calculemos los valores f(a) para algunos nimeros enteros a.

f(—=2) = =3 (negativo) f(—1)=1 (positivo) f(0)=—1 (negativo)
f(1) =—3 (negativo) f(2)=1 (positivo)

De lo anterior concluimos que f tiene una raiz (real) en el intervalo (—2, —1), otra en el intervalo
(—1,0) y otra en el intervalo (1,2). Vamos a aproximar la raiz que se encuentra en el intervalo
(1,2) mediante sucesivas subdivisiones de este intervalo. En este momento es indispensable el
uso de una calculadora. Llamemos c a esa raiz.
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f(1,8) = —0,568 (negativo) f(2) =1 (positivo) ,

£(1,8) = —0, 568 £(1,9)=0,159
£(1,87) = —0,070797 £(1,88) = 0,004672 ,
£(1,879) = —0, 0029256 £(1,880) = 0,0046720 ,
£(1,8793) = —0, 0006475 £(1,8894) = 0,0001121

£(1,87938) = —0, 0000398 £(1,87939) = 0,0000361 ,
£(1,879385) = —0,0000018  f(1,879386) = 0, 0000058 ,

f(1,8793852) = —0,0000003  f(1,8793853) = 0,0000004

Luego ¢ = 1,879385 con todas sus cifras exactas.
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luego c € (1,8 ;2)

luego c € (1,8 ;1,9)

luego ¢ € (1,87 ;1,88)

luego ¢ € (1,879 ;1,880)
luego ¢ € (1,8793 ;1,8794)
luego ¢ € (1,87938 ;1,87939)

luego ¢ € (1,879385 ; 1,879386)
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8.5
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Ejercicios

. Efectuar en R[X] :

(a) (X2-3X+3)(X?2+3X+3),
(b) (X?+2X-1)?

3
(c) (X3+X2—X—1)(X2—2X+1)+§X+2.

. Dados f(X)=3X°-2X34+X2-5X—-1y g(X)=2X*-3X%2-X+5 € R[X], determinar:

(a) gr[f(X)+g(X)?].

(b) gr[f(X) —X?g(X)].

(c) El coeficiente principal de f(X)3 + g(X)2.

(d) El término 1ndepend1ente de f(X)5 7(X —2) g(X)2
(e) El coeficiente de X° en f(X)g(X) .

. Hallar un polinomio cuyo cuadrado es X* —2 X34+ ¢ X2 —-30X +d y calcular los valores reales

de cy d .

. Determinar a,b € R de modo tal que f(X) = g(X).

(a) f(X)=6X2+aX +b, g(X)=BX-1)(2X+1).

(b) f(X):a(XQ—X—2)+b(X—1)+g(X2—3X+4), g(X)=3X?+2X — 1.

(¢) F(X) = a(X2+ X +3) +b (X2 2X+1)—|—1—76(X2—3), g(X) = 2X — 1.

. Hallar el cociente y el resto de la divisiéon de:

(a) 2X*-3X34+4X?2-5X+6 por X2-3X+1,
(b) X2+ X+1 por X342,
() —4X3+X? por X2+X+3.

. Calcular el valor numérico de los siguientes polinomios, en los valores de a indicados:

(a) f(X)=X*-2X3+X+1, a=0.
V8

(b) f(X):ﬂXQ—?X, a=V2.

(c) f(X)=2X°—-7X3—-10X2+2X+7, a=-1.

(a) Aplicando la regla de Ruffini hallar el cociente y el resto de dividir:
(i) X*+2X3-3X%2-4X+1 por X+1,
(i) X5 por X -2,

1
(iii) X3+ X por X—|-§.
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1
(b) Dados f(X):2X5—X4+3X3—§ , 9(X)=3X"-X6+2X2% y
9 8 7 1 6 1 -
s(X)=X"-X°+5X —|—§X +1 hallar:  f(-2) , g(g) , os(=1) vy os(i).

8. Aplicar el teorema del resto y hallar las condiciones para que X" +a"™ sea divisible por X +a ,
a€R, a#0.

9. f(X) =3X>—-9X2+ kX — 12 es divisible por X — 3. Determinar cuél de los siguientes
polinomios es factor de f(X):
(i) 3X2-X +4 (i) 3X2—4 (iii) 3X? 44 (iv) 3X —4 (v) 3X +4.

10. Determinar los valores reales de a y b de modo que:

(a) Al dividir f(X) =6X%2+aX +b por g(X)=3X —2, el resto es cero y el cociente
g(X)=2X-1.

(b) 2X?2+aX +3 sea divisible por 2X — 5,

(c) X2+ aX+4 déel mismo resto al dividirlo por X +2 y X —2.

11. Hallar el m.c.d. (ménico) de los siguientes pares de polinomios:

(@) f(X)=X’-1,9¢
(b) F(X)=X’—1, g

X)=X'+X3+2X2+ X + 1.

(
(X)=X*+1.

Expresarlo en la forma d(X) = s(X) - f(X) + t(X) - g(X).

12. Hallar las raices de los siguientes polinomios:

(a) 3X*—-X%2-2 (b) X*+4X?+4

() 2X2-X -3 (d) X°+iX3+X3
(e) X2—2\fX+3 (f) X0+2X*+ X2
(g) X+ (5+2i) X +5+51

13. Determinar el orden de multiplicidad de la raiz indicada:

(a) 1 en (XZ2-1)(X3-1),

b) 0 en X3 (X3-2X%2+X),
(¢) =1 en (X2-1)(X3+1),

(d) =2 en X*+2X3+4X%2+8X,

(e) 5 en X*1-45X3+6.5%2X?-4.55X+5%.

14. Hallar las raices de los siguientes polinomios:

(a) X°+6X*+15X3+26X%+36X +24 sabiendo que o= —2 es una rafz miltiple.
1

(b) Idem para 8 X% —4X3 -10X2+9X -2 y a= 3

(c) X° + X3+ (1—1i) X2+ (1 —1) sabiendo que X2+ 1 es factor de dicho polinomio.

(d) i X*— X +1.

() X*+2X2%+4.
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15

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

ELEMENTOS DE ALGEBRA

Determinar el menor valor entero k para el cual f(X) = 2X - (kX —4) — X2 + 6 no posea raices
reales.

1 es rafz multiple del polinomio f(X) = X%~ 6X + 5. ; Cuél es su orden de multiplicidad ?
, Tiene f(X) otras raices multiples ?

Si 2 es raiz de orden 3 de un polinomio f(X) que no tiene otras raices multiples, hallar (f, f').
Mostrar que X’ 4+ X° 4+ X3 4+ 1 no posee raices multiples en R.
Hallar el valor de a para el cual X7 — aX% 4+ aX — 1 tenga a 1 como raiz triple.

Expresar el polinomio f(X) = X% — 1 como producto de polinomios ménicos irreducibles en
ClX].

Si —6i es una raiz multiple de orden 5 de un polinomio f(X) € R[X], ; cuéles son sus restantes
raices si gr f(X) =11 y su término independiente es nulo 7 Si f(X) es ménico, escribirlo como
producto de irreducibles en R[X].

Si f(X) = 8(X%2 —2)%(X —3)%(X —54)7(X + 5 4)7, hallar la descomposicién de f(X) en
irreducibles ménicos en R[X].

Hallar las raices de f(X) =2 X"+ 10 X% —4 X* —66 X3 — 32 X2 + 54 X + 36 sabiendo que —3 i
y —1 son raices. Descomponer el polinomio en producto de irreducibles sobre Q, R y C.

Hallar las raices de X% — 3X3 +5X2 — 27X — 36 sabiendo que tiene una raiz imaginaria pura.
i, Son validas las siguientes afirmaciones ?

(a) Si X3 +7X —6itiene a i como rafz, entonces —i es otra raiz.

(b) Si X3 + (1-— 2\/§)X2 + (55— 2\/§)X + 5 tiene a v/3 — v/2 i como rafz, entonces v/3 + V2 i
es otra raiz.

(c) Si X4+ (1-2v2)X3+ (4—2v2) X2+ (3—4v/2)X +1 tiene a —1 + /2 como rafz, entonces
—1 — /2 es otra raiz.

(a) Sie=cos 2% + 4 sen 2%, demostrar que:
Xl xn2 4 b X41l=(X—e)(X —€?)--- (X — 7)),
(b) Si € es una raiz primitiva de la unidad de orden n, probar que:
n=01-e(l—-e) - (1—e1.
(c) Hallar todas las raices del polinomio X" + X" 1 + ...+ X + 1.

(a) Sea f(X) € Q[X] un polinomio de tercer grado. Probar que f(X) es reducible en Q[X] si
y sélo si f(X) posee una raiz en Q. Todo polinomio de tercer grado en R[X] es reducible.
Dar ejemplos de polinomios de tercer grado en Q[X] irreducibles.

(b) Dar ejemplos que prueben que la siguiente afirmacién es falsa:
“Si f(X) € Q[X] no tiene ninguna raiz en Q, entonces es irreducible sobre Q”.

(c) Analizar la validez de la siguiente proposicién: “Si f(X) € R[X] no tiene ninguna raiz en
R, entonces es irreducible en R[X]”.

(d) Demostrar que los irreducibles en R[X] son los polinomios de primer grado y los de segundo
grado con discriminante negativo, y los irreducibles en C[X] son los polinomios de primer
grado.
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28. Encontrar un polinomio a coeficientes reales de grado minimo que posea las siguientes raices:

1

1 -
(a ) ) 3 )
(

)
b) 1 raiz triple , 217,
1 1
) 2 ) 5 9
) O raiz doble, 1—i , V2.

c) 0, —3 raiz doble ,

(
(d
29. Hallar las raices racionales, en caso de existir, de los siguientes polinomios:

(a) X?—-6X%2+15X — 14,

(b) X°—7X3-12X246X +36,

() X*—2X3-8X24+13X —

(d) 2X3-2X 12,

30. Acotar las raices reales de los siguientes polinomios:

(a) X°—X+4
(b) X3 -7X -7
() XT+X2+1
(d) X*+2X3-Xx2%2-1
31. (a) Analizar, utilizando la regla de Descartes, las raices de los siguientes polinomios:

(i) X°—-8X +6
(i) X°—6X%2+3
(iii) X2 -3X +1
(b) Determinar exactamente el nimero de raices reales positivas, negativas y complejas de los
polinomios de a).

éXG i X5 4+ 52
3 9 9
que a =14 /21 es raiz. Factorizarlo sobre Q, R y C.

1
ZXto5X3 - ;XQ — X, sabiendo

32. Calcular las raices del polinomio X7 —

33. Hallar todas las raices del polinomio f(X) =5X" —2X% —10X° +4X* — 15X3 + 6X2.

34. Hallar las rafces del polinomio f(X) = X° + 12X* + 57X3 + 134X? + 156 X + 72 sabiendo que
admite raices multiples.

35. Sea f(X) = X®—3X5—-6X3— X + 8. Determinar cual de las siguientes afirmaciones es valida.
Justificar las respuestas.

(a) f(X) no tiene raices reales.

(b) f(X) tiene exactamente dos raices reales negativas distintas.

(¢) f(X) tiene una raiz real negativa.

(d) f(X) no posee raices reales negativas, pero posee al menos una raiz real positiva.

36. Hallar el valor de a, sabiendo que la suma de dos raices del polinomio 2X3 — X2 —7X +a es 1.
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37. Hallar

(i) la suma,
(ii) la suma de los cuadrados,
(iii) el producto,

(iv) la suma de los inversos,

de las raices de los siguientes polinomios, sin calcularlas:

(a) X3+3X—1

(b) X9 —1.

() X*+ X3+ X +1.
(d) X" —1
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9 C(Calculo combinatorio y binomio de Newton

9.1

Calculo combinatorio

Consideremos los siguientes problemas:

e Una casa de electrodomésticos tiene 4 marcas diferentes de heladeras, y en cada marca, tiene tres

tamanos diferentes. ;Cudntas clases de heladeras tiene ese comercio para ofrecer a sus clientes?
La respuesta se obtiene multiplicando 4 -3, ya que hay 4 heladeras chicas, 4 medianas, y 4
grandes, esto es,

44+44+4=4.-3=12

. De cuantas maneras se pueden formar palabras de tres letras con las letras a, b, ¢, d, e, sin
repetir ninguna letra?
Consideremos el primero de los tres lugares:

a b C d e

_ 9 _ _ 9 —_—

Es claro que hay 5 elecciones posibles para llenar el primer lugar. Una vez hecha la eleccién
de la primera letra, hay 4 elecciones posibles para la segunda, y la tercera se puede elegir de 3
formas diferentes. Se tienen entonces

5-4-3=060

palabras posibles.

Estos ejemplos ilustran el llamado

Principio de multiplicacién. Si un evento puede ocurrir en m formas y un sequndo evento puede
ocurrir en n formas, el nimero de formas en las que pueden ocurrir ambos es m - n.

Factoriales

Dado un numero entero n > 0, se llama factorial de n, y se nota n!, al nimero definido de la
siguiente manera:

o =1
n! = n-(n—1)"! st n>0.
Ejemplos.
L.al=n-(n—=1)-(n—2)----- 3-2-1.

2.

3.

6!=6-5-4-3-2-1="1720.
m+1)! (n+1)n-n-1)-n-2)-----3-2-1

T nm—D -2 ...321 @t

n+2)! (n+2)-n+1)-n-(n—-1)-(n—2)-----3-2-1

(n—1) n—1)-(n—2)-----3.2-1 =(+2)-(n+1)-n.
1) (n—r+1)



150 ELEMENTOS DE ALGEBRA

En los parrafos que siguen, se tendran m objetos distintos, entre los cuales se seleccionara un
subconjunto formado por n de esos m objetos. Analizaremos diferentes casos, que dependeran de si
el orden de la eleccién es importante y de si se permiten elementos repetidos.

Variaciones

Dados m elementos distintos, una variacién de orden n de m elementos (n < m), es una seleccién
ordenada formada por n de esos m objetos.

Es decir, una variacién de m elementos de orden n (6 de m elementos tomados de a n) es una
seleccién de n objetos distintos entre los m dados, en la que importa el orden en que se eligen.

Indicaremos con V! el nimero de variaciones de m objetos de orden n.

m)!

Teorema 9.1 Vo =

(m—n)!"

Demostracién. Probaremos la férmula por induccién.

|

. . o m!

Sin = 1, el niimero de variaciones de m elementos tomados de a 1 es m. Entonces V,} =m = W
m — 1)!

Supongamos que la férmula vale para n — 1, es decir,

m!

Vit = ——
" (m—n-+1)!

Las variaciones de orden n pueden hallarse de la siguiente manera: a cada variacién de orden n — 1,
se le agrega (por ejemplo, a la derecha) uno de los m — (n — 1) = m — n+ 1 objetos que no figuran en
esa variacion.

Entonces cada variacién de orden n — 1 da origen a m — n + 1 variaciones de orden n. Luego

m! m)!

(m—n)!’

O

Ejemplos.

1. ;De cuantas maneras se pueden formar palabras de 3 letras con las letras a, b, ¢, d, e, sin repetir
ninguna?
Cada palabra es una variaciéon de 5 objetos tomados de a 3. Luego la respuesta es:
5! 5!

5T (5-3) 2

2. (a) ;Cuéntos nimeros de 3 cifras distintas pueden formarse con los digitos 1, 3, 5, 7y 97

5! 5!
3
Vs G-3) 2 5 3 =60

(b) (Cuéntos de ellos empiezan con 17

41 41
2 4.9 —
V; _7(4_2)!_2!_4 3=12.
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(¢) {Cuéntos terminan con 377

3! 3!
Vi= S =" =3
ST @BE-1) 2

3. Se desea hacer una apuesta en una carrera de caballos seleccionando los 3 caballos que ocuparin
los 3 primeros puestos al finalizar la carrera. Si en ella participan 9 caballos ;De cuantas formas
se pueden elegir los 3 primeros caballos?

9 ol
3 _ — — —
V=g g ST 0

4. Un candidato debe visitar 8 ciudades antes de las elecciones. Sin embargo, sélo dispone de
tiempo para visitar 3 de ellas. j;Entre cuantos itinerarios diferentes tiene para elegir?

8! 8!
3 _ _ _ —

5. ;Cuédntos ntimeros naturales menores que 1000 tienen digitos diferentes?
El problema puede separarse en tres casos:

(i) Ntmeros con un digito: Vg = 9.
(ii) Ntmeros con dos digitos: V3 — Vg = 81.
(iii) Ntmeros con tres digitos: V3 — V& = 648.

Luego hay 9+ 81 + 648 = 738 ntmeros menores que 1000 con digitos diferentes.

El ejemplo anterior ilustra el principio de adicion: si los eventos a ser contados estin separados
en casos, el numero total de eventos es la suma de los numeros de los distintos casos.

Si n = m, las variaciones de m objetos tomados de a m se llaman permutaciones de orden m, y se
nota P,,. Entonces
m
P, =V, =ml

Ejemplo. ;De cuintas maneras se pueden sentar 5 personas en una fila de 5 asientos?

Ps =51 =120

Variaciones con repeticion

Dados m objetos o elementos distintos, se llama variacion con repeticion de orden n de esos m
objetos a toda sucesién formada por n (no necesariamente distintos) de los m objetos dados.

En este caso, no es necesario que n < m.

/ 7 . . . . 7 .
Notaremos V,* al nimero de variaciones con repeticién de m objetos tomados de a n.
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Teorema 9.2

'n _ .. n
V., =m"

Demostracion. Haremos induccién sobre n.

. n 1
Sin =1es claro que V,, =m=m".

Sea n > 1 y supongamos que la férmula vale para n — 1. Probémosla para n.

El razonamiento es similar al de la demostracién del teorema anterior. Cada variacién con repeticién
de orden n — 1 da origen a m variaciones con repeticion de orden n agregando a la derecha cada uno
de los m elementos disponibles. Luego

/ Fon —
vi=Vnr Lom=m" 1 m=m"

O
Ejemplos.

1. ;Cuéntas patentes de automévil de seis simbolos puede haber si cada patente comienza con 3
letras y termina con 3 digitos ?
Tanto las letras como los digitos pueden repetirse. Como hay 27 letras en el alfabeto y 10 digitos,

tenemos
Vo2 Vi3 =273 .10°

2. ;De cudntos codigos de tres digitos dispone una compania telefénica, si no hay restricciones para
los digitos? ;Cuéantos, si el primer digito no puede ser 07

Vid =10° = 1000, V{3 — V;g = 10% — 102 = 900.

3. Determinar la cantidad de posibles nimeros de siete digitos si los tres primeros no pueden ser
cero y

(a) puede emplearse cualquier digito para el resto de los lugares.
Ve®  Vig
(b) todos los digitos tienen que ser impares.
V5’ 7
(c) el primer digito tiene que ser impar e ir alterndndose entre pares e impares.
Vid 4. v
(d) no puede repetirse ningin digito.

Vip=3-Vg 6 VgV

Combinaciones

Dado un conjunto A con m elementos, se llama combinacion de orden n (n < m) de esos m
elementos a todo subconjunto de A con n elementos.

En una combinacién no se permiten repeticiones, pero no interesa el orden de los objetos.
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El nimero de combinaciones de m objetos tomados de a n se nota C7,.

Ejemplo. Calculemos Cf. Segtin la definicién, C3 es el niimero de subconjuntos con 3 elementos de
un conjunto con 4 elementos. Sea entonces A = {z,y,z,t}. Los subconjuntos de A con 3 elementos
son:

{x,y,z}, {x,y,t}, {xvzvt}7 {y,z,t}.

Luego C3}=4.

Teorema 9.3
on % _ m)!
™ P, nl-(m-—n)l

Demostraciéon. Si A tiene m elementos, cada subconjunto de n elementos de A puede ser ordenado

de n! maneras distintas. Luego,
Vi=n!-CI =P, -C/,

m
0 sea,
oo Va _ m!
™ P, nl(m—n)
O
Ejemplos.
1. (a) ;Cuédntas comisiones de 5 personas se pueden formar a partir de un grupo de 4 mujeres y
5 hombres? o 0.8.7.6
c3 = — 1.

ST BI9—5)  4.3-2
(b) (Cuéntas de las comisiones anteriores estan formadas por 3 mujeres y 2 hombres?

4! 5!
31(4=3) 2(5—-2)

-4
c}-C2 = 4-57:40.

2. Una encuesta consta de 7 preguntas, de las cuales el encuestado debe contestar 4 y omitir 3, a
su eleccién. ;De cudntas maneras puede hacer la eleccién?
4 7! 7-6-5

CEamon T 32

3. El Consejo Departamental de cualquier Departamento Académico de la UNS consta de 12 miem-
bros: 6 profesores, 2 graduados y 4 alumnos. ;De cudntas maneras se puede formar una comisién
de 6 miembros si:

(a) debe estar integrada por al menos 2 profesores, al menos 1 graduado y al menos 2 alumnos?
Las posibilidades son: 2 P,1G, 3 A
2P 2G,2A
3P 1G, 2 A

Calculando cada nimero por separado y luego sumando, obtenemos:

C2.0Y.C3+C2.C2.C2+C3-C3-CF.
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(b) la tinica condicién es que al menos uno de los 6 sea un profesor?
Los diferentes casos son: 1 P, 5 entre Gy A
2 P, 4 entre Gy A

Entonces la respuesta es:
Cg-Co+C2-Cg+---+Cg - Cg+C§.

4. jDe cuantas maneras puede un socio de un Club emitir su voto para elegir una terna de Presi-
dente, Vicepresidente y Secretario, si hay 4 candidatos para Presidente, 3 para Vicepresidente y
5 para Secretario si puede dejar a lo sumo uno de los cargos en blanco?
Los siguientes términos corresponden respectivamente a: ningin cargo en blanco, el cargo de
Secretario en blanco, el cargo de Vicepresidente en blanco, el cargo de Presidente en blanco:

Ci-C3-Ca+Ci-C3+Cp-Ci+C5-Ch.

La siguiente propiedad es inmediata:
cy =Cp.

En efecto, para cada eleccion de n objetos, queda determinado un conjunto de m — n objetos, los
objetos no seleccionados. Luego el nimero de maneras de elegir n objetos es el mismo que el niimero
de formas de elegir m — n objetos.
m!
Ejercicio. Probar la propiedad anterior usando que C}', = T aa—
n!-(m—n)!

Consideremos ahora el siguiente problema: ;De cuantas maneras es posible sentar n personas a
una mesa redonda? (Se considera que dos ordenamientos de personas en una mesa redonda son iguales
si cada uno tiene a las mismas personas a la derecha y a la izquierda en ambos ordenamientos).
Teniendo en cuenta que cada posible ordenamiento de esas n personas no cambia si cada una de esas
personas se mueve, por ejemplo, un lugar a su derecha, dos lugares a su derecha, etc., podemos fijar
una persona en uno de los lugares y ordenar las otras alrededor de la mesa. Entonces se tendran
(n—1)(n—2)(n—3)-----3-2-1=(n—1)! posibles ordenamientos.

Ejemplos.

1. ;De cuantas maneras se pueden sentar 5 personas a una mesa redonda? ;Y si dos personas estan
enemistadas y no deben ocupar asientos adyacentes?

Py=41=24, P,—2.Py=12.

2. jCuantas pulseras de 14 perlas se pueden fabricar con 14 perlas diferentes?

Pz 13!

2 2

3. ;De cuantas maneras se pueden sentar 4 hombres y 4 mujeres alrededor de una mesa redonda,
si no debe haber dos hombres juntos?
Ps- Py
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Combinaciones con repeticién

Consideremos el siguiente ejemplo: ;Cuantos grupos de 2 letras se pueden formar con las letras
a, b, ¢, d sise pueden repetir letras?

aa, ab, ac, ad, bb, bc, bd, cc, cd, dd.

7 . . . .7 . ’d /
El nimero de combinaciones con repeticién de m objetos tomados de a n se notara C,.

La férmula siguiente reduce el calculo del ntimero de combinaciones con repeticiéon al caso de
conbinaciones sin repeticion.

Teorema 9.4
'n _
Cm - Ym+4n—1-
Demostracién. Sean ai, ag, ..., a;, m objetos. Sean ¢y, co, ..., Cmin—1 Mm+n—1 objetos distintos.
Sea a;, a;, . ..a;, una combinacién con repeticién de los m objetos tomados de a n, y supongamos que
los indices estan ordenados de menor a mayor. A cada combinacién con repeticién
Aj 1 Qjy - - - Qg

n

le vamos a asociar la siguiente combinacién (sin repeticiéon) de orden n formada con los elementos cq,

C2y vy Cm4n—1-
Ci1Cis+1Ciz+2 - - - Cipy4n—1-
(Sumamos 0, 1, 2, ..., n — 1 a los subindices i1, i9, i3, ..., in, respectivamente).
Reciprocamente, cada combinacién de los m + n — 1 objetos c¢1, c2, ..., ¢ymyn—1 tomados de a n
determina una combinacion de aq, asg, ..., a;, restando 0, 1, ... , n — 1 unidades a los subindices.
Luego
'n _ m
Cm - Ym+n—1-
O
’ . l2 2 5!
Asi, por ejemplo, C,° =Cs = TR 10.

Ejemplo. Un automovil tiene 8 sistemas basicos. Se efectiia una prueba con 5 automéviles similares
para determinar qué sistema falla primero. ;Cudntos resultados son posibles? (El orden en el que se
prueban los automdviles es irrelevante).

12!

085 == C?Q - W - 792

Permutaciones con repeticién

Supongamos que tenemos 4 anillos marrones, 1 anillo blanco y 1 anillo verde, y queremos saber
cuantas ordenaciones distinguibles se pueden hacer con esos 6 anillos.
Con estos 6 anillos se pueden formar 6! ordenaciones, aunque es claro que varias de ellas tendran la
misma apariencia. Asi por ejemplo, una ordenacién como M BM MV M es una de las 4! ordenaciones
indistinguibles que se obtienen al permutar entre si los 4 anillos marrones. En consecuencia, se debe
dividir por 4! el nimero total de ordenaciones, esto es, el nimero de permutaciones distinguibles es

6!
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Este resultado vale en general: dado un conjunto con m elementos, entre los cuales hay ki elemen-
tos iguales entre si, ko elementos iguales entre si, ... , k. elementos iguales entre si, el nimero de
permutaciones distinguibles de esos m elementos es:

k17k27~"7kr
Pm

Ejemplos.

1. ;De cuantas maneras diferentes es posible escribir las letras de la palabra Mississippi? ;Y las
letras de la palabra Abracadabra?

11! 11!
4,42 5,2,2
P 4141020 P ~5l.20.21

2. ;En cudntas formas puede un profesor asignar 6 calificaciones A, 5 calificaciones B, 7 C, 3 D
y 1 F en un grupo de 22 alumnos?
po:5.7.3
22

3. (De cuintas maneras pueden dividirse 9 mujeres en 3 grupos de 2, 3 y 4 mujeres para habitar
los cuartos rojo, verde y azul, respectivamente?

2,3,4
Fy

4. ;De cudntas maneras puede un equipo de futbol ganar 7 partidos, perder 2 y empatar otros 2 si
van a efectuar 11 partidos?
pr22
11

5. ;Cuantas senales diferentes se pueden hacer con 6 banderas, utilizando 3 banderas blancas, 2
banderas rojas y 1 bandera azul?
p?

6. ;De cuantas maneras diferentes puede ser escrito a®b* sin utilizar exponentes? Sugerencia: una
manera es aaabbbb.
3,4
P?

9.2 FEl desarrollo binomial

El desarrollo binomial es una férmula que permite calcular cualquier potencia entera positiva de un
binomio. Esta férmula se conoce con el nombre de binomio de Newton (Isaac Newton, 1642 - 1727)
aunque ya era conocida por Tartaglia, matematico italiano del siglo XVTI.

Antes de indicar el desarrollo de (a + b)"™, introducimos los nimeros combinatorios:

. m! . . .
Los niimeros de la forma ﬁ, m,n € Z, 0 <n <m, sellaman niimeros combinatorios.
nl(m —n)!

Se utiliza la siguiente notacion:
m\ m!
n)  nl(m-—n)
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m se llama el numeradory n el denominador.

La siguiente importante propiedad de los nimeros combinatorios ya fue probada (recordar que

cn =Cm—n):
()= (")

Otra propiedad 1til de estos ntimeros es la siguiente:

()=o) (")

m—1 m—1) (m—1)! (m—1)!
(n—1>+< n > N (n—l)![m—l—(n—l)]!+n!(m—1—n)!
(m—1)! (m—1)!

(n—1D!(m-n)!  nlim—-—n-1)!
n-(m—1'+(m-—n)-(m—1)!
n!-(m—n)!

En efecto,

m-(m—1)!
- n!-(m—mn)!
m!

n!-(m—mn)l

Veamos ahora el desarrollo binomial.

Si desarrollamos algunas de las primeras potencias de a + b, obtenemos

)} = a+b
)2 = 4?4+ 2ab+ b?
a+0)? = a®+3d%b+ 3ab® + b
= a4+ 4a®b + 647V + 4ab® + b

que podemos escribir:

(a—l—b)1 =

()

(a+b)? = (§>a2+ ) ab+<2 b?
()
(o)

(a+b)? =

(a+b)t =

En general, se tiene:
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Teorema 9.5

n n n n n n
b)" n n 1b1 n 2b2 n kbk p 1 pn

= Xn: (Z) a" R,

k=0

Demostraciéon. Haremos la demostracién por induccién sobre n.
La férmula es claramente valida para n = 1.
Sea n > 1 y supongamos que la féormula vale para n — 1. Probémosla para n.

n—1

(a+b)"” = (a+b)-(a+b" = (a+b)- Z_: <" ; 1) - 1-kpk
k=0

Yn—1 gy
- n—kpk - n—1—kpk+1

< i >a b* + E < I >a b

k=0 k=0
n—1 -1 2 -1 n—1

_ - n - n—kik - n—1—kpk+1 - n
= b b b".

( 0 >a —i—kE:l( i )a +]§:0< i >a +<n—1>

Haciendo ¢ = k + 1 en la segunda sumatoria, se tiene k =t —1 y si 0 < k < n — 2, entonces
1 <t <n-—1. Entonces esa suma puede escribirse

n—1
Z <” - 1) anftbt’
t—1

t=1

n—

que podemos igualmente notar, cambiando el nombre de la variable,

n—1

n—=1\ k&
z(k_l>a b
=1

Entonces
n in—1 gy
n o __ n - n—k1k - n—k1k n
(a+b)" = (O)a + ( L >a b +Z<k_1> b +<n>b
k=1 k=1
n Arn—1 n—1 n
_ n - - n—kipk n
= (o) X" )+ oo ()
k=1
n—1
n n n n—kik n\n
= b b
()X ()t ()
k=1
_ Z(Z)an—kbk
k=0
O

El tridngulo de Pascal

La disposiciéon triangular de niimeros que se da a continuacion recibe el nombre de tridngulo de
Pascal (o de Tartaglia). Cada linea estd formada por los coeficientes binomiales del desarrollo de
(a+b)", paran =0, 1, 2, ... Exceptuando los extremos, cada niimero es la suma de los niimeros
que estan arriba de él.
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n=20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1

-1 -1
La relacién (n) = <n i ) + <Z 1) justifica la regla de formacion de la tabla anterior.
Ejemplos.

1. Desarrollar (2a + b)%.

4

(2a+b)* = Z(i)(za)4—kbk

= k(g) (2a)* + (?) (2a)®b + <;l) (2a)?b* + @) 2ab® + Ci) bt

4
Reemplazando los coeficientes (k) segun la linea que corresponde a n = 4 en el tridngulo de

Pascal y resolviendo, resulta
(2a + b)* = 16a* + 32a3b + 24a2b* + 8ab® + b?.

2. Hallar los primeros 2 términos del desarrollo de (2 — 5y)® en potencias decrecientes de .

5 )
Los dos primeros términos del desarrollo de (2x — 5y)° son <0) (2z)° y <1> (2z)* - (—=5y), esto
es, 322° y —400z%y.

1
3. Hallar el sexto término del desarrollo de (§$ — 2y)® en potencias decrecientes de .

El sexto término se obtiene para k = 5 en la expresion

> (5) (1) ot

<§> <;x>3 (—2y)® = —2242%y.

4. Criterio de divisibilidad por 11. Un ntmero entero es multiplo de 11 si la suma algebraica
alternada de sus cifras es multiplo de 11.
Escribamos

El sexto término es, entonces,

a=anan_1...a100 = anl0™ + a,_110""1 + ... 4+ a110 + ag
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=a,(11 = 1)"+a,_1(11 = 1)" 1+ .. +a;(11 = 1) 4 ag

n n—1
— T\ qn—k k =1\ 1ok k
_G”Z<k>11 (=1) +an—1kzo< i >11 (=D 4+ ... 4+a (11 = 1) + ag.

k=0

n

n

Todos los términos de Z ( k:) 11k (—1)k son multiplos de 11, excepto el que corresponde a
k=0

k =n, y lo mismo sucede con las otras sumas. Luego, agrupando, podemos escribir

a=11-t+ (=D)"an + (=1)" a1 + ...+ (—1)ay + ao.

Luego 1l1|a & 11|ap—ai+az— ...+ (—1)"ay,.
Asi por ejemplo, 35486 en multiplo de 11, ya que 6 — 8 +4 — 5+ 3 = 0, que es multiplo de 11.

5. Criterio de divisibilidad por 3. Un nitimero entero es multiplo de 3 si la suma de sus cifras
es multiplo de 3.
Escribamos

a4 = anan_1-..a100 = ap10™ + ap_110" 1 4+ ...+ a110 + ag

=a, 94+ D" +an 19+ )" 4+ a1 (9+1) +ag

n—1

n
ny\ ,_ n—1\ ., 1_
= an Y <k>9”’“-1k+an1§ ( ) >9” ko h a9+ 1) + ao.
k=0 k=0

Con el mismo razonamiento del ejemplo anterior, podemos escribir
a=9-t4+a,+an_1+...+a1+agp.

Luego 3|a < 3|ag+ai+as+...+ap.

Ejercicios.

1. Probar que (g) + (’;) + (Z) P (Z) _on
2. Probar que (g) — <Tll> + <Z> e (=D)n <Z> —0.

3. Probar que el nimero de subconjuntos de un conjunto con n elementos es 2.

9.3 Las permutaciones como transformaciones

Dado un conjunto con n elementos, que, sin pérdida de generalidad, podemos notar A,, = {1,2,...,n},
vamos a considerar las n! permutaciones de esos n elementos.

Dar una permutacion de esos n elementos equivale a reordenarlos:

k17k2a"'akn7
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donde cada elemento k; es uno de los elementos 1,2,...,n, y para i # j, k; # k;. Podemos asociar,
entonces, a cada permutacion del conjunto A,, la funcién o : A,, — A, tal que o(i) = k;, que es una
funcioén biyectiva que suele representarse en la forma:

o — 1 2 3 ... n
\ k1 ko k3 ... ky
Reciprocamente, toda funcién biyectiva o de A, en A,, que podemos representar en la forma anterior,
define una permutacion de A,,.

Ejemplo. Sea n = 3. Todas las permutaciones de As las podemos representar por las siguientes

biyecciones:
/1 2 3 /1 2 3 G123
“\1 23/ %1 32/)"7\ 21 3

/1 2 3 s_(123 /1 3
T=\2 3 1) % (31 2/ 3 1

Pensando a las permutaciones como funciones biyectivas, podemos hablar de la composicion de
permutaciones y de la permutacién inversa de una permutacion.

, : . (1 2 3 1 (1 2 3\ _
As1,eneleJenrlploamtemor,aoe(2 3 1), o (2 3 1)7

NI )

Definicion 9.6 Llamaremos trasposicion a una permutacion que intercambia dos nimeros y deja fijos
los demds.

Ejemplos.

3 2> es una trasposicion de As.

1 2 3 4 5
2. [3-(1 9 4 3 5) es una trasposicién de As.

1 2 3 4
3.y = <3 9 1 4> es una trasposicién de Ay.

Para indicar una trasposicién se adopta una notacién mas sencilla, que consiste en escribir en-
tre paréntesis sélo los dos nimeros que se intercambian entre si, ignorando el resto. Asi, las tres
trasposiciones del ejemplo anterior se escriben:

a=(23), =(34), v=(123).
Si o es una trasposicién que intercambia los niimeros k; y k;, entonces notaremos o = (k; k;).

Observemos que la inversa de una trasposicién o es la misma trasposicion o, como resulta en forma
inmediata de la definicién.

Vamos a probar ahora el siguiente importante resultado:
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Teorema 9.7 Toda permutacion de Ay, n > 2, se puede expresar como una composicion de trasposi-
ciones.

Demostraciéon. Vamos a hacer la demostracion por induccién sobre n.

1 2
Para n = 2, la propiedad vale porque en I hay solamente dos permutaciones: ¢ = < 1 2> y

1 2 C .
o= (2 | ) o vyaesuna trasposicién, mientras que ¢ = o o 0.

Supongamos que el teorema vale para n = k, (k > 2), esto es, cualquier permutacién de k elementos
se puede expresar como una composicién de trasposiciones.

Probemos que vale para k+ 1. Sea o una permutacién de k+ 1 elementos. Analicemos el tranformado
del elemento k 4+ 1 por medio de o, es decir, o(k + 1). Si o(k+ 1) = k + 1, entonces o deja fijo el
elemento k+ 1, y puede, por consiguiente, ser considerada como una permutacién de k elementos, que
por la hipétesis inductiva, es una composicién de trasposiciones. Supongamos ahora que o(k+1) = j,
con j # k + 1. Consideremos la trasposicién 7 definida por 7 = (5 k+1). Entonces (too)(k+1) =
T(o(k+1)) =k+ 1,y por lo tanto 7 o o es una permutacién de k elementos. Por hipdtesis inductiva,

TOO =T10720...0T,

donde las 7; son trasposiciones.
Luego
027_107'107'20...07'7«

que es una composicién de trasposiciones, como queriamos probar. O

(

Definicion 9.8 Una permutacion o de A, se dice un ciclo de longitud v si o deja fijos n—r elementos
de A, y alos r restantes los permuta de la siguienta forma: o(ky) = ko, o(ka) =ks, ..., o(kr—1) =
kr, o(k.) = k.

Ejemplo.

D W
NN
— Ut

g) = (15)(26)(23) = (15)(1 4)(14)(26)23).

ot =
w N

Notaremos o = (k1 ka k3 ...kr—1 ky).

Es claro que toda trasposicién es un ciclo de longitud dos.

Ejemplos.

1
(!

2. (1 2345 6> es un ciclo de longitud 5, que escribimos (2 3 6 5 4).

[\S]

3 4

6 3 6) es un ciclo de longitud 4, que escribimos (1 4 3 6).

1

\V)
ot Ot

1 3 6 2 4 5

Dos permutaciones o y 7 de A, se dicen disjuntas si el conjunto de elementos que mueve o es
disjunto del conjunto de elementos que mueve 7.

1 2 3 4 5 6

53 92 1 4 6>,resultaque

Si consideramos el ejemplo o = (

o= (154)(23),
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es decir, o se escribe como una composicién de ciclos disjuntos. En particular, el hecho de ser disjuntos
hace que se puedan conmutar al hacer la composicion, esto es,

o= (154)(23)=(23)(154).

Este ejemplo ilustra el siguiente resultado:

Toda permutacion de A, distinta de la permutacion identidad, se puede escribir como una composicion
de ciclos disjuntos de longitud > 2. FEsta descomposicion es unica, salvo por el orden en que se haga
la composicion.

Permutaciones pares e impares

Dada una permutacion o de A,

(1 2 3 ... n
T\ ky ke ks ... K,

se dice que dos elementos k; y k; forman inversion si i < j pero k; > k;.

(12 3 45
77\4 2 5 1 3

forman inversion 4 y 2,4y 1,4y 3,2y 1,5y 1,5y 3. Esta permutacién presenta 6 inversiones.

Por ejemplo, en la permutacién

El nimero de inversiones de una permutacion se obtiene comparando cada nimero de la fila de
abajo con los que le siguen.

Hay una forma muy simple de contar el niimero de inversiones de una permutacién. Si unimos con
un segmento cada nimero de la primera fila con el mismo ntimero de la segunda, entonces se tiene que
dos segmentos correspondientes a dos niimeros distintos se cortan solamente si esos nimeros no estan
en su orden natural en la segunda fila, es decir esos nimeros forman una inversién. Por lo tanto, para
contar el nimero de inversiones de una permutacion, basta contar el niimero de intersecciones de esos
segmentos.

Ejemplo. Hallemos el niimero de inversiones de la permutacion

/1 2 3 45
97=\4 2 5 1 3

Hay 6 puntos de interseccién. Luego la permutacién dada presenta 6 inversiones.

Definicion 9.9 Una permutacion se dice de clase par si el numero de sus inversiones es par, iy Se
dice de clase impar si el numero de sus inversiones es impar.
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El método grafico dado para determinar el nimero de inversiones de una permutacion, puede
utilizarse para probar las siguientes propiedades:

1. Toda trasposicion es una permutacién impar.

2. La composicién de una permutacion cualquiera con una trasposicion cambia la paridad de la
permutacion, esto es, si ¢ es una permutaciéon par y 7 es una trasposicion, o o 7 es impar, y si
0 es impar, o o T es par.

Teorema 9.10 Dada una permutacion o de Ay, el numero de factores de una expresion cualquiera
de o como composicion de trasposiciones tiene la misma paridad que el numero de inversiones de la
permutacion dada.

Demostracién. Sea s el nimero de inversiones de la permutacién o y sea 0 = 7. 0--- 07907y
una expresion de o como composicién de trasposiciones. Podemos pensar que comenzamos con la
permutacién identidad, y cada vez que se aplica una trasposicién 7;, se intercambian entre si dos
elementos de la segunda fila. Al cabo de este proceso se habran producido r cambios de clase de esa
permutaciéon. Entonces la paridad de r debe coincidir con la de s. O

1 2 3 4 5
4 2 5 1 3
consecuencia, par. Una expresién de o como composicién de trasposiciones es o = (1 4)(3 5).

Ejemplo. Vimos que la permutacion o = < ) presenta 6 inversiones, y es, en
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9.4

1.

2.

4.

8.

Ejercicios
!
Calcular: V2, V;2, Ps, P2°, C2, CS,.

(a) ;Cudntos numeros de 4 cifras pueden escribirse con los digitos 1, 2, 3, 5, 7, 8 y 9 de modo

que no haya cifras repetidas en cada nimero?
;Cuéntos son multiplos de 27

JEn cuantos figuran sélo cifras impares?
,Cuantos son nimeros menores que 7.0007

(b) Resolver el mismo problema si se admiten nimeros con cifras repetidas.

]Rta.: 2.401, 686, 625, 1.372

(a) ;Cudntos nimeros de 4 cifras pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 47 |Rta: 256

(b) ;(Cuédntos nimeros pares de 4 cifras pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 47 |Rta: 128

(¢) ¢(Cudntos nimeros de 4 cifras distintas pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 47 |Rta: 24
)

(d) ¢{Cuéntos nimeros de 5 cifras, capicias, pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 87 |Rta: 512

Si en un colectivo hay 10 asientos vacios, jde cudntas formas pueden sentarse 7 personas?

Rta: 604.800

(a) ;Cuantas palabras de cuatro letras (no repetidas) se pueden formar con las letras de la

palabra GRUPO? |Rta: 120
(b) ;(En cudntas figura la letra G?

(c) (En cudntas palabras las vocales ocupan los dos primeros lugares y las consonantes los dos

ultimos? |Rta: 12
(d) De las palabras del inciso a), jcudntas terminan en R? |Rta: 24

. {Cuédntos nimeros de cuatro digitos, multiplos de 4, se obtienen utilizando los digitos 1, 2, 3,

4, 5, con y sin repeticién de los mismos? |Rta.: 125, 24

Recordemos que un ntimero entero abcd es multiplo de 4 si y sélo si el entero cd es multiplo
de 4. Si los digitos no se repiten las posibilidades son:

.32, __12, __52, __24
Se tiene entonces que N = 4.V32 =432 = 24.

Si se permiten repeticiones se tienen las siguientes posibilidades :
.32 12, 52, _ _24, 44
Por lo tanto N = 5.V32 = 5.25 = 125.

. De cuantas formas pueden fotografiarse 6 chicas y 7 chicos puestos en hilera de manera tal que
nunca aparezcan juntas dos personas del mismo sexo? ’Rta: 3.628.800

.Y si tenemos 7 chicas y 7 chicos? ’Rta: 50.803.200‘

(a) ;/Cudantos polinomios de 5° grado se pueden escribir con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8, 97 |Rta: 900.000
b) ¢(Cudntos del inciso (a) son ménicos y con término independiente primo? | Rta: 40.000
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

ELEMENTOS DE ALGEBRA

c¢) ¢En cudntos del inciso (a) 0 es raiz simple ?, ; y doble? ’ Rta: 81.000; 8.100

. En una Universidad en la que hay 18 carreras distintas, 5 hermanos decidieron inscribirse de

modo que no haya dos anotados en la misma carrera.

(a) ;De cuantas maneras pueden hacerlo? |Rta.: 1.028.160 ]

(b) (De cuéntas, si uno de ellos no quiere estudiar ingenierfa civil? |Rta.: 971.040

. De cuantas formas se pueden sentar 8 personas alrededor de una mesa circular? |Rta: 5.040

,, Cudntas pulseras podemos confeccionar con 8 perlas distintas 7 | Rta: 2.520

Sea A un conjunto con 5 elementos y B uno con 9 elementos.

; Cudntas funciones se pueden definir de A en B? |Rta.: 59.049
;,Cuantas inyectivas? |Rta.: 15.120

En general, jcudntas funciones se pueden definir de un conjunto A con n elementos en uno B
con m elementos? ;Cuantas funciones inyectivas, si n < m? Si n = m, jcudntas biyecciones
hay de A sobre B?

;Cuantas banderas se pueden hacer con 3 bandas verticales con los colores rojo, blanco, azul y
verde?

La pregunta equivale a determinar el niimero de aplicaciones de un conjunto de 3 elementos
(bandas) en un conjunto de 4 elementos (colores). Se tienen entonces 43 = 64 banderas distintas.

. Cudntas posiciones hacen falta para hacer (al menos) un millén de llaves diferentes? Las llaves
se construyen haciendo incisiones de profundidad variable en distintas posiciones. Supongamos
que hay 8 profundidades posibles.

Sea m el nimero de posiciones. Queremos que la cantidad de funciones del conjunto {1,2,...,m}
en {1,2,...,8} sea mayor que 10°. Ahora bien,

28 = 256, luego 2% -4 > 103, esto es, 2! > 10%. Entonces 2%° > 10°, y 22! =87 > 10°,
luego hacen falta 7 posiciones.

;De cuantas maneras es posible alinear 13 signos + y 8 signos — sin que haya dos signos —

juntos?

;,Cuantos enteros positivos de 5 cifras hay que utilizan sélo los digitos 1, 2 y 3, y usan por lo

menos una vez cada uno de los digitos mencionados? |Rta: 150

;De cudntas formas se pueden permutar las letras de la palabra PARALELISMO?, ;y sin
cambiar el orden relativo de las vocales? |Rta: 9.979.200; 166.320 ‘

En un edificio que tiene 8 pisos viajan en el ascensor 5 personas.

(a) ;De cudntas maneras diferentes pueden bajarse esas 5 personas? |Rta.: 32.768
(b) (De cuéntas si no bajan 2 en el mismo piso? |Rta.: 6.720

(Entre cuantas rutas puede optar un alumno para ir a la U.N.S. (ubicada en B) desde su casa
(ubicada en A) sabiendo que utiliza caminos de longitud minima? |Rta: 210
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

® U

Ae

;Cuantas diagonales tiene un tridngulo?, ;cuantas un cuadrado?, ;y un octégono?. Determinar
el nimero D(n) de las diagonales de un poligono regular de n lados.

n(n —3)

Rta: D(n) = 5

Sobre una mesa hay 13 libros distintos: 5 tienen tapas rojas, 5 azules y 3 verdes. ;De cuantas
formas distintas pueden ser colocados en un estante si:

(a) Se desea que los de un color estén juntos? |Rta.: 518.400

(b) Se desea que los de un color estén juntos, los rojos estdn numerados por tomos y se respeta
la numeracién? |Rta.: 4320

Los 5 libros rojos se ubican juntos en un estante de 5! formas, los azules de 5! formas, y los
verdes de 3! maneras. Si ademés consideramos la posicién relativa de los colores se tiene que el
nimero buscadoes N = P;.P5.P;.P3 = 3!.51.5!.3! = 518.400.

Para la solucién del inciso (b) basta con no permutar los libros rojos. Obtenemos entonces
N = P;3.P;.P3 = 3!.5!.3! = 4.320.

;,Cuantas palabras de 5 letras no repetidas pueden formarse con las letras F, L, O, R, E, N, C,

Iy A de modo que aparezcan en ellas 2 vocales y 3 consonantes 7 | Rta.: 7200

;, Cuantos equipos de fitbol de pueden formar con 18 jugadores? |Rta.: (ﬁg)

;,Cuantos equipos de futbol se pueden formar con 1 arquero, 4 defensores, 4 mediocampistas y
2 atacantes si hay 3 arqueros, 6 defensores, 5 mediocampistas y 4 atacantes? |Rta.: 1350

. Cudntos paralelogramos hay determinados por 8 restas paralelas y 6 paralelas (no paralelas a
las anteriores)? |Rta.: 420

De un conjunto de 7 payasos, 5 malabaristas y 4 magos:

(a) ;De cudntas maneras se puede seleccionar un conjunto de 5 personas de modo que lo

integren 2 payasos, 2 malabaristas y un mago? |Rta: 840

(b) {De cuéntas maneras se puede seleccionar un conjunto de 5 personas si deben integrarlo a

lo sumo 3 payasos y por lo menos 2 magos? |Rta: 1.596

Una mujer tiene 11 amistades.

(a) ;De cuantas formas puede invitar a 5 de ellas a comer? |Rta: 462
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(b) ¢{De cuéntas maneras si dos de las amistades son marido y mujer, y si asisten lo hacen

juntos?

(¢) (De cudntas maneras si dos de ellas no se hablan y no asistiran juntas? |Rta: 378
28. En un plano hay 12 puntos no alineados de a tres, excepto 5 que lo estan. Calcular:

(a) El ntimero de rectas que determinan. |Rta: 57

(b) El nimero de tridngulos que poseen un lado sobre la recta determinada por los cinco puntos

alineados.
(c) El nimero de tridngulos que forman. |Rta: 210

29. Una baraja de 40 cartas tiene cuatro palos, en cada uno de los cuales hay 10 cartas numeradas
1, 2, ..., 9, 10. Calcular el niimero de formas en que se pueden elegir 5 cartas de modo que
resulten:

(a) Cinco cartas de un palo.

(b) Cinco cartas consecutivas de un palo.

(c) Cinco cartas numeradas consecutivamente.

(d) Cuatro cartas de las cinco con los mismos niimeros.

30. Determinar el valor de n para el cual:

@) -5(3)
(b) 6V2 — V2 = (P — 93)n.
0 () () m

n n2 —

31. Demostrar que:
n n n\ 3
(a) <1> +6<2> —|—6<3) =n°.
n n—=k P n
b = .
o (1) G0 =0 6)
32. Al utilizar la férmula del binomio :

(i) {Qué se deduce si a=b=17
(ii) Si b= —a =1, ;qué férmula se obtiene?

(iii) Probar, usando (i) y (ii) que:

() ¢ () () e
() ()« G) e

33. Hallar el 5° término del desarrollo en potencias crecientes de x de (az+5y%)>. ’ Rta: 25a* 2ty

2
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34. Hallar los coeficientes a y b en el desarrollo (1 —4z)® =1+ax+ba? +---
Rta: a = —32; b = 448

1\ 10
35. Hallar el coeficiente de z? en el desarrollo <a: + 2) .
x
1\ QA10\ 4 (1N K10 o 1
Cra) =2 (&) =g e

k=0 k=0

10\ 1
Si 2k — 10 =4 entonces k =7, y por lo tanto ( . ) 3 = 15 es el coeficiente buscado. ;Cual
es el coeficiente de 2® en el mismo desarrollo?

36. Hallar el coeficiente de:

(i) 2345 en el desarrollo de (= +y)°.

(ii) 2™ en el desarrollo (2% + 2z)™.

3 n
37. Hallar el exponente del binomio <2 -2 x3> , sabiendo que el undécimo término del desarrollo
T
es un polinomio de grado 10. |Rta: 20

1 n
38. En el desarrollo de <:E VvV + 4> el coeficiente del tercer término es mayor que el coeficiente
x

del segundo término en 44 unidades. Hallar el término que no contiene = . |Rta: 165



10 Sistemas de ecuaciones lineales, matrices y determinantes

10.1 Matrices

Una matriz m x n (o de orden m X n) es un cuadro de nimeros con m filas (horizontales) y n
columnas (verticales):

ail ai2 e Aln

a1 a2 o a2n
A= . . )

aml AaAm2 - Oamn

Si m = n, A se dice una matriz cuadrada de orden n. El nimero a;; es el elemento de la matriz que
esta en la fila 7 y en la columna j.

A veces usaremos la notacién A = (a;;), 1 <7 <m, 1 < j <n, para designar una matriz de orden
m X n.

Si n = 1, la matriz tiene una sola columna y se llama matriz columna. De la misma manera, si
m = 1, la matriz tiene una sola fila y se llama matriz fila.

Dos matrices m x n, A= (ai;) y B = (b;j), son iguales si a;; = b;j para todos los valores posibles
de los subindices 7 y j.

Definiciéon 10.1 La suma de dos matrices A y B de orden m X n es otra matriz m X n que se obtiene
sumando los elementos correspondientes de A y B. En simbolos, si A = (a;;) y B = (bi;), entonces
A+ B = (aig) + (bij) = (aij + bij).

. . -2 1 4 6 3 0
Ejemplo. Si A—( 9 _3 5) yB-(_2 0 _7>,

—2+46 143 4+0>__<4 4 4)

entonces A—I—B:< 9.9 340 5-7 0 -3 _9

Propiedades

Sean A, B, C' matrices m x n. Entonces :
(S1) (A+B)+C=A+(B+0O).
(S2) A+B=B+A.

(S3) La matriz de orden m xn, 0= [ : : estal que 0+ A=A+0=A para toda

matriz de orden m x n A.

(S4) Dada A = (a;j), la matriz B = (—a;;) es talque A+B=0.

Definicién 10.2 FEl producto de un nimero real k y la matriz A es la matriz k - A que se obtiene
multiplicando por el nimero k cada uno de los elementos de A. En simbolos,

k-A=k- (ai]’) = (]{5(17,])

170
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En estos casos es costumbre llamar escalares a los nimeros reales, y la operacién anterior se
denomina multiplicacion por un escalar.

. . . (0 1 =5 (0 3 -15
Ejemplo. Si A= ( 9 _3 9 >, entonces 3~A—<6 _9 6)

Propiedades

Sean A, B matrices de orden m x n y A, A niimeros complejos. Entonces:

1) \-(A+B)=X-A+\-B.

(

2) A+N)-A=X-A+ )\ A
(3) (AN)-A=X\-(\-A).
4) 1-A=A

Definicion 10.3 Sea A una matriz m X n, y sea B una matriz n X p. El producto de A y B es la
matriz A - B de orden m X p definida por:

A- B = (cij),
donde
Cij = az1b1j + agbyj + -+ ainbp; = Z aithy;.

Es decir, para obtener el elemento c;; de A - B se multiplica cada elemento de la fila i de A por el
correspondiente elemento de la columna j de B, y luego se suman esos productos.

Ejemplos.

. 1 4 5 -1 3 5 7 =5
1. Si A—<_3 2) yB-(0 9 _2> entonces A-B—<_15 7 _13>.

Observemos que en este ejemplo no es posible efectuar el producto B - A.

. 3 =2 5 1
2.SlA—<1 4)yB-(_G3>emtonces

27 -3 16 —6
A'B_(—19 13>yB'A_<—15 24>'

En este ejemplo, ambos productos A - B y B - A pueden efectuarse; sin embargo, A- B # B - A.

Propiedades Siempre que el producto pueda efectuarse, se verifican
(M) A-(B-C)=(A-B)-C.
(My) A-(B+C)=A-B+A-C, (B+C)-A=B-A+C-A.

(Ms3) Se llama matriz identidad de orden n a una matriz n X n en la que a;; = 1 para todo i, 1 <i <n,
y a;; =0si¢# 3. Senota I 6 I,.

1 0 ... 0
0O 1 ... 0 .
Lyi=1. . . . es tal que A- I, = I, - A = A, para toda matriz A de orden n.
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(My) (\-A)-B=A-(\-B)=X-(A-B).

R (10 (0 0
Observacién: Sean A = <O O) y B= <1 O>' Entonces

=3 ) (08)=08) v 2= ) (9)-(0 %),

De lo anterior se deduce que:

1. El producto de matrices no es, en general, conmutativo.
2. El producto puede ser nulo sin que ninguno de los factores lo sea.

Si A es una matriz m x n, la diagonal principal de A estd formada por los elementos a;;, 1 < i <
min{m,n}.

Se llama matriz traspuesta de la matriz A, y se nota AT, a la matriz que se obtiene al intercambiar
las filas y las columnas de A. Es decir, si A = (a;;), entonces AT = (b;;), con b;; = aj;.

Si A es m x n, entonces AT es n x m.

Si A= AT, entonces A se dice simétrica.

Ejemplo. La matriz traspuesta de la matriz A = ( :; :2)) _? > es la matriz AT = ; g
5 —7
Propiedades
(1) (AT)T = A.
(2) (A+B)T = AT 4+ BT.
(3) A-AT =x.-AT; xeC.
(4) (A-B)T = BT . AT si el producto A - B esté4 definido.

10.2 Matrices y sistemas de ecuaciones

Consideremos un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas:
ar + by = e
cx + dy = f

(El nombre de lineales, que también se utiliza para mayor niimero de incdgnitas, se debe a que las
ecuaciones del tipo ax 4 by = e se representan en el plano por una recta.)

Un par ordenado de nimeros (xg,yp) se llama solucidn del sistema si al reemplazar = por xg e y
por yo se satisfacen ambas ecuaciones. Geométricamente, esto sucede cuando el punto (zg,yo) es el
punto de interseccién de las rectas ry y ro, de ecuacién ax + by = e y cx + dy = f, respectivamente.

Hay tres posibilidades para el conjunto de soluciones:

1. Puede ser vacio, es decir, las rectas r; y r2 no se cortan. Decimos entonces que el sistema es
incompatible.
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2. Tiene exactamente un punto. Geométricamente significa que las rectas se cortan. Decimos que
el sistema es compatible determinado.

3. Contiene infinitos puntos, es decir, 71 y r2 son coincidentes. En este caso decimos que el sistema,
es compatible indeterminado.

Ejemplos.
{Q:E—y = 2 {2:E—3y =0 { 20—y = 2
20—y = 4 20 —y = 4 dr—2y = 4
3+ 3+ 3+
2+ 2+ 2+
1+ 1+ 1+

Las tres posibilidades anteriores son las tinicas, es decir, no puede haber un sistema con exactamente
dos soluciones, exactamente tres soluciones, etc. Esto es claro en el caso de dos ecuaciones con dos
incognitas porque dos puntos determinan una recta, pero también es valido para un niimero mayor
de ecuaciones y de incognitas.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas se acostumbra usar alguno
de estos tres métodos: 1. Sustitucion. 2. Igualacién. 3. Eliminacién.

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3r — 2y = 50
2¢ 4+ 4y = 140

Sustitucion. Despejamos una de las incognitas, por ejemplo y, en una de las ecuaciones y la reem-
plazamos en la otra.

De la primera ecuaciéon, y = —25+ gac Reemplazando en la segunda ecuacién, 2z+4(—25+ 5:5) =
140.

Resolviendo obtenemos x = 30, y sustituyendo este valor en y = —25—1—%3} resulta y = —25+45 = 20.

Luego la solucién es el par ordenado (30, 20).

Igualacion.  Despejamos una misma incégnita de ambas ecuaciones e igualamos las expresiones

obtenidas. 3 1 3 ]
De la primera ecuacién, y = —25+ 51’, y de la segunda, y = 35— 53: Luego —25+ 5:0 =35— 5:{3

1
De aqui se obtiene x = 30, y entonces y = 35 — 3 30 = 20.

Eliminacion. Se elimina una incoégnita, multiplicando cada ecuacién por el coeficiente de esa incégnita
en la otra ecuacion, y luego restando ambas ecuaciones.
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En el ejemplo, supongamos que queremos eliminar la incégnita x. Multiplicamos la primera ecuaciéon
por 2 y la segunda por 3 y luego restamos:

6r — 49y = 100
6z + 12y = 420
—16y = —320

Luego y = 20. Para determinar = se sustituye y = 20 en cualquiera de las ecuaciones, y se resuelve,
obteniendo x = 30.

Método de eliminaciéon de Gauss

Nos proponemos indicar un método que nos permita resolver sistemas de m ecuaciones lineales
con n incégnitas, m y n arbitrarios. Tal sistema puede escribirse:

a1 + apry + -+ apr, = b
as1x1 + agre + - 4+ amTn, = b

(1)
Am1T1 + @m2T2 + 0+ QmpTn = bm

donde los nimeros (reales o complejos) a;;, 1 < j < n, 1 <1i <m, son los coeficientes, y los nimeros
(reales o complejos) by, by, ..., by, son los términos independientes.

Un sistema de n nimeros ki, ko, ..., k,, es una solucién del sistema de ecuaciones lineales (1),
si cada una de las ecuaciones del mismo se convierte en una identidad después de haber sustituido en
ellas las incognitas x; por los correspondientes valores k; , ¢t =1,2,...,n.

Un sistema de ecuaciones puede no tener soluciéon y entonces se denomina incompatible.

Las definiciones de sistema compatible (determinado e indeterminado) e incompatible vistas an-
teriormente se aplican también al caso general. Si el sistema de ecuaciones lineales tiene solucién se
denomina compatible. Se dice que un sistema compatible es determinado si posee solucién tunica,
e indeterminado si tiene mas de una solucién.

Nota: Si by =by =---=by, =0 el sistema (1) se dice homogéneo y siempre es compatible, pues
(0,0,...,0) es solucién del mismo.

Un problema de la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales consiste en la elaboracion de métodos
que permitan establecer si un sistema dado es compatible o no, y en caso de ser compatible, indicar
el nimero de soluciones y senialar un método para hallarlas a todas.

Si se aplica a un sistema de ecuaciones lineales alguna de las tres operaciones que se indican a
continuacién, se obtiene un nuevo sistema equivalente al dado, en el sentido que ambos sistemas tienen
las mismas soluciones:

(I) Intercambiar dos ecuaciones entre si.

(IT) Reemplazar una ecuacién por la que se obtiene multiplicindola por una constante distinta de
cero.

(ITI) Reemplazar una ecuacién por la que se obtiene sumando a dicha ecuacién otra ecuacién multi-
plicada por una constante.
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En el sistema (1) podemos suponer sin pérdida de generalidad que aj; # 0.

Por ejemplo, dado el sistema
2 + 3y — 2z =1
r + 4y — z = 4 |
3z + y + 2z

|
o

si intercambiamos la primera y segunda ecuacién, obtenemos el siguiente sistema equivalente:

x + 4y — =z =4
2 + 3y — z =1
3r + y + 2z = 5

Si ahora reemplazamos:
e la segunda ecuacién por la suma de la segunda y la primera multiplicada por (—2), y
e la tercera ecuacion por la suma de la tercera mas la primera multiplicada por (—3),

obtenemos el siguiente sistema equivalente:

Tz + 949 - =z = 4

=5y + =z = -7

-1y + 52z = -7
- . 1
Multiplicando ahora la segunda ecuacién por —%

T + v - 2z = 4

1 7

- — h

Y 7 5 5

-1y + 5z = -7

Reemplazando la tercera ecuacién por la suma de la tercera y 11 veces la segunda:

z + 4y - z = 4
1 7
— —2z — —
Y 5 5
14 42
—z — _
5 5
Este dltimo sistema es equivalente al primero y puede resolverse en forma muy sencilla. El resultado
es z =3,y =2y x = —1; esto es, la solucién es el conjunto S = {(—1,2,3)}.

La matriz cuyos elementos son los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales dado, se llama
matriz de los coeficientes. Se llama matriz del sistema a la matriz

a1 a2 -+ aip b
a1 a2 -+ a2, bo
aml Gm2 *** Gmn bm

Podemos aplicar a las filas de la matriz del sistema las mismas operaciones que se aplicaron a las
ecuaciones. Aplicadas a la matriz reciben el nombre de operaciones elementales.

Traducidas en términos de la matriz del sistema, estas operaciones son:
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1. Intercambiar dos filas de la matriz.
2. Reemplazar una fila por la que se obtiene al multiplicarla por un nimero distinto de cero.

3. Reemplazar una fila por la que se obtiene al sumarle a esa fila otra fila previamente multiplicada
por un numero.

Estas operaciones elementales transforman la matriz del sistema en otra matriz que corresponde
a un sistema de ecuaciones equivalente al dado.

La aplicacién de las operaciones elementales tiene por objetivo obtener una matriz que tenga:
e Ceros debajo de la diagonal principal.

e Unos en la diagonal principal (eventualmente puede aparecer algin cero).

Este procedimiento se llama el método de eliminacion de Gauss (Karl Friedrich Gauss, 1777-1855).

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

T + Yy + =z =
2r 4+ b5y + 3z = 1
3z — y — 2z = -1

Comenzamos considerando la matriz del sistema. Las operaciones elementales que se efectian se in-
dican usando F; para indicar la fila 1.

1 1 1 2 o . 1 1 1 2 R
9 5 3 1 Fy=2F) : Fy; F3—3Fy : Fy 0 3 1 -3 (A/3)F2 : F?
3 -1 -2 -1 0 -4 -5 -7
1 1 1 2 1 1 1 2 _B/1)Fs : B 11 1 2
0 1 1/3 —1 | BHEESS Lo 1 13 20 o1 13 -1
0 -4 -5 -7 0 0 —11/3 -11 00 1 3
Esta ultima matriz representa el sistema
T + y + z = 2
y + (13)z = -1
z = 3

cuya solucién es (1,—-2,3)

Si durante la aplicacién del método de eliminacién de Gauss alguna de las matrices intermedias
tiene una fila con todos los elementos nulos excepto el dltimo, es decir, una fila de la forma

0 0 --- 0 b, con b#0,
entonces el sistema es incompatible, ya que esa fila corresponde a una ecuacién
0z + Ozg 4 -+ 0z, = b

que no tiene solucién.
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Si alguna de las matrices tiene una fila con todos los elementos nulos (incluyendo el ultimo), esa

fila simplemente se elimina.

Si en la dltima matriz el niimero de filas r es igual al ntimero de incégnitas n, entonces el sistema es
compatible determinado. Sir < n, hay n —r incognitas a las cuales se les puede dar valores arbitrarios
y calcular en funcién de ellos los valores de las otras incégnitas. En ese caso el sistema es compatible

indeterminado.
Ejemplos.
1. Resolver
r —
2r —
Sr —
1 -2 3 10 1
2 -3 -1 8 —
5 =9 8 20 0
El sistema es incompatible.
2. Resolver
x J—
2z —
dor —
1 -2 3 10 1
2 -3 -1 8 — 0
4 -7 5 28 0

El sistema asociado es

{x_

2y +
3y —
9y +
-2 3
1 -7
1 -7
2y +
3y —
Ty +
-2 3
1 -7
1 -7
2y +
y -

3z
Tz

3z

8z

10
—12
-30

3z
z
5z

10
—12
—12

10

20

10

28

10

—12

10
—-12
—-18

10
—-12

Resolviendo la segunda ecuacién y reemplazando en la primera se obtiene x = 11z — 14,
y = 7z —12, z arbitrario. El sistema es compatible indeterminado y el conjunto de soluciones es

S ={(11k — 14, 7k — 12, k), con k € R}.

3. Resolver

r + 3y
20 + Ty
3z — 2y
-z + Y

1 3 1 0 1

2 7 1 -1 -1

3 -2 0 4 8

1 1 -3 -1 -

13 1 0 1 1
01 -1 -1 -3 0
00 —14 -7 —28 R
o0 2 3 7 0

S O~ W

wNl- = O
)

oS O O =
[
—_
—_

- 1
- 1
- 8
- —6
1 0 1
1 -1 -3
3 4 5
—2 -1 -5
1
0
I
0

S O = W

—
1 0 1
1 -1 -3
1
1 42
0 2 3
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El sistema asociado es

z + 3y + =z = 1

y — 2z — u = -3

z + %u = 2

2u = 3
3 5 1 1
Entonces,u—i,z—z,y——zyaz—g.

1 153
El sistema es compatible determinado, con tinica solucién <2, iy 2).

10.3 Determinantes

Determinantes de segundo y tercer orden

ailp a2

Dada una matriz cuadrada de 2x 2, A = (
a1 G22

) , el valor de su determinante se define como
det A = |A| = a11a22 — A12091 .

Ejemplo. Si A = ( 3 2 >, entonces |[A| =3-2—(—-1)-2=28.

-1 2

Consideremos ahora una matriz cuadrada de tercer orden
ailr a2 a3

A= a1 a2 a3
az1 asz2 as3

Entonces el determinante de A se define como
det A = |A| = a11a22a33 + a12a23a31 + A13021032 — A13022031 — Q11023032 — 12021033

donde cada término consta de un producto de tres factores, uno de cada fila y uno de cada columna.
Si a cada término le asociamos la permutacién ¢ de {1,2,3} determinada por los subindices (por
1 2 3
1 3 2
(—1)*, donde s es el nimero de inversiones de la permutacién o.

ejemplo, al término ajjas3ase le asociamos o = < ) entonces se asigna a ese término el signo

Para obtener rapidamente el valor de det A, puede aplicarse la siguiente regla préactica, llamada
regla de Sarrus:

Signo + Signo —
Ejemplo.
2 —4 -5
1 0 4|=20-(—6)+(—4)4-24+1-3-(=5)—((=5)-0-2+ (—4)-1-(—6) +4-3-2) = —95.
2 3 —6



SISTEMAS DE ECUACIONES, MATRICES Y DETERMINANTES 179

Determinantes de orden n

Sea dada una matriz cuadrada de orden n,

aip aiz - QAin

az; a2 -+ A2p
A=

Anl An2 - Qnn

Consideremos todos los productos posibles de n elementos de esta matriz de modo que en cada producto
haya un factor de cada fila y uno de cada columna, o sea, productos de la forma

A1o Q205 * * * Ana,

donde los subindices oy, a9, ..., a, forman una permutaciéon de los nimeros 1, 2 , ..., n. Hay n!
productos de esta forma.

A cada producto de este tipo se le adjunta un signo + 6 un signo — segun que la permutacién
1 2 ... n
g =
a1 G2 ... Qp
sea de clase par o impar, respectivamente, esto es, se considera el ntimero
S
(_1) Ala1 A2 * * * Onay,

donde s es el nimero de inversiones de o.

Definiciéon 10.4 Se llama determinante de la matriz cuadrada A a la suma de los n! productos de la
forma (—1)%a10,024, - * Gna, - Se nota det A 6 |A].

det A=|A| = Z(—l)salalamQ C A, -

det A se dice un determinante de orden n.

Ejemplo. Calcular

-1 0 00
0 0 10
1 1 -1 1
3 -1 0 2

Los productos que no se anulan son: aj1-ao3-a32-a44 y G11 - G23 - G34 - G492, ademds el nimero de
inversiones de 1324 es 1 y el nimero de inversiones de 1342 es 2, luego,

detA = (—1)1-a11-a23‘a32-a44+(—1)2-a11-a23'a34-a4g = —(—1)'1'1‘24-(—1)'1-1‘(—1) = 2+1 = 3.

. a a
Para 77,:2, si A= <a11 a12> y detA:(—1)0~a11~a22+(—1)1~a12-a21 =ail a2 —ai2 - a.
21 22

ailr a2 a3
Para n = 3, si A= as1 Q22 a93 s det A = (—1)0 - a1l - G2 - a33 + (—1)1 - a11 - a23 - a2 +
azr azz2 as3
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2 1 2 3 _
+(=1)° - a12 - ag3 - az1 + (=1)" - a12 - ag1 - azgz + (=1)° - a13 - ag1 - azg2 + (=1)° - a13 - a2 - az1 =
a1l - 22 - a33 + @12 - G23 - a31 + @13 - Q21 * A32 — Q11 * G23 * G432 — G12 - Q21 * (33 — 413 * G22 * 431, T€-
sultado que puede obtenerse aplicando la regla de Sarrus para el calculo de determinantes de orden 3.

Es facil convencerse de que la definicién de determinante es completamente ineficiente para calcular
determinantes de orden n, incluso para valores de n no muy grandes, por lo que es necesario establecer
algunas propiedades de los determinantes que faciliten su calculo.

El caso méas simple de cdlculo de un determinante es el caso del determinante de una matriz
triangular (A = (ai;) es triangular superior si a;; = 0 cuando i > j; es triangular inferior si a;; = 0
cuando ¢ < j y triangular, si es triangular superior o triangular inferior):

aijp aiz aiz ... Gin

0 a2 Aa23 ... Q2p

A= 0 0 as3 ... Qa3zp
0 0 0 ... Gpn

Todos los términos del determinante se anulan excepto el formado por el producto de los elementos
de la diagonal principal, luego
det A =aj1a92 - any.

Vamos a ver ahora algunas propiedades elementales de los determinantes que seran de utilidad
para hallar métodos para calcularlos.

Propiedad 10.5 El determinante de una matriz coincide con el determinante de su traspuesta. Es

decir, det A =det AT.
Demostraciéon. Los términos de det A son de la forma

(_1)8a1a1 A2q5 * * * Onay,

, . . ., 1 2 n
donde s es el nimero de inversiones de la permutacion o = .
Pero AT = (bij), donde bj; = aj;. Entonces aia, 020y Gna, = bay1bas2 - ba,n, y como la per-

mutacién asociada al término ba,1ba,2 - - - ba,n €8 01, que tiene la misma paridad que o, entonces el
signo que le corresponde a by,1b052 * * - ba,n €s (—1)%, es decir

(—1)5(11&10,2&2 o Opay, = (_1)Sba11ba22 . bann

es también un término de det A”. De la misma manera, todo término de det AT es un término de
det A.
Luego det A = det AT. O

De la Propiedad 1 se deduce que a toda propiedad de un determinante relativa a las columnas
le corresponde una andloga para las filas, y reciprocamente, puesto que las columnas (filas) de una
matriz son las filas (columnas) de la matriz traspuesta. En lo que sigue indicaremos las propiedades
de los determinantes uinicamente para las columnas pero sabemos, por lo anterior, que para las filas
valen propiedades analogas.

Propiedad 10.6 Siuna de las columnas de la matriz A estd constituida por ceros, entonces det A = 0.
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Demostracién. Supongamos que la columna i-ésima esta formada por ceros. Todos los términos del
determinante contienen un factor de la columna i-ésima. Luego todos los términos del determinante
son cero, y por lo tanto, det A =0. O

Propiedad 10.7 Si A’ es la matriz que se obtiene de la matriz A intercambiando dos columnas,
entonces det A’ = —det A.

Demostracion. Supongamos que Giq,02a; ° * * Ana,, figura en un término de det A. La per-
» ) I O A B )
mutacion asociada es o = . Entonces ese mismo producto
al a2 DY al PR aj DY an

figura también en un término de det A’, pero con permutacién asociada
1 2 i i e i o
o = J
al a2 PR aj “ e a’L DY an
términos de det A’ coinciden con los términos de det A, pero con signos contrarios, es decir, det A’ =
—det A. O

, que tiene paridad contraria que o. Luego todos los

Propiedad 10.8 Si A es una matriz con dos columnas iguales, entonces det A = 0.

Demostracién. En efecto, intercambiando las dos columnas iguales, por un lado det A no varia, y
por otro lado cambia de signo. Luego det A = —det A. De donde det A =0. O

Propiedad 10.9 Si A’ es la matriz que se obtiene multiplicando todos los elementos de una columna
de la matriz A por un nimero k, entonces det A’ =k - det A.

Demostracién. Supongamos que se ha multiplicado por k la columna i-ésima. Como cada término
del determinante contiene exactamente un elemento de la columna i-ésima, entonces todo término ha
sido nultiplicado por k, esto es det A queda multiplicado por k. O

Ejemplo.
1/2 0 -1 1 1 0 -1
3/2 1 -2 |==--13 1 =2
1/2 1 -1 11 -1

Propiedad 10.10 Si A es una matriz que tiene dos columnas proporcionales, entonces det A = 0.

Demostracion. Supongamos que la columna j-ésima es k veces la columna i-ésima. Sacando
afuera del determinante ese factor k (propiedad anterior) queda un determinante de una matriz con
dos columnas iguales, que es cero. O

Propiedad 10.11 57 A = (aij) y la columna r-ésima se puede expresar a;, = by + ¢, 1 <1 < n,
entonces det A = det B + det C donde B y C coinciden con A salvo en la columna r-ésima, en la
que B tiene los elementos b;. y C tiene los elementos cir, 1 < i < n.

Ejemplo.
ai1 bia+ci2 as air b2 a3 a1 c12  a13

a1 bag+co2 a3 | =|az b az3|+|a2n c22 as3
as1 bsa+c32 ass az1 b3z ass az1 €32 as3
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Demostracién. En cada producto aiq, 024, - - - Gna, de det A, algin a; = r. Luego

Ala; Q2ap ** * Giay ** " Onay, = Alag 2 * - (bir+Cir) - Anay, = G1a; 0205 = bir -+ * Gna, +0101 0200 -+~ Cir  * Gnay, -

Como a cada nuevo término le corresponde el mismo signo que a @14, 0244 * * * Gna,, » agrupando se tiene
la descomposiciéon det A = det B+ det C. O

Sea A una matriz de orden n, siindicamos con Cp, Cs,...,C, las columnas de A, diremos
que la columna Cj; es combinacién lineal de las columnas C; y Cj, con 1 < j,k < n, siexisten
nimeros o, 3 tales que C; = a- C; + B- Ck.

Ejemplo
1 5 7 1 0

(a) En -2 1 -3 , C3=2-C1+ (. (b) En ( ), Cy=0-C1.
3 0 6 Lo

10 -2 3
(c) En (2 1 -4 —1 >, Cs=-2-C.
Propiedad 10.12 Si en una matriz A una columna es combinacion lineal de otras, entonces det A =
0.

Demostracién. Supongamos, por ejemplo, que la columna j-ésima es combinacién lineal de las
columnas ji, jo, ..., js- Entonces todo elemento de la columna j es una suma de s términos. Por
la propiedad anterior, det A es una suma de s determinantes, en cada uno de los cuales la j-ésima
columna es proporcional a una de las otras columnas. Por la propiedad 6, resulta que cada uno de
esos determinantes es cero. Luego det A =0. O

Propiedad 10.13 Si A’ es la matriz que se obtiene al sumar a una columna de una matriz A una
combinacion lineal de otras columnas de A, entonces det A’ = det A.

Ejemplo.
2 0 -1 2 0 3
Si A= 0 1 -2 |, reemplazando C3 por 2-Cj + (5 se obtiene A = 01 -2
31 -3 31 3

Entonces det A = det A’
Demostracién. Supongamos que a la columna j-ésima se le suma una combinacién lineal de las
columnas j1, j2, ..., js. Entonces todo elemento de esa columna es de la forma

s
¢+ E kicji-
=1

Entonces por la propiedad 7, det A es suma de s 4+ 1 determinantes, el primero de los cuales coincide
con det A, y los otros son cero porque cada uno contiene dos columnas proporcionales. O

Calculo de determinantes

De las propiedades anteriores resulta que si se pasa de una matriz A a otra matriz por medio de
una operacién elemental, entonces

(I) El determinante cambia de signo si se intercambian dos columnas (filas).
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(II) El determinante queda multiplicado por un escalar no nulo si se reemplaza una columna (fila)
por un multiplo no nulo de esa columna (fila).
(ITII) El determinante no varfa si a una columna (fila) se le suma un miltiplo de otra.

Por consiguiente, un método para calcular el determinante de una matriz A consiste en transformar
A en una matriz A’ triangular, cuyo determinante es de calculo inmediato. Segin lo anterior, det A
y det A’ diferirdn a lo sumo en un escalar.

Ejemplo
3 2 3 0 2
1 -6 6|= C1 < Cy —1 -6 1 6= 3.01 — Oy
9 1 9 5 1
1 0 2 10 0
=-3|-216|= -2C14+4C3—-C3 -3 -2 1 10 |= —-10.Co+C5— Cjs
3 1 3 5 =5
10 0
=-3.| -2 1 0= (-3)-(—55) =165
3 5 —5H5

Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea (fila o columna).

Dada una matriz A = (a;j) se llama menor complementario del elemento a;; y se nota M;;
al determinante de la matriz que se obtiene a partir de A suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima
columna.

Se llama complemento algebraico o cofactor del elemento a;; de A al ndmero (—1)"7 . M;;.

Lema 10.14 Sea a;; un elemento cualquiera de una matriz cuadrada A. Si en D = det A agrupamos
todos los términos que contienen a a;; y escribimos D = a;j - A;j + (términos que no contienen a a;j),
entonces A;j es el complemento algebraico del elemento a;j, esto es A;; = (—1)+7 . M;;.

Demostracién. Probemos primero el lema para el elemento a;;. Cada término donde figura el
elemento aq; tiene la forma

(=1)° - a110245 - - - Gnay, »

7 . . ., ]_ 2 P n
donde s es el nimero de inversiones de la permutacién de orden n o = < 1 o o .
9
<2z .z / 2 3 cet n .
Pero es claro que la permutacion o y la permutaciéon de orden n—1 o' = o o o tienen
9 Qs - ap

el mismo numero de inversiones, luego el producto

(_1)8 * Q204 ** Anay,

es un término del determinante M.

Reciprocamente, si a cada término del determinante M;p; lo multiplicamos por aj; obtenemos un
término de det A. Luego det A = a11Mj1 + (términos que no contienen a ajq).

Consideremos ahora un elemento a;; arbitrario. Hagamos i—1 intercambios de filas y j—1 intercambios
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de columnas para llevar el elemento a;; al lugar (1,1). Si D’ es el nuevo determinante asi obtenido,
entonces

det A= (—1)0"D+0-D.p' = (—1)"* . D' = (—1)"H la;j M;; + (términos que no contienen a a;;)]

donde A;; = (—1)i+j M;;, es decir, A;; es el complemento algebraico de a;;. O

Teorema 10.15 El determinante de una matriz A = (a;j) es igual a la suma de los elementos de una
linea (fila o columna) multiplicados cada uno de ellos por sus respectivos complementos algebraicos.

Asi, det A = a1 - Al + a2 - Ajo + -+ - + aip - Ain es el desarrollo de det A por los elementos de la
i-ésima fila y det A = ayj- A1j +agj- Agj +---+an; - Ayj es el desarrollo de det A por los elementos
de la j-ésima columna.

Demostracién. Una vez elegida una fila, por ejemplo, la fila i, podemos agrupar los términos de
det A que contienen a a;1, los términos de det A que contienen a a;o, etc. Por el Lema anterior se
tiene que

det A = aj1 A + appAio + -+ + ainlin

El mismo razonamiento si se elige una columna j. O

Corolario 10.16 Si A = (a;j) , la suma de los elementos de una fila (columna) multiplicados cada
uno de ellos por los complementos algebraicos de los elementos correspondientes de otra fila (columna)
distinta es cero.

Es decir, as1-Ap+asp- A+ +am-Am =0y ars- Ay +ags- Ao+ -+ aps-Apt = 0,81 s#1.

Demostracién. En efecto, as - Ay + asa - A + -+ - + aspn - A €8 el desarrollo del determinante de
la matriz que se obtiene reemplazando en A la fila ¢ por la fila s. Esta matriz tiene dos filas iguales,
y por consiguiente, su determinante es cero. O

Ejemplo. Calculemos el siguiente determinante desarrollandolo por los elementos de una linea.
Para aplicar este método resulta conveniente que la fila o columna elegida tenga la mayor cantidad de
ceros posible.

g _; g ? 2 31 0 31
=(-D).2.10 -1 4 |+(-D2.(=1)-|1 -1 4|+
L0 -1 1 -2 38 -2 8
2 1 -2 8
021 02 3
+(=D*3. 011 0 4 |{+(-DF*.5. /1 0 —-1|=2-134+0+0+(-5)-3=11.
2 1 8 2 1 -2

Si una matriz A = (a;;) de orden n tiene iguales a cero los elementos de una linea, excepto
uno de ellos, el calculo de su determinante se reduce, desarrollando por los elementos de esa linea al
célculo de un determinante de orden n— 1. Por lo tanto, antes de calcular det A conviene, aplicando
operaciones elementales a las filas y/o columnas de A, hacer cero todos los elementos de una fila o
columna excepto uno, reiterando este procedimiento hasta reducir el cdlculo al de un determinante de
orden 8 ¢ 2.
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Ejemplo.
i’ g j 613 -3+ — 0 (1) _é _i ‘z’ -1 1 3
= —2-[h+F3—Fy = =(-1)*t.1-] 0 3 3|=

2415 ~3-Fy+Fy— L 0 0 33 1 80
37 5 3 2T 0 1 80

09 3 0 3
FF+F—>FK=-|0 3 3 —(=1)3*t. 1. = —18.

1 80 33

Algunas propiedades mas de los determinantes

Propiedad 10.17 Si A es una matriz de ordenn y « es un nimero entonces det (a-A) = a™-det A.

Propiedad 10.18 El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de

cada una de ellas, es decir, si A y B son matrices cuadradas del mismo orden, entonces det (A-B) =
det A -det B.

Matriz Inversa

Si A es una matriz de orden n y si existe una matriz B tal que A-B=B-A=1,, donde I,
es la matriz unidad de orden n, entonces A se dice inversible y B se llama la inversa de A.
Es facil ver que si existe una matriz B en esas condiciones, es tinica. Se escribe B = A~

2

No toda matriz tiene inversa. Por ejemplo, si A = < 9 1

A-B=B-A=1,

En efecto, sea Bz(j y> Entonces si fuese A-B = I, <2 1)(23 y>:<1 0>,osea,

> no existe ninguna matriz B tal que

U 2 1 U 0 1
22+2z 2y+w) (1 O
2242 2y+u) \O 1)’
de donde resulta

2¢4+2=1
2¢4+2=0
29y4+u=0
2y+u=1

que es un sistema incompatible.

Puede probarse que si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces A - B = I, equivale a
B-A=1,.

Definicién 10.19 Si A = (a;j) es una matriz de orden n, definimos la matriz adjunta de A, y la
notamos AdjA, de la siguiente manera: AdjA = (A;j) donde A;; es el complemento algebraico del
elemento a;;j.
Ay A - A
agia— | 2 Amo e

Anl Anl to Ann
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Ejemplo
1 -1 2 3 3 -1
Si A= 0 1 3|, AdjA=| -2 -2 O
1 -1 0 -5 =3 1

Teorema 10.20 Sea A una matriz de orden n. Entonces A es inversible si y solo si det A # 0. En
ese caso,
(Adj A)T

-1 _
AT = det A

Demostracién. Veamos que A - (Adj A)T = (Adj A)T - A=det A-I,.Si A-(AdGA)T = (cij)
entonces c¢j; = a;1 - Aj1 + a2 - Ajo + -+ + ain - Ajp, donde Aj; es el complemento algebraico del
elemento aji. Por lo tanto, segin el teorema 10.15 y su corolario, resulta:

,._{ det A si i=j
1] T

0 si i#£j
det A 0 0
0 det A
Luego, A - (AdjA)T = : e: . : =det A . I,.
0 0 <o det A

Anilogamente se prueba que (AdjA)T - A=detA - I,. Por lo tanto, si det A # 0,

(AdGA)T  (AdjA)T

det A det A
y, por consiguiente,
o (Adia)
det A

Reciprocamente, supongamos que A es inversible. Entonces existe una matriz A1 tal que AAT =1,
Por la Propiedad 11,
det A-det (A1) = det I,,.

Pero det I,, = 1. Luego det A -det (A7) # 0. De donde det A # 0. O

Ejemplo. Averiguar si la matriz A es inversible. En caso afirmativo hallar su inversa.

1 -1 2
A=10 1 3
1 -1 0
Como det A = —2 # 0, A es inversible. Su inversa es
3 -2 -5
52 3/2 1 5/2
L) SR N N WA :3§2 1 3?2
~ det A —2 B

1/2 0 —1/2
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Calculo de la inversa de una matriz aplicando operaciones elementales

Vamos a describir a continuacién otro método para hallar la inversa de una matriz A. La justifi-
cacién de este procedimiento estd contenida esencialmente en el siguiente ejemplo.

3 -1

2 1 t

3 -1 r y\_ (3v—z 3y—-t\ _ (10
2 1 z t ) \2x+4+z 29+t ) \ 0 1

Hallar la matriz B es equivalente a resolver los sistemas de ecuaciones
3r — z =1 3y — t =0
2 + z = 0 2y + t =1
con matrices asociadas
3 —1]1 3 —-110
2 110 2 1]1

En estos dos sistemas se observa que:
e En el primer sistema aparecen solo las incégnitas de la primera columna de B, y en el segundo,
las de la segunda columna de B.

Sea A = < ) Queremos hallar una matriz B = < ﬂ; Y ) tal que A- B = I, esto es,

e La matriz de los coeficientes en ambos sistemas es la matriz A.

Podemos entonces resolver ambos sistemas simultdneamente escribiendo:
3 -1|/1 0
< 2 1[0 1 ) ()

Triangulando, se tiene:

(1/3)- (; IR (1))
1 -1/3 | 1/3 0
(=2)- i+ P (0 5/3 | —2/3 1)
1 -1/3 | 1/3 0
(8/5) - B <o 1| —2/5 3/5)
(1/3)- Fa+ Fy ((1) o ;j?)

que equivale a:

(rof ey (otlss)

lde donde =z =1/5,z=—-2/5,y=1/5,1t=3/5, esto es,
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=( s a5 )

o= (3R R0

Observar que (*) se formd escribiendo la matriz A a la izquierda y la matriz identidad a la derecha,
y se aplicaron operaciones elementales hasta obtener la matriz identidad en las dos columnas de la
izquierda. En general, dada una matriz A de orden n, si aplicando un ntmero finito de operaciones
elementales FEi, Es, ..., E) sobre sus filas se puede obtener la matriz unidad de orden n, entonces
la matriz A es inversible y para calcular su inversa basta aplicar a la matriz unidad de orden n
las mismas operaciones elementales Fi, Es, ..., Fr y en el mismo orden. Si al aplicar operaciones
elementales por filas a la matriz A , tratando de obtener la matriz unidad, se obtiene una fila nula,
entonces A no es inversible.

Verificacion:

Ejemplo. Decir si la matriz A es o no inversible, y en caso afirmativo, hallar su inversa:

1 -1 2
A= 3 0 1
4 -1 5

1 -1 2 100
301 010
4 -1 5 00 1
1 -1 2 100
—Sl I = 1 0 3 -5 310
—AR I = 0 3 -3 40 1
. 1 -1 2 1 00
gle—F | 01 53 -1 1/3 0
0 -3 4 01
10 1/3 0 1/3 0
Iy = Iy 0 1 —5/3 1 1/3 0
TSl = 0 00 2 -1 -1 1
. 10 1/3 0 1/3 0
0 0 1 ~1/2 -1/2 1/2
LSRN S 100 16 1/2 —1/6
010 ~11/6 —-1/2  5/6
§F3+F2—>F2 00 1 -1/2 —-1/2  1)2

Verificacion:
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1 -1 2 1/6  1/2 —1/6 1
3 01 |- -11/6 -1/2 5/6 |=| 0
4 5 ~1/2 -1/2  1/2 0

O = O
= o O

10.4 Caracteristica de una matriz

Sea A = (a;j) una matriz n x m. Una submatriz de A es una matriz construida tomando la interseccién
de ciertas filas y columnas de A. Por ejemplo,

1 1 3 1 -1 2 3
< 4 1 9 ) es una submatriz de 3 01 4
4 -1 5 2

Se llama menor de A de orden k al determinante de cualquier submatriz B de A de orden k X k.

Definicién 10.21 La CARACTERISTICA (0 RANGO) de una matriz A n X m es el nimero entero k
= Car A definido por la siguiente condicion: existe un menor de A de orden k no nulo, y no existe
ningun menor de A de orden mayor que k no nulo. La matriz de un tal menor de orden k se llama
submatriz principal. También el menor se llama principal.

Ejemplos.
1120 123

Car | 11 00 |=2 ;Car|[ 1 0 0 |]=3
2 2 20 101
1111

Car [ 2 2 2 2 |=1 ;Car(1 2 3)=1
3333

Observacién. Si en la matriz A hay un menor de orden k no nulo y todos los menores de orden
k 4+ 1 son nulos, entonces Car A = k. En efecto, cualquier menor de orden k + 2 serd también cero
(desarrollarlo por los elementos de una fila o columna). De la misma manera, los menores de orden
k43, k+4, ... son nulos.

Sea A una matriz de orden n x m. Siindicamos con Cq, Cs,...,C,, las columnas de A, diremos
que la columna Cj; es combinacién lineal de las columnas C; y C, con 1 < j,k < m, siexisten
nimeros «, 3 tales que C; = a- C; + (- Cj. En forma andloga se define una combinacién lineal
de un numero cualquiera de columnas, y una combinacion lineal de dos o mas filas.

Lema 10.22 Sea A = (a;j) una matriz de orden n. Si Car A =n — 1, entonces una columna (fila)
de A es combinacion lineal de las columnas (filas) de una submatriz principal cualquiera de A.

Demostracién. Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que

ail ai2 S Q1p—1

a1 azp - az
o = det , } . " £ 0.

ap—-11 0Gp—12 - Apn—-1n-—1
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Por hipétesis, det A = 0, luego por Corolario 10.16

anAnt + adne + -+ andnn = 0
a1 Ap1 +  adne + 0 4+ andlp, = 0
anlAnl + anQAnQ + + a’rmA’rm = detA = 0

Luego, como A,, = a # 0, resulta

o Anl An2 An,nfl
Qp = ———a11 — ——a12 — - — — QA1 n-1
o o o
. Anl An2 An,nfl
agn = ———Q21 — —— Q12 — - — — A2 n-1
o o o
. Anl An2 An,nfl
npn = == 0Qpl — —Ap2 — "+ — = (pn-1
o o o
Es decir,
Anl An2 An n—1
Cp=—-2m0 - 220y~ - Dol
o (0} o

Una demostracién similar vale para filas en lugar de columnas O

Proposicién 10.23 Todas las columnas (filas) de una matriz n x m son combinacion lineal de las
columnas (filas) de una submatriz principal.

Demostracién. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que las primeras k filas y las primeras k
columnas de la matriz A = (a;;) de orden n x m forman una submatriz M = (m;;) principal.

aixr aiz -+ Al v Als o Qlm
a1 a2 - G2 vt Q25 A2m
a1 ag2 -+ Qg Qs 0 Qkm
A= . ) : : )
arlr Qr2 =+ Qpg 0 Qrs 0 Gpm
anl QAp2 -+ Gpkg - Gps - Gpm

Elijamos una fila, digamos r, y una columna, digamos s, de A, y formemos la siguiente matriz ampliada
de M:

aip a2 -+ a1 Qls
N p—

ag1 Qg2 -+ Ogk  Oks

Qr1  Qp2 -+ Arkg Qs

Como M es una submatriz principal, se tiene que det M # 0 y det N = 0. Entonces, por el
lemma anterior, la columna Cs de N es combinacién lineal de las columnas de M, o sea, existen
AL, Ao, ..., A € R tales que
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Atait
A1az1

Aag1
Alar1

_|._
+

+
+

A2a12
A2a22

A2aj2
A20,2

_|_
+

+
_|_

+
+

+
+

AkQ1g
Ak a2k

Ak Ok
AkQrk
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a2s

= Qs

= GOps

Las k primeras ecuaciones de este sistema se pueden escribir M\ = dg, donde

A1 a1s

A2 a2
A= . , ds = : )

Ak Qs

de donde X = Mld,.

Luego la matriz A (de orden n x 1) estd determinada por ds y no depende de r. En consecuencia,
cualquier columna Cy, 1 < s < m, de A es combinacién lineal con coeficientes A1, Ag, ..., Ap de las
columnas Cs, Cy, ..., Cy.

En forma aniloga se prueba para las filas de A. O

Proposicién 10.24 Sea A una matriz y sea B la matriz obtenida de A al sumar a una fila (columna)
de A una combinacion lineal de las demds. Sean i1,12,...,15 Y j1,742,.--,Jk filas y columnas respecti-
vamente de una matriz principal de A. Entonces i1,19,...,% Y j1,J2,---,Jk son filas y columnas de
una matriz principal de B. En particular, A y B tienen la misma caracteristica.

Demostracién.  Todas las filas (columnas) de A son combinacién lineal de las filas iy, 9, ..., ik
(columnas ji,j2,...,Jk) de A, y lo mismo para B. Como el determinante de una matriz no varia
al sumar a una fila (columna) una combinacién lineal de otras, resulta que A y B tienen la misma
caracteristica. O

La proposicién anterior permite calcular Car A por el método de triangulacién de Gauss. En
efecto, la triangulaciéon de A se logra sumando a filas de A combinaciones lineales de otras filas de A.
Luego las filas i1, 49, ..., y columnas ji, j2, . . .
si lo son de una matriz principal de la matriz triangulada. En esta dltima se detectan de inmediato

, jr de A corresponden a una matriz principal si y sélo

tales i17i2a .- '7ik y j17j27 e )jk'
Ejemplo.
1 2 0O -1 1 1 1 2 0 -1 1 1
1 1 2 0 0 O 0o -1 2 1 -1 -1
A= . ~
3 1 0 0 0 1 0 -5 0 3 -3 -2
1 -2 -2 1 -1 0 O -4 -2 2 -2 -1
1 2 0 -1 1 1 1 2 0 -1 1 1
0 -1 2 1 -1 -1 0 -1 2 1 -1 -1
— —
0O 0 -—-10 -2 2 3 0O 0 -—-10 -2 2 3
o 0o -10 -2 2 3 0 O 0 0 0 0

La caracteristica de la iltima matriz es evidentemente 3. Luego, como se ha obtenido por el proceso
de triangulacién, todas las anteriores, incluyendo A, tienen caracteristica 3.
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Resolucion de sistemas lineales por determinantes. Regla de Cramer

Como aplicacion del Teorema 10.15, vamos a probar que si el determinante de la matriz de los
coeficientes de un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas es distinto de cero, entonces el
sistema tiene una unica solucién. Ademés vamos a dar una férmula que expresa la solucién tnica del
sistema en funcién de los coeficientes y de los términos independientes.

Un sistema de n ecuaciones y n incégnitas

a11x1 + apry + - 4+ awr, = b
a1 + agxry + - + asmxn, = bo
Gn1T1 + GpaTys + - A+ appn = bn

puede escribirse en forma matricial como sigue:

ail a2 N AT T b1
as1r a22 ... Q2n T2 b2
anl QAp2 ... Gpn Tn by,

es decir, puede escribirse A-X = B, donde A = (a;;) esla matriz de orden nxn de los coeficientes
del sistema, X = (z;) es la matriz de orden n x 1 de las incégnitas y B = (b;) es la matriz de
orden n x 1 de los términos independientes.

Teorema 10.25 (Regla de Cramer). Sidet A # 0, el sistema A-X = B es compatible determinado,
y la Unica solucion del sistema estd dada por

aijlp] a2 ... b1 o Q1
a1 a2 ... bg s Q9n
Clapr an2 .. by .. app
€T, = )
det A
donde by, ba, ..., b, son los elementos de la i-ésima columna.

Demostraciéon. Sidet A # 0, entonces A es inversible. Entonces una solucién del sistema A- X = B
es X = A1 B, ya que
A (A71.By=(A4-AYH.B=B.

Ademads, esta solucién es tnica, pues si Z es solucion del sistema, se tiene A - Z7 = B, de donde
A1 A Z=A"1.B, estoes, Z=A"1.B.

Adj AT
De X = A~!'. B, y teniendo en cuenta que A~! = (deth)’ resulta:

Ai1bi +A21ba+ -+ Ap1 by

71 Apr Ao 0 Am b

r2 | 1 A Az - Ape b | 1 Aioby + Aga by + -+ Ao by,
det A : : : ' | detA”

T Ay, Asn - Ann b,

Alnb1+A2nb2+"'+Annbn
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Luego, para cada i =1,2,...,n se verifica

"y
! det A ’

es decir,
a1 a2 ... b1 ... ain
as21 a22 ... bg ... QA9n
. aApl QAn2 -.. by ... aun

! det A
O

Ejemplo. Verificar si los siguientes sistemas son compatibles determinados, y en caso afirmativo,
hallar la solucién aplicando la regla de Cramer.

B . r — oy + uwu =0
@ - - 3 21 ~ z 4+ 3u = 4
(a) r — 3y + z = 2 (b)
2% — 3z = —1 by - 2 = uwo=1
Y N 3vr + 4y — 2z + 3u = 5
2 —6 0
)A=|1 -3 1
0 2 -3
Como det A = —4 #£ 0, el sistema es compatible determinado. La solucién es:
3 6 0 2 3 —6 3
2 -3 1 1 2 1 1 -3 2
-1 2 =3 _9 B 0 -1 -3 _1 0 2 -1 _1
v —4 —1 VT —4 —1 °T —4 )
1 -1 0 1
2 0 -1 3
(b) A= 0 5 —1 -1
3 4 =2 3

En este caso, det A = 0, luego el sistema no puede resolverse por la regla de Cramer.

La expresién matricial de la solucién es 1til para diversos fines. Sin embargo hay que enfatizar que,
para un sistema genérico dado, el método de Gauss es mas rapido a los efectos del calculo numérico.

Consideremos ahora el caso general de un sistema lineal de n ecuaciones y m incognitas

a11ry + apxrs + -+ AmTm = by
ao1x1 + agexrs + -+ 4+ anTm = b
ap1T1 + ap2r2 + -+ AumTm = bn

Si A es la matriz de orden n x m de los coeficientes, X es la matriz n x 1 de las incégnitas y B
es la matriz n x 1 de los términos independientes, el sistema puede escribirse en forma matricial
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AX = B. Notemos (A, B) a la matriz que resulta de agregar a la matriz A la columna de los términos
independientes:

a1 aiz ... Qim b1

asr a2 ... Qa92m bg
(A7 B) =

anl Qp2 ... Gpm bpy

Teorema 10.26 (Teorema de Rouché-Frobenius o de Kroenecker-Capelli) El sistema lineal
AX = B es compatible si y solo si la caracteristica de la matriz A de los coeficientes y la caracteristica

de la matriz ampliada (A, B) coinciden. Sea M una submatriz principal de A, con filas i1,12, ... ik Yy
columnas ji,72,...,7k. Sea A’ la matriz obtenida de A eliminando las filas distintas de i1,19, ..., %k,
y sea B’ la matriz obtenida de B eliminando los elementos (filas) distintos de i1,1is2,...,i,. Entonces

el sistema AX = B es equivalente (esto es, tiene las mismas soluciones) al sistema A'X = B'.

Antes de ver la demostracién de esta proposicién veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el sistema

r1 + 2x9 + 3x3 + x5 = 0
2x1 4+ 2x9 + 33 — 214 = 1
—xq + 2z4 + x5 = -1
229 + 3xz3 + 24 + 25 = -1

La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada son respectivamente

1 23 0 1 1 23 0 1 0
2 2 3 —2 0 29 2.3 —2 0 1
A=1100 2 1 v AB=| 4509 2 1
0 2 3 2 2 0 23 2 2 -1

Ambas tienen caracteristica 2. Las filas 1 y 3, y las columnas 1 y 2 corresponden a la submatriz
principal
1 2
=4 5)

en ambas matrices. Luego el sistema es compatible.
Las matrices A’ y B’ de la proposicién son

(1 2301 , {0
A_<—1 00 2 1>’ B_<1>'

El sistema dado AX = B es equivalente al sistema A’X = B’, que es

T1 — 2x9 + 3x3 + x5 0
—I 4+ 2x4 + x5 = -1

La matriz A’ tiene submatriz principal M. Pasando al segundo miembro las incégnitas que no figuran

en M resulta
1 2 1\ [ —3x3—1x5
-1 0 z9) \ —x5-—1
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‘ (12 a_ (0 -1
ComolamversadeM—(_l O) es M _<1/2 1/2

r1\ 0 -1 —3x3 — T3 . 204+ x5+ 1
ro ) \1/2 1/2 —x5—1 ) \=3/2x3—x4 —x5—1/2 )"

1 = 2x4 + 25+ 1; xg = (—3/2)x3 — x4 — x5 — 1/2.

) , resulta

esto es,

La solucién general es entonces

(2z4 + x5+ 1,(=3/2)x3 — x4 — x5 — 1/2, 23, 24, T5).

Demostraciéon.  El procedimiento indicado en el ejemplo es general: siempre pueden pasarse al
segundo miembro las incognitas cuyos coeficientes no estan en M, y luego despejar las restantes,
multiplicando por M~!. Esto prueba que si la caracteristica de la matriz de los coeficientes y la de
la matriz ampliada son iguales el sistema tiene solucién. Reciprocamente, si el sistema tiene solucion,
entonces B es combinacion lineal de las columnas de A, por lo cual la caracteristica de A y la de
(A, B) son iguales. O

Proposicion 10.27 Si el sistema AX = B es compatible, entonces si la caracteristica r de A es igual
al nimero m de columnas de A, (nimero de incégnitas), la solucion es unica. Sir < m, el sistema
tiene infinitas soluciones.

Demostracién. Siguiendo el procedimiento indicado en la proposiciéon anterior, es claro que si
el nimero de incognitas (nimero de columnas de A) es mayor que la caracteristica de A, entonces
pueden pasarse incognitas al segundo miembro, dando lugar a infinitas soluciones. O

Ejercicio. Resolver el siguiente sistema aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius.

xr1T — To — xr3 + X4 = 1
2¢1 + 229 — 3x3 4+ 64 — x5 = -—1

r1 + 2z — r3 + 4dxy = 1
3r1 + x0 — 4dx3 4+ Ty — x5 =

La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada son respectivamente

1 -1 -1 1 0 1 -1 -1 1 0 1
2 2 -3 6 -1 29 2 -3 6 -1 -1
A=11 9 14 o0 vy AB)=11 5 | 4 o 1

3 1 -4 7 -1 3 1 -4 7 -1 0

Se puede ver que el rango de A y el rango de (A, B) es 3, con matriz principal

1 -1 -1
M=12 2 =3
1 2 -1

Por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible indeterminado. La solucién del sistema
dado se lleva al sistema
T — T2 — X3 = 1 — x4
201 4+ 229 — 3x3 = -1 — 6x4 + x5
1 + 290 — x3 = 1 — 4dxy
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La matriz de los coeficientes de este nuevo sistema es la matriz M, con det M = 3, y el sistema puede
escribirse matricialmente

I 1 — T4
Ml xz|= -1 — 6x4 + x5 ]|,
T3 1 — 41‘4
y como
4 -3 5
Mt=1/3{-1 0 1],
2 -3
resulta
T 4 -3 5 1 — Ty
2 | =1/31 -1 0 1 -1 — 6xy + x5
T3 2 -3 4 1 — 4.7}4

Haciendo x4 = A\ y x5 = u se tiene:
1 =4—-2 \—pu, rxa=-\ x3=3—p.
La solucién general puede escribirse (4 — 2\ — pu, —A, 3 — p, A\, ).

Sistemas lineales homogéneos

Si en la matriz B = (b;) de los términos independientes, es b; = 0 para todo i, se dice que el sistema
es homogéneo. A partir del Teorema de Rouché-Frobenius se tiene que un sistema homogéneo siempre
en compatible, pues al agregar la columna B no se modifica el rango de la matriz de los coeficientes.
Una solucion evidente es 1 = zo = ... = x,,, = 0, llamada solucion trivial.

El siguiente teorema es evidente.

Teorema 10.28 Un sistema homogéneo tiene soluciones no triviales si y solo si el rango r de la
matriz A de los coeficientes es menor que el numero m de incdgnitas. Si el sistema tiene igual nimero

de ecuaciones que de incdgnitas (n = m) entonces el sistema tiene soluciones no triviales si y sdlo si
det A=0.
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10.5 Ejercicios

1. Resolver y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. Si el sistema es compatible
indeterminado, hallar ademas una solucién particular del mismo.

dr+3y+2z=1 3z —2y+2z=3

r+3y+5z=1 22— y+3z=4
(a){ (b){
3z+6y+92=2 5 —3y =2

3z+2y+2242t=2

2¢4+T7y+32z+ t=6 2¢4+3y+22+5t=3
(c){3x+5y+22+2t—4 (d)¢ 92+ y+4z-5t=1
9r+4y+ z+7t=2 Te+ y+6z— t=7

20 +2y+324+4t=5

r+3y+ z=11 _
o] st2y-8:=4 " N Y

2o +oy—4z=13 ot yr2s—0

2546y +22 =22 y -

2. Hallar el valor de A para el cual los siguientes sistemas son compatibles determinados, indeter-
minados 6 incompatibles:

224+ dSy+ z2+3t=2

drx+ 6y+3z+5t=4

de+14y+ z24+7t=4

20— 3y+3z+At=7

r+2y—3z=4
(a) K 3z —y+52=2 (b)
dr+y+ (N —-14)z=2+2

3. Determinar, si existen, x,y,z € R que verifiquen simultdneamente:

r= 1+2A\ r= 3—- 7

(a) {y:—1—4)\ , Ae€R {y=—6+3’y , YER
z2=-—24+2A z=-24 v
r= 1+ X x= 242y

(b) {y: 2— X , AeR {y:—2+2'y , vER.
z=-34+3\ z= 1—-2%

4. Construir matrices que cumplan las siguientes condiciones:

(a) A= (a;j) deorden?2 tal que a;; =i*—2j+ 1.
= (b;j;) deorden 3 tal que b —bj; =0 si i#j , b;=0si i=j.
b) B=(by) deorden3 talque by —bj=0si i#£j , by=0sii=j
o _JO sii+j=3
(c) C = (cij) de orden 2 tal que czj—{2 S bt
1—7F sii>]
(d) D = (d;j) de orden 4 tal que d;j =14 0 sii<yj .
—9j sii=j
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10.

11.
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0 siitj
(e) E = (es;) de orden 3 tal que eij—{\/j iz’

. Resolver, si es posible, las siguientes ecuaciones matriciales:

(a) (ZiZ b_+ac> * (bf% _g> - (? j)
(b) (aic aj—b) + <2Od c_—dd> - G g 8>'

(©) a-+2b 11 n —3c 0 - 4 a+3b+c
¢ 2  2a+6b 5h—4c 2¢) — \ 13 29 :

. Efectuar los siguientes productos entre matrices:

1 -3 2 2 5 6 2 -1
(a)<§ :Z)(;’ ‘;) w3 -4 1) (125 @©@fo (é _f i’)
2 -5 3 1 3 2 2 0

0 1 1 0 00
SeanA-(O 0>,B—<0 _1)yC—<1 0>.

Calcular: A-B—-B-A, B-C-C-By A-C-C-A.

. (a) Sea A= (?) :;), calcular:
(i) A%y A3
(ii) A", n € N.
A0 0
(b) Idem para A:<3 ;\) y A=[0 X 0
0 0 X3

. Dar ejemplos de matrices no nulas A y B de orden 2 que verifiquen:

(a) A2=A, A+ D,
(b) A™ =0, para algin n € N.
(c) A-B+B-A=1.

Dada la matriz A = ? (1] 2) , hallar una matriz B tal que se puedan efectuar los productos

A-B y B-A. ;(De qué 6rdenes son estos productos?
Sean Ay B matrices cuadradas de orden n. Mostrar que:

(a) En general, A-B # B - A.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) Si A-B# B-A entonces (A+B)2# A2+ B*+2A-B y A’-~B?+# (A+B)-(A-B).
(c) En general, si A-B =0 no necesariamente A=0 6 B =0.

(d) Si A=X\-1I, entonces A-B = B-A para toda matriz B de orden n.

Hallar, si es posible, una matriz A tal que:

ORI
(b) A-(_i’ ‘§)=<_‘I’ _g>"4:]2'
(@A-(i g):<§ §>.A:12.

Una matriz cuadrada a = (a;;) se dice diagonal si a;; = 0 cuando i # j. Decidir la verdad o
falsedad de las siguientes afirmaciones justificando su respuesta.

Si A, B, C son matrices cuadradas de orden n se tiene:

(a) 2-AT-(3-B)-C)"=6-(B-0O)" - A.

) 2-A+B-C)'=2-AT + B-C, donde B y C son matrices diagonales.
(c) (A-BT.Cc-AT =T - B-1,)- AT,

(@) ((AT))" = a2.

(e) Si Ay B son matrices diagonales, entonces A% — B2 = (A — B) - (A+ B).

Una matriz cuadrada A = (a,j) se dice simétrica si a;; = aj;, para todo 4, j. Mostrar que:

(a) Si A es una matriz m x n entonces el producto A - AT estd definido y es una matriz
simétrica .
(b) La suma de matrices simétricas es una matriz simétrica.

(c¢) El producto de dos matrices simétricas es una matriz simétrica, si las matrices conmutan.

Calcular:
9 1 1 -1 2 2 0 1
(a) 3 _s ’ (b) 3 01 ()] -1 3 1
-1 30 01 -2
Hallar los valores de z tales que det A =0
z—6 0 0 1 3
rz—1 —2
(a)A:< 1 x_4> (b) A= 0 z -1 (c)A=1| 4 5 -1
0 4 x—14 2 -1 5
a b c
Si A=|d e f y det A =15 decir, sin calcular los determinantes, por qué valen las

g h m
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siguientes igualdades:

d e f —a —-b —c
(a) g h m|=5 (b) [2d 2e 2f|=10
a b c —-g —h -m
a+d b+e c+f a b c
(c) d e f |=5 (d) |[d=3a e—3b f—3c|=10
g h m 29 2h 2m

18. Calcular, desarrollando por los elementos de la fila 6 columna con més ceros, el siguiente deter-
minante
1 -1 2 3
-1 0 1 0
2 1 -2 -1
5 1 1 3

19. Calcular el determinante del ejercicio anterior, llevando previamente a la forma triangular.

20. Calcular los siguientes determinantes haciendo previamente todos los elementos de una fila o
columna cero excepto uno y desarrollando luego por esa linea.

1 -1 2 13

1 -1 2 éfjg 0 1 -1 10
()| 0 13 My 1 =50 (|1 1 1 -1 2
-1 11 0 1 11 0 1 -1 30
1 -1 1 11

21. Si A es una matriz de orden 3 y det A =2, hallar det(3-A) y det(A- A").
22. j Es cierto que det(A+ B) =det A + det B ? Justificar la respuesta.

23. Dadas las siguientes matrices decir si son o no inversibles, y en caso afirmativo, hallar su inversa:

@ |3 o1 (b)
R 1 0 1 0
0 0 2 -1
© |3 14 ()
O 3 1 -2 5
4 1 —1 10

24. Sean A y B matrices cuadradas de orden n. Probar que:

(a) Si A y B son matrices inversibles, entonces A-B tambiénloesy (A-B)~!'=B"1.47L
(b) Si A es inversible, entonces det B = det(A~!- B - A).

25. Si A es una matriz de orden 3 y det A =3, hallar det(A~!), det(5-A~') y det(5- A)~L.
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26. Verificar si los siguientes sistemas son compatibles determinados, y en caso afirmativo, hallar la
solucién aplicando la regla de Cramer.

z+3y+52z=1 20— y+3z=4
(a){4x—|—3y—|—2z:1 (b){Sx—2y+2z:3

3r+6y+92z=2 S5x —3y =2
e r—yt+u= 0
2e—6y=3 2z —z+3u= 4
(c) r—=3y+z= 2 (d)
2y —3s— _1 Sy—z—u= 1
y 3r4+4y—2z+3u= 5

27. Analizar la compatibilidad de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales utilizando el teorema
de Rouché-Frobenius. Resolver.

r+2y—2z—1t= 1

—orddy —7e= 1 % — 2y — 2z —3t= —1

(a) _gi:iyigzi :? (b) 20 —2y—z—5t= 9
i a —3r+y—z+2t= 0
- _ 3xrt+iy—z—6t= 2
(c) {§x+—222/ +5z: g (d) ¢ A—dz4+y+iz—2(1—i)t= —2i
’ N —r+2y+4diz+4t= —61

28. Para qué valores de A tiene soluciones no triviales el sistema

T+y+z+t=
T+ Ay +z+t=
r+y+Az+t=
THYy+ 2+ M=

o o oo



202 ELEMENTOS DE ALGEBRA

11 Ejercicios de repaso

1. Sean A, By C los conjuntos: A = {{7,8,9},{3,6},{5}}; B=1{7,8,9,3,6,5};
C = {7}, {8}, {9}, {3}, {6}, {5} }.

Completar con la relacién: C, DO, € 6 ¢ segun corresponda:

(i) {3,6} .ooorii A (iv) {7,8} oooiei C
(i) {16}, {5}} «overrnnn, ({9}, {6}, {5}} (V) A . {({7,8,9}}
(iii) {3,6} .......o..n B

2. Verificar, por cédlculo directo, las siguientes igualdades:

(a) ([AUB)YU(A'—=B)'n(B—-A) = A.

(b) (B—A)YN[(4A-—B)U(AUB)] = A.

(¢c) (DNF)Y —F)nNn[(DDUF)YUE]=DNF.
d [(X=-YYUuZIn[(XnZ)-Y]=X'"UY.

3. (Cuantos elementos puede tener la unién de un conjunto con 5 elementos y otro con 9 elementos?.
.Y la interseccion?

4. Sean A y B dos conjuntos.

(a) Si A tiene 5 elementos y A N B tiene 3 elementos, determinar cudles de las siguientes afir-
maciones pueden ser verdaderas, cudles son necesariamente falsas y cudles necesariamente
verdaderas.

(i) A es un subconjunto de B.
(ii) AU B tiene 5 elementos.
(iii) B tiene exactamente 2 elementos.

(v

)
)
(iv) Si AU B tiene 5 elementos, entonces B tiene 3 elementos.
) P (A) tiene exactamente cuatro elementos.

i)

B no es vacio.

(v

(vii) Si B C A entonces B tiene 2 elementos.

(b) Si B tiene tres elementos y AU B tiene cinco elementos, determinar cudles de las siguientes
afirmaciones pueden ser verdaderas, cudles son necesariamente falsas y cudles necesaria-
mente verdaderas.

(i) AN B tiene exactamente tres elementos.
(ii) A es vacio.
(iii) P (B) tiene exactamente ocho elementos.

(iv) A tiene exactamente dos elementos.

)

(v) Si B C A entonces AN B tiene més de tres elementos.

5. (a) Demostrar que si D C E' y F C G entonces DUF C (D — E)U(FNG).
(b) Demostrar que si X CTy Z' CY entonces X —Z CY N(TUZ).

6. Demostrar que si ANX =ANY y AUX =AUY, entonces X =Y.
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7. Se llama diferencia simétrica de los conjuntos A y B al conjunto AAB = (A — B)U (B — A).
Determinar cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas cualesquiera sean los conjuntos
A, By C y cudles no. Para las que sean verdaderas, dar una demostracién, para las otras dar
un contraejemplo.

(i) Au(BNC)=(AUuB)NC
(i) AAB C (AAC) U (BACQC)

) Si C' C A entonces BNC C (AAB)

) AAB=0siysélosi A=B

) (AAB)—-C=(A-C)A(B-0C)

(vi) AAD=A

(vii) AN (BAC)=(ANB)A(ANC)
)

)
)
)
)
)

(i
(iv

(v

(vii) A—(B-C)=(A-B)U(ANC)
A—(AAB) = ANB
(AnC)—-B=(A-B)nC

Si A C B entonces AAB=BnNA'

Si ANC = () entonces AN (BAC)=ANB

—

(ix) A—(

(x

(xi

(xii

8. (a) Sea A =R x R y sea R la relacién definida por: (z,y)R(z,t) siysélosiz < zey <t
Indicar si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

(b) Dados el conjunto Y = {a,b,c,d} y la relacién de equivalencia definida por:

R= {(a7 a)v (b7 b)v (C’ C)v (d7 d)v (aa d), (d, a), (b> C)v (C) b)},
hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente determinado por R.

9. (a) Sea A=Z x Z y sea R la relacién definida por: (a,b)R(c,d) siy sélo si a divide a c.
Indicar si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

(b) Dados el conjunto A = {1,2,3,4} y la relacién de equivalencia definida por:

R= {(17 1)7 (2a 2)7 (27 3)7 (37 2)7 (37 3)7 (47 4)}7
hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente determinado por R.

10. (a) Sea A =R x R y sea R la relacién definida por: (z,y)R(z,t) si y sélo si 2% = 22.
Indicar si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva.

(b) Dados el conjunto X = {a,b,c,d, e} y la relacién de equivalencia definida por:

R = {(CL, a)7 (a’ b)v (b7 a)’ (b7 b)v (C’ C)a (d7 d), (d, 6)7 (67 d)7 (67 6)}7
hallar las clases de equivalencia y el conjunto cociente determinado por R.
11. Sea A =R x R y sea R la relacién definida por: (z,y)R(u,v) si y sélo si (z2,y) = (u?,v).

(a) Demostrar que R es una relacién de equivalencia, calcular las clases de equivalencia, dar
ejemplos y graficar. Hallar el conjunto cociente.

(b) Indicar si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas, justificando las respuestas:
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(i) (2,3) pertenece a la clase del (—2,—3).
(ii) El conjunto I = {(z,y) € R? : y = 0, > 0} contiene un elemento y uno solo de cada
clase de equivalencia.
(iii) C(3) tiene 2 elementos.
(c) ¢ Cuéntos elementos tiene C(g ), y € R 7
12. Dibujar el diagrama de Hasse correspondiente al conjunto A = {10,9,5,3,2,1} ordenado por la

relacion: =Ry si y solo si x es multiplo de y. Indicar, si existe, el primer elemento, el ultimo
elemento, los elementos maximales y los elementos minimales de A.

13. Dibujar el diagrama de Hasse correspondiente al conjunto A = {2,3,4,5,15,60} ordenado por
la relacién: xRy si y sélo si x divide a y.
Indicar, si existe, el primer elemento, el tltimo elemento, los elementos maximales y los elementos
minimales de A.

14. Sea B el conjunto ordenado cuyo diagrama de Hasse es:

g h
i
d e Hallar, si existen, las cotas inferiores, las cotas superiores, el supremo
y el infimo de los conjuntos X; = {a,b,d}, Xo = {d,e}, X3 =
¢ {a7€79}7 X4={e,g,h}, X5:{Cvf}7 Xﬁz{dag}
a b

15. (a) Determinar si R es una funcién de A en B en los casos
(i) A=1{1,2,3,4,5}, B={a,b,c,d}, R={(1,a),(2,a),(3,d), (4,b),(5,¢)}
(i) A=1{1,2,3,4,5}, B={a,b,c,d}, R={(1,a),(2,a),(3,a),(4,b),(5,¢),(3,d)}

(i) A=1{1,2,3,4,5}, B={a,b,c,d}, R={(1,a),(2,a),(3,d),(4,b)}

(iv) A={1,2,3}, B={a,b,c,d,e}, R={(1,a),(2,a),(3,e)}

(v) A=N,B=R, R={(a,b) e NxR:a=2b—-3}

(vij A=R,B=N, R={(a,b) e RxN:a=2b—-3}

(vil) A=2Z,B=127Z,R={(a,b) € ZxXZ:a+b es divisible por 5}

(viii) A=N, B=N, R={(a,b) e Nx N:b=a?}
(b) Para cada una de las relaciones de A en B definidas en (a) que sean funciones, hallar la
imagen y determinar si es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

16. (a) Averiguar si la funcién f es inyectiva, epiyectiva o biyectiva. Justificar las respuestas.
(i) f:Z—Z, f(x) =5z —3.
(i) f:R—RT, f(z) =622 (RT={z:2ecR, z>0}).
(iii) f:R—R, f(z) =523 - 3.
(iv) f:R—R, f(z) = 2% +8.
(b) Hallar la funcién inversa de la funcién g.

1

(i) g:RT — RT, definida por g(x) = Zx2.
(ii) g: R — R, definida por g(z) = 823 + 2.
(iii) g : Rt — R, definida por g(x) = 9 2.
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(iv) g : R — R, definida por g(z) = 2% — 6.
(c) Dadas la funciones f y g, hallar g o f y calcular (go f)(—1).

3 %

(i) f:R — R, definida por f y ¢:R — R, definida por g(x) = 2+1
x

)
(i)
i)

)

x)==
f iR — R, definida por f
f:R — R, definida por f
(iv) f:R — R, definida por f

r)=2x—1y g:R— R, definida por g(z) = (z + 6)3.
r)=2%-1y g:R— R, definida por g(z) = (—z — 1)%.
r)=x+2 y g:R — R, definida por g(z) = (—3z +4)2.

(iii

~—~~ —

17. Determinar si las siguientes funciones son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas. Para las que
sean biyectivas, hallar la inversa y para las que no sean biyectivas, hallar la imagen.
(i) f:R—-R, f(z)=1223 -5
(ii) f:R — R, f(z) =122%2 -5
i) f:R* =R, f(z,y) =z +y
iv) f:R—R3 f(x)=(2z,2%,2—7)
f

2x siz <6
.]R—>R,f(x)—{ r+6 siz>6

(Vi)f:NaN,f(n)—{g S es par

n+1 sin esimpar

(vii) f:N—N, f(n):{ n—1 sinespar

2n sl n es impar

(vili) f:Z X Z — Z, f(a,b) = 3a — 2b

) ‘ ] a+1 siaespar
(1X)f'Z_’Z’f(a)_{a—1 si a es impar

18. (a) Dadas las funciones

n2

) _ 5 si n es divisible por 6 = _ 1
f:iN=N, f(n) { 3n+1 en otro caso P 9: XN =N, gn,m) = n(m+1)

calcular (f o g)(3,4), (f 0 9)(2,5) v (f 0 9)(3,2).

(b) Dadas las funciones

x2 sin<7
fR—=R, f(x)_{2a;—1 siz>7 g:N—R, g(n)—\/ﬁ

hallar todos los n € N tal que
(i) (fog)(n)=13
(ii) (fog)(n) =15

19. Hallar f o g en los casos
(i) f:R—=R, f(z)=222-18,g:R—R, g(z)=2+3
i) f:R—R, f(z)=2+3,9:R—R, g(z)=22%-18
(i) f:N— N, f(n):{ n —2 sin es divisible por 4 g:NoN,

n —1 en otro caso ’ g(n) =4n



206 ELEMENTOS DE ALGEBRA

iv) f:R-RxR, f(x)=(x+5,3z), ¢g:N—=R, gn)=n

20. Hallar dos funciones f : N — Ny g : N — N tales que fog = idy y go f # idy, donde
idy : N — N denota la funcién identidad.

21. (a) Probar que una funcién f : A — B es inyectiva si y s6lo si para todoy € B, si f~'({y}) # 0,
entonces f~1({y}) tiene un elemento.
(b) Sea f: E—- Fy X C EeY C E. Probar que si f es inyectiva entonces f(X NY) =
FX)Nf).
22. (a) Describir el intervalo (4,9) por medio de una desigualdad utilizando valor absoluto.
(b) Idem para el conjunto (—oo, —2] U [4,400).
(c) Resolver las siguientes desigualdades y expresar la solucién utilizando valor absoluto:
(i) 2 +52 >0, (i) 22 —22r<0, (ii)2?—-2-2>0, (iv)22+5zx+7<0.

(d) Resolver las siguientes desigualdades:

1
(i) %H >0, (i) it?, >0,
: a? -1
(iii) 5 >0, (iv) 73, 0.

23. (a) Determinar el conjunto de soluciones de la siguiente inecuacién. Expresarlo en forma de
intervalo.

r+4<22%—x—4.

(b) Resolver la siguiente ecuacién y verificar la solucién:

r—5 2$—175CC—1_Z

> 243 10 5
24. Sean a,b € R tales que 0 < a < b. Demostrar que:

1 1

O —_ _

(a) <b<a
(b) a® < v?

25. Sean a,b € R tales que a < b < 0. Demostrar que:

26. Sea A={zx eR: (|22 —3|—1)(x+3) <0}.

(a) Representar graficamente el conjunto A.
(b) ; Es acotado inferiormente ?

(c¢) Indicar una cota superior y hallar el supremo de A.

27. Decir si A es acotado superior y/o inferiormente. En caso afirmativo dar dos cotas superiores
y/o inferiores. ; Tiene primer y/o tltimo elemento 7

() A:{xeR il Kbl N 2}

r—1
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2 z+1
A= :
(b) {xeR T2 < 3 }

3 z+2
(C)A—{IGR.2_$< 3 }

28. (a) DadoelconjuntoA:{xE]R: T+ 3 — i > O}.

20 4+3
Decir si A es acotado inferiormente. En caso afirmativo indicar el infimo de dicho conjunto.

, Tiene A primer elemento? Justificar.
(b) Hallar, si existen, los valores reales de x para los cudles se verifique :

() [—x—1] + [z+2] > 5

2 -3z
i) —— > 1
(i) |3 —2x| —
3—4x
> 1
@) =7 2

(iv)

1
x+2’>—2x—|—3

(v)

3
IL‘+2’Z5—2:L'

29. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta, con demostracién
o contraejemplo, segin corresponda:

(a) /(x—32=2-3 , z € R.
(b

)

) Si ¢ es un nimero racional tal que 2-¢> € N entonces ¢ € N.
() Si y < b< 0 entonces y*> > b-y > b>.
(d)

)

d) Va2 —6x4+9 + Va2 462 +9= -2z, Ve e R,z < —3.
(e) Siz € R,y >0, entonces z —y < =+ y.

30. (a) Probar que cualquiera que sea x € R | x # 0 se verifica que M <0.
x

(b) Sia, b €R, jes cierto que a®> =b> = a® =0 ?
(¢) Sean z, y € R, = # 0, y # 0 tales que x + y = 1. Probar que

G- G-+

31. (a) Hallar, si existen, los valores reales de x para los cuales se verifique:
1
|2x+§| > —x+ 3.

-1
(b) Dado el conjunto A ={z € R:1— ;;T > 0}, decir si A es acotado inferiormente. En
x

caso afirmativo, indicar el infimo. ; Tiene A primer elemento ? Justificar la respuesta.

32. Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas, con
demostracién o contraejemplo, segiin corresponda.
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(a) Sia y bson nimeros irracionales y a + b es racional, entonces 2a — b es irracional.

(b) Sia < b implica ac < bc para todo a, b, c € R.
1
(c¢) La tnica solucién de la ecuacién |z — 1| — |z] =0 es x = 7
33. Demostrar, aplicando el principio de induccién:

(a) 2" > 1+ n, para todo n > 1.
(2F1 =2k 2> (1+k)-2=2+2k> 1+ (k+1)).
(b) 32" — 1 es divisible por 8, para todo n > 1.
(32(k+1) —1= 32k _32 —1= 32k.32 _32+32 —1= 32(32k . 1) + (32 _ 1) _ 32(32k . 1) +8)
(c) 2n3 —3n? +n+31>0.
(d) n!> 2" para todo n > 4.

34. Demostrar, aplicando el principio de induccién, que las siguientes igualdades y propiedades valen
para todo n € N: Indicar el cuarto término y hallar la suma de los seis primeros sumandos.

(a) (2—;>+<2—222>+---+<2—;):(2n—2)+n;2.
(b) (;—1>+<;—3)+<;—32)+...+<;—3n—1>:n+12_3n.
(c) (;—1>+<;—2>+<;—22>+...+<;—2"1)—7;—(2"—1).

33" —1
(d) 3494, 4B =D

(£) 1-24+3-445-6+...+(2n—1) 2n=_

n(3n —1)
2
(h) 5+9+13+...+ (dn+1) = n(2n +3)

() 1+4+7+...+(3n—-2) =

)

i) 3+7+11+...+(4n—-1)=n(2n+1)
)

) 5

(j 2+6+18+ 423l =3r 1
11 " n\"

k A (z) =1 (=
© 5+3+5++(3) (5)

(T -1

D) 7T+7+B+.. .+ = ( c )
2
(m) 13+23+33+...+n3:<”(”;1))

1 1 1 1
(0) 32"t 41 es divisible por 4

(p) 23" — 1 es divisible por 7
(q) 5™ — 1 es divisible por 4
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35.

36.

37.

38.

39.

(r) 42" — 1 es divisible por 3

1 2 n n+ 2
(8) G- TG+ G- ) =6Gn-2)+—,
(t)1+5+52+ i 5)"
6 62 63 6n - 6
1
(W) 12-22432 42 1. 4 (—1)" 12 = (—1)n] n(n2+ )
L2 3 n n+2
W) gt tgt tm =20

3 4 1
(w) Probar quesi 24+54+8+...+(3n—1) = Bn+4)(n+1)

es valida para n = k + 1. Sin enbargo, la formula no vale.
(n—=1)-n-(n+1)

3
(y) 12 =22 4+32 - 424 ...+ (2n—1)2 - (2n)?> = —n-(2n+1).
(z) B+33+53+---+(2n—-1)3=n2-(2n% - 1).

1 1\? " +2
() 1+2<2>+3(2> +...+n<2> :4—;7_1

Con n tres y n cuatros, n > 2, formamos los nimeros A, = 3% y By, = 44 | Probar por
induccién que A, > 2B,,_1. En particular, A,, > B,,_1.

es valida para n = k, entonces

(x) 1-242-3+...4(n—1)-n=

3 4

5 8
Con 8 cincos y 5 ochos formamos los nimeros 5°  y 8% . ;Cudl de los dos ntimeros es el mayor?
(Tomar A, la potencia con n cincos y B, la potencia con n ochos y probar por induccién que
Ap > 2B,_3,n>4).

La siguiente demostracion por induccién parece probar la siguiente afirmacién:
Todo conjunto de n rectas, n > 2, en el plano no paralelas dos a dos se cortan en un punto.
Como esto es claramente falso, ;donde esté el error 7

Demostracién. La afirmacion es verdadera para n = 2, ya que suponemos que no son parale-
las.

Supongamos que es verdadera para cualquier conjunto de n — 1 rectas. Sea L = {a,b,c,d,...}
un conjunto de n rectas en el plano, no paralelas dos a dos. Si suprimimos la recta ¢ nos queda
un conjunto L’ de n— 1 rectas no paralelas dos a dos. Por la hipdtesis inductiva, existe un punto
P por el que pasan todas las rectas de S’. En particular, P es el punto de interseccién de a y b.
Ahora reintegramos ¢ y eliminamos la recta d para obtener un conjunto S” con n — 1 rectas.
Usando de nuevo la hipétesis de induccién, todas estas rectas se cortan en un punto P’. Razo-
nando como antes, P’ debe ser el punto de interseccién de a y b. En consecuencia P = P’. Pero
entonces ¢ pasa por P (por la eleccién de P) y por lo tanto todas las n rectas pasan por P. O

Hallar el cociente y el resto de dividir @ = n + 3 por b = n? +1 (n € N). (Ayuda: Observar que
sin>3n2+1>n?>3n>n+3).

Si el resto de la divisién de a por 18 es 5, hallar:

(i) El resto de dividir 4a + 1 por 9.
(ii) El resto de dividir a? 4 7 por 36.
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45.

46.

47.

48.
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(iii) El resto de dividir 7a® + 12 por 28.

(iv) El resto de dividir 1 — 3a por 27.

(a) Hallar, utilizando el algoritmo de Euclides, el maximo comun divisor de —187 y 77. Expre-
sarlo como combinacién lineal de ellos.

(b) ¢ Cudl es la condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién —187z + 77y = 22 tenga
solucién entera 7 En caso de ser posible, hallar una de ellas.

(c) Demostrar que si n € N, n impar, entonces n(n* — 1) es divisible por 120.
Decidir la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justificar la respuesta.

Si el producto de dos niimeros enteros es par entonces uno de los dos ntimeros es par.
Un nimero es primo si y solo si es impar.

Sia|b-c entonces a|b 6 a]c.

SibeZy 5|b* entonces 5 |b%+ 10.

Decir cudl es el m.c.d. de dos enteros a y b tales que 9a+42b = 18, si no son relativamente
primos y uno de ellos no es divisible por 3.

)
)
)
d) Sia|b y a|c entonces a|b+ c.
)
)

(b) Demostrar que si n es un nimero entero par , entonces 11n® — 44 n es divisible por 264.

6

(c) Demostrar que si n es un nimero entero entonces n® —n* es divisible por 12.

Hallar los enteros a y b sabiendo que al dividirlos por su maximo comun divisor se obtienen
cocientes 20 y 17 respectivamente y que la suma de su maximo comun divisor y su minimo
comun multiplo es igual a 3410.

Decidir la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justificar la respuesta.

(a) Siun ndmero entero es divisible por 21 entonces es divisible por 7.

(b) Sia,beZ y al|b® entonces a|b.

(¢) Si u,veZ , Tu+8v=10 , vimpar y (u,5) =1 entonces u y v son relativamente
primos.

(a) Probar que todo nimero primo p >3 es de laformap=6n+1 6 p=6n+5,n € Z.

(b) Probar que si p es un ntimero primo, p > 3, el resto de dividir p? por 12 es 1.

Probar que si 2" — 1 es primo, entonces n es primo (Ayuda: tener en cuenta que a" — 1 =
(a—1)(1+a+a*+---+a"1)).

Un problema abierto es saber si existen infinitas parejas de nimeros primos de la forma n, n+ 2.
Por ejemplo, 3y 5, 5y 7, 29 y 31, etc. Probar que no existen infinitas ternas de primos de la
forma n, n+2, n + 4. (Ayuda: considerar la divisién de n por 3).

Probar que para todo entero positivo n existe un primo p tal que n < p < n!. (Observar que
existe un primo p tal que p | n! —1).

Un numero natural se dice perfecto si es la suma de sus divisores positivos propios. Por ejemplo,
6=1+2+3,28=1+2+4+7+14. Probar que si 2"~ ! es primo, entonces 2"~! . (2" — 1) es
perfecto.
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50. Decidir la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Justificar las respuestas, con demostracién
o contraejemplo, segin corresponda.

(a) Si el producto de dos niimeros enteros es un cuadrado entonces uno de ellos es un cuadrado.
(b) Sia | b? entonces a? | b?, para todo entero a, b.

(c) Sia | b3 entonces a® | b, para todo entero a, b.

(d) Si a, b son ntimeros irracionales y a + b es racional entonces a — b es irracional.

(e) Si el resto de dividir a un nimero entero a por 9 es 4, entonces el resto de dividir a 8a — 1

por 9 es 4.

(f) Si 7| b° entonces 7 | (b2 + 21a).

(g) Si ay bson nimeros enteros, uno de ellos impar, entonces 2 | a — b si y sélo si 2 | a® — b3,
51. Probar que la suma de 4 enteros consecutivos no es un cuadrado.
52. (i) Probar que 3| a® +b?siysélosi3|ay3|b.

(ii) Probar que 7 | a? +b* siysélosi 7|ay 7|b.
(iii) Probar que 5| a2 +b?siysélosi5|a—2by5|a— 3b.
(iv)

53. Probar que cualesquiera que sean a,b,c € Z, a®> + b*> + ¢? + 1 no es divisible por 8.

Probar que no vale que si 5 | a® + b entonces 5 | a 6 5 | b.

54. (a) ¢ Cémo son los divisores de 226081 ?
(b) Determinar el nimero de divisores de 143 - 182 y de 3 - 28%.
(c) Probar quesia, b, d€ Z, a# 0,y a®=d-b? entonces d es un cuadrado en Z.
(d) Sea a un entero par. Probar que 2a% + 16a — 2 no es un cuadrado.
(e) Hallar el menor nimero natural impar que tiene exactamente 6 divisores positivos.
(f) Hallar el menor natural n, tal que 1200 - n es un cubo.
(g) ¢ Cuéntos divisores tiene el nimero 648 ?
(h) Hallar la suma de los divisores positivos de 24 - 5123 y de 7437 . 823,

n n
55. Hallar el menor entero positivo n tal que 5 esun cuadrado y 3 es un cubo.

56. Sea 2N el conjunto de los niimeros naturales pares. Diremos que un ntimero a en 2N es irreducible
si no existen nimeros b, ¢ € 2N tal que a = be.

(i) Probar que si n es un nimero impar, entonces 2n € 2N y es irreducible. Reciprocamente,
todo numero irreducible en 2N es de la forma 2k, k impar.

Probar que todo nimero a € 2N se factoriza en un producto de irreducibles en 2N.
Probar que esta factorizacién no es unica.

Probar que la propiedad “si p es irreducible y p | ab, entonces p | a 6 p | b” no vale en 2N.
Determinar el valor de b sabiendo que 13(;) X 15) = 243, y hallar en base 10 el nimero
z tal que z(y) = 13() + 15().

(b) Idem para 124 x 134 = 211y, ¥ @) = 12() + 13()-

(c) Idem para 13 X 14y = 230@), v @) = 13 + 14).
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Determinar justificando la respuesta, si el nimero ¢ = 32114 es primo.
(a) Sean € N, n > 5. Hallar (10", 96).
(b

)
)
(c) Determinar la base b tal que [14(6)]2 = 232().
(a)

Indicar el nimero de divisores positivos de 96.

(i) Demostrar que para todo m € Z, 22 | m?(m? —1) y 3| m?(m? —1).
(ii) De (i) deducir que 12 | m?(m? — 1). Justificar la respuesta.
(b) Hallar todos los pares de niimeros enteros positivos a y b tales que (a,b) = 20y [a,b] = 120.

(a) Sia y bson numeros enteros tales que (a,b) =1y (a,3) = 1, demostrar que 9a y a+ 3b
son relativamente primos.

(b) Hallar dos fracciones con denominador 11 y 13 tales que su suma sea 143"

(c) Demostrar que la suma de dos niimeros naturales consecutivos y la suma de sus cuadrados,
son numeros relativamente primos.

a) Probar que para todo a € Z : a(a* — 1) es multiplo de 5.

b) Siay bson dos enteros relativamente primos, probar que (a,a + b) = 1.

(a)
(b)
(a) Demostrar que 11a” — 891a? es divisible por 440.
(b)
(a)

b) Deducir cuél es el maximo comun divisor de u y v sabiendo que 56u — 84v = 28.
a) Siay bson dos nimeros enteros tales que (a,b) =1y (a,6) = 2, demostrar que la fraccién
9a irreducibl
es irreducible.
a4+ 3b

(b) Demostrar que si a y b son dos enteros tales que (a,b) =1y a|b- ¢, entonces a | c.

(a) Hallar todos los enteros no nulos a y b tales que 770a* = b°.

(b) Decir cuéles son todos los niimeros enteros que se pueden escribir en la forma 82x + 24y,
x, Yy € Z. ;28 se puede escribir asi? ;Por qué?

Para qué niimeros naturales n se tiene que n + 1 | n? +1? (Se sabe que n+ 1 | n? —1).

Hallar todos los nimeros enteros a # 3 para los cuales a — 3 | a® — 3 (expresar a® — 27 =
(a—3)(a®+3a+9)).

Probar que para todo a € Z, si a es impar entonces (a® — a)(a? — 9) es divisible por 80.
Probar que si k es impar y n € N, 272 | k2" — 1 (induccién sobre n).

Probar que 56 | 132" 4-28n? — 84n — 1 (Ayuda: Probar primero por induccién que 7 | 132" — 1y
71320 —1).

Usar el principio de induccién para probar que

(a) n?+ 3n es divisible por 2.
(b) n3 4 3n2 + 2n es divisible por 6.

Hallar (2n +1,9n +4), n € N.
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73. Hallar (2n — 1,9n+4), n € N.

Solucién. Sea d = (2n —1,9n +4). Entonces d|2n — 1y d|9n + 4. Luego d|18n —9 y d|18n + 8,
y por lo tanto, d|17. En consecuencia, d =16 d = 17.

,, Para qué valores de n es d = 1 y para qué valores d = 17 7

Observemos que si 17|2n — 1, entonces 17|9n + 4. En efecto, si 17|2n — 1, entonces 2n — 1 = 17k,
con k' impar, es decir, 2n — 1 =17(2k + 1) = 17- 2k + 17, con k € NU {0}. Luego n = 17k + 9.
Entonces 9n +4 = 9(17k +9) + 4 = 17(9% + 5).

Entonces, basta averiguar cuando 17|2n — 1. Pero siguiendo la cuenta anterior, es facil ver que
17]2n — 1siy sélosin =17k +9, k € NU{0}.

En conclusién, d = 17 paran = 17k + 9, k € NU {0}, y d = 1 para los restantes valores de n.
74. Hallar (36n + 3,90n + 6), n € N.
75. Hallar (2n+3,n+7), n € N.

a) Hallar (a + b, ab), para a,b enteros relativamente primos.
a b )
(a.) " (@b)”

)
)
(¢) Probar quesi (a,b) = 1y ab es un cuadrado, entonces a es un cuadrado y b es un cuadrado.
) S
) S

76. (
(

b) Dados dos enteros a, b cualesquiera, hallar (a+b, [a,b]) (aplicar (a) a z =

77. (a) Si (a,b) = p3, p primo, ; cudnto vale (a?,b?) ?. (Rta.: p%)
(

b) Si (a,b) = 8, ; cudles son los posibles valores de (a3,b%) 7. (Rta.: 83 y 8%)

78. Decir si son verdaderas o falsas. En cada caso probar la propiedad o dar un contraejemplo.

(a) Si (a,b) = d entonces (a, mb) = md.
(b) Sial|bc y a) b, entonces a | c.
(c) Si (a,b) = d, entonces (a®,b®) = d>.

79. Probar que si (a,b) =1 y ¢ | a, entonces (c,b) = 1.
80. Probar que sia | bc y (a,b) | c, entonces a | c2.
81. Determinar, justificando la respuesta, si el nimero ¢ = 32114 es primo.

82. (a) Utilizando propiedades de niimeros complejos, representar la regién determinada por:

7
22 < |=2v3+2i|, [Imz| <1 y m < arg(z- (150 +1501%)) < 7.

1 1
,Pertenecen a la regién los nimeros —1 — — ¢ — + ¢ 7 Justificar.

3T

n
ean z1 = —1 — ) 29 = —1+ 1. Hallar n € N tal que Gl sea un numero real
(b) S 1-V3iy 1 ++/3i. Hall N tal g
z2

positivo.

83. Representar en el plano complejo el siguiente conjunto :

A:{ZEC': <arg - <

SR

Cﬁ\\]

g 122 < 16}.
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84. Representar en el plano complejo la regién determinada por

18
V2 V2 9 87 5
_ys,ye. (=245)2. 2 < |22 _ 2 - 2
( 5 + 5 7 (=2+514)°-z| < —5; y 37T<a7‘g (—\/g—i)z_ 271'

85. (a) Demostrar, por induccién, que la siguiente igualdad vale para todo n € N:

(1+14)" =22 (cos % +1i sen %)

(b) Utilizando propiedades del médulo de niimeros complejos, representar en el plano complejo

el conjunto :
_ N )
A-lico . |EV3FD"-2
64 1

<4y |[Imz|< 1} :
5 . . .
86. (a) Seaz e Ctalque|z|=5y argz= 6™ Hallar, aplicando propiedades, el médulo y el

J3oi 50
Z'<—1+i> '

(b) Hallar todos los valores de z € C tales que: 2° = (572 —3i=23).22.
Expresarlos en forma binémica y representarlos en el plano complejo.

argumento principal de:

8 8
87. Verificar que € = cos =" + 1 sen ' 7 es raiz primitiva de la unidad de orden 15.

;,Como se obtiene el conjunto G5 a partir de € ?

88. (a) Sea e = cos %77 + i sen %71' una raiz primitiva de la unidad de orden 3.

(i) Hallar, a partir de ¢, todas las raices de la unidad de orden 3.
(ii) Hallar el médulo y el argumento principal de [e (1 — /3 i)]??

(b) Hallar los valores de z € C que verifiquen la siguiente igualdad,

4 2—2V3i
—1+V3i

(¢) Indicar las condiciones que verifican los z € C para que pertenezcan a la regién indicada.

z
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89. (a) Sea € = 1ci5(%7r) una raiz primitiva de orden 3 de la unidad. Obtener a partir de € las

raices cubicas de la unidad.
(b) Utilizando el inciso (a) resolver la ecuacién x + 27 = 0. Expresar el resultado en forma
binémica y representar graficamente.
90. (a) Sea e = cos § +isen § una raiz primitiva de la unidad de orden 6.
(i) Hallar, a partir de ¢, todas las raices de la unidad de orden 6.
(ii) Hallar el médulo y el argumento principal de [ (—v/3 + 4)]?°

(b) Hallar los valores de z € C que verifiquen la siguiente igualdad,

5 3V3-3i
2 = —.
—V/3+ i

(c¢) Indicar las condiciones que verifican los z € C para que pertenezcan a la regién indicada.

91. Escribir las condiciones que deben verificar los z € C para que pertenezcan a la region indicada
en cada caso.

(a) / (b)
(5,5/3)

L
2

92. Resolver las siguientes ecuaciones.

(a) (1—14)82z=(2i—1)2%
(b) |4+3d|z — (1+24)(1 —i) =iz+ 3437
1
93. Sea z = —(i*° — 2i3°). Hallar {/z y representar graficamente.
i
94. Representar en el plano complejo la regién determinada por los z € C tales que:
2] <3
(a) —-3<Imz<1 : (b){Rezfo

|argz|§g z-Rez+1Im(z) =4
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95. (a) Hallar los nimeros complejos z que verifiquen:

22
—-3+51 2 2

(b) Representar en el plano complejo la regién determinada por los z € C tales que:
s 3
|z| > 5; 4 <argz < 5™ Re z > —6.

96. Hallar los nimeros complejos z que verifiquen

(8) 2—1)-2— 2t = (;;Zﬁ).z_m

{
2 . _8 .
(b) 2 (1=i) = — - (1+1)
97. (a) Demostrar que si u es raiz n-ésima de la unidad, se verifica:
1
u(u™! — @) + ﬁ(l —V3)u+a@t —u) —16i%u =0

,L'24 4 2'724
(b) Sea z = — Hallar y representar en el plano complejo +/z.

]

98. (a) Hallar el conjugado de 1+ !

(b) Representar analiticamente

99. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta.

(a) Siw es raiz n-ésima de la unidad entonces u es raiz n-ésima de la unidad.
(b) Si v es raiz n-ésima de la unidad entonces v - (v~ ! —7) = 1.

(¢) w=cos8/15 7+ 1isen8/15m es raiz primitiva de la unidad de orden 15.

100. (a) Sea z=1— 1 :_ -. Determinar la parte real y la parte imaginaria de:
i

i) %0 2 —z. i) 210 — .

(b) Hallar todos los valores w € C tales que: w- (i — Imw) = b5i.
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(c) Probar que ¢'% = —1, cualquiera sea e raiz primitiva de la unidad de orden 200.

101. Resolver las siguientes ecuaciones.

30
2 2 23
) (‘f Y ) ~iN = cos g tisen o

(b) (1+24)(2—3i)z—4,=32z+13—41|.
102. (a) Sabiendo que u es raiz n—ésima de la unidad, verificar que:

1

wu" ) +a@ T —u) — @+ ") =u— 1.

(b) Hallar todos los valores de z € C que verifiquen la igualdad dada a continuacién.
Representarlos en el plano complejo:

(c) Indicar el nimero de raices primitivas de la unidad de orden 14.
103. Determinar todos los nimeros complejos z que verifican

8 L2 .
(1-9)°+2-2 +3+z:1+i9'22

i-22 1—14
104. Determinar y representar en el plano todos los z € C' tales que

/4 <arg(zi'® +iz) <72 y (=1/2)Re 2<1/2+Im 2
105. (a) Hallar todos los valores de z € C' que verifican
53
i <.+2) =(14i)*2+6
i

(b) Probar que si |z| =1, entonces |z —w| = |1 —w - Z|, para todo w € C.

106. (a) Hallar los valores de z € C que verifiquen la siguiente igualdad y representarlos en el plano
complejo.
(1—4)10+ 2% =32—324%,

(b) Representar en el plano complejo la siguiente region:
s 2
|z| < 4, s <argz < 3™ Rez < 1.

(¢) ¢ Es cierto que el niimero de raices primitivas de la unidad de orden 14 es 6 7 ; Por qué ?
107. (a) Sea f(X) = X3—a X?+bX —1. Sabiendo que 1 es raiz de f(X), determinar los coeficientes
a y b de modo que estos valores sean las restantes raices de f(X).

(b) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar la respuesta.
i) f(X)=(X?+1)-(X2-5) es irreducible en Q[X].
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ii) T(X) = X3+ 3 es irreducible en Q[X].

Hallar un polinomio f(X) de grado 3, con coeficiente principal 3, tal que f(0) =5 y al dividirlo
por X2 —2X + 1 tenga resto 2X — 1.

(a) Determinar los coeficientes a y b de modo que el resto de dividir a X3 + bX + a por
X2 +3X +1sea 3X + 2.

(b) Hallar las raices de f(X) = (X® —8X* +21X3 — 14X? — 20X +24)(X? — 1), sabiendo que
2 es raiz maultiple.
; Es —1 raiz multiple 7 ;, Y 1 7

—15

(b) Calcular las raices a, b, ¢ del polinomio f(X) = X% — v/5X?% — 2X + 21/5, sabiendo que

a+b=0.

(a) Hallar un polinomio de grado 2 tal que f(1) =

N

(a) Determinar los coeficientes a y b de modo que el resto de dividir a X3 +2X2 + aX + b por
X?+4X +1sea 7X + 1.

(b) Hallar las raices de f(X) = (X® —4X*+4X3 +2X% - 5X + 2)(X? — 4), sabiendo que 1 es
raiz multiple.
i, Es 2 raiz multiple 7 ;| Y =2 7

Dados los siguientes polinomios f(X) y la raiz a de f(X), indicar, aplicando la regla de Ruffini,
el orden de multiplicidad de a. Hallar todas las raices de f(X).

a = — + + — , a=2.

(a) P(X)=X5—4X*+3X3 +4X2 —4X 2

(b) P(X)=X?—2X*-3X3+8X2-4X, a=

(c) P(X)=X>—-2X*-3X3+8X2-4X, a=1.

(a) Hallar el valor de a para que el polinomio f(X) = X* — 4aX? + 4aX — 1 sea divisible por

(X —1)2
(b) Sea g(X) =3(X? —4)?2(X?2+9)(2X%2-6)2(X —1).
(i) Indicar el grado y el coeficiente principal de g(x).

(ii) Escribir al polinomio g(x) como producto de polinomios irreducibles ménicos en Q[X],
R[X] y C[X].

Sean f(X) € R[X] y z una raiz compleja de f. Demostrar que z y Z tienen el mismo orden de
multiplicidad. (Sugerencia: si z = a+b i, entonces (X —2)(X —%) = X2—2aX +(a*+b?) € R[X]).

Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando las respuestas y sin
realizar célculos:

(a) Sila descomposicién de f(X) en polinomios irreducibles ménicos en C[X] es
(X + 12(X = V2)(X — 1)*(X - 3),

entonces f(X) tiene coeficientes reales.
(b) El polinomio X3 — X2 + 1 es irreducible en R[X].

Si —2i es raiz de orden tres y 2 es raiz simple de un polinomio f(X) € R[X], ;Cudles son sus
restantes raices si el grado de f(X) es 9 y sus términos lineal e independiente son nulos?
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117. Sea f(X) = X —3X5+2X? — X +12. Sin calcular las raices de f(X), determinar la veracidad
o falsedad de las siguientes afirmaciones, justificando las respuestas:

(a) f(X) no posee raices reales

(b) f(X) tiene exactamente una raiz real negativa.

(¢) f(X) tiene exactamente tres raices complejas no reales.
(d) f(X) tiene por lo menos cuatro raices complejas no reales

118. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) 1/3 es rafz de f(X) = X890 — X150 4 4,
(b) El polinomio f(X) = X790 — 3X150 4 1 tiene raices reales.
119. (a) Hallar las raices de f(X) =3X% — X7 +6X6 —2X5 — 15X* + 5X3 — 18 X2 4 6X sabiendo
1
que V3iy 3 son raices de f(X).
Descomponer a f(X) en producto de polinomios irreducibles ménicos sobre Q,R y C.

(b) Determinar los coeficientes p, ¢ de modo que X3 + pX + ¢ sea divisible por X2 — 4X + 1.

120. Determinar para qué valor de k, g(X) divide a f(X), si f(X) = —X*+4X3 — kX2 +7X -6y
g(X)=X—2.

121. Expresar los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles en Q[X], R[X] y
C[X], sucesivamente:

()X2—1 (b) X2 +1

(c) X 4X+2 (d) X3 -3X

(e) X (f) 3X* +4x2
()X2+X+1 (h) aX?+bX +c¢

122. Si f(X) = 8(X* —4)*(X —3)%(X —54)7(X +5i)7, hallar la descomposicién de f(X) en producto
de polinomios irreducibles ménicos sobre R.

123. (a) Sea f(X) € Q[X] un polinomio de tercer grado. Probar que f(X) es reducible en Q[X] si
y s6lo si f(X) posee una raiz en Q. Todo polinomio de tercer grado en R[X] es reducible.
Dar ejemplos de polinomios de tercer grado en Q[X] irreducibles.

(b) La siguiente afirmacion es falsa: “Si f(X) € Q[X] no tiene ninguna raiz en QQ entonces es
irreducible”. Dar un contraejemplo.

(c) Demostrar que los polinomios de R[X] irreducibles en R[X] son de primer y segundo grado
(con discriminante negativo), y que los polinomios irreducibles de C[X] son los de primer
grado.

4 11 52 16
124. Sabiendo que 1 4 v/2i es rafz del polinomio X7 — §X6 — gX 9 =Xt 5x3 - §X2 — X,

factorizarlo sobre Q, R y C.

125. (a) Hallar un intervalo (a,b) en el cual se encuentren todas las raices reales de
g(X)=6X*+7X3-21X%2-21X +9.

Tos Tos Tz 3o
Xo— o Xt o XP DX

(b) Dado f(X) = (X2 ~2X +3) <X6 v
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(i) Sin hacer célculos, indicar cudles son las raices de X2 —2 X + 3, sabiendo que 1 —+/21i
es raiz. Justificar la respuesta.

(ii) Hallar todas las raices de f(X). ( Ayuda: considerar el inciso (a)).
126. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas.

(a) EI polinomio f(X) = X? — 2 es irreducible sobre R.
(b) Si v es una rafz n—ésima de la unidad, entonces v* " 1(v — 1) =1 — .
(c) Si f(X),9(X) € RIX]y gr[f(X)] = gr[g(X)] = 3 entonces gr[f(X) + g(X)] = 3.

127. Sea f(X) un polinomio ménico en R[X] de grado minimo que tiene a —2i como raiz doble y a
0, v2 y —v/2 como raices simples. Expresar f(X) factorizado en Q[X], R[X] y C[X].

128. (a) Sabiendo que el resto de dividir a X3 +2 X? —4 X +8 por X? — k es un polinomio de grado
0, hallar el valor de k € Z y el resto.
(b) Sean f(X), g(X) € R[X] tales que: gr f(X) =4, —2i es raiz doble de f(X) y g(X) =
a(X* = X2 4+2)4+2b(X2—1) —c(X*-2).
Determinar los valores de a, b, ¢ € Q para los cuales f(X) = g(X).

129. (a) Acotar las raices reales del polinomio
g(X)=6X*—7X%-21X24+21X +09.

Indicar cuantas raices reales negativas posee exactamente este polinomio.

(b) Sin hacer célculos, indicar cuéles son las raices de X2 — 2 X + 2, sabiendo que 1+ es raiz.
Justificar la respuesta.

(c) Hallar todas las raices de

7

f(X)=(X?-2X+2) <X46X3 !

7 3
x?ye x4 =
2 Jr2 +2)

(d) Descomponer a f(X) en producto de irreducibles monicos sobre Q, R y C.
(e) Determinar los coeficientes a, b de modo que X*4+2X3-3X2+aX + b sea divisible por

X? -2
13 53 23 55 ) 4
130. I polinomio: f(X)=X0— —X° - X'+ X34+ X2 “X — _.
30. Sea el polinomio: f(X) 5 5 + 5 + 5 3 3
(a) Acotar las raices reales de f(X).
(b) Hallar todas las raices de f(X).
o 6, x5 1_Tys 2 7
131. Sea el polinomio: f(X) = X°+ éX —-7X" - §X +7X°+ BX -1

(a) Determinar un intervalo real en el cual se encuentren todas las raices reales de f(X).
(b) Hallar todas las raices de f(X).

132. Hallar todas las raices del polinomio:
1 2 13
f(X)=X7— 5X6 —2X° + gX4 —13X3 + gX2 — 10X +2,

sabiendo que V21 es raiz del mismo.

Escribir a f(X) como producto de polinomios irreducibles ménicos en Q[X]|, R[X] y C[X].
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133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

Hallar todas las raices de f(X) =9 X® —6 X* + (1 + 18i) X3 — 12i X2 + 2i X, sabiendo que
admite como factor a X2 + 2i.

Sean f(X) = X% - X2 +iX?y g(X) = X® +4X* — 3X?% — 18. Hallar las raices de f(X) - g(X)
sabiendo que X — v/3i es factor de g(X). Indicar el orden de multiplicidad de cada una de las
raices.

(a) Sabiendo que un polinomio ménico de quinto grado p(X) es tal que p(0) = 12 y que p(X)
tiene una raiz doble igual a 2, una simple igual a 3 y otra simple igual a 1, decir cudl es la
quinta raiz, justificando la respuesta.

(b) Probar que si p(X) es un polinomio con coeficientes reales y z es una raiz compleja de p(X),
entonces z es también raiz de p(X).

Hallar el resto de la divisién del polinomio f(X) = X + X3 4+ X9 + X?7 4 X8 4+ X243 por
(a) X —1. (b) X2 -1,
(Usar el algoritmo de la divisién y reemplazar X por 1y —1).

, Para qué nimero natural n, 0 es una raiz de f(X) = (X +1)"+ (X —1)" —2 ? ;Cudl es su
multiplicidad ?

Probar que si f(X) y ¢(X) son polinomios de grado < n y tales que para n + 1 elementos
distintos cg, c1, .. ., ¢, se tiene que f(¢;) = g(¢;), i =0,1,...,n, entonces f(X) = g(X).
(Sugerencia: Considerar el polinomio h(X) = f(X) — g(X) ).

Probar que si el polinomio f(X) = X3+ pX + ¢, p,q € R, ¢ # 0, tiene 3 raices reales entonces
p < 0.

, . . 3 . 1 1 . D
Las raices cq, ¢a, cg del polinomio f(X) = X° 4 pX + ¢ satisfacen c3 = — + —. ;Qué condicién
1

C2
satisfacen los coeficientes p y ¢ 7

. Qué relacion satisfacen los coeficientes del polinomio f(X) = X3+ pX? + ¢X + 7 si una de sus
raices es igual a la suma de las otras dos.

Sean c1, cg, c3 las raices del polinomio f(X) = X3 + pX? + ¢X + r. Hallar un polinomio g(X)
que tenga raices c¢jcg, c1c3, cocg, y un polinomio h(X) que tenga raices c1 + co, ¢1 + ¢3, ¢2 + c3.

Sean los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
) ¢, Cuéntos conjuntos con 4 elementos pueden obtenerse ?
b) ; Cuéantos polinomios de 4° grado pueden formarse ?
)
)

n
(a) En el desarrollo en potencias decrecientes de = de <m — 5> la suma de los coeficientes de
4
los tres primeros términos es 5 Hallar n.

1
(b) Hallar m € N tal que 5 V2+3m=V2,,—9.

1
(a) Hallar todos los valores de m € N tales que 3 V2 o+
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(b) Sea (z + w)® desarrollado en potencias crecientes de z. Sean ¢,d > 0 tales que ¢ —d = 1.
Hallar los valores de ¢ y d sabiendo que cuando z = d y w = ¢ el cuarto término es igual
al quinto.

146. Indicar la respuesta correcta. Justificar.

(a) ¢ Cudntos numeros de 5 cifras se pueden formar con los digitos: 1,2,3,4,5,6,7,8,9, de manera
que figuren 2 cifras pares, 3 cifras impares y no haya cifras repetidas?

| 720 || 1440 [ 7200 |
(b) ¢ En cuantos figura el 2 7

| 180 | 3600 [ 21600 |
(¢) (Cuéntos terminan en 3?

| 144 | 864 || 1032 |

147. ; Cuantas palabras de 4 letras que empiecen con A pueden formarse con las letras de la palabra
CASITA ? ; Y que empiecen con C 7

148. ; De cuantas formas puede una persona ponerse 3 anillos distintos en los dedos de una mano
(sin contar el pulgar) ?

149. En un plano hay 3 rectas paralelas que son cortadas por otras 4 paralelas entre si. ; Cuéantos
paralelogramos se forman 7

150. (a) Un estudiante tiene que resolver 10 problemas de los 13 planteados en un examen.
;,De cuantas formas puede hacerlo si:

(i) tiene que resolver los dos primeros problemas ?
(ii) tiene que resolver por lo menos 3 de los 5 primeros problemas ?

n
(b) Hallar el exponente del binomio (3 a’ — > , sabiendo que el grado del octavo término
a

2
es 10.

1 17
151. (a) Hallar el coeficiente de z*! en el desarrollo de <2b3y_195—2 - b2y4x3) :

m m
(b) Hallar m € N tal que (m—Q )+< m— 1 >—28.

152. En una repisa se colocan 5 discos de rock, 4 de tango y 6 de musica clésica.

;, De cuantas maneras se pueden ubicar 7

b) ¢ De cudntas si los de rock deben estar juntos ?
) ¢ De cudntas maneras se pueden seleccionar dos de cada clase para una fiesta ?

i, De cuantas si para la fiesta solo se puede llevar dos discos y deben ser de distinta clase 7

1 28
153. (a) Hallar el término que no contiene x en el desarrollo de: (—556_3 + 3y2\/§> .

(b) Hallar m € N para el cual: C3, = ng’n
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154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

Sea A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

(a) ;Cudantos boletos capicuias de 6 cifras se pueden formar con los nimeros del conjunto A?

(b) {Cuéntos nimeros de 4 cifras diferentes, mayores que 2000 y menores que 6000 se pueden
obtener con los digitos del conjunto A?

(c¢) (De cuantas formas se pueden elegir 3 nimeros distintos del conjunto A de modo que la
suma de los 3 sea impar?

(a) Con los numeros 0 y 1, ;Cudntas sucesiones de 9 elementos se pueden formar con la
condicién que contengan 5 unos y 4 ceros?

(b) ¢{Cuéntas contienen unos en los lugares pares?

(¢) {Cuéntas son capicias?

1 13
(a) Calcular el coeficiente de =24 en el desarrollo de (4@2353 — x_4> . Indicar en qué término

aparece.

(b) Demostrar que (n — 7) (n " 7) - 8<g>

(¢) ¢{Cudntos nimeros entre 1200 y 3522 pueden formarse con los digitos 1, 2, 3,4, 5, 6 y 7 sin
repetir digitos?

?De cuantas formas diferentes pueden ordenarse las letras de la palabra UNIVERSITARIAS de
modo que no haya dos consonantes juntas 7

n
(a) En el desarrollo de (w2 + x_%) el coeficiente del cuarto término es mayor que el coeficiente

del tercer término en 14 unidades. Hallar el término que no contiene a x.

(b) (Cudntos polinomios diferentes de sexto grado se pueden escribir de modo que sus coefi-
cientes pertenezcan al conjunto A = {0,1,2,4,6}? ;Cudntos tales que p(0) = 4?7 ;Cuédntos
que admitan a 23 como factor?

(a) ; Cuéntos numeros de 4 cifras pueden formarse con los digitos: 1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, de modo
que no haya cifras repetidas en cada niamero 7
(b) ; Cudantos de los nimeros hallados en (a) son pares ?

(¢) ¢ En cudntos de los niimeros hallados en (a) aparecen 2 cifras pares y 2 impares 7

Demostrar por induccién que:

o () () en () vn () me

(Ayuda: k - <Z> —n. <Z: i) (probarlo)).

(b) -1-<71L>—2'<Z>+3.<§)—~-+(—1)"+1.n-<z> —0 para todo n > 2.

(C>1 my L (m\ L (m\ 1 n\ 2"t —1
1 \o) 2 \1) 3 2  on+41 7
1 n n+1
(Ayuda k:—i—l'<k _n—i—l (k:+1> (probarlo))



224 ELEMENTOS DE ALGEBRA

(d) (2)+<?>+<;>+ --------- +<5Z">—<5+Z+1> para todo n € N.

161. Probar que para todo n € N, 3" | 23" 4 1 (Induccién y binomio de Newton).

162. Probar que 9 | 4™ 4+ 15n — 1 (desarrollar (3 4+ 1)™, o probarlo por induccién).

163. Probar que 64 | 32"*3 + 40n — 27 (desarrollar (4 — 1)", o probarlo por induccién).

164. Probar que n? | (n + 1)" — 1 (desarrollar (n + 1)).

165. Probar que si a y b son numeros enteros, entonces (a + b)" = ka + b", k € Z, para todo n € N.

166. (a) Probar que sir y s son enteros tales que s | 7, y p es un primo tal que p | 7y p | s, entonces
p | g (Escribir r = st).

(b) Deducir que <p> es divisible por p para todo i, 1 <7 <p—1.
7

167. Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas.
(a) El polinomio f(X) = X3 —20X? — 4X + 80 no tiene raices reales.
(b) Si Ay B son matrices de orden n, entonces (9- A2+ BT - A)T — (3. 4T)2 = AT . B .
(c) Sean A, B matrices cuadradas de orden 2. Si A- B = 0 entonces (4 + B)? = A% + B2

168. Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar las respuestas.

(a) EI polinomio f(X) = X% —3X3 — X? —2X + 1 no tiene raices reales.
1 Ay B son matrices de orden 4 y A es inversible, entonces det ) =4°-detBb .
b) Si Ay B ices de orden 4 y A es i ibl det(4A'BA™1)? = 48 . detB

(c) El cuarto término del desarrollo de (3a® — 1a™5)10 es —13;aS.
1 -2 3
169. Dadas las matrices A= | 2 -3 -1 y C = (10 8 28), hallar utilizando el método de
4 -7 )
eliminacién de Gauss, una matriz B tal que: A- B = CT.
1 2 2 .
170. (a) Sea A = 01 7 ) B = (b;;) una matriz cuadrada de orden 3 tal que b;; =
i—j sii<j A
1  sii=j yC = (¢, )unamatriz de orden 2x 3 tal que ¢;; = 0 S?Z.+‘7._3
L ’ k 1 sii+j#3
t+7 S11>]

(i) Indicar las matrices B y C.
(ii) Calcular AT - C —2- B.
(b) Sean A, B matrices cuadradas de orden 3, A matriz simétrica. Probar que (2-A-(8-BT))T.
B-A=(4-B-A)>

171. Resolver, aplicando el método de eliminacion de Gauss, los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales. Clasificarlos. Si tienen mas de una solucién, indicar una solucién particular. Indicar en
cada caso la operacién elemental usada.

20+ y+3z2—-Tt= 5 20+ y—5z+6u= 1
y— z+ t=-3 z+ y—2z2+3u= 2
T+ 3y —-3t=1 Y + u= 1

—Ty+3z+ t=-3 3r —2y—Tz+bu=-1
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172. Determinar el valor de A para el cual el siguiente sistema sea compatible y resolverlo. En caso
de ser indeterminado, indicar la solucién general.

T + 2y — z + 4t = 2
3z 4+ by + 13t = 7
2 — Yy + oz + t = =3
x + Ty — 4z + 11t = A
173. Dado el siguiente sistema de ecuaciones
x -z + w = 1
-2z + y 4+ z - 3w = -2
T + y - 2z = 1
k=2)-(k—1w = (k-1)
(a) Analizar para qué valores de k el sistema es
(1) Compatible determinado,  (i7) Compatible indeterminado,  (éii) Incompatible

(b) Eligiendo un valor de k para que el sistema sea compatible indeterminado, hallar la solucién
general y una solucién particular.

174. (a) Dada la matriz cuadrada de orden 2 A inversible, hallar una matriz inversible B de orden

2 tal que:
1 -1\
[AT.(2.B)]T.(2.B~L.A)~! = < . _0 > B
z -1 0 0 -1 1
(b) Dada la matriz A= 0 1 2 -1 -1 1-=z -1 , calcular detA
-1z 2? -2 x z(1+x)

y hallar los valores de x para los cuales la matriz A no es inversible.

175. (a) Hallar una raiz primitiva de orden 6 de la unidad, y a partir de ella, hallar todas las raices
de orden 6 de la unidad.

(b) Triangulando previamente la matriz A, hallar z = det A, y usando las raices halladas en
(a), calcular /z, siendo

1 -2 1
A= i —(1+44) 0
12 1

176. (a) ;Cuéntas matrices de la forma

a1 @12 a13
0 azy a3
0 0 ass

se pueden escribir con los niameros 5, 7, —1, —2, —4 7

(b) ¢ En cuantas de ellas su determinante es un entero positivo 7

177. Dados los niimeros —1, 1, —3, 5y 9,
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(a) /Cuantas matrices de la forma
ail 0 0
az; az 0
azr as2 as3
se pueden escribir con esos ntmeros ?

b) ; En cuantas de ellas su determinante es 9 7

b

(¢) ¢ En cudntas el producto de los elementos de la diagonal principal es igual a 30 ?

(b)
178. (a) ; Cuantas matrices simétricas de orden 3 se pueden escribir con los digitos 1, 2, 3, 5, 6 y 97
(b)

;, En cudntas de ellas es a13 =5 7

179. Hallar, si existe, una matriz B tal que AT - B = C, siendo

2 1 3

18

R o I

2 -1 -3 o
6 2 3

i, Es tnica B ?
1
180. (a) Si A, B son matrices cuadradas de orden 3, detA =2y detB = 2 hallar

-1

det (((QB . AT)T)2 . A—l) (det B)2 _ (det(A_l . (A_l . B)—l ) B))

hallar los valores de x para los cuales C' sea

)

8 OWwW oI~

7
(b) Dada la matriz C = 1
0

— o R

inversible.

181. Determinar el valor de A para el cual el siguiente sistema sea compatible y resolverlo.

r +2y —z =2
3z +5y =7
2 -y +z =-3

x 47y —4z =

182. Hallar todos los valores de z € C' tales que
3z—1 -1 2 1

22 22 I 3
0 0o -1 2| "
0 0 1 -1

183. Si la matriz de un sistema es
1 2 -1 5
0 1 -2 240 |,
0 0 a2—4 —1+0b

clasificar las diferentes posibilidades para el conjunto solucién en términos de a y b.

Para algtiin par de valores a, b que hacen que el sistema sea compatible indeterminado, dar la
solucién general y una particular.
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184. Sin desarrollar el determinante, demostrar que

185.

186.

— =
= O O
w ot ©

es multiplo de 13. (Observar que los nimeros 169, 195 y 143 son multiplos de 13).

Demostrar, aplicando propiedades de los determinantes que
T Y T4y 1 1 1 sen’z cos2x cos’x
(7) y Tty =2(z+vy) y x+y w (ii) | sen?y cos2y cos’y | =0
T4y T Y T4y T Y 1 0 1
(Recordar que cos2z = cos’z — sen’x)
Elegir en cada inciso la Ginica opcion correcta.
(1) El conjunto solucién de la inecuacién >1les ..
T —

(a) (=00,2) (b) (=o0,1)U(L,2) (c) (1,2) (d) R—{1}.
(2) La ecuacién |2 + |z — 2|| = 3 tiene ...

(a) una solucién (b) dos soluciones  (c¢) ninguna solucién (d) cuatro soluciones.
(3) El conjugado de v/2 — /3 +ies ...

(&) —vVZ+v3+i (b) vV2—-V3—i (c) V2+v3—i (d) —vV2-V3—i
(4) Siz= £ - \g i, entonces 2% es .

(a) 16cis (g m) (b) 16¢is(3m) (c) \@cis () (d) 16c¢is ().
(5) La igualdad de nimeros combinatorios ( Z > = ( Z ) se verifica ...

(a) para dos valores de n  (b) sélo paran =6 (c) nunca.
(6) ;Cuantos nimeros de 6 cifras no repetidas pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6,

7, 8 vy 9 de modo que aparezcan en ellos 3 cifras pares y 3 impares?

(a) V& =60.480 (b) V3 V3. Ps=1.036.800 (c) C3-C3- Ps=28.800

(d) V- V2 =1.440.
(7) El resto de dividir a X'* — X® + 1 por X — 3 es ...

(a) 30 (b) 176.419 (c) 184.123 (d) 7.
(8) Sea f un polinomio de grado 5 con coeficientes reales. Se sabe que —2i es raiz doble de f,

—1 es raiz simple y f(0) = 4. ;Cudnto vale el coeficiente principal de f?

1 1

()~ B 4 (5 @O0
(9) Si A es una matriz de orden 3 x 2, Bes 3 x2y C es 2 x 2. Entonces A- B+ C ...

(a) es una matriz cuadrada (b) es de orden 3 x 2  (c) es de orden 2 x 2

(d) no esta definido.

1 2 3 4
. 0 4 0 :
(10) La matriz A = 30 5 9 verifica ...
4 0 -2 0

(a) A esinversible (b) A= A" (c) det(A)=0 (d) det(A) = 80.
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(11)

ELEMENTOS DE ALGEBRA

xr + y + z =1
Elsistema ¢ 2z + 2y + 3z = 2
22 + 2y + 4z = 2
(a) tiene a (1,1, —1) como solucién (b) es compatible determinado

(c) es compatible indeterminado (d) es incompatible.

187. Elegir en cada inciso la iinica opcion correcta.

(1)

. 5 52 5n 5 pntl
Lalgualdad?+ﬁ+...+77:§_2‘7n

(a) s6lo paran =1 (b) nunca (c) para todon € N  (d) ninguna de las opciones
anteriores.

vale ...

1
+z " 1—=x

2-(2n=1) _ 9=(2n+1) _ 9-2n 5 jgual a ...
(a) 272 (b) 2=Zn=1)  (¢) 2=(@7+D  (d) ninguna de las opciones anteriores.

La ecuacién |z — 1| — 2z = —4 tiene ...

El conjunto solucién de la inecuacién es ...

(a) una solucién (b) dos soluciones (c) cuatro soluciones (d) ninguna solucidn.
Si z = V2 (cos (3F) +icos (3F)), entonces 2722 es ...
(a) 2%cis (%”) (b) 2%cis (g) (c) 2%Cis (%”) (d) 2%Cis (%”)

z =bcis ( %ﬁ) es solucién de una de las siguientes ecuaciones. ;De cudl?

(&) 7= 2 —2V/3i
—1++/3i

Siz=+2—+3—1, el médulo de z vale ...

(a) V4—2V6 (b) 2—2V6 (c) V6—2v6 (d) V6.

(b) 26=5% (c) 22 =5'2 (d) de ninguna de las anteriores.

m
m—1
(a) una solucién (b) dos soluciones (c¢) cuatro soluciones (d) ninguna solucién.

La ecuacién de nimeros combinatorios ( mnj 9 > + < ) = 28 tiene ...

,Cudntas palabras pueden formarse con las letras de la palabra MAZAMORRA?
(a) Py =362.880 (b) PS”Q’Z = 30240 (c) P93’2’2 = 15120 (d) ninguna de las opciones
anteriores.

;, Cuantos nimeros capicias pares de 6 cifras pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
Ty 87

(a) Vg6 =85 (b) 4- VP =4-8 (c)4-V3=4-8 (d)4-V{#=4 8

;Cuantas raices DISTINTAS tiene el polinomio f(X) = (3X"+6X6+18X°+36X*—-27X3
54X2% — 42X — 84)(X? — 4)?? (Ayuda: se sabe que i es raiz.)

(a) siete (b) ocho (c) trece (d) ninguna de las opciones anteriores.

Las raices de f(X) = X8 +3X6%— X2 -3 son ...

(a) V/3i, —/3i simples y 1 de multiplicidad 6

b) V/3i, —/3i simples y 1 y —1 de multiplicidad 3

(
(c) V/3i, —v/3i y las raices de la unidad de orden 6, todas raices simples
(

d) ninguna de las opciones anteriores.
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(13) f es un polinomio con coeficientes reales. Se sabe que 5 es raiz doble, —2i es raiz doble y
V/3i es rafz triple. f es de grado ...

(a) 10 (b) 7 (c) 12 (d) ninguno de los anteriores.
(14) ;Cudntos polinomios hay de grado 5 con coeficientes en A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y tales

que f(0) =47
(a) VI8 =105 (b) 9-V§ =9-10° (c) 9-V/3 =9-10* (d) ninguna de las opciones
anteriores.
r + 2y — 3z = 1
(15) Elsistema ¢ = + y — 3z = 0
2 + 3y — 62z = 2

(a) tiene a (2,1,1) como solucién (b) es compatible determinado

(c) es compatible indeterminado (d) es incompatible.

(16) ;Cuadl de las siguientes es una propiedad de determinantes? Si A y B son matrices cuadradas
de orden n, entonces ...

(a) det(A+ B) = det(A) +det(B) (b) det(A~1) = det(At) (c) det(24) = 2det(A) (d)

~—

det(A - B) = det(A) - det(B).
1 00 1
. 2 01 .
(17) La matriz A = 13 9 _1 verifica ...
003 1
(a) A no es inversible (b) det(A) =18 (c) det(A) = —12 (d) ninguna de las opciones

anteriores.



