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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS

Prélogo del autor

En esta publicaciéon el autor recopila las notas preparadas para el dictado de un
curso tedrico-prdactico de posgrado en el Departamento de Ingenieria de la
Universidad Nacional del Sur, sobre andilisis dindmico de sistemas mecdanicos continuos
eldsticos lineales, mediante el método numérico de elementos finitos. Dicho curso
forma parte, con cardcter opcional, del plan de estudios para tfitulos académicos de
Magister y Doctor en Ingenieria.

El libro se desarrolla en ocho capitulos. En el primero se dan los conceptos
bdsicos del andilisis dindmico estructural, y se estudia la solucidon analitica del sistema
discreto de un grado de libertad con amortiguamiento viscoso, y por rozamiento.
Luego se estudian los distinfos planteos de las ecuaciones del movimiento,
especialmente en sistemas discretos (principio de D'Alembert, de los Desplazamientos
Virtuales, de Hamilton, ecuaciones de Lagrange).

El segundo capitulo trata los conceptos bdsicos del andlisis de vibraciones libres
de sistemas discretos: ecuacion caracteristica, ortogonalidad y normalizacién de
autovectores, transformaciones de la ecuacién matricial, y algunos métodos
numeéricos de cdlculo de autovalores y autovectores, con una completa descripcion
de los algoritmos utilizados en los cddigos de computacion. Es conveniente aclarar
que no se ha pretendido dar demostraciones rigurosas de todos los aspectos
fundamentales, sino mdas bien mostrar aquellas propiedades que signifiquen un aporte
para las técnicas de aplicacion. Estos dos primeros capitulos han sido incluidos para
alumnos que carecen de suficientes conocimientos de las técnicas del andlisis
dindmico, y su lectura podrd ser obviada por los que ya han tomado algin curso
sobre este tema.

En el tercer capitulo se deducen las funciones de energia de diversos elementos
estructurales continuos, haciendo uso del principio de Hamilton. Primero para los casos
unidimensionales: uniaxial, torsional, flexional en vigas de gran esbeltez (teoria de
Bernoulli-Euler) y de pequena esbeltez (teoria de Rayleigh-Timoshenko). Luego para los
bidimensionales: estado plano de tensiones o deformaciones, placas delgadas (teoria
de Germain-Kirchhoff) y moderadamente gruesas (teoria de Reissner-Mindlin).

En el cuarto capitulo se presenta el método de los elementos finitos, que es

infroducido como una modificacion de la técnica de Rayleigh-Ritz, y mediante el



planteo de las ecuaciones matriciales del movimiento con las ecuaciones de
Lagrange.

En el capitulo quinto se describen los elementos finitos de uso mds difundido en
problemas de vibraciones longitudinales, torsionales, y flexionales (vigas).

Los algoritmos para reticulados planos y espaciales, entframados planos,
emparrilados y entramados espaciales de barras rectas, se estudian en el capitulo
sexto.

En el capitulo séptimo se describen diversos elementos finitos para el andlisis de
vibraciones libres de modelos continuos bidimensionales (estados planos de tensiones
y deformaciones).

Finalmente, en el capitulo octavo se presentan elementos finitos para vibraciones

flexionales en placas delgadas y moderadamente gruesas.

La mayoria de los algoritmos se describen en forma detallada, y se aplican en
diversos ejemplos de interés practico. En muchos casos, los resultados numéricos son
mostrados en tablas, y se comparan con soluciones exactas, cuando éstas son

conocidas, o con otras soluciones aproximadas.

Para el desarrollo del curso se ha tomado como principal referencia el libro
“Infroduction to Finite Element Vibration Analysis" de Maurice Petyt [15], investigador
del Institute of Sound and Vibration Research (Inglaterra). Ademds se han consultado
varias obras de otros autores, incluidas en la lista de referencias bibliograficas al final
del libro, o bien como notas de pie de pdgina. En este primer curso bdsico sélo se
estudia el método de elementos finitos aplicado a la determinacion de modos y
frecuencias naturales de diversos sistemas mecdnicos sin amortiguamiento, haciendo
uso de los elementos que se describen, y con programas de computacion
desarrollados por el autor para ser utilizados en las clases prdcticas del curso. En el
Apéndice se amplia la informacién sobre las principales caracteristicas de dichos
programas. Con el libro se entrega un disco compacto (CD-ROM) con los mddulos
ejecutables, las instrucciones para su uso en archivos de texto (TXT y RTF), y ofros

programas auxiliares.

El autor advierte sobre el caracter docente de esta publicacion, y deja constancia
de que no asume ninguna responsabilidad sobre las consecuencias de la aplicacién de
los programas de computaciéon en trabajos profesionales o cientificos, responsabilidad

que recae exclusivamente en el usuario.
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
1. CONCEPTOS BASICOS

1.1. Introduccion

Cuando las fuerzas externas que actiian sobre una estructura no se aplican lenta y gradualmente, se
producen efectos de caracter dinamico. En este tipo de problemas ademas de las propiedades elasticas del
material, intervienen lainerciay amortiguamientos de diversos tipos.

En el analisis estructural se presentan situaciones en las que el caracter dindmico de las cargas deberia
ser tomado en cuenta: fuerzas variables generadas por maquinas con piezas en movimiento rotativo o
alternativo, fuerzas moviles en estructuras de puentes, fuerzas impulsivas producidas por rafagas (viento
0 explosiones), fuerzas inerciales debidas a movimiento oscilatorio de los vinculos de la estructura
(movimientos sismicos), etc.

Antes de formular el problema del analisis dindmico, es conveniente destacar algunos asSpectos
importantes desde un punto de vista conceptual. Imaginese un cuerpo libre inicialmente en reposo. En
estas condiciones recibe un impacto mediante la aplicacion, en forma instantanea, de una fuerza
concentrada en un punto del contorno cuya recta de accion contiene a centro de masa del solido, y cuya
intensidad se mantiene constante. Si el cuerpo fuera totalmente rigido todos sus puntos adquiririan
simultaneamente una aceleracion (de acuerdo con la segunda ley de Newton, igual al cociente entre la
intensidad de la fuerza aplicada y la masa del cuerpo). Cuando €l solido es deformable se producen
desplazamientos relativos entre sus particulas. No todos los puntos inician el movimiento al mismo
tiempo; es evidente que los situados mas cerca del punto de aplicacion de la carga de impacto se ponen
en movimiento antes que los ubicados mas lejos. Vale decir que, en un instante dado, se han generado
deformaciones (y tensiones) en una region contigua al punto de aplicacion de la fuerza, permaneciendo
ain indeformado el resto del cuerpo. En un instante posterior el movimiento se habra propagado a otros
puntos, ampliandose la region deformada. Al cabo de un muy breve lapso, desde el instante inicial del
impacto, todos los puntos del cuerpo habran iniciado su movimiento. Sin necesidad de avanzar mas en la
descripcion del fenémeno dinamico, sumamente complejo, la primera conclusion €s que en un cuerpo
sujeto a cargas dinamicas las deformaciones se propagan con velocidad finita. Con un analisis
cuantitativo de este fenémeno de propagacion en el caso mas simple de una barra elastica sujeta a una
carga dinamica en la direccion del eje (estado uniaxia de tensiones) se comprueba gque la velocidad de
propagacion es (JE/ p , donde E esel modulo de Young y p ladensidad del material. Por eemplo, en
una barra de acero (E=206 x 10° N/m?, p = 7850kg/m?) lavelocidad de propagacion es 5,12 Km/s. En
una barra de hormigén (E=20x10° N/m?, p=2200kg/m®) aproximadamente 3 Km/s.

Si el cuerpo se encuentra vinculado en forma estable y es totalmente rigido, al aplicar la carga de impacto

se producen instantineamente las reacciones de vinculo, que en todo momento forman un sistema en
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equilibrio con la fuerza externa activa. En realidad, |as reacciones varian con el tiempo si el cuerpo es
deformable, ya que los enlaces comienzan a reaccionar recién cuando la onda de deformacién los
alcanza, después de una breve fraccion de tiempo desde el instante de aplicacion de la fuerza externa.
Mientras las deformaciones del cuerpo varien con el tiempo, también lo haran las reacciones.

Es evidente que un analisis riguroso y completo de las deformaciones dinamicas de un sélido elastico es
de una gran complejidad. En la mayoria de los problemas de la ingenieria, y en especial con estructuras
elasticas con cargas dinamicas, no es necesario considerar la propagacion de las ondas de deformacion.
La solucion de tales problemas se simplifica asumiendo que se producen oscilaciones de la estructura
completa. En otras palabras, los problemas de vibraciones de las estructuras pueden ser resueltos con
métodos en los que no interviene la teoria de propagacion de ondas ya que se asume que con las cargas
no se producen deformaciones localizadas que se propagan através de la estructura, sino que se produce
una deformacion simultanea de la misma, variable en el tiempo [1,7,19]. Por otra parte, el fenémeno de
amortiguamiento, presente en todos los casos reales produciendo una disipacion de energia que se
traduce en una paulatina disminucion de las deformaciones, complica mas atn el estudio riguroso del
problema. Debido a amortiguamiento, al cabo de un cierto lapso desde el instante del impacto, todos los
puntos del sélido vinculado habran detenido su movimiento, alcanzado la correspondiente configuracion
deformaday en equilibrio. Dicho intervalo de tiempo puede llegar a ser muy prolongado, dependiendo de
laintensidad y naturaleza del amortiguamiento, ya que en una estructura el amortiguamiento se produce
por diversos motivos. En parte es debido a la friccion interna molecular del material. Otra causa es €l
rozamiento entre superficies de contacto en las uniones de los elementos que componen la estructura.
También se produce como consecuencia del aire (u otro fluido) que rodea a la estructura. En todos los
casos se generan fuerzas opuestas al movimiento, y por elo las amplitudes de los desplazamientos
disminuyen con el tiempo. Cada tipo de amortiguamiento requeriria una formulacion distinta, de acuerdo
con las diferentes caracteristicas del efecto que produce. Sin embargo, en los modelos dinamicos de
estructuras es usual representar €l efecto de todas las fuerzas disipativas mediante un amortiguamiento
exclusivamente viscoso, donde la fuerza opuesta a desplazamiento es proporciona a la velocidad,
asumiendo ademas que el coeficiente de proporcionalidad permanece constante. Esta hipétesis
simplificativa conduce a resultados razonablemente aceptables con model os matematicos, apenas con un
poco mas de complejidad que aquellos donde no se hace intervenir el amortiguamiento.

Otra importante hipotesis de la dinamica elemental de un solido elastico es que las ecuaciones
congtitutivas son independientes del tiempo. Vale decir que las relaciones entre tensiones y
deformaciones son las mismas que en €l caso estatico. Con esta hipotesis, € analisis dinamico se limita a
determinar los desplazamientos variables en el tiempo. Con ellos se calculan los esfuerzos del mismo
modo que en un problema estatico.

Con respecto alavariacion de la carga con el transcurso del tiempo, cabe distinguir un caso particular de

gran interés practico que se presenta cuando la carga, a partir de un instante, permanece invariable.
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Una estructura idealmente elastica sin amortiguamiento continia vibrando indefinidamente, oscilando

con amplitud constante alrededor de la configuracion de equilibrio estatico. El tiempo ( 7') que demanda

un ciclo completo de oscilacion se denomina periodo natural de la estructura. Su inversa (') es €l
namero de ciclos por unidad de tiempo y se denomina frecuencia natural (@ =27 f es la frecuencia

circular o angular). En este caso se dice que la vibracion es libre, mientras que la provocada por cargas
variables se denomina vibracion forzada, en la cual se produce un intercambio de energia ente la carga y

|a estructura.

Si en la estructura €lastica existe amortiguamiento viscoso, al cesar la variacion de la carga (excitacion)
también contintia vibrando indefinidamente pero con amplitud de oscilacion decreciente, tendiendo
asintoticamente a la configuracion de equilibrio estatico, con una frecuencia angular (w,) distinta ala del

mismo modelo sin amortiguamiento.

Una caracteristica importante de las vibraciones libres es que solamente la amplitud del movimiento
oscilatorio depende del valor de la carga; |as frecuencias naturales son independientes de las condiciones
iniciales (en e instante a partir del cual la carga permanece invariable). Por consiguiente, las frecuencias
naturales, que dependen de las propiedades elasticas, inerciales y del amortiguamiento, son parametros
caracteristicos del comportamiento dinamico de la estructura. La unidad de medida de las frecuencias se

denomina Herz (Hz = ciclo/seg).

Un solido continuo en realidad tiene infinitas frecuencias naturales, cada una asociada con un modo
particular de vibracion. La frecuencia de menor valor, que corresponde al modo mas simple (con menor
energia de deformacion) se llama frecuencia fundamental. Es usual el empleo de este parametro de la
estructura para decidir cuando deja de ser importante el efecto dinamico de una carga. Por ejemplo, en el
caso de una fuerza cuya intensidad aumenta con vel ocidad constante desde cero hasta un valor que luego
permanece invariable, el efecto dinamico es practicamente despreciable si el tiempo insumido durante el

incremento de la carga es mayor que tres veces el periodo fundamental [2].

Por ultimo, la solucién de un problema de dinamica estructural puede obtenerse en forma aproximada,

discretizando el modelo continuo y aplicando las técnicas de |los métodos matriciales.
1.2 Sistema discreto de un grado de libertad

Las ecuaciones del movimiento de un sistema mecanico pueden ser escritas usando la segunda ley
de Newton, la cual establece que la derivada con respecto a tiempo de la cantidad de movimiento de una
masa es igual alafuerza que actlia sobre la misma. Consideremos una masa m Cuya posicion cambia al

experimentar un desplazamiento u(¢) cuando recibe la accion de una fuerza f'(¢) , ambos en funcion del

alma) s

tiempo ¢ . Lasegundaley de Newton se expresa:
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) ., ) d?u
Asumiendo masa constante, la ecuacion se escribe: mF =f
t
La misma puede ponerse en laforma: mii = f

donde cada punto denota derivada con respecto al tiempo. Finalmente, la ecuacion puede ser escritaen la

forma
f—mii=0 (1.1

El término —mii puede ser considerado como una fuerza externa, de modo que la ecuacion (1.1)

representa una condicion de equilibrio al expresar la nulidad de la suma de las fuerzas actuantes sobre la

masa. La introduccion de esta fuerza de inercia de magnitud mii actuando en la direccion opuesta a la

aceleracion i, permite formular la ecuacion del movimiento planteando la condicion de equilibrio. Este

concepto constituye el principio de D’ Alembert.

En la Figura 1.2.1(a) se muestra un modelo de una estructura simple constituida por una barra €elastica
vinculada en un extremo y un cuerpo rigido en el otro extremo, soportando la acciéon de una fuerza
externa variable. La elasticidad de la barra se representa con un resorte linea de rigidez &, y €
amortiguamiento con un disipador viscoso cuyo coeficiente constante es ¢ . Este sistema asi concebido es

discreto, porque las propiedades inerciales, elasticas y de amortiguamiento se representan separadamente.

En este geemplo no se tiene en cuenta €l efecto gravitatorio. Ademas, la masa podria ser concentrada en
un punto (masa puntual). En laFigura1.2.1(b) se tiene el diagrama de cuerpo libre de lamasarigida, que

incluye lafuerza de inercia de acuerdo con €l principio de D’ Alembert.

/
L
¢ k dt?
w Sl b
dt
m m
Lo f(z)l ()
Figura 1.2.1(a) Figura 1.2.1(b)

Sistema masa-resorte-amortiguador ~ Fuerzas sobre la masa aislada
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Laecuacion del movimiento de la masa puntual se expresa:

m—; + c—t + ku= f(t) (1.2

donde ¢ denota €l tiempo (variable independiente), y u(¢) es el desplazamiento medido desde la
posicion inicial en la cual el resorte no esta deformado y la masa (sin peso) se encuentra en reposo, con
f(1)=0.

A partir de este estado se aplica, en forma instantanea, una fuerza externa f(¢)=P que se mantiene

constante. La ecuacion del movimiento se escribe;

d?u u
m—2+c—+ku:P
dt dt

Lasolucion de esta ecuacion diferencial de segundo orden es [2,10]:

u(t) zf[l—e'ﬂ’ (C,senw. 1 + C, 0050 1)] (13)
donde: @, = +Jw’—pB* >0; con a)zzﬁ; ﬁZZL (L4 ab,c)
m m

o, eslafrecuencia angular del movimiento oscilatorio amortiguado; @ lo es parael caso en que ¢=0
(sin amortiguamiento). Al aplicar las condicionesiniciales u(0) = uo y u(0) = 1o, lasolucion (1.3)

resulta:

kug. ki k
u(t)z% 1-e Pt || LKy X U0 | 14 (1—%)cos w, 1 (15)

a a)a

En particular, con las condicionesiniciales u o= u ,= 0, lasolucion toma la forma mas simple:

u(z)zf[l—e‘ﬁf (ﬁ senw, t + Cosw, tﬂ (1.6)
k w

a

Introduciendo las variables adimensionales u(¢) /u, y ¢/ T, ,lamismase expresa

_ﬁ TZ,L
40 g " Blgnont t cos2 L) (1.7)
u 2 T T

e a a

donde u, = P/ k esel valor del desplazamiento cuando P se aplica estaticamente,y 7, =27/ w, es

€l periodo del movimiento oscilatorio amortiguado.
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EnlaFigural1l.2.2 se muestra el grafico de la funcion (1.7)

u(t) ! u, 1+yJ1+ (Bl w,)? e 1- 1+ (Blw,)* e”

2.5¢

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figura 1.2.2: Oscilaciones amortiguadas. Condiciones iniciales: uo = 1= 0.
Se abserva que la amplitud del movimiento oscilatorio decrece con € tiempo, de acuerdo con una
funcién exponencial (e”') que se anula para ¢t — . Los sucesivos valores extremos del
desplazamiento se producen en maltiplos de %2 de la variable adimensional ¢/ 7, , muy proximos a los

puntos de contacto entre lafuncion del desplazamiento y las curvas exponenciales envolventes.

Cuando se desprecia € amortiguamiento (£S=0) la frecuencia angular es @ = vk / m, y la expresion
u(t)
u

e

del desplazamiento se reduce: =1- coswt (1.8)

En este caso ideal la amplitud de las oscilaciones se mantiene constante en el tiempo, y se produce en

multiplos de % del cociente adimensional ¢/T.

Otro caso particular, de interés tedrico, se presenta cuando S = @ , vale decir cuando ¢ = 2,/km , vaor

que se denomina coeficiente de amortiguamiento critico. La correspondiente expresion del

desplazamiento se puede obtener aplicando limite de (1.6) para f —>® , 0seapara @, — O:

t t —27zi
& =1- (1+a)t)e7m =1- (1+27Z'?) e T (1.9)
u

.
El grafico de esta funcion se muestra en la Figura 1.2.3. Se comprueba que el movimiento ahora no es
vibratorio ya que la masa se desplaza sin oscilar, acanzando la posicion de equilibrio estatico con

t — o0,
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u(t) /u,

Figura 1.2.3: Amortiguamiento critico, con uo =1 = 0.

El coeficiente de amortiguamiento critico c= 2Jkm es especialmente 1til como referencia, ya que el
amortiguamiento de una estructura suele darse como unafraccion del valor critico. La experiencia indica
que en las estructuras el amortiguamiento no supera el 3% del critico”. En tal caso, la frecuencia
fundamental @, que se obtendria considerando el efecto del amortiguamiento, practicamente coincide
con el valor w delaestructura sin amortiguamiento. Esto esfacil de comprobar en el sistema discreto de
un grado de libertad previamente analizado: si se adopta =0.03w, con la férmula (1.4a) se obtiene
o, =0.99955w . Este resultado muestra que las frecuencias naturales de una estructura pueden ser

calculadas, en la practica, sin tener en cuenta el amortiguamiento. Por el contrario, es bien apreciable la
influencia del amortiguamiento en la disminucion de las amplitudes. En efecto: reemplazando ¢/7,= 0.5

en la expresion (1.7) del desplazamiento, se obtiene su valor maximo, el cual con f=0.03w resulta

ulu, =1.91, aproximadamente 4,5% menor que el correspondiente a sistema sin amortiguamiento.

Es importante aclarar que €l analisis de las vibraciones libres se simplifica si se hace f(¢)=0 enla

ecuacion diferencial (1.1) y la excitacion se introduce mediante valores iniciales del desplazamiento y/o

delavelocidad. En efecto: la solucion ahora se expresa [2,10]

u(t)=e’" (C,senw t + C,C08m,t) (1.10)

* En las normas CIRSOC 102 se encuentran valores indicativos de la relacién de amortiguamiento: en
estructuras de madera el porcentaje es del 3%; para estructuras de edificios de hormigdn amado y
construcciones de mamposteria: 2%; para torres y antenas de acero con uniones roblonadas: 1%, y con
uniones soldadas: 0.5%.
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lacual, con las condicionesiniciales u=u, y uo= 0, resulta:

t
-pT —

t _ a T t t

£=e Bt (—senw,t + cosm,t) =e L. &senbz— + COS27w — (1.11)

ug w, 2 " T,

EnlaFigural.2.4 se muestrael grafico de esta funcion.
2 - pt
u(t) I, J1+(Bl0,) e

—J1+(Bl0,) "

Figura 1.2.4: Oscilaciones con u=u, y 1 ,=0 (en abscisas: valoresde ¢/ T )

El amortiguamiento critico se presenta cuando @, =0 (f = ®). Aplicando limites en la solucion

(1.112) se obtiene: ? =e” (l+w1) (1.12)
0

cuyo grafico se muestra al final de la pagina siguiente (Figura 1.2.5)

Un concepto sumamente importante, relacionado con e amortiguamiento, es la energia que se disipa en
cada ciclo de oscilacion, la cual se calcula con el trabajo realizado por la fuerza aplicada por el

amortiguador viscoso:

Uy du ty dlxl 2
W, = j (c= ) du = j c( ) dr (1.13)
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Es facil comprobar que es aproximadamente proporcional a la frecuencia y al cuadrado de la amplitud

del desplazamiento. En efecto, derivando (1.11) con respecto al tiempo:

d 2
L e Y senot (1.14)
dt w

a

2n
y reemplazando en (1.13) e integrando en el primer ciclo completo (¢, =0, ¢, =7, =——) seobtiene:
®

a

_ " 4Brle,
W, =cw®u? e 777 (1.15)
d 0
ap

Calculando con un tres por ciento del amortiguamiento critico ( #=0.03w, con € cua la frecuencia es
w, =0.9995499w) resulta W, =2.618286¢ @ ug.

Aplicando limite de W, para f—0 (w, - @) resultaunaexpresion aproximada:
W,=rcou (1.16)

Se comprueba que el valor aproximado dado por (1.16) es un 20% mayor que el exacto hallado con
(2.15). Sin embargo, la formula (1.16) es de suma importancia en problemas dinamicos con
amortiguamiento viscoso, ya que es la expresion exacta de la energia disipada cuando la vibracion es

forzada con una fuerza excitadora armonica de frecuencia angular o.

u(t) / u,
1.2¢

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Sobre el eje de abscisas valores de larelacion ¢/ T

Figura 1.2.5: Corresponde al caso de amortiguamiento critico.
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1.3 Amortiguamiento por rozamiento

En la Seccion anterior se menciond que usualmente el amortiguamiento en una estructura €s
representado con disipadores viscosos, dando lugar a modelos matematicos lineales. Soélo a titulo
ilustrativo, a continuacion se analiza un modelo no lineal donde el amortiguamiento se produce por
rozamiento de tipo Coulomb [2]. En la Figura 1.3.1 se muestra e modelo de una masa que desliza sobre

una superficie seca que resiste el movimiento por friccion. Se admite que la fuerza f, es constante

durante el movimiento y proporcional alafuerzanormal de contacto N.

ANEANAN

k
mAVAVAVE T

//////+f/ s

Figura 1.3.1: Modelo simple con amortiguamiento por rozamiento.

El cociente u = ﬁ / N se denomina coeficiente de rozamiento, el cual es algo mayor en el estado de
reposo (rozamiento estatico). Es obvio que ademas de la posicion neutra (z = 0, con €l resorte inactivo)
existen infinitas posiciones de reposo, en € rango — f,./ k <u <+ f,./ k, donde f,. eslafuerzade

rozamiento estatico.

Ladireccion de la fuerza f, derozamiento cinético es siempre opuesta a la velocidad. Por consiguiente,
la ecuacion del movimiento ahora se expresa:
2

m%+ kutf =0 (1.17)

donde el signo positivo de la fuerza de rozamiento se aplica cuando la velocidad es positiva. Debido a
cambio de signo, cada solucion de (1.17) so6lo es valida durante el intervalo de tiempo entre dos cambios

sucesivos del sentido del movimiento.

Estableciendo las condicionesiniciales u = u, > 0 y du/dt =0, corresponde aplicar (1.17) con la
2

u
fuerza de rozamiento negativa m dt_z + ku=+f, (2.18)
Es evidente que cuando uo < f,./ k no seinicia el movimiento, ya que la fuerza del resorte traccionado

es equilibrada por el rozamiento estatico, y la masa permanece en reposo en la posicion inicial u=u,.

10
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Si uo > f,./ k, lasolucion de la ecuacion diferencial (1.18) se expresa [2]:

J /.

u(t):f + (uy — I) coswt (1.19)

donde @ =~k / m eslafrecuencia angular natural, la misma que para el sistema sin amortiguamiento.
La masa inicia e movimiento con velocidad negativa que se hace maxima, en valor absoluto, cuando
wt = /2, (t/T = 0.25), instante que corresponde ala posicion u = f./ k donde la fuerza del resorte

esopuestaa f. .

La masa contintia su movimiento con velocidad negativa (decreciente en valor absoluto) y se detiene
cuando wt = 7, (¢t/T = 0.5). Estaposicion de reposo instantineo se obtiene reemplazando wt = =
en (1.19):

u (ﬁj _od (1.20)
o k

A

Se comprueba que S u,< 2 la masa se detendra antes de llegar a la posicion neutra (u# =0) y
permanecera en reposo en esa posicion, retenida por la friccion. Obviamente, con uy= 2f, /k la
posicion de reposo es u = 0. Es obvio que en esta posicion de reposo no actian fuerzas horizontales
sobre lamasa.

Cuando u, > 2f, /k € movimiento continia hasta alcanzar la primera amplitud (negativa) dada por
(2.20).

En esta posicion se produce el reposo instantaneo, y si la fuerza del resorte comprimido supera a la de
rozamiento estatico, se inicia el segundo semiciclo del movimiento con velocidad positiva. Por

consiguiente, ahorala ecuacion diferencial se escribe:

m—s-+ ku=-f, (1.20)

La solucion tiene la misma forma (1.19) cambiando el signo de la fuerza de rozamiento y midiendo el
tiempo a partir de la amplitud negativa, la cual pasa a ser € correspondiente desplazamiento inicial.

Luego, lasolucion se expresa:

u(t) = —L +(% - ”0) COS(a)t—ﬂ) (1.22)
k k
Lasiguiente amplitud (positiva) ocurrecuando wt = 2z, (t/ T =1):
2 4
u (—”j ) (1.23)
1) k

11
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Volviendo ala ecuacion diferencial (1.18), con las condiciones “iniciales” en ¢ = 2 DU = ug —%
1)
y @ =0, setiene
dt
5
u(t) = S + (uo - f’) cos (wt—2r) (1.24)
k k
Lasiguiente amplitud (negativa) ocurre cuando wt= 37z, (¢/T =1.5):
3 6
u(—ﬂj = /r - U, (1.25)
0] k
Reiterando este procedimiento, puede deducirse que las sucesivas amplitudes positivas se expresan:
2
u(ﬂj cuy— 2y n=024.6.. (1.26)
w k
2
y las sucesivas negativas: u(ﬂj = kfr n—u,; n=1,35,7.. (2.27)
10}
las cuales se pueden unificar en una sola formula:
2
u(ﬂ) = (- (uo - kf n) n=0123.. (1.28)
@

siendo # un nimero entero que indica la cantidad de semiciclos (en los instantes donde el tiempo es
multiplo de la mitad del periodo natural). Es facil comprobar que las sucesivas amplitudes definen dos

rectas, dadas por la ecuacion:

4f,i)

Ampl(t):i(uo— . T

(1.29)

Estas dosrectasy €l grafico de la solucion u(¢) se muestran en la pagina siguiente (Figura 1.3.2).
De (1.29) se deduce que la tltima amplitud del movimiento oscilatorio ocurre en un instante no mayor
que

_kTu, 7ku,

t= - (1.30)
4f 20 f.

El reposo se alcanza con un desplazamiento final no necesariamente nulo. En la posicion final de reposo

lafuerza del resorte es equilibrada por el rozamiento estatico.

Ejemplo 1.3.1. Obtener la posicion de reposo de la masa, al cabo del movimiento oscilatorio, en el
sistema mecanico con amortiguamiento por friccion de la Figura 1.3.1, con los siguientes datos

numéricos: k = 100 N/em; m=25kg; uy=5cm; u, (coeficiente de rozamiento cinético) = 0.15;

1, (coeficiente de rozamiento estatico) = 0.2.

12
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u(t) l u,
1.5¢

Figura 1.3.2: Oscilaciones decrecientes por rozamiento.

Con losvaloresde k y m se calculalafrecuencianatural del sistema: @ = vk / m = 20 rad/s.

Adoptando g = 9.8m/s?, lafuerza de rozamiento cinético (cuando la masa desliza) se calcula con:

f. = 25kgx9.8m/s2x0.15=36.75N - fT ~ 0.3675cm

Lafuerza de rozamiento estatico resulta:  f,, = 25kgx 9.8 m/s°x0.2=49N .. % =0.49cm

Con la formula (1.28) se obtienen las sucesivas amplitudes del movimiento oscilatorio, hasta un tiempo

no mayor que ¢ = 1.06857 segundos cal culado con (1.30):

n=0; t=0: up=5cm
T T

n=1; t=—=—35: u1=0.735cm-5cm=-4.265cm
1) 20

n=2; :2—”:15: u»=5cm-1.47 cm=+3.53cm
o 10
37 3rx

n=3; t=—=—5: wu3=2205cm-5cm=-2.795cm
1) 20

n=4; 1:4—”:25: us=5cm-294cm=+2.06 cm
10 5

n=5 =2 - Fs:  4=3675cm_5cm=_1.325cm
w 4

n=g: =07 3% 1g =5 cm— 4.41 cm = +0.59 cm
1) 10

13
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La siguiente amplitud negativa no se produce, pues corresponderia a un tiempo superior al limite:

t = 12 = 1.09956 s> 1.06857 s

@
Por otra parte, laposicion u = u, no es de reposo, ya que la fuerza del resorte supera ala de rozamiento
estatico:

k ug > mg u, ;ennimeros: 59N >49N

La posicion final de reposo u, se obtiene aplicando una vez més la formula (1.28) con n=7: uz =

+0.145 cm. También puede ser calculada teniendo en cuenta que en los extremos del Gltimo tramo del

movimiento la energia cinética es nula. Por consiguiente, el trabajo de la fuerza disipativa f. esigua a

lapérdida de energia potencial elasticadel resorte:
1
S (ug —u,) = > k (ué - u;)

Unaraiz trivial de esta ecuacion es u, = ug. Laotraraiz es la solucion del problema:

2f,
k

up = —ug = 0.735cm—-0.59 cm = 0.145 cm

Se dejacomo gercicio la utilizacion del mismo criterio energético para hallar, a partir de la posicion

inicial, las sucesivas amplitudes del movimiento, y laenergia total disipada.

1.4 Ecuaciones del movimiento

El primer paso en el analisis dinamico de una estructura, o de un mecanismo, es la formulacion de
las ecuaciones del movimiento del modelo matematico correspondiente. Es una importante parte del
proceso de analisis ya que el éxito del mismo depende, aparte de un apropiado disefio del modelo
matematico, de la correcta formulacion de las ecuaciones para su posterior resolucion. Empleando un
procedimiento sistematico en esta primera etapa, puede reducirse la posibilidad de cometer errores. A

continuacion se presentan diversos métodos para el planteo de las ecuaciones del movimiento.

1.4.1 Equilibrio dinamico

Consiste en aplicar las condiciones de equilibrio de fuerzas y cuplas que actiian sobre cada masa
del sistema discreto, teniendo cuidado de incluir las fuerzas y cuplas inerciales, de acuerdo con €l

principio de D’ Alembert.

14
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Ejemplo 1.4.1.1: Deducir la ecuacion del movimiento del sistema masa-resorte-amortiguador de un

grado de libertad representado por el modelo de la Figura 1.4.1(a) analogo al sistema de la Figura
1.2.1(a).

| , u(t)

c
|_|_ cu +—
A m s () mi=— "
ku <
k 0 0O L © N O I
Figura 1.4.1(a) Figura 1.4.1(b)
Sistema masa-resorte-amortiauador Fuerzas sobre la masa aislada

Las fuerzas actuantes sobre la masa son: la externa ( /), lareaccion del resorte elastico lineal (ku ), la
del amortiguador viscoso (cu ) y la fuerza de inercia ( mii), como se indican en el diagrama de cuerpo

libre delamasaen laFigural.4.1(b).
Lacondicion de equilibrio se expresa: — mii—ci—ku+ =0, osea: mii+cu+ku=f

L os conceptos anteriores pueden ser extendidos a sistemas mecanicos con multiples grados de libertad.
En un sistema de N masas puntuales las ecuaciones de equilibrio dinamico se obtienen estableciendo la

nulidad de la suma de las fuerzas (vectores) actuantes sobre cada masa aislada:

fi - % (mj ﬁj) =0, j=1..N (1.31)
Si las masas no son puntuales se agregan las condiciones de equilibrio de los momentos en cada cuerpo
rigido:
L - 4 (1]. 5]) -0, j=1.N (1.32)
dt

donde 7, 51‘ es |a cantidad de movimiento angular de la masa m; 'y fj es la suma de los momentos

aplicados sobre la misma.

Por otra parte, si los vectores u; y 5]‘ no son independientes entre si, a las ecuaciones (1.31) y (1.32) se
agregan condiciones de restriccion, dadas por expresiones de la forma
8 (,04,i1,05,....11y , 0 ) =0, j=1...N, (1.33)

donde N, es e nimero de restricciones impuestas.
Este ultimo aspecto del problema sera analizado con mas profundidad en la ultima Seccion de este

capitulo.

15
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Ejemplo 1.4.1.2: Hallar las ecuaciones del movimiento de un sistema formado por tres masas puntual es

unidas con resortes (Figura 1.4.2).

La masa m, recibe la accién de dos fuerzas debidas a la deformacion de los resortes lineales que la
vinculan con lasmasas m, y my. Si los vectores posicion de m, y m, son r; y 7, respectivamente, el
vector unitario (versor) e; alolargo delalinea 2-1 es:

_h=n

1=
\rl_rz‘

donde |7;—7,| esladistanciaentre my y m,.

Figura 1.4.2: Sistema de tres masas y tres resortes.

Si los desplazamientos de m,; y m., se denotan con (71 y U, , la pequedia deformacion &, del resorte
gue las une queda expresada con el producto escalar (171—(7 2)- e, . Por consiguiente, si larigidez del
resorte lineal es k;, la magnitud de la fuerza que actiia sobre la masa m, en la direccion de &, es:
~k, 5, =k, (U,-T,)e¢,.

Similarmente, el valor de la fuerza actuante sobre lamasa m, enladireccion e, es:

ky(U,— U,) e &,, donde ¢, = %
1 3

Laecuacion del equilibrio dindmico de m, se expresa entonces

VJ@—@%Q%+V4@—EPQK—%i=O

16
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Es interesante destacar que esta expresion no depende de los sentidos de los versores ¢, y e,. Cuando

los vectores se expresan con sus componentes cartesianas se obtienen tres ecuaciones escalares (o dos, Si

el movimiento se analiza en el plano de las tres masas).

Las ecuaciones del movimiento del sistema se completan con ecuaciones similares para las otras dos

masas m, y mi:

[k (O, = Ts)se] & + [k, (U, - T,) 0&5]e, - m,U, =0

k2 (U = Ts)es] &, + [ks (U, - T;) wes]e, - m,U, =0
donde los versores ¢, y e, fueron previamente definidos, y ¢, seexpresa e, = ;3 — ;jz|
'3 —h

Ejemplo 1.4.1.3: Plantear las ecuaciones del movimiento del sistema torsional formado por dos
engranagjes y un volante, rigidos, con momentos de inercia /,,/, e I, respectivamente, y dos arboles
con rigideces torsionales k, y k,. Sobre e volante se aplica una cupla externa de momento M, ver
Figura1.4.3(a).

/ / ]
—>
/ 1, 7 91
% 7 B
M, L L 04
5 T
Figura 1.4.3(a) Figura 1.4.3(b)
Momento aplicado sobre el sistema torsional Grados de libertad del sistema torsional

El sistema mecanico tiene tres grados de libertad, representados por las rotaciones 6,, 8, y 6, que se

muestran en la Figura 1.4.3(b). Se reducen a dos independientes con la condicion de compatibilidad entre

lasrotaciones 0,y 0,: 0,1, = 0,r,.

Aplicando la ecuacion (1.32), el equilibrio dindmico del engranaje con inercia /, seexpresa
d .
Ly—-— ({1 607)=0
17 (11 61)
Introduciendo lafuerza F' deinteraccion entre los engranajes, se tiene: L = —kq161— Fry.

Reemplazando resulta: ~ki0; — Fry —1,6,=0

17



CONCEPTOS BASICOS
El equilibrio dindmico del engranaje con inercia /, se expresa:

~ky (0, =03 )+ Fr, —1,0,=0

Finalmente, la condicion de equilibrio del volante se escribe:

My +ky (0, —6y) — 136,=0

Al introducir en la primera ecuacion de equilibrio la restriccion impuesta por la compatibilidad, que

puede ponerse en laforma 6 = ¢ 05, con ¢=r,/r, yd eliminar F' de ambas ecuaciones, resulta:

Las dos ecuaciones que describen el movimiento del sistema mecanico, pueden ponerse en forma

Phitky k|02 No*n+1, 0|]6,| [0

La matriz simétrica que multiplica a las rotaciones es la de rigidez del sistema mecanico, y la matriz

matricia:

diagona que es factor de las aceleraciones angulares es la matriz de inercia (también llamada matriz

masa). Ambas son positivas definidas.

1.4.2. Principio de los desplazamientos virtuales

El principio de D’Alembert permite obtener las ecuaciones del movimiento de un sistema
mecanico con el planteo del equilibrio, el cual a su vez puede ser expresado mediante el principio de los
desplazamientos virtuales. Este principio establece que la condicion necesaria y suficiente para el
equilibrio de un sistema de cuerpos rigidos sujetos a la accion de fuerzas, es que se anule el trabajo total
de las mismas cuando se produce un desplazamiento virtual, el cual debe ser compatible con las
restricciones impuestas [7]. Esta formulacion aporta tantas ecuaciones escalares de equilibrio como

componentes independientes son requeridas para describir e desplazamiento virtual.

Laexpresion vectorial general que se obtiene al aplicar este principio en un sistema de N cuerpos rigidos
con traslaciones u,y rotaciones 5_1. , €S
N .
Z_:Kfz _%(m.i L_‘/)) eou;+ (Z/ _%(1/51)) * 551} =0 (1.34)
j=1
En el caso particular de un sistemassin restricciones los vectores virtuales 6u; y 6 5_/ son arbitrarios. En
consecuencia, deben anularse todos los términos de la expresion general (1.34), reproduciéndose asi las

ecuaciones vectoriales (1.31) y (1.32):

18
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j=1.N

Ejemplo 1.4.2.1: Aplicando e principio de los desplazamientos virtuales obtener las ecuaciones del
movimiento del sistema libre de restricciones, formado por dos masas puntuales m, y m, unidas con un

resorte lineal derigidez k y bajo laaccion de fuerzas f; y f,, como se muestraen laFigura 1.4.4(a).

l X

Figura 1.4.4 (a): Sistema masas-resorte

Asumir la hipotesis de desplazamientos infinitésimos y considerar el movimiento en dos
dimensiones, en el plano X — Y. Las fuerzas externas y los desplazamientos se expresan mediante

SuS componentes car tesianas.

f_lzflj"'fly J fz :fzj'kfzy Jj Up=Uy I+ Ji i, :uzxiv"'“z,, J
Lamagnitud de la fuerza que aplica el resorte sobre las masas se expresa:
f. =k[(z72 —L_ll) J é] =k[(u2X —uy )COSa +(u2Y —uly)sena]
Las fuerzas aplicadas por €l resorte sobre m, y m, son f e y —f, e, respectivamente.

Aplicando el principio de D’Alembert se completa el conjunto de fuerzas actuantes sobre cada

masa, ComMo Se muestran en la pagina siguiente, en las Figuras 1.4.4 (b) y (c).
El desplazamiento virtuad. Suy =Ouy i+ 6wy j ., Su, =6u, i+Su, j tiene 4

componentes independientes. Con ellas |as condiciones escal ares de equilibrio se expresan:

K, + 1, cosa —myiiy ) Su =0
1,

(
(f + [, sena—myiiy, ) Suy =0
(

)
fo, = f, COSat —my iy ) Su, =0
(/2 )

—f. sena—myii )ou, =0

Y
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1, £,
f.
:rnlil‘lx. m R e Uy n, ,
A o S,
/.
n/lli’lly m, iizy
Figura 1.4.4 (b): Fuerzas sobre m; Figura 1.4.4(c): Fuerzas sobre m,

Reemplazando laexpresion de f, y utilizando laformamatricial, resulta:

cos® o senacosy  —cosfa —senacosa || U1,
;| senacosz sen’a —senacosa  -sen‘a || Uy, N
—cos’a  —senacose  cos’a senacosa | | Uz,
—senacose  -sena senacosa sena ||Uy,
4 1
m 0 0 0f L) |1
0 0 o||u
+ "1 1y = fly
0 0 m, 0], 7
2 i, 2%
0 0 0 myl|l | |/
2y 2y

La matriz de rigidez es positiva semidefinida. Es facil comprobar que son nulos todos sus menores de
orden mayor que la unidad. Por consiguiente, su rango es 1. Dado que las masas mq y m2 son positivas, la
matriz de masa es positiva definida.

En & caso mas general de sistemas deformables, como € de la Figura 1.4.4 (a) por la presencia del
resorte, €l principio establece que es condicion necesaria y suficiente para el equilibrio, en la
configuracion deformada, la nulidad del trabajo total para toda componente independiente del
desplazamiento virtual cinematicamente compatible [7]. El trabajo virtual total es la diferencia entre los
trabajos de las fuerzas externas e internas. El mismo gemplo 1.4.2.1 permite aclarar este concepto. En

efecto, € trabgjo virtual de las fuerzas que actiaan sobre las masas puntuales es:

(fy+ f,) oS, +(f,— f.)®5u,=0
osea fye0uy + fp 00Uy~ f, (6, —61;) =0

El tercer término puede ponerse en la forma:

f, ®(0u, —ouy) = f (ou, —duy)ee=f, Oy,

20



CONCEPTOS BASICOS

donde duz 1 tiene el significado de la deformacion muy pequefia (infinitésima) del resorte, positiva
cuando se alarga, cinematicamente compatible con los desplazamientos virtuales; f, es €l esfuerzo en el
resorte (positivo de traccion). El producto f,-duz 1 eslaexpresion del trabajo virtual interno. Obviamente,

otra forma de formular el principio es: en la configuracion de equilibrio, el trabajo externo es igual al

interno.

1.5 Principio de Hamilton

Los métodos precedentes son esencialmente vectoriales, ya que las ecuaciones escalares del
movimiento se obtienen a partir de expresiones vectoriales. En muchos casos es mas conveniente operar
con magnitudes energéticas aplicando el principio de Hamilton [7], el cual establece que la funcion del

desplazamiento u(¢) que es solucion exacta, y por ende que satisface las ecuaciones del movimiento,

cumple con la condicion:

t

[*[s(T-U)+ow]dt =0 (1.35)

i
donde & denota la variacion producida por un desplazamiento virtual (infinitésimo) a partir de la
solucion exacta u(t) ; T eslaenergia cinética del sistema; U esla energia de deformacion elastica, y
OW esé trabgjo virtua que redizan las fuerzas no conservativas en la variacion de la funcion u(t) .
Los limites de la integral son dos instantes distintos, en los cuales dicha variacion es nula (ou = 0 en
t=ty t=t,).
Lavalidez de este principio puede demostrarse con € principio de los desplazamientos virtuales, con €l
cua se deduce la ecuacion (1.35) como se muestra a continuacion para el caso mas simple de una masa

puntual sujeta a la accion de una fuerza resultante de todas las aplicadas sobre la masa, tanto

conservativas como disipativas.

Como es sabido, e trabajo de una fuerza no conservativa, cuya accion implica una transferencia de
energia entre el sistema mecanico y su entorno (como las fuerzas de rozamiento), depende de la
trayectoria descripta por la masa a pasar de la posicion inicial a la posicion final. Por el contrario, el
trabajo de una fuerza conservativa no depende de la forma de la trayectoria. En este tultimo caso, el

trabajo puede ser expresado como el cambio de la energia potencial V' (7), asociadaalaposicion 7 dela

masa. La energia potencial se define como el trabajo que hace la fuerza cuando la masa se desplaza desde

laposicion 7 aotradereferencia 7, arbitrariamente elegida:
V(F)= j fedF (1.36)
El trabajo de unafuerzaque pasadelaposicion 7; alaposicion 7, es:

W=["fedr (1.37)
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Si lafuerza es conservativa, la anterior puede ponerse en laforma:

W=[°fedi—["fedr =V(HR)-V(ER)=-[VE)-VE] @39
valida para cualquier posicion 7, dereferencia
En formavariacional (similar aladiferencial) laexpresion (1.38) se escribe: oW =—-0V (1.39)

El tipo de energia potencia a ser considerada en este curso es la energia potencial elastica, o energia de
deformacion, que suele denotarse con U. Por ejemplo, un resorte elastico lineal con rigidez &, fijo enun
extremo, gerce unafuerza —ku cuando lamasaen el extremo libre experimenta el desplazamiento u en

ladireccion del resorte. Adoptando como referenciala posicion indeformada (#=0), setiene:

0
U=J.O(—ku) du = —%ku2 zéku2 (1.40)

u

A continuacion, aplicando el principio de los desplazamientos virtuales, se deduce la ecuacion de

Hamilton parael caso mas simple de unamasa m sujetaalaaccion de la fuerza resultante f .
El equilibrio dinamico se expresa:
(f —mii)ou=0 (1.41)

El término f o u esel trabajo total de las fuerzas aplicadas sobre la masa con el desplazamiento virtual
ou:

fou=0W=06W +5W, (1.42)
donde oW, es €l trabgjo virtual de las fuerzas conservativasy oW, €l desarrollado por las fuerzas
disipativas.
De acuerdo con (1.39) setiene:

fou=-0U+oW, (1.43)

El segundo término de (1.41) puede ser reemplazado teniendo en cuenta una regla basica del calculo

. d d . .
variacional: d(5u)=5(duj=5u (laderivadade lavariacion es igual a la variacion de la derivada).
t t

Luego:
mﬁéuzm%(d&u)—mué‘u (1.44)
Por otra parte:

1
muaaza(zm uz) =6T (1.45)
1 , L. .
donde 7' = Emu eslaenergia cinética del sistema.

Sustituyendo (1.43), (1.44) y (1.45) en la ecuacion de equilibrio dinamico (1.41) se obtiene:
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-6U + 5, —m%(déu)+ §T=0; osea 6T - 6U + W, = m%(dé‘u) (1.46)

La linea continua de la Figura 1.5.1 representa la solucién exacta u(t) enlacua u, y u, son los

desplazamientos en los instantes ¢,y ¢, , respectivamente. La linea de trazos representa una funcion
virtual u(¢) + ou(z) , dondelavariacion S u(t) esinfinitésima,con u =0ent=t, y t=t,.

Integrando ambos miembros de (1.46) se obtiene la ecuacion que se satisface con la funcion u(¢), Gnica

solucion de (1.41) de todas las posibles funciones que cumplen con u(t,) =u, y u(t,) = u,:

j:(csr —SU + 5W, ) dt = j:m%(aéu)dz = miSul} =0 (1.47)

Lu(1)
u(t) + du(t)

ou(t)

Figura 1.5.1: Variacion virtual 6u(t) de la trayectoria

Dado quetanto 7 como U son funciones del desplazamiento, setiene 67 — 6U =6 (T-U) ; luego:
ﬁa(T—U) + W, |dt =0 (1.48)
i

Esta ecuacion establece que la integral es nula cuando la trayectoria u(¢) eslasolucion de la ecuacion de

equilibrio. En un sistema conservativo 6 W, =0, y laexpresion del principio de Hamilton se reduce a:

j:zé(T—U)dt =0 (1.49)

lacual implicaque laintegra de T—U alo largo de latrayectoriareal es un valor estacionario. En las

aplicaciones puede comprobarse que s un minimo.

Ejemplo 1.5.1: Aplicando e principio de Hamilton deducir las ecuaciones del movimiento del sistema
de un grado de libertad de la Figura 1.4.1(a).
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1 1
Para este sistema: T:Emuz;Uzakuz; SW, =(f—cit)ou

Notese que la fuerza externa f* aplicada sobre |la masa se agrupa con las fuerzas disipativas.

Reemplazando en (1.48): fz{é(%muz—%ku %) +f5u—cu5u}dt =0

0 sea Itz(ma5u—ku5u + fou—cudu)dt =0
i
Aplicando d(du) = du dt, laintegracion por partes del primer término se expresa:

t .,
— | mii du dt

1 f

73 . . .
muoudt =mudu

i

Dadoque su =0 ent, y ¢,,laanterior sereduce &

t t
‘musudt =— | mii Su dt

y reemplazando: rz (—-mii—ci—ku+ f)Sudt =0
Iy

Dado que ¢ u(t) es arbitrario (funcion infinitésima no nula, salvoen ¢, y ¢, ), laecuacion anterior
se satisface solo cuando:

mii+cu+ku=f
ecuacion coincidente con la hallada en el Ejemplo 1.4.1.1 con el método del equilibrio dinamico,
e cual se muestra como el mas indicado para obtener las ecuaciones del movimiento de sistemas

sencillos.

El principio de Hamilton ofrece la ventaja de conducir directamente a las ecuaciones del movimiento de
todo sistema mecanico a partir de las expresiones de 7', U y 6 W, , cuaquiera sea €l sistema de

coordenadas que se utilice. Puede ser aplicado tanto en sistemas discretos como continuos [7].

1.6 Ecuaciones de Lagrange

Es posible encontrar otra forma de expresar €l principio de Hamilton mas apropiada para su
aplicacion en sistemas discretos [15]. Para ilustrar esto consideremos una vez mas el sistema de una masa
con un resorte elastico y un amortiguamiento viscoso de la Figura 1.4.1(a).

Laenergia cinética es funcion de la velocidad:
1
T=Em#=Tw)

Por consiguiente, lavariacion producida por unavariacion infinitésima O % de la velocidad, se expresa

0T = O/’—]jé‘a (1.50)
ou
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1
Laenergia de deformacion es funcion del desplazamiento U (u) = > k u®; suvariacion es:
sU = su (1.51)

El trabajo de las fuerzas no conservativas en una variacion del desplazamiento se expresa, como ya ha
sido visto, con SW, = ( f = cii) Su.

Aplicando Hamilton:

ty ty ﬁT 0’7U
L (6 (T -U)+ow,]dt = j (% Sil = ——Su+ f Su - ci 5u] dt =0 (1.52)
Integrando por partes el primer término:
O T T.[" T
n ou ou nodt\ du

Teniendo en cuentaque du=0en ¢, y t,,y reemplazando en (1.52) setiene:

2 orT oU
[ —i(—_j——+f—cit Sudt =0 (1.54)
i dt\ du ou
Dado que 6 u esunavariacion arbitraria no nula, la anterior se cumple sélo si
oT ou
i(_J+—+cu:f (1.55)
dt \ du du

Introduciendo ahora la funcion de disipacion por amortiguamiento viscoso (denominada funcion de

1 . L
disipacion de Rayleigh): D(u) = P cii®, lacorrespondiente fuerza disipativa se expresa:

cu=22 (1.56)
ou
Reemplazando en (1.55) resulta finalmente:
i(ﬂj Lov,ab_ (157)
dt\ du u  ou

Esta ultima expresion es la ecuacion de Lagrange para el sistema mas simple de una masa con un grado
de libertad. Para este caso, derivando las expresiones de 7, D y U se determinan 10s tres términos de
(1.57):

d(ﬁTJ . 0D . oU
=mii; =ku

J— _. —. =CU ; —_—
dt \ ou ou u
Al reemplazarlos en la ecuacion de Lagrange se obtiene, de una manera directa, la ecuacion del

movimiento:

mii+cu+ ku=f (1.58)
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La ecuacion de Lagrange en sistemas con mas de un grado de libertad, en algunos aspectos difiere de la
(1.57) deducida para sistemas de un grado de libertad, como se muestra a continuacion.

Sea el caso de un sistema de N masas unidas con resortes lineales y amortiguadores viscosos, sin hingan
otro tipo de restricciones. Si se analiza en tres dimensiones, cada vector u; (j = 1...N) se describe con
tres componentes independientes, con dos cuando el sistema es plano, y con una si es unidimensional.
Por consiguiente, es posible expresar cada vector %, en funcion de todas las componentes escalares
independientes g, del sistema, con k£ = 1...n, (n = 3N, n = 2N, n = N, respectivamente), denominadas

coordenadas generalizadas del problema:

u, =u, (91.95,---+9,); Jj=1l.N (1.59)
Laenergia de deformacion elastica del sistema es la expresion cuadratica:
1 N 2 N )
U= 2 zl k; (uj o ej) + .Zl k;; ((ul - ui) . eij) (1.60)
j= i=j+

donde k; eslarigidez de unresorte en ladireccion e, queligalamasa m; con el sistema de referencia
fijo,y k,, ladel resorte dedireccion ¢,; queunelasmasas m, y m; .

Reemplazando (1.59) en (1.60) se obtiene U = U (¢, g5, -.-.4, ) , ¥ POr consiguiente lavariacion se

expresa
L oU
sU=>Y —dgq, (1.61)
o1 94,
13 . .
Laenergia cinética del sistema es: T = 52‘1 m;u;eu, (1.62)
i=
. N o0u
donde: U= q
kgla q; ¢
En general, T es funcion de las coordenadas y velocidades: 7' = T(q;,9,--:9,+91,925---14,) - Por
- . ) - * 0T .
consiguiente su variacion se escribe: oT = Z dq, + Z dq, (1.63)
k=109 i —104,

Por otra parte, el trabajo virtual de las fuerzas externas y de amortiguamiento (no conservativas) se

expresa

oW, = ZN: [J;j_ € (1’7.1'. éf) éj]. ou,; +
j=1

N N
+Z Z [—c,.j(i_tj—i—;i)o e, e, 00U, — c,.j(ﬁi—ﬁj). e, e, odu|=
N j:h:Hl, N N ) )
=2, [fj_ cj(L_‘/’éj) e; ]' S+, >~ Cij(l’_lj_ﬁi). e e, ®o0(u, —u) (1.64)
j=1 j=li=j+1

donde ¢, es el coeficiente del amortiguador entre lamasa m; y € sistema de referenciafijo, y ¢, ; del

amortiguador entrelas masas m; y m; .
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Utilizando (1.59) los desplazamientos virtuales se expresan en funcion de las variaciones de las

coordenadas generalizadas:

ou . —Uu
ou, = / 0q,; o(u,—u,) = — 7 7
’ ;é’qk ¢ ’ o 0q,

El primer término de (1 .64) resulta entonces:

n _j B n N . 0’)1’_‘/
Z fiedu; = Zf o> %2, 5q, = Z(ij an 5q, (1.66)

k=1 k=1

5q, (1.65)

Definiendo ahoralas denoml nadas fuerzas externas generalizadas

;v k=1.. 1.67
/Zlf ) an " (167
y reemplazandolas en (1.66) se tiene: Zf_/ °du, = i 0, 4q, (1.68)
= k=1
Sustituyendo (1.65) en los restant% términos de (1 64):
N . . n O(u; —u,
ch(ﬁj ° é/) Z = oq; + Z Z u( j—b_l,»)°é,«,~ €, ZM&]/( (1.69)
j=1 0” j=li=j+1 k=1 é’qk
Derivando (1.59) con respecto al tiempo: u, = B A L g
(1.59) con resp po: i, ;aqk . kZ:lé,qqu
luego: Oﬂ)u;j = @ (1.70)
' a4, a4, .
é’(ﬁj'—b_ti) ~ é’(uj - ul) w7)
a4, a4,
Reemplazando en (1.69):
n O, N N n (. —u
Zc(u oe)e 'ZLS%"'ZZC”(E,_E;)'&, e; ; Z (uj,ul)qu—
= k=104, j=li=j+1 i1 04,
n | N _ Ou N N . B 5(5—5,)
_ {z CRTITTE 35 P R SRR } 5q, -
o0 11y . e 1EY L.\ _\2
= 2 {5; ¢ (uj o e_].) +E §i§1 G, ((uj - u, )oe,.j) }5% (1.72)

l N N 2 N N N B 2
D:EZ; cj(u_/. oej) +-Z cl.j((uj —ul.)oel.j) (1.73)
con lacual, laexpresion (1.72) se reduce a: Z— 0q, (2.74)

Luego, reemplazando (1.68) y (1.74) en (1.64), € trabaj ovi rtual de las fuerzas disipativas se escribe:

oD
SW, = Z(Qk - a—] 54, (1.75)
k=1 9

Sustituyendo las expresionesde 6 7, SU y o6 W, enlaecuacion de Hamilton (1.35):
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6 . oT oD oU
ZI(—qu +—0q, ———90q, ——— 98¢, +Qk8qkj dt =0 (1.76)
1\ 04q, 04, 04q, 09,

Integrando por partes el primer término y aplicando laregla del calculo variacional que establece que la

variacion de la derivada es igual a la derivada de la variacion, se tiene:

j:z or 2 —I d (aTjsqkdz (177)

oT
dq, dt = _5%

0q dt\ 0

18q

Dadoque 6¢q, =0 en t=t, y t = t,, finamente e principio de Hamilton se expresa:

{ d(aTj oT oD oU

et
-—— ||+ - - +Q, |6q,dt = 0 (1.78)
kzlj dt\og,) 0q, 08¢, g, "} ‘

Como las coordenadas ¢, son independientes, las variaciones 6 g, son arbitrarias. Por consiguiente, la

condicion anterior se cumple Solo si se satisfacen las siguientes n ecuaciones de Lagrange:

d (GT] 8T+ oD N ouU
dt 8Qk an an a%c

=Q,; k=1..n (1.79)

Obviamente, el segundo término es nulo cuando la energia cinética es funcion solamente de las
vel ocidades generalizadas (sistemas lineales).

Es importante destacar que las ecuaciones anteriores son validas también para sistemas de masas no
puntuales, en cuyo caso el desplazamiento se describe con traslaciones u; y rotaciones 0 ;+ Y por ende

deben adecuarse las expresiones que intervienen en el problema. Por gemplo, en la expresion de la

energia cinctica del sistema, ademas de las masas m,, también deben ser tenidos en cuenta los

respectivos momentos de inercia.

Ejemplo 1.6.1: Hallar |las ecuaciones del movimiento del sistema discreto de dos grados de libertad que

se muestraen laFigural.6.1.

/ G &
= =

L1 L1

my m, I
[ \ " \"\NT
QO O 0O O
ky k,
T U,

Figura 1.6.1: Sistema discreto de dos grados de libertad

Como u, y u, son magnitudes escalares independientes pueden adoptarse como coordenadas

generalizadas del problema. Las expresionesde 7', D y U son:
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T:%mluf+%m2d§
D=2 il +2 (i —iy) = = (e + ) i — ity ity + =y il
2 171 2 2 2 1 2 1 2 1 271 72 2 272
1 1 2 1 1
U:Ekl u? +Ek2(u2 _”1) = E(kl+k2) ul — kyu, u, +Ek2u§
. u, u,
Lasfuerzas generalizadasenestecasoson: O, = f,—=0; O, =1, =1,
u, u,

Reemplazando en (1.79) conk =1, 2:

my iy, + (¢, +¢,)u —c,u, + (b, +k)u, —k, u, =0
My iy —Cy, Uy +Cy Uy —ky, uy +k, u, = f,
Con notacion matricial:

m;, O | |i e +c, —c,| |y ky +k, —k,| |u {0}
. (T (T =
0 m,| |i, -c, c, | |u, -k, k, | |u, />
1.7 Expresion matricial de las ecuaciones de Lagrange
El procedimiento descripto en €l jemplo anterior puede sistematizarse usando notacion matricial,
para ser aplicada en la obtencion directa de las ecuaciones del movimiento de sistemas discretos lineales.

La energia cinética, la funcioén de disipacidn y la energia de deformacion pueden ser expresadas con las

siguientes formas cuadraticas:

T = % {a}" [M]{4} (1.80a)
D= % {4} [C{4} (1.80b)
U= % {a}" [K]{4} (1.80c)

donde  {q} eslamatriz-columna de los desplazamientos generalizados;
{4} eslamatriz-columna de |as vel ocidades generalizadas;
[ M] eslamatriz de masa, cuadrada simétrica;
[C] eslamatriz de amortiguamiento, cuadrada simétrica;

[K] eslamatriz derigidez elastica, cuadrada simétrica.

Es importante destacar que la expresion matricial de la energia cinética (1.80a) es valida s6lo cuando es
funcion de las velocidades generalizadas, y no de las coordenadas generalizadas. Usando estas
expresiones matriciales y agrupando en una matriz-columna |0s términos de las ecuaciones de Lagrange
(2.79), setiene:

d (2T .
{Z (ﬁ_qj} = [M] {4} (1.81q)
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{i—D} ~[C1{d) (181

q

{i—U} - [K]{g} (1810
q

Por consiguiente, las n ecuaciones de Lagrange quedan agrupadas en la expresion matricial:

[MN{g} +[CH{q} +[K]{q} ={O} (1.82)
De acuerdo con (1.81), las matrices de masa, amortiguamiento viscoso y rigidez, se obtienen una vez
determinadas las funciones 7 =7(4,,....4,), D=D(q,,....4,) y U=U(q,,-q,).
respectivamente.
Con m; > 0, la matriz de masa siempre es positiva definida ya que, para todo {¢} #0, la energia
cinética no puede ser nula ni negativa. Si el sistema se encuentra vinculado de forma tal que todo
desplazamiento {g} #0 produce deformacion elastica, entonces también la matriz de rigidez es positiva
definida. Por e contrario, si la vinculacion permite desplazamientos sin deformacion (desplazamiento de
cuerpo rigido, en cuyo caso la energia de deformacion es nula) la matriz de rigidez es positiva
semidefinida, dado que la energia nunca puede ser negativa. El mismo razonamiento vale para la matriz
de amortiguamiento. Las componentes de la matriz-columna de las fuerzas generalizadas se obtienen

aplicando laformula (1.67).

1.8 Ecuaciones del movimiento en sistemas con restricciones lineales
En algunos problemas es mas facil expresar las funciones de energia en términos de un conjunto
de coordenadas generalizadasg, ( k=1...n) las cuaesno son todasindependientes. En estos casos se
tendra un grupo de r restricciones de laforma
g (qy,....q,)=0; i=1.r<n (1.83)

En este curso sbélo seran consideradas formas lineales independientes para las ecuaciones de restriccion

[4]. Por consiguiente, las mismas pueden agruparse en la siguiente ecuacion matricial:
[G1{q} ={C} (1.84)

Lamatriz [G] tiene r filasy n columnas. Laexpresion de las restricciones puede ser particionada:

{q.}

donde {g,} es el conjunto de  desplazamientos dependientesy {¢q,} agrupa n —r desplazamientos

(1G] 1G]] {{ql}} ~[G]{a} +[G,1{a} = {0 (185)

independientes. En consecuencia la matriz [G, ] tiene r filasy n —r columnas, mientras que [G, ] es
cuadrada de orden r, y puede ser invertida ya que las restricciones son linealmente independientes.

Despejando {¢,} de(1.85) se obtiene:
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{q = -[G]'[G,] {4,} (1.86)

Estaformula expresalarelacion entre los desplazamientos dependientes {¢,} y losindependientes {¢.,}
(lamatriz [G, ] *[G,] tiene r filasy n—r columnas).

Finalmente, agrupando los dos conjuntos de desplazamientos resulta:

{91} _[Gl]il [Gz]
= = o1 =15 5 1.87
{q} {{qz}} { (1] }{q }=17:14{q.} (1.87)

donde [/] eslamatriz unidad de orden n — r (lamatriz de transformacion [7;] tiene n filasy n—r

columnas).

Obviamente, lamismamatriz [7;.] se aplica paratransformar |as velocidades generaizadas {4} , yaque

las componentes de lamatriz [ G] no dependen del tiempo.

Laformula de transformacion (1.87) se sustituye ahora en las formas cuadraticas (1.80):

7= 2 T TG} = 5 s} [V 4d2) (1.889)
D= 2} 1) (AT Hazd =5 (a2} (€140} (1.88)
U = 2 1) KT, Hazd = 5 daad IR 4o} (1880

Las tres matrices reducidas son cuadradas simétricas de orden n — r:

[M] =[T,] [M][T,] (1.89%)
[C]1=[T,]'[CI[T,] (1.890)
[K]=[T,]'[KI[T,] (1.89¢)

Por otra parte, en la expresion del trabajo virtual de las fuerzas generalizadas (1.68) también deben

aplicarse las restricciones con laférmula (1.87):

Y 0, 84, {4} {0}=164, [T, 1" 0}=164, ' {0} (1.90)
k=1
donde {0 }=[7,1'{0} (L91)

es la matriz-columna reducida de las fuerzas generalizadas.

Dado que las funciones de las energias, de disipacion, y del trabajo virtual quedan expresadas ahora en
términos de las coordenadas independientes {¢,} , pueden sustituirse en |as ecuaciones de Lagrange, con

las que resulta la ecuacion matricial de orden n — 7:

[M]{4,} +[CHd.}+[K){q,} ={0} (1.92)
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Ejemplo 1.8.1: Obtener la expresion matricial de las ecuaciones del movimiento del sistematorsional de

laFigura1.4.3(a), que fue resuelto en la Seccion 1.4.1 con el método del equilibrio dinamico.

En la Figura 1.4.3(b) se muestran las rotaciones 8,, 8, y 6,. Las dos primeras no son independientes,
ya que entre los engranaes no se produce deslizamiento relativo. Esta restriccion se expresa
6, =60,1r,,0a 6 —pb, =0sendop=r, /1 .

En formamatricial:
&

[GH{g}=[1 —¢ 0]16,;=0
03
Adoptando 0, y 6, como coordenadas generalizadas independientes se tiene [G,] =[1] vy
[G,]1=[-¢ 0]. Luego: -[G,]'[G,]=[¢ O], y por consiguiente la formula de

transformacion (1.87) resulta:

0, (,000 p 0
0, =1o{2}.-. [T,]=|1 0
o,| |0 1]% 01

Por otra parte, |as energias cinética y de deformacion se escriben:

1 -1 - 1 .
T'=—16"+=-1,05; += 150
5 1 TS 2 75 1303

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
U==Fk 6:+=k, |0, — O = kO +=k, 05 -k, 60,0, + =k, 0

21122(2 3) 5" TS 20 20203 7 55203
Enestecaso: D=0.

0 6, 06,

Aplicando (1.81a):
L, 0 O 9’1
dfari_| g I, 06,
dt\ o0 .
0 0 I;||6s

Aplicando (1.81c): {é’—U}: 0 k, —k,|{6,

Finalmente, aplicando las formulas de transformacion (1.89a), (1.89¢) y (1.91) se obtienen
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2 2
[M]{(D bt O} [E]{g” b _kzl; {§}={A(4)}
0 I k,  ky 3

En consecuencia, las ecuaciones del movimiento se reducen ala siguiente expresion matricial, que

coincide con la obtenidaen e Ejemplo 1.4.1.3.

0 ]3 é3 —kz kz 83 M3
Ejemplo 1.8.2: Obtener las ecuaciones del movimiento del sistema discreto de tres grados de libertad

que se muestraen laFigura 1.8.1, imponiendo larestriccion u, = 0.

C C
= —
My my m, T/
0 0O k, 0 0O k, 0 0

Figura 1.8.1: Sistema discreto de tres grados de libertad.

Considerando los desplazamientos como si fueran independientes, a aplicar las ecuaciones de

Lagrange resulta:

_mo 0O O a —a 0
L 0 0 m, 0 ) o
kK 0 0

[K] =|—ky ki+k, —k,|; {0}=410
L 0 —k, ky fz

Larestriccion u, =0 eslaformamas simple de una ecuacion del tipo (1.84); la misma se expresa:

[Gl{u}=[1 O O]{u, ; =0; luego: —[G,]'[G,]=[0 0]

U,

Laformula de transformacion (1.87) resulta:
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)= )

Aplicando las formulas (1.89) de reduccion:

01 glm 0 offoo .
[M]:{ } 0O m O 10:[’”1 }
0

001 0
0 m,||01 e
¢, -¢, 0100
[5]201 0 -¢, ¢ +c, -—cC 10:c1+02 G
1 1 2 2
001 —c, c,
0 —c, ¢, |01

00

010 k vk, —k

[K]:{ }—kl k 4k, -k, 10:[1+2 2}
00 1 I S 8

Con laférmula (1.91):
_ 010
0} = 001

Esta solucion coincide con la obtenida en el Ejemplo 1.6.1. Se comprueba que las matrices

2

reducidas pueden hallarse directamente eliminando las filas y columnas, correspondientes a los
desplazamientos anulados; en las matrices [K], [M] y [C] que se obtuvieron sin tener en cuenta la
restriccion; y suprimiendo, ademas, las respectivas componentes en el vector {Q} de las fuerzas
generalizadas.
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
2.  ANALISIS DE VIBRACIONES LIBRES DE SISTEMAS DISCRETOS

2.1 Introduccion

En este capitulo se estudian algunos procedimientos a ser utilizados en la determinacion de
frecuencias y modos naturales de vibracion de sistemas discretos, vale decir de sistemas con un niimero
finito de grados de libertad. Como es sabido, los grados de libertad son las coordenadas independientes
(necesarias y suficientes) que describen completamente toda posible configuracion del sistema. Ya ha
sido establecido que por cada grado de libertad se tiene una ecuacion diferencial del movimiento, en la
cua se anula el término independiente para el caso de vibraciones libres (sistema sin fuerzas externas).
Ademas, se desprecia el amortiguamiento debido a la escasa influencia en los valores de las frecuencias

naturales.

Con €l objeto de ilustrar claramente el significado fisico de las frecuencias y modos naturales de
vibracion, consideremos el caso de un sistema unidimensional de N grados de libertad formado por N
masas puntuales, cada una con un grado de libertad, vinculadas con resortes lineales. Las ecuaciones

diferenciales del movimiento para este sistema se expresan:

my iy, +hkgu +kpu, + oo+ kyuy =0
my iy, +hyu, + kpytty + -+ kyyuy =

(2.1
myiiy +kyu, +ky,u, + -+ kyyu, =0

donde u, es el desplazamiento de la masa m; y k,j son expresiones lineales de las rigideces de los
resortes que tienen contacto directo con la masa m, . Durante la vibracion del sistema en un modo
natural, los desplazamientos de las masas guardan la misma relacion, de manera que todas las
configuraciones de ese modo son geométricamente semejantes [2]. Por lo tanto, los desplazamientos
pueden expresarse en laforma:

u, =U, F(¢) (2.2
donde F'(¢) eslamismafuncion del tiempo para todos los desplazamientos. En este capitulo, U no esla
energia de deformacion elastica (salvo en la Seccion 2.4 donde con maxU se indicara la maxima energia
de deformacion elastica) sino que U, es el valor de u; cuando F(t) = 1. Se denomina amplitud del

desplazamiento u, . Sustituyendo (2.2) en (2.1) resulta:

m U, F(t) +k, U, F(t) + k,U, F(t) + ---+k,,U, F(t) =0

m,U, F(t) +k,, U, F(t) + kU, F(t) + -~ -+ k, U, F(t) =0 23)

my, Uy F(t)+k U, F(t)+ ky,U, F(t)+ -+ k, U, F(t) =0

Ahorase introduce la frecuencia angular, gue puede ser definida con la expresion [2]:
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F(t
0’ =—- ) (2.4)
F(t)
0 sea F(t) + w*> F(1) =0 (2.5)
ecuacion diferencial cuya solucion se expresa:
F(t)=C, senot + C, cosw t (2.6)
Por consiguiente, e movimiento definido por (2.2) es arménico con frecuencia angular @ . En este
movimiento todas |as masas vibran simultineamente con la misma frecuencia.
Lasolucion (2.6) puede ser escrita también
Ft)=C, sen(o t + ) 2.7
En estatltima expresion la constante ¢ se denominaangulo de fase. Obviamente, se cumple:
C, =C;, cosa; C, =C; sena (2.8
Por otra parte, reemplazando (2.4) en (2.3) resulta:
(kll_a’zmq)Ul + ki, U, + o+ kU =0
ky, U, + (kyy— @*m))U, + -+ k,, U, =0 29)
ky Uy +ky, U, + ot (kyy —@°my)U, =0
En formamatricial:
ki — o my ki Ky U, 0
Ky Ky — »® m, kyy U, _ 0 (2.10)
ki ks Ky o my | Uy 0
En simbolos: [A(0)]{U} ={0 (2.11)

Por tratarse de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales (términos independientes nulos), cuando el

determinante de la matriz [ A(w?)] de orden N es distinto de cero, solo existe la solucion trivial:

U, = 0. Para que e movimiento vibratorio sea posible es necesario y suficiente que se anule dicho

determinante:
(kyy — w® m ) ki, S iy
k k., —w? . k
‘A(a)z)‘ _ 21 (ky —" my) 2N 0 (212
ki ks v (kyy - w? my)
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El desarrollo de este determinante conduce a la ecuacion algebraica de frecuencia (0 ecuacion

caracteristica) del sistema, que es un polinomio de grado N en la incognita ®?. Las N raices de este
polinomio son los cuadrados de |as frecuencias angulares del sistema discreto.

Al reemplazar en (2.9) una de las raices, los correspondientes valores de U, no resultan determinados,
vale decir que existen infinitas soluciones, pero todas ellas definen configuraciones geométricamente
similares. En otras palabras, para cada valor de @ € correspondiente conjunto de valores de U, define
una forma caracteristica de esa frecuencia, que se denomina modo natural. A través de un factor de
escala arbitrario, representa las infinitas posibles soluciones.

Cabe destacar que en la teoria de las vibraciones libres no intervienen fuerzas externas ni se establecen
condiciones iniciales. S6lo se analizan los posibles movimientos del sistema, después que cesa la causa
gue lo puso en movimiento. Esta causa genéricamente se denomina perturbacion, 0 excitacion.

En términos matematicos, la determinacion de las frecuencias y modos naturales constituye un problema
de autovalores y autovectores, respectivamente. Se sabe que los autovalores de una matriz real y
Simétrica son Nimeros reales. Si ademas la matriz es positiva definida, todos son positivos. En algunos
casos se obtiene un mismo valor para dos 0 mas autovalores (raices multiples de la ecuacion
caracteristica). Finalmente, una matriz positiva semidefinida de orden n y rango » posee n-r autovalores

nulosy r autovalores positivos.

La matriz diagonal formada con los autovalores se denomina matriz espectral. Agrupando los

autovectores se forma una matriz cuadrada, llamada matriz modal [U], cuyas columnas son los modos

naturales de vibracion.

2.2 Determinacion directa de frecuencias y modos naturales

El analisis realizado en la Seccion anterior describe un procedimiento 1til s6lo en sistemas con
pocos grados de libertad. Consiste en plantear la ecuacion caracteristica (2.12), y una vez halladas las
raices reemplazarlas en (2.10) para obtener las amplitudes, expresadas en funcion de una de ellas

adoptada como referencia.

Ejemplo 2.2.1: Hallar las frecuencias y modos naturales del sistema discreto de tres masas puntuales y
cuatro resortes de la Figura 2.2.1(a), con los siguientes valores numéricos: m; = mg = 2 Kg, m, =1

9% kocom koo ke

Figura 2.2.1 (a): Sistema de tres grados de libertad con restricciones

AN

k1
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Las ecuaciones del movimiento son:

my i, + (ky + k) u, —ky, u, =0
my G, —k, u; +(ky+ky) u,—kyu, =0
my iy —ky uy, +(ky+k,)u; =0

De acuerdo con (2.10), para vibraciones libres |as mismas se expresan:

k, +k, —o® m, ~k, 0 U (o
~k, k, + ky — 0° m, —ky U, =10
0 —k, ky +k, —o° my | |Usg| |O

Reemplazando valores numéricos (omitiendo la escritura de las unidades de medida) se tiene:

4-22 -1 0 |[u,] (O
[AM]{U}=| -1 2-2 -1 |KU,;=10; dondeld=0w">.
0 -1 4-22]|Us| |O

Con el determinante se obtiene la ecuacion caracteristica: (4—21)? (2—1) —2(4-21)=0

Operando algebraicamenteresulta: (1- A1) (2-1) (3—-4)=0

Lasraicesson: 4, =1, A,=2, 1;,=3. Losvaloresde A, estan expresados en
(radian/segundo)?.

La frecuencia fundamental del sistema eslade menor valor:

w =1, =lradls - fi =% ~ 0.159 ciclos/s = 0.159Hz

El correspondiente modo fundamental se obtiene reemplazando 4 = 1 en el sistemade
ecuaciones. Con la primera ecuacion resulta: U, =2U, ; con latercerase obtiene U, = 2U, ;
luego, U, = U, . Obviamente, estos resultados también satisfacen la segunda ecuacion.
Repitiendo el procedimiento con 4 = 2, resulta: U, =0, U3 = -Uj .
Finalmente, con A=3 seobtiene: U, = -2U,, U; =U; .
Asignando launidad alaamplitud U, , los tres modos natural es quedan descriptos por |0s vectores
(matrices-columna):

viy=1 2 1 ; =1 0 -1 ; ulp=[1 -2 1]
En lapagina siguiente, en la Figura 2.2.1 (b) se muestran esquemas de |os tres modos naturales de
vibracion. Por similitud con €l sistema discreto de un grado de libertad, cuya frecuencia angular es

w =~k | m , puede asegurarse que aumentando | as rigideces de | os resortes, o disminuyendo las

masas, Se produce un incremento en las frecuencias naturales.
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|

—’V‘VWV‘V—E

Figura 2.2.1 (b): Sistema en reposo y esquemas de los tres modos naturales.

Por gemplo, cuadruplicando €l valor de larigidez de los cuatro resortes, o reduciendo a la cuarta parte

las tres masas, se obtienen A, = 4, A, =8 y 1, =12 (se duplican las frecuencias), con los mismos
modos natural es.

Con los resultados de este gemplo es facil comprobar numéricamente que los autovectores son
linealmente independientes, debido a que e determinante de la matriz modal es distinto de cero. Esto
significa que la expresion:

o, (U}, +a,{U}, +a,{U}, ={0}

solo se cumple cuando o, = a, = a,; = 0.

Ejemplo 2.2.2: Obtener |los autovalores y modos naturales de vibracion del sistema de cuatro grados de

libertad de la Figura 2.2.2 (a), que deriva del esquema del problema anterior, permitiendo ahora €l

movimiento vertical de la masa m, y agregando los resortes k. y k4. Resolver con los mismos datos

numéricos del problema 2.2.1y ks = kg =1 N/m.
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Figura 2.2.2(a): Sistema bidimensional de tres masas, con cuatro grados de libertad.

A las tres ecuaciones del movimiento horizontal del problema anterior se agrega ahorala

correspondiente al movimiento vertical delamasa m, :
m, i, + (kg +kg)u, =0
Esta ecuacion resulta totalmente desacoplada en virtud de la hipotesis de pequefios

desplazamientos (infinitésimos). Después de reemplazar los valores numéricos, la ecuacion

matricial se expresa:

4-22 -1 0 | 0 (v, [0
|
-1 2-2 -1 0 0
4]} - o [ote
0 -1 4-221 0 |lu,[ |o
o o0 0 12-a|lu,| |0

La ecuacion caracteristica es la misma del ejemplo anterior multiplicada por 2— A ; en

consecuencia, ahoralasraices son: A,=1, 1,=2, A;,=2y 1,=3.

Se observaque para A # 2debeser U, =0; mientrasquecon A =2 laamplitud U, resulta
indeterminada, de modo que su valor puede adoptarse arbitrariamente. Asignando launidad ala
amplitud U, y adoptando U, =1y U, = 2, los cuatro modos naturales son:

{U}=[1 2 1 O];{U};=[1 0 -1 1;{U}s=[1 O -1 2];{U},=[1 -2 1 O

Es facil demostrar que toda combinacion lineal de los modos {U}, y {U} ;, correspondientes al
autovalor maltiple (doble) A , =4 ;=2, también es solucion de la ecuacion matricial. En efecto,
reemplazando A =2 en lamatriz [ A(1)], severifican [A(2){U}, ={Q} y [4(2)|{U}, ={T} ;

por consiguiente, paratodo par de constantesreales o, y o, secumple:
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a, [A(QKU}, + a3 [AQNU}; = [4(2)] (o, {U}, + a3 {U}s) ={0}
Por jemplo, con &, =—1y a, =1 seobtienee autovector [0 0 0 1]’ quedescribela
vibracion de m, enladireccion vertical con inmovilidad de las tres masas en la direccion
horizontal. Poniendo a, =2y a;=—1resulta[l 0 -1 0] ‘; estemodo se produce con

inmovilidad de m, en ambas direcciones.

Es importante destacar que € sistema discreto bidimensional delaFigura2.2.2(a) es equivaente
a conjunto de los dos sistemas unidimensional es independientes de las Figuras 2.2.2(b) y 2.2.2(c)

gue se muestran en la pagina siguiente.

La existencia de una familia de formas modal es para un mismo autovalor es consecuencia solo de

lamultiplicidad del autovalor, y no del desacoplamiento de las ecuaciones de vibracion. Por
glemplo, si seresuelve el mismo gjemplo delaFigura2.2.2(a) con k5 =kg =2 N/m, latltima

componente en ladiagonal delamatriz [ 4(1 )] pasaaser 4—\. Por consiguiente, |os cuatro

autoval ores ordenados en forma creciente, ahorason: 4,=1, 4,=2, 1,=3y 4,=4.

Figura 2.2.2 (b): Sistema unidimensional de tres grados de libertad.

Figura 2.2.2(c): Sistema unidimensional de un grado de libertad.
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Reemplazando 4 =4 en laecuacion matricial modificada, se obtiene una unica forma modal:

{U}, :[0 00 U4] . Laindeterminacion esta dada por launica amplitud no nula, U, , que puede

asignarsele cualquier valor (por ejemplo, la unidad).

Por otra parte, con A = 1,26 3, la amplitud U, resultanula Luego, |os cuatro modos naturales del

sistema modificado son:
{Uyi=f 2 1 o {U},=[1 0 -1 0O
{Uts=lL -2 1 0], {Ur,=[0 0 0 1]

Notese que los modos {U}, y {U}, son formas posibles de vibracion libre del sistemaoriginal con el
autovalor doble 4 = 2. Pero en el sistema modificado, ninguna combinacion lineal de los mismos es

solucion de las ecuaciones de vibracion, ya que corresponden a dos autovalores distintos.

Ejemplo 2.2.3: Hallar los autoval ores y autovectores del sistema de seis grados de libertad de la Figura

2.2.3. Losvaloresde las masas y de las rigideces son los mismos del gjemplo 2.2.1.

T

e

1 53
Ky . ks -+ K o K4

ool u,

f

SOl

Figura 2.2.3: Sistema bidimensional de seis grados de libertad.
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El sistema de seis ecuaciones del movimiento vibratorio se desdobla en dos subconjuntos

desacoplados:
4-22 1 o o o o0 |[u] [O
-1 2-12 i 0 0 0 U, 0
0 -1 4-24; 0 0 0 |JUs[_JO
0 0 0 14-24 -1 o0 |lu |o
o o0 0 | -1 2-12 -1 ||us| |0
0o 0o 0 ! 0 -1 4-22|\Uy] |0

De acuerdo con los resultados obtenidos en e egjemplo 2.2.1, los seis autovalores en orden
crecienteson: A, =4,=1, 1,=1,=2,1, =14 = 3. Larespectivamatrizmodal es:

101 0 1 0
200 0 2 0
10-10 1 0

Wl=lo 1 o 1 1
020 0 0 -2
010 -1 0 1

Las siguientes combinaciones lineales de los modos naturales correspondientes a un autovalor

repetido, también satisfacen alas ecuaciones de vibracion:

a, (U}, +a,{U}, conl,=1,=1
a,{U}, + a,{U}, cond,=4,=2
as{U}, + as{U}, conly=1,=3

Ejemplo 2.2.4: Calcular losautovalores del sistemadelaFigura2.2.4,con k; =k, =2 N/m,

) ()

[ONO! 00
Y4

Figura 2.2.4: sistema de tres grados de libertad sin restricciones.

L as ecuaciones del movimiento de este sistema discreto de tres grados de libertad son:

my i, +k ou —k ou, =0
my i, —k,u,  +(k,+k,)u, —k,u;=0

my iy —k,u, +k,uy;=0
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Para vibraciones libres (con A =@?):

ky —Amy —k; 0 ||y,
—k; ky +ky, —Am, —k, |JU, ;=
0 —k, ky | |Us
ky —ky 0 ||Us m 0 0]l 0
=|\-k Kk +k, -k, |RU,}—A| 0 m, O [<U,;=40
0 —k, ky ||Us 0 0 my||U; 0

En simbolos: [K|{U} - A [M]{U} =([K] — A [M]){U} = {0}, donde [K] eslamatriz de rigidez y

[ M] lamatriz masa. Sustituyendo valores numéricos:

2 -2 0 2 00 U, 0
-2 4 -2/-2/0 1 O U, =40
o -2 2 0 0 2 U, 0
Luego, la ecuacion caracteristica es:
2-24 2 0 1-24 -1 0
-2 4— 4 -2 |=0,08ea| -2 4-4 -2 |=0
0 -2 2-21 0 -1 1-2

Desarrollando: (1-1 )% (4-1) -4(1-1)=(1-2)(A?-51) =1 (1-1)(A -5 =0
Lastresraicesson: 4, =0, 1 ,=1, 4 ;=5.

Resolviendo el sistemade ecuacionescon A =0, resultaU; = U, = U,; con 4 =1 seobtiene:
U,=0,U,=-U;;ycon1=5:U,=-4U,,U, =U,.

Asignando launidad paralaamplitud U, , los tres modos naturales se expresan:

{U}’l:[l 1 1]; {U}, :[1 0 —1]; {U}; :[1 -4 1]
En este ejemplo una de las frecuencias es nulay el correspondiente autovector en realidad no representa
un movimiento oscilatorio, sino un desplazamiento de cuerpo rigido (sin deformacién de los resortes, o
sea sin energia de deformacion). La presencia de un autovalor nulo es debido a la singularidad de la
matriz de rigidez, cuyo rango en este gemplo es 2. Generalizando este concepto, en sistemas con »
grados de libertad que admiten », movimientos independientes de cuerpo rigido, el autovalor 4 = 0

posee multiplicidad n, y losrestantes n—n,_ autovalores son positivos.

Ejemplo 2.2.5: Hallar los autovalores y autovectores del sistema de la Figura 2.2.3 si se suprimen los
cuatro resortes que lo vinculan al sistema de referencia.
Las seis ecuaciones del movimiento armonico también en este caso se desdoblan en dos grupos

independientes de tres ecuaciones en cada uno. El determinante caracteristico es:
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122 -1 0 !0 0 O

1 2.2 110 0 0

0 -1 124, 0 0 0
0 0 0 1-22 -1 0 =0
0 0 0 i -1 2-2 -

0 0 0 1 0 -1 1-2A

Del mismo modo que en el gemplo 2.2.3, la ecuacion caracteristica de sexto grado se expresa con el

producto de dos polinomios igual es de tercer grado:

[@-22)((2- 2)@-22) -2)]° =[ 2 @-22)(224-5)] =0
Por consiguiente, |as 6 raices en orden creciente son: 1 ;=4 ,=0; A3=4,=12; 15=14=5/2
Sustituyendo A = 0, con las tres primeras ecuaciones resultas U, = U, = U,. En forma
independiente, con las restantes tres ecuaciones se obtiene: U, = U = U, . Por consiguiente, los
vectores

{U};=f 11000:; {U},=[0 001117

y toda combinacion lineal de los mismos, son autovectores correspondientesa A, = A ,=0.
Analogamente, reemplazando A :% resultaa U,=0,U, =-U,; U, =0,U, =-U,.Los

vectores:

{U};=[1 0 -1 0 0 0; {U},=[0 0010 -1
y toda combinacién lineal de los mismos, son autovectores de los autovalores 1 3=1 ,=1/2.
Finalmente, con A =5/2 resulta U, = -4U, ,U, =U,,U, =-4U,,U, =U, .Los
vectores:

{Ut;=[1 -4 10 0 0, {U}s=[0 001 -4 1]
y toda combinacion lineal de los mismos, son autovectores de los autovalores A 5 = A 4 =5/ 2.
Puede comprobarse que el determinante de la matriz de rigidez es nulo, como asimismo todo menor
de 5° orden, mientras que el determinante de los menores principales de 4° orden que se obtienen
eliminando una de las tres primeras filas y columnas, y otra de las tres tltimas filas y columnas, es
distinto de cero. Vae decir que el rango de la matriz de rigidez es 4, y por consiguiente hay cuatro

autovalores no nulos.

2.3 Ortogonalidad y normalizacion

2.3.1 Propiedad de ortogonalidad

Si se efecttan los productos {U}; [ M]{U}, y {U};[K]{U}; en todos los ejemplos anteriores,

se comprueba que son nulos cuando A, #A1 ;. Esta propiedad de ortogonaidad de los modos de

vibracion correspondientes a distintas frecuencias naturales de un sistema discreto es sumamente
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importante, tanto desde el punto de vista tedrico como practico [1,4,7]. La demostracion es sencilla

utilizando notacion matricial. Si {U}, y {U}; son los autovectores que corresponden a los autovalores

A,y 4, respectivamente, se cumplen:

1

[KH{U}, -4, [M{U}; ={C (213)
[KI{U}; - 4, [M{U}; ={C} (214)
Premultiplicando (2.13) por {U}’; y (2.14) por {U}; setiene:
{U},[KKU}, - 4, {U},[MI{U}, =0 (2.15)
{UHIKI{UY, - 2, {U}, [MI{U}, = O (216)
Dado que [K] y [M] son simétricas, trasponiendo (2.16) resulta
(U}, IKIUY, - 4 (U}, [MI{U}, =0 (217)
Restando (2.15) setiene (4, -2 {0}, [MI{U}, =0 (2.18)
Por consiguiente, si 4, # A ; necesariamente se cumple lacondicion de ortogonalidad:
{Uy, [MI{U}, =0 (2.19)

Reemplazando ésta en (2.15) se obtiene:

{U}, [K]{U}, =0 (2.20)

Cuando 4, = 1 ; lacondiciones de ortogonalidad no se cumplen necesariamente. Sin embargo, como

se vera mas adelante, siempre es posible encontrar autovectores {U}, y {U}; quelas satisfagan.

Parailustrar lo anterior, a continuacion se comprueba que los primeros autovectores {U}, y {U},

obtenidos en &l ggemplo 2.2.2, no cumplen la condicion de ortogonalidad (2.19):

2 0 001

, 0100||0
{U}, [M]{U}e,:[l 0 -1 1] 00 2 oll-1 =6

0 00 1|2

Sin embargo, si la cumplen los autovectores {U}, =[0 00 1] y {U}; =[1 0 -1 0] hallados

en ese mismo g emplo mediante combinaciones lineales de |os anteriores. También la satisfacen los
autovectores agrupados en lamatriz modal del gjemplo 2.2.3, como asimismo todos | os autovectores del

gemplo 2.2.5.

2.3.2 Normalizacion

Dado que las componentes de un autovector son valores relativos, pueden adoptarse diversos
criterios de normalizacion. Los mas usuales, y de mayor interés tedrico-practico, son:

a) Imponer la condicion que el modulo del vector seaigual alaunidad. En simbolos:

wy Uy, =1 (2.21)
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b) Normalizar con respecto ala matriz de rigidez, haciendo cumplir la condicion:

{UY [K1{U}, =1 (2.22)
¢) Similarmente, normalizar con respecto ala matriz masa:
{Ut;[M]{U}, =1 (2.23)

d) Cuando €l analisis solo se limita a visualizar (dibujar) la forma de los modos naturales de vibracion,
es usua el empleo de una normalizacion mas simple que consiste en dividir todas las componentes

por la de mayor absoluto, de manera que ésta pasa a valer la unidad.

Volviendo al primer giemplo 2.2.1, aplicando a los autovectores |os criterios de normalizacion a), b) y ¢)

se obtienen | as siguientes matrices modales:

1 1 1 1 1 1 111
J6 V2 6 V8 8 24 J8 2 8
2 2 1 1 1 1
[UL,:% 0 "7l [U]b=ﬁ 0 Tl [U]C:E 0 -~
1 11 1 1 1 1 11
V6 V2 6 ] 8 VB V24 V8 2 B |

Cuando €l sistema tiene uno 0 mas autovalores repetidos (ejemplos 2.2.2, 2.2.3 y 2.2.5), existen infinitas
soluciones, las cuales se pueden expresar como combinaciones lineal es de tantos autovectores, distintosy
linealmente independientes, como el grado de multiplicidad del autovalor. Normalizando los
autovectores con (2.23) e imponiendo la condicion de ortogonalidad (2.19), no se elimina la infinitud de

|as soluciones.

Para ilustrar 1o anterior, recurrimos nuevamente a gemplo 2.2.2, donde e sistema de ecuaciones con
A =2 se satisface con todo autovector de la forma {U}’ :[U1 0 -U, U4], con U, y U,
independientesentre si (larelacion U, / U, no queda determinada).

S {U}, :[U12 0 -U, U42] y {U}; =[U13 0 -Uyg, U43] son los autovectores

correspondientes a los autovalores 4 ,=2 y A,=2, respectivamente, aplicando la condicion (2.19) se

tiene:
2 00O U,
0100 0
[U12 0 -U, Uy 00 2 0 U, =4Up U + Uy, Uy =0
000 1]|U,

Ademas, la normalizacion con respecto a las masas, en este caso introduce las siguientes ecuaciones:
2 2 _ . 2 2 _
44U, +U,, =1; AU, +U, =1
Estas tres condiciones eliminan tres grados de infinitud de las componentes de |os dos autovectores.

Despgjando U,, y U,, delasdosultimas, y sustituyendo en la primera, resulta:
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i\/(l_Ufz)(l_ Uf3) +UpUg = 0

0sea +1-UZ ~UZ+ UL UL + U,yUy =0
la cual sdlo puede cumplirse si U fz +U f3 = 1. Ademas, teniendo en cuenta que ambas amplitudes deben
ser numeros reales, se deducen las siguientes implicancias:

UL, =1<UL=0

UL =0cUL=1

0<UZ <1le0<Uh<1

Es obvio que las expresiones anteriores se cumplen cuando Uy, = sen 8y U,y = cos 3, paratodo S.
Las otras dos componentes resultan U, = * % cospf yU,=7F % sen S . Por consiguiente, los dos

autovectores se expresan:

c_[1 1 . _[.2 1
{U}Z—Lcos,b’ 0 2cosﬁ senﬁ] {U}5 [ 2senﬁ 0 2senﬁ cosﬁ}

El analisis precedente muestra que la condicion de ortogonalidad y la normalizacion de los autovectores

Solo consiguen disminuir los grados de infinitud, que en este ejemplo queda dado por los infinitos valores
de .
Por otra parte, |os autovectores obtenidos son linealmente independientes, ya que la ecuacion

a{U}; + a3 {U}s ={ 0}

solo se cumple si &, =a; =0. En efecto, desarrollando se tiene:

1 1
azECOSﬂ— 0535 Sen,B:O

1 1
_%E cosf+ agz senf =0

azésenﬂjt azcosf=0

cosp

Las dos primeras solo difieren en el signo. Con ellas se obtiene: a; = «, ,con sen f#0.

Sustituyendo en latercera: a, ( senf + cos” BlsenB ) = 0, osea az/senﬁ =0..a,=0y
o, =0 consenf= 0. Cuando sen S = 0 secumple cos = *1,y las ecuaciones nuevamente se
satisfacen solosi ¢, = a5 = 0.

Delas infinitas soluciones, las formas mas simples se obtienencon =0y f=7x/2:

| — 1 _1 N t:
{U}z_[2 0 5 o}, {U};=[0 0 0 1]
t— - t— l _l
{U},=[0 0 0 1]; {U}B_{2 0 5 0}
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Un altimo aspecto a tener en cuenta es la independencia lineal de los cuatro autovectores del sistema, que

se cumple cuando €l determinante de la matriz modal es distinto de cero. En forma genérica, dicha matriz

se expresa
1 U, U, 1
2 0 0o -2
[U]=
1 -U, -U; 1
ouv, U, O

Su determinante es:
| [U] |: 8(U12 Ug —Us U42)

Lanulidad del determinante solo se produce cuando {U}, y {U}, son linealmente dependientes, o sea

cuando {U},=a{U},, donde a esarbitrario. Dado que las expresiones halladasde {U}, y {U},
son linealmente independientes, se deduce que el determinante de la matriz modal es distinto de cero

para todo valor de 3. En efecto, sustituyendo Uy, =x"2cos B, Ujz=F'2senf, U,=senf y
U ;= cosf, resulta:
| [U] |=i8(1/20082,3 + Yasen® 8 ) =+4

2.4 Potencia en los modos naturales normalizados

Durante el movimiento de vibracion de un sistema discreto se produce una continua transferencia
de energia entre las masas Yy los resortes, disminuyendo con € transcurso del tiempo debido a
amortiguamiento. Si no existen fuerzas disipativas la energia total se mantiene constante. En
consecuencia, en un sistema conservativo vibrando libremente, todo incremento de la energia cinética se
produce con una disminucion de igual valor de la energia de deformacién; y viceversa. La maxima
energia de deformacion, que se produce cuando todas las masas alcanzan simultaneamente sus
respectivas amplitudes en reposo instantaneo, es igual a la maxima energia cinética que se presenta
cuando todas |as masas adquieren sus maximas velocidades, en el instante que todos los desplazamientos

son nulos. En simbolos:

maxU , =maxT, ,i=1..n (2.24)
donde n es € niimero de modos naturales de vibracion.
Reemplazando en la formula (1.80c) los desplazamientos generalizados {g} por las respectivas

amplitudes { U}, se obtiene la expresion matricial de la maxima energia de deformacion:
1 .
maxU(i):E{U}f [K{U}, ; i=1..n (2.25)

Si [K] espositivadefinida, paratodo i secumple maxU ,, > 0.

A partir del instante en que se produce la maxima deformacion, en un cuarto de ciclo toda la energia de
deformacion elastica se transforma en cinética; viceversa en el siguiente cuarto de ciclo; y asi sucesiva e

indefinidamente. Por lo tanto, la cantidad de energia que se intercambia por unidad de tiempo (potencia)
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se calcula multiplicando por cuatro el producto de la maxima energia de deformacion por la respectiva

frecuencia expresada en Hz:

(o} 2
P.=4xmaxU, A x—— =— w. maxU . 2.26
0] (O] 27 T (i) ( )

Si laenergia se mide en Nm (joule), la potencia queda expresada en vatios (W).
Es obvio que e valor de esta magnitud depende del criterio que se aplique para normalizar los
autovectores. Cuando la maxima energia de deformacion elastica, dada por (2.25), se calcula con los

autovectores normalizados con respecto ala matriz masa, resulta:

(2.27)

i

maxU ., :% A

En efecto: premultiplicando (2.13) por {U} ! se obtiene:
{UY/[KHU}, - 2, {U}! [M){U}, = O (2.28)

Reemplazando la normalizacion definida en (2.23) se deduce la expresion (2.27).

En consecuencia, la potencia normalizada con respecto a las masas es:

3
M, =2 L @0 (2.29)
(i) i
Vs 2 T

Si los autovectores se normalizaran con respecto a la matriz de rigidez, se obtendria, para todo

A #0: max U, =1/ 2. En consecuencia, la potencia normalizada con respecto ala matriz de rigidez

resulta directamente proporcional alafrecuencia:

PK, =—- (2.30)
p/s

De cualquier manera, en uno u otro caso la potencia aumenta con el orden del modo natural, de acuerdo
con la secuencia creciente de las frecuencias.

Cuando un sistema discreto admite desplazamientos de cuerpo rigido, la matriz de rigidez es positiva
semidefinida (gjemplos 2.2.4 y 2.2.5). Para todo {U}, que represente un movimiento de ta tipo,

obviamente no hay transferencia de energia entre las masas y los resortes. Por ende, la potencia es nula.

2.5 Transformaciones de la ecuacion matricial de vibraciones libres

En los textos de matematica que tratan el tema de autovalores y autovectores [4, 8], €l problema

suele plantearse de la siguiente manera: dada una matriz [4] cuadrada de orden 7, obtener los valores

A,y los correspondientes vectores {¢}, que satisfacen la ecuacion matricial:

[A{¢}; =24 {¢};,, i=Ll..n (2.31)
lacua también puede ponerse en la forma: ([4]- 2, [I]){¢}; ={C (2.32)

donde [ ] eslamatriz unidad de orden 7 .
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Larespectiva ecuacion caracteristica es: ‘ [4]- 4, [{] ‘: 0 (2.33)

El subindice i no es imprescindible; por razones de simplicidad de la notacion se omite a partir de las
expresiones que siguen. Como hemos visto en la Seccion 2.2, la ecuacion matricial de vibraciones libres

deun sistema discreto de n grados de libertad es:
([K]- o [M]){U} ={C} (2.34)

y laecuacion caracteristica es: ‘ [K]- »® [M]‘ =0 (2.35)

Parallevar la expresion (2.34) a la forma clasica (2.32) pueden seguirse diversos caminos:

a) Cuando la matriz de rigidez es positiva definida, premultiplicando por su inversa negativa y

dividiendo por w? setiene:

(0]

Ao - o 2

2

Reemplazando i:i , [K]fl[M]:[A] y {U} ={¢}, la anterior adquiere la forma de la
w

ecuacion
(2.32) con la misma solucion de (2.34), ya que el determinante de [K] es distinto de cero (esta

transformacion no es aplicable cuando [K] es positiva semidefinida, pues en tal caso no existe la
inversa [K] ™ debido aque |K| = 0).
b) Dado que [ M] siempre es positiva definida, premultiplicando (2.34) por [ M] " setiene:

(M1 [K] - 0® [1]){U} = {0} (237)
Indicando ahora @® =4, [M] " [K] =[A4] y {U} ={¢} , nuevamente se llega a una expresion de
laforma (2.32) con los mismos autoval ores y autovectores que (2.34).
En sistemas discretos con masas puntuales la matriz de masa [ M] es diagonal. En ta caso, la
obtencion de [M] ™" es muy simple: la componente mfil de [M]™ es 1/m;;. Como se vera mas

adelante, en los sistemas discretos de modelos estructurales continuos generados con el método de
elementos finitos, la matriz de masa no es diagonal. Esto no constituye un serio inconveniente en €l

desarrollo de algoritmos de computacion eficientes para el analisis de sistemas con muchos grados de

libertad, pero si lo es el hecho de que los productos [K]'[M] y [M]*[K] en general no son
simétricos, a pesar de que las matrices [K]™ y [M]™ son siempre simétricas.
c) Teniendo en cuentaque [ M] essimétrica positiva definida, es posible expresarla con el producto

[M]=[L][L] (2.38)
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donde [ L] esunamatriz triangular inferior no singular, que se obtiene facilmente con la

descomposicion simétrica de Choleski [8]:

ly=Amy, ly=myll,,j=2...n
i-1
lu = mii - Zlizk
k=1
i-1 i=2...(n-1 (2.39)
m;, — Zlik l_,k
k=1 .
L = 3 , J=@{+1)...n
n-1
Znn = mnn - lnzk
k=1

Lainversade [ L] también es triangular inferior. Las componentes de [S] = [L] " se calculan con las
siguientes expresiones.

S, = i, i=1l..n
lii
S, =- lij_ 10 Se, i=1..(n-1), j=(+1) ..n (2.40)
jj k=i
Premultiplicando (2.34) por [ L] setiene: ([L]'[K] —@?[L]") {U} ={C} .
Ahora se define un vector {¢} tal que: {U} =[L] ' {4} (2.41)
donde [L]™" eslatraspuestadelainversade [ L] . Sustituyendo resulta:
([LI K [L] " - @®[1]) {4} ={0} (242)

Sustituyendo w®=A y [L]'[K][L]" =[A4] se reproduce la forma clasica (2.32). Con esta
transformacion, la matriz [ A] es Simétrica y tiene los mismos autovalores con los que se anula el
determinante (2.35). En efecto: la ecuacion caracteristica de (2.42) se expresa:

‘[L]_l[K] [L]" = @®[L][L][L]'[L] "
donde el producto [L]™[L][L]'[L]™" reemplazaalamatriz unidad [/] deorden n .

Teniendo en cuenta la descomposicion (2.38) resulta:
1217 | (K1- o[ M]].|[L]

# 0, delaanterior se deduce la misma ecuacion determinante (2.35):

=0

Dado que ‘[L]’l‘ 0y ‘[L]"
‘ [K] —w?[M] ‘ = 0. Unavez hallados los autovectores { ¢} de (2.42), pueden calcularse los

vectores {U} aplicando (2.41).
Otra ventaja de utilizar la descomposicion (2.38) radica en la posibilidad de obtener la matriz [ A] en

dos etapas. Paraello, unavez halladalamatriz [ L] con (2.39), se resuelve la ecuacion matricial

[L][B] = [K] (243)
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La matriz [B] asi obtenida es la misma que se hallaria haciendo el producto [L]'[K]. Las

componentes de [ B] se calculan directamente con el siguiente algoritmo:

con j=Ll..n:coni=1..n: b,._].:(k,.j - f[ikbkj) /1, (2.44)
donde el subindice i varia de 1 a n con cada valor de j (Célculok;;r columnas) y la sumatoria no
interviene (esnula) cuando i =1.

El siguiente paso consiste en resolver la ecuacion matricial:
[L][A] =[B] (2.45)
ya que la matriz [ A] que lasatisface es [L] ™ [B]' =[L] ™" [K][L] . De acuerdo con (2.44), las

componentes a, ; se obtienen con el siguiente algoritmo:
i-1
con j=Ll..n:coni=Ll..n: a,;=(0b, - D.la.,) 1, (2.46)
k=1

Con esta alternativa, que consiste en aplicar sucesivamente los algoritmos (2.39), (2.44) y (2.46), no

se requiere lainversion de [ L] paraobtener lamatriz [ A]. Si ademéas del célculo de los autovalores
se requiriese el de los autovectores {U} con la formula (2.41), debera agregarse el algoritmo (2.40)
parael calculo de [ L] ™.

Por otra parte, cuando la matriz de rigidez es positiva definida puede utilizarse una transformacion

semejante a la descripta por la expresiones (2.38) a (2.42), con la alternativa dada por (2.43) a (2.46).

Para ello previamente se multiplica (2.34) por -1y sereemplaza @ = 1/ A , llevandola a la forma:

([M]-2 [KD{U} = {0} (2.47)
Reemplazando [K] por e producto [ L][ L]’ y operando, sellegaala ecuacion:
L1 [IMILLT = ATIDAw} = {0 (2.48)
Con cada autovector {i/} se obtiene el correspondiente {U} con laformula:
{Uy =[L]" {y } (2.49)

2.6 Calculo de autovalores y autovectores

2.6.1 Determinacion mediante transformaciones ortogonales

La resolucion de una ecuacion del tipo (2.32) puede llevarse a cabo mediante adecuadas

transformaciones. Para €llo se introduce:

{o}=[P1{S} (2.50)

donde [ P] esunamatriz no singular arbitraria de orden » . Premultiplicando por [ P] ", setiene:
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[PI7 ([4]- 2 ) [P1{S)} = {0
0 sea ([c1-211){& ={0 (2.51)
donde [C]=[P] " [4][P] (2.52)

Dado que |P| # 0, lasmatrices [ 4] y [C] tienen los mismos autovalores. Se dice que son matrices
similares.
Por otra parte, cuando [ A] es simétrica resulta ventajoso adoptar matrices [ P] ortogonales, que son las
que cumplen la condicion:
[PI[P]" =[/] (2.53)
0 sea [P]" =[P]™ (2.54)
En tal caso, latransformacion definida en (2.52) pasa a ser ortogonal, y la matriz [ C] resulta simétrica:
[CT=[P][4][P] (2.55)
Existen diversos métodos que utilizan una secuencia de transformaciones ortogonales para reducir la
matriz [ A] aotras formas mas simples que faciliten el célculo de los autovalores y autovectores, [7, 8].

Uno de tales métodos es el de Jacobi, que consiste en aplicar una sucesion de transformaciones

ortogonales para reducir la matriz [ A] alaforma diagonal. Es obvio que los autoval ores de una matriz
diagonal son las componentes de su diagonal principal; y sus autovectores, normalizados con €l criterio
del moédulo dado por (2.21), son las columnas de la matriz unidad de orden n . En este método, la matriz
[P] se elige de manera que se anule una componente C; ,, (y su simétrica C,, ;, = C;,). Si con una

sucesion finita de transformaciones ortogonales:

[A1=[P)..[PI; . [PLIAIP),..[ P, ..[P], (2:56)

se logra obtener una matriz diagonal, ésta es la matriz espectral de [ 4] ya que las componentes de la
diagonal principal de [1] son los autovaloresde [ 4] .
Por otra parte, dado que la matriz modal de [A1] eslamatriz unidad, si a ésta se le aplica las sucesivas

transformaciones se obtendra, de acuerdo con la expresion (2.50), la matriz modal de [ 4] :

(4] =[P, ..LP), ..LP], (257)

En & método de Jacobi la matriz ortogonal [P], que produce la eliminacion de C

Im?

es la que tiene
componentes de la diagonal principal iguales a la unidad excepto p,, =p, , = C0S@, Yy las restantes
componentes nulas excepto p,, =—p,, =Sen 6. En e caso de [A] simétrica, imponiendo la

condicion C,, =C, , = 0O, pueden deducirse |as formulas para calcular 6 :

_(a _amm) + (a _amm)z + 4a2]n
tgg = — Jz " ™ cona, #0 (2.58 )
alm
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msG:;;senezcosetge (2.58 b)

J1+t9%6
El rango de valoresde € puede limitarse al intervalo —% <O< %

Obviamente, la transformacion es innecesaria cuando a,, = 0.

Un algoritmo que realiza la transformacion (2.55) utilizando el angulo € de las férmulas (2.58), es €
siguiente:
coni=1..n:con j=1l..n:C;, =a
C,,=a, cosf +a,, send

C,.=—a,senf +a,, cosl

con k=1...n (2.59)

C,, =a,, cos0 +a,, senb
C,,=—a, senb + a,, cosl

C,=a, cos’ O +a, sen’ O+a,, 2 send cosl

mm
C, =a,sen” 0+a, cos O-a,, 2send cosd
¢,=0

c,, =0
Se comprueba que la transformacion ortogonal preservala simetria, lo cual permite reducir el nimero de
operaciones. Ademas, con ciertos recaudos, también es posible operar en la computadora con una sola
matriz en la que en cada transformacion se modifican las filas y columnas / y m, de modo que la

ecuacion (2.55) se expresa:

[A]k+l = [P]ic [A]k [P]k (2.60)

En e método de Jacobi la transformacion se aplica con todas las componentes no nulas situadas fuera de
la diagonal principal. El inconveniente que se presenta es que, en general, las componentes que han sido
eliminadas no permanecen nulas debido a que son afectadas por las sucesivas transformaciones que
modifican las filas (y columnas) que las contienen. No obstante, gracias a que el procedimiento es
siempre convergente, en un namero finito de transformaciones se logrard que todas las componentes
fuera de la diagonal principal sean, en valor absoluto, tan pegquefias como se quiera. En este aspecto, el
método es iterativo: el proceso se repite hasta que todas las componentes fuera de la diagonal principal

resultan, en valor absoluto, menor que unatolerancia prefijada.

Con respecto ala seleccion de las componentes que se van eliminando, pueden aplicarse diversos
criterios:

a) Paracadatransformacion, buscar la componente de mayor valor absol uto.

b) Seguir una secuenciaciclica recorriendo sucesivamente, siempre en el mismo orden, todas las
componentes fuera de la diagonal principal. El procedimiento suele ser mas eficiente si, en el recorrido

ciclico, latransformacion solamente se aplica sobre las componentes que superan, en valor absoluto, una
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cota que a su vez va disminuyendo a medida que la condicion es satisfecha por todas las componentes,

hasta alcanzar |a tolerancia adoptada.

Como se vera con mas detalle cuando se estudie el método de los elementos finitos, ademas de ser
simétricas, en general las matrices [K] y [ M] presentan una banda, fuera de la cual las componentes
son nulas [5,12,15,19]. La banda incluye la diagona principa y un mismo nimero de diagonales

contiguas auno y otro lado de la misma.

La Figura 2.6.1 es un esguema de este tipo de matrices. X X X x e 6 6 ¢ o o o
Las cruces sefalan las componentes que pertenecen a la rxexrxxoe e e 0 00
X X X X X X ®© o o o o

banda; los puntos representan componentes nulas. El
: . X X X X X X X ®© o o o

ancho de banda (también llamado ancho de semibanda) es
® X X X X X X X e e e

el numero de diagonales contenidas en la mitad de la
® & X X X X X X X e e
banda, incluyendo la diagonal principal (en € esquema, €l e o o X X X X x x x e
ancho de banda es 4). Es usua que los agoritmos e o ® © ¥ X X X X X «x
utilizados con elementos finitos aprovechen esta e o o o o X X X X X X
caracteristica de las matrices [K] y [M], con la e o e o o o X X X X X
consiguiente reduccion de los requerimientos de memoria ¢ 00 X X X X

Figura 2.6.1:

de la computadora y del namero de operaciones. Esquema de una matriz banda

En €l disco compacto se da un programa denominado JACOB1, que realiza el calculo a partir de la

lectura de archivos externos en los que se dan las matrices simétricas [K] y [ M], tipo banda. Cabe

aclarar que el programa en realidad opera con las matrices cuadradas completas, agregando ceros fuera
de la banda. En este codigo se aplico el procedimiento descripto en la Seccidon anterior para pasar de la
ecuacion (2.34) a la forma (2.32), mediante la transformacion dada por las formulas (2.38), (2.41) y

(2.42). Por lo tanto, sélo la matriz [ M] debe ser positiva definida. Ambos archivos de entrada contienen

lainformacion referente al tamafio de las matrices, descripto con el nimero de filas y columnas de banda.
Cada matriz va precedida por una linea de texto que incluye el nombre del archivo de datos del modelo y
del programa que calculo las matrices. También se ha incluido otro programa, JACOB2, gque €S una
adaptacion del codigo publicado por Chandrupatla y Belegundu [5]. La técnica implementada es el
método generalizado de Jacobi, una variante algo mas eficiente (aunque el programa también opera con
las matrices cuadradas completas), debido a que la matriz de transformacion ortogonal [P] es elegida de
modo que se eliminan, por separado y simultaneamente, una componente en la matriz de rigidez y la
correspondiente en la matriz de masa [7]. Es aplicable aun cuando existan autoval ores nulos o negativos.
Sin embargo, s dos autovalores tienen valores muy cercanos, puede resultar afectada la precision del
calculo de los autovectores. El archivo de datos es igual al requerido por el programa JACOB1. Ambos

programas proporcionan las frecuencias en orden ascendente de los valores.
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Cabe destacar que la aplicacion de algoritmos que calculan todos los autovalores y autovectores puede

significar un serio inconveniente con el método de elementos finitos, que usualmente produce sistemas
con muchos grados de libertad, maxime teniendo en cuenta que en la practica suelen ser requeridas

solamente las primeras frecuencias naturales.

2.6.2 Método iterativo de Vianello-Stodola-Bodewig

Lo expresado en el parrafo anterior justifica el estudio de algunos de los procedimientos numéricos
gue permiten calcular la frecuencia fundamental y una pocas subsiguientes (en los diversos métodos de
analisis dinamico estructural pocas veces se requiere conocer mas de tres frecuencias naturales). Para tal
fin son apropiados los métodos iterativos, siempre que se asegure la convergencia hacia un autovalor del
sistema, y en particular al de menor valor. El mas simple de tales procedimientos, conocido como método

de Vianello, o también de Stodola, converge al mayor autovalor [2]. La ecuacion (2.34) debera entonces

ser previamente transformada llevandola a la forma (2.32) con 1 =1/ w?, lo cual es posible cuando la

matriz de rigidez [ K] es regular. Por otra parte, no se requiere que la matriz [ A] de la ecuacion (2.31)

deba ser simétrica, ni positiva definida o semidefinida. A continuacion se deducen las formulas que se

utilizan en este método iterativo, que algunos autores atribuyen a von Mises [8].

Dado que la matriz modal no es singular, vale decir que los n autovectores {U}, son lineamente

independientes, todo vector {U}® deorden n se expresa con una combinacion lineal de los mismos:

U} = C{U}, +...+ C, {U}, = 3.C {U}, (2.61)
Si este vector {U}°, arbitrariamente elegido, es premultiplicado por la ;;;triz [ A], se obtiene otro vector
{U}? tal que:
UFD =[]V} = Y.C [4a1{U}, = D€ A, {U}, (262)
Premultiplicando otravez por [ A4]: - -
{UY? =[4{U}"? =[4° {U}" = Zn:Ci A, [41{U}; = Zn:Ci AT A{UY,
Premultiplicando m veces se obtiene: - -
{3 = (41" {U}© = iq A" {U}, (2.63)
El procedimiento basado en esta expresion también se conoc:zon el nombre de método de la potencia,

aunque en realidad no se realiza explicitamente el calculo de [ A]™.

S A, es el autovalor de mayor valor absoluto y C, #0, se deduce que a medida que el exponente

entero positivo m (nimero de iteraciones) aumenta, el término C, A7 {U}, en (2.63) predomina cada

vez mas frente a los restantes. Luego, con m suficientemente grande setiene
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=2y c, {uy, (2.64)

En consecuencia, el vector {U}" tiende a ser proporcional a autovector dominante {U}, . Notese que la
presencia de autoval ores repetidos no resta validez alaformula (2.64).

Por otra parte, como un autovector puede ser multiplicado por una constante arbitraria, es conveniente
normalizar e vector { U} después de cada premultiplicacion. Por lo tanto, el algoritmo iterativo con el

que se determina{ U}, puede ser expresado con dos formulas:

M =10, O =y (259

m

donde 6 ,, depende del criterio que se adopte en la normalizacion que se realiza en cada iteracion. El

procedimiento se detiene cuando, en dos iteraciones sucesivas, ¢ , Se repite con un nimero s prefijado
de digitos significativos; o sea cuando se cumple:

|5, -5, ,|<10"

S, \ (2.66)
Una aternativa es establecer que la misma condicion sea cumplida por todas las componentes de los
vectores {U}™ y {U3" =9

El valor de ¢, asi obtenido es el autovalor de lamatriz [ A] correspondiente al autovector {U}™ ya
que se cumple [4]{U}" D =§ m{U}(m). En su version mas simple, la normalizacion consiste en
hacer igual a la unidad la primera componente de {U}(’”), vale decir, adoptando en cada iteracion

o, = Vl(”’) ; y € vector deinicio {U}(O) se elige con todas sus componentes iguales ala unidad.

El siguiente egemplo muestra el algoritmo en el caso de una matriz no simétrica cuyos autovalores, con 6

digitos significativos de precision, son: A 5 =849.215; A4, =26.8287; 4,=4.05610

y los respectivos autovectores: {U}5=[1 0539995 0.161853]

{Ut,=[1 -0706135 -0.733325]
(U}, =[1 -158887  2.21179]

Limitando los céalculos a cuatro digitos significativos:

12 iteracion:
5282 5476 1564 | (1 1232 1
2738 3128 980 |1} =<:684.6; = 1232105557
782 980 3911 2153 01748

2% iteracion:
5282 5476 1564 1 859.8 1
2738 3128 980 [{05557; = 1464.7 ; = 859.8< 05405
782 980 391 |(01748 1395 01622
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3 iteracion:

(5282 5476 1564 1 8495 1
2738 3128 980 |<05405; = 14588 = 8495: 05401
| /82 980 391 | 01622 1375 01619

4% iteraCion:

(5282 5476 1564 ] 1 849.2 1
2738 3128 980 |<05401; = 4586 = 849.2: 05400

| 782 980 391 (01619 1375 01619

5% iteracion:

(5282 5476 1564 ] 1 849.2 1
2738 3128 980 |<05400; = 14586 = 849.2: 05400

| 782 980 391 (01619 1375 01619

La convergencia del método no es afectada por el método elegido para normalizar el vector {/'} . Con
el mismo g emplo, si se adoptarael criterio del médulo unidad dado por (2.21) se tendria:

1? iteracion:
(5282 5476 1564] (1 1232 08641
2738 3128 980 |<1; =1684.6; = 1426 0.4802
| 782 980 391 (1 2153 01510
2% iteracion:
5282 5476 1564 (08641 7430 0.8709
2738 3128 980 |:04802; =<4016; = 8531104708
| 782 980 391 | 01510 1205 01412
3% iteracion:
5282 5476 156.4] (08709 7399 08711
2738 3128 980 |<04708; = {399.6; = 849.4:04704
| 782 980 391 | (01412 1198 01410
4%iteracion:
(5282 5476 1564| (08711 7398 08711
2738 3128 980 |<04704} =<3995; = 849.3:0.4704
| 782 980 391 | 01410 119.7 01410
5% iteracion:
5282 5476 1564 | (08711 739.7 08711
2738 3128 980 |<04704; =<3995": = 849.2:0.4704
| 782 980 391 | |01410 119.7 01410

En este gjemplo, lamatriz [ A] es positiva definida, pero €llo no es un requisito parala convergencia.

Esto se muestra con €l siguiente jemplo, donde los autovaloresdelamatrizson 1, =—1y 4 ,=+4:
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1% iteracion: 2% iteracion:
7 -41 11 1 7 -4 1 1
_3 = 4333
6 -4||1 0.6667 6 -4| 06667 0.7693
3 iteracion: 4 jteracion:
7 -4 1 1 7 -4 1 1
= 3923 = 4.020
6 -4/ (07693 0.7450 6 -4 07450 0.7512
57 iteracion: 6% iteracion:
(7 -4 1 1 7 -4 1 1
= 3995 = 4,001
_6 —4_ 0.7512 0.7497 6 -4 07497 0.7501
7% iteracion:

7 4] 1 1
— 4,000
6 —4]|07501 0.7500

Notese que la convergencia en este caso no es monotona, sino oscilante.

El método es aplicable incluso con matrices singulares, como se comprueba con otro ejemplo sencillo
donde los autovalores delamatrizson 1, =0y 1 ,=3:

1% iteracion: 2% iteracion:

1 -2|(1 1 1 -2||1 1
R e
Cuando a priori se conoce una aproximacion del autovector dominante, conviene adoptarla como vector
inicial. De esta manera se consigue la convergencia con un nimero menor de iteraciones. Pero si se
carece de esa aproximacion, puede ser conveniente adoptar un vector inicial { U} totalmente arbitrario,
yaque con ello disminuye la probabilidad de convergencia a otro autovalor menor que el dominante.
Si el agoritmo se aplica con la matriz [4] del gemplo 2.2.4 (que corresponde a un modelo con tres
grados de libertad que admite un movimiento de cuerpo rigido), en la primera iteracion se produce €
vector {/}®¥ ==[0 0O 0], lo cual indica que el autovalor es nulo y el correspondiente autovector es

{BYW==[1 1 1J"

1 -1 0|1 (o
2 4 -2lil=]o
o -1 1|1 |o

1 -1 o0Jf1 1 1 -1 01 1
Siseadopta{U}® =[1 2 3|":|-2 4 -2§2;=-15 0p; [-2 4 -2|3 0;=1, 0
0 -1 1J(3 -1 0 -1 1j-1 |[-1

En la segunda iteracion ya se cumple la convergencia del método al obtenerse {U}® ={U}™ . Enla
terceraiteracion se produciria la salida al cumplirse la condicion impuesta por la formula (2.66).
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Sin embargo, el autovalor dominante de la matrizes A ; = 5. Larazon de la convergencia al segundo

autovalor es que e vector inicia {U}® =[1 2 3] implica C; = 0 enlacombinacién lineal (2.61),
debido a que los autovectores de la matriz son {U}, =[1 1 1]', {U},=[1 0 -1 y

{U};=[1 -4 1], conlosauovalores 1, =0, A, =1y A, =5, respectivamente:

1 1 1 1
3 1 -1 1

Dado que A, = 0, € tnico término no nulo en (2.61) es C, {U}, . Por este motivo, directamente con
la primeraiteracion se obtiene {U} = {U},.

Adoptando {U}© = [1 0 O]Z si se produce la convergencia hacia el mayor autovalor A 3=5:

1% iteracion: 2% iteracion:
1 -1 0|1 1 1 -1 0| 1 1
-2 4 -2k0;=K-2 -2 4 -2|{-24=3(-3.333
0O -1 1(|0 0 0O -1 1| 0 0.6667
3 iteracion: - 4% iteracion:
1 -1 O] 1 1 1 -1 O 1 1
-2 4 -2[1-3.333,=4.333-3.846 -2 4 -2|1-3.846;=4.846;—-3.968
| 0 -1 1][0.6667 0.9231 0 -1 1(|09231 0.9841
12? iteracion:
1 -1 0}l 1 1
-2 4 -2K-4;=%-4
0O -1 1 1 1

En este ultimo caso el vector inicial implica C; = 0.4; C, = 0.5y C; =01. Al efectuar la primera
premultiplicacion, los productos A ; C, que intervienen en la formula (2.62) valen A ,C; =0,
A,C, =05y A15C3=05; después de la segunda multiplicacion se tiene: A2C, =0,

A % C, =05y A§C3 = 2.5. Es obvio que en este caso, por ser 4 ,=0y A4 ,=1, € tercer término
de (2.63) es el inico que crece.

En general, si el vector inicia hace que e coeficiente C, sea extremadamente pequefio en comparacion
con otros coeficientes de (2.63), tal que resulte despreciable, el método tampoco sera convergente al
autovalor dominante. Otro caso en el que falla el algoritmo al adoptar todas las componentes de {U} ©
iguaes a 1, es cuando la suma de las componentes de la primera fila de [ 4] es nulay se normaliza el
vector {V'} con respecto ala primera componente.

Es evidente que en la practica es imposible tener la certeza que el vector inicial produzca la convergencia

hacia el autovalor dominante. Sin embargo, si sus componentes se generan al azar, por jemplo con
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nimeros en el rango —1< Ui(o) <1 como sugiere Jennings [8], es sumamente improbable que C, resulte

nulo o demasiado pequefio. Ademas, para mayor seguridad puede repetirse el calculo con el fin de

verificar que reproduzca el mismo resultado.

Por su simplicidad, €l método de Vianello-Stodola suele ser utilizado para €l calculo de la frecuencia
fundamental. Para ampliar su aplicacion al calculo de otras frecuencias naturales es necesario introducir
alguna modificacion de manera que A ,_; pase a ser €l autovalor dominante. En esta linea se tienen los
denominados métodos de deflacion, en 10s cuales se determina una nueva matriz del mismo orden y con
los mismos autovalores que la matriz original, excepto A , que es reemplazado por cero. De esta manera
se puede calcular el segundo autovalor dominante.

Otra via consiste en transformar la matriz [ 4] de tal modo que se obtiene otra matriz [ 4" ] de orden
n —1, cuyo mayor autovalor es el segundo dominante de la matriz original. El método de Bodewig
realiza esta transformacion, que se puede reiterar para hallar otros autovalores [13]. El procedimiento se
basa en que lamatriz [C] delaférmula (2.52), en la cual [ P] escualquier matriz no singular, tiene los
mismos autovalores que [ A] . Ademas, de acuerdo con la expresion (2.50), todo autovector {U}, de [ 4]
esigual a producto de [ P] por el correspondiente autovector {&}, de [C] .

Con una apropiadamatriz [ P] selograquelamatriz [C] quede expresada en laforma:

[C] /1":L 08 2.67

RICHEN (280

Su ecuacion caracteristica es: |[C] -1 [[]| =(1,-4) ‘[A(" A ]‘ = 0 donde [7" V]
es lamatriz unidad de orden n —1. Se deduce entonces que los n — 1 restantes autovalores de [ A] son

todos los de [ 4" ] . Bodewig encontré que la transformacion de [ 4] alaforma (2.67) se obtiene con

lamatriz:

[P] ! i— {0 2.68
oy, [ (269
donde la primera columna es el autovector {U}, normalizado con respecto a la primera componente, 0

sea que las n —1 componentes del vector {U}, son las de {U}, a partir de la segunda. Es facil

comprobar que lainversade [ P] es:

[P]71= T ! oD (2.69)
H0}, 4 [ 177 ]

Una vez calculado con e método de Vianello-Stodola el autovalor dominante 4, _; de [A(” _1)] y €
autovector {/'}, , de la misma matriz, puede obtenerse el correspondiente autovector {U}, ; de la

matriz original, mediante un procedimiento “hacia atras” que Se describe a continuacion.
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S {¢&},, _ esel autovector de [C] parael autovalor 4, _;, secumple:

[CH{S},a=24, St (2.70)
la cual se puede particionar en laforma:

A, B 6 £a

SN I R B D =4 . J-Iiz 2.

LO} [ ﬂ {m“} {{V},, } e

donde &, ; eslaprimeracomponente, ain no conocida, del vector {& }, _; . Efectuando el producto de

laprimerafilade [C] por {& }, ;. resulta

AnEna+{BY M}, a=24,48 (2.72)
Luego,si A, # A, _;, seobtiene:
{8} {7},
Spq=—"" (2.73)
’ /1n—l _ﬂ’n

Por altimo, el autovector {U}, ; de la matriz original [ 4] se determina aplicando la transformacion
(2.50):

{U}, o =[PI{c}, 1 (2.74)
Debe tenerse en cuenta que el calculo hacia atras del método de Bodewig tedricamente no es posible

cuando existen autovalores multiples. Sin embargo, en la practica, los inevitables errores de truncado

general mente hacen gue el algoritmo los calcule como valores ligeramente distintos [ 7, 13].

La reiteracion de la transformacion de Bodewig, después de cada autovalor hallado con Vianello-

Stodola, permite calcular sucesivos autovalores de la matriz [ A], en orden decreciente. Finalmente

puede aplicarse el procedimiento hacia atras para obtener los respectivos autovectores.
Si k=12... NA indica las sucesivas aplicaciones de Vianello-Stodola-Bodewig (de modo que

A0 =2,, 20 =,

. 1 €C.), latransformacion de Bodewig consiste en aplicar la formula:

coni=k+L..N y conj=k+L.N: aP=a)—v®al) (2.75)

Como puede verse en (2.67), la primera columna de la matriz transformada es inoperante. Entonces se

aprovecha para amacenar, a continuacion del autovalor A ®) e vector {V}(k) normalizado con

respecto a su primera componente. Por consiguiente, el algoritmo resultante es:

1) con Vianello-Stodolase calculan 2 ) y {1/}*
2) ak‘k = ﬂu (k)

i

Con k=1...NA{ 3)coni=k+1.N:a,=v (2.76)

4) Bodewig:coni=k+1...N:con j=k+1..N: a, ,=a, ,—a,, a,
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Una vez calculados los N4 autovalores, se inicia el proceso hacia atras, el cual se describe con el
siguiente algoritmo, que requiere otramatriz [ B] rectangular de N filasy NA columnas:

coni=1..N: conj=Ll..itb =a; (2.77)

N
- z a; bi,k

i=1+1

Va=—07m

con k=2...NA: conl=k-1Lk-2...1 {2coni=I+1...N: b, =b,la,;a,=1

3 coni=I+1...N: b, =b, +a,,

Con este algoritmo, las primeras NA columnas de [ B] son autovectores de lamatriz original.

Es muy conveniente contar con codigos de computacion que calculen las primeras frecuencias y formas
modales a partir de las matrices-banda simétricas [K] y [ M], que se obtendran cuando se utilice el
método de los elementos finitos, y que seran grabadas en sendos archivos de texto. Aungue internamente
opere con las matrices completas, e programa MIVSB1 (Método Iterativo de Vianello Stodola Bodewig
Version 1) ha sido preparado para realizar esta tarea. Los archivos de datos son los mismos que se
procesan con los programas JACOB1 y JACOB2. Por consiguiente, deben contener: niimero de grados de
libertad, ancho de banda, una linea de texto, y la correspondiente matriz, de rigidez (no singular) y de

masa, por filas de la banda

El algoritmo que se implemento no realiza explicitamente el producto [P ][4 ][P] sino que directamente
transforma las componentes de [4] sin necesidad de utilizar otras posiciones de memoria principal de la
computadora. Una vez leida la matriz de rigidez [K], aplica la descomposicion simétrica de Choleski:
[K]=[L)'[L]; luego resuelve el sistema matricial [L][B]=[M], y una vez hallada [B] resuelve [L][A4]=[B]’,
donde [4]=[L][M][L]" esla matriz dinamica simétrica cuyos autovalores son A; = U/w?’. El programa
calcula N4 autovalores del modelo discreto, normalmente en orden decreciente: A, = V%, 4,1 = U’

etc. Finalmente cal cula los respectivos autovectores (modos haturales de vibracion).

Otra version del mismo algoritmo es el codigo MIVSB2. La diferencia con el programa anterior es que la
matriz dinamica se obtiene mediante la inversion de la matriz de rigidez con el método directo de

eliminacion de Gauss, y el producto [K]™[M] = [4]. Estamatriz dinamica en general no es simétrica.
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Es importante aclarar que en sistemas con autoval ores multiples, aun cuando los programas logren eludir

la singularidad hallando valores ligeramente distintos, puede resultar afectada la convergencia en €
calculo de los siguientes autovalores. Por otra parte, en algunos casos donde la matriz [4 ] resulta mal
condicionada para e algoritmo iterativo, € método de Vianello-Stodola-Bodewig converge muy
lentamente, o no converge a los autovalores del sistema. No es frecuente que este inconveniente se
presente con las matrices producidas con e método de elementos finitos. De darse este caso, se
recomienda aplicar el método de iteracion inversa que se describe en la siguiente Seccion, ya que se trata

de un procedimiento mas estable y eficiente.

2.6.3 Método de iteracion inversa

En este método iterativo, mas moderno que el estudiado en la Seccidén anterior, se produce la
convergencia hacia el autovector correspondiente al autovalor de menor valor absoluto [5, 8].
En este algoritmo se utiliza € cociente de Rayleigh, que para el caso de un sistema discreto de n grados

de libertad, con matriz derigidez [ K] y de masa [ M], ambas de orden =, se define con:

{0 KD
0y M)

donde {/'} es un vector arbitrario de orden n . Es evidente que Q es el correspondiente autovalor A4

0 (2.78)

cuando {V'} coincide con uno de los autovectores {U}, delaecuacion matricial
(IK]1 -2, [M]) {U}, ={C} (279
En efecto, premultiplicando (2.79) por {U};, setiene:
{UY[KKU}; -2 {U}; MU}, =0.. O=h,
El cociente de Rayleigh posee unainteresante propiedad cuya demostracion escapa al alcance de este
curso: paratodo {/'} secumple A, < Q <A ,,donde A, esel menor autovalory A , el mayor.
El agoritmo del método de iteracion inversa consta de los siguientes pasos [5, 7]:

1) Elegir {U}?; inicializar contador y autovalor: i =0, A © =0

2) Incrementar contador deiteraciones: i=i +1

3) Calcular {V'} ™ =[M]{U}

4) Resolver e sistemalinea: [K[{U}" ={r}“™ (|K|=0)

5) Calcular{V'} =[M{U}? (2.80)
"M P ;K0
{0 o My

oy {0y
{Uy iy (U MUy )T

6) Calcular 4 ) =

(Rayleigh)

7) Normalizar {U}?: {U}® =
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y) @) -2 (-1

8) Probar la convergencia: 0

< tolerancia. Si no se cumple: volver a2)

Una demostracion de la convergencia, similar a la explicada para el método de iteracion directa, puede
verse

en la referencia [7]. Con este algoritmo se obtiene el autovector {U}, , salvo cuando el vector inicial
{U} difiere muy poco de otro autovector, o cuado {U}® y {U}, son ortogonales con respecto ala
matriz masa [ M] . Justamente, para hallar el segundo autovector {U},, y €l respectivo autovalor 1 ,, se
inicia el algoritmo (2.80) con un vector {U}” ortogonal a {U}, . Esto se consigue tomando un vector
arbitrario {U}© y aplicando la transformacion de Gram-Schmidt:

{19 = {0y - ({vy; IMIH{U}Y @) {U}, (2:81)
En efecto: premultiplicando por {U};[ M] setiene

{U} MUY =(U} [ MU} ~ ({U}; [MT{O}Y ) (U [ MI{U},

Por consiguiente, s {U}, [ M]{U}, =1, severifica {U}} [M]{U}® =0.

Laformula (2.81) se generaliza facilmente para el caso en que hayan sido calculados p autovectores:
A p A
{UY® ={U}® - > ({u}] [MI{U}) {u}, (2.82)
i1
Para demostrar su validez, se premultiplicapor {U}', [ M]:

{manm@4mnMHm@—ﬁuwnMum@HWHMmm

se deduce que {U} , [ M]{U}” =0 para j =1..p,yaque {U},[M]{U}, =0 cuando i # . De
modo que €l tnico término no nulo de la sumatoria se presenta con i = j, en cuyo caso {U }tj [M{U},
es igual alaunidad. Latransformacion (2.82) debe aplicarse después del paso 1 del algoritmo (2.80).

El método de iteracion inversa puede ser aplicado aun cuando el sistema posea autovalores multiples,
aunque en tal caso resulta sumamente sensible a las variaciones del autovalor en sucesivas iteraciones.
En otras palabras, se obtienen distintos autovectores con muy pequefias variaciones del autovalor
multiple (recordar que toda combinacion lineal de los autovectores de un autovalor multiple es también
una solucién). No debe sorprender, entonces, que el algoritmo conduzca a distintos resultados de los
autovectores de un autovalor maltiple cuando se modifica la tolerancia, o se cambia el nimero de digitos

significativos que intervienen en las operaciones aritméticas.

El método de iteracion inversa, al igual que €l descrito en la Seccion anterior, falla cuando la matriz de
rigidez [K] es singular. Este inconveniente puede obviarse utilizando una técnica numérica denominada

traslacion (shift) de los autovalores [7]. Si en la ecuacion (2.79) se hace el siguiente reemplazo:
A=A, +u (2.83)

donde u esun numero real arbitrariamente elegido, se tiene:
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(K] = (A;+ )M {U}, ={Q, osea ([K]-pu[M]-A;[M]){U}, ={C
En esta expresion queda definida la matriz de rigidez trasladada [K,]=[K] - u[M] (2.84)

Por consiguiente, A ; son los autovalores de la ecuacion (K,]- A M) {U}, ={0 (2.85)

con los mismos autovectores {U}, de laecuacion original. Una vez calculados los autovalores A ; , con
(2.83) se obtienen los valores de,; . Dado que el método de iteracion inversa es convergente al

autovector del autovalor de menor valor absoluto, si se adopta i = 0 y lamatriz [K] no es singular, se
obtendra el autovector de 1, ;y s seelige u= A, (0seald ; =0) en general selograra la convergencia
hacia el autovector de A,. Este procedimiento de traslacion puede ser utilizado para determinar los
autovalores de (2.79) cuando [ K] es singular, ya que con una apropiada eleccion de u lamatriz [ K #]

resultaregular.

Cabe aclarar que lafalla del algoritmo cuando la matriz [K] es singular, puede que no se produzca en la
practica con un programa de computacion, debido al efecto del redondeo o truncado. En tal caso, se
obtienen valores muy pequefios de los autovalores tedricamente nulos, y los correspondientes
autovectores practicamente describen desplazamientos de cuerpo rigido.

Otro aspecto importante a tener en cuenta a aplicar e agoritmo, es que puede que no se produzca la
secuencia mondtona ascendente de los autovalores, sino que eventualmente puede quedar aterado €l
orden de dos autovalores sucesivos. Por esta razon, si se necesita conocer los valores de los primeros N

autoval ores, se aconseja aplicar el algoritmo para el calculo de N+2 autovalores.

En el disco compacto se encuentran dos programas denominados MITIN1Q y MITIN2Q (Método de
ITeracion Inversa versiones 1 y 2), compilados con QuickBasic, que son adaptaciones del codigo
publicado por Chandrupatlay Belegundu [5]. Este agoritmo tiene la ventagja de operar con las bandas de
las matrices [K ] y [M ]. El programa incluye la modificacion del autovector inicial, previo al calculo de
cada autovalor, utilizando la transformacion de ortogonalidad de Gram-Schmidt [8]. Ambas versiones
ofrecen a usuario la opcion de introducir un valor de traslacion () con el cua puede lograrse una
reduccion del numero de iteraciones. La primera s6lo permite ingresar un valor de dicho parametro, al
iniciar el proceso de calculo, permaneciendo constante hasta la finalizacion del mismo, que por otra parte
se realiza en forma completa sin ninguna interrupcion. La version MITIN2Q permite que el usuario dé un
valor distinto de u antes del calculo de cada autovalor (a costa de volver a transferir la matriz [K | de
rigidez ala memoria de la computadora), y muestra en pantalla el resultado obtenido, antes de proseguir
con € siguiente autovalor. Con e mismo algoritmo se compilaron también versiones con Visual Basic,

MITIN1V y MITIN2V.

L os archivos externos de datos tienen exactamente el mismo formato que el requerido por los programas

anteriormente descriptos (métodos de Jacobi y Vianello-Stodola-Bodewig).
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
3. FUNCIONES DE ENERGIA DE ELEMENTOS ESTRUCTURALES
3.1 Introduccion

En este capitulo se obtienen las expresiones de la energia de deformacion, la energia cinética y el
trabajo de las fuerzas externas distribuidas, en modelos continuos que en € capitulo siguiente seran
utilizados con e método de los elementos finitos. A pesar de que éste puede ser implementado
directamente con las funciones de energia, se considera conveniente ilustrar, ademas, sobre la aplicacion
del principio de Hamilton para deducir, en algunos casos, la ecuacion diferencial de equilibrio y la
formulacion de las condiciones de borde.

Todas las formulas se obtendran con la teoria lineal de la elasticidad, vale decir que tanto la relacion
entre deformaciones y desplazamientos, como entre tensiones y deformaciones, son lineales.
Como es sabido, € estado de tensiones en todo punto de un sblido se describe con nueve componentes

cartesianas. En la Figura 3.1.1 se muestra el elemento infinitesma (dV = dxdydz) y las nueve

componentes positivas en las tres caras cuyas normales salientes tienen el mismo sentido que los gjes

coordenados.

Figura 3.1.1: Tensiones positivas

Con las condiciones de equilibrio de momentos se deduce la propiedad de reciprocidad de las tensiones

tangenciales:
Ty =Txy v TxzTToxr T2, =T (3.1)
En consecuencia, el estado de tensiones se reduce a seis componentes independientes, que se agrupan en

una matriz-columna (vector):

r_
{o} = [Gx o, O, T, T, sz] (3.2
Analogamente, las correspondientes componentes de la deformacion también se agrupan en un vector:
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(&' =[e. & & 7., 7. 7.] (33
Las relaciones entre las deformaciones y las componentes cartesianas u, v y w del desplazamiento, las

cuaes son funciones continuas de las tres variables espacides (x,y,z) y dd tiempo (¢), se expresan

con las conocidas formulas de la cinematica “infinitésima”:

_é’u_ _ﬁv_ _é’w

E,=— & =—,; & =—
o x RZA oz

(349

_Odu  Ov _Ov  dw _Jdw  Ju

_ouw, ov.  _ov ow. ~_Oow, ou 341
oy ox T ez a8y T Tax" a2 (34b)

yxy

Las relaciones congtitutivas entre tensiones y deformaciones (ley de Hooke generalizada), con notacion
matricial se expresan:

{o} =[D]l{e} (3.5)
En e caso mas general involucran 36 constantes mecanicas que por simetria se reducen a 21
independientes. Con materiales isdtropos se reducen a sélo dos: el médulo de Young (E) y € coeficiente
de Poisson (v ). Paraun material €lastico isétropo, la matriz [ D] que interviene en (3.5) es[15,16,17]:

1-v v 0 0 0
1-v 0 0 0
v 1-v 0 0 0
1-2v
j=—2% |0 0 o0 0 0 (3.6)
(1+v)(1-2v) 2 Lo
O 0 0 © o
2
O 0 0 © 1-2v
L 2 |
Esfacil comprobar que esta matriz sSimétrica es positiva definida con 0< v < 0.5. Suinversaes:
1 —v v 0 0 0 |
-0 1 -vu 0 0 0
, 1|-v -v 1 0 0 0
[D]" =— (3.7)
E|O0 0 0 21+v) 0 0
0O 0 O 0 2(1+v) 0
0 0 O 0 0 2(1+v) |
con lacual setiene: {e} =[D]*{o} (3.8)

Por otra parte, es usual emplear el modulo de elasticidad transversal (G) cuya expresion en funcion del

modulo de Young y del coeficiente de Poisson es:

E

"2+ 0) 59
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Con &l modulo transversal, las relaciones entre las tensiones de corte y las distorsiones se expresan:
Toy =G 7y T,,=Gy,.; 1.,.=Gy., (3.20
En el caso de ortotropia tridimensional existen tres ejes 1-2-3, ortogonales entre si, denominados ejes

materiales (también direcciones principales de ortotropia), y las constantes elasticas que intervienen son

nueve: tres modulos de elasticidad longitudinal (E1, E», E3), tres de elasticidad transversal (G12, Gos,
G31) y seis relaciones de Poisson que a su vez se reducen a tres independientes (012, Up3, L31 ; donde
vij=—¢/& paraél estado uniaxial en ladireccion del eje material i).

Las ecuaciones congtitutivas para € estado triple de tensiones toman su forma mas simple haciendo

coincidir los g es coordenados x-y-z con |os gjes materiales 1-2-3:

. 1 ) 1
&, = (GX V10, — U130, ) Ty = E—(O'y —Up30, —Uy0, ) JE, = E—(GZ — U310, — U0, ) (3.11)
2 3
1 1 1
=—1, . =—1, . =—71, 3.12
4 Xy G]_z xy vz G23 yz Vzx G31 zx ( )

Cono, =0y o.=0en (311 resulta: &, = 0,/ E1; &§=-Unoy/Er; &=-0310,/E3

Luego: v1p = —&, /6= U E1/E>: v13=—& /g = va1E1/E3 o UnE1 = vEs: v E1 = vi3E3

Analogamente, se deduce la restante condicién: sy E» = Up3 E5 Por consiguiente, lamatriz [ D] ™ que

interviene en (3.8) también es simétrica en el caso de ortotropia, y se expresa:

0 0 0 1G, O 0
0 0 0 0 1G, O
0 0 0 0 0 1/Gy]
Parapasar alaforma {o} =[D |{¢ |, seinvierte |amatriz D%
| E(l-vyvp)/d  Ey(Uy +Uig05)d  Eg(vg +0p05)/d - 0 0 0 |
E)(Uy1 +Up3051) 1 d Ey(1-vyvp)/d  Eg(vyg +viz0,)/d 0O 0 0
(D] = Ej (U3 +0y03) [ d Ey(vgy +0pp051) [ d Es(l—vp0p)1d 0 0 0 (314)
0 0 0 G, O 0
0 0 0 0 Gy O
i 0 0 0 0 0 G31_

donde d=1- L12U21— U23L32 — U31V13— D12L23V31 — U21URL13, d>0
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Obviamente, reemplazando E1=E>=E3=E, G15=G23=G31=G=%E/(1+ ) Y D15=021=023=U30=U31=U13=
=v en (3.13) y (3.14), las matrices [D] y [D]*se reducen a las constitutivas de elasticidad isotrépica
(3.6) y (3.7), respectivamente.

Cabe destacar que en virtud de la simetria, las ecuaciones constitutivas (3.11) también pueden ser escritas
en laformadada por Lekhnitskii [11]:

(o2 o) (o2 (e 9 o o o) (o)
X Y zZ . X y Z . X Y z

g El EZ E3 g El EZ E3 ’ El EZ E_3

Tanto con un material elastico lineal isdtropo como anis6tropo, la energia de deformacion elastica en el

elemento infinitesimal es:

dU =%{€}’ {c} dV=%{G}t {e} dV (3.15)
Por otra parte, laenergia cinética se expresa:
1
dT =5P (i + v + Ww?) dV (3.16)

donde p esladensidad del material.

Por tltimo, s f=f, 7 + f, j + f. k esunafuerza distribuidaen el volumen del solido, el trabajo

virtual debido aunavariacion del desplazamiento se expresa:
SW=[(f, Su+f, v+ f. sw)dV (3.17)
14
donde V es el volumen del solido.

Analogamente, si p=p. i + p, j+ p. k se distribuye sobre una superficie (usualmente por
contacto, en el contorno del solido), se tiene:

5W:J‘(px Su+p, 6v+ p. 6w)dA (3.18)
donde 4 es €l area de la superficie donde se ;plica D.
Similarmente, s § =g, i +¢, j +q. k es unafuerza distribuida sobre una linea, el trabajo virtual se
expresa

5W=_[(qx Su+q, 6v+q. ow)dL (3.19)
donde dL esel arco infinitesimal deIaIineaLde aplicacion.

Al reducir la accion de las fuerzas pdA a una linea, llevandolas a la forma gdL, en algunos casos

también se presentan cuplas distribuidas 7 = m_ i + m, Jj+m, k, y € trabajo virtual se expresa:
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SW=[(m, 50, +m, 60, +m. 56.)dL (3.20)
L

donde 66,, 66, , 66 sonrotaciones virtuales.

3.2 Elemento uniaxial

La Figura 3.2.1 muestra una barra recta (longitud L =2a), de seccion constante (area 4), de un
material homogéneo elastico con médulo de elasticidad £, y sujetaalaaccion de una fuerza distribuida
q . sobre su gje. Puede suponerse que |as secciones permanecen planas durante el movimiento, y ademas

mantienen sus dimensiones transversales, especialmente si la relacion adimensional A/L? es pequefia. En

tal caso € movimiento queda descripto totalmente con la componente u(x), la misma para todos los

puntos en cada seccion.

—> u(x)

qx
> —> —> —> —> —> —

Figura 3.2.1: Estado uniaxial

Con esta hipétesis simplificativa en (3.4a) y (3.4b), se obtiene:
€, =¢&, =0 (por consiguiente: v =0); 7,, =¥,, =7, =0.

Por o tanto, latinica componente no nula del vector de tensiones es o (uniforme en cada seccion), que

serelacionacon ¢, mediante laexpresion constitutiva en su forma mas sencilla: o =FE ¢ .

Laenergia de deformacion en el elemento se expresa:

2
1 1+u l+u @
U=>[o,6,dV =Z[E & 4dx==[E4 (—”j dx (3.21)
2 : 2° 2° ox
Por otro lado, la energia cinética es:
+a
T:%L p i? dV:%j p Au? dx (3.22)
El trabajo virtual de lafuerzadistribuida g se expresa
+a
SW=|q.,Sudx (3.23)

—a
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A continuacion se muestra como se deduce la ecuacion diferencial del movimiento para este tipo de

elemento, aplicando €l principio de Hamilton. Reemplazando (3.21), (3.22) y (3.23) en (1.35), setiene:

173 +a +a 2 +a
J. 5[%_[pAa2dx%.|;EA(%J dx]+_[qu5u5x dt =0

iy

luego:

;f{J;pAucSudx— jEAﬁ”a(gj‘Cj dx+ jq 5u5x}dt—0

Ju

é’x) = é’—é’x(5u) ,la

o
Aplicando ahora unareglabasica del calculo de variaciones: S = 5—(5 u), 0 (

anterior se expresa:

X X

T{IpAuai(&u ) dx - IEA—&(Z:“) dx+ Iqx 5u5x}dt 0 (324)

1y —-a

A continuacion, en el primer término se aplica integracion por partes con respecto a la variable 7 :

T{TpAu%(ﬁu)dx }dr ij ]Eui(é‘u)dt dx = ij{[uéu —Juéudt}dx

t, \a ty 4

Debido a que el término o u se anula en los extremos del intervalo de tiempo (du=0ent =1, y

t =t,), laanterior sereduce a

T{TP Au—(5 u) dx} dt = - tﬂgp Aii Su dx dt (3.25)

51 I~

Aplicando integracion por partes en el segundo término de (3.24), ahora con respecto a la variable x:

ty t, +a +a 2
[ jEA 5[“} dx dz—j EA" su| - jEAa 2 Sudxldt  (3.26)
ox ox t ox L, Ox

51

Sustituyendo (3.25) y (3.26) en (3.24):

t, +a az 0,) +a
J1T\EaS 2 -p diivq, |oude—|EAZ"5u| rdi=0  (@20)

X

Dado que du es arbitrario no nulo para todo valor de x y ¢ (salvoen t=t, y t=t,), lacondicion
(3.27) se cumple cuando:

ou _p Aﬁzu

EA
Ox? ot?

+q. =0 (3.28)
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con EA%:O 6 ou=0,enx=—-ayx=+a (3.29
X

La expresion (3.28) es la ecuacion diferencial a ser satisfecha en el intervalo —a < x <a, y (3.29) son
las condiciones de borde.
En este caso, la ecuacion diferencial también puede deducirse facilmente, planteando directamente el

equilibrio dinamico de una rebanada de longitud infinitesimal dx, cuyo diagrama de cuerpo libre se

muestraen laFigura 3.2.2.

p Aii dx & dx

\
o 4;\2-._;/ o, A+d(c,4)

—

— dx —t

Figura 3.2.2: Elemento diferencial uniaxial

Laecuacion de equilibrio en la direccion longitudinal se expresa:

d(o,4) - pAiidx +q, dx=0

_ A _ oo
En el caso de seccion constante | —— = 0| setiene: d (axA): A—"dx
ox ox

_ ou . . : . .
Sustituyendo o, = E¢_ y &, :6_ , finalmente resulta la misma ecuacion diferencial (3.28):
X

Ou u

Joy R
ox2 P a0

+q, =0

Las condiciones de borde (3.29) a ser cumplidas por la solucion del desplazamiento u(x), admiten una

interpretacion fisica muy simple: EA du/dx es e esfuerzo axia resultante, cuyo valor es una

condicion natural. Obviamente, debe ser nulo si € extremo del elemento no esta vinculado. De lo

contrario, debera cumplirse ou = 0, lo cua significa que & desplazamiento esta restringido (extremo

vinculado). Esta condicion se denomina geométrica, cinemdtica O esencial.

Por ejemplo, las condiciones de borde parala barra empotrada-libre de la Figura 3.2.3 son:

enx=0: u=0 (esencid); enx=L: %zO(natural)
X
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SN\

X
,\
A

Figura 3.2.3: Barra empotrada-libre

Notese que la condicion esencial consiste en anular la funcion u(x) , mientras que la natural es imponer
la nulidad de la derivada. En los tratados matematicos sobre analisis variacional se establece, de una
manera general, que si en e funciona (en este caso, la integral de Hamilton) intervienen derivadas de
orden p, las condiciones impuestas alas funciones y sus derivadas hasta de orden p —1 son las esenciales;

las expresadas con las derivadas de orden p hasta 2p —1 constituyen las condiciones natural es.

3.3 Elemento torsional
Es muy similar a anterior. En la Figura 3.3.1 se muestra la misma barra, ahora considerando

solamente deformaciones torsionales.

AY y

v

m
F—)-)%-)—) >> 3> >>'>>
I

Figura 3.3.1: Barra torsionada

Se acepta la validez de la teoria de torsion de Saint-Venant para describir el movimiento. Como es
sabido, esta teoria supone que la deformacion se produce con rotacion de las secciones alrededor del eje
longitudinal, manteniendo sus dimensiones transversales, y con aabeo de las mismas producido por
desplazamientos longitudinales no uniformes en cada seccion, proporcionales a la variacion longitudinal

delarotacion. Con esta hipotesis, las componentes del desplazamiento se expresan:

X

u(x,y,z) :ﬂ v vix,z)=—z0,; w(x,y)=y0, (3.30a,b,c)

Ox
donde  (y,z) esunafuncion que describe el alabeo (el mismo en todas las secciones). Aplicando las

ecuaciones cinematicas (3.4) resultan:

£,=¢, =y,, =0 (33149
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2
ij Hzx (33Lb)
ox
o0
y I [ov_ (33L¢)
Xy  ox \ 2y
oo P
X 4
= — + 3.31d
Vix T oy (0,,2 yj ( )

Para barras de seccion maciza, es usual suponer ademds que la componente axial ¢ _ es despreciable,

gquedando reducido el estado de deformaciones a las distorsiones Viy Y Voo Por consiguiente, las

Ginicas tensionesson 7,,= Gy, y T.= Gy ..

Laenergia de deformacion en el elemento torsional se expresa:

+a
U =%j(z‘xy Viy T Toz V2 )dV = %j' Gj(yzxy+ y2.)dAdx
v y

—a

Reemplazando (3.31c) y (3.31d):

2
l+a ﬁ@x
U:EIHG J( é’xj dx (3.32)
donde
oy ) (o ’
Y Y
J=\|| —7T- + |+ dA 3.33
May Z] (az y] (539
es la denominada constante de torsion de la seccion, que también se escribe:
2 2
J=I, +| (a—‘/’j + (ﬁ—‘/’j +2(ya—l//—z&—v/j dA (3.34)
|\ Ty Oz oz Oy
Como es sabido, en el caso particular de seccion circular el alabeo es nulo (7 =0) y J es el momento
deinerciapolar: I, :J.(z2 +y2)dA:Iy +1_ .

A
En e calculo de la energia cinética del elemento torsional, el desplazamiento longitudinal debido al

aabeo también puede despreciarse. De modo que solamente se toma en cuenta la energia desarrollada en
larotacion 0. :
=3 [p G*+tav=3[p | (2+)D)da6%dx=5[p1, 0%ax (339
vV —a A —a
El trabajo virtual de la cupladistribuida sobre el gje del elemento, tal como se muestraen laFigura 3.3.1,
€s.

SW = [m, 50 dx (3.36)
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Por la similitud que este elemento guarda con el uniaxial se omite la deduccion, con el principio de
Hamilton, de la ecuacion diferencial del movimiento y de las condiciones de borde naturales y esenciales.

En este caso setiene;

GJﬁZQ‘ I 270, +m =0 (3.37)
Of‘)x2 p x Of)tZ mx_ '
o0 ,
GJ—==0 6 600 =0enx=-ayx=a (3.38)

X
Laexpresion GJ 76, /0 x = 0 eslacondicion natural de nulidad del momento torsor, resultante de las
tensionestangenciales 7,y 7, queactian en cada seccion, y que en un extremo libre son nulas.
Por otra parte, utilizando la funcion de tensién ¢(y,z) introducida por Prandtl, con la teoria de Saint-
Venant se llega alasiguiente ecuacion diferencial:
o, 0%

+
oz%  Oy°?

+2G6, =0 (3.39)

Esta ecuacion puede resolverse numéricamente con algin método aproximado, por ejemplo, con
elementos finitos [17]. De esta manera es posible obtener valores de J para diversas secciones macizas

no circulares.

3.4 Elementos de vigas
La Figura 3.4.1 muestra una barra de longitud L=2a, area A y momento de inercia /. dela

Seccion transversal.

—> U X

AAMAAAAAAAAAAAAAAMDY

kK 2a ——

Figura 3.4.1: Barra con estado flexional (viga)

Para hallar las funciones de energia de un elemento de viga vibrante de seccién constante, se asume que

losges z e y son principales de inercia de la seccion transversal, y que la vibracion ocurre en el plano
x —y.Enlamismafiguraseindicael tipo de carga que se toma en consideracion: una fuerza distribuida
sobre el gje delabarra, en e plano del movimiento.

Cuando la relacion adimensional 1. / Al” es pequefia, puede aplicarse la teoria elemental de flexion de

barras esbeltas (/ eslalongitud de la onda del modo de vibracion).
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Esta teoria conduce a la denominada viga vibrante de Bernoulli-Euler, con la cual se obtienen resultados

practicamente aceptables de las primeras frecuencias naturales cuando 1, / AI? < 0.001. En lugar de la

magnitud adimensional I/ AI*, también puede utilizarse la relacion 4/, donde / es la atura de la

seccion de la viga.
Con barras de mayor robustez se hace necesario tomar en cuenta la deformacion por corte y lainercia
rotatoria de las secciones, resultando un modelo matematicamente un poco mas complicado, denominado

viga vibrante de Timoshenko, que produce resultados mas concordantes con valores experimentales.

3.4.1 Viga Bernoulli-Euler

La hipdtesis cinematica consiste en que las secciones, sin variar sus dimensiones transversales,
permanecen planas y normales al gje longitudinal de la barra. Con esta suposicion las componentes del

desplazamiento de un punto de la barra se expresan:

w=0;  v(x):ecuacion de la eldstica
ov
u(x,y)=-y—— (3.40)
ox
L as deformaciones resultan:
gx_o"x -7 O x? '
f o = B _0 - _5u+§v__0"v é’v_
y z ;/yz }/zx 7 yxy é’y é’x é’x 5)(,'
o o %
Por consiguiente: o, =E¢ =-Ey 5.2 (3.42)
X

Esta seria la unica tension no nula. Sin embargo, cuando el momento flector M, (momento resultante de
latension o, conrespecto al e z) varia a lo largo de la barra, simultdneamente se produce esfuerzo de

corte O, (resultante detensiones 7, =Gy ) yaque debe cumplirse lacondicion de equilibrio:

oM,
Jx

Esta contradiccion se salva agregando la hipdtesis de rigidez transversal infinita ( G=0o0 ; obviamente, la

0, + =0 (343)

formula (3.9) deja de tener validez).

+a
Laenergia de deformacion elastica almacenada en el elemento es U :%I c.& dV :% J ij & dA dx .
Vv -a A

Reemplazando (3.41) y (3.42) setiene:

1+a azv 2 ) 1+a é’zv 2
U=5_J;E o _[y dAdsz_J;EIZ ) dx (3.44)

donde I, = [ ,y*d4
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Para el calculo de la energia cinética, en esta teoria s6lo se considera la inercia transversal:
2

T = % [ pdv dx (3.45)

El trabgjo virtual delafuerzadistribuida ¢, se produce con unavariacion de v:
oW =[q, ovdx (3.46)

En este caso también resulta de interés mostrar la aplicacion del principio de Hamilton, con el cual se
obtiene la ecuacion diferencial de equilibrio y las condiciones de borde naturales y esenciales.
Sustituyendo en (1.35) las expresiones (3.44), (3.45) y (3.46) setiene:

2 2 2
a i ov a
.[tz b} %J-ja pAv dx— EI (ﬁx j dx +J.:ra qy5v dxdt =0

0 sea

22
Ox?

[“3]“ pAv svdx—[""EI s
y |d-a PAY OV aXT o2

jd +I q,0vdxdt =0 (3.47)

Integrando por partes el primer término con respecto al tiempo:

tz s
L’f pA v%(é‘v)dt = {pAv&/} —f: pAV VSt (3.48)

tl
El primer término del segundo miembro de (3.48) es nulo, ya que el principio de Hamilton se aplica con
ov=0entr= y t=t.

Integrando por partes el segundo término de (3.47) con respecto alavariable x:

[“er Ak (5 8V]d F azvsaﬂ*“ [“er LA (3.49)
s P e ZﬁzﬁxJ_a e e '
Integrando por partes el ultimo término de la anterior:
3 3 +a 4
“EL L;ﬁ(a )dx =| EI ﬁ—é‘v —[*EI &—5vdx (3.50)
ox° 0x ox® L T ot

Lasustitucion de (3.48) y (3.49) con (3.50) en (3.47), da:

s a*y . [ 2 a8 I
I I —El,—5 —pAv+q Jéivdx LEI —5 J {EIZ —3st dt=0 (351)
-a Ox Y ox® ox Ox »
Dado que év esarbitrariono nulo en el intervalo ;< ¢ < t,, debe cumplirse la ecuacion diferencial:
El —+pA—7>-¢q, =0 (352
o>

y lascondicionesdebordeenx =—-a y x = +a:
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0/‘72 3

ElzaxZ:O 6 %zo; Elzigzo 6 v=0 (353 ab)
X

2

. 0 N . .
La condicion natural Elzé)—‘22= O implica la nulidad del momento flector en un extremo libre o
x

. . o2 _—
articulado (donde o, = 0), mientras que £/, 0”_‘; = 0 significa esfuerzo de corte nulo en un extremo
X

libre o con guia transversal (donde 7, , = 0).

En efecto: el momento flector se calcula con

B B 3 > 0 2y 3 2%y
M,=~[ yo,dd=~] yEe dAd=| y E——dA=El,—
ox ox
oy
Ademas, con (3.43) se deduce: Q, = —Elzg, donde Qy = IA Tyy dA .
Por consiguiente, |as condiciones de borde en una viga son:
62 63
a) extremo libre: —: = ; —‘; =0 (354 49)
Ox ox
82
b) extremo articulado: v=0 ; a—z =0 (3.54 b)
X
. ov %
C) extremo con guia transversal: —=0 ; —=0 (354 ¢
ox ox
0
d) extremo empotrado: v=0 ; 8—v = (3.54d)
X

3.4.2 Viga Timoshenko

Como ya ha sido mencionado, en vigas poco esbeltas e incluso con vibraciones de alta frecuencia
de vigas esbeltas, debe ser tomada en cuenta la deformacion producidas por las tensiones tangenciales,
como asimismo el efecto de la inercia rotacional de las secciones. Lateoria de vigas vibrantes que tiene
en cuenta solo la inercia rotatoria es conocida como viga Rayleigh. La hipétesis que utilizé6 Timoshenko
a incluir e efecto de las tensiones tangenciales, consiste en suponer que las secciones permanecen
planas durante e movimiento, pero no perpendiculares al ge longitudinal debido a las distorsiones por

corte.

En la Figura 3.4.2 se muestra una rebanada de espesor infinitesimal dx que, aparte de una

traslacion transversal v y unarotacion 6, , experimenta una distorsion uniforme y, y- El desplazamiento

u de un punto es producido por larotacion 6, , lacual esunafuncion dex: u(x,y) =—-»6, (3.55)

L as deformaciones no nulas son:

u 6
e =<8 -, 3.56
xS STV (3.56)
Yey = u,ov_ -0, + o (3.57)

_é’y ox  ° ox
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% ov -
AN oV -
ny ox P -
‘4 XY o -
AN

Hdx —
Figura 3.4.2: Elemento diferencial con deformacion por corte
. : .oy : .
Vale decir que la pendiente de |a elastica, 8_ esigua alasumadelarotacion 6, delasecciony de la
X

distorsion Yxy POr cOrte, estaultima supuesta constante en cada seccion (ver Figura 3.4.2). Sin embargo,
latension 7, = Gy enredidad no es constante, ya que con lacarga g, indicada en la Figura 3.4.1,

debe anularse en las caras superior e inferior de la barra. De modo que las secciones experimentan un
alabeo en lugar de permanecer planas. Una forma de salvar esta contradiccion consiste en poner un
coeficiente en la ecuacion constitutiva:

r,=kGy, (3.58)
donde Ty = Qy | A esel valor de latension, que se supone uniformemente distribuida en cada seccion.

El coeficiente x se denomina factor de corte, € cua depende de la forma de la seccion. En su trabajo
original Timoshenko adopt6 x=2/3 parala seccion rectangular, que es la relacion entre la tension media y
la maxima (en el eje neutro) que resulta al aplicar la formula de Colignon-Jouravski. Posteriormente se
comprobd que es mas conveniente determinarlo mediante equivalencia energética, imponiendo la misma
energia de deformacion elastica por corte en la rebanada infinitesimal, condicCion que se expresa:

1

mlT;,dV=i (Z‘xy)jdV

2Gy,
donde (Txy) es la expresion que resulta de plantear el equilibrio estatico de una porcion variable de la
c

seccion (formula de Colignon). Despejando, el factor de corte resulta:

2
Ty A

{(z‘xy)id/l

En el caso de la seccion rectangular, con esta formula resulta: x = 5/6.

(3.59)

K=

Se conocen otras formulas provenientes de estudios con la teoria de elasticidad, en las que el factor de

corte depende también del coeficiente de Poisson [3]:
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61+ 2
Coronacircular (m = linemol Fexterno) K= ( Uz(ler )2 (3.60 @)
(7 + 60) (14 m?f + (20+120) m?
1
Seccion circular: K= 6( il U) (3.60 b)
7+ 6v
. 2(1+v)
Tubo circular de pared delgada: K= (3.60 )
4+ 3v
Secci | 10+ ) 3.60d
Ci ¢ t : =X .
10n rectangular K 12+ 110 ( )
Tubo cuadrado de pared delgada: K= M (3.60 )
48 + 39
Laenergia de deformacion, en el elemento, es la suma de la producida por flexion y por corte:
U=3 V(O'XSX +T.7,, )dV = %IV (ng +KkGy 2 )dV
Sustituyendo (3.56) y (3.57) se obtiene:
v (00 +a o 2
U= %L, EIZ( E j dx +1 j KGA(E— ezj dx (3.61)

A laenergia cinética por desplazamiento transversal, dada por (3.45), se agrega ahora la correspondiente

d desplazamientou(x): T, = [, pi?dV =3[ p6Z [ y*dd dx=3["" pI. 62 dx
Luego, laenergia cinética total del elemento es:

T=1["pav?dc+3[" pI_ 62 dx (3.62)
Para €l trabajo virtual de lacargagq, serepite (3.46).

A continuacion se deducen las ecuaciones diferenciales y las condiciones de borde para este modelo de

viga vibrante. Reemplazando (3.61), (3.62) y (3.46) en laintegral de Hamilton:

Ltz{ra(,DA\"é‘\)‘*',Olz 92592—EIZ a6, @_KGA(Q—GZJ5(?—HZj+qy5v)dx}dt:0

—a ox Ox ox X

Integrando por partes |os dos primeros términos con respecto a ¢ (con v =0y 60, =0 ent=t, y t=t,):

t2
[pdvsvdr=|" pA\'/%é‘v dt = {pA\'/é‘v} — [ pAisv dt
tl
b
: . : 0 ) ‘) .
f pl, 060dt= f pAV—10560.dt = {plz 0 592} —I pl, 00606, dt
4 21 Ot 21
tl
Integrando por partes |os siguientes dos términos con respecto a la variable x:

+a 2
" EI %, iwz dx =| EI, P 50, | —["EI, 79, 56, dx
a ox Ox Ox -4 Ox?

—a
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+a 2
j”KGA(ﬁ—ezj[i&—aazjdx: KGA(ﬁ—HZ]5V ~[" kG4 OV _ Y. sy ax -
-4 ox ox Ox @ ox° Ox

—a

~[*xG4 (—V 6. j502 dx

X
Reemplazando en la expresion del principio de Hamilton:

| ¢+a 0% 56, . v +a
[, {j_a [KGA(g— - J—pAv+ qyjé'v dx—[KGA(a—szﬁv} +

2 +a
+["| EI 7Y a2 o - pl. 0. 6, dx—| EI Y- 50 dt =0
—a z axz 5)(,' z z 7z z z X z »

Dado que vy 6, son variables independientes, deben anularse por separado los factores de 6v y 60, .

Por o tanto, resulta un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

2 2
k6a22Y —eGal - a2 g 0
ox? Ox ot
2%0 o 0% 589
ELL S22 + kGAZE —kGAD, — pI. <=2 =0
Ox* Ox ot?
con |las condiciones de borde:
v =0 (desplazamiento nulo) ¢ xkGA (& - QZJ =0 (corte nulo)
Ox
P (3.64)
6.=0 (giro nulo) 0 El. > ==0 (momento flector nulo)
X
Las condiciones de vinculo de una viga son:
a) extremo libre: v_ 6,=0 ; %, =0 (3.65a)
ox ox
. o0
b) extremo articulado: =2=0 ; v=0 (3.65b)
ox
C) extremo con guia transversal: ? -0.=0 ; 6.=0 (3.65¢)
X
d) extremo empotrado: v=0 ; 6,=0 (3.654d)

Cabe destacar que con €l sistema (3.63) constituido por dos ecuaciones diferenciales de segundo orden,

es posible deducir una ecuacion diferencial de cuarto orden en la variable v, 0 aternativamente en la
variable 6, [10].
3.5 Elementos bidimensionales

Esta denominacion se refiere a los elementos gque se utilizan para analizar 10s estados planos, tanto
de tensiones como de deformaciones. También podria ser incluido el caso de sélidos de revolucion

cuando €l analisis se limita a desplazamientos axisimétricos.
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El objeto de aplicar el principio de Hamilton en los casos precedentes ha sido mostrar como se llega a la
ecuacion diferencial y qué condiciones de borde deben cumplirse. En los elementos bidimensionales que
se estudiaran a continuacion, el andlisis se limita a determinar las expresionesde U, Ty oW . En este
caso, la aplicacion del principio de Hamilton resulta mas dificultosa debido a que las integrales cubren
unaregion bidimensional (la integracion por partes en dos dimensiones se realiza aplicando laformula de
Green). Por otra parte, paraimplementar el método de elementos finitos no son necesarias las ecuaciones

diferenciales si se conocen las funciones de energia.

3.5.1 Estado plano de tensiones

En la practica a menudo se presentan problemas en los que el régimen de tensiones se aproxima al
estado plano. Por ejemplo, un sélido prismatico de altura / (espesor) con su plano medio en e plano
coordenado x-y, como se muestra en la Figura 3.5.1. Las fuerzas externas, paralelas a plano x-y, se

distribuyen uniformemente sobre el espesor 4.

Los planos z=+/, se encuentran libres de carga. En estas condiciones es razonable suponer que las

tensiones o,,7..y * nulas en dichos planos, también son nulas en todo punto del sélido

zy !
(especiamente si €l espesor es pequeno). Por consiguiente, el estado de tensiones queda definido por dos

componentes normales (o, ay) y unatangencia (Txy ). Ademas se supone que no dependen de z.

hl2
hil2

X, U

Figura 3.5.1: Sélido prismatico de altura (espesor) h

Queda claro que los puntos del plano medio (z=0) solamente se mueven en el plano x-y. A este modelo

agunos autores |o denominan elemento membranal.
Laenergia de deformacion elastica se expresa:

U= %JV(Gxgx 10,8 T Tyly )dV - %IAMGXEX TOEy Ty Ty )dA (360

donde A es el area de la superficie media. Con notacion matricial: U= %j 4 {O'}t {8}dA (3.67)
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Las ecuaciones constitutivas en el caso de isotropia se obtienen poniendo o, =7, =7,, =0 en (3.8),

resultando:
2(1+v) 1

€, :%(O'x —uay) .8, :%(O'y —UO'X) ; T =T T (3.68)

Dado que la deformacion ¢, no interviene en la expresion de la energia, no participa en forma directa en

el analisis y puede ser calculada una vez conocidas lastensiones o, y o,

P =—%(ax +o,) (3.69)

z

Larelacion matricial (3.8) en este caso se reduce a:

&, 1 - 0 o,
fel=te, f=%|» 1 0 |o |=[p]*{o} (3.70)
yxy 0 0 2(1+U) Txy

L as relaciones constitutivas pueden expresarse en laforma {o'} = [ D |{¢} , invirtiendo lamatriz [D] ™

0
[D]= E2 v 1 0 (3.71)
1-v 1-o
00
L 2
Reemplazando {o }' = {g }I[D] en (3.67) resulta:
U= %jA{g}’ [D]{e}da = %jAlfﬁz (gf + 2088, + &} +1_Tuyfyjd14 (372

Sustituyendo |as componentes de la deformacion en funcion del desplazamiento, dadas por (3.4):

2 2 2
U=if B8] (9, 0u 0 [V ] [Arupdu OV, (373
A1-0% | Ox oxJdy \2y 2 \Jdy OJx

En el caso de material ortétropo, las ecuaciones constitutivas para el estado plano de tensiones toman su
forma mas simple haciendo coincidir los ejes x-y con |as direcciones principales de ortotropia [11]:

&y inl(Ux _Ulay) » &= Eiz(ay _UZGX) v T S Gilzfxy (3.74)

donde v = V12 = —gy/gx parael estado uniaxial en ladireccion del eje x (oy# 0, oy, = 0)
y U2=vp1=-¢/¢, parael estado uniaxial enladireccion del eje y (0y =0, 05, # 0)
Haciendo o, =0 en (3.74) resulta: &, = 0, /E1;, & =— L 0,/E>; luego: vy = -,/ = Ly E1/E>
ycon o, =0 en(3.74) resulta &,= 0,/E>; & =— v10,/E1;luego: v =—&. /g, = L1E2/Eq
Por consiguiente, se cumple la denominada condicion de simetria:

U]_E2 = UzEl (375)
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Laformamatricial de las ecuaciones constitutivas (3.74) para el estado plano de tensiones es:

&, 1E, -ulE O o,
leh=1e, t=|~v,/E, VE, 0 |o,|=[D]"{c} (3.76)
- 0 0 UGpl|r,

Parapasar alaforma {o} =[D |{¢ |, seinvierte |amatriz D]

E  0E 0
vE, E, 0 (3.77)
0 0 Gp-uvw,)

1
[D]=
1-vyv,
En virtud de laigualdad (3.75) las matrices [D] y [D]_1 son simétricas. Es conveniente aclarar que en
elasticidad ortotropica el modulo de elasticidad transversal G2 no resulta expresado en funcion de las
restantes constantes elasticas (E1, Ep v vp). Por otra parte, poniendo E1=Ep=E, vi=uLy=vL Yy

G1o=G="%E/(1+0v) en (3.77), lamatriz [ D] se reduce ala constitutiva de elasticidad isotropica (3.71).

Reemplazando ahora {o }' = {g }l[D] en (3.67) resulta la siguiente expresién de la energia de

deformacion para el caso de ortotropia en el estado plano de tensiones:

1

by L
2°11- v,

= (Elgf +(Ew, + EQuy) g6, + Ezgy2 + G, (1- Uluz)y)fy) dA (3.78)
Es importante destacar que las tensiones y deformaciones que intervienen en (3.74), (3.76), (3.77) y
(3.78) corresponden a las direcciones principales de ortotropia. Cuando los ejes coordenados x-y no
coinciden con dichas direcciones es necesario realizar la transformacion. Manteniendo la notacion [D]
para la matriz constitutiva referida a sistema coordenado x-y, e indicando ahora con [Dy,] la matriz
congtitutiva (3.77) referida a los gjes materiales 1-2 de ortotropia, se aplica la siguiente transformacion
[15]:

[D]=[R]'[D12] [R] (3.79)

donde [R ] esfuncién del angulo « dirigido en sentido antihorario desde el gje x hacia el eje materia 1:

cosfa  sen‘a ;senZa
[R]=| sen’a  coa —;senZa (3.80)

—Sen2a  sen2a CcoS2a

Laenergia cinética del elemento no depende de las ecuaciones constitutivas. Viene dada por:

T:%ij[u2+1}2]dV:%jAph(u2+\>2JdA (3.81)
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Finalmente, s ¢.= p. & Yy ¢,= p, h son las componentes de la fuerza distribuida sobre la linea de
interseccion del solido con el plano coordenado x-y (contorno del elemento bidimensional), € trabajo

virtual se expresa:
SW = j L(qx&t +q,0v)dL (3.82)

donde dL es €l arco diferencial del contorno lineal.

3.5.2 Estado plano de deformaciones
En la practica también se presentan problemas que pueden ser resueltos con un modelo de estado

plano de deformaciones, donde son nulas las componentes &,, 7,, Y Yy - En este caso, la componente w

del desplazamiento también es nula en todo punto del modelo.

A continuacion se obtienen las expresiones para materiales elasticos isotropos. Las relaciones

constitutivas se deducen poniendo ¢, = 7,, = Yoy = 0 en(3.5), conlamatriz[D ] dadaen (3.6):

o, P 1-v v 0 &,
= S ——— 1- 0 =D 3.83
{U} O-y (1+U)(1— 20) v v 1o gy [ ]{g} ( )
Ty 0 0 _2 O 7

Con laterceraecuacion de (3.5) se halla la expresion de o, :

_ LvE

o, m(ex +€y) = U(O‘x +ay) (3.84)

Estatension no interviene directamente en el analisis, ya que no forma parte de la expresion de la energia

de deformacion. Se puede calcular una vez conocidas las tensiones o, y 0.

Se comprueba que la matriz [D] no es la misma que para €l estado plano de tensiones, siendo ésta la

unica diferencia entre los dos modelos bidimensionales.
Sustituyendo (3.83) en (3.67) setiene:

U =%fAh{g}t [D]{e}d4 :%JA#}LZU)(@_U)(‘?E + gyz)+ 2vs, &, + 1_220 ;/;‘;/jdA (3.85)

y en funcion de los desplazamientos:

Y B P | R N 0 AP ] A
U2L’(1+U)(1—20){(1 U{[O”x} J{ﬁyj +205x5y+ 2 [ﬁy+ﬁxj ”dA (386)

Paralaenergia cinética y el trabajo virtual de las fuerzas externas, se repiten las formulas (3.81) y (3.82),

respectivamente.

Dado que latinica diferencia con el estado plano de tensiones se presenta en la expresion de la energia de

deformacion elastica, se puede recurrir a un artificio que permite resolver el estado plano de
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deformaciones con las formulas del estado plano de tensiones, modificando adecuadamente las
constantes mecéanicas £y v. Si E. y v, son los valores ficticios a ser adoptados para €l célculo, deben

satisfacer la condicion de igualdad de las respectivas energias de deformacion (3.72) y (3.85):

E

C

1-v

c

1-v,

E 1-2v
(gf + gyz +20.6.&, + yfy] = m((l—u)(sf + 8y2)+ 2ve.&, + > }/fy)

Para que esta condicion se satisfaga independientemente de los valoresde ¢ ,&, Y v,, debe cumplirsela

igualdad término a término:

E, E(1-v) v.E, vE E, E
1-v?  (1+v)(1-2v) 1-v?  (1+v)(1-2v) 1+v, (1+v)
De las dos primeras se deduce: v, = 1L (3.88)
-v
Reemplazandola en la tercera, resulta: E = 12 (3.89)
-v

Cuando v = 0, ambos estados son coincidentes.
3.6 Elementos de placas

La misma Figura 3.5.1 es un esquema de placa, pero sujeto a una fuerza transversa p_(x,y)
distribuida sobre el plano medio. Por ende, la placa se flexiona. La componente w del desplazamiento de
los puntos de dicho plano medio ahora no es nula, aunque se supone pegueiia frente al espesor 4 de la

placa.

De un modo similar que para €l caso de vigas, se describen dos modelos: uno con la teoria elemental
(Germain-Kirchhoff) valida para placas delgadas, y otro con una teoria algo mas avanzada (Mindlin) para

placas moderadamente gruesas.

3.6.1 Flexion de placas delgadas

Estateoria se basa en las siguientes hipotesis simplificativas:

a) w peguefio con respecto al espesor /.

b) tension o, despreciable.

¢) u=v=0 en € plano medio (z=0).

d) lasnormales a plano medio permanecen rectas y normales ala deformada de dicho plano.
En consecuencia, las componentes u y v del desplazamiento de un punto de la placa, se expresan:

ow

V,Z)=—z— 3.90
u(x y z) z w ( a)
v(x,y,z) = —ZZ—;V (3.90 b)

donde w(x,y) eslafuncion del desplazamiento de los puntos del plano medio (“elastica” de la placa).
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L as componentes de la deformacion son:

Ju 22w v 2w Ju v O%w
Ey=——=—I—YF | §,=——=—I—F | Y,=——+—=-2
Ox Ox* Y Oy Ay? Y Jdy Ox Ox0y
(3.91)
dv ow_ Jdw Jw . ow Jdu Ow Ow
Vo =5t 5 =5t =0 Yox =5t - =5 "5C =0
Y9z Oy oy Oy ox Oz JOx Ox

Ladeformacion ¢, esirrelevante, ya que el producto o_&. no interviene en la energia de deformacion
por ser despreciable lacomponente detension o, .

El vector deformacion queda expresado en la forma:

{e}=-z0 =5 t=-z{1} (3.92)

2
5 o°w
oxoy

donde {x } es el denominado vector delas “curvaturas” del plano medio de la placa.
Laenergia de deformacion es: U= %L/(Uxé‘x +0,8, +T, 7y, )dV = EJV{G}Z {ebaV
Poniendo {o}' = {¢}'[D] y sustituyendo {&} =z {y }, setiene:

I 20 YDl lav = I IZ VD) )d=dA = J' ) [Dligas (3.93)

Dado que la deformacion en la direccion z no esta restringida, debe utilizarse la relacion constitutiva del

estado plano de tensiones, con la matriz [D] dada en (3.71) para materiales isotropos. Desarrollando,

resulta:
2. \? 2. \? 2 2 2. )2
U=3],D|| 22| +| T2 20| TN ZY | p-0) L | Jaa 394
Ox Oy ox* \ oy ox0y
- . Eh®
donde D eslarigidez flexional de la placa: D=—— (3.95)
12(1-0°)

En el caso de placas ortotropas con los ejes materiales coincidentes con los coordenados x-y, laenergia U

se obtiene reemplazando lamatriz [D] dada en (3.77). Desarrollando:

2. \2 2 2 2 2
U=ij D, LV: D, Lf +2D,v, aV: af wap | Ol (399
4 0x oy ox“ \oy 0x0y

En® _ E,h® Gyoh®

— Dy=—"%——; D,=
12(1-vw,) 2 12(1-vw,) D)

donde: D, =

(3.97 a,b,c)
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En esta teoria elemental de placas delgadas, la energia cinética se calcula considerando solamente el

desplazamiento transversal:

T=1[,pw?dV =3[, phw*da (3.98)
El trabajo virtual delacargap. se expresa:

SW =, p. owddA (3.99)

3.6.2 Flexion de placas moderadamente gruesas

Del mismo modo que las deformaciones por corte y lainercia rotatoria de las secciones adquieren
importancia a disminuir la esheltez de una viga, los mismos efectos deben ser tenidos en cuenta en

placas cuyo espesor superala décima parte de la longitud de onda del modo de vibracion.

Cuando las deformaciones por corte son tomadas en cuenta, ya no puede suponerse que las normales al

plano medio permanecen normales a la deformada, aunque si se acepta que se mantienen rectas (teoria de

Mindlin). Si 6, (x,y) y 6,(x,») son las componentes cartesianas de las rotaciones de dichas

normales, los desplazamientos u y v de un punto de la placa se expresan:

ulx,y,z)= z0
(x.22) g (3.100)
v(x,y,z) =—z0,
En consecuencia, las deformaciones resultan:
ou 20, v a0, du Ov a0, 00,
E,=—=1z , E, =—=—Z F Y = + =z -
ox ox Yoy oy Y0y Ox oy Ox
(3.101)
_ow du_0ow o . _ow 9v_Ow_,
Te =% "6z ox ¥ 1®

0 y 0z Jdy
. . ow . L
En este caso tampoco interviene £, = —, ya que se mantiene la hipotesis de que el producto o.¢, €s
oz

despreciable. Agrupando ¢, &, 7, enel vector {} , setiene

a0,
. ox
! o0
{e}=1¢, t=—2 ﬁyx =—z{x} (3.102)
}/xy agx aey
ox Oy

Cabe destacar que si las distorsiones y,, y ., se consideraran despreciables, se cumpliria 0, = ? y
y

Hy = —? . Al reemplazarlas en (3.102) se reproduce €l vector de las curvaturas para placas delgadas.
X
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Por otra parte, agrupando las distorsiones y_. y Y2y €N el vector { }/} , las tensiones 7_, y T, en el

vector {2’} , Y sumando las energias de deformacion por flexion y por corte calculadas por separado, se
tiene:

_1 ! 1 t
U—EIV{G} {8} dV+§IV{T} {7/} dv (3.103)
Para tener en cuenta el efecto de la variacion de las tensiones de corte en el espesor de la placa, se

introduce un factor x en la correspondiente relacion constitutiva:

{r} =xG{y} (3.104)
El factor de corte x usualmente se toma igual a de una viga de seccion rectangular, x =5/6. Algunos
autores adoptan x = 72/12, gue difiere muy poco del anterior.

Reemplazando {o}’ = {&}'[D] y{&} = -z{x} en(3.103), setiene:

U =31, 1y [P} dat + 3 kG {7} da 2109

Operando con lamatriz [D] paramateriales isotropos dada por (3.71), finalmente resulta:

2 2 2
06 06 _ 0
Uz%jAD[ y] +£MXJ Lyl 26 1 ”(%X— y] dA +

v
ox oy ox Oy 2 \dx Oy

2 2
1] kGl [ 2240, | +[ 2 g | a4
4 ox 7 oy

Para placas ortotropas, la expresion de la energia de deformacion se obtiene sustituyendo en (3.105) la

(3.106)

matriz constitutiva [D] dada por (3.77). Suponiendo G23=G31=G 'y operando, resulta:

2 2 2
o0 o0 o0
4 ox oy ox Oy ox Oy

2 2
+1[ kG h Vo | |20 | |aa
4 ox 7 oy

Por otra parte, en esta teoria de placas moderadamente gruesas corresponde calcular la energia cinética

(3.107)

con las tres componentes del desplazamiento:

T=%fp (a% V2 wzjdv (3.108)
Sustituyendo las expresiones de u y v dadas en (3.100), e integrando sobre z entre ~%4 y
R o 2
T=3%[p | 0t [+ hv" |dd (3.109)

Para el trabajo virtual de lafuerzadistribuidatransversal se repite la expresion (3.99).
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS

4. EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

4.1 Introduccion

La respuesta dinimica de componentes estructurales simples, como una barra homogénea de
seccion constante vibrando con un modo longitudinal o torsional, o con un modo transversal por flexion,
puede ser hallada resolviendo las ecuaciones diferenciales del movimiento e imponiendo las condiciones
de borde apropiadas. Sin embargo, en muchos casos practicos las propiedades geométricas y mecanicas
son variables, o laforma de los bordes en model os bidimensionales no puede ser descripta con funciones
conocidas, resultando practicamente imposible obtener la solucién analitica exacta. Existen diversos
métodos para hallar soluciones aproximadas, analiticas 0 numéricas. Una soluciéon aproximada es
numérica si se obtienen valores aislados de la solucidon en diversos puntos del dominio; es analitica si la
soluciéon exacta es reemplazada por otra funcidn, la cual queda determinada con valores de un ntimero

finito de parametros que la definen.

A continuacion se describe una de las técnicas mas utilizadas, el método de Rayleigh-Ritz [10].
Fue introducido por Lord Rayleigh en 1870 y luego generalizado por Ritz, en 1909. Es aplicable cuando
se conoce e funcional, que en los problemas de dinamica de solidos elasticos es la expresion (1.35) del
principio de Hamilton. Una modificacion de este procedimiento conduce a una de las formas de
aplicacion del método de los elementos finitos. Ambas técnicas seran explicadas con € problema, mas

simple, de vibraciones longitudinales (elemento uniaxial).

En este curso, € analisis dinamico se limita a calcular las frecuencias y modos naturales de
vibracion de modelos estructurales elasticos lineales sin amortiguamiento, de modo que en €l principio

de Hamilton €l término W esnulo.

4.2 Método de Rayleigh-Ritz

Se plantea el problema de calcular las tres primeras frecuencias naturales de la barra homogénea

de seccion constante empotrada-libre, vibrando longitudinal mente (ver Figura 3.2.3). La solucion exacta

en este caso no ofrece ninguna dificultad: la ecuacion diferencial (3.28) con ¢, =0 es:

2 2
EAﬁ”Z‘—pAag‘=o (4.1)
ox ot
Paratodo ¢, |as condiciones de bordes son:
u=0, en x=0
4.2
ou
EA—=0, enx=L
ox
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En vibraciones libres el movimiento es armonico, vale decir que el desplazamiento puede ponerse en la

forma:

u(x,t) = u(x) senwt (4.3)

donde u(x) es la amplitud del movimiento de la seccién situada a una distancia x desde € extremo

empotrado. Derivando dos veces con respecto al tiempo:

2
% = —w’u(x)senwt = —w*u(x, 1) (4.4)
t

Reemplazando (4.3) y (4.4) en laecuacion diferencial (4.1), y dividiendo por £4 senat, se obtiene:

d%u(x)

>+ Q%u(x) =0, donde %= w? 2 (4.5)
dx
Lasolucion de esta ecuacion diferencial es:
u(x) = C; senQx + C, cosQx (4.6)
L as dos condiciones de borde (4.2) ahora se expresan:
u(x)=0, enx=0
d
ulx) =0, en x=L
dx
Introduciéndolas en (4.6) resultan: ~ C,=0 y QL =(2j— 1)%, j=12,...
E T |E T | E
Despegjando w; delaultima: 0, =Q. [—=(2j-1)—, [—=(2j-1)= |— 4.7
€espel j J J\/;(J )2Lp(j )szz (4.7)
Los modos de vibracion se obtienen reemplazando €2; en (4.6):
2j-Drx .
uj(x)=ClsenM, i=12,.. (4.8)

2L

La constante C; queda indeterminada. Representa la amplitud del desplazamiento del extremo libre, que

puede hacerse igual ala unidad.

Existen infinitas frecuencias naturales (un sistema continuo posee infinitos grados de libertad). La

menor es lafrecuenciafundamental, que se obtiene poniendo j =1 en (4.7):

T | E

2 pL2
En la Figura 4.2.1 de la pagina siguiente Se muestran los tres primeros modos de vibracion y los
respectivos valores del coeficiente de frecuencia adimensional Q = oL (p/E)%, redondeados a quinto

digito significativo.
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uy = sen(zx/2L) up = sen(3zx/2L) uz = sen(5zx/2L)
1 1 1
0.8
0.5 0.5
0.6
0.4 0.2 0.4 0.6\0.8 1 0.2 0 0.6 s 1
0.2 -0.5 -0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 -1
0,= 15708 0,=4.7124 Q5= 7.8540

Figura 4.2.1: Desplazamiento axial u(x) de los tres primeros modos naturales

En el método de Rayleigh-Ritz la solucion es aproximada con una serie finita de la forma:
u(x 1) =, (6,0 = X0, (), (1) (410
Jj=1

donde w ; son funciones del tiempoy ¢ ; son adecuadas funciones de x, linealmente independientes,
cada una cumpliendo las condiciones esenciaes del problema (en este caso ¢ ;= 0 enx=0). Este ultimo
requisito es debido a que el principio de Hamilton, como ha sido demostrado en la Seccion 1.5, puede
deducirse a partir del principio de los desplazamientos virtuales, y éste implica el cumplimiento de tales
condiciones.

Las funciones ¢, (x) son linealmente independientes cuando la ecuacion i ap; (x) = 0sdlo se cumple

j=1

conga; = 0 (j=1...n). Por ggemplo, las funciones polinémicas de distinto grado y las trigonométricas,
entre otras menos sencillas, son linealmente independientes. Precisamente, € uso de polinomios
algebraicos garantiza la convergencia del método, ya que un conocido teorema del analisis matematico
establece que toda funcion continua en un intervalo puede ser uniformemente aproximada con
polinomios; o sea que puede ser expresada mediante una serie finita o infinita de polinomios. Lo mismo
vale para funciones continuas de dos 0 mas variables.

El paso siguiente es aplicar e principio de Hamilton con la solucién aproximada (4.10). Paraello
es necesario conacer las funciones de las energias 7'y U, ahora en € intervalo 0<x<L, que fueron

halladas en la Seccion 3.2 para el elemento uniaxial en €l intervalo —a<x<+a:

L
T=1[pAu’dx (4.11)
0
L 2
U=1[E4 (@j dx (4.12)
0 ox

Las funciones ¢, (x) deben ser continuas en €l intervalo 0<x< L debido aque en laexpresion de
U interviene la derivada primera, la cual no debe hacerse infinita en ningan punto del intervalo para que
laintegral (4.12) no resulte indefinida.

Por otra parte, todo sistema deformable continuo consiste de infinitos puntos moviles, y por ende

posee infinitos grados de libertad (esto ha sido comprobado con la solucion exacta del ejemplo de la
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barra empotrada-libre, elegido para la descripcion de los métodos). Al suponer que el movimiento queda

representado por la serie (4.10), e sistema continuo es reducido a un sistema discreto, con un nimero
finito n de grados de libertad. Esto es equivalente a imponer condiciones adicionales a la serie infinita

que representa a la solucion exacta:

Uy (x,0) = Z(Djl//j (4.13)
j=1
cuando las mismas son lasrestricciones @,+; = @pi2 = Qi3 =....=0 (4.14)

Vale decir que se realiza un truncado de la serie infinita. Desde un punto de vista tedrico es importante

t
destacar que las restricciones (4.14) implican que la integral 1, :j(T—U)dt, al calcularla con la

21
solucion aproximada u,(x,f), es mayor que el verdadero minimo que resultaria con la solucion exacta
u(x,7). De manera que al ir aumentando el nimero de términos » de (4.10) deberian obtenerse valores

decrecientes de laintegral:

L>0>.>1 (4.15)

Ental caso sedice que las series u,(x,t), u,(x,?),...u, (x,¢) forman una secuencia minimizante.
Por otra parte, la solucion (4.10) cumple exactamente las condiciones esenciales, impuestas a ®; (x),

pero no es solucion de la ecuacion diferencial ni satisface exactamente |as condiciones naturales.

Reemplazando (4.10) en (4.11) y (4.12) se obtienen Ty U del sistema discreto:

2
1% Lo
TZEJ.,DA(Z(D]- W‘/} dx (4.16)
0 Jj=1
1t (2 i
U:—jEALZ(o}t//jJ dx (4.17)
25 U=
do .
donde: ¢’ = —
? dx

La aplicacion del principio de Hamilton puede Ilevarse a cabo con las ecuaciones de Lagrange

deducidas en la Seccion 1.6 para sistemas discretos, adoptando y;, como coordenada generalizada.

Utilizando (1.79), sin amortiguamiento ni fuerzas externas, las n ecuaciones de Lagrange se expresan:

di ar +§—U=o, k=1.n (4.18)
o, ) Y

Con (4.16) y (4.17) se obtienen:
d| or | * noo
—|——|=[pA| Xy, |pdx (4.19)
dt é’y/k 0 j:]_
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L n
—=IEA(Z @; t//j}o,;dx (4.20)
5 ;

Cuando el movimiento es armonico, las funciones y; (¢) pueden tomar laforma:
y;(t) = a;senot (4.21)
donde |os coeficientes g; por e momento son desconocidos.
Por consiguiente: (1) = —wa ; senot (4.22)
Sustituyendo (4.21) en (4.10):
u,(x,t) = i a;p;(x) senawt (4.23)

Jj=1
En consecuencia, la expresion aproximada de laamplitud del movimiento arménico, con » términos, €S:

1, (1) = Y a0, (x) (4.24)
=1

Reemplazando (4.21) en (4.20), (4.22) en (4.19), y sustituyendo en (4.18), resulta:

L n L n
—a)szA(Z ajqoj)(okdx+ jEA[z aj(pj'.](p,;dx =0, k=1.n (4.25)
0 J=1 0 j=1

Con notacién matricial se escribe: ([K] -0’ [M ]){a} = {0} (4.26)
donde la componente K;; delamatriz [K] se obtiene con:

L
K, ; = [ EAp,¢)dx (4.27)
0
y lacomponente de lamatriz [ ] con:
L
M, ; = [ pAp, ¢, dx (4.28)
0
Se comprueba que ambas matrices son simétricas. Si bien [K] se obtiene derivando la energia de
deformacion, no siempre es una matriz de rigidez con el significado que tiene en el analisis matricial de

estructuras, ya que |os coeficientes a; en general no son desplazamientos. La matriz [M] tampoco tiene €l

significado de la matriz masa del analisis estructural.

Los valores de @ que se obtienen resolviendo el problema de autovalores dado por (4.26) son
aproximaciones por exceso (cotas superiores) de las frecuencias angulares del modelo continuo. En

teoria, con € aumento de » resultan valores decrecientes, cada vez mas cercanos a los exactos.

Pararesolver e problema de vibraciones longitudinales de la barra empotrada-libre se pueden adoptar 1as

funciones ¢, = x’ de manera que |a serie (4.24) es un polinomio de grado ». Cada funcion ¢ : satisface

la condicion geométrica ¢; (0) = 0. Con estas funciones aproximadas, |as componentes de las matrices

[K]y [M] resultan:
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L . / .
K, =K =[EAkjx"""?dx= Ik gy (4.29)
r k+j 1 j+k+1
M, =M, =[pAx"Tdx=—"—pal’ 4.30
v =M, (I)p G (4.30)

Con un solo término (k = = 1) laecuacion matricial (4.26) se reduce a una nica ecuacion escalar:

3
EAL—a)ZpAL— aq =00 = 3—E2 ~1.7321 iz (4.31)
3 pL pL
Este resultado es aproximadamente 10% mayor que la solucion exacta [10]: o, =% fiz ~1.5708 /LZ .
pL pL

Con un solo término, el modo fundamental queda representado por la funcion lineal u,(x) = a;x, donde

w(x) x uy (L)

a, esarbitrario. Con a, = 1 setiene —— = —, de manera que
L L

=1.
Con dos términos (k=1,2; j=1,2) se obtienen dos ecuaciones:
L L
con k=1, j=1,2: (EAL ~o’pA ?Jal + (EALZ — o’ pA T] a,=0
(4.32)

L ar’ r
con k=2, j=1,2: (EAL2 — a)szjj (EA?— w’pA sjaz =0

_ - L I? , [13/3 */a|\(a) (O
Con notacion matricial: EA - pA = (4.33)
12 4’3 */a °f5])az) (O

Dividiendo por E4 y poniendo 4 = Q® = w®L* p/E , sellegaalasiguiente ecuacion de autovalores:

L I? L/3 ?/4]\[«) (O
oy = (4.34)
12 4r*/3 12/4 */5])az) (O
La ecuacion caracteristica es: A% — ﬁl +80=0, cuyas raices son A; =2.48596 y A, =32.1807.

Con ellas|as frecuencias angulares resultan: @, =1.5767 / y @, =56728 / 7
P

Los errores por exceso en @, y w, son aproximadamente 0,4% y 20%, respectivamente.
Reemplazando 1, en (4.34) se obtiene: a; = —2.2190 a,L. Adoptando a; =1.82711, el modo fundamental

queda descrito con u(x)=awx+axx®= 1.82711 x—0.82711 x%/L, 0 sea: u(x)/L=1.82711 x/L — 0.82711(x/L)>.
Analogamente, sustituyendo A, en (4.34) y operando se obtiene: u(x)/L=2.62711 x/L — 3.62711(x/L)2.

En la Figura 4.2.2 se muestran ambas parabolas cuadraticas junto con las soluciones exactas. En el

grafico del modo fundamental se observa que la diferencia entre ambas soluciones es muy pequefia.
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Q,=1.5708 Q,=4.7124
1 ~_ 1
0.8
0.5
0.6
0.4 0.2 0.4 0.6 8 1
0.2 -0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1
Q.= 15767 Q,=5.6728

Figura 4.2.2: Modos exactos y aproximados de vibracién axial de la barra empotrada-libre.

Es muy sencillo codificar el agoritmo definido por las formulas (4.29) y (4.30) para el calculo, mediante
computadora, de las matrices [K] y [M]. Las mismas se almacenan en un archivo de salida para luego
hallar los autoval ores con |los programas disponibles, descriptos en el Capitulo 2. En la tabla siguiente se
dan los valores del coeficiente adimensional de frecuencia para los tres primeros modos naturales de

vibracion. La solucion exacta es Q, = 7/2, Q, = 37/2, Q, = 57/2.

Tabla4.2.1: Vaoresde Q,, O, y Q, (Rayleigh-Ritz)

n Q, Q, Q,
1 17321 | - | -

2 1.5767 56728 | = -

3 1.5709 4.8365 10.447
4 1.5708 4.7246 8.3309
5 1.5708 47131 7.9387
6 1.5708 4.7124 7.8653
7 1.5708 4.7124 7.8550
8 1.5708 4.7124 7.8541
9 1.5708 4.7124 7.8540

Se comprueba que €l grado de convergencia decae con € orden de la frecuencia. Para reproducir la
solucion exacta con cinco digitos se requirieron 4 términos para Q,, 6 términos para Q, y 9 términos
para Q,.

Cabe mencionar que debido a los errores de truncado gue realiza la computadora en las operaciones
aritméticas, las matrices [K] y [M] pueden resultar mal condicionadas, con situaciones que llegan a
invalidar el calculo de los autovalores, como ser: division por cero, raiz cuadrada de un nimero negativo,
desbordamiento (overflow), o resultados total mente carentes de precision. Los valores consignados en la
tabla anterior fueron obtenidos con el programa MITIN1Q# que opera con aritmética de doble precision
(16 digitos significativos), ya que con n>5 se presentaron problemas a operar con simple precision (7

digitos).
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EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS
Es importante sefialar que con el método de Rayleigh-Ritz se obtienen mejores resultados cuando las

funciones ¢ 5 (x) son mas adecuadas para describir los modos naturales de vibracion. En particular, se

obtienen valores exactos de las frecuencias cuando la serie (4.24) describe los modos de la solucion

exacta

u(x) = Za sen(2) — 1)—— (4.35)

j=1

En efecto: reemplazando ¢ (x) = sen(2; -1 %z en(4.27) y (4.28) seobtiene:

L
Ky, = | EA; ()¢} (x)ds =
0

2 0sij#k

= [ EA(2k -1)(2/ 1)— cos(2k — 1)—cos(2 —1)—dx— 2
I izl gf[(zj 1)2} sij=k

0 sij+k
A, (x x)dx = pA|sen(2k — 1—sen2 —Ddx =
Ip @ (¥)9; (x) ,OI ( ) (2/-9) %pAL =k

Ahoralas matrices [K] y [M] son diagonales, |o cual es consecuencia de la propiedad de ortogonalidad

de las funciones ¢(x) y de sus derivadas ¢'(x). Por consiguiente, resultan n ecuaciones escalares

desacopladas:

EA . VA 2 2 i .
A (2]—1)5 —w; pAL ja; =0; j=1.n (4.36)

De cada una de ellas se despeja la correspondiente frecuencia natural :

| E
=(2;i-1)= [— 4.37
(2 )2 P (4.37)

coincidente con la solucién exacta dada en (4.7).

Por otra parte, a sustituir o, :% en las n ecuaciones (4.36), se deduce que los coeficientes a j

pL?

. . , . 3 E
son nulos, excepto a; que resulta indeterminado. Analogamente, cuando se sustituye , =7ﬂ /—2
pL

resulta a, indeterminado y nulos los restantes coeficientes. En general, sustituyendo o, = (2, —1)% /—Ez

resulta a; - indeterminado, y los restantes coeficientes nulos. Vale decir que cadatérmino de la serie

(4.35) es el respectivo modo natural de vibracion.

De este gemplo simple de vibracion longitudinal se pueden destacar las principales caracteristicas del

método de Rayleigh-Ritz, y sacar algunas conclusiones:
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1. Lasolucion aproximada y las funciones de energia se establecen para todo el dominio de definicion

del problema.

2. La convergencia depende del tipo de funciones adoptadas para la aproximacion del desplazamiento.
Dichas funciones deben satisfacer las condiciones de borde esenciales, no siendo necesario que
satisfagan las condiciones de borde natural es.

3. Lasmatrices simétricas [K] y [M] resultan Ilenas (en general, todas las componentes no nulas).

4. Aunque tedricamente se cumplan las condiciones de convergencia, pueden y suelen aparecer

problemas numéricos al aumentar el nimero de términos.

4.3 Método de Elementos Finitos

El principal inconveniente del método de Rayleigh-Ritz radica en que no siempre es facil encontrar
funciones adecuadas para todo €l dominio de definicion, y que al mismo tiempo satisfagan las
condiciones de borde geométricas del problema. Con el método de los elementos finitos esta dificultad
desaparece. La funcion aproximante sobre el dominio total ahora se define de la siguiente manera
[1,5,6,7,12,15,16,17,19]:

1. Se selecciona un nimero finito de puntos de referencia en el dominio, denominados nodos del

model 0.

2. Se adoptan como incognitas, en cada nodo, los valores del desplazamiento y las sucesivas derivadas
hasta e orden de las gue intervienen en las condiciones de borde esenciales del problema, que
resultan a aplicar e principio de Hamilton. Cada incognita constituye un grado de libertad del

model o discreto.

3. Se divide e dominio en subdominios (elementos finitos). En cada uno se adopta una funcion
aproximada del desplazamiento, que resulte total y uniformemente definida con los grados de libertad
de los nodos pertenecientes al elemento finito. Para ello, la funcién adoptada se expresa con una
combinacion lineal de los grados de libertad, de tal manera que el factor de cada uno de ellos es una
funcion de valor unidad cuando se calcula en el nodo respectivo, y de valor nulo en los restantes

nodos del elemento. Estos factores se denominan funciones de forma, O funciones interpolantes.

El principio de Hamilton debe cumplirse en todo e dominio de definicion del problema. Por
consiguiente, si en las expresiones de energia interviene la derivada de orden p de la funcién
aproximante, ésta debe ser continua en todo el dominio hasta la derivada de orden p-1 para que las
integrales no resulten indefinidas (en problemas de vigas y placas, en la energia de deformacion se
presentan derivadas segundas del desplazamiento; en los restantes casos que se tratan en este curso
intervienen derivadas primeras). Esta condicion de continuidad se cumplira en todo punto interior de los
elementos, ya que en cada uno se adopta una funcion aproximante uniforme, continua y derivable, con

derivadas continuas. En la mayoria de los elementos que se utilizan en este curso, la funcion aproximante
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es un polinomio completo de grado p. También se describen elementos en los que las funciones

aproximantes son polinomios incompletos de mayor grado, obtenidos agregando términos a un polinomio

completo de grado p.

Ademas, debido a que los grados de libertad en cada nodo son el desplazamiento y sus derivadas hasta
las de orden p-1, se cumple la continuidad en todo nodo comiin a dos 0 mas elementos, situado en el
contorno de los mismos. Por consiguiente, solo queda por exigir que la funcidén aproximante cumpla con
la continuidad hasta la derivada de orden p-1 en los restantes puntos sobre el contorno de elementos
adyacentes. Obviamente, esto ultimo cuando el contorno no se reduce a un punto. Se denominan

elementos conformes [19] |os que satisfacen esta iltima condicion.

Reemplazando la solucion aproximada en las funciones de energia Ue Yy Te del elemento, con la
formulacion matricial se obtienen las matrices de rigidez [k¢] y de masa [mg] de cada elemento finito, ver
formulas (1.80). Cabe destacar que [k¢] Y [me] tienen efectivamente el significado fisico de matrices de
rigidez y masa, respectivamente, ya que los grados de libertad son las magnitudes que describen el
movimiento del elemento (desplazamiento con o sin deformacion).

Una expresion aproximada de la energia se obtiene sumando las energias de los elementos finitos en que
ha sido dividido e dominio completo. Esta operacion se denomina ensamblaje, debido a procedimiento
que implica en e mangjo de las matrices de los elementos. De esta manera, a sumar la energia de
deformacion se obtiene la matriz de rigidez [K] del modelo completo; y sumando la energia cinética, la
de masa [M ]. En estas condiciones, la matriz [K ] es positiva semidefinida, ya que dicho modelo aiin
posee libertad de realizar desplazamientos de cuerpo rigido, con los cuales la energia de deformacion es
nula. La matriz de masa [M] es positiva definida, debido a que la energia cinética siempre es positiva.
Finalmente, se introducen las restricciones (condiciones de borde del tipo esencial), modificando o
eliminando las filas y columnas correspondientes en ambas matrices (ver gemplo 1.8.2 a fina del
Capitulo 1). La matriz de rigidez reducida pasa a ser positiva definida cuando se suprimen todos los

grados de libertad de cuerpo rigido del modelo.

En los proximos capitulos se estudian diversos elementos finitos, para el analisis de vibraciones de

distintos tipos estructurales.
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
5 VIBRACIONES DE BARRAS RECTAS
5.1 Vibraciones longitudinales

En la Seccion 3.2 se hallaron las funciones de energia del elemento estructural de la Figura 3.2.1:

1 +a 2
T, =3 [ pAu©dx (5.1)
+a 2
U, = 1 [ E4 (@j dx (5.2)
27 ox

En esa misma seccion, al aplicar el principio de Hamilton se hallé que la condicion de borde esencial es

ou =0. Por lo tanto, el desplazamiento es el tnico grado de libertad requerido en cada nodo.

A continuacion se muestra la aplicacion del método al caso de la barra uniforme vibrando

longitudinalmente, utilizando el elemento mas simple para este tipo de problema.

5.1.1 Elemento de dos nodos

La funcion aproximante para este caso es el

polinomio de primer grado: K a A a A

u(x,t) = by(1) + by (t)x (5.3) ¢1 SN Y

u(x)
En la Figura 5.1.1 se muestra un elemento de xX=-a aé | x=+a
longitud 24, con e origen del e x en & punto ¢=-1 g=+1
medio. Es usua utilizar la variable adimensiona _
_ _ Figura5.1.1:
¢ =x/a, de modo que € polinomio (5.40) puede Elemento de dos nodos para
. vibraciones axiales de barras rectas.

Ser escrito:

u(8,1) = ag(1) + ay (1) & (5.4)

donde los coeficientes ap y a; son dimensional mente homogéneos. El contorno de este elemento uniaxial
se reduce a sus puntos extremos (numerados 1 y 2 en laFigura 5.1.1), de modo que alli se ubican los dos
nodos requeridos para que la funcién (5.4) resulte totalmente definida. Si u; y u, son los desplazamientos

delosnodos 1y 2, respectivamente, setiene:

w=u(-1)=ay—a,; u,=u(+1)=ay+a,; luego: ay=45@u +u,); a,=3(u,—u)
Reemplazando en (5.4) resulta: u(€,0) =3 (A=8)uy + 3 A+ &)uy = Ny(E)uy + Ny (S)u,  (55)
donde N;(&) = %(1— &)y Ny(&) = %(1+ &) son las funciones de forma, o funciones interpolantes, del
elemento. En la Figura 5.1.2 se muestran los graficos de las mismas. Se comprueba que N, (&) valelen
el nodo 1, y cero en el nodo 2, mientras que N, (&) valeceroenel nodo 1,y 1 en el nodo 2. Teniendo en

Cuenta esta propiedad, es obvio que estas funciones lineales podrian haber sido escritas directamente.
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N9 NAQ .

E=-1 E=+1 E=-1 E=+1

Figura 5.1.2 : Funciones de forma del elemento uniaxial de dos nodos.

Es interesante destacar que el polinomio (5.3), con by y b, constantes, es solucion exacta de la ecuacion
2

diferencial de equilibrio estatico del elemento uniaxial libre de fuerzas distribuidas: d—z{ =0.

d
Laexpresion del desplazamiento (5.5) puede ponerse en forma matricial: )
u(€,1) =[Ny (&) Nz(f)]{zl} =[NNS.} (5.6)
2
donde las componentes de { 5.} son los grados de libertad del elemento.
Derivando con respecto al tiempo, setiene:
U1
W0 =[N(E) Ny (=[NONS.) (5.7)
Uz
Luego: 20 =8} INOT[NONS.) (58)

Sustituyendo en laexpresion (5.1) de la energia cinética del elemento:

1 [ pait a3 paitads =35 | paal V@Y [V(@N% 16.)
De acuerdo con laférmula (1.80a), se deduce que la matriz de masa del elemento es:
(1= ] pAdNEV IV 2 59
Desarrollando: h
ali- Al (22 (1 £2
[m,]=pAa _jl{; EL 2}[%(1— £ 1@+&)]dé= % pAa Jl{(fl.l— ;52)) ((112 ))2 ]dé
Integrando: [m,]=1pAa E ﬂ (5.10)

La matriz masa asi hallada se dice que es consistente [12,19], para indicar que se obtiene con las
funciones de forma del elemento finito.

Cabe destacar que con el producto de lamatriz [.] por el vector de |as aceleraciones nodales [ii, iis)’
se calculan las fuerzas de inercia que actian sobre los nodos del elemento. Se comprueba que si los dos
nodos tienen la misma aceleracion (i, = i, = ii), lafuerzainercia esla misma en ambos nodos, de
valor pAaii. Notese que la suma de todas las componentes de [mg] resulta igual a la masa total del
elemento 2p4 a. Cuando solo el nodo 1 se acelera (i, = 0), la fuerza de inercia sobre el nodo 2 resulta

pAaii1/ 3 que eslamitad de la actuante sobre el nodo 1. Analogamente, si solo el nodo 2 se acelera
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(i 1=0), las fuerzas inerciales sobre los nodos 1 y 2 son pAaii ,/ 3y 2pAaii ,/ 3, respectivamente. Por esta
razon, en este curso, la matriz masa consistente también se denomina matriz de masas acopladas. Este
acoplamiento de las masas, que no se presenta en |os sistemas discretos formados con masas puntuales 'y
resortes, estudiados en los capitulos 1 y 2, es una caracteristica de la matriz masa consistente del método
de elementos finitos.
Otro criterio paratener en cuentala masa distribuida en el elemento, consiste en concentrar en cada nodo
lamitad de lamasatotal. Ental caso, la matriz masa se expresa:
. 10

[m,]=pAa {0 J (5.11)
Se denomina matriz masa no consistente 0 matriz masa concentrada (traduccion literal del inglés:
lumped-mass matrix) [2,12,19]. Con esta matriz, cuando se acelera uno de los dos nodos, la fuerza
inercial sobre el otro nodo es nula. Por este motivo, en este curso también se denomina matriz de masas
desacopladas.
En agunos programas profesionales de computo para €l analisis dinamico de sistemas mecanicos, se
utilizan matrices de masas desacopladas, en lugar de |as consistentes, en beneficio de la mayor sencillez
de los algoritmos que calculan los autovalores. Un gjemplo es el software Algor Professional Mech,
producido y comercializado por la empresa estadounidense Algor Inc. En rigor, estos programas se
apartan del método de elementos finitos, ya que éste consiste en utilizar las matrices deducidas con las
funciones de forma de los elementos. Por otra parte, una importante ventaja del empleo de matrices
consistentes, es que garantizan valores de frecuencias naturales superiores a los exactos del modelo
continuo, con convergencia mondtona hacia la solucién exacta al aumentar el nimero de nodos del
modelo discreto. Esta propiedad de monotonia que exhibe el método de elementos finitos no se asegura
al utilizar matrices de masas desacopladas.
Para |la obtencion de la matriz de rigidez eléstica del elemento, hay que derivar el desplazamiento u(&)
con respecto a &

ou(.t) _
g =[N'(E){S.} (5.12)
donde N ‘(&) denotala derivadade N(&) con respecto a & .

Sustituyendo en la expresion (5.2) de la energia de deformacion elastica del elemento, se obtiene:

.= 3T e 2 e LA 20V e Loy P o veee (o)

Comparando con laférmula (1.80c¢), se deduce que la matriz de rigidez elastica del elemento es:
[k.]= j—[N'((_f)] [N'(E)]dS (5.13)

1 ar1 g 1 -1
Desarrollando: [ke]:E—A [—% +%]d§=E—A d§=E—A 5.14)
a |+ 4a ' | -1 1 2| -1 1
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Notese que la suma de las componentes de cada fila es nula. Ello indica que la energia de deformacion es

nula cuando el elemento se mueve sin deformarse (1, = u). Lamatriz de rigidez del elemento es singular.

Para calcular las frecuencias naturales del modelo continuo, éste se divide en elementos (no
necesariamente iguales) que se ensamblan para armar la ecuacion matricial del movimiento vibratorio
libre. El modelo discreto mas simple consiste de un tnico elemento que cubre todo € dominio. En el
gemplo de la barra con vibracion longitudinal, si toda la barra de longitud L es considerada un elemento

delongitud 2a, la ecuacion matricial del movimiento resulta:

ot (52 ot oy e

donde u1 y u, son las amplitudes del desplazamiento delosnodos1y 2.
Dividiendo (5.15) por EA/L y haciendo A = Q2 = &’L?p/E , la ecuacion caracteristica se obtiene con la
condicion de nulidad del determinante de la matriz del sistema de ecuaciones lineales:

s S -
La raiz A =0 corresponde a un desplazamiento no vibratorio, con u; = u,. La otra raiz, 4 =12
(Q= V1223 4641), es una solucion aproximada del modo fundamental de la barra libre de vinculacion,
definido por u, = —u; (lasolucion exacta con cinco digitos significativos es Q2 = © = 3.1416).
Para hallar la frecuencia fundamental de la barra empotrada-libre, en la ecuacion (5.15) se impone la

restriccion u;= 0. Eliminando la primerafilay columna de ambas matrices, resulta:

(%—wzp—ﬂj%:O o, = 3—E2zl.7321 LZ
L 3 pL pL

lacual coincide con (4.31) obtenidaal aplicar e método de Rayleigh-Ritz con un solo término lineal.

Si en laecuacion (5.15) se reemplaza la matriz masa consistente por la de masas desacopladas (5.11), en

el caso de la barra empotrada-libre resulta (E—A—a)z p—ALJuZ =0 .. o= 2—E2z1.4142 i,
L 2 pL pL

menor que la solucion exacta.

Al dividir la barra en e ementos, no necesariamente de la misma longitud, se manifiesta la diferencia con
el método de Rayleigh-Ritz.

En la Figura 5.1.3 se muestra el modelo discreto con

dos elementos de igual longitud. Los tres nodos del 1 2 3
modelo son numerados globalmente de izquierda a 1 (1) 241 2 2

derecha, en la parte superior del dibujo. También se

. - J L2 2 L2 4
indica la numeraciéon de los elementos (entre 1 /1

paréntesis), y la numeracion, denominada local, de los Figura 5.1.3: Modelo con dos elementos.

dos nodos en cada e emento.
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El vector de |os desplazamientos del modelo discreto tiene tres componentes: {4 }t =[uy  uy  ug],
donde |os subindices se refieren a la numeracion global.

En las expresiones que siguen a continuacion, {du} Y {d} son los vectores de los desplazamientos en

los elementos (1) y (2), respectivamente. Sumando las energias de los dos elementos:
Ty + Tz = 30w} [mgy How} + oz} [mz {om} (5.16)
U + Uz = 3160} [k 6w} + 5160} [k {52} (5.17)
donde las matrices [m)] Yy [k] vienen dadas por (5.10) y (5.14).

Las matrices [mg)] Y [£s] pueden ser expandidas con filasy columnas nulas parallevarlas a mismo orden

gue el vector global {A}:

I 0 0 00
[M(l)] = _[:(1())] 8 ; [M(z)] = [8 [m(z)]] (5.18 a,b)
|Fk 07| 0 00
e [K(l)]:Lo(l)o 8J | [K<2>]:[8 [k(z)]] oo

Reemplazando (5.18) en (5.16): Ty +T(p) = %

Us Us lig i
:%{”2 ([Mu)}[M(z)}) t =%{A}t[M]{A} (5.20)

Analogamente, reemplazando (5.19) en (5.17):

U + U =3{4) ([ |+[ K {4} =3{a) [K](a) 2D

5 1 -1 O 210
0 1 1 01 2

Notese, una vez mas, que la suma de las componentes en cada fila de la matriz de rigidez es nula,

mientras que la suma de todas las componentes de lamatriz masaesigual alamasatotal pAL.

2
Introduciendo A = Q? = »? pT, |a ecuaci on matricial del movimiento vibratorio se escribe:

1 2 1= Y % Youll{upt=10 (5.23)
0 -1 1 0 Y% %|)lus) |0
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1-%, = (1+ %) 0
El determinante caracteristico es:| —(1+%,)  2-%  —(1+%) |=2(1- ﬁ)[(l— ) -(1+ %)2} =0
0 _(1""124) 1-%,
Operando: A(12-1)(48-1)=0. La raiz A=0 corresponde al desplazamiento no vibratorio sin
deformacion (uy = up = us). Lamenor raiz no nula =12 (= 12 ~3.4641) repite la misma solucion
aproximada de la frecuencia fundamental hallada anteriormente con un elemento, debido a que se
reproduce el mismo modo de vibracion: us = —u; , u, = 0. Con la tercera raiz se obtiene la segunda
frecuencia natural (), = /48 ~6,9282 , (solucion exacta (), =271 ~6.2832), con modo de vibracion uz=

Uy, Up= — Uj.

Cuando se resolvio e mismo modelo con un solo elemento, utilizando la matriz masa no consistente
(5.11) en lugar de la consistente (5.10), se obtuvo Q; = 2 para la frecuencia fundamental. Si se divide la
barra en dos elementos de igual longitud, resultan: Q; = 2.8284y Q, = 4. En este caso se observa gque los
valores de frecuencias son menores que los de la solucion exacta del modelo continuo, y por ende,
menores que los hallados con la matriz masa consistente. Esta conclusion, valida para vibraciones
longitudinales de una barra recta, puede ser generalizada para otros modelos con elementos finitos, ya
gque a adoptar masas nodales desacopladas se produce una sobrestimacion del efecto de la masa
distribuida en los elementos. Imponiendo ahora la restriccion u; = 0 para €l caso de barra empotrada-
libre, el sistema (5.23) se reduce a dos ecuaciones escalares:

(B Fd] W s
2-%  —(1+%%)
~(1+7%5)  1-%,

cuyas raices son: A; = 25967 y A; = 31.689. El valor aproximado del coeficiente de frecuencia

El determinante caracteristico es:

—2(1-4)" ~(1+4) = 74~ 2404+576=0

fundamental es Q; =\/)T1z1.6114 correspondiente al modo descrito con u, = 0.70711 us. La segunda
frecuencia resulta Q, =\/,T2 ~5.6293 con u, = —0.70711 uz. En la Figura 5.1.4 se muestran los dos
primeros modos naturales de vibracion exactos y las respectivas aproximaciones obtenidas con dos
elementos lineales (asi denominados debido a que la funcion desplazamiento adoptada es un polinomio
de primer grado).

Q1= 1.5708 Qp=4.7124
1 Ly
0.8 0.5
0.6
0.4 0.2 014 0.6 8 1
0.2 -0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1 T
Q;=1.6114 Qp = 5.6293

Figura 5.1.4: Modos exactos y aproximados de vibraciéon de la barra empotrada-libre.
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Se comprueba que €l valor de , hallado con dos elementos lineales, que resulta 2.6% mayor que €l

exacto, tiene menos aproximacion que el obtenido con Rayleigh-Ritz utilizando un polinomio cuadratico,
mientras que los valores de Q, difieren poco entre ambos métodos aproximados.

Por otra parte, la resolucion del mismo modelo empotrado-libre con un elemento, utilizando la matriz
masa no consistente (5.11), en lugar de la consistente (5.10), dio el vaor ; = 1.4142 del coeficiente de
frecuencia fundamental, que es aproximadamente 10% menor que la solucion exacta. Cuando se divide la
barra en dos elementos de igual longitud, resultan: 2; = 1.5307 y Q, = 3.6955, ambos menores que los
respectivos valores de la solucion exacta (Q; = 1.5805y Q, = 4.7124).

En el CD-ROM con codigos de computacion se dan los programas BRAXI-Q! y BRAXI-Q# (Barra Recta
con vibracion AXIAL), que utilizan el elemento lineal de dos nodos con matriz masa consistente o con la
meatriz de masas desacopladas, a opcion del usuario al inicio de la ejecucion del programa. En la primera
linea del archivo de datos debe ir el texto BRA2N (clave de acceso) paraindicar que los datos se refieren
aeste tipo de elemento. Ademas, se ha previsto la posibilidad de que el modelo tenga vinculos elasticos y
masas concentradas. A tal efecto, en la segunda linea del archivo de datos, ademas del nimero de
elementos, nodos, nodos restringidos y grupos de propiedades, se da también el numero de nodos
elasticos y el de nodos con masas concentradas. Méas adelante, por cada nodo elastico se dan su indice y
el valor dela constante de rigidez elastica; y para cada masa puntual, €l indice del nodo donde se aplica 'y
e valor de la misma. Es importante destacar que cuando la constante de rigidez, en un nodo €lastico, es
un valor muy grande (por ejemplo 10™), larestriccion practicamente es rigida (desplazamiento nulo). Por

€l contrario, s la constante es nula no tiene efecto larestriccion.

El programa produce archivos de salida, con las matrices de rigidez y de masa del modelo discreto, los
cuales sirven de archivos de datos para cualquiera de los programas disponibles que calculan frecuencias
y modos naturales de vibracion.

En la Tabla 5.1.1 se dan los valores del coeficiente adimensional de frecuencia de los tres primeros
modos naturales de vibracion de la barra empotrada-libre, obtenidos con el programa BRAXI-Q! operando
con la matriz masa consistente. En la primera columna se indica el nimero »n de elementos de igua
longitud (en este caso particular, €l numero de grados de libertad del modelo es igual al niimero de
elementos). Lasolucion exacta es: Q, = n/2=1.5708; Q, = 3n/2=4.7124; Q, = 51 /2 = 7.8540

Tabla5.1.1: Valoresde Q;, ©, y Q, con elementos de dos nodos.

n Q Q, Q, n Q Q, Q,

1 17321 | - | - 50 1.5709 4.7141 7,8621
2 1.6114 56293 | - 60 1.5708 4.7136 7.8596
3 1.5888 5.1962 9.4266 70 1.5708 4.7133 7.8581
4 1.5809 49872 9.0594 80 1.5708 47131 7.8571
5 1.5773 4.8881 8.6603 90 1.5708 4.7129 7.8565
6 1.5753 4.8343 8.4188 100 1.5708 4.7128 7.8560
7 1.5741 4.8018 8.2695 200 1.5708 4.7125 7.8545

(continua)
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Tabla5.1.1: Valoresde Q;, Q, y Q, con elementos de dos nodos (continuacion).

n Q Q, Q, n Q Q, Q,

8 1.5733 4.7808 81719 | 300 | 1.5708 4.7124 7.8542

9 1.5728 4.7664 8.1050 | 400| 15708 | - 47124 | 7.8541
10 | 15724 4.7561 8.0571 | 500 | 1.5511 4.7059 7.8502
20 | 15712 4.7233 7.9045 | 600 | 1.5709 4.7124 7.8540
30 | 15710 4.7172 7.8764 | 500* 1.5708 4.7124 7.8541
40 | 1.5709 4.7151 7.8666 | 600* 1.5708 4.7124 7.8540

* con doble precision (programa BRAXI-Q#)

Se comprueba que la convergencia es asintotica, aunque algo lenta: se necesitaron 60 grados de libertad
para alcanzar cinco digitos de la solucion exacta de Q,, y 300 para Q,. Por otra parte, e algoritmo
presenta problemas numéricos con 500 elementos. Al procesarlo con doble precision se recupera la
convergencia monoétona, obteniéndose el valor exacto de Q, (con 5 digitos) cuando el modelo tiene 600
grados de libertad.

Se aconsgja utilizar, siempre que sea posible, los programas de computacion que operan con aritmética

de doble precision.

El método de elementos finitos, comparado con el procedimiento de Rayleigh-Ritz, exhibe agunas

ventajas que se detallan a continuacion:

1) Se obtienen matrices [K] y [M] tipo banda simétrica (con el elemento uniaxial de dos nodos, son
matrices tridiagonal es, vale decir con ancho de bandaigual a 2).

2) El proceso de ensamblgje es de facil implementacion para la resolucion con computadora.

3) Resulta muy facil introducir masas puntuales y vinculos elasticos (resortes lineales). Para ello, en el
modelo discreto deben preverse nodos en los puntos de aplicacion. El valor de una masa puntual
simplemente se suma a la respectiva componente de la diagonal principal en la matriz de masa.
Analogamente, el valor de la constante de rigidez eldstica de un resorte se suma a la respectiva
componente en ladiagonal principal dela matriz de rigidez.

4) Los vinculos (condiciones de borde esenciales del modelo continuo) se aplican una vez realizado €l
ensamblgje, restringiendo los grados de libertad correspondientes.

5) Aumentando € namero de elementos finitos, excepcionalmente se producen matrices numéricamente
mal condicionadas.

6) Si se admite que sigue siendo valida la hipotesis del comportamiento uniaxial del elemento, sin
ninguna dificultad se puede modelar el caso de una barra con propiedades variables a lo largo de su
gje, tomando un namero suficiente de elementos. Mas aun, es posible utilizar otros elementos en los
gue las propiedades se representen mediante funciones interpolantes, de manera similar alaformade
aproximar el desplazamiento.

Parailustrar sobre este tiltimo aspecto, a continuacion se determinan las matrices de rigidez y de masa de

un elemento lineal (con dos nodos) con seccion linealmente variable entre los valores del area A, en

nodo 1y 4, en el hodo 2, como se indica esquematicamente en la Figura 5.1.5.
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Por lo tanto, lafuncion del area se expresa:

A€) =5 1-8) A +51+8) 4 (5.25) 4

>
/ AZ

Sustituyendo en (5.9): .
+1 0

[m.]= pa[ AE)[NE©] [N(£)]dé; operando A1-r ,
-1

resulta: [;ne]=ﬂ{3Al+A2 A1+A2} (5.26) I

6 | A4 +A, A+34, : 1\
, . = \
Analogamente, sustituyendo en (5.13): £=+1
EH , Figura 5.1.5:
[k.] = ;IA(ﬁ)[N'(f)] [N'(&)]dé; Elemento con &rea linealmente variable.
]

A+dy, A
operando: [k, ] E{ R

Tdd| A Ay A+ A,

} (5.27)

Teniendo en cuentaque 4, =7 (4, + 4,), también se expresan:

1+% ! EA,] 1 1]
[m.1=3 pdoa LA k=511 1) (5.28ab)
+_
Ay

Notese que la matriz de rigidez es la del elemento de seccidon constante con area Ao. Por otra parte,

cuando 4¢=4,=A4,=A, lamatriz de masa coincide con (5.10).

5.1.2 Elemento de 3 nodos

Se puede mejorar la convergencia aproximando el desplazamiento con un polinomio cuadratico
completo, o cual implica agregar otro nodo. En la Figura 5.1.6 se muestra la ubicacion y numeracion
local delostres nodos, y en laFigura5.1.7 los graficos de las tres funciones de forma, cuyas expresiones

son:

f——a f a ——

N (§)=3(¢-1)¢
Ny(£)=1-¢&? (5.29) 1t _2 _3
N3(&)=3(&+D¢ &1 ¢=0 E=+1

Figura 5.1.6: elemento de tres nodos.

-0.5 0.5 1 0.5 1 -1 =0. 0.5 1

Figura 5.1.7: Funciones de forma N.(&), N.(&) y N3(& del elemento cuadratico de tres nodos.
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Sustituyendo en (5.13) y (5.9), e integrando, resulta:

EA{? 8 1
k=" -8 16 8| (5.30)

|1 -8 7]

4 2 -1
[me]_pl—’;“ 16 2 (5.31)

1 2 4

Para este elemento de 3 nodos, es obvio que la matriz de masa no consistente se expresa

100
[#,]=2200 2 0 (5.32)
72
001

El mismo programa BRAXI-Q permite utilizar el elemento de 3 nodos, poniendo la palabra clave BRA3N
en la primera linea del archivo de datos del modelo. En la Tabla 5.1.2 se muestran los resultados
obtenidos a dividir la barra empotrada-libre en » elementos de igual longitud, utilizando la matriz de
masa consistente. Debe tenerse en cuenta que ahora, con n elementos, e modelo tiene 2»n grados de
libertad.

Un criterio practico que suele recomendarse en general, consiste en ir duplicando el nimero de elementos
en model os que se van procesando sucesivamente. Sin embargo, se corre el riesgo de aceptar como cotas
superiores de la solucion exacta resultados que no lo son, debido a una insuficiente precision numérica,

como se muestraen laTabla5.1.2, donde |os val ores fueron hallados con simple precision.

Tabla5.1.2: Q, Q, y Q, con elementos de 3 nodos.

n Q Q, Q,

1 1.5767 56728 | = -
2 15712 4.7902 8.7786
4 1.5708 4.7183 7.9217
8 1.5708 4.7128 7.8588
16 | 15708 4.7124 7.8543
32 1.5705 4.7123 7.8539
64 1.5677 4.7114 7.8534

Se observa que con solo 4 elementos (8 grados de libertad) el algoritmo da el valor exacto de €2; (con 5
digitos). Claramente se pone de manifiesto la superioridad del elemento cuadratico sobre el lineal,
especia mente en model os con pocos grados de libertad (comparense los resultados obtenidos con cuatro
elementos lineales y dos cuadraticos). En la pagina siguiente, en la tabla 5.1.3 se dan los valores que
resultan al incrementar de a uno e nimero de elementos, a fin de detectar posibles problemas numéricos

a operar con precision simple.
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Tabla5.1.3: Q, Q, y Q, con elementos de 3 nodos.

n Q Q, Q,
10 | 15707 | 4.7125 7.8560
11 1.5709 4.7125 7.8554
12 1.5708 4.7125 7.8550
13 1.5708 4.7125 7.8547
14 1.5707 47124 7.8545
15 1.5708 47124 7.8544
16 1.5708 4.7124 7.8543
17 1.5708 4.7124 7.8542
18 15708 | 47124 _____ 7.8542
19 1.5705 47125 | 7.8541
20 1.5711 4.7125 7.8542
21 1.5708 47124 7.8541
22 1.5706 4.7125 7.8540
20* 1.5708 4.7124 7.8541
30* 1.5708 4.7124 7.8540

* con doble precision (programa BRAXI-Q#).
Nuevamente se comprueba que los valores de Q; contintan decreciendo, llegando incluso a ser menores
gue la solucién exacta (conocida en este caso). Notese que con n = 10 se interrumpe la convergencia
asintotica de Q,. A partir de alli el resultado oscila alrededor de la solucion exacta. Los valores
decrecientes de Q, se obtienen hasta n = 14, manteniéndose estable hasta n = 18; y los valores de Q,

decrecen hastan = 19. Al operar con doble precision, con 20 elementos se obtienen resultados con cinco
digitos significativos exactos en los valores de Q; y Q2,. Con 30 elementos, se obtienen los cinco digitos

de lasolucion exacta de Q.

5.1.3 Elemento de 4 nodos

Finalizando con el estudio del método aplicado al / aﬁig a /

analisis de vibraciones longitudinales, se agrega el elemento

de cuatro nodos mostrado en la Figura 5.1.8. En la Figura 1¢ y 3 4

5.1.9 de la pagina siguiente se muestran los graficos de las

cuatro funciones de forma, cuyas expresiones son: ég:I_l 5:]1/3 §:|+1,3 §:|+1
Ni(&)=-1(&-DEBE+D(BE-D) Figura 5.1.8: Elemento de 4 nodos.

Np(€)=+15(E+DEE-D(E -
N3(&)=-3(E+DBE+D(E -)
N4 (&) =+4(E+DEBE+D(3E -

La determinacion analitica de la matriz de masa requiere resolver 10 integrales de polinomios de 6°

(5.33)

grado. Reemplazando en (5.9) y operando, resulta:

128 99 -36 19

[m ] _pda 99 648 -81 -36
‘' 840|-36 -81 648 99
19 -36 99 128

(5.34)
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1
0.8 Nz(f)
0.6
Ni(&)
0.4 0.4
0.2}
0.2
-1 0.5 \M\/l
_O 2,
-1 -0.5 0.5 1
1
1
N-
- 3($) 0.3
0.6 0.6
oA Ny(&)
0.4
0.2
0.2
- -0. 0.5 1
N P ,
-1 -0.5 0.5 1

Figura 5.1.9: Graficos de las cuatro funciones de forma del elemento cubico.

1 000
. . 0200
Por otra parte, lamatriz masa no consistente es: [m,]= pAa (5.35)
3 /0020
0 0 01
En el calculo de la matriz de rigidez intervienen las derivadas con respecto a & :
N{(€) = —i(27§2 -18¢ -1)
! 16
, 9
N3(€)= (96726 -3)
(5.36)

Ni()=- (067 + 26 -3)
N{(€) = %(27952 +18¢ 1)

Reemplazando en (5.13) y resolviendo analiticamente las integrales de polinomios de 4° grado, resulta:

148 -189 54 13

[k ] _ EA -189 432 -297 54
‘" 80a| 54 -297 432 -189
-13 54 -189 148

El mismo programa BRAXI-Q! (BRAXI-Q# con doble precision) calcula las matrices de modelos con

(5.37)

elementos cubicos. A tal efecto, en la primeralinea del archivo de datos debe encontrarse la “cadena” de
caracteres BRA4N. Resolviendo la barra empotrada-libre utilizando la matriz masa consistente, se

obtuvieron los resultados que se muestran en laTabla5.1.4.
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Tabla5.1.4: ), Q, y Q, con n elementos de 4 nodos.

n Q Q, Q,

1 1.5709 4.8365 10.447
2 1.5708 4.7157 7.9396
3 1.5708 4.7127 7.8638
4 1.5708 4.7125 7.8559
5 1.5708 47124 7.8545
6 1.5708 47124 7.8542
7 1.5708 4.7124 7.8541
8 1.5708 4.7124 7.8540
9 1.5708 47124 7.8540

Con solo dos elementos (n=2, modelo de 6 grados de libertad) se obtiene la solucion exacta de €, con
cinco elementos lade Q, y con ocho elementos la de Q. Curiosamente, en este caso la convergencia

asintotica se cumple con las tres primeras frecuencias, sin inconvenientes numéricos al procesar con

precision simple, hasta alcanzar los valores de la solucion exacta con 5 digitos significativos.

En € archivo de datos no hay que dar las incidencias de los elementos ni las coordenadas de los nodos
(ver el archivo instructivo BRAXI.TXT). A pesar de la simplicidad de la edicion del archivo de datos, que
se puede hacer facilmente con un editor de texto, se dispone del programa ED-BRAXI codificado con
QuickBasic, que interactiia con el usuario para el ingreso de los datos de modelos de barras vibrantes con
deformaciones axiales. Una vez calculados y grabados los desplazamientos, con el programa PP-BRAXI,
también codificado con QuickBasic, se obtienen graficos de los modos naturales, en la pantalla del
monitor. Las formas modales se muestran con diagramas cartesianos, es decir que los desplazamientos

axiales u(x) se dibujan como ordenadas, perpendiculares el €/e de labarra.

El programa BRAXI puede ser utilizado para resolver problemas como los que se muestran en la Figura

5.1.10, que se proponen como gjercicio practico.

| . Soluciones exactas [3]:
y k
+—"\NN\N"— Q, Q.
/ |_> u@) 1) thﬂzk—L; uj(x)zsen—fx+ctg£2jcos—/x
1< 3 | AE L L
S X
— 00 J\AkN\/—E o gL 2
2 =——u,(x)= :
u(x ) ctg AE’u’(x) sen 7
<€ L >|
x
1 M Q,x
|—>u(x) M 3) EthZ—pAL;uj(x)ZCOST

_ //7
I L >| donde Q=w L E

Figura 5.1.10: Ejemplos de barras con resortes y masas, con solucion exacta conocida [3].
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Es conveniente aclarar que en los distintos elementos finitos con los que se modelan sistemas mecanicos,

es posible reemplazar la matriz de masa consistente con la de masas desacopladas. En este curso esta
posibilidad se muestra y se implementa solamente con los elementos uniaxiales, que describen el
comportamiento mecanico de barras con deformaciones longitudinales. Mas adelante, en el capitulo 6, se
describe un algoritmo para el analisis de vibraciones libres de estructuras de reticulado utilizando el
elemento uniaxial de dos nodos, donde nuevamente se da la alternativa de efectuar el calculo con la

matriz de masas desacopladas.

5.1.4 Integracion numérica

En agoritmos mas complejos del método de elementos finitos, es usual transferir al programa de
computacion la tarea de calcular las integrales. Para ello se recurre a las formulas de integracion
numérica. La mas utilizada en programas de elementos finitos es la de Gauss-Legendre [4,15,19], que en

el caso unidimensional se expresa:

[£(&)ae=Y pre) (5.38)
-1 i=1

Ofrece la ventaja de dar la solucion exacta si f{€) es un polinomio de grado no mayor que 2¢-1. Para
calcular en forma exacta la matriz de masa del elemento ciibico se requeriria entonces aplicar (5.38) con

cuatro puntos, mientras que para la matriz de rigidez son suficientes tres puntos de integracion. En la

tabla5.1.5 sedan losvaloresde & y P; para ¢ =1, 2,3,4,5,6y 7.

Tabla5.1.5: Integracion de Gauss-L egendre.

q & Pi
1 0 2
2 1/3 1
3 0 8/9
0.6 5/9
4 (3++/2415)17 (9-/15/2) /18
(3-+/2415)17 (9++/15/2) /18
0 0.56888 88388 83889
5 |0.28994 91979 25690|0.47862 86704 99366
0.82116 19131 85421/0.23692 68850 56189
0.05693 91159 67007|0.46791 39345 72691
6 |0.43719 78527 51095|0.36076 15730 48139
0.86949 93949 18262(0.18132 44923 79170
0 0.41795 91836 73469
- 016471 02868 95423)0.38183 00505 05119
0.54986 84992 16443|0.27970 53914 89227
0.90080 58292 71630|0.12948 49661 68870

Zienkiewickz [19] da unatabla mas amplia, con valores de &y P; paraq de 1 hasta 10.

Obviamente, no se justifica codificar una alternativa que utilice el método de integracion numérica con
los elementos que se implementan en el programa BRAXI, debido a que es muy sencilla la determinacion

analitica explicita de ambas matrices.
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5.2 Vibraciones torsionales

Debido a la semeganza de las funciones de energia (3.21) y (3.22), para el caso de vibracion
longitudinal de una barra, con las correspondientes (3.32) y (3.36) de vibraciones torsionales, es posible

utilizar los mismos elementos con el reemplazo de |as magnitudes semejantes:

Vibraciones longitudinales Vibraciones torsionales
u 0,
EA GJ (5.39)
pA PL,

Dado que las propiedades de un elemento uniaxial son tres (4, E, p) y las del elemento torsional son
cuatro (J, I, G, p), es necesario introducir algunas modificaciones en el programa de computacion. Por
otra parte, hay problemas como el del ejemplo 1.4.1.3, donde se establece unarestriccion lineal entre dos
grados de libertad, no contemplada en € agoritmo para vibraciones longitudinales. Estas diferencias
sefialan la conveniencia de codificar otro programa, que también procese alternativamente elementos
lineales, cuadraticos o cubicos. En la primera linea del archivo de datos debe indicarse el tipo de
elemento mediante las cadenas de caracteres BRT2N, BRT3N 0 BRT4N, respectivamente. En este
programa, que se ha denominado BRTOR (Barra Recta con vibracion TORsional), se incluye la

posibilidad de imponer restricciones lineales del tipo:

r0, +r;6,=0 (5.40)

A tal efecto, en e archivo de datos se agrega € numero de restricciones lineales, y mas adelante los
indices de los nodos i y j seguidos de los respectivos coeficientes r; y r; . Cabe mencionar que el
agoritmo que aplica una restriccion lineal produce un aumento del ancho de banda de las matrices
cuando los nodos i y j no pertenecen a un mismo elemento, debido a que se introduce una conectividad
adicional entre los mismos. Por otra parte, ahora se hace necesario dar las incidencias de los elementos y
las coordenadas de sus extremos. Por consiguiente, es conveniente contar con un programa que facilite la
edicion del archivo de datos (ED-BRTOR, compilado con QuickBasic).

Como ejemplo de aplicacion, se calcularon las 7 80p/x
dos primeras frecuencias del sistema mecanico Z
delaFigura5.2.1, quetiene dosengrangjesen f LJ.x.G.p

los extremos de sendas barras empotradas. r T

% L LJIx,G,p

EnlaTabla5.2.1 setranscriben los valores del

Coeficiente Q=wL./pl /GJ , obtenidosal f
\
dividir cadaejeen n elementos de dos nodos TN
4
deigual longitud (2a =L/n). § 5plx

Figura 5.2.1: Sistema mecanico torsional.
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Tabla5.2.1: ), y Q, conn elementos lineales.

n | GDL Q, Q,

1 1 0.2217664 | -
2 3 0.2217622 3.464125
3 5 0.2217612 3.286360
4 7 0.2217609 3.222858
5 9 | 02217606 | 3.193511
10| 19 0.2217615 3.154562
20| 39 0.2217604 3.144823
30| 59 0.2217604 3.143028
40| 79 0.2217604 3.142400
50%| 99 0.2217604 3.142109
100*| 199 0.2217604 3.141722
200 | 399 0.2217604 3.141625
1000* | 1999 0.2217604 3.141594

* con doble precision (programa BRTOR-Q#).

En la segunda columna de latabla se indica el nimero de grados de libertad de los modelos, igual a 2n—1
después de aplicar las restricciones. Se observa que la convergencia asintética de Q; se interrumpe a
partir del modelo con 10 elementos en cada barra. Al operar con doble precision, Q, se mantiene estable,

mientras Q, continua con la convergencia mondtona.

Cabe destacar que en el modo fundamental |os engranajes giran, obviamente con sentidos opuestos y con
amplitudes angulares que guardan relacion inversa con los radios. En el segundo modo natural de
vibracion los engranajes practicamente no se mueven, de modo que cada eje vibra como si estuviera
empotrado en ambos extremos. Para el caso de la barra biempotrada, la solucion exacta con siete digitos
esQ =x = 3.141593.

La convergencia mejora cuando se utilizan elementos cuadraticos. Esto se comprueba con los valores de
la Tabla 5.2.2, comparando modelos con igual nimero de grados de libertad. Sin embargo, con menos
grados de libertad ya se presentan problemas con los valores de Q, debido a la escasa precision
numérica. Con elementos cubicos y operando con precision simple, los inconvenientes numéricos en los

valores de Q; se manifiestan con solo tres elementos por eje, como puede verse en la Tabla 5.2.3.

Tabla5.2.2: con n elementos cuadraticos. Tabla5.2.3: con n elementos cubicos.
n GDL Q, Q, n GDL Q Q,
1 3 0.2217608 | 3.162296 5 0.2217604 | 3.162297
2 7 0.2217608 | 3.153418 11 | 0.2217604 | 3.141840
3 11 | 0.2217603 | 3.144107
4
5

1

2

3 |17 [02217608 | 3.141653
15 [0.2217586 | 3.142421 4 | 23 02217606 | 3.141642

5 |29 [02217600 | 3.141623

1* | 5 [02217604 | 3.162278

19 10.2217612 | 3.141966
5 | 19 |0.2217604 | 3.141926

10 | 39 |0.2217604 | 3.141614 2* | 11 |0.2217604 | 3.141807
15 | 79 |0.2217604 | 3.141597 3* | 17 |0.2217604 | 3.141612
20* | 119 |0.2217604 | 3.141594 4* | 23 |0.2217604 | 3.141596
25* | 159 |0.2217604 | 3.141593 5 | 29 |0.2217604 | 3.141594
* con doble precision (BRTOR-Q#). * con doble precision (BRTOR-Q#).

118



VIBRACIONES DE BARRAS RECTAS
5.3 Vibraciones transversales (vigas)

5.3.1 Elemento Bernoulli-Euler de 2 nodos

En la Seccion 3.4.1 se estudio lateoria elemental de vibracion transversal de barras, en la que se
desprecian los efectos de la deformacion por corte e inercia rotatoria de las secciones. Las
correspondientes expresionesde U, y T, son (3.44) y (3.45). En la primerainterviene la derivada segunda
del desplazamiento transversal v(x). Por lo tanto es necesario tomar vy dv/Jdx como grados de libertad
independientes en cada nodo del elemento. En la Figura5.3.1 se muestra el elemento mas simple, con un
nodo en cada extremo, vale decir, con cuatro grados de libertad. En consecuencia, para que la funcion

aproximante quede uniformemente definida debe contener

cuatro parametros, lo cual a su vez implica adoptar un v
polinomio completo de tercer grado: a a

WE) =ag +ay & +ay E2 + az (5.41) 1 e 17
La derivada de v(x) representalarotacion de la seccion: g : j 2 f:"l

d : .
_ dV(X) :1 V(f) 21(611 i 2025 n 3a3§2) (542) Flgura 531
dc a d& a Elemento viga de dos nodos.

0(¢)

Los cuatro grados de libertad del elemento se agrupan en el vector de los desplazamientos nodales;

{6 =[v 6, v, 06,] (5.43)
Las expresiones de v; y v, en funcion de los coeficientes se obtienen de (5.41), poniendo S=-1y

& =+1, respectivamente. De manera similar, con (5.42) se expresan 6, y 6,, obteniéndose el siguiente

sistema de ecuaciones lineales:
v=v(-)=ay—a,+a,—a,
v, =v(+D) = ay+a, +a, +ag
0, =0(-1) = (a,— 2a,+3a;)/ a
0,=0(+1) = (a1 +2a, + 3a3) la

(5.44)

Se omiten los pasos intermedios del proceso algebraico, que consiste en resolver €l sistema lineal (5.44)

para obtener |os coeficientes ag, a1, az, az en funcion de v, 6, , v2, 6,,y luego reemplazarlos en (5.41),
parallegar finalmentealaforma:  v(&) = Ny (E)vy + Ny (£)6, + No(E)v, + Ny(£)0, = [N()]{S. } (5.45)

Operando, resultan los siguientes polinomios cubicos para las funciones de forma del elemento de 2

nodos:
N = 5(2- %+
(1 g2, g8
N, (&) f( £-&8+ 8% 546
No(8) =5 (2+3¢ - &)
Ni@) = (1= ¢+ &+ 2°)
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En la Figuras 5.3.2 se muestran |os graficos de las cuatro funciones de forma. Se comprueba que son las

elasticas de una viga sin carga en la que se imponen, en sus extremos, desplazamientos transversales y

rotaciones de valor unidad.

) 1(e)
1
0.8 a
0.6
3(&) i
0.2
-1 -0.5 0.5 1 -0.3
Figura 5.3.2: Funciones de forma del elemento viga tipo Bernoulli-Euler de dos nodos.
En laexpresion de la energia cinética interviene: v(&) = [N (f)]{é e} (5.47)
Reemplazando:
_ 2 Lo, s
- = j pAVdx = { } j pAa[N(&)] [N(g)]dg{ } 2{ } [me]{5e} (5.48)

La expresion de la matriz de masa se obtiene reemplazando las funciones de forma (5.46). Su
determinacion analitica implica integrar polinomios de 6° grado (numéricamente deberia aplicarse
integracion de Gauss-Legendre de 4 puntos). Operando resulta:

78  22a 27 -13a

[m,]= pda| 22a 84 13a —6d°
105| 27 13« 78 -22a

-13¢ -6a® -22a 84°

(5.49)

Notese que la suma de las componentes m4; Y mi3 €sigua alamitad de lamasatotal del elemento, pAa .

Otro tanto ocurre con la suma de ms; Y mas. La explicacion es simple: si el elemento experimenta una

aceleracion transversal de valor unidad, sin deformarse,

descripta con ¥, =¥, =1y 6,=6,=0, la suma de las Ty gjﬁqaﬂﬁfl\

fuerzas actuantes en |os dos nodos debe ser igual ala masa C+ g :® +)

total. Del mismo modo puede interpretarse fisicamente el pda®is
significado de otras componentes de la matriz de masa. Por 2 pdas
gemplo, s e elemento experimenta una aceleracion Figura 5.3.3:

. . F I [ ia.
angular de valor unidad alrededor de su punto medio, sin uerzas y cuplas de inercia

deformarse, se tiene: 651 = [92 =1y v, =-v, =a. EnlaFigura5.3.3 se muestran las fuerzas y cuplas de
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inercia que en tal caso actuan en los nodos del elemento, obtenidas con el producto de la matriz de masa
(5.49) por €l vector de las aceleraciones. Sumando |os momentos con respecto al punto medio se obtiene:
2pAa3/3, gue es el momento de inercia con respecto a dicho punto de una masa distribuida sobre €l gje de

labarra, devalor pA4 :

+a +a x3 +a 2
[ x?dm= [ x*pAdx = pA? :gpAag’

—a —a —a

Por otra parte, en laexpresion de la energia de deformacion elastica interviene:
o%v 1 0%
ox*  a® oF?

- IVENs) (550

donde N (&) indicala derivada segunda de N(& ) con respecto a &.

Derivando dos veces (5.46) se obtienen las “curvaturas”:

N =438
N3(6) =5 (-1+ %)
. (551)
N3(&) = —Ef
Ni©) =S (14 %)
Reemplazando en laexpresion de la energia de deformacion del elemento:
1% () 1 W FEL; . 10 4
.= 3o S5 ax=Hal TEpvaNv@lie o) - ot eJla) e

La determinacion analitica de la matriz de rigidez [k.] requiere integrar polinomios de segundo grado
(con Gauss-L egendre: dos puntos de integracion). Operando analiticamente, resulta:

{3 3 -3 w}
EI |3 4a® -3 2a®|
2% 3“3 3 -3l

LSa 2a° - 4a2J

[k.] (553)

Notese que si el elemento se traslada transversalmente sin deformarse (v, =v,, 6, =6, =0), lasfuerzas
elasticas resultan nulas. Otro tanto sucede con cualquier movimiento de cuerpo rigido, por ejemplo con
unarotacion de valor unidad alrededor del punto medio (v, =—v; =a; 6, =6, =1).

Con algunas modificaciones del programa para vibraciones longitudinales, se obtienen versiones para
vigas de gje recto, que se han denominado BRFBE-Q! y BRFBE-Q# (Barra Recta con vibracion Flexional
y elementos Bernoulli-Euler), con las cuales es posible procesar model os con el elemento de 2 nodos. Las
diferencias mas importantes con el programa BRAXI se refieren a las propiedades (se agrega ) y alas

condiciones de vinculo, que ahora se especifican de otra manera: para cada nodo rigidamente restringido,
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se da € indice del nodo seguido de las cadenas de caracteres DY y/0o RZ, cuando se suprime €l

desplazamiento transversal (v) y/o larotacion (8 ), respectivamente. Esta nueva notacion para los grados
de libertad del modelo, esla utilizada en todos |os programas de computacion desarrollados para el curso.
En los modelos de barras con vibraciones axiales o torsionales, e tnico grado de libertad por nodo se

indicacon DX y RX, respectivamente.

5.3.2 Elemento Bernoulli-Euler de 3 nodos

Un algoritmo mas eficiente se obtiene con el agregado de un tercer nodo en el punto medio del

elemento, introduciendo dos grados de libertad mas:

{6} =ln 0, v, 6, v; 6] (5.54)

En este caso, lafuncion aproximante es el polinomio completo de quinto grado:

V(E) = ag + mé + apE? + agE® + ayEt + agé® (5.55)
Luego: 0(&) = ld:l—(ef) = (ay + 2a,& +3azE% + 4a,E° +5agE*) Ja (5.56)

a

En consecuencia, |os seis grados de libertad se expresan:
Vlzv(_l):ao_a1+az_a3+a4_a5 9229(0)2611/(1
0, =0(-1) = (a;, — 2a, + 3ay —4a, +5ag)/a va=v(+D=ay+a; +a, +az +a, +as) (5.57)
V2 :V(O):ao 03 :0(+1)=(a1 +2a2 +3a3 +4a4 +5a5)/a0

Resolviendo este sistema de seis ecuaciones lineales y sustituyendo la solucion en (5.55), se obtienen las

funciones de forma del e emento:
N1(§)=%§2(4—55—2§2 +32%)
N2(§)=%r:2(1—5—52 + &)

Ny(&)=1-2&% 4 &*
N4 (&) =al(@1-2£% + &%)

N5(§)=;11§2(4+5§—2§2 ~359)

(5.58)

a
Ng=5&(1-¢+&"+&%)
La matriz masa se obtiene analiticamente mediante integrales de polinomios de décimo grado. Operando:

[ 1046 114a 440 -160a 131 —29a |

114a 164> 88a —24a°> 29a  —64°
pAa| 440  88a 2816 0 440 -88a

3465|1600 -244®> O  2564% 160a —244>
131  29¢ 440 160a 1046 —114a

| 29  —6a® -88a -24a® -1l4a 16a°

[m,]

(5.59)

Para hallar la matriz de rigidez se requieren las derivadas segundas de | as funciones de forma:
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NJ(&) = (30&° —12£2 ~15¢ + 4)/2
N3(£)=a(10° - 6£% -3 +1)/2

Ny(£)=125% -4

N (&) =4aé (567 -3)
NL(E) =— (303 +1252 — 155 — 4)[2
Ng(&)=a(10£° + 652 -3 ~1)/2

Operando analiticamente, resulta:

70a°

[ 1273

5694
896
960a
377

| 1214

5694
3324°
—448a
3204°
~121a
384°

—896
—448q
1792
0
—896
448a

960a 377
320a® -121a

0 —896
1280a° —960a
—960a 1273
320a® —569a

1214
384°
4484

320a°

-569a

33247 |

(5.60)

(5.61)

Estas expresiones se implementaron en e mismo programa BRFBE-Q. La eleccion de una u otra

formulacion se realiza en el archivo de datos, en cuya primera linea debe darse la palabra clave EBE2N

cuando se utilice e elemento de 2 nodos (Elemento Bernoulli-Euler de 2 Nodos), 0 EBE3N en € caso de

optar por e elemento de 3 nodos. El programa ED-BRFBE puede ser utilizado para la edicion de los

archivos de datos.

En la Tabla 5.3.1 se dan los valores del coeficiente adimensional de frecuencia Q= wl?./pA/ EI,

correspondientes a los tres primeros modos naturales de vibracion de la viga simplemente apoyada

(articulada en ambos extremos), obtenidos con valores crecientes del nimero total de nodos del modelo,

con elementos de dos 'y tres nodos, operando con precision simple.

Tabla5.3.1 Vaoresde Q=wl?/pA/ EI_ ,vigaarticulada-articulada

n® de Q, Q, Q,

nodos EBE2N EBE3N EBE2N EBE3N EBE2N EBE3N
2 10954 e 50.200 = -eemm | e e
3 9.9086 9.8725 43818 39.646 110.14 131.81
4 9.8776 - 39945 - 98590 -
5 9.8722 9.8696 39.634 39.490 90.450 89.089
6 9.8706 - 39544 - 89.532 -
7 9.8698 9.8696 39.510 39.479 89.177 88.853
8 9.8698 - 39496 - 89.019 -
9 9.8698 9.8689 39.489 39.478 88.941 88.828
10 9.8696  ------ 39485  -e- 88.898 -
11 9.8696 9.8709 39.483 39.479 88.874 88.827
51* 9.8696 9.8696 39.478 39.478 88.827 88.826

Sol.exacta 7° = 9.8696 4n® = 39.478 on” = 88.826

(*) con doble precision (programa BRFBE-Q#)
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La convergencia del elemento de 3 nodos es notoriamente superior. Nuevamente se producen problemas

numéricos en el calculo de Q; al operar con precision simple, como lo indican los valores subrayados en

latabla5.3.1. Este inconveniente se supera a utilizar aritmética de doble precision.

5.3.3 Elemento Timoshenko lineal-lineal de 2 nodos

Es sabido que mediante el analisis experimental de vibraciones libres de vigas, se obtienen valores
de la frecuencia fundamental menores que los resultados de la teoria elemental. Estas diferencias
aumentan a medida que decrece la esbeltez de laviga. También se incrementan con el orden del modo de
vibracion, debido a la menor longitud de los tramos entre puntos nodales de la forma modal. Estas
discrepancias surgen porque en lateoria elemental no se considera la deformacion por corte ni lainercia
rotatoria.

En la Seccion 3.4.2 se obtuvo la expresion (3.61) de la energia de deformacion elastica teniendo en
cuenta la deformacion por corte, y la expresion (3.62) de la energia cinética en la que interviene la
inercia rotatoria, habiéndose adoptado dos funciones independientes: las rotaciones 6 . (x) y los
desplazamientos transversales v(x) de las secciones. Dado que en la expresion de U intervienen las
primeras derivadas de estas funciones, deben tomarse los valores de ambas como grados de libertad en
cada nodo, requisito necesario y suficiente para la convergencia a la solucion exacta del modelo
continuo. El elemento mas simple es el de dos nodos, que posee cuatro grados de libertad:
{6) =m 6 v, 6] (5.62)
Este vector tiene las mismas componentes que € elemento viga tipo Bernoulli-Euler, con la diferencia
que en este ultimo se cumple ¥ = dv/dx — 6..= 0. Las funciones aproximantes deben quedar definidas
mediante cuatro parametros independientes, y dado que v(x) y €.(x) ahora son funciones independientes,
es posible adoptar polinomios lineal es para ambas:
V(&) =5 A=)y + 51+ E)vy = Ny (&) + Ny (E)v, (5.63)
0.(8) = %(1_ £)0, + %(1+ £)0, =N,(£)0; + N,(£)0, (5.64)

gue también pueden ponerse en las formas expandidas:

WO =N(E 0 N OHS} =[N, ()6 (5.65)
0.5)=I0 N© 0 NEOHE}=IN, S} (5.66)

L uego:
y(a:%";—f)—ez@):%[—l “at-8) 41 -a@rENO}=IN,(QHS} (567

0. _1d0.&) 1. 1
& o az 20 0 HHER= NN (5.69

Estas expresiones muestran que la distorsion varia linealmente, mientras que la deformacion por flexion

es constante. Es razonable inferir que este elemento sera poco eficiente para reproducir modos
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flexionales.

Sustituyendo (5.65) y (5.66) en la expresion (3.62) de la energia cinética del elemento:

=3 I pAVZdx+3 f Pl = s} IpAa[N O IN, (E)dE[s,} +
~a (5.69)
+1{5,}' I pLa[Ng(E)' [N (EdE {5,} =3{5,}[m,1{5,}
-1

Operando se obtiene la matriz de masa del €l emento:

2010 0000 2 0 10
000 O| pla|0 2 0 1 0 272 0
[m,] _pda L Plza _pda I r (5.70)
31020 3 /0000 3/1 0 2 O
0 00O 010 2 0r2202r22
donder, esel radio de giro de la seccion con respecto el eje de flexion z: rzz = Iﬁ (5.71)

Sustituyendo (5.67) y (5.68) en laexpresion (3.61) de la energia de deformacion elastica del elemento:

1jE1[ﬁa‘i] 1]:«@{?—9}(1—

o (' [Ny (D)]de{o,} +

(5.72)
LNV, (©)Nde{6,} = 3{5.} [k {5}
Operando se obtiene la matriz de rigidez €elastica del elemento:
0O 00 O 3 3 -3
0 10 -1 3¢ 4a® -3a 24°
[k,] = El, N kK GA a a (573)
2|0 00 O 6a|-3 -3¢ 3 -3
0 -10 1 3¢ 2a* -3a 4d®
2 2
El
Introduciendo €l parametro adimensional ¢ = 3EL, _3E = 6d+v) =z (5.74)
k GAa® KG K a
resulta:
[ 3 3a -3 3 ]
El, |3a (4+¢)a® -3a (2-¢)d°
[k,] =— (5.75)
2a°¢ | —3 -3a 3 -3a
3¢ (2-¢)a® -3a (4+¢)d” ]

Noétese que a medida que el parametro ¢ decrece (lo cual sucede cuando €l elemento es mas esbelto)
aumenta la rigidez del elemento. Por |o tanto, con la disminucion del valor de ¢ se producen problemas

numéricos que impiden la convergencia a la solucion de la teoria elemental. Este fendmeno se conoce
como “bloqueo por corte”, consecuencia de las funciones adoptadas en (5.63) y (5.64) parainterpolar los
desplazamientos nodal es.

El programa BRFVT-Q (Barra Recta con vibracion Flexional con elementos Viga Timoshenko) calcula

las matrices de rigidez y de masa de vigas model adas con este elemento. Para el usuario, la diferencia con
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BRFBE-Q se reflgja solamente en e archivo de datos, ya que es necesario agregar € modulo de

elasticidad transversal (G) y el factor de corte de la seccion (k), elevando a seis € niimero de propiedades
de los elementos. Ademas, en la primera linea del archivo de datos debe ir la palabra clave EVT2N
(Elemento Viga Timoshenko de 2 Nodos) y € usuario debe optar por € elemento de 2 nodos con
formulacion lineal-lineal (para mayor informacion, ver instrucciones en e archivo BRFVT.TXT o
BRFVT.RTF).

Para conocer el comportamiento numérico de este elemento simple, se obtuvieron las cuatro primeras
frecuencias naturales de una viga articulada-articulada, con valor 0.1 del parametro 7. /L (Si la seccion

transversal es rectangular de atura 4, se tiene /L ~ 0.35).

Debido a la gran robustez esta viga presenta un modo de

vibracion de corte puro, como se muestra en la Figura 5.3.4,

donde todas las secciones experimentan simultaneamente la I

misma rotacion, sin desplazamiento transversal. Por ende, la .
Figura 5.3.4:

respectiva frecuencia se reproduce exactamente con un inico
&P P Forma modal de corte puro.

elemento de longitud L.

A continuacion, en la Tabla 5.3.2 se transcriben los valores del coeficiente de frecuencia
Q= a)Lzm en funcion del nimero (n) de elementos de igual longitud (2a = L/n). Las tres
primeras columnas corresponden a modos con fuerte predominio de la deformacion flexional, mientras
gue en la cuarta columna se da el valor para el modo de corte puro. La solucion exacta se obtuvo con la
solucion del sistema de ecuaciones (3.63), con las condiciones de borde v=0Yy d6,/dx =0 en ambos

extremos de labarra.

Tabla5.3.2 Valoresde Q. Vigaarticulada—articulada (r./L=0.1 ; k=0.85; v=0.3).

n GDL Q Q, Q, Q) corte
2 4 12986 | @ - 68.505 57.177
3 6 10.398 37.014 67.780 57.177
4 8 9.5172 31.987 61.367 57.177
5 10 9.1141 29.577 56.106 57.177
10 20 8.5812 26.460 47.295 57.177
20 40 8.44921 25.709 45114 57.177
30 60 8.4243 25.572 44717 57.177
40 80 8.4157 25.523 44578 57.177
50 100 8.4117 25.501 44514 57.177
100 200 | 84000 | 25470 44.428 57.177
200 400 8.4345 25474 44.413 57.187
100* 200 8.4064 25.472 44.429 57.177
200* 400 8.4051 25.464 44.408 57.177
300* 600 8.4049 25.463 44.404 57.177
400* 800 8.4048 25.462 44.402 57.177
500* 1000 8.4047 25.462 44.401 57.177
Solucién exacta 8.4047 25.462 44.401 57.177

* con doble precision (programa BRFVT-Q#).

"LauraP.A.A., Ross RE., Maurizi M.J., IMA Publication N° 15, Vibrating Timoshenko Beams (A tribute to the 70th
anniversary of the publication of Professor S. Timoshenko's epoch making contribution). 147 pp. 1992.
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También se hallaron las tres primeras frecuencias de la viga cantilever (empotrada—libre). Los resultados

se muestran en la Tabla 5.3.3 en la pagina siguiente.

Tabla5.3.3: ValoresdeQ), , O, y Q, paralavigaempotrada-libre
(r./L=0.1; x = 0.85; v=0.3).

n | GDL ) Q, Q,
5 10 3.3954 15.819 36.577
10 20 3.2732 14.856 32.920
20 40 3.2415 14.612 31.983
30 60 3.2357 14,567 31.810
40 80 3.2335 14,551 31.749
50 |100| 32325 14.544 31.721
100 | 200 3.2359 14,531 31.682
100~ | 200 3.2313 14534 31.683
200¢ | 400 3.2310 14,532 31.674
300¢ | 600 3.2310 14,531 31.672
400* | 800 3.2310 14,531 31.671
500 |1000 |  3.2309 14.531 31671
Solucién exacta 3.2309 14,531 31671

* con doble precision (programa BRFVT-Q#).

Si se pretende hallar la soluciéon de la teoria elemental (viga Bernoulli-Euler) con este elemento, debe
recurrirse a artificio de dar un valor grande del modulo transversal (G), o del factor de corte (x ), para
disminuir el efecto de la deformacion por corte; e imponer 7,= 0 en la matriz de inercia, eliminando de
esta manera la inercia rotatoria (este programa modificado no se ha incluido en el CD-ROM). Con G =

100 E se obtuvieron los resultados que se muestran en la Tabla 5.3.4, parala viga articul ada—articul ada.

Tabla5.3.4: Valores de €2,. Vigaarticulada-articulada (G=100E).

n | GDL Q, Q, Q,
10 20 28.275 115.704 270.218
20 40 16.454 66.103 149.820
30 60 13.198 52.845 119.097
40 80 11.853 47.406 106.628
50 | 100 11.181 44.678 100.401
100 | 200 11.957 41.246 91.718
100 | 200 10.208 40.772 91.509
200 | 400 9.9510 39.738 89.161
300* | 600 9.9027 39.543 88.720
400* | 800 9.8857 39.475 88.565
Solucion exacta 9.8696 39.478 88.826

* con doble precision (programa modificado sin inerciarotatoria).

Por otra parte, aumentando e valor de G no mejora la solucion sino que, por el contrario, como se

muestraen la Tabla 5.3.5, se producen resultados que se algjan de lateoria elemental para vigas esbeltas.

Tabla5.3.5: Solucion con 400 elementos.

GIE Q Q, Q,
100 9.8857 30.475 88.565
1000 10.085 40.334 90.728
10000 11.855 47.419 106.69
Sol.exacta|  9.8696 30.478 88.826
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Los resultados de |a tabla precedente confirman lo previsto al observar la expresion (5.109) de la matriz

de rigidez, donde¢ forma parte del denominador del factor comun. Por lo tanto, este elemento no debe

ser utilizado en el caso de vigas esbeltas.

5.3.4 Elemento Timoshenko lineal-cuadratico de 2 y 3 nodos
Un intento de mejorar los resultados, y a mismo tiempo mostrar la versatilidad del método de
elementos finitos, consiste en agregar un tercer nodo en e punto medio para las rotaciones de las
secciones y mantener dos nodos para los desplazamientos transversales. Este nuevo elemento tiene cinco
grados de libertad, ya que €l nodo intermedio sélo posee uno (la rotacion de la seccidn). Los cinco grados
de libertad se agrupan en €l vector de los desplazamientos nodales:
(6. =[n 6. 0, vy 0 (5.76)
El desplazamiento transversal de la seccion genérica se expresa interpolando con polinomios lineales:
w(&) =[31-¢) 0 0 11+¢) 0]{s,} (5.77)

Larotacion se interpola con polinomios cuadraticos:
0.&)=[0  1E-ns 1 0 LE+def{e) (79

Siguiendo los mismos pasos que en el caso anterior, se obtienen las matrices masay derigidez:

20010 00 00O 10 0 0 5 O
A0000010420—1A04r222r220—r22
[m,]= pg“ 00000 +plga 0 2 16 0 2 =p15“ 0 22 162 0 272 (5.79)
10020 00 00O 5 0 0 10 O
0000 O 0 -1 2 0 4 10 -2 27 0 42]
donde 7, esel radio de giro de la seccion.
0 0 0 0 O] [ 15 5a 20a -15 5a |
0O 7 -8 0 1 5 84> 4a® -5a -24°
EI kGA
[k.]=—=0 -8 16 0 -8 20a 4a® 32a -20a 4a® |=
6a 30a
00 00O 15 52 -20a 15 -5q4
01 80 7] | Sa -2a°>  4a® -5a 8a2_
[ 15 Sa 20a -15 5 |
Ba (8+35¥F)a® (4-40¥)a® -5a (-2+5¥)a’
I ( ) ( ) ( ) (5.80)

"3 | 200 (4-40¥)a® (32+80%)a® -20a (4-40¥)a’
a

-15 —5a —20a 15 —5a
5a  (-2+5F)a® (4-40¥7)a® -5a (8+35¥)a’

donde ¥ = ¢/ 3, siendo ¢ € mismo parametro adimensional definido en (5.74).

Esta matriz de rigidez presenta el mismo inconveniente que en el caso anterior, ya que al disminuir ¢ se
incrementa larigidez transversal, produciéndose el bloqueo por corte.
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El algoritmo se implementé en un programa desarrollado para investigar la eficacia del elemento.

Operando con doble precision, se obtuvieron los resultados que se dan en la Tabla 5.3.6, donde » es €

numero de elementos de igual longitud.

Tabla5.3.6: Valoresde() . Vigaarticulada-articulada (r, /L=0.1; ¥=0.85; v=0.3).

n GDL Q Q, Q, Q corte
5* 15 8.9844 28.421 52.739 57.177
10* 30 8.5526 26.218 46.616 57.177
20* 60 8.4418 25.651 44.955 57.177
30* 90 8.4212 25.546 44.647 57.177
40* 120 8.4140 25.509 44.539 57.177
50* 150 8.4106 25.492 44.489 57.177
100* 300 8.4062 25.469 44.423 57.177
200* 600 8.4050 25.464 44.406 57.177
500* 1500 8.4047 25.462 44.401 57.177
Solucion exacta 8.4047 25.462 44.401 57.177

* con doble precision.

Notese que con dos modelos que tienen igual numero de grados de libertad (30 elementos de 2 nodos en
la Tabla 5.3.2, y 20 elementos de 3 nodos en la Tabla 5.3.6) se obtuvieron mejores resultados con el
elemento lineal-lineal. La idea de aumentar e grado de los polinomios interpolantes solamente para las
rotaciones, no produjo una mejora del algoritmo. Tampoco se observan diferencias en la rapidez de
convergencia de los resultados numéricos que justifiquen su uso, al compararlos con los obtenidos
usando el elemento mas simple. Por otra parte, el elemento lineal-cuadratico presenta la desventaja de
generar matrices de mayor tamafio en modelos con igual nimero de elementos. En efecto, con €l
elemento de dos nodos, las matrices banda tienen 2(n+1) filas y 4 columnas, siendo » € namero de
elementos del modelo; mientras que con e de cinco grados de libertad se forman con 3n+2 filasy 5
columnas, lo cual implica cas la duplicacion del niimero de componentes. Por los motivos expuestos, el
algoritmo lineal-cuadratico no ha sido implementado en el programa BRFVT-Q disponible en el
CD-ROM.

Una dternativa del elemento de 5 grados de libertad seria el algoritmo cuadratico-lineal,
adoptando 3 nodos para interpolar e desplazamiento transversal y dos nodos para las rotaciones, con 1o
cual cabe esperar un mejor comportamiento numérico. No obstante, se ha preferido pasar al desarrollo de
un elemento de 3 nodos donde tanto & desplazamiento transversal como las rotaciones de las secciones

se interpolan con polinomios cuadraticos.

5.3.5 Elemento Timoshenko cuadratico -cuadratico de 3 nodos
Obviamente, este elemento posee seis grados de libertad que se agrupan en el siguiente vector de

desplazamientos nodal es:
(8 =[w 6 v, 6, vy 6] (5.81)

Paralainterpolacion de las rotaciones se aplica (5.78). Similarmente, el desplazamiento transversal v(&)
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Se aproxima con los mismos polinomios cuadraticos:

v@=[1E-D 0 1-¢° 0 1E+Ds  offs) (582

Desarrollando en forma similar alos casos anteriores, se obtienen las matrices para este e emento:

4 0 2 0 -1 0]
0 4% 0 22 0 -2
Lmc1= pléa 2 zorf 106 160rf (2) 222 (>83)
-1 0 2 o0 4 0
|0 -2 0 27 0 47|
[ 35 15a -40 20a 5 —5a |
15¢ (8+35¥)a® -20a (4—40¥)a®> 5a (-2+5¥)d®
EI. |40 —20a 80 0 —40 204
k1= SOa;?’ 20a 3204° 0 (32+80¥)a® —20a (4-40¥)d? (589
5 ~121a -40 —20a 35 ~15q4
| -5a 3842 20a  (4-40¥)a® -15a (8+35¥)a”

donde  es el mismo parametro adimensional que intervino en la matriz de rigidez del
elemento lineal-cuadratico (5.80).
Este algoritmo se implement6 en el programa BRFVT, €l cua lo aplica cuando el archivo de datos es
encabezado con la palabra clave EVT3N (Elemento Viga Timoshenko de 3 Nodos). En la Tabla 5.3.7 se
muestran los resultados obtenidos, operando con doble precision. Nuevamente, n €S € nimero de
elementos de igual longitud en que se divide la viga simplemente apoyada (articulada—arti culada).

Tabla5.3.7: VaoresdeQ . Vigaarticulada—articulada (7. /L=0.1; x=0.85; v=0.3).

n GDL Q Q, Qg Q) corte

5* 20 8.4091 25.557 44,972 57.177

6* 24 8.4068 25.509 44.689 57.177

7* 28 8.4058 25.488 44.561 57.177

8* 32 8.4054 25.477 44.496 57.177

o* 36 8.4051 25471 44.461 57.177

10* 40 8.4050 25.468 44.442 57.177
20* 80 8.4047 25.462 44.403 57.177
30* 120 8.4047 25.462 44.401 57.177
Solucion exacta 8.4047 25.462 44.401 57.177

* con doble precision (programa BRFVT—-Q#).

Analizando los resultados de la Tabla 5.3.7, se comprueba una buena convergencia, muy superior a la
lograda con € elemento lineal-lineal de dos nodos. Con solamente 20 elementos de 3 nodos (80 grados
de libertad) se obtiene lamisma precision que con 500 elementos de 2 nodos (1000 grados de libertad).

Sorprendentemente, a pesar de la presencia del parametro y en el denominador del factor de la matriz de
rigidez (5.84), con este elemento el efecto del blogueo por corte es practicamente despreciable. Al
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aumentar la esbeltez de la barra'y el numero de elementos del modelo, los resultados se aproximan a la
soluciéon de la viga Bernoulli-Euler. En la siguiente Seccion se describe otro elemento de dos nodos
utilizando polinomios de mayor grado, con los cuales se logra un elemento totalmente libre de blogueo
por corte.

5.3.6 Elemento Timoshenko cubico-cuadratico de 2 nodos
Teniendo en cuenta que las funciones de forma (5.46) del elemento para viga Bernoulli-Euler
representan las elasticas estaticas de una barra sin carga en el tramo, surge la idea de imponer esta misma

propiedad para el elemento de viga Timoshenko. Recurriendo entonces a las ecuaciones del movimiento
(3.63) delaviga Timoshenko y poniendo ¢, =0, v=0Yy éz = 0, se obtienen las ecuaciones diferenciales

de equilibrio estatico:

5% a0,
Kk GA—— -k GA =0 (5.85)
Ox Ox
& %0,
Kk GA——+EI >~k GAO. =0 (5.86)
ox ox
. : 7’0,
Derivando (5.86) y restando (5.85), se abtiene: e =0 (5.87)
X
v

Derivando 2 veces (5.85) y reemplazando (5.87): =0 (5.88)

ox*
Sustituyendo x = a £, las soluciones generales de (5.88) y (5.87) son los polinomios compl etos:
v(E)=ap+ @ é+ay &% +azEl (5.89)

0.(E)=by + by & +by &7 (5.90)

Introduciéndolas en las ecuaciones diferenciales (5.85) y (5.86):

aiz (2a, + 6y &) — % (b + 25, £) =0 (5.91)

kK GA

a

(ay +2a, & +3a5E2) +

ilz (2b,) — k GA(by + by & + b, E2) =0 (5.92)

Dado que estas condiciones deben ser satisfechas en todo punto del elemento, se deducen

bo:ial"'%as ;blzgaz ;b2:§a3 (5.93)
a a a a

donde ¢ es el parametro adimensional definido en (5.74).

Derivando (5.89) y reemplazando (5.93) en (5.90), la expresion de la distorsion por corte, resulta:
1dv 2¢613
)/(5) - a d§ Hz - a

Se comprueba que la distorsion es constante a lo largo del elemento, mientras que la deformacion por

(5.94)
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flexion varia linealmente. Es razonable esperar entonces que este elemento exhiba un mejor comporta-
miento para representar |os modos flexionales. Las expresiones de los cuatro grados de libertad del
elemento son:
v=v(-D)=a,-a,+a,—a,
v,=v(+) =a,+a,+a,+a,
6 = 0.(-1 = (a, + 64 a;— 2a, + 3a;) /a
0, =0.(+) = (a, + 6¢ a, + 2a, + 3a,) /a

(5.95)

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales se determinan los coeficientes a, , a;, a, a; en funcion

delos grados de libertad v, 6,, v,, 6,, y reemplazando en (5.89) y (5.90) se obtiene finalmente:

V(E) = Nyy(E)vi + N (£)01+ N y(§)v, + Ny ()0, = [N, (9)]{6. (5.96)
0(£) = Npp(E)vy+ Nyo(E)01 + Nys(E) vy + Ny (£)0, = [N (S {6, } (5.97)
donde las ocho funciones de forma son las siguientes:
V() = g R 9)- (B 20)e 7]
Vo) = g e -e - okl (556)
Nal®) = g R 9)r (3 20k €]
V@)= it e &)
Var) = g 10 7]
Ngz(g):ﬁ[—n 20 - 201+ ¢ )¢ +362] (5.99
Noa(® = gy el N
N s (€) :ﬁ[—u 20+ 20+ ¢ ) +3£7]

En la referencia [17] se deducen las funciones de forma de este mismo elemento, expresadas con la
variable E=x/1, (0< é< 1), enlugar de E=x/a, (1< ES+]).

Se observa que con ¢ =0 las funciones de forma (5.98) se reducen alas de la teoria elemental (5.46); y
1 dNVj

ademas, en tal caso, las funciones (5.99) son las derivadas: Ny, ==
a

. Por consiguiente, cuando €l

parametro ¢ tiende a cero, este elemento se aproximaa de laviga Bernoulli- Euler.

Ladistorsion del elemento se expresa:

1dv
donde Nyl = _NyS = —ﬁ, N72 = Ny4 = ClNyl (5101 a,b)

Sustituyendo los vectores [N, (£)] ¥ [Ny (&)] en (5.69), y operando, se obtiene la matriz de masa del

elemento:
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(156+ 2944 +140«))2) 2+ T+ 35¢ ) 554+ 1264 + 7o¢ ) —|26+63p+ 35¢2) a

=, A+ TT9+ 35¢22 16+ 284 +14¢ a®  (264635+350%)a  —(12+284+144%) 4> .
5411264 + 704 ) 26+ 634 + 35¢ 156+ 2944 + 14o¢ (444774 +35¢
—{26+63¢+ 35¢2)a 124 284 + 1442 3 44+ 774 +354%)a (16+ 284 + 1442 | 42 (5.102)
18 (3-15¢)a (3-15¢)a '
.| B-150)a 8+10¢ + 2042 | 42 —(3—15¢)a —{2+104 1042
0 _18 ~(3-15¢)a 18 ~(3-15¢)a
(3-15¢) a —(2+10¢—190¢2)a2 ~(3-15¢) a (8+10¢+20¢2 p
donde: C,= Laz ; Co= 'O—IZZ (5.103 a,b)
210(1+ ¢) 30a (1+¢)

Para obtener la matriz de rigidez se reemplazan los vectores [Ny ()] ¥ [V, ()] en (5.72). Operando, se

Ilega ala siguiente expresion:

3 3a -3 3a
2 2
k] = 3EIZ 3a (4+¢d)a® -3a (2-¢)a (5.104)
2a°(1+¢)| -3 —3a 3 -3a

3a (2-¢)a® -3a (4+¢)a’

Con ¢ = 0 esta matriz de rigidez coincide con (5.53) de laviga Bernoulli-Euler. Analogamente, con ¢ =0
e/, =0 lamatriz de masa (5.102) se reduce alaforma (5.49).

El elemento ctibico-cuadratico de 2 nodos se implementé en el mismo programa BRFVT-Q. Para la
edicion de los archivos de datos puede utilizarse el programa ED-BRFVT. En la siguiente tabla se

transcriben los resultados hallados con modelos de » elementos de igual longitud (2a = L/n).

Tabla5.3.8: Vaoresde Q. Vigaarticulada-articulada (. /L=0.1; x =0.85; v=0.3).

n GDL Q, Q, Q, Qs
5 10 8.4343 26.260 48.545 60.134
6 12 8.4251 26.015 47.317 59.265
7 14 8.4197 25.868 46.552 58.726
8 16 8.4161 25.772 46.050 58.371
9 18 8.4136 25.707 45.704 58.124
10 20 8.4120 25.660 45.456 57.946
20 40 8.4065 25511 44.664 57.371
30 60 8.4059 25.484 44.518 57.263
40 80 8.4073 25.475 44.467 57.226
50 100 8.4054 25.470 44.443 57.209
50* 100 8.4050 25.470 44.443 57.208
100* 200 8.4047 25.464 44.411 57.185
200* 400 8.4047 25.462 44.403 57.179
300* 600 8.4047 25.462 44.402 57.178
400* 800 8.4047 25.462 44.401 57.178
500* 1000 8.4047 25.462 44.401 57.177
Solucion exacta 8.4047 25.462 44.401 57.177

* con doble precision (programa BRFVT—-Q#).

Los valores de Q. , corresponden a modos de vibracion con predominio de la deformacion por corte
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frente a la flexiona (2,,Q, y Q, corresponden a modos esencialmente de flexion). A medida que

aumenta el nimero de elementos (), se incrementa dicho predominio, observandose la convergencia
hacia el modo de corte puro (con solucién exacta Q. = 57.1771875). En los modos netamente flexionales
se observa un grado de convergencia mayor que con el elemento lineal-lineal, pero inferior ala alcanzada
con e elemento cuadratico de 3 nodos. No obstante, presenta la importante ventaja de asegurar que no se
produce €l temido bloqueo por corte. Para comparar €l comportamiento de ambos el ementos a aumentar
la esbeltez de la barra, se hallaron las primeras cuatro frecuencias de la viga articulada—articulada, en
cada caso con cuatro modelos que tienen |os mismos grados de libertad. En la Tabla 5.3.9 se muestran los

resultados obtenidos con el programa BRFVT-Q# (dable precision).

Tabla5.3.9: Vaoresde Q,, Q,, Q3 y Q4. Viga articulada-articulada (« =0.85; v=0.3).

r./L | GDL O £ Qs Q
EVT3N EVT2N EVT3N EVT2N EVT3N EVT2N EVT3N EVT2N
200 | 8.40466 8.40474 | 25.4617 25.4637 | 44.4006 44.4110 | 57.1772 57.1850
ot | 400 | 840466 840467 | 254617 254618 | 444005 444012 | 57.1772 57.1777
800 | 8.40466 = 8.40467 | 25.4617 25.4618 | 44.4005 44.4008 | 57.1772 57.1774
1200 | 8.40466 8.40466 | 25.4617 25.4617 | 44.4005 44.4008 | 57.1772 57.1774
200 | 9.84994 9.84991 | 39.1673 39.1669 | 87.2800 87.2779 | 153.145 153.140
o2 | 400 984991 084991 | 391668 39.1668 | 87.2772 87.2773 | 153136 153137
800 | 9.84991 9.84991 | 39.1668 @ 39.1668 | 87.2771 87.2771 | 153.136 153.136
1200 | 9.84991 9.84991 | 39.1668 @ 39.1668 | 87.2771 87.2771 | 153.136  153.136
200 | 9.87052  9.86941 | 39.4931 39.4753 | 83.9006 88.8104 | 158.148 157.863
10° | 400| 9.86955 086941 | 394775 394753 | 88.8220 888104 | 157.900 157.863
800 | 9.86942 @ 9.86941 | 39.4754 @ 39.4753 | 88.8114 88.8104 | 157.866 @ 157.863
1200 | 9.86941 9.86941 | 39.4753 39.4753 | 88.8106 88.8104 | 157.864 157.863
200 | 9.87122 9.86960 | 39.5043 39.4784 | 88.9573 88.8263 | 158.328 157.913
0% | 400| 987000 986960 | 39.4848 394784 | 88.8586 888263 | 158015 157.913
800 | 9.86972 9.86960 | 39.4799 39.4784 | 88.8339 88.8263 | 157.937 157.913
1200 | 9.86964 9.86960 | 39.4790 39.4784 | 88.8294 88.8263 | 157.923 157.913
S.exacta (BE) n° = 9.869604 (2n)” = 39.47843 (3n)” = 88.82644 (4m)® = 157.9137

De la observacion de los resultados numéricos se deduce que en vigas muy robustas (. /L = 0.1) €
elemento de 3 nodos exhibe mejor convergencia. Al aumentar la esbeltez se manifiesta la superioridad
del elemento cabico-cuadratico de 2 nodos, tanto en la rapidez de convergencia como en la cualidad de

aproximarse ala solucion de la teoria de Bernoulli-Euler.

El algoritmo con elemento cubico-cuadratico descripto en esta seccion, ha sido utilizado en diversos
trabajos de interés practico con vigas de seccion variable, vinculos elasticos y masas concentradas,

habiéndose obtenido excelentes resultados [ 20, 21, 22].
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
6. VIBRACIONES DE ESTRUCTURAS DE BARRAS RECTAS

6.1 Introduccion

El analisis del comportamiento dinamico de una estructura constituida por barras rectas puede
llevarse a cabo utilizando los elementos estudiados en €l capitulo anterior. Con la hipotesis de los
desplazamientos muy peguefios (“infinitésimos™) los desplazamientos transversales no producen
deformaciones axiales (el aumento de lalongitud de la barra es un infinitésimo de orden superior), y por
ende ambos movimientos resultan desacoplados. El esquema estructural de barras mas simple es el
reticulado plano, € cua se compone de barras rectas contenidas en un plano, unidas en sus extremos con
articulaciones. Para el caso de entramados planos, donde |as barras se unen rigidamente en sus extremos,
se hace posible utilizar elementos con propiedades inerciales y de rigidez elastica que surgen de
combinar elementos axiales con los deformables por flexion (vigas), como se muestra esquematicamente
en la Figura 6.1.1(a), donde e plano del entramado es e coordenado x-y, de ahora en mas denominado
sistema global de referencia.
Analogamente, con la combinacion de elementos torsionales y flexionales, para vigas con flexion en el
plano x-z, se obtiene un elemento para emparrillados ubicados en el plano x-y, como se muestra en la
Figura 6.1.1(b). Finamente, la combinacion de dos elementos flexionales con desplazamientos
transversales ortogonales (direcciones principales de la seccion) con uno longitudinal y otro torsional,
produce un elemento para estructuras de entramados espacial es (tridimensionales), como se muestraen la
Figura6.1.1(c).

, . 6, .
z Z Z
Elemento axial + elementovigaenelplanox-y = elemento entramado plano x-y.

Figura 6.1.1(a): Generacion de un elemento de barra para entramados planos.

Elemento torsional + elemento viga en el plano x-z

elemento emparrillado (plano x-y).

Figura 6.1.1(b): Generacion de un elemento de barra para emparrillados.
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. Y
B4
Bk K
X X X
»_ 6, w
z z
Elemento entramado plano + entramado emparrillado = elemento entramado espacial.

Figura 6.1.1(c): Generacion de un elemento de barra para entramado espacial (3D).

A continuacion se desarrolla la formulacion de un algoritmo para el analisis de vibraciones libres de

entramados planos.

6.2 Reticulados planos

Se denominan reticulados a las estructuras de
barras rectas, unidas mediante articulaciones en
modelos planos (2D) y con roétulas en modelos
espaciadles (3D). Cuando las vibraciones del
reticulado se producen sin  deformaciones
flexionales de sus barras, éstas se modelan con el
elemento uniaxial de dos nodos estudiado en la
Seccion 5.1.1. Para el desarrollo del algoritmo se

puede recurrir a las matrices de masa (5.10) y de

rigidez (5.14) deducidas en dicha seccion, referidas

a ge loca x del elemento (Figura 6.2.1), las

cuales deben ser transformadas para ser referidas

Figura 6.2.1: Elemento de reticulado plano
en posicion oblicua.

El vector de los desplazamientos globales de los nodos 1 y 2 uer ererneno es.

a sistema de coordenadas globales x-y.

{43'=[lh W1 U V9 (6.1)
Por definicion, el elemento uniaxial solo tiene rigidez axial, es decir que aplicafuerzas elasticas sobre los
nodos cuando se deforma, 0 sea cuando varia su longitud (u; # u,), pero no cuando sus nodos tienen
desplazamientos infinitésimos (muy pequefios) en la direccion del eje local y. Para referir la matriz de
rigidez al sistema global, se utilizan las expresiones de los desplazamientos locales en funcion de los
globales:

u, =U,cosa +V;sena u, =U, cosa +V, sena (6.2

Con notacion matricial se tiene:

136



VIBRACIONES DE ESTRUCTURAS DE BARRAS RECTAS

Ui
U1 coso  seno 0 0 v,

{5e} {uz} { 0 0 cosa sena ||U, [ ]{ e} (6.3)
Va

1
En el sistemalocal de referencia, laenergia de deformacion elastica se expresa: U, = E{ s, [k,1{,})

donde [4,] viene dada por (5.14). Reemplazando (6.3) se tiene:

U, = %{Ae VIRI'TKIR]{4, ) = %{Ae VIK,1{4,)

En consecuencia, lamatriz de rigidez referidaal sistemaglobal se obtienecon [K,1=[R]'[k,][R] (6.4)

Operando:
cos® a sena cos —cos’a  —sena cosa
[K ]= E sena cosa S€l’l20( —Seno cos —senza (65)
¢ 2a —COS2 (04 —-sena cosa COS2 (04 sena cosa
—-Sena cos o —sen’a sena cos sen’a

Cabe aclarar que esta matriz de cuarto orden es singular con rango igual ala unidad, el mismo rango de

lamatriz de segundo orden referida a sistemalocal.

Para hallar la matriz de masa [M,] referida a sistema globa hay que tener en cuenta que el efecto de la
masa del elemento se manifiesta no solo en la direccion axial, Sino en ambas direcciones locales, axial y
transversal. En un desplazamiento transversal del elemento, manteniendo la forma rectilinea, la funcién
v(&) eslineal. De modo que las funciones de forma para v(£) son las mismas que se utilizan con u(£). En
consecuencia, la misma matriz dada en (5.10) se aplica con los desplazamientos nodales transversales.

Luego, lamatriz de masadel elemento, referidaa sistemalocal, es:

2010
0201

[m,]=242 (6.6)
3 (1020
0102

donde el ordenamiento de filasy columnas corresponde al vector { 56}t =lus v ux v

Por otra parte, en virtud de que el comportamiento inercial del el emento en la direccion transversal es el
mismo que en la axial, la expresion (6.6) no cambia cuando la matriz de masa se refiere a otras
direcciones ortogonales, en particular las globales, o cua se comprueba a aplicar el agoritmo de
rotacion de ejes de referencia. Para ello son necesarias las expresiones de los desplazamientos nodales

transversales (v, y v,) en funcion de los desplazamientos globales (U, Vi, Us, V5):
w=-U,sena+V,cosa ; v,=-U,sena+V,cosa (6.7)

Agrupando con (6.2) ahora setiene:
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U1 cosa  seno 0 0 Ui
- 0 0
{59}: vi| _| —sena cosa Vi =[R]{Ae} 6.8)
U» 0 0 cosa  sena ||U,
Vo 0 0 —sena cosa ||V,

: , . 1. -
En el sistemalocal de referencia, la energia cinética del elemento se expresa: 7, = 5{58 }t [m,] {56} :

Derivando (6.8) con respecto al tiempo y reemplazando, se obtiene:
1 DERYA t . l N 4 .
1= LAY TR [n IR YA = S(A) [v.](4)
Se deduce que lamatriz masa en e sistemaglobal se calculacon [M,] = [R ] [m.] [R], donde[R ] esla
matriz de rotacion de cuarto orden en (6.8). Operando, se reproduce la misma matriz (6.6).

Como se explico en la Seccion 5.1.1, la matriz (6.6) es consistente, porque se obtiene a partir de las
funciones interpolantes del elemento. Otra forma de tener en cuenta el efecto de la masa distribuida, es

concentrar en los nodos la mitad de |la masa total. En tal caso, la matriz masa en el sistema local es

diagonal:
1 000
~ 0100
7 l=| M |=p4 6.9
[ ]=[ M. ]=pda| 0 (69)
0 001

Se denomina matriz de masas desacopladas 0 matriz no consistente. Obviamente, su expresion no

depende de la orientacion del elemento. Por esta razon, también se aplica en el sistema global.

A diferencia con los modelos para vibraciones longitudinales, o transversales (vigas), donde la
numeracion global de los nodos era naturalmente secuencial, ahora se presentan modelos con elementos
cuyos nodos se identifican, en el sistema global de referencia, con nimeros en general no consecutivos
(en forma genérica: i y j), dando lugar a un ancho de banda mayor, ya que en €l vector global { A} que
agrupa | os desplazamientos globales de todos los nodos, entre los grados de libertad Uy (V1 en el sistema
local, ver Figura 6.2.1) y Uy (U, en el sistema local) se intercalan 2( |j—i | -1) componentes. Por
consiguiente, las cuatro submatrices de segundo orden en gque pueden ser particionadas [M,] y [K.], d
efectuar el ensamblaje quedan separadas por (|j—i |-1) submatrices nulas de segundo orden. Se deduce asi
gque el ancho de banda en [M] y [K] resulta ab ==2+2(]j—i F1)+2 = 2(|j—i |+1), donde € factor 2
corresponde a los dos grados de libertad que tiene cada nodo. En general, si ngn es el nimero de grados
de libertad de cada nodo, el ancho de banda se calcula con ab= =ngn (|j—i |+1), donde |j-i | es la mayor
diferencia, en valor absoluto, que se produce con los indices de los nodos de un mismo elemento,
tomando en cuenta, para su calculo, todos los elementos del modelo. La influencia de la numeracion
global de los nodos del modelo, en el ancho de banda de las matrices, sera mostrado en la Seccion 6.4

para el caso de un entramado plano.
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La implementacion del algoritmo, tanto con la matriz masa (6.6) como con (6.9), se realizd en el

programa REPLA (REticulados PLAnos), compilado con QuickBasic, con simple y doble precision. En
los archivos REPLA.RTF y REPLA.TXT se dan las instrucciones para editar los archivos de datos de
model os estructurales de este tipo. El archivo de datos también puede ser editado con el programa ED-
REPLA, que interactua con el usuario requiriéndole el ingreso, por teclado, de |los datos del modelo. Por
otra parte, el programa PP-REPLA produce un grafico del modelo en la pantalla del monitor, y si el

modelo ha sido resuelto, muestra las formas modales y |os respectivos valores de la frecuencia.

Cada barra del reticulado debe ser modelada con un solo elemento, vale decir que € modelo no debe
tener nodos que no sean nudos (Vértices) del reticulado. En la primera linea del archivo de datos debe ir
la cadena de caracteres REPLA para que e programa lo reconozca como reticulado plano. En las
condiciones de vinculo se excluye la restriccion RZ, ya gque la rotacion nodal no existe como grado de
libertad. Las propiedades de los elementos son tres: 4, E y p. Con este programa se obtuvieron
frecuencias naturales del reticulado de la Figura 6.2.2, compuesto de 41 barras (elementos) y 22 nudos.
Las propiedades mecanicas de todas las barras son: E = 206e9 GP/m?, p = 7850 kg/m®. Las barras del
cordon superior tienen la misma seccion, con un 4rea de 50cm?; las del cordén inferior, 35cm? las barras

verticales (montantes), 20cm?; y las inclinadas (diagonales), 15cm?

NN 3m

40m |

Figura 6.2.2: Reticulado plano de 41 barras y 22 nudos.

Operando el programa con doble precision, se obtuvieron los siguientes valores de las primeras cinco
frecuencias naturales, medidas en Hz: 7, = 6.4281; f, = 16.6294; f; = 29.9882; f, = 32.6329; fs =
43.4169. S se opta por procesar € modelo utilizando la matriz masa no consistente (masas
desacopladas), los resultados son: f; = 6.3799; f, = 16.1785; f; = 28.2461; f, = 32.2734; fs= 39.2283,
valores que fueron verificados con e software Algor Professional Mech, Version 12 (2002). Se
comprueba que la diferencia de resultados entre ambas formulaciones de la matriz masa aumenta con €l
orden de las frecuencias. En la frecuencia fundamental es de 0.75%, mientras que en el quinto modo de
vibracion llega al 9.65%.

Es importante aclarar que el programa calcula frecuencias naturales de la estructura reticulada como tal,
de modo que durante |as oscilaciones todas |as barras permanecen rectas. Es obvio que las barras podrian

vibrar con modos de flexion, posibilidad que no puede ser analizada con el programa REPLA.

6.3 Reticulados espaciales
El algoritmo para reticulados espaciaes es similar a de reticulados planos, siendo muy sencilla su
implementacion en un programa de computacion, introduciendo algunas modificaciones al utilizado para

reticulados planos.
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La orientacion longitudinal del elemento uniaxial de dos nodos, se describe con los tres cosenos

directores del versor dirigido desde e nodo local 1 (nodo izquierdo) hacia el 2 (nodo derecho). Se
calculan a partir de las coordenadas globales de los extremos del elemento:
coso, = (x2—x1)/l ;  coso, = (y2—y1)ll ; coso, = (zo—z1)ll (6.20)
donde / es lalongitud del elemento: / = 24 = ((x2— x1)*+(y2 — y1)*+(z2— z1)?) 2 (6.11)
Con los cosenos directores se expresan |os dos desplazami entos nodales locales en funcion de los seis
globales:  u; = U; cosa, + Vi cosa, + Wy cosa., ;  up = U, coso, + Vo cosa,, + W cosa,

Con notacion matricial:

Ui
Vi
fuy| |cosax cosa, cosa: 0 0 0 W,
} { } [ 0 0 0 cosa, cosa, cosa.||U2
Va
W,

Aplicando latransformacion (6.4) se obtiene la matriz de rigidez del elemento, referida al sistema global:

=[R]{4.} (612

sz CxCy Cx Cz — sz -CxCy -OxCz
Cy Cx Cy2 CyCz -CyCx - Cy2 -CyCz
[K ]zg CzCx  CzCy (22 -CzCx —-CzCy  —(52
el 2a | _y?2 —xCQy -OxCz 2 xCy  CxCz
G —O2 —G Gz GO O2 GG
—Cx -Gy -2 G GO 2]

donde: Cx =cosa,; Cy=coso,; Cz=cosa,

(6.13)

Por otra parte, de acuerdo con lo explicado a desarrollar el algoritmo para reticulados planos, las
propiedades inerciales del elemento en dos direcciones transversales ortogonales, son las mismas que en

ladireccion axial. Por ende, la matriz masa consistente, tanto en un sistemalocal como en el global, es:

20010 0

020010
[me]=[Me]=pgaig(2)ggé (6.14)

010020

0010 0 2

Cuando la masa distribuida en el elemento se concentra por partes iguales en sus extremos, se obtiene la

matriz masa no consistente:

[#,]=[M,]=pAa (6.15)

o O O O O
O r O O O O
= O O O O O

O O O O O Bk
o O O O +» O
O O O+ OO
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Con estas matrices se codifico el programa REESP (REticulado ESPacial), compilado con QuickBasic

con simple y doble precision. Las instrucciones para editar los archivos de datos se pueden ver en los
documentos REESP.TXT y REESP.RTF. También se cuenta con el programa ED-REESP que en forma
interactiva requiere el ingreso, por €l teclado, de los datos del modelo, y graba el archivo de datos en la
carpeta de trabajo. El programa PP-REESP muestra sucesivamente, en la pantalla del monitor, los
graficos de las proyecciones del reticulado sobre los planos coordenados globales y una vista en
perspectiva. Ademas, si las frecuencias ya han sido calculadas, también produce graficos de los modos de
vibracion.

Con el programa REESP-Q# se obtuvieron las primeras tres diferentes frecuencias del reticulado de dos
capas mostrado en la Figura 6.3.1, compuesto de 38 barras y 13 nudos. Se encuentra vinculado con un
apoyo fijo en cada vértice de la capa inferior. Todas las barras tienen seccion con area A = 12cn, y
propiedades del material £ = 206e9 N/m?, p = 7850 kg/m®. Cuando el programa opera con la matriz masa
consistente, los resultados son: f; = 44.3984 Hz, f, = f3 = 53.0733 Hz y f4 = fs = 64.0186 Hz. S €l calculo
se realiza optando por la matriz de masas desacopladas, se obtiene: f; = 42.9261 Hz, f, = f3 = 45.7237 Hz
Y fa = fs = 59.6517 Hz. Estos ultimos valores también fueron verificados con el software Algor

Professional Mech.

<D Proyeccion sobre el plano x-y

NUX Proyeccion sobre el plano y-z

Fiaura 6.3.1: Reticulado espacial de dos capas. con 38 barras v 13 nudos.

6.4 Entramados planos
El elemento mas simple consiste en combinar el uniaxial de dos nodos (deformacion axial
constante) con el elemento de dos nodos para vigas (Figuras 5.1.1 'y 5.3.1). En consecuencia, €l vector de

|os desplazami entos nodal es tiene seis componentes (Figura 6.4.1):

{6 =lm v 61 uy vy, 6] (6.16)
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El desplazamiento transversal v(x) se aproxima

mediante un polinomio ciabico, pudiéndose emplear

tanto el elemento tipo Bernoulli-Euler como €l

cubico-cuadratico del tipo viga Timoshenko.

1

Utilizando la teoria elemental de Bernoulli-Euler, la

matriz de masa del elemento se obtiene sumando

S

/rvl

iy

t

& —

(5.10) y (5.49), previamente expandidas a matrices de seisfilasy seis columnas:

Figura 6.4.1: Elemento de entramado plano.

2001 0 0] 0 o o0 0 0 0] (70 0 0 3B 0 0]
000000 0 78 22¢a 0 27 -1% 0 78 222 0 27 -1%
(] = 244 000000 pda0 22 84> 0 13 -64°| pda| O 22a 8° 0 13a —6a°
3|1 00200/ 050 0 0 0O O O | 10533 0 O 70 0 O
000000 0 27 13 0 78 22 0 27 13 0 78 -2
(0 0000 0 |0 -13¢ 64 0 -22a 8d® | |0 -13¢ 64> 0 -22a 84? |
(6.17)
Analogamente, la matriz de rigidez resulta de sumar (5.14) y (5.53):
(1 0 0 -1 0 O] 0 0 0 0 O 0 |
0O 00 O OO 0 3 3¢ 0 -3 &
(] FA|© 00 0 00 E |0 3 4a® 0 -3a 2a%|_
“ 2a|-1 0 0 1 0 0| 2430 0 0 0 O 0
0 00 O OO 0 -3 -3¢ 0 3 -3
|0 00 0 0 0 0 3¢ 24° 0 -3a 4a?
(6.18)
@/r)2 0 0 -(@/r)> 0 0]
0 3 3a 0 -3 3a
El, 0 3¢ 4a? 0 ~3a 2a°
C24%|-@lr)2 0 0 (alr,) O O
0 -3 -3 0 3 -3
| 0 3¢ 2a° 0 ~3a 4a” |
donderf:l—z

Obviamente, si se suman las matrices (5.10) y (5.102) se obtiene la matriz de masa de otro elemento de
dos nodos en € cua se incluye la inercia rotatoria de las secciones; y sumando (5.14) y (5.104) se
encuentra la correspondiente matriz de rigidez que tiene en cuenta el efecto del esfuerzo de corte. Por
consiguiente, un codigo de computacion para procesar un entramado con el elemento viga-columna tipo
Bernoulli-Euler de dos nodos, con muy pocas modificaciones se adapta para utilizar el elemento viga-

columnatipo Timoshenko de dos nodos.

El paso siguiente consiste en hallar las expresiones de las matrices de masay de rigidez del elemento de

dos nodos, ambas referidas al sistema global de coordenadas. En la Figura 6.4.2 se muestra un elemento
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genérico, donde el eje local X forma un angulo o

con €l ge global x. Dado que €l ge global z tiene la
misma direccion que el eje local z, |as rotaciones 6,
y 6, no requieren ser modificadas. El vector de los
desplazamientos globales de los nodos locales 1 y 2
del elemento, es:

{Ae}t =[Uy n 6 U, V, 6] (6.19)
Los desplazamientos locales se expresan en funcion

delos globales con:

uy=U,cosa+V,sena ; vy=-Usena+V,cosa

u,=U,cosa+V,senax |, v, =—Us,sena +V, cosa .
2772 2 2 2 2 Figura 6.4.2: Elemento de entramado plano

Con notacion matricial se tiene: en posicion oblicua.
‘| [ cosa sena O 0 0 0](u;
2 —sena cosa O 0 0O O0o||Nn
6 0 0O 1 0 0 0}|6

{6.} = = =[R{4} (6.20)
U, 0 0O O cosa sena 0]|U,
Vo 0 0 O -sena cosa 0|V,
6, | O 0O O 0 0 1]|6,
En el sistemalocal dereferencialas energias se expresan:
Y : 1
Te =E{5¢}[mc]{5e} ; Ue zz{ﬁe}t [ke]{5e}

donde [mg] y [ke] Vienen dadas por (6.17) y (6.18), respectivamente.

Reemplazando { 6.} = [Rl{ 4.} y {Se} = [R]{Ae} en las expresiones de U, y T, respectivamente, se

tiene:

- LAY - A (]

U, = %{AE VIRI'TE IR A} = %{Ae}t [K,1{4,}

Se deduce que las matrices referidas a sistema global de coordenadas, se obtienen con:

[M,]=[RV[m][R] ; [K]=[RI'[k][R] (621ab)
Obviamente, la matriz [M,] continua siendo positiva definiday [K,] positiva semidefiniday del mismo
rango que [k

Cada barra de la estructura se divide en un ntimero apropiado de elementos (en el caso mas simple, cada
barra es un elemento), y se transforman las expresiones de las energias para ponerlas en funcion de los

grados de libertad referidos a un sistema global de coordenadas. Las matrices [M,] y [K.] de todos los
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elementos del modelo se ensamblan en la forma conocida, para hallar las matrices [M] y [K] con las
cuales las energias del modelo estructural se
expresan:
- vafa)
(6.22)
U= {4} K){4)
En la Figura 6.4.3 se muestra la notacion utilizada
en la codificacion de los algoritmos matriciales, en
los programas desarrollados en este curso, para

identificar los grados de libertad globales de los

nodos iy j de un elemento genérico, agrupados en

el vector {A4}. Figura 6.4.3: Desplazamientos globales.
A diferencia con los modelos para vibraciones

longitudinales, o transversales (vigas), donde la numeracion global de los dos nodos de cada elemento era
naturalmente secuencial, ahora se presentan modelos cuyos nodos, del mismo modo que en € caso de
reticulados, se identifican con nimeros en general no consecutivos (en forma genérica: i y j ), dando
lugar a un ancho de banda mayor que se calcula con la expresion ab=3+3(|j-i |-1)+3=3(|j-i |+1), donde €l
factor 3 corresponde a los tres grados de libertad de cada nodo. En la Figura 6.4.4 se muestra una viga
Vierendel modelada con un elemento por barra. En el esquema (a) la numeracion global de los 18 nodos
produce un ancho de banda ab = 3(9+1)=30, mientras que con el esgquema (b) selogra el minimo posible

para este caso: ab =3(2+1)=09.

10 12 1 17

® ®)

Figura 6.4.4: Dos numeraciones globales de los nodos de un modelo de viga Vierendel.

Una vez redizado e ensamblaje, las matrices [M'] y [K] son reducidas (o modificadas) con las
condiciones de vinculo, que consisten en imponer la nulidad de componentes globales de ES conveniente
aclarar que a utilizar los programas de computacion, los desplazamientos globales en cada nodo se
indican DX, DY y RZ (dos desplazamientos de traslacion y una rotacion).

|os desplazamientos nodal es.

Sin embargo, en los modelos de reticulados y entramados planos es frecuente encontrar vinculos que

suprimen los desplazamientos en direcciones oblicuas con respecto a las globales. En la Figura 6.4.5 se
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muestra el esquema consistente de un apoyo moévil ¥

(biela) que formaun angulo ¢ con el ge global x.
Lacondicion de vinculo se expresa:

Usip =Usz_»COSp+Us 1 SeN@ =0 (6.23)
la cual es una relacion lineal del mismo tipo que la
considerada en (5.40) en el algoritmo de vibraciones
torsionales. La diferencia estriba en la forma de

ingresar los datos, ya que ahora se considera mas

conveniente dar € indice del nodo vinculado y el valor
del angulo @ (en grados sexagesimales, en e rango  Figura 6.4.5: Esquema de biela oblicua.

-360° < ¢ <+360°). En consecuencia, es mas apropiado adoptar un algoritmo aplicando una rotacién de
giesen €l nodo vinculado. S U3 y Us_» son las componentes referidas al par x—y, de acuerdo con la
Figura6.4.5 setiene:

Uy, =Uj_,C08p ~Uj seng; Uy, =Uj psenp +Uj, , COS@ (6.24)

Us_» _|cosp —seng Us_ (6.25)
Usa senp cos@ ||Ug4 '

Expandiendo ambos vectores con las restantes componentes del vector { A} del modelo, y la matriz de

Con notacion matricial:

rotacion con filas y columnas nulas excepto en la diagonal principal, que se hace igual ala unidad, se

tiene:
U, 1 0 . . 0 0 .. 0 0l U
U, o1 . . 0 0 ... 0 0| Uy
Us_» _ 0 0. . cosp —senp . . 00 Ué:i_z (6.26)
Uz_y 0 0O . . senp cose 0 0||Usz4
Uz, 0O 0 . . 0 0 .. 1 0||U;z,4
Us, 0 0 . . 0 0 .. 0 1)U,
donde n es &l niimero total de nodos del modelo estructural. En simbolos: {4} =[r] {4’} (6.27)
Sustituyendo en (6.22) se obtiene:
1. L —
T=§{A Y [P IMIF{AY =§{A}t[M]{A} (6.28)
1 ., 1o =
U=§{A }t[F]t[K][F]{A}=§{A}t[K]{A'} (6.29)
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Ahora es posible eliminar lafilay columna 3i-2 en las matrices [ﬁ] y [E ] , lo cual implica suprimir la
componente U;,_, (direccion del eje X en la Figura 6.4.5). Las componentes Usi., Y Us., pueden ser
calculadas luego con (6.24).
En un codigo de computacion no es necesario implementar las transformaciones representadas por las
formulas (6.28) y (6.29) generando la matriz [r], Sino que simplemente se opera sobre las filas y
columnas 3i-2 y 3i-1, que son |as unicas afectadas por dicha transformacion. En resumen, el algoritmo se
reduce a

1) lafila (y columna) 3i-1 se modifica multiplicando sus componentes por cose Y restandoles el

producto de las respectivas componentes de lafila (y columna) 3i-2 por sen¢.
2) Seeliminan lafilay columna 3i-2 en ambas matrices; o bien se modifica la componente de la

diagonal principal de la matriz [EJ reemplazandola con un niimero muy grande (por ejemplo

10%), procedimiento computacional conocido como penalty approach [5]. En los programas

preparados para este curso, las restricciones se aplican con reduccion de las matrices.

Un algoritmo similar podria ser desarrollado combinando el elemento longitudinal de tres nodos con el
de flexion de tres nodos, para obtener un elemento viga-columna de tres nodos. Los pasos algebraicos de

este desarrollo son omitidos, ya que conceptual mente no aportan nada nuevo.

Los programas ENPLA-Q! y ENPLA-Q# (ENtramados PLAnos), incluidos en el CD-ROM, procesan
modelos de entramados planos de barras rectas solamente con elementos de dos nodos, con opcion del
elemento Bernoulli-Euler o € cubico-cuadratico de Timoshenko. Para un mismo modelo estructural los
archivos de datos solo difieren en los valores del modulo de elasticidad transversal del material y del
factor de corte de la seccion, ambos nulos cuando se opta por e elemento Bernoulli-Euler (ver
instrucciones en los respectivos archivos con extension TXT 0 RTF). En el CD-ROM se incluyen también
los programas utilitarios, ED-ENPLA que facilita la edicion de los archivos de datos de los modelos, y el

de pos-proceso, PP-ENPLA, que produce graficos de los modos naturales de vibracion libre.

En laFigura6.4.6(a) se muestra un portico en el que se cumple la simetria con respecto al eje s-S.

5
1

(c)
Figura 6.4.6: Descomposicion de un entramado plano simétrico.
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En entramados que presentan simetria geométrica y mecanica es posible desdoblar el analisis, con un
modelo para los modos simétricos de vibracion y otro para los antimétricos, lograndose una notoria
disminucion de los grados de libertad (aproximadamente la mitad). Si cada barra se divide en dos
elementos de dos nodos, en el esquema (a) se tienen 36 grados de libertad que al aplicar las restricciones
se reducen a 32, y un ancho de bandaigual a 12. Con el esquema (b) se obtendran los modos antimétricos
con respecto a ge s-s. Este modelo tiene 21 grados de libertad que se reducen a 17 a aplicar las
restricciones. En el modelo (c), para los modos simétricos, los grados de libertad efectivos son 15. En
ambos casos el ancho de banda es 9. A titulo ilustrativo, en las Tablas 6.4.1 y 6.4.2 se transcriben los
resultados hallados con e programa ENPLA -Q con elementos tipo Bernoulli-Euler de 2 nodos,
procesados con precision simple y doble, respectivamente. Se calcularon las primeras cinco frecuencias
del portico que se muestra en la Figura 6.4.7, formado con barras que tienen las mismas propiedades
(4,1,,E, p). Por tratarse de un gemplo simple, puede ser resuelto con el modelo completo. Si se hiciera
uso de la simetria, se tendrian dos modelos, el de la Figura 6.4.8(a) para hallar los modos antimétricos, y

el modelo (b) paralos modos simétricos.

3 g :

| : 1 |
| E]]
I -|_ D I |
I L | |

[ [ [ |
SR O SN O
|

I L : :

e l ] ]

= = b s
I 2L I
(a) (b)
Pértico simétrico Modos antimétricos Modos simétricos
Figura 6.4.7 Figura 6.4.8

Se conoce la solucion exacta de Q=w L?\[pd/ EI, parael caso deinfinitarigidez axial. Para reproducir
esta hipotesis, lo cual solo es de interés didactico, en el modelo de elementos finitos se eliminan los
desplazamientos verticales de los nodos ubicados en las columnas. Para el caso de los modos simétricos
también se impone la nulidad del desplazamiento horizontal de los nodos situados sobre los dinteles,
mientras que paralos modos antimétricos se puede recurrir al artificio de adoptar un valor muy alto de la
rigidez axial (EA4 = 10000E1, / L*) en los elementos de los dinteles.

Cada tramo del portico se dividid en n elementos de 2 nodos. En la segunda columna de las Tablas 6.4.1
y 6.4.2 se indica el nimero de grados de libertad activos para el modelo completo utilizado, y los que
resultarian con los modelos (a) y (b).En la Tabla 6.4.1 se observa que Q; y Q, (modos antimétricos),
obtenidos operando con simple precision, resultan afectados por falta de precision a partir del modelo
con 2 y 4 elementos en cada tramo, respectivamente. Por otra parte, operando con doble precision se hace
posible aumentar €l valor de larigidez axia de los tramos horizontales, para una mejor comparacion con

lasolucién exacta conocida. Adoptando £4 = 10°EI_ / I? se obtienen los resultados de la Tabla 6.4.2.
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Tabla6.4.1: Vaoresde Q para el portico de la Figura 6.4.7, con elementos Bernoulli-Euler.

GDL Q, Q, Q, Q, Qg
" @ (b) (@ @ (b) (b) @
1 14 8 4| 1.055504 3.723198 3.948281 4.744925 12.22357
2 34 18 12| 1.055312 3.716677 3.913938 4.690448 10.87459
3 54 28 20| 1.055076 3.716010 3.911896 4.686944 10.83569
4 74 38 28| 1.050343 3.716936 3.911512 4.686314 10.82877
5 94 48 36| 1.048059 3.714119 3.911222 4.685989 10.82676
Solucioén exacta 1.0554 3.7165 3.9124 4.6866 10.8262
(con programa ENPLA-Q!).
Tabla6.4.2: Valores de Q para el portico de la Figura 6.4.7, con elementos Bernoulli-Euler.
] GDL Q, Q, Q, Q, Q,
@ (@ (b (@ (@ (b) (b) (@
1 14 8 4| 1.055724 3.723641 3.949297 4.745476 12.22445
2 34 18 12| 1.055473 3.717204 3.914931 4.690986 10.87525
3 54 28 20| 1.055459 3.716622 3.912892 4.687485 10.83638
4 74 38 28| 1.055457 3.716519 3.912545 4.686888 10.82949
5 94 48 36| 1.055456 3.716491 3.912450 4.686724 10.82758
Solucion exacta 1.0554 3.7165 3.9124 4.6866 10.8262

(con programa ENPLA-Q#).

Otro gjemplo de interés practico es el caso de la viga articulada en sus extremos, resuelto en la Seccion

5.3.2 con elementos tipo Bernoulli-Euler de 2 y 3 nodos (ver Tabla 5.3.1), y en la Seccién 5.3.6 con el

elemento de 2 nodos cubico-cuadratico de viga Timoshenko (ver Tabla 5.3.8). Obviamente, puede ser

aplicado el algoritmo de entramados planos (ya que una viga es un caso particular). Haciendo coincidir €

ge de laviga con € ge coordenado global x se suprime el desplazamiento axial » (DX) en todos los

nodos, ademas de eliminar el desplazamiento transversal v (DY) en los nodos situados en los extremos.

En latabla6.4.3 se dan los valores de Q, ,Q, y Q, paralaviga Bernoulli-Euler, y en la Tabla 6.4.4 para

la viga Timoshenko, dividiéndolas en n elementos de igual longitud. En ambos casos se operd con doble

precision (programa ENPLA-Q#). Para la viga Timoshenko, nuevamente se adoptaron r, /L=0.1; x

=0.85; v=0.3.
Tabla6.4.3: Viga Bernoulli-Euler articulada-articul ada.
n |nodos GDL Q, Q, Q.
5| 6 10 9.870661 39.54382 89.53186
10| 11 20 9.869671 39.48264 88.87390
20| 21 40 9.869609 39.47868 88.82946
40| 41 80 9.869605 39.47843 88.82663
80 | 81 160 9.869604 39.47842 88.82645
Solucion exacta 9.869604 39.47842 88.82644
Tabla 6.4.4: Viga Timoshenko arti culada-articul ada.
n |nodos GDL Q, Q, Q,
40| 41 80 8.405118 25.47406 44.46631
80| 81 160| 8.404778 25.46479 44.41696
160 | 161 320| 8.404692 25.46247 44.40463
320 | 321 640| 8.404670 25.46189 44.40154
640 | 641 1280| 8.404665 25.46175 44.40077
Solucion exacta 8.404663 25.46170 44.40051
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Se manifiesta claramente |la mayor rapidez de convergencia del elemento tipo Bermoulli-Euler, frente al
similar para vigas Timoshenko.
Es importante tener en cuenta que para el analisis de una armadura plana (reticulado con nudos rigidos)
no deberia aplicarse el algoritmo de reticulados sino € de entramados planos, por aproximarse mas al
real comportamiento fisico de la estructura.
6.5 Emparrillados

Debido a la analogia entre los elementos para vibraciones longitudinales y torsionales, con muy
pocas modificaciones es posible adaptar |0s programas de entramados planos a caso de emparrillados de

barras.

De acuerdo con las Figuras 6.1.1(a) y 6.1.1(b), laanalogia entre los desplazamientos es:

barraentramado plano:  u v 0,
barra emparrillado: 0, 0, w

En la Figura 6.5.1 se muestra la analogia entre el apoyo mévil en un nodo de entramado plano, y la

articulacion oblicua, poco usual en un emparrillado.

‘i X
(a)

Figura 6.5.1: Restriccion oblicua. (a): entramados planos; (b): emparrillados.

Por otra parte, las propiedades de los elementos son:

Bernoulli - Euler Timoshenko
entramado plano: A4, 1., E, p A, I, E, p, G, «
emparrillado: 4, 1,, E, p, I,, G, J 4, I,, E, p, I, G, J, «

El programa para €l calculo de las matrices de rigidez y de masa de emparrillados se denomina EMPAR
(EMPARYillado, con sufijo —Q! 0 -Q#), en &l que s6lo se implementaron elementos de 2 nodos. El
formato de los archivos de datos se describe en el respectivo archivo de texto (extension TXT 0 RTF).
Del mismo modo que con los entramados planos, es aconsejable aprovechar las propiedades de simetria
geométrica y mecanica que suelen exhibir las estructuras de emparrillado, a fin de reducir el tamaiio del
modelo a ser analizado con la computadora. En €l CD-ROM se incluyen también los programas
utilitarios, ED-EMPAR que facilita la edicion de los archivos de datos, como asimismo el de pos-proceso
PP-EMPAR gue produce imagenes, en perspectiva, de los modos naturales.
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La Figura 6.5.2 muestra un emparrillado rectangular con seis tramos en la direccion del eje global x, y
cuatro en la del ge global y. Todos los tramos tienen la misma longitud /. El emparrillado se encuentra
apoyado en los cuatro vértices. En la Tabla 6.5.1 se dan los valores del coeficiente adimensional de
frecuencia @ =w 12 [p4/ EI, , donde I, es el momento de inercia de la seccion con respecto al eje local y

(direccion principal de inercia contenida en el plano global x—y del emparrillado).

B

Fig. 6.5.2: Emparrillado de 58 tramos.

Para el calculo se adoptaron las siguientes relaciones: 4 /* =100 1, I, = 2I,, G = 2E/5,J = I,/2. En la
Tabla 6.5.1, n es € nimero de elementos de dos nodos, tipo viga Bernoulli-Euler, en que se divide cada
tramo del emparrillado.

Aprovechando la doble simetria (geométrica y mecanica) del emparrillado, se puede modelar la cuarta
parte del mismo, auque ello implicaresolver cuatro model os distintos, segiin se aplique simetria-simetria,
simetria-antimetria, antimetria-simetria o antimetria- antimetria. Sélo es necesario adecuar, en cada caso,
las condiciones de vinculo de los nodos situados sobre los ejes de simetria del emparrillado, y disminuir
a la mitad las propiedades geométricas de las secciones, en las barras coincidentes con los gjes de

simetria.

Tabla6.5.1: Vaoresde Q para el emparrillado (Fig.6.5.2), e ementos Bernoulli-Euler de dos nodos.

. Q, Q, Q, Q, o, Qg Q,
(s9) (s8) (&9) (s9) (s9) (&-a) (s8)

1 0.187035 | 0.289073 | 0.480118 | 0.628182 | 0.912925 | 0.932108 | 1.030848

2 0.187030 | 0.289057 | 0.480045 | 0.628018 | 0.912417 | 0.931574 | 1.030111

3 0.187030 | 0.289056 | 0.480041 | 0.628007 | 0.912380 | 0.931541 | 1.030059

(con programa EMPAR-Q#).

Finalmente, en la Tabla 6.5.2 se transcriben los resultados al utilizar el elemento tipo viga Timoshenko,
conr,/l=0.1, x=0.85 v=0.25.

Tabla6.5.2: Valores de Q para con elementos tipo Timoshenko de dos nodos (precision doble).

. Q, Q, Q, Q, Q, Qg Q,
(s9) (s8) (&9) (s9) (s9) (&a) (s-a)

1 0.185965 | 0.286951 | 0.474029 | 0.620461 | 0.898617 | 0.912890 | 1.010892

2 0.185955 | 0.286915 | 0.473863 | 0.620097 | 0.897537 | 0.911731 | 1.009343

3 0.185953 | 0.286910 | 0.473841 | 0.620048 | 0.897386 | 0.911574 | 1.009128

(con programa EMPAR-Q#).
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6.6 Entramados espaciales

6.6.1 Introduccion

En teoria, la extension de los algoritmos para el analisis de entramados planos y emparrillados al
caso mas general (3D) no ofrece ninguna dificultad conceptual. Sin embargo, el elevado numero de
grados de libertad (cada nodo posee 6 grados de libertad: DX, DY, DZ, RX, RY, RZ) y laimposibilidad de
un ancho de banda reducido, pueden hacer fracasar € intento de almacenar toda la informacion
(programay datos) en lamemoria principal de la computadora. Una estructura tan simple como la que se
muestra en la Figura 6.6.1(a), donde cada barra se modela con un solo elemento de dos nodos, tiene 72
grados de libertad, que se reducen a 60 al aplicar las condiciones de vinculo. El ancho de banda es 30. Si
se cumple la simetria de las propiedades geométricas y mecanicas se puede analizar un cuarto de la
estructura, como se muestra en el esquema (b), estableciendo restricciones en los nodos 3, 4, 6 y 7 para
los diversos tipos de modos de vibracion. Por ejemplo, para los modos Simétricos con respecto al plano
paralelo a coordenado y-z, en los nodos 3 y 6 se imponen las condiciones DX = RY = RZ = 0. Paralos
modos antimétricos con respecto al mismo plano, se aplican las restricciones RX = DY = DZ = 0 en los
mismos hodos. Analogamente, para producir simetria con respecto al plano paralelo al x-z se aplican DY
=RX=RZ=0enloshodos 4y 7,y en el caso de antimetria, las condiciones DX = DZ = RY = 0. En

todos | os casos, el modelo queda con 27 grados de libertad y el ancho de banda se reduce a 24.

o =z
| |
| 12 |
| |
| |
. p11 S !
2
10 7
8 al Y i 21
- ] 3*‘-{
e -
-
1 A 1
5 5
H-..N “-\_
) S x
@ Py (0)

Figura 6.6.1: Modelo de un entramado espacial.

Por otra parte, los modelos tridimensionales presentan una dificultad adicional, por la necesidad de
establecer en cada elemento, en forma univoca, la orientacion de los ejes principales de inercia de la
seccion. Ello puede resolverse agregando, a las propiedades de los elementos, una magnitud angular (B)

que sera definida mas adelante. En consecuencia, las propiedades geométricas y mecanicas de cada
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elemento son nueve (4, I, Iy, I, B, J, E, G, p) paralaformulacion de Bernoulli-Euler, y once para la

viga Timoshenko (se agregan |os factores de corte xy , ;).

A continuacion se describe el algoritmo para el analisis de modelos de entramados espaciales de barras

rectas, con € ementos de dos nodos.
6.6.2 Desarrollo del algoritmo

En la Figura 6.6.2 se muestra un elemento genérico de dos nodos, y la correspondiente terna de
gjes locales principales con origen en el nodo local 1 (extremo izquierdo). El ge local x es e ge
longitudinal, dirigido hacia el nodo local 2 (extremo derecho). El ge local y es una de las direcciones

principales de inercia de la seccion, con respecto al cual el momento de inercia es 12=lmin (6 11=I max). El

momento de inercia con respecto a eje local z es 11= | max (6 12= I min), Ya que z es la otra direccion

z

principal deinercia.

Figura 6.6.2: Elemento de dos nodos en 3D y ejes locales principales.

En lo que sigue, los versores base de la ternaglobal (x, v, z) son i , j, k . Los versores de la terna local
principal se indican con X, y, z. Sus componentes ortogonales, referidas a sistema global, son los

cosenos directores delos gjes locales:

X =C0Say [ +COSa, j +cosa. k

(6.308)

y=cosp, i +cosf, j +cosp. k
(6.30b)

Z=cosy, i +cosy, j +00sy. k
(6.300)

De acuerdo con el teorema de Pitagoras en tres dimensiones, los cosenos directores deben cumplir las
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conocidas identidades;

cos’a, + coS’ay, + oS’ = 1 (6.314)

coS’f, + cos’f, + cos’B. = 1 (6.31b)

cos’y, +cos’y, +cos’ y. = 1 (6.31c)
Por otra parte, la ortogonalidad implica ademas el cumplimiento de las siguientes identidades

COSay, COSpP, + COSay, COSP, + COoSer, COSp3. =0 (6.329)

COSf3, COS ), + COSP, COS};, + COSf3. cosy. =0 (6.32b)

COS %, COSay, + COSY, COSe;, + COS Y, CoSer, = 0 (6.32¢)

Los cosenos directores del gje local x, que definen la orientacion longitudinal del elemento, se calculan a
partir de las coordenadas global es de |os extremos:
cosey, = (xo—x1)/l ;  cose, = (y2—y1)ll ; cose, = (z2—z1)ll (6.33 a,b,c)
donde / eslalongitud del elemento: 7 = 2a = ((x2 — x1)*+(y2— y1)*+(z2 — z1)A)™? (6.34)

Para describir la orientacion de los ejes locales transversales principales de inercia (y, z) serecurre a

otro par ortogonal auxiliar de referencia(y ,z ), definido con los siguientes productos vectoriales:

b {1

A\

(6.35)

11
¢

y
= XA (kAX) (6.36)

¥

z=

<>

7a\

Laorientacion de los ejes locales principales se da con el angulo B, dirigido desde €l gje auxiliar y hacia
el principal y (desde €l auxiliar z haciael principal z), con sentido dado por laregla de la mano derecha,
vale decir que B es positivo cuando un tirabuzén de rosca derecha avanza con el sentido del ge local x,

al girar con @ par auxiliar (y ,z ) hacia€l principa (y, z).

Aplicando las expresiones (6.30d), (6.35) y (6.36) se obtienen los cosenos directores de los ges
auxiliares:

Y=k A X=-coSa, i +0COSq, j (6.37)
2= X Ay =-00Sq COSe. i —COSa, COSe. | + (cos’ey, + cosay, ) k (6.38)

Efectuando las transformaciones ortogonales de la rotacion B, se hallan los cosenos directores de los

geslocales principales:

cosp, = — (cosP cose,, + senP cosa, cose.) / d

Ejelocay 1 cosp, = (cosp cose, — senP cose, cose.,) / d (6.39)

cosf. =d . senf

cosy, = (senp cosa, — cosP coso., cosa.) / d

Ejelocal z 1 cosy, = — (senP coso., + CoSP cosa, cosa..) / d (6.40)

cosy, =d . cosp
donde d = (cos’a, + cos’ay, ) (6.41)
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Este método de localizacion de los ejes locales principales falla solamente cuando el ge loca x es

paralelo a eje global z, debido alanulidad del producto vectorial k£ A X . En tal caso, como alternativa,
el geauxiliary sedefine utilizando el ge global x:

VoiAX=iAn(zk)= —(x)) (6.42)

Notese que ahora el vector y esel versor del g/e global y cuando el gjelocal x es opuesto a e global z.
El g e auxiliar z se obtiene con la misma expresion (6.36):
Z2=XAy = (tk)A (=) =1 (6.43)

Se comprueba que el vector z es el versor i del gje global x, independientemente del sentido del gje

local x.
7 z
2 1
Yoo | 1 > R
7[ //‘—————___ﬁ___:IIr
_———H
N s SRy ’
I
i ¥ \;{f

En laFigura 6.6.3 se muestran las dos posibilidades en el caso alternativo, donde x es paralelo a gjez.

Figura 6.6.3: Ejes locales auxiliares de referencia en el caso alternativo (x // z).

Aplicando larotacion B en este caso aternativo, se obtiene:

cosf, = senf

Ejelocaly 1 cosf, = — cosp cose (6.44)
cosp. = 0
COS Y, = cosf

Ejelocal z 1 cosy, = senp cosa. (6.45)
cosy,= 0

con cosa, = +1, donde el signo depende del sentido de la orientacion

longitudinal del elemento paralelo a e global z.

Cabe mencionar gque otro procedimiento para definir la orientacion de la seccion transversal consiste en

asignar, a cada elemento, un tercer nodo no perteneciente al ge x del elemento, y establecer que e ge
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local principal y es coplanar con los tres nodos del elemento, con sentido positivo en e semiplano que

contiene al tercer nodo. El algoritmo para esta forma de orientar el par local principal (y,z) se encuentra
desarrollado en la referencia [15]. Es el adoptado por la mayoria de los programas profesionales (por

gemplo, por e sistema Algor Professional Mech).

El paso siguiente en el desarrollo del algoritmo consiste en expresar los desplazamientos nodales,

referidos a la terna local principa (x, y, z) en funcion de los referidos a la terna global (x, y, z).

Simbolicamente:
{oc =[R] {4} (6.46)
donde{&e}t=[u1 v owi 9xp 19)/1 Gz1 Uy va wy 9xo ‘9)}2 1922] (647)
{Ad'=[Ur Vi W1 O @1 Oz Uy Vo Wo Or, 6 02 (6.48)

Operando se deduce que lamatriz [R], particionada en submatrices de tercer orden, se expresa:

(1 [0 [0 [0]
(Rp= |0 1 [0 [ (6.49)
0 [ (1 (0]
[0 [0 [0 [

donde las componentes de la submatriz [7] son los cosenos directores de laterna local principal:

COSa, COSa, COSc:
[/]=|cosB, cospB, cosp, (6.50)
cosy, Cosy,6 COSy.

Con la matriz [R] se redliza la transformacion de las matrices de masa [m¢] Y rigidez [ke] del elemento,
referidas al sistemalocal principal, para pasarlas a sistema global, tal como se dedujo en la Seccion 6.4,

ver expresiones (6.214) y (6.21by):
[Md =[R]' [md [R] ; [Kd = [R]' [kd [R] (6.51ab)

El ultimo paso del desarrollo del agoritmo consiste en hallar 1as matrices [m¢] Y [ke] del elemento de dos
nodos, para el caso de barras de ge recto de seccion constante. De acuerdo con lo explicado en la
Seccion 6.1 y graficado en la Figura 6.1.1(c), para generar un elemento de entramado espacial (3D) se
expanden las matrices de masa (5.10) y de rigidez (5.14) del elemento con deformaciones axiales, se les
suman las analogas del elemento con deformaciones torsionales, y las matrices dadas en (5.49) y (5.53)
del elemento para deformaciones flexionales con lateoria elemental de Bernoulli-Euler, o con las dadas
en (5.102) y (5.104) del elemento desarrollado con lateoria de Timoshenko.

L as propiedades geométricas y mecanicas que intervienen en el elemento tipo Bernoulli-Euler, ademas de
lalongitud (I=2a) que se calcula con las coordenadas de |os extremos, son: €l area (4), los momentos de

inercia (Ix, 1y, I7), € angulo (B) de orientacion de la seccion; la constante de torsion (J), |0s modulos de
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dlagticidad (£, G) y ladensidad (p) del material.

Haciendo intervenir la semilongitud del elemento (a = //2), su cuadrado b = a?, y e cuadrado del radio de

giro polar delaseccion ¢ = r,° = I, /A4, lamatriz de masa[m¢] del elemento Bernoulli-Euler resulta:

[70 0 0 0 0 0 35 0 0 0 0 0]
0 78 0 0 0 22a 0 27 0 0 0 -13u
0 0 78 0 -22a 0 0 0 27 0 13« 0
0 0 0 70c 0 0 0 0 0 35¢ 0 0
0 0 —-22a 0 8b 0 0 0 -13 0 -6b 0
Aa | 0 22a 0 0 0 8b 0 13a 0 0 0 -6b
[me = £ (6.52)
105 | 35 0 0 0 0 0 70 0 0 0 0 0
27 0 0 0 13« 0 78 0 0 0 —-22a
0 0 27 0 -13u 0 0 0 78 0 22a 0
0 0 0 35¢ 0 0 0 0 0 70c 0 0
0 0 13a —-6b 0 0 0 22a 0 8b 0
| 0 -13a 0 0 0 -6b 0 —-22a 0 0 0 8b |
Lamatriz derigidez [kg], también referida al sistema local principal, es:
£4 0 0 0 0 o -H 0 0 0 0
2a 2a
El El El El
o X o o o E oo F: o o
2a 2a 2a Za
3EIl 3EI 3El 3E]
0 0 3y 0o - 2y 0 0 0o - 3y 0 - 2y 0
2a 2a 2a 2a
0 0 0 GJ 0 0 0 0 o -9 0
2a 2a
3EI 2E1 3EI EI
0 o —-——X o0 4 0 0 0 4 0 4 0
2a2 a 242 a
0 3E] 2 0 0 0 2E] 2 0 B 3E] 2 0 0 0 EI,
24° a 24° a
B 0 0 0 0 £4 0 0 0 0 0
2a 2a
3EI 3EI 3EI 3EI
0 - 32 0 0 0 - ZZ 0 3z 0 0 0 - 22
2a 2a 2a 2a
3E] 3EI 3E1 3EI]
0 0o - 3y 0 2y 0 0 0 ; 0 2y 0
2a 2a 2a 2a
0 0 o -9 o 0 0 0 o < o 0
2a 2a
3EI EI 3E1 2E]
0 o ——X o L 0 0 z 0 4 0
2a° a 2a° a
3EI EI 3EI 2E]
0 —= 0 0 0 2 0 -—= 0 0 0 —=
L 242 a 24° a |
(6.53)

Por otra parte, para el elemento tipo Timoshenko, a las propiedades geométricas de la seccion se agregan
losfactoresdecorte i, y k;, que intervienen en |os términos que tienen en cuenta las deformaciones por

corte; xy, corresponde al corte en la direccion principal y (flexion en el plano principal y-x, vale decir
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con €l ge principal z como € e neutro de la seccion); k; , a corte en ladireccion principal z (flexion con

el ge neutro y). El algoritmo propuesto admite que los factores de corte «;, y &, pueden ser distintos.
Utilizando la expresion (5.102) se obtiene la matriz masa [m¢] del elemento tridimensiona tipo

Timoshenko, referidaal sistemalocal principal, en este caso como suma de dos matrices:

_ pAa
[ = 22 [ + 2 ] (654)

A continuacion se dan las componentes no nulas de la matriz simétrica [m ], la cua incluye el efecto de
ladeformacion por corte en la inercia transversal de las secciones, a través de dos parametros @, Y @, :

me(1,1) =140; m1,7) = 70; m7,7) =140

md(4,4) =140r7; m(4,10)= 7072 ; m (10,10) = m (4,4)

me(2,2) =(156+294 @, +140p2)/ (L+@.)°

my(2,6) =a(44+T7 ), +3502)/ (1+ . ))

me(2,8) =(54+124@p, +70p2)/ (I+ . )°

me(2,12) = -a(26+63 @, +3502) / (I+ . )’

my(3,3) =(156+294 @, +140p?2)/ (1+ @, )°

my(3,5) =-a(44+77 P, +350°)/ (1+ @, )

mo(3,9) =(54+126 ,+700°) / (1+ )’ (6.55)

my(3,11) = a(26+63 @, +35d2)/ (1+d )’

my( 5 5) =a’(16+28 , +14d°)/ (1+d, )

m(5,11) = - a*(12+28® , +14®2) / (1+ D, )*; md5,9) =—-my3,11)

me(6,6) =a(16+28 . +14®?)/ (+ d. )’

me(6,12) = - a*(12+84 @, +126 2) / (1+3 . )*; mo(6,8) =-m2,12)

mo8,8) =m2,2); m(812)=-m(2,6); m9 9 =my3 3)

2 2
donde: @, = 61+0) (”J D, = M(”j ; (6.57 ab)
K- a Ky, \a

v=%2E/G - 1 esel coeficiente de Poisson; 7y, 1y, rz son los radios de giro de la seccion.

L as componentes no nulas de la matriz simétrica de masa [m ], que tiene en cuenta lainerciarotatoria de
|as secciones, son:

md(2,2) =181,/ (1+®.)*; m(2,8)=-m(2,2)
mi(2,6)=al,(3-15@. )/ (1+d. )% m( 2,12) = m4( 2, 6)

m(3,3) =181,/ (1+®,)*; md(3,9)=—md(3,3)

m{(3,5) = —aly(3-150,)/ (1+d, ) m(3,11) = m (3, 5)

m{(5,5) =a’l,(8+10d, +20p3) [ (1+ d, )*; md(5,9)=—m/(3,5) (6.58)
m{(511) = - a’ly (2+100 ,-10p3) /(1+ D, )? m(6,8)=—m/2,6)

m(6,6) = a’1,(8+10®, +20p2)/(I+ d.)*; m(8,8)= my22)

m(6,12) = — d?l,(2+10p, -10®2) / (1+ P, )?; m(9,11) = —m(3,5)

m(8,12) = — m(2,6) ; m(9,9) =m(3,3) ; m«(11,11) = m(5,5) ; m(12,12) = m (6,6)
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Es importante destacar que con ¢, =0, @,=0 y [m] =0, lamatrizmasa [me] de este elemento
coincide con la matriz masa del elemento tipo Bernoulli-Euler dada en (6.52), lo cua facilita la

codificacion de un programa de computacion con ambos tipos de elementos.

Finalmente, recurriendo alamatriz rigidez (5.104) e introduciendo adecuados factoresf, 1., h,, h., g,y g,
se hallala siguiente expresion de la matriz [ke] del elemento en tres dimensiones:

£ 0 0 0 0 0 _E4 0 0 0 0 0
2a 2a
o It 0 0 0 Bty EL 0 0 0 Hely
a3 a2 a3 a2
EI EI EI EI
0 0 VBf i - yzfz 0 0 0o - }sz - yzfz 0
a a a a
0 0 0 ot 0 0 0 0 o 0 0
2a 2a
EI EI EI EI h,
0 0 - ‘Zf =0 y&: 0 0 0 yzfz 0 2 0
a 361 a 361
EI EI EI ELh
0 Zf 4 0 0 0 =8y 0o - 2f e 0 0 0 =)
a 361 a 3a
_E4 0 0 0 0 0 £4 0 0 0 0 0
2a 2a
o b 0 0 o L i 0 0 o b
a3 a2 a3 a2
EI f. EI f, EI f. EI f,
0 0 - )Sf 0 yzf 0 0 0 yaf 0 2f 0
a a a a
0 0 0 _GJ 0 0 0 0 0 GJ 0 0
2a 2a
EI EI h EI EI
0 0 - yzf =0 r = 0 0 0 yzf : 0 y&: 0
a 3a a 3a
0 Elzzfy 0 o 0 ELh, o Elzzfy 0 0 0 El.g,
L a 3a a 3a |
(6.58)
donde: f, = 8 : (= L (6.59 a,b)
21+ ) 21+ d.)

g,=@+d,)f;  g.=@+®f 5 hy=Q-0)f  h.=Q2-DIf (6.60 a,b,c,d)

Este algoritmo se implement6 en el programa ENESP (ENtramado ESPacial), con el cual es posible el
analisis de vibraciones libres de entramados espaciales de barras rectas con nudos rigidos, utilizando el
elemento de dos nodos, tipo Bernoulli-Euler o tipo Timoshenko. Cuando se opta por € primero, deben
ser nulos ambos factores de corte, x;, y x;, en el archivo de datos del modelo. En este programa se
utilizan exclusivamente matrices consistentes, vale decir que no se contempla el uso de matrices de
masas desacopladas. Se compilaron cuatro versiones del programa: ENESP-Q!, ENESP-Q#, ENESP-V!
y ENESP-V#. Con el propdsito de contar con herramientas mas poderosas para el analisis de entramados

espaciales, se han desarrollado las versiones ENESP-V compiladas con Visual Basic Esta duplicacion de
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los codigos de computacion se realizd para entramado espaciales, y con todos los algoritmos que se
aplican en los proximos capitulos, justamente con motivo del mayor tamafio de las matrices, y el criterio
adoptado de utilizar exclusivamente la memoria principal (RAM) de la computadora en el proceso de
calculo, sin recurrir a la particion de las matrices y los consiguientes intercambios de datos con el disco
rigido. Por otra parte, operar con grandes matrices exigiria disponer de rutinas de calculo numérico mas
sofisticadas que el simple método de iteracion inversa, implementado para resolver los ejemplos
numéricos que se proponen en las clases practicas. Este criterio del autor obedece al objetivo principal
del curso, que es €l estudio del método de elementos finitos con aplicaciones a la determinacion de
frecuencias naturales de sistemas mecanicos estructurales simples (lo cual de todos modos exige disponer
de adecuadas herramientas de calculo), sin pretensiones de desarrollar programas de computacion de
gran capacidad y efectividad operativa. En el Apéndice se describen las principales caracteristicas de los

programas de computacion preparados para este curso y disponibles en el CD-ROM.

Con la version ENESP-V# se determinaron frecuencias del entramado de la Fig.6.6.1(a), compuesto de
16 barras, todas de 1 metro de longitud, con columnas de seccion cuadrada de 6 cm de lado, y vigas de
seccion rectangular con 6 cm de ancho y 15 cm de altura. Los valores de la constante de torsion J
adoptados son 0.0000018 m* y 0.000008 m*, respectivamente. Las propiedades mecanicas del material
son E = 210GP, G = 84GPy densidad p = 7850 kg/m>. Modelando con uno, dos y cuatro elementos tipo
Bernoulli-Euler por barra, se obtuvieron los resultados mostrados en la Tabla 6.6.1. Para verificarlos, el
mismo modelo se analizé con el programa Algor Professional Mech, dividiendo cada barra con n = 4,

10, 20y 40 elementos.

Tabla6.6.1: Vaores de frecuencias angulares del portico espacial de la Figura 6.6.1(a).

Programa ENESP-V# Algor Professional Mech
n=1 n=2 n=4 n=4 n=10 n=20 n =40
o= @ 57.6785 57.6690 | 57.6684 | 57.6686 | 57.6684 | 57.6684 | 57.6684
w3 67.5926 67.5850 | 67.5843 | 66.8731 | 67.4824 | 67.5707 | 67.5929
Wy = s 253.4698 | 252.7847 | 252.7350 | 252.7712 | 252.7413 | 252.7354 | 252.7339
ws 316.5689 | 316.2450 | 316.1815 | 312.6155 | 315.6433 | 316.0786 | 316.1876
w; 432.7020 | 430.5538 | 430.3319 | 430.2858 | 430.3160 | 430.3146 | 430.3141
ws 540.0343 | 538.6033 | 538.2451 | 537.9955 | 538.1946 | 538.2110 | 538.2147

Las primeras tres formas modales, correspondientes a los tres primeros renglones de la Tabla 6.6.1, se
muestran esquematicamente en la Figura 6.6.4 en la pagina siguiente. En la misma tabla se observa que
los valores hallados con € programa ENESP-V# decrecen a aumentar el nimero de elementos del
modelo, con convergencia monétona, mientras que con Algor el tipo de convergencia depende de la

forma modal: monotona decreciente para @1 = @ Y @4 = @s; MONOtona creciente con ws, W Yy wg: Y
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convergencia oscilante para w; (aumenta a pasar de n = 4 a 10, luego disminuye). Este comportamiento
del elemento implementado en el programa Algor Professional Mech es consecuencia de utilizar una

matriz masa no consistente.

Por otra parte, el elemento de Algor para este tipo de analisis permite hacer intervenir el efecto de la
deformacion por corte, de acuerdo con la teoria de Timoshenko, pero no incluye la inercia rotatoria de las
secciones del elemento. Los resultados que se dan en la Tabla 6.6.1 fueron hallados, con Algor, sin €

efecto de corte.

Figura 6.6.4: Primeras formas modales del pértico de la Figura 6.6.1(a).
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS

7.  VIBRACIONES DE MODELOS PLANOS CONTINUOS
7.1 Introduccion

Diversos problemas de analisis dinamico que se presentan en la practica pueden ser resueltos, en
forma aproximada, utilizando elementos bidimensionales. Ejemplos. una placa plana vibrando en su
plano, tal como un tabique de una estructura de edificio de hormigon, puede ser analizada dividiéndola
en elementos bidimensionales para estado plano de tensiones (también llamados elementos
membranales); €l comportamiento dinimico de una presa de gravedad puede estudiarse, en una primera

aproximacion, dividiendo la seccion en elementos para estado plano de deformaciones.

En lo que sigue, & plano del modelo continuo coincide con e plano coordenado global x-y. El

desplazamiento de un punto se describe con dos componentes en dicho plano (Figura 7.1.1): u(x,y) y

v(x,p).

1  constante
x|y lineal

g Ty }-’2 cuadratico

¥ x| xy? ¥¥ cubice

Figura 7.1.1: Modelo continuo en el plano x-y. Figura 7.1.2: Triangulo de Pascal.

Con el objeto de garantizar la convergencia del modelo de elementos finitos, es conveniente que dichas
funciones sean aproximadas, en cada elemento, con polinomios completos de dos variables cuyos
términos forman el llamado Tridngulo de Pascal (Figura 7.1.2).

Por razones de orden practico los elementos se adoptan con formas de triangulos, rectangulos y
cuadrilateros. En el caso mas simple tienen lados rectos y nodos en los vértices. También pueden tener
uno o mas nodos sobre los lados, que en tal caso pueden ser curvos. Ademas, puede haber uno 0 mas
nodos en €l interior del elemento (Figura 7.1.3 en la pagina siguiente). Cada nodo posee dos grados de

libertad, que son las componentes del desplazamiento.

161



VIBRACIONES DE MODELOS PLANOS CONTINUOS

(a) X (b) (c) 1 (d)
(€) (f) () (h)

Figura 7.1.3: Distintos tipos de elementos finitos bidimensionales.

Dos elementos contiguos deben compartir 10s nodos situados sobre el lado comiin. Ademas, las funciones
de los desplazamientos deben adoptarse de manera que se cumpla con la continuidad de las mismas en

todos |os puntos de los lados comunes, propiedad de |os elementos conformes [19].

Los elementos deben tener invariancia geométrica, propiedad que significa que las deformaciones no
dependen de las direcciones de los gjes coordenados. De hecho, esta propiedad se cumple si se adoptan
polinomios completos. Cuando se hace necesario agregar términos de mayor grado debe cuidarse que se
mantenga la simetria en el Triangulo de Pascal, para que se cumpla la invariancia geométrica. En la
Figura 7.1.4 se muestran tres casos de polinomios incompletos validos: cuadratico en (a), de tercer grado

en (b) y de cuarto en (c).

®®® ®®® ®®®

2 () # @) EE)
B 2 (D) F P (D)

N A N B R ¥ @ w3y

(a) (b) ()

+3

Figura 7.1.4: Términos de polinomios incompletos.

Las expresiones de energia que intervienen han sido deducidas en el Capitulo 3. La energia de

deformacion elastica de un elemento bidimensional se expresa:
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U, = % J{e) [P (e} as 7.1)
donde 4 es €l espesor del elemento.
Reemplazando la matriz [ D] para estado plano de tensiones dada en (3.71) y desarrollando, se obtiene:

2 2 2
Uez—Eh2 | oul  plulv (av) JLzufou ov)l, (7.2)
20-0°) 4|\ 9x ox2dy \ Oy 2 \dy Ox

Como en la expresion de la energia de deformacion solamente intervienen derivadas primeras, es
suficiente adoptar las componentes del desplazamiento como grados de libertad, y conformar la
continuidad de las mismas en los lados comunes de los elementos adyacentes (denominada continuidad
Co)-

Para estado plano de deformaciones se emplea la expresion (3.86) de la energia de deformacion elastica.
Sin embargo, mediante el artificio de utilizar constantes elasticas ficticias, dadas en (3.88) y (3.89), se

puede resolver como s se tratara del estado plano de tensiones.
Laexpresion de la energia cinética del elemento es la misma para ambos casos:

T = % oh j (6% +v?)dA (7.3)
donde p esladensidad del material (masa por unidad deAvoI umen).

7.2 Triangulo de tres nodos
Es el elemento bidimensional mas simple. En la Figura 7.2.1 se muestra la numeracion local de sus
tres nodos, la notacion de sus coordenadas globales, y los desplazamientos nodales que se agrupan en €l

vector { 6.} .

Yz

Figura 7.2.1 Figura 7.2.2

Numeracion local de nodos. Notacién de las componentes globales.
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Cuaquiera de los vértices puede adoptarse como nodo 1. Notese el sentido antihorario sobre el contorno.
En la Figura 7.2.2 se muestra la notacion global de los desplazamientos nodales, como componentes del
vector {A} que agrupa a los desplazamientos de todos los nodos del modelo compuesto por elementos

finitos.

Teniendo en cuenta que el elemento tiene tres grados de libertad en cada direccion coordenada, las
respectivas componentes de la funcion desplazamiento se aproximan con polinomios completos de tres

términos cada uno:
u(x,y) = aat o x + az y ; v(x,y) = oyt asx + ag y (7.4 ab)

Dado €l caracter lineal de los mismos, este elemento también se denomina tridngulo lineal. Sustituyendo

en (7.4) las coordenadas de los nodos, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

UL = ot arx, + Y1, vy = ot asxy + s V1 (75 a)
Uy = ot apxy + 03y2; Vo = Oat 05X T Q)2 (75 b)
Uz = ot dpxz + azys; V3 = Ot Os5X3 T )3 (75 C)

Resolviendo este sistema pueden obtenerse las expresiones de las constantes ay...0s en funcion de las
coordenadas de los nodos y de los desplazamientos nodales, que sustituidas en (7.4) permiten expresar

las funciones de | os desplazamientos en la forma siguiente:

u(x,y) = Ni(x,y) us + No(x,y) up + Na(x,y) us (7649
v(x,y) = N1(x,p) vi + Nao(x,y) v2 + Na(x,y) vs (7.6 b)

donde Ni(x,y), Nao(x,y) Y N3(x,y) son las denominadas funciones de forma (o interpolantes) del elemento.

Se omite el desarrollo algebraico que conduce alas siguientes expresiones:

Ni(x,y) =(ay + b1x +c1y) /24 (7.79)

No(x,y) = (a2 + bax + c2y) /24 (7.7 b)

N3(x,y) = (as + bax + c3y) /24 (7.7¢)

donde: 24 =a;+a,taz=ay tbixitciyi=ax+ byxy+coyr=as+ bzxz+ cays (7.849)
a1 =X2Y3-X3)2; ay =X3y1-X1V3; a3 =X1Y2-X2 )1 (7.8 b,c,d)

by =y2-ys; by =y3-y1; b3 =y1-y2 (7.8ef,0)
C1=X3-X3] Cy=X1-X3) C3=Xp-X1 (7.8 h,i,j)

A es el area del triangulo.

En laFigura7.2.3 se muestralafuncion Ny(x,y). Vae launidad en el nodo local 1y cero en los otros dos
nodos. Las funciones N,(x,y) y N3(x,y) son similares, con valor unidad en el nodo local respectivo y cero

en |los otros dos.

164



VIBRACIONES DE MODELOS PLANOS CONTINUOS
Por otra parte, se puede demostrar que el numerador en € segundo miembro de la expresion de Ny(x,y)

dadaen (7.7), es e duplo del area A; del triangulo con vértices en el punto de coordenadas (x,y) y en los

nodos2 y 3, como se muestraen laFigura7.2.4.

)

Figura 7.2.3: Funcion de forma Ny(x,y). Figura 7.2.4: Subareas Ay, A,, As.

Por consiguiente, la funcion de forma N;(x,y) es igua a cociente entre dicha area A; y la del elemento
triangular. Similarmente, las funciones Na(x,y) Y N3(x,y) son los cocientes A,/4 y A; /A4, respectivamente.
Dichos cocientes adimensionales definen a las denominadas coordenadas triangulares, 0 coordenadas
naturales, del punto considerado:
E1=4,/4; Er=Ay/A; E3=A3/4 (7.9ab,c)
Es evidente que las mismas ho son independientes, ya que se cumple laigualdad: &1+ £, + &3 = 1 para
todo punto del triangulo. Con ellas se calculan, mediante interpolacion lineal, las coordenadas cartesianas
de un punto genérico del triangulo, en funcion de las coordenadas de los vértices del mismo:
x=81x1+ Soxp+ E3xs ] y=8&yitayat Eays (7.10 ab)
Dado que &1 = Ni(x,y), &2 = Nox,y) y £ 3 = Na(xy), las mismas funciones interpolantes del
desplazamiento definen la geometria del elemento, ya que parametrizan las coordenadas de un punto
genérico en funcion de las coordenadas de los tres nodos del elemento. La similitud entre (7.6) y (7.10)
se denomina isoparametrismo. En otras palabras, € triangulo lineal de tres nodos es un elemento
isoparamétrico.
Por otra parte, para todo punto sobre el lado 2-3 del elemento resulta N1(x,y) = 0, lo cual implica que las
componentes de su desplazamiento, con variacion lineal sobre dicho lado, quedan determinadas con los
valores de |os desplazamientos de los nodos 2 y 3, sin intervenir el desplazamiento del nodo 1. Lo mismo
sucede en los otros dos lados del elemento. Por consiguiente, siempre se cumplira la condicion de
continuidad de u(x,y) y v(x,y) sobre el lado coman a dos elementos adyacentes.
Otro requisito para la convergencia es la propiedad de reproducir desplazamientos de cuerpo rigido del
elemento, sin deformaciones. En unatraslacion se tiene: u(x,y) = us = u, =us y v(x,y) = v1 = v, = vz para
todo punto del elemento. En consecuencia, de acuerdo con (7.6) debe cumplirse:
Ni(x,y) + Na(x,y) + Na(x,y) = 1 (7.11)
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Las funciones de forma definidas en (7.7) satisfacen esta condicion.

En unarotacion infinitésima del elemento alrededor del eje coordenado z, setiene:
u(x,y) ==6zy = =0 [y1 Ni(x,y) + y2 Na(x.y) + y3 Na(x.y)]
v(x,y) = +0,x = +6; [x1 Nix,y) + x2 Nao(x,) + x5 N3(x,y)]
Por consiguiente, también deben cumplirse:
x = x1 N1(x,p) + x2 No(x,p) + x3 N3(x,y) (7.12 )
Y =y1Naxy) +y2 No(x,p) + y3 N(x.y) (7.12b)
De acuerdo con (7.10), las funciones de forma dadas en (7.7) satisfacen estas condiciones.

Aplicando (3.4) con (7.6) se expresan las deformaciones del el emento:

_Ou _ 8N1+ 8N2+ ON3

Gu 7134
& o u1i o Uz o us o ( )
ov ON1 ON 2 ON3
i ; 4 7.13b
gy ay 1% ay V2 6)/ V3 ay ( )
yo = O Ny Ny N, ONp, ONg, | ONs (7.13¢)

- 5 e oy ox oy ox oy ox

Otra propiedad beneficiosa para la convergencia es la de reproducir desplazamientos con deformacion
constante. La constancia de &, se produce cuando el desplazamiento u eslineal en lavariablex: u = a +
S x, donde ay 5 son constantes. En tal caso |os desplazamientos nodal es se expresan de la misma forma:

wm=a+fx; u=a+ fx;; uz=a+ fxs. Aplicando (7.13 @) setiene:

& =ou/ox = f=(a+ fPx1) ONi/Ox + (a+ Bxy) ONx/Ox + (a+ [ x3) ON3/Ox

L uego: o (ONy/ox + ONy/ox + ONg/dx) =0; B (Xy ONy/Ox + x» ONy/Ox + x3 ONy/Ox) = B

Por consiguiente, se obtienen las siguientes condiciones adicionales:
ONy/ox + ONy/ox + ONz/ox =0 (7.14 Q)
x1 ONY/Ox + xp ONo/Ox + x3 ONy/Ox = 1 (7.14 b)
ONy/dy + ON»/dy + ONy/dy =0 (7.140)
y1 ONy/y + v, ONo/dy + y3 ONa/Oy = 1 (7.14d)

Las dos tultimas se deducen de manera similar, a partir de la constancia de la deformacion & = 0v/0Oy
cuando el desplazamiento v(x, y) es lineal en la variable y. Es facil comprobar que la constancia de la

distorsion y, = Ou/Oy+0v/0x no aporta nuevas condiciones, sino que conduce a las mismas deducidas con

laconstanciade & Yy ¢, .

Por otra parte, las condiciones (7.14 a) y (7.14 c) se cumplen automaticamente cuando las funciones de
forma satisfacen la (7.11). También se satisfacen (7.14 b) y (7.14 d) cuando son validas las expresiones
(7.12) de isoparametrismo.

La simplicidad del triangulo de tres nodos permite obtener la expresion explicita de la matriz de rigidez
con un desarrollo analitico simple, debido a la constancia de las deformaciones (por este motivo, este

elemento se denominatambién tridngulo de deformacion constante).
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En formamatricial, las formulas (7.13) se expresan:

oN, ) PR L

. ox ox ox Vi
{e}={z, t=| © % o N2 o Nl _ipyusy (715)

y dy ay ||vz

Vo) |6N, 6N, ON, ON, N ONg||ug

| dy JIx Oy ox Oy  Ox ||vg

Reemplazando en (7.1): U, = g j {5} [BI'[DI[BIS,}dA = %{@f[h][B]f[D][B]dA]{ae} (7.16)

Laexpresion entre corchetes del ltimo miembro es la matriz de rigidez del elemento:
[kel =h .[A [BY[D][B]dA=hA[B]'[D] [B] (7.17)
1 a 0 a 0 a3 O
by ay by ay by az

Utilizando la matriz constitutiva [D ] del estado plano de tensiones dada en (3.71), y operando, se

obtiene:

i b+t W+mbey  bibytpcc; pbyey+vbe, bby+pcc ;ub301+0b103_

L+ u)by ¢ pbi +cf mbicy+vbyey  pbybytcic;  pbcs+vbge  pubbytcicy

[k]=C, biby+ucyic;  pbc;+vby by +uch (0+w)bycy  bybs+pcycs  pbsc, +vbycy

pbyey+vbc, ubby+cc;  (V+u)bye, pb; +c5 pbycz +vbycy  prby by +cycy

bybyt+pcicy  pbcatvbyey bybytpcycy pbyeg+vbse, by +ucs (v+ p)bses

| bser +vbicg pbiby ey pbyc, +vbyey  pubybstcycs (U p)bses pbs+ci |
(7.19)

donde v esel coeficiente de Poisson; u=(1-0)/2; C, = Ehl44(1-1).
La matriz de masa se obtiene a partir de la expresion de la energia cinética (7.3). Agrupando u(x,y) y

v(x,y) en un vector, setiene:

{u(x,y)}_{Nl(x,y) 0 Ny(x.y) 0 Ny(x.y) 0 }”2 _IVS) (7.20)

V(x,)’) 0 Nl(xvy) 0 Nz(x’)/) O N3(x!y) V2
V3
u(x, ) _
Derivando con respecto al tiempo: =[N{J.}
v(x, )
L uego: i+ 77 ={”f’} {”."}={5e}f[N]f[N]{ée}
1% 1%
Reemplazando en (7.3): T, :%{5}}’ [ pA[NY[N1dA{5e} (7.21)
A
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Por consiguiente, la matriz de masadel elemento resulta:

[m,]= ph[[NY[N]d

. : . A L
El producto [NV ]t[N ] es una matriz cuadrada simétrica de sexto orden, cuyas componentes son polinomios

(7.22)

cuadraticos en las variables x e y, 0 en las variables adimensionales £, &£,y £z definidas en (7.9). En

este ultimo caso, el producto [N ]’[N ] queda expresado con la siguiente matriz:

8183

[NT'[N]=

&
0

G152
0

183

| 0

0
&
0

152
0

¢153

&
0
&
0

6253
0

0

&6
0
&
0

8283

0

283

0
&
0

0

613
0

$263
0

& |

Adoptando &1y £, como variables independientes, el dominio de integracion es el triangulo rectangulo

isosceles con catetos de valor unidad, como se muestra en la Figura 7.2.5, independientemente de la

forma y posicion del elemento triangular en el plano coordenado x-y. Esta transformacion, cuyo

Jacobiano es el duplo del area del elemento triangular, facilita el calculo de las integrales. Sustituyendo &

3= 1-£:-&, eintegrando en el dominio triangular de la Figura 7.2.5, se obtiene la expresion final de la

matriz de masa del elemento:

11-¢

[m]=24] | [NI[N1d& d& =222
00

¢,

| oE=1-g-g=0
2

1

| I3 I €1

201010
020101
phd|1 0 2 0 1 0
121010201
101020
010102

| 20

Figura 7.2.5: Dominio en el plano &;-&,.

(7.23)

+14

Figura 7.2.6: Barra recta empotrada-libre.

Otra forma, mas directa y sencilla, consiste en aplicar la siguiente formula de Eisenberg” para hallar €l

resultado de laintegral:

* Eisenberg M.A. and Malvern L.E. (1973) International Journal of Numerical Methods in Engineering (7), 574-
575. On finite element integration in natural coordinates.
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. fg!'r!
Peq idA: P q
£§l 5253 (p+qg+r+2)!

(7.24)
Las matrices (7.19) y (7.23) se aplican en e programa EPT3N (Estado Plano con Tridngulos de 3 Nodos)
incluido en el CD-ROM. A continuacion se muestran los resultados obtenidos con este programa para el
caso de una barra recta de seccion rectangular empotrada en uno de sus extremos, cuyas medidas se dan
en laFigura7.2.6. de la pagina anterior. En la Figura 7.2.7 se muestra el primer modelo utilizado para el

analisis, compuesto por 80 elementos triangulares, con 63 nodos en total.

3 a6 9 57 &l a3
2 62
1 4 7 35 28 al

Figura 7.2.7: Modelo con 63 nodos en una red de 80 elementos triangulares.

Para comparar con la teoria elemental de barras, no se incluyé el efecto Poisson. (v = 0). Para hallar los
modos de vibracion longitudinales exclusivamente, se impuso la nulidad de la componente vertical del
desplazamiento en todos los nodos, ademas de la componente horizontal en los tres nodos del borde
izquierdo. Con estas restricciones, € modelo queda con 60 grados de libertad y € ancho de banda
efectivo se reduce ala mitad (5 en lugar de 10). En la Tabla 7.2.1 se dan los valores del coeficiente de
frecuencia wL(p/E)"?, correspondientes a los cuatro primeros modos, obtenidos con este modelo de 80
elementos y 63 nodos, y con otro mas denso formado con 160 elementos y 103 nodos, que deriva del
anterior al agregar la segunda diagonal en todos los cuadrados de laFigura 7.2.7 (se duplica el niimero de
elementos y se generan 40 nodos mas). Se dan también los valores de la solucion exacta de la teoria

elemental (estado uniaxial de tensiones), en el tltimo renglon de la tabla.

Tabla7.2.1: Valores de wL(p/E)"? delos cuatro primeros modos (Fig.7.2.6, v=0).

Modelo o L(p/E)Y?  aoL(p/E)Y?  wsL(p/E)'? oL (p/E)"?
80 elementos 15711 4.7209 7.8936 11.1039
160 elementos 1.5710 4.7182 7.8820 11.0724
Solucion exacta 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956

Para hallar |os modos de vibracion transversales (y longitudinales) las restricciones se limitan a los nodos
del borde izquierdo, de manera que € modelo de 80 elementos pasa a tener 120 grados de libertad y las
matrices un ancho de banda de valor 10, mientras que el de 160 elementos tiene 200 grados de libertad y
ancho de banda 12. En la Tabla 7.2.2 se dan los valores del coeficiente de frecuencia Q = wL*(pA/EL)"?,
correspondientes a los primeros cuatro modos de vibracion hallados con ambos modelos, operando con
simple y doble precision. Ademas se dan los resultados con otros tres modelos, con disefio de mallas
similares mas densas. En la Tabla 7.2.2, en cada caso, se indica el numero de elementos (Nel), grados de
libertad (GDL) y ancho de banda (ab). También se transcriben los valores obtenidos con 100 elementos

finitos del tipo viga Timoshenko, adoptando x =0.85y v=0 (programa BRFVT—Q#, operando con doble
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precision). Finalmente, en e ultimo renglon se da la solucién exacta de la teoria elemental (viga

Bernoulli-Euler).

Tabla7.2.2: Valoresde Q; = w;L* (pA/EL)"? . Vigacantilever (Figura7.2.6, v=0).
Programa Nel GDL ab O, Q, Q3 Q,
EPT3N-Q! 80 120 10 4.6270 27.7323 54.4248 73.1251
EPT3N-Q# 80 120 10 4.6254 27.7322 54.4248 73.1250
EPT3N-Q! 160 200 12 3.9124 23.6688 54.4221 63.2384
EPT3N-Q# 160 200 12 3.9061 23.6681 54.4217 63.2382
EPT3N-Q! 320 400 14 3.8011 22.9671 54.4143 60.9254
EPT3N-Q# 320 400 14 3.8074 22.9674 54.4140 60.9253
EPT3N-V! 720 840 18 3.6347 21.9463 54.4134 58.2819
EPT3N-V# 720 840 18 3.6360 21.9502 54.4152 58.2837
EPT3N-V! 1280 1440 22 3.5788 21.5779 54.4156 58.3075
EPT3N-V# 1280 1440 22 3.5742 21.5805 54.4147 58.3075
BRFVT-Q# 100 200 4 3.4934 211039 - 56.0677

Solucion exacta (Bernoulli-Euler) . 3.5160 220345 = - 61.6972

Notese que los modelos con 720 y 1280 elementos fueron analizados con las versiones compiladas con
Visual Basic, debido a que a intentar €l calculo de las frecuencias con el programa MITIN1Q# Se supera
la capacidad de la memoria operativa de QuickBasic. Notese también que se dan los resultados hallados
al operar con simple y doble precision, para mostrar como influye la cantidad de digitos significativos
gue intervienen en € calculo.

EnlaTabla7.2.2 se comprueba que el valor de O3 varia muy poco al aumentar el nimero de elementos.
Esto es consecuencia de que el modo de vibracion es longitudinal, en lugar de transversal. Multiplicando
Q3 por €l parametro adimensional (I, JAL? )1/2 = 0.0288675 se obtiene el valor del coeficiente wL(p/E)"?,
que resulta 1.5711 con e modelo de 80 elementos, 1.5710 con el de 160 elementos (ver Tabla 7.2.1), y
1.5708 con los modelos de 320, 720 y 1280 elementos (solucion exacta con 5 digitos).

Por otra parte, se aobserva que con e aumento de los grados de libertad se produce una muy apreciable
disminucion en las otras tres frecuencias naturales, 1o cua significa una buena convergencia, pero a
mismo tiempo sefiala la necesidad de utilizar redes bastante mas refinadas para llegar a valores
aceptables en los modos flexionales. Por ello, y para comprobar € funcionamiento de los programas
EPT3N-V# y MITINL1V#, se continu6 con el analisis de la viga empotrada-libre de la Figura 7.2.6,
modelada con elevado numero de elementos (y grados de libertad). Los resultados se muestran en la
Tabla7.2.3 en lapagina siguiente.

Finalmente, debe tenerse en cuenta que la teoria de Bernoulli-Euler predice frecuencias mayores que las
reales en vigas no suficientemente esbeltas, como es el caso de la barra en estudio. Es razonable suponer
gue con & modelo de 100 elementos tipo viga Timoshenko, con un archivo de datos de muy facil edicion,
Se obtienen resultados mas aproximados a las verdaderas frecuencias naturales de la barra. La Tabla 7.3.1
muestra que el algoritmo para el estado plano de tensiones, utilizando el triangulo lineal de tres nodos,

|entamente converge hacia esos valores.
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Tabla7.2.3: Valoresde Q; = w;L? (pA/EL)"? Vigacantilever (Figura7.2.6, v=0).

NEL GDL AB (O] Q, Qs Q,
720 840 18 3.6360 21.9502 54.4152 58.2837
1280 1440 22 3.5742 21.5805 54.4147 58.3075
2000 2200 26 3.5452 21.4069 54.4144 56.8477
4500 4800 36 3.5202 21.2563 54.4142 56.4472
5120 5440 38 3.5136 21.2171 54.4142 56.3436
8000 8400 46 3.5063 21.1731 54.4141 56.2265
12500 13000 56 3.5029 21.1529 54.4141 56.1721
18000 = 18600 66 3.4990 21.1294 54.4140 56.1101
24500 @ 25200 76 3.4982 21.1243 54.4140 56.0964
28880 @ 29640 82 3.4968 21.1162 54.4140 56.0750
30000 = 30750 86 3.4967 21.1153 54.4140 56.0726
BRFVT-Q# (Timoshenko) 3.4934 211039 = e 56.0677
Sol. exacta (Bernoulli-Euler) 3.5160 220345 = - 61.6972

7.3 Rectangulo de cuatro nodos

Para el caso de la barra cantilever de la Figura 7.2.6, que se analiza con un modelo plano
rectangular, es conveniente desarrollar un algoritmo mas eficiente, con elementos rectangulares con un
nodo en cada vértice. En la Figura 7.3.1 se muestra la numeracion local de los cuatro nodos, las

coordenadas globales de los mismos y el sistemalocal x-y con origen en el centro del elemento.

¥
| 2 |
LX 2b
1 2
}’1=}’2'____| |__
| |
| |
! | X
x.=x X=X

4 2 E}

Figura 7.3.1: Elemento rectangular de cuatro nodos.

Al existir cuatro grados de libertad en cada direccion coordenada, ambas componentes del
desplazamiento se aproximan agregando un término a los polinomios lineales (7.4), que debe ser €

término cuadratico xy sobre el gje de simetria del Tridngulo de Pascal (ver Figura 7.1.2):

u(xy) =an +aox+t oy + asxy; v(x,y) =as + agx + a7y + agxy (7.25a,b)

171



VIBRACIONES DE MODELOS PLANOS CONTINUOS
Los cuatro términos de cada polinomio corresponden al esquema (@) de la Figura 7.1.4. Ambas

componentes del desplazamiento varian linealmente solo en las direcciones de los ejes coordenados.
Cabe destacar que cada polinomio incompleto en (7.25) equivale a producto de dos polinomios lineales
en cada variable: u(x,y)=(B1+B:x)(Bs+Lsy) ; v(x,y) = (Bs+Bex)(Br+Bsy). Por esta razon, este elemento

también se conoce como rectangulo bilineal.

Las deformaciones en el elemento quedan expresadas por:

& =0uox =+ auy (7.26 @)
& =0v0y= a7+ agx (7.26 b)
Yay = Ou/Oy+ Ov/0x = (s + aa x) (a6 + 08 y) (7.26 ¢)

Se comprueba que & es constante en ladireccion x, &, |0 esen ladireccion y, mientras que ladistorsion

Y% Queda expresada por unaformabilineal.

Los coeficientes o; a ag (0 S @ fg) pueden hallarse en funcion de los desplazamientos nodales,
resolviendo el sistema lineal de ocho ecuaciones que se obtiene a reemplazar las coordenadas de los
cuatro nodos en (7.25). De esta manera se obtendrian las cuatro funciones de forma del elemento, con las

que se escribe:

u(x, )
=[N}{S =
{V(W)} [N]{8,}
U
U,
My 0 N(xy) 0 Ny(xy) 0 N(xy) 0w 7.27)
L0 My 0 N(xy) 0 Ny(xy) 0 N(x)]|ug '
Uy
Va

Sin embargo, introduciendo las variables adimensionales £ =x/a, n=y/ b ; y teniendo en cuenta que
las funciones de forma, también adimensionales, deben resultar productos de dos funciones lineales en &

y 7, pueden ser escritas directamente:

NS 1) =7 (1-¢) (1-7) ; NS 1) =% (1+6) (1-7) (7.289)
Ns(&,17) =Va (1+¢) (1+7) ; Ny(&.m) =% (1-8) (1+7) (7.28 b)

En forma mas compacta: Ni(&,n) = (1-& &) (1-n; n)/4, donde &; y n7; son las coordenadas del nodo i,
coni =1, 2, 3, 4. El factor % surge de la condicion Ni(&i,ni) =1, i =1, 2, 3, 4. Automaticamente se

cumple lanulidad de V; en los otros tres nodos.

EnlaFigura7.3.2 se muestralafuncion Ny(&,7) definidaen el dominio cuadrado del plano &-7.
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T
?"‘L
_,f/
-1,1) - (1,1)
I\& e /,z"/3
1 /{,r’ | ~ /////
1, =
1 /"’)L_l — s =
4 a
”//{_‘,/ : /-.-j,-' /.///
1 L e

(~1,-1) (1,-1)

Figura 7.3.2: Funcion de forma Ny(&,7).

Al igual que en € triangulo de tres nodos, las componentes del desplazamiento varian linealmente en
cada lado del elemento y quedan determinadas solamente con los desplazamientos de los dos nodos
ubicados en los extremos del mismo. Por consiguiente, este rectangulo de cuatro nodos es un elemento
conforme ya que se cumple la continuidad entre elementos adyacentes. Sin mayor dificultad se puede
comprobar ademas que las funciones de forma dadas en (7.28) satisfacen propiedades similares a las

deducidas paralas funciones de forma del triangulo de tres nodos, a saber:

Ni(x,y) + Na(x,y) + Na(x,y) + Na(x,y)= 1 (7.29)
X1 ON1/Ox + x2 ONo/Ox + x3 ONa/Ox + x4 ON4/Ox =1 (7.30)
y1 ONy/Oy + y, ONo/Oy + y3 ON3/Oy + y4ON4/Oy =1 (7.31)

La validez de las propiedades (7.30) y (7.31) implica que €l rectangulo de cuatro nodos es también un
elemento isoparamétrico. Vale decir, las mismas funciones Ni(&,7;) intervienen en las expresiones
paramétricas de las coordenadas de un punto genérico en funcion de las coordenadas de los cuatro nodos:
x=x1 NS, 1) +x2NoAS,m) +x3Na(8,77) +xaNa(S,7) (7.328)
y=y1Ni(E,m) +y2NoA(E,m) +y3Na(E,m) +yaNa(&,7) (7.32b)

Siguiendo e mismo camino que con € triangulo de tres nodos puede obtenerse la matriz de deformacion:
-b(1- 1) 0 b(1-1n) 0 b(1+ n) 0 -b(1+1n) 0

[B]=— 0 —a(l-¢) 0 —a(l+¢) 0 a(l+¢) 0 a(l-¢&) | (7.33)
—a(1-¢) -b(1-n) -a(l+¢&) b(A-n) a@+&) bA+n) a(l-8) -b(1+n)

donde 4 = 4ab es el area del elemento.

&

X

Con esta matriz, las deformaciones se expresan: {e} =1¢, =[Bl{o.} (7.34)

yzy
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Lamatriz de rigidez se determina con: [k,]= hI[B]’[D][B]dA (7.35)
A

donde /2 es el espesor del elemento.

Pasando a variables adimensionales, setiene: d4 = dxdy = abd&dn. Luego:
+1+1 ,
[k.]1=hab | [[BI'[DI[Bld&dn (7.36)
-1-1
La matriz [B]t [D] [B] es simétrica, de ocho filas y ocho columnas, cuyas componentes contienen
productos de polinomios lineales en £ y/o n. Reemplazando la matriz constitutiva del estado plano de
tensiones y operando, se obtienen las 64 componentes de la matriz de rigidez, reducidas a 36 por la

simetria:

ki =ksp=kss =k =-2kis=-2ksz=Eh (f+ua)l 3(1_02)
koo = kas= kes = keg = —2 kos = —2 kag = Eh (u B + @) | 3(1—1°)

kio=kag= ka7 =ksg = —kig=—kos = — kzs = — kg = Eh (/1+ U)/4(1—UZ)

(7.37)
kig = kos= kas = ker = — kia = — koy = — kss = — ksg = Eh (/U_ U) / 4(1_U2)
ki = ksy= Eh (ua—2B) 1 6(1-0%) ; ki = ks = Eh (B—2ud) | 6(1—1°)
kog = kas= Eh (u —20) | 6(1-0°) ;  kos = kes = Eh (e —2up) | 6(1-09)
donde a=alb; B=a *=bla;u=(1-v)2
Lamatriz de masa consistente del elemento se calcula con:
[m.1= PA[INY (V1A= phab}i}iw]’w] dé dn (7:38)

Lamatriz [N ]t [NV] , de ocho filas y ocho columnas, es simétrica. Sus componentes presentan términos

gque son productos de cuatro polinomios lineales, dos en la variable £ , y dos en 7. Operando

analiticamente, se obtiene:

402010 2 0
04020102
20402010
(] Pab|0 2 0 40201 739
910204020
01020402
20102040
0201020 4

Con las matrices (7.37) y (7.39) se implement6 el programa EPR4N (Estado Plano con Rectangulos de 4
Nodos). La organizacion del archivo de datos se explica en EPR4AN.TXT y EPR4N.RTF. Se analiz6 el
mismo caso de la barra cantilever de la Figura 7.2.6, utilizando cuatro modelos de elementos finitos

cuadrados. El primero deriva del mostrado en laFigura 7.2.7 suprimiendo las lineas diagonales.
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Por consiguiente, quedan los 63 nodos y € nimero de elementos se reduce a 40, definidos por 20

divisiones en ladireccion longitudinal y 2 en la direccion transversal. En el segundo modelo se duplica el
numero de divisiones en ambas direcciones. En consecuencia, tiene 160 elementos y 205 nodos. El tercer
modelo se generé adoptando 80 divisiones en la direccion longitudinal y 8 en la transversal (640
elementos y 729 nodos). Finalmente el cuarto modelo, con 160 y 16 divisiones (2560 elementos 'y 2737
nodos). Por regquerimiento de memoria, los dos tltimos modelos se procesaron con las versiones
compiladas con Visual Basic. En la Tabla 7.3.1 se transcriben los resultados del coeficiente adimensional

de frecuencia, paralos primeros cuatro modos de vibracion.

Tabla7.3.1: Valoresde Q; = w;L* (pA/EL)"2 Vigacantilever (Figura7.2.6, v=0).
Programa Nel GDL ab 0 Q, Qs Q,
EPR4N-Q# 40 120 10 3.7072 225429 | 54.4280 @ 60.5580
EPR4N-Q# 160 400 14 3.5481 214701  54.4175 57.2060
EPR4N-V# 640 1440 22 3.5070 21.1894  54.4149 56.3188
EPR4AN-V# = 2560 5440 38 3.4966 21.1183 = 54.4142 56.0928
BRFVT-Q# 100 200 4 3.4934 211039 | - 56.0677

Los valores de Q3 corresponden a primer modo de vibracion longitudinal. Multiplicandolos por el
parametro (I./AL?)Y? = 0.0288675, se obtienen: 1.57120, 1.57090, 1.57082 y 1.57080 (solucion exacta de
la teoria elemental: 1.57080). En cuanto a los modos transversales, se observa una buena convergencia
con el aumento del nimero de elementos. Comparando con los valores de la Tabla 7.2.3, se comprueba
que para alcanzar €l valor 3.4966 de Q; obtenido con e modelo de 2560 elementos rectangulares de 4
nodos, con 5440 grados de libertad, se requeriria uno con mas de 30000 elementos triangulares de 3

nodos.

Comparando los valores de Q4, 2, y Q4, con los obtenidos con 100 elementos de viga tipo Timoshenko,
las diferencias por exceso de los hallados con el cuarto modelo son: 0.09%, 0.07% Yy 0.04%,
respectivamente.

Debido a que las componentes del desplazamiento a lo largo del lado del rectangulo varian de la misma
forma gque sobre un lado del triangulo de tres nodos, seria posible combinarlos en un mismo modelo [17],
de manera que e dominio de definicion del problema quedaria dividido en rectangulos y triangulos. Esto
permite modelar regiones de contorno poligonal. Con este fin convendria introducir en el agoritmo la
posibilidad de utilizar elementos rectangulares con lados no paralelos a los ges coordenados x-y,
mediante la transformacion por rotacion, de las matrices de masa y rigidez. Por otra parte, deberia
intentarse utilizar el menor nimero posible de triangulos, solamente donde sea imprescindible, ya que el
elemento triangular de tres nodos es menos eficiente que e rectangulo de cuatro nodos, lo cual pudo ser
comprobado con el gjemplo anterior. Para este curso no ha sido implementado un programa que admita

combinaciones de ambos el ementos.
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En la proxima Seccion se desarrolla un algoritmo basado en elementos cuadrilateros. Con ellos se hace

posible modelar dominios de contorno poligonal, con la ventaja de contar aproximadamente con el

mismo grado de precision en toda la extension del modelo.

7.4 Cuadrilatero de cuatro nodos

Laintroduccion de variables adimensionales £y 7 en € desarrollo realizado en la Seccion anterior,
permiti6 transformar al rectangulo de la Figura 7.3.1, definido en el plano coordenado x-y (coordenadas
fisicas), en el cuadrado de la Figura 7.3.2 en el plano & 7. Mediante una adecuada definicion de variables
adimensionales también se consigue transformar un cuadrilatero en el mismo cuadrado de la Figura 7.3.2.
En la Figura 7.4.1 se muestra un cuadrilatero en el plano de coordenadas fisicas globales x-y, con la
numeracion local de sus cuatro nodos y la notacion de las coordenadas de los mismos. Notese el sentido
antihorario en lanumeracion local de los nodos. El nodo 1 puede ser cualquiera de los cuatro vértices.
Para la definicion de las coordenadas locales adimensionales se recurre a las medianas del cuadrilatero.
El ge pasapor los puntos medios de los lados 1-4 y 2-3, |os cuales contienen alos puntos de abscisas &

=1y &=+1, respectivamente, como se muestraen lamismaFigura7.4.1.

y Iy
Ya Y
73 a n+dn
Y2
J - n
p%1 &
$tdg
X i
> X

X1 X4 Xs X
Figura 7.4.1: Coordenadas ¢&-7 del cuadrilatero.  Figura 7.4.2: Diferencial de area en el plano
X-y.

De manerasimilar, el gje n pasa por los puntos medios de los lados 1-2 y 3-4, cuyas ordenadas son 7 =—1
y n=+1, respectivamente. Es evidente que, en general, los gjes £-17 no son ortogonales. Para el calculo de
las integrales involucradas en la obtencion de las matrices del elemento, es conveniente pasar al cuadrado
delaFigura7.3.2. Con este fin, es necesario establecer la expresion del diferencial de area en funcion de
las coordenadas adimensionales £ y . En laFigura 7.4.2 se muestra el diferencial de area, limitado en el
plano x-y por las lineas &, £+d&, n'y n+dn. Los vectores diferenciales se obtienen a partir de las

expresiones paramétricas de las coordenadas fisicas x=x(&,n) e y=y(&,n):
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dz=| iP5 ag o an=| i+ an
aZ an  on
El modulo del producto vectorial es el area del paralelogramo infinitesimal de la Figura 7.4.2:
dA = \dE A dﬂ _|9X0Y _9Y X 4k om (7.40)
oE on o8 on

Laexpresion entre paréntesis es el determinante |J| deladenominada matriz Jacobiana:

ox oy
ot O
x oy

on on

(7.42)

El determinante se denomina Jacobiano de la transformacion. Reemplazando en (7.40): dA =|J | dédn.

A continuacion se desarrollan las expresiones matriciales del algoritmo, en su forma mas general, validas
para diversos elementos bidimensionales (ver Figura 7.1.3). Para establecer las ecuaciones paramétricas
de |as coordenadas fisicas se ubican ng nodos en €l elemento, en |o sucesivo llamados nodos geométricos,

y se introducen polinomios en las variables £ y n para interpolar con las coordenadas fisicas de dichos

nodos:
x= ZGi Enx, ;3 y= ZGI. (&), (7.42 a,b)
i=1 i=1

Los polinomios Gj(¢ ,i7) pueden agruparse en un vector-fila [G ] con e cual las formulas (7.42) se
expresan con notacion matricial:

x=[G]{x.} ; y=[G1{y.} (7.43 ab)
donde los vectores {x.} y {)y.} agrupan alas coordenadas fisicas de los nodos geométricos del elemento.

Es obvio que las formulas (7.42), o sus equivalentes (7.43), definen geométricamente al elemento. Por
gemplo, si se adoptan cuatro nodos geométricos en los vértices del elemento, y se utilizan los mismos

polinomios dados en (7.28) como funciones de interpolacion geométrica, se tiene:

4 4
x=Y NEnx 5 y=Y N(En)y, (7.44 ab)
i=1 i=1
Con notacion matricial: x =[N]{x.} ; y=[N]{y.} (7.45ab)

donde, a diferencia con la definicion dada en (7.27), momentaneamente [N] es un vector-fila que agrupa
a los cuatro polinomios interpolantes. Poniendo £ =—1y 1 =—1 en (7.44 ab) se abtiene x=x;, € y=y, .
Analogamente, con £=+1y n =—1resultax=x, e y=y, Sustituyendo n =—1 en (7.44 a,b) se obtiene:
x=1-9x1 + L (L+Yx2 = 2 (x1 +x2) + 2 & (x2—x1) (7.46 Q)
y="1=-9y + 1L+ y2 = a1 +y2)+ 2& (v2-1) (7.46 b)
Por consiguiente, cuando ¢ varia entre -1 y +1 (con = -1), & lugar geométrico de los puntos de

coordenadas (x,y) es el segmento de recta con extremos en los nodos de coordenadas (x1, y1) Y (x2, 12).
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Obviamente, esta transformacion lineal también se cumple con los otros tres lados del cuadrilatero de la

Figura7.4.1.
Por otra parte, si los grados de libertad del elemento son las componentes del desplazamiento en » nodos,

ahora denominados nodos cinematicos, € campo de desplazamientos en el elemento se describe con:
u=y N(Emu;, 5 v=2N;(&n)v, (7.47 a,b)
=1 i=1

donde u; y v; son las componentes del desplazamiento del nodo cinematico i. Las funciones Ni(& ,7)
definen e comportamiento cinematico (por ende, las deformaciones) del elemento. Agrupando
separadamente las componentes nodales en sendos vectores, las expresiones matriciales de (7.47 ab) se

escriben:
u = [N] {uc} ; v=[N]{ve} (7.48 ab)

Cuando ng = n, y los nodos geométricos coinciden con los cinematicos, se cumple Gj(&,7) = Ni(&,7). En
tal caso, se tiene isoparametrismo. El cuadrilatero de cuatro nodos es un elemento isoparamétrico. Como
se vera mas adelante, es posible adoptar mayor numero de nodos cineméticos (n > ng) con €l fin de
mejorar el comportamiento del elemento, manteniendo la forma de cuadrilatero rectilineo (4 nodos
geométricos). En tal caso, se obtiene un elemento subparamétrico. El caso inverso (n < ng) carece de
interés practico. Es usual la utilizacion de elementos isoparamétricos en la implementacion de programas

profesionales de computacion.

A continuacion se deduce la expresion matricial del Jacobiano, necesario para calcular las integrales en
e plano & -n. Derivando (7.43) con respecto alavariable adimensional &
oxlo&=[Ge] {xe} WloS=[Ge]{ye} (749 ab)

donde el vector-fila[G¢] agrupaalas derivadas con respecto a & de los polinomios Gi(&,7).

Analogamente, derivando con respecto a 7:

oxlon =[G, {xJ ovlon=[Gy) {ve) (7.50 ab)
Con ellas se obtiene la siguiente formula para el calculo del Jacobiano:

|| = {3 G G {Ve} — {x} Gl [Gel {ye} =

= {0 G Gyl — (G [Gel e} = {x .} [G e} (7.51)

También puede utilizarse la traspuesta:
|| =} [[G,]' [Ge] - [Gel' Gl Hxe} = {ve} [G ' {xe} (7.52)
La matriz cuadrada [G ] es antismétrica (G'jj = 0, G'jj = -G} paraizj). En generd, €l Jacobiano es

variable sobre el elemento, ya que es una funcion de las coordenadas £y 7. En €l caso del cuadrilatero
isoparamétrico, las componentes de la matriz [G’] son polinomios de la forma £ (1+ &) (1£ ;) /16. Sin
embargo, se puede demostrar que la expresion del Jacobiano se reduce a la de un polinomio linea
completo, debido a que los términos en £n se cancelan. Ademas, en un paralelogramo, y en particular en

un rectangulo resulta constante, con valor igual aun cuarto del area del elemento.
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La determinacion de las matrices de masa Yy de rigidez se rediza con integracion numérica sobre el

dominio cuadrado en el plano & 7. El método de Gauss-Legendre es el mas usado en la practica. Para su
aplicacion se utiliza la formula (5.38) dos veces, primero en la direccion & y luego en la direccion n (0
viceversa):

+1+1

[[rcmazan=3p (ZB G ,yj)] =2 D BE [ (&) (7.59)

~1-1 i=1 j=1
donde ¢ es &l nimero de puntos de integracion, en este caso el mismo en ambas direcciones. Los valores

de & (nj) y de Pj (Pj) se encuentran en la Tabla5.1.5 de la pagina 116.
Por gjemplo, si la funcion f(& ,7) es el producto de un polinomio lineal en & por otro linea en n, la
formula (7.53) reproduce exactamente el valor de la integral tomando un solo punto de integracion en

cadadireccion.

Lamatriz de masa consistente se obtiene calculando laintegral (7.22):

+1+1

[m] = ph [INV[Nld4 = ph{ [INYINIJ| d¢ dn (754)

-1-1

donde [N] retoma el significado de la matriz de dos filas y ocho columnas, definida para €l rectangulo de
cuatro nodos en (7.27). En este caso la matriz simétrica [N ]t[N ] es de octavo orden. Sus componentes

contienen productos de cuatro polinomios lineales, dos en la variable £y dos en 7; vale decir que cada
componente se expresa con e producto de dos polinomios cuadraticos en cada variable. En cuanto al
Jacobiano, en el caso mas general del cuadrilatero de cuatro nodos es un polinomio lineal en ambas
variables. Por consiguiente, la obtencion de la matriz de masa involucra integrales de polinomios de
tercer grado en £ y . Utilizando Gauss-L egendre de dos puntos en cada direccion se calculan en forma
exacta.

Para determinar la matriz de rigidez debe obtenerse previamente la matriz [B ]. Dado que las

deformaciones son derivadas de | os desplazamientos con respecto a las variables fisicas x ey, lascualesa
Su vez se parametrizan con los polinomios Gj(& ,7), debe efectuarse la correspondiente transformacion.
Las derivadas de |la componente u(x,y) con respecto alas variables adimensionales, se expresan:

ou_oudx oudy
CE Ox 68 Oy OE

(7.55)
Ou_0udx oudy
on Jdxodn Jdy on
En formamatricial:
dul |ox dy\|cu ou
x| _|x& & ||ox ] ox (756
Qul | dx dyl|dul T Ou |
an on on |y ay

Salvo casos excepcionaes de elementos mal configurados, el Jacobiano de la transformacion no es nulo

y lamatriz Jacobiana puede ser invertida; luego:
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ou Ju oy oy || du

Ox 1| ¢ 1| on oE || &
S E Lt

Ju u |J| Ox Ox ||Jdu

oy on on & |\on

De manera similar se expresan las derivadas de la componente v(x,y):

ov vl [ar _ar)(ov
ox 1| & 1| on ok || &
:[J] =
o ov| Yl _ox ox ||av
dy on on  d& ||on
Desarrollando los productos:
@_i[ﬂﬂ_ﬁﬂj . @_i[&@_@@]
ox |J|\on e o on oy |\ eon on ek
ov_1fdyov_ogvov)y . dv_1(dxdv oxov
Ox |J| on G GE on ’ dy |J| OE én  On &k

Utilizando las interpol aciones geométricas (7.43) se tiene:

Ix . Ox _ . Oy ) Q:

3 =[G:Nx} an_[G”]{Xe} X =[G: Ky} p (G, {y.}
Con las interpolaciones cinematicas (7.48):

ou . o v . ov_

3 =[NeNu} ; éq—[Nn]{ue} , % [N:K{ve} p [V, {v.}
Reemplazando en (7.59) se obtienen las expresiones de | as deformaciones:

£ = ”” |J|({ye} [G, 1IN Hu —{r.} TG V'[N, K} ) =

P

:m{ye} (1G, Y INA =[G IV, Ifu} 0

ov
g =50 |J|({ JIG IV, v} {2 [G, T IN v} ) =

+1
—{x } [Pl{v.}
/]

{x} ([G1IN,1-1G, VIN I fu} +

=m{xe} (1G:1'IN,1-1G, Y IN)v.} =

é’u+0"v 1
T oy o ]

+ m{ye}f (16, IV =[G IV, v} =
1. ., 1. .,
= e 1PHd = 1P

donde[P] = [Ge]' [N,] - [G,]' [Ng]
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Agrupando:
e | | o
u
{ed=3¢, (=77 [0l {x}'[P] { ‘
Ry {ve}

}= [BI{5,} (7.66)
Yy {x}TP1 Hy}(P]

donde [Q] es un vector-fila con » componentes nulas.

En el caso particular de un elemento isoparamétrico, se cumple [G' ] = [V ]. En consecuencia, en este caso

lamatriz [P] se expresa:

[P]=[Ne' [N, = [N,]' [Ne] (7.67)

Notese que en (7.66) el vector de los desplazamientos nodales agrupa consecutivamente la »n
componentes de la direccion x, y luego la restantes » componentes de la direccion y, en lugar de quedar
alternadas. Esto no constituye un serio inconveniente para la posterior implementacion del algoritmo en
un programa de computacion. Por otra parte, cabe destacar que €l Jacobiano interviene como divisor en
todas las componentes de la matriz [ B].

Reemplazando en (7.17) la matriz [B] definida en (7.66) e integrando en e plano & -7, se obtiene la

matriz de rigidez del elemento:
+1+1

[k.]=h £ [BI'[D][B]dA=h _jl _jl[B]f[D][B] |7|dé& dn (7.68)
Para la eleccion apropiada del nimero de puntos de integracidon numérica es necesario analizar el
integrando con el fin de verificar si se trata de un polinomio, y en tal caso establecer € grado. Con el
cuadrilatero de cuatro nodos la matriz [B ] contiene términos bilineales de la forma +(1+&)(1+7)
divididos por el Jacobiano, que a su vez es un polinomio lineal. Por consiguiente, el integrando no es un
polinomio, y por ende la integral no puede ser calculada en forma exacta con integracion numérica.
Algunos autores sugieren hacer el calculo, en la practica, con 2x2 puntos (2 en cada direccion), que da el

valor exacto cuando el Jacobiano es constante (elemento paral elogramo).

El algoritmo desarrollado para el elemento cuadrilatero de cuatro nodos se implemento6 en el programa
EPC4N ( Estado Plano con Cuadrilateros de 4 Nodos), utilizando integracion numérica de Gauss-
Legendre de 3x3 puntos, o de 4x4 puntos, a opcion del usuario. Salvo el identificador del elemento en la
primera linea, que debe ser la cadena de caracteres EPC4N, el formato del archivo de datos es el mismo
que para €l programa EPR4N que opera con €l rectangulo de cuatro nodos con lados paralelos alos gjes
coordenados globales. Es obvio que en modelos con elementos rectangulares, proporciona los mismos
resultados que el programa EPR4N. En las aplicaciones practicas no es conveniente utilizar cuadrilateros
con formas muy diferentes a la rectangular, debido ala consiguiente pérdida de precision. Por otra parte,
los modelos no pueden incluir elementos mal configurados, como |os que se muestran en la Figura 7.4.3

en la pagina siguiente.
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Figura 7.4.3: Elementos cuadrilateros mal configurados.

7.5 Rectangulo de ocho nodos

A partir del algoritmo general para modelos planos desarrollado en la Seccion anterior, pueden
proponerse otros elementos triangulares o0 cuadrangulares. Una manera de mejorar la calidad del
rectangulo con lados paralelos a los ejes globales, estudiado en la Seccion 7.3, es agregar cuatro nodos

cinematicos, uno en el punto medio de cada lado rectilineo, como se muestra en la Figura 7.5.1.

A y
Y5=Y1 7 6 5
L
b 3 a 4o
_ 1 2 3
Y=y -

X
X1=X7 X3=Xsg -

Figura 7.5.1: Rectangulo de ocho nodos.

Los vértices (nodos 1,3,5,7) son los nodos geométricos, de modo que corresponde utilizar los siguientes

polinomios interpolantes geométricos que intervienen en las expresiones (7.42):

Gi(&,m) =% (1-9) (1-n) ; Go&,1) =4 (1+8) (1-7) (7.69 a,b)
Gy(& ) = (1+8) (1+7) ; G4(& m) =4 (1-9) (1+7) (7.69 c,d)
Por otra parte, la presencia de ocho nodos cinematicos implica que cada una de las funciones u(x,y) y
v(x,y) se puede describir con un polinomio de ocho términos. Como el polinomio cuadratico completo

contiene seis términos, hay que seleccionar dos de los cuatro términos de tercer grado. Adoptando los
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términos que se indican en el esquema (b) de la Figura 7.1.4, se deducen las siguientes funciones de

forma (se omite e desarrollo algebraico; se determinan con la condicion Nj(&,ni)=1en el nodoi, y N;(&

,17)=0 en | os restantes siete nodos):

Ni(&,m) =Y (1-9) (1-1) (L+&+n) ; NA&,m) =% (1-£%) (1-1)
No(&,m) =Y (1+8) (1-1) (1-&+n) ; No(& M) = % (149 (1-17)
(7.70)
Ne(&,m) = Y4 (1+8) (1+7) (1-&-1) ; No(&,m) = % (1-£%) (1+7)
NiA&,m) =Y (1-&) (1+n) (1+&-1) ; No(&,m) =% (1-9 (1-n?)

Puede comprobarse que la suma de estas funciones es igual a la unidad. También se cumplen las
condiciones analogas a las dadas en (7.14). Este elemento es subparamétrico, debido a que tiene menos
nodos geométricos que cinematicos. También integra la familia de los denominados elementos
serendipitos [19], por lafortuita eleccion de los términos adicionales en el polinomio aproximante de los
desplazamientos: x° y xy* en lugar dex® e ®. Por otra parte, por tratarse de un rectangulo el Jacobiano es
constante, igual a un cuarto del area del elemento.

Las matrices de masa y rigidez se obtienen aplicando (7.54) y (7.68), respectivamente. La matriz [B] se
determina reemplazando (7.65) en (7.66). Para e calculo exacto de ambas matrices con el método de
integracion numérica de Gauss-Legendre, se necesitan 3x3 puntos de integracion (en los integrandos, el

mayor valor del exponente de cada variable es 4).

El algoritmo precedente fue implementado en el programa EPR8N (EPR8N-Q!, EPR8N-Q#, EPRSN-V!
y EPR8N-Q#). La organizacion de los datos se describe en el archivo de texto EPR8N.TXT y en
EPR8N.RTF. Como en los casos anteriores, la salida son archivos en los que se graban las bandas de las
dos matrices del modelo. Un detalle de la codificacion es que en la entrada de datos, ademas de dar el
namero total de nodos se ingresa el nimero de vértices, ya que luego solo se dan las coordenadas de los

nodos geométricos.

Con este programa se analizo la barra cantilever de la Figura 7.2.6. Valores de las cuatro primeras
frecuencias ya fueron hallados con €l triangulo de tres nodos (Tablas 7.2.2 y 7.2.3), y con mejores
resultados empleando € rectangulo de cuatro nodos (Tabla 7.3.1). Se procesaron dos modelos: el primero
con 10 elementos cuadrados del mismo tamafio, dando un total de 53 nodos de los cuales 22 son
geométricos. Después de imponer |as restricciones en los tres nodos del borde izquierdo, el model o queda
con 100 grados de libertad; €l ancho de banda es 16. El segundo modelo deriva del anterior dividiendo en
cuatro cada uno de los 10 elementos; en consecuencia, tiene 40 elementos con 165 nodos de los cuales 63
son Vértices; el ancho de banda pasa a 22. Inmovilizando los cinco nodos del borde izquierdo, quedan

320 grados de libertad. En la pagina siguiente, en la Tabla 7.5.1 se dan los resultados del coeficiente de
frecuencia Qi=wL*(pA/EL)" ? correspondientes a los primeros cuatro modos de vibracion, obtenidos

operando con doble precision.
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Tabla7.5:1: Valoresde Q; = w;L* (pA/EL)"2 Viga cantilever (Figura7.2.6; v=0).
Programa Nel GDL ab (O Q, Q3 Q4
EPR8N-Q# 10 100 16 3.4964 21.2225 54.4140 56.7626
EPR8N-Q# 40 320 22 3.4934 21.1051 54.4140 56.0813
EPR8N-V# 160 1220 34 3.4934 21.0954 54.4140 56.0229
BRFVT-Q# 100 200 4 3.4934 211039 | - 56.0677

En la Seccion A.3 del Apéndice se describe un gemplo de aplicacion, que es este caso de la viga
cantilever resuelto con 40 elementos rectangul ares de ocho nodos. Se observa que este modelo, con sélo
320 grados de libertad, da mejores resultados en las cuatro frecuencias, que el formado con 2560
elementos rectangulares de cuatro nodos, con 5440 grados de libertad (ver Tabla 7.3.1). Por otra parte,
cabe destacar la excelente concordancia de los resultados hallados con dos teorias y algoritmos muy

diferentes, estado plano de tensionesy vigas tipo Timoshenko (v=0, k= 0.85).

7.6 Cuadrilatero subparamétrico de ocho nodos

En la Figura 7.6.1 se muestra el elemento cuadrangular con un nodo geométrico y cinematico en
cada vértice, y uno cinematico en el punto medio de cada lado. La unica diferencia con € rectangulo
estudiado en la Seccion anterior es que el Jacobiano no es constante, sino un polinomio lineal en las
variables £ y n. Por consiguiente, aplicando integracion numérica de Gauss-Legendre con 3x3 puntos se
calculan los valores exactos de las componentes de la matriz de masa, ya que el mayor exponente en cada
variable es 5. No sucede lo mismo con la matriz de rigidez, debido a que el Jacobiano es divisor en la
matriz de deformacion. En la practica es usual aplicar Gauss-Legendre también con 3x3 puntos. Téngase
en cuenta que deben evitarse los cuadrilateros con angulos internos pequefios, o cercanos a 180°. El
comportamiento del elemento mejora cuando se aproxima a la forma rectangular. Obviamente, los cuatro
vértices no deben formar un elemento mal configurado, como son los mostrados en la Figura 7.4.3.

Este elemento es utilizado en los programas EPC8N (EPC8N-Q!, EPC8N-Q#, EPC8N-V!, EPC8N-V#),
los cuales reproducen los resultados de los programas EPR8N cuando todos los elementos son

rectangulares.

V=

Figura 7.6.1: Cuadrilatero subparamétrico de 8 nodos.
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7.7 Cuadrilatero isoparamétrico de ocho nodos

En la Figura 7.7.1 se muestra este elemento de
ocho nodos, los cuales simultaneamente son
geométricos y cinematicos. Por consiguiente, los

polinomios Gj(&,n) son las mismas funciones de

formaN;i(&,n) dadas en (7.70).
Cabe mencionar que cada lado del elemento es una
parabola cuadratica, y que el nodo intermedio no

necesariamente 1o divide en dos arcos de igua 1

longitud. En particular, s dos vértices y el 2

v

respectivo nodo intermedio estan alineados, el lado

i Figura 7.7.1: Cuadrilatero isoparamétrico
resultarectilineo. de 8 nodos.

Sélo cuando los cuatro lados son rectos y los nodos intermedios equidistantes de los vértices, se
reproduce el elemento subparamétrico de la Seccion anterior.

Se puede demostrar que el Jacobiano, en el caso mas general, es un polinomio cubico. El calculo exacto
de la matriz de masa requiere utilizar 4 puntos de integracion en cada direccion coordenada, ya que se
integran polinomios de hasta séptimo grado. Por otra parte, la matriz de rigidez no admite el calculo
exacto con integracion numérica. La Unica ventaja de este elemento, frente al subparamétrico, es que
permite modelar contornos curvos con parabolas cuadraticas. En general, se obtienen mejores resultados,
en los modelos con contornos curvos, utilizando elementos subparamétricos y aumentando
adecuadamente la densidad de la malla. Por esta razon, en este curso no se ha implementado un programa

de computacion con la formulacion del cuadrilatero isoparamétrico de 8 nodos.

7. 8 Triangulo subparamétrico de seis nodos

En la Seccion 7.5 se introdujo el rectangulo subparamétrico de ocho nodos mediante el agregado de
cuatro nodos cinematicos al rectangulo de cuatro nodos. En forma similar, afiadiendo un nodo cinematico
en el punto medio de cadalado del triangulo lineal se crea un elemento subparamétrico de seis nodos. En
la Figura 7.8.1, en la pagina siguiente, se muestra el elemento en el plano coordenado global x-y, con la
numeracion local de los seis nodos. Obviamente, cualquier vértice puede adoptarse como primer nodo
local.

Ademas se indican las tres coordenadas naturales de un punto genérico, tal como fueron definidas con las
expresiones (7.9), aunque ahora con otra notacion. Teniendo en cuenta que cumplen la condicién & +7

+1=1, pueden adoptarse £y n como variables independientes, lo cual implica la transformacion de todos
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los elementos en el triangulo rectangulo isosceles en el plano &7, que se muestra en la Figura 7.8.2.

Sobre la hipotenusa de este triangulo la variable A es nula.

S

3 "
14 7 1 7

Figura 7.8.1: Triangulo subparamétrico en el plano x-y. Figura 7.8.2: Elemento en el plano &-n.

La forma del elemento queda definida por sus tres vértices (nodos geométricos) y los tres polinomios

interpolantes dados en (7.7), iguales alas tres coordenadas natural es:

Gu(én) = ¢ GaA&m) =1, Gy(&m) =4=1-&n (7.71ab,c)
Dado que este elemento tiene seis grados de libertad en cada direccion coordenada, los desplazamientos
Se aproximan con un polinomio cuadratico completo. Luego, las funciones de forma Nj(&,7) son
polinomios cuadraticos. Pueden hallarse directamente con la condicion Ni(&; 7)) =1 enel nodoi, y Nj (&

) = 0 en los restantes cinco nodos:

Ni(&,m) =&ERED); No(&m)=n(n-1); Ns(&.m) =4 (224-1) =2(1-&-n) (12-&n)  (7.72ab,)
NA&,m) =48 ; Nu(& ) =4nA=4n(1-&-n); Ne(& ) =484 =45(1-&-n)  (7.72def)
Esfacil comprobar que cumplen la condicion andloga a la impuesta por (7.11):

Ni(&E,m) + NoE,m) + Na(&,m) + Na(&E,17) + Ns(E, 1) + Ne(& ,17) =1 (7.73)

Ademas satisfacen condiciones semejantes a las establecidas en (7.14):
6 IN, 6 ON, 6 ON,

2—=0  2X—==0 1 X

5 oN,
i : >n—+—=1 (7.74 ab,c,d)
1 o -1 on 1 -1 on

Como el Jacobiano de la transformacion es constante, igual al duplo del area del elemento triangular, la
matriz de masa se determina integrando polinomios de hasta cuarto grado en las variables &, y A. La

solucion analitica puede obtenerse facilmente aplicando la formula de Eisenberg “[15]:

* Eisenberg M.A. and Malvern L.E. (1973), International Journal of Numerical Methods in Engineering. 7, 574-
575. On finite element integration in natural coordinates.
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Lol gyl
[erniar aa=—LTT oy (7.75)
y (p+qg+r+2)!
donde 4 es €l area del elemento.

Operando:
6 0 0 0 -1 0 -4 0 -1 0 0 O]
O 6 0 0 0 -1 0 4 0 -1 o0
0O 0 3 0 0O 0 16 0 -4 0 16 O
0O 0 0 32 0 o0 16 0 -4 0 16
-1 0 O 6 O 0O -1 0 -4 O
] = pAh 0O -1 0o 0 0 6 0 O O -1 0o -4 776
° 1804 0 16 0O O O 32 0O 0O 0 16 O
0O 4 0 16 0 O O 32 0 0 O 16
-1 0 4 0 -1 0 0O 0O 6 0 0 O
O -1 0 4 0 -1 0 0 6
0O 0O 16 0 -4 0 16 0 0 32
;!0 0 O 16 0 -4 0 16 0O 0O O 32]
Esta matriz corresponde al vector de los desplazamientos nodal es con |as componentes alternadas.
{6} =[ur v w v2 us vs us va us vs ug Vel (7.77)

La determinacion de la matriz de rigidez requiere un algoritmo similar al desarrollado en la Seccion 7.4,
ahoracon n = 6y ng = 3. La matriz de deformacion se obtiene reemplazando en (7.66) la matriz [P]
definida en (7.65). Debe recordarse que el vector { 6.} en (7.66) agrupa primero las n componentes de los
desplazamientos nodales de la direccion del eje x, y luego las restantes n componentes de la direccion del
gey. Lamatriz de rigidez se calcula sustituyendo [B] y la matriz constitutiva [D] en (7.17), e integrando

sobre el dominio triangular de laFigura 7.8.2:

11n
[k,]=n[[BY[DI[BldA=h| [ [BY'[DI[BIJ|d¢dn (7.78)
A 0 0

Enestecaso |J| = 24.

Nuevamente, es conveniente recurrir alaintegracion numérica, utilizando la siguiente formula [15,19]:
q
[ p" (& m)ydd=AY P p" (&) (7.79)
A i=1
donde ¢ es el namero de puntos de integracion de coordenadas (&i,7i), Y p"(&,7) €s un polinomio de la

forma p"(&m) = a0+ a0 £+ aoy 1+ a0 E2+ car En+ a1 + s E5- -+ - + a1
Segun el nimero y posicion de los puntos de integracion, queda limitado el grado del polinomio para el

cual laigualdad (7.79) se cumple exactamente.
EnlaTabla7.8.1sedanlosvaloresden , g, &, n;y dd factor ponderante P;.
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Tabla 7.8.1: Puntosy factores de integracion numérica para un dominio triangular.

n q i Si ni P
1 1 1 1/3 1/3 1
1 2/3 1/6 1/3
2 3 2 1/6 2/3 1/3
3 1/6 1/6 1/3
1 1/3 1/3 - 27148
3 4 2 3/5 1/5 25/48
3 1/5 3/5 25/48
4 1/5 1/5 25/48
1 0.8168475730 | 0.0915762135  0.1099517437
2 0.0915762135 0.8168475730 @ 0.1099517437
4 6 3 0.0915762135 0.0915762135 | 0.1099517437
4 0.1081030182 0.4459484909 0.2233815897
5 0.4459484909 0.1081030182 0.2233815897
6 0.4459484909 | 0.4459484909  0.2233815897
1 1/3 1/3 0.225
2 0.7974269853 | 0.1012865073 @ 0.1259391806
3 0.1012865073 | 0.7974269853 @ 0.1259391806
5 7 4 0.1012865073 | 0.1012865073 @ 0.1259391806
5 0.0597158717 0.4701420641 0.1323941526
6 0.4701420641 0.0597158717 0.1323941526
7 0.4701420641 0.4701420641 0.1323941526

En el integrando de (7.17) se presentan polinomios de segundo grado en las variables independientes £y

n. Por lo tanto, son suficientes tres puntos de integracion para el calculo exacto de la matriz de rigidez.

El programa EPT6N (EPT6N-Q!, EPT6N-Q#, EPT6N-V! y EPT6N-V#), en €l cua se implementa este

algoritmo, calcula las matrices de rigidez y de masa de model os compuestos por elementos triangul ares

subparamétricos. Con el objeto de comparar el comportamiento de este elemento con los previamente

utilizados en el analisis dinamico de la viga cantilever de la Figura 7.2.6, se proces6 el modelo de 20

elementos y 63 nodos que se muestraen laFigura 7.8.3.

3 v v v v 63
1 10 13 16 19 \ 55 58 61

Figura 7.8.3: Modelo con 20 triangulos de seis nodos.

Una vez aplicadas las restricciones de vinculo, el modelo queda con 120 grados de libertad, con un ancho

de banda 18. También se calcularon las frecuencias con un modelo de 80 elementos (205 nodos, ancho de

banda 26) con 400 grados de libertad. En la Figura 7.2.7 se muestra la red de elementos triangulares para
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este ultimo modelo, ahora con tridngulos de seis nodos. En la Tabla 7.8.2 se comparan los valores
hallados con estos dos modelos, y con otros resultados obtenidos previamente. En la cuarta columna se

agrego el valor del ancho de banda (ab) de las matrices.

Tabla7.8.2: Valoresde Q; = w;L* (pA/EL)Y? Viga cantilever (Figura7.2.6) conv=0.
Programa Nel GDL Ab O, Q, Qs Q,
EPT3N-Q# 320 400 14 3.8074 22.9674 54.4140 60.9253
EPT6N-Q# 20 120 18 3.6720 22.3156 54.4140 59.8203
EPT6N-Q# 80 400 26 3.6638 22,1187 54.4140 58.7324
EPR8N-Q# 10 100 16 3.4964 21.2225 54.4140 56.7626
EPR8N-Q# 40 320 22 3.4934 21.1051 54.4140 56.0813
BRFVT-Q# 100 200 4 3.4934 211039 | - 56.0677

Los resultados numéricos indican que el elemento rectangular de ocho nodos se destaca como el mas
eficiente de los cuatro, al menos para el caso particular analizado. Cabe esperar que esta mayor eficiencia

se presente también en otros problemas similares.

7.9 Triangulo isoparamétrico de seis nodos

En esta ultima Seccion sobre analisis de vibraciones de modelos planos continuos se generaliza el
algoritmo precedente, de manera gque los seis nodos cinematicos también participan en la definicion
geométrica del elemento. Por consiguiente, los polinomios interpolantes de las coordenadas fisicas son
las funciones de forma dadas en (7.72). Del mismo modo que en el cuadrilatero isoparamétrico de ocho
nodos, cada lado del elemento es una parabola de segundo grado con un nodo que no necesariamente
ocupa € punto medio. Ademas, el lado es recto si los dos vértices y dicho nodo intermedio estan
alineados. En particular, si los tres lados son rectos y 1os nodos intermedios equidistan de los vértices, el
elemento se comporta exactamente como €l triangulo subparamétrico estudiado en la Seccidon anterior.
Las componentes de la matriz [G’] de sexto orden, que intervienen en el calculo del Jacobiano,
contienen términos polinémicos de segundo grado. Por o tanto, en el integrando de la formula (7.54) se
presentan polinomios de hasta sexto grado. Por otra parte, a aplicar la expresion (7.68) para calcular la
matriz de rigidez del elemento también se encuentran términos de sexto grado, ya que para halar la
matriz [P] debe utilizarse la expresion (7.67). La integracion numérica con siete puntos no es suficiente
para €l calculo exacto de las dos matrices del elemento. Por esta razon, es usual la preferencia del
elemento subparamétrico, aumentando convenientemente el niimero de nodos sobre los bordes curvos del
modelo, para una mejor aproximacion de la geometria. En consecuencia, en este curso tampoco se

incluye un programa de computacion con la formulacion del triangulo isoparamétrico de seis nodos.
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
8. VIBRACIONES FLEXIONALES DE PLACAS

8.1 Introduccion

El método de elementos finitos es sumamente util para el andlisis dindmico de placas planas. El
plano medio de la placa, contenido en el plano coordenado global x-y (ver Figura 3.5.1 en la pagina 85),
es e modelo continuo bidimensional que se divide en triangulos, rectangulos o cuadrilateros. Las
expresiones de las energias de deformacion elastica y cinética fueron deducidas en las tltimas secciones
del Capitulo 3. Las formulas (3.92) a (3.98) se aplican en el caso de placas delgadas. Debido aque en la
expresion (3.94) de la energia de deformacion flexional intervienen derivadas segundas de la funcion del
desplazamiento transversal w(x,y), € polinomio que se adopte debe ser, como minimo, cuadratico y
completo en ambas variables, a fin de que no resulten nulas las componentes del vector deformacion
definido en (3.92). Asimismo, dicha funcion y sus dos derivadas primeras deben ser incluidas como
grados de libertad de cada nodo del modelo. Los elementos conformes son los que cumplen con la
condicion de continuidad de las tres magnitudes (w, dw/0x, ow/0y) sobre los lados comunes de elementos
contiguos.
Cuando € espesor adquiere relevancia (placas moderadamente gruesas) se utilizan las expresiones
(3.102) a(3.109). A diferencia de las placas delgadas, en la energia de deformacion flexional y por corte,
dada en (3.106), intervienen las derivadas primeras del desplazamiento w(x,y) y de las dos componentes
O:(x,y) y 6,(x,y) delarotacion de la fibra transversal. Por consiguiente, los valores de estas tres funciones
son grados de libertad necesarios en cada nodo del modelo, y en los elementos pueden ser aproximadas
con sendos polinomios de igual grado.

8.2 Placas delgadas
8.2.1 Algoritmo general

En laexpresion de la energia de deformacion elastica de la placa delgada intervienen las derivadas
de segundo orden del desplazamiento transversal w=w(x,y) de los puntos del plano medio de la misma.
Dicho desplazamiento se aproxima, en un elemento finito, con una funciéon w=w(&n), expresada
mediante una suma de productos de funciones de forma N(&,77) por los desplazamientos de |os nodos del
elemento, agrupados en €l vector {6,}.

En esta Seccion se desarrolla un algoritmo general, similar al descrito para estados planos en la Seccion

7.4, con unatransformacion de coordenadas definida con funciones x(&,7) e y(&,n).

Derivacion la funcion de funcion w=w(x,y) con respecto a las variables adimensional es, se obtiene:
ow _owox  owoy
& Ox k& Oy
ow_owox owdy
on OJOxon Oy on

(8.1)

(8.2)
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y resolviendo el sistemalineal formado por (8.1) y (8.2), resulta:

w_L(9row oyou ©3)
\|\on a&  a oy '

dw_ 1 (ax ow  Ox ﬁw]

oy ]

o5 on  on o5

donde |J | es el Jacobiano delatransformacion:  |J|= —— - —— (8.5

(8.4)

Derivando (8.1) con respecto alavariable adimensional &, se obtiene:

2 2 2
w0 (&w] Ox owdx O {5w]0”y dw %y ©6)

55 0”5 ox ) o Ox 0”5 OE\ Oy ) & éyé’g
ow

y derivando las funciones de funcion ow y —
Ox Ay’

2 2
0 (&wj 0 Wéx °w dy (8.7)

& ox2 O Oxdy OF

2 2
d[dw o°w Q a°wdy (8.8)
x

é’xé’y & ﬁyz &
Reemplazando (8.7) y (8.8) en (8.6):

ﬁzw_ﬁzw @2+ 22w ﬁxo”y ﬂw ﬂxo”y ﬁzw é’y2+@§2x+ﬂw0”2
o0& ox*\ &) Oxdy & X Toxay & oy*\ &) OxoE Oy o

2 2 2 2 2 2 2
zﬁw(ﬁx] +5W[QJ Lo 00w Ox Oy dwd’x owly ©9)

— +
& oy*\ Ox0y G6 G Ox p &2 o”yag

axdy on odn Ox 0”77 é’y 0”77

2 2 2 42 2 2
*w é’w(é’x] +aw[QJ L 0. 0w Ox Oy dwd'x owdly (©.10)

Analogamente: =—F|—
on® ox*\an) oy*\n

Por otra parte, derivando (8.2) con respecto alavariable adimensional &

ocaon o

on oxo&Edn &

2 2 2
jf[aw] o%w 5(5wj§x ow %x 5{§WJQ+@ 2%y ©.11)

on dydéan
Reemplazando (8.7) y (8.8) en (8.11), se obtiene:

OEON px? GOy Oxdy GEOn OxOy G On 0y? G dn Ox Fon Oy day

2 2 ?
ow  0°wox Ox é’wé’yé’x+é’wé’xé’y é’wo”yé’y §W§x+@ﬂ (8.12)

Trasponiendo los dos tltimos términos al primer miembro en (8.9), (8.10) y (8.12):

2 2 2 2 2 2,
o°w Ow 9°x ﬂwé’y_ﬂw(ﬁ] +5 (5J’J +26wﬂx§y (8.13)

0E xpF dyoF? o \&) oy \&) Toxoya &

2 2 2 2 2 2 2
Pw owd®x ow’y _*w (@] +aw[QJ L0 O%w Ox 0y (8.14)

on? Oxon? dyon? oxi\on)  oy2\on dxby dn an
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0N Ox o Oy FEdn o3P &y 5x5y5§&7 Ox3y 3 on  py* & In

2 2 2 2 2
O'w Jdw J°x  Jdw J7y IJ°wIxIx &wﬁyé’x+&wﬁxé’y+é’ wdy dy (8.15)

Con notacion matricial, el sistema (8.13), (8.14) y (8.15) se expresa:

Pw dw *x w3y (@T (@T Oxdy 52w
a2 Ox 02 Oy o &2 % % % 3% 212
*w_owx _owdty | (ﬂ_] [Q] oxdy Sw 816
o oxon avanr | |lan) (o on o P (¢19
OPw _ow Px _ow Py .@@g@@z%@éméfg 5 0w
OEOn Ox Edn Oy GEdn a&on o5 on 2\ on I on Ox0y

La matriz-columna en el segundo miembro de (8.16) es €l vector de curvaturas {x} definido en la
Seccion 3.6.1 al estudiar flexion de placas delgadas. En lo que sigue, la matriz que en (8.16)
premultiplicaal vector {X} seindicacon [7].

Por otra parte, derivando la expresion w(&,n) = [N]{ 6.} del desplazamiento en el elemento finito, con

respecto alas variables adimensionales, setiene:

o%w _ 2
g——[mw} [Nee { 6} (8.17)
2 2
iﬂﬂww}mma (8.19)
on’
2w 52 _
o - aen [N{ o} = [New {6} (8.19)
Ademas, reemplazando w(&,n) = [N]{ 4.} en (8.3) y (8.4) resulta:
o3 g 2 Y A S L e
|J|[ [i] 5[ ] { } 5)/ |J| 56[11] &U[g] {e} ( as)

Reemplazando (8.17), (8.18), (8.19), (8.20a) y (8.20b) en las componentes del vector del primer miembro de
(8.16), se obtiene:

2%w  ow é*x  Ow 8%y

552 _Eaéz _5_);54;2

%w  ow d%x  ow %y

on?  Ox on® By on?

*w w3 ow 3%

=[[Ney] + Lo [Ne] + My [N ]1{ 6.} (8.21)

=[[Nen] + Lo [Ne] + Mz [Ny][{ 6} (8.22)

B =[[Ne] + La [N:] + M3 [N, ]11{5 8.23
Gion oxcion oy dEon [[Negl + L3 [Ne] + M3 [N, ]]{ 3¢} (8.23)
donde:
2

_ 1 &Q_Qﬁ_; ; M= X Oy %x _ox % (824 ab)
W\ a2 on I\ e a? o ae?
2 2 2

= _(@é’_g_ﬂﬁ_;‘j ; M, = i(ﬂyﬁ_z_ﬁﬂ_g (8.25ab)
I\ én on?  on oy I\ 2 o & oy
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1(ox 0% 2dy d%x M_1ayax dx 3%
|J| on GEdn dn Edn |J|\ @& a&on 58 3 on

3= J (8.26 a,b)
Reemplazando (8.21), (8.22) y (8.23) en el primer miembro de (8.16), y premultiplicando por lainversa
de lamatriz [T], finalmente se obtiene el vector de curvaturas en funcion de los desplazamientos de los

nodos del elemento:

gzj Ve [+ v ]+ aalv,

X
2

) = Z_yf =111 [V ]+ LIV ]+ MoV, ] oy = 81 € (8.27)
2
é’é’x;‘}y [Ngn]+L3[N&]+M3[Nn]

Finalmente, de acuerdo con la expresion (3.93) de la energia elastica de deformacion, integrando en el

plano de las coordenadas adimensionales & -7, se calculalamatriz de rigidez [£.] del elemento.

Por otra parte, para €l calculo de la matriz de masa [m,] Se aplica la expresion de la energia cinética

(3.98), en lague se reemplazala velocidad transversal con laexpresion w = [N]{Se} .

Las expresiones deducidas del algoritmo general se simplifican cuando las funcionesx(&,n) e y(&,n), que
definen la geometria del elemento, son lineales. En otras palabras, cuando los lados del elemento son
rectilineos (triangulos, rectangulos y cuadrilateros). En estos casos se cumple &x/35% = 0, &°xlon? = 0,

FyloE?* =0,y Fylon® = 0. Por consiguiente, Ly, M, L, y M, son nulos, y laexpresion (8.27) se reduce a:

izvzv [N&&]
2
i} = Z_;; =[11* [Nm] {8} =TT [IN1{s} =[Bl1{s} (8.28)
2
zjx;y [N 1+Ly [N Je [N, ]

Si e elemento finito es cuadrangular (Figura 7.4.1), laintegracion se realiza en el cuadrado del plano de
coordenadas adimensionales mostrado en la Figura 8.2.2 en la pagina 196. En tal caso, las matrices [k,] y

[m,] se calculan con:

)= (1101181 11 e an (8.29)
+1 +1

[m]—phj[N] [Nldd=ph[ [INVINIIJ|dédy (8.30)
-1-1

donde % es €l espesor del elemento y [D] es la matriz de elasticidad para materiales isotropos, dada en
(3.72).
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En particular, si e elemento finito es rectangular, la implementacion del algoritmo general se simplifica

aun mas, debido a que las funciones x(&, ) e (&, n7) toman laformalineal mas simple. En efecto, de la

figura 7.3.1 se deduce:
x(&m)=x1+a(1+&); y(&n)=y1+b(1tn) (8.31ab)

En consecuencia, €l Jacobiano, que se calcula con (8.5), no es variable sino constante, igual a un cuarto
del area del rectangulo (|J |= ab), y se anulan las expresiones de Lz y M3 dadas en (8.26 a,b). Ademas la
matriz [7] resulta diagonal. Por lo tanto, el calculo de las integrales (8.29) y (8.30) se realiza
analiticamente, sin mayores inconvenientes. Por otra parte, se puede calcular la matriz de rigidez con la
relacion constitutiva de materiales ortotropos, dada por la matriz (3.77). Obviamente, la matriz de rigidez
asi obtenida corresponde al elemento rectangular con sus lados paralelos a la direcciones principales de

ortotropia (ejes materiales) [23,24].

Dado el importante rol que cumplen las placas en muy diversas aplicaciones de la Ingenieria, el analisis
estatico y dinamico de las mismas ha sido preocupacion de los ingenieros e investigadores dedicados a
desarrollo del método de elementos finitos. La mayor dificultad en el desarrollo de elementos para
flexion de placas, radica en la adopcion de adecuadas funciones de forma, que aseguren la convergencia
alasolucion exacta de la teoria de placas delgadas. Existen muchas publicaciones en las que se proponen
elementos con diferentes caracteristicas. En las siguientes secciones se describen los mas simples, y en
agunos gemplos se muestran los resultados obtenidos con los mismos, comparandolos con otras

soluciones.

8.2.2 Rectangulo conforme de doce grados de libertad

La similitud del comportamiento flexional de placas y vigas sugiere e empleo de las mismas
funciones de forma de elementos de la viga tipo Bernoulli-Euler para desarrollar elementos de placa
delgada [16]. En la pagina siguiente, en la Figura 8.2.1 se muestra un elemento rectangular en el plano
coordenado x-y de unaterna global dextrogira. En la misma figura se indican las medidas de los lados, la
numeracion local de los cuatro nodos y los tres grados de libertad en cada uno de ellos. En el algoritmo
gue se desarrolla a continuacion, €l nodo mas cercano al origen se adopta como primer nodo local.

En la teoria de flexion de placas delgadas, las rotaciones de la fibra transversal son derivadas de la
funcion desplazamiento:

6 = ow/oy 6, = —ow/dx (8.32a,b)
El vector de los desplazamientos nodales del elemento se escribe:
{6} =[w1 6a Gs w2 6o 6z ws Oa Ba wi Ou O] (8.33)

Algunos autores prefieren adoptar w, dw/dx y dw/dy, en lugar de w, 6, y 6, Notese que el

desplazamiento transversal, en ladireccion del eje z, se €ligio como primera componente en cada nodo.
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ALZ y

Figura 8.2.1: Elemento rectangular de cuatro nodos.

Para definir variables adimensionales se utiliza un sistemalocal de coordenadas x-y, paraelo a global x-
¥, con origen en el centro del elemento. Con las coordenadas locales se definen: £=x/ay n=yl/b. Enla
Figura 8.2.2 se muestra el cuadrado en el que se transforma todo elemento rectangular, a pasar del plano

fisico x-y a adimensional &-.

n Kn:+1
3

g=-1

<.

Figura 8.2.2: Elemento en el plano & -7.

Figura 8.2.3: Funcién de forma Ny(&, 7).

Como es sabido, las funciones de forma, con las cuales se aproxima la funcion del desplazamiento

transversal en €l elemento, se pueden definir en este dominio adimensional:

w(&.m) = [N(S mI{ &} (8.34)
Un método sencillo para obtener expresiones polindmicas de las componentes de la matriz-fila [N(&,7)]
consiste en efectuar adecuados productos de las funciones de forma utilizadas para e elemento de dos
nodos de la viga Bernoulli-Euler, dadas en (5.46) y cuyos graficos se muestran en la Figura 5.3.2 en la

pagina 120. Por ggemplo, multiplicando la primera por esa misma funcion en la variable 7, se obtiene un
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polinomio de tercer grado en ambas variables, apto para la funcion de forma Ni(&,7) del elemento

rectangular para placas planas:
Ni(&,m) = (2-35+ &%) (2-3n+1°)/16 (8.35)

En laFigura 8.2.3, en la pagina anterior, se muestra el grafico de la misma. Noétese que vale la unidad en
el nodo local 1, cero en lostresrestantes, y las derivadas primeras se anulan en los cuatro nodos.
Analogamente, haciendo el producto de la primera de (5.46) por la segunda, ésta expresada en funcion de

ny del lado b, setiene:
NAE ) =b (2-35+E%) (L-n-n®+1n°)16 (8.36)

Esta funcion es nula en los cuatro vértices, y lo mismo sucede con la derivada con respecto a &. La
derivada con respecto a 7, en e nodo 1 esigual a lado b, y cero en los otros tres nodos. Para obtener las
derivadas con respecto alas variables fisicas se aplica:

0o_oa& 1o . o0 _odo 10

- = : — = = (8.37 ab)
Ox 0EOx aldk oy ondy bon

Por consiguiente, se cumple: ONa(Er,m)loy =1

Continuando con este procedimiento, se expresan las restantes funciones de forma, una por cada grado de
libertad del elemento:

Ni(&.m)=(2-3E+ &%) (2-3n+1°)/16 ; Ny(1m) =1
No&m)=b-36+E)(A-n-n?+n°)16 ;  ONo(&1,m)lon=b
No(&m)=-a(1-E-£2+£%)(2-3n+n°)16 ;  ONs(&r,m)ldE=-a
Ni(&.m)=(2+36-£%) (2-3n+1°)/16 ; Na(&2,m2)=1
Ns(&.m)= b+35-E)(A-n-n"+n°)16 ;  ONs(E2.m2)on=b
Ne(E.m)= a(@+E-62-2%)(2-3n+n°)16 ;  ONe(é2.m)ld=-a
Ni{&.m)=(@+36- &%) (2+3n-1°)/16 ; Ne(&3,m9)= 1
Ne(&.m)=-b(2+3E- &%) L+ n-n*-n°)16 ;  ONe(Es.na)lon=b
No(é.m)= a(L+E-E2 &%) (2+3n-n°)16 ;  ONo(&3.m)ldE=—a
Nio(&,m) = (2-38+£%) (2+3n-1°)/16 ; N1o(E4,ma)= 1
Nu(E.m)=—b(2-36+E) A+ n-n>-n°)16 ; ONu(éa.na)lon=1b
N m)=-a(1-&-E2+ &%) (2+3n-1°)16 ;  ONA(Ea, i)l 6= -a

(8.38)

Estas funciones de forma poseen las siguientes propiedades:
1) Se cumple la continuidad de w, 6, =ow/dy 'y 6, =—ow/ox entre elementos adyacentes. Adicionalmente,
también hay continuidad en la derivada segunda mixta J°w/dxdy, aunque esta propiedad no es

requisito paralacualidad de conforme del elemento.
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2) Reproducen adecuadamente deformaciones constantes de flexion. Esto se comprueba imponiendo los

siguientes desplazamientos nodales: wi=wo=w3=ws=0; bx1=6p=0k3=6k4=0; G1=—O»=—63=64= 1.
Sustituyendo en (8.34) se abtiene: w(&,n) = N3(&,17) — Ne(&,1) — No(E,17) + N1o( &, 7).
Operando, se deducen: dw/dx=(La)owl & =& ow/dy=(Ub)owlon= 0; 6*w/dx*=(Va?)o*wl 82 =1la

EnlaFigura8.2.4 (a) se muestra un esquema del elemento deformado.

— 2

(a) (b)

Figuras 8.2.4 (a) y (b): Deformaciones del elemento con curvaturas constantes de flexién.

Analogamente, imponiendo w1 =w2=w3=w4=0; G1=6k2=—-6k3=—-6kg=1, 1= 6G2=03=0=0,
sellegaa ow/dx = (Va)owlde=0: ow/dy = (Ub)dwldn=—n; °w/dv* = (UbDe*wlon®=—-1b
EnlaFigura8.2.4 (b) se muestra el elemento deformado.

3) Al contrario de lo que sucede con la flexion, un estado de torsion pura constante no puede ser
reproducido por la funcion aproximada del desplazamiento transversal. En efecto, imponiendo
wi=—wo=w3= —wa = 1, Oy = —bip=—bhz= ba=-1b, G1=62=—-63 =—6a= 1la, deberia resultar

la superficie reglada que se muestra en la Figura 8.2.5, en la que se cumple & %w/éxdy = Lab.

v‘ 1
<o =

Figura 8.2.5: Deformacion con curvatura constante de torsion.
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Reemplazando |os desplazamientos nodales en (8.34) y operando, se Ilega a un polinomio cuadratico en

ambas variables como expresion de la derivada segunda mixta &°w/dxdy, en lugar del valor constante
Vab. Ademas, dicha derivada mixta se anula en los cuatro nodos del elemento. Esto ultimo da lugar a un
inesperado comportamiento muy deficiente del elemento, pues introduce una restriccion cinematica no
deseada, que se traduce en un incremento de su rigidez. Al aumentar el numero de elementos del modelo,
se incrementa € nimero de puntos (los nodos) donde la deformacién torsional es nula. En el limite el

model o tiende a una superficie con curvaturatorsional nula.

A pesar del defecto sefialado en el parrafo anterior, las funciones de forma (8.38) fueron utilizadas por €l
Profesor J.S. Przemieniecki [16], quien dedujo las correspondientes matrices del elemento y las publicod
en su libro. Con dichas matrices se implemento el programa PDR12 (PDR12-Q!, PDR12-Q#, PDR12-V!
y PDR12-V#). Con este programa se determinaron valores del coeficiente de frecuenciaQ = wL? (ph/D)Y
2 con v=0.3, para una placa cuadrada de lado L y con apoyos puntuales en los cuatro vértices, cuya
solucién exacta no se conoce. Este caso suele presentar dificultades en algunos métodos aproximados por
la ausencia de condiciones esenciales en los bordes libres. En la Tabla 8.2.1 se muestran los resultados
hallados, operando con doble precision, con mallas de elementos cuadrados generadas con n divisiones
en cada lado de un cuarto de la placa. En la misma tabla se transcriben valores aproximados publicados
por A.W. Leissa’, como asimismo valores algo més precisos de las tres primeras frecuencias que fueron
reportados en un trabajo publicado por Venkateswara Rao™. En la Figura 8.2.6 se muestran los esquemas

de los respectivos modos de vibracion.

Tabla8.2.1: Valoresde Q= a L? (ph/D)Y? con rectangulo conforme.

N Ql Qz - Qg Q4 Q5 QG
2 7.184 16.301 19.620 39.731 45.943
4 7.182 16.332 19.600 39.301 45.778
6 7.185 16.357 19.599 39.276 45.802
8 7.188 16.373 19.598 39.282 45.827
10 7.190 16.383 19.598 39.291 45.847
12 7.191 16.390 19.598 39.299 45.862
V. Rao 7.111 15.770 19596 | - | -meeee-
Leissa 7.12 15.77 19.60 38.44 44.40
! NV -
m 7 i /v\ "i" '\:'
Q1 QZ Q3 Q4 Q5 Qe

Figura 8.2.6: Lineas nodales de modos naturales de vibracion.

* LeissaA.W., NASA SP-160, 1969. Vibration of plates.

" Venkateswara Rao et al., Vibrations of point supported plates. Journal of Sound and Vibration 1973, 29(3), 387-

391
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Cabe destacar que, pese a ser un elemento conforme, ya que cumple las condiciones de continuidad, por

efecto de la nulidad de la derivada segunda mixta en los cuatro nodos se producen val ores crecientes de
las frecuencias, a medida que aumenta el nimero de nodos del modelo, con resultados que se alejan de la

solucioén exacta.

8.2.3. Rectangulo no conforme de doce grados de libertad

El polinomio de dos variables cibico completo tiene diez términos. Para aproximar la funcion
w(x,y) del rectangulo de cuatro nodos de la Figura 8.2.1 se hace necesario agregar otros dos términos. El
profesor Petyt [15] da las expresiones de las funciones de forma, que se obtienen cuando se eligen los
términos 5377 y .5773. A continuacion se transcriben dichas funciones, con el agregado de los valores que
asumen las funciones N, N4, N7, Ny Y las derivadas de N,, Ns, Ns, N, Ng, No, N11 Y N1 en los cuatro

nodos del elemento rectangular.

NUE M) = (1) (L-n) - &E-n-E—n°)8;  Nu&m)=1

No&.m) = b (1-€) (1-n) (1-n>)/8; ONyér )l on=b

No(& 1) = —a (1-&) (1-&7) (1-n)/8 ; ONy(&1, )] 26 =~ a

Ni(€.m) = (1+8) (1-n) R+ E- - 2= n?)B;  Na(&.m2)=1

Ns(& 1) = b (1+3£) (1-n) (1-n°)/8; ONs(é2.m2) on=b

No(&.1) = a (1+&) (1-&2) (1-n)/8 ; ONe(&2 )l &=~ a 839
No&,m) = (1+E) (L+n) 2+ £+ - E2— )8, Nel&s.m)=1 |
Ng(& 1) = —b (1+&) (1+7) (1-17°)/8; ONg(é3.m3)lon=b

No(&.1) = a (1+&) (1-&2) (1+n)/8; ONo(&5,m3)] 6=~ a
Nio(&.m) = (1-8) (I+n) - &+ - E2= )8, Nu(&.na)=1

Nu(&,m) =-b (1-¢€) (1+n) (1-n?)/8; ONu(Eama)lon=1b

Nia(& ) = —a (1-€) (1-£%) (1+n)/8; ON12(Ea i)l GE=~a

Cabe destacar que Przemieniecki [16] dedujo expresiones equivalentes de las funciones de forma, pero
con variables adimensionalesen el rango 0 a1, enlugar de—-1a +1.
La expresion aproximada del desplazamiento transversal se obtiene multiplicando la matriz-fila [N(&,7)]

que agrupa alas doce funciones de forma, por el vector { 5.} definido en (8.33).
Un analisis de las funciones de forma (8.39) permite deducir las siguientes propiedades:

1) La continuidad en los cuatro bordes de los elementos se cumple sélo con w. Sobre los lados
paralelos a ge x se satisface la continuidad de 6, = — dw/dx, pero no la de ;. Similarmente,
sobre los lados 1-4 y 2-3 |a continuidad se cumple con 6. = ow/dy , pero no con 6,. Por |o tanto,

el elemento no es totalmente conforme.
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2) Sereproducen las curvaturas constantes, tanto de flexion como de torsion.

En efecto:
a) con 61 =—-6Gr=—63= 6O, = 1,y nulas las restantes ocho componentes, ver Figura 8.2.4 (a),

resulta: Gw/éx = (La)owlde= &: w/dy = (Ub)owlon=0; &w/ox® = (Va®) 6°wlaE* = Ua.

b) con Gk = 6kr = —6k3 = —bkg = 1, y Nulas las restantes ocho componentes, ver Figura 8.2.4 (b),

resulta: dw/dx = (Va)owl & = O; dw/dy = (Ub)owldn =—n; 6*w/dy* = (1/b?) *wldn® =—1b.

C) conwi=-wop=wz=-wg=1, G1=—6=—-bk3= 9x4:—1/b;

1= 62=—-63=—64=la,

ver Figura8.2.5, resulta: 7°w/éxdy = (Vab) 6*w/éEdn = 1/ab.

El analisis precedente demuestra que este elemento, en algunos aspectos, es superior a estudiado en la
Seccion anterior, aunque con la desventaja de ser no conforme, con lo cua no queda garantizada la
convergencia. Por o tanto, los valores de frecuencia pueden resultar menores o mayores gque la solucion
exacta. Las matrices obtenidas por Przemieniecki [16] para este elemento se utilizan en el programa
PDR12, el cua requiere que el usuario opte por este elemento no conforme, en lugar del descrito en la
Seccion anterior. En la Tabla 8.2.2 se dan los valores del coeficiente de frecuencia Q = wL?(ph/D)¥? que
se obtuvieron para la placa cuadrada apoyada en los cuatro vértices, con v = 0.3, operando con doble
precision.

Tabla8.2.2: Valoresde Q= L2 h/D)" % con rectangulo no conforme.

n O 0, = Q3 Q, Qs Qs
2 7.296 15.898 19.662 39.458 43.391
4 7.160 15.810 19.617 38.796 44.086
6 7.133 15.789 19.606 38.607 44.241
8 7.123 15.781 19.602 38.534 44.297
10 7.119 15.777 19.600 38.498 44.323
12 7.116 15.775 19.599 38.478 44.337
V. Rao 7111 15.770 19596 @ om0 e
Leissa 7.12 15.77 19.60 38.44 44.40

Notese que los valores de Q; a Qs disminuyen, mientras que Qg crece, a aumentar € ntimero de nodos de
los model os. Para un calculo de ingenieria desde un punto de vista practico, pese a la lenta convergencia,
para este caso el elemento rectangular no conforme da resultados mucho mejores, comparados con los
del elemento conforme descrito en la Seccion anterior.

Otro gjemplo para realizar una comparacion de resultados producidos por ambos elementos, es el de una
placa cuadrada simplemente apoyada en su contorno, con solucion exacta conocida. En este caso también
se utilizaron modelos de un cuarto de la placa, con n divisiones en cada borde. En la Tabla 8.2.3 se
muestran los val ores obtenidos del coeficiente de frecuencia. Se comprueba que el elemento no conforme
produce valores de frecuencia crecientes con el nimero de nodos, y los resultados son mas aproximados

alasolucion exacta, que los obtenidos con € rectangulo conforme.
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Tabla8.2.3: Valoresde Qi= L? (ph/D)l’ 2 Placa cuadrada arti culada en el contorno.

2 20.3900 50.9240 835168 | 102.4238 136.7779
4 20.2569 50.2944 815601  100.0596 132.5805
6 Conforme 20.2324 50.1895 81.1653 99.7545 = 131.6530
8 20.2239 50.1539 81.0276 996621 = 131.3343
10 20.2199 50.1377 80.9641 996221 = 131.1886
12 20.2178 50.1289 80.9297 99.6010 = 131.1100
2 19.1498 47.4047 72.0851 962182 | 116.5042
4 19.5790 48.7383 76.5993 974853  123.3733
6 | Noconforme | 19.6668 49.0650 77.8422 98.0931 | 125.8792
8 19.6983 49.1864 78.3158 98.3433 = 126.8898
10 19.7129 49.2438 78,5424 084661 | 127.3837
12 19.7209 49.2754 78.6674 985348 = 127.6592

Solucién exacta 19.7392 49.3480 78.9568 98.6960 | 128.3049

Formas modales (1-1) (1-2) (2-1) (2-2) (1-3) (3-1) | (2-3) (3-2)

8.2.4 Rectangulo conforme de dieciséis grados de libertad

Una forma de subsanar €l inconveniente que se presenta con el rectangulo conforme de doce
grados de libertad, descrito en la Seccion 8.2.2, en el cual las doce funciones de forma tienen derivada
segunda mixta nula en los cuatro vértices del elemento, consiste justamente en agregar dicha derivada
como cuarto grado de libertad en cada nodo. El algoritmo de este elemento rectangul ar fue desarrollado y
publicado en 1966, para € caso de isotropia, por Bogner y colaboradores®. Los grados de libertad
adoptados en el algoritmo son: w, wx=ow/cx, wy= ow/dy 'y wxy = Fw/dxdy. Por consiguiente, el vector de

| os desplazamientos nodal es ahora se escribe:
t_
{56‘} = [ Wi Wx1 Wyr Wypr W2 Wy Wy Wyyo W3 Wyz Wiz Wxyz Wi Wxa Wiy ny4] (840)

A continuacion se desarrolla el algoritmo, a partir del polinomio de 16 términos propuesto por Bogner:

3 3 o
w(x,y) = Z z ai; Xl y‘/ (841)
i=0,;=0
con e cua se aproxima el desplazamiento transversal en el elemento rectangular que se muestra en la
Figura 8.2.1, ahora con cuatro grados de libertad en cada nodo. Utilizando las variables adimensionales

&xlay n=ylb, se obtuvieron las siguientes 16 funciones de forma, que se agrupan en lamatriz-fila[N]:

Ni(&nm) = (&+2) (6-1)* (7+2) (1-1)7/16; Ny(&,1m)= (&-2) (£+1) *(-2) (+1) ?/16

NoAEm)= a (&+1) (&) (7+2) (7-1)%/16; Nio(£,m)= a (&-1) (&+1) 2 (2-n) (7+1) ?/16
Ny(&m)= b (£+2) (£-1)° (7+1) (n-1)%/16; Nu(&,m)=b (£-2) (&+1)? (1-7) (7+1) %16
Nu(&,m)=a b (&+1) (6-1)% (7+1) (7-1)%/16; Np(Em)=ab (&-1) (&+1)?(7-1) (n+1) 2/16(8 42)
Ns(&,m)= (2-8) (£+1) *(n+2) (1-1)?/16;, Nis(&,m)= (&+2) (6-1)* (2-17) (17+1)°/16
Ne(&,m)= a (&-1) (&+1) * (+2) (11-1)/16; Nu(&m)= a(&+1) (E-1)% (2-1) (7+1) /16
NA(Em)=b (28 (&+1) > (7+1) (-1)°/16; Nis(&,m)= b (£+2) (E-2)° (17-2) (+1) %/16
Ne(&m)=a b (&-1) (&+1) 2 (n+1) (-1)%/16; Nio(&,m)= a b (&+1) (E-1)7 (17-2) (+1) %16

* Bogner, Fox y Schmit, Matrix Methods in Structural Mechanics, AFFDL-TR-66-80. The generation of inter-
element compatible stiffness and mass matrices by the use of interpolation formulas, 397-443. 1966.
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Un analisis de las propiedades de las funciones de forma demuestran que w = [N]{&,} cumple con la

continuidad de los grados de libertad, en los cuatro lados del elemento. La continuidad de w, wy = owlox
y wy =dwlJy significa que e rectangulo de Bogner es un elemento conforme. Por consiguiente, con la
matriz masa consistente se asegura la convergencia mondétona hacia la solucion exacta de las
frecuencias.

Como se explico en la Seccion 8.2.1, el calculo de las integrales (8.29) y (8.30), en el caso de un
elemento rectangular, se realiza analiticamente sin mayores inconvenientes. En su trabajo Bogner obtuvo
y publicé las expresiones de las componentes de ambas matrices, [k.] ¥ [m,.], para €l caso de materia
isotropo.

Esta formulacion se implement6 en el programa PDR16 para placas ortotropas [11, 23]. Para ello se
obtuvo la matriz de rigidez con la matriz constitutiva (3.77). El algoritmo se codifico limitado al caso de
ges materiales 1-2 en las direcciones de los ges coordenados x-y. El archivo de datos difiere del
requerido para placas isotropas, ya que en el caso de ortotropia deben darse cinco propiedades mecanicas
del material: E1, E», L1, U2 y Gio. El programa puede ser utilizado en particular para placas isotropas,
con E1=E>=E, v1=v,=v y G12=G = LE/(1+v).

Por otra parte, la inclusion de la derivada segunda mixta debe tenerse en cuenta en las condiciones de
vinculo, en los nodos donde e momento torsor debe ser nulo. Por egemplo, sobre un ge de simetria
paralelo a g e coordenado x, las condiciones aimponer son dos: wy=ow/dy=0Yy wyy =0%w/xdy=0. Por el
contrario, en nodos ubicados en un gje de antimetria paralelo al ge global x, las condiciones son: w=0y
wy = ow/dx= 0, las mismas que para |os nodos que estén ubicados en un borde articulado en la direccion

del gjex. Obviamente, en un borde empotrado los cuatro grados de libertad deben ser eliminados.

En la Tabla 8.2.4 se dan los valores hallados con este programa, operando con doble precision, para la
placa cuadrada isotropa con apoyos puntuales en los vértices, mientras que la Tabla 8.2.5 muestra los
resultados obtenidos para la placa simplemente apoyada (articulada) en su contorno. En estos casos se
utilizaron model os de la placa completa, con »n x n elementos.

Tabla8.2.4: Vaores de Q; . Placa cuadrada apoyada en | os vértices.

n Ql Qz = Qg Q4 QS QG
4 7.1138 157821 | 19.6134 @ 38.6057 @ 44.5359
8 7.1110 157710 | 19.5974 = 38.4427  44.3814

12 7.1109 157704 = 19.5964 | 38.4338 @ 44.3720
16 7.1109 157703 = 19.5963 | 38.4323 44.3704
20 7.1109 157703 | 19.5963 @ 38.4319 44.3700

Tabla8.2.5: Vaoresde Q. Placa cuadrada articulada en el contorno.
n Ql 92=Q3 Q4 Q5= QG Q7: Qg

4 19.7419 @ 494763 | 79.1271 4 100.1864 @ 129.5700

8 19.7394  49.3563 | 78.9674 @ 98.7996 @ 128.3894

12 10.7392 = 49.3497 = 78.9589 | 98.7169 @ 128.3217

16 190.7392 493485 @ 78.9575 | 98.7027 @ 128.3102

20 19.7392 | 49.3482 @ 78.9571 @ 98.6988 @ 128.3070

SExacta 19.7392 @ 49.3480 @ 78.9568 @ 98.6960 @ 128.3049
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Sin lugar a dudas, este elemento es muy superior a rectangulo de doce grados de libertad.

Con el mismo programa PDR16 se obtuvieron valores de la frecuencia fundamental de placas
rectangulares ortétropas simplemente apoyadas, con lado « en la direccion del material 1, que coincide
con € ge coordenado x. En latabla 8.2.6 se dan los resultados del coeficiente de frecuencia Q; = na’ (o
hiDy)Y2.

L os resultados fueron obtenidos con doble precision, para cuatro conjuntos de valores hipotéticos de las
propiedades mecanicas, incluyendo el caso particular de isotropia. En razéon de la doble simetria del

modo fundamental se model6 un cuarto de la placa, con mallas de nxm elementos.

Tabla8.2.6: Valores de Q; de placas rectangulares ortotropas articuladas en el contorno.

alb
EJdE1 | v v2 | G(l-v1))Ey

2/5 2/3 1 3/2 5/2
1/2 0.6 0.3 1/3 11.3485 | 13.8105 | 18.2877 | 27.7076 | 56.3647
1/2 0.6 0.3 1 13.0518 | 17.4979 | 24.3762 | 36.7718 | 69.2854
2 0.15 0.3 1 13.1943 | 18.3041 | 27.2087 | 45.7370 | 102.509
1 0.3 0.3 0.35 11.4488 | 14.2561 | 19.7392 | 32.0763 | 71.5550

Numero de elementos cuadrados (nxm): 8x20 8x12 8x8 12x8 20x8

8.2.5 Cuadrilatero conforme de dieciséis grados de libertad

En muchos problemas practicos se presentan placas delgadas no rectangulares, lo que obliga a
recurrir a elementos cuadrangulares o triangulares. Una seria limitacion de los elementos estudiados en
las secciones precedentes radica justamente en la forma rectangular de los mismos, que limita su
aplicacion a regiones con contorno poligonal con lados sucesivamente ortogonales, paralelos a los ¢jes
coordenados globales. La idea de generalizar el elemento de Bogner para pasar a un elemento
cuadrangular de uso general, lamentablemente fracasa debido a la pérdida de continuidad de las
derivadas del desplazamiento transversal, en los lados adyacentes de elementos contiguos. Sin embargo,
para ciertos disefios de la malla, con el algoritmo que se describe en esta seccion se logra un elemento
cuadrangular conforme, en el cual se satisfacen las condiciones de continuidad del desplazamiento (w) y
las primeras derivadas (ow/0x, ow/0y). El desarrollo del mismo consiste en reemplazar los semilados a y

b del rectangulo, en las funciones de forma (8.42) de Bogner, por sendas funciones lineales:
a=Y% (a1t az))— Y% (ar—ax) n;, b="% (b1+ b)) — % (b1—by) & (8.43 a,b)

donde a1, az, b1y b2 son las medidas de los semilados del cuadrilatero, como se muestra en la Figura

8.2.7, en la pagina siguiente. Esta sustitucion aumenta el grado de las funciones de forma, de modo que
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No(&,m), Ne(&,1m), N1o(&,1) Y N1a(&,7) incluyen términos de cuarto grado en la variable 77; analogamente,

las funciones N3(&,n), N7(&,7), Nu(&,n) Y Nis(&,n) tienen términos de cuarto grado en &; y las funciones
Ni(&,m), Ne(&,7m), Nio(&,1m) Yy Nig(€,1) pasan atener términos de cuarto grado en ambas variables.

4y 4
V4 A n=+1
“ g=+1
Y3 o3
AAAAAAAAAAAAAA N6
4444444444 , P
Y2 ,
aj
BLRE E— \ e
x n
X1 Xa X3 Xa

Figura 8.2.7: Cuadrilatero en el plano x-y.

Por otra parte, la geometria del elemento cuadrilatero de lados rectos queda definida por las siguientes

funciones bilineales de transformacion de coordenadas:

x =" (1-O(A-mxs+ Y (1+Q(A-n)xo+ Ya (1+E) (1 m)xs + Va (1-8)(1+7m)xs (8449

=% (1= (A-myr+ 7 (1+)(A-n)y2 + Va (1+(1+n)ys+ Y (1-9)(1+n)ys (8.44 D)

El Jacobiano de esta transformacion es un polinomio de primer grado en las variables £y 7. Lamatriz de

rigidez se calcula aplicando (8.29), en la que se reemplaza la matriz de deformacion [B] por la expresion
dada en (8.28), obteniéndose:

(k1= 21§ I P (710 1) g (545)

Dado que € integrando contiene polinomios en las variables £y 7, tanto en e numerador como en
denominador, resulta practicamente inabordable la resolucion analitica, y tampoco es posible una
soluciéon numérica exacta con integracion numérica. En la codificacion del algoritmo del programa
PDC16 se recurrié al método de Gauss-Legendre con 49 puntos de integracion (7 puntos en cada
direccion coordenada). Por otra parte, € calculo de la matriz de masa con (8.30) requiere resolver
integrales de polinomios de noveno grado. En consecuencia, el calculo exacto de las componentes de
[m se logra aplicando cuadratura de Gauss-Legendre con 25 puntos (5 puntos en cada direccion).
Debido ala complejidad del algoritmo, el programa solo se compild con Visual Basic (versiones PDC16-
V!'y PDC16-V#).

El elemento asi formulado cumple con las condiciones de continuidad del desplazamiento y derivadas

primeras sobre lados adyacentes de elementos contiguos, cuando la placa es modelada con una malla
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generada con dos haces de rectas, con centros en los puntos de interseccion de los lados opuestos de la

placa cuadrangular. En tal caso, se produce convergencia ala solucion exacta.

Para mostrar la calidad del elemento propuesto, se resolvieron dos casos con el programa PDC16-V#. En
la primera aplicacion se determinaron frecuencias naturales de una placa rombica de lado a, con
oblicuidad de 45°, empotrada en el contorno. Los resultados del coeficiente de frecuencia Q = wa® (phlD
)”* se muestran en la Tabla 8.2.7. En la primera columna » es el nimero de divisiones sobre cada lado de
la placa rombica. En la tercera columna se indican los grados de libertad activos en cada modelo. En la
ultima fila se dan los valores hallados con el software profesional Algor. Los célculos se realizaron

adoptando v=0.3.

Tabla8.2.7: Vaoresde O, = w; az(ph/D)'/z. Placa rombica empotrada (v=0.3).

n Nel GDL O Qy Qs Qq Qs Qs
8 81 196 65.83 | 106.93 | 149.79 | 158.27 | 200.22 | 231.95
12 169 484 65.69 | 106.59 | 148.64 | 157.51 | 197.53 | 230.03
16 289 900 65.66 | 106.53 | 148.42 | 157.34 | 197.02 | 229.67
20 441 1444 65.65 | 106.51 | 148.36 | 157.28 | 196.88 | 229.57
24 625 2116 65.65 | 106.50 | 148.33 | 157.26 | 196.82 | 229.53
ALGOR 80| 6561 18723 65.65 | 106.53 | 148.37 | 157.28 | 196.87 | 229.62

El segundo caso es una placa trapecia isosceles simplemente apoyada (articulada), con basesa y b, y
alturad. Seresolvio un esquema con d/a = 0.5y bla = 0.4 mediante mallas que consistieron en dividir las
bases del trapecio en n segmentos de igual longitud, y los lados no paralelos en m segmentos, también de
igual longitud. En la Tabla 8.2.8 se dan los correspondientes resultados obtenidos con e elemento
propuesto, y con Algor mediante un modelo con similar disefio de 1a malla (n = 140, m = 105), formada

por 14700 elementos.

Tabla8.2.8: Vaoresde Q= w; a®(phlD) % Placa trapecia isosceles articulada (v=0.3).

nxm Nel GDL Q1 Qs Q3 Q4 Qg Qg
4x3 20 52 | 63817 | 128.01 | 179.28 | 228.67 | 251.68 | 367.81
8x6 63 202 | 63.456 | 127.97 | 17954 | 228.28 | 253.86 | 351.23
12x9 130 448 | 63.340 | 127.89 | 179.32 | 228.07 | 253.57 | 350.49
16x12 221 790 | 63.285 | 127.86 | 179.23 | 228.01 | 253.42 | 350.33
20x15 336 1228 | 63.252 | 127.83 | 179.19 | 227.99 | 253.34 | 350.27
24x18 475 1762 | 63.230 | 127.82 | 179.16 | 22797 | 253.29 | 350.24

28x21 638 2392 | 63.215 | 12781 | 179.14 | 227.96 | 253.25 | 350.23

ALGOR
140x105

14946 | 44062 | 63.213 | 127.81 | 179.14 | 227.98 | 253.27 | 350.27

Es importante aclarar que la propiedad de elemento conforme deja de cumplirse cuando hay cambio

de direccion de los lados de los elementos incidentes en un nodo; en otras palabras, cuando |os angulos
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opuestos por el vértice no son iguales. Tampoco se cumple si las rectas, que definen a la red de
elementos finitos, no forman dos haces convergentes en sendos centros. Esto ultimo se comprueba con el
siguiente gjemplo, de una placa cuadrada articulada en el contorno. En la Figura 8.2.8 (a) se muestra la
primera malla de 16 elementos y en (b) la segunda malla de 64 elementos, obtenida dividiendo por la
mitad cada lado de los elementos en € contorno de la primera. Con € mismo criterio se disefiaron la

terceramalla, de 256 elementos, y la cuarta con 1024 elementos.

€Y (b)
Figura 8.2.8: Mallas irregulares de 16 y 64 elementos cuadrangulares.

En la Tabla 8.2.9 se dan los valores hallados de las primeras tres frecuencias naturales, con solucion
exacta conocida (Q = 2r%, Q, = Q3 = 51%). En la primera columna » es e namero de divisiones, no

uniformes, sobre cadalado del modelo.

Tabla8.2.9: Valores de Q;, O, y Q3 de la placa cuadrada articul ada.

n Nel GDL Q1 Q> Q3
4 25 64 19.768 49.536 49.593
8 81 256 19.708 49.120 49.261
16 289 1024 19.699 49.094 49.236
32 1089 4096 19.697 49.094 49.235
Solucién exacta: | 19.739 49.348 49.348

Los valores mostrados en la Tabla 8.2.9 ponen de manifiesto €l caracter no conforme del elemento, ya
que, con malas que no satisfacen en forma completa las condiciones de continuidad, se produce

convergencia hacia una solucion que difiere de la exacta.

8.2.6 Triangulos de nueve grados de libertad

El desarrollo de elementos cuadrangulares o triangulares de aplicacion general en placas, fue un
gran desafio para los investigadores pioneros del método, debido a las dificultades que se presentan para
lograr elementos totalmente conformes. A titulo informativo, a continuacion se describen algunos

elementos triangulares sin entrar en mayores detalles sobre el desarrollo de los algoritmos. Para
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profundizar sobre el tema, se recomienda la lectura del Capitulo 6 del libro “Introduction to finite

element vibration analysis” de Maurice Petyt [15].
Obviamente, el elemento mas simple tiene un nodo con tres grados de libertad en cada vértice. Al adoptar
la funcion aproximante del desplazamiento transversal w(x,y) se presenta el primer inconveniente, ya que
con un polinomio de nueve términos no se consigue una total invariancia geométrica. En efecto, un
polinomio cibico completo en dos variables tiene diez términos, de los cuales seis corresponden al
cuadratico completo. Al eliminar uno de los cuatro restantes deja de cumplirse la simetria en el Triangulo
de Pascal. En 1962, en su tesis doctoral redlizada en Berkeley (USA), Tocher propuso agrupar dos
términos simétricos con un coeficiente comun:

wxy) = a1+ aox + a3y + as x>+ asxy + ap V* + a7 x° + ag (xy+0°) + agy® (8.46)
Al mismo tiempo, adopté un sistema local de ejes coordenados ortogonales x-y con origen en e nodo

local 1, haciendo coincidir €l gje x con el lado 1-2, como se muestra en laFigura 8.2.9 (a).

Los grados de libertad en cada nodo son w, 6.=Jdw/dy y 6,=-Jw/Ox. Desafortunadamente, con las
correspondientes funciones de forma se produce singularidad cuando x, = 2x3 +y3, lo cua implica una
seria limitacion en el disefio de la malla de elementos finitos. Por ejemplo, el triangulo rectdngulo

isosceles que se muestra en la Figura 8.2.9 (b) no es valido.

» X\

A y AY 1 y

VN

<

a

<

y
@ () (c) (d)

Figura 8.2.9: Elemento triangular de Tocher para placas delgadas.

En este caso el problema se puede resolver adoptando el nodo local 1 en otro vértice, como se muestra en
(c) y (d) de la misma figura. Esta propiedad indeseable obliga a realizar un control de la incidencia
(numeracion de los nodos) de todos los elementos del modelo, y modificarla para evitar la singularidad
cuando ésta se presente. Con este cambio se pone de manifiesto otro efecto, producido por la variancia
geométrica, dado que el comportamiento del elemento se modifica levemente al cambiar la direccion de

los gjes coordenados.

Por otra parte, un paso que debe incluirse en el algoritmo es transformar las matrices del elemento para

referirlas a sistema global de coordenadas x-y. Para ello se aplica un procedimiento similar a utilizado
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con € elemento de entramado plano, descrito en la Seccion 6.4. En la Figura 8.2.10 se muestra un

elemento genérico, donde el eje local x formaun angulo o con el global x.

3
AY
X
y 3
2
o X
i 1
Figura 8.2.10: Orientacion del elemento Figura 8.2.11: Elemento triangular dividido
en el sistema global x-y. en tres triangulos.

La transformacion de los grados de libertad se realiza con la matriz de rotacion, mediante la siguiente
expresion:
w 1 0 0 w
0,:=|0 cosa sena |0, (8.47)
Oy

0 —sena cosa Qy

w 1 0 0 w
0 CON suU inversa: 0.:=|0 cosa —sena |0, (8.48)
Hy 0 sena cosa 0y

Las rotaciones en el primer miembro de (8.47) estan referidas al sistema local; en (8.48) al sistema
global.

En 1966, Clough y Tocher® presentaron un algoritmo en coordenadas cartesianas de un elemento
triangular compuesto. El elemento resulta de ensamblar tres triangulos con un vértice y tres lados
comunes, como se muestra en la Figura 8.2.11. El nodo comin a los tres subtriangulos se ubica en el
centroide del triangulo 1-2-3. Una manera de lograr un elemento conforme es establecer que la derivada
de w en la direccion normal varie linealmente a lo largo del borde. El mismo criterio fue aplicado dos
anos mas tarde por Clough y Felippa, con coordenadas naturales (ver expresiones (7.9) y Figura 7.2.4).
Aproximaron el desplazamiento, en cada subtriangulo, con un polinomio completo de diez términos, de

lasiguiente forma:

W(&L, &, &) = anér’ + & + s’ + aub’Er + asé’Es +

+ &) 3+ ol EL + aglS E1+ aofs Er + cuoérEads (8.49)

* Clough and Tocher, Matrix Methods in Structural Mechanics, AFFDL-TR-66-80, 597-443. Finite element matrices
for plate bending. 1966.
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Los 10 coeficientes pueden ser expresados en términos de w, 6, y 6, en los tres nodos del subtriangulo, y
de la derivada normal en el punto medio del lado externo (en el subtriangulo (1), €l lado 2-3). Esto
conduce a las matrices de masa y rigidez del subelemento, ambas de décimo orden. Al realizar el
ensamblgje de las mismas se obtienen las matrices del elemento compuesto, de décimoquinto orden ya
que los grados de libertad involucrados son tres en cada uno de los cuatro vértices, mas uno en el punto
medio de cada lado externo. Con este ensamblgje automaticamente se cumple la continuidad del
desplazamiento transversal y de la derivada tangencial, en los tres lados interiores comunes a los tres
subtriangulos. Para disminuir el efecto de la discontinuidad de la derivada normal, se impone la
condicion de igualdad en el punto medio de cada lado interno. Estas tres condiciones permiten eliminar
los tres grados de libertad del nodo interno, con reduccion de las matrices al duodécimo orden.
Finalmente, se imponen las tres condiciones de variacion lineal de la derivada normal sobre los lados del
elemento, lo cual permite eliminar los grados de libertad correspondientes al punto medio de los mismos.
De esta manera, se obtiene las matrices de noveno orden.

Cabe mencionar que el ultimo paso no es necesario si se mantienen los tres nodos en el punto medio de
los lados del elemento, cada uno con un grado de libertad (la derivada normal de w). De hecho, este
elemento de seis nodos con 12 grados de libertad resulta mas preciso que el de tres nodos con 9 grados de
libertad [15].

8.2.7 Cuadrilateros de doce grados de libertad

El procedimiento explicado en la Seccion anterior, de ensamblar subelementos para generar un
elemento compuesto, obviamente también puede aplicarse en un cuadrilatero, dividiéndolo en triangulos.
En la Figura 8.2.12 se muestra una posible descomposicion en cuatro triangulos, ubicando el vértice

interno en lainterseccion de las diagonales del cuadrilatero.

A

Figura 8.2.12: Cuadrilatero formado con cuatro triangulos.

Diversos elementos cuadrilateros se generan con esta técnica, que se diferencian en las propiedades de

los triangulos componentes. Por ejemplo, Clough y Felippa® adoptaron €l triangulo de tres nodos con

* Clough and Felippa, Matrix Methods in Structural Mechanics, AFFDL-TR-68-150, 399-440. A refined
guadrilateral element for analysis of plate bending. 1968.
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nueve grados de libertad descrito en la Gltima parte de la Seccion anterior, obteniendo de esta manera un
cuadrilatero conforme de quince grados de libertad.

En 1968, Fraeijs de Veubeke™ publico un algoritmo para cuadrilatero conforme. Adoptd variacion
cuadratica de la derivada normal de w(x,y) sobre los bordes, o cual obliga a mantener un nodo en €
punto medio de cada lado externo.

Los tres grados de libertad en el nodo interno se eliminan utilizando la misma técnica explicada en la
Seccion anterior. Por consiguiente, este elemento tiene dieciséis grados de libertad. Las pruebas
numéricas, publicadas por Petyt [15], demuestran que es sumamente preciso. Por otra parte, |os grados de
libertad en los puntos medios de los cuatro lados del cuadrilatero pueden ser eliminados mediante un
procedimiento conocido como condensacion estatica, quedando asi reducido a un elemento cuadrangular
de doce grados de libertad. En virtud de la excelente calidad demostrada por esta formulacion, el
elemento desarrollado por Fraeijs de Veubeke ha sido incluido en varios sistemas comerciales de
elementos finitos, como por jemplo en el programa Algor Professional Mech/VE de Algor Inc., empresa
estadounidense de software para problemas de ingenieria. Con este elemento se hallaron los resultados
dados en lastltimas filas de las Tablas 8.2.7 y 8.2.8.

Debido a la complejidad de los algoritmos, en este curso no se han implementado programas de
computacion para placas delgadas con los elementos triangulares y cuadrilateros, muy brevemente

descriptos en esta Seccion y la precedente.

8.3 Placas moderadamente gruesas

8.3.1 Triangulo conforme de nueve grados de libertad

En la teoria de placas moderadamente gruesas dejan de cumplirse las expresiones (8.32), validas
solo en la teoria de placas delgadas, donde se supone que las distorsiones son nulas. Tanto la energia de
deformacion elastica (3.106) como la cinética (3.109), se expresan en funcion de w, 6. y 6,. Por
consiguiente, se hace posible aproximar las tres funciones en forma independiente, lo cual facilita la
formulacion de elementos conformes.

El elemento mas simple es el triangulo de tres nodos, en el cual las funciones w, 6, y 6,. se interpolan

linealmente con | os respectivos grados de libertad:

w=8&wi+SwatEaws, Oc= & O+ & bt E3bhs; =61 G+ E G+ 85360 (850ab,c)

Notese la similitud con las expresiones (7.6) del triangulo lineal para estados planos. Obviamente, se
satisface la continuidad de | as tres funciones entre el ementos adyacentes.

Agrupandolas en un vector, se escribe:

** Fragijs de Veubeke, International. Journal of Solids and Structures, 4, 95-108. A conforming finite element for
plate bending. 1968.
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wl] [& 0 0 & 0 0 & 0 0
0.(=|0 & 0 0 & 0 0 & Olls}=/Ni{s} (8.51)
0, 0 04 0 0 & 0 0 &

donde {5e}t= Wi &1 G1 wo b, G, w3z b Gl (8.52)

w
Derivando con respecto al tiempo: é?x =[N ]{56} (8.53)
0
B

Para reproducir la expresion entre paréntesis de (3.109) se introduce la siguiente matriz diagonal:

K 0 0
_|lo A
H=|0 B4, 0 (854)

y se aplicalaférmula matricial:

t

L
. 3 . . . .
b0 s 3o bt =15+ 00) 4 i (8.55)
h
6,]10 0 42 0,
Reemplazando (8.53) en el primer miembro, se deduce:
. . 3 . .
GYINIIHIINKS ) = (0% + 57) + hi? (8.56)
Por consiguiente, la energia cinética del elemento se expresa:
1. . o1 .
T, =248} [ INY[HIINIAA{S} =218} [m {3} (857)
A

El integrando contiene términos con productos de dos coordenadas naturales, de modo que la integracion
se resuelve en forma directa, aplicando la formula (7.24) de Eisenberg. Operando se obtiene la siguiente

expresion de la matriz de masa del elemento:

24 0 0 12 0 O0 12 0 O
0 22 0 0 K 0 0 K O
0O 0 2 0 0 K 0 0 i

2 0 0 24 0 0 12 0 O
[sz% 0O ¥ 0 0 2 0 0 H» O (8.58)

0O 0 K 0 0 2 0 0 i
2 0 0 12 0 0 24 0 O
0O h# 0 0 K 0 0 2v* 0
0O 0 K 0 0 K 0 0 2r

Para hallar la matriz de rigidez se utilizala expresion (3.105) de la energia de deformacion, en la cual se
separa la energia flexional de la energia de distorsion por corte, que a continuacién se transcriben por

Separado:
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1k
U =3[ 5t (DM dd (859)

U =2 [KGH7Y (7} da (8.:60)

donde{y} sedefineen (3.102),y {y}' =[yx  r»] agrupalasdistorsiones dadas en (3.101 d,e).
Laexpresion de {¥} en términos de los desplazamientos nodales implica hallar la matriz de deformacion
flexional [B"], tal que:

{x} =B {5} (8.61)
Reemplazando en (8.59):

- Lot Py ) 1l oom
U, ' = 2{56} {12[8 I'[D][BY’]dA{5,} = 2{5e} [k, "o} (8.62)

Laobtencién de [B™] se realiza con un procedimiento similar a descrito en la Seccion 7.4. Adoptando &
1Y &2 como variables independientes, ahora se tiene:
M, 29, ox M, 0y . A, 3, x D, oy

0% Ox & Oy 4 0%  Ox 3% Oy &,

Teniendo en cuentaque &£3=1-¢&1— &2, con (7.10) y (8.50) las anteriores se expresan:

12 o0 12 o0

01-603=(x;—x3)——+(y—y3)——; 6.,—05= —X3)——+ —yy)—>

1~ O3 =(x—x3) Ox (»—y3) Fy 2 =63 =(x —x3) Ox (y2—y3) 5y
Resolviendo este sistema de ecuaciones y haciendo intervenir las formulas (7.8), se obtienen las

siguientes expresiones de las derivadas de 6, con respecto a las variables fisicas (se omite el desarrollo
algebraico):

0, 1
ax = ﬂ(blgxl +0,0,5 +b30,3)
0, 1
ﬁ); = Z(Clexl +¢30,5 +¢30,3)

De manerasimilar se hallan |as derivadas de 6, :

a, 1
a, 1
ﬁ_y = z(clgyl + Czeyz + 030y3)

En consecuencia, la matriz de deformacion flexional resulta:
L 0 0 -, 00 -»h, 0 0 -b
[B<f>]=Z 0O¢g 0 Oc¢, O 0 ¢ O (8.63)
0 b -¢¢ 0 b, —c, 0 by —c4
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Dado que todas las componentes son constantes, en este caso la matriz de rigidez flexional del elemento

se obtiene con:

(k9] = ﬁ—’f[B‘”]f[D][B‘”] (8.64)

lacual puede ser escritaen laforma:
(ki1 [ki] (k)]

. ERW® , , ,
kN = | hkat)] k] Thad'] (8.65)
A=y (1O 1l
[ka'] [ka'] [kz’]
0 0
Operando: [k$71=]0  cc; +ubb;  —vbc; — ucb, (8.66)

0 -vbc; —ueh;  bb; + ucc;
donde i=;=1,2,3; u=(1-v)2

Para hallar la matriz de rigidez por corte, se parte de las derivadas del desplazamiento transversal:

ow _owox owoy . Ow _Owox Owly
% Oxd& Oyady & Ox &, Oy,
Aplicando (7.10) y (8.50) resulta:
ow ow
W =Wy =(X —X3)——+(y—V3)—=—
ox oy
ow ow
Wy =Wy =(Xp =X3)——+ (Vs = V3)——
ox oy
Con estas ecuaciones se deducen:
ow 1
—=—(b;w;, + b,w, + byw.
o 2A( Wy +bywy + byws )
a—W—i(cw +CoWw, + CaWs )
oy 24 W T CoWp + 33

Estas expresiones, junto con (8.50), se reemplazan en (3.101 d,e) para hallar |as distorsiones por corte:
Yox =(bawi+bawp+byws)l24 + &1 G+ 2 o+ &3 Ors
Yop =(cawitcowatcawa)l24— &1 O~ &2 Oy~ &3 bOxg
Con notacion matricial: {7} =[BY {8} (8.67)

Por consiguiente, la matriz de deformacion por corte resulta:

[B(C)]=i|:bl 0 248, b, 0 248, by 0 2A§3} (8.68)
24|¢, —24& 0 ¢, —24&, 0 ¢ —24&, O
donde ahora hay seis componentes variables. Reemplazando en (8.60) se tiene:
1 1
UL =210} [xGh[BOY[BY]da {5} = {5} KNS} (869)
A

Lamatriz derigidez por corte también puede ser particionada en nueve submatrices de tercer orden:

214



VIBRACIONES FLEXIONALES DE PLACAS
[k<°’>] K9] K9]

[k)]= v IO (8.70)
[k(c)] [k(c)] [k(c)]

bb, +cc; —2Ac,/3 24b,/3
Operando: [k =| —24c¢, /3 a 0 (8.71)
24b,/3 0 a
donde i,/=1,2,3; a=24%3 cuandoi=j;y a=A4%3 s i#j.
Finalmente, sumando (8.65) y (8.70) se abtiene la matriz de rigidez compl eta del elemento:

[k, 1= [k{)]+ X"

donde ¢ = 6« (1-v)/1.

=" k) =— (©) © .
48A(1 2) o ] 48A(1 )([k 1+ 80k 8.72)

Esta formulacion se implementdé en el programa PGTC9 (PGTC9-Q y PGTC9-V). Dado que con
elementos triangulares se hace posible modelar regiones no rectangulares, en este programa se ha
implementado la condicion de vinculo de rotacion nula sobre bordes oblicuos. Para el analisis del
comportamiento del algoritmo, se eligié una placa moderadamente gruesa, donde la medida del lado es
diez veces mayor que €l espesor (A/L = 0.1) y v=0.3. Aplicando la teoria de Mindlin, K.M. Liew" y
colaboradores obtuvieron € valor QQ; = cole(ph/D)'/’ = 19.059 paralafrecuencia fundamental de la placa

cuadrada articulada en el contorno.

Con € codigo PGTCO9-V# se calcularon las matrices de modelos de un octavo de la placa cuadrada de
lado L (triangulo rectangulo isosceles, catetos de longitud L/2), aprovechando de esta manera los cuatro
gjes de simetria (medianas y diagonales) del modo fundamental de vibracion. En todos los modelos, cada
lado de la placa se dividio en 2n segmentos iguales, dando una red de »n® elementos (triangulos

rectangulos isosceles) y (n°+3n+2)/2 nodos en e modelo de un octavo de la placa.

El factor de corte que interviene en (8.70) se calcula en estos programas con la formula:
k= 20(1+ v)/(24 + 250 + V?) (8.73)

con v=0.3 resulta x=0.8230452674897119

En el segundo renglon de la Tabla 8.3.1 se transcriben los valores de Q;, correspondientes al algoritmo
con integracion analitica completa delamatriz de rigidez por corte [£.")].

Tabla8.3.1: Valores de Q; con elementos triangulares (placa cuadrada articulada, #/L = 0.1).

N 4 6 8 12 16 20 24 32 40 50 60
Int.completa | 23.44 21.17 20.29  19.62  19.38 19.26 19.20 19.14 19.11 19.09 19.08
Intreducida | 21.64 20.30 19.79 19.39 1924 19.18 19.14 1911 19.09 19.08 19.07

*K.M. Liew et a., Journal of Sound & Vibration 1993, 168(1) 39-69. Vibration of thick skew plates based on
Mindlin shear deformation plate theory.
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La convergencia es lenta aunque aceptable, maxime teniendo en cuenta que se trata del elemento mas

simple para placas tipo Mindlin. Sin embargo, no es aconsegjable su uso en placas delgadas debido a

efecto del bloqueo por corte que se pone de manifiesto al disminuir el espesor de la placa, debido a

rapido incremento del factor ¢ en laexpresion (8.72) delamatriz de rigidez.

Este efecto de sobre-rigidizacion por corte se puede atenuar mediante integracion numérica reducida
[15] en el calculo de [£."], que en este caso se realiza con un solo punto (ver Tabla7.8.1). Al aplicar esta
técnica se obtienen las mismas submatrices dadas en (8.71) pero ahora con a = 44% 9, tanto con i = j

COMO CON i#j.

Esta alternativa se implement6 en el mismo programa PGTC9, que ofrece a usuario laopcion de utilizar
la matriz de rigidez por corte obtenida con integracion completa o reducida. Dado que con A/L = 0.1 es
posible que se produzca este efecto de sobre-rigidizacion, también se hallaron los resultados mediante
integracion reducida, los cuales se muestran en el Gltimo renglon de la Tabla 8.3.1. Se observa que la
integracion reducida mejora los resultados, en forma notoria en los modelos con pocos elementos. Por

otra parte, ambos algoritmos practicamente convergen a un mismo valor.

Reduciendo el espesor alamitad (4/L = 0.05) y con €l modelo de 3600 elementos en el octavo de laplaca

(n=60), resultan ©2; =19.649 y 19.608 con integracion completa y reducida, respectivamente.

Si sereduce el espesor alarelacion A/L = 0.01, el comportamiento mecanico de la placa se aproxima a la
teoria de placas delgadas, con solucion exacta €; = 2n°=19.739. Con el mismo modelo (»=60) resultan

0,=21.707y 20.773.

Finalmente, resolviendo la placa con relacion A/L = 0.001, con integracion completa resulto Q; =84.865;
y con integracion reducida ©; =56.008. Se comprueba en este ultimo caso que el efecto de bloqueo por
corte invalida por completo los resultados que produce € elemento triangular conforme de 9 grados de

libertad, aun recurriendo alatécnica de integracién reducida para el calculo de la matriz [£,©)].

Como conclusion, y desde un punto de vista practico, puede afirmarse que los valores de la frecuencia
fundamental obtenidos con este elemento triangular aplicando integracion reducida, son aceptables para

placas con relacion #/L no menor que 1/20.

8.3.2 Rectangulo conforme de doce grados de libertad

La geometria del elemento es la que se muestra en la Figura 7.3.1, con los grados de libertad de la
Figura 8.2.1. Las funciones de forma, que se definen en el dominio cuadrado en € plano & -n (Figura
8.2.2), son las mismas que se utilizaron en la Seccion 7.3 con el rectangulo bilineal para estados planos.
Con ellas se interpolan, por separado, |os desplazamientos y |as rotaciones, mediante la matriz [N] de 3

filas por 12 columnas:
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O 0N, O O N, O O N, O 0
N, 0 0 N, O 0 N, 0 0 N, 035, (8.74)
O N O O N, O O N; O 0 N,

Ny

w
0,1=| 0
0, |0

donde las funciones N;(&,n) fueron definidas en (7.28).

Sustituyendo esta matriz en (8.57) e integrando, se obtiene la matriz de masa del elemento.

Operando:

(48 0 0 24 0 0 12 0 0 24 0 O]
0O 4 0 0 2»* 0 0 K 0 0 2K O
0O 0 4 0 0 2»* 0 0 K 0 0 2K
24 0 0 48 0 0 24 0 0 12 0 O
0 2 0 0 4 0 0 2»* 0 0 K O

phab| 0 0 2r* O O 4h* O O 2+ 0 O K
mJ="ogl2 0 o0 24 0 o0 48 0 0 24 0 0 (8.75)
0O ¥ 0 0 2»* 0 0 4+ 0 0 2K* O
0O 0 H## 0 0 2 0 0 4h* 0 0 2K
24 0 0 12 0 0 24 0 0 48 0 O
0 22 0 0 K 0 0 2 0 0 4h* O

0O 0 2> 0 0 K 0 0 2»* 0 0 4i*]

En este caso también conviene determinar por separado la matriz de rigidez flexional y distorsional,

obteniendo previamente las respectivas matrices de deformacion elastica.

Laflexional, de 3 filasy 12 columnas, puede particionarse en cuatro submatrices de tercer orden:

B =[ [B:"] (2] [B5"] [B4"] 1 (8.76)
o 0 2
ox
ON.
donde [B]=]0 — O (8.77)
Oy
N, v,
| Ox oy |
Haciendo uso de la notacion compacta de las funciones de forma, se tiene:
0 0 -&A+nn)/4a
[B]1=|0 n,@+&8)/4b 0 (8.78)

0 &@A+mn)da —n;(A+&E)4b

Lamatriz derigidez flexional se calcula con:

T A T TR S ) A i NG VRN
k1= [ BT IDNB Nda === [ [ 1BV DB ] d dn (8.79)
A -1-1
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donde [D] eslamatriz constitutiva del estado plano de tensiones, dada en (3.71) para material isotropo.

El integrando contiene términos de segundo grado en las dos variables, de modo que con integracion

numérica de 2x2 puntos se podria calcular en forma exacta. Sin embargo, se ha preferido obtener la

expresion explicita de la matriz de rigidez flexional [k,]. Sus componentes no nulas son:

ko= kss= kgg= k11.11= D(a + up)/3
ks3= kes= koo= ki212= D(B + na)l3
k3>=kog= kio5= ki16= —ko2= —ks3= —ke 5= —ki211= —D(u + V)[4

ke 2= ki13= kos= ko8 = —ki22= —ks3= —kge= —k110 = —D(1 —v)/4 (8.80)
ks2= ki g= D(a—2up)l6 ; ki23=kos= D(B — 21c)/6
k2= kus=—D(a+ up)l6; k3= ki26=—D(B + pc)l6
ke 3= k120= D(uot— 2p)I6 ; ki12=kgs= D(upp — 20)/6

donde: a=ab, B=at=bla, u=Y% (1-v), D=Eh12(1-0°) eslarigidez flexiona delaplaca

La matriz de deformacion de distorsion, de 2 filas por 12 columnas, también se particiona en cuatro

submatrices, ahorade 2 filas por 3 columnas:

[B1 =1 [B:“] [B2°] [B5“] [B4] ] (8.81)
ON,
- 0 N,
donde [B)]= 5 Nx (8.82)
__t  _ Ni 0
oy
Operando:
[Bi(C)] _ {51 A+n;m)/ 4a 0 A+ &8)A+nn) /4} (8.83)
m@Q+&E)4b —(L+E8)A+nn) 4 0

Lamatriz de rigidez por corte queda expresada con laintegral:
+1p+1
k= [ wGh[BY) B9 da=xGhab | [ [B]' [B9)dcdn (8.84)

Operando analiticamente, se obtienen las siguientes componentes no nulas:

k1= ksa= k7 = kao10= xGh(a+ P)I3

ka1 = k7= kGh(a— 2p)I6

k74=kio1= xGh(f - 2a)/6

k71= kioa=— kGh(a + p)/6

koo = k33 = kss=kes = kgg= koo = k1111 = k1212= 4xGhab/9
kso = ke3 = kgs5=kop = k112= k123= k118= k129= 2xGhab/9 (8.85)
kg2 = ko3 = k115= k126 = kGhab/9

ko1 =ki11=ksa=kga = —k102=—k75= —kg 7= —k1110= KGha/3
kaz = ke s = ko7= k1o7= —ka1 = —ke1= —k109= —k1210= KGhb/3
kao =ks1.=kg1=k114= —k72 = —kios= —k10g = —k117= kGha/6
k73 = k6= ko4= k12a= —ko1 = —k103= —k121= —k105= KGhb/6

donde: a=a/b, f= at=bla.
En los programas PGR12-Q y PGR12-V se codificaron las expresiones de la matriz de masa (8.75), lade

rigidez flexional (8.80) y la de rigidez por corte (8.85). En la Tabla 8.3.2 se dan los valores del
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coeficiente de frecuencia de los primeros cinco modos naturales de vibracion, hallados con el programa

PGR12-V# para el mismo caso resuelto en la Seccion anterior, modelando ahora un cuarto de la placa (n”

elementos, n* + 2 n + 1 nodos).

Tabla8.3.2; Vaores de Q;, placa cuadrada articulada, #/L = 0.1, [ke(c)] con integracion analitica.

n 4 6 8 12 16 20 30 40 60 | Liew®
Q; (ss) | 21.32 2008 1964 1932 1921 1915 1910 1908 19.07 | 19.06
22 Ezg 54.06 4929 47.62 4641 4599 4579 45.60 4553 @ 4549 | 4545
s (&
Q,(aa) | 8040 7445 7238 7090 7039 7010 6991 69.82 69.77 | 69.72
Qs (ss) | 10910 9549 @ 90.84 8755 8640 8587 8535 8517 8504 | 84.93
&) Solucion exacta de la teoria de Midlin para placas moderadamente gruesas.

Se observa una buena convergencia a valores de la solucion exacta. Lamentablemente, la formulacion de
este elemento también provoca el efecto de bloqueo por corte, descripto en la Seccion anterior, el cual se
produce por una sobrevaloracion de la rigidez de distorsion al disminuir el espesor de la placa. Esto se
comprueba numéricamente al resolver, con el mismo programa, €l caso de la placa con relacion A/L =
0.01. Los valores obtenidos pueden verse en la Tabla 8.3.3, donde en la ultima columna ahora se da la

solucion exacta de la teoria de placas delgadas.

Tabla8.3.3: Valores de Q;, placa cuadrada articulada, #/L=0.01, [ke(c)] con integracion analitica.

n 4 6 8 12 16 20 30 40 60 Exacta
Q;(ss) | 9689 6582 5095 3697 3082 2721 2335 2184 2070 | 19.74
gz Ezg 290.98 | 19250 146.77 10397 8443 7366 6131 56.37 5256 | 49.35

5 (&
Q,(aa) | 40210 267.44 20550 14831 12273 108.88 9336 87.30 8271 | 78.96
Qs (ss) | 67829 43212 324.05 22528 180.40 15571 127.02 115.39 106.34| 98.70
&) Solucion exacta de la teoria de placas delgadas.

Larigidizacion distorsional invalida los resultados para la placa “delgada” (A/L = 0.01). Como se explico

en la Seccion anterior, un recurso para disminuir este efecto consiste en utilizar integracion numérica
reduciendo el orden en el calculo de la matriz [£,)]. Aplicando este criterio, con integracién numérica de
un solo punto para este caso, se obtienen las siguientes expresiones de las componentes no nulas de
[ ):

k11=kaa=kz7 = kio10= —k71= —kia= s kGh(a + p)

kar= kio7= —k74=—kio1= Y4 kGh(o—p)

kp1=ks1= kg1 =ki11=ksa=kga=ki14= kao=

= —k7= ~ki02= —k75= —k105= —kg 7= —k11,7= —k10g= —k1110= "4 kGha

(8.86)

k31=ke1= ko1= k121 = kio3= ki06= k109= k1210=

= —ky3=—k73 = —kea= —kos = —kioa= —kv = ko7 = k127 = —"/2 kGhb

koo = ks = kss=kes = kgg= ko= k1111= k1212=ks2 = kg =

k112= ke3=koz= kip3= kgs= k11,5 =kog = kiog = k118= k1oo= V4 kGhab

Esta matriz de rigidez por corte seimplementd, como alternativa, en los mismos programas PGR12.
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Con la version PGR12-V# se obtuvieron los valores de ; dados en la Tabla 8.3.4 para los cinco

primeros modos de vibracion, de la placa cuadrada simplemente apoyada, con relacion 4/L = 0.1.

Tabla8.3.4: Vaoresde Q; , placa cuadrada articulada, #/L=0.1, [ke(c)] con integracion reducida.

n 4 6 8 12 16 20 30 40 60 | Liew™®
Q; (s | 1937 | 1920 1914 1909 @ 1908 1907 A 1906 1906 19.06 | 19.06
gz 2:3 48.06 4658 46.08 4573 4561 4554 4549 4547 4546 | 45.45
3
Q, (aa)| 7363 7144 7068 7015 6996 69.83 69.79 6976 69.74 | 69.72
Qs (ss)| 96.78 8992 8768 8614 8561 8536 8512 8504 8498 | 84.93
&) Solucién exacta de la teoria de Midlin para placas moderadamente gruesas.

Comparando las Tablas 8.3.2 y 8.3.4 se comprueba que la técnica de integracion reducida de la matriz
[%,)] mejoralos resultados, especia mente en model os con pocos elementos.

En la Tabla 8.3.5 se dan los resultados obtenidos con el mismo programa modificando solamente el
espesor de la placa, pasando a la relacion A/L = 0.01. Comparandolos con los de la Tabla 8.3.3, se
comprueba que e comportamiento de elemento mejora notoriamente al utilizar integracion numérica

reducidaen € calculo de la matriz de rigidez por corte.

Tabla8.3.5: Valoresde Q; , placa cuadrada articulada, #/L = 0.01, [ke(c)] con integracion reducida.

n 4 6 8 12 16 20 30 40 60 | exacta®
Q.(ss) | 2008 1993 1982 1977 1975 1975 1974 1974 1974 | 19.74

32 E:g 5255 | 50.72 50.08 | 49.65 4950 4942 @ 4936 4933 | 4932 | 49.35
3

Q,(aa) | 8454 8131 8021 7944 7919 79.03 7894 7889 7887 | 7896
Qs (s-s) | 116.00 105.69 10244 100.23 9947 @ 99.13 98.79  98.67 9858 | 98.70
&) Solucion exacta de la teoria de placas delgadas.

Con A/L = 0.005 los valores de frecuencia obtenidos con el modelo de 2500 elementos (» = 50 para un

cuarto de la placa), fueron: Q; = 19.7433 ; Q, = Q3 = 49.3685 ; Q, = 78.9921 y Qs = 98.7940. Por

ultimo, para la relacion 4/L = 0.001 que corresponde a una placa extremadamente delgada, |os resultados
difieren muy poco (en el quinto o sexto digito significativo): ; = 19.7402 ; Q, = Q3 = 49.3676 ; Q, =
78.9916 y Qs = 98.7934, resultados que demuestran la excelente eficacia del elemento para el caso de
placas delgadas, si se recurre alatécnica de integracion reducida de la matriz de corte [£,“)].

El algoritmo del elemento rectangular podria ser generalizado para un cuadrilatero isoparamétrico de
cuatro nodos, preferentemente con €l calculo de todas las matrices mediante integracion numérica a
llevar a cabo por el programa de computacion. Analogamente, utilizando las funciones de forma (7.70)
para aproximar independientemente las tres funciones w, 6, y 6, , como asimismo para definir la
geometria del elemento, se obtendria un cuadrilatero isoparamétrico de ocho nodos con 24 grados de

libertad.”

* Rock and Hinton, International Journal of Earthquake Engineering Structural Dynamics. Free vibration and
transient response of thick and thin plates using de finite element method. 3, 51-63. 1974.
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INTRODUCCION AL ANALISIS DE VIBRACIONES CON ELEMENTOS FINITOS
APENDICE: PROGRAMAS DE COMPUTACION

A.1 CARACTERISTICAS GENERALES

Los programas preparados para las clases practicas del curso se compilaron con QuickBasic-4.5 [9].
Los mas exigentes, por requerir mucho espacio de memoria, también se compilaron con Visual Basic-5.0
[14]. Dado que QuickBasic puede ser gecutado bajo control del antiguo sistema operativo MS-DOS, se
limita a doce €l nimero caracteres en la denominacion de 1os archivos, con un maximo de ocho caracteres
validos para el nombre y tres para la extension, separados por un punto. Si bien esta limitacion no existe
con Windows, se ha preferido respetarla en la denominacion de los programas compilados con Visual
Basic, y de todos los archivos de datos de |os modelos a ser procesados por ellos. De los ocho caracteres
del nombre de un programa, los cinco primeros identifican e tipo de problema y de elemento finito
utilizado; el siguiente es un guién, o en algunos casos un digito (1 ¢ 2) con €l cua se distinguen dos
versiones distintas de codigos que realizan procesos similares. El séptimo es una letra destinada a
diferenciar el compilador utilizado, con Q para QuickBasic y V para Visual Basic. Finalmente, e octavo
caracter es un sufijo que indicala precision utilizada por el programa en las operaciones con aritmética de
punto flotante: el signo de de admiracion (1) para indicar precision simple (4 bytes, mantisa de 7 digitos,
rango del exponente —45 a+38) y el numeral (#) para precision doble (8 bytes, mantisa de 16 digitos, rango
del exponente —324 a +308). Por ggemplo, €l programa BRFVT-Q# se aplica en el analisis de Barras Rectas
con vibraciones Flexionales, utilizando elementos de Viga Timoshenko, compilado con QuickBasic, para

calculos con aritmética de doble precision.

La extension, en la denominacion del archivo de datos de un modelo, es opcional, y a fin de evitar
confusiones o conflictos con archivos del sistema o0 de las aplicaciones mas conocidas, se ha establecido la
prohibicion de utilizar las siguientes: AVL, BAS, BAT, BMP, COM, DBF, DIZ, DLL, DOC, EML, EXE, FRC,
FRX, GIF, HTM, IGL, JPG, LIB, LST, MAP, MAS, MDB, MID, MIX, MOD, OBJ, PDF, PPS, PPT, QLB, RGZ,
RTF, SYS, SCC, TTF, TXT, VBP, VBW, WMA, WMV, WPL, XLS, XML, ZIP. Si se usa aguna de €ellas €
programa no la acepta, y da aviso con el mensagje “nombre ilegal: extension no permitida”. Por otra parte,
el nombre del archivo de datos no debe contener espacios en blanco ni los siguientes trece caracteres
especides:\ : /| =? 5, [ ] + < >. El archivo de datos del modelo debe encontrarse en la carpeta de
trabajo, cuya ruta de acceso (path) debe ser previamente registrada en un archivo disponible para tal fin.

En esta carpeta de trabajo ademas son grabados | os resultados generados en la resolucion del modelo.

Es importante tener en cuenta que en cada linea del archivo de datos, estos se separan entre si con
uno 0 Mas espacios en blanco y/o con una coma. Por ende, para los nimeros no enteros debe utilizarse un
punto para separar las cifras decimales de la parte entera, que es la notacion requerida tanto con
QuickBasic como con Visua Basic. Esta notacion también es utilizada por el autor en todos |os numeros

no enteros que figuran en el texto y en lastablas.
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Los programas gjecutables (extension EXE) estan disponibles en un disco compacto (CD-ROM) en
una carpeta denominada AVLMEF. También se dan archivos de texto (extension TXT y RTF), que instruyen
sobre el uso de los mismos, y en los que se hace una breve descripcion de las principales caracteristicas del
respectivo programay se explica el formato del correspondiente archivo de datos. Como es bien sabido por
los programadores, resulta practicamente imposible contemplar todos los errores que e usuario puede
cometer a generar €l archivo de datos. En consecuencia, no es posible predecir el comportamiento de un
programa ante la presencia de datos erréneos no previstos por € programador. En la Seccion A.4 de este
Apéndice se dan codigos de errores, alguno de los cuales podria producirse durante la ejecuciéon de los
programas compilados con QuickBasic. Si la falla se produce por un incorrecto archivo de datos del

model o, estainformacion puede ser util para localizar la causa.

Las matrices y vectores que intervienen en los programas no son de tamafio fijo, sino que se
dimensionan en la etapa de la gjecucion de los mismos, en funcion de los valores que se dan en el archivo
de datos. La informacion es totalmente almacenada en la memoria RAM de la computadora durante el
desarrollo de los célculos, lo cual constituye una limitacion del tamafo de los modelos, medido por el
namero de elementos, nodos y grados de libertad activos. En todos los casos, cuando la capacidad de
memoria es desbordada, se interrumpe la gecucion y el programa produce el correspondiente aviso de
error. Este inconveniente se presenta especialmente con |os programas compilados con QuickBasic, ya que
no pueden hacer uso de toda la memoria RAM de la computadora. En este aspecto, los programas
compilados con Visual Basic son mucho mas eficientes, sumado a que la velocidad de proceso es
notoriamente superior. Por estarazon se recomienda utilizarlos en las aplicaciones, y de ser posible, con las

versiones gque operan con doble precision.

Los resultados de todos los programas gque analizan modelos de elementos finitos se guardan en
cuatro archivos secuenciales (ASCII) en la carpeta de trabgjo. El primero se denomina INFORMAT.AVL, €
cual sdlo contiene una linea de texto con la denominacion del archivo de datos y del programa utilizado
para e calculo de las matrices, seguidos de la fecha (formato dd—mm-aaaa) y la hora que registra el
sistema operativo en el momento que el archivo es cerrado. Los otros tres tienen e mismo nombre que €l
archivo de datos, seguido de las extensiones RGZ, MAS e IGL. La informacion contenida en los dos
primeros consiste de una primera linea con el nimero de ecuaciones y el ancho de banda (nimero de filas y
columnas de [K] y [M]); luego sigue otra linea de texto igual a la grabada en INFORMAT.AVL, y a
continuacion las componentes, por filas, de la matriz de rigidez [K ] y de masa [M], respectivamente. El
cuarto archivo, con extension .IGL, contiene e numero de grados de libertad del modelo libre de
restricciones, el numero de grados de libertad por nodo, y los indices de restriccion de todos los nodos:
cero (0) para los grados de libertad eliminados, uno (1) para los activos. La informacion de estos cuatro
archivos es utilizada luego por los programas que finalizan con la resolucion del modelo, calculando las

frecuencias y modos naturales de vibracion.
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Los programas que procesan modelos de una barra recta, tanto con deformaciones axiaes o
torsionales como con deformaciones flexionales, se han compilado solamente con QuickBasic, debido a
gue son algoritmos que no requieren mucha memoria RAM. Para modelos que demandan mas memoria,
como en entramados espaciales de barras, estados planos de tensiones o deformaciones, y flexion de
placas, se dispone también de las correspondientes versiones compiladas con Visual Basic. En particular, €
programa que analiza placas delgadas con elementos cuadrangulares de dieciséis grados de libertad, por su

especia complejidad ha sido compilado solo con Visual Basic.

Para el calculo de frecuencias en modelos con muy pocos grados de libertad se puede utilizar €l
método de Jacobi [4,5,7,8] que determina todos los autovalores y autovectores. Los programas JACOB1 y
JACOB2 son dos versiones del método. Aunque los datos pueden ser matrices tipo banda, estos programas
operan con las matrices simétricas completas, lo cual constituye otra seria limitacién por el mayor
requerimiento de memoria. No exigen que lamatriz [K] searegular, pudiéndose aplicar en la resolucion de
problemas con autoval ores nulos y/o negativos. La version JACOB2 es una trascripcion, con algunas pocas
modificaciones introducidas por € autor, del codigo publicado en la referencia [5], € cual aplica un
agoritmo de transformacion ortogonal simultaneamente en ambas matrices [7]. Por €llo, en general resulta
mas eficiente que la version JACOB1 desarrollada por € autor para este curso, en la cua previamente se
realiza la descomposicion simétrica de la matriz de masa, [M'] = [L][L]' con € método de Choleski
(posible siempre que [M] sea una matriz positiva definida) y aplica las transformaciones ortogonales de
Jacobi sobre la matriz [L] ' [K] [L]™. Obviamente, no es conveniente utilizar estos programas cuando

interesa conocer sélo UNOS pocos autoval ores y autovectores.

Para calcular las primeras frecuencias (las mas bajas) y los correspondientes modos de vibracion, se
dispone de dos versiones del método iterativo de Vianello-Stodola-Bodewig [13,17], una con
descomposicion simétrica de la matriz [K] con el procedimiento de Choleski, y otra invirtiendo la matriz
con el método directo de Gauss. El primero, denominado MIVSB1, exige que la matriz [K] sea positiva
definida. El segundo, MIVSB2, que sea regular (no singular), ya que calcula la matriz dinamica, no
simétrica, definida con el producto [K]™ [M]. Ambos también operan con las matrices [K] y [M] simétricas

completas.

En lugar del método de Vianello-Stodola-Bodewig, se recomienda utilizar el método de iteracion
inversa [5,8] implementado en los programas MITIN (MITIN1Q!, MITIN1Q#, MITINLIV!, MITIN1V#,
MITIN2Q!, MITIN2Q#, MITIN2V!, MITIN2V#), los cuales aprovechan el caricter banda de las matrices [5].
Se pueden aplicar cuando la matriz [K] es regular. Sin embargo, a contar con una opcion de ingreso de un
valor de traslacion (shift) antes del calculo de los autovalores, también pueden ser utilizados para resolver

problemas con autoval ores nul os.

Los programas de resolucion, gque calculan las frecuencias, leen la informacion contenida en el

archivo INFORMAT.AVL a fin de identificar los archivos en los que han sido previamente grabadas las
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matrices de masa y rigidez del modelo. Producen una salida de resultados por la pantalla del monitor de la
computadora: autovalores, frecuencias angulares, periodos y frecuencias en ciclos/seg (Hz). Obviamente,
cuando un autovalor resulta nulo no se calcula el correspondiente periodo. Si es negativo, solamente se
muestra su valor. Los programas MITIN1Q, MITIN1V y MITIN2V sélo dan, en la pantalla del monitor, las
frecuencias calculadas. Estainformacion se muestra para el nimero de frecuencias requerido por el usuario
a comienzo de la gecucion. Los programas MITIN2Q, MIVSB1Q, MIVSB2Q, JACOB1Q y JACOB2Q
también muestran en la pantalla los valores de todas las componentes de las formas modales, incluyendo
las que resultan nulas por condiciones de vinculo. Ademas, los programas piden que el usuario decida si
quiere que los resultados se graben en dos archivos que tienen el mismo nombre del archivo de datos, €l
primero con extension FRC para las frecuencias naturales; y €l segundo con extension MOD para las

formas modales.

Ademas de los modulos de analisis y resolucion, en el disco compacto se dan los programas
destinados a ayudar a usuario en la edicion de los archivos de datos, sumamente rudimentarios ya que se
limitan a generar redes de elementos finitos (incidencias de elementos y coordenadas de nodos) en regiones
muy simples, unidimensionales (rectilineos) y bidimensionales (triangulares, rectangulares y cuadrangula-
res). En algunos casos la informacion debe ser completada por €l usuario con un editor de texto. Estos
programas se identifican con los dos primeros caracteres ED seguidos de un guion y los cinco primeros
caracteres del nombre del correspondiente programa para el analisis. También se dan otros programas, de
mayor utilidad, que se nombran con los caracteres PP (Pos-Proceso), un guion y la raiz del nombre del
correspondiente programa de analisis (los cinco primeros caracteres). Pueden ejecutarse antes de analizar
e modelo, para visualizar la red de elementos finitos y las condiciones de vinculo. Una vez realizado el
calculo de frecuencias y modos de vibracion, realizan el pos proceso de los desplazamientos, siempre que
los mismos hayan sido grabados, facilitando la interpretacion mediante dibujos de los modos naturales de
vibracion. Para los graficos de las formas modales, en modelos con grados de libertad de rotacion (vigas,
entramados y placas), no se tienen en cuenta las rotaciones, sino solamente los desplazamientos de

traslacion de los nodos. Todos los programas “utilitarios” han sido compilados con QuickBasic.

El autor advierte sobre el caricter docente de esta publicaciéon, y deja constancia de que no
asume ninguna responsabilidad sobre las consecuencias de la aplicacion de los programas de
computacion en trabajos profesionales o cientificos, responsabilidad que recae exclusivamente en el

usuario.
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A.2 ORGANIZACION DE LOS ARCHIVOS EN EL CD-ROM

En e CD-ROM se encuentra una carpeta primaria, o principal, denominada AVLMEF (Analisis de
Vibraciones Libres — Método de Elementos Finitos). Esta carpeta contiene un médulo ejecutable compilado
con QuickBasic, denominado AVLACCES, € cual permite crear o reemplazar una carpeta de trabajo, cuya
ruta de acceso €s registrada en € archivo de texto (ASCIl) denominado REGACCES.AVL. Ambos estan
ubicados en |la carpeta C:\AVLMEF en €l directorio raiz del disco rigido. Si €l archivo REGACCES.AVL no
existe, 0 esta vacio, o registra una ruta de acceso a una carpeta inexistente, no podra ser ejecutado ninguno
de los programas del sistema. La ruta de acceso indicada en dicho archivo puede ser posteriormente
modificada con el mismo programa AVLACCES. La carpeta principal C:\AVLMEF no puede ser utilizada
como carpeta de trabajo, ni puede contenerla. La carpeta de trabajo puede crearse en cuaquiera de las
unidades de almacenamiento de la computadora que se identifiquen con las letras C, D, E, F, Gy H. En
consecuencia, no se admiten las unidades de disquetes. Por otra parte, el usuario debe tener la precaucion
de optar por una de las unidades de almacenamiento real mente existentes y habilitadas en su computadora.
La ruta de acceso a la carpeta de trabajo, creada con el programa AVLACCES, puede constar de diez (10)
niveles de carpetas como maximo, y una longitud total de hasta sesentay cuatro (64) caracteres. Ademas,
con este programa se introduce otra limitacion en la designacion de las carpetas que componen la ruta de
acceso, ya que no permite nombres con mas de ocho caracteres, y 10s caracteres validos son las letras del
afabeto (sin distinciéon entre mayusculas y minusculas), los diez (10) digitos decimales, y Solo los
siguientes quince (15) simbolos especiales: () { } @ # $ % ~» & ! - _ ¢ ~ (noseincluye el espacio
en blanco como caracter valido). Obviamente, el archivo REGACCES.AVL también puede crearse con un
editor de texto (por gemplo, con € Bloc de Notas), y la carpeta de trabajo con el sistema operativo,
debiendo respetar el usuario, en tal caso, las limitaciones descriptas, impuestas en €l sistema AVLMEF.

En la carpeta principal AVLMEF del CD-ROM se encuentran veintitrés carpetas que contienen los
maodulos ejecutables de los distintos tipos de analisis y resolucion descriptos en el libro, como asimismo los
respectivos programas utilitarios de edicion y pos-proceso. En cada una de estas carpetas también se
incluyen dos archivos, uno editado con formato de texto RTF (Rich Text File), y otro editado con texto
plano (sin formato, extension TXT), los cuales describen las principales caracteristicas de los programas, e
instruyen al usuario sobre el formato de |os respectivos archivos de datos.

El sistema AVLMEF no requiere instalacion. Simplemente se copia la carpeta AVLMEF del CD-ROM
en el directorio raiz del disco rigido, o se opera directamente con el CD instalado en la lectora, aunque en
este ultimo caso debe existir la carpeta C:\AVLMEF en €l disco rigido y en ella el archivo de registro
REGACCES.AVL y € egjecutable AVLACCES.EXE. Mediante Explorer de Windows (Mi PC) el usuario
puede seleccionar y ejecutar cualquiera de los programas del sistema AVLMEF, tanto los compilados con
Visual Basic como con QuickBasic.

Con respecto a la funcion que cumple cada modulo ejecutable, se conviene en denominar modulos
editores alos que ayudan a usuario a preparar € archivo de datos del modelo. Estos programas crean €l
archivo de texto INFORMAT.AVL en la carpeta de trabajo, o lo abren si ya existe, en el cual registran €l
nombre del archivo de datos. Se denominan mddulos de andlisis aquellos que procesan los datos,
generando las matrices de masa y rigidez del modelo, las cuales son grabadas en la misma carpeta de
trabajo. Estos programas completan la informacion contenida en el archivo INFORMAT.AVL, agregando €l
nombre del moédulo de analisis utilizado, y la fecha y hora al momento de ser gjecutado. Los modulos de
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resolucion son los programas gue calculan las frecuencias y formas modales de vibracion libre. Estos
programas graban los resultados en la carpeta de trabgjo, siempre que €l usuario asi lo haya requerido.
Finalmente, los modulos de pos-proceso son los que muestran unaimagen del modelo de elementos finitos,
y si el mismo ha sido resuelto y se han grabado los resultados, también da los valores de las frecuencias y
muestra graficos de los modos de vibracion. En las tablas siguientes se detalla el contenido de las 23

carpetas.

Tipo Moédulos : Moédulos : Archivos
. . Ti ; . Ti
Carpeta Estructural | QuickBasic o Visual Basic o de texto
Barras ED-BRAXI editor
Rectas con | BRAXI-Q! analisis BRAXI. RTF
1 | BRAXI .
deformacion | BRAXI-Q# analisis BRAXLTXT
Axial PP-BRAXI | pos-proceso
Barras ED-BRTOR editor
Rectas con | BRTOR-Q! analisis BRTOR.RTF
2 | BRTOR N
deformacion | BRTOR-Q# andlisis BRTOR.TXT
Torsional PP-BRTOR | pos-proceso
Barras ED-BRFBE editor
Rectas con | BRFBE-Q! analisis BRFBE.RTF
3 | BRFBE -
Flexion vga | BRFBE-Q# analisis BRFBE.TXT
Bern.—Euler | PP-BRFBE | pos-proceso
Barras ED-BRFVT editor
Rectas con | BRFVT-Q! analisis BRFVT.RTF
4 | BRFVT .
Flexién viga | BRFVT-Q# analisis BRFVT.TXT
Timoshenko | PP-BRFVT | pos-proceso
ED-REPLA editor
Reticulados | REPLA-Q! analisis REPLA.RTF
5 REPLA
Planos REPLA-Q# analisis REPLA.TXT
PP-REPLA | pos-proceso
ED-REESP editor
Reticulados | REESP-Q! analisis REESP.RTF
6 | REESP )
Espaciales REESP-Q# analisis REESP.TXT
PP-REESP | pos-proceso
ED- ENPLA editor
Entramados | ENPLA-Q! analisis ENPLA.RTF
7 ENPLA
Planos ENPLA-Q# analisis ENPLA.TXT
PP-ENPLA | pos-proceso
ED-EMPAR editor
Emparrilla- | EMPAR-Q! analisis EMPAR.RTF
8 | EMPAR
dos planos EMPAR-Q# analisis EMPAR.TXT
PP-EMPAR | pos-proceso
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Tipo Modulos - Modulos . Archivos
Carpeta Estructural | QuickBasic Tipo Visual Basic Tipo de texto
ED-ENESP editor

° ENESP Entramados | ENESP-Q! analisis ENESP-V! analisis ENESP.RTF

Espaciales ENESP-Q# analisis ENESP-V# analisis ENESP.TXT

PP-ENESP | pos-proceso

Estados ED-EPT3N editor

Planos con EPT3N-Q! analisis EPT3N-V! analisis EPT3N.RTF
10 EPT3N

elemento EPT3N-Q# analisis EPT3N-V# analisis EPT3N.TXT

T3N PP-EPT3N | pos-proceso

Estados ED-EPTEN editor
1 EPTEN Planos con EPT6N-Q! analisis EPT6N-V! analisis EPT6N.RTF

elemento EPTON-Q# analisis EPT6N-V# analisis EPT6N.TXT

T6N PP-EPT6N | pos-proceso

Estados ED-EPR4N editor

Planos con EPR4N-Q! analisis EPRAN-V! analisis EPRAN.RTF
12 EPR4N

elemento EPRAN-Q# analisis EPRAN-V# analisis EPRAN.TXT

R4N PP-EPR4N | pos-proceso

Estados ED-EPC4N editor

Planos con EPC4N-Q! analisis EPC4N-V! analisis EPCAN.RTF
13 EPC4N

elemento EPCAN-Q# analisis EPCAN-V# analisis EPCAN.TXT

C4N PP-EPC4N | pos-proceso

Estados ED-EPRSN editor

Planos con EPR8N-Q! analisis EPR8N-V! analisis EPR8BN.RTF
14 EPR8N

elemento EPR8N-Q# analisis EPR8N-V# analisis EPR8N.TXT

R8N PP-EPRSN | pos-proceso

Estados ED-EPCS8N editor

Planos con EPC8N-Q! analisis EPC8N-V! analisis EPC8BN.RTF
15 EPC8N

elemento EPC8N-Q# analisis EPC8N-V# analisis EPC8BN.TXT

C8N PP—-EPC8N | pos-proceso

Placas ED-PDR12 editor
16 PDR12 Delgadas PDR12-Q! analisis PDR12-V! analisis PDR12.RTF

elemento PDR12-Q# analisis PDR12-V# analisis PDR12.TXT

R12 PP-PDR12 | pos-proceso

Placas ED-PDR16 editor

Delgadas PDR16-Q! analisis PDR16-V! analisis PDR16.RTF
17 PDR16

elemento PDR16-Q# analisis PDR16-V# analisis PDR16.TXT

R16 PP-PDR16 | pos-proceso
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Tipo

Moddulos

Moddulos

Archivos

Carpeta Estructural | QuickBasic Tipo Visual Basic Tipo de texto
Placas ED-PDC16 editor
Delgadas PDC16-V! analisis PDC16.RTF
18 | PDC16
elemento PDC16-V# analisis PDC16.TXT
C16 PP-PDC16 | pos-proceso
Placas ED-PGTC9 editor
19 | paTCY Gruesas PGTC9-Q! analisis PGTC9-V! analisis PGTC9.RTF
elemento PGTC9-Q# analisis PGTCO9-V# analisis PGTCO.TXT
TC9 PP-PGTC9 | pos-proceso
Placas ED- PGR12 editor
Gruesas PGR12-Q! analisis PGR12-V! analisis PGR12.RTF
20 | PGR12 )
elemento PGR12-Q# analisis PGR12-V# analisis PGR12.TXT
R12 PP-PGR12 | pos-proceso
Tipo Moédulos : Moédulos : Archivos
Carpeta : . ; . Ti
P de procesol | QuickBasic Tipo Visua Basic ho detexto
Célculo de MITIN1Q! resolucion | MITIN1V! resolucion
01 | MITIN frecuencias | MITIN1Q# resolucion | MITIN1V# resolucion | MITIN.RTF
y formas MITIN2Q! resolucion | MITIN2V! resolucion | MITIN.TXT
modales MITIN2Q# resolucion | MITIN2V# resolucion
Calculo de MIVSB1Q! resolucion
frecuencias | MIVSB1Q# resolucion MIVSB.RTF
22 | MIVSB
y formas MIVSB2Q! resolucion MIVSB.TXT
modales MIVSB2Q# resolucion
Calculo de JACOB1Q! resolucion
frecuencias | JACOB1Q# | resolucion JACOB.RTF
23 | JACOB ,
y formas JACOB2Q! resolucion JACOB.TXT
modales JACOB2Q# | resolucion
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A3 UN EJEMPLO DE APLICACION

A titulo ilustrativo, y con el fin de describir el uso del sistema AVLMEF, a continuacion se detallan
los pasos a cumplir para calcular los primeros seis valores del coeficiente de frecuencia Q=wL? (pA/EL)"?
para el caso de una barra en voladizo (viga cantilever) de longitud L, como la mostrada en la Figura 7.2.6
(pagina 168 del Capitulo 7), cuando la misma vibra con movimiento plano.

En primerainstancia, el usuario debe decidir qué tipo de algoritmo aplicara para resolver el problema
planteado. Dado que se trata de vibraciones flexionales, se podria recurrir a modelos con elementos finitos
del tipo viga Bernouilli-Euler, o megor con la formulacion de viga Timoshenko. Otra alternativa, que es la
adoptada en este ggemplo de aplicacion, consiste en utilizar modelos de estados planos de tensiones. Como
el dominio del modelo fisico es rectangular, de los distintos tipos de elementos finitos estudiados para
estados planos, se elige el rectangulo de ocho nodos (formulaciéon cuadratica) descrito en la Seccion 7.5
(pagina 182). Dividiendo la longitud de la barra en 20 partes iguales, y la altura en 2, se tendra un modelo
formado por 40 elementos cuadrados, con un total de 165 nodos.

Suponiendo que € usuario utiliza el sistema AVLMEF por primera vez, debe proceder a su
“instalacion”. Para ello, se copia en el directorio raiz del disco rigido (unidad C:) la carpeta AVLMEF que
se encuentra en € CD-ROM. De esta manera queda instalada la carpeta principal C:\ AVLMEF, la cual
contiene todos los programas del sistema.

Parainiciar laaplicacion, se buscay se g ecuta el modulo denominado AVLACCES que permite crear
una carpeta de trabajo, debiendo ingresar el usuario un nombre valido para la misma. En este ejemplo se
denomina C:\AVL_1, ruta de acceso que es registrada en el archivo REGACCES.AVL ubicado en la carpeta
principal C:\AVLMEF. A partir de este momento, el médulo AVLACCES podra ser utilizado para crear otras
carpetas de trabajo, 0 para activar alguna existente mediante su registro en €l archivo REGACCES.AVL.

A continuacion el usuario debe buscar y ejecutar el modulo ED-EPR8N (ubicado en la carpeta
C:\AVLMEF\EPRS8N) para proceder ala edicion del archivo de datos. Este programa requiere el ingreso de
un nombre valido para dicho archivo. En este caso se adopta R8N_40.DAT, el cual es registrado en €l
archivo INFORMAT.AVL gue se ubica en la carpeta de trabgjo C:\AVL_1. Siguiendo las instrucciones que
aparecen en la pantalla del monitor, se ingresan los datos que consisten de sblo cuatro ntimeros:
coordenadas del vértice superior derecho (20, 2); €l nimero de vértices sobre el eje global X (21); y €l
nimero de vértices sobre el eje global Y (3). El programa asume que e vértice inferior izquierdo es €l
origen de coordenadas. Con esta informacion se generan los datos del modelo y se graban en el archivo
R8N_40.DAT en la carpeta de trabgjo. Para ver una imagen del modelo de elementos finitos, se gjecuta e
modulo de pos-proceso PP-EPRS8N, €l cual detecta automaticamente al archivo de datos generado por el
programa ED-EPR8N (por ser éste e ultimo editor ejecutado, en el paso anterior). Se observa que los 88
nodos del contorno del modelo se encuentran total mente vinculados (restricciones DX,DY), siendo ésta una
caracteristica del programa editor ED-EPR8N. Dado que el modelo fisico de la Figura 7.2.6 esta empotrado
solamente en el borde izquierdo, € usuario debe abrir € archivo de datos R8N_40.DAT con un editor de
texto plano (por eemplo, con el Bloc de Notas de Windows, o con Edit de MS-DOS) y proceder a
modificar la segunda linea sustituyendo el nimero 88 con 5, que es el nimero de nodos situados sobre el
borde izquierdo (3 vértices y 2 nodos intermedios). Luego se suprimen las 83 lineas correspondientes a la
vinculacion de losnodos 6, 7, 8, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 21, etc., cuidando de no dgjar lineas en blanco.
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Otra caracteristica del programa editor es suponer que todos los elementos tienen las mismas
propiedades: espesor (), densidad (p), modulo de Young (E), coeficiente de Poisson (v), 1o cual se cumple
en este ggemplo de aplicacion. Teniendo en cuenta que el area de la seccion de la barra tiene valor 2, y que
el momento de inercia (L.=hc*/12, donde & es el ancho y ¢ es la atura de la seccion transversal) vale 2/3, se
adoptan los siguientes valores: #=1, p=1, E=480000, v=0. El usuario debe reemplazar, en la anteiltima
linea del archivo de datos, l0s simbolos (h, rho, E, nu) con estos valores numéricos. Notese que con L=20,
el valor de L? (pA4 /EL)"? resulta igua a la unidad. De esta manera, los valores que se obtengan de las
frecuencias angulares (o en rad/s) son los del coeficiente de frecuencia adimensional (Q). En este ggemplo
se supone gue laintencion del usuario es hallar resultados comparables con las teorias de flexion de vigas,
en las que v no interviene. Por este motivo, se declara nulo el valor del coeficiente de Poisson. Por esta
misma razén, se obtendran los mismos resultados con cualquiera de los dos algoritmos de estados planos,
de tensiones o deformaciones. Realizadas las apropiadas modificaciones del archivo de datos, siempre es
conveniente volver aejecutar el programa PP-EPR8N, paraver si se haincurrido en algun error detectable.

Otra forma de generar el archivo de datos es recurriendo a un editor de texto plano y escribirlo
directamente, de acuerdo con las instrucciones que se dan en el archivo EPR8N.TXT (0 EPR8N.RTF), pero
en tal caso no queda registrado el nombre del archivo de datos en C:\AVL_1\INFORMAT.AVL, a no ser que
lo haga el usuario con las herramientas del sistema operativo. Este gemplo muestra que es mucho mas
sencillo recurrir al programa editor, ya que e mismo se encarga de generar y escribir las incidencias de los
elementos y las coordenadas de los vértices del modelo. En general, es conveniente generar los archivos de
datos con los correspondientes programas editores.

El paso siguiente es gecutar el modulo de analisis, seleccionando en este caso el compilado con
QuickBasic para operar con doble precision, denominado EPR8N-Q#. El médulo de analisis detecta al
archivo de datos registrado en C:\AVL_1\INFORMAT.AVL y s € usuario |0 acepta, redliza € calculo de las
dos matrices, de rigidez y de masa, |as cual es son grabadas en los archivos (formato ASCII) R8N_40.RGZ y
R8N_40.MAS, respectivamente. Si se observa la primera linea de estos archivos, se comprueba que el
model o tiene 320 grados de libertad activos (160 nodos libres con 2 grados de libertad cada uno) y ancho
de banda 22. El moédulo de analisis ademas actualiza el archivo C:\AVL_1\INFORMAT.AVL (o lo creasi no
existe) agregando, después de la denominacion del archivo de datos, e nombre que lo identifica (en este
caso, EPR8N-Q#), y lafechay hora en que se graba lainformacion.

A continuacion se debe ejecutar uno de los médulos de resolucion para calcular las frecuencias y
modos de vibracion naturales del modelo. Estos detectan automaticamente al archivo de datos del modelo
en proceso de resolucion. Los mas eficientes son los que aplican el método de iteracion inversa. Buscando
y gecutando € modulo MITIN1Q# (0 MITIN2Q#), se le indica que calcule seis frecuencias y ademas se
selecciona la opcion de grabar los resultados. Por otra parte, en este jemplo se opta por € autovector
inicial con todas sus componentes de valor unidad, y se deja en cero a parametro de desplazamiento
(shift). Al efectuar e proceso numérico iterativo, se comprueba que el nimero maximo de iteraciones, 200
por omision, no es suficiente para alcanzar la convergencia en el calculo de la tercera frecuencia
Reiterando la gecucion, ingresando un limite mayor para las iteraciones, se obtienen las seis frecuencias
requeridas, cuyos valores con 16 digitos significativos son mostrados en la pantalla del monitor:

@, = 3.493423301801128 rad/s; @, = 21.10505691279045 rad/s; w; = 54.41398236439401 rad/s
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w4 = 56.08128917283245 rad/s; ws = 102.8998216340519 rad/s; ws= 158.3650428160523 rad/s
En la Tabla 7.5.1 (pagina 184) se dieron los primeros cuatro valores, con redondeo a la cuarta cifra
decimal.
Finalmente, se gjecuta e modulo de pos-proceso PP-EPR8N. Este lee la informacion grabada por el
programa de resolucion, en los archivos R8N_40.FRC y R8N_40.MOD, con formato ASCII, ubicados en la
carpeta de trabajo C:\AVL_1; y muestra en la pantalla, en forma sucesiva, los valores de las frecuencias
calculadasy los graficos de los respectivos modos de vibracion. La imagen del tercer modo muestra que es
de caracter axial, en lugar de flexional como los restantes. En el archivo R8N_40.FRC se puede observar
gue el numero de iteraciones requeridas, para las sucesivas frecuencias, fueron: 6, 11, 206, 15, 20 y 239.
Si este mismo gjemplo se andiza y se resuelve utilizando los mddulos compilados con Visual Basic
(EPR8N-V# y MITIN1V# 0 MITIN2V#) |os resultados son |os siguientes:

@, = 3.49342330149533 rad/s; @, =21.1050569127120 rad/s; w;= 54.4139823644132 rad/s
w4 = 56.0812891728133 rad/s; ws=102.899821634044 rad/s; ws= 158.365042816045 rad/s

Notese que Visual Basic da los resultados con 15 digitos significativos en lugar de 16. Obviamente, las
pequenas diferencias que se observan, al comparar estos resultados con los hallados anteriormente con
QuickBasic, son totalmente irrelevantes. Estas discrepancias son consecuencia de las diferencias en €l
procesamiento numérico, con uno u otro compilador. Al abrir € archivo R8N_40.FRC ahora se observa que
el ntimero de iteraciones requeridas, paralas sucesivas frecuencias, fueron: 6, 11, 207, 15, 20y 239.

Cabe mencionar que con algunos modelos de elementos finitos, e moédulo de resolucion con el
método de iteracion inversa puede requerir un numero grande de iteraciones para el calculo de algunas
frecuencias posteriores a la primera. En estos casos, a utilizar MITIN1Q# (o MITIN1V#), antes del calculo
de o, conviene dar un valor del parametro de desplazamiento (shift) menor, pero cercano, al cuadrado de
wy. Si ahn asi subsiste el problema, se aconsgja utilizar e mddulo MITIN2Q# (o MITIN2V#), ingresando un
valor menor y cercano al cuadrado de w, , antes del calculo de cada frecuencia w..

Es importante destacar que la carpeta de trabajo a ser utilizada en una aplicacion, necesariamente
debe estar activa, es decir registrada en el archivo REGACCES.AVL ubicado en la carpeta principal del
sistema. Por otra parte, es muy conveniente respetar la secuencia normal de gjecucion de los programas,
gue se resume en € siguiente esquema:

Editor = pos-procesador (control) = modulo de analisis = mddulo de resolucion = pos-procesador

Al crearse un nuevo archivo de datos con un programa editor, es registrado como modelo actual, 0 activo,
el cua es procesado, por omision, en la ejecucion de los restantes modulos, junto con la informacion
generada por 1os moédulos precedentes de la secuencia.

En realidad, todos los programas de analisis, resolucion y pos-proceso, pueden ser g ecutados con
model os existentes en la carpeta de trabgjo, sin necesidad de cumplir con la secuencia normal del proceso.
Para ello, cuando el programa que se esta ejecutando muestra el nombre del archivo de datos que se
encuentra activo, el usuario debe ingresar en su lugar € nombre del archivo de reemplazo. S el programa
es un pos-procesador 0 un modulo de resolucion, no se produce ningun cambio en los registros. Por el
contrario, s es un modulo de analisis se actualiza el registro INFORMAT.AVL en la carpeta de trabajo en
uso, de modo que, a partir de ese momento, €l archivo de reemplazo pasaa ser €l modelo activo.
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A.4 CODIGOS DE ERRORES

En la tabla siguiente se dan los codigos numéricos de errores que pueden producirse en la
compilacion o en la ejecucion de programas codificados con QuickBasic [9].

CODIGO BREVE DESCRIPCION CODIGO BREVE DESCRIPCION
1 NEXT without FOR 38 Array not defined
2 Syntax error 50 FIELD overflow
3 RETURN without GOSUB 51 Internal error
4 Out of DATA 52 Bad file name or number
5 Illegal function call 53 File not found
6 Overflow 54 Bad file mode
7 Out of memory 55 File already open
8 Label not defined 56 FIELD statement active
9 Subscript out of range 57 Devicel/O error
10 Duplicate definition 58 File aready exists
11 Division by zero 59 Bad record length
13 Type mismatch 61 Disk full
14 Out of string space 62 Input past end of file
16 String formula too complex 63 Bad record number
18 Function not defined 64 Bad file name
20 RESUME without ERROR 67 Too many files
24 Device timeout 68 Device unavailable
25 Device fault 69 Communication-buffer overflow
26 FOR without NEXT 70 Permission denied
27 Out of paper 71 Disk not ready
29 WHILE without WEND 72 Disk-mediaerror
30 WEND without WHILE 73 Advanced feature unavailable
33 Duplicate |abel 74 Rename across disks
35 Subprogram not defined 75 Path/File access error
37 Argument-count mismatch 76 Path not found
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NOMBRE

A.5 PROGRAMAS DE ANALISIS COMPILADOS CON QUICKBASIC (MS-DOS)

BREVE DESCRIPCION

Programas de analisis (calculan las matrices[K ] y [M ] derigidez y masa de |os model 0s):

1 BRAXI-Q#
2 BRTOR-Q#
3 BRFBE-Q#
4 BRFVT-Q#
5 REPLA-Q#
6 REESP-Q#
7 ENPLA-Q#
8 EMPAR-Q#
9 ENESP-Q#
10 EPT3N-Q#
11 EPT6N-Q#
12 EPRAN-Q#
13 EPCAN-Q#
14 EPRSN-Q#
15 EPC8N-Q#
16 PDR12-Q#
17 PDR16-Q#
18 PGTC9-Q#
19 PGR12-Q#

Barrarecta con deformacion axial. Elementos de 2, 3 y 4 nodos.
Barrarecta con deformacion torsional. Elementos de 2, 3y 4 nodos.
Barrarecta flexionada. Elementos Viga Bernoulli-Euler de 2'y 3 nodos.
Barrarecta flexionada. Elementos Viga Timoshenko de 2 y 3 nodos.
Reticulado plano. Elementos uniaxiales de 2 nodos.

Reticulado espacial. Elementos uniaxiales de 2 nodos.

Entramado plano. Elementos viga-columna 2 'y 3 nodos.

Emparrillado. Elementos viga Bernoulli-Euler/Timoshenko de 2 nodos.
Entramado espacial. Elementos viga Bernoulli-Euler/Timoshenko de 2 nodos.
Estado plano. Elemento triangulo lineal de 3 nodos.

Estado plano. Elemento triangulo cuadratico subparamétrico de 6 nodos.
Estado plano. Elemento rectangulo bilineal de 4 nodos.

Estado plano. Elemento cuadrilatero bilineal de 4 nodos.

Estado plano. Elemento rectangulo cuadratico de 8 nodos.

Estado plano. Elemento cuadrilatero cuadratico subparamétrico de 8 nodos.
Placa delgada. Rectangulos de 12 grados de libertad.

Placa delgada. Rectangulo conforme de 16 grados de libertad.

Placa gruesa. Triangulo conforme de 9 grados de libertad.

Placa gruesa. Rectangulo conforme de 12 grados de libertad.

Programas de resolucion (calculan autoval ores y autovectores):

20 MITIN1Q#
21 MITIN2Q#
22 MIVSB1Q#
23 MIVSB2Q#
24 JACOB1Q#
25 JACOB2Q#

NOTAS:

1) Los programas de la lista son los compilados con QuickBasic para operar con doble precision. Los

Método de iteracion inversa. Datos: [K]y [M ], [K] no singular.
M¢étodo de iteracion inversa. Datos: [K]y [M ], [K] no singular.

M¢étodo de Vianello-Stodola-Bodewig. Datos: [K] Yy [M ], [K ] positiva definida.

M¢étodo de Vianello-Stodola-Bodewig. Datos: [K ]y [M ], [K] ho singular.
M¢étodo de Jacobi. Datos: [K] Yy [M ], [M ] positiva definida.
M¢étodo de Jacobi. Datos: [K] Yy [M].

gue calculan con simple precision tienen los mismos nombres con el sufijo ! en lugar de #.

2) En €l disco compacto se encuentran los moédulos ejecutables de analisis y resolucion, [os utilitarios
para la edicion de los archivos de datos y de pos-proceso de los modelos, como asimismo los

archivos de texto (RTF y TXT) con lasinstrucciones para el uso de los modulos de calculo.
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A.6 PROGRAMAS DE ANALISIS COMPILADOS CON VISUAL BASIC (WINDOWS)

NOMBRE BREVE DESCRIPCION
Programas de analisis (calculan las matrices[K ] y [M ] derigidez y masa de |os model 0s):

1 ENESP-V# Entramado espacial. Elementos viga Bernoulli-Euler/Timoshenko de 2 nodos.
2 EPT3N-V#  Estado plano. Elemento triangulo lineal de 3 nodos.
3 EPT6N-V#  Estado plano. Elemento triangulo cuadratico subparamétrico de 6 nodos.
4 EPRAN-V#  Estado plano. Elemento rectangulo bilineal de 4 nodos.
5 EPC4N-V#  Estado plano. Elemento cuadrilatero bilineal de 4 nodos.
6 EPR8N-V# Estado plano. Elemento rectangulo cuadratico de 8 nodos.
7 EPC8N-V# Estado plano. Elemento cuadrilatero cuadratico subparamétrico de 8 nodos.
8 PDR12-V# Placa delgada. Rectangulos de 12 grados de libertad.
9 PDR16-V# Placa delgada. Rectangulo de 16 grados de libertad.
10 PDC16-V# Placa delgada. Cuadrilatero de 16 grados de libertad.
11 PGTC9-V# Placa gruesa. Triangulo conforme de 9 grados de libertad.
12 PGR12-V# Placa gruesa. Rectangulo conforme de 12 grados de libertad.

Programas de resolucion (calculan autoval ores y autovectores):

13 MITIN1V#  Método de iteracion inversa. Datos: [K ]y [M], [K] no singular.
14 MITIN2V#  Método de iteracion inversa. Datos: [K ]y [M ], [K] no singular.

NOTAS:

1) Los programas de la lista son los compilados con Visual Basic para operar con doble precision.
Los que calculan con simple precision tienen los mismos nombres con el sufijo ! en lugar de #.

2) En € disco compacto se encuentran los moédulos ejecutables de analisis y resolucion, como
asimismo los archivos de texto (RTF y TXT) con las instrucciones para el uso de los mismos.
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