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Introduccion

En 1923, D. Hilbert sugiri, por considerarlo interesante, tomar como axiomas un
cierto conjunto de férmulas del calculo proposicional Intuicionista en el que sélo participa
el conectivo de implicacién, lo que permitiria desarrollar un fragmento de dicho célculo. El
mismo es conocido con el nombre de calculo proposicional implicativo positivo y su estudio
lo inician, en 1934, D. Hilbert y P. Bernays. En 1950, L.. Henkin introdujo la nocién de
modelo implicativo como contrapartida algebraica de este calculo. Posteriormente, en 1960
A. Monteiro denomino algebras de Hilbert a las algebras duales de los modelos implicativos
y fue A. Diego, en 1966, uno de los autores que realizé una contribucion fundamental al
desarrollo de la teoria de estas dlgebras en su tesis doctoral, presentada en la UBA bajo la
direccion de Antonio Monteiro. Por otra parte, varios autores aceptaron como evidente que
la clase de las algebras de Hilbert en las que todo par de elementos tiene infimo, coincide
con la clase de las dlgebras de Hertz, los semireticulos implicativos o los semireticulos de
Brouwer llamadas asi por H. Porta, H. Curry y P. Kohler respectivamente. Este hecho es
falso como lo senialé por primera vez E. Marsden en 1973 (para mas detalles ver [27]). Lo
que motivo el estudio de algebras de Hilbert con infimo por A.V. Figallo, G. Ramén y S.
Saad en [29] y con supremo por S. Celani y D. Montangie en [20].

Por otro lado, G. Moisil introdujo a las algebras de Lukasiewicz 3-valentes como los
modelos algebraicos de la légica trivalorada propuesta por Lukasiewicz ([33]). Recordemos
que un &lgebra de Lukasiewicz 3-valente es un dlgebra (A, A, V,~,V,0,1) que satisface

las siguientes identidades:
(LO) zv1=1,
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(L1) 2N (zVy) =2,

(L2) sA(yVz)=(2Az)V(yAx),
(L3) ~~ 2z =1,

(Ld) ~ (zAy) =~V ~y,

(L5) ~aV Vz =1,

(L6) ~ax ANz =~z AV,

(L7) V(z Ay) = Vz A Vy.

A Finales de los anos 60, Antonio Monteiro probé que la implicacién — definida por
r—y=A~zVyV(V ~xAVy) es la expresién de la implicacién intuicionista,
y por lo tanto, convierte el algebra de Lukasiewicz en un dlgebra de Hilbert especial. A
partir de estas consideraciones M. C. Canals Frau y A.V. Figallo en [10] se propusieron
estudiar algebraicamente el fragmento {—, A} de la 16gica de Lukasiewiz 3-valente. Este
fragmento puede ser axio-matizado por medio de la légica implicativa positiva con el
axioma de Ivo Thomas ([39]) para el caso n = 3. Estas estructuras algebraicas fueron
denominadas dlgebras de Hilbert trivalentes modales.

En esta tesis se expondréan los resultados de [10] y de [11], uno de los objetivos es dar
difusion al material existente en la literatura sobre la tematica de la tesis, dado que esos
trabajos fueron publicados en la Universidad Nacional de San Juan y que son de dificil
acceso. Lo que permitird exhibir nuevos calulos estilo Hilbert correctos y completos con
respecto a semanticas algebraicas, en su versién débil. Ademads, las estructuras estudiadas
en [11], serdn presentadas por medio de la axiomatica de las édlgebras de Hilbert con
infimo. También, se expondrdn nuestros estudios sobre el fragmento {—,V, A}, para
lo cual se introducirda una nueva estructura algebraica. Por otra parte, se introducira y
estudiard un nuevo reducto de las algebra de Lukasiewicz de orden 3. Se exhibirdn los
caculo proposicionales que tenga como seménticas al nuevo fragmento, y posteriormente
se etudird la légica de primer orden de estos calculos. Por tltimo, se expondra la dualidad
topoldgica para los semireticulos implicativos dada por S. Celani en [17] donde en nuestro
caso prescindiremos de un espacio topoldgico ordenado inicial, para lo cual deberemos

trabajar con el orden que se define en un espacio sober.
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Hemos organizado la tesis en 6 capitulos. El capitulo I podemos dividirlo en dos
secciones, en la primera parte repasaremos definiciones y resultados bien conocidos en
algebras de Hilbert, que han sido incluidos tanto para facilitar la lectura posterior como
para fijar las notaciones y definiciones que utilizaremos a lo largo de la tesis. En la segunda
parte de nuestro primer capitulo nos enfocaremos en las dlgebras de Hilbert trivalentes y
las Algebras de Lukasiewicz de orden 3.

En el capitulo IT comenzamos el estudio de las algebras de Hilbert trivalentes modales
en donde desarrollaremos detalladamente el contenido del trabajo [10]. Ademads, pre-
sentaremos la demostracion de la semisimplicidad de la variedad por medio de las técnicas
desarrolladas por A. Monterio ([34]) para estructuras algebraicas que posean una impli-
cacion y que sus sistemas deductivos determinen las congruencias, estas técnicas generales
han sido muy usadas por otros autores, por lo cual detallaremos su prueba, con el ob-
jetivo de exponer las condiciones minimas que debe cumplir dicha implicacién. Por otra
parte, expondremos un nuevo calculo estilo Hilbert que sea la contraparte algebraica de
las algebras de Hilbert trivalentes modales, con la respectiva prueba. En este trabajo se
expondran las demostraciones que se precisan para probar la completitud y correctitud del
calculo implicativo positivo con las algebras de Hilbert, que segiin nuestro conocimiento,
no se encuentran en la literatura.

En el capitulo IIT expondremos los resultados de [11] en donde se estudia el {—
A, A\, 1}-reducto de las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil de orden 3. Estos autores denom-
inan a dichos reductos semireticulos implicativos modales trivalentes, nosotros vamos a
presentar una axiomatica acorde a nuestros objetivos. Es decir, nos interesaremos en es-
tudiar reductos donde aparezcan operaciones reticulares en algebras de Hilbert, para lo
cual trabajaremos con algebras que las posean. Un hecho interesante es que a las alge-
bras de Hilbert con infimo trivalentes se les puede definir el supremos (V), en términos
de la implicacién y la negacién. Por lo tanto, en este caso estariamos trabajando en los
denominados reticulos del Hilbert ([28]), este resultado fue suministrado por el Dr. Sergio
Celani, jurado de esta tesis. De esto ultimo, queda claro que el fragmento que en definitiva
estamos estudiando es {—, A, V, /A, 1}, con lo que se observa la imposibilidad de tratar el
infimo de manera individual. Por otro lado, se probd que dicho reticulo es distributivo.
Cabe destacar que la axiomatica permite probar que los operadores son homomorfismos
de reticulos. Por otra parte, presentaremos un nuevo calculo estilo Hilbert que tenga como

semantica la estructura algebraica. La completitud y la correctitud presentadas son sélo
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para el caso débil. Por ltimo,

En el capitulo IV, se introducen las algebras de Hilbert con supremo trivalentes
modales, se estudian sus propiedades algebraicas con el objeto de presentar una logica
proposicional que sea correcta y completa con respecto a las algebras introducidas; es de
destacar, que dada una algebra de la clase el infimo entre dos elementos no siempre existe.
Con lo cual, podemos concluir que en este trabajo se presentan todos los reductos con
operaciones reticulares que se pueden estudiar sobre las algebras de Lukasiewicz de orden
3. Las técnicas usadas para este trabajo son los conocidos procesos de Lindenbaum-Tarski.
En la segunda parte de este capitulo presentaremos nociones adecuadas de la teoria de
modelos para poder tratar e introducir la légica de primer orden sin identidades. Con
recursos algebraicos pudimos probar un Teorema de Correctitud, para este trabajo nos
apoyamos en los libros [22, 14] y la tesis de doctorado [25]. Posteriormente, extendemos
el lenguaje con un bottom y agregamos un axioma que caracteriza la nueva constante.
Luego, consideramos una negacién fuerte a partir del bottom, es de destacar que la nueva
negacion no es una negacion de De Morgan. Esta nueva negaciéon permite caracterizar
adecuadamente la nocién de consistencia y probar una completitud al estilo Henkin, por
medio de la construccién de una teoria maximal consistente que sea extensién de una
teoria consistente dada, en dicha construccion se extiende el lenguaje con un conjunto de
constantes (numerable), es importante observar que la nocién de testigo y la posterior
construcciéon del modelo solo necesita de una condicion sobre el cuantificador existencial,
a pesar que el lenguaje no tiene disyuncion y que la légica no tiene teoremas que per-
mitan relacionar los cuantificadores. Por lo tanto, para esta nueva logica con negacion
conseguimos probar Teoremas de Completidud y Compacidad, y por supuesto, de Correc-
titud. El asunto de caracterizar la consistencia sin una negacion en el lenguaje, sera motivo
de investigaciones futuras.

En el Capitulo V exhibiremos la dualidad topolégica obtenida por S. Celani [17] para
los semireticulos implicativos, en nuestra presentacién utilizaremos el orden que se les
puede definir a los espacios Ty. Para lo cual debemos axiomatizar los espacios sobers y
asi obtener los IS-espacios que permitan una representacién topolégica y una dualidad.
Ademas, nos apoyaremos en las notas del curso del profesor Celani dictado en el segundo
semestre de 2015 ([16]). Por 1ltimo, en el capitulo VI se expondra el trabajo a desarrollar

en el futuro.
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Resumen

Es bien sabido que en las dlgebras de Lukasiewiwz-Moisil (LM) (ver [5]) de orden
n < 5, se puede definir una implicacién de Lukasiewicz y una implicaciéon de Heyting, y
en el caso general solo se puede definir la de Heyting. Por otra parte, las implicaciones
de Heyting que se pueden definir en cadenas coindiden con la implicacién de Godel (ver
[27]) (o implicacién trivial de Hilbert), este hecho permite axiomatizar a los respectivos
fragmentos implicativos de las algebras LM por medio de algebras de Hilbert n-valentes
(ver [38]). Estos comentarios fueron, de alguna manera, las motivaciones de los trabajos
fundacionales de M. Canals Frau y A. V. Figallo (ver [12, 13]).

En esta tesis nos proponemos estudiar los fragmentos en los que intervienen la im-
plicacién de Hilbert para el caso n = 3, de las dlgebras de Lukasiewicz-Moisil, que se

encuentran disponibles en la literatura.
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1. Capitulo I

1.1. Topicos sobre algebras de Hilbert

En esta seccién repasaremos definiciones y resultados bien conocidos en algebras de
Hilbert, lo que permitira el desarrollo posterior.
Definicién 1.1.1. Un dlgebra de Hilbert es un dlgebra (A, —,1) (o H-dlgebra) de tipo
(2,0) tal que para todo x,y,z € A se verifican:
(H1) 2 — (y — x) =1,
H2) (= (y—2) = (z—y) —(x—2)=1
(H3) Six —y=1,y — x =1, entonces x = y.

Indicaremos con H a la clase de algebras de Hilbert. A continuacién presentaremos
algunos ejemplos ilustrativos de algebras de Hilbert.

Ejemplo 1.1.2. Sea (A, <) un conjunto ordenado con ultimo elemento 1. Entonces si

definimos:

1 six<y
T— Y=
Yy caso contrario,
Entonces (A, —, 1) es un dlgebra de Hilbert. En efecto, veamos que se cumplen (H1),

(H2) y (H3). Sean x,y € A. Entonces:



(H1) Como A es un conjunto ordenado tenemos que y < x 6 y £ x.

Si ocurre y < x, entonces y — x = 1. Por lo tanto, vt — (y — x) =x — 1, y como
1 es dltimo elemento, x — 1 = 1. Por lo tanto, x — (y — x) = 1. Ahora si ocurre
y £ x, tenemos que y — = = x, entonces v — (y — x) = v — x. Como = < x,
entonces tenemos que © — x = 1, de lo que se concluye que v — (y — x) = x — 1.

Ademdas, como x — 1 =1 entonces x — (y — x) = 1.

(H2) Supongamos x — y =1 ey — z = 1. Entonces, v <y ey < z de lo que resulta

immediato que x < z y por lo tanto x — z = 1.

(H3) Si suponemos ahora que x — y=1cecy — x=1. Es claro que x <y ey < x, y por

lo tanto, tenemos que x = y.

En particular, si tomamos el conjunto A = {a,b, 1} con el orden dado por el diagrama
de Hasse :

a b

Entonces el orden esta dado por la siguiente tabla:

—la b 1
a |1 b 1
b la 1 1
1 la b 1

La implicacion que se puede determinar a partir del orden no es tnica. En lo que sigue

ilustraremos esta situaciéon con un ejemplo dado por A. Diego en [24].

Ejemplo 1.1.3. Sea el conjunto A = {0,a,b,1}, sobre A consideraremos el siguiente

orden:



Ademds, sobre A, podemos considerar las siguientes operaciones de implicacion dadas

por las tablas:

=10 a b 1 — 10 a b 1
01 1 1 1 01 1 1 1
a |0 1 b 1 a|b 1 b 1
b |0 a 1 1 b la a 1 1
110 a b 1 110 a b 1

Se puede probar sin dificultad que (A,=,1) y (A, —,1) son dlgebras de Hilbert. La
primer implicacion corresponde a la tmplicacion booleana y la sequnda a la definida en el
Ejemplo 1.1.2.

En lo que sigue presentaremos una lista de propiedades cuya demostracion es com-

putacional.

Lema 1.1.4. En toda dlgebra de Hilbert se verifican las siguientes condiciones:
(H4) Siz=1yx —y=1 entonces y =1,

(H5) La relacion < definida: x <y si y sélo si, v — y = 1, es un orden sobre A y 1 es

ultimo elemento,

(H6) 2 — z =1,



(H7) v <y — =,
(H8) = (y = 2) < (x = y) = (v = 2),
(H9) z — 1 =1,
(H10) Six <y, entonces z — x < z — y,
(H11) x <y — 2, entonces y < x — z,
(H12) 2 — ((z —y) —y) = 1,
(H13) 1 - z =z,
(H14) = <y, entoncesy — z <z — z,
(H15) 2 = (y = 2) =y = (z — 2),
(H16) 2 — (z > y) =z — y,
(HI7) (z = y) = ((y = 2) = 2) = (y = 2) = ((z = y) = v),
(HI18) 2 = (y = 2) = (z = y) = (v — 2),
(H19) (z —=y) = y) my =2 —y.
Demostracién:

(H4) Por las hipdtesis ¢ = 1y + — y = 1 tenemos: (1) 1 — y = 1. Remplazando en
(H1) a @ por y, e y por 1 tenemos (2) y — (1 — y) = 1. De (1) y (2), resulta (3)
y — 1 = 1. Luego, por (1), (3) y (H3) inferimos que y = 1.

(H5) (O1) = < z. En efecto, por (H1) tenemos (1) x — (x — z) = 1 y también, x —
((x — z) — x) = 1. Por otra parte, por (H2) tenemos (3) z — ((z — z) —
z)) = ((r — (x — x)) — (x — 2)) = 1. Luego, de (1), (2) y (3) inferimos que

1 — (1 — (x—x))=1. Por lo tanto, como x — x = 1, entonces z < .

(02) Siz <yey<uxentonces x = y. Es consecuencia inmediata de (H3).



(03) Siz<yey<zentonces x < z.
Por hipétesis © — y = 1, y — x = 1. Entonces, de (H2) concluimos (z — (y —
2)) — ((r = y) —» (r — 2)) = 1,y por lo tanto, (1) (z — 1) —» (1 — (z —
z)) = 1. Luego, por (H4) y como 1 — (z — 1) = 1, entonces (3) z — 1 = 1.
Luego, de (1) y (3) concluimos 1 — (1 — (z — z)) = 1. De esto ultimo y (H4),

podemos escribir 1 — (x — z) = 1. Por lo tanto, = < z.

Luego, de (O1), (02) y (O3) < es relacién de orden.

(H6), (H7), (H8) y (H9): Inmediato de las propiedades del orden definido a partir de la

implicacion.

(H10) Por hipétesis x < y, entonces x — y = 1. Por lo tanto, z — (z — y) = z — 1. De
(H9), 2 - 1 =1, entonces z — (x —y) =1.Por (H8), 1 =2 — (z - y) < (2 —
x) — (2 — y). Pero como 1 es tdltimo elemento (z — z) — (2 — y) < 1. Entonces

(2 —2) — (2 = y) =1. Por lo tanto, z — = < z — y.

(H11) Tenemos x <y — z, entonces x — (y — z) = 1. Por (H8), 1 < (z — y) — (z — 2).
Al ser 1 ltimo elemento, + — y < x — z. Por (H10), y — (x — y) <y — (x — 2),
y por (H7), 1 <y — (x — z). Al ser 1 dltimo elemento tenemos que y — (z —

z)=1. Luegoy <z — z.

(H12) Por (H6), x -y <x — y y por (H11), 2 < (x — y) — y. Luego z — ((z — y) —
y) =1

(H13) Por (H7), x <1 — =z, luego, por (H12) 1 — ((1 — z) — z) = 1. Ademds, por (P1)
tenemos que (1 — z) — x = 1, entonces 1 — = < z, como también x < 1 — =

tenemos que 1 — = = .

(H14) De la hipétesis tenemos que x — y = 1, y por (H7),y — 2 <z — (y — 2). Por

utilizando (H13), tenemos que y — 2z < x — z. Luego y — 2z < x — 2.

(H15) Por (H8) z — (y — 2) < (z — y) — (z — 2), pero por (H7), y <z — y, entonces
utilizando (H14), (z — y) — (x — 2) <y — (¢ — z). Como < es transitiva,

x— (y — z) <y — (r — z). Luego, por (H7) sabemos que x < y — x, entonces



(H16)

(H17)

(H18)

(H19)
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por (H14) (y — z) — (y — z) <z — (y — z). Nuevamente por la transitividad de

<, tenemos que y — (x — 2) <z — (y — 2). Luego, r — (y — 2) =y — (x — 2).

Por (H8), inferimos que z — (x — y) < (z — x) — (x — y), utilizando (H6)
tenemos que x — (z — y) <1 — (x — y). Luego, por (H13), z — (x - y) <z —

y. Como por (H7) x — y <z — (z — y), tenemos que z — (z — y) == — y.

Por (H15) tenemos que (x — y) — ((y = z) — z) = (y — z) — ((zr — y) — x).
Utilizando (H6) y (HS8), concluimos que 1 = (z — y) — (x —» y) < ((z — y) —
z) — ((x — y) — y). Entonces, por (H9) obtenemos que ((z — y) — z) — ((z —
y) — y) — 1 = 1, entonces ((z — y) — z) — ((x — y) — y) < 1. Luego,
(2 =y =)= ((r -y -y =Lal(x -y —o<(r—=y —v
Utilizando (H11), inferimos (y — z) — ((z — y) — 2) < (y — z) — ((z —
y) — y). Por lo tanto, (z = y) — ((y = z) » ) < (y = 2) = (z > y) — y).
Ademds, por (H15), (y — z) = ((z —y) »y=(z —y) — (y = 2) = y)
y entonces, a partir de (H6) y (H8), inferimos que 1 = (y — z) — (y — z) <
((y = 2) = y) = ((y = ) = z). Luego, por (H9), ((y — ) —y) — ((y —
x) — x) — 1 = 1. Entonces, (y — z) — y < (y — x) — x. Luego, por (H10)
obtenemos que (z — y) — (¥ = 2) — 3) < (2 — y) — (¥ — 2) — 2,
entonces (y — z) — ((z —y) = y) < (x — y) = ((y — =) — x). Por lo tanto,

(z—y) = (y—2)—2)=(Y—z)—(r—y) —y).

Por (H8), y < = — y, entonces de (H14), (x — y) — 2z < (y — z). Utilizando
(H10), x — ((r — y) — 2) <z — (y — 2). Entonces, de (H15), (x — y) — (v —
z) <x — (y — z). Luego, por (H8), x — (y — 2) < (x — y) — (¢ — 2). Por lo

tanto, r — (y — 2) = (x —» y) — (z — 2).

Por (H15) (z — y) — ((z = y) = y) = y) =z = y) —y) = (= —y) —
y), vy por (H6) ((z — y) — y) — ((x — y) — y) = 1, por lo tanto, por (H5)
r —y < ((x —- y) — y) — y. Veamos ahora la otra desigualdad. Por (H15)
(=) =y =y - @—-y=2—-(((z—y =y —y —y),ypor
H18) 2 — (. = y) my) =y =y =@ =t =y -y —y) —
(z — y), y nuevamente por (H18) (z — (((z — y) = y) — ) — (x — y) =
(x = ((x - y) —vy) — (r — y)) — (r — y), de esta forma, por (H15)
((z —

r=((z—=y—=y)—@—-y) 2@y =0=(@—=y)—>(@—=y,y



por (H13), (1 — (z — y)) — (x — y) = (x — y) — (x — y), ademads, por (H6),
(x —y) — (x — y) = 1, luego por (H5), ((zr — y) — y) — y < x — y. Por lo tanto
(z—y) =y —y=2—y

O
En [24] se probé que la clase de las dlgebras de Hilbert es una clase ecuacional y por

lo tanto constituye una variedad. El siguiente teorema nos muestra las ecuaciones que
definen a la clase.

Teorema 1.1.5. Sea (A, —,1) un dlgebra de tipo (2,0). Entonces, las siguientes condi-

ctones son equivalentes:
(i) AeH.

(ii) A verifica:

o
H~
=
!
N
!
<
!
&
!
=
I
<
il
a3
!
=
!
NP
!
NP

Demostracién:

(i)=-(ii) Inmediato de las propiedades (H6), (H13), (H18) y (H17) demostradas en el Lema
1.1.4.

(ii)=-(i) (H1) Por (D3), 2 — (y — z) = (z — y) — (¢ — z). Y nuevamente por (D3)
tenemos que (z — y) — = = ((z — y) — )) — ((z — y) — =) Luego, por (D1)

((x = y) =) = ((r = y) — z) =1. Por lo tanto, = — (y — z) = 1.

(H2) Por (D1), (z — (y — 2)) = (z — (y — 2)) = 1, y como por (D3), z — (y —

z)=(x —y) — (x — 2) entonces, (r — (y — 2)) = (r - y) — (r — 2)) = 1.
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(H3) Por hipétesis, © — y =y — x = 1. Por (D4), (z — y) — ((y — z) —
x)=(y—x)— ((r = y) = y), entonces 1 — (1 - z) =1 — (1 — y). Luego, por

(D2), 1 - z =1 — y, y nuevamente por (D2), z = y.

1.2. Sistemas deductivos y niicleos de un homomorfismo

Definicién 1.2.1. Sea A un dlgebra de Hilbert y D C A. Diremos que D es un sistema
deductivo (S.D.) si verifica:

D)) 1€ D,

Dy) Siz, x —y € D, entoncesy € D.

Notaremos con D(A) al conjunto de todos los sistemas deductivos de A. Por otra
parte, si A, B son dos dlgebras de Hilbert notaremos con Hom(A, B) al conjunto de los

homomorfismos de A en B.

Definicién 1.2.2. Sean A, B € H, h € Hom(A, B). Llamaremos Nucleo de h, y lo
notaremos Nuc(h), al conjunto Nuc(h) = {x € A: h(x) = 1}.

Lema 1.2.3. Si A, B € H, h € Hom(A, B), entonces Nuc(h) € D(A).
Demostracién:

D;) Como h € Hom(A, B), entonces h(1) = 1. Por lo tanto 1 € Nuc(h).
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Dy) x, x — y € Nuc(h), entonces h(z) =1y h(x — y) = 1. Como h € Hom(A, B),
h(x — y) = h(x) — h(y), luego h(x) — h(y) = 1. Por (H4) h(y) = 1. Por lo tanto
y € Nuc(h).

U
Observacién 1.2.4. Es claro que Nuc(h) ={z € A: h(z) =1} = b1 ({1}).

Notaremos Ref(X), Sim(X), Tran(X) y EQ(X) al conjunto de todas las relaciones
reflexivas, simétricas, transitivas y de equivalencias definidas sobre un conjutnto X res-

pectivamente.

Definicién 1.2.5. Sea A un dlgebra de Hilbert y R € EQ(A). Diremos que R es una
congruencia sobre A, si R es una relacion de equivalencia sobre A y, ademdas, es com-
patible con las operaciones de implicacion. Es decir, si (a,b),(c,d) € R y — la operacion
binaria, entonces (a — ¢,b — d) € R. Indicaremos con Con(A) al conjunto de todas las

congruencias de A.

Lema 1.2.6. Sean A,B € H, h € Hom(A, B), entonces R, € Con(A). Con R, =
{(z,y) € A% : h(z) = h(y)}.

Demostraciéon: Debemos probar que Ry, es una relacién de equivalencia.

(EQ1) Sea x € A, como h € Hom(A, B), entonces h(x) = h(x), por lo tanto (x,z) € Ry,

(EQ?2) Por hipétesis (z,y) € Ry, entonces h(z) = h(y), lo que es igual a decir que h(y) =
h(x), por lo tanto (y,z) € Ry,.

(EQ3) Por hipétesis (x,y), (y,z) € Ry, entonces h(z) = h(y) v h(y) = h(z), luego h(z) =
h(z). Por lo tanto (z,2) € Ry,.

Por hipétesis aRpb y cRyd, entonces h(a) = h(b) y h(c) = h(d). Luego h(a) — h(c) =
h

h(b) — h(d). Como h € Hom(A, B), entonces h(a — ¢) = h(b — d). Por lo tanto
(a — ¢)Rp(b — d). O
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Lema 1.2.7. Sea A un dlgebra de Hilbert y D un sistema deductivo de A. Entonces, si

xr—y,y—2z€D implicax — z€D.

Demostracién: Por (H1) sabemos que (y — z) — (z — (y — 2)) = 1, y como por
Dy),1 € D, y por hipétesis y — z € D, por D), x — (y — z) € D. Ademas, por (H18),
x— (y—z2)=(x —y) — (r — z), entonces (r — y) — (x — 2) € D, luego como por

hipétesis x — y € D, entonces, por Ds), x — z € D. O

Teorema 1.2.8. Si A es un dlgebra de Hilbert, entonces D(A) con la inclusion es isomorfo
al reticulo de todas las congruencias sobre A. El isomorfismo en cuenstion es h : D(A) —
Con(A) que verifica D — h(D) = {(a,b) € Ax A:a — bb — a € D} y su inversa
es ™' : Con(A) — D(A) tal que © — h™'(O) = {a € A : (a,1) € O}, donde
h1(©) € D(A).

Demostracion:
Sea © = {(a,b) e AxA:a—bb—ac D}

(i) Reflexiva: Por (H6) tenemos que 1 = a — a € D. Luego (a,a) € O.
(ii) Simétrica: Inmediata de la definicion.

(iii) Transitiva:

(1) Sea (a,b), (b, c) € O, [hip.]
(2) a—bb—ab—c,c—beD, [(1)]
(3)a—1=1, [(H9)]
4) b—=c)—=(b—0c) =1, [(H6)]
(5) a = ((b—c)—(b—0) =1, [(3),(4)]
6) (b—c)—(a—(b—c) =1, [(5),(H15)]
(7) (b—=c) = ((a—=b) = (a—c)) =1, [(6),(H18)]

®) (a—=b)—(a—c)eD, [(2),(7),D1,D5]



(9) a—c€eD : [<8>7<2)>D2]

Anélogamente se puede probar que ¢ — a € D.

(iv) © respeta a —.
(1) Sea (a,b), (d,c) € ©
2 a—1=1 [(H9)]
B)a—((b—c)—(b—c)=1 [(2),(H6)]
4) b—c)=(a—(b—c)=1, [(3),(H15)]
() (b—c)=((a—b) —(a—c) =1 [(4),(H18)]
(6) (a—b) = ((b—¢c)—(a—c)=1€D, [(5),(H15)]
(7) b—c¢)—=(a—c)eD [(1),(6),Ds]
Por un razonamiento analogo de (1) a (6) tenemos que:
®) (c—d)—((a—c)—(a—d)=1€D,
9) (a—¢)—(a—d)eD, [(1),(8)]
(10) (b— ¢) — (a — d) € D. [(7),(9),Lema 1.2.7]

Andlogamente se prueba que (¢ — d) — (b — ¢) € D. Por lo tanto, (a — d)©(b —

c).

(v) Veamos que [1l]e = D,

(1) Sea x € [1]e, [hip.]
(2) 201, [def ©, (1)]
3) z—1,1—>xz€D, [(2)]
(4) z € D. [(3), Lema 1.2.7]

Reciprocamente,



(1) Sea x € D, [hip ]
2 z—l=1yl—oz=ux, [(H9),(H13)]
3) z—1,1—xzeD, [(1),(2),D]
(4) 201, [(3)]
(5) = € [1]e, [(4),def O]

Luego, tenemos:
D(A) — Con(A) — D(A)
D—0—]Jlle=D

Para completar la caracterizacion de las congruencias resta probar que si © € Con(A)
se tiene que [l]g € D(A) v O([1]e) = O.

(i) Es claro que 1 € [1]g, veamos que respeta la regla de Dy

(1) Sea z € [1o, [hip.]
(2) Sea x —y € [l]e. [hip.]
(3) 2 —yOL [(2)]
4) (x—y) —»yOl—y, [(3), © Cong]
B)z—=((z—y) -y —Uy), [(1), 201, Cong]
(6) 10y, [(5),(H12)]
(7) y € [le,

Luego, [1]e es un sistema deductivo.
Probemos que se verifica O([1]g) = ©.

(ii) ©([1]e) = ©, es claro que



O([lJe) ={(z,y) : 2 = y,y =z € [l]o}
={(z,y) 1z —yOly > 261}
(a) Veamos que © C O([1]e)

1) sea (x,y) € O,

Y
y—1x)—x)0((y— 1) >,
T

r—y) —y) O —y) —y,

!
<
@
<
!
=
!
=

—z) = 2)01l = ((y =) =)

—y)—y)O01—((z—y) —vy),

15

[(6),(H13

[(3),(5),0 € Con(A
[(8),(H13

[(7),(9),0 € Con(A
[© € Con(A

[(3),© € Con(A
[(12),(H13

~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— A
— — — — — — — — — — — — [—
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(14) yOy, [© € Con(A)]
(15) (z —y) = yO1 =y, [(2),(14),0 € Con(A)]
(16) (z —y) = yOuy, [(15),(H13)]
(17) 2Oy, [(10),(13),(16),0 € Con(A)]
(18) (z,y) € ©. [(A7)]

Luego, tenemos:

Con(A) — D(A) — Con(A)
©—[lle=D—06(l]e) =6
Por lo tanto, tenemos probado que la funcién h del enunciado es tal que ho h™! =T D(A)
y h™ o h = Icon(a). Luego, h es biyectiva. Solo resta probar que si Dy y Dy € D(A) es tal
que D; C Dy entonces h(Dy) C h(Dy).
Para ello consideramos Dy, Dy € D(A), tales que Dy C Ds. Sea (a,b) € h(D;), entonces

a — b,b— a € Dy, como D; C Dy, entonces a — b, b — a también pertenecen a D,, de
esta forma (a,b) € h(D3). Por lo tanto h(D;) C h(D3). O

1.3. Algebras de Hilbert trivalentes

Es bien sabido que las dlgebras de Hilbert constituyen la contraparte algebraica del

calculo implicativo positivo y estan caracterizados con los axiomas esquemas siguientes:
(B1) a— (8- a),
(B2) (a = (8 —=7)) = ((a—=F) = (e = 7))

La regla de inferencia modus ponens

a,a — 3

R) —73
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Ivo Thomas en [39] considerd el cdlculo implicativo positivo n-valuado como un calculo

cuya matriz caracteristica (C,,, —, 1) donde:

1 2 n—2
Cn: 07 ) ) 71
{ n—1n-—1 n—1 }
y
1 siz<y
T =y = .

Tomando D = {1} como el conjunto de valores distinguidos. Este autor probé que se

debe agregar el siguiente axioma:

(E3) Ta(ao, - an1) = Boa— (Buz— (- —(Bo—ag) - )), donde

B;i = (a;— ay1) — o para todo 1,0 < i <n— 2.

1

En particular, el caso n = 3 tiene a C3 = {0, 5,1} y la implicacién — puede ser

definida por:

—>‘0%1
0|1 1 1
1

1o 11
110 5 1
Tabla 1

Es claro que las dlgebras de Hilbert trivalentes se definen como algebras de Hilbert

que verifican (IT3) ((r — y) = 2) = ((z > z) = 2) —» 2) = 1.

1.4. Algebras de Lukasiewicz de orden 3

Por otro lado, G. Moisil introdujo a las algebras de Lukasiewicz 3-valentes como los
modelos algebraicos de la légica trivalorada propuesta por Lukasiewicz ([33]). Recordemos
que un &lgebra de Lukasiewicz 3-valente es un algebra (A, A, V,~,V,0,1) que satisface

los siguientes identidades:
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(LO) 2V 1=1,

(L1) 2 A (zVy) =z,

(L2) eA(yVa)=(zAx)V(yAx),
(L3) ~~ =z,

(L4) ~ (zAy) =~aV ~y,

(L5) ~zVVz=1,

(L6) ~x Ax=~aAVz,

(L7) V(z Ay) =Va AVy,

Para algunos aspectos técnicos y propiedades de las dlgebras de Lukasiewicz 3-valentes
se puede consultar [36]. Ademads, es bien sabido que las dlgebras (A, A,V,~,0,1) que
satisfacen de (LO) a (L4) son algebras de De Morgan (ver, por ejemplo, [5, Definition
2.6]).

La matriz caracteristica de dicha logica tiene operaciones A, V, ~, V (operador de
posibilidad) y A (operador de necesidad) sobre C5 = {0, 1,1} que estan definidos por las
siguientes tablas:

Ao 5 1|v]o § o1
0/0 0 0[{0]0 5 1
2003 2033 2 !
1[0 4 111 1 1
Tabla 2
x|~z Vi Ax
o[ 1 0 0
A L
10 1 1

Tabla 3
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Antonio Monteiro en 1967 probd que la implicacién — definida en la Tabla 1 puede
obtenerse a partir de las operaciones A, V, ~, V y A por medio de la férmula:
r—y=A0A~zVyV(V~zAVy)

zlyle—oy|~zx| A~z | A~aVy| Vx| Vy | Ve AVYy | A~azVyV(V~zAVy)
0(o0] 1 1 1 1 1 0 0 1
03] 1 1 1 1 1 1 1 1
0[1] 1 1 1 1 1 1 1 1
110 0 i 0 0 1 0 0 0
13 1 3 0 3 1 1 1 1
1 1

1] 1 1 0 1 1 1 1 1
110 0 0 0 0 0 0 0 0
11 1 0 0 : 0 1 0 i
1/1] 1 0 0 1 0 1 0 1

Tabla 4

y ademads se verifica que Vo = (z — Azx) — Aux.

x‘Vx‘Ax‘x%Ax‘(m%Ax)%Am

01 0 0 1 0

s 110 0 1

1] 1 1 1 1
Tabla 5

A partir de estas consideraciones M. C. Canals Fouy A.V. Figallo en [10] se propusieron
estudiar algebraicamente el fragmento (C3, —, A, D = {1}). A las estructuras algebraicas

correspondientes las llamaron algebras de Hilbert trivalentes modales.
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2. Capitulo II

2.1. Algebras de Hilbert trivalentes modales

En esta secciéon desarrollaremos detalladamente el contenido de [10], expondremos
las demostraciones faltantes y modernizaremos la presentacion. Ademaés, nos proponemos

encontrar una logica que sea la contraparte algebraica de las Algebra de Hilbert trivalentes

modales.

Definicién 2.1.1. Un dlgebra (A, —, A, 1) de tipo (0,1,2) es una dlgebra de Hilbert triva-
lente modal (o ANHs-dlgebra) si el reducto (A,— 1) es un dlgebra de Hilbert trivalente y

A wverifica las siguientes igualdades:

(M1) Az —z =1,

(M2) ((y — Ay) = (z = AAx)) = Alx — y) = Lo — Ay,
(M3) (Azx — Ay) — Az = Ax.

El ejemplo més simple de A Hs-algebra donde A no es el operador identidad es
(Cs,1,A,—) donde C3 esta definido por las tablas 4 y 2 respectivamente.

Notaremos con AHj a la variedad de todas las A Hs-dlgebras.

Lema 2.1.2. Las siguientes propiedades se satisfacen en toda dlgebra que pertenece a la

variedad AHs.



(M4) Al =1,
(M5) ALz = Ax,
(M6) ((y — Ay) = (z — Ax)) — Az — y) = Az — Ay,
(M7) Az — Az) =z — A,
(M8) Az —y) — (Az — Ay) =1,
(M9) A(Az — y) = Az — Ay,
(M10) iz <y entonces Az < Ay,
(M11) Az — Az — y)) = Az — y),
(M12) (Definicién) Va = (z — Az) — A,
(M13) Va = (z — Ax) — 1,
(M14) z < Va,
(M15) AVz = Va,
(M16) Six = V, entonces © = Az,
(M17) V(z — Alz —y)) =z — Az — y),
(M18) = — Az —y) = Alz — Az — y)),
(M19) 2 — Az — y) = Az — y),
(M20) z — Ay < Az — y),
(M21) Si Az = Ay, Va = Vy, entonces & =y,
(M22) (Ay — (v — Az)) —y =y,
(M23) (z — Az) — ((z = Ay) = y) = (¢ = (Ay — Ax)) — ((z — Ay) —y)),

(M24) (z — (Ay — Az)) — ((x — Dy) — y) = (v — Dy) — v,
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(M25) (v — Ax) =y < (v — Ay) — y,

(M26) Sixz <y, entonces Vo < Vy,

(M27) 2 — V(z —y) = V(z —y),

(M28) Vo — V((z —y) —y) =1,

(M29) 2 — Vy =V(z —y),

(M30) V(z — y) = Ve — Vy,

(M31) =z — (((y = Dy) = Lz) = (v = Az) = Ay) = Alz — y))) = 1,
(M32) ((y — Ay) = Az) — (((z — Dx) = Ay) = Az —y)) = 1,
(M33) VVz = Vaz,

(M34) VAz = Ax.

Demostracion:

(M4) Utilizando la propiedad (M2) remplazando x por Al e y por 1 obtenemos ((1 —
Al) = (A1 — AAAL)) — A(A1 — 1) = AAL — AAL. Ademds (H6) sabemos
que AA1 — AA1 =1, por (H13) 1 - Al = Al y por (H9) A1 — 1 =1. Por lo
tanto (Al — (A1 — AAAT)) — Al = 1. Por (H16) sabemos que Al — (Al —
ANANT) = A1 — AAAT y remplazando en (M3)a y por AA1 y a x por 1 tenemos
Al =1.

(M5) Por (M1) sabemos que AAx — Ax = 1, pues remplazamos a x por Az. Adems4s,
remplazando en (M2) a y por x tenemos ((z — Az) — (x — AAx)) —» ANz —
xr) = Ax — AAzx, por (H6) tenemos ((z — Az) — (x — Alx)) — Al =
Az — AAz, luego por (M4) ((z — Az) — (x — Alz)) — 1 = Ax — Al
Por (H9) tendremos que 1 = Az — AAx, y para finalizar, como tenemos que
Axr — AAx =1y ANz — Az =1, por (H3) concluimos que AAx = Ax.

(M6) Por (M2) sabemos que ((y — Ay) — (x — AAz)) — Az — y) = Ax — Ay,

y como por (M5) AAx = Az, o lo que es equivalente AAy = Ay, entonces ((y —
Ay) — (r — Ax)) = Az — y) = Az — Ay.



(M7)

(M8)

(M9)

(M10)

(M11)

(M12)
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Por (M1), remplazando = por z — Az tenemos que A(x — Ax) — (z — Az) = 1.
Luego por (H6) y (M5) Az — AAx = 1, asi por (H13) (z — Az) — Az —
Az) = (Ax — AAz) — (v — Az)) — Az — Ax). Pero esto, por (M5), es
igual a ((Az — AAzx) — (v — AAz)) — Az — Azx), que resulta de remplazar
y por Az en (M2). Por lo tanto (z — Az) — A(x — Ax) = Az — AAz y por
(M5) y (H6) resulta que (z — Az) — A(x — Az) = 1. Para finalizar, tenemos
(x = Az) - Az — Ax) =1y Az — Azx) — (x — Az) = 1, por lo tanto, por
(H3) A(x — Azx) =2 — Ax.

Por (M5) A(z — y) — (Az — Ay) = Alz — y) — ((y — Dy) — (¢ — Az)) —
A(z — y)) y por (H1), remplazando a x por A(z — y) y ay por (y — Ay) —
(x — Az), tenemos que A(x — y) — (Ax — Ay) = 1.

Por (M5) Az — Ay) = AAx — Ay, y remplazando a x por Az en (M6) tenemos
que AAxr — Ay = ((y — Ay) — (Ar — AlDzx)) — A(Ax — Ay) Por (M5) y
(H6) (y — Ay) — (Ax — AAz) =1, por lo tanto Az — Ay =1 — A(Azx — y)
y por (H9) Az — Ay = A(Azx — y).

Por (H5) podemos afirmar que z — y = 1, asi A(x — y) = Al, y por (M4)
A(x — y) = 1. Luego, de (M8) sabemos que Az — y) — (Az — Ay) = 1,
entonces 1 — (Ax — Ay) =1, y por (H13) Az — Ay = 1, luego nuevamente por
(H5), Ax < Ay.

Por (H1), remplazando a = por A(x — y) y a y por x tenemos Az — y) —
(x — A(x — y)) = 1, y por (H5) podemos afirmar que A(z — y) <z — A(x —
y). Luego por (M10) AA(z — y) < Az — A(x — y)) y por (M5) obtenemos
Az — y) < Az — A(x — y)). Probaremos a continuacién la otra desigualdad.
Por (M1), remplazando = por z — y tenemos Az — y) — (x — y) = 1, que
por (H5) podemos expresar como A(zx — y) < x — y. De (H10) deduciremos
que  — Alx — y) <z — (z — y), y luego, por (H16),  — (x — y), y
por (M10) A(x — Az — y)) < A(x — y). Para finalizar, como tenemos que
Alx = y) < Az — Ale = y) y Az — Alz — y)) < Alz — y), por (H3)
Ax — Az — ) = Az — ).

Lo definimos de ese modo, por lo tanto no debemos demostrarlo.



(M13)

(M14)

(M15)

(M16)

(M17)

(M18)

(M19)

(M20)
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Por (M1) sabemos que Ax — z = 1, que por (H5) es equivalente a Az < =z,
luego por (H10) (x — Az) — Az < (xr — Ax) — x, y por (M12) tenemos que
Vz < (x — Azx) — z. Veamos ahora la otra desigualdad. Por (H6) sabemos que
(x - Az) — (x — Ax) = 1, y por (H18), tomando a  como x — Az, y como
x 'y z como Az, tenemos que ((z — Azx) — z) — ((r — Azx) — Azx) = 1, luego
por (H5) (zx — Az) - x < (z — Azxz) — Az, y por (M12) es equivalente a
(x = Ax) — x < Vz. Asi por (H3) Va = (x — Ax) — x.

Por (H7), tomando y como z — Ax tenemos que = < (z — Az) — z, y por (M13)

tenemos que r < V.

Por (M13) AVz = A((x — Axz) — x), luego por (M7), AVz = A(Ax —
Azx) — x), y por (M9) podemos afirmar que AVzx = Az — Az) — Ax. Para
finalizar, nuevamente por (M7), AVz = (z — Ax) — Az, por lo tanto, por (M12),
AVz = Vz.

Sea r = Vz, entonces por (M12) = = (z — Ax) — Az, utilizando nuevamente la
igualdad tenemos que z = (Vo — AVzx) — Az y, por (M15), z = (Vo — Vz) —
Az, luego por (H6), =1 — Az. Asi, por (H13), tenemos que = = Ax.

Sabemos que ((zx - y) —y) = y=x — y,porellor — Alx - y) = ((r — Az —
y)) — Az = y) = Az — y), luego por (M12) V(z — Az — y)) = ((z —
ANz —y) = Ax— A(r —y)) = Az — Az — y)), asi por (M11) tendremos
(x = A(x — y)) — Az — y)) — A(x — y), vy por la propiedad mencionada al
principio, remplazando y por A(x — y), V(z — Az — y)) =2 — Az — ).

Por (M15) AV(z — A(x — y)) = V(r — A(z — y)), entonces, por (M17)
Vi — Alx = y)) = Az — Az — y)).

Por (M18) x — Az — y) = Az — A(x — y)), luego, por (M11), z — Az —
y) = Az —y).

Por (M19) (z — Ay) — Az — y) = (z — Ay) — (x — Az — y)), y por (H18)
(x = Ay) - ANz —y) =2 — (Ay — A(r — y)), ademds por (H15) Ay — (x —
Az — y)), asi por (M19) Ay — A(z — y). Ademds por (H7), y < z — y entonces,
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por (M10), Ay < A(z — y), de esta forma, por (H5) Ay — A(x — y) = 1, por lo
tanto (z — Ay) — A(x — y) = 1, y nuevamente por (H5) (z — Ay) < Az — y).

Por (M6) y (H6) ((y — Ay) — (z — Az)) — Alw — y) = 1, y por (M1),
(H10) y (H5) ((y — Ay) — (z — Ax)) = Az = y) < ((y = Ay) — (¢ —
Ax)) — (r — y). Entonces 1 = ((y — Ay) — (x — Ax)) — (x — y), luego
por (H15) y (H18) 1 = 2 — (((y — Ay) — Azx) — y), y como Az = Ay,
l=2— (((y = Ay) — Ay) — y), luego por (M12) y la igualdad Vz = Vy
tenemos que 1 = 2z — (Vo — y), asi, por (M14), (H18) y (H13), 1 = 2 — y, por
lo tanto, por (H5), < y. Andlogamente podemos probar que y < z. Por lo tanto,

xr=y.

Por (M7) A((Ay — (z — Ax)) = y) = A(Ay — A(x — Azx)) — y), luego por
(M9) A((Ay — (v — Az)) — y) = AA(Ay — (¢ — Az)) — y), y nuevamente
por (M9) A((By — (z — Az)) — ) = AAy — (¢ — Az) — Dy, y A(Dy —
(x — Az)) = y) = (Ay — Az — Ax)) — Ay, asi, por (M3) A((Ay — (x —
Az)) — y) = Ay. Por otro lado, por (M12), V((Ay — (z — Azx)) — y) = ((Ay —
(6= A2)) = y) = A(Dy = (& — A2)) = 1)) = A(Dy — (2 — Az)) = 3),
luego por (M7) y (M9), V((Ay — (¢ — Az)) = y) = ((Ay — (. — Az)) — y) —
AA(Dy — (& — Az) — g)) — (By — (¢ — Ax) — Ay), y por (M7), (M)
y (H18), V((Ay — (z — Axz)) = y) = (Ay — (v — Ax)) — ((y = Ay) — Ay).
Luego, por (M12), V((Ay — (z — Az)) — y) — Vy = (By — (v — Az)) —
((y = Ay) — Ay)) — ((y — Ay)Ay), y por (H15) y (HI8) V((Ay — (v —
Ax)) —y) = Vy = (y = by) — (BAy — (x — Az)) — Ay) — Ay), y por
(M7) y (M13), V((Ay — (z — Az)) = y) — Vy = (y — Dy) — (Ay — Ay),
por lo tanto, por (H6) y (H9), V((Ay — (x — Ax)) — y) — Vy = 1, luego por
(H5), V((Ay — (z — Ax)) — y) < Vy. Méas ain, Vy — V((Ay — (z — Ax)) —
y) = Vy = ((Ay — (z — Lz)) — ((y — Dy) — y), luego por (M13) y (H1),
Vy = V((Ay — (z — Az)) = y) = Vy — ((Ay — (z — Az)) — Vy) = 1. Luego
por (H5), Vy < V((Ay — (z — Az)) — y), entonces V((Ay — (z — Ax)) —
y) = Vy, asi, por (M21) (Ay — (z — Azx)) —y=1y.

Por (H15) sabemos que (z — Az) — ((z — Ay) — y) = (z = Ay) — ((z —
Ax) — y), y por (HI8) (z — Ay) — ((z — Az) = y) = ((z = Dy) — (v —
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Az)) — ((r — Ay) — y). Nuevamente por (H18) ((z — Ay) — (r — Az)) —
(x = Ay) = y) = (v — (Ay — Ar)) — ((z — LAy) — y).

(M24) Utilizando (H15) de forma reiterada podemos afirmar que ((z — (Ay — Az)) —
(= Ay) = y) = (@ = Ay) = y) = ((z = Ay) — ((z — (Ay — Az)) —
y) = ((z = Ly) = y)=(x — Ay) = (((z = (By — Lz)) = y) = y) = ((z —
(Ay — Ax)) = y) — ((z = Ay) = y) = (BAy — (z — Az)) = y) — ((z —
Ay) — y), luego por (M22) (Ay — (x — Az)) —y) — (r — Dy) —y) =y —
((z — Ay) — y) y por (H1) y — ((z — Ay) — y) = 1, luego por (H5) (z — (Ay —
Ax)) — ((zr — Ay) — y) < (x — Ay) — y. Para probar la otra desigualdad
utilizamos (H1) tomando a x como (z — Ay) — yy ay como x — (Ay — Ax), de
esta forma ((z — Ay =—y) — ((r — (Ay — Ax)) — ((r — Ay) — y)) = 1, por
lo tanto, por (H5), (x — Ay) — y < (x — (Ay — Azx)) — ((z — Ay) — y). De
esta forma obtenemos que (z — Ay) — y = (xr — (Ay — Az)) — ((x — Ay) —

Y).

(M25) Por (M24), ((z — Az) — y) — ((z — Dy) — y) = ((z = Az) —» y) — ((z —
(Ay — Az)) — ((x — Ay) — y)), luego por (M23) ((z — Az) — y) — ((z —
(Bby — Ax)) — (2 — Ay) — y) = (@ = Lz) — y) — (& — Lz) —
(@ = Ay) — y)), y por (H15), ((z — Az) — y) — (¢ — Lz) — ((z —
Ay) = y)) = ((z = Az) = y) — ((z — Dy) — ((z — Az) — y)), pero por
(H1), ((x — Ax) — y) — ((zr — Ay) — ((r — Az) — y)) = 1, por lo tanto
(z = Az) —y < (z— Dy) —y.

(M26) Como z < y, por (H14), y — Ay < 2 — Ay, entonces (v — Ay) -y < (y —
Ay) — vy, luego por (M13), (z+ — Ay) — y < Vy. Como z — y, por (H10)
(x = Az) — o < (z — Ax) — y, entonces por (M13) Vz < (r — Azx) — y, pero
por (M25) tenemos que, Vz < (z — Ay) — vy, por lo tanto Va < Vy.

(M27) Por (M13), 2 - V(z —y) =2 — ((z = y) = Az — y)) — (r — y)), luego por
(H15), 2 = ((z = y) = Alr = y)) = (z = y)) = (z = y) = Az = y)) =
(z — (x = y)), y por (H16) (z = y) = Alz = y)) = (z = (z = y) = ((z —
y) — ANz —y)) — (r — y), que por (M13) es igual a V(z — v).

(M28) Por (H12) sabemos que z — ((x — y) — y) = 1, entonces por (H5) x < (x — y) —
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y, luego por (M26), Vz < V((x — y) — y), entonces, por (H5), Vo — V((z —
y)—y) =1

Por (H7), y < x — y, entonces por (M26), Vy < V(z — y), luego por (H10),
r— Vy <z — V(r — y), luego por (M27), z — Vy < V(z — y). Probemos ahora
la otra desigualdad. Por (M1) y (H5), Ay <y, luego por (H10), x — Ay < x — vy,
asi por (M10), A(x — Ay) < A(x — y). Por (M7), 2 — Ay < A(z — y) entonces,
por (H10), (z — y) — (¢ — Ay) < (z — y) = Az — y), y por (H14), ((z —
y) = Az —y) = (v —y) < ((z —y) = (= Ay)) — (z — y), de esta forma,
por (M13), V(z — y) < ((zr — y) — (z — Ay)) — (z — y). Por (H18) tenemos
que, V(z = y) < ((z = y) = (z = Ay)) = (. —y) =2 — ((y = Dy) — v),
luego por (M13), V(z — y) < & — Vy. Por lo tanto, z — Vy = V(z — y).

Por (M14) y (H14) sabemos que Vz — y < x — y, luego por (M26), V(Vz — y) <
V(z — y), ademds, como por (H7) y < Va — y, entonces por (M26) Vy < V(Vz —
y), luego por (H10) y (M27), Vo — Vy < V(Vz — y), asi, Vo — Vy < V(z — y).
Por otro lado, por (M29), V(z — y) — (Vx — Vy) = (z — Vy) — (Vax — Vy),
y por (M13) es igual a (z — ((y — Ay) — 9)) — (Vo — ((y — Dy) — ), que
por (H10) es igual a ((4y — Ay) — (& — 1) — ((y — By) — (V& — p)), nego
por (H18) tenemos que es igual a (y — Ay) — ((x — y) — (Vx — y)). Luego por
(H15), (y = Ay) = (. — y) = (Ve = y) = (y = Ly) = (Vo — ((z = y) —
y) =V = ((y = Ly) = ((z —>y) —y) =V — ((z =y = ((y = Ly) —
), uego por (M13), Vo = ((z — ) — ((y — Dy) — ) = Va — ((z — y) —
Vy), luego por (M29), Vo — ((x — y) — Vy) = Vo — V((z — y) — y), que es
igual a 1 por (M28), por tanto por (H5) tenemos la otra desigualdad, concluyendo
que V(z — y) = Vo — Vy.

Por (H18), z — (((y — Ay) — Az) — (((z — Az) = Ay) — Az — y) = (z —
((y = By) — Lz)) = (z — ((z = Az) = Ay) — Az — y))), luego por (H15)
es igual a ((y — Ay) — (z — Az)) — (z — ((z — Az) = Dy) — Az — y))),
utilizando (H18), (M9), (H18) y (H16) respectivamente llegamos a que es igual a
((y = Ay) = (z — Az)) = ((z — Az) — (z — Ay)) — Az — y)), luego por
(H18) y (H15) = (z — (Az — Ay)) — (((y = Ay) — (v — Az)) — Az — y)),
y por (M6), = (x — (Az — Ay)) — (Ax — Ay). Asi por (H15), (z — (Azx —
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Ay)) = (bz — Ay) = (Ar — (z — Ay)) — (Az — Ay), y por (H18), (Az —
(z — Ay)) = (bz — Ay) = (Az — 2) — (Az — Ay) — (Bz — Ay), y por
(M1) y (H13), es igual a (Ax — Ay) — (Ax — Ay) que por (H6), es igual a 1.

(M32) Utilizando (M31), (H15) y (M19) se puede ver con facilidad.

(M33) Por (M14) y (M26), Vo < VVuz, luego para la otra desigualdad, por (M13) tenemos
que, VVz — Vz = ((Vz — AVz) — V) — Vz, luego por (M15) esto es igual a
(Vx — Vz) — V) — Vuz, que por (H6), (H13) y (H6) es igual a 1, por lo tanto
VVz = Vuz.

(M34) Por (M14) Az < VAz, luego para la otra desigualdad, por (M13), VAzx < Az =
(Azx — AAzx) — Az) — Az, luego por (M5) esto es igual a ((Az — Az) —
Azx) — Ax,y por (H6), (H13) y (H6) esto es igual a 1, por lo tanto, por (H5) se
cumple la otra desigualdad, asi, VAz = Ax.

2.2. Sistemas deductivos modales y congruencias

Definicién 2.2.1. Sea A una AHs-dlgebra y D C A. Diremos que D es un Sistema
Deductivo Modal (S.D.M.) si es un S.D. que satisface:

D3) Sixz € D, entonces Ax € D.

2.3. Propiedades

A continuacién presentaremos propiedades de los sistemas deductivos modales. Dado
un AHs-dlgebra Ay H C A, notaremos con [H) al sistema deductivo generado por H y
con [H),, al sistema deductivo modal generado por H. Es bien sabido que [H) = {x € A :
existen hq,--- ,hy € H talque hy — (hg — -+ — (hy — x)---) = 1} (ver [37, Teorema
4.2.1)).

Por otra parte, Busneag en su tesis doctoral ([7]), estudié detalladamente a las dlgebras
de Hilbert acotadas. Con el propdsito de describir propiedades de los sistemas deductivos
en las algebras de Hilbert y de Hilbert acotadas, introdujo la siguiente notacion utilizada

con frecuencia por diferentes autores:
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Tn si n=1
'axn—1;$n) ==
x1— (2o, ..., Tpy_1;T,) si n>1

Luego podemos escribir

[H) ={z € A: existen hy,...,hy € Dy tal que (hy,..., hy;x) =1}

Proposicién 2.3.1. Sea A una AHs-dlgebra, H C A y a € A. Entonces se verifican las

siguientes condiciones:

(i) [H)m ={zx € A:existen hy,--- , hy € H talque (Ahy,...,Ahg;z) =1},

(ii) [a)m = [Aa), donde [b) es la notacion de [{b}),

(i) [HU{a})m =[H,a)m ={z € A: Aa— x € [H),}.

Demostracién:

(i)

C) Sea w € [H),. Veamos que w € {x € A : existen hy,ho,...hy € H :

1Y)

(Ahy, Ahg, ..., Ahyg;x) = 1}, Como [H),, es un S.D.M. entonces es facil veri-
ficar que [H),, C [H). Luego, existen hy, ..., hy € H tales que (hq, ..., hy;w) = 1,
es decir, hy — (he — (... = (hy — w)...) = 1. Teniendo en cuenta (M4), ten-
emos que A(hy — (hy — (... = (hy — w)...) = Al =1, y por (M8) y (H5),
obtenemos que A(hy — (hy — (... = (b — w)...) < Ahy — A(hy — (hg —
(... = (hgy = w)...) < Ahy — (Ahy — A(hy — (... = (b = w)...) < ... <
(Ahy, ..., Ahg; Aw). Luego, (Ahy, ..., Nhe; Aw) = 1, y por lo tanto Aw € H.
Por otro lado, de (M1) y (H5) inferimos que Aw < w. Del razonamiento
anterior y (H10) podemos escribir Ahy — Aw < Ah, — w. Repitiendo el
razonamiento tenemos que Ahg_1 — (Ahy — Aw) < Ahgy — (Ahy — w.
Luego, es claro que 1 = (Ahy, Ahg, ..., Ahg; Aw) < (Ahy, Ahs, ..., Ahy; w).
Por lo tanto, w € [H),y,.

Sea w € {x € A : existen hy, ho,...,hy € Htalesque(ANhy, Nhgy, ..., Nhy;x) =
1}, entonces existen hy, ..., hy € Htalque(Ahy, ..., Ahy;w) = 1. Entonces, es
claro que hy,...,hy € [H),, y por Dj) inferimos que Ahy,...,Ahy € [H)y,.
Ademads, por D) (Ahy,...,Ah;w) = 1 € [H),,. De esta forma, por Do)
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obtenemos que: (Ahg, ..., Ahg;w) € [H),y,. Como Ahy € [H),, y aplicando Ds)
concluimos (Ahg, ..., Ahy; w) € [H),, Repitiendo este razonamiento obtenemos

w € [H)m, lo que completa la prueba.
(ii) Inmediato de (i) y las definiciones de S.D. generado.

(iii) Por (i) sabemos que [H U {a}),, = {z € A, tal que existen hy,....,h;, € HU {a} :
(h’la ) hky I) = 1}

C) Seaw € [HU{a}),,, entonces existen hy, ..., hy € HU{a} tal que (hy,...hx; w) =
1

o Supongamos h; = a para algin i, entonces (Ahy, ..., Ah;_1, Na, Ahiyq..., Ahyg; w) =
1, y por (H15) tenemos que:
(Ahy,y .oy Ahi_1, Ahiyq, Aa, ..., Ahg;w) = 1, repitiendo el razonamiento
obtenemos (Ahy, ..., Ahi_1, Ahiyq, ..., Ahy, Aa;w) = 1. Luego, por no-
tacién podemos escribir (Ahy, ..., Ahi_1, Ahiyq, ..., Ahg; Aa — w) = 1,
de lo que concluimos Aa — w € [H),,, y por lo tanto w € {x € A: Aa —
€ [H)py}
o Supongamos h; # a para todo i entonces (Ahy, ..., Ahg; w) = 1.
Como Aa <1, por (H14) 1 - w < Aa — w, y por (H13) w < Aa — w,
luego por (H10) tenemos que:

Ahy — w < Ahy — (Aa — w),
Ah_y — (Ahy — w) < Ahg_qy — (Ahy — (Aa — w)),

(Ahy, .., Ahg;w) < (Ahy, ..., Ahy; Na — w),
por lo tanto (Ahy, ..., Ahy; Aa — w) = 1,
entonces Aa — w € [H)p,
luego, w € {x € A: ANa — x € [H);}.
D) Seaw € {r € A: Aa— x € [H),}. Entonces existen hy,..., h € H tales que
(Ahy, ..., Ahy; Na — w) = 1, es decir (Ahy, ..., Ahy, Aa;w) = 1, por lo tanto
w e [HU{a})m.
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Lema 2.3.2. Sea A un AHs-dlgebra.

(i) Sea D C A un S.D.M. entonces, la relacion Rp = {(z,y) :x —y € D,y — x € D}

es una congruencia sobre A y Rp(1) = D.
(ii) Si R es una congruencia sobre A, entonces R(1) es un S.D.M. de A y Rrn) = R.
Demostracion:

i) Por el Teorema 1.2.8, sabemos que Rp € EQ(A), respeta la operacién — y Rp(1) =
D. Resta probar que respeta la operacién A.
Sea (z,y) € Rp, v — y, y — x € D. Por Dj), tenemos A(x — y) € D, y por
(M8) A(x — y) — (Ax — Ay) = 1, entonces por Dy), Az — Ay € D. De marera
andloga Ay — Az € D, por lo tanto (Ax, Ay) € Rp.

ii) Veamos que se verifcan D;), Do) y Ds). Por el Teorema 1.2.8 sabemos que R es
S.D. Solo resta probar Ds). En efecto, sea x € R(1), entonces xR1. Luego, como R
respeta la operacion A, AzRA1 =1, y por lo tanto Az € R(1). Por lo tanto, R(1)
es un S.D.M. de A. Del Teorema 1.2.8 es inmediato que Rg(;) = R, lo que completa

lademostracién.
O

Corolario 2.3.3. El reticulo de las congruencias sobre un /\Hs-dlgebra A es isomorfa al

reticulo de los sistemas deductivos modales de A.

Demostracién: Inmediato del Teorema 1.2.8 y el Lema 2.3.2. U

2.4. Sistemas deductivos débiles, ligados y maximales

Definicién 2.4.1. Sea A un AHjs-dlgebra. Llamaremos implicacion débil a la operacion
binaria — definida sobre A por la prescripcion x — y = Ax — y. Ademds, si D C A
diremos que D es un sistema deductivo débil (o S.D.D.) si verifica (D1) 1 € D y (D}) Si
r,x—y €D, entoncesy € D.

Lema 2.4.2. Las siguientes propiedades se verifican en toda /\Hz-dlgebra:
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Cl) 2 — (y—x) =1,

C2) (z = (y—=2)) = ((#—y) = (@—2) =1,

C3) ((w—y)— )z =1,

C4) 1 —x=uz,

Ch) z— (r—y) =x—y,

C6) v — Ax =1,

C7) x = (y—z2)=y— (r—2)

Demostracién:

C1) Por la definicién sabemos que z — (y — z) =2 — (Ay — ) = Az — (Ay — x),
luego por (H15) = Ay — (Az — x), y por (M1), = Ay — 1 que por (H9) es igual
a l.

C2) Utilizando la definicién, tenemos que (x — (y — 2)) — ((x — y) — (z — 2)) =
(2= (Ay = 2)) = ((Br = y) — (Ar — 2)) = (Az — (Ay — 2)) — (A(Dz —
y) = (A = 2)) = AAs = (By — 2)) = (AAT = y) — (Az — 2)), luego
por (M9) esto es igual a (Ax — A(Ay — z2)) — (Az — Ay) — (Az — 2)) =
(Ax — (Ay — Az)) — (Az — Ay) — (Ax — z)), luego por (H18) esto es
igual a (Az — (Ay — Az)) = (Ax — (Ay — 2)) = (Az — (Ay — Az) —
(Ay — 2)) = Az — (Ay — (Az — 2)), y por (M1) y (H9) tenemos que es igual a
Ar— (Ay—1)=~Az—1=1.

C3) Por la definicién, ((z — y) — ) — 2 = A((x — y) — 2) = =z = A(A(z —
y) — ) — x = ANA(Ar — y) — ) — z, luego por (M9) esto es igual a
ALz — y) — Az) — = (Azr — Ay) — Az) — x, luego por (M3) esto es
igual a Az — x que es igual a 1 por (M1).

C4) Por la definicién 1 — o = A1 — z, y por (M4) y (H13) es igual a .

C5) Por la definicién, x — (x — y) = Az — (x — y), y por (H18) esto es igual a

(Ax — z) — (Az — y), luego por (M1), =1 — (Az — y), y por (H13) = Az — y

que es igual a x — y.
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C6) = — Ax = Az — Az por la definicién, y por (H6) esto es igual a 1.

C7) Por la definicién de — y (H15) inducimos que x — (y — 2) = Az — (Ay — z) =
Dy = (Bx —z) =y — (= 2)

Lema 2.4.3. Sea A una AHs-dlgebra y D C A. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
(i) D es un Sistema Deductivo Modal,
(ii)) D es un Sistema Deductivo Débil.
Demostracion:

(1) = (i) Sea D C A un S.D.M., entonces solo debemos probar D). Supongamos que z,
xr—y € D. Como x — y € D entonces Ax — y € D, y como x € D entonces por
D3), Ax € D, luego por Ds) y € D. Por lo tanto D es un S.D.D.

(1) = (i) Sea D C A un S.D.D. Es claro que D) se verifica. Sea x € D, veamos que Az € D.
En efcto, como x — Az = Ax — Az = 1 entonces r — Ax € D, por lo tanto

Ax € D, es decir, se cumple Ds).
Sean z, x — y € D. Veamos que y € D. Por (M8) A(z — y) — (Az — Ay) =1,

entonces (z — y) — (Azx — Ay) = 1. Ademads, como D es un S.D.D. tenemos que
Axr — Ay € D entonces x — Ay € D,y como x € D, entonces Ay € D. De esto
ultimo y (M9) tenemos que Ax — Ay = A(Ax — y) € D, y por (M1) inferimos
AN(Axr —y) — (Az — y) =1€ D, entonces Az — y € D, luego x — y € D, por

lo tanto y € D, es decir, se verifica Ds).

O
Notaremos con D4(A) al conjunto de los sistemas deductivos débiles de la A H3-algebra
A.

Observemos que si el algebra (A, —, 1) de tipo (2, 0) verifica C1), C2) y C4), el reticulo

de las congruencias es isomorfo al reticulo de los sistemas deductivos débiles.
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En efecto, se tiene que a partir de (C1) y (C4) se puede probar x — z = 1. De lo
anterior y (C1) inferimos que x — 1 = 1. Por otra parte, de z +— 1 = 1 y (C2), tenemos
que (x — y) — ((z — z) — (2 — y)) = 1 y por tltimo, de (C1), (C2) y (C4), concluimos

que (z — y) — ((y — 2) — (z — z)) = 1. Luego, tenemos probado el siguiente

Teorema 2.4.4. Sea dlgebra (A,—,1) de tipo (2,0) que verifica (C1), (C2) y (C4).
Entonces, el reticulo de las congruencias es isomorfo al reticulo de los sistemas deductivos
débiles.

Es claro que las A Hs-algebras con la implicacion —, verifican el Teorema 2.4.4.
Definicién 2.4.5. Sea M € D,(A). Diremos que M es mazximal si:
(1) M es propio,

(2) Si D € Dy(A) es tal que M C D, entonces D =A o M = D.

Definicién 2.4.6. Sea A una AHjs-dlgebra, D € Dy(A) y p € A\D. Diremos que D es
ligado a p si es mazimal entre los sistemas deductivos débiles que no contienen a p. Es
decir, D es ligado a p si, y solo sip ¢ D y si D' € Dy(A), tal que D C D' entonces
peD.

Lema 2.4.7. Sea Dy € Dy(A) y p € A\D;. Entonces la familia Dy(Dy1,p) = {D €

D4(A) : Dy C D,p ¢ D} con la inclusion es inductiva superiormente.

Demostracion:

Sabemos que Dy(Dy,p) # 0 pues Dy € Dy(D;,p). Luego, solo resta probar que
Da(D1,p) es una familia de conjuntos inductiva superiormente. Por lo tanto, basta probar
que toda cadena de sistemas deductivos débiles {D;};,c; C D(Dy, p), verifica D = | J D; es

i€l
una cota superior de {D;};c; en (D(D1,p), Q).

(1) D; C D para todo i € I. Inmediato de la definicién de D.
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(2) D1 CDypé¢D:
D; € D(Dy,p) paratodo i € I, entonces D; C D; para todo i € I, luego D1 C |J D,
i€l
por lo tanto D; C D. Ademés p ¢ D; para todo i € I entonces p ¢ D = |JD;
i€l
(3) D e Dd(A>
Sabemos que 1 € D; para todo ¢ € I, entonces 1 € D = |JD;, por lo tanto D
i€l
verifica D;). Veamos que verifica D)). En efecto, sean z, z — y € D = |JD;,
i€l
entonces existen j, k € I tales que x € D; y © — y € Dj. Como {D,}ic; es una
familia totalmente ordenada tenemos que D; C Dy o Dy, C D;. Luego, si ocurre
D; C Dy, (el otro caso es analogo), entonces x, x = y € Dy, y como D, € Dy(A)
para todo ¢ € I, tendremos que y € Dy, por lo tanto y € D = | D;.
i€l

g

Lema 2.4.8. Sea A una AHs-dlgebra con mds de un elemento, entonces existen S.D.

ligados.

Demostracién: Si consideramos D; = {1} y p € A, p # 1, por el Lema anterior tenemos
que Dy({1}, p) es inductiva superiormente. Luego por el Lema de Zorn, existe al menos un
elemento maximal P. Luego P es ligado a p. En efecto, es claro que p ¢ P y si D € D(A)
tal que P C D, entonces D ¢ Dy({1},p) pues P es maximal. Ademéds D; C Dy p € D,

lo que completa la prueba. O

Lema 2.4.9. Sea D € Dy(A) y p € A\D. Entonces eziste un S.D.D. L, tal que:
(i) DCL,.
(ii) L, es ligado a p.

Demostracién: Sea Dy(D,p) = {S € Dy(A) : D C S,p ¢ S}, por el Lema 2.4.7,
Da(D, p) es inductivo superiormente. Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal
L,, en Dy(D,p). Luego, de la definicién de Dy(D, p) resulta que D C L,, y p ¢ L,. Por
lo tanto, veamos que L, es ligado a p. En efecto, sea D' € D4(A) tal que L, C D'. Ahora
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veamos que p € D'. Sea D" € Dy(D,p), entonces D C D"y p ¢ D'. Por lo tanto, L, es
ligado a p. 0

Lema 2.4.10. Todo S.D.D. propio es interseccion de S.D. ligados. Mds precisamente, si
D € Dy(A) es propio, entonces D = (] L,
peA\D

Demostracién:

C) DC () L, es inmediato por el lema anterior.
peA\D

D) (N L,CD:Seaqe () L, ysupongamos por el absurdo que g ¢ D, entonces
peA\D peA\D
existe L, € Dy(A) tal que, por el lema anterior, L, es ligado a g y D C L,. Ademas

como L, € Dy(A) entonces (| L, C L,, luego ¢ € L, lo que es absurdo pues L,
peA\D
es ligado a ¢g. Por lo tanto, ¢ € D.

Lema 2.4.11. Sea A un AHs-dlgebra, H C A. Las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(i) p— q € [H),
(it) q € [H,p)m.
Demostracion:

(1) = (i7) Por la Proposicién 2.3.1 existen hy, ..., hy € H tales que (Ahq, ..., Ahg;p — q) = 1
entonces (Ahy, ..., Ahg; Ap — q) = 1, por lo tanto g € [H U {p})m = [H,P)m,

(17) = (i) Sea q € [H,p)m, de la Proposicién 2.3.1 inducimos que Ap — ¢q € [H),, entonces
p—q€ [H)n
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Lema 2.4.12. (Caracterizacion de los sistema deductivos ligados). Sea L € Dg(A) y
p € A\L. Las siguientes condiciones son equivalentes.
i) L es ligado a p,
ii) Para todoq¢ L, q—pé€ L
Demostracion:

i) = i) Sea q ¢ L, como L C [L,q),, entonces p € [L,q),,. De esto ultimo y el Lema 2.4.11,
tenemos que ¢ — p € [L),, y por el Lema 2.4.3, inferimos que ¢ — p € L.

i1) = i) Supongamos que q ¢ Ly sea D € Dy(A) tal que L C D, entonces existe p € D\L, y
por ii), podemos escribir ¢ — p € L. Por lo tanto, ¢ — p € D y por D}) inducimos
que p € D. De lo que resulta que L es ligado a p.

Lema 2.4.13. Sea A un AHjs-dlgebra, L € Dy(A) propio. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(i) L es maximal,
(ii) L es ligado a algin elemento de A.
Demostracion:

(1) = (i7) Como L es propio, entonces existe p € A\ L. Luego, L es maximal y no contiene a
p, entonces L es el maximal de los que no contienen a p. Por lo tanto, L es ligado a
P.

(i7) = (i) Sea p € A tal que L = L,. Supongamos que L no es maximal. Sea D € D,;(A) tal
que L € D. Por la definicién de ligado, p € D, ademas existe a € A — D. De lo
que resulta que p — a ¢ D, de modo que p — a ¢ L. Luego, por el Lema 2.4.12
inferimos que (p — a) — p € L. Por lo tanto, por C3) del Lema 2.4.2 tenemos que

p € L = L,, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, L es maximal.
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O

Observemos que el lema anterior es crucial para probar que la variedad de las AHs-

algebras es semisimple y la demostracién requiere de C3).

Lema 2.4.14. Sea M un S.D.D. mazimal de un AHs-dlgebra A. Entonces para todo
x € A\M tenemos que x — y € M, para todo y € A.

Lema 2.4.15. Si A es un AHs-dlgebra, entonces todo sistema deductivo débil propio de

A es interseccion de S.D.D. mazimales.

Demostracion: Sea L un S.D.D. propio de A. Por el Lema 2.4.10, L es interseccién de
S.D. ligados. Luego, por el Lema 2.4.13, los S.D. ligados son maximales. Por lo tanto, L

es interseccién de S.D.D. maximales. O

A continuacién, notaremos con &;(A) al conjunto de los S.D.D. maximales de una
A Hs-algebra A.

Lema 2.4.16. Sea A € H, entonces {1} = () M.
MEgd(A)

Demostracion: Inmediato por Lema 2.4.15. O

2.5. La semisimplicidad de la variedad de las A Hs-algebras

Teorema 2.5.1. (Teorema de Representacion). Sea el ANHs-dlgebra A con mds de un

elemento, entonces A es isomorfa a una subdlgebra de  [[ A/M.
M€€d(A)

Demostracién: Sea &;(A) = {My},. 4 y recordemos que [[A/M, = {f : A —
acA

U A/M, : f(a) € A/M, para todo a € A}.

acA

Sea ¢ : A — [[ A/M, tal que a cada elemento « le asigna ¢(a) = f,, donde f,(a) =

acA
do(a) € A/M,. Es claro que ¢ estd bien definida.
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(I) ¢ es un homomorfismo. En efecto, sea o(1) = fi. Luego fi(a) = (1) = 1, = 1(a).
Por lo tanto f; = 1. Dados a,b € A, veamosquep(a — b) = p(a) — ¢(b). En efecto,
pla = b) = famp. Ademds p(a) = fo y @(b) = fo Luego (fo — fo)(@) = fala) —
fo(@) = gaa) = ¢a(b) = dala = b) = fas(@).

(IT) ¢ es inyectiva.
Sean a,b € A tales que p(a) = ¢(b), entonces f,(a) = fp(«) para todo o € A, luego
¢a(a) = ga(b) para todo a € A, entonces a = b(mod R(,,)) para todo o € A, de
esta forma a — b,b — a € Nuc(q,) = M, para todo o € A. Luego a — b,b — a €

() M., y por el Lema 2.4.16 tenemos que a — b =1 = b — a, entonces a = b.
acA

Luego de (I) y (II) A ~ ¢(A) < ];[AA/MQ. O

2.6. Algebras Simples

Es bien sabido por resultados de dlgebra universal que si M es un S.D.M. maximal de
una A Hs-algebra A, si y sélo si el AHs-algebra cociente A/M es simple. Para determinar

las A Hz-algebras simples de AHs probaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1. Sea M un S.D.M. maximal no-trivial del A\ Hs-dlgebra A y consideremos
el conjunto My ={x € A: Vo g M} y Mypp={r € A:a¢ M,Va € M}. La aplicacion
h: A — Cs definida por:

0 st x € My
h(z) = q1/2 siz € My
1 stx €M

es un A\ Hs-epimorfismo tal que h='(1) = M.
Demostracion: Para demostralo necesitaremos probar lo siguiente:

1) z€ A,y € M, entonces z — y € M.
Por (H1) sabemos que y — (z — y) € M, luego por Dy), z — y € M.

2) x € My,y € A, entonces x — y € M.
Tenemos que Vz ¢ M, luego por el Lema 2.4.14, AVz — (x — y) € M vy, por
(M15) Vz — (x — y) € M. Entonces, por (H15) 2 — (Vz — y) € M, asi por (H3)
y Dy) (x — Vz) — (xr — y) € M y por lo tanto, por (M14) y Dy) x — y € M.
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x € Mo,y € My, entonces v — y € M.

Tenemos que Vx € M,Vy ¢ M. Supongamos que V(z — y) € M, entonces por
(M30) Vo — Vy € M, luego por Dy) Vy € M, lo que es absurdo. Por lo tanto
V(x — y) ¢ M, entonces © — y € M,.

x € My, y € My, entonces v — y € M.

Tenemos que z,y ¢ M y Vz,Vy € M. Se deduce que x — Ax ¢ M, ya que en caso
contrario, por (M13) (z — Ax) — & = Vo € M y por Dy) tendriamos que x € M
lo que es absurdo. De forma andloga, y — Ay ¢ M. Con un razonamiento similar,
por Do)y (M1) Az, Ay ¢ M. Luego, por el Lema 2.4.14 (x — Az) — Ay, (y —
Ay) — Ax € M, entonces por (M32) A(x — y) € M y nuevamente por Ds) y
(M1), z — y € M.

x € M,y € My, entonces x — y € M.

Tenemos que Ay ¢ M, x € M entonces por D3) Ax € M. Es facil ver que por (M14),
D), Dy) y (M5) Va € M. Luego por Dy) Vo — Vy ¢ M, pues de lo contrario, por
Dy) y Dy), tendriamos que Vy € M lo que es absurdo. De esta forma, por (M30)
V(z —y) ¢ M, entonces x — y € M s.

x € M,y € My, entonces x — y € M.

Tenemos que y ¢ M,Vy € M. Por D)y Dy), x — y ¢ M, ademéas por (H1)
y — (x — y) = 1, entonces por (M24) y (H5) Vy — V(z — y) = 1. Luego por Dy)
y D) V(x — y) € M, por lo tanto x — y € My s.

r € My, entonces Ax € M.

Tenemos que Va ¢ M, por (M34) VAz = Ax ¢ M, pues de lo contrario, si
Az € M entonces por (M1), Dy), Do) x € M, de esta forma por (H5), (M14),
Dy) y Ds) tendriamos que Vz € M, lo que es absurdo. Luego VAz ¢ M entonces
Ax € M,.

x € M5, entonces Az € M.
Tenemos que = ¢ M,Vx € M. Luego por Dy), Ds) y (M1) Az ¢ M, entonces por
(M34) VAz ¢ M. Luego Ax € M.

x € M entonces Ax € M.
Inmediato por Ds).
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De esta forma, podemos asegurar que h es un homomorfismo pues:
» A(l)=1,yaquel e M,
Sean =,y € A
» Siz,y€ M, porl)xz—ye M, entonces h(z) = h(y) =1—1=1=h(z — y),

» Siz € M,y € My, por 5) x — y € My, entonces h(x) — h(y) =1 —-0=0=h(z —
y),

» Siz € M,y € My, por 6) & — y € My, entonces h(z) — h(y) =1 — 1/2 =
1/2 = h(zx — y),

» Six € My,y € M, por 1) x —y € M, entonces h(x) — h(y) =0 —1=1=h(z —
y),

» Sixz € My,y € My por 2) x — y € M, entonces h(x) — h(y) =0—0=1=h(z —
y),

» Sixz e My,y € My, por 2) x — y € M, entonces h(z) — h(y) =0—1/2=1=
h(x — y),

» Siz € Myjpp,y € M porl)ax —ye M, entonces h(z) = h(y) =1/2 = 1=1=
h(x — y),

» Six € M,y € My por 3) v — y € M, entonces h(z) — h(y) =1/2 - 0=0=
h(x — y),

» Six € M,y € Myjp por 4) x — y € M, entonces h(x) — h(y) =1/2 — 1/2 =
1=h(z—y),

» Sixz € M por D3) Ax € M, entonces h(z) =1 = h(Ax),
» Sixz e M, por 7) Az € My, entonces h(z) =0 = h(Ax),

» Six € M, por 8) Azx € My, entonces h(z) =1/2 = h(Ax).
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Por lo tanto, para todo z,y € A tenemos que h(x) — h(y) = h(z — y) y Ah(z) = h(Ax).
0J

Teorema 2.6.2. Sea A un AHs-dlgebra y supongamos que {1} es un sistema deductivo
débil mazimal, entonces A/{1} es isomorfo a C3> = ({0,1}, —,1).

Demostracién: Sabemos que A/{1} = {C(a)}4eca, con C(a) = {z € A tales que = —
a=1,a — x =1} Es facil ver que A/{1} tiene dos elementos. En efecto, para cualquier
x € A, six # 1, por los lemas 2.4.3 y 2.4.14, tenemos que para todo y € A — {1} tenemos
que y — = = 1, y andlogamente x — y = 1. Ademds por (H9) Az - 1 =2 — 1 =1,
por lo tanto C'(x) = A — {1}. Luego, se ve facilmente que C(1) = {1}.

Sea h la funcién biyectiva tal que h(C(x)) =0y h(C(1)) = 1.

h(C(1)) =1, por lo tanto respeta la operacién O-aria.

h(C(x) — C(1)) = h(C(z — 1)) = H(C(1)) =1 =0 = 1 = h(C(z)) — h(CQ)) y
h(C(1) — C(x)) = h(C(1 — x)) = h(C(z)) =0=1— 0= h(C(1)) — h(C(x)), por lo
tanto respeta la operacién binaria. Luego. A es un isomorfismo. O

Corolario 2.6.3. Toda AHs-dlgebra simple A no trivial es isomorfa a C3°.

Demostracién: Sea A un A Hs-algebra simple, entonces existe B A Hs-dlgebra y M
S.D. maximal tal que A es isomorfa a B/M. Por el Teorema 2.6.1 existe h epimorfismo
de B a C3. Tenemos q : B — B/M epimorfismo candénico. Entonces por el teorema de
homomorfismo del algebra universal (ver [6]) existe un tinico h* : B/M — Cj isomorfismo.
Luego como A es isomorfo a B/M, tenemmos que A es isomorfo a Cs. U

Entonces tenemos probado el siguiente teorema.

Teorema 2.6.4. Toda AHs-dlgebra simple A es isomorfa a C3 o a C;7 = ({0,1}, —
S AT,

2.7. Calculo estilo Hilbert para las A H3;-algebras

Sea Var = {a,[,7,...} un conjunto numerable de elementos que denominaremos
variables, y sean — y A simbolos que llamaremos implicacién y delta. Indicaremos con

F'm al conjunto de las formulas obtenidas de la siguiente manera:
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F1) Si o € Vaar, entonces a € F'm,
F2) Si ay f son férmulas, entonces Ao, — [ € F'm,
F3) los unicos elementos de F'm son los obtenidos a partir de F1 y F2.

En adelante denotaremos por §m = (Fm, —, A) al algebra absolutamente libre gen-

erada el conjunto de variables Var.

Definicién 2.7.1. Denotaremos con H3 = (§m,F) al cdlculo Hilbert determinado por

los axiomas y regla de inferencia siguiente, donde o, 3,7, ... € Fm:

Axiomas

Reglas de Inferencia.

a— [

«
MP) —
(MP) 3

F o

F Ao’
Definicién 2.7.2.

(NEC)

(1) Una derivacién de una férmula o en H es una secuencia finita de férmulas o ..oy,
tales que «, es o y todo «; es, o bien, una instancia de un axrioma o es la conse-
cuencia de alguna regla de inferencia local (MP) o (NEC)) de H3, cuyas premisas
aparecen en la secuencia o...c;;_1. Diremos que o es derivable en H3,, y escribire-

mos = «, si existe una derivacidn de ella en H,.
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(2) Una derivacion de una férmula o en H% a partir de un conjunto de premisas T es
una secuencia finita de formulas ay...cu, tal que o, es o y, para todo 1 < i < n, la

formula a; es obtenida como sigue:

(i) o es una instancia de un axioma; o
(ii) o pertenece aT'; o

141) existe un conjunto {7, ky, ...k, C {1, ..., i—1} tal que oy, ...c;, . €S una derivacion
( ) ] .]7 Y ) ) Y q 1 m
de aj — o (de esta manera «; es obtenida a partir de a; y o — oy por (MP));

0

(iv) existe un conjunto {ky,...,kn} C {1,...,i—1} donde ay,...ax,, es una derivacion

m

de una premisa de una regla (NEC) tal que «; es la conclusion de esa regla
(ast o es obtenida a partir oy, por (NEC)); o

Diremos que « es derivable en H3 a partir de T, y escribiremos ' & «, si existe

una derivacion de o en H a partir de T.

Notemos que si, a;...qp, es una derivacién de H3, entonces todas «; satisface las
condiciones (i) — (iv) de la Definicién 2.7.2, y por ello la nocién de derivacién a partir de
premisas en H% esta bien definida. Diremos que « es teorema de la légica si ) F «, en
este caso notaremos - «a .

Proposicién 2.7.3. Las siguientes férmulas son teoremas de H .
(P1) Fa — a,

(P2) {8}k a— B,

(P3) {a = (B =)}k (@ = 0) = (a—7),

(P4) {a =8, B—=7}Fa—7,

(P5) {a = (B —=)}FF—(a—7),

(P6) {o« = B} F (v = @) = (v = 0),

(P7) {a = BYF (B8 —7) — (a —7),
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(P8) F Ao — ((Aa — AB) — Aa),

(P9) = Al — B) = (B = AP) = (a = AlLa)) — Ala — 5)).
(P10) = Al — B) — (Ao — Ap),
(P11) - Aa — AAa,
(P12) = (8 = AP) = (@ = Aa)) = Ala = ) = (Da — AB)
(P13) = (8 = AP) = (@ = ALa)) = Aa = ) = (Ba— AAS),
(P14) {a— B} - Do — AB,
(P15) - (Ao — AAL) — (B = Ap) — (a = AlAa)) — Ala — 5)),

(P16) F ((Aa — AB) — Aa) — Aa.

Demostracién:

(P () Fla—=((f—a)—a)—=(a—=(8—a)—=(a—a) [(A2)]
2) F((a—= (8 —a)) = (a—a) [(1),(A1),(MP)]
B) Fa—a [(2),(A1),(MP)]

(P2) (1) kB [Hip]
(2) F 88— (a—p) [(A1)]
B)Fa—p [(1),(2),(MP)]

(P3) (1) Fa—(8—7) [Hip |
2) Fla—=(B—=7)—=(a—=pF)—(a—=7) [(A2)]
3) F(a—= )= (a—7) [(1),(2)]

(P4) (1) Fa—p [Hip.]
(2) FB—n [Hip.]
B) Fla=(B—=7)—(a—=0) —(a—=9) [(A2)]
4) Fa—(6—7) [(P2),(2)]



(5) Fla—=p)—(a—n)
(6) Fa—~
(P5) (1) Fa—(8—1)
(2) Fla—=p)—(a—n)
(3) FB— ((a—B) = (a—17))
4) F(B—(a—=p) = (B—(a—7)
(5) F B = (a—B)
(6) FB—(a—7)
(P6) (1) Fa—p
(2) Fy—(a—0)
B Fly—a)=(y—0)
(P7) (1) Fa—p
2 F(@B—=7)—= B9
B)FB—=((B—=7)—7)
4) Fa—=(B—=7)—"7)
(5) F(B—=7) = (a—7)

(P8) Inmediato de (Al).
(P9) Inmediato de (Al).

(P10)

F(Ala = f) = (a = ) = (Ala = B) = (Ba — )
5) F Ala— B) — (Aa — ()
6) F AL — 8) = (Do — 3))
7) FAA(a— B) = (Aa = ) = (Ala = 5) = A(Aa — 5))



(P12)

(8) FAla = 8) = AlLa — f) [(7),(6),(MP)]
9) FA(a—=0) = (Alba = B) = (Ao — AB)) [(A5),(P2)]
(10) = (Ala = f) = Alba = ) = (Bla = f) = (Da = Af)) [(9),(A2)]
(11) F Ala = §) = (Ao — AP) [(10),(8),(MP)]
(1) F A(Aa — Aa) — (LAa — AlLa) [(AB)]
(2) F Ao — A« [(P1)]
(3) F A(Aa — Aa) [(2),(NEC)]
(4) F Aa — AAa [(3),(1),(MP)]
(1) F(((F = L&) = (@ = Da)) = (Bla = P)) = (Da — AF))  [(P10),(MP)]
(2) F(((B = AB) = (o= Aa)) = Ala— ) = (B = AB) = (@ — Aa)) —
(Da — Af)) [(1),(A2)]

B) F (B = AB) = (a = Aa)) = (Aa — Af)) — (Do — (B — AF) —
(@ = Aa)) — Af)) [(P5),(2)]
4) F (B = AF) = (a = Aa)) = Ala = 8)) = (B — BB) = (@ —
Aa)) — (Da — AB)) — (ba = (B = Af) = (a — Aa)) — Ap)))

) F (B = Af) = (@ = Aa)) = Ala = 0)) = (B = AF) = (o —
Aa)) = (Ao — AP))) = (B — AF) = (@ = Aa)) = Ala — §) —

(Aa = ((B = AP) = (a = La)) — AB))) [(4),(A2)]
(6) F (B = AB) = (a = Aa)) = Ala = B)) = (Bba = (B = Af) = (o —
Aa) — L)) [(2),(5),(MP)]
(1) F(ba = (B = AP) = (o = La)) = AP) = (ha — (B = AB) —
(@ = Da))) = (bha— Af)) [(A2)]
@) F (B = AP) = (@ = Aa)) = Ala = B) = ((Da = (B — AF) —
(@ = Aa)) = AB)) = ((Aa — (6 — Af) — (a — Aa))) = (Ao — Af)))
[(7),(P2)]
9) F (6 = Af) = (e = Aa)) = Ala — ) = (Aa = ((B = AP) = (a —
Aa)) = AB))) — (B = AB) = (@ = Aa)) = Ala — f)) — (Aa —
(8= Af) = (a = Aa))) = (Ao — Af))) [(8).(A2)]

) —
(3),(P2)]
(

) —



(P13)

(P14)

(P15)
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(10) F (8 = AP) = (@ = Aa)) = Ala = F)) = (Aa = ((8 = Af) — (a —

Aa)) — (Aa — Ap)) [(6),(9),(MP)]
(1) F (Ao = (8 = AP) = (@ = Aa)) — (B = AP) = (@ = Aa)) —

Ao = f)) = (Do — Ap)) [(10),(A2)]
(12) F (B — AB) — (Aa — (a — Aa)) [(A1),(P2

(13) F Aa — ((8 — AB) — (o — Aa)) [
(14) - (((ﬁ — Aﬁ) — (Oz — Aoz)) — A(a — ﬁ)) — (Aa — Aﬁ) [(13),(11),(MP

(1) F Aa — (A — AAP) [(P11),(P2)]
(2) F (Ao — Af) = (Aa — AAS) [(1),(A2)]
(3) Fa— (Aa— AlLa) [(P11),(P2)]
(4) F(a = Aa) = (a = Ala) (3),(A2)]
(5) F((B = A0) = (@ — Da)) = ((B = AB) — (. = AAa)) [(4),(P6)]
6) = (B = AB) = (a = ALa)) = Ale = B)) = (B — AF) — (a —
Aa)) — Ala — §)) [(5),(P7)]

(7) F (B8 = AB) = (o = Da)) = Ala = f)) = (ba — AP)) — (B —
B) = (@ = Aba)) = Ala — f)) = (Ao — Ap)) [(6),(P7)

(B = AB) = (a = ALa)) — Ala — B)) = (ba — AB)) — (((
f) = (@ = ALa)) = Ala — §)) = (Aa — AAP)) [

(10) F (B — AB) = (a = AAa)) = Ala — §)) — (Aa — AAB)[(8),(9),(MP

1) Fa—p Hip.]
(2) FA(e—B) [(1),(NEC)]
3) F Ao — A [(2),(P10),(MP)]
) FE—=(a—=p) [(A1)]
(2) FAB— Ala— ) [(1),(P14)]

(3) FAAS = (A — Ala — f)) [(2),(P2)]



(4) F(AAS — AB) = (AAS — Al — f)) [(3),(A2),(MP)]
(5) FAAB — Ala — B) [(4),(A4),(MP)]
(6) F (Ao — AAB) — (Ao — (Al — 5)) [(5),(P6)]
(7) Fa—((Aa— AAB) = (Aa — Ala — 3))) [(6),(P2)]
®) F (Ao — Ala — f)) = (ALa — Ala — () [(A4),(PT7)]
9) Fa = ((Aa = AAP) = (ba — Ala — ) = (e = (ba — AAS) —
(ALa — Ala — 3)))) [(8),(P6)]
(10) Fa— ((Aa — AAP) — (ALa — Al — 3))) [(9),(7),(MP)]
(11) F (Aa — AAL) — (a = (ALha — Ala — ())) [(10),(P5)]
(12) F (e = (AAa — Ala — §))) = (0 = ALa) — (a = Ala — §))) - [(A2)]
(13) F (Ao = AAP) — (a = (ALa — Ala — ) — (Aa — AAB) —
((a = ALa) = (@ — Aa — 5)))) [(12),(P6)]
(14) F (Ao — AAB) — ((a = ALa) — (o — Ala — f))) [(13),(11),(MP)]
(15) F (8 = AB) — (Ao — AALJ) — ((a = ALa) — (a — Ala — 0))))
[(14),(P2)]
(16) F (Ao = AAB) — (B — AB) — ((@ — Ada) — (o — Ala — )
[(15),(P5)]
(17) F((B = AB) = ((a = ALa) — (a — Ala — §)))) = ((F — A8) — (a —
Ala)) = (B — AP) = (a — Ala — 0)))) [(A2)]

(18) F ((Aa = AAL) — ((B = AP) — ((a = ALa) — (a — Ala — f)))) —
(Aa = AAB) — (B = AB) — ((a = AdLa)) — (B = AB) — (a —
Al — §)))) [(17),(PO6)]

(19) F (Aa = AAB) — (B = Af) — (o = ALa)) — (6 — AF) — (a —
Ao — 3)))) [(18),(16),(MP)]

(20) F (((B = AP) = (a = AdLa)) = (B = AB) — (o = Ala — 7)) —
(8= AP) = (a = AdLa)) = Ala — B)) [(A7),(PO)]

(21) F (Aa — AAB) — (((B — AB) — (a — ADa)) — Ala — 5))[(20),(P6),(19),(MP)]

(P16) (1) F ((Aa — AB) — Aa) — (Ao — Aa) — Aa) [(A6)]
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(2) F (Ao = Af) = Aa) = (Da — Aa)) — ((Da — Af) — Aa) — Aa)
(

[(1),(P3)]

3) F (Aa = Af) = Aa) — Aa) = (Ao — Af) = Aa) — Aa)) —

(Do — B8) — Aa) — Aa)
4) (Aa— AB) — Aa) — A«
Lema 2.7.4. = es una congruencia sobre AHg.

Demostracién:

= = es una relacién de equivalencia

(i) Reflexiva: Por (A0) F o — a, por lo tanto a = «.

(ii) Simétrica: Inmediato.

(iii) Transitiva:

(1) a=p
2) b=~
J) Fa—=0B,FB—«

[(2),(P3)]

(3),(P1),(MP)]

O



(6) F6—~ [(2)]
(1) F(B—=7) = (@—7) [(P7),(3)]
®) Fla—=v)—=(B—") [(P7),(4)]
9) a—=r=p0—7y [(7),(8)]
(10) = (8 —7) — (6 —9) [(P6),(5)]
(11) F (8 —6) = (8—1) [(P6),(6)]
(12) B >y=pB—0 [(10),(11)]
13) a =y=pF—0 [(9),(12)]
= = es compatible con A

(1) a= Hip|
(%Faﬁﬁ (1))
(3)FB—a [(D)]
(4) FA(a— f) [(2),(NEC),(MP)]
(5) FAE —a) [(3),(NEC),(MP)]
(6) F Aa — Ap [(4),(P10),(MP)]
(7) FAB = Aa [(5),(P10),(MP)]
8) ha=A [(6),(7)]
O

Teorema 2.7.5. El dlgebra de Lindenbaum m/ = de H es un dlgebra trivalente modal
definiendo |o| — |8 = |a — B| y |1| = 12, con 1 = a — a y donde |§| denota la clase de

equivalencia de la formula §. Mds ain, |a| — |B] = 1= si, y solo si, - a — 3

Demostracién: Por el Lema 2.7.4, sabemos que las operaciones de §m/ = estdn bien
definidas.
Si |a] — |B] = |a — B| = |1 entonces @« — f = a — a, por lo tanto - (o« — a) —

(v — f3), luego por (P1) y (MP) tenemos que - a — 3.
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Si tenemos que - a — f3, entonces por (P6) F (o« — a) — (a — 3), a su vez por (Al)
Fa— (@ — ) = «) y por (P5) tenemos que + (o« — ) — (o — «). Por lo tanto
a— [ =a— a,esdecir que |af = |8 = |a— B =|a— af =[1].

El hecho de que §m/ = es un dlgebra trivalente modal es consecuencia directa de los

Axiomas, las Reglas de Inferencia y la Propiedad 2.7.3. En efecto:
(D1) Inmediato de (P1).
(D2) 1 - a=a,

i) Fa — (1 — «) inmediato de (A1),

i) F(1—a)—

M F1—-a) —(1—a) [(P1)]
2)F1—=((1—a) —a) [(1),(P5)]
B)F(1—a —a«a [(2),(MP),(P1),0 — o = 1]

D3) a— (B —=7)=(a—0F) = (a—7)

i) Fla—=(8—=7) = (= F) = (a = 7)) Inmediato de (A3),

i) F((a—=p) = (a—=7) = (@—=(—17)
(1) F 6= (a—p) [(A1)]
2) F((@a=p8)—=(a—=7) =B —=(a—7) [(1),(P7)]
B) Fla=p) —=(a—=7)=(@—=(—1) [(2),(P5)]

—(@—=f) = (=) —a)=(a=p5)—0) [(A2)]

— f) [(1),(MP),(P1)]
) = (6 = a) = ((a = B) = §)) [(2),(P6)]
—((f—a)=a)) = (a=pF) = ((f—a)—=F) [
i) F((a—=p) = (8 —a)—a)) = ((a—=F) = ((8—a) = F)) Inmediato del

paso (3) de la demostracion i) anterior.
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(E2) Inmediato de (A2),
(M1) Inmediato de (A4),
(M2) Inmediato de (P13) y (P15),
(M3) Inmediato de (P10) y (P8).
Motivo por el cual podemos afirmar que Fm/ = es A Hs-algebra. ([l
Definicién 2.7.6. Una valuacion v es una funcion v : §m — Cz que satisface lo siguiente:
= v(a = ) = v(a) = (),
= v(ba) = Av(a),
» v(l2) = 1.

Diremos que o es semdanticamente vdlido, y lo notaremos Fap, o, st para toda valu-

acion v, v(a) = 1.

Observaciones 2.7.7. Todo axioma es semdnticamente valido, basta con verificarlo por

tablas.

Teorema 2.7.8. (Teorema de la deduccién)

Sea H C F'm, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) HE (= 0),
(1) HU{a}F 5.

Demostracion:
Llamaremos 7 al conjunto de férmulas que tienen una demostracion formal a partir
del 0. Es decir 7 = {a € Fm, tal que : F o}

(i) = (i1): Supongamos que H F (oo — ), entonces existe una demostracién formal de o — (3

a partir de H.

HUT

~—~
—_
~—
Q
[aly
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(n) a — g.

Entonces

(n+1) a — 7,
(n+2) B, [(1),(n+1),(MP)]

es una demostraciéon formal de § a partir de H U {a}.
Luego H U{a} F S.

(#7) = (i): Haremos la demostracién por induccién sobre la longitud de la demostracién formal
de la férmula (.

Sin=1, ay es 3, luego 5 € T U H U {a}.

Caso 1. 5T UH:

(1) 3, [Hip.]
(2) B — (a—p), [(AT)]
3) a— p. [(1),(2),(MP)] Por lo tanto, H - (o« — [3).
Caso 2. § € {a}:

(1) OF (o= p), [(P1)]
(2) 0 CH,

(3) HE (a—a). [(1),(2)]

Hipétesis de induccion: Supongamos que el enunciado vale para toda férmula
r cuya demostracion es de longitud menor o igual a n-1 y sea

(1) aq,
(2) a2,
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(m) 3,
una demostracién de (3, a partir de H U {a}, de longitud n.

Caso 1. f € HUT U{a} : Es andlogo al caso 1 de n=1.
Caso 2. § ¢ HUT U{a} : De la hipdtesis resulta que existe una de-

mostracién formal
(1> a,
(.]) aja

(n-1) a; — 3,
(n) S.

Como «a; y a; — (3 tienen una demostracién formal a partir de H U {a},
de longitud menor o igual que n-1, entonces por la hipotesis de induccién
tenemos que H F (o« — o) y H F (o — (o; — f3)).

Por lo tanto podemos escribir

(1) 617
: [demostracion formal a partir de o« — «; a partir de H,
(t) o — ay, (Bi#a,1<i<t—1)]
(1) 7,
' demostracion formal a partir de o — (a; — () a partir de H,
J

(s) a— (o5 — B), (i# o, 1<i<s—1)

Entonces,

(1) B,
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)
(m+1) (= (a; — B) = (e = ;) = (a = 3)), [(A2)]
(m+2) (@ — o) = (@ — ), [(m),(m+1),(MP)]
(m+3) a — [(t),(m+2),(MP)]

Por lo tanto H + (o — (3).

Observemos que la demostracién del teorema anterior solo precisa de los axiomas (A1),
(A2) y la regla (MP). Por lo tanto, la demostracién del la deduccién es la misma que para

el calculo implicativo positivo clésico.

Teorema 2.7.9. (Teorema de Correctitud)

Sea v € F'm tal que = o, entonces Fap, a.

Demostracion:

Sea a € Fm tal que existe una demostracion formal (o, ..., q,) de o. Haremos la
demostracion por induccion sobre n.

Si n=1 entonces oy = «, y por la definicion de demostracién formal a; = «a es un
axioma.

Supongamos que la demostracion es verdadera para todo n < k y veamos que se
verifica para n=Kk.

Por la definicion de demostracion formal:

= Si oy es un axioma es inmediato.

= Si« es consecuencia de aplicar (NEC) y « es equivalente a Aq; (con i < k), entonces
por hiptesis inductiva tenemos que v(a;) = 1. De lo que concluimos, por la definicién

de valuacién, que v(a) = v(Aw;) = Av(oy) = Al =1,
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= Si Supongamos que « es consecuencia de aplicar (MP) a o; y oy — « (con ¢ < k),
entonces por hipétesis inductiva y definicién de valuacién tenemos que v(a;) =1y
v(e; — a) = 1. Luego, v(o; — ) = v(ay) — v(a) = 1 y por (H3), inferimos que
v(a) = 1.

Teorema 2.7.10. (Teorema de Completitud)

Sea o € F'm, si Eap, o, entonces - «

Demostracion: Sea o € F'm tal que « es valida, entonces para todo funcion f : gm — Cs
existe un h € Hom(Fm,C3) tal que h(a) = 1=. En particular h(a) = 1 para todo
h € Hom(§m,Fm/ =). Entonces, sea ¢ : §m — Fm/ = la aplicacién candnica, tal que
h(a) = |a|. Luego, |a| = 1= = {f : # es un teorema}. Por lo tanto, - a con lo que la

prueba es completa. O]
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3. Capitulo III

3.1. Algebras de Hilbert con infimo trivalentes modales

En este capitulo expondremos los resultados de [11] en donde se estudia el {—, A, A 1}-
reducto de las algebras de Lukasiewicz-Moisil de orden 3. Estos autores, denominan a di-
cho reducto semireticulos implicativos modales trivalentes, nosotros vamos a presentar una
axiomatica acorde a nuestros objetivos. Es decir, nos interesaremos en estudiar reductos

donde aparezcan operaciones reticulares en algebras de Hilbert.

Las élgebras de Hilbert con infimo fueron introducidas y estudiadas en [30], las mismas
pueden ser presentadas como &lgebras (A, —, A, 1) del tipo (2,2,0), donde el reducto
(A, —,1) es un algebra de Hilbert y (A, A) es un semirecticulo inferior. Estos autores
probaron que la clase forma una variedad. Cabe destacar que estas algebras son una
subclase de las BC'K-dlgebras con infimo estudiada en [40].

En lo que sigue nos interesaremos en las subvariedad de las dlgebras Hilbert con infimo

trivalentes, las que notaremos con i H3-algebra, las podemos definir como sigue:

Definicién 3.1.1. Una iHs-dlgebra es una dlgebra (A, —, A, 1) del tipo (2,2,0) que sa-

tisfacen las siguientes condiciones:

(1) El reducto (A,—,1) es un dlgebra de Hilbert que satisface (IT3) ((x — y) — z) —

(z—>x)—2)—2z=1.
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(2) Se wverifican las siguientes identidades:

Toda algebra de Hilbert trivalente con infimo permite definir el supremo de la siguente

manera:

eVy Y (z—y) =y Ay —z) — 2).

En efecto. Sean a,b € A. Llamemos ¢ = ((a — b) — b) A ((b — a) — a). Como las
siguientes inecuaciones z < (r — y) —» yy < (y — x) — x son validas para cualquier
x € A,y existe el infimo ((r — y) — y) A ((y — ) — x), entonces ¢ es una cota superior
de {a.b}. Supongamos que d es otra cota superior de {a,b} y ¢ £ d. Entonces existe un
sistema deductivo irreducible P tal que ¢ € Py d ¢ P (Corolario 1 pag. 33 [23]). Ya que
a,b < d, entonces a,b ¢ P. Como A es trivalente, por los resultados establecidos en el

articulo de A. Monteiro (Théoreme 4.1 de [35]), se tiene que

a—beP

b—acP

Si suponemos que a — b € P, como ¢ < (b — a) — a, por Modus Ponens obtenemos que
a € P, lo que es imposible. Si consideramos el caso b — a € P llegaremos también a una
contradiccién. Por lo tanto ¢ debe ser el supremo de {a, b}.

Luego, toda 1 H3-dlgebra es un reticulo relativamente pseudo-complementado (ver [41]),
puesto que verifica x A z < y si, y solo si, x < z — y. De esto ultimo concluimos que cada
iHjs-algebra es un reticulo distributivo ([41, Chap.I 12.1.]).

Por otro lado, en [20] se define a las dlgebras de Hilbert con supremo de la siguiente

manera:

Definicién 3.1.2. ([20/)Un dlgebra Hilbert con supremo (o HY-dlgebra) es un dlgebra

(A, —,V, 1) tal que verifica las siguientes propiedades:
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(HY1) (A, —,1) es un dlgebra de Hilbert,
(HY2) (A,V,1) es semireticulo superior con tltimo elemento 1,
(HY3) A satisface las siguientes identidades:

(@) 2 — (zVy) =1,

) (z—y)—((zVy) —y) =1

. ., . . VAN ., . ;.
A continuacién definiremos a las iHj5 -algebras, que servirdn como axiomética del
{—=, N, V, A, 1}-reducto de las algebras Lukasiewicz-Moisil.

Definicién 3.1.3. Diremos que una ngA-dlgebm es una dlgebra (A, —, A\, A, 1) del tipo
(2,2,1,0) si el reducto (A,—, N\, 1) es una iHs-dlgebra y el operador A satisface las si-

guientes propiedades:
(M1) Az —x =1,
(M2) ((y — Dy) — (& — AD)) — Dle — y) = Aa — Ady,
(M3) (Azx — Ay) — Az = Ax.
Denotaremos la variedad de i Hs -algebra como rHj .
Lema 3.1.4. En toda iHs-dlgebra se satisfacen las siguientes propiedades:
(IS1) z mz =y —y,
(IS2) (x = y) Ay =y,
(IS3) z = (yAz)=(z—2) Az —y),
(IS4) s A (z —y)=x Avy.

Demostracién: En [27] se probd que las dlgebras de Hilbert con infimo que satisfacen
(IS) x — (y — (x Ay)) = 1, coinciden con los semireticulos implicativos, es decir verifican
(IS1) a (IS4). Por otra parte, sea A una Hj-algebra entonces por Teorema 2.6.4 tenemos
que A ~ S donde S es una subalgebra de (C3*)X para algun X # 0. Ahora, si suponemos
x,y € S, entonces z,y : X — C5”. Es claro que, para todo ¢ € X tenemos que x(i) Ay(i) €
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C57, luego x(i) — (y(i) — (x(i)Ay(i))) = 1 para todo i € X. Por lo tanto, en A se verifica
(IS) y entonces, A es un semireticulo implicativo. 0

En lo que sigue expondremos algunas propiedades ttiles para el desarrollo del capitulo.

Lema 3.1.5. En toda Z'HSA-(ilgebm se satisfacen las siguientes propiedades:
z’HgA lL.x<ysur—y=1surANy=ux,
iHSY 2.0 — (y— 2) = (x Ay) — 2,
iH?)A 3 x—(xANy)=x—>y,
iHy 4. (xAy) = (z—y) =1,
iy 5. (= y) = (zA2) = (2Ay) = 1,
iHS 6. (xAy) — o =1,
iHE 7 (xAy) =y =1,
iH3A 8 1Nz =u,
iHy 9.1 — (y— (xAy) =1,
iHS 10. V(x Ay) = Va A Vy, recordemos que Vi = (x — Ax) — Az,
iHE 11, Az Ay) = Az A Ay,
iHS 12. (Vo — ) AV =z,
z’H?)A 18. z— (x ANy) =2 — y,
Demostracién:

ngA 1. Inmediata del orden definido en un algebra de Hilbert y del orden que se puede

definir en un semireticulo inferior.



iHE 2.

iHS 5.

iHL 6.
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Esta propiedad se puede probar usando la logica y el teorema de la deduccién.
Una axiomatica para las logicas de los semireticulos implicativo puede ser dada en

términos del célculo presentado [31] agregando el axioma a@ — (§ — (a A [3)). Basta
ver que {o — (6 =), a NG} Eyy {(aAfF) =)} 5 — 7.

(D) zAy=2A(x—y), [(1S4)]
(2) 2= (zAy)=2— (@A (z—y)), [(1)]
B)z—(@Ay)=(x—(z—y)A@—a), [(2),(1S3)]
4) 2= (zAy)=(x =y AL [(3),(H16),(H6)]
(5) z = (xAy) =2 —y. [(4),iH; 1]
(1) (z—y) = (@—y) = [(H6)]
2) =y Al=z—y, [iHy 1]
B) @—=ynr(z—a)=c—y [(2),(H6)]
(4) 2= (zAy)=(x =y A(r— 1) [(IS3)]
(B)z—=(zAny)=2—y [(4),(3)]
(6) (z—(zAy) — (z—y) =1 [(5),(1)]
() z—((xAy) —y) = [(6),(H18)]
8) (zAy) = (z—y)= [(7),(H15)]
(1) (zAz) = (zAy)=2—(z— (2 Ay)), [iHy 2]
(2) (zA2) = (zAY) =(z—=2) = (2 = (2AY)), [(1),(H18)]
B) (zAz) = (zAy) =(z—2) = (= y) Az = 2), [(2),(IS3)]
(4) (zh2) = (zAY) = (2 =) = (2 —y), ((3),iHy 1.,(H6)]
(5) (zAz) = (zAy)=2— (z—y), [(4),(H18)]
6) (z—y) = ((zA2) = (zAY)=(z—y) = (2 = (¥ = y)), [(5)]
() (z—=y) = ((zA2) = (2 Ay) =1 [(6),(H1)]
(1) (zAy) mz=2—(y—2) [iHy 2.
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() @Ay sy=1—(y—y), [iHy 3]
(2) (zAhy) my=2—1 [(1),(HO6)]
(3) (@Ay) —y=1 [(2),(H9)]
(1) (z>2)Az=2z [(1S2)]
(2) 1Nz =u [(2),(HO6)]
D r—W—@Ay)=z—(y =y A — ), [(1S3)]
22— W—(@Ay)=z— 1A (y —2), [(1),(HO6)]
B)z—y—(@Ay)=a—(y—a), (2),iH; 8]
4) z—(y—(zry) =1 [(3),(H1)]
(1) V(zAy) = (Ve AVy) = (V(zAy) = Vy) A (V(z Ay) — Va), [(1S3)]
(2) V(@Ay) = (Ve AVy) =V((zAy) = y) AV((zAy) — z), [(1),(M30)]
(3) V(z Ay) — (Vo A Vy) = V1AV, [(2),iHE 6.iHE 7))
(4) V(z — z) =V — Vuz, [(M30)]
() Vl=1 [(4),(HO6)]
(6) V(zAy) = (Ve AVy) =111, [(3),(5)]
(7) V(zAy) = (Ve AVy) = [(6),(iH3)]
(8) (VxAVy) = V(xAy) =V — (Vy— V(zAy)), [iH3A 2.]
(9) (VaAVy) = V(zAy)=V(z—(y— (xAy))), [(5),(M30]
(10) (Vz A Vy) — V(z Ay) = V1, [(9),iHS 9.]
(11) (VzAVy) = V(z Ay) = [(5),(10)]
(12) V(z Ay) = Vx A Vy. [(7),(11),(H3)]
(1) zAy <=z [(H5),iHS 6.]
(2) zAy <y [(H5),iHE 7.
(4) Az Ay) < A, [(1),(M10)]
(5) Az Ay) — (Bz AAy) = (Alx Ay) — Ay) AN(Az Ay) — D), [(1S3)]



(6) Az Ay) — (Dz A Ay) = [(3),(4),iH2,(5),(H5)
(7) (Bz ANAy) = Alz Ny) = Az — (Ay — Az Ay)) [iHy
8) (AzAAy) = AlzNy) = Az — A(Dy — (zA\y)) [(7),
(9) (AzAAy) = AlzNy) = Az — A((Dy — y) A(Dy — ) [(8),
(10) (Az A Ay) — Az Ay) = Az — ALy — z) [(9),(M1),i
(11) (Az A Ay) — Az Ay) = Az — (Ay — Ax), [(10),(MO9)
(12) (Az A Ay) — Az Ay) = 1. (11
(13) Az Ay) = Az A Ay, [(6),(12
iHS 12, (1) (Vo — 2)Ax) —» o= (Vo — z) — (Vo — ), [iHS 2
(2) (Vo —z)ANz) —x=1, [(1),(H6)
3) = (Vzr —2x)ANz)=(z — V)N (x — (Vz — 1)),
4) 2= (Ve —a)Az)=x—1 [(3),(M14),(H5),iHS 3
(5) 2 = (Vo —z)Az)=1 [(4).(
6) (Vz =) w=uz [(5),(2).(
iHS 13, (1) 2 — (zAy) = (z — y) A (z — 2),
(2) 2= (@Ay)=(x—y) Al [(1),(HO6)]
B)z—(xAy)=2—y [(2).i

Lema 3.1.6. Las siguientes propiedades son validas en toda 1Hs-dlgebra:
(HY1l) Six —y =1, entonces x Vy =1y,
(Hy2) Six —z=1yy— z=1, entonces (xVy) — z =1,
(HY3) A(AzxV Ay) = Az V Ay,
(HY4) Az Vy)=AzxV Ay,

(Hy5) V(zVy)=VazVVy.
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Demostracion:

(Hy1) Inmediato de la definicién 3.1.2.

(Hy2) Por hipétesis tenemos que © — z = 1y y — z = 1, entonces por (Hy 1) tenemos
que xVz=zyyVz=z Luego (H"3) (a), tenemos que (zVy) — ((xVy)Vz) =1,

y por (H"2) y lo mencionado anteriormente tendremos que (z Vy) — z =1

(HY3) A(AzxzV Ay) < Az VvV Ay resulta evidente por (M1). Por otro lado tenemos que
Ax — (AxV Ay) =1y Ay — (AxV Ay) = 1 por (HY3) (a) y (H"2), luego
por (M10) y (H5) AAzx — A(Az Vv Ay) =1y AAy — A(Ax VvV Ay) =1, y por
(M5), Ax — A(Az Vv Ay) =1y Ay — A(AzV Ay) =1 de esta forma, por (Hy'2)
Nz V Ay < A(Azx Vv Ay).

(Hy4) Por (H"3) (a) tenemos que z — (xVy) = 1,y por (H5) y (M10), Az — A(zVy) = 1.
De la misma forma llegamos a que Ay — A(z Vy) = 1y por (Hy2) tenemos que
(Ax Vv Ay) — A(z Vy) = 1. La reciproca es inmediata por tablas de verdad.

(HY5) Inmediato de iH5 10, la definicién del supremo mediante el infimo y (M30).

O
Consideraremos a los sistemas deductivos modales definidos en el capitulo I, y notare-
mos con D,,(A) a los sistemas deductivos modales de la i HS -algebra A y con Con, e (A)

al conjunto de las i1H SA -congruencias de A.

Lema 3.1.7. Para toda A € iH?, se tiene que el conjunto ordenado Dy,(A) es isomorfo

en el orden a C’oniH?(A).

Demostracién: Por el Lema 2.3.2, tenemos que D(A) es isomorfo a Con(A). Resta ver
que si D es un S.D.M de A la relacién Rp = {(z,y) : * — y,y — = € D} respeta el
infimo. Supongamos que (z,y) € Rp es decir, v — y,y — © € D y sea z € D. Por
iHS 3., tenemos que (z — y) — ((z Az) — (2 Ay)) = 1, entonces por D;) y D),
(z Ax) — (2 Ay) € D. Anédlogamente podemos obtener que (z Ay) — (z Ax) € D.
De esta forma (2 A z,z Ay) € Rp, y por la conmutatividad de A podemos afirmar que

(x N z,y A z) € Rp. Por lo tanto la relacién Rp respeta el infimo. O

Teorema 3.1.8. Sea A € i]H[3A no trivial. Entonces, A es producto subdirecto de iH3A—

algebras simples.
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Demostracién: Por el Teorema 2.5.1 (Teorema de Representacién) solo resta probar que
¢ respeta el infimo. Dados a,b € A : p(a Ab) = p(a) A p(b). p(a Ab) = forp. Ademés

pla) = fay o(b) = fo. Luego (fu A fo)(a) = fala) A fo(@) = qa(a) A qa(b) = ga(a A D) =
fa/\b(a)- D

Teorema 3.1.9. Sea A € iH?)A y M un S.D.M. maximal de A. Entonces la aplicacion

h: A — Cs definida en el Teorema 2.6.1 es un epimorfismo de iH?.
Demostraciéon: Por el Teorema 2.6.1 es suficiente con probar:

1) Siz e Myey € A, entonces x Ay € M.
2) Size Myeyc A entonces x Ay € M.
3) Sixz,y € M, entonces z ANy € M.

En efecto,

1) Sea x € My,y € A, entonces x ¢ M, Vo ¢ M. Por iH3* 3. y v ¢ M tenemos que
x ANy ¢ M,y que (Vx AVy) — Va € M. Ademds, como Vo ¢ M, Va AVy & M,
y por iHS 10. V(z Ay) ¢ M, entoces z Ay € M.

2) Seaw € My ey & My, entonces x ¢ M y Va,Vy € M. Por iHZ 6.y D) tenemos
que Ay ¢ M. Luego por iH: 9.y Dy), Va — (Vy — (V& A Vy)) € M. De
esta forma, al tener que Va, Vy € M, por Dy), V(z Ay) € M,y como z Ay ¢ M,
T ANy € M.

3) Inmediato por iHS 9.y Dy).
U

Teorema 3.1.10. Sea A un iH5 -dlgebra y {1} un S.D.M. mazimal, entonces A/{1} es
isomorfo a C;" = (Cy, —, A\, A\, 1)

Demostracién: Del Teorema 2.6.2 y el Teorema 3.1.7 se puede observar que A/{1} tiene
dos elementos. Luego, tomando C(z) del Teorema 2.6.2, es claro que h(C'(z) A C(1)) =
h(C(z A1) = Rh(C(x)) =0. O

De los Teoremas 3.1.10 y 3.1.9, y de resultados de algebra universal tenemos probado

el siguiente
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Corolario 3.1.11. §5i A € ngA es no trivial, entonces A es isomorfa a un producto

subdirecto de C3™".

3.2. Calculo estilo Hilbert para las z'HgA -algebras

Sea Var = {a, 3,7, ...} un conjunto numerable de elementos al que denominaremos
variables, y sean —, A y A simbolos que llamaremos implicacién, delta y conjuncién

respectivamente. Indicaremos con F'm; al conjunto de las férmulas.

En adelante denotaremos por §m; = (F'm;, —, A, /A, 1) al dlgebra absolutamente libre
de tipo de similaridad (2,2, 1, 0) generada por un conjunto numerable Var. Los elementos

de Var son llamados variables o férmulas atémicas.

Definicion 3.2.1. Denotaremos con iHBA = (Fm;, F;) a la ldgica proposicional definida a
través del siguiente cdlculo de Hilbert, donde o, 3,7, ... € F'm;, con las notaciones antes

mencionadas.
Axiomas
(A1) a— (8 = a) [(AD)],
(4:2) (@ = (8 —17)) = (@ = P) = (@ = 7)) [(A2)],
(A3) ((a—=pF) =7) = ((y = a) =) =)
(Ai3) (anpB) — B,
(Ai4) (@A (a— B) = (anp),
(A4i5) (anpB) = (BAa),
(A4i6) ((anB)Ay) = ((aAy)AB),
(A7) Aa — a,
(A:8) A(La — B) — (Da — Ap),

(4:9) ((B8 = Af) = (@ = Ala — B))) = Ala — f),
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(4:10) ((Aa— B) =) = (Ao —7) = 7).
Reglas de inferencia

(R1) (MP),

F o
9) =
(R2) -2

a— f3

(R3)

Definicién 3.2.2.

(1) Una derivacion de una férmula o en tH3, es una secuencia finita de férmulas oy ...ou,
tales que o, es o y todo o es, o bien, una instancia de un axioma o es la consecuen-
cia de alguna regla de inferencia local ((R1), (R2) o (R3)) de H3 cuyas premisas
aparecen en la secuencia oy,...c;;_1. Diremos que « es derivable en tH3, y escribire-

mos b= «, si existe una derivacion de ella en iH3, .

(2) Una derivacion de una férmula o en iH a partir de un conjunto de premisas T es
una secuencia finita de formulas aq...«, tal que o, es oy, para todo 1 < i < n, la

formula o; es obtenida como sigue:

(i) «; es una instancia de un azioma; o
(ii) «; pertenece a I'; o

(7ii) existe un conjunto {j, ki, ..., km} C {1, ...,i—1} tal que ag, ...y, es una derivacion
de a;j — «; (de esta manera «; es obtenida a partir de o; y oy — o por (R1));

0

(iv) existe un conjunto {kq,...,knm} C {1,...,i—1} donde ay,...ax,, es una derivacion

m

de una premisa de una regla (R2) tal que o es la conclusion de esa regla (asi o

es obtenida a partir ay,, por (R2)); o

(v) existe un conjunto {ky,...,kn} C {1, ...,i—1} donde ay,...ay,, es una derivacion

m

de una premisa de una regla (R3) tal que oy es la conclusion de esa regla (asi o

es obtenida a partir oy, por (R3)).



Notaremos a =; 3 si, y s6lo si, - a — By 8 — «a.

Lema 3.2.3. Las siguientes férmulas son teoremas de iH3, .

(M;1) H a— a,
(M;2) {7y} Fia— 7,
(M;3) {a = (B =)} Fi (0= ) = (a—7),
(Mid) i (0 = (B— 7)) = (B = (a = 7)),
(M5) {a = (B =)} Fi B = (a—7),
(Mi6) {o— B} Fi (B—7) = (o — ),
(Mi7) {a — B} Fi (v = @) = (v = ),
(P4) {a =B, B—=tFia—7,
(Mi8) {a=; 8,0 =i n} i (a = 0) = (6 —n),
(R6)i {o— frHi{(yAa)— (vyAB)},
(R10); {a — 8,0 = n}Fi {(anb) — (BAN)}
(M9) {a=; 8,0 =i n} ki (aNb) = (BAn),
(M;10) F; (a — (o = B)) = (a = B),
(Mi11) & ((a = B) = (B = 7)) = (@ =),
(M;12) F; ((a — B) A B) =i B,
(M;13) F; (@A (a— B) =i aAB,
(R11); {a = B, =y}t ki{a—= (BAY)}
(Mi14) Fi (o = (BAY)) = (= ) A (e =),

(Mi15) F; A(c« — ﬁ) — (Aa — Aﬂ),
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(M;16) F; Ao — Ada,
(M;17) Fi (B = AB) = (@ = Aa)) = Ala = §)) = (Aa — AB),
(M;18) b (B — AB) — (a = AlLa)) — Ala — ) — (ba — AAJ),
(M;19) {a — B} b Aa — AB,
(M;20) {a=; B} Fi Ao =; AB,
(M;21) Fi (Do — AAB) — (B — APB) — (a — ALa)) — Ala — f)),
(Mi22) b (8 — A8) — (a — Ada)) — Ala — ) = Aa — AAS,
Demostracién:

(M;1) Inmediato de (P1).

(M;2) Inmediato de (P2).

(M;3) Inmediato de (P3).

(M;4) Inmediato de (P5) y el Teorema 2.7.8.

(M;5) Inmediato de (P5).

(M;6) Inmediato de (P7).

(M;7) Inmediato de (P6).

(P4) (1

2
3
4

o —

i B —

Fi(a = (8—7) = (@ —=P) = (a—7))
Fia— (B — 1)

5) Fi(a— ) — (a—7)

(
(
(
(
(
(6

)
)
)
)
)
)

Hoa—y

(M;8) (1) = 5,
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(M;9) Inmediato de (R10);.

(A1)
[(1),(M:6)]

(1) I—ia—>(6—>a),

(M;10)

(2) Fi((B—=a) = (a—=f) = (a— (= [)),
B) Fila—=p5) = ((6—a) = (a—p),

(4) Fi(a—=5) = (o= (= p)).

[(As1)]

[(2),(3),(P4)]



73

(M;11) Inmediato de (P4) y el Teorema 2.7.8 (Teorema de la Deduccién).

(M;12) (1) & ((a— B) A B) — B, [(Ai3)]
2) BB — (a—0), [(Ail)]
(3) i (BAB) = ((a — B) A B) [(R6):,(2)]
(4) Fi B— (BAD), [(M;1),(R3)]
(5) FiB— ((a = B)AB) [(4),(3),(P4)]
6) ((a« = B)AB)=ip [(1),(6)]
(M;13) (1) Fi (@ A(a— B)) = (aAp) [(Aid)]
(2) i B = (a—p) [(Ai1)]
(3) Fi(@AB) = (aA(a—B)) [(R6):,(2)]
4) (@A (a—p) =i(anp) [(1),(3)]
(R11); (1) Hia—p [Hip.]
(2) Fia—y [Hip.]
(3) Fi(ana)— (BA9) [(1),(2),(R10);]
(4) Fia— (ana), [(M;1),(R3)]
(5) Fia— (BAY), [(4),(3),(P4)]
(M;14) (1) F (v AB) — B, [(Ai3)]
(2) Fi (BAY) = (vAB) [(Ai5)]
(3) Fi (BAY) — 0, [(2),(1),(P4)]
(4) Fi (BAY) =7, [(A:3)]
(5) Fi(a— (BA7) = (a—p) [(3),(M; 7))
(6) Fi (@ — (BA7)) = (=), [(4),(M; 7))
(7) Fi (= (BA7)) = ((a = B) A (a— 7)) [(5),(6),(R11);]
(M;15) (1) F Aa — a, [(A7)]
(2) (@ —B) = (ba—p) [(1), (M;6)]



3) Ala = B) = ((a = f) = (Da = f)), (2), (M:2)]
4) (Ala = f) = (@ = 0) = (BAla = f) = (Da = §)), (3), (M;3)]
(6) AlA(a— p) = (Ao — B)), [(5), (R2)]
(7) AlA(a = f) = (Ao = B)) = (BAla = ) = H(Da = §)), [(A:8)]
8) Ala = B) = A(La— P), [(7), (6), (M P)]
(9) Ala — B) = (A(Aa — p) — (Aa — Ap)), [(A;8), (M;2)]
(10) (Al = B) = A(Aa = ) = (Ala = B) = (ba = Ap)), [(9), (M33)]
(11) Ala — B) — (Aa — AB. [(10), (8), (M P)]
(M;16) (1) A(Aa — AB) — (Aa — AdDa), [(A;8)]
(2) Aa — Aa, [(M;1)]
(3) AAa — Aa), [(2), (R2)]
4) Aa — A [(3), (1), (MP)]
(M;17) Inmediato de (P12).
(M;18) Inmediato de (P13).
(M;19) Inmediato de (P14).
(M;20) Inmediato de (M;19).
(M;21) Inmediato de (P15).
(M;22) Inmediato de (M;18) y (M;21).
0

Lema 3.2.4. =; es una congruencia sobre iH% .

Demostracion: Del Lema 2.7.4 tenemos que =; es una Relacién de Equivalencia y es
compatible con las operaciones — y A. Luego, por (M;9), tenemos que =; es compatible
con A. n
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Teorema 3.2.5. El dlgebra de Lindenbaum §m;/ =, de Z'H3A es un dlgebra trivalente
modal con infimo definiendo |a| — |B] = |a — B, o] A 3] = la A B y |1] = 15,
con 1 =; a — a y donde |0| denota la clase de equivalencia de la férmula 6. Mds ain,

la| — |B] = 1%, si, y sdlo si, i o —

Demostracién: Por el Teorema 2.7.5 y el Lema 3.2.3 tenemos que §m;/ =; estd bien
definida y es un algebra trivalente modal. Luego §m;/ =; es in iH3A -algebra, ya que las
identidades de la Definicién 3.2.2 inciso (2) son consecuencia de los Axiomas, las Reglas

de Inferencia y el Lema 3.2.3. En efecto:
(¢Hy) Inmedito de (A;6).
(1Hy) aha=; «

i) F; (o A a) — a es inmediato de (A;3).
i) F; @« — (A ) es inmediato de (R3) y (A;1).

(¢H3) Inmediato de (M;13).
(¢H,) Inmediato de (M;14).
UJ

Definicién 3.2.6. Una valuacion v es una funcion v; : §m; — Cs que satisface lo si-

quiente:
= v — B) = vi(a) = vi(B),
n vi(a A ) = vi(a) Avi(B)
vi(Da) = Avy(a),

w y(lz,) = 1.

Diremos que o es semanticamente valido, y lo notaremos ':iH3A> st para toda valuacion

v;, vi(a) = 1.

Teorema 3.2.7. (Teorema de Correctitud) Sea o« € Fm; tal que ; «, entonces
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Demostracion: Sea o € §m; tal que F; «, entonces existe una demostracion formal
(v, ..., ) de a. Realizaremos la demostracién por induccién sobre n.

Por el Teorema 2.7.9 (Teorema de Correctitud), solo resta analizar el hecho de que « sea
consecuencia de aplicar (R3) a a; — ;. En este caso tendremos que a es equivalente
a a; — (a; A o). Por la hipétesis inductiva y la definicién de valuacién tenemos que
vi(oy — ;) = 1, es decir v;(a;) — v;i(ej) = 1, luego por (R3) tenemos que v;(a;) —
(vi(e) A vi(ej)) = 1, o equivalentemente v;(o; — (a; A ;) = 1, por lo tanto v;(a) = 1.

O

Teorema 3.2.8. (Teorema de Completitud) Sea oo € F'm; tal que Fis «, entonces
l_i .

Demostracion: La demostracién de este teorema es analoga a la del Teorema 2.7.10.
OJ
Por los Teoremas de Completitud y Correctitud, y el hecho de que a toda i Hs-4lgebra
se le puede definir un supremo, podemos considerar una nueva conectiva para iH% de las

siguiente manera:

aVBY (a—B) = B)A((B— a) —a)),

en consecuencia tenemos los siguientes nuevos teoremas:
Lema 3.2.9. Las siguientes férmulas son teoremas de iH3, .
(M;23) i ao — (aV ),
(M;24) i B — (aVB),
(M;25) Fi (o= ) = (B —7) = (Vv B) = 7).

Demostracién: (M;23) (M;24): Inmediato de los Teoremas 3.2.7 3.2.8, (HY3) (a) y
(HV2).
(M;25) Es suficiente ver {a& — 7,0 — v} F; (aV 3) — 7, lo que se sigue (Hy2) y los
Teoremas de Correctitud y Completitud.
U

Lema 3.2.10. Las siguientes formulas son teoremas de iHX
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(F1) Fi{(aVv ) = (BVa)}

(Fi2) {a = frFi{(aVvy) = (BV)}

(P3) {a — 3,0 = n} Fi {(aVO) — (BVn)}

Demostraciéon:

[(M;25)]

(1) Fi(a—=(BVa) = (8- BVa)—=(aVi) = (BVa))

(2) I—ia—>(5\/a)
(3) Hi B— (BVa)

(F:1)

[(M;24)]

[(M;23)]

4) F (aVvp)— (BVa)
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Lema 3.2.11. =; es compatible con V.
Demostracién: Inmediato por (P;3). O

Teorema 3.2.12. El dlgebra de Lindenbaum §m/ =; de iH:,,A es un algebra de Hilbert con
supremo, definiendo o] — || = o — B, [a|V|8] = [aV ] y|1| = 1=, con 1=, = a — a
y donde || denota la clase de equivalencia de la formula §. Mds ain, || — |B] = 1=, si,

y solo si, F= a — (3.

Luego, iH? corresponde al fragmento intuicionista {—, VvV, A, A, 1} de la 16gica de las

algebras de Lukasiewicz de orden 3.

3.3. Z'H3A -algebras con primer elemento

Definicién 3.3.1. Un dlgebra (A, N\, —,\,0,1) es un insA—cilgebms con primer elemento

si verifica:
(PE)) 0 »z=1

A0 A o .
Denotaremos con Hj " a las ¢H5 -algebras con primer elemento.

Es facil ver que (PE)) es equivalente a:
(PEy) OAz = 0.

Es bien sabido que cualquier dlgebra de Lukasiewicz trivalente es producto subdirecto
de algebras de Lukasiewicz simples. Mas atn, un algebra de Lukasiewicz no trivial S es
simple si, y sélo si, es isomorfa a una subdlgebra no trivial de C¥ = (Cs3, A, V,~, V, 1),

donde ~ y V estan definidas por la siguiente tabla:

x‘wx‘Vm
0 1 0
AR
11 0 1

A partir de los resultados anteriores se deducen las siguiente observaciones:
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Observacién 3.3.2.

1) Sea A = (A, N\, V,~,V 1) un dlgebra de Lukasiewicz trivalente, si notamos 0 =~ 1,
y para todo x,y € A,A\x =~V ~z,x —y=A~zVyV(V ~axAVy), entonces
S(A) = (A, A, —, A, 1,0) € iH™, y se verifica que Va = (x — Az) — z,xVy =~
(~ A ~y).

2) Sea B = (AN, —, /A, 1,0) € ngA’O. Definimos sobre A las operaciones V,~ y V
mediante las formulas: Vo = (x — Azx) - x, ~x = (Ve — z) — (Azx — 0), z V
y =~ (~xA\ ~y). Entonces L(B) = (A, \,V,~,V,1) es un dlgebra de Lukasiewicz
trivalente donde 0 =~ 1, Ax =~V ~z, x »y=A~zVyV (V ~xAVy).

Es claro que S(CL) = Oy vy L(C5) = CE.

3.4. z'H3A -algebras con un conjunto finito de generadores

Sea A € iH? y X C A. Denotaremos con (X) a la ngA—subélgebra generada por X.

Definicién 3.4.1. Diremos que L € Z'IHI3A tiene un conjunto G de generadores libres si se

cumplen las siquientes condiciones:

(i) (G) =L,

(i) Si A € Z'HgA y f: G — A es una aplicacion que que puede ser extendida a un
{HS -homomorfismo tal que f(G) = h(g) para todo g € G.

Si G es un conjunto de generadores libres de L € iHSA y |G| = ¢ escribiremos que
L = L(¢). Como tenemos que H5' tiene una definicién ecuacional, entonces L(c) esté en
la variedad. El homomorfismo de la definicén 3.4.1, inciso (ii), es dnico.

Sea G ={g1, 92, .-, gn} €s un conjunto de generadores libres de L(c). Por lo tanto:
Lema 3.4.2. a =g; Aga A ... A g, es el primer elemento de L(n).
Demostracién: Sea S = {x € L(n) : « < '}, entonces
(1) GC s,

(2) S es una subalgebra de L(n). En efecto:
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(a) 1€ 8.
(b) Six e S entonces a < z y, por (M10), iHZ y (M5) a < Aa, entonces Az € S.

(c) Siz,y € S, entonces 1 = (o« — x) A (a — ), y por (IS3), 1 = a — (z Avy),
por lo tanto x Ay € S.

(d) Siz,ye S,1=1—-1=(a—2z)— (a —y),ypor (HI8) 1 =a — (z — y),

entonces r — y € S.
De (1) y (2) S = L(n), y L(n) tiene a a como primer elemento. O
Teorema 3.4.3. L(n) es finito.

., . N
Demostracién: Por el Teorema 2.5.1 tenemos que existe un ¢Hj -monomorfismo ¢ :

L(n) — ]I L(n)/M. Como L(n)/M es finito para todo M € E;(L(n)), para pro-
Me&q(L(n))
bar que L(n) es finito es suficiente con probar que £;(L(n) es un conjunto finito. Sea

Hom(L(n),C5) el conjunto de todos los iH4-homomorfismos de L(n) en C§, entonces
h — Nuc(h) es una aplicaciénde L(n) sobre £;(L(n)). Por otro lado, sea C§ el con-
junto de las aplicaciones de G sobre C. Entonces h — h/G es una biyeccién entre
Hom(L(n),C%) y C%. Mas atin &;(L(n)) es finito y [E4(L(n))] < 3™. O

3.5. Calculo de |L(n)|

Como L(n) es finito, el primer elemento o« = A Ag;, entonces L(n) € iH5" y el dlgebra
i=1
3-valuada de Lukasiewicz L(L(n)) es finita. Més atin L(L(n)) ~  [] L(L(n))/M. Es
Me&q(L(n))
por ello que obtenemos:

(1) I L(n)/M,siendo L(n)/M ~ S, donde S es una subdlgebra no trivial de Cs.
MeL(n)

Sea & = {M € E(L(n)) : |L(n)/M| =2}, y & ={M € E(L(n)) : |L(n)/M| = 3}.
Es por ello que:

(2) L(n) = C3* x C5*. Sea B, = {f € Cf : (f(G)) = Ca} y By = {f € CF : (f(G)) =
Cs}. Es claro que:

(3) [&af = |B2l,
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(4) [E5] = |Bs].
Por otro lado, f € B, si, y s6lo si, f(G) C {0,1} y existe g € G tal que f(G) =0,

entonces

(5) |Ba] = 2" — 1. Més aun f € Bj si, y sélo si, f(G) C {0,1} y existe g € G tal que
f(G) =1/2, mas ain

(6) |Bs| = 3" — 2n.

De (2) - (6) tenemos que |L(n)| = 2%"~1.33"—2",

Observemos que |L(n)| no coincide con el el cardinal del dlgebra de Lukasiewicz triva-

lentes libre sobre un conjunto de n generadores (ver [36, pag. 95]).

. . . n__
Por otra parte, si tomamos el conjunto Var con n variables, entonces |gm;| = 22" 1.

33"~%" y esta es precisamente la relacién del trabajo algebraico con un cdlculo propoci-

cional.
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4. Capitulo IV

4.1. Algebras de Hilbert con supremo trivalentes modales

En este capitulo introduciremos y estudiaremos el {—,V, A, 1}-reducto de las dlgebras
de Lukasiewicz de orden 3. Primeramente, presentaremos un calculo proposicional el cual
se probaré ser correcto y completo con respecto a la clase de dlgebras introducidas, por
medio de los métodos Lindenbaum-Tarski. Posteriormente, se introducird la légica de
primer orden, para lo cual se presentaran nociones adecuadas de la teoria de modelos,
con el objeto de probar teoremas de completitud y compacidad. Las técnicas usadas son

debidas a Henkin, en nuestro caso para lenguajes de cardinalidad numerable.

Definiciéon 4.1.1. Diremos que (A, —,V, /A, 1) es una dlgebra de Hilbert con supremo

trivalente (Hg/’A-dlgebm) si se verifican las siguientes propiedades:
(1) el reducto (A, —,V,1) es un dlgebra de Hilbert con supremo,
(2) el reducto (A, —, A\, 1) es una A\Hs-algebra.

A continuacion presentaremos una lista de propiedades que seran de utilidad en el
resto de la seccion.

Teorema 4.1.2. Las siguientes propiedades se verifican en toda Hgv’A—dlgebm:

(H]™1) sia—b=1 entonces a\V b=1b,
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(H]"2) sia —c=1yb—c=1 entonces (a\Vb) — ¢ =1,
(H]"3) a — (aVb) =1,

(H)24) (a—c) = (b= &) — ((aVb) — &) = 1,

(H]*5) AaVb) = AaV Ab,

(H)*6) V(aVb)=VaV Vb.

Demostracién: (1),(2) y (4) a (6): La demostracién es andloga a la probada en el Lema
3.1.6 y (M;25).

(3): Inmediato por propiedades del implicacién y el orden. O

En lo que sigue utilizaremos la nocién de sistema deductivo modal (S.D.M.) introduci-

da en el capitulo I. Luego, tenemos el siguiente

Lema 4.1.3. Dada una Hg/’A-cilgebm A. Entonces, existe un isomorfismo de orden entre

el conjunto ordenado de los S.D.M. y el reticulo de las congruencias.

Demostracién: Lema 2.3.2, solo debemos probar que la relacién Rp = {(z,y) : v —
y,y — x € D} respeta el supremo. En efecto, sean (x,y), (a,b) € Rp, entonces x — y,y —
2,0 — b,b — a € D (1). Teniendo en cuenta (Hy*“5) obtenemos que (z — (y V b)) —
(((a = (yVb) = ((zVa) — (yVb)) =1 (2). De esto dltimo y (Hy**3), podemos inferir
quey — (yvb)=1€Dyb— (yvb) =1¢€ D. Luego por (H2), (H9), (1) y modus
ponens, tenemos que x — (yVb),a — (yVb) € Dy por lo tanto, a partir de (2) se verifica
(xVa)— (yVb) € D. De forma andloga podemos ver que (aV x) — (bVy) € D, por lo
tanto (z V a,y V b) € Rp, lo que completa la prueba. O

Teorema 4.1.4. La variedad de las Hg/’A-cilgebms es semisimple.

Demostracién: Por el Teorema 2.5.1 (Teorema de Representacién) solo resta probar que

@ respeta el supremo, lo que es inmediato del Lema 4.1.3. O

Teorema 4.1.5. Sea M un S.D.M. mazimal no-trivial del Hg/’A-cilgebm A y consideremos
el conjunto My ={x € A: Vo ¢ M} y My ={x € A:x ¢ M,Ve e M}. La aplicacion
h: A — Cj definida por:
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0 st x € My
h(l‘) = 1/2 ST T € Ml/g
1 stx €M

es un Hy " -epimorfismo tal que (1) = M.

Demostraciéon: Por el Teorema 2.6.1 solo debemos probar lo siguiente:

(1)

(2)

(3)

Sixe M,y e Aentonces xVye M.
Por (Hg/’AZS) x — (zVy) = 1. Luego por D)y D), tenemos que x Vy € M.

Sixe A ye M entonces x Vy € M.
Analogo a (1).

Six,y € My entonces x Vy € M.

Veamos que V(z V y) ¢ M. Supongamos que V(z V y) € M, entonces (H;)/’AG)
ViV Vy € M. Luego por (Hy*4) (Vo — Vz) — (Vy — Vz) — ((Vz V Vy) —
Vz)) = 1. Entonces, por Dy), Ds) y (H6) (Vy — Vz) — ((Vz — Vy) — Vz) € M.
Como Vz ¢ M, por el Lema 2.4.14 AVy — Vx € M, de esta forma, por (M15),
Vy — Va € M entonces por Dy) (VaxVVy) — Va € M. Luego, por modus ponens
tenemos que Vz € M, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, V(z Vy) ¢ M.

Six € My, y € My, entonces xVy € M.

En efecto, por (Hy'*3) tenemos que Vy — (Va V Vy) = 1. Luego, como Vy € M
inferimos que Vz VvV Vy € M. Resta ver que x Vy ¢ M. Supongamos lo contrario.
Por otro lado, por (Hy*“4) podemos escribir que (z — y) — ((y — y) — ((zVy) —
y)) = 1. Luego, por el Teorema 2.6.1 (2) obtenemos que * — y € M, entonces
y € M lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto, x Vy € M; .

Six € My, y € My entonces x Vy € M.
Analogo a (4).

Sixe M1/2 ey e Ml/?-
Como Vz € My Vo — (VaVVy) = 1, entonces por (H"2) (a), D), Do) y (H3V’A6)
tenemos que V(z V y) € M. Supongamos ahora que x V y ¢ M. Por otro lado, por

(Hg/’A4) inferimos que (z — z) — ((x — y) — ((x Vy) — z)) = 1, entonces por el
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Teorema 2.6.1, inferimos que x — y € M. Luego, por D;), Ds) y (H1) concluimos
que z € M lo que es una contradicién. Por lo tanto, z V y € My,
De esta forma, con lo visto en el Teorema 2.6.1, solo resta ver que:
» Siz,y € M por (1) x Vy € M, entonces h(z)Vh(y) =1V1=1=h(zVy),
» Sizxe M,y e My por (1) xVy € M, entonces h(z)Vh(y) =1V0=1=h(zVy),
» Size M,y e M por (1) xVy € M, entonces h(x)Vh(y) =1V1/2 =1 = h(zVy),
» Six € My, y € M por (2) xVy € M, entonces h(z)Vh(y) =0V 1=1=h(zVy),
» Six € My, y € My por (3) xVy € My, entonces h(x)Vh(y) =0V0=0=h(zVy),

» Sixz e My, y€ My por (4) xVy € My, entonces h(z) Vh(y) =0V 1/2=1/2 =
h(zVy),

» Siz € M,y € M por (2) xVy € M, entonces h(z)Vh(y) =1/2V1 =1= h(zVy),

= Sixz e M,y € Mypor (5) xVy € M, entonces h(x) V h(y) =1/2V0=1/2 =
h(z Vv y),

= Six € My, y € My por (6) xVy € M, entonces h(xz) V h(y) = 1/2Vv 1/2 =
1/2 =h(z Vy).

Por lo tanto para todo x,y € A tenemos que h(x Vy) = h(zx) V h(y). O

Teorema 4.1.6. Sea A un H:;)V’A-dlgebm y supongamos que {1} es un SDM mazimal,
entonces AJ{1} es isomorfo a C3" = (Cy, —,V, A, 1).

Demostracién: Por el Teorema 2.6.2 y el Lema 4.1.3 se puede observar que A/{1} tiene
dos elementos. Luego tomando C(z) del Teorema 2.6.2, es claro que h(C(z) V C(1)) =
h(C(zV1))=h(C(1)) =1
U
De los Teoremas 4.1.5 y 4.1.6, y de resultados de algebra universal tenemos probado
lo siguiente.
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Corolario 4.1.7. Si A es un Hg/’A—cilgebm no trivial, entonces A es isomorfa a un pro-
ducto subdirecto de C;’v, donde esta ultima es el dlgebra C35 con la operacion de supremo

en la cadena.

En el siguiente ejemplo veremos como en una 1’-]3v ’A—élgebra no todo par de elementos
tiene infimo. En efecto, sea el dlgebra S = ({¢, e, f,g,1}, —, Vv, A, 1) donde las operaciones

estan dadas por las siguientes tablas y diagrama de Hasse.

l x| Az —lc e f g 1
cl| ¢ cl|l e 1 1 1
e| e e |c 1 1 1
/ g I
fl c flec e 1 g 1
gl e glc e f 1 1
¢ € 1|1 llc e f g1
S
4.2. Légica proposicional para las HSv ’A—élgebras
Sea Var = {a,[,7,...} un conjunto numerable de elementos que denominaremos

variables, y sean —, V, y A simbolos. Indicaremos con F'm al conjunto de las formulas

obtenidas de la siguiente manera:
F1) Si a € Var, entonces « € F'm,
F2) Si oy 8 son férmulas, entonces Ao, v — B,V 5 € Fm,
F'3) los tinicos elementos de F'm son los obtenidos a partir de F1 y F2.

En adelante denotaremos por §m = (F'm, —,V, /) al dlgebra absolutamente libre de
tipo de similaridad (2,2, 1) generada por un conjunto numerable Var. Los elementos de

Var diremos que son las férmulas atémicas.

Definicion 4.2.1. Denotaremos con Hf’,jA = (§m,Fy) al cdlculo Hilbert determinado por
los axiomas y regla de inferencia siguiente, donde «, 3,7, ... € Fm:

Axiomas
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(Az1) a — (8 — a),

(Az2) (o = (B —7) = ((a = B) = (a = 7)),

(Az3) (@ = (8 =) = (v = @) = 7) =),

(Azf) a — (aV f),

(Az5) B8 — (aV B),

(Az6) (o =) = ((B =) = ((@V B) = 7).

(Az7) Na — «,

(Az8) A(La — B) — (Ao — AB),

(Az9) ((B — ApP) = (a = Ala— §))) = Ala — ),
(Az10) ((Aa— B) = 7) = (Do — ) —7),

Reglas de inferencia

(R1) (MP)

Fy a

(R2) Ao

Notaremos con Fy a a la derivacion de una formula o y con I' =y « a la derivacion de o
a partir de un conjunto de premisas I, dichas nociones se definen de manera andloga a

las ya tratadas en este trabajo.

Notaremos a =y (3 si, y sélo si, -y a — By, 0 — a.
Lema 4.2.2. Las siguientes formulas son teoremas de H%A
(Ps1) Fv {(aV @) = (BVa)}

(P:2) {fa = B} Fy {(aVy) = (BV7)}
(P:3) {o— B,y = v {{aVy) = (BV )}

a— [
) e~
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Demostracién: (P;1) a (Ps3): Analoga a Lema 3.2.10.

(Rs3):

(1) a—p [Hip.]
2) -0 [(P1)]
3) (@—pB) = ((8—P) = (V) —p) [(Ax6)]
4) (aVvp)—p [(1),(2),(3),(MP)]

Lema 4.2.3. =, es una congruencia sobre H3 .

Demostracion: Del Lema 2.7.4 solo debemos probar que a =, 3, v =y 0 entonces
aVy =y V4, que es inmediato de (FP;3).
O

Teorema 4.2.4. El dlgebra de Lindenbaum Fm/ =, de H;,/’A es un dlgebra trivalente
modal con supremo, definiendo |o| — |B] = |a — B, |a| V6] = |aV 8| y 1| = 1=,
con 1=, = o — « y donde |§| denota la clase de equivalencia de la férmula 6. Mds ain,

la] — |8 = 1=, si, y sdlo si, F= a — .

Demostracién: Por el Teorema 2.7.5 solo resta ver que §m/ =, es un semireticulo
superior (1) y que verifica (HV3) (a) y (b) de la Definicién 3.1.2.

(1) es inmediato de los (Ax4), (Ax5) y (Ax6).

(2) es inmediato de (Ax4) y (Rs3) y Teoremas 2.7.9, 2.7.10 y de la deduccién. O

Definicién 4.2.5. Una valuacion v es una funcion v : §m — Cs que satisface lo si-

guiente:
= v(a — ) = v(a) — v(B),
= v(aV B) = v(@) Vo(B),
- v(Aa) = Av(a),

» v(ls,) = 1.
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Diremos que « es seméanticamente valido, y lo notaremos izﬁg R si para toda valuacion

v, v(a) = 1.
Teorema 4.2.6. (Teorema de Correctitud) Sea o € F'm tal que - «, entonces Fas o
Teorema 4.2.7. (Teorema de Completitud) Sea o« € F'm tal que IZHg L @, entonces Fy a.

Definicién 4.2.8. Una l6gica L definida sobre un lenguaje L, dotada de una relacion de

consecuencia =, es Tarskiana si satisface las siguientes propiedades. Para todo T' U Q2 U
{a} CL:

(1) sia €T, entonces I' - a,
(2) sil' oy CQ, entonces Q + a,
(8) si QF a y 'k B para todo B € Q, entonces I' - «.

Una logica L se dice finitaria st cumple:
(4) si 'k «, entonces existe un subconjunto finito I'y de I tal que 'y - .

Finalmente, una logica L definida sobre un lenguaje proposicional I generado por una
astgnatura de un conjunto de variables proposicionales es llamado estructural si satisface

la siguiente propiedad:
(5) siI'F «, entonces o(I') - o(a), para toda substitucion o de formulas por variables.
Una logica proposicional es estandar si es Tarskiana, finitaria y estructural.

Definicién 4.2.9. Dada una légica Tarskiana L sobre el lenguje L, y T'U {p} C L. EI
conjunto I' es maximal no trivial con respecto a ¢ en L si Ut/ ¢ pero T',¢ F, ¢ para
cualquier i ¢ T'.

Definicién 4.2.10. Sea L una logica Tarskiana. Un conjunto de formulas I' es cerrado
en L, o es una teoria cerrada en L, si para toda formula ¢ se cumple que: I' F, ¢ si, y

solo si, p € T

Lema 4.2.11. Todo conjunto de formulas maximal no trivial respecto de ¢ en L es cerrado

siempre que L sea Tarskiana.
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Demostracién: Sea I' un conjunto maximal no trivial respecto a ¢ en L. Si ¢p € T’
entonces I' -, 1 ya que la logica es Tarskiana. Reciprocamente, si I' -, ¢ y supongamos
que ¥ ¢ I'. Por la definicién 4.2.9 I';v F, ¢, luego por el Teorema de la Deduccién,
', v — ¢ de lo que sigue que I' =, ¢, lo que contradice que I' es un conjunto maximal

no trivial respecto a ¢, por lo tanto ¥ € I'.
O

Teorema 4.2.12. Sea L una logica Tarskiana finitaria sobre el lenguaje numerable L.
Sea T'U{p} CL tal que 't/ ¢. Entonces existe un conjunto Q2 tal que ' CTQ CL y Q es

mazximal no trivial respecto de ¢ en L.

Demostracién: Dado que el lenguaje es numerable podemos considerar {p; : i € N} el

conjunto de todas las formulas del lenguaje L. De esta forma consideraremos la siguiente

construccion:
I'y="_
ro_ { | st Thn1,@n,Frp
" Lo U{pn} si Do, on e

Sea Q = (JI';. Podemos ver facilmente que I' C Q y que para todo n € N tenemos
que I',, /. gol.ENVeamos que €2 es es maximal no trivial respecto a ¢. Supongamos que
Q) F, 1, entonces existe una derivacion oy, ..., a,, a partir de €2, entonces existe m tal que
at, .., € Iy, por lo tanto [N, Fz ¥. Como ¥ es una férmula de L entonces v = ¢y
con k € N. Si k < m entonces ¢, € '), € Q, ya que si ¢ ¢ [, entonces ¢, & Iy, v
por lo tanto I'y_1, ¢k £ ¢, entonces I'y,, i Fr . Luego por el Teorema de la Deduccion
I b2 o — @, y como 'y, Bz o tendremos que ', F ¢, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto ¢ € Iy, C Q. Si k> m entonces tendremos que I';, C 1 v 1, pr F o,
yva que si I'y_1, or Fr @, entonces 'y Fr op — @, entonces I'y_1 F, ¢, y nuevamente
tendremos una contradiccion.

Por lo tanto ¢ = ¢ € €, es decir 2 es cerrado en L.

Como {2 es cerrado en £ tenemos que €2 I/, ¢, ya que caso contrario tendriamos ¢ € €,
es decir ¢ € ', para algin n € N lo que es una contradiccién.

Sea 1) ¢ €, tenemos que ¥ = ¢,, para algin ¢ € N, entonces ¢, ¢ I';, por lo tanto
no puede suceder que I'y_1, ¢, /2 ¢, entonces I'y_1, ¢, Fr ¢, ¥ luego Q2,9 2 ¢, lo que
implica que €2 es maximal no trivial respecto a ¢ en L.

O
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Lema 4.2.13. Sea I' un conjunto mazimal no trivial respecto a ¢ en H3 5. Para toda
formula ¢ se satisface 1 € I si, y solo si, I' =y ¢

Demostracion: De ¢ € T' se deduce trivialmente que I" i, 1. Para la reciproca asumimos
que I' -, ¥ y supongamos que ¥ ¢ T" entonces, como I' es maximal no trivial respecto a ¢
tenemos que I', 9 F, 7, para cualquier formula ~. Luego, por el Teorema de la Deduccion
'y ¥ — 7, y por (MP) tenemos que I' F 7, lo que es una contradiccion. Por lo tanto
P el.

OJ

Teorema 4.2.14. Sea I'U {p} C L, con I' mazimal no trivial respecto a ¢ en HY . El
mapeo v : For[¥] — Cs, definido por:

v(¢) =1 si, y sélo si, Y €T
v(v) =0 si, y sélo si, p ¢ T’

para todo Y € I es una valuacion para Hi@A.

Demostraciéon: Veamos que v es una valuacién.

Si tenemos que v(A) = 1 entonces, Ay € I'. Por el Lema 4.2.13 y (Ax7) tenemos
que Ay — ¢ € T') y por (MP) tendremos que ¢ € ' De esta forma v(¢)) = 1, y por lo
tanto Av(y) =1

Si Awv(¢) = 1, entonces v(1)) = 1, y por lo tanto ¢ € T". Pr el Lema 4.2.13 T" I, %,
luego por (R2) I' -, A, lo que implica que v(Ay) = 1.

De esta forma v(A) = 1 si, y sélo si, Av(y)) = 1.

Si tenemos que v(¢) V v) = 1 entonces ¢ V v € I'. Supongamos que v(¢)) V v(7y) # 1,
entonces ¥ ¢ I'' y v ¢ T'. Como ' es maximal no trivial para cualquier formula «,
Iy, ay D,y Fy a, luego por el Teorema de la Deduccion I't, ¢ - ay ', v — «,
de esta forma por el Lema 4.2.13, (MP) y (Ax6) tendremos que I' F, «, lo que es una
contradicciodn, por lo tanto v(1) V v(y) = 1.

Si tenemos que v(¢)) V v(y) = 1 entonces v(y)) = 1 o v(y) = 1, lo que implica que
el ovyeT, yluego por el Lema 4.2.13 (Ax4) y (Ax5) tenemos que ¥ Vv € I', por lo
tanto v(aVy) =1

De esta forma v(y) V v) = 1 si, y sélo si, v(¢)) Vo(y) = 1.
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Si tenemos que v(¢) — v) = 1 entonces ) — v € I'. Si tenemos que v(y)) = 0 entonces
v(¥) — v(y) = 1. A su vez, si v(¢)) = 1 entonces ¢ € I', y por (MP) y el Lema 4.2.13
tendremos que v € I, es decir v(y) = 1 y por lo tanto v(¢) — v(y) = 1.

Si tenemos que v(¢) =— v(y) = 1. Si v(y)) = 1 entonces por (MP) v(vy) =1y por lo
tanto ¢,y € I', por lo tanto ¢ — v € T". Si v(¢)) = 0 entonces ¢ ¢ I, como I' es maximal
no trivial, I,y Fy 7, luego por el Teorema de la Deduccion I' -, v — v y por el Lema
4213 ¢ — v €T, entonces v(¢p — v) = 1.

De esta forma v(y) — ) = 1 si, y sélo si, v(¢) — v(y) = 1.

Si v(1h) V u(y) # 1 entonces v(¢)) # 1y v(y) # 1, por lo tanto v(¢)) = v(y) = 0,
entonces v(¢) V v(y) = 0. Luego v(¢ V ) = 0 si, y sélo si v(¢)) V v(y) = 0.

Si Awv() # 1 entonces v(1)) # 1, es decir v(y)) = 0 y por lo tanto Awv(1)) = 0. Luego
v(AY) =0 si, y soélo si, Av(yh) = 0.

Si v(v) — v(y) # 1 entonces v(¢)) = 1 y v(y) = 0, por lo tanto v(¢) — v(y) = 0.
Luego v(¢) — ) = 0 si, y sélo si, v(¢) — v(y) = 0.

O

Teorema 4.2.15. (Teorema de Correctitud Fuerte) Dada una formula ¢, si T, ¢

entonces I’ ':Hi,A ©.

Demostracién: Sea ¢ una férmula tal que I' F, ¢, y tenemos que para todo a € T', v(«r) =
1, para toda valuacion v. De I' k-, ¢ se deduce que existe una derivacion (3, ..., 3, € I' de
@, entonces {1, ..., B, } Fv @, luego por el Teorema de la Deduccién -, f; — (B2 — (... —
(Bn — ¢)...). De esta forma, por el Teorema 77, Fys 01 — (B2 — (.. = (B — ¢)...),
es decir v(B; — (B2 — (... = (Bm — ¢)...) = 1. Como para todo a € I', v(a) = 1, en
particular lo serd para los f3i, ..., B, luego por (MP) tenemos que v(¢) = 1, por lo tanto
F ':H?/,A QO

O
Teorema 4.2.16. (Teorema de Completitud Fuerte) Dada una formula o, si T’ Fas @

entonces I' -, .

Demostracion: Tenemos que I’ IZHg ¢ ¥ supongamos que I' A, ¢. Entonces, por el
Teorema 4.2.12 existe un conjunto €2 tal que I' C 2 y 2 es maximal no trivial respecto a
@ en H3 . Por el Teorema 4.2.14 existe v : For[¥] — Cs una valuacién tal que v(¢)) = 1
si, s6lo si, ¥ € Q. Como ¢ ¢ €2 entonces v(p) # 1, entonces () )?Hst ¢,y como I' C Q

tenemos que I’ VH@ N2 lo que es una contradiccién. Por lo tanto I' - ¢. O
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4.3. Teoria de modelos y légica de primer orden de H37 A sin
identidades

En esta seccién definiremos légica de primer orden de HY . y consideraremos una
nociéon de estructura al estilo de lo realizado por D’Ottaviano en su tesis de doctorado
([25]) para las logicas J3 con identidades. Probaremos un teorema de Correctitud de la

logica con respecto a las estructuras introducidas.

Definicién 4.3.1. Supongamos la asignatura proposicional ¥ de H?/,A; asi como los
simbolos ¥ (cuantificador universal) y 3 (cuantificador ezistencial), junto con los sig-
nos de puntuacion (comas y parentesis). Sea Var = {vy,vq,...} un conjunto numerable
de variables individuales. Una asignatura de primer orden serd una terna ¥ = (P, F,C)
definida como sigue:

» un conjunto C de constantes individuales;
= para cada n > 1, F un conjunto de funciones de aridad n,
= para cada n > 1, P un conjunto de predicados de aridad n.

Los conjunto de los términos y las formulas de ¥ los denotaremos Ty, y Ly, respecti-

vamente.

Definicién 4.3.2. Sea ¥ una asignatura de primer orden. La logica QH?/,A sobre X se
obtiene a partir del cdlculo Hilbert Hf’/’A extendida por medio de los siguentes axiomas y
relgas:

Axiomas esquemas
(Ax11) ' — Jxyp, sit es un término libre para x en p,
(Ax12) Yrp — L, sit es un término libre para x en p,
(Az13) o — 3, si « es una instancia de f3,
(Az14) AJxp « Jxlp,
(Az15) AVxp — Vrlp,

(Az16) Yx(a — ) — (o — Yz 5) si a no contiene ocurrencias libres de x.



94

Reglas de inferencia

=P

(£5) drp — ¢

, donde x no ocurre libre en 1,
=

SH—VW7 donde x no ocurre libre en .

(R4)

Notaremos con F « a la derivaciéon de una férmula o en QH:@ AyconlFa,ala
derivacion de « a partir de un conjunto de premisas I', dichas nociones se definen de
manera analoga a las ya tratadas en este trabajo.

Notemos que el axioma que usa - ¢ < 1 es una abreviatura de - ¢ — ¥ y F ¢ — 1.
Definicién 4.3.3. Sea ¥ una asignatura. Un lenguaje sobre ¥ es un sistema:
L=(&V —V,AV3)
con V = {v, : n € N} un conjunto de variables individuales.

Definicién 4.3.4. Sea Ly un lenguaje para una signatura Y. Diremos que -estructura
U es un par 4 = (A, M) donde A es un conjunto no vacio y -** es una funcién definida

sobre ¥ del siguiente modo:
1. para cada simbolo f de funcién n-aria de 3, entonces f*: A" — A,
2. para cada simbolo P de predicado n-ario de X, entonces P : A" — Cs.

Consideremos la signatura >’ = ¥ U {c,}aca que es la signatura ¥ unida a un con-
junto de nuevas costantes. Denotemos al lenguaje extendido con L(X') = Ly,. Buscamos
definir el valor de verdad de una férmula cerrada o, por medio de m(y) € Cs. Para esto,
consideremos una estructura 4 y definamos m : C'Isy — C; , donde C'Tyy es el conjunto

de términos cerrados (sin variables libres) del lenguaje Ly, recursivamente como sigue:
= si T es ¢, entonces m(71) = m(c,) = a,
» siTes f(7,...,7) entonces m(7) = fHm(r),...,m(m,)).

Sea ahora ¢ férmula cerrada (sentencia) de ', y definamos m : Ly, — Cj inductiva-

mente sobre la complejidad de ¢ de la siguente manera:



95

» sipes Pcy, ..., Cq,) (predicado n-ario), entonces m(p) = P4(m(cy,), ..., m(cq,)),
» si g es vV entonces m(p) = m(y) Vm(y),

- S es y — o entonces m(g) = m(y) — (),

» si p es Ay entonces m(p) = Am(v),

» i es Jxh entonces m(p) = \/ m(¥5*) (si x es una variable libre de ) entonces
[
S expresa el intercambio de x por ¢, en v),

» si @ es Vo entonces m(p) = A m(¢se).
(=

: V,A Ny . .
Diremos que m : For(¥') — C37"" es QH? 1-valuacién o simplemente valuacion.

Definicion 4.3.5.

(i) Sea ¢ una formula de Ly, notaremos con ¢ = p(xy,...,x,) donde {x1,...,x,} es
el congunto de variables libres de ¢, entonces diremos que ¢ = @(Cqys -, Ca,), CON

Ca; € X/ (constantes), es una m-instancia de .

(i) Una formula ¢ de Ly, diremos que es vdlida en 3 si y solo si m(¢’) =1 para cada

m-instancia ' de ¢. En este caso notaremos U E .

(iii) Sea ¢ una formula de Ly. Diremos que ¢ no es valida en 3, que notaremos con

UH o, siy solo si, m(¢') <1 para toda m-instancia ¢’ de .
Como es usual definiremos I' F «, si para toda estructura 4 y toda ¢ € I', si 4 F ¢

implica U F a.

4.4. Teorema de Correctitud

Teorema 4.4.1. Sea QN{p} un conjunto de sentencias de 33, entonces: si ) F « entonces
QF a.
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Demostracion: En lo que sigue consideraremos una estructura i fija.

Sea g - - - ay, una derivacién de . Probaremos por induccién sobre n que U F . En
efecto, supongamos que n = 1, entonces o es ¢ y por lo tanto es un axioma. Luego,
tenemos los siguientes casos:

(Ax1) Supongamos que ¢ = a — (f — «a) y sea ¢’ una m-instancia de . En-
tonces, tenemos m(¢') = m(a/ — (' — o)) = m(a/) — (m(F') — m(a’)) = 1 ya que
m(a’),m(8) € C37V"*. Por lo tanto, { E ¢. Para el resto de los axiomas del calculo

proposicional, se puede probar que son validos para i de manera analoga.

(Ax11) Supongamos que ¢ := of — Jza donde ¢ es un término libre para x en (.
Ahora, supongamos que o = «a(xy, -+ ,T,,2) v t = t(z1, -+, 2;). Consideremos ¢’ un

m-instancia de ¢, entonces existe ¢4y, -+, Caps Coy, -+, G, € 2 tal que

o, = OZ(CC“,"' 7Canat(cb17"' 7Cbk))

y Jzo/ = Fzalcy, -+, cCq,, ). Luego, para una valuaciéon m inferimos que m(yp) =

t!

m(al’) — m(Iza’) = m(a(cay, - s Canst(Coyy -+ 50 ))) — m(3za(ca,, - s Ca,,x)) = M.

De esto tltimo, tenemos que t(cy,, -+, ¢, ) = ¢ € X' y entonces,

M = m(Oé(Cal,“- 7can70b)) - \/ m(a<ca17"' ,Can,Ca)) =1

ca €Y
Por lo tanto, {4 F o — Jza.

(Ax12) Supongamos que ¢ := Vzp — ¢!, con t un termino libre para z en .
También, consideremos o = «a(xy, -+ ,x,,z) vy t = t(z1,-+-,2;) como en el caso an-
terior. Para una ¢’ un m-instancia de ¢, existe cq, - ,CapsCoys- -, G, € X talque
ol = a(Cay, 5 Cany t(Coy 5y )) ¥ V! = Yoa(ca,, -+ ,Ca,, ). Entonces, m(¢') =
m(on/) - m(Osz,) = /\ m(a(cal, T 7Canvca)) - m(Oé(Cal, T JC(ln7t(Cbl7 T 7Cbk)) -

cq €Y
N\ m(a(ca,, -+ Cayya)) = m(a(ca,, -+ Ca,, ) =1 con ¢ €Y.
cqa €Y
(Ax14) Sea ¢ := AVza <« VazAa, y sea o = a(xy, -+, z,,2). Consideremos ahora

Cays 5 Ca, € X tal que (AVza) = AVza(cy,, -+ ,cCa,, )y (VxAa) =VeAa(cy,,  + Cqp s T).

Luego,
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m(p) = m[(AVza)] < m[(VeAa)|= mVeAa(ca,, -, Ca,, )] < m[AVza(cy, -+, cCq,, )]

= A Amla(cay, 5 CayrCa)] & DN N\ mla(cay, -, Ca,sCa)] = M. Si existe un ¢, € ¥/
ca €Y cqa €/
tal que mla(cay, -, Cay,sCa)] # 1 entonces M = 1. Luego, si para todo ¢, € ¥’ tenemos
que m|a(Cay, ** ,CaysCa)] = 1y por lo tanto, M = 1.
(Ax15) Sea ¢ := Adza <« Jzla, y sea a = a1, , Ty, x). Consideremos ahora

Cayy** " 5 Cay, € X tal que (Adza) = AJza(cay, -, Ca,, )y (Fxha) = FxAa(Cay, -, Cay s T).
Luego,
m(p) = m[(AJza)] « m[(Fzha)] = m[FBxLAa(ca,, -, Ca,,x)] — m[ATza(cy,, -, Ca,,T)]

=\ Amla(ca,, -+ Ca,, )] = A N mla(ca, -, ca,,ca)] = M. Al igual que en el ca-
cqa €Y cqa €Y
so anterior podemos considerar dos casos: (1) existe ¢, € ¥ tal que m[a(cq,, -+, Ca,, Ca)] =

1 o (2) para todo ¢, € ¥’ tenemos que m[a(Cey, -+ 4 Ca,,Ca)] # 1. En cualquier caso,
M =1.

(Ax16) Tomemos ¢ := Vz(a — () — (o — Vaf) donde « no tiene una ocurren-
cia libre de x y supongamos que a = a(zy, -+ ,2,) vy B = B(y1, -+, yx, ). Entonces,
para una m-instancia ¢’ existe ¢y, ,Cap,s oy, s, € X tal que Vz(a — ()] =
Va(alcay, s Can) = BlCoy 5oy, @) Y (@ = V2 B) = afCays s Cap) = VEB(Chyy oo+, Ciyy @)
Por lo tanto, m(¢') = m[Vz(a(ce, -, ca,) — B(bys -+, )] — mla(cays -+ Cap) —

VZL‘ﬂ(CbI, T Gy :L‘)] = /\ (m[a<ca1v e ’can)] - m[ﬁ(cbu “t 5 Gy Ca))]) - (m[a(cala e 7Can)] -
[
N\ m[B(chy,- - b, c.)]) = M. Es claro que si m[a(cy,, -+ ,¢q,)] = 0, entonces M = 1.
c, e
Entonces supongamos que m[(c(cqy, - -, Cay, )] # 0. Del hecho que m[B(cp,, -+ , ¢, Ca))] €

C3""*, tenemos dos casos, (1) existe ¢, € X' tal que m[B(cy,, - , ¢, ¢a))] = 0y (2) para

todo ¢, € X' m[B(cp,, -+, b, Ca))] # 0. Sivale (1), podemos ver que A m[a(ca,, -+ s Ca,)] —
cq €Y
m[B(Cpy, - 5 ChysCa))] = 0y por lo tanto, M = 1. Por otro lado, si vale (2) tenemos dos

sub casos (2.1) m[a(ca,, -+ ,Ca,)] = 3 ¥ (2.2) m[o(cay, -+, Ca,)] = 1. En cualquier caso

inferimos que M = 1.

Supongamos que para i < n se verifica: 4 F «; (H.I.), veamos que U F «,, donde «, es
a. Su pongamos que «,, es obtenido por medio de «; (j < n) por a aplicar (NEC), es decir

o, = Aa;. Por hipotesis inductiva tenemos que Y4 F o;, luego para toda m-instancia oz;-
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se tiene que m(a};) = 1. Por lo tanto, m(Aa}) = 1y entonces U F Aay;.

Supongamos que «, se obtiene a partir de a; = a 'y ay = a — (3 (j, k < n) aplicando
(MP). Luego, por (H.I.) tenemos 4 F a y 44 F o — . Consideremos ahora o y [
m-instancias de a y 3, respectivamente. Por lo tato, podemos inferir que m(a/) = 1y
m(a’ — f') =m(a’) — m(F') = 1. De lo que resulta, m(f’) = 1 y entonces i = 3.

Supongamos que «, se obtiene a partir de a; = ¢ — ¢ (j < n) aplicanado (R3).

Consideremos (Fxy) = FxY(Cayy ooy Caps T) T U = U(Chyy ooy Cby )y CON Cayy vvvy Capyy Chyy oy Coy, €
¥, m-instancias de Jzp y ¢ respectivamente. Por lo tanto, m((3xy — ¢)") = m((Jzp) —

') =m((Fzp)) — m') = m(Ire(cays s Caps ) — M(Y(Chys .oy ) =

=V m(e(cays -y Caps€a)) — m(((chy, ...y cp,)) = M. Por hipétesis tenemos que
cq €Y
m(¢" — Y') =m(¢') — m(y') = 1 para toda m-instancia ¢, 1', entonces m(¢’) < m(v’).

Entonces, \/ m(p(Cays s CapsCa)) < m(o(cpyy ..., cp,)) v por lo tanto, M = 1. Entonces
ca €Y
UEdzp — 1.

Supongamos que «, se obtiene a partir de a; = ¢ — 9 (j < n) aplicanado (R4).
Consideremos (V) = Vo)(cpyy ooy oy ©) Y @ = @©(Cayy ovy Cayy )y CON Chyyoovy Copy Cays +vs Cay €

n

¥, m-instancias de Va1 y ¢ respectivamente. Por lo tanto, m((¢p — Vzy)') = m(¢’ —

(Vay)') = m(¢') = m((Ye)') = m(@(Cay, ) Can)) = m(VEp(co,, o o, 7)) = m(P(Car o) Car)) =

A\ m((cpy, .., cp,, ) = M. Por hipdtesis tenemos que m(yp’ — ¢') = m(¢') — m(¢') =
bes!
1 para toda m-instancia ¢’, ¢/, entonces m(y’) < m(v¢') entonces, m(¢(ca,, ..., Ca,)) <

A\ m(¢(cpy, ..., b, b)) ¥ por lo tanto M = 1. Entonces U F ¢ — V).
bex

O
Proposicién 4.4.2. Las siguientes afirmaciones ser verifican en QH?QA
(1) p—=(@a—=P)Fa—(p—F),
(i) Ve(a — B) F Jza — 0,
(iit) (¢ — a) = (¢ = B) Fp = (a = pB).
Demostracion:

i) 1) Fe—(a—0), [Hip.]
2) Fle—=(a—=0) = (¢ —a)—e—p)), [(Ax2)]
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(3) Flo—a) = (¢— D), [(1),(2),(MP)]
4) Fa—(p—a), [(Ax1)]
(5) Fa—(p—0). [(3),(4),(T5)]
(1) b V(o — B), [Hip.]
(2) Fa—p [(1),(Ax12),(MP)]
(3) F3ra—p [(2),(R3)]
(1) Flp—=a)—=(p—0), [Hip.]
2) Fa—(p—a), [(Ax1)]
(3) Fa—(p—0), [(1),(2),(T5)]
4) Fo—(a—p) [(3),(1)]

O

Dada una derivacion aq, ..., a,, en QH?Q, A a partir de un conjunto de hipdtesis I, y sea

¢ € I'. Diremos que «; depende de ¢ en la derivacién si:

Q; = ;0

a; es obtenido a partir de «; y ay (con j, k < i) por (R1), donde a; o oy, depende

de ¢ en la derivacién; o

a; es obtenido a partir de «; (con j < @) por (R2), donde a; depende de ¢ en la

derivacién; o

a; es obtenido a partir de «; (con j < @) por (R3), donde a; depende de ¢ en la

derivacién; o

a; es obtenido a partir de «; (con j < @) por (R4), donde a; depende de ¢ en la

derivacion.

Lema 4.4.3. Si ¢ no depende de ¢ en la derivacion de 1 a partir de I'U {p}, entonces
r |_QHSV,A .
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Demostracién: Sea aj, ..., a,, una derivacién de ¢ (i.e. «, es 1) a partir de I y ¢, donde
1 no depende de ¢. Consideremos el caso n = 1. De esta forma a; = . Luego ¢ es
un axioma o ¢ € I' U {¢}. Si ¢ es un axioma entonces tenemos que I’ I—QHgv,A Y. Si
1 € T'U{p} entonces ¢ € T', ya que 1) # ¢, pues si ¢ = ¢ tendremos que ¢ depende de ¢
en la derivacion, lo que es un absurdo. Por lo tanto I I—Q HYA 1. Como hipdtesis inductiva
asumimos que la proposicién se cumple para toda derivacién de longitud inferior a n. Si
1 € I' 0 es un axioma, entonces I' I—Q HYA 1. Si 1 es consecuencia directa de una o dos

férmulas bien formadas precedentes y la regla de inferencia:

(R1) tenemos que I' U {¢} Fomya @iy I'U {¢} Fomya Qi = Qm, CON @ = = Qn Y
7,1 < n. Por hipdtesis inductiva, I' I—QHgv,A a; vy T l_QH:;/,A o; — ay. Por lo tanto
CFomva ¥,

(R2) tenemos que 'U{p} }_QH:;/,A a; v o, = Aqy, con i < n, luego por hipdtesis inductiva,
r l_QH?\’/,A «; y por lo tanto I' l_QH;/,A Aaq;, es decir I’ l_QH;/,A WY,

R3) tenemos que I' U Fogva a con o =7 — 3,1 <nyaq, =3ry — (. Por
Y1 Tomy
hipétesis inductiva tenemos que I' I—Q s Qi POT lo tanto I I—Q HYS Ons

(R4) tenemos que I' U {p} }_QH;/,A a,conq; =v— 3,1 <nyaq, =7y — Vzf. Por

hipétesis inductiva tenemos que I' I—Q s Qi POT lo tanto I' I—Q HyS One
OJ

Teorema 4.4.4. (Teorema de la Meta Deduccion). Supongamos que eziste en QHf’/,A una
derivacion de ¢ de I' U{¢}, tal que ninguna aplicacion de las reglas (R1), (R2), (R3) y
(R4) a las formulas que dependen de ¢ tienen como variables cuantificadas a las variables

libres de . Entonces I’ I—QHBV,A o — .

Demostraciéon: Supongamos que tenemos una derivacion de ¥ de n pasos, como en la
demostracion del Lema 4.4.3. Entonces, por induccién sobre n probaremos que I' I—Q Voo
3

p—a;conl<i<n.
Si a; es un axioma o pertenece a I'. Entonces, por (Ax1) I’ l_QH;)/,A a; — (v — )
y por aplicar (MP), tenemos que T’ |_QH§/,A ¢ — ;. Si a; = ¢, entonces, por (T4),

l_QH?\’/,A » — ¢, entonces I’ I—QHBV,A = Q.
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Supongamos que [’ I—Q Hys P @ con j < i (Hipétesis Inductiva). Supongamos que
a; se obtiene de formulas precedentes a partir de reglas de inferencias. Entonces, tenemos
los siguientes casos:

Caso 1: existen j,k < ¢ tales que ag, = o — «y; i.e., o; se obtiene de o y oy
por (MP). Por hipétesis de induccién T’ I—QHSV,A ¢ —a;y Tl l_QH;’/,A © — ay, es decir
L Y K 2 (a; — ;). Por (MP) y (Ax2) I' oy (p = aj) — (¢ — «a;) luego por

Caso 2: existe j < ¢ tal que oy = Aay, las variables libres de «; y a; son las mismas.
Como a; no depende de ¢, por el Lema 4.4.3 T l_QH;/,A a;. Aplicando (R2) T’ l_QH;/,A A
y por (Ax1) I’ Fomy Ao — (¢ — Aay). Luego por (MP) T’ Y Aayj, es decir
r l_QH;’/,A » — Q.

Caso 3: existe j < i tal que a; =y — [y o = Jzy — (3 (con z no ocurre libre en
B);i.e., a; se obtiene de a; aplicando (R3). Por hipétesis de induccién I I—QHB)V,A © — a,
y por hipétesis tenemos que a; no depende de ¢ o x no es libre en (.

Caso 3.1: a; no depende de ¢. Entonces, por el Lema 4.4.3 tenemos I' I—QHSV,A aj, es
decir T l_QH;)/,A v — [, y por aplicar (R3), infermimos que I' }_QH?\)/,A Jxy — 3. Por lo
tanto, I' l_QH3v,A a; y entonces I' l_QHgv,A » — Q.

Caso 3.2: x no corre libre en a;. Como tenemos I’ I—QHSV,A ¢ — «; entonces I' I—QHSV,A
¢ — (v — ). Luego por la Proposicién 4.4.2 (i), T '_QH:;/,A v — (¢ — B), aplicando
(R3) tenemos que I' I—QHgv,A dzy — (¢ — () y nuevamente por la Proposicién 4.4.2 (i),
r I—QHgv,A @ — (Jxy — f).

Caso 4: existe j < i tal que a;j =y — fy a; = — V[ (con x no ocurre libre en 7).

Caso 4.1: Anélogo al caso 3.1, aplicando (R4).

Caso 4.2: Tenemos que I' Fg v 0 — (v — ), entonces, por (Ax2) y (MP) T’ Fomy
(p — ) — (¢ — ), aplicando (R4) tenemos que I' FQH¥,A (p — ) = Va(p — () y por
(Ax16) y (T5), T Fomye (p = ) = (¢ — Va), de esta forma, por la Proposicién 4.4.2
(iii), T Fomya ¥ = (v — Vz3), es decir T Fomye © = ai.

Por lo tanto, para todo n tenemos que I’ I—QHSV,A Y — a,, de lo que resulta que
r l_QH;)/,A Y — Y. OJ

Proposicién 4.4.5. (a« — ) — ¢ |_QH§/,A (v — Jxf) — ¢
Demostracién:

(1) Fomya 8= 5, (T4)]
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(2) Fomya a— (8= ), [(1).(MP),(Ax1)]
(3) Fmya @ — (6 — ), (2).(R4)]
(4) '_QH;/,A Vo (s — ) — (Fz6 — ), [Prop 4.4.2 (ii), Teo 4.4.4]
(5) Fogye a— (3xf — ), (3).(4).(T5)]
(6) Fouye (o — Fap) — (0 — B), [(Ax2),(5).(MP)]
(1) Fouys (@ — 8) — Ja(a — B), [(Ax11)]
(8) Fouye (@ — FxB) — Je(a — B). (6).(7).(T5)]

O

Corolario 4.4.6. Si ¢ es una sentencia y I' U{¢} l_gHV'A Y, entonces T' FSHV’A o — 1.
3 3

Demostraciéon: Como ¢ es una sentencia, la hipotesis del Teorema 4.4.4 se satisface, y

por lo tanto se verifica el resultado trivialmente. 0

4.5. Completitud y Compacidad: modelos construidos a partir

de constantes

En lo que sigue consideraremos un lenguaje X* que extiende a > con un bottom L.
A partir de ese bottom, podemos definir una negacion fuerte del siguiete modo —¢ :=
¢ — L y es claro que para toda valuacién m(L) = 0. La légica de primer orden sobre el
lenguaje ¥* estara determinada por los axiomas y reglas de QH;,/’A y el nuevo axioma
(Ax17) L— 1, notaremos con QHj a la nueva logica. Esta negacién nos permitira probar
una completitud usando la herramientas clésicas, observemos que esta negaciéon no es
una negaciéon de De Morgan, por lo que la conectiva correspondiente a la conjuncion no
se puede obtener a partir del lenguaje. El problema de encontrar una completitud sin
negacion, en donde se adapten los conceptos cldsicos para ese caso, sera dejado como
trabajo futuro.

Proposicion 4.5.1. Las siguientes formulas son teoremas de QHs:

(i) F == (¢ — ¢
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(ii) F (¢ = —p) = —p

Definicién 4.5.2. Llamaremos a un conjunto de sentencias ), una teoria. Diremos que
una teoria §) es consistente si ninguna formula @ y su negacion —p son ambas demostrables
en ) (i.e. no puede pasar simultaneamente que QL = ¢ y Q F —p). Una teoria € es

mconsistente st no es consistente.
Proposicion 4.5.3. Toda teoria €2 de ¥* es consistente.

Demostracion: Sea ¢ una férmula tal que € F ¢, luego por el Teorema 4.4.1 tenemos
que €2 E . Por lo tanto, para toda m-istancia ¢’ tenemos que m(¢') = 1. Supongamos que
—p € 2, luego m(—¢') = 1, pero m(—¢’) = m(¢’ —=L') =m(¢’) - m(L)=1—-0=0,

lo que es una contradiccion. O
Lema 4.5.4. Si una teoria ) es inconsistente entonces §2 = ¢ para toda formula .

Demostracién: Supongamos que 2 - ¢ y Q F ). Luego, por Proposicion 4.5.1 tenemos
que Q F = — (¥ — ). Por lo tanto, aplicando (MP) obtenemos que 2 - ¢.

O

Este resultado es equivalente a que si ) es un una teorfa y existe una férmula que no

es demostrable en 2, entonces () es consistente.

Proposicion 4.5.5. Sea ) una teoria. Toda subteoria finita de €2 es consistente si, y solo

si, £ es consistente.

Demostracion: Resulta inmediato que si 2 es consistente, toda subteoria finita de (2
es consistente. Reciprocamente, asumimos que toda subteoria finita de €2 es consistente,
luego al suponer que € es inconsistente, tenemos que €2 - ¢ y €2 = =y para alguna férmula
. Es decir que tenemos dos derivaciones que involucran un numero finito de sentencias
de 2. Tomando el conjunto finito de sentencias )y involucradas en las derivaciones de ¢
y —p tenemos que y F ¢ v Qo F —¢. Por lo tanto, tenemos que una subteoria de {2 no

es consistente, lo que es una contradiccion. 0

Proposicion 4.5.6. La sentencia —¢ no es demostrable en la teoria €2 si, y solo si,

QU {p} es consistente.
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Demostracién: Sea —¢ una sentencia no demostrable en la teorfa 2 y supongamos
que QU {p} no es consistente. Luego, por el Lema 4.5.4 que Q U {p} F —p. De esto
ultimo y Corolario 4.4.6, tenemos que {2 - ¢ — —p. Por otro lado, por Proposiciéon 4.5.1
QF (¢ — =) — =p. Luego, Q F =y lo que es una contradiccién.

Reciprocamente, supongamos que Q2 U {(p} es consistente y supongamos que 2 - —p.
Luego, por Proposicién 4.5.1, tenemos que QU {p} F —p — (p — 1), por las hipdtesis
y (MP) tenemos QU {p} F 1 para toda sentencia 1, lo que contradice la consitencia de

QU {p}.
0

Definicién 4.5.7. Diremos que una teoria ) es mazximal consistente, si es consistente

para toda teoria Qg que contenga propiamente a €2, implica que g no es consistente

Proposicion 4.5.8. Sea € una teoria maximal consistente, y ¢ una sentencia cualquiera,

entonces:
(i) o se verifica que QL+ ¢ o bien que QF —p.
(il) QF ¢ si, y solo si, p € (.

(iii) ¢ & Q s, y solo si, ~p € )

Demostracion:

(i) Supongamos que no suceden simultaneamente ) ¢ y Q = =), entonces ¢ ¢ €,
por lo tanto 2 U {¢} es inconsistente. Luego Q U {1} = —). Por el Teorema de la Meta
Deduccién € F ) — =), luego por la proposicién 4.5.1 y (MP) Q F =), lo que es una
contradiccion. Por lo tanto tenemos que 2 F 9 o bien 2 F =),

(i) Si tenemos que € F ¢, como € es consistente, = no es demostrable a partir de
Q). De esta forma, por la Proposicién 4.5.6 Q U {¢} es consistente, y como €2 es maximal
consistente tenemos que QU {p} = Q, por lo que se concluye que ¢ € €. La reciproca es
inmediata.

(iii) Si ¢ ¢ Q, por (ii) ¢ no es demostrable en €. Por (i) resula que Q = —p. Recipro-
camente, si = € ) entonces €2 - —p, como €) es consistente no puede suceder €2 F ¢,

entonces ¢ ¢ €. O

Teorema 4.5.9 (Teorema de Lindenbaum). Toda teoria consistente de Ly puede exten-

derse a una teoria maximal consistente L.
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Demostracién: Sea 2 una teorfa consistente y supongamos que ||Lg-|| = Ny. Como la
cardinalidad de For(X*) es ||Ly-

las sentencias de For(¥*). Y definimos la sucesién de teorias {€); : i € N} de forma tal

podemos tomar {¢; : i € N} una enumeracion de todas

que
Ql == Q
(1)

0, = { QU {aj1} sz: i no es derivable en €);
Q; st Q F —ajig

Veamos que €); es consistente para todo ¢ € N.

Por hipotesis tenemos que €21 = () es consistente.

Supongamos §2; consistente. Si 2; = —a;;1 entonces por definicion §2; = €241 es
consistente. Si —a;y1 no es derivable a partir de €2; por la Proposicién 4.5.6 2,41 =
Q; U{a; 1} es consistente. De lo que resulta que €; es consistente para todo ¢ € N.

Definimos Qy; = [J € y supongamos que Qy F ¢ y Qp F = para alguna férmula
bien formada ¢. Las dlgfivaciones de ¢ y = requieren una cantidad finita de pasos de €2,
por lo tanto la demostraciéon involucra un mumero finito de teorfas €2y, %, , ..., (. Sea
k = max{ki,...,k;}, entonces Qi = ¢ y Qx = ¢ lo que contradice que €, es consistente.

Ademas podemos afirmar que €2, es maximal consistente. En efecto, sea J una ex-
tension consistente de €2;,. Sea ¢ € J. Como ¢ es una sentencia, existe a € N tal que
Y = ay. Si a, € ) tenemos que J C Q; C Q. Si a ¢ Q) puede suceder que a, € €,
o bien Q, 1 F —ay,. Si a, € Q, C Q) entonces J C Q. Si 2,1 F -, entonces por
hipétesis J F —a, lo que es una contradiccién. Por lo tanto J C Q,; es decir, 2, es

maximal consistente. O

Corolario 4.5.10. Toda teoria consistente puede ser extendida a una teoria mazimal

consistente y completa.

Demostracion: Sea () una teoria consistente, entonces por el Teorema 4.5.9 existe una
teorfa maximal consistente €. Luego, por la Proposicién 4.5.8 (i) tenemos que Q' es
completa.

O

Definicién 4.5.11. Sea 2 una teoria sobre Ly« y sea C' C C un conjunto de constantes

sobre ¥*. Diremos que C' es un conjunto de testigos de ) para toda formula ¢ con a lo
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sumo una variable libre x, entonces existe ¢ € C tal que Q = Jzp — @&, En este caso,

diremos que §2 tiene testigos Ly si existe un conjunto de testigos en L.

Observemos que ¢? es la notacién de ¢(c), donde la férmula con una varieble libre

() es la considereda en la Definicién 4.5.11.

Lema 4.5.12 (Teorema de las constantes). Sea C' un conjunto un conjunto de simbolos
de constantes y X7, el lenguaje que se obtiene al anadir las nuevas constantes a ¥*. Si

QU {a} es un conjunto sentencias de Xf., entonces:
Qbs: a si, y solo si, Qs a.

Demostracién: Sea oy, ..., o, una derivacion de « a partir de X¢.. Para cada «; que tenga
ocurrencias de constantes de C, las remplazaremos con variebles y las notaremos con «;.

Como las instancias de axiomas de QHj sobre X7, son también instancias sobre ¥* y lo

/

mismo acurre con instancias de reglas de inferencias. Por lo tanto, tenemos que o, ..., o,

es una derivacién de o', donde o es obtenida de « reeplazando las constante de C' por

variebles. La reciproca es inmediata de la deficién de derivacién.
O

Sea C' un conjunto de nuevos simbolos de constantes tal que el cardinal de C' sea igual
al cardinal de Lyg«. Notaremos con LL* al lenguaje que se obtiene de anadir las nuevas

constante a Ly«. Entonces,

Lema 4.5.13. Sea ) una teoria consistente de s+, entonces €2 se puede extender a una

teoria 2 consistente de IL* que tenga al conjunto C como testigos de IL*.

Demostracién: Sea () una teoria consistente y C' un conjunto de nuevos simbolos de
constantes tal que |C| = ||L(3*)|| = Rg. Sea ¥, una extension simple de ¥* anadiendo el
conjunto de nuevos simbolos de constantes C. Por lo tanto tendremos que ||L(3%)|| = No.

Consideremos {«;(z;,) : ¢ € N} una enumeracién de todas las féormulas de L(XY)
que tienen a lo sumo una variable libre y {¢; : i € N} una enumeracién de las nuevas
constantes individuales tal que:

(a) ¢ no esta contenida en las formulas a;(z;,) con i < k,

(b) ¢ es diferente de ¢; con i < k.

Como es claro que toda sentencia de X* es una sentencia de X¢, se tiene que €) es una

teorfa de IL(X}), que denotaremos €2;. A su vez, definimos la siguiente sucesion de teorias:
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{Qi:iEN},

Donde Q; fue definido anteriormente y Qg1 = Qx U {3(x;, ) (z;,) — axl(cr)}-

Tenemos que €2; es consistente, ya que, caso contrario, existe una derivacién para « y
para -« del lenguaje L(X%). Remplazamos cada ¢, ocurriendo en la derivacién por una
variable que no ocurre en la derivacién. De esta forma obtenemos una derivacién de o y
de —a, pero ahora sin ocurrencia de simbolos de C', y por lo tanto es una derivacéon en
L(%*), lo que contradice que €2 es consistente.

Sea () consistente. Supongamos que 2,1 es inconsistente, entonces ;.1 F1, luego
por el Teorema de la Meta Deduccién Q, = (3(z;, )ouw(zj,) — aw(cx)) —L. Por el Lema
4512 Q F (I(zj,)ak(zj,) — ax(y)) —L y por la Proposicién 4.4.5 tendremos que
Qi F (3, )ax(z;,) — Jya(y)) —L. Por otro lado por (Ax11) F ay(xj,) — Jyar(y), ¥
aplicando (R3) + 3(xj, )a(z;,) — Jyou(y). Por lo tanto, si f = I(x;, )a(z,,) — Fyar(y)
tendremos que Q; = 8y Q; = =3, lo que es una contradiccién, ya que €2; es consistente.
Por lo tanto 2,1, es consistente. Definimos ' = | J2;. De manera andloga a lo realizado
en la demostracion del Teorema de Lindenbaum Zpfgdemos ver que € es consistente.

Sea ¢ una férmula con una variable libre, entonces existe k € N tal que ay(z;,) = ¢.
De esta forma 3(z;, )ouw(zj,) — caw(cr) € Qpsq, es decir Qpyq F Jzj,0 — ©e’* | entonces
Y3z o — @’ Por lo tanto C' es un conjunto de testigos de L*.

O

Teorema 4.5.14. Sea ) una teoria mazimal consistente con un conjunto C de testigos

en Ls«, entonces ) tiene un modelo.

Demostracion: Sea A el conjunto de los términos sin variables libres sobre la asignatura
¥*. Definimos la estructura 4 = (A, I) sobre ¥* de la siguiente manera.

I(c) = ¢, si c es una constante individual. t4 = ¢ para todo término cerrado t de ¥*. Si f
es un simbolo de funcidn, entonces I(f) : A — A es tal que I(f)(t1,...,tn) = f(t1, ..., tn).
Para finalizar, para cada simbolo de predicado P, I(P) = 1 si, y s6lo si, Q = P(ty, ..., t,).
Probaremos por induccién sobre el nimero de conectivos y cuantificadores que para toda

férmula cerrada o de €:
(%) ¢ € Qsi, y solo si, Fy @

Probaremos () por induccién sobre la complejidad de la sentencia ¢. Para el caso que

la comlejidad sea 0 es inmediato que se verifica. Supongamos que la complejidad de ¢ es
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n y supongamos, también, que se verifica para una complejidad estrictamente menor que
n.

Si g es aV (. Supongamos Fy aV = m(aVp)=1=m(a)Vvm(pf) =1=m(a) =1
om(f)=1=QFaoQF g MHL)=QFaVfj, porel (Ax4), (Ax5) y (MP).

Reciprocamente si 2 - a V § y supongamos que 7 a V (. De lo que inferimos que
m(aV () < 1y por lo tanto m(a) < 1y m(f5) < 1. Luego, Fy a y Fy 5. De esto ultimo
y la hipétesis inductiva obtenemos que Q F/ ay Q I/ 3y entonces, 2 - -a'y Q F .
Por otro lado, por (Ax6) tenemos que - (o« —1) — ((8 —L1) — ((aV ) —1)) y (MP),
inferimos que Q = —=(a Vv 3), lo que es una contradiccién.

Si ¢ es a — (. Supongamos Fga — < m(a — ) =1 < m(a) = m((f) =1 <
m(a) < m(B). Si m(a) < 1 entonces Fy o entonces por hipdtesis inductiva Q I/ o« como
es una teoria completa 2 - —a. Por la Proposicién 4.5.1 F —a — (o — (). Por lo tanto,
por (MP) Q F o — . Si m(a) = 1, entonces m(3) = 1, luego Fy o y Fy § y por hipdtesis
inductiva Q F 3. Por (Ax1) y (MP) tenemos que Q F o — (.

Reciprocamente, si tenemos que 2 - a — (3, como () es una teoria completa puede
debe suceder Q2+ a 0 Q2 F —a.

Si tenemos que €2 F « entonces por (MP) tendremos también € = (5 y por hipétesis
inductiva Fy a y Fy 3, luego m(a) = m(5) = 1 y por lo tanto m(a — ) = 1, lo que
significa que Fy a0 — .

Si tenemos que €2 - -« entonces por hipdtesis inductiva Fg = «. Entonces, m(a) = 0
entonces m(a) — m(3) = 1, y por lo tanto Fyg o — [3.

Si ¢ es =(3. Inmediato del caso anterior que Q- (3 —1 < Fy [ — 1.

Si ¢ es Aca. Supongamos que Fy Aa < m(Aa) =1 Am(a) =1 m(a) =1 <
Fuae QF o (HL) = QF Aa por (R2). Ademas si tenemos Q = Aa, por (Ax7) y
(MP) Q F «.

Si ¢ es Jzra, entonces supongamos que Fy Jra = \/ m(a) =1 = existe un c € C
CcqEX*
tal que m(a) = 1 = Fy af = (H.L) existe un ¢ € C tal que Q F o = por (Azll) y

(MP) inferimos que Q F Jza ya que ¢ es un término libre para = en «. Reciprocamente,
su pongamos que () - Jxa. Por hipétesis y de que C' es un conjunto de testigos entonces

existe ¢ € C tal que Q F af, luego por H.I. m(a$) = 1. Por lo tanto, \/ m(aé) =1y
cqe€C
entonces, Fy dxa.
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Si g es Vxa. Supongamos que Fy Vea < m(Vea) =1 A m(aé) =1<m(al) =1
CqaEX*
para todo ¢ € C < Q F af para todo ¢ € C (H.I.). Ahora, supongamos que ) - af

para todo ¢ € C. Como C es un conjunto de testigos, entonces existe ¢ € C' tal que
Q F Jza — of, luego por el Lema 4.5.12 Q + Jza — a(y) con y varieble libre sobre
a. Ademads, como F af — Jra por (Axll) y por lo tanto, Q F a¢ — a(y). De esto
ultimo y (R4), inferimos que 2 + af — Vya(y). Como para todo ¢ € C tenemos que
Q F af, entonces ) F Vya(y). Reciprocamente, supongamos ) F Vza, por el axioma
(Az12) tenemos que - Yrxa — af para todo ¢ € C, puesto que ¢ es un término libre para
x en a. Luego, Q2 F af.

O

Teorema 4.5.15 (Teorema de Completitud). Sea o una sentencia, entonces: si F «

entonces F a.

Demostracién: Supongamos que I/ a. Luego, {—a} es consistente entonces por el Lema
4.5.9 existe una teoria maximal consistente I'" que la extiende. De esto ultimo, y el Teorema
4.5.14 existe un modelo U de I'" y por lo tanto, U F =« pues =« € I'". Luego, m(—a) = 1
entonces m(a) = 0. De lo que inferimos que U F a, como queriamos probar.

OJ

Teorema 4.5.16 (Teorema de Compacidad). Sea €2 una teoria. Entonces, Q tiene un

modelo si, y solo si, toda subteoria finita de €2 tiene un modelo.

Demostracion: Si () tiene un modelo 4, entonces toda subteoria finita de €2 tendra como
modelo a 4.

Reciprocamente, si toda subteoria finita €2y de €2 tiene un modelo 4 entonces €2y es
consistente. En efecto, si 2y no es consistente, existe ¢ € For(¥X*) de modo que Qg F 9
y o F —1p. Tales derivaciones involucran axiomas de QHj y sentencias de )y que se
satisfacen en 4. Ademas la satisfaccién en i se preserva bajo las reglas de inferencia de
OQHs3 v por consiguiente, por el Teorema de Completitud tendremos que { F ¢ y U FE =)
lo que es imposible. Por lo tanto, dado que toda teoria finita de €2 es consistente, entonces
también lo es ). Luego, por el Lema 4.5.13 y el Corolario 4.5.10 se puede extender (2 a
una teorfa 2 maximal consistente de L* que tenga al conjunto C' como testigos de LL*.
De esto ultimo y el Teorema 4.5.14 inferimos que €’ tiene un modelo, y como 2’ es una

extension de €2, entonces €2 tiene un modelo.
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5. Capitulo V

5.1. Dualidad topolégica

En este capitulo expondremos la dualidad topoldgica obtenida por S. Celani [17] para
los semireticulos implicativos, donde se trabaja con espacios topoldgicos ordenados, en
nuestra presentacién utilizaremos el orden que se puede definir en los espacios Tp, al
estilo de lo realizado por I. Calomino en [8] para semireticulos distributivos. Ademads nos
apoyaremos en las notas del curso del profesor Celani, dictado en el segundo semestre de

2015 ([16]).

5.2. Conceptos preliminares

Definicién 5.2.1. Un espacio topolégico es un par (X,7), donde X es un conjunto no

vacio y T es una familia de subconjuntos de X con las siquientes propiedades:
1. 0 y X estdn en T,
2. La union arbitraria de elementos de T estd en T,
3. La interseccion finita de elementos de T estd en T.

Diremos que T es una topologia para X.
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Definicién 5.2.2. Sea X un conjunto. Una base para una topologia sobre X es una

coleccion 3 de subconjuntos de X, llamados elementos bdsicos, tal que:
1. Para cada x € X, existe O € 3 tal que x € O,
2. Six € O1NOq, donde O1,04 € 3, entonces existe O3 € (3 tal que x € O3 C O1NOs.

Definicién 5.2.3. Sea X un conjunto. Una subbase I' para la topologia sobre X es una

coleccion de subconjuntos de X tal que X = |J O;.
O;€er

Definicién 5.2.4. Sea S un semireticulo con infimo. Un subconjunto no vacio F C S

diremos que es un filtro de S si se cumplen las siguientes condiciones:
1. Size Fyx<y, entoncesy € F.
2. Siz,y e F, entoncesx Ny € F.

Un filtro F' es propio si F' # S

Definicién 5.2.5. Sea S un semireticulo con infimo diremos que:

1. Un filtro propio F' de S es primo si, siempre que exista x V y y es un elemento de
F entoncesx € FF oy e I

2. Un filtro propio F de S es mazimal si, para cada K filtro de S tal que F C K,
tenemos que F =K o K =S

Definicién 5.2.6. Sea S un semireticulo con infimo. Un filtro propio F' de S es irreducible
si para todo Fy, Fy € F(S) tal que F = Fy N Fy, entonces F = Fy o F' = Fy. Denotaremos
por F(S) al conjunto de los filtros de S y por Fi(S) al conjunto de todos los filtros

irreducibles de S.

Definicién 5.2.7. Sea X un congunto y P(X) el conjunto de todos los subconjuntos de
X. Una subfamilia L C P(X) se dird dualmente dirigida si para U,V € L, existe W € L
tal que W CUNV.

Definicién 5.2.8. Sea S un semireticulo. Un subconjunto no vacio I C S es un ideal de

L si se cumplen las siguientes condiciones:
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1. Siyel yx <y, entonces x € I.
2. Six,y €1, y existe el supremo x \V y, entonces xVy € I.

Un ideal I es propio si I # S. Denotaremos con I1(S) al conjunto de todos los ideales de
S.

Definicién 5.2.9. Sea S un semireticulo. Un ideal de orden I es un subconjunto no vacio

de S tal que:

1. Siyel yx <y, entonces x € I.

2. Para todo par de elementos x,y € I, existe z € I tal que v < z ey < 2.
Denotaremos por 1d(S) al conjunto de todos los ideales de orden de S.

Definicién 5.2.10. Sea S un semireticulo y H un subconjunto de S no vacio. El filtro

generado por H es
[H)={F: F e F(S) y HC F}.
El ideal generado por H es
(H =({I:1€I(S)yHCI}.

Definicién 5.2.11. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un subconjunto Y C X es cre-
ciente, st para todo v € X,y € Y tal que y < x, entonces x € Y. Un subconjunto Y C X

es decreciente, si para todo x € X,y € Y tal que x <y, entoncesx € Y.
El menor subconjunto creciente que contiene a un subconjunto ¥ C X es el conjunto
1Y={reX: :y<uz paraalginy € Y}

De forma andloga, el menor subconjunto decreciente que contiene a un conjunto ¥ C X

como

lY={zxe X 2 <y, paraalgin y € Y}
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Dado un conjunto ordenado (X, <), el conjunto de todos los subconjuntos crecientes de
X serd simbolizado por P.(X). De manera similar, el conjunto de todos los subconjuntos
decrecientes de X serd simbolizado Py(X). Observemos que (P.(X), C) y (Pu(X), C) son
conjuntos ordenados.

En adelante, S denotard un A-semireticulo con tltimo elemento 1. Entonces si (X, <)

es un conjunto ordenado, entonces la terna (P., N, X) es un semireticulo ([17]).

Definicién 5.2.12. Sea S un semireticulo. Diremos que S es distributivo si para todo
a,bg, by € S tal que by N\ by < a, entonces existen ag,a,; € S tal que by < ag, by < ay y

a=ag/Naj.

Es bien sabido que semireticulo (A, A, 1) es distributivo si, y sélo si, la familia de los

filtros irreducibles es distributiva (ver [15]).

Teorema 5.2.13 (Celani [18]). Dado un semireticulo distributivo A, si F' es un filtro A,
e I un ideal de orden de A tal que F NI = (), entonces existe un filtro irreducible P tal
que FCPyPNI=0.

Demostracién: Sea ¥ = {G € F(A) : F C Gy GNI = (}. Como F € X, entonces

Y. # (). Consideremos ahora C C ¥ una cadena de elementos de X, es claro que |J C € X,
cec
entonces por el Lema de Zorn, existe un filtro maximal P en . Resta ver que P es un

filtro irreducible de A. Sean a,b ¢ Py sean P, = [P U {a}) y P, = [P U {b}), entonces
P.NI#0y P,NI# (. Luego, existen p;,po € Py x,y € I tales que py Aa < xy
pa Ab < y. Como tenemos que [ € Id(A), entonces existe ¢ € [ tal que ¢ ¢ P, x < ce
y < c. Luego, si tomamos p = p; A pa, tenemos que pAa < cy pAb<c. De esta forma,
por Lemma 6 de [18] tenemos que P € Fi(A).

O

Corolario 5.2.14. Sea A un semireticulo implicativo.
1. SiF e F(A) ya ¢ F, entonces existe P € Fi(A) tal que F C P ya ¢ P.

2. SiP e Fi(A)ya,be A. Entoncesa — b ¢ P si, y solo si, existe un filtro irreducible
QdeAtalque PCQ,aeQ ybd¢ Q.

Demostracién:
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1. Tomando el ideal principal (a], tenemos que F N (a] = 0. Aplicando el Teorema
5.2.13, tenemos que existe P € Fi(L) tal que F C Py a ¢ P.

2.a—b¢ P Sea P, ={r € A:a— x € P} el filtro generado por P U {a}. Es claro
que a — b ¢ P, entonces, por lo demostrado en el inciso anterior, existe @ € Fi(A)
tal que P C Q y a — b ¢ Q. De esta forma b ¢ (). Reciprocamente, supongamos
a—be P,entonces a € b€ Q,y comoa € Q por (IS4) aN(a —b)=aAbeQ.
A su vez, como a A b < b, entonces b € (), lo que es una contradiccién. Por lo tanto
a—b¢ P.

5.3. Dualidad topolégica para semireticulos implicativos

Recordemos que un semireticulo implicativo (o IS-dlgebra) es un élgebra (A, A, —, 1)

si verifica:

(IS1) 2 mz =y —y,

(IS2) (x = y) Ay =y,

(IS3) v = (yAz) = (z = 2) Az — ),
(IS4) 2N (z —y)=xAy.

En los semireticulos implicativos, la nocién de sistema deductivo y filtro coinciden, y
la familia de sistemas deductivos de un algebra dada es isomorfa por el orden al reticulo
de las congruencias, y este es completo ([23]).

Sea un S un semireticulo implicativo, notaremos por D(S) al conjunto de los s.d. de
Sy por X(S) al conjunto de todos los s.d. irreducibles de S. Sea X un conjunto y P(X)

el conjunto de todos los subconjuntos de X.
Teorema 5.3.1. Sea A un semireticulo implicativo. Entonces:
(1) Sea D € X(A), para todo a,b ¢ D existe ¢ ¢ D tal que a < c yb < c.

(2) Para todo a,b € A, sia £ b existe D € X(A) tal quea € D yb¢ D.
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Demostracién:
(1): Teorema 7 pag. 30 de [23].
(2): Theorem 2.3 [15].
0

Dado un conjunto ordenado (X, <), el conjunto de todos los subconjuntos crecientes

de X sera simbolizado por P.(X). Observemos que (P.(X), C) son conjuntos ordenados.
Teorema 5.3.2. Sea A una 1S-dlgebra. Entonces,

(1) A es isomorfo a una subdlgebra de P.(X(A)) donde el isomorfismo estd dado por la
funcion B4 : A — P(X(A)), con Ba(a) ={P € X(A):a € P}

(2) la familia Ba(A)° = {Ba(a)® : a € A} donde Ba(a)® = X(A) \ Ba(a), es una base
para una topologia sobre X (A).

Demostracion:

(1) Es claro que (34 es inyectiva. Por otro lado, veamos que fa(a) € P.(X(A)) para
a € S. En efecto, sea P € B4(a) y P C Q. Como P € [4(a), entonces a € P, pero
entonces a € @, es decir Q € [Sa(a). De esta forma (4(a) € P.(X(A)). Probemos
ahora que fa(a A b) = Ba(a) N Ba(8), Bala — b) = Bala) = Ba(b) ¥ Ba(1) = X(4).
En efecto, sea P € S4(aAb), entonces aAb € P. Como aAb<ayaAb<bse tiene
que a,b € P, es decir, P € 34(a) N (4(b). Reciprocamente, si P € (4(a) N Ba(a),
entonces a,b € P, por lo tanto a Ab € P, de esta forma P € S4(a A b). Veamos que
Bala — b) = Bala) = Ba(b). Sean P,Q € X(A) y a,b € A tales que a — b € P.
Si @ € [P)NPala), entonces a € Qy a — b € Q, luego b € Q. Supongamos que
a — b ¢ P, por el Corolario 5.2.14, existe @ € X(A) tal que P C Q y b ¢ Q,
entonces P ¢ Ba(a) = Ba(b). De las definiciones de sistema deductivo irreducible y
(4 resulta evidente que S4(1) = X (A).

(2) Como los Sistemas Deductivos Irreducibles son propios, tenemos que X (A) = (J fa(a)C,
acA
en efecto:

C) Sea S € X(A), existet € A:t & S, entonces S & [4(t), por lo tanto S €
Ba(t) € U Bala)c. De esta forma X(A) C | Ba(a)®
acA acA
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D) Sea S € |J Ba(a), entonces existe u € A: S € Ba(u)® = X(A) \ Ba(u), luego
acA
S € X(A), por lo tanto X(A) D | Ba(a)®

acA
Mas aun, para todo a,b € Ay para todo P € X(A), si P € B4(a)°NBa(b)¢ entonces
P e X(D)ya,b¢ P por el Teorema 5.3.1, existe ¢ ¢ P tal que a < cy b < ¢, de
esta forma B4(a), B4(b) C Ba(c), por lo tanto P € Ba(c)® C fa(a) N Ba(b)¢. De esta
forma 4(A)¢ = {Ba(a)°: a € A} es una base para la topologia sobre X (A).

O

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La clausura de un conjunto Y C X serd denotada por
cl(X). En el caso que Y = {y}, vamos a denotar cl({y}) = cl(y). Definimos la siguiente
realcion sobre X como sigue:

ry&execdy)

Notemos que =< es reflexiva y transitiva, aunque no necesariamente antisimétrica.

Definicién 5.3.3. Sea X un espacio topoldgico. Un subconjunto no vacio Y C X es
wrreducible si para cualquier par de cerrados Z, W tales que Y C ZUW, entonces Y C Z
oY CW.

Definicién 5.3.4. Un espacio topolégico X es sober si para cada conjunto cerrado irre-

ducible Y, existe un unico x € X tal que cl(z) =Y.
Lema 5.3.5. Sea X un espacio topologico. Entonces:
1. Si X es sober, entonces la relacion < es un orden.
2. La relacion =< es un orden si, y solo si, el espacio X es Tj.

Demostracién: Ver [§]
O
Cuando el espacio sea Tj, llamaremos a la relacion < orden inducido por la topologia
7. El orden dual de <, que serd denotado por <, se define como z < y si, y sélo si,
y € cl(x),
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De ahora en mas X denotara un espacio topoldgico dotado con el orden dual. Sea
X un espacio topolégico y K una base de abiertos y compactos de X. Consideremos el
conjunto D(X) ={U : U° € K}.

Teorema 5.3.6. Sea A una IS-dlgebra, entonces (D(X(A)),N, =, X) es una IS-dlgebra,
donde U =V ={x € X(A):[x)NU CV} e D(X(A)).

Demostracién: Sea U € D(X(A)). Por el Teorema 5.3.2 (2), S4(A)° es una base para
la topologia sobre X (A) tenemos que D(X(A)) = {U : U¢ € S4(A)°}, entonces a cada U®

lo podemos expresar como la siguiente union:
U¢=J{Ba(a)*:a € BC A},
y como U€ es compacto, existe {ay,...,a,} C B tal que

U® = fa(ar)*U ... U Balan)® = (Balar) N ... N Balan))”.

Entonces, cada U € D(X(A)) es intersecciéon finita de elementos de la base [G4(A)°.
Por lo tanto, U NV € D(X(A)), para todo U,V € D(X(A)). Sean U,V € D(X(A)).
Probaremos que U = V € D(X(A)). Como existen ay, ..., a,,by,...,b € A tal que U =
Balar) N...N Balan) y V = Ba(br) N ... N Ba(by), entonces

U=V =U= (Balbr) N...0 Ba(br))
= (U = ﬁA(lh)) n...N (U = ﬁA(bk)) N...N (ﬁA((ln) = ((ﬁA(an) = ﬁA(bk))))

Por suposicién (Ba(a1) = (...(Balan) = Ba(b)))...)) € D(X(A)) para todo 1 < j < k.
Entonces, U = V € D(X(A)), y de esta forma D(X(A)) es una IS-algebra. O

Teorema 5.3.7. Sea A una I1S-dlgebra. Entonces, la funcion fa : A — D(X(A)) es un

isomorfirmo.

Demostracién: De Theorem 11 de [18] tenemos que si A es un semireticulo distributivo,
entonces A es isomorfo a la subdlgebra fa(A) = {fa(a) : a € A} de P.(X(A)). Resta
probar que Sa(a — b) = Ba(a) = PBa(b). Sea S € Ba(a — b), entonces a — b € S, veamos
que S € Ba(a) = Bab) ={X € X(A) : [X)NGa(a) C Ba(b)}, es decir [S)NBa(a) C Ga(b).
Sea T € [S) N B4(a), entonces a € T'y S C T, por lo tanto a,a — b € T, luegobe T y
entonces, I' € F4(b). Reciprocamente, sea S € Ba(a) = [a(b), y supongamos por absurdo
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que a — b ¢ S. Consideremos el sistema deductivo S, generado por (S U {a}), como
b¢ S, existe Q € X(A):SCQ,acQybé¢ Q, porlotanto P ¢ Ba(a) = [a(b), lo que
es un absurdo, que proviene de suponer que a — b ¢ S, por lo tanto S € B4(a — b).

O

Es claro que tenemos que una A IS-algebra es isomorfa a D(X(A)).
En lo que sigue vamos a definir los espacios duales de las IS-algebras, los cuales

deberan SD-espacios ([17, 8]) especiales. En efecto,
Definicién 5.3.8. Sea X un espacio topologico diremos que es un IS-espacio si:

(i) X es sober,

(i1) el conjunto KO(X) de los abiertos-compactos forman una base para una topologica

de X,
(1)) (U= V)" e KO(X) para todo U,V € KO(X) .

Recordemos que un espacio X es un DS-espacio ([18, 8]) si verifica (i) y (ii) de la
definicién IS-espacio.

Consideraremos la funcion Hy : X — X (D(X)) definida por Hx(z) = {U € D(X) :
x € U} paraun DS-espacio X, en Lemma 15 de [18] se prueba que Hx esta bien definida.
En Theorem 18 se demuestra que Hx es isomorfismo de orden y un hoemomorfismo.

Luego, tenemos probado el siguente:

Teorema 5.3.9. Sea X un IS-espacio, entonces Hx : X — X (D(X)) es isomorfismo de

orden y un homeomorfismo de 1S-espacios.

Teorema 5.3.10. Sea X un IS-espacio, entonces Hx(x) € X(D(X)) para todo x € X
si, y solo si, el conjunto D¢ = {U° : U € D(X)} es una base para la topologia definida
sobre X.

Demostracién: Supongamos que Hx(z) € X(D(X)) para todo z € X. Como Hx(z) es
propio, entonces existe U € D(X) tal que z ¢ U. Asi, X = (J{U°: U € D(X)}. Sean
UV e D(X)yseax e UNVe Entonces, U,V ¢ Hx(z), y como Hx(x) es irreducible,
entonces existe W € D(X) talque W ¢ Hx(z),U CWyV CW. Asi,x € W* CU°NV*.

Concluimos que D¢ es una base de la topologia sobre X.
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Sea D¢ es una base para la topologia sobre X, veamos que Hx(z) € X(D(X)). Hx(x)
es un sistema deductivo, en efecto: supongamos U,V = V € Hy(x), entonces = € U,z €
U=V={zeD(X):[z)NU CV}, entonces [x) NU C V. Como x € [z) NU entonces
x € V, por lo tanto V € Hx(z).

Veamos ahora que Hx(z) es irreducible. Es claro que Hx(x) C D(X). Sean Fy, Fy C
D(X) sistemas deductivos propios tales que Hx(x) = F; N Fy. Veamos que Hx(z) C Fy
o Hx(z) C F,. Supongamos por el absurdo que Hx(z) € Fy y Hx(x) ¢ F>. Entonces
existe P, € Fyy Py € Fotalque Py ¢ Hx(z)y Po» ¢ Hx(x). Esclaroquex ¢ Py x ¢ Ps,
entonces x € Py y x € Py, entonces x € Py N Py. Como D¢ es una base, y Pf, Py € D¢
tenemos que existe Py € D° tal que x € Py C Pf N Py, entonces P{ € Hx(z). Como
Hx(x) es un sistema deductivo y al ser (D(X),N,0, X) es IS-dlgebra por el Teorema
5.3.6, entonces Hy () es filtro. Luego, PfN Py € Hx(x) es filtro. Luego PfN Py € Hx(x),
ademés Pf N Py C Py, entonces Pf € Hx(x) = Fy N Fy, entonces Pf € Fy, entonces por
ser filtro, P, N Pf € F; < () € Fy, por lo tanto F; no es propio, lo que es un absurdo.

O

Observemos que la condicion necesaria del Teorema 5.3.10, no precisa de la hipodtesis

de que D¢ sea base para una topologia sobre X.

Definicién 5.3.11. Sea X un IS-espacio tal que Hx(z) € X(D(X)), diremos que:

(1) X es saturado si para cada © € X y para el par (I''Y) C D(X) x D(X), con
Y ={U € D(X) :U ¢ X} dualmente dirigida, tal que para cada {O,...,0,} C T
y para cada {Vy,...,Vi.} X,

[Z)NON..NO, NVEN...NVE£D,
entonces se cumple
)N NN e # 0.

(2) X es repleto si para cada z,y € X tal que Hx(x) C Hx(y), existe v € X conz < z
y Hx(2) = Hx(y).
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Teorema 5.3.12. Sea X wuna IS-dlgebra tal que D¢ es una base de abiertos compactos

para la topologia definida sobre X. Supongamos que la funcion Hx : X — X(D(X)) es

wyectiva. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(1)
(2)
(3)

X es un IS-espacio.
Hy es sobreyectiva y X es saturado.

Hx es sobreyectiva y X es repleto.

Demostracién:

1=2

2=3

Como X es un [S-espacio, la funcion Hx es sobreyectiva. Sea x € X y consideremos

'y ¥ de D(X) tal que X es dualmente dirigida. Supongamos que
[2)NO;1N...NO, NVEN...NVEAD,

para todo {Oy,...,0,} C T' y para todo {Vi,...,V;} C 3. Consideremos el filtro
generado por I'U Hx (z) y el conjunto [(X) ={U € D(X) :existe V€ X : U C V}.
Como ¥ es dualmente dirigido, /(X) es un ideal. Se puede ver facilmente que el
filtro generado por I' U Hx(z) intersectado con I(X) son disjuntos. Como Hy es
sobre, existe y € X tal que ' U Hx(z) € Hx(y) y ¥ N Hx(y) = 0, es decir,
y € [z)yn N2 Por lo tanto, X es saturado.

Vemos que si X es saturado entonces es repleto. Sean x,y € X tales que Hx(z) C
Hx(y). Es claro que Hx(y)® = {U € D(X) : « ¢ U} es un subconjunto de
D(X) dualmente dirigido. Més atn, para cada {O,...,0,} C Hx(y) y para ca-
da {V1,...,Vi} € Hx(y), tenemos que

[2)NO1N...NO, NVEN..NVEFD,

ya que, en caso contrario, como Hx(y)¢ es un ideal de orden, entonces existe W ¢
Hx(y)¢ tal que W¢ C VN ...N V¢ Entonces, [£) NO; N ...N O, N W€ # () implica
que x € O = (0 = ...(0, = W)...) € Hx(z) C Hx(y), y como Hx(y) es
un sistema deductivo de D(X), W € Hx(y), lo que es una contradiccién. Asi,
[2)N Hx ()N Hx (y)¢ # 0, es decir, existe z € X talque z < zy Hx(2) = Hx(y).
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3 =1 Es claro que D(X)¢ C KO(X). Sea ahora A € KO(X), como A es abierto entonces
A=HUf:U; e KC D(X). Ademds, D(X) es una IS-dlgebra de lo que inferimos
que A° € D. Por lo tanto, D¢ = KO(X). Veamos ahora que todos los subconjuntos
cerrados son crecientes. En efecto, sea F' un subconjunto cerrado entonces F° es
abierto. Luego, F° = |J{Uf : U; € Z C D(X)}, es decir, F = ({U; : U; € Z C
D(X)}. De lo que tenemos que F es interseccién de subconjutos crecientes, por lo
que es un subconjuto creciente. Probemos ahora que Hy es un isomorfismo de orden.
Sean z,y € X tal que Hx(x) C Hx(y), como X es repleto, existe z € X tal que
x < zy Hx(y) = Hx(2), y de que Hx es inyectivo tenemos que y = z. Enconces,
x <y, y por lo tanto, Hx es isomorfismo de orden. Por lo que concluimos que X es

un IS-espacio.

Teorema 5.3.13. Sea X un IS-espacio, X es saturado y repleto.

Demostracién: Por el Teorema 5.3.9 tenemos que la funcién Hx es inyectiva. Luego,
por el Teorema 5.3.10 D¢ es una base para la topologia definida sobre X. Ademas, por
tratarse de D¢ una base de abiertos compactos, por el Teorema 5.3.12 podemos concluir

que X es saturado y repleto.
O

5.4. Dualizacion de los morfismos

Obeservemos que si tenemos A y B dos 1S5-algebras, entonces la funcion h: A — B es
un homomorfismo de semireticulos si h(1) =1y h(x Ay) = h(x) Ah(y). Notemos que si h
es un homomorfismo de semireticulos se verifica h(x — y) < h(z) — h(y) ([17]). Luego,
definiremos [ S-homomorfismo como uno de semireticulos que verifica: h(x) — h(y) <

h(x —y)

Definicién 5.4.1. Sean X1, Xy dos IS-espacios y R C X1 x Xs. Diremos que R es una

sub-relacion si:
(1) Para todo U € D(X3), hg(U) ={x € Xy : R(x) CU} € D(X)),

(2) R(X)={U € D(Xs) : R(x) CU}, para todo x € X;.
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Una sub relacion R C X; x Xy es una relacion funcional si para todo x € dom(R) y para
todo y € R(x) existe z € Xy tal que x < z y R(z) = [y)

Sean A; y As dos IS-algebras y sea h : Ay — As un homomorfismo de semireticulos.
Entonces la relacién Ry, : X (A2) x X(A;) dada por

(P,Q) € Ry, si, y solo si, h™}(P) C Q,

para cada P € X (Aj) es una sub relacién [18]. Sean X e Y dos IS-espacios. Si R : X; X X5

es una sub relacién, entonces el mapeo hg : D(Xs) — D(X;) dado por
hr(U) ={x € Xy : R(x) CU}

es un homomorfismo de semireticulos. Luego, por resultados dados en semireticulos dis-
tributivos (ver [18]) existe una dualidad entre homomorfismos de semireticulos y sub-
relaciones. Ahora, probaremos que la clase de relaciones funcionales es equivalente a cier-

tas clases de funciones (parciales) entre dos IS-espacios.

Definicién 5.4.2. Sean X; y X5 dos 1S-espacios. Una funcion parcial f : X1 — X5 es

un IS-morfismo si:
(1) Para todo z,y € dom(f), si x <y entonces f(x) < f(y).
(2) Sizedom(f)y f(x) <y, entonces existe x € dom(f) tal que x < z y f(2) = y.

(3) Para todo U € Do, (f~H(U)]¢ € D;.

Teorema 5.4.3. FEuxiste una correspondencia biyectiva entre relaciones funcionales e IS-

morfismos definida entre dos IS-espacios.

Demostracion: Sean X; y X5 dos [S-espacios. Sea f : X7 — X5 es un IS-morfismo.

Definimos la relaciéon binaria Ry € X; x X, como

(x,y) € Ry & (3z € dom(f)) x < zy f(z) =y.
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Probemos que Ry es una relaciéon funcional. Sea z € dom(f) e y € Ry(x). Entonces existe
z € dom(f) tal que + < zy f(z) = y. Probaremos que Rs(z) = [y). Sea a € Ry(z).
Entonces existe b € dom(f) tal que z < by f(b) = a. Como f es creciente, f(z) =y <
f(b) = a. Asi, y < a. Supongamos que y < a. Como f(z) =y < ay f es un IS-morfismo,
entonces existe k € dom(f) tal que z < k'y f(k) = a. Entonces, a € Ry(2).

Probemos que hg,(U) = (f~'(U)°, para todo U € D;. Supongamos que x €
(f~H(U)“]. Entonces existe f(z) ¢ U tal que z < z. Sea y = f(z). Entonces, (z,y) € R; e
y ¢ U. Asi, Ry(x) C U, es decir, v ¢ hg,(U).

Sea x € (f~1(U)%]° y supongamos que = ¢ hp (U). Entonces, existe y € X, tal que
(z,y) € Ry ey ¢ U. Por la definicién de Ry, tenemos un elemento z € X; tal que z < z
v f(z)=y. Asl, x < zy z € f71(U)¢ lo que implica que = € (f~1(U)¢], que resulta ser
una contradiccion. Por lo tanto concluimos que Ry es una relacién funcional.

Reciprocamente, consideremos una relaciéon funcional R C X; x X5 y el conjunto
Xp={z€eXi:(FreX))(Tye Xo)x<zy R(2)=1[y)}

Definimos un mapeo parcial fr : X; — X5 con dom(f) = Xp de la siguiente manera:
Para z € Xg, sea fr(z) = y tal que R(z) = [y). Probaremos que fr es un IS-morfismo.
Sean z,y € Xpg tal que z < y. Entonces, existe z/,y € X, tal que R(z) = [2') vy
R(y) = [¢'). Como x < y, entonces R(x) = [z') C R(y) = [¢/'), lo que implica que ' < ¢/,
lo que quiere decir que fr(x) < fr(y). Asi fr es creciente.

Sea y = fr(z) < k. Entonces, R(z) = [y). Como (z,z) € R, y < k 'y R es una relacién
funcional, existe d € X tal que z < d y R(d) = [k). Entonces, fr(d) = k.

Finalmente, es fécil probar que hg(U) = (fz"' (U)]¢, para todo U € Dy. Asi, fr es un

[S-morfismo. O

Ahora probaremos que la relacién funcional (o IS-morfismo) es el dual del IS-homomorfismos.

Teorema 5.4.4. Sean X, y Xy dos IS-espacios. Una sub relacion R C X; x Xy es
una relacion funcional si, y solo si, hg(U) = hr(V) C hr(U = V) para cualquier
UV € D(X,).

Demostracién:
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=) Primero probaremos que si R es una sub relacién, entonces (Ro <) C R, donde o
denota la composicion de relaciones. Supongamos lo contrario. Entonces, existe z € X e
y, k€ Xy tal que (z,y) € R,y < ky (z,k) ¢ R. Como R(z) =({U € D(X3) : R(x) C
U}, entonces k ¢ U, para algin U € D(X3) tal que R(z) C U. Entonces, y € U, pero
como U es creciente e y < k, tenemos que y ¢ U, lo que es una contradiccién. Luego,
(o <) C R

Supongamos que existe U,V € D(X3) tal que hp(U) = hr(V) ¢ hR U=171).
Entonces existe z € X e y,k € X, tal que [x)Nhg(U) C hg(V), (z,y) ER, [y)NU €V,
y < k, ke U, yk ¢ V. Entonces (z,k) € Ry como R es una relamon funmonal,
existe z € X; tal que < zy R(z) = [k). Asi, z € [z) N hgr(U) C hg(V). Entonces
R(z) = [k) C V, lo que es una contradiccién. Asi, hg(U) = hg(V) C hg(U = V) para
cualquier U,V € D(Xj).

<) Sea (z,y) € X3 x X; tal que (x,y) € R. Consideremos un subconjunto finito
{U1,..,U,} C Hx,(y) y {V4,..., Vii} C Hx,(y)°. Probemos que

() Vhp(Uy) N .0 hp(Uy) N hr(Vi)eN ..M hp(Vi)e # 0

Supongamos lo contrario. Como Hx,(y)® es un ideal de orden, entonces existe W &

Hx,(y)° tal que V; C W, para 1 <i < k. Entonces,
[{L‘) N hR(Ul) N..N hR(Un) N hR<W)C = [ZL‘) N hR(Ul Nn..N Un) N hR(W)C = @

Asi, x € hr(Uy N ...NU,) = hr(W) C hg((UyN..NU,) = W), es decir, R(z) C
(U1Nn..NU,) = W. Como (z,y) € Ry {U,...,U,} C Hx,(y), tenemos que W € Hx,(y),
lo que es ua contradiccién. Como X es saturado, tenemos que

[2) N(W{he(U) :y € Uy W{ha(V)*:y ¢ VIF#D.

Entonces existe z € X tal que x < z, z € ([{hr(U) :y € U}, y sea z € (Y{hr(V)°:y ¢
V'}. Ahora, es facil ver que z € [z) y R(z) = [y). O

De los resultados anteriores tenemos que existe una dualidad entre la categoria de
[S-élgebras con IS-homomorfismos y la categoria de IS-espacios con relaciones funcionales

(o IS-morfismos). Los siguientes diagramas representan equivalencia categorica:
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A B
| |
Ba(A) =2 By (B)

Fi(D(X)) 2 Fi(D(Y))



127

6. Capitulo VI

6.1. Conclusiones y trabajo futuro

El desarrollo de esta tesis pretendid ser una introduccién al estudio de los reductos
hilbertianos de las algebras de Lukasiewicz-Moisil. Podemos concluir que en este trabajo
se presentan todos los reductos con operaciones reticulares que se pueden estudiar sobre
las algebras de Lukasiewicz de orden 3.

Por otro lado, en la tesis doctoral de M. C. Canals Frau ([9]) se estudio las algebras

de Hilbert n-valentes modales que pueden ser definidas como sigue:

Definicién 6.1.1. Un dlgebra (A, —,01,...,0,-1,1) de tipo (2,1,...,1,0) es un dlgebra
de Hilbert modal n-valuada si el reducto (A,—,1) es un dlgebra de Hilbert n-valente y

01, ...y On_1 verifican las siguientes identidades:

(M1) (o1x — y) — = ==,

(M2) o;(x — y) — (0, — ojy) =1, para todo 1 <i < j <mn,

(M3) (o;x — o) — ((oi117 — 0n1y) — (012 — 0p1y) — o5(x — y))...) =1,
(M4) oi(x — ojy) =z — 05y,

(M5) 0p_12 = (x — o;x) — oz, para todo 1 <i < j <n.
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Esta autora también estudié los semirecticulos implicativos modales n-valentes, que

pueden ser definidos como:

Definicién 6.1.2. Los semireticulos implicativo (n + 1)-valuados modales son dlgebras
< A = N\, 01, ., 00,1 > de tipo (2,2,1,...,1,0) tales que el reducto < A,—, N\, 1 > es
un dlgebra de semiareticulo implicativo y el reducto < A, —,01,...,0,,1 > es un mHy1)-

algebra que verifica:
(M6) o;(x ANy) = oz A\ oy para todo 1 <i<n

Este trabajo puede ser enmarcado como el estudio de diversos reductos hilbertianos
de las algebras de Lukasiewicz-Moisil de orden n. Por otra parte, la prueba de que el
supremo se puede definir en térmminos del infimo y la implicacién trivalente se verifica

de manera andloga para el caso n-valente.

Ahora, para pensar en otros fragmentos con operaciones reticulares debemos explorar
las algebras de Hilbert con esas operaciones, para lo cual fue fundamental el trabajo
introductorio de esta tesis, que permitira llevar adelante un trabajo acorde al grado de
doctor.

Algunos de los objetivos son:

(i) Realizar una revisién de trabajos sobre las dlgebras de Hilbert y en particular, los
referidos a las dlgebras de Hilbert modales (n + 1)- valuadas y los semireticulos

implicativos modales (n 4 1)-valuados.

(ii) Comenzar con el estudio de las dlgebras de Hilbert con supremo (n+1)—valuadas (o
H). ,-algebras) equipadas con el operador o;. Continuar con el estudio de las H,/, -

algebras con el operador o, y en particular, determinar si existe alguna relaciéon

entre ellas.

(iii) Resolver los problemas cldsicos que plantea la investigacién de una nueva variedad,
a las introducidas en el inciso (ii), tales como: la determinacién de las congruencias,

algebras subdirectamente irreducibles, algebras simples, objetos libres.

(iv) Investigar si en las H,/, -dlgebras es posible definir los operadores o, ... 0, a partir

de la implicacién de Hilbert, el o7 y el supremo (V). Ademds, se investigara la
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variedad de las H,/, ,-dlgebras enriquecidas con los operadores {01, 09,...0,} a las

v :
que llamaremos H,’, ;-extensiones.

(v) Un vez concluidos los anteriores items se comenzard con el estudio del reducto
{—,01,09,...0,,V} de las élgebras de Lukasiewicz monddicas estudiadas por M.
Abad en sus tesis doctoral ([1]), las mismas serdn las H, -extensiones con un

cuantificador universal que deberda conmutar con los operadores de Moisil.

(vi) Determinar las posibles conexiones de las H, ,-extensiones con un cuantificador
con los subreductos implicativos de las MV,,,-dlgebras monadicas y las algebras
implicativas de Lukasiewicz monadicas n-valentes estudiadas en la tesis doctoral de
C. Cimadamore (ver [21]). Nos veremos especialmente interesados para los casos
n < 5.

(vii) A las estructuras algebraicas introducidas y estudiadas en este plan, se les pretende
dar representaciones topoldgicas, por medio de Dualidades Espectrales, en especial
si las estructuras son reticulos no necesariamente distributivos. Para lo cual se uti-
lizaran las técnicas desarrolladas por S. Celani y su co-autores para las algebras
de Hilbert con operaciones reticulares (|20, 19]). La tesis dotoral de Maria Esteban
([26]) presentada en la Universidad de Barcelona, se encuentra relacionada a esta

parte de la propuesta.

Esta propuesta cuenta con la financiacién de una beca doctoral de CONICET, iniciada
en abril de 2016.
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