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RESUMEN

En este trabajo, obtenemos condiciones bajo las cuales existe una extension continua
del operador integral fraccionaria de Weyl Ij desde el espacio de Calderén-Hardy

HP'(w) al espacio ’H’;;;f +~(w). La clave para este hecho es una estimacién puntual
que relaciona las funciones maximales N, (I F;z) y N (F;x) para F' € HP'F(w),
estimacion que tiene otras aplicaciones como se verd en el trabajo.

Por otra parte y de manera independiente probamos un Teorema de Interpolaciéon
compleja en los espacios de Calderén-Hardy. Una de las técnicas relevantes que en-
contramos para obtener ese teorema es la existencia de una descomposicién atémica

con propiedades adicionales de los espacios de Calderén-Hardy.



II

ABSTRACT

In this work, we obtain conditions under which there is a continuous extension of
the fractional integral operator of Weyl It from Calderon-Hardy space HP'# (w) into
the space 7—[:2:;[ +~(w). The key to this fact is a pointwise estimate that establishes
a relationship between the maximal functions N[, (I F;x) and N/ (F;x) where
F € HPF(w). That estimate has more applications as will be seen in this work.

Moreover we prove a Complex Interpolation Theorem in the Calderon-Hardy spaces.
One of the techniques that are relevant for this theorem is the existence of an atomic

decomposition with additional properties of Calderon-Hardy spaces.
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Introduccion

En el trabajo [16], S. Ombrosi define y estudia los espacios de Calderén-Hardy
HPF(w),0<p<1, 1<g<oo, a=N+pdonde N esun entero no negativo
y 0 < B <1yuwen la clase de pesos de Sawyer. Para ello necesit6 introducir una
versién lateral de la funcién maximal definida en [1] por A. P. Calderén, esto es

- N da— ;
niatin) =swp (5 [ 1500 - Pl

para una funcién f € L} y donde P es un polinomio conveniente de grado a lo
sumo N. La version original de la funciéon maximal permitié a A. P. Calderén en
[1] definir los espacios de funciones MP?, la idea central de A. P. Calderén al in-
troducir esta funcién maximal es que la misma mide regularidad de las funciones
que intervienen sin tener en principio mas que condiciones de tamano. Entre otros
resultados se prueba que los espacios MP:? son invariantes bajo la aplicacién de ope-
radores integrales singulares regulares, es decir operadores de Calderén-Zygmund.
De manera indirecta la funcion maximal de A.P. Calderén aparece por primera vez
en el célebre trabajo [5] cuando A. P. Calderén y A. Zygmund obtienen estimaciones
puntuales de soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales elipticas.
Una generalizacion a espacios métricos de la maximal de A. P. Calderén se puede
encontrar en [10].

Una sutil extension de los espacios MP4 para el pardmetro 0 < p < 1 es obtenida
por A. Gatto, J.G. Jiménez y C. Segovia en [7]. Ellos definen los espacios H? ,,,,
m € N mostrando que son equivalentes a los espacios de Hardy HP? a través del
operador A™. Ademas, introducen la nocién de p-atomo en los espacios 7—[‘;”%, y
prueban una descomposicion atémica de los elementos de dichos espacios. Para di-
cha descomposicion se usan las técnicas desarrolladas en [14] por R. Macias y C.
Segovia, en el contexto de espacios de tipo homogéneo. Posteriormente en [16], S.

Ombrosi generaliza estos espacios para versiones pesadas y tal que el pardmetro «
sea un numero real positivo, obteniendo asi los espacios de Calderén-Hardy latera-
les HbF(w), mencionados al comienzo de la introduccién y que serdn definidos en
el Capitulo 2. Concretamente, en [16] se generaliza los resultados que se encuentran
en [7], donde en particular se prueba que los elementos del espacio HE'F(w) pue-
den expresarse en términos de series de multiplos de p-atomos obteniendo asi una
descomposicion atéomica de los espacios Hg:;(w). Esta descomposcion de los elemen-
tos permite probar que la integral fraccional de Weyl IT puede ser extendida a un
operador acotado desde el espacio de Hardy Hfiﬂ(w) al espacio de Calderén-Hardy
HP 1+ (w). Los espacios de Hardy HY _(w) en el contexto de la clase de pesos de Saw-
yer, las cuales seran definidas en el Capitulo 1, fueron estudiados por L. De Rosa y
C. Segovia en [23]. Cuando a € N, la extensién de la integral fraccionaria de Weyl
I7 desde los espacios de Hardy a los espacios de Calderén-Hardy es un isomorfismo.
Esta identificacién falla si o« ¢ N (ver [16]). A partir de esos resultados, surge uno
de los problemas que resolvemos en nuestro trabajo: ;Es posible que el operador

integral fraccionaria de Weyl I, 0 <y < 1, transforme I} : HP:5(w) — Hi'o, (W)



en forma continua ? La respuesta es afirmativa siempre y cuando o € N (por los
resultados obtenidos en [16]) v si a ¢ N es valido el resultado si « = N + § con
0 < B+~ <1, (su prueba esta desarrollada en el Capitulo 3 del presente trabajo.)
Por otra parte, en [21], S. Ombrosi, R. Testoni y C. Segovia obtienen un Teorema
de Interpolacién Compleja entre espacios de Hardy laterales HY _(w). Este resultado
generaliza los obtenidos por J. O. Stromberg y A. Torchinsky en el Capitulo XII de
[26] en el contexto de espacios de Hardy pesados con una medida que duplica. A
partir de este hecho y considerando que en [16] se prueba la identificacién, mediante
la integral fraccionaria de Weyl I} con o € N, a los espacios de Hardy HY  (w) con
los espacios de Calderén-Hardy Hé’::{(w), surge la pregunta: ;Bajo qué condiciones
es posible obtener un Teorema de Interpolacion Compleja entre los espacios de Cal-
derén-Hardy laterales ’Hg’;;“(w), con0<p<1l,0<qg<oo,a=N+8y0<pg<1?
Claramente la respuesta es afirmativa para el caso a € N (por la identificacién de los
espacios de Calderén-Hardy laterales con los espacios de Hardy laterales obtenidos
en [16] y por los resultados de Interpolacién para espacios de Hardy laterales obte-
nidos en [21]). Para el caso, @ ¢ N, no podemos aplicar el mismo argumento pues
falla la identificacion. Sin embargo aunque falle la identificacién, si podemos otener
un Teorema de Interpolacion Compleja, de hecho uno de los principales resultados
de este trabajo es el Teorema 5.1.1 el cual se prueba en el Capitulo 5 y responde
afirmativamente a esa pregunta.

En este trabajo obtenemos resultados para versiones pesadas de los espacios definidos
por A. B. Gatto, J. G. Jiménez y C. Segovia pretendiendo que la clase de pesos sean
lo mas general posible, por esto es que aqui nos restringimos a trabajar en la recta
real con la clase de pesos A de E. Sawyer definida en [24]. La principal dificultad
que aparece al considerar pesos en la clase A, es que estos pesos no duplican lo
que acentia las dificultades geométricas y por lo tanto complica la obtencién de
descomposiciones atémicas.

Para encontrar la descomposicion atémica introducimos la nociéon de dtomo en los
espacios 7—[5;;“ (w), vy a partir de la descomposicién en p-atomos para estos espacios
dada en [16] es que logramos encontrar una descomposicién atémica con la propiedad
adicional de que cada atomo de la descomposicién esta seguido por otro, con soporte
contiguo. Para tal fin se utiliz6 una técnica encontrada en [21] de como partir un
atomo en otros atomos con propiedades adicionales. Cabe senalar, que estos resul-
tados de interpolacion se pueden obtener en el contexto de los pesos Muckenhoupt,
clases definidas en [15], con una prueba més simple ya que no se requiere que cada
atomo este seguido por otro, pues esas clase de pesos duplican.

En los primeros capitulos hacemos referencia a las clases AT de pesos de E. Sawyer y
a los espacios de Calderén-Hardy 7-[{;;;“ (w). Mas precisamente, en el primer capitulo
presentamos a las clases Al enunciando importantes resultados que nos serdn de
gran utilidad a lo largo de este trabajo. En el segundo capitulo recordamos la defi-
nicion y los principales resultados de las funcién maximal N, qf ., v de los espacios de
Calderén-Hardy Hg:;r(w). Uno de los resultados que se prueba en este capitulo es
la caracterizacion de los elementos del espacio cociente E) = L /P tal que tienen
maximal acotada con las clases del espacio A, donde A, denota el conjunto de las
clases F' que tienen algin representante con derivadas continuas hasta el orden N y



su derivada N-ésima es Lipschitz (¢— N ), donde 0 < a— N = [ < 1.. Este resultado
es de gran utilidad pues, en el tercer capitulo nos permitird establecer una prueba
diferente del clasico resultado de acotacion del operador integral fraccionaria entre
los espacios Lipschitz.

En el Capitulo 3, se introduce la definicién de la integral fraccionaria de Weyl I,;“ se
presenta la notacion y se mencionan algunas propiedades del operador. En la Seccion
2 se extiende la integral fraccionaria de Weyl, If, a las clases HP'F (w) (1 Ao. En la
Seccion 3 se demuestra una desigualdad puntual que satisface la gran maximal de
A. P. Calderén versiéon lateral dada por N;f . (F';z), permitiendo, esta desigualdad
junto con la densidad de las clases HE'F (w) () Aq en HEF(w), probar la existencia
de una extensién continua del operador Ij, paral0<p<1,0<f <1, a=N+p0,
v+8 < 1,1<q<%waAjdonde(oz+%)p28>1o(a+%)p>1sis:1.Cabe
mencionar que, para el caso a € N, esta extension también es verdadera pues es una
consecuencia de la identificacion de los espacios de Hardy laterales con los espacios
de Calderén-Hardy laterales a través de I, resultado obtenido por S. Ombrosi en
[16].

En el cuarto capitulo nos dedicamos a conseguir, a partir de la descomposicion en
p-atomos de los elementos de 7—[2’:;“ (w) obtenida por S. Ombrosi, una descomposicién
atémica particular que sera la herramienta fundamental para arribar a los resulta-
dos de Interpolacion. Para tal objetivo, en la primer secciéon introducimos la nocién
de atomo con la cual trabajaremos en los capitulos restantes. Se prueban algunas
propiedades basicas de los &tomos en los espacios Hg:;r(w) las cuales nos permitiran,
realizando ciertas modificaciones a la prueba de descomposicién dada por S. Om-
brosi, obtener una descomposcion atémica de estos espacios. En la segunda seccion,
se presentan dos lemas que nos permiten partir un p-atomo de tal manera que lo-
gramos encontrar la descomposicién atémica con la propiedad adicional: para cada
atomo (con intervalo asociado I) que intervenga en la descomposicién atémica ori-
ginal existe otro atomo de la descomposicién con intervalo asociado J que sigue a
1, es decir J esta contiguo a la derecha de I. Ademas estos intervalos son compa-
rables, concretamente |I| = 4].J|. Este resultado es el Teorema 4.2.3. Esta forma de
descomponer el espacio sigue las ideas de la descomposicion atémica de los espacios
de Hardy laterales que obtienen S. Ombrosi, C. Segovia y R. Testoni en [21].

Por ultimo en el Capitulo 5, damos un Teorema de Interpolaciéon entre espacios
de Calderéon-Hardy laterales. Este capitulo lo dividimos en cuatro secciones. En la
primer seccion introducimos la notacion a utilizar y presentamos el Teorema 5.1.1
y el Teorema 5.1.2 que son dos de los principales resultados a desarrollar en este
trabajo. En la segunda seccion damos los resultados previos que nos permitiran pro-
bar la primera parte del Teorema 5.1.2, siendo estos resultados analogos a los del
Capitulo XII de [26]. En la tercera secciéon demostramos finalmente el Teorema 5.1.2,
en primer lugar probamos la segunda parte de éste donde construimos una funciéon
interpoladora que verifica ciertas propiedades que nos permitiran arribar al Teorema
de Interpolacién. Esta construccion utiliza como herramienta principal la descom-
posicién atémica particular del espacio HEF(w) dada por el Teorema 4.2.3. Al final
de la seccién se demuestra la primera parte del Teorema 5.1.2, esta prueba es similar



a la dada por J.O. Strémberg y A. Torchinsky en el capitulo XII de [26] para los
espacios de Hardy bilateros como asi también a la dada por R. Testoni en la seccién
9 de [27] para la versién lateral de los espacios de Hardy. Finalmente en la cuarta
seccién se presenta la teoria abstracta de interpolacién compleja introducida por A.
P. Calderén en [2] que nos permite demostrar el tipo de resultados de interpolacién
compleja como es el de la forma del Teorema 5.1.1. Més precisamente se obtiene la
prueba del Teorema de Interpolacion compleja entre espacios de Calderén-Hardy la-
terales con pesos en A} (Teorema 5.1.1) como una consecuencia del Teorema 5.1.2.
Para ello seguimos las técnicas de la prueba del resultado de interpolacion comple-
ja en espacios de Hardy laterales presentado en [21] y hecha su prueba en detalle
en [27]. Desde un punto de vista histérico estas ideas originalmente aparecen en el
capitulo XII de [26] para el caso de los espacios de Hardy pesados con pesos que
duplican.



Capitulo 1

Pesos de Sawyer

En este capitulo recordamos los resultados obtenidos por E. Sawyer en [24], quien
caracterizé los pares de pesos (u,v) para los cuales la funcién maximal M™ es del
tipo débil (s, s), s > 1 asi como los pares de pesos (u, v) para los que M estd acotada
de L*(u) en L*(v) con s > 1. En particular, si los pesos son iguales, es decir (w,w)
quedan caracterizados los pesos para los cuales la maximal M7 es acotada de L*(w)
en L*(w).

1.1. Notacién, definiciones y resultados prelimi-
nares

Un peso en R es una funcién w medible Lebesgue tal que w (x) > 0 para casi todo
r €R. Si EF C R es un conjunto medible Lebesgue entonces su w-medida es

Sea E un conjunto medible de R y 0 < s < 0o, consideramos el espacio
L*(w) ={f: E— R, f medible tal que / |f(@)]Pw(z)de < oo}
E

donde su s-norma es

I/

vo=([ |f<ac>|Sw<ac>dm)i ,

L>®w) ={f: E— R, f medible tal que sup es|f| < oo}
E

en particular para s = 0o

y su norma esta dada por

1l ooy = SU%QSUI = mf{M : [{z € E:|f(z)| > M}| =0},

bt



Denotamos L; .(R), el espacio de las funciones f a valores reales definidas sobre R,

que pertenecen localmente a L, esto es para subconjuntos compactos de R.
Se define la funciéon maximal de Hardy-Littlewood como

1 x+h
Mf () =swp o [ 17 ),
h>0 z—h
donde f € L}, (R).
Sea 1 < s < oo. La clase de pesos para los cuales el operador M resulta acotado en
L*(w) se denomina A y fue caracterizada por B. Muckenhoupt en [15] como la de
aquellos pesos w que satisfacen la condicién

(/th)dt) (/:w(t)—ﬁl dt)s_l <Clo—af,

donde la constante C' = C'(w, s) no depende de —o0 < a < b < 0.
Para el caso s = 1, se denomina A; a la clase de pesos para los cuales el operador
M es débil (1,1) en L'(w) y estd caracterizada por la condicién

Mw(z) < Cw (z),

para casi todo « € R. La constante C' = C' (w) no depende de x.
Originalmente Hardy-Littlewood consideraron versiones laterales de ese operador
maximal los cuales se definen a continuacion,

h>0 h

z+h
M*f (2) = sup + / o

_ I
Mf ) =swy [ If @)
h>0 1V Jg—p

donde f € L}, (R).

Sea 1 < s < oo. La clase de pesos para los cuales el operador M resulta acotado en
L*(w) se denomina Al y fue caracterizada en [24] por E. Sawyer como la de aquellos

pesos w que satisfacen la condicién

(/abw(t)dt) (/bcw<t)_s_ll dt)“ <Cle—ay.

donde la constante C' = C'(w, s) no depende de —o0 < a < b < ¢ < 0.
Para el caso s = 1, se denomina A a la clase de pesos para los cuales el operador
M es débil (1,1) en L'(w) y estéd caracterizada por la condicién

M w(r)<Cw(x),
para casi todo x € R. La constante C' = C (w) no depende de z.

También se define AY = |J AL

s>1



Definiciones andlogas corresponden a las clases A;. Por ejemplo la condicién A

con s >1es
s—1

(/bcw(t)dt> (/abw(t)—il dt) <Cle—ay.

donde la constante C' = C'(w, s) no depende de —oo < a < b < ¢ < 0.

En el siguiente lema enunciaremos algunas de las propiedades conocidas de las clases
AT que necesitaremos a lo largo de este trabajo. (Resultados andlogos se obtienen
para las clases A;.)

Lema 1.1.1. (1) Toda funcién no negativa creciente pertenece a la clase Al.
(2) As C Af.
(3) AT C AF, s>1

s 7

(4) w € AT siy sdlo si ¢ [*, w(t)dt < inf €Syelaatrn W(T), para todo a € R y
h > 0.

(5) La clase AT, 1 < s < oo es creciente en s.
(6) Sea 1 < s < oo.M* es acotado sobre L¥(w) si y sdlo si w € Af.

(7) Dado w € Af, 1 < s < oo para cada a € R,la w-medida del intervalo (a, o0)
es igual a infinito.

(8) Dado w € A}

T, existen dos NUMET0S T_oy Y Too, —00 < T_o < Toy < 00, tal
que

(i) w(z) =0 en (—00,T ),
(11) w(x) = 00 en (T, 00) and

(117) 0 < w(z) < oo en casi todo punto x € (T_oo, Too)-

(9) Siwe Af, 1< s< oo entonces existe 6 >0 y C >0 tal que

b b
/ W(t) 0t < CIM (X)) (B)]? / w(t)dt

(10) Siw € Af, 1< s < oo entonces existe € > 0 tal que AY_..

Las pruebas de (1) a (5) son consecuencias inmediatas de la definicién de la clase
de pesos A7, (6) se debe a Sawyer [24], (7) v (8) estédn desarrolladas en [17]. (9) es
una version de la desigualdad de Holder inversa en el contexto lateral y la prueba
es dada por F.J. Martin Reyes en [11]. Finalmente (10) puede encontrarse en [24]
y [11]. En (8) para evitar el caso x_,, = T, Suponemos que existe un conjunto
medible E tal que satisface 0 < w(E) < oo.



A continuacién probamos algunas propiedades de los pesos de Sawyer en la clase
Af | las cuales seran requeridas para las pruebas de los principales resultados de este
trabajo.

Si x; denota la funcién caracteristica en I = (a, b) y si denotamos por I~ = (a—|I|,a)
no es dificil ver que

M*(xr)(x) = (1.1)

DN | —

para todo z € I~ (JI.

Como una consecuencia el Lema 1.1.1 parte (6) y (1.1) se tiene el siguiente resultado

Lema 1.1.2. Siw € Al para algin s > 1 entonces w es duplicante a izquierda. Esto
es existe una constante ¢ = ¢ (w,p) > 0 tal que

w(r—20,z) <cw(z—90,z),

para todo v € R y todo 6 > 0. En cambio, si w € A, para algin s > 1 entonces w
es duplicante a derecha.

Demostracion. Para probar la propiedad de duplicacién notemos que por (1.1) se
tiene que

1
M+X(:v—5,x) (y) > 57 (12)

para todo y € (x — 20, x) . Luego, usando (1.2) y como M es acotado en L*(w), se
tiene que

w(z —20,z) = /:6w (y)dy < 28/ (M X (s (1) w (y) dy < 2°cw (z — 0, 2).

Lema 1.1.3. Sea w € Af, 1 < s < ooy sean I e I intervalos acotados I, C I C
(2_00,00) entonces existe la constante C' = C,, 1 s que no dependen de I}, tal que
| 1n/*
W(Ih)

< C.

Si, ademds, w(z) < T para algin T > 0, entonces

I |° < |Ih|5.
T~ w(ly)




Demostracion. Si I~ es el intervalo contiguo a la izquierda de I de igual longitud,

se tiene que
| 1]

IC{x:M*XIh (x)>m}:14. (1.3)

En efecto, si x € I~ y r es la distancia de z al extremo derecho de I, entonces

I 1 1 1
M+th(m)>;/ th(t)dt:|_|2|_h|>|_h|_
y asi x € A. Por (1.3)

w(l7)<w ({x c MYy, (7) > %}) ,

Luego, como w € A} entonces M™ es fuerte (s, s) respecto del peso w y asi M es
débil (s, s) respecto del peso w,

3°|1|°
w(I7) < Sl w (L) .
|1n]®
Luego, como w (x) > 0, existe C' = f’(sllg)s > 0 tal que
A <c
w (In)
para todo h.
Si ademas w < 7 para algin 7 > 0, se tiene que
L N 7 I /7 N U /7 e
w (Ip) flhw(zﬁ)dt 7| T

[]

Para la prueba de la segunda parte del Teorema 5.1.2 necesitaremos los siguientes
tres lemas que la versién bilatera de los dos primeros pueden encontrarse en el
capitulo XII [21] y la prueba del tercer lema esté contenida en el Teorema 1 en [12].

Lema 1.1.4. Seaw € Af,v € AT,0<d<1yn>0.8is=p(l—0)+qd entonces
w(z)'v(e) € AL

y existe una constante C' = C(n,d,w,v) tal que

(Ii_ /] w(x)dx) B (Ii_ /I ) y<x>dx)5 <C <1i+ /I +w(x)”v(w>‘5dw>, (1.4)

se satisface para cada intervalo I= = (a,b) y It = (b,¢) con b —a =mn(c—10).
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Demostracion. Supondremos p > 1, ¢ > 1. Por la desigualdad de Holder se tiene

que
(/_ w(x)l_éu(x)‘sdx> (/1+ (w(x)l“sy(x)z?)—sil dx)81

< w(z)dz . v(x)dx 5 (w(az:)l_(sl/(x)‘s)_ﬁ dx -
Joo) ) U

- p—1 1-46 q—1 1)
< /w(az)dw /w(:E)Plldx /V(a:)dx /u(aj)qlldaz

En la dltima desigualdad se utilizé la desigualdad de Holder con los exponentes
a:myﬁzﬁ. Como w € Al y v € Al entonces

/ (@) u(a) de ( /1 ) (w(z) 1 (z)) d:z:)81 < CIC8 (e —a)',

y, por lo tanto, w(x)'~°v(z)’ € Af. Utilizando nuevamente que w € Al y v € Al y
la desigualdad de Holder con exponentes o and (3, tenemos que

(/ w(x)dg;> - (/ V(I)dx)‘;
Sl [</l+ w(m)_?ildw) e (/1+ V(x)_qildx) (q—l)é] h

1 (s—1)(~1)
< CLC (c—a) (/I+ (w(@) v (z)?) T d;z:)

< (180 c—a S/ 1-6 3 .

<C,, C, ( ] . w(z) °v(z)’dx

Sib—a=n(c—b) entonces

(’1_1’ / w(w)dw>1_5 (ﬁ / ) u(x)dx)6 < cﬁ [ wtay v

donde C' = CL_0¢¢ UHn, O

n

Lema 1.1.5. Dado 0 < p < oo, n > 0 existe una constante C = C(p,n) tal que si
0 es un peso sobre la recta real entonces

I Z )\kXIkHLP(é) < Z )\kXEkHLP(é) (1.5)

se satisface para cada N\, > 0 y para todo intervalo Iy, y todo conjunto 6—medible
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Demostracion. Las principales ideas de esta demostracién se encuentran en [26].
Para el caso p > 1, sea g € L”(6), donde pp’ = p+p', g >0y HgHL,, = 1.
Considerando la Maximal de Hardy-Littlewood con peso ¢,

M;s(g) (y) = sup —— /Ig )0 (t)

yel (5

(donde el supremo se toma sobre los intervalos acotados de R que contienen a y)
tenemos, para cada k, que

[xnwewiswiy < 80 i Milo)w
< 5<Ek>ylennga< 9)(y)
< 0! [ XMl )5y
Luego,
/ (Z Akm(y)) gy < ! / (Z )\k‘XEk(y)> M;(9)(y)6(y)dy
T rwxa],, , 1M s

Como estamos trabajando en la recta real tenemos que

||M6(9)||Lp'(5) <G ||9||Lp'(5) ’

<

donde la constante C, no depende del peso ¢ ni de g. De hecho (Cp)pl = 27"*t1y Por

lo tanto
| (3 ) atwstoydy < G

de donde se deduce inmediatamente el lema para el caso p > 1. Veamos el caso
0 < p <1 Llamando ¥ = Y ANexp, v ® = D A\pxy, definimos, para ¢ > 0 fijo, los
conjuntos

P(6)

E={zeR:U(x)>1) vy O:{xeR:M(;Xg(x)>g}.

Si O°N I}, # @ entonces 6(E N Ii,) < 36 (1)), de donde

1
S(ENEY) <8(ENL) < 26 (L) < 56 (B,

5(Ey) < %5 (Ey) + 6(E° N Ey).

Por lo tanto
d(Ey) <20(E°N Ey)
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n6(E°N 1) < nd(L,) < 6 (Ey) < 20(E°NEy) i O°NIy, # 2. (1.6)

Tomemos s > 1 cualquiera. Por el Teorema de Diferenciacién de Lebesgue tenemos
que para casi todo x € O°¢ entonces x € £° y, por lo tanto,

/CCID(x) 5 () dx</c (Ocm;égm““ )Sé(x)dx.

Como se cumple (1.6), podemos aplicar, con peso d(z)xec(x), el caso s > 1 que
acabamos de probar, para estimar el ultimo término por

/C< Z AeXE, (T >85(Q3)d37;

OcNI#2
donde ¢ = (Cy2n71)* Asi, tenemos que
/ ()0 (z)dr < c/ U (2)%6 (z) dz. (1.7)

Como estamos trabajando en la recta real, My es de tipo débil (1, 1) con respecto al
peso ¢ con constante 2 y, por lo tanto, tenemos que

5(0) < 25(e)
Luego
S @) > 1)) < 3(O)+I(O N (a5 0(0) > )
< SO+ g [ @b
y, por (1.7),
5({x:¢>(x)>t})§%5(5)+t£s/c\ll(x)85(x)d:c.

De esta estimacion se tiene que

HZ )\kXIk ’

Lr(6)

- /0+Ooptp_15 (o : D () > 1) dt

+oo 400
< / ptP~8(€) dt + ¢ / pt?t e / U (2)° 6 (z) dz dt,
77 0 0 c

obteniéndose el lema pues para 0 < p < 1 el ultimo término es igual a

(o)l

Lr(s)
Ademas, si p estd entre py y py eligiendo s > max (po, p1), se puede elegir la constante
C' = C(po, p1,n) de manera que no dependa de p. O
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Lema 1.1.6. Sea 6 € AL.

1. Existe B > 0 tal que la siguiente implicacion se satisface: dado X > 0 y un

intervalo (a,b) tal que A < %’z) para todo x € (a,b), entonces

{z € (a,b): 6(x) > BA}| > %(b _a).

2. Existe v > 0 tal que la siguiente implicacion se satisface: dado A > 0 y un

intervalo (a,b) tal que A < % para todo x € (a,b), entonces

{z € (a,b): 6(z) < AN} > %5(19 ).

Observemos que si 6 € Af con constante C' que depende de s entonces  depende
sOlamente de la constante C' y de s. Del mismo modo podemos asegurar que para
la segunda parte del lema v no depende del peso en A sino de la constante de la
clase Af. Este resultado estd probado en [12].



Capitulo 2

Espacios de Calderén—Hardy

En este capitulo damos las definiciones y propiedades de los espacios de Calderdn-
Hardy laterales que fueron definidos y estudiados por Ombrosi en [16], [17] y por
Ombrosi y Segovia en [20]. Para comenzar introducimos la gran maximal de Calderén
N/}, (F;2) y a partir de ella los espacios de Calderén-Hardy H2f(w). En la primera
seccion presentamos varias de las definiciones y notaciones que usaremos a lo largo
del trabajo. En la segunda seccion mostramos propiedades y resultados tanto de la
maximal N/, (F'; ) como asi también de los espacios HD'¥ (w).

2.1. Definiciones y notacion

Sea w € Al y consideramos el punto z_,, asociado al peso w tal que satisface las
condiciones expuestas en el Lema 1.1.1 parte (9). Denotamos por L (z_., 00) para
1 < g < oo el espacio de las funciones a valores reales definidas sobre (z_.,c0) tal
que pertenecen localmente a L? sobre subconjuntos compactos de (z_.,,00). Dada

fe Ll ((r_s,0)), consideramos las seminormas

loc
1/q
= (™ qd) :
. (H [wiray

donde I recorre todos los intervalos cerrados y acotados de (27—, 00).
Sea f en L ((-w,00)) ¥ sea o un numero real positivo, definimos la funcién

maximal n; (f;x) de la siguiente manera
+ (o) — -
nq7a(f7 .ﬁL') =supp “ ‘f‘q,[:t,erp] :
p>0

Sea un nimero entero N > 0, y Py el subespacio lineal de L ((2_,00)) formado

por todos los polinomios de grado a lo sumo . Este subespacio es de dimensién finita
y por lo tanto es un subespacio cerrado de L .((2_x, 00)). Llamamos E, ((2_, 00))
al espacio cociente de L] ((2_0,00)) por Py. Si F' € EY;, definimos las seminormas

loc
I1F1l,; = tof {11,

14
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La familia de todas estas seminormas induce sobre Ef(z_«, 00) la topologia cocien-
te. El espacio Ef; es localmente convexo y completo.

Dado un numero real a > 0, lo podemos escribir de una tnica manera a = N + (3,
donde N es un numero entero mayor o igual que 0, y £ es un ntmero real tal que
0 < B8 < 1. A partir de ahora, y en todo lo que resta de este trabajo fijamos a > 0
y por lo tanto también su tnica descomposicion a = N + [ en las condiciones
anteriores.

Para F' € F% (2 s, ), definimos la funcién maximal N, ,(F; ) como

NS (F;z) = 1nf {n (f;z)}.

Definicién 2.1.1. Decimos que un elemento F' en EY(x_o, 00) pertenece a HYF (w),
0 <p <1, sila funcion mazimal N, (F;x) € LP((7_o, 00);w). Esto es

/ o (Fx)Pw(x)de < oo,

y ademds definimos la “p-norma” en Hp’;“(w) como

HFHH%};+ (w) — H HLp

Cabe mencionar que si las funciones f en Lloc(:c,oo,oo) son a valores complejos
definidas sobre (z_n,00), esto es f(x) = fi(z) + ifa(x), consideraremos el espacio
HP'+ (w) como el producto cartesiano de él por si mismo. Es decir F' = F} +if; €

HPF(w) siy solo st F; € HEF (w),i = 1,2.

Definicién 2.1.2. Sea 0 < f < 1. Decimos que una funcion f definida en R es
Lipschitz-B en un conjunto E C (r_.,0), Si existe una constante positiva y finita
B, tal que para todo x y ' pertenecientes a B, se cumple que

[f(z) = fa) < C |z —a'|".

Definicién 2.1.3. Sea « = N + 3, donde N es un numero entero no negativo y
0 < B < 1. Denotamos Ay ((7_o, 0)) €l espacio de las funciones f € CN((2_4,0)),
para las cuales su derivada DN f es Lipschitz- en R.

Definicién 2.1.4. Sea @ = N + 3, donde N es un numero entero no negativo y
0 < B <1. Diremos que una clase F' en E5;(x_s, 00) pertenece a Ao ((2_o0, 0)),
si algin representante f de F pertenece a Ao ((2_o0, 20)).

A partir del hecho de que dos representantes de una clase F en Ef,(x_o, 00) difieren
en un polinomio de grado a lo sumo N, decir que F' pertenece a A, ((2_c0, 20))
(¢ =N+ ,donde 0 < f < 1), es equivalente a decir que todos sus representantes
pertenecen a A, ((7_o0, 00)).

Para simplificar la notacién, y mientras no se preste a confusién notamos L | E%, CV
v Aq en lugar de LY, (oo, 50)), E4 (20, 00)), CV (-0, 00)) ¥ Aa( (70 00)) res-

pectivamente.
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 y de los es-

2.2. Propiedades de la maximal N,
pacios H.' ' (w)

En esta seccién recordamos propiedades y resultados sobre las funciones maxima-

les nf,(f;2), NS, (F;x) y los espacios HE'F(w) que seran de gran utilidad en los

resultados de los siguientes capitulos

Lema 2.2.1. Existe ¢ € C§° soportada en [—1,0], tal que para todo polinomio
P(z) de grado a lo sumo N y cualquier nimero real A positivo, vale que

P(x) = / PP — 4)dy.

La demostracién de este resultado se puede ver en [5].
A continuacién enunciamos una serie de resultados que se encuentran demostrados
en [16] y [17].

Lema 2.2.2. Sea F en Ef;, y sean f1 y fo representantes de F, P = f, — fo. Existe
una constante finita ¢ tal que

| (d%) P(y)

vale para todo x1, x9 ey en (T_o,00).

<o (nga(frimn) +ngo(fosw2)) (lr1 =yl + |22 — y)* ™"

Lema 2.2.3. Sea I' en EY con N, (F, 1) < co. Entonces:

(i) Eziste una tinica f € F tal que n,(f;w0) < 0o y, por lo tanto, N (F;xo) =
n;:a(f7 l’o)-

(it) Para todo intervalo I = [a,b] C (x_s,00) con a > xy. Existe una constante
finita ¢ que depende de xq y del intervalo I tal que si f es el inico representante
de F dado en (i), entonces

1F s < 1 flgs < €ao mga(f520) = s Nyio(F; o).

La constante c,, 1 se puede elegir independiente de x¢, si xy varia en un con-
jJunto compacto.

Corolario 2.2.4. Si {F;} es una sucesion de elementos en E3; que converge a F en
HPF(w), 0 < p <1 entonces {F;} converge a F en EY;.

Antes de enunciar los restantes resultados sera de gran utilidad introducir la siguiente
notacion para lo que resta del trabajo. Dado un representante f de una clase F' se
tiene que si para un punto x € (r_«,00) la maximal N, (F;z) es finita entonces
por el Lema 2.2.3 parte (i) existe un representante de F' que realiza la maximal
N, (F;x), denotamos a tal representante como f(y) — P(x,y) donde P(z,y) es un
polinomio de grado a lo sumo N en la variable y.
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Lema 2.2.5. Sea f un representante de la clase F' en EY;. Supongamos que N&fa(F; x)
es finita y denotemos por P(z,y) el inico polinomio de grado a lo sumo N tal que
nt (fy)—P(x,y);2) = NS (F;x). Luego f(x) = P(x,x) en casi todo punto x para
el cual N/, (F; ) es finita.

Lema 2.2.6. Sea F; una sucesion de elementos en E%;, tal que la serie Z o (Fy;x)

7
es finita para casi todo punto x en (r_.,00). Entonces

(i) La serie Z F; converge en EY, a un elemento F y ademds

%

J(Fz) < Z W(Fis ) para © € (-0, 00). (2.1)

(i1) Sea x¢ tal que ZN;Q(Fi;xO) es finita. Si f; es el unico representante de la

clase F; que satisface N; (Fi;x0) = n o(fi;w0), entonces la serie Zf’ con-

verge en L a una funcion f que es el unico representante de F' que satzsface
+ — ot (f
Nq,a(F7 1'0) nqu(f’ 1:0)-

Como consecuencia del Lema 2.2.6 se tiene
Corolario 2.2.7. El espacio HY'F(w), 0 < p < 1, es completo.

Lema 2.2.8 (Particién lateral de la unidad ). Sea a < b y consideremos el intervalo
I = (a,b) entonces existe una sucesion {n;}32, de funciones en C§° que satisfacen
las siguientes condiciones:

1) 0<n(z) <1y Zm = X(a) (2)-

2) para cada mimero natural j, si I; = [a+277(b—a),a+2777%(b— a)] entonces
(b—a
T

N

sop(n;) C I;. Si denotamos r; = , entonces para todox € I; r; <x—a <

crj. Donde ¢ no depende de j.

3) Sily=(a+277"(b—a),mi{a+27*2(b—a),b}) , U, [; = I. Ademds, si

x € I entonces x pertenece a lo sumo a tres de los intervalos I;.

4) Si k es un nimero entero, k > 0, tenemos que |Dk7]j(x)| < C’kr;k donde CY
no depende j.

Utilizando la notacién previa se puede probar el siguiente resultado
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Lema 2.2.9. Sea F' € HI'F(w) y f un representante de F'. Si g(y) es la funcion
definida en (x_o,00) de la siguiente manera

2 i (Wxn (W) Py, y) + X (y) P(bi,y) siy € Q
ot = { fy) siy g,

y G denota la clase en EY; de la funcidn g, entonces
+ (.
N, (G;x) < et para todo & € (20, 00).

Observacion 2.2.10. Como se observa en [17] la demostracion de este ultimo lema
nos permite garantizar que si F' € A, esto es que cualquier representante f de F
tiene derivadas continuas hasta el orden N y ademds su derivada N es Lipschitz-3,
entonces la mazimal N (F;x) es acotada. Por otra parte, si N (F;x) es acotada,
entonces eviste t > 0 tal que Q = {x € R: N (F;x) >t} =0 y por lo tanto todo
representante de F' tiene derivadas continuas hasta el orden N y su derivada N es
Lipschitz-f es decir F' € A,.

Como consecuencia del Lema 2.2.9 se tiene el siguiente resultado y su prueba se
puede ver en [20].

Lema 2.2.11. Sea F' en A,. Si f(y) es el representante que realiza la mazimal en
un punto 1 € (o0, 00) €y € (T_o,00), entonces

|D'f(y)| < C||NS(F; )HOO ly —z1|*"", parai=0,1,...,N. (2.2)

El siguiente teorema es de gran utilidad para obtener nuestro principal resultado en
el capitulo 3.

Teorema 2.2.12. El conjunto de clases HP'F (w) (Ao es denso en HET (w).

Lema 2.2.13. Sea F en E%. Supongamos que Nq‘fa(F, x) <t para todo x pertene-
ciente a un conjunto E. Sea f un representante de F' y P(x,y) el dnico polinomio
en Py, tal que N (F;x) = nt (f(y) — P(y,x);x). Para cada x en E definimos
Ag(x) = D’;P(x,y)} .- Entonces,

y=

Aw) = 3 (@ = T A(@)| <t o — 7", (2.3)

2!

para todo x y T en E. Ademds, La funcion Ay satisface una condicion Lipschitz-8
con constante ct sobre el conjunto E (recordemos que « = N + 3, donde 0 < < 1)
y si0 < k < N, Ap(x) satisface una condicion Lipschitz-1 uniforme sobre todo
subconjunto compacto de E.

Como hemos mencionado las pruebas de los dos resultados anteriores se encuentran
en [17]. También en [17] se obtiene el siguiente teorema que su demostracién es
similar a la dada A. Calderén en el Lema 6 en [1].
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Teorema 2.2.14. La funcion mavimal N (F,x) asociada a una clase F' € EY es
semicontinua inferiormente.

A partir del lema anterior podemos caracterizar a las clases F' de EY% tal que tienen
maximal acotada como se demuestra en el siguiente resultado,

Lema 2.2.15. Sea el parametro a dado arriba. F' € A, siy solo si N, (F;r) < C.

Demostracion. La prueba de N (F;z) < C = F € A, es inmediata a partir del
Lema 2.2.13. Luego sélo resta ver que N;a(F; x) < C para F € A,. En efecto, sea

dN
FEAa,nyFluegofEC'NyDNf:Ch:—]{EAg,a:N+B,O<ﬁ§1.
Probemos que
N
D* f(x) o
|f(y)—z Sy =)t <Oy —al (2.4)
k=0

Usando el desarrollo de Taylor de orden N de f en el punto z, y teniendo en cuenta
que f € Ag, a =N+ 3, para 0 < 6 < 1 se tiene

N )DNf(y—l—@(lU—y)_x)(y_m)N_m(y—:p)
N!

k X
f(y)—ZDkf!( )y — 2 N

< Cilly—2)(1=0) |y — Y
< Cily—zly—a¥
Cyly — |

lo que prueba (2.4). Luego teniendo en cuenta esta estimacién resulta que

1 TP
panrl /:1:

k
lo que implica que N, (F;z) < C.

HOEDS b f!(x) (y — )

1 TP aq
! W< Cr [ oy <y,
=0 r

]

A partir del Lema 2.2.3 y el Lema 2.2.15 se tiene la siguiente observacion.
Observacién 2.2.16. Sea F € Ay, y f € F. Entonces f € CN y DN f = 25 € Ag,
N1 aky
a=N+5,0<p<1. Parax € (r_u,0), sea Py(x,y) = gﬂ(x)(y —x)* el
l dx

k=0
Polinomio de Taylor de f en z. Afirmamos que f(y) — Pn(x,y) es el representante

de F' que realiza la funcion maximal N;a(F;x) En efecto, para algun 0 < 6 < 1, se
tiene

FW) ~ Pu(ey)] = 1£(6) ~ Paos(ay) — 7 (2)(y — )"
= b=l [T 0 - ) - L)

IN

Cnly — |y — =’

Cnly — z|*
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lo cual implica que n,(f — Px(z,-); ) < 0.
Como consecuencia del Lema 2.2.15 se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.2.17. Sea f una funcion con derivadas continuas y acotadas hasta el orden
N +1. 8t F es la clase de f entonces

N (F;z) < Cf.

Este resultado nos sera de gran utilidad en el Capitulo 4 ya que nos brinda las condi-
ciones que deben satisfacer los elementos de la clase F' € EY; para que los espacios de
Calderén-Hardy admitan descomposicién atémica, es decir, nos da las caracteristicas
de las clases F' para asegurar la existencia de atomos en dichos espacios.



Capitulo 3

Aplicacion de la integral fracciona-
ria de Weyl a los espacios ng;r (w)

En este capitulo estudiamos propiedades del operador integral fraccionaria de Weyl
If/“ entre los espacios de Calderén-Hardy laterales. Mas especificamente, obtenemos
que para una eleccién de los pardmetros p,q,v,a y s el operador Ij se puede ex-
tender en forma continua desde los espacios H'f (w) a los espacios HoT +r(w). Esto
se obtiene probando una desigualdad puntual que satisface la funcién maximal de
Calderén N q‘f ., (F;z). También a partir de dicha desigualdad puntual y de una carac-
terizacion de los elementos del espacio A, con los elementos del espacio cociente Eév
tal que tienen maximal acotada se consigue una demostracion diferente del clasico
resultado de acotacién del operador integral fraccionaria entre los espacios Lipschitz.

Estos resultados nos dieron lugar al trabajo [22].

3.1. Integral fraccionaria de Weyl. Definiciones y
Notaciones.

Dada una funcién f definida sobre R medible, se define la integral fraccionaria de
orden vy donde 0 < v < 1 como

[’yf(x) = /R‘ile(%dy’

cuando esta integral existe.
Es bien sabido que existen resultados de acotacion de la integral fraccionaria. Algu-

1 1 /
nos de ellos aseguran que si 0 <7y <1,1<¢ <g<oo, - =~ -7y f € LT (R)
q

entonces

H['nyLq(R) < Cq’,quHLQ’(R)' (3'1)

Para su prueba, por ejemplo, podemos citar [8] y [25]. Otro cldsico resultado afirma
quesi f € Ay, 0<a<1,entonces I,f € Ag, B =a+v < 1. Una versién general
de este resultado se puede encontrar en [9].
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Aqui estudiamos el comportamiento, sobre los espacios de Calderén-Hardy, del ope-
rador integral fraccionaria de Weyl Ij , 0 <~ <1, definido por

IF f(x) = /00 (y&dy, T € (T_no, 00), (3.2)

_ x)lf'y
siempre y cuando la integral exista.

Observacién 3.1.1. Si consideramos al nicleo K(x) = x(—oo0)|z|’™", podemos es-
cribir la integral fraccionaria como el siguiente producto de convolucion

L f(z) = (K * f) ().

1
loc

No es dificil ver que el nicleo K € L
propiedad

(R) y que ademds para x € (—00,0) tiene la

|ID'K(z)| < Cqinlz|™'7", para 1<i<n (3.3)

Usando la definicién (3.2) se puede probar que si f es no negativa entonces

I f(x) < Lf(x) ©€ (2o, 00) (3.4)

y ademas vale que

I 0 I (1) < Lo f(2) @ € (2, 00) (35)

3.2. Extension de la integral fraccionaria de Weyl
a las clases Hb'7(w) () Ao

Sea ¢ € C§°, 0 < ¢(y) < 1, con soporte contenido en el intervalo [—2,2], y ademés
o(y) =1en [—1,1]. Sear > 0y x; € R. Denotamos

oy r(y) = ¢ (y _7,%) . (3.6)

Luego ¢,, »(y) tiene soporte contenido en el intervalo [x; — 2r,x1 + 27|, ¢(y) = 1 en
[x1 — r,x1 + r|, ademds se verifica que

D (621 (y)| < Cr ™, (3.7)

para cualquier nimero natural ¢, donde C; es ||D'¢||_. Si 21 = 0, denotaremos a

(bO,r (y) por (br(y) .

A partir de ahora consideramos o > 0, « ¢ N donde « estd representado por
a=N+pFcon0<p<1.
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Lema 3.2.1. Sean F' € A, y f es el representante de I tal que n} (f;0) =
N} (F;0). Definimos

0o = [ Ao - Z/n(| ) O -y

(3.8)
donde ¢;(y) y ¢1(y) estdn dadas como en (3.6). Entonces, existe lim;_ .. g; en
Ll (2—c0, 00).

Demostracion. Fijamos un intervalo I = [a,b] C (x_n,0), y consideramos un
nimero natural [ tal que I C [—1/2,1/2] . Luego, para todo = € I y j > | podemos
expresar a g;(x) de la siguiente manera

Z/DZ (i) ﬁf] ) (630) )

(3.9)
en efecto, si en (3.9) escribimos para [ € N a ¢, con la definicién dada en (3.8) se
tiene

5@ =+ [ | o=

i

wio) = [ - f(@) W)y - Z [ (== ) Ot - oitoa’y

o/ [o=a

Si en el tercer término distribuimos y después agrupamos se obtiene (3.9).

Z D’ (, - y‘l_fy) (O)f—;] Fw)(¢;(y) — ¢uly))dy,

Ahora probamos que existe el limite del segundo sumando de (3.9).
Como ¢;(y) — duly) < 1= u(y) y sop (1 — 1) C {ly| = 1} resulta que

sop (¢j — ¢1) C sop (1 — ) C {ly| > 1}

y asi el segundo sumando de (3.9) se puede estimar de la siguiente manera

<)
ly|>IN(z,00)

Observamos que si x € I C [—1/2,1/2],y A= {|y| > I} N (z,00), para 0 < £ < 1
resulta que |z — y| > |y| /2. En efecto,

N

ZD%( ) OF

W) 195(y) — du(y)| dy

W) 11— éuly))l dy

(3.10)

(y—a)—

! lyl _ [yl
|€x—y|=|y—§x|2\y|—l£fc|2|y|—|§| >\y|—52|y| 5 = o
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Luego, por la Féormula de Taylor y teniendo en cuenta el Lema 2.2.11, tenemos que

1 al 1 7
——— = D' ———— ] (0)=
\/y|>lﬂ(:v,oo) (y — )t Z (\- - y|1‘V) il

1=0

<Cn / € — g~V £ dy o
ly|>IN(z,00)

()] (1 = u(y))dy

< O, N2V / D 1) dy | N
ly|>IN(z,00)
—(N+2 N N-+1
< Oy w20 | N (F3 )L /| o Oy )
y ,00

y como la ultima integral es convergente siempre que 0 < v+ 8 < 1, resulta que

N ;

xXr

0)=

/y'”“(’”’“) _xl ! Zo < yP‘V)( )i!

SC@%N,[H q,a( 7)”00

W) (1= ¢i(y))dy

Luego se probd que

%

y asi se tiene que el segundo miembro de (3.9) estd controlado por una funcién
del L'(z_o,00), luego por el Teorema de la Convergencia Dominada el segundo
sumando de (3.9) converge a

N ,

> 1 . 1 xt

/x [(y—:c)l—7 ; (|,_y‘1—7>( )i!] F)(1 = duly))dy

Asi resulta que lim g;(z) existe en LyS. (r_«, 00), por lo tanto puntualmente y en
j—00

Lq

L ((x_00,0)), lo que nos da la conclusién del lema. O

Ahora bajo las condiciones del Lema 3.2.1 y teniendo en cuenta la notacién anterior,
podemos definir

IF0f(x) = lim gy()
Jj—o0

[ fy)
B ]li}rgo T (y_x)li’y

_;/z D (W) (0)f)((y) = ér(v))dy - (3.12)



25

donde este limite se lo considera en L;° ((x_x, 00)). En el Lema 3.2.1 hemos probado
que para x € [ = [a,b] C [-1/2,1/2],

Lf(x) = lim g(x)
- o)+ [ ['x— — ZDZ( _y|1_7)7] F0)(1 = o))y,
(3.13)
donde

a0 = [ AD—owar-3 [0(— ) 050600 - ol %

Resumiendo, si F' € A, hemos elegido un representante f, en particular este es el
que realiza la maximal N, ,(F;0) y para esta f definimos una extensién del operador
integral fraccionaria I, I;“ 0 como una funcién en Li° ((z_«, o0)). El siguiente paso
es probar que si f es un pohnormo de grado a lo sumo N entonces I,;r 0 f también es
un polinomio de grado a lo sumo N, con lo cual probariamos que esta extension es
independiente del representante f elegido de la clase F.

Lema 3.2.2. Sea P(y) un polinomio de grado a lo sumo N, entonces IT°P(x)
(definido como en (3.12)) coincide con un polinomio de grado a lo sumo N en

(T o0, 00).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad y por la linealidad de la integral, podemos
suponer que P(y) = y" donde 0 <n < N.Seal € Ny x € [-1/2,1/2], a partir de
la identidad (3.13), podemos escribir

n

Ij’OP(x) = /OO (y_yﬁﬁbl(y)dy

+/OO [ﬁ - ZDi (,_%) (0)::.—;] y" (1 — du(y))dy
al 00 1mi 1 n x
—;/x D (W) (0) y"(uly) — ¢1(?/))dyﬁ
= Pi(z) + P(2) + Q(z), (3.14)
Veamos que DV*! (ISP) = 0, para ello como

%

Z/ Dl( m) v (01(y) — b1(y))dy
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es un polinomio de grado a lo sumo N en variable x, resulta que DNt (Q) (z) = 0.
Es decir sélo alcanza con probar que

DNTY(Py) (z) = =DNTH(Py) (). (3.15)

Consideramos n(y) = y"¢i(y), como ¢ (y) € CP(R), resulta que n(y) € C(R).
Luego haciendo el cambio de variables z = y — z podemos expresar P;(z) como

= [T [als ),

2= 2=

Como 7 y sus derivadas tienen soporte compacto, por el teorema de derivacién bajo
el signo integral se tiene que Pj(x) admite derivadas hasta el orden N 4+ 1y

* 1
DN (DR (z) = /0 ‘ZPﬂDNHn(x + 2)dz. (3.16)

Ahora derivamos hasta el orden N + 1 a Py(z). Parak=0,1,... N+ 1, |y| >y
€ [-1/2,1/2] usando la Férmula de Taylor y (3.3) se tiene

N 1=y i
Dl; —xl”’ ZZDZ(| —yl )(0)5]
< CDMH! (flml W) (&) =M
< Gl (3.17)

Luego

Dy Y™ (1 — ¢u(y))|dy

/

. =y

27 () o]

< Cl/ ly[" T2 < o0 (3.18)
ly|>1

y asi tenemos que

DN+ (I0P, / Dyt (%) y* (1 = du(y))dy
= (-1 / Dy (g ) -y (319

Aplicamos integracién por partes a (3.19) y hacemos el cambio de variables y = x+z
se tiene que

e [T () - ety

— X
oo 1 n
= )P [T e DY 0 ()
<1
— _/O ’2‘1—wavVH77(x —2)dz

—DN*H(P) (z) (3.20)
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Luego a partir de (3.19) y (3.20) probamos (3.15) y asi por (3.14), tenemos que
N+1 (70 p) —
DN (I°P) =0,

y por lo tanto ISP(x) coincide con un polinomio de grado a lo sumo N en (z_.,, 00).
]

Ahora estamos en condiciones de dar la siguiente definicion:

Definicién 3.2.3. Sea F' € A, y f un representante de F, definimos EF la clase
en EY. de la funcion en L] ((2_o0,0)) dada por

LFOf(z) = lim [ / ) (ficbj(y)dy

/DZ(| Y- w>( o) f(y )(¢j—¢1)(y)dyf.—: . (3.21)

Esta definicién tiene sentido ya que por el Lema 3.2.1 se tiene que para cada repre-
sentante de F' el limite dado por (3.21) existe en L] ((x_o,00)) vy ademds por el
Lema 3.2.2 la definiciéon no depende del representante f de F'.

Por otra parte,la clase EF no cambia si modificamos el punto donde centramos el

desarrollo de Taylor del nicleo ———. Es decir, si fijamos z¢ € (2_o, 00) y definimos

[t

L™ f(z) = lim T

J=oo Jy (y - x)l—'y
_ — [ f 1 . o (SB——%)i
;/x b <| — y|1—'y) ( O)f(y) (¢wo,J(y) ¢zo,1(y)) dy A

donde f es un representante de F, se tiene que I f(x) y I f(x) difieren en un
polinomio de grado a lo sumo N, y en consecuencia sus clases de equivalencias en
EY; coinciden.

En efecto, sea J un intervalo y consideramos [ € N, de forma que los intervalos
[(—1/2,1/2] y [0 — 1/2, 20 + [/2] contengan al intervalo J, luego en forma similar a
como se obtiene (3.13), resulta que para x € J C [zg — /2, x0 + /2], se tiene que

];‘Jof(x) = /OO #gbxo,l(y)dy
Z/Dl <| . y!l 'y) f(y)(xO) (¢x0,l<y) - qbzo,l(y)) dy(x_z—'xo)z

N - i 1 . (x — z0)" B
+/x [(y—x)lv 2D (!-—y!1_7>(°>—i! ]f(y)(l P01 (Y))dy

=0
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Ademés para x € J C [-1/2,+1/2]

[Ff(z) = /; L f(y) o)y

. i/D( ) O50) (4l0) — n(0) S
+ /zoo [ﬁ - iDi (\- _314|1”) (0) (Z)i] ) — i)y,

=0

Luego tenemos que
IH0 f () = L f(2)
- (f#%()

_:U)l 0
N

) Z/ o (| —y ) D1 0) (brai(0) — b20n () dy"” ‘Z.!%)"

[ [ﬁ_N D (i v)@o)(m;,%)i] F)(1 = b))y

[ e 2 (e —y|1 ) ot y))dyf.—fi

(y —

e 1 & Z» 1 (_ _
/x [—(y—x)l—V ;D T 7 - ] )1 — oy
- f(y>)H (Gunil) =0 g+ [ (1= Groi(y) — 1+ u(y)) dy

(y—=x ’ (y—:c) —

ilng

‘i [0 (=) 010 ) = bl s
- i [0 () @) (= bt a2
+i/jDi(|_;|1_7>(0)f()(¢z() () dy' )
*i/f” () O - ) s

- 3 [0 () G0 0 bt
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luego I+ f(x) — Ij’of(x) es un polinomio en z de grado a lo sumo N.

3.3. Continuidad de la integral fraccionaria de Weyl
en los espacios de Calderon-Hardy laterales
con pesos

Aqui probamos el principal reslutado de este capitulo. En primer lugar obtenemos
una estimacién puntual entre las funciones maximales N, H(I;“F ;7)Y N (F; o).
Teorema 3.3.1. Sea F € A,, a = N+5,0< 8 <1lyy+p <1 SeaE la
extension de la integral fraccionaria dada por (3.21). Entonces

N (T F;x) < Coy N/ (F; ) para todo x € (1_o, 00),

g0+
donde C,~ es independiente de la clase F'.

Demostracion. Sean g € (T_o,00)y f el representante de F tal que nf,(f; o)
N/ (F; 1) < 0o. Probamos que un representante de EF es

[F™f(z) = lim { / L%J( )dy

imoo | ) (y —x)t™

N . 1 vz ;
- ;/D <W) (@0) f (Y)(Da0,i (y) — ¢x0,1(y))dy%

Fijamos p > 0 y consideramos la funcién ¢, ,(y). Ademds supongamos que z €
[0, xo + p/4]. La idea es obtener para x € [zg, xo + p/4] las siguientes estimaciones

57 (P~ 6a0)) (2) = Qo 2)] < CoalNo(Frao)o™ (3.22)

=

xzo+p/4 1
</ |13 (f Gao.0) fr)\qd‘r) < CyaNy o (Fia0)p' s (3.23)
zo

donde Q. ) Z/ D (b ) e attn

Veamos que a partir de (3.22) y (3.23) se tiene la tesis, en efecto

zo+p/4 . %
[ ) - 0t o

Zo

Zo

zo+p/4 %
[ = ) @) - Qo \dx)

Zo

zo+p/4 %
= ([ @) = 1 (Fo) () + I () (@) — Qi \das)

IN
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zo+p/4 %
([ e G 1)
N,

1 o 1
S O%CYN;,_Q(F; xO)IO(OH_w (p/4) a + O’V,oz t;,_a(Fa ZL'())IO( +7)+q
= C’y,aN;:a(F; Io)pa+7+%

Luego para p > 0

1 :1:0+p/4 %
;/ }[;r,ﬂﬂof( ) Q To, T } dx S Ca,'qufa<F7 xO)paJr’Y?
zo

o bien

1 1 [rotp/4 %
P ;/ ‘If/“fcof( ) — Q(zo,x ‘ de | < CaﬁN;fa(F, xo) para todo p >0,
Z0

si tomamos supremo sobre p > 0 a la desigualdad anterior se tiene que
qa—l—'y (I+ ﬂﬁof( ) Q(ZE(),JZ);ZL‘O) < CaﬁN;a(F;xO) para toda [ € F,
luego como I f(x) — Q(zo, x) € IFF tenemos que

N+

oty (I;FF; xo) < C’anN;’ra(F; xo) para todo xg € (T_s, 00).

Sélo resta probar las desigualdades (3.22) y (3.23).
Para (3.22) tenemos que

- i [ [ L0 el
IV (f( 925300 P ]1%00 {/ ) — dy
N i
> (#) (00 0)(1~ 620 9)) (Dus ) — G20 () ly T2
(3.24)
Restando y sumando %(1 — 020.p(Y))Pzo,1(y) dentro de la primer integral y

asociando convenientemente resulta que

(1= ap o) = | w[%

+}E£L :O [ (z — y)i=7 iDl (\ —y|1_”) (xO)(x_i—!:UO)i]

=

x fly)(d —cbxop( (@205 (Y) — Pzp1(y))dy (3.25)

( ¢x0 p( ))¢r0,1(y)dy
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Expresando

sustituyendo (3.26) en la primer integral de (3.25), obtenemos que

L™ (f(1 = ¢agp) (@) = Z/OO fy)D' (ﬁ) (330)%0,1(3/)@@_'—%)1

7!

- i [ 100 () 0

7!

+jlir§o :o [ y—%"C)l‘7 iDZ (l -yl 7> (xO)(I_i—!xO)i]

=0

Xf(y)( - ¢xo,p(y>)¢xoj(y dy
= I(z) + I(x) + I3(x). (3.27)

Veamos las acotaciones de [1(x), I5(x) e I3(z). Como F' € A, y f es un representante
que realiza la maximal en x(, por el Lema 2.2.11 para ¢ = 0, tenemos que

W) < CIINS(F: )|y — 2ol

Luego, a partir de esta ltima estimacién y sabiendo que el nucleo verifica la pro-
piedad (3.3) tenemos que cada integral de I;(z) estd acotada por

/:O 'f(y)Di (,_#) (20)| buy 1 (y)dy
<c|npral | D (#) (20

xo+2 -
< o |INE(FD / ly— 2oy — o] dy

Zo

— xo|™ dy

xo+2 -
— O INEFD| / ly — 2010 dy < oo,

Zo

vaquey+a—1—1=~7+F+N—-1—1>N—-1—1¢> —1siempre que 0 <i < N.
Luego I; es un polinomio de grado a lo sumo N, denotado por Q(zg, ), es decir

Z [ 00 (s ) @omata = e
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Ahora estimemos cada sumando de I5(x), teniendo en cuenta la condicién del niicleo

1
dada por (3.3) y que el sop (qubmp(y)) C [zo, 0 + 2p]

|z0

( — - ) (0 (1) 1)l =

7!
rot2e 1 |z — $0|i
<c, / fro — ()l T
o .

zo+2p L p
<O [ -l

zo+2 7 t1p )
< Cupf Z / 20—y £ ()l dy
xo+277p
' 1 zo—2"711p
< C,p' —Z/ |f(y)|dy
' 32:; (27JP)1+ " Jaor2-ip
i 1 w0277
<0, =/ £ (w)ldy
j=0 (2_JP)H T\
o0 1 xo+27 711 % 1
< Cyap' —T / |fy)|%dy | (277 p)7
= 277p) " \ s
. 1
SN (277 p) 1 [tz RPNETPR
=Coip' Y - ' / [f)lidy | (277 p)7
o

(27jp)1+l*’7 2*]+1p

§=0
S 2 Tp —j+1 +
e Z S (2T PN (F o)

oo
< Chiap®™ NS (Fymg) Y 27/t
=0

dado que —t + o+ v > [+ v > 0 tenemos que la serie Z oI (itaty) converge y
j=0
asi cada sumando de I, esta controlado de la siguiente manera

(m = ) Bans (1) )ty =L

Entonces para = € [xg, 2o + £,

[12(2)] < Oy aN o (F5a0)p™ (3.29)

Ahora estimemos I3(x), sabiendo que si zg € [xg, xo + p/4] para y & [z, o + p| ¥
0 < 0 < 1 se verifica que
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3
20 + 0z = 20) =yl 2 ly — ol — | w0l > ly — ol = § > Ty — ol

Por el Teorema del Valor Medio, la condicién del nicleo (3.3) y la Férmula del
Polinomio de Taylor resulta que I3(x) esté estimado por

A [ﬁ -3 o (#) <>¥] PO = Grp (1) D20y

1=0
00 1 (l’ - mo)N—H
[0 (g =y ) F000 = by
< Oy / 20+ 0z — 20) — y" YV | £y dy
zo+p
-~ ’Y,Np otp ’y—x0’77+N+2 y
L [T f(y))
—C N+1 / Yy dy
7.NP JZ:; wos2p |y — o TITNT2
1 - 1 zo+2*lp
<O S L / )] dy
v ; (20)—7+N+2 2042 p
oo -1 j+1 1
_ (27p)a 1 [rot2the Y
<Conp Y [ )| dy | (27p)7
v jgo (29)=r+N+2 | 2ip 042 p
N~ Yp 1 [t '
EYGT ) Qe . g / F)l" dy

s o (et
< Conp NS (Foao) (@) N
=0
X 2 o(j+2)(a+1)
= ’Y,Np,ﬁ_ Nq@(F, l’o)ZW

j=0
— Ca,'yp’Y+aNqJ7ra(F, xO) 2]’('ny72+0¢+1)

=0
Luego como v — N — 2+ a + 1 < 0 resulta que la serie del ultimo término es finita
y asi se tiene

I3(2)] < CyaNgo(F, 20)p™ (3.30)

luego a partir de la igualdad (3.27) y las estimaciones (3.28), (3.29) y (5.17) se tiene
que la desigualdad (3.22).
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Ahora veamos la validez de (3.23)

< fly) ,
Jim | Ty Gree(¥)Pan (W) dy

. 1 I—Ioi
[0 (g ) 000 s0) = s

7!

N

o . (z — x0)"
- Z/ P (W) (0) ] (9)B20,0(y) (1 = b1 (y))dy=———=

=0

= Ji(2) + Jo(x) (3.31)

Realizando el mismo razonamiento que el hecho para obtener la estimacién (3.29)
se obtiene que

| J2(x)] < CyaNy o (F520)p* ™ textparatodo x € (0,704 p/4) (3.32)

Estimamos la norma L? de Ji(x). En efecto,

/W'””‘/ Sy %op

To+p/4
=/ |wq@wﬂwﬂm

zo

zo+p/4
< [ / (15 (faop) (@)]") dx]

q

= ||I+(f¢:c07p)||qul_;

Teniendo en cuenta la desigualdad (3.1) resulta que

/ Tote/4 f (bzo J\Y)Pzo,p\I)

— iL‘ 1 ¥
< Cq||f¢$op||Lqp o

- 1 xo+p/4
:0%ﬂ~;/ banpl@)]" de

< O (N (Fya0) et

dx

r—gq

zo+p/4 - r
/ 17=adx
o

3

Q3

dm

Luego considerando las estimaciones para los sumandos Ji(z) y Jo(z) obtenemos

(3.23).
O

Ahora estamos en condiciones de probar la existencia de una extensién continua del
operador Integral Fraccionaria de Weyl.
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Teorema 3.3.2. Sea 0 < p <1, 0< B <1, a= N4/, con N un entero,
0<y+p8<1, 1<q<— Y w€A+ donde(a+ )p>1>10(a+ Jp>1si
s=1. Sea E la extension de la integral fmccwnarza lateral dada por la Deﬁmcwn
3.2.3. Entonces I puede ser extendida como un operador acotado desde el espacio
HEt(w) en el espacio Hb'y . (w).

Demostracion. Sea F' € ’H{]’:;r (w) queremos probar que existe una constante positiva
tal que o
1T Fllgs. () < Oyl Fllpe () (3.33)

Por el Teorema 2.2.12 se tiene que existe una sucesion Fj € H2F(w) ([ Aq tal que
Fj — F en HbF(w).
Como Fj € HP¥(w) [ Aa C Ag, por Teorema 3.3.1, tenemos que

HEFijggﬂ(w) < CrallFjllpt ) (3.34)

Luego usando la linealidad de E y la desigualdad (3.34) se tiene que para cada
J,keN

15 F = L Fillyps oy = [ (= F)llypt ) < CrallFs = Fillygr ) (3:35)

e

Como Fj es una sucesién de Cauchy en HP'F(w) por (3.35) se tiene que EF] es
+
qa+7

Hy aﬂ( w) es completo y asf se tiene que I +F; debe tener limite en Hj’ a+'y( w) al

una sucesion de Cauchy en (w). Por Corolario 2.2.7 resulta que el espacio

cual definimos por I F' entonces I F; — I +F en Ho'r, (w). Luego por esta tltima
conclusion y la d681gualdad (3. 34) se tiene (3 33) como sigue

15 F iz, :}ir?o||lv+ﬂ||%§:$ﬂ<w> = C%“}i“élo”ﬂ”%z:é(w) = Crall Fllgz )

3.4. Observaciones finales

Observacion 3.4.1. El Teorema 3.3.1 nos da otra demostracion del cldsico resul-
tado que dice que el operador extension de la integral fraccionaria ]_+ transforma A,

en Moty siempre que a« = N+ 3 y 0 < B+~ <1, es decir para I 6 A, deberiamos
ver que ITF' € Ny Sabemos por Lema 2.2.15 que probar que I*F € Aoty es equi-

(I F; x) estd acotada, es decir NJr (IFF;z) < C

Jr
valente a demostrar que N, g0ty

gty
para todo x € (T_o, 00).
En efecto, por el Teorema 3.3.1 tenemos que vale la siguiente estimacion puntual

N+

gty

(IFF;x) < Cy o N/ (Fy2) para todo x € (1_x,00),
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ademds como I' € A, se tiene que la mazimal de A. P. Calderén N (F;z) < C
para todo x € (T_s,00) y en consecuencia resulta que N, (I F;x) estd acotada
para toda F € A, donde o = N + 8 con 0 < B < 1. Por lo tanto, para F' € A,
probamos que EF € Aoy

Observacion 3.4.2. No es dificil ver que como una consecuencia de los resultados
de Ombrosi, ver Teoremas 4.1.5y 4.2.2 en [17], podemos decir que el resultado previo
es también verdadero para el caso que o € N.

Observaciéon 3.4.3. Sin embargo, el Teorema 3.3.2 es falso para p+ v =1 con
0 < B < 1. Lo probamos a partir de un ejemplo. Supongamos w = 1. Sea ¢ € C§°,
0 < ¢(y) < 1, con soporte contenido en [—8,8|, y con ¢p(y) = 1 en [—4,4]. Para
0 <a<1, definimos

o0 1 .
a(z) = o(x) (; San cos 2 x) : (3.36)
Esta serie define una funcion Lipschitz-a (ver [28]), y como ¢ € C3°, entonces la
funcion denotada por a también pertenece a Lipschitz-o.. Luego si notamos la clase
de a en E§ por A, se tiene que qua(A;x) esta acotada, y asi como la funcion a
tiene soporte contenido en un intervalo acotado, en [16] probo que la clase A estd en
HP+(1). Entonces la clase de a en Ef pertenece a HE¥(1).

St consideramos, en particular, el casoa« =N+ 3, N =0y B+v=1. Ademds

suponemos que I,

es una ertension acotada desde HEF (1) en ”HZZIL(I), entonces
tenemos que la clase en E{ de la funcion I} a(x) € HYY (1) y esto es falso. Pues
si fuese verdadero, por Teorema 4.2.2 en [17] se tiene que DI ,a(x) € HP, donde
H? es el clasico espacio de Hardy, y esto es falso. La prueba de estas afirmaciones,

se encuentran en [17] Capitulo 4.

Observacion 3.4.4. Hasta lo que nosotros conocemos todos los resultados de este
capitulo son novedosos aun en el caso bildtero es decir si los pesos pertenecen a la
clase de Muckenhoupt.



Capitulo 4

Descomposicion atémica
particular de los espacios de

Calderén—Hardy.

En este capitulo obtenemos una descomposicion atomica para una clase F' € Hg:;f (w)
con propiedades adicionales que nos seran de gran utilidad para arribar a un resul-
tado de Interpolacién entre espacios de Calderén-Hardy. Para ello en la primera
seccién seguimos las ideas de S. Ombrosi dadas en [16] y [17] donde se da una des-
composicion p - atéomica de los elementos de dichos espacios laterales, basandose
en un método similar al dado por R. Macias y C. Segovia en [14] para encontrar
descomposiciones atéomicas de distribuciones en espacios de tipo homogéneo. En la
segunda seccién obtenemos un descomposicion atémica con propiedades adicionales
que nos permiten superar los inconvenientes que aparecen al estudiar resultados de

interpolacion entre espacios con pesos laterales. Estos resultados se encuentran en
[18].

4.1. Descomposicién atémica de los espacios H?'\ (w)

En [16] y [17] se prueba que cada elemento del espacio HE'¥ (w) se puede descomponer
como

Jj=1

donde {\;} es una sucesién de nimeros reales no negativos y {4;} es una sucesiéon
de elementos en HL'F(w) que satisfacen:

i) sop(a;) C I;, donde d; es un representante de A;, I; intervalos acotados tal

que I; C (x_o,00) y w(;) < 00.
ii) N;ra(/fj;x) < w(fj)_%, T € (T_o0, 00).

37
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Mas atn, la serie converge en ngi(w), y existen dos constantes c¢; y ¢ que no
dependen de F' tales que

1 F NG+ <> N 2 1F M54 ) (4.2)
j=1

Ademas, en [17] Ombrosi obtiene una estimacién del tamano de los elementos fij,
esto es

1411 < Cls (4.3)

HP+

donde C, no depende de /ij.

A continuacion introducimos el concepto de dtomo y algunas de sus propiedades que
seran necesarias a lo largo del trabajo.

Definicién 4.1.1. Decimos que una clase A € EY es un dtomo en HbF (w) si eviste
un representante a de A y un intervalo I tal que:

) T C (2—sr00), w(l) < o0,
i) sop(a) C 1,
ii1) N (A, x) <1 para todo v € (v_o, 00).

Al intervalo I lo llamamos un intervalo asociado a A. Observemos que en la definicion
de atomo pedimos al intervalo I que su w-medida sea finita, condicién esta que
para un peso w € AJ no asegura que I sea un intervalo acotado. Sin embargo, si
w(l) < 0o, I no puede ser de la forma (a,00), asi si I no es acotado, x_o, = —00 e
I es de la forma (—o0,b) con b < co.

A partir del Lema 2.2.17 dado en el Capitulo 2, podemos mostrar en el siguiente
resultado, cuales son las condiciones que deben satisfacer los elementos de las clases
F de EY; para que exista un elemento en el espacio de Calderén-Hardy y por lo
tanto también dtomos.

Corolario 4.1.2. Sea f una funcion de soporte compacto contenido en (T_s, 00)
con deriwadas continuas hasta el orden N + 1 y denotamos por F' a la clase de f en
EY, entonces existe una constante vy tal que yvF es un dtomo en HYF (w).

Demostracion. Sea un intervalo I = [a,b] C (z_4,00) que contiene al soporte de f.
Como I C (x_,00) se tiene por Lema 1.1.1 parte 8) que 0 < w(z) < oo. Luego,
por el Lema 2.2.17, existe C' > 0 tal que N, (F;z) < C tomando y = C~! y usando
la propiedad de sublinealidad de la maximal resulta que

+ (.
Nqﬁa(F,:p) <1,

con lo cual, vF' es un dtomo en H'¥(w). O
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El siguiente lema muestra, bajo ciertas condiciones, como se estiman la norma de
los atomos en el espacio H2' (w).

Lema 4.1.3. Seanw € AY, 0<p <1y (a+12 Jp=s5>1 0 (a+1 Jp>1sis=1
FEntonces existe una constante C,, > 0 tal que

| A| < Cow(I), (4.4)

HP+

para todo dtomo A € HPF(w) con intervalo asociado I.

Demostracion. Definimos A = w(f)%fl donde A es un elemento de HS (w) tal que
satisface que existe @ un representante de A y I un intervalo acotado que verifican:

i) sop(a) C I, donde w(l) < oo, I acotados.
i) N (Ai) Sw()7, 7€ (200, 00).

Es claro que A es un dtomo en H?'F(w) con intervalo asociado I = I, luego por (4.3)
se tiene

rmmﬁu——ém (i) o(a)do

_ / Vb A 2)P(z)de

/ A 2)Pw(z)dx
w(DIIAIL;
< Cuw(I)

HP+

de lo que resulta (4.4).
[

Observacion 4.1.4. Cabe observar que a partir del Lema 2.2.17 y el Lema 4.1.3,
siempre que 0 <p < 1,(a+1/q)p>s>1o(a+1/q)p>1sis=1, dondew € Af,
se puede garantizar la existencia de elementos no nulos en el espacio Hé’:;{(w) pues
basta considerar una funcion f € CéVH con soporte contenido en I = [a,b], tal que
I C(2_00,0).

El siguiente resultado sigue las ideas de la segunda parte del Teorema 1, para los
espacios de Hardy, que se encuentra en el Capitulo VIII en [26].
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Teorema 4.1.5. Sea w € AT, 1 < g<ooy0<p<1 (a+1/gp >s>1
o (a+1/¢)p > 1 si s = 1. Sea {\;} una sucesion de nimeros no negativos y
{A;} una sucesion de dtomos con soportes contenidos en intervalos acotados {I;}

respectivamente tal que H2j>1 X1, < 00. Entonces Zj>1 A\;jA; converge in-

condicionalmente, en la norma de HbF(w), a F' € HPF(w) . Mds atin, eviste C' tal
que

HFH’HZ;:;F(Q)) S CY|| Z AjXIjHLp(UJ) (45)
J

Demostracion. Sean A un dtomo soportado en I = (d,b) y sea 2 = (d — |I],b) y
a el representante de la clase A tal que sop(a) C I. Estimamos N, (A;x) cuando
T € (T_no,00).

Sea r € (x_oo,d—|I|) yp>0.Siz+p<d

1 1 T+p %
p <—/ \a(y)\qdy) =0,
P \pJo

vaquex <y<z+p<dy sopla)C(db).
Siz+p>dentonces p>d—x>d—b=|I|. Como p> |I| y también —x < p —d

b
resulta que b—xz < p—d+besdecirb—az < p+ || < 2p, y asi p > Qx'

Considerando que sop(a) C (d, b) se tiene que

1 1

ot d) x+p . q (et d+|1| . q
r ([ ) < e /| laly)|1dy
x d—|TI
1 1 1 1
2 Oé-‘rg 2a+a IOH'E d+|1| a
(bT) ‘—(Ll (/ la(y)|*dy
Zz (2’]|) q d—|I|
|[| )OH*; 1 /d+|l| q
< S — aly)dy |
"\b—z (2|1))*Fa \Ja-1

1|

Como = < d — |I| resulta que b — x > |I| + (b — d) = 2|I]| luego 5

ultimo término de la desigualdad anterior esta acotado y no depende de p. Luego,
tomando supremo sobre p > 0 a la desigualdad anterior y utilizando la acotacion
NS (A;z) < 1 para x € (¥_o, 00), se tiene que

< — { el
y asl
= 2
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N Y 1\
sup (o ([ T lawdy) ") < g (555) ngalasd = 1)
p>0 x -
1L \™ s
= Cﬂéaq b— Nq,a(A7d_|I|)
1]\
< Ca,q< ] > . (4.7)

Finalmente tomando infimo sobre a € A se tiene que para x < d — |I| vale

8

1 T+p % |]| a-i-%
qua(A;x) = inf sup p_(a+5) (/ |a(y)|qdy) < Cuy (m) ) (4.8)

acA p>0

Siz e (d—|I],b) = 2I se tiene que

T+p %
) = 1 —(a+3)
Viatia) = s ([ )" <1 (19)

Six € [b,00) como el sop(a) C (d,b) se tiene que

xT+p
) = § —(a+3)
No(A;2) = inf supp ( / |a<y>|qdy)

a€A P>O

0. (4.10)

Luego por (4.8), (4.9) y (4.10), para cada = € (x_,00), podemos estimar a la
maximal de un atomo A como sigue

N;:CV(A; ZL’) - N;,—a(A; x)X(xfoo,d—UH(l’) + N;:a(A; .T)X(d_uu)) (:E)
+N o (A5 2)X b o) (%) (4.11)

1
< Cag (—b — X (o - oord— 1) (Z) + X(a—|11,5) (2)

< Cayg Z (%)M; (Xai+17(2) = x2ir(2)) + x21(2)

i>1
1\ s
< (Ja,qz(i) Yoir17(x). (4.12)
>0

Luego dadas las sucesiones de nimeros no negativos {\;} y la de atomos {A,}
soportados en {I;} respectivamente, resulta que, para cada j > 1
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Ny (Ajz) < Cog > 27" 0y (). (4.13)

=0

Sea m > n, m,n € N usando (4.13) resulta que

IS A, = (zw.) »
j=n
||ZA I
—ila+L
S Ca,qZQ (+q)||z)\jx2i+11j||ip(w)
i=0 j=n

00 ol m
Cag 27PN Nxaiag, - (4.14)
i=0 j=n

IN

Como la constante de duplicacién a izquierda de w € A es 2°c por Lema 1.1.1 parte
6) resulta que w(211;) < 2cw(l;). Ademds por Lema 1.1.5 se tiene que

- —i[(a+L)p—s —
IIZ:A Al ) S Caa D271 Nx - (4.15)
=0 j=n

Como (a+ 2)p—s > 0ei> 0 resulta que 3.7, o-iletgr—s] = Co,qs < 00y asi

||Z)‘A||Hp+ aqSHZ)\]XIHL;D(w (4.16)

Como por hipétesis || Z)\jXIjHiP(w) < 00 luego || Z)\jX[jHip(w) converge a cero
7j=1 j=n

cuando n y m tienden a infinito y asf, por (4.16) se tiene que { 7", A\;A;}57_; es una

sucesién de Cauchy en HP-F(w), luego por Corolario 2.2.7, la sucesion {72, A\jA; 10,

converge a una clase F' € HP'F(w). Ademéds por (4.16) se tiene que

1E 1+ 0 —HZAAHHH < Cagsll Y- 2ix1, 100

5>1 j>1

obteniendo asf la desigualdad (4.5).
O]

A continuacién obtenemos una descomposicién atémica de los espacios HP'7 (w) la
cual se obtiene a partir del teorema anterior, realizando ciertas modificaciones, a la
prueba del Teorema 2.1 dada en [16].
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Teorema 4.1.6. (Descomposicion atémica) Sea w € AT, 1 <g< oo y0<p <1,
tal que (a +1/q)p > s > 1o (a+1/q)p > 1sis=1. 8 F € Hb}(w) entonces
eziste una sucesion {\;} de nimeros reales no negativos y una sucesion {A;} de
dtomos con soporte contenido en intervalos acotados {I;} respectivamente, tal que
2j21 AjAj converge incondicionalmente a I en EY y en la norma HbF (w). Mds
aun existen constantes absolutas C7 y Cy tal que

Cill Y Mgz S 1F g < Coll Y- A llee) (4.17)

j21 Jj=1

Ademds, para r > 0

> Xixp, (@) < Co NS (Fs )] (4.18)

7j>1
en casi todo punto x € (T_s,0), donde C, no depende de F'.

Demostracion. Para F € EY; tal que pertenece a H-' ¥ (w), Ombrosi obtiene en [16]
una descomposicién dada por (4.1) y (4.2), esto es que vale

1 F N4 )

donde 5\]- son numeros reales no negativos y los elementos 151]- € HPF(w) tal que
satisfacen

i) sop(d;) C fj, donde d; es un representante de Aj, INJ intervalos acotados tal

que I; C (x_o,00) y w(lj) < 0.
i) N (Aj2) <w(l}) 77, @ € (2-00,00).
Consideramos A; = w(

)
tal que sopa; = sopa; C
verifica

I %glj, luego a;(y) = w(I; )Pa] (y) es un representante de A;
I; = I;, ademas por la sublinealidad de la maximal se
1 ~ 1
Nifo(Aji2) = w(I) P N (Ajy o) < w(l)rw(l) ™ =1,

de lo que resulta que A; es un dtomo soportado en [;. Ademas de (4.1) se tiene que

F= Z jw(l; pAJ en EY. (4.19)

Jj=1
Si llamamos

N = Nw(l) v (4.20)
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de la identidad (4.19) resulta que

oo
F=> NA; en EY. (4.21)
j=1
Es decir existe una sucesiéon de ntimeros reales no negativos {\;} y existe una suce-
sién de dtomos {A;} tal que Y ;- A;A; converge a F'en EY. Veamos que ;- Aj4;
converge a F' en H>'F(w),

||Z>‘jXIj||1[)/P(w) < ZH)‘]XI;HI[);?(W)

j>1 j>1

= > Mg e

i>1
= > \w(l))
i>1
= Y Nuw(I) 'w(I))
i>1
i>1

llF |y (@), (4.22)

IN

esta tltima desigualdad se obtiene a partir de (4.2). Ademds como F' € HP ¥ (w)

resulta por (4.22) que || Z)\jXIjHZZp(w) < oo luego por Teorema 4.1.5 resulta que
j>1

Z AjA; converge a F' en HbF (w).

Jj=1

Veamos que vale (4.17).

Como || Z AiX1; o () < 00 se satisface la desigualdad (4.5), esto es que existe C
Jj=1
tal que

IFIE, o) < OIS A B, (1.23)
J

luego de (4.22) y (4.23) se tiene la desigualdad (4.17).

Veamos que vale (4.18). R
Para cada i € Z consideremos Q; = {z € (v_o,00) : N (F;x) > 2'} = U5, I
donde f; son los intervalos acotados dados en el Teorema 2.1 desarrollado en [16]
que representan los intervalos acotados I; .
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Sea r > 0,
[N;,_a<F;x>]T = Z [N+ (FZ‘)] (XQz(x> _XQi-H(‘r))
> Z (QZ)T (XQz(m) — XQi11 ({L‘))
= > @) xaw — Y ) X
= Z (2)" Xu(@) — Z (2727 X i)
= (1-27" Z 27", (2
= (1-277) ) 2”2&1;(1;). (4.24)
i=—co  j>1
Para cada ¢ € Z, definamos
~ . . ~. l
N = 2 (w(l}))7, (4.25)

donde c es la constante de la condicién ii) del Lema 4.3 dado en [16]. Luego utilizando
(4.25) y (4.20) se tiene

27 = (N (W) T = T (W) P (W)

y asi por (4.24) resulta

[Ngo(Fi2)]" 2 (1=27")c™ Z Z ) X (2

i=—o00 j=1

S S O ) < CING (Fr o)

i=—o00 j=1

SR

= C_T(/\;’)Ta

luego

donde C, = tal que ¢ no depende de F. O

12T

A partir de la descomposicién atémica de los espacios de Calderéon-Hardy HS;;’(w) se
puede garantizar que el parametro ¢ puede estar fijo, siempre y cuando se satisfagan
las condiciones que nos aseguran que estos espacios son no vacios, esto es que,
(o + é) >s>1o0 (a+ %) > 1sis =1 (ver Observacién 4.1.4). A continuacién
damos la prueba.

Proposicién 4.1.7. Si (a+ = )p >s>10(a+ = )p > 1, si s = 1. Entonces
W () = O ()

para todo 1 < §,q < oo donde § satisface (o + )p>s>1 o (a+ )p>1 st s =1.
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Demostracién. Primero veamos que Hb: 7 (w) C H2' L (w). Como <a + %) p>s>1

0 (oz + é) p > 1 por la Observacién 4.1.4 resulta que H?7(w) tiene elementos no

nulos entonces existe F' € 7—[5’:; (w), tal que F' # 0 luego por el Teorema 4.1.6 existe
una sucesion de nimeros reales no negativos {\;} y una sucesiéon de atomos {A,}
tal que

Z)\jAj =F en HPE(w).
j=1

Para j > 1 los elementos A; son atomos en H?F(w) entonces N, (A;;x) < 1 para
r € (r_w,00) luego por el Lema 2.2.15 se tiene que A; € A,, « independiente de
q, y asi resulta nuevamente por el Lema 2.2.15 que Nga(Aj; x) < C. A partir de la

sublinealidad de la maximal se tiene que N (C~'A;;x) < 1 luego {A; = C'A;}
es una sucesién de dtomos en ’Hs;r (w) soportados en I; = I; y sea {)\; = C\;} una
sucesiéon de nimeros reales no negativos tal que por (4.17) se satisface

1Y x| =11 Oy Il < o0,
j=1 j=1

ya que I € HPF(w). Luego por Teorema 4.1.5 resulta que » 77 A;A; converge a G
en H2 ¥ (w), esto es

>

G-y
j=1

por lo tanto » 77, A;A; converge a F en %Sz (w).

A=Y CNCTA; =T,
=1
En forma analoga se puede probar que H2'W (w) C HEF (w). O

4.2. Una descomposicién atémica particular

En esta seccién obtenemos una descomposicién atémica del espacio HZ'¥(w) con
la siguiente propiedad adicional: para cada atomo (con intervalo asociado I) que
intervenga en la descomposicién atémica de un elemento I € H?'F(w), dada en el
Teorema 4.1.6, existe otro atomo de la descomposicién con intervalo asociado J que
sigue a I, esto es que J esté contiguo a la derecha de /. Decimos que J sigue a I,
sil =lc,dyJ=]|de]. Ademas las medidas de [ y J son comparables: |I| = 4|.J|.
Esta manera de descomponer el espacio H2'+ (w) sigue las ideas de la descomposicién
atomica de los espacios de Hardy laterales que obtienen Ombrosi, Segovia y Testoni
en [21]. Para ello, necesitamos de los dos lemas siguientes que nos permitirdn partir
un atomo.

El siguiente lema es el Lema 7 de [21], el cual nos detalla una forma de descomponer
intervalos acotados.
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Lema 4.2.1. Sea r > 0. Eziste una sucesion de funciones {n,}3>__. en C§° tal que

—0o0

(1) 0<ny < 1and D mu(x) = X(—oom (2).

h=—00
(2) supp(np) C I, = [r — 27", r — 27072y].
(8) Si denotamos por vy, = 35 y v € I, entonces irh <r—az<ry.
(4) Cada x pertenece a los sumo a tres intervalos Iy,

(5) Para cada entero no negativo i, existe una constante positiva ¢; tal que

| Dy (z)] < ey’

Demostracion. Sea

donde p € C§°(R) es una funcién no negativa soportada en [-2,-1] tal que

[ p(t)dt =1, y sean
T—r
m(z) =g (m) .

No es dificil ver que la familia {n,}3> __ verifica las condiciones del lema. Para
detalles de la prueba ver [23]. O

Lema 4.2.2. Sea A un dtomo en HLF(w) con soporte contenido en intervalos aco-
tados I. Entonces existe una sucesion {Ap} de dtomos con intervalos acotados aso-
ciados {1} tal que

A:C'ZAh en EY,

h>-1

donde C no depende de A. Ademds I = U Iy, y ningin punto x € I pertenece a
h>—1

mas de tres intervalos I,. Mds aun para cada h el intervalo I, o = ,;r sigue al I, y

17| < |Tn] < 4[LF].

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que I = [0,7], r > 0. Sea a
un representante del atomo A con soporte en I, entonces por la condicién iii) de
Definicién 4.1.1 se tiene que

+ (A
N,/ (A;x) <1 paratodo = € (7o, 00), (4.26)

en particular resulta que la maximal es finita para todo = € (x_4,00). Entonces,
por Lema 2.2.3 parte i), para cada x € (r_4,00) existe un unico representante a de
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la clase A tal que n}(a;z) < ooy n/,(a;x) = N (A;x), que es equivalente a decir
que existe un unico polinomio P(z,y) en la variable y de grado a lo sumo N tal
que n},(a(y) — P(x,y);x) = N/, (A;x), donde a es un representante de A. Ademads

como sop(a) C [0, 7] resulta que

N 1 1 r+p %
nma@ur>::sup-—-(—l/’ huy>wdy) 0

p>0 P\ P

por la unicidad del representante resulta que P(r,y) = 0, y también N (A;r) =
n;a(a, r)=0.
Consideremos la sucesion de funciones {n,}7> . dadas en el Lema 4.2.1 asociado

al intervalo (—oo, ) entonces por Lema 4.2.1 parte (1) tenemos

o0

a(z) = > al@)m(z) = > Ou(z). (4.27)

h=—o00 h=—o00

Para cada h, denotamos por ©, a la clase de 6,(x) = nu(x)a(z) en E%. Por argu-
mentos similares dados en el Lema 4.5 en [16] y usando Lema 4.2.1, podemos probar
que para cada h € Z, existe una constante C' que no depende de h, tal que

N/ (Opz) <C (4.28)

para todo & € (T_x, 00).
En efecto, por Lema 4.2.1 item (2) resulta que para h € Z,

sopth, = sop(am) < 0,7} (Y € [0,7],

ademads [ o = [r — 27" 2r, r — 27"=4] sigue a [}, = [r — 27"r,r — 27""2r] y también

se tiene que [Iqo| = 227" < |I,| = £27"r = 4|1140].
oo

Es claro que [0,r] = U I, C [0,7], y cada z € [0, 7] resulta que pertenece a lo sumo
h=0
a 3Ih
Supongamos que z > r — 27"72r luego
N/ (Op;z) = 0. (4.29)

Supongamos r — 27"y > 2 < r — 2772y definimos
k

N AY!
Auo) =3 o (Pl )

Sea p > 0, estimemos p~*|0,(y) — Pu(,Y)|g[w.040-
Para ello, dado que r — 27"y > o <7 — 2772y ¢ y € [z, 2 + p] resulta que

&‘Q‘

Y

r=yl=lr—ot+e—yl<|r—z[+]r -yl <Clp+7s)
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luego por la condicién iii) de la Definicién 4.1.1, Lema 2.2.2 y esta ultima desigual-
dad, se tiene que

d* d*
< o (N;a<Aax) + N;,_a(Avr)) (|ZL‘ - y| + |T’ - y|)0¢_k
< alp+r) (4.30)

Ademas teniendo en cuenta que |r — z| < 2r;

d* d*
d—w(P(%y)ﬂy:x! = d—yk(P(x,y)—P(r,y))!y:x!
< oy ” (4.31)

Supongamos que p > 7, luego por Leibnitz y reordenando la suma resulta

N

Pue) = Y | Pl L < (% Z(m(ac»(y;—fyﬂ (432

k=0 Jj=0

Teniendo en cuenta que 0 < n(z) < 1

0n(y) — Pu(z,y)l < mula(y)] + [ Pu(z, y)|
< mla(y) — P(z,y)| + [Pz, y)| + [Pu(z,y)|  (4.33)

Luego por (4.31), (4.32), la condicién (5) del Lema 4.2.1 y el hecho que p > rj, se
tiene que

N—k
[Pae, )l < O ot <Z CT’;ZW)
j=0

< Cy Z re NN
< Cnp™. (4.34)
Ademés a partir de (4.30) con k = 0 resulta
[Pz, y)| < Cp%,

luego integrando (4.33) sobre [x,x + p| usando (4.34) y la ultima desigualdad se
obtiene

p_a |0h(y) - Ph(m7 y)|q7[,1:7x+p} S p_a |a’(y) - P(x7 y)|q,[:c,ac+p] + C (435)
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Supongamos p < r,. Observemos que

N % AY: i N—k Y
JMLMZX:z(w)#%TLX&%EJH%wngﬁl>]M%)

k=0

Si a la expresion (4.36) sumamos y restamos

k
X
n(y) x3/+—§:(iknh ,) P(z,y)

resulta que, agrupando convenientemente, podemos obtener la siguiente acotacion

N

= Pir)] < mlets) = Pl )|+ ) = 3 () Pl
N N— d —;L*j

+Zo|dkn1 —)|X|ny Zod_ Iy|ym(yj!)‘

< la(y) = P(z,y)| + 51+ 52 (4.37)

Estimemos S;. Siy € [z, x + p] usando la Férmula de Taylor por la condicién (5) del
Lema 4.2.1, la desigualdad (4.30) con k = 0 y recordando que a« = N + By p <1,
se tiene que

N+1 N+1
S = diN++1nj<£>(“gN 2 ; [P(z,y)|
< CT}:(N+1)pN+1r}o;
< C’pNHrg_(NH)
C«pa—(ﬂ—l)rzf—(a—ﬂ-i-l)
Cp” (4.38)

Para estimar S, argumentamos de igual manera que para 57,

dk (y o :B)k dN‘i’l*k (y _ :L,)N+1—k
Sy = - =1 () 1 NI (z )|y:£m
N
< Z r}lipN-i-l K(ry + p)hth=
k=
N
< Z k+,3 1pN+1
k_
= Cp° (4.39)

Integrando (4.37) y teniendo en cuenta (4.38) y (4.39) se tiene que (4.35) vale tam-
bién para p < r, luego tomando supremo sobre p > 0 se tiene que

Nt (Op;2) < C para x € [-27" My 47, —27"2p 4 4], (4.40)
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Por tltimo, supongamos x < —27"r + r y estimemos p~*|04 |y (224 -

Como el sopy, C [-27"r +r,—27"2r + 7] y x < =271y 4 r basta considerar
p~+x>—2""r+r pues de lo contrario p=*|0s|g (z.044 = O

Luego p > —27"r+r—ao > —ry +2r, =1, > 2, ademds teniendo en cuenta que
—27"r 4+ <y < p+ x tenemos que

< (=@ r4r)+mm)
< (@+p—CQM+r)+r) < 27" rr+p—2""r —r 41,
< p

ly — 7l

Usando que P(r,y) = 0, el Lema 2.2.2, la condicién iii) de la Definicién 4.1.1, la
desigualdad anterior y siempre que —27"r 4+ r < y < p + x se tiene que

|P(z,y)| = |P(z,y) = P(r,y)| < Clp+ |y —r[]* < Cp®

A partir de esta tltima estimacién y debido a que x < —27" + 7 < p + z resulta
que

1 wtp 7
pn (/ !P(m’,y)lqdy> <C (4.41)

—2=hr4r

p

Luego teniendo en cuenta que sopn, C [—27"r+r, —27""2r 4-7], que 2 < —27"r + 7,
ademds que 0 < np(x) < 1, la estimacién 4.41 y la condicién i) de la Defini-
cion 4.1.1, se tiene que

T+p %
ot = ([ imtatiay )

P —2=hp4p

IN

IN

1 wtp L
S I / la(y) — P(x, y)lqdy) +C
p 1 —2=hp4p
1 tp 7
S o (/ la(y) — P(:cvy)lqdy) +C
p*Ti \Ja
< C (4.42)

Luego a partir de (4.28), (4.40) y (4.42) se tiene que vale (4.28) para = € (2_q,00).
Para cada h > —1 definimos la funcién

an(y) = C~'0u(y)
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donde C' es la constante de (4.28) y denotamos por A a la clase de a;, en E% luego
se tiene que

Nio(Apsz) = CTINS (O;2) <1 (4.43)

ademas sop(ay) = sop(6y) C I, = [r — 27"r,r — 27"72r] entonces la clase Aj; es un
dtomo en ¥ (w) con intervalo asociado I,. Mas atin

A= Z CAj, en EY. (4.44)

h>—1

Para probar (4.44), vemos que Z C Ay, converge en H?'+(w), por Lema 4.1.3 tene-

h>—1
mos

1A Gt ) < Cootw (1) (4.45)

Hp+

donde C,, no depende de h. Entonces por (4.45) y Lema 4.2.1 parte (/) resulta que

Z HCAhHHp+ < CPC, Z (In) < 0. (4.46)

h>-—1 h>-1

Veamos que {}_;,_; C'An} es una sucesién de Cauchy en H2F(w), para ello consi-
deremos € > 0y n,m € N tal que n < m. Por (4.46) tenemos que

1Y A= 3 Al ) < D IC A, < (447
h=n

h=-1 h=-1

Entonces por Lema 2.2.7 y (4.47) tenemos que Z CAj, converge en HPF(w) y
h>—1

por Corolario 2.2.4 la serie ), -, C'Aj, converge en EY;. Solo resta ver que la serie
Z C Ay, converge a A. Llamemos F' al limite de la serie de las clases dada por
h>—1

Z CAp,. Por (4.28) y Lema 2.2.3 item i) resulta que 6}, es el unico representante
h>—1

de la clase ©, = CAj, tal que N/ (On;2) = nf (0h;7) = 0 para x > r ya que
Py(z,y) = 0,2 > r. Si probamos que,

Z N/ (On; x) en ct.p T € (T_g,00) (4.48)

h>—1

entonces por Lema 2.2.6 item i) la serie Z 0, converge en L] (x_o,00) al repre-
h>—1
sentante f de la clase F) esto es

Y Only) = fly) en ctp y,

h>—1
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como una consecuencia de la identidad (4.27) resulta que a(y) = f(y) en casi todo
punto y. Entonces las clases A y F = Z CAj, son las mismas en EY;, esto es

h>—1
A= )" CA, in EY,.
h>—1
Solo resta probar la desigualdad (4.48). En efecto, sea z € (x_u,00), si & > 1
entonces Z o(On;2) = 0 porque N (O4;2) = 0 para todo h > —1. Si z €
h>—1

(Z_00,7), fijamos hy tal que hy < h y tomemos z a la izquierda de I,, esto es
r < r — 27" Como sopf), C I}, estd a la derecha de I, entonces tomamos p >
[ Ine| = 3271 tal que [z, + p] contenga algtin elemento del sop(6) C I, en caso

contrario resulta que
x+p
[ iy =0

Como z esta a la izquierda de I, resulta que para h < hg se tiene

Pule) = 3 (P L =0

7!
i=0

luego

1

([ 0 - Pty )
= ([ nore)

xp+|1In|
( / )’ ra<y>rqdy>

xp=r—2""r

zp+|11 ] .
[
Th
C . CY+% xp+ |1 %
- ) ( / la(y) — Plan.y)|"dy

Q|

G)

=

IA

Q=

IN

42ho
3r
0

IN

1
) q
1
)CH_q

3r

IN

(
(
(42h
(

c, T, N+ [ pantin 3
<| =i (—) / la(y) — P(zn, y)|"dy
2" | 11| -
C, \ g [ pentil i
+( :O) (/ |P(zn, y)|"dy
Tp
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CNhO “a 1 1 /$h+|fh|| ( ) ( )|qd %
<\| =i rard Bl a(y) — Plxn, y)|'dy
2h [ In|® \ | 1n| Ja,
Oh Oé+$ zp+|1R| %
() Pl
Th

= (I) + (IT) (4.49)

AN R AN %
I) = 0 - P id
0={3) \mplm) e - Pepry

G )"
Oho,a
< sy (4.50)

Por Lema 2.2.2 para k = 0 con fi = a(.) — P(xp,.), fo = a(.) — P(r,.),z1 = x, y
To = T, tenemos que

[Pz, y)| |P(zn, y) — P(r,y)]
Clngala—=Plan, );xn) +ngo(a = Plr)ir))(Jen =yl + Ir —yl)°

q’a

2(27 )™, (4.51)

IA A

Usando (4.51) podemos acotar (I/) como sigue

C . 04+% zp+|1h| %
i = (%) ( [ Py
CM+§ ;Uh—f—uh‘
S Q(Cho) </ (Q—hT)qocdy>
r o,

Ca,ho

Q=

< ey (4.52)
Entonces por (4.50) y (4.52) tenemos que
1 oe-&-% T+p % b 1
) ([ - nera) < e sy

tomando supremo sobre p > 0, en la desigualdad anterior obtenemos para h > hg

nE o (Oh; ) = NFa(Op; 1) < Chou2 7 "OF0), (4.54)
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usando que a + % > 0y (4.54) podemos estimar (4.48) como sigue,

ho
Z N;a(@h;x) = Z N;:a(@h; Z ®h7

h>—1 h=-—1 h>hg
_h 1
< Dho,a+Ch0,a E 2 (O‘+q)<oo.
h>hg

]

Como consecuencia del Teorema 4.1.6 y del Teorema 4.2.2 se tiene la descomposicion
“ particular” buscada.

Teorema 4.2.3. Seaw € AF, 1 <g<ooy0<p<1, tal que (a +1/q)p > s> 1
o(a+1/q)p>1sis=1 S F c H:}I(w) entonces eviste una sucesion {\;} de
numeros reales positivos y una sucesion {A;,} de dtomos con soporte contenido en

intervalos acotados {1} respectivamente, tal que Z NjA; converge incon-
J>1h>—1

dicionalmente a F en Ef; y en la norma de Hb Yt (w). Ademds para cada j,h, el

intervalo 140 = I;:h sigue al Iy y |I Wl < Linl < 4|];“h|. Mas ain, existen dos

constantes Cy y Cy ambas independzente de la clase F tal que

Gl Y Al S Flbpiw <Gl D Aixnallie  (4.55)
j>1h>—1 j>1h>—1
Ademds , para r > 0

X Nuala) < CNE(F) (4:56)

1,h>—1
en casi todo punto x € (T_s,00), con C que no depende de F.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.6 existe una sucesién {A;} de nimeros reales no
negativos y una sucesién de datomos {A;} soportados en intervalos acotados {I,}
respectivamente tal que

F = Z)\jAj en HPF(w), (4.57)

j=1

ademas existe C; > 0 tal que

1> A llrw) < G IFllpt ) (4.58)

j=1

Por el Lema 4.2.2 existe una constante C' > 0 tal que cada dtomo A; se descompone
como

A;j=C Y Aj en EY, (4.59)

h=—1
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donde A, son dtomos soportados en intervalos acotados I, respectivamente, tal
que I;, C I; y cada x € I; pertenece a lo sumo a tres [;;,. Ademés el intervalo
Linya = I, sigue al I, y |1 < [I;n] < 4|1,]. Luego de (4.57) y (4.59) se tiene
que

F=CY Y NAju en HyH(w), (4.60)

j=1 h=—1

Ademads, como para cada j fijo, si o € I; entonces = pertenece a lo sumo a tres [

y asi
DD Axaa (@) <3) Axu (@)
=1

j=1 h=—1

luego por (4.58) resulta que

130 3 Acnallises <30 lasr < 30T NPl <. (461
]:

j=1 h=—1

Luego por el Teorema 4.1.5 resulta que la serie Zj; Y ore L AjAj ), converge en
HPF(w) v por (4.60) debe ser F'. Ademds por Teorema 4.1.5 existe una constante
Cy > 0 tal que

F |t ) < Coll SO Nixgalli)- (4.62)

j=1 h=—1

Luego de (4.61) y (4.62) se tiene (4.55). Sélo resta ver que vale (4.56). Por la de-
sigualdad (4.18) del Teorema 4.1.6 y considerando que para cada j fijo si z € I
entonces z pertenece a lo sumo a tres [;;, resulta que para r > 0,

- 9 ; CT_l [e9) )
NS o(F32)]" > C, ! ZAjXIj (z) > Z Z N x, (), (4.63)
=1 :

donde C). es independiente de F. O



Capitulo 5

Interpolaciéon Compleja entre los
espacios de Calderon-Hardy late-
rales con pesos.

En este capitulo y como una aplicacién de la descomposicion atémica obtenida en el
Teorema 4.2.3, construimos una funcion que nos permitira interpolar entre espacios
de Calderén-Hardy laterales con pesos en AY . Esto es el Teorema 5.1.2 de la siguiente
seccion. Como antecedente a este resultado destacamos las versiones para espacios
de Hardy tanto en [21] como en el Capitulo XII de [26]. De hecho la mayoria de
los resultados de esta seccién siguen el espiritu de las técnicas usadas en [21] y [26].
Luego, en la ultima seccién probamos un Teorema de Interpolacion Compleja entre
espacios de Calderén-Hardy laterales con pesos en A similar al probado por Testoni
para espacios de Hardy laterales en [27].

5.1. Notacion y Resultados principales

Llamamos € a la franja en el plano complejo dada por
Q={z=u+iteC:0<u<1}.
Para 0 < pg,p1 <1y z € Q definimos p(z) como
1 1—=2

4
p(2) Po D1

y para 0 < u < 1 definimos el nimero u(u) = %(1“), es claro que 0 < p(u) < 1 si
0<u<l.

Sean w,v € AL y 7 > 0 tales que w(z) < 7y v(z) < 7. Definimos el peso

p(u) (@) = w(z)'~p().

De la misma manera definimos r(z) y fi(u), para 0 < rg,r; < ooy w,v € AL,
Sea ¢ un ndmero real fijo 0 < ¢ < 1, escribimos p = p(¢),r = r({),n = pl) y

fi = (L)

o7
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Con la finalidad de dar un Teorema de Interpolacién compleja entre espacios de
Calderon-Hardy Hg;;r(u) sobre el parametro p, dejamos fijos los parametros q y «,
en particular por lo probado en Capitulo 4 Proposicién 4.1.7, podemos considerar
g=2yatal que (a+ 3)p(u) > s>10 (a+2)pu) > 1sis=1.Por tal motivo,
a lo largo de este capitulo, en la notacion del espacio de Calderén-Hardy omitimos
escribir el parametro ¢, asumiendo ¢ = 2.

Con la notacién y definiciones dadas podemos enunciar los principales resultados de
este capitulo.

Teorema 5.1.1. Sean z € Q y T, : HPO " (w) + HPVF (v) — HIOH (@) + HL T (D)
una familia de operadores lineales. Sea ¢.(z,y) el representante de T,F tal que
NHT.F;x) = nl(g.(2,.);x) < 00. Supongamos que para & € (x_op,00) y p >0

1 SL‘+P 9
U(z,p,2) = W/ (9:(2, )" dy

es una funcion medible respecto de x, continua y acotada para z € 2 y analitica en
el interior de Q, para cada (z,p) fijo en (r_s,00) X (0,00) y tal que g.(z,y) tome
valores reales cuando z = ¢, para 0 < { < 1.

Si ademds existen constantes C, 5 > 0, tal que

||EtF||'HZO’+(&J) S C€B|t|||F||’H£O’+(w) y ||T1+itF||H;1’+(D) S Cemt|||F||Hgl’+(V)’ (51)

entonces para 0 < { <1y F € HE (),

||T€F||Hg+(,1) < C||F||Hg»+(u)'
Esta clase de resultados de la teoria de interpolaciéon compleja fueron introducidos
por A. P. Calderén en [2] y A. P. Calderén y A. Torchinsky en [4]. Las aplicaciones
de estos resultados para estudiar operadores fuertemente singulares en el contexto
de los espacios pesados de Hardy pueden ser encontrados en [6] y en [21]. En la

ultima seccién de este capitulo veremos que el Teorema 5.1.1 es una consecuencia
del siguiente teorema:

Teorema 5.1.2.

1. Sea F(z) una funcidn de variable compleja z € § la cual toma valores en
HPoH (w) + HPY Y (v), y para cada z € Q denotamos f.(z,y) al representante
de F(z) tal que ny(fz(2,.);2) < 00.

1 ote
Sea O(x,p,z) =

o (f(z,9))* dy una funcién medible respecto de la

variable x, continua y acotada para z € §2, analitica en el interior de §2, para
cada (z,p) fijo en (T_s,00) X (0,00) y tal que f.(z,y) tome valores reales
cuando z =¥, para 0 < £ < 1.
Si F(it) € HP " (w), sup ||F(z't)||HZO,+(w) < oo, F(1+it)e H (v)

t

y sup [|F (1 + it)[| o+, < 00, entonces F({) € HEF(p) para 0 < £ < 1y
t (3

po < p < p1. Ademds se satisface que existe la constante C > 0 tal que
¢

1—¢
IF (Ol < C (sngF(it)HHgo,Jr(w)) <SlipHF(1+it)HHg1,+(V)) (5.2)
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2. Para F en un conjunto D denso en HE™Y(p) existe una funcion F(z) tal que
O(x, p, 2) tiene las propiedades establecidas en 1 entonces F({) = F y

P+ OIS oy S CIFIE e, (53)

se satisface para z = u+it € Q y C no depende de F. El conjunto D consiste
de todas las combinaciones lineales finitas de dtomos en HET ().

Observacion 5.1.3. Una version del Teorema 5.1.1 sin suponer que los pesos
estin acotados, se puede obtener considerando w,(xr) = min{w(x),7} y v.(x) =
min{v(x), 7} para T > 0 y asumiendo que la constante C' en (5.1) no dependa de .

Observacion 5.1.4. Vale la pena senalar que estos resultados pueden ser obtenidos
en el contexto de los pesos Muckenhoupt con una prueba mds sencilla. De hecho no
es necesario asumir que los pesos son acotados.

5.2. Lemas previos

Para probar la primera parte del Teorema 5.1.2, necesitamos del siguiente resultado
que puede encontrarse en el Capitulo XII de [26] como también una consecuencia
de este lema que demostramos en esta seccién.

Lema 5.2.1. Sea g : 2 — C una funcion continua en €2 y analitica en el interior
de Q tal que

19(2)| < cexp(A(exp(alIm(2)])))

para algunas constantes ¢ > 0, A € R y 0 < a < w. Entonces, para 0 < ¢ < 1, se
tiene que

o0

n(g(0))) < / " n(lg (i) Po(t, t)d + / In(lg(L + it))Po(, t)dt

donde Py y Py son los nicleos de Poisson para €.

Corolario 5.2.2. Con las hipdtesis de Lema 5.2.1 y la notacion introducida en la
Seccion 5.1 se tiene que

(0% < (1—5/ ethLw<%[:mu+uﬂ?aw¢mQ“@4

donde p = p() y p = p(l).

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que para 0 < £ < 1 se tiene

o0

MMM§/mmmmmMﬁﬁ+/ In|g(1 + it)| P (£, t)dt

—00 —00
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9(0)]3 < exp (g /_oo Inlg(it)| Py (. t)dt) exp (g /_oo Inlg(1 + it)| Py (L. t)dt)

= exp <2_p/ ln\g(it)]?Po(ﬁ,t)dQ exp (2_]?/ ln|g(1+it)|lgP1(€,t)dt>
2p0 —00 2p1 —00
p(1—1) /Oo (PO ) (pf /Oo N )
exp | —= In|g(it)| 2 Py(l,t)dt ) exp | — In|g(1+dt)|2 P (L, t)dt
p (BR[| wlatior® reoar) eap (2 [~ imlgtr-v i picen

aplicando la desiguadad de Jensen a la ultima linea de la desigualdad anterior resulta

p(1—£) pt

()] < (ﬁ /_Oo |9(it)|p20Po(€,t)dt> " (% /_oo |g(1+it)|p§p1(g7t)dt>“

o0 oo

y como p = Z—f yv1—pu= I% se tiene la tesis del corolario.

O

5.3. Una funcién interpoladora entre espacios de
Calderén-Hardy

A continuacién probamos la segunda parte del Teorema 5.1.2 donde se construye
una funcién interpoladora utilizando como herramienta principal la descomposicion
atémica particular dada en el Teorema 4.2.3.

Prueba de la Sequnda Parte del Teorema 5.1.2

Sea F' € D, esto es
F =Y X\A;
jed

donde J es un conjunto finito, A; > 0 y A; son dtomos en el espacio HET(u) tal
que cada representante a; de la clase A; estd soportado en intervalos acotados ;.
Cabe observar que, como consecuencia del Teorema 4.1.6, el conjunto D es den-
so en H2*(u). Descomponemos cada A; como en el Lema 4.2.2 para obtener una
descomposicion de F similar a la dada en el Teorema 4.2.3.

Esto es
F=CY N Y Ay in HE ()

jedJ h>—1

donde A; = C Z A, con C que no depende sobre A;, ademés cada representante
h>—1

ajp, de la clase Aj, es tal que sop(a;p) C I;, C I; y para cada x € I;, x pertenece

a los sumo a tres [; ;. Ademas I; 540 sigue a L y [Ljnto| < |Ljn| < 4|1 niol-

Definimos F'(z) de la misma manera que en [21] y [26], para lo cual consideramos
(z=0p

P L. POP1
Z Z Ajn(2)A;p donde A (2) = A7 (M) " Usando las propiedades

v(l;
jeJ h>—1 ]7h+2)
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de la descomposicién atémica y siguiendo los argumentos dados en [21] para probar
una desigualdad andloga para espacios de Hardy laterales, se obtiene la siguiente
desigualdad para los espacios de Calderén-Hardy,

1D > PanCut i), 150 iy < CIEID e (5.5)

je€J h>—-1

con el proposito de brindar mayor claridad y comprensién a la prueba del Teorema

es que dejamos la demostracién de esta desigualdad para méas adelante.

Utilizando el Teorema 4.1.5, se obtiene que Z Z |Ajn(u+it)| B converge en
jeJ h>—1

Hé’f“)’*(u(u)) para toda sucesién de atomos {B;;} en Hg(u)’+(u(u)) tal que cada

representante b;j, de la clase Bj, esta soportado en {I;} respectivamente. En par-

ticular, tomando B, = e%ir A, ), donde 6, = Arg(\; ), podemos definir

= Z Z Ajn(u+it) Az, en HEOH (u(w)).

jeJ h>—1

También por Teorema 4.1.5 se tiene que existe una constante C, que no depende de
u tal que

1B (ot i)l e oy < OO0 D0 Pt i) a1 iy (5:6)

jeJ h>—1

Veamos que la constante C' se puede elegir independiente de u. En efecto, u(u) € Af
con la misma constante C' cualquiera sea u como puede observarse en la prueba del
Lema 1.1.4, entonces p(u) es duplicante a la izquierda con constante de duplicacién
independiente de u. Cabe mencionar también que en la prueba del Teorema 4.1.5 la
dependencia de la constante respecto de p(u) es continua, con lo cual la eleccién de
C' en (5.6) es independiente de u. Finalmente, combinando las desigualdades (5.5)
y (5.6), se tiene

1 1Py < CNE g
donde C' = CP™(C con p(u) acotada pues 0 < u < 1.

A continuacién probamos que F'(z) y ®(x, p, 2) satisface las propiedades establecidas
en la primera parte del Teorema 5.1.2. Para ver que F(z) € HPV(w) + HEV T (v)
usaremos el hecho de que al menos |A; ,(2)] < Aj4(0) 0 |Xjn(2)] < Ajn(1) se satisface,
y escribimos F(z) = Fy(z) + Fi(z) donde

Z > Ajn(2)Aj .

h > —1
[X5,m ()] < Xj R (0)

Veamos que, usando (5.6) y (5.5) se tiene que Fy(z) € HE#*(u(k)), para k = 0, 1.
En efecto,
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1F(2) gzt gy < Cl Z Yo Al

h> -1
[Xj,n(2)] < Aj (k)

< C||Z > Ajn(R)X e | o iy
h> -1
|>\] R < Aj n(k)
< C||F\ < 00,

k)

para p = p(k), (k) (x) = w(x)l-wv(:cw y (k) = k, donde k = 0, 1.
Afirmamos que, para casi todo = € (r_.,,00), el tnico representante de F(z) deno-
tado por f.(z,y), tal que realiza la maximal, esto es

NE(F(2);) = nf(fulz, )i 7) < oo, (5.7)

esta dado por

SURDIPIRIC (aj,h@) -2 j—t ()P, 0) o = >> . (58)

jeJ h>—1

con Pj(z,t) el Polinomio de Taylor de grado N de aj en x, y n, las funciones

o)) e O =)

7!

definidas en Lema 4.2.1. Escribimos P;(z,y) Z T (ma(t

Para facilitar la lectura de la prueba posponemos la demostracion de la afirmacién
de (5.7) para mas adelante.
Para cualquier entero no negativo M consideramos

=D > Al A,

jeJ h=—1

fei(2,y) = ZZAM ) (ajn(y) = Pin(z,y))

j€J h=-1

x+p
Bulep2) = o [ o)y (5.9)

Es claro que, para z = ¢, 0 < ¢ < 1, f.(z,y) dada por (5.8) toma valores reales, pues
p

Ain(l) = )\;’(7). Ademas, no es dificil ver que, ®5/(z, p, 2) es una funcién medible en
la variable z, y que para cada (x, p) fijo en (x_, 00) x (0, 00) es una funcién acotada
y continua en €2, y analitica en el interior de €. Para probar que ®(z, p, z) tiene estas
tres propiedades es suficiente probar que, para cada (z, p) fijo en (z_4, 00) % (0, 0),
la funcién @y (x, p, z) converge uniformemente a ®(z, p, z) en €.
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Para ello, descomponemos F'(z) — Fy(2) = FM(2) + FM(2) donde

Z >, Ajn(2)Ajn,

h>M+1
[X5,m ()] < Xj,n(0)

y FM(2) = F(2) — Fy(2) — FM(2). Usando desigualdades (5.5) y (5.6) veamos que
dado € > 0 existe My que no depende de z € 2 tal que para M > M,,
HFIS/I(Z)H’HZIC’*'(M(M) <€, (510)

para k =0, 1.
En efecto,

Z > Ain(2)Ajn (5.11)

h>M+1
2 n ()] < Ajp(0)

Como F € HE* () por (5.5) sabemos que, en particular, resulta

I 20 Pl <

h>M+1
X ()] < X;.0(0)

luego por Teorema 4.1.5 y usando las desigualdades (5.6) y (5.5) se tiene

HFy(Z)Hng(w) < CHZ Z |)\j,h(Z)|X1j,,L|Lpo(w)
h>M+41
A < Apa(0)
< OIS D Xa0)xs,, o)
Jj€J h>M+1
< OF - FullE.
< e (5.12)

esta ultima desigualdad resulta ya que, como F' € HE(u) por (5.5) se tiene que la
serie Y ;D s [ Ain(2)|xr,, converge en LP) (pu(u)) y ast existe My tal que para
todo M > M, vale la (5.12).

En forma andloga usando que |A;4(2)| < Aju(1) se tiene que dado € existe M; tal
que para todo M > M,

EM (2) [+, < €. (5.13)
Bt w)

Ademas, si

foo(z,y) Z Z Ajn(2) (ajn(y) — Pinlz,y))
cJ h>M+1
A ()] < Agn(0)
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se tiene que f,(z,-) — fom(z,-) = f(ﬁ(z,) + ff‘fc(z,-), donde f,ﬁ‘fr(z, -) es el tnico
representante de Fy(z) tal que nf(f}%(z,-);x) < oo para k = 0,1. La prueba de
esta afirmacion es andloga a la que daremos mas adelante para probar (5.7). Veamos
que ®,; converge uniformemnte a ® para todo z € Q y (z, p) fijo en (z_.,0),

1

T+p
|¢@amz>—¢Mcamzn=:;g;;A (Fules9))? = (Fome(.9))?) dy

1 ztp
<o [ 1) = FaanG ) Fa(e0) + o ()l

z+p %
< ﬁ (/ | fo(zy) — fm,M(z,y)IQdy)

T+p %
X (/ \fx(z,y) + fw,M(Zay)|2dy>

1(1/”Wf<> fonle )Py’
= —\ - 2\ Y) — Ja, Z,Y dy)
P \p /. "
1 /1 [ote . \?
X— (—/ | fu(2,y) + faom(2,9)] dy)
> \pJ,
1 1
1 1/x+p M 9 )2 1 (l T+p M 9 2
S - - f x Z,Y dy +— _/ f x 2 dy
5 G mewra) < 5 (01t P
¥ ¥
1 /1 [ote , \?
Xj(‘/ LM&w+hM@wH@) (5.14)
p* \pJ, )
7

En lo que sigue estimamos Ty, 71 v T3, para lo cual, con el fin de simplificar su-
ponemos que F tiene un sélo atomo soportado en I = [0,7] y, asi, el subindice j
no lo escribiremos. Para acotar 7y, usaremos la forma que tiene la descomposicién
atomica. Como para z > r, Ty = 0, consideremos = < r y elegimos d > 0 tal que
r+0<ry M = M*(zJ) tal que para cada h > M* el soporte de a;, y [z, + ]
son disjuntos. Notemos que, como M* no depende de €, podemos primero elegir M*
y entonces tomar My como en (5.10) tal que My > M*.

Ademés P, (z,y) = 0 para h > My y luego fi'h(z,y) = Z An(2)an(y).

h>M+1
[An(2)| < AR (0)

Ademas, para todo u € [z, z + J] se tiene que

utp ) 3
(1L/’ 2 ()| dy) < nd(F (2 )i).

1
To < —
p

P
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Luego se tiene que

(/H(S Wow(u)du) " < (/oo (N (M (2);u))™ w(u)du) v
y, por (5.10),
To < w([z, =+ 8]) 7P e (5.15)
Un argumento similar nos da
T < v(w, 2 +68]) 7P e (5.16)
Ahora estimamos 7s.

1
2

1 /1 [¥tr
"= (_/ ‘fx,M(Zvy) — fo(z,9) + 2(fa(2,9) — fx,M*(Zvy) + fam (Z7y))|2dy>

p* \p
L1 e , N2 2 (1 T o)’
S v (_/ ’f:{:,M(Z7y) - fz<z>y)‘ dy) +_a <_/ |fx(zay) - fx,M*<Z>y)‘ dy) +
P P Js P P Jz _
> T
— \ — x, M* Z,Y Y )
PONP e " _
Ts

Procediendo como antes se tiene

T < e(w([z,z+8) "7 + vz, z +8]) 7). (5.18)
En forma andloga se puede estimar 7Ty, pero en vez de usar (5.10) se usa que
EM (2 )Hﬂp,ﬁ( ) < C donde C = kmax{CHF Fuge| |7

no depende de z, y asi se obtiene que

H” ’ )} que claramente

1 1
To < C(w([z,z+6]) 7 +v(z,z+0]) ).

Finalmente para estimar 75, primero acotamos los coeficientes A,(z), de la siguiente

manera

(z=0p (u—0Op

L W(]h+2)) porL P (W(Ih+2)> Port
APE) | ——= = \p(wy [ 220727 <C 5.19
(V(Ih+2) V(1) < Chpr (5.19)

donde la udltima desigualdad se tiene ya que 0 < uw < 1y p(u) es acotada para
0 < wu < 1. Luego resulta que 75 se puede estimar como

An(2)] =

h=-1

2 2
75 < p2a+1/ <Z Chp1| ah Ph(*r y))|> dy < C7 (520)
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donde C' no depende de z.

A partir de (5.15), (5.16), (5.17), (5.18) y (5.20) se tiene que para cada (x, p) fijo en
(-0, 00) X (0, 00) la funcién @y (z, p, z) converge uniformemente a ®(x, p, z) en 2.
Sélo nos resta ver las pruebas de (5.5) y (5.7).

Veamos en principio la validez de (5.5). Para ello, probemos que existe §;, € I 42
y una constante C' tal que

PO Bin) g 1) T (5.21)

Bin—z |1 hs2l

para todo z € 15 |J ;2 tal que & < 5.
En efecto, como M~ es del tipo débil (1, 1) con constante 2 con respecto a la medida
de Lebesgue, se tiene que para cada j € Jy h > —1

(u)(Ljn U Ljins2) } ‘

- 2
‘{‘I € Ij7h+2 M (N(U)le,hulj,h+z)(x) >4
| Zj.nv2|

| L ntal /°°
7 U)(T)X1, UL e (T)d
zﬂ(u) <[j,h U Ij,h+2) . M( >( )Xlﬂvhuly,hw( )

|£j.na2]

2
< |Ljnyal,

luego existe 5,5, € Ijni2 tal que

4M(U)(fj,h U Ljni2)
[ hia|

- L hr2| '

M~ (M(U)XIj,h UIj,h+2) (:E) <

donde C' es la constante de duplicacién a la izquierda de p(u) y no depende de u.
Por otra parte como

B 1 [Bin
M (N(U)XIj,hUIj,h+2) (63}11) - :§up7/ ~:u(u)(t)xfj,hUIj,h+2(t)dt

h>0 h Bjn—h

p(w)(z, Bjn)

> ;
|z — Bjnl

(5.23)

luego por (5.22) y (5.23) se tiene (5.21).
Denotamos por «;j, el extremo izquierdo de [;;, y consideremos los conjuntos

() (jhro)

Ejn = {2 € (@jns Bia) : plu)(@) < dey =2
]7

() (L h+2)

asi
e

donde 7y es la constante de la parte 2 del Lema 1.1.6 con A = 4c¢
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() (En) > sa(u)(asn Bs) (524

Cabe mencionar que, como p(u) € AF con la misma constante C' cualquiera sea u
resulta que, por la observacion realizada atras del Lema 1.1.6, la constante ~ del Le-
ma 1.1.6 puede ser elegida tal que no dependa de . Como I;; C (e, Bj.), usando
(5.24) y por el Lema 1.1.5 resulta que existe una constante C' > 0 independiente de
u tal que

DO nlu+it)xa,, DO Nnlu+ )Xo, 08,0 (5.25)
jeJ h>—1 L2 (u(u)) jeJ hz—1 Lr0) (p(w))
Por (5.24) podemos aplicar el Lema 1.1.5 y se obtiene

Z Z [ Ajn(u+ it)|X(O¢j,hw8j,h)

el h=—t 2

< Chpy Z Z [Ajn(u+it)|XE;,

jes k=l L) (ju(w)
. 1
=Con |2 D Winlu+it)l() ™ xe,,.|| (5.26)

teniendo en cuenta que si x € Ej), se satisface

o)) < ey L)

y a partir de la definiciones de los coeficientes \;j,(u+it) y del peso p(u)(z) se tiene
la siguiente acotaciéon del ultimo término de (5.26)

(u—0)p 1
o) vor [ yep() (Linga) | 7
< C AT ””2)) {4 J _
a Z Z ! ( (Ljne2) [ Lj.hyol XEs
j€J h>—1 p(u)
, ) (:—;f)p dery ﬁ
7“ h+2 0P1
= G [T AT ()T p)@ds ) X,
jeJ h>—1 (Znt2) il Jr Linte Lot
) (u=0)p
_P_ popP1
= G| T XN (5)
jed h>—1 (Zjnt2)
ey L) oy g )
Tl J, w() v(x)"dx XE; »
+ ]h+2

Lp(u)

(5.27)



(u=0p _ pluw)—p

Como

1

ol i usando la desigualdad de Holder con p = e P = ay
f(z) = w(@) W y g(x) = v(z)*™ la expresion (5.27) se acota por
Y B .\ S
< Z Z )\p<u> ( Ljhyo ) <4 v ) / (w(x)l M(U))l—m)
jeJ h>—1 Js h+2) |Ij~h+2‘ I]-,h+2
w(u)
1 p(u)
> (/ (V(x)u(u))uw)) XE,; 1
Tint2 Lp(w)
ulu)—p 1—p(u) p(u)
= C S )\p< (W Jh+2)> 00 (w(jpea)) P (v (Lina2)) 7 B
2y 1 .
P (Ijny2) |L; pyo| P& o
jeJ h>—1 Jish+2 Lp(w)
_r_ I =u(p(I. B plu)
G [[5 3 ag (ll) lieay
jeJ h>-1 shrt2 Lo
) Linga)) " (v(Ijn 2
< Cpny Z Z A;( ) (( el = +2>|>I' ( ’( = +2)) ) XI; UL j12UT g a U g
Jed h>—1 h+2 Lp(w)
(5.28)
Utilizando primero el Lema 1.1.4 y luego el Lema 1.1.5, el dltimo término de (5.28)
se puede acotar por
1
p(u)
1—
S pr,'y,w,u Z Z (|[ | w “V”dﬂ’,’) le,hUIj,h+2U1j.h+4UIj,h+6
jeJ h>—1 oAl S L ()
p(u) ] h+4) W
< C(p,n;y,w,u Z Z )\ ﬁ X1 hye
jed h>—1 Jh+d L
. L) | 7@
- oo () (529
Jj€J h2>1 h+2 Lp(w)

donde C' = C(p,n,7,w, V) que claramente no depende de w.

Consideremos

J’_
Mu

g(r) = sup

L gt

>0 M

Como M j es de tipo débil respecto del peso p con constante 2, se tiene que para

cada j € Jy h > —1
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7 |]',h QUI"h 4|
u ({l‘ € [j,thZZMJr(:u 1<X1j,h+2UIj,h+4))<x) >4 - 2

11(ZLj h2)

(Ljn+2) /oo 1

< ’ | | J

T 22 U Lipgal Jo KXoty (D)) T
(L p+2) 1

— 5 i (@)l

2L p2 U L pyal I naUL, s
< (L nt2),

como (L p1o) > 0 existe ¢;p € 140 tal que

_ Iingo U L pys) | 22|
MY | e} < 4| Jih+ J, < g 5.30
(b7 (Xt naaLinea)) (i) < 1(Tinso) = (o) (530)

luego existe © € I p42 U I hya con x > ¢y, tal que

) 1 anth
M*(p 1X1]‘,h+2UIj,h+4)(Cj,h) = S}iLuE) plein C‘h‘f‘ib)/ 2 1X1j,h+zufj,h+4(t)ﬂ(t)dt
> g, Cj, Cjh
> LT Gh (5.31)
- N(Cijx)

por (5.30) y (5.31) resulta la siguiente desigualdad

pinre) _ p(Cin, )
8 jni2l = w—cjn

Llamamos d; j, al extremo derecho de I ;44 y Fjp, al conjunto dado por

Bl py2)

Fin={x € (¢jn,djn) : p(r) >
8| nal

aplicando la primera parte del Lema 1.1.6 con \ = lél(?—:ﬁl) se tiene que
7y

1
| Fjn| > §(dj,h — Cjn)-

Usando que ;14 C (¢jp,djp), €l Lema 1.1.5 y la definicién de Fjj, resulta que el
ultimo término de (5.29) se puede acotar por
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1
ity ((1Tine2) \ 79
< 0|2 X7 () v
jed h>—1 Bht2 Lp(w
b (i) | 7
p(u) J:h+2
< S XA (M),
jeJ h>—1 bt L)
< O 2 AT,
jeJ h>—1 [p(u)
[ , p(u) o)
2o 1
= C / (Z Z )\Jp(u 4P (gj)XF]h(x)> dx
T—oo \jeJ h>-1

. L p(u)
= C / (ZZA;““ ij,h<x>> p()da

jeJ h>-1
= | N,
Js
jeJ h>—1 LP(9) ()
_p
< CIDC D NN UL
j€J h>—1 LPC0) ()
_p
< DD Ny
J€J h>—1 L0 ()
_p
= C ZZA}O(") XTI n
jeJ h>3 LP() (1)
_p
< CID°D Ay, (5.32)
j€J h>—1 LPC9) ()

donde C = Cp ;. 4.w., luego de (5.26), (5.27), (5.28), (5.29) y (5.32) resulta que vale

Z Z )‘;(%ij,h

j€J h>—1

< C

SO nlu+it)xu,,

j€J h>—1

(5.33)

LP() (u(u)) Lr(4) ()

Por la desigualdad puntual (4.56) del Teorema 4.2.3 con r = ]ﬁ se tiene

ST AN, < 3CH(NF(F;x))#to

jeEJ h>—1

donde C, = % con ¢ independiente de F'. Luego si elevamos al exponente p(u)

a la desigualdad puntual anterior e integramos con medida u respecto de x resulta
que



1
) 1

/:; (ZZV&) XIM)”(“)M(W s { /:; (N (F:))” nla)de|

jeJ h>—1
— + p(u)
- HN HLP (w)

= IFIE,,. (5.34)

finalmente de (5.33) y (5.34) se tiene la desigualdad (5.5).
Por dltimo veamos que vale (5.7). En efecto, usando el mismo argumento dado en
el Capitulo 4, para probar la estimacién (4.48) del Lema 4.2.2, se tiene

Z Z N (Njn(2)Ajp; )

jeJ h>—1
ho+1
=2 2 NEQunE i) + 3 > NI ya()Ajns o)
jeJ h=—1 JEJ h>ho+1
< Digas + Choan p, D 1A hots), (5.35)

J€J h>ho+1

Finalmente para ver que la serie de (5.35) es finita sélo resta estimar los coeficientes
Ajn(z), en efecto,

(z=0p (u=0)p
Nin(2)] = )\?(pz) (W(IJ}H?)) B )\?TZ) ( w( Jh+2)) rorL
8 T\ vne2) ’ ( Jh+2)
(u—
_ o (W(IJ h+2)) on (! jihral’ ) o
T\ gngal? \vljny2) )
A B
Como w y v son pesos en AT = US>1 , Tesulta que existe s) > 1y s > 1 tal que

we Al y v e A}, luego tomando s = mam{so,sl} resulta que w,v € Al luego
ut1l1zando Lema 1.1.3 se tienen las siguientes estimaciones para A y B.
Siu</

(u—~0)p —(u—0)p
I PoP I s PoP
A — ( w( Jh+2)) R <|J[L2|) < Covpls (5.36)

L pv2l? w(Ljn+2)

5\ le=Op PRI 072
B — <|1h+2| ) POP1 < (|]h+2| > POP1

v(Ipi2) - T
|[u—£|p

< Cppr 27 5om (5.37)
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Siu>/
(u—0)p (u—0)p
A = (W(Iyth)) POP1L ( T > POP1
1 ht2]® [ Ljnal*™
[u—L|p
< Cuprs2 5om (5.38)
| | (u—0)p
POP1
B= ( It > < Cotips (5.39)
(Ia,h+2)

Luego a partir de (5.36), (5.37), (5.38) y (5.39) se tiene

(z=0)p

i (st
! V(Ljni2)

i |lu—2|
< Copusra A2 50" (5.40)

Ajn(2)] =

donde (s — 1)% — (@ +3) < 0, pues como (& + 3)p(u) > s > 1 si suponemos,

sin pérdida de generalidad, pyg < p(u) < p; resulta que (s — 1)% < (sp_—ol) <<
(a+ 3), v asf la tltima serie dada en (5.35) converge.
Ademas, por la Observacion 2.2.16 dada en el Capitulo 2, se tiene que el tinico repre-
sentante en la clase \; ,(2)A; 5 tal que realiza la maximal es A; ,(2) (ajn(y) — Pin(z,y)),
esto es, NI (N\jn(2)Ajn;x) =nt(Nn(2) (ajn(.) — Pjn(z,.);x)). Entonces, la afirma-
cién (5.7) sigue del Lema 2.2.6 parte ii).

O

Prueba de la Primera Parte del Teorema 5.1.2

Para cada z € Q, F(2) € HP> ' (w) +HPVH(v), entonces F(z) = Fy(z) + Fi(z) donde
Fi(2) € HP*(u(k)) para k = 0,1, y asi N (Fy(2);2) € LP*(u(k)) para k = 0, 1.
Entonces N (Fj(z);x) < oo en casi todo punto z € (z_.,00) con respecto a la
medida p(k),k = 0,1. Mds ain como como pu(k)(x) > 0, para € (T_,0) y
k = 0,1, se tiene que N (Fj(z);z) < oo para casi todo punto con respecto a la
medida de Lebesgue.

Ademéds como N (F(2);x) < NI (Fy(z); 2)+ N (Fi(2); ) resulta que NI (F(z);z) <
oo para casi todo = € (z_.,00). Entonces, por Lema 2.2.3 parte (%), existe un tinico
representante f,(z) € F(z) tal que nz;(fx(z), x) = NI (F(z);x) < ooy asi para cada
T € (o0, 00)

p>0 P\ P

NEFE ) =i (i) s (L [ (|fz(z,y)|)2dy>§

Sea x € (T, 0), 0 < ¢ <1y p(x) una funcién positiva y medible, denotamos

1 z+p(z)
O(x, p(x),l) = W/ (f+(¢,9))* dy,, observemos que como por hipétesis
plx .

fz(£,y) toma valores reales, entonces ®(z, p(x), ) es no negativa.
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Aplicando el Corolario 5.2.2, la desigualdad de Holder y el Teorema de Fubini, se
tiene

(M|

- / T (@(e, p(x), 0)} p(x)de

([ ([ e o)

IN

(5.41)
Para £ = 0,1 se tiene,
T 1 1 [ete@) . ) :
2 p@) k4D = | (m [ i) dy)
1 1 z+p(z) . ) %
< (M [ it dy)
< nt(fo(k+it);x) = NIF(k+it);z), (5.42)

usando (5.42) y las igualdades [*° Py(¢,t)dt =1—¢, [~ Pi((,t)dt =€, ppy ={lp
y po(1 — ) = (1 — £)p, se tiene que (5.41) estd acotado como sigue

1—p 1 oo I
( L / F@)[Phe, ow,t)dt) (z [ el 1<e,t>dt)
(1-0)p Ip
< (sgp HF(it)HHgo,Jr(w)) (81t1p [|F(1+ it)”%{.’}’*(u)) : (5.43)

Asi, para 0 < ¢ < 1y p(x) una funcién positiva y medible, se tiene probado que

Lp

(1-0)p
1||P . .
l@Co0. 00| < (supllFG] e, sup [|F(L+ i)l -+ ) (5:44)
t t

LP ()

Veamos que dado € > 0, existe una funcién positiva medible p(x) tal que, para todo
0 < ¢ < 1 se verifica

1
L p

INE (B0 )1 < ||(@Cp

+ €. 5.45
L () ( )

Para m € N consideramos los conjuntos

Ap ={r € (x_,00) :m—1<|z| <m}.

€

Sea {pi}ren un subconjunto denso en R* y dado € > 0 elegimos €2, = AL

Definimos para cada py > 0 y cada m € N
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B ={x € Ay nf(foll, )i) — en < (B(z, pr, )2}

Como, por Teorema 2.2.14, N (F({);x) es semicontinua inferiormente resulta que
NI (F({);z) es medible y ®(z, px, z) es medible en z, luego E}" son medibles.
Consideramos

F" = ET
ysik>2
A e
luego F}" son medibles y disjuntos. Ademéds como N (F;.) € LP(n) v pu(z) > 0 en

casi todo punto z € (z_, 00), luego por la definicién de N (F;z) y la densidad de
{pr} se tiene que, salvo un conjunto de medida nula,

A= F (5.46)

k>1

De (5.46) resulta que

Definimos

p@)= 3 pxap (@)

k,m>1

luego p es medible por ser F}" medibles y es positiva pues, para cada k > 1, p, > 0.
Ademas como para casi todo = € (x_n,, 00), los F{* son disjuntos para todo k,m > 1,
resulta que existen indices dnicos k y m tales que x € F}" y por lo tanto p(x) = py.

NI
VI

No (F(); ) = €m < (2(x, pi, £))2 = (2(x, p(2), £))?, (5.47)

luego usando (5.46), (5.47) y € se tiene

p — €
m = A

I () = (@0 gy = [ T NE(E():2) — (e pla), )} P )
-y / INZ(F(0); 2) — ({2, p(x), 0)* Pu(a)da

km>1
< Z / b u(z)dr = Z/
k,m>1 m>1
=Y A =Y o
m2>1 m>1 2

y asi se tiene que
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NG (E@): I = 1@ p() 0)E ] < INF(F(E):) = (@, p(), 0)F]E, ) <€

de lo que resulta (5.45) luego por (5.44) y (5.45) se tiene la tesis de la primera parte
del Teorema 5.1.2.
U

5.4. Interpolacion entre espacios de Calderén-Hardy
laterales con pesos

En esta ultima seccién intentaremos clarificar el hecho de que teoremas de la forma
5.1.2 implican teoremas de la forma 5.1.1. Para eso necesitamos introducir parte de
teoria abstracta general que comenzo con el trabajo [2] de A. P. Calderdn.

5.4.1. Definiciones

Sean V un espacio vectorial topoldgico y Ay (k= 0,1) subespacios de V. Sobre Ay
esta definida |||, que, para todo z,y € Ay y todo escalar v, satisface:

» ||z]|, =0 = 2z =0.

o lvelly = Il

v |z +yl, <c(lz|l, + |lvll,), donde c es una constante que no depende de z e
Y.

= (Ag, [l ]) = V.
Definicién 5.4.1. En Ay + Ay se define
Joll = inf {Jlaoll, + larll, - v = a0 + a1, a; € A}
Se verifican, para todo v,w € Ay + Ay y todo escalar v,
o =0 = v=0.
= [yl = IyHvll
= o+ wl] < e(foll + [lwl]]).

Definicién 5.4.2. Sean Q = {z € C: 0 < Re(z) <1} y F = {f} una familia de
funciones de variable compleja, f : Q@ — Ag + A1 que cumple para todot € R y
k=0,1:
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1. f(k+it) € Ay

2 |If (k+ i), < C.
Se define

11l = o {sup i) sup 172+ ), |

Definicién 5.4.3. 510 < s < 1, se definen los espacios intermedios

ASZ{CLEA0+A12 erf,(l:f(s)}

lally =" inf £l

(s)=a

feF

Se verifican

* |7 flle =1 lIf]l 7 para toda f e F.

= |vlls = [v[all, para todo a € A,

5.4.2. Teorema de interpolacion

Consideremos, con las definiciones de la seccién anterior,

" (Ak7HHAk)7 (Bka HHBk), kZO,l

» F= {f}fe]-'7 Nz{f}

feF
w Ay ={f(s }fe]—'7 { }f'ef'

Entonces tenemos el siguiente teorema de interpolacién:

Teorema 5.4.4. Sea L, : Ay + A1 — By + By (z € Q) una familia de operadores
tal que para k = 0,1,
Liyit « A — By,

y, ademds, existen constantes c, & > 0 tales que para todo a;, € Ay y todo t € R,

1Lty < cexp(et?) [l -

Si para toda f € F yr € R se tiene que ket L, f € j-:, entonces para cada s,
0<s <1,
Ly: Ay — By

y existe ¢y > 0 tal que

1£5allp, < el

para todo a € Aj.
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Demostracion. Dados € > 0y a € A, por la Definicién 5.4.3 existe f € F tal que
f(s)=ay|fllp <llall,, +e. Sidefinimos

g(2) = ¢ LLF (2),
entonces, por hipotesis, g € F y, por la Definicién 5.4.3, es

lg(s)]

g, < llgllz-

Como f (s) = a, entonces

clets |1 Lsal

5. = ol < lolly = mi fsup o), s 1+ )1, |

= méx sup ((c’le*w) Hﬁitf(it)HBO> , Sup ((cileg(l_ﬁ)) | L1paf(1+ if)||31>}
< e {sup (e (00, ) sup (<0 1+ i0)],) |

< e {sup 11, sup 171+ 0, | = €171 < e (lal, +).
Siendo € > 0 arbitrario se tiene que

1£sal

5, < e Jal

Ag?

como queriamos probar. O

5.4.3. Caracterizacién de ||-||,

Con las definiciones introducidas en la Subseccion 5.4.1 tenemos la siguiente propo-
sicion que relaciona a las “normas” intermedias con las ||-||, (k=0,1).

Proposicion 5.4.5. Si F es una familia como la dada en la Definicion 5.4.2 que
ademas cumple las siqguientes dos condiciones:

3. para toda f € F se tiene que ye*f € F donde 7, £ € R,

4. siparak =0 o0k =1es|f(k+it)], =0 para todo t € R entonces f(z) =0
para todo z € 1,

o=t {(Sttlpllf(it)l\o>l_s (sgpnf(lﬂ't)ul)s}.

ferF

entonces
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Demostracion. Veamos primero que el miembro de la izquierda es menor o igual que
el de la derecha.

Sea f € F tal que f(s) = a. Siparak =00k = 1 es sup,||f(k+it)||, =0
entonces, por la Condicién 4, es f(z) = 0 para todo z € Q y ||al|, = 0, valiendo la
igualdad. Si no, sea o € R tal que

sup £ (@)l

B Sltlpllf(lﬂt)ll{

[

Sea g (z) = e?¢79) f (2). Por la Condicién 3 se tiene que g € F vy, ademas,
9(s) = f(s) = a.

Por la definiciéon de o se tiene que

s

lo @l = LGl < (swplsll, ) (sup s+, )

s

1-s
lo 1+ )l =0 15+l < (swplF@0l)  (supl+ i)

Y, por lo tanto, usando Definiciones 5.4.3 y 5.4.2,

S

1-s
ol < gl < (sup 5ol ) (suplra+ o, )
para toda f € F tal que f(s) = a.

Para ver la otra desigualdad, consideramos ¢ >0 y g € F tal que ¢g(s) =a
con [|gllp < lall, +¢.

N { (sw o) (sl ét>|\1)s}

ferF
< <SLt1p Hg(z’t)“o) : (Slzp lg(1 +it)||1>

- {sgp o)l sup (1 + z’twl}

= llgllp < llall, +e.

Luego

s

5.4.4. lIdentificacién de los espacios intermedios

En el caso en que los espacios Ay (kK = 0,1) sean espacios de Calderén-Hardy
laterales, se identificaran los espacios intermedios con los espacios de Calderdn-
Hardy correspondientes.
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Definicién 5.4.6. Sean w,v € AL tal quew < 7 yv < 7 para algin T < 0. Se define
Fo= {F} a la familia de las funciones de wvariable compleja
F: Q — HPot (w)+HPH (v) tales que fo(z,y) es el unico representante de F(z) tal
que NI (F(z2);2) =nl(fo(z,.);2) < 00 y para cada x € (x_o,00) y p > 0 definimos

O(x,p,2) = szt ff“(fx(z y))2dy tal que:
1. ®(x,p, z) es continua y acotada para z € Q y (x, p) fijos en (r_q, 00) X (0, 00).

2. ®(x,p,z) es analitica para z en el interior de Q y (x,p) fijo en (T_s,00) X

(0, 00).
3. f.(L,y) tome valores reales cuando z = € para 0 < £ < 1.

4. F(k+it) € HPF(u(k)) y || F(k + it)H,Hg(k),Jr(u(k)) < C para k=0,1.

Veamos, en principio, que la familia F cumple con las condiciones 1 y 2 de la
Defincién 5.4.2 y con la condiciéon 3 de la Proposicion 5.4.5.

Es claro que las propiedades I y 2 de la Definciéon 5.4.2 se obtienen en forma
inmediata de la Definicion 5.4.6 parte 4.

Veamos que F cumple con la condiciéon & de la Proposicion 5.4.5, esto es da-
da F € F, queremos ver que ve*F € F. Para ello debemos ver que vet*F :
Q — HPOF(w) + HPYT(v) es tal que ve®* f,(2,y) es su tnico representante tal que
nt(ve** fo(z,y);x) < oo. En efecto, F(z) € HE"(w) + HELF(v) entonces existen
clases Fy(z) € HPOT(w) y Fi(z) € HPVT(v) tal que F(z) = Fo(z) + Fi(2).

([ prtenerarue) " e ([ e utis)"

1

Pk

—e ( N Pt ) < G (5.43)

Luego ve** Fy(2) € HP=T(u(k)), k = 0,1, y como F(z) = Fy(z) + Fi(2) resulta que
Ve F(z) € HE ™ (w) + HE T (v).

Sélo resta ver que ve®* f,(z,y) es el inico representante de yes*F(z) que realiza la
maximal, donde f,(z,y) € F es tal que nl(f.(z,y);x) = NI (F(z);2) < oo luego
usando la sublinealidad de la maximal se tiene que

N7 (v F(2); 2) = 7 N (F(2);2) < 00 (5.49)

y asi existe un tinico representante f,(z,y) € ve**F(z) tal que N (folz,y):z) =
n*(fx(z y); x) < oo luego por unicidad resulta que fx(z y) = ve** fu(z,y).
Ahora, definimos

N 1:+p ~
B(z,p,2) = p# / (Ful,))dy (5.50)



80

y debemos ver que se satisfacen las condiciones 1, 2, 3 y 4 de la Definicién 5.4.6.
Es claro que la condicion 4 se verifica ya que, la clase F' la satisface. Para ver que
valen 1 y 2 consideramos la siguiente igualdad

R 1 z+p R 9
b2 = / (Fu(z )2y

2 1 T+p 9
= 0 [ Ut
= (ve%)*®(z,p,2), (5.51)
como ®(x, p, z) es continua y acotada para z € Qy (z, p) fijos en (z_o, 00) x (0, 00)
y analitica para z en el interior de Q y (, p) fijo en (z_o, 00) x (0, 00) resulta que

O (z, p, z) satisface 1 y 2. Por tltimo, la condicién 3 claramente se satisface ya que
fz(€,y) es real para 0 < ¢ < 1.

Los siguientes corolarios dan la identificacion de los espacios intermedios.
Corolario 5.4.7. La familia F cumple la Condicion 4 de la Proposicion 5.4.5.

Demostracion. Sea F' € F tal que si k =00 k =1 es ||F (k+ it)
para todo t € R.
Por la primera parte del Teorema 5.1.2 se tiene que para 0 < ¢ < 1

s gy = ©

1-¢ /
1Oz < (1Pl ))  (supllFG+ il

Como por hipétesis ||F(it)||Hgo,+(w) =0o||F(1+ it)”%f}**(u) = 0, de la desigualdad
anterior se tiene que [|F'(()|[yp.+ ) =0y asi FI({) =0 para 0 < < 1.

Del mismo modo, como F (- +ity) € F para cada t; € R, pues satisface 1, 2, 3
y 4 de la Definiciéon 5.4.6 y ademads, por hipdtesis, para cada tg € R se tiene que
|| F (it + itO)“%ZO**(w) =0o ||F(1+it+ it0)||H£1,+(V) = 0. Entonces, reiterando para
F (- +1ity) el mismo argumento que para F(-) se tiene que F(¢ + ity) = 0 para
0 <?¢<1ycadaty € R, lo cual implica que la clase F(z) = 0 para todo z en el
interior de (2.

Ademés para cada = € (T_4, 00)

1 tp
Bap2) = iy [ (o) =0, (5.52)

para todo p > 0 y z en el interior de €. Sélo resta ver que F(z) = 0 para todo
z € 082, en efecto dado z € 0N sea z, en el interior de Q) tal que z, tiende a z
cuando n — 00, luego por la continuidad de ® en € se tiene que ®(x, p, z,,) tiende a
O(x, p, z), pero como P(z, p, z,) = 0 pues z, pertenece al interior de € resulta que

®(x,p,2z) =0 para todo z € 09, (5.53)
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por lo tanto de (5.52) y (5.53) se tiene que para z fijo en (z_.,, 00) y para todo p > 0,
O(x, p,z) = 0 para todo z € Q. Consideramos y > x y h > 0, luego si tomamos en
particular p=y —x y p =y — x + h se tiene

o= [" i [ (0= / "2 dr

y asi se tiene que 0 = %f;ﬂrh (fx(z,t))2 dt.
Como f, € L} por el Teorema de diferenciacion de Lebesgue resulta que f,(z,y) = 0
en casi todo punto y > x para todo x € (r_«, 00). Luego se tiene que nf (f.(z,.);x) =

SUPs e (1 [ (fulzy) 2dy> =0yasi [7 |NI(F(2);2)]Pu(z)dx = 0 es decir

| F (= )HH5,+ () = 05 k= 0,1. Por lo tanto se tiene que F'(z) = 0 para todo z € €.
[

Corolario 5.4.8. Si Ay = HPo M (w), Ay =H (1), 0 <l <1, p=pl) ypu=ul)

entonces

Ay =HET ()

||'||z = ||'||Hg1+(u) .
Demostracidn. Veamos que existe C1 > 0 tal que [|.|[;p+,) < Cill|[e y asi A, C

HPt (). Sea H € Ay luego para toda F' € F tal que F(¢) = H , se tiene por la
primera parte del Teorema 5.1.2 que

L

1-¢
iz = IF Oz < (swpl PGl ) (swplra+in)l)

Luego tomando infimo, sobre F' € F tal que F({) = H, en la desigualdad anterior
por la Proposicion 5.4.5 se tiene que

1 gy < CIH (5.54)

Veamos que existe Co > 0 tal que [[.|[e < Col|.[|gp+(,) v asi HET (1) C A Sea
ahora H € HET(u). Por la segunda parte del Teorema 5 1.2 existe F' € F tal que
H=F()y

1E(k +it) |7 < CllH]l; (5.55)

HP +
para k = 0,1. Ademas por la Definicién 5.4.3, H € Ag. Luego usando la Proposi-
cién 5.4.5 y (5.55) resulta que

1-¢ Y
il < (s lraol,)  (swirail,)
= 70 (1=0) Zy
S Cp(hpl <||H”Hg’+(#)) <||H||Hg,+(#)>
C~11701101 HHHH{;#(#) : (5.56)

Luego por (5.54) y (5.56) se tiene que [-||, = ||'||H?;+(u) O
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Resumiendo, hemos probado que F es una familia que verifica las condiciones 1
y 2 de la Definicién 5.4.2, como también satisface las condiciones 3 y 4 de la
Proposicién 5.4.5 y ademds el Teorema 5.1.2, entonces si Ay = HPH(w) y A =
HP1+ (v), por el Corolario 5.4.8 resulta que

Ag=H () y I, = e

conp=p{)y pu=pll)conl<l<Il.
Utilizando el Teorema 5.4.4 y el Corolario 5.4.8 que identifica los espacios intermedios
Ay se tiene la prueba del Teorema 5.1.1.
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