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co de Doctor en Matemática, de la Universidad Nacional del Sur y no ha sido pre-
sentada previamente para la obtención de otro t́ıtulo en esta Universidad u otras.
La misma contiene resultados obtenidos en investigaciones llevadas a cabo en el
ámbito del Departamento de Matemática de la Universidad Nacional del Comahue
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Resumen

El objetivo de esta tesis es abordar distintos problemas algebraicos acerca de
algunas subvariedades de las álgebras de De Morgan Heyting y de las álgebras pseu-
docomplementadas de Kleene utilizando dualidades topológicas tipo Priestley corres-
pondientes a dichas variedades. Se investiga la sucesión de subvariedades SDHn de
las álgebras de De Morgan Heyting caracterizadas por la identidad xn(′∗) ≈ x(n+1)(′∗)

definidas por H.P. Sankappanavar en [26]. Se obtienen condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre el espacio de filtros primos para que un álgebra de De Morgan Heyting
pertenezca a la variedad SDH1 y se caracterizan las álgebras subdirectamente irre-
ducibles y simples de dicha variedad. Todos estos resultados son extendidos para las
álgebras finitas en el caso general SDHn.

La clase de las álgebras de Boole es un ejemplo familiar de álgebras de Heyting y
es bien conocido que existe una correspondencia entre las subálgebras de un álgebra
de Boole y ciertas relaciones de equivalencia definidas sobre su espacio Booleano
(ver, por ejemplo [13]). En esta tesis se extiende esta correspondencia tanto para la
clase de las álgebras de Heyting como para la clase de las álgebras de De Morgan
Heyting, es decir, se caracterizan las subálgebras de las álgebras de Heyting y de
De Morgan Heyting definiendo ciertas relaciones de equivalencia sobre los espacios
topológicos de sus respectivas representaciones tipo Priestley. Como caso particular
de este resultado, se obtiene la caracterización para subálgebras maximales de las
álgebras de Heyting finitas dada por M. Adams en [2].

Se estudian las álgebras subdirectamente irreducibles en la variedad PCDM de
las álgebras pseudocomplementadas de De Morgan a través de sus pm-espacios. Se
introduce la noción de body de un álgebra L ∈ PCDM y se caracteriza completamen-
te Body(L) cuando L es subdirectamente irreducible, directamente indescomponible
o simple. Como consecuencia de esto, en el caso particular de las álgebras pseudo-
complementadas de Kleene, surgen naturalmente tres subvariedades de la misma
para las cuales se determinan identidades que las caracterizan. Se define la subvarie-
dad BPK, de particular interés ya que sus álgebras subdirectamente irreducibles son
suma ordinal de álgebras de Boole y cadenas, realizándose un estudio de la misma. Se
determina completamente el reticulado de sus subvariedades y se encuentran bases
ecuacionales para cada una de ellas. Una de estas subvariedades, llamada BPK0 es
aquella cuyos miembros subdirectamente irreducibles son de la forma B⊕B, donde
B es un álgebra de Boole. La última parte de la tesis está destinada al estudio de
la variedad BPK0 resolviéndose problemas tales como la obtención de las álgebras
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libres con una cantidad finita de generadores libres y la descripción completa del
reticulado de cuasivariedades junto con una base de cuasi-identidades para cada
cuasivariedad.
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Abstract

The objective of this thesis is to study several algebraic problems regarding
some subvarieties of De Morgan Heyting algebras and pseudocomplemented Kleene
algebras using the corresponding Priestley dualities as a main tool. We focus on the
sequence of subvarieties SDHn, which consist of the De Morgan Heyting algebras
characterized by the identity xn(′∗) ≈ x(n+1)(′∗), as defined by H. P. Sankappanavar
in [26]. We give necessary and sufficient conditions on the space of prime filters for
a De Morgan Heyting algebra to belong to the variety SDH1. We also characterize
the subdirectly irreducible and simple members of this variety. These results are all
further extended for finite algebras in the general case of the varieties SDHn.

The class of Boolean algebras is a familiar example of Heyting algebras and it
is well known that there exists a correspondence between subalgebras of a Boolean
algebra and certain equivalence relations on its Boolean space (see, for example,
[13]). In this thesis, we extend this correspondence both for the class of Heyting
algebras and for the class of De Morgan Heyting algebras, that is, we characterize
the subalgebras of a Heyting algebra and a De Morgan Heyting algebra by defining
certain equivalence relations on their respective Priestley spaces. The characteriza-
tion of maximal subalgebras in finite Heyting algebras given by M. Adams in [2]
follows now as a special case of our characterization.

We also study the subdirectly irreducible members of the variety PCDM of
pseudocomplemented De Morgan algebras in terms of their pm-spaces. We introdu-
ce the notion of body of an algebra L ∈ PCDM and characterize completely the
body of L when L is subdirectly irreducible, directly indecomposable or simple. As
a consequence of this, in the case of pseudocomplemented Kleene algebras, three
special subvarieties arise naturally, for which we give explicit identities that charac-
terize them. We also define the variety BPK which is of particular interest because
its subdirectly irreducible algebras are ordinal sums of Boolean algebras and chains.
We study this variety in depth. We determine the whole subvariety lattice and find
explicit equational bases for each of the subvarieties. The subdirectly irreducible
members of one of these subvarieties, called BPK0, are of the form B ⊕ B, where
B is a Boolean algebra. The last part of this thesis is devoted to the study of this
variety: we characterize the finitely generated free algebras and give a full descrip-
tion of the quasivariety lattice as well as the corresponding quasi-equational basis
for each of the quasivarieties.
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II Álgebras de Kleene pseudocomplementadas 77

4. La variedad BPK 79

4.1. Propiedades básicas y dualidad de las pm-álgebras . . . . . . . . . . . 80
4.2. pm-álgebras subdirectamente irreducibles y simples . . . . . . . . . . 81

4.3. pk-álgebras subdirectamente irreducibles . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Introducción

Las álgebras de Heyting son reticulados distributivos acotados con una operación
binaria → de pseudocomplementación relativa, es decir, cumplen con la condición:
a ∧ c ≤ b si y sólo si c ≤ a→ b. Estas álgebras conforman la semántica algebraica
equivalente de la lógica intuicionista, de la misma manera que las álgebras de Boole
conforman la de la lógica proposicional clásica. Las álgebras de De Morgan Heyting
o dh-álgebras son álgebras de Heyting con una operación adicional de De Morgan.
Estas álgebras son la semántica algebraica del cálculo proposicional modal simétri-
co de Moisil. Fueron estudiadas con el nombre de álgebras de Heyting simétricas
por A. Monteiro en su extenso e importante trabajo “Sur les Algèbres de Heyting
Symétriques”. Además de la estrecha relación que tienen con ciertas lógicas, estas es-
tructuras algebraicas son suficientemente ricas en śı mismas para desarrollar nuevas
técnicas para el estudio de otras álgebras.

La obtención de una semántica adecuada para una lógica determinada posibilita
la obtención y avance de los conocimientos sobre dicha lógica. De la misma for-
ma, una representación topológica adecuada para la semántica algebraica posibilita
obtener resultados algebraicos sobre dicha semántica y, en consecuencia, sobre la
lógica asociada a ella. En 1936 M.H.Stone desarrolló una teoŕıa de representación
topológica para las álgebras de Boole ([30]) y en 1970 H. Priestley desarrolló una
teoŕıa de representación para reticulados distributivos acotados en términos de es-
pacios topológicos ordenados. Posteriormente, se obtuvieron dualidades topológicas
tipo Priestley para las álgebras de Heyting ([17]), de De Morgan ([10]) y las álgebras
paseudocomplementadas ([24]). En esta tesis combinamos estas dualidades para ob-
tener dualidades topológicas tipo Priestley para las álgebras de De Morgan Heyting
y las álgebras de De Morgan pseudocomplementadas o pm-álgebras con el objetivo
de obtener resultados acerca de estas variedades y algunas de sus subvariedades. En
esta tesis se pudieron utilizar técnicas topológicas para clasificar subvariedades y
encontrar bases ecuacionales.

En el Caṕıtulo 1 describimos brevemente las nociones fundamentales del álge-
bra universal que serán necesarias para el desarrollo de este trabajo junto con las
representaciones topológicas mencionadas anteriormente.

H.P.Sankappanavar, en [26] realizó un estudio de las dh-álgebras, caracterizando
algebraicamente las álgebras simples, directamente indescomponibles y subdirecta-
mente irreducibles en esta variedad. En ese mismo trabajo, Sankappanavar introdujo
una sucesión SDHn de subvariedades de la variedad de las dh-álgebras (DH), em-
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pezando con SDH0, la cual es la variedad de las álgebras de Boole y definiendo las
restantes como álgebras pertenecientes a la variedad DH que satisfacen la identi-
dad xn(′∗) ≈ x(n+1)(′∗). Asimismo, propuso como problema interesante, investigar la
estructura del reticulado de subvariedades de SDH1. Es con este objetivo en mente
que comenzamos el estudio de dicha variedad. En el Caṕıtulo 2, combinamos las
dualidades topológicas para las variedades de De Morgan y Heyting obteniendo una
dualidad topológica tipo Preistley para las álgebras de la variedad DH. Esta repre-
sentación topológica nos permitió obtener condiciones necesarias y suficientes sobre
el espacio topológico asociado a una dh-álgebra (finita o no) para que ésta pertenezca
a la variedad SDH1. Caracterizamos a las álgebras subdirectamente irreducibles y
simples en SDH1 como aquellas dh-álgebras que poseen un único elemento maximal
en su espacio topológico asociado. Utilizando un argumento de filtración estándar
y la caracterización obtenida para las dh-álgebras subdirectamente irreducibles en
SDH1, demostramos que la variedad SDH1 está generada por sus miembros finitos.
Finalmente, en la última sección de este caṕıtulo, extendemos estos resultados para
el caso general de las álgebras SDHn mostrando que (en el caso finito), para que
una dh-álgebra pertenezca a la variedad SDHn, sólo se deben cumplir ciertas con-
diciones que dependen únicamente de los elementos maximales y minimales de su
espacio dual asociado. Asimismo, damos una caracterización en base a los espacios
duales de las álgebras subdirectamente irreducibles finitas en estas variedades.

En [9], Cignoli, Lafalce y Petrovich establecen una dualidad entre los subreticu-
lados de un reticulado distributivo acotado y ciertas relaciones de preorden sobre
su espacio de Priestley asociado. M. Adams prueba en [2] que toda subálgebra de
Heyting está a asociada a un conjunto separador definido sobre su espacio dual.
En el Caṕıtulo 3 establecemos un resultado similar para las álgebras de De Morgan
Heyting, hallamos una correspondencia biuńıvoca entre ciertas relaciones de equi-
valencia sobre el dual de un álgebra en la variedad DH y definimos un orden sobre
estas clases, de forma tal que el conjunto da las clases de equivalencias con este
orden sea isomorfo al dual de la subálgebra respectiva. Para esto, en primer lugar,
en la Sección 1, probamos que cada subálgebra de Heyting tiene asociada, no sólo
una relación de preorden como se establece en [9], sino una relación de equivalencia
sobre su espacio dual y establecemos las condiciones que tiene que tener ésta para
que determine una subálgebra de Heyting. Posteriormente, basándonos en esta ca-
racterización, encontramos una caracterización para las subálgebras de un álgebra
de De Morgan Heyting que nos permitirá (en el caso finito) recuperar y calcular de
manera rápida a los elementos primos de la subálgebra utilizando una única clase
de equivalencia de su relación de De Morgan Heyting asociada, lo cual en general
no es posible realizar para el caso de las álgebras de Heyting.

La segunda parte de esta tesis está centrada en el estudio de las álgebras de
Kleene pseudocomplementadas o pk-álgebras. Estas álgebras son una subvariedad
importante de las álgebras pseudocomplementadas de De Morgan o pm-álgebras,
más precisamente son aquellas pm-álgebras que satisfacen la condición x∧x′ ≤ y∨y′.
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A la variedad de las pm-álgebras la notaremos por PCDM y a la de las pk-álgebras
por PK. En [25] Romanowska inició la investigación de la variedad PCDM ca-
racterizando las álgebras subdirectamente irreducibles finitas. H.P. Sankappanavar
continuó estudiando dichas álgebras caracterizando, en [27], las álgebras subdirec-
tamente irreducibles no regulares en dicha variedad y analizando, en [28] junto con
J. Vaz de Carvalho, algunas propiedades sobre sus congruencias. En el Caṕıtulo 4,
en primer lugar, describimos una dualidad topológica para dichas álgebras combi-
nando las dualidades descriptas en el Caṕıtulo 1. Introducimos la noción de body
de una pm-álgebra como el conjunto de los elementos de su espacio dual asociado
que no son maximales ni minimales y determinamos que para que un álgebra sea
subdirectamente irreducible en las variedades PCDM y PK su body tiene que tener
a lo sumo dos elementos. Como consecuencia de esto, restringiendo la cantidad de
elementos que tiene en su body las álgebras subdirectamente irreducibles (0, a lo
sumo 1 ó a lo sumo 2) surgen de manera natural tres subvariedades importantes de
la variedad PK. Describimos ecuacionalmente cada una estas subvariedades.

En la Sección 4.4 introducimos la subvariedad BPK de las álgebras pseudocom-
plementadas de Kleene, como aquella variedad generada por las álgebras pseudo-
complementadas de Kleene cuyo espacio dual verifica que todo elemento no ma-
ximal está contenido en todo elemento maximal y probamos que esta subvariedad
está determinada por la por la ecuación

x∗ ≤ C(y) ∧ T (x)∗

donde C(x) = (x∧ x′)∨ (x∧ x′)∗ y T (x) = C(x)∧C(x)′. La misma es de particular
interés ya que sus álgebras subdirectamente irreducibles son suma ordinal de álgebras
de Boole y cadenas, más precisamente, de la forma B⊕Ci⊕B donde B es un álgebra
de Boole y Ci es una cadena de a lo sumo tres elementos. Determinamos el reticulado
de subvariedades de dicha variedad y encontramos bases ecuacionales para cada una
de ellas.

El último caṕıtulo de esta tesis está abocado a estudiar la subvariedad BPK0

de la variedad BPK definida en el Caṕıtulo 4, aquella generada por sus miembros
simples. Esta variedad es una variedad con término discriminador tal que sus álge-
bras admiten una implicación de Heyting. Esto posibilitó, en primer lugar describir
la estructura de las álgebras libres en esta variedad con un conjunto finito de gene-
radores libres determinando completamente cada uno de los factores que aparecen
en su descomposición. Para ello, utilizamos el hecho de que que toda álgebra sub-
directamente irreducible en BPK0 es suma ordinal de álgebras de Boole junto con
la estructura conocida del álgebra de Boole libre con n generadores libres. Haber
determinado las álgebras libres en la variedad BPK0, nos posibilitó también carac-
terizar las álgebras finitas débilmente proyectivas en esta variedad. Finalmente, en
la Sección 5.3, determinamos las álgebras cŕıticas en la variedad BPK0 para po-
der realizar una descripción del reticulado de sus subcuasivariedades hallando los
elementos ı́nfimo irreducibles y supremo irreducibles del mismo. Por último deter-
minamos cuasi-identidades que caracterizan a cada una de las cuasivariedades de
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dicho reticulado.
La última sección del caṕıtulo está destinada a comentar algunos resultados

concernientes a las variedades BPK0 y BPK1 y a realizar algunas consideraciones
finales.

El contenido del Caṕıtulo 2 forma parte del trabajo “De Morgan Heyting algebras
satisfying the identity xn(′∗) ≈ x(n+1)(′∗) ” publicado en la revista Mahematical Logic
Quarterly ([7]). El contenido del Caṕıtulo 3 forma parte del trabajo “Subalgebras of
Heyting and the De Morgan Heyting algebras ” publicado en la revista Studia Logica
([8]). Finalmente, los contenidos de los Caṕıtulos 4 y 5 forman parte de trabajos en
preparación.

18



Caṕıtulo 1

Preliminares

Existe una amplia bibliograf́ıa sobre los temas centrales básicos del Álgebra Uni-
versal. En esta sección sólo consideraremos las nociones necesarias para el desarrollo
de esta tesis, las cuales fueron extráıdas principalmente de [6], [3] y [15].

Completaremos el caṕıtulo con un resumen sobre dualidad de Priestley para
reticulados distributivos y, en particular, para álgebras de Heyting, pseudocmple-
mentadas y de De Morgan. Estos resultados serán de suma importancia para el
desarrollo de esta tesis.

1.1. Nociones Preliminares de Álgebra Universal

A continuación daremos definiciones básicas y fijaremos la notación que se utili-
zará en este trabajo.

Un tipo de similaridad τ es una m-upla (n1, n2, . . . , nm) de enteros no nega-
tivos. El orden de τ está definido por m, y lo notamos por O(τ) = m.

Un álgebra de tipo τ = (n1, . . . nO(τ)) es un par 〈A,F 〉 donde A es un conjunto
no vaćıo y F es una O(τ)-upla (f1, . . . , fO(τ)) tal que para cada 1 ≤ i ≤ O(τ), fi es
una operación ni-aria sobre A. Notaremos a las álgebras por 〈A,F 〉 o simplemente
por A.

Veamos algunos ejemplos que ilustran estas definiciones, muchos de los cuales se
analizarán detenidamente a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 1.1.1. Reticulado distributivo. Un reticulado distributivo es un
álgebra 〈L,∧,∨〉 de tipo (2, 2) tal que satisface las siguientes identidades para todos
los elementos de L:

(L1) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z, x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z,

(L2) x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x,

(L3) x = x ∧ x, x = x ∨ x,
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Caṕıtulo 1. Preliminares

(L4) x = x ∧ (x ∨ y), x = x ∨ (x ∧ y),

(L5) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z), x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

Ejemplo 1.1.2. Reticulado distributivo acotado. Un reticulado distributivo
acotado es un álgebra 〈L,∧,∨, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 0, 0) tal que 〈L,∧,∨〉 es un reticu-
lado distributivo que satisface x ∧ 0 = 0 y x ∨ 1 = 1, para todo x ∈ L.

Ejemplo 1.1.3. Álgebra de Boole. Un álgebra de Boole es un álgebra
〈B,∧,∨, ∗, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0) tal que 〈B,∧,∨, 0, 1〉 es un reticulado dis-
tributivo acotado y ∗ satisface las siguientes identidades, a∨a∗ = 1; a∗∗ = a y
(a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗, para todo a, b ∈ B. Como es bien conocido, estas álgebras son la
semántica algebraica de la lógica proposicional clásica. Notaremos la clase de estas
álgebras por B.

Ejemplo 1.1.4. Álgebra de Heyting. Un álgebra de Heyting es un álgebra
〈H,∧,∨,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 0, 0) para la cual 〈H,∧,∨, 0, 1〉 es un reticulado
distributivo acotado e → (implica) es la operación binaria de pseudocomplementa-
ción relativa, es decir, para a, b, c ∈ H,

a ∧ c ≤ b ⇔ c ≤ a→ b.

Estas álgebras son la semántica algebraica de la lógica intuicionista, las llamaremos
h-álgebras y a su clase la notaremos con H.

Ejemplo 1.1.5. Álgebras pseudocomplementadas. Un álgebra pseudocomple-
mentada es un álgebra 〈L,∧,∨, ∗, 0, 1〉 tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un reticulado distri-
butivo acotado y ∗ es una operación de pseudocomplementación sobre L, es decir,
es una operación unaria que verifica, para cada a ∈ L,

a ∧ b = 0 ⇔ b ≤ a∗.

Estas álgebras serán llamadas p-álgebras.

Ejemplo 1.1.6. Álgebras de De Morgan. Un álgebra de De Morgan es un álgebra
〈L,∧,∨,′ , 0, 1〉 tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un reticualdo distributivo acotado y ′ es una
operación unaria sobre L comúnmente llamada negación de De Morgan que
satisface para cada a, b ∈ L:

(1) (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′,

(2) (a ∧ b)′ = a′ ∨ b′ y

(3) a′′ = a.

A estas álgebras las llamaremos dm−álgebras y a su clase la denotaremos con DM.
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1.1. Nociones Preliminares de Álgebra Universal

Ejemplo 1.1.7. Álgebras de Kleene. Un álgebra de Kleene es un álgebra de De
Morgan 〈L,∧,∨,′ , 0, 1〉 que verifica

x ∧ x′ ≤ y ∨ y′,

para todo x, y ∈ L.

Dada un álgebra A = 〈A,F 〉, un subconjunto no vaćıoB ⊆ A es un subuniverso
de A si es cerrado bajo las operaciones f de F , es decir, si para cada b1, . . . , bn ∈ B
se tiene que

f(b1, . . . , bn) ∈ B.

B = 〈B,FB〉 es llamada subálgebra de A.

Si A = 〈A,F 〉 y B = 〈B,F 〉 son dos álgebras del mismo tipo de similaridad,
una función h : A→ B es un homomorfismo si para cada operación n-aria f ∈ F
y a1, . . . , an ∈ A se tiene que

h(fA(a1, . . . , an)) = fB(h(a1), . . . , h(an)).

Diremos que h : A→ B es un isomorfismo si h es inyectiva y sobreyectiva.

Si consideramos un homomorfismo h : A → B, h(A), con las operaciones de B
restringidas a este conjunto, es una subálgebra de B. Diremos que esta subálgebra
de B es una imagen homomorfa de A.

Llamaremos imágenes homomorfas triviales de un álgebra A, a aquellas
álgebras que son isomorfas a A o bien que constan de un solo elemento.

Sea (Ai)i∈I una familia indexada de álgebras del mismo tipo. Diremos que

A es producto directo de la familia (Ai)i∈I y escribimos A =
∏

i∈I Ai si
A es un álgebra con universo

∏
i∈I Ai y tal que para cada operación n-aria

f ∈ F , a1, . . . , an ∈
∏

i∈I Ai y para cada j ∈ I se tiene que

fA(a1, . . . , an)(j) = fAj(a1(j), . . . , an(j)).

A es producto subdirecto de la familia (Ai)i∈I si

1. existe un homomorfismo inyectivo h : A→
∏
i∈I

Ai y

2. πj ◦ h es sobreyectivo, para cada j ∈ I, siendo πj :
∏

i∈I Ai → Aj la
proyección sobre la j-ésima coordenada.

Notemos que si I = ∅ entonces A es producto subdirecto de ∅ si y sólo si A =
∏
∅

es el álgebra trivial.
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Los conceptos de homomorfismo junto con los de congruencia y álgebra cociente
que definiremos a continuación están estrechamente relacionados y permiten obtener
información sobre una clase de álgebras dada.

Una relación de congruencia A = 〈A,F 〉 es una relación de equivalencia θ sobre
A que satisface la siguiente propiedad de compatibilidad para cada operación
n-aria f ∈ F , es decir,

si (aj, bj) ∈ θ para j = 1, . . . , n, entonces (f(a1, . . . , an), f(b1, . . . , bn)) ∈ θ.

Si a ∈ A, escribiremos a/θ para indicar la clase de equivalencia del elemento
a respecto a la congruencia θ. Existen dos congruencias triviales, A × A y la
congruencia identidad, a las cuales notaremos por ∇ y ∆ respectivamente.

Una congruencia especial que utilizaremos más adelante para la obtención de
ciertas álgebras libres es la que se obtiene considerando el núcleo de un homomor-
fismo. Recordemos que si h : A → B es un homomorfismo, el núcleo de h, que
notamos con Núc(h), se define como

Núc(h) = {(a, b) ∈ A2 : h(a) = h(b)}.

Cada congruencia θ sobre un álgebra A, tiene asociada el álgebra cociente de A
por θ, simbolizada por A/θ, que es el álgebra cuyo universo es A/θ = {x/θ : x ∈ A}.
El álgebra cociente es del mismo tipo de similaridad que el álgebra A.

Sea A un álgebra y θ una congruencia sobre A. La aplicación canónica o
natural qθ : A→ A/θ definida por qθ(a) = a/θ es un homomorfismo sobreyectivo.

El siguiente teorema es uno de los teoremas importantes que relacionan imágenes
homomorfas con álgebras cocientes.

Teorema 1.1.8. Sea h : A → B un homomorfismo sobreyectivo, entonces exis-
te un isomorfismo h′ de A/Núc(h) en B definido por h = h′ ◦ q, donde q es el
homomorfismo natural de A en A/Núc(h).

Notaremos por Con(A) al conjunto de congruencias sobre un álgebra A. Se puede
ver que dicho conjunto tiene la estructura de reticulado con las operaciones

θ1 ∧ θ2 = θ1 ∩ θ2,

θ1 ∨ θ2 = θ1 ∪ (θ1 ◦ θ2) ∪ (θ1 ◦ θ2 ◦ θ1) ∪ (θ1 ◦ θ2 ◦ θ1 ◦ θ2) ∪ ...,

teniendo como primer elemento a la congruencia identidad ∆ = {(x, x), x ∈ A} y
como último elemento a ∇ = A2.

Diremos que A tiene la propiedad de distributividad de congruencias si
Con(A) es un reticulado distributivo y que A tiene la propiedad de permutabi-

lidad de congruencias si todo par de congruencias sobre A permuta, es decir,
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θ1 ◦ θ2 = θ2 ◦ θ1. Notemos que si A es un reticulado entonces A siempre tiene la
propiedad de distributividad de congruencias, pero no siempre la de permutabilidad.

Para investigar una clase de álgebras es útil determinar sus álgebras subdirec-
tamente irreducibles, directamente indescomponibles y simples. A lo largo de este
trabajo determinaremos cuáles son estas álgebras para ciertas variedades. Recorde-
mos estos conceptos.

Un álgebra A se dice directamente indescomponible o simplemente indes-
componible si A no es isomorfa al producto directo de dos álgebras no triviales.
Estas álgebras caracterizan a las álgebras finitas de una variedad, ya que toda álge-
bra finita es producto directo de álgebras directamente indescomponibles, pero no
se puede afirmar lo mismo para álgebras infintas. Sin embargo, G. Birkhoff prueba
que toda álgebra, finita o infinita, es isomorfa al producto subdirecto de álgebras
subdirectamente irreducibles las cuales están definidas de la siguiente manera.

Un álgebra A es subdirectamente irreducible si verifica:

1. |A| > 1, (|A| indica la cardinalidad del conjunto A)

2. si A es un producto subdirecto de (Ai)i∈I con un homomorfismo inyectivo h,
entonces πi ◦ h : A→ Ai es un isomorfismo para algún i ∈ I.

Dada una clase K de álgebras notaremos por Si(K) a la clase de todas las álgebras
subdirectamente irreducibles de la variedad K y por Sifin(K) a la clase de las álgebras
subdirectamente irreducibles finitas.

El siguiente teorema que caracteriza a un álgebra subidrectamente irreducible a
través de su reticulado de congruencias es de gran utilidad.

Teorema 1.1.9. Un álgebra A es subdirectamente irreducible si y sólo si tiene una
mı́nima relación de congruencia no trivial.

Observemos que este teorema nos asegura que un álgebra es subdirectamente
irreducible si y sólo si el reticulado de sus congruencias tiene la siguiente forma
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.......
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.......
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.......

.......

..

•

•

•

∆

θ0

∇

Un álgebra A es simple si A tiene más de un elemento y se verifica que Con(A) =
{∆,∇}. Notemos que por el Teorema 1.1.9 toda álgebra simple es subdirectamente
irreducible y vale que A es simple si y sólo si las únicas imágenes homomorfas de A
son las triviales.
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Sea A un álgebra y G ⊆ A, notaremos con Sg(G) a la menor subálgebra de A
que contiene al conjunto G, llamaremos a Sg(G) subálgebra generada por G.

Sea K una clase de álgebras del mismo tipo de similaridad. Un álgebra A ∈ K
se dice libre sobre K si existe un conjunto G ⊆ A tal que

1. Sg(G) = A

2. Si B ∈ K y f : G → B es una función, entonces existe un homomorfismo
h : A→ B tal que h|̀G = f .

El conjunto G se dice que genera libremente a A y es llamado un conjunto de
generadores libres . Además, si f : G→ B es una función, donde B ∈ K entonces,
el homomorfismo h de A en B que extiende a la aplicación f es único.

Se puede probar que un álgebra A que es libre para una clase de álgebras K
está determinada, salvo isomorfismo, por la cardinalidad de cualquier conjunto de
generadores libres.

Los siguientes son operadores que aplican clases de álgebras en clases de álgebras.
Sea K una clase de álgebras del mismo tipo de similaridad:

A ∈ I(K) si y sólo si A es isomorfa a algún miembro de K.
A ∈ S(K) si y sólo si A es una subálgebra de algún miembro de K.
A ∈ H(K) si y sólo si A es una imagen homomorfa de algún miembro de K.
A ∈ P (K) si y sólo si A es un producto directo de una familia no vaćıa de

álgebras en K.

Si O1 y O2 son dos operadores sobre clases de álgebras, escribimos O1O2 para
notar la composición de los dos operadores, y ≤ para notar el orden parcial usual,
es decir, O1 ≤ O2 si O1(K) ⊆ O2(K), para todo K.

Una clase K de álgebras es cerrada bajo un operador O si O(K) ⊆ K.

En esta tesis estamos interesados principalmente en el estudio de ciertas clases
de álgebras llamadas variedades , es decir, aquellas clases no vaćıas V de álgebras
que son cerradas bajo subálgebras, imágenes homomorfas y productos directos.

Si K es una clase de álgebras del mismo tipo, con V(K) denotamos la menor
variedad que contiene a K. Decimos que V(K) es la variedad generada por K.
Si K tiene un único miembro A escribimos simplemente V(A). Una variedad V
está finitamente generada si V = V(K) para algún conjunto finito K de álgebras
finitas. Las clases de álgebras de Boole, de De Morgan y de Kleene son ejemplos de
variedades finitamente generadas.

Teorema 1.1.10. (Tarski) Si V es una variedad, entonces V = HSP (V).

Dado un conjunto X (variables) y un lenguaje F , los términos de tipo F sobre
X, o F -términos, se definen inductivamente:
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1. Toda variable x ∈ X es un término.

2. Toda función 0-aria es un término.

3. Si t1, t2, . . . , tn son términos y f es una función n-aria perteneciente a F ,
entonces f(t1, t2, . . . , tn) es un término.

Diremos que una identidad del tipo p(x1, x2, . . . , xn) ≈ q(x1, x2, . . . , xn) se sa-
tisface en un álgebra A si para cualquier elección de elementos a1, a2, . . . , an ∈ A se
tiene p(a1, a2, . . . , an) = q(a1, a2, . . . , an), escribimos

A |= p(x1, x2, . . . , xn) ≈ q(x1, x2, . . . , xn).

Si Σ es un conjunto de identidades, notamos con M(Σ) a la clase formada por
las álgebras A que satisfacen Σ.

Una clase K de álgebras se denomina clase ecuacional si existe un conjunto de
identidades Σ tal que K = M(Σ).

Observemos que si K es una clase ecuacional, es decir, K = M(Σ), como las iden-
tidades se preservan bajo imágenes homomorfas, subálgebras y productos directos,
la variedad V(K) |= Σ.

Uno de los resultados más importantes de G. Birkhoff que establece la relación
entre clases ecuacionales y variedades es el siguiente:

Teorema 1.1.11. Sea K una clase de álgebras del mismo tipo de similaridad, K es
una clase ecuacional si y sólo si K es una variedad.

Un álgebra A es localmente finita si cada subálgebra generada finitamente
es finita. Una clase K de álgebras es localmente finita si todo miembro de K es
localmente finito.

La variedad de las álgebra de Boole y de las álgebras de De Morgan son ejemplos
de variedades localmente finitas.

Una subclaseW de una variedad V es una subvariedad de V si es una variedad.
La clase de todas las subvariedades de V forman un reticulado con las operaciones
V1∩V2 = V1∩V2 y V1∨V2 = V(V1∪V2) que será denotado por Λ(V). Los siguientes
teoremas son útiles para poder encontrarlo si V tiene determiandas caracteŕısticas.
Para más detalles ver [16] y [12].

Teorema 1.1.12 (Jónsson). Sea V = V(K) una variedad con distributividad de
congruencias que está generada por un conjunto finito K de álgebras finitas y con-
sideremos el orden ≺ en Si(V) dado por

A ≺ B⇔ A ∈ HS(B).
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Entonces, el reticulado Λ(V) de subvariedades de V es un reticulado distributivo
finito el cual es isomorfo a O(Si(V)), el reticulado de conjuntos decrecientes (ideales
de orden) del conjunto ordenado Si(V). Más aún, una subvariedad V1 ∈ Λ(V) es
supremo irreducible si y sólo si V1 = V (A), para algún álgebra subdirectamente
irreducible A.

Teorema 1.1.13 (Davey). Sea V una variedad con distributividad de congruencias y
localmente finita. Entonces Λ(V) es un reticulado distributivo completo y es isomorfo
a O(Sifin(V)).

Un término t(x, y, z) cuya interpretación en un álgebra A es la función t : A3 → A
tal que

t(a, b, c) =

{
a si a 6= b;
c si a = b.

es llamado un término discriminador sobre el álgebra A.

Si K es una clase de álgebras con un término discriminador común t(x, y, z),
entonces V(K) se llama variedad con término discriminador o simplemente,
variedad con discrimandor.

Algunas de las variedades estudiadas en esta tesis son variedades con discrimina-
dor. A continuación enunciamos ciertas propiedades importantes y muy útiles que
cumplen este tipo de variedades. Para ello recordemos en primer lugar la siguientes
definiciones.

Sea Ai con i ∈ I una familia de álgebras del mismo tipo y U un ultrafiltro
sobre I, definimos el ultraproducto

∏
i∈I Ai/U como

∏
i∈I Ai/θU , donde θU es

una congruencia sobre
∏

i∈I Ai dada por (a, b) ∈ θU si y sólo si [[a = b]] ∈ U ,
(acá [[a = b]] = {i ∈ I : a(i) = b(i)}).

Teorema 1.1.14. Si t(x, y, z) es un término discriminador para todas las álgebras
de K, entonces

1. V(K) es una variedad aritmética, es decir, es el reticulado de congruencias
de un álgebra en V(K) es distributivo y sus congruencias permutan.

2. Los miembros indescomponibles de V(K) son álgebras simples.

3. Las álgebras simples, son precisamente los miembros de ISPU(K+), donde K+

el el conjunto de álgebras de K más el álgebra trivial y PU(K+) es la clase de
ultraproductos de miembros de K+.

4. Todo miembro de V(K) es isomorfo a un producto Booleano de álgebras sim-
ples.
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Una cuasi-identidad es una identidad o una fórmula de la forma
(p1 ≈ q1& . . .&pn ≈ qn) → p ≈ q, donde pi y qi son términos. Una cuasivarie-
dad es una clase de álgebras cerradas bajo I, S, P y PU que contiene al menos un
álgebra trivial.

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1.15. Dada una clase de álgebras K las siguientes condiciones son
equivalentes:

K es una cuasivariedad,

K está axiomatizada por cuasi-identidades y

K es cerrada bajo ISPPU y contiene al menos un álgebra trivial.

En el Caṕıtulo 5 estudiaremos el reticulado de cuasivariedades de cierta variedad
y determinaremos las cuasi-identidades que caracterizan a cada una de ellas.

1.2. Dualidades tipo Priestley

En esta sección haremos una breve descripción de la dualidad de Priestley para
reticulados distributivos acotados. Posteriormente contaremos cómo puede exten-
derse esta dualidad para la clase de álgebras de Boole, de Heyting, de De Morgan y
p-álgebras. Estos conceptos serán fundamentales para el desarrollo de esta tesis. Un
análisis detallado de estos resultados puede encontrarse en [6], [21], [22], [17], [10] y
[24].

La correspondencia que existe entre los reticulados distributivos acotados y cier-
tos espacios topológicos ordenados será denominada dualidad de Priestley y la
correspondencia entre álgebras de Boole y ciertos espacios topológicos, dualidad
de Stone. Para obtener estas correspondencias serán fundamentales las nociones
de filtro y filtro primo. Recordemos que un subconjunto no vaćıo F de un reticulado
distributivo L es un filtro si satisface:

1. Si x ∈ F , y ∈ L y x ≤ y entonces y ∈ F , (es decir, F es creciente).

2. Si x, y ∈ F entonces x ∧ y ∈ F .

Un filtro F de L se dice propio si F 6= L y un filtro propio será llamado filtro
primo si además verifica la condición: x ∨ y ∈ F implica que x ∈ F ó y ∈ F , para
todo para de elementos x, y ∈ L.

Si X es un subconjunto de L, llamaremos filtro generado por X al menor filtro
que contiene a X.

La noción dual de filtro en un reticulado dstributivo es la de ideal. Diremos que
un subconjunto I no vaćıo de un reticulado distributivo L es un ideal si satisface:
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Caṕıtulo 1. Preliminares

1. Si y ∈ I, x ∈ L y x ≤ y entonces x ∈ I, (es decir, I es decreciente).

2. Si x, y ∈ I entonces x ∨ y ∈ I.

Si X es un subconjunto de L, llamaremos ideal generado por X al menor ideal
que contiene a X.

El siguiente resultado importante es conocido como Teorema de de Birkhoff-Stone
o Teorema del filtro primo.

Teorema 1.2.1. Si L es un reticulado distributivo, F es un filtro de L e I es un
ideal de L tal que I ∩ F = ∅, entonces existe un filtro primo P tal que F ⊆ P y
P ∩ I = ∅.

Un espacio topológico ordenado es una terna 〈X, τ,≤〉 donde X es un
conjunto, τ es una topoloǵıa definida sobre X y ≤ es una relación de orden parcial
definida sobre X.

En lo que sigue llamaremos clopen a aquellos subconjuntos deX que son abiertos
y cerrados al mismo tiempo.

Diremos que un espacio topológico ordenado 〈X, τ,≤〉 es totalmente disconexo
en el orden si satisface el axioma de separación de Priestley, es decir, para
cada x, y ∈ X, si x 6≤ y entonces existe un clopen V ⊆ X tal que x ∈ V e y 6∈ V .

Llamaremos espacio de Priestley a todo espacio topológico ordenado, total-
mente disconexo en el orden y compacto.

Observemos que si 〈X, τ,≤〉 es un espacio de Priestley entonces también es un
espacio de Hausdorff, es decir, para cada x, y ∈ X, x 6= y existen abiertos V1, V2

tales que V1 ∩ V2 = ∅, x ∈ V1 e y ∈ V2. Por otra parte, si X es un conjunto finito
entonces la topoloǵıa τ no es otra que la topoloǵıa discreta (todo subconjunto del
espacio es un conjunto abierto).

Para un conjunto parcialmente ordenado (poset) X y V ⊆ X, consideraremos
los siguientes conjuntos asociados a V

V d = {x ∈ X : x ≤ y para algún y ∈ V }

V i = {x ∈ X : x ≥ y para algún y ∈ V }.

Si V = {x} escribimos simplemente xd y xi en lugar de ({x})d y ({x})i. Diremos
que un conjunto V es creciente si V = V i y decreciente si V = V d.

Llamaremos P a la categoŕıa cuyos objetos son los espacios de Priestley y cuyos
morfismos son las funciones continuas que preservan el orden y DL a la categoŕıa
cuyos objetos son las reticulados distributivos acotados y cuyos morfismos son los
homomorfismos entre reticulados distributivos acotados.

Se tiene lo siguiente:
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Si 〈X, τ,≤〉 es un espacio de Priestley entonces

〈D(X),∩,∪, ∅, X〉

es un reticulado distributivo acotado, donde D(X) denota el conjunto de sub-
conjuntos clopen crecientes de X.

Además, si f : X1 → X2 es una función continua que preserva el orden,
entonces la aplicación D(f) : D(X2)→ D(X1) definida por

D(f)(V ) = f−1(V )

es un homomorfismo de reticulados acotados.

Si 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un reticulado distributivo acotado entonces

〈X(L), τ,⊆〉

es un espacio de Priestley donde X(L) es el conjunto de filtros primos de L y
τ es la topoloǵıa que tiene como subbase a los conjuntos σL(a) = {P ∈ X(L) :
a ∈ P} y X(L) \ σL(a), para a ∈ L.

Si h : L1 → L2 es un homomorfismo entre reticulados distributivos acotados
entonces X(h) : X(L2)→ X(L1) definida por

X(h)(P ) = h−1(P )

es una aplicación continua que preserva el orden.

La aplicación σL : L→ D(X(L)) es un isomorfismo de reticulados y εX : X→
X(D(X)) definida por εX(x) = {V ∈ D(X) : x ∈ V } es un homeomorfismo y
un isomorfismo de orden.

De esto se desprende que X es un funtor entre las categoŕıas DL y P y que
D es un funtor entre las categoŕıas P y DL. Por otra parte se puede ver que las
composiciones X ◦D y D ◦X son naturalmente equivalentes a los funtores identidad
sobre las categoŕıas P y DL respectivamente, lo que prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. La categoŕıa de los reticulados distributivos acotados y los homo-
morfismos de reticulados acotados es dualmente equivalente a la categoŕıa de los
espacios de Priestley y las funciones continuas que preservan el orden.

La correspondencia entre congruencias de un reticulado distributivo acotado y
ciertos subconjuntos de su espacio dual asociado se muestra en la siguiente proposi-
ción.
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Proposición 1.2.3. Sea L un reticulado acotado. Existe un anti-isomorfismo Θ
entre el reticulado de conjuntos cerrados de X(L) y el reticulado de congruencias de
L dado por Y 7→ Θ(Y ) donde

(a, b) ∈ Θ(Y )⇐⇒ ((∀P ∈ Y )(a ∈ P ⇔ b ∈ P )).

La dualidad de Priestley para reticulados distributivos acotados descripta an-
teriormente se puede extender a las categoŕıas de álgebras de Boole, álgebras de
Heyting, álgebras de De Morgan y p-álgebras. A continuación describiremos breve-
mente los objetos y morfismos que permiten establecer estas dualidades detallando
algunos aspectos de dichas dualidades que serán de utilidad para el desarrollo de
esta tesis.

1. Dualidad para álgebras de Boole

〈X, τ,≤〉 será llamado un espacio booleano si 〈X, τ,≤〉 es un espacio de
Priestley donde ≤ es el orden trivial.

La categoŕıa cuyos objetos son las álgebras de Boole y los morfismos son los ho-
momorfismos booleanos es dualmente equivalente a la categoŕıa cuyos objetos
son los espacios booleanos y los morfismos las funciones continuas.

Bajo esta dualidad:

Si 〈X, τ,≤〉 es un espacio booleano, entonces 〈D(X),∩,∪, ∗.∅, X〉 es un
álgebra de Boole donde la operación unaria está dada por

V ∗ = V c = X \ V

para cada V ∈ D(X).

2. Dualidad para álgebras de Heyting

Llamaremos espacio de Heyting o h-espacio a un espacio de Priestley
〈X, τ,≤〉 tal que V d es clopen, para cada clopen V ⊆ X.

Si X1 y X2 son espacios de Heyting, llamaremos h-morfismo a las funciones
f continuas que preservan el orden y que verifican que si f(x) ≤ z entonces
existe x1 tal que x ≤ x1 y f(x1) = z, para todo x ∈ X1, z ∈ X2.

Se tiene que la categoŕıa de las álgebras de Heyting y homomorfismos de
Heyting es dualmente equivalente a la categoŕıa de los espacios de Heyting y
h-morfismos.

Bajo esta dualidad:
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Si 〈X, τ,≤〉 es un espacio de Heyting entonces 〈D(X),∩,∪,→, ∅, X〉 es
un álgebra de Heyting, donde → está dada por

V1 → V2 = (V1 ∩ V c
2 )dc,

para todo V1, V2 ∈ D(X).

Las congruencias de un álgebra de Heyting se corresponden con los con-
juntos cerrados y crecientes de su correspondiente espacio dual.

3. Dualidad para las álgebras de De Morgan

〈X, τ,≤, φ〉 será llamado un espacio de De Morgan o dm-espacio si
〈X, τ,≤〉 es un espacio de Priestley y φ : X → X es un homeomorfismo
involutivo (φ = φ−1) que invierte el orden.

Llamaremos dm-morfismo a las aplicaciones f : X1 → X2 que son funciones
continuas que preservan el orden y verifican f ◦ φ1 = φ2 ◦ f .

La categoŕıa de las álgebras de De Morgan y homomorfismos de De Morgan
es dualmente equivalente a la categoŕıa de los espacios de De Morgan y los
dm-morfismos.

Observemos que bajo esta dualidad:

Si 〈X, φ〉 es un espacio de De Morgan, 〈D(X),∩,∪,′ , ∅, X〉 es un álgebra
de De Morgan, donde para V ∈ D(X),

V ′ = (φ(V ))c.

Rećıprocamente, si 〈M,∧,∨,′ , 0, 1〉 es un álgebra de De Morgan y φ :
X(M)→ X(M) es tal que

φ(P ) = P ′c,

donde P ′ = {a′ ∈ M : a ∈ P}, entonces 〈X(M), φ〉 es un espacio de De
Morgan. φ es llamada la transformación de Birula-Rasiowa .

Las congruencias de un álgebra de De Morgan se corresponden con los
subconjuntos cerrados e involutivos de su correspondiente espacio dual,
(notemos que V es involutivo si φ(V ) = V ).

4. Dualidad para las p-álgebras

〈X, τ,≤〉 será llamado un p-espacio si 〈X, τ,≤〉 es un espacio de Priestley tal
que V d es abierto para cada V ∈ D(X).
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Caṕıtulo 1. Preliminares

Es bien conocido que para cada elemento x de un espacio de Priestley X, exis-
ten al menos dos elementos m,u ∈ X minimal y maximal respectivamente,
tales que m ≤ x ≤ u. Al conjunto de todos los elementos maximales lo nota-
remos por Max(X) y al de todos los elementos minimales por Min(X). Estos
conjuntos jugarán un papel fundamental en el estudio de las p-álgebras.

Llamaremos p-morfismos a las aplicaciones entre p-espacios f : X1 → X2

que son funciones continuas que preservan el orden y verifican

f(P i ∩Max(X1)) = f(P )i ∩Max(X2).

La categoŕıa de las p-álgebras con sus p-homomorfismos es dualmente equiva-
lente a la categoŕıa de los p-espacios y los p-morfismos.

Bajo esta dualidad:

Si 〈X, τ,≤〉 es un p-espacio entonces 〈D(X),∩,∪, ∗, ∅, X〉 es una p-álge-
bra, donde para V ∈ D(X),

V ∗ = (V d)c.

Las congruencias de una p-álgebra se corresponden con los subconjuntos
cerrados Y de su correspondiente espacio dual que satisfacen

Max(X(L)) ∩ Y i ⊆ Y.
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Parte I

Álgebras de De Morgan Heyting
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Caṕıtulo 2

Variedades SDHn

Las álgebras de De Morgan Heyting ó dh-álgebras son álgebras 〈L,∧,∨,→
, ′, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 1, 0, 0) que son al mismo tiempo álgebras de Heyting y álge-
bras de De Morgan. A esta variedad la llamaremos DH. Como mencionamos en la
introducción, fueron, en primer lugar, estudiadas por A. Monteiro con el nombre
de álgebras de Heyting simétricas y son la semántica algebraica del cálculo propo-
sicional modal simétrico de Moisil [18, p. 60]. Posteriormente estas álgebras fueron
estudiadas por Sankappanavar en [26], quien introdujo una sucesión SDHn de sub-
variedades de la variedad DH, empezando con SDH0, la cual es la variedad de las
álgebras de Boole, y definió las restantes como álgebras pertencientes a la variedad
DH que satisfacen la identidad xn(′∗) ≈ x(n+1)(′∗). Asimismo, H.P. Sankappanavar
dejó como problema investigar el reticulado de subvariedades de SDH1. Si bien este
problema no se pudo resolver en su totalidad debido a su complejidad, logramos
obtener varios resultados acerca de esta variedad y generalizarlos para el caso finito
SDHn. En primer lugar, establecemos una dualidad tipo Priestley para las álgebras
de la variedad DH, dualidad que se encuentra de manera natural combinando las
dualidades descriptas para H y DM. Luego, utilizamos esta dualidad para obtener
condiciones necesarias y suficientes sobre el espacio de filtros primos para que un
álgebra L ∈ DH (finita o no) pertenezca a la variedad SDH1, y caracterizamos
las álgebras subdirectamente irreducibles y simples en SDH1. Esta caracterización
será utilizada para demostrar que dicha variedad está generada por sus miembros
finitos. Finalmente, extendemos estos resultados en el caso general para las álgebras
SDHn. Los resultados de este caṕıtulo fueron publicados en [7].

2.1. Dualidad para la variedad DH
Las álgebras de Heyting (H) y de De Morgan (DM) fueron definidas en el

Caṕıtulo 1. En esta sección daremos una dualidad topológica para las álgebras de
De Morgan Heyting basándonos en las dualidades tipo Priestley descriptas en ese
mismo caṕıtulo para cada una de esas categoŕıas. El objetivo de esta dualidad es
permitirnos poder realizar un estudio de las variedades SDHn.
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Caṕıtulo 2. Variedades SDHn

Definición 2.1.1. Un espacio de De Morgan Heyting es un par 〈X, φ〉 donde
X es un espacio de Heyting y φ es un homeomorfismo involutivo que invierte el
orden. Llamaremos a estos espacios dh-espacios.

Los siguientes lemas y proposiciones se siguen inmediatamente de las dualidades
descriptas para las categoŕıas H y DM y muestran que la categoŕıa cuyos objetos
son los dh-espacios y cuyos morfismos son las funciones que son h-morfismos y dm-
morfismos, es dualmente equivalente a la categoŕıa cuyos objetos son las dh-álgebras
y cuyos morfismos son los DH-homomorfismos.

Lema 2.1.2.

(1) Si L ∈ DH entonces 〈X(L), τ,≤, φ〉 es un espacio de De Morgan Heyting, don-
de X(L) es el conjunto de filtros primos de L, y φ : X(L)→ X(L) está definida
por:

φ(P ) = P ′c = L \ {a′ : a ∈ P}.

(2) Si h : L1 → L2 es un homomorfismo de álgebras de De Morgan Heyting,
entonces X(h) : X(L2) → X(L1) definida por X(h)(Q) = h−1(Q) para todo
Q ∈ X(L2) es un h-morfismo y dm-morfismo.

Tenemos entonces que X es un funtor entre las categoŕıas de las álgebras de De
Morgan Heyting y la de los dh-espacios.

Lema 2.1.3.

(1) Sea 〈X, τ,≤, φ〉 un dh-espacio, entonces 〈D(X),∩,∪,→, ′, ∅, X〉 ∈ DH, donde,
D(X) denota el conjunto de clopens crecientes de X, e → y ′ están definidas
por:

V1 → V2 = (V1 ∩ V c
2 )dc,

V ′1 = X \ φ(V1) = φ(V1)c,

para todo V1, V2 ∈ D(X).

(2) Sea f : 〈X1, φ1〉 → 〈X2, φ2〉 un morfismo en la categoŕıa de los dh-espacios
entonces la aplicación D(f) : D(X2)→ D(X1) definida por

D(f)(V ) = f−1(V )

es un homomorfismo entre dh-álgebras.
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2.2. Espacios duales para las álgebras de SDH1

De esto se tiene que D es un funtor entre las categoŕıas de los dh-espacios y las
dh-álgebras.

Veamos ahora que las categoŕıas de las dh-álgebras y la de los dh-espacios son
dualmente equivalentes.

Proposición 2.1.4.

(1) Sea L ∈ DH, entonces L ∼= D(X(L)).

(2) Sea 〈X, τ,≤, φ〉 un dh-espacio entonces X ∼= X(D(X)) como espacios de De
Morgan Heyting.

Demostración. Para probar (1) basta considerar la aplicación

σL : L→ D(X(L)) tal que a 7→ σ(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P}

y para probar (2) basta considerar la aplicación

εX : X→ X(D(X)) tal que x 7→ εX(x) = {V ∈ D(X) : x ∈ V }.

�

Con estas definiciones y proposiciones se puede ver que las composiciones X ◦D
y D ◦ X son naturalmente equivalentes a los funtores identidad sobre las categoŕıas
de los dh-espacios y dh-álgebras respectivamente.

2.2. Espacios duales para las álgebras de SDH1

Si 〈A,∧,∨,→, 0, 1〉 es un álgebra de Heyting es bien conocido que si definimos
la operación unaria x∗ = x→ 0 para todo x ∈ A, dicha operación es un pseudoco-
plemento para A.

Recordemos que la variedad SDH1 es la subvariedad de las álgebras de De Mor-
gan Heyting (DH) definidas por la identidad x′∗ ≈ x2(′∗).

En [26] H.P. Sankappanavar probó que las álgebras SDH1 son álgebras de
Stone dobles, es decir cumplen las identidades x∗ ∨ x∗∗ ≈ 1 y x+ ∧ x++ ≈ 0 donde
+ es el pseudocomplemento dual dado por x+ = x′∗′.

A continuación daremos condiciones necesarias y suficientes para que un álgebra
de De Morgan Heyting L sea un álgebra SDH1. Estas condiciones las daremos
teniendo en cuenta su espacio de filtros primos.

Veamos ahora cómo se traduce la identidad que caracteriza a las álgebras SDH1

(x′∗ ≈ x2(′∗)) teniendo en cuenta la dualidad de Priestley encontrada. Para esto
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Caṕıtulo 2. Variedades SDHn

tendremos en cuenta las siguientes propiedades que cumple la transformación de
Birula-Rasiowa φ.

Lema 2.2.1. Sea L una dh-álgebra. Todo subconjunto M ⊆ X(L) cumple:

(1) φ(M c) = φ(M)c,

(2) φ(Md) = φ(M)i,

(3) φ(M i) = φ(M)d.

Demostración.

(1) Se prueba teniendo en cuenta las siguientes equivalencias:

P ∈ φ(M)c ⇔ P 6∈ φ(M)⇔ φ(P ) 6∈M ⇔ φ(P ) ∈M c ⇔ φ(φ(P )) ∈ φ(M c).

(2) Sea Q ∈ φ(Md) entonces Q = φ(R) con R ⊆ P para algún P ∈ M . Como φ
invierte el orden tenemos que φ(P ) ⊆ φ(R) = Q, por lo que Q ∈ (φ(M))i.

Rećıprocamente, supongamos Q ∈ φ(M)i entonces φ(P ) ⊆ Q para algún P ∈
M . Luego φ(Q) ⊆ P , lo que nos asegura que φ(Q) ∈ Md o equivalentemente
Q ∈ φ(Md).

(3) Sea Q ∈ φ(M i) entonces Q = φ(R) con P ⊆ R para algún P ∈ M . Como φ
invierte el orden tenemos que Q = φ(R) ⊆ φ(P ), por lo que Q ∈ (φ(M))d.

Rećıprocamente, supongamos Q ∈ φ(M)d entonces Q ⊆ φ(P ) para algún
P ∈ M . Luego P ⊆ φ(Q), lo que nos asegura que φ(Q) ∈ M i o lo que es
equivalente Q ∈ φ(M i).

�

Teniendo en cuenta los isomorfismos D(X(L)) ∼= L y X(D(X)) ∼= X traduciremos
la identidad que caracteriza a las álgebras SDH1 en una condición sobre los filtros
primos.

Lema 2.2.2. Un álgebra de De Morgan L está en la variedad SDH1 si y sólo si
todo subconjunto V , abierto, cerrado y creciente de X(L), verifica V d = φ(V d)d.

Demostración. Sea L ∈ SDH1 entonces L verifica la identidad x′∗ ≈ x2(′∗). Luego,
como D(X)(L) ∼= L se tiene que para todo V ∈ D(X)(L) la igualdad V ′∗ = V 2(′∗) se
sigue, o, lo que es equivalente, ya que ′ es una biyección, V ∗ = V ∗′∗.

Por las definiciones de → y ′ tenemos que:

V ∗ = V → ∅ = (V ∩ ∅c)dc = V dc
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2.2. Espacios duales para las álgebras de SDH1

V ∗′∗ = (V dc)′∗ = ((φ(V dc)c)∗ = ((φ(V dc)c)dc

Por lo que la condición estaŕıa dada por:

V dc = ((φ(V dc)c)dc.

Finalmente, por el Lema 2.2.1 (1) esta expresión resulta

V ∗′∗ = (φ(V dc)c)dc = ((φ((V d)cc)dc = (φ(V d))dc

Luego, si L ∈ SDH1 entonces su espacio de Morgan asociado tiene que verificar
la condición:

V d = (φ(V d))d.

Rećıprocamente, es fácil ver que los espacios de De Morgan Heyting 〈X, φ〉 que
verifican la condición V d = (φ(V d))d para todo clopen creciente V de X hacen que
D(X) ∈ SDH1. �

Este resultado nos ayudará a caracterizar los espacios asociados a las álgebras
SDH1. Recordemos que un filtro propio U es un ultrafiltro si para todo filtro F ⊆ L
se cumple la implicación U ⊆ F ⇒ U = F , es decir, si es un elemento maximal en
X(L).

Proposición 2.2.3. Si L ∈ SDH1 entonces debe verificar:

(1) Todo P ∈ X(L) está contenido en un único ultrafiltro.

(2) Si P ∈ X(L) y P ⊆ U , entonces φ(P ) ⊆ U , siendo U un ultrafiltro de L.

Demostración. Para probar (1) recordemos que si P ∈ X(L) siempre existe un
ultrafiltro de L que contiene a P y un elemento minimal de X(L) contenido en él.

Supongamos que P esté contenido en dos ultrafiltros distintos, es decir, P ⊆ U1,
P ⊆ U2 con U1, U2 ultrafiltros y U1 6= U2.

Consideremos M un filtro primo minimal de X(L) tal que M ⊆ P y, en conse-
cuencia, M ⊆ U1 y M ⊆ U2.

Además, comoM es minimal, φ(M) es ultrafiltro, luego φ(M) 6= U1 ó φ(M) 6= U2.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que φ(M) 6= U1.

Luego, U1 6⊆ φ(M) y como X(L) es totalmente disconexo en el orden, existe V ,
abierto, cerrado y creciente de X(L) tal que U1 ∈ V pero φ(M) 6∈ V .

Esta situación se ilustra en la siguiente figura.
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Caṕıtulo 2. Variedades SDHn
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Como φ(M) 6∈ V y φ(M) es ultrafiltro entonces φ(M) 6∈ V d. Veamos que φ(M) ∈
φ(V d)d.

Sabemos que U1 ∈ V entonces Ud
1 ⊆ V d y por lo tanto, φ(Ud

1 ) ⊆ φ(V d), es decir,
φ(Ud

1 )d ⊆ φ(V d)d.

Luego, alcanza con ver que φ(M) ∈ φ(Ud
1 )d.

Como P ⊆ U1, φ(U1) ⊆ φ(P ) por lo que φ(P ) ∈ φ(U1)i. De φ(P ) ⊆ φ(M),
resulta φ(M) ∈ φ(U1)i y, en consecuencia, φ(M) ∈ φ(U1)id.

Por otra parte, por Lema 2.2.1 (2) φ(Ud
1 )d = φ(U1)id.

Esto prueba que φ(M) ∈ φ(Ud
1 )d ⊆ φ(V d)d.

Luego, existe un abierto, cerrado y creciente V ⊆ X(L) tal que

V d 6= φ(V d)d

lo cual es una contradicción pues L ∈ SDH1.
Por lo tanto todo filtro primo está contenido en un único ultrafiltro.

Para probar (2), supongamos P filtro primo tal que P ⊆ U , U ultrafiltro, pero
φ(P ) 6⊆ U y veamos que L 6∈ SDH1, o lo que es equivalente que existe un abierto,
cerrado y creciente de X(L) que no verifica la condición V d = φ(V d)d.

Como φ(P ) 6⊆ U y X(L) es totalmente disconexo en el orden, existe un clopen
creciente V de X(L) tal que φ(P ) ∈ V , pero U 6∈ V .

Es claro que φ(P ) ∈ V d. Si suponemos que φ(P ) ∈ φ(V d)d entonces existe φ(Q)
tal que φ(P ) ⊆ φ(Q) y Q ⊆ R con R ∈ V . De esto se deduce que Q ⊆ P ⊆ U y
Q ⊆ R. Como por (1) Q tiene que estar contenido en un único ultrafiltro resulta
que R ⊆ U y por lo tanto U ∈ V pues V es creciente, lo cual es una contradicción.

Esto prueba que V d 6= φ(V d)d para algún V abierto, cerrado y creciente, es decir,
L 6∈ SDH1. �

El rećıproco de la proposición anterior también es válido como lo muestra el
siguiente resultado.

Proposición 2.2.4. Si L es una dh-álgebra que satisface las condiciones:

1. Todo P ∈ X(L) está contenido en un único ultrafiltro.

2. Si P ∈ X(L) y P ⊆ U , entonces φ(P ) ⊆ U , siendo U un ultrafiltro de L,
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2.2. Espacios duales para las álgebras de SDH1

entonces L ∈ SDH1.

Demostración. Sea L una dh-álgebra. Para demostrar que L ∈ SDH1, resta demos-
trar que para todo abierto, cerrado y creciente V de X(L), se cumple la igualdad
V d = φ(V d)d.

Supongamos, P ∈ X(L), P ∈ V d, entonces existe Q ∈ V tal que P ⊆ Q.
Por la condiciones (1) y (2), existe un único ultrafiltro U de L que contiene a Q

y φ(Q), es decir,
Q ⊆ U y φ(Q) ⊆ U.

Como φ(Q) ⊆ U entonces φ(U) ⊆ Q y como Q ∈ V , φ(U) ∈ V d.
Además, de P ⊆ Q ⊆ U , obtenemos

P ⊆ U = φ(φ(U))

donde φ(U) ∈ V d. Esto muestra que P ∈ φ(V d)d, lo que prueba que V d ⊆ φ(V d)d.

Para probar la otra inclusión, supongamos P ∈ X(L), P ∈ φ(V d)d. Luego, existe
R ∈ V d tal que P ⊆ φ(R) y como R ∈ V d, existe Q ∈ V tal que R ⊆ Q.

Sea U el único ultrafiltro que contiene a Q y a φ(Q). Por la condición (2) se sigue
que

R ⊆ Q ⊆ U y φ(R) ⊆ U.

Finalmente, ya que P ⊆ φ(R) resulta que P ⊆ U . Pero U ∈ V ya que Q ∈ V y
V es creciente. Lo que muestra que P ∈ V d. �

Hemos probado entonces que el espacio dual de un álgebra L ∈ SDH1 está ca-
racterizado con la condición de que para cada filtro primo P ∈ X(L), debe existir
un único ultrafiltro U de L que contenga tanto a P como como a φ(P ). De esta
manera, podemos determinar por ejemplo, de una manera simple, que las álgebras
de De Morgan Heyting asociadas a los siguientes espacios duales, no son álgebras
de la variedad SDH1
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Caṕıtulo 2. Variedades SDHn

2.3. Álgebras subdirectamente irreducibles y sim-

ples en SDH1

Las condiciones que los espacios duales de las dh-álgebras deben cumplir para
pertenecer a la variedad SDH1 dadas en la sección anterior nos permitirán carac-
terizar, de una manera sencilla, a las álgebras subdirectamente irreducibles en esta
variedad (finitas o no) como aquellas álgebras cuyo espacio dual asociado tiene un
único ultrafiltro. En esta sección mostraremos este resultado y caracterizaremos
también a las álgebras simples de dicha variedad.

Recordemos, como vimos en la Sección 1.2, que existe un anti-isomorfismo entre
el reticulado de congruencias de un álgebra de Heyting H y el reticulado de conjun-
tos cerrados y crecientes de X(H). Por otra parte existe un anti-isomorfismo entre
el reticulado de congruencias de un álgebra de De Morgan M y el reticulado de
conjuntos cerrados e involutivos de 〈X(M), φ〉.

Teniendo en cuenta estos resultados, la siguiente proposición que caracteriza a las
congruencias en una dh-álgebra y, por lo tanto, en un álgebra en SDH1 es inmediata.

Proposición 2.3.1. Sea L una dh-álgebra. Existe un anti-isomorfismo Θ entre el
reticulado de conjuntos cerrados, crecientes e involutivos de X(L) y el reticulado de
congruencias de L dado por Y 7→ Θ(Y ) donde

(a, b) ∈ Θ(Y )⇐⇒ ((∀P ∈ Y )(a ∈ P ⇔ b ∈ P )).

Lema 2.3.2. Sea L un álgebra en SDH1 y U un ultrafiltro de L. Entonces el con-
junto Y = φ(U)i es cerrado, creciente e involutivo.

Demostración. Sea U un ultrafiltro de L. Claramente, Y es cerrado pues φ(U) ∈
X(L) y el creciente de un elemento de X(L) es un conjunto cerrado por ser un espacio
de Priestley. Probemos ahora que Y es involutivo. Para esto, notemos que, utilizando
el Lema 2.2.1, la condición de involutivo se traduce en la siguiente condición más
simple dada por las siguientes equivalencias.

φ(Y ) = Y ⇔ φ(φ(U)i) = Y ⇔ φ(φ(U))d = Y ⇔ Ud = Y.

Supongamos que P ∈ Y = φ(U)i entonces φ(U) ⊆ P , es decir, φ(P ) ⊆ U . Luego,
por la condición (2) de la Proposición 2.2.3 obtenemos φ(φ(P )) = P ⊆ U , y por lo
tanto P ∈ Ud.

Rećıprocamente, si P ∈ Ud, P ⊆ U y otra vez por la condición (2) de la Propo-
sición 2.2.3 tenemos que φ(U) ⊆ P , es decir, P ∈ φ(U)i = Y . Esto muestra que Y
es un conjunto involutivo. �

Proposición 2.3.3. Toda álgebra subdirectamente irreducible en SDH1 tiene un
único ultrafiltro.
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2.3. Álgebras subdirectamente irreducibles y simples en SDH1

Demostración. Sea L un álgebra subdirectamente irreducible en la variedad SDH1

y sea {Ui}i∈I el conjunto de todos los ultrafiltros de L. En el Lema 2.3.2 probamos
que Yi = φ(Ui)

i es cerrado, creciente e involutivo para todo i ∈ I. Teniendo en
cuenta la Proposición 2.3.1, tenemos que para cada Yi existe una congruencia Θ(Yi)
sobre L asociada a cada Yi.

Consideremos el conjunto

Y =
⋃
i∈I

Yi

Observemos que Y = X(L). Entonces Y es un conjunto cerrado, creciente e
involutivo tal que Θ(Y ) = ∆, donde por ∆ denotamos a la congruencia identidad
sobre L.

Finalmente, ya que Θ es un anti-isomorfismo, tenemos que

Θ(
⋃
i∈I

Yi) =
⋂
i∈I

Θ(Yi) = ∆.

De esto y puesto que L es subdirectamente irreducible debe existir i ∈ I tal que
Θ(Yi) = ∆. Luego, Yi = Y = X(L), y, en consecuencia, L tiene un único ultrafiltro.
�

De este resultado se desprende inmediatamente que toda álgebra simple en la
variedad SDH1 tiene un único ultrafiltro. La rećıproca de este resultado también es
válida como se muestra a continuación.

Proposición 2.3.4. Si un álgebra L ∈ SDH1 tiene un único ultrafiltro entonces L
es simple.

Demostración. Sea L ∈ SDH1 y supongamos que L tiene un único ultrafiltro U .
Supongamos que θ es una congruencia sobre L distinta de ∇, donde ∇ es el elemento
más grande en el reticulado de congruencias sobre L. Entonces, por la Proposición
2.3.1 existe un conjunto no vaćıo Y ⊆ X(L), cerrado, creciente e involutivo, tal que
Θ(Y ) = θ. Veamos que Y = X(L).

Observemos que X(L) = [φ(U), U ] = {P ∈ X(L) : φ(U) ⊆ P ⊆ U}. Como
Y 6= ∅, existe P ∈ Y y, como P ⊆ U , resulta U ∈ Y . Pero entonces φ(U) ∈ Y pues
Y es involutivo, de lo que se desprende que Y = X(L), y, por lo tanto, θ = ∆.

Esto prueba que L no tiene más congruencias que las triviales, es decir, L es
simple. �

De esta manera, logramos caracterizar las álgebras subdirectamente irreducibles
en la variedad SDH1. De los resutados expuestos en [26] se desprende que la sucesión
de variedades SDHn son variedades con término discriminador, por lo que sabemos
que las álgebras subdirectamente irreducibles coinciden las las simples (ver Teorema
1.1.14). Este último hecho se puede deducir también de las Proposiciones 2.3.3 y
2.3.4. Hemos probado entonces el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.5. Para toda álgebra L en la variedad SDH1, las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

(1) L es subdirectamente irreducible.

(2) L es simple.

(3) L tiene un único ultrafiltro.

(4) L \ {0} es ultrafiltro.

Como en las álgebras finitas los ultrafiltros se corresponden con los átomos,
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Para todo álgebra finita L en la variedad SDH1, se tiene que las
siguientes condiciones son equivalentes

(1) L es subdirectamente irreducible.

(2) L es simple.

(3) L tiene un único ultrafiltro.

(4) L tiene un único átomo (o un único coátomo).

2.4. Aplicación: generación por miembros finitos

A continuación aplicaremos la caracterización para las álgebras simples SDH1

encontrada anteriormente para probar que esta variedad está generada por sus miem-
bros finitos. Para esto utilizaremos un argumento de filtración estándar.

Recordemos en primer lugar que un álgebra de Heyting también se puede definir
como un reticulado distributivo acotado 〈H,∧,∨, 0, 1〉 en el cual existe el pseudo-
complemento de a relativo a b (notado por a → b) para todo par de elementos
a, b ∈ H, en otras palabras, existe un elemento más grande c ∈ H tal que a∧ c ≤ b.
De esto resulta que todo reticulado distributivo acotado finito tiene la estructura de
álgebra de Heyting.

Lema 2.4.1. Si 〈L,∧,∨, ′,→, 0, 1〉 es un álgebra simple en la variedad SDH1 y
N = {e1, . . . , en} es un subconjunto finito de L entonces existe un conjunto finito
L1 ⊆ L y una operación →1 con las siguientes propiedades:

(1) 〈L1,∧,∨, ′,→1, 0, 1〉 es un álgebra simple finita en SDH1,

(2) N ⊆ L1,

(3) si a, b ∈ L1 y a→ b ∈ L1 entonces a→1 b = a→ b.
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Demostración. Llamemos L1 al álgebra de De Morgan generada por N . Como la
variedad de álgebras de De Morgan es localmente finita, tenemos que L1 es finita
y verifica N ⊆ L1. Luego, por lo observado anteriormente, es posible definir en L1

una operación →1 para la cual L1 resulta una dh-álgebra. Probaremos que L1 con
esta operación es también un álgebra simple en SDH1.

Como L es un álgebra simple entonces tiene un único ultrafiltro U . Veamos que
L1 también tiene un único ultrafiltro, o lo que es equivalente, ya que es finita, que
tiene un único átomo. Para esto supongamos que L1 tiene dos átomos distintos a y
b y llamémosle FL1(a) y FL1(b) a los filtros generados por a y b respectivamente en
L1.

Consideremos los filtros de L:

FL(a) = {x ∈ L : x ≥ a} y FL(b) = {x ∈ L : x ≥ b}.

FL(a) y FL(b) están contenidos en el único ultrafiltro U de L, por lo que a, b ∈ U .
De esto tenemos que a ∧ b = 0 ∈ U , lo que contradice el hecho de que U sea
un ulrafiltro. Esto muestra que L1 tiene un único átomo y por el Corolario 2.3.6
concluimos que L1 es un álgebra simple en SDH1.

Para probar (3), consideremos→1 la implicación con la cual L1 es un álgebra de
Heyting y supongamos que a y b son dos elementos de L1 tales que a→ b ∈ L1.

Recordemos que las operaciones→ y→1, por ser implicaciones de Heyting tienen
las siguientes propiedades:

(a) Si a, b ∈ L entonces para todo x ∈ L, las condiciones a ∧ x ≤ b y x ≤ a → b
son equivalentes.

(b) Si a, b ∈ L1 entonces para todo x ∈ L1, las condiciones a∧x ≤ b y x ≤ a→1 b
son equivalentes.

Ya que a → b ≤ a → b, usando (a), tenemos a ∧ (a → b) ≤ b. Además, como
a → b ∈ L1, de (b) obtenemos a → b ≤ a →1 b. De manera análoga se demuestra
que a→1 b ≤ a→ b, por lo que a→ b = a→1 b. �

Teorema 2.4.2. La variedad SDH1 está generada por sus miembros simples finitos.

Demostración. Sea Sfin la clase de todas de todas las álgebras simples finitas en
SDH1 y supongamos que tenemos un término ψ tal que Sfin |= ψ ≈ 1 pero SDH1 6|=
ψ ≈ 1. Entonces existe un álgebra L ∈ SDH1 tal que L 6|= ψ ≈ 1.

Sea Σ(ψ) el conjunto de todos los subtérminos de ψ y sea
a = (a1, . . . , an) ∈ Ln tal que ψL(a) 6= 1. Consideremos el conjunto finito N formado
por todos los subtérminos evaluados en a, es decir, N = {σ(a) : σ ∈ Σ(ψ)}. Si L1 es
el álgebra simple finita en la variedad SDH1 del Lema 2.4.1 resulta que L1 6|= ψ ≈ 1,
lo que contradice nuestra suposición. �
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2.5. Dualidad y álgebras subdirectamente irredu-

cibles finitas en las variedades SDHn

La identidad x′∗ ≈ x2(′∗) caracteriza a las dh-álgebras que pertenecen a la varie-
dad SDH1 estudiadas previamente. Notaremos por

xn(′∗) =

{
x si n = 0;
(x(n−1)(′∗))′∗ si n > 0.

En [26] se definieron las variedades SDHn, n ∈ ω, como aquellas subvariedades
de DH que satisfacen la identidad x(n+1)(′∗) = xn(′∗). Estas subvariedades son las
que estudiaremos a continuación. Notemos que SDH0 coincide con la variedad de
las álgebras de Boole y que para cada n ∈ ω

SDHn ⊆ SDHn+1.

El siguiente objetivo es caracterizar los espacios de filtros primos de un álgebra
subdirectamente irreducible finita en la variedad SDHn, para todo n ∈ ω.

Para cualquier subconjunto V de un conjunto parcialmente ordenado R, defini-
mos inductivamente

V 0(di) = V

y
V (n+1)(di) = (V n(di))di.

Utilizando estas definiciones y el isomorfismo L ∼= D(X(L)) traduciremos la
identidad que debe verificar una dh-álgebra para estar en la variedad SDHn en una
condición sobre sus filtros primos.

Recordemos que dada L ∈ DH las operaciones ′ y ∗ sobre L se traducen en
D(X(L)) como V ′ = φ(V )c y V ∗ = V dc, para todo V ∈ D(X(L)).

Lema 2.5.1. Para todo V ∈ D(X(L)) se cumple

V k(∗′) =

{
φ(V

k−1
2

(di)d) si k es impar;

V
k
2

(di) si k es par.

Demostración. La demostración la haremos por inducción sobre k. Si k = 1, teniendo
en cuenta el Lema 2.2.1, V ∗′ = φ(V dc)c = φ(V d) por lo que el resultado se sigue.
Supongamos que la propiedad se verifica para k.

Si k es par, V k(∗′) = V
k
2

(di). Luego,

V (k+1)(∗′) = (V
k
2

(di))∗′ = φ((V
k
2

(di))d).

Si k es impar, V k(∗′) = φ(V
k−1
2

(di)d), y entonces

V (k+1)(∗′) = (φ(V
k−1
2

(di)d))∗′ = φ(φ(V
k−1
2

(di)d)d) = (φ(φ(V
k−1
2

(di)d)))i =

= (V
k−1
2

(di))di = V
k+1
2

(di)
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SDHn

Por lo tanto la propiedad se sigue para todo k natural. �

Lema 2.5.2. Sea L ∈ DH. Entonces L ∈ SDHn si y sólo si para cada V ∈ D(X(L))
se verifica: {

φ
(
V

n−1
2

(di)d
)

= V
n+1
2

(di) si n es impar;

φ
(
V

n
2

(di)
)

= V
n
2

(di)d si n es par.

Demostración. Sabemos que L ∈ SDHn si y sólo si en el conjunto D(X(L)) se
cumple V n(′∗) = V (n+1)(′∗). Teniendo en cuenta que ′ es una involución, esta igualdad
es equivalente a:

V (n−1)(∗′)∗ = V n(∗′)∗ (2.1)

Utilizando el lema anterior y las propiedades de φ resulta:

Si n es par,

V (n−1)(∗′)∗ =
(
φ(V

n−2
2

(di)d)
)dc

=
(
φ(V

n−2
2

(di)di)
)c

=
(
φ(V

n
2

(di))
)c

y V n(∗′)∗ =
(
V

n
2

(di)
)dc

, aśı, por (2.1) tenemos

φ
(
V

n
2

(di)
)

= V
n
2

(di)d.

Si n es impar,

V n(∗′)∗ =
(
φ(V

n−1
2

(di)d)
)dc

=
(
φ(V

n−1
2

(di)di)
)c

=
(
φ(V

n+1
2

(di))
)c ,

y V (n−1)(∗′)∗ =
(
V

n−1
2

(di)
)dc

. Aśı, por (2.1),

φ(V
n+1
2

(di)) = V
n−1
2

(di)d

y finalmente

V
n+1
2

(di) = φ
(
V

n−1
2

(di)d
)
.

�
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Caṕıtulo 2. Variedades SDHn

Usando este resultado, es fácil ver que existen dh-álgebras finitas que no perte-
necen a SDHn para ningún n < ω. Por ejemplo, el álgebra de De Morgan Heyting
L cuyo espacio de filtros primos es

•

•

•

•

U1 U2

φ(U2) φ(U1)

no pertenece a SDHn para ningún n < ω, puesto que si consideramos por ejemplo
el clopen creciente V = {U1}, V n(di) siempre estará contenido en una componente
conexa a diferencia de φ(V n(di)) que siempre estará contenido en la otra.

Recordemos que una componente conexa de un conjunto parcialmente orde-
nado X es un subconjunto no vaćıo de X que es creciente y decreciente al mismo
tiempo y es minimal con respecto a esta propiedad. Luego, todo conjunto ordendo X
es unión disjunta de sus componentes conexas. También diremos que X es conexo
cuando está formado exactamente por una componente conexa. Para poder dar una
caracterización de las álgebras subdirectamente irreducibles en la variedad SDHn

usaremos el siguiente resultado cuya demostración puede encontrarse en [18].

Teorema 2.5.3. Sea L un álgebra de De Morgan finita y sea 〈X(L), φ〉 su espacio de
De Morgan asociado. Si S1, S2, . . . , Sn es la descomposición de X(L) en componentes
conexas y existe P ∈ Si tal que φ(P ) ∈ Sj entonces se cumple que φ(Si) ⊆ Sj.

Sea S1, . . . , Sn la descomposición de X(L) en componentes conexas. Si φ(Si) ⊆
φ(Sj), es fácil ver que φ(Si) = Sj y φ(Sj) = Si y, por lo tanto φ(Si∪Sj) = Si∪Sj. En
este caso, si i 6= j, diremos que Si ∪Sj es una componente φ-conexa de X(L) y si
φ(Si) = Si también diremos que Si es una componente φ-conexa. El espacio X(L)
será llamado φ-conexo cuando X(L) es conexo o X(L) = Si ∪ Sj con φ(Si) ⊆ Sj,
i 6= j.

En [18] también se muestra que si L es un álgebra de De Morgan finita, L es
directamente indescomponible si y sólo si X(L) es φ-conexo. Para las álgebras SDHn

finitas tenemos el siguiente resultado más fuerte.

Lema 2.5.4. Si L ∈ SDHn es un álgebra finita tal que X(L) es φ-conexo entonces
X(L) es conexo.

Demostración. Supongamos que X(L) es φ-conexo y que X(L) = S1 ∪ S2, donde
S1 y S2 son componentes conexas no vaćıas tales que φ(S1) = S2. Tomemos un
ultrafiltro U de S1 y consideremos el abierto, cerrado y creciente V = {U}. Luego,
se cumple que V m(di) ⊆ S1 para todo m pero φ(V m(di)) ⊆ S2, lo que muestra (Lema
2.5.2) que D(X(L)) no es una SDHn-álgebra para ningún n. En consecuencia debe
ser X(L) = S, donde S es una componente conexa. �
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Proposición 2.5.5. Sea L un álgebra finita en SDHn, entonces L es directamente
indescomponible si y sólo si X(L) es conexo.

Demostración. Sea L un álgebra directamente indescomponible en SDHn y supon-
gamos que S1, S2, . . . , Sr es la descomposición de X(L) en componentes conexas. Por
la demostración del Lema 2.5.4, φ(Si) ⊆ Si para todo i. Llamemos Li al álgebra de
De Morgan Heyting asociada con cada Si. Sabemos que L = L1 × . . . × Lr, donde
L es un álgebra de De Morgan. Ya que Li es finita, Li es un álgebra de Heyting y
además como L ∈ SDHn, tenemos que Li ∈ SDHn. Luego, L no seŕıa directamente
indescomponible, lo cual es una contradicción.

Por otra parte, si suponemos que L ∈ SDHn y X(L) es conexo, resulta que
X(L) es φ-conexo, lo que implicaŕıa que L es un álgebra de De Morgan directamente
indescomponible y en consecuencia también seŕıa una álgebra SDHn directamente
indescomponible. �

Como las variedades SDHn son variedades con término discriminador, por el
Teorema 1.1.14 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.6. Para toda álgebra finita L ∈ SDHn las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) L es subdirectamente irreducible.

(2) L es simple.

(3) L es directamente indescomponible.

(4) X(L) es conexo.

El siguiente objetivo es poder determinar de una manera sencilla, y en función
de los espacios duales, cuándo un álgebra en DH pertenece a la variedad SDHn,
es decir, cuáles son los dh-espacios que se corresponden con las álgebras en las
variedades SDHn. Para esto necesitaremos de las siguientes definiciones.

Sea R un conjunto ordenado. Un (n + 1)-fence es un conjunto ordenado F =
{f0, . . . , fn} ⊆ R que verifica

f0 > f1, f1 < f2, f2 > f3, . . . , fn−1 < fn ó f0 < f1, f1 > f2, f2 < f3, . . . , fn−1 > fn

si n es par, y

f0 < f1, f1 > f2, f2 < f3, . . . , fn−1 < fn ó f0 > f1, f1 < f2, f2 > f3, . . . , fn−1 > fn

si n es impar, y esos son los únicos elementos comparables en el conjunto. Diremos
que n es la longitud del fence y que los puntos f0 y fn son sus extremos. Una
información más detallada puede verse [29] y [4].

A continuación mostramos algunas figuras de fences:
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f1 f3 f5 fn−2 fn

f0 f2 f4 fn−3 fn−1

(1) y (2) son fences con un número impar de elementos que no son isomorfos,
mientras que (3) es el único fence que se puede obtener (salvo isomorfismos) con
una cantidad par de elementos.

Si R es un conjunto ordenado, con Max(R) y Min(R) denotaremos a los con-
juntos de sus elementos maximales y minimales respectivamente. Notaremos por
FU,n a la unión de todos los fences de longitud n que comienzan en U y que se
pueden formar en Max(R) ∪Min(R), es decir FU,n consiste de todos los elementos
P ∈Max(R) ∪Min(R) tal que existe un fence de longitud n que comienza en U y
contiene a P .

Si L es un dh-álgebra y U es un ultrafiltro de L, podemos considerar los siguientes
fences de longitud n contenidos en Max(X(L)) ∪Min(X(L)) que comienzan en el
ultrafiltro U .:

{U0 = U,M1, U2,M3, U4,M5, . . . ,Mn−1, Un}, ó

{U0 = U,M1, U2,M3, U4,M5, . . . , Un−1,Mn}

donde Ui ∈Max(X(L)), Mi ∈Min(X(L)).

El primero de estos dos fences es de longitud par y se corresponde con el conjunto
ordenado de la figura (1), mientras que el segundo fence es de longitud impar y su
conjunto ordenado es isomorfo a la figura (3). Al conjunto {U0} lo consideraremos
como un fence de longitud 0.

Para simplificar la notación, en lo que sigue notaremos porR al conjuntoMax(R)∪
Min(R), para cualquier conjunto ordenado R.

Lema 2.5.7. Si L ∈ DH, U ∈Max(X(L)) y V = {U}, entonces

V n(di) =
2n⋃
i=0

FU,i.

Demostración. La demostración la haremos haciendo inducción sobre n.
Para n = 0, V 0(di) = {U} y

⋃0
i=0 FU,i = FU,0 = {U}.
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Supongamos que V n(di) =
⋃2n
i=0 FU,i y probemos que V (n+1)(di) =

⋃2(n+1)
i=0 FU,i.

Sea P ∈ V (n+1)(di) = (V n(di))di.

Si P es maximal entonces existe un elemento minimal M ∈ V n(di)d, tal que
M ⊆ P . Luego, existe S ∈ V n(di), S maximal tal que M ⊆ S. Ya que por
hipótesis V n(di) =

⋃2n
i=0 FU,i, existe un fence de longitud t, t ≤ 2n, de la forma

U M1 U2 M3 . . . Mt−1 Ut = S.

De esta manera, la secuencia

U M1 U2 M3 . . . Mt−1 S M P

es un fence de longitud t+ 2 ≤ 2n+ 2 = 2(n+ 1) y entonces P ∈
⋃2(n+1)
i=0 FU,i.

Si P es minimal, P ∈ V n(di)d, es decir, existe S ∈ V n(di), S maximal tal que
P ⊆ S. Ya que V n(di) =

⋃2n
i=0 FU,i, existe un fence de longitud t, t ≤ 2n de la

forma
U M1 U2 M3 . . . Mt−1 Ut = S.

Luego, la secuencia
U M1 U2 M3 . . . Mt−1 S P

es un fence de longitud t+ 1 ≤ 2(n+ 1).

Aśı, P ∈
⋃2(n+1)
i=0 FU,i.

Esto prueba que V (n+1)(di) ⊆
2(n+1)⋃
i=0

FU,i.

Para probar la otra inclusión supongamos P ∈
⋃2(n+1)
i=0 FU,i. Si P es maximal

entonces existe un fence de la forma

U M1 U2 M3 . . . Ut−2 Mt−1 Ut = P

con t ≤ 2n+ 2. Aśı,
U M1 U2 M3 . . . Ut−2

es una secuencia de longitud t− 2 ≤ 2n.
Por hipótesis Ut−2 ∈ V n(di), lo cual implica que

Mt−1 ∈ V n(di)d

y en consecuencia
Ut = P ∈ V (n+1)(di).

Si P es minimal, entonces existe un fence de la forma

U M1 U2 M2 . . . Ut−1 Mt = P,
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con t ≤ 2(n+ 1).
Ahora bien, t es impar ya que la secuencia termina en un elemento minimal,

aśı t < 2(n+ 1), por lo que t+ 1 ≤ 2n+ 2 y t− 1 ≤ 2n. Luego, la secuencia

U M1 U2 M2 . . . Ut−1

es un fence de longitud t− 1 ≤ 2n.
Por hipótesis, tenemos Ut−1 ∈ V n(di) y ya que Mt−1 ⊆ P concluimos que

P ∈ V n(di)d ⊆ V (n+1)(di).

�

La siguiente proposición establece condiciones necesarias y suficientes sobre el
conjunto de filtros primos de un álgebra L ∈ DH finita para que ésta pertenezca a
la variedad SDHn.

Teorema 2.5.8. Sea L un álgebra finita en DH tal que su espacio dual X(L) es
conexo. Entonces L ∈ SDHn si y sólo si todo ultrafiltro U de L verifica:

Max(X(L)) ⊆
n−1⋃
i=0

FU,i, si n es impar

Min(X(L)) ⊆
n−1⋃
i=0

FU,i, si n es par.

Demostración. Sea L un álgebra finita en DH cuyo espacio dual X(L) es conexo.
Supongamos que L ∈ SDHn. Observemos que, ya que X(L) es un conjunto finito y
conexo, si W es un subconjunto decreciente de X(L) y W 6= X(L) entonces |W | <
|W i|, y por lo tanto,

|φ(W )| < |W i|. (2.2)

De la misma forma, si W es un conjunto creciente de X(L) distinto de X(L) entonces
|W | < |W d| y, en consecuencia

|φ(W )| < |W d|. (2.3)

Si n es impar, U es un ultrafiltro y consideramos el subconjunto clopen cre-
ciente V = {U}, entonces

V
n−1
2

(di)d = X(L)

ya que si esto no sucediera, por (2.2), tendŕıamos |φ(V
n−1
2

(di)d)| < |V n+1
2

(di)| y
entonces L 6∈ SDHn por Lema 2.5.2.

Supongamos que existe U1 maximal tal que U1 6∈
⋃n−1
i=0 FU,i, entonces por

el Lema 2.5.7, U1 6∈ V
n−1
2

(di), y como U1 es maximal, U1 6∈ V
n−1
2

(di)d, lo
que contradice el hecho de que V

n−1
2

(di)d = X(L). Hemos probado aśı que
Max(X(L)) ⊆

⋃n−1
i=0 FU,i.
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De manera similar, si n es par, U es un ultrafiltro y consideramos el subcon-
junto creciente V = {U} entonces

V
n
2

(di) = X(L),

ya que si esto no pasara, por (2.3), tendŕıamos |φ(V
n
2

(di))| ≤ |V n
2

(di)d|, lo
que contradice que L ∈ SDHn (Lema 2.5.2). Supongamos ahora que existe
φ(U1) ∈ Min(X(L)) tal que φ(U1) 6∈

⋃n−1
i=0 FU,i, entonces φ(U1) 6∈

⋃n
i=0 FU,i ya

que n es par y por el Lema 2.5.7 tenemos que φ(U1) 6∈ V n
2

(di), lo cual es una
contradicción. Esto prueba que si n es par, Min(X(L)) ⊆

⋃n−1
i=0 FU,i.

Para probar la rećıproca, supongamos que Max(X(L)) ⊆
⋃n−1
i=0 FU,i si n es impar y

Min(X(L)) ⊆
⋃n−1
i=0 FU,i si n es par.

Sea V un subconjunto clopen creciente de X(L), V 6= ∅, y sea U un ultrafiltro
en V . Consideremos el subconjunto clopen creciente formado por U , es decir, sea
V1 = {U}.

Si n es impar, por el Lema 2.5.7, V
n−1
2

(di)

1 =
⋃n−1
i=1 FU,i, y por hipótesis,

Max(X(L)) ⊆ V
n−1
2

(di)

1 . Ya que V1 ⊆ V resulta V
n−1
2

(di)d = X(L). Por lo tanto

φ(V
n−1
2

(di)d) = φ(V
n−1
2

(di)di) = V
n+1
2

(di) = X(L) y en consecuencia, L ∈ SDHn.

Si n es par entonces V
n
2

(di)

1 =
⋃n
j=0 FU,j, y por hipótesis, Min(X(L)) ⊆

⋃n−1
i=0 FU,i.

Aśı, Max(X(L)) ∪ Min(X(L)) ⊆
⋃n
j=0 FU,j, es decir, V

n
2

(di) = X(L). Luego,

φ(V
n
2

(di)) = V
n
2

(di)d, lo que implica que L ∈ SDHn. �

Sea L una dh-álgebra en la cual el conjunto de maximales y minimales de su
espacio de filtro primos está dado por :

• • •

• • •
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.......

..

M1 M2 M3

U1 U2 U3

Aplicaremos el Teorema 2.5.8 para determinar cuáles son los n ∈ ω, tales que
L ∈ SDHn.

A continuación mostramos los fences de longitud n, para n = 0, 1, 2:

Fences de longitud 0

s s sU1 U2 U3
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Fence de longitud 1:

s s s s s s
s s s s s s
M1 M2 M3 M2 M3 M3

U1 U1 U1 U2 U2 U3

Fences de longitud 2:

s s
s

s s
s

s s
s

s s
s

s s
s

s s
s

s s
s

s s
sB

B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

B
B
B

�
�
�

U1 U2 U1 U2 U1 U3 U2 U1 U2 U1 U2 U3 U3 U2 U3 U1

M2 M3 M3 M2 M3 M3 M3 M3

Luego, tenemos que

FU1,0 = {U1} FU2,0 = {U2}
FU1,1 = {U1,M1,M2,M3} FU2,1 = {U2,M2,M3}
FU1,2 = {U1, U2, U3,M2,M3} FU2,2 = {U1, U2, U3,M2,M3}

FU3,0 = {U3}
FU3,1 = {U3,M3}
FU3,2 = {U1, U2, U3,M3}

Observemos que

(1)
⋃0
i=0 FU1,i = {U1}; (2)

⋃1
i=0 FU3,i = {U3,M3}; (3)

⋃2
i=0 FU1,i = X(L)

(4)
⋃2
i=0 FU2,i = {U1, U2, U3,M2,M3}; (5)

⋃2
i=0 FU3,i = {U1, U2, U3,M3}

Luego podemos asegurar, por el Teorema 2.5.8, que L 6∈ SDH1 (por (1)), L 6∈
SDH2 (por (2)), pero L ∈ SDH3 (por (3), (4) y (5)), y en consecuencia, L ∈ SDHn

para n ≥ 3.

De este mismo teorema se desprenden inmediatamente los siguientes resulta-
dos que nos dan una simple caracterización para que un álgebra subdirectamente
irreducible de De Morgan Heyting pertenezca a la variedad SDH2 ó SDH3.

Corolario 2.5.9. Sea L un álgebra finita en DH tal que X(L) es conexo. Entonces
L ∈ SDH2 si y sólo si Max(X(L))∪Min(X(L)), es un grafo bipartido completo, es
decir, φ(U1) ⊆ U2 para cualquier par de ultrafiltros U1, U2 de X(L).
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Demostración. Supongamos que L ∈ SDH2 y que U1, U2 son ultrafiltros de L. Por
Teorema 2.5.8 tenemos que Min(X(L)) ⊆ FU2,0 ∪FU2,1. Como φ(U1) es un elemento
minimal, necesariamente, φ(U1) ∈ FU2,1 y aśı φ(U1) ⊆ U2.

Para probar la rećıproca, consideremos un ultrafiltro U2 de L y un elemento
minimal M de X(L). Como M es minimal, es de la forma M = φ(U1) para algún
ultrafiltro U1. Por hipótesis, φ(U1) ⊆ U2, por lo que φ(U1) ∈ FU2,1 y aśı Min(X(L)) ⊆
FU2,0 ∪ FU2,1. �

Corolario 2.5.10. Sea L un álgebra finita en DH cuyo espacio dual es conexo.
L ∈ SDH3 si y sólo si para todo par de ultrafiltros U1, U2 existe un elemento minimal
de X(L) tal que M ⊆ U1 y M ⊆ U2.

Demostración. Supongamos que L ∈ SDH3 y sean U1, U2 dos ultrafiltros distintos de
L. Por Teorema 2.5.8 Max(X(L)) ⊆ FU2,0 ∪FU2,1 ∪FU2,2. Luego U1 ∈ FU2,0 ∪FU2,1 ∪
FU2,2. Ahora bien, puesto que U1 es un ultrafiltro distinto de U2, necesariamente
U1 ∈ FU2,2, es decir, existe un fence {U2,M, U1} donde M es un elemento minimal
tal que M ⊆ U1 y M ⊆ U2.

Para probar la rećıproca, sea U un ultrafiltro de L. Si Max(X(L)) = {U},
entonces L ∈ SDH1 y por lo tanto a SDH3. Supongamos que existe otro ultrafiltro
U1 distinto de U , por hipótesis, existe un elemento minimal M tal que M ⊆ U y
M ⊆ U1. Luego, U1 ∈ FU,2 y de esta manera Max(X(L)) ⊆ FU,0 ∪FU,1 ∪FU,2, lo que
demuestra el resultado. �

55
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Caṕıtulo 3

Subálgebras de Heyting y de De
Morgan Heyting

El cálculo de subálgebras es una herramienta básica para la descripción y estudio
de cualquier variedad. En [9], Cignoli, Lafalce y Petrovich establecen una dualidad
entre los subreticulados de un retiulado distributivo acotado y ciertas relaciones de
preorden sobre su espacio de Priestley asociado. M. Adams prueba en [2] que toda
subálgebra de Heyting está a asociada a un conjunto separador definido sobre su
espacio dual. El objetivo de este caṕıtulo es poder establecer un resultado similar
para las álgebras de De Morgan Heyting. Para esto, en primer lugar, en la Sección
1, probamos que cada subálgebra de Heyting tiene asociada, no sólo una relación de
preorden, sino una relación de equivalencia sobre su espacio dual y establecemos las
condiciones que tiene que tener ésta para que determine una subálgebra de Heyting.
Esto nos permitirá, en la Sección 4, obtener una correspondencia biuńıvoca entre
ciertas relaciones de equivalencia sobre un álgebra en la variedad DH y sus subálge-
bras. Esta correspondencia posibilitará recuperar y calcular de manera rápida a los
elementos primos de una subálgebra finita utililando una única clase de equivalencia
de su relación asociada, lo cual en general no es posible realizar para el caso de las
álgebras de Heyting. Estos resultados fueron publicados en [8].

3.1. Caracterización de las subálgebras de Hey-

ting

La clase de álgebras de Boole es un ejemplo familiar de álgebras de Heyting y es
bien conocido que existe una correspondencia entre las subálgebras de un álgebra de
Boole y ciertas relaciones de equivalencia definidas sobre su espacio de Stone (ver,
por ejemplo, [13]). En esta sección extenderemos esta correspondencia a la clase de
álgebras de Heyting y más adelante a la clase de álgebras de De Morgan Heyting.
Para esto utilizaremos la dualidad descripta en la Sección 2.1.

Dada un álgebra de Heyting L siempre es posible definir una relación de equiva-
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lencia sobre su espacio dual asociado de la siguiente manera.

Definición 3.1.1. Sea L un álgebra de Heyting, para cada L1 ⊆ L, definimos el
conjunto

E(L1) = {(P,Q) ∈ X(L)× X(L) : P ∩ L1 = Q ∩ L1}

Claramente, E(L1) es una relación de equivalencia sobre X(L) en donde la clase
determinada por un elemento P ∈ X(L) será denotada por P y el conjunto cocien-
te asociado a la relación por X(L)/E(L1). Cignoli y Adams en [9] definieron esta
relación en reticulados distributivos acotados y la asociaron con los subreticulados
distributivos acotados, pero considerando la inclusión en lugar de la igualdad, lo que
la convierte en un pre-orden, pero no necesariamente en una relación de equivalencia.

Las siguientes son algunas propiedades importantes que se desprenden de esta
relación de equivalencia cuando es definida sobre álgebras de Heyting. La primera
nos ayudará a determinar un orden sobre el conjunto cociente X(L)/E(L1) como
veremos más adelante.

Proposición 3.1.2. Sea L un álgebra de Heyting. Si consideramos la relación de
equivalencia E(L1) asociada con la subálgebra L1, entonces se verifica la condición

(H) si P ⊆ Q entonces P ⊆ Q
d
,

para todo P,Q ∈ X(L).

Demostración. Consideremos el homomorfismo de Heyting (inmersión) i : L1 → L
tal que i(x) = x. Entonces, por la dualidad de Priestley sabemos que X(i) : X(L)→
X(L1) definido por

X(i)(P ) = i−1(P ) = P ∩ L1

es un h-morfismo (para la definición de h-morfirmo ver Sección 1.2.)
Ahora, supongamos P ⊆ Q, entonces P ∩L1 ⊆ Q∩L1, es decir, i−1(P ) ⊆ i−1(Q).

Consideremos P1 ∈ P , por la definición de i tenemos que i−1(P1) ⊆ i−1(Q). Ya que
X(i) es un h-morfismo, existe P ′ ∈ X(L) tal que P1 ⊆ P ′ y X(i)(P ′) = i−1(Q), lo que
implica i−1(P ′) = i−1(Q), y entonces P ′ ∩ L1 = Q ∩ L1. Aśı, P1 ⊆ P ′ con P ′ = Q.

Esto muestra que P ⊆ Q
d
. �

Lema 3.1.3. Las clases de equivalencia determinadas por la relación E(L1) son
conjuntos cerrados y convexos.

Demostración. Sea P ∈ X(L) y P ∩L1 = Q ∈ X(L1). Si consideramos el h-morfismo
X(i) de la demostración de la Proposición 3.1.2, como el conjunto {Q} ⊆ X(L1) es
cerrado y X(i) es una aplicación continua, resulta que X(i)−1({Q}) = {R ∈ X(L) :
R ∩ L1 = Q} = P es cerrado. Por otra parte, supongamos que P1, P2 ∈ P y
P1 ⊆ R ⊆ P2, entonces P1 ∩ L1 ⊆ R ∩ L1 ⊆ P2 ∩ L1 = P1 ∩ L1 y, en consecuencia,
P1 ∩ L1 = R ∩ L1, lo que muestra que R ∈ P . �
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Claramente es posible definir una relación de orden parcial sobre X(L)/E(L1)
dada por

P ≤ Q si y sólo si P ∩ L1 ⊆ Q ∩ L1.

Lo que mostramos a continuación es que, en el caso de álgebras de Heyting, este
orden se puede caracterizar en función de ciertas condiciones que deben cumplir los
elementos del conjunto cociente.

Proposición 3.1.4. El orden ≤ definido anteriormente es equivalente a

P ≤ Q si y sólo si P ⊆ Q
d
. (3.1)

Demostración. Supongamos que P ⊆ Q
d
, entonces existe Q′ ∈ Q tal que P ⊆ Q′.

Luego, P ∩ L1 ⊆ Q′ ∩ L1 = Q ∩ L1, por lo que P ≤ Q.
Rećıprocamente, supongamos que P ≤ Q, es decir, P ∩ L1 ⊆ Q ∩ L1. En la

demostración de la Proposición 3.1.2 mostramos que esto implica P ⊆ Q
d
, lo que

finaliza la demostración. �

Luego, si L es un álgebra de Heyting y E(L1) es la relación de equivalencia
asociada a la subálgebra L1, es posible definir un orden sobre X(L)/E(L1) dado por

P ≤ Q ⇐⇒ P ∩ L1 = Q ∩ L1 ⇐⇒ P ⊆ Q
d
. (3.2)

Proposición 3.1.5. Dada un álgebra de Heyting L y una subálgebra L1 de L, el
conjunto cociente X(L)/E(L1) con la topoloǵıa cociente y el orden definido en (3.1)
es homoeomorfo e isomorfo en el orden al espacio X(L1). En particular, X(L)/E(L1)
es un espacio de Heyting.

Demostración. En primer lugar, probaremos que X(L)/E(L1) y X(L1) son homeo-
morfos como espacios topológicos. Sabemos que i : L1 → L es un homomorfis-
mo inyectivo de álgebras de Heyting. Ya que i es 1-1, es fácil ver que X(i) es
una aplicación sobreyectiva. Aśı, la aplicación X(i) : X(L) → X(L) definida por
X(i)(P ) = i−1(P ) = P ∩ L1 es un h-morfismo sobreyectivo.

Como X(i) : X(L) → X(L1) es una función continua y E(L1) es una relación
de equivalencia sobre X(L) entonces existe una función continua h : X(L)/E(L1)→
X(L1) tal que X(i) = h ◦ π, donde π es la aplicación canónica.

X(L) X(L1)

X(L)/E(L1)

X(i)

hπ

......................................................................................................................................... ................

..................................................................................................................................................................................
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Además, como X(L) y X(L1) son espacios compactos de Hausdorff y X(i) una
función continua sobreyectiva, entonces X(L)/E(L1) y X(L1) son homeomorfos como
espacios topológicos.

Para probar que h es un isomorfismo de orden. Supongamos P ≤ Q, por (3.2),
P ∩ L1 ⊆ Q ∩ L1, es decir, h(P ) ⊆ h(Q).

Rećıprocamente, supongamos h(P ) ⊆ h(Q), entonces P ∩ L1 ⊆ Q ∩ L1. Como
X(i) es un h-morfismo, existe P ′ ∈ X(L) tal que P ⊆ P ′ y X(i)(P ′) = Q∩L1. Luego,
P ≤ P ′ = Q

Como h y h−1 son isomorfismos de orden entonces ambas son h-morfismos. Luego,
h es un isomorfismo entre espacios de Heyting. �

La condición (H) dada en la Proposición 3.1.2 nos lleva a considerar la siguiente
notación y definición.

Dado un espacio de Heyting H y E una relación de equivalencia sobre H, nota-
remos por S(E) a la familia de subconjuntos V ∈ D(H) que satisfacen la siguiente
condición:

(S) si a ∈ V entonces a ⊆ V,

donde a es la clase de equivalencia del elemento a. Es decir, V es unión de ciertas
clases de equivalencia.

Definición 3.1.6. Dado un espacio de Heyting 〈H,≤, τ〉, una relación de equiva-
lencia E sobre H es llamada relación de Heyting si las siguientes condiciones se
satisfacen:

(1) a es cerrado y convexo para cada a ∈ H.

(2) Para cada a, b ∈ H tales que a ≤ b se tiene que a ⊆ b
d
.

(3) Si a 6= b entonces existe V ∈ S(E) que separa a a y a b, es decir, existe
V ∈ S(E) tal que a ∈ V y b 6∈ V ó b ∈ V y a 6∈ V .

La siguiente proposición muestra que para cada subálgebra de Heyting existe una
relación de Heyting sobre su espacio de filtros primos asociada a ella. Recordemos
que σ(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P} es el subconjunto abierto, cerrado y creciente de
X(L) asociado al elemento a ∈ L.

Proposición 3.1.7. Si L1 es una subálgebra de un álgebra de Heyting L, entonces
E(L1) es una relación de Heyting sobre el h-espacio X(L).

Demostración. Ya vimos que E(L1) es una relación de equivalencia sobre X(L). Por
el Lema 3.1.3, los elementos de X(L)/E(L1) son cerrados y convexos, es decir, se
verifica la condición (1) de la Definición 3.1.6. Además, por la Proposición 3.1.2, la
condición (2) también se sigue. Resta ver que se satisface la condición (3).
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Para esto, supongamos que P ,Q ∈ X(L)/E(L1) y P 6= Q. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que P 6≤ Q, es decir, por (3.2), P ∩ L1 6⊆ Q ∩ L1. Entonces,
existe a ∈ P ∩ L1 tal que a 6∈ Q ∩ L1. Luego, P ∈ σ(a) pero Q 6∈ σ(a). Probemos
que σ(a) ∈ S(E(L1)).

Sea R ∈ σ(a) y S ∈ R, entonces R ∩ L1 = S ∩ L1. Ya que a ∈ L1, se sigue que
a ∈ R ∩ L1, por lo que a ∈ S y aśı S ∈ σ(a). Esto muestra que R ⊆ σ(a), lo que
completa la demostración. �

Proposición 3.1.8. Dado un espacio de Heyting H y una relación de Heyting E
sobre H, la relación binaria � definida por:

a � b⇐⇒ a ⊆ b
d

es una relación de orden sobre H/E.

Demostración. Se verifica inmediatamente que � está bien definida, es reflexiva
y transitiva. Para ver que cumple con la propiedad antisimétrica, supongamos que
a � b y b � a, entonces a ≤ b′ y b′ ≤ a′, donde b′ ∈ b y a′ ∈ a. Como a es convexa,
resulta b′ ∈ a, es decir, a = b. �

Observemos que para que � sea un orden no es necesaria la condición (3) de la
Definición 3.1.6.

El siguiente resultado muestra que cada relación de Heyting definida sobre un
h-espacio tiene asociada una subálgebra de Heyting.

Proposición 3.1.9. Dado un espacio de Heyting H, si E es una relación de Heyting
sobre H entonces S(E) es una subálgebra de Heyting de D(H).

Demostración. Claramente, S(E) es subreticulado de D(H) y ∅, H ∈ S(E). Falta
ver, que es cerrado por →, es decir, dados V1, V2 ∈ S(E), (V1 ∩ V c

2 )dc ∈ S(E).
Como V1, V2 ∈ D(H) entonces (V1 ∩ V c

2 )dc ∈ D(H) pues D(H) es álgebra de
Heyting.

Veamos que (V1 ∩ V c
2 )dc verifica la condición (S). Sea a una clase asociada a E y

a′ ∈ a. Si suponemos que a′ ∈ (V1 ∩ V c
2 )d, entonces a′ ≤ b con b ∈ V1 ∩ V c

2 . Luego,

por la condición (2) de la Definición 3.1.6, resulta que a′ ⊆ b
d
. Pero b ⊆ V1 ∩ V c

2

pues V1 y V2 ∈ S(E), lo que prueba que a = a′ ⊆ b
d ⊆ (V1 ∩ V c

2 )d.

Esto prueba que (V1∩V c
2 )d es unión de clases de equivalencia, y, en consecuencia,

(V1 ∩ V c
2 )dc también.

Luego, (V1 ∩ V c
2 )dc ∈ S(E) y, 〈S(E),∩,∪,→, ∅, H〉 es una subálgebra de Heyting

de D(H). �

Hemos probado que existe una correspondencia entre subálgebras de Heyting
y relaciones de Heyting dada por los operadores E y S. Tenemos las siguientes
situaciones:
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L1  E(L1)  S(E(L1))

↓ ↓ ↓

Subálg. de L1 Rel. de Heyting sobre X(L) Subálg. sobre D(X(L))

E  S(E)  E(S(E))

↓ ↓ ↓

Rel. de Heyting sobre H Subálg. de D(H) Rel. de Heyting sobre X(D(H))

A continuación mostramos que esta correspondencia es biuńıvoca. Para esto,
recordemos que dada un álgebra de Heyting L, la aplicación σ : L → D(X(L))
definida por σ(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P} es un isomorfismo entre álgebras de
Heyting. Además, dado un espacio de Heyting H, la aplicación εH(x) = {V ∈
D(H) : x ∈ V } es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden entre los espacios
H y X(D(H)).

Proposición 3.1.10. Para cada subálgebra de Heyting L1 de un álgebra de Heyting
L, S(E(L1)) = σL(L1).

Demostración. Supongamos σ(a) ∈ σ(L1) y probemos que σ(a) ∈ S(E(L1)). Consi-
deremos P ∈ σ(a) y Q ∈ P , entonces Q ∩ L1 = P ∩ L1. Como a ∈ L1 ∩ P , resulta
a ∈ Q, es decir, Q ∈ σ(a).

Esto muestra que σ(L1) ⊆ S(E(L1)).

Para probar la otra inclusión, supongamos V ∈ S(E(L1)), como V es abierto,
cerrado y creciente, V = σ(a) para algún a ∈ L.

Supongamos que a 6∈ L1. Sea F el filtro de L generado por ai ∩ L1. Ya que
ad∩F = ∅, por el teorema de Birkhoff-Stone, existe P ∈ X(L) tal que ai∩L1 ⊆ P y
a 6∈ P . Sea I el ideal de L generado por (L\P )∩L1. Ya que I ∩ai = ∅, otra vez por
el teorema de Birkhoff-Stone, existe Q ∈ X(L) tal que a ∈ Q y Q∩L1∩ (L\P ) = ∅,
es decir, Q ∩ L1 ⊆ P ∩ L1 y por lo tanto, Q ≤ P . Ya que E(L1) es una relación de
Heyting, resulta, por (3.2), que existe P ′ ∈ P tal que Q ⊆ P ′. Luego, como σ(a) es
creciente, tenemos que P ′ ∈ σ(a) y ya que σ(a) ∈ S(E(L1)) resulta P ⊆ σ(a) y, en
consecuencia a ∈ P , lo cual es una contradicción.

Luego, a ∈ L1 y S(E(L1)) ⊆ σ(L1). �

Proposición 3.1.11. Sea H un espacio de Heyting y E una relación de Heyting
sobre H entonces (ε(x), ε(y)) ∈ E(S(E)) si y sólo si (x, y) ∈ E.
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Demostración. Supongamos que (ε(x), ε(y)) 6∈ E(S(E)) entonces, ε(x) ∩ S(E) 6=
ε(y) ∩ S(E). Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe V ∈ S(E), tal que
x ∈ V e y 6∈ V . Luego, como V ∈ S(E), V es unión de clases, por lo que x 6= y y
entonces (x, y) 6∈ E .

Para demostrar la otra implicación, supongamos que (x, y) 6∈ E . Entonces x 6= y.
Por la condición (3) de la Definición 3.1.6, podemos suponer que existe V ∈ S(E) tal
que x ∈ V e y 6∈ V . Luego, ε(x) ∩ S(E) 6= ε(y) ∩ S(E), y, por lo tanto, (ε(x), ε(y)) 6∈
E(S(E)). �

A partir de estos resultados mostramos que hay una correspondencia biuńıvoca
entre las subálgebras de Heyting de un álgebra de Heyting dada y las relaciones de
Heyting de su espacio dual.

3.2. Subálgebras de Heyting finitas

Si consideramos álgebras de Heyting finitas, es posible demostrar que no es nece-
sario pedir las tres condiciones dadas en la Definición 3.1.6 para que una relación de
equivalencia sea de Heyting. Este hecho simplifica los cálculos a la hora de encontrar
todas las subálgebras de un álgebra de Heyting dada.

A continuación probaremos que si H es un espacio de Heyting finito y E es una
relación de equivalencia sobre H, sólo es suficiente que E cumpla la condición (2) de
la Definición 3.1.6 para que sea una relación de Heyting. Para esto nos valdremos,
en primer lugar, del siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Si H es un espacio de Heyting finito y E una relación de equivalencia
sobre H que satisface la condición (2) de la Definición 3.1.6 entonces adc es un
conjunto abierto, cerrado y creciente que verifica la condición (S), es decir, adc ∈
S(E).

Demostración. Sea a ∈ H/E , ad es abierto y cerrado pues la topoloǵıa en H es la
discreta, por lo que adc es un conjunto abierto, cerrado y creciente.

Veamos que verifica la condición (S). Supongamos que b ∈ ad y b1 ∈ b, entonces
b ≤ a1, con a1 ∈ a. Luego, por la condición (2) resulta b1 = b ⊆ a1

d = ad y, por lo
tanto b1 ∈ ad.

Esto muestra que ad cumple la condición (S), y por consiguiente, (a)dc también.
�

Proposición 3.2.2. Si H es un espacio de Heyting finito entonces, para cada re-
lación de equivalencia E definida sobre H se tiene que la condición (2) implica las
condiciones (1) y (3) de la Definición 3.1.6.
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Demostración. Veamos primero que (2) implica (1). Sea a una clase de equivalencia
asociada a E y supongamos a ≤ b ≤ a1, con a, a1 ∈ a. Luego, por la condición (2)

tenemos que a ⊆ b
d

y b ⊆ ad, es decir, existe b1 ∈ b tal que a1 ≤ b1 y existe a2 ∈ a
tal que b1 ≤ a2. Reiterando este procedimiento, tenemos una sucesión del tipo

a ≤ b ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 . . .

y como H es finito en algún momento obtenemos an = bn para algún n ∈ N, es
decir, a = b. Esto indica que a es convexa. Además, ya que la topoloǵıa en H es la
discreta, a es un conjunto cerrado.

Para deducir la condición (3) de la (2), supongamos que x 6= y. Primero ob-
servemos que de (1) y (2) se tiene que � (definida en la Proposición 3.1.8) es un
orden. Luego, y 6� x ó x 6� y. En el primero de los casos, si consideramos el conjunto
V = xdc, tenemos que x 6∈ V , pero y ∈ V . En efecto, si suponemos que y 6∈ (x)dc,
entonces y ∈ xd, es decir, existe x1 ∈ x tal que y ≤ x1, pero entonces y � x, absurdo.
Además, por el Lema 3.2.1, xdc ∈ S(E). Luego, existe V ∈ S(E) tal que separa a
y y a x. Para el segundo caso, basta considerar al conjunto V = yd y realizar un
razonamiento análogo al anterior para mostrar que x ∈ V pero y 6∈ V . Esto muestra
que se verifica la condición (3). �

Recordemos que si L es un álgebra de Heyting finita, los filtros primos de L están
generados por sus elementos primos. Esto permite establecer la siguiente relación
entre los elementos de S(E(L1)) y L1.

Proposición 3.2.3. Sea L un álgebra de Heyting finita y L1 una subálgebra de L. Si
V = {P1, P2, . . . , Pn} ∈ S(E(L1)), entonces V =

⋃n
i=1 σ(pi), donde pi es el elemento

primo que genera a Pi para cada i = 1, 2, . . . n. Además,
n∨
i=1

pi ∈ L1.

Demostración. Supongamos V = {P1, P2, . . . , Pn} ∈ S(E(L1)). Sea pi el elemento
primo que genera a Pi, para cada i. Claramente, V ⊆

⋃n
i=1 σ(pi).

Para probar la otra inclusión, supongamos Q ∈
⋃n
i=1 σ(pi), entonces pi ∈ Q para

algún i, por lo que Pi ⊆ Q y como V es creciente Q ∈ V .

Luego, V =
⋃n
i=1 σ(pi) = σ(

∨n
i=1 pi) y por la demostración de la Proposición

3.1.10,
∨n
i=1 pi ∈ L1. �

El siguiente ejemplo muestra cómo encontrar todas las subálgebras de Heyting de
un álgebra de Heyting finita L. Para esto debemos determinar todas las relaciones
de Heyting posibles sobre su espacio dual, es decir, todas las particiones posibles
sobre X(L) que satisfacen la condición (2). Y finalmente, utilizando la Proposición
3.2.3 encontrar la subálgebra asociada a dicha partición.

Consideremos el álgebra de Heyting L cuyo espacio dual se muestra también en
la figura:
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En lo que sigue, mostramos las particiones asociadas a las distintas relaciones de
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Observemos que la condición (2) es necesaria para que S(E) sea una subálgebra
de Heyting. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo. Si consideramos la relación
de equivalencia E sobre el álgebra L del ejemplo anterior cuya partición asociada
en X(L) es X(L)/E = {Pc, Pb, Pe}, {Pa}}, claramente E no satisface la condición (2)
por lo que S(E) = {σ(0), σ(a), σ(1)}

•

•

•

0

a

1

no es subálgebra de Heyting.

Consideremos ahora a L como reticulado distributivo junto con la subágebra
señalada en la figura. La relación de equivalencia asociada a la subálgebra se muestra
en el siguiente gráfico.
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En el ejemplo anterior vimos que esta relación, también determinaba la subálge-
bra de Heyting {0, d, f, g, 1}. Esto muestra que en reticulados distributivos a dis-
tintas subálgebras pueden corresponderles las mismas relaciones de equivalencia,
hecho que no puede suceder si consideramos subálgebras de Heyting. Por otra parte,
en reticulados distributivos puede resultar que clases que estén determinadas por
elementos incomparables del álgebra, resulten comparables en el espacio dual de
la subálgebra, situación que tampoco puede pasar si consideramos subálgebras de
Heyting. Esto se deduce de manera rápida de la caracterización del orden definido
entra las clases de equivalencia dada en la Proposición 3.1.8.

3.3. Aplicación: subálgebras de Heyting maxima-

les

M. Adams definió en [2] el conjunto SP,Q = {(T, P ) ∈ X(L) × {P} : T 6⊆
P y T ⊆ Q} ∪ {(T,Q) ∈ X(L)× {Q} : T 6⊆ Q y T ⊆ P} con P 6= Q de un álgebra
de Heyting L y mostró que las subálgebras maximales de L están caracterizadas por
un par de filtros primos distintos P y Q que verifican S = P d ∪ {Q} = Qd ∪ {P},
siendo su conjunto separador asociado (conjunto que caracteriza a cada subálgebra)
el conjunto SP,Q. A continuación mostraremos este resultado para el caso finito
utilizando la caracterización para subálgebras de Heyting encontrada en la sección
anterior.

Para esto, observemos que si H es un espacio de Heyting, y E , E ′ son relaciones
de Heyting tales que E ′ ⊆ E es fácil ver que S(E) ⊆ S(E ′). De hecho, existe un
anti-isomorfismo entre el reticulado de subálgebras de un álgebra de Heyting y las
relaciones de Heyting sobre su espacio dual.

Proposición 3.3.1. Sea H un espacio de Heyting finito y E una relación de Heyting
definida sobre H. Si S(E) es una subálgebra maximal entonces para todo x ∈ X(L)/E,
x tiene a lo sumo 2 elementos.

Demostración. Sea E una relación de Heyting sobre H y P = {xi}i∈I la partición
asociada a E . Supongamos que xm tiene al menos 3 elementos para algún m ∈ I y
sea y un elemento minimal de xm. Consideremos la siguiente partición P1 que es un
refinamiento de P .

(i) Si xi ≺ xm, consideramos cada elemento de xi como un elemento unitario de
la partición P1, es decir, para cada z ∈ xi consideramos el elemento Pz = {z}.

(ii) Pm1 = {y}; Pm2 = xm \ {y}.

(iii) Si xi 6� xm, hacemos Pxi = xi.

Claramente, P1 es una partición de H. Probemos que su relación de equivalencia
asociada E1 es una relación de Heyting.
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Observemos primero que E1 cumple la condición (2) de la Definición 3.1.6, es
decir, si z ≤ w, Pz ⊆ P d

w. En efecto, supongamos z ≤ w y consideremos los siguientes
casos:

Si z 6� xm entonces w 6� xm. En efecto, si w � xm, por la definición de � dada
en la Proposición 3.1.8, existe t ∈ xm tal que w ≤ t, pero entonces z ≤ w ≤ t
lo que implicaŕıa que z � xm, contrario a nuestra suposición. Luego, Pz = z y
Pw = w y como E es una relación de Heyting, tenemos que Pz ⊆ P d

w.

Si z ≺ xm entonces Pz = {z} y como z ≤ w, resulta Pz ⊆ P d
w.

Si z = xm puede pasar que Pz = xm1 = {y} en cuyo caso Pz ⊆ P d
w ó que

Pz = xm2 = xm \ {y} en cuyo caso w 6� xm ó w = xm. En el primero de los
casos Pw = w y aśı Pz = xm2 ⊆ P d

w (pues z ⊆ wd). Y en el segundo, Pw = xm2

por lo que Pz = xm2 ⊆ P d
w.

Esto prueba que E1 satisface la condición (2) de la Definición de relación de
Heyting. Luego, como H es un espacio de Heyting finito, por la Proposición 3.2.2,
E1 satisface las condiciones (1) y (3), lo que demuestra que es una relación de Heyting.

Finalmente, teniendo en cuenta que P1 es un refinamiento de P y E1 no es trivial,
E1  E y aśı S(E)  S(E ′), por lo que S(E) no seŕıa una subálgebra maximal. �

La siguiente proposición establece una caracterización de las subálgebras de Hey-
ting maximales que coincide con el resultado dado por M. Adams en [2].

Proposición 3.3.2. Sea H un espacio de Heyting finito y E una relación de Heyting.
Entonces S(E) es maximal si y sólo si cada clase de equivalencia asociada a E es
unitaria, excepto una que es de la forma x = {x1, x2} donde {x1}i ∪ {x2} = {x2}i ∪
{x1}.

Demostración. Supongamos que S(E) es una subálgebra maximal de D(H). Por la
Proposición 3.3.1 sabemos que si x ∈ E entonces x tiene a lo sumo dos elementos.
Consideremos el siguiente conjunto

R = {x ∈ E : x tiene exactamente dos elementos }

y sea xm un elemento maximal de R respecto del orden �.
Sea P1 el refinamiento de H/E dado por: Pm = xm y Px = {x} para todo

x ∈ H \ x. Realizando el mismo procedimiento utilizado en la demostración de
la Proposición 3.3.1 se puede probar que la relación de equivalencia E1 asociada a
la partición P1 es una relación de Heyting. Esto prueba que H/E tiene una única
clase de equivalencia x = {x1, x2} de dos elementos y que el resto de las clases son
unitarias. Resta probar que {x1}i ∪ {x2} = {x2}i ∪ {x1}.

Sea y ∈ {x1}i ∪ {x2}, y 6= x1, x2, entonces x1 ≤ y y por lo tanto x � y = {y}.
Por la condición (2) de la definición de relación de Heyting se deduce que x2 ≤ y y
entonces y ∈ {x2}i ∪ {x1}.
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De manera similar se puede demostrar la otra inclusión. Luego, {x1}i ∪ {x2} =
{x2}i ∪ {x1}.

Claramente, si E es una relación de equivalencia sobre H que satisface que cada
clase de equivalencia es unitaria, excepto una que satisface {x1}i ∪ {x2} = {x2}i ∪
{x1}, entonces E es una relación de Heyting tal que su subálgebra S(E) asociada es
maximal. �

En el siguiente ejemplo mostramos cómo encontrar todas las subálgebras maxi-
males de un álgebra de Heyting L utilizando la caracterización dada en la proposición
anterior.

Consideremos el álgebra de Heyting L con su espacio de Heyting asociado:
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Las siguientes figuras muestran las relaciones de Heyting asociadas a subálgebras
maximales no isomorfas seguida de su correspondiente subálgebra maximal asociada.
Para recuperar estas últimas utilizamos la Proposición 3.2.3.

•

•

•

•

•

•

 

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

..........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
..........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........

.................................................................................

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

 
.................................................................................................................................................................

.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
........

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

70
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3.4. Caracterización de subálgebras de De Mor-

gan Heyting

En esta sección daremos condiciones necesarias y suficientes para que la subálge-
bra asociada a una relación de Heyting sobre un dh-espacio sea una subálgebra de
De Morgan Heyting. De esta manera, podremos determinar todas las subálgebras
de una dh-álgebra a través de ciertas relaciones de Heyting sobre su espacio dual
asociado. Más aún, si el álgebra de De Morgan Heyting es finita, lograremos cal-
cular los elementos primos de la subálgebra utilizando sólo la clase de equivalencia
asociada a él.

Proposición 3.4.1. Sea L un álgebra de De Morgan Heyting. Si L1 es subálgebra
de L y ≤ es el orden definido sobre X(L)/E(L1) en (3.2) entonces se verifica:

(1) P es cerrado y convexo para todo P ∈ X(L).

(2) Si P ≤ Q entonces P ⊆ Q
d

(3) Si P 6= Q entonces existe un V ∈ S(E(L1)) que separa a P y Q.

(4) Para cada P ∈ X(L)/E(L1), φ(P ) ∈ X(L)/(E(L1), donde φ(P ) = {φ(Q) : Q ∈
P}.

Demostración. Como L1 es una subálgebra de Heyting entonces por la Proposi-
ción 3.1.7, E(L1) satisface las condiciones (1), (2) y (3). Resta ver que satisface la
condición (4).

Consideremos el homomorfismo entre álgebras de De Morgan Heyting i : L1 → L
tal que i(x) = x, entonces X(i) : X(L) → X(L1) dado por X(i) = i−1(P ) = P ∩ L1

es un morfismo entre dh-espacios por lo que cumple

(φL1 ◦ X(i))(P ) = (X(i) ◦ φ)(P ), (3.3)

es decir,

φL1(P ∩ L1) = φ(P ) ∩ L1, (3.4)

para todo P ∈ X(L).

Teniendo en cuenta este resultado probaremos que φ(P ) = φ(P ).

Sea φ(R) ∈ φ(P ) con R ∈ P , aśı R ∩ L1 = P ∩ L1. Luego,

φL1(R ∩ L1) = φL1(P ∩ L1).

De (3.4), resulta φ(R) ∩ L1 = φ(P ) ∩ L1 y entonces φ(R) ∈ φ(P ). Esto muestra
que φ(P ) ⊆ φ(P ).
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Supongamos ahora que R ∈ φ(P ) entonces R ∩ L1 = φ(P ) ∩ L1. Luego,

φL1(R ∩ L1) = φL1(φ(P ) ∩ L1)),

por lo que φ(R) ∩ L1 = φ(φ(P )) ∩ L1 = P ∩ L1. Tenemos entonces que φ(R) ∈ P , y
en consecuencia, R ∈ φ(P ).

Esto muestra que la imagen por φ de una clase de equivalencia es una cla-
se de equivalencia también, es decir, todo P ∈ X(L)/E(L1) cumple que φ(P ) ∈
X(L)/E(L1). �

Observación 3.4.2. El orden ≤ definido sobre X(L)/E(L1) en (3.2) fue definido a
través de la condición (H). Si L es un álgebra de De Morgan Heyting, ≤ también
satisface:

(DH) si P ≤ Q entonces Q ⊆ P
i

En efecto, supongamos P ≤ Q entonces, por (3.2), P ∩ L1 ⊆ Q ∩ L1. De esto,
φL1(Q ∩ L1) ⊆ φL1(P ∩ L1), es decir, φ(Q) ∩ L1 ⊆ φ(P ) ∩ L1 y aśı, φ(Q) ≤ φ(P ).
Como se verifica la condición (H),

φ(Q) ⊆ (φ(P ))d.

Luego, φ
(
φ(Q)

)
⊆ φ

(
(φ(P ))d

)
, y por el Lema 2.2.1, φ

(
φ(Q)

)
⊆
(
φ(φ(P ))

)i
.

En la demostración de la Proposición 3.4.1 vimos que φ(P ) = φ(P ), por lo que

φ
(
φ(Q)

)
⊆
(
φ(φ(P ))

)i
, y, finalmente Q ⊆ P

i
.

La condición (4) en la Proposición 3.4.1 nos permite definir una aplicación Φ de
X(L)/E(L1) en X(L)/E(L1) de la siguiente manera: Φ(P ) = {φ(Q) : Q ∈ P}.

Proposición 3.4.3. Sea L un álgebra de De Morgan Heyting y L1 una subálgebra
de L. El par 〈X(L)/E(L1),Φ〉 con la topoloǵıa cociente y el orden ≤ definido en (3.2)
es isomorfo al espacio de De Morgan Heyting 〈X(L1), φL1〉.

Demostración. Para probar que 〈X(L)/E(L1),Φ〉 es un pm-espacio, mostraremos
que Φ es un homeomorfismo involutivo que invierte el orden.

Veamos que Φ es un anti-isomorfismo de peŕıodo dos, es decir, Φ(Φ(P )) = P y
P ≤ Q si y sólo si Φ(Q) ≤ Φ(P ).

En la demostración de la Proposición 3.4.1 vimos que Φ(P ) = φ(P ). Luego,
tenemos

Φ(Φ(P )) = Φ(φ(P )) = φ(φ(P )) = P .

Veamos ahora que si P ≤ Q entonces Φ(Q) ≤ Φ(P ).
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Ya que P ≤ Q, por (3.2), P ∩L1 ⊆ Q∩L1 y entonces φL1(Q∩L1) ⊆ φL1(P ∩L1).
De (3.4) resulta φ(Q) ∩ L1 ⊆ φ(P ) ∩ L1, es decir, φ(Q) ≤ φ(P ) y en consecuencia
Φ(Q) ≤ Φ(P ).

Ya que Φ = Φ−1, se sigue que si Φ(P ) ≤ Φ(Q) entonces Q ≤ P .
Para probar que Φ es una aplicación continua, consideremos un abierto U =

{P i, i ∈ I} ⊆ X(L)/E(L1) entonces,
⋃
i∈I P i es un conjunto abierto de X(L).

Como φ(
⋃
i∈I P i) es abierto pues φ es homeomorfismo, entonces Φ(U) =

{Φ(P i), i ∈ I} también lo es. Por otra parte, Φ−1(U) = Φ(U) por lo que concluimos
que Φ−1(U) es un conjunto abierto.

Esto muestra que Φ es un homeomorfismo involutivo que revierte el orden.

En la Proposición 3.1.5 vimos que h : X(L)/E(L1)→ X(L1) dado por X(i) = h◦π
es un morfismo entre espacios de Heyting. Ahora probaremos que h es un morfismo
en la categoŕıa de espacios de De Morgan Heyting, es decir, sólo resta probar que
h ◦ Φ = φL1 ◦ h.

Para esto, observemos que X(i) es un morfismo en la categoŕıa de espacios de De
Morgan y que la aplicación canónica π verifica, Φ ◦ π = π ◦ φ. En efecto,

(Φ ◦ π)(P ) = Φ(P ) = φ(P ) = (π ◦ φ)(P ).

Luego tenemos,
(h ◦ Φ)(P ) = (h ◦ Φ ◦ π)(P )

= (h ◦ π ◦ φ)(P )
= (X(i) ◦ φ)(P )
= (φL1 ◦ X(i))(P )
= (φL1 ◦ h ◦ π)(P ))
= (φL1 ◦ h)(P ).

Esto muestra que h es un isomorfismo entre los espacios de De Morgan Heyting
X(L)/E(L1) y X(L1). �

En la Proposición 3.4.1 enumeramos las propiedades que cumplen las clases de
equivalencia de la relación asociada a una subálgebra de De Morgan Heyting. Las
propiedades (1)-(3) vienen dadas porque el álgebra considerada es de Heyting. A
éstas se le adiciona la condición (4) pues estamos considerando álgebras de De Mor-
gan también. Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.4.4. Sea 〈X,≤, τ, φ〉 un espacio de De Morgan Heyting y E una rela-
ción de equivalencia sobre X. E es llamada una relación de De Morgan Heyting
si cumple con las siguientes condiciones:

(1) a es cerrado y convexo para cada a ∈ X.

(2) Para cada a, b ∈ X tales que a ≤ b se tiene que a ⊆ b
d
.

(3) Si a 6= b entonces existe V ∈ S(E) que separa a y b.
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(4) Para cada a ∈ X/E , φ(a) ∈ X/E .

Teniendo en cuenta esta definición y la Proposición 3.4.1, cada subálgebra L1 de
una dh-álgebra tiene asociada una relación de De Morgan Heyting dada por E(L1).
Rećıprocamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 3.4.5. Dado un dh-espacio X, si E es una relación de De Morgan
Heyting entonces el conjunto S(E) es una subálgebra de De Morgan Heyting de D(X).

Demostración. Por la Proposición 3.1.9 sabemos que S(E) es subálgebra de Heyting.
Falta ver que si V ∈ S(E) entonces V ′ = φ(V )c ∈ S(E).

Sabemos que φ(V )c es abierto, cerrado y creciente. Además, si a ∈ φ(V ) entonces
a = φ(b) para b ∈ V y por la condición (4), φ(b) = a. Por otra parte, b ⊆ V pues
V ∈ S(E), entonces a ⊆ φ(V ).

Esto muestra que φ(V ) cumple la condición (S), y, por lo tanto, V ′ = φ(V )c

también. �

Análogamente al caso de álgebras de Heyting, si L es una dh-álgebra y L1 es una
subálgebra de L entonces S(E(L1)) = σL(L1). Además, si X es un dh-espacio y E es
una relación de De Morgan Heyting se tiene que (ε(x), ε(y)) ∈ E(S(E)) si y sólo si
(x, y) ∈ E .

Esto muestra que existe una correspondencia biuńıvoca entre subálgebras de De
Morgan Heyting y relaciones de De Morgan Heyting.

Por la Proposición 3.4.3 sabemos que dada una subálgebra de De Morgan Hey-
ting, hay tantas clases de equivalencia en su relación asociada como filros primos
de la subálgebra. Los siguientes resultados muestran cómo recuperar cada elemento
primo de la subálgebra, cuando el álgebra considerada es finita.

Lema 3.4.6. Si L1 es subálgebra de De Morgan Heyting de L y L es finita, para
cada P = {P1, P2, . . . , Pn}, Q = {Q1, Q2, . . . , Qm} en X(L)/E(L1) tales que P ≤ Q,

se tiene que
m∨
j=1

qi ≤
n∨
i=1

pi, donde Pi está generado por el elemento primo pi y Qj

por el elemento primo qj.

Demostración. Supongamos que Qj ∈ Q. Como P ≤ Q, por la condición (DH),
existe Pi ∈ P tal que Pi ⊆ Qj. De esto se deduce que qj ≤ pi para algún i y en
consecuencia

∨m
j=1 qj ≤

∨n
i=1 pi. �

Proposición 3.4.7. Sea L una dh-álgebra finita y L1 una subálgebra de L. Para

cada P = {P1, P2, . . . , Pn} ∈ X(L)/E(L1) se tiene que
n∨
i=1

pi ∈ L1, donde pi es el

elemento primo que genera a Pi. Más aún, todo elemento primo de L1 tiene esta
forma.
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Demostración. Sea P = {P1, P2, . . . , Pn} ∈ X(L)/E(L1). Veamos primero que P
i ∈

S(E(L1)). Ya que X(L) es finito, P
i

es un conjunto, abierto, cerrado y creciente. Sólo
falta ver que se verifica la condición (S).

Supongamos Q ∈ P i
, entonces existe R ∈ P tal que R ⊆ Q, pero entonces R =

P ≤ Q y por la condición (DH), resulta Q ⊆ P
i
, lo que prueba que P

i ∈ S(E(L1)).

Sabemos por la Proposición 3.2.3,

P
i

=
⋃

Qi∈P
i

σ(qi) = σ(
∨

Qi∈P
i

qi).

Luego, por el lema anterior, puesto que P ≤ Qi, para todo Qi ∈ P
i
, resulta

∨
Qi∈P

i

qi ≤

n∨
i=1

pi. Por otra parte, es claro que
n∨
i=1

pi ≤
∨

Qi∈P
i

qi ≤, de lo que resulta

∨
Qi∈P

i

qi =
n∨
i=1

pi.

Finalmente, otra vez por la Proposición 3.2.3,
∨n
i=1 pi ∈ L1. �

Hemos probado que si pi es el elemento primo que genera a Pi para cada Pi ∈ P
entonces

∨n
i=1 pi es un elemento primo de L1. Más aún, todo elemento primo de L1

tiene esta forma. Esto nos permite recuperar y calcular de una manera rápida los
elementos primos de la subálgebra a partir de su relación de De Morgan Heyting
asociada. Para recuperarlos, debemos tomar cada clase de equivalencia y hacer el
supremo de de los elementos primos que generan a los filtros correspondientes a
dicha clase.

El siguiente ejemplo muestra que esto no sucede para álgebras de Heyting en
general. Consideremos la siguiente álgebra de Heyting y su espacio dual asociado
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y la subálgebra de Heyting L1 con su correspondiente partición asociada
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•

•

•

0

g

1

•
Pc

•
Pa

•
Pe

•
Pb

Si consideramos Pc = {Pc},
∨
P∈Pc

p = c pero c 6∈ L1.
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Parte II

Álgebras de Kleene
pseudocomplementadas
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Caṕıtulo 4

La variedad BPK

Las álgebras de Kleene psedocomplementadas o pk-álgebras son una subvariedad
importante de las álgebras pseudocomplementadas de De Morgan o pm-álge-
bras. Estas últimas son álgebras 〈L,∧,∨, ∗, ′, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) que son al
mismo tiempo p-álgebras y álgebras de De Morgan. A la variedad de las pm-álgebras
la notaremos por PCDM y a la de las pk-álgebras por PK. Como mencionamos en
la Introducción, en [25] Romanowska inició la investigación de la variedad PCDM
caracterizando las álgebras subdirectamente irreducibles finitas. H.P. Sankappana-
var continuó estudiando dichas álgebras caracterizando las álgebras subdirectamente
irreducibles no regulares en dicha variedad. Extendiendo estos resultados, en este
caṕıtulo caracterizamos a las álgebras subdirectamente irreducibles cuyo espacio
dual es φ-conexo a través de condiciones sobre su espacio de filtros primos y estable-
cemos condiciones necesarias para que un álgebra (finita o no) sea subdirectamente
irreducible. Resultados similares se encontraron también para la variedad de las
álgebras de Kleene pseudocomplementadas.

Para poder realizar este estudio, en la Sección 4.1. describimos una dualidad tipo
Priestley para las pm-álgebras, combinando las dualidades descriptas en el Caṕıtulo
1 para las p-álgebras y álgebras de De Morgan. Introducimos la noción de body de
un álgebra L ∈ PCDM como el conjunto de los elementos de X(L) que no son
ni maximales ni minimales y determinamos Body(L) cuando L es subdirectamente
irreducible en las variedades PCDM y PK . Como consecuencia de esto, surgen de
manera natural tres subvariedades importantes de la variedad PK para las cuales
obtenemos bases ecuacionales.

Finalmente, introducimos la subvariedad BPK de las álgebras pseudocomple-
mentadas de Kleene que está generada por las álgebras de De Morgan pseudocom-
plementadas de la forma B ⊕ Ci ⊕ B donde B es un álgebra de Boole, Ci es una
cadena de a lo sumo tres elementos y ⊕ es una variación de la suma ordinal. De-
terminamos el reticulado de subvariedades de dicha variedad y encontramos bases
ecuacionales para cada una de ellas.
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4.1. Propiedades básicas y dualidad de las pm-

álgebras

Para poder realizar un estudio de las variedades PCDM y PK, en primer lugar,
enunciaremos algunas de las propiedades básicas de las p-álgebras que serán de gran
utilidad en el desarrollo de este caṕıtulo. Las demostraciones de las mismas pueden
verse en [3].

Todo par de elementos a, b de una p-álgebra L verifica:

(1) a ∧ a∗ = 0

(2) a ≤ a∗∗

(3) a∗∗∗ = a∗

(4) Si a ≤ b entonces b∗ ≤ a∗

(5) (a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗

(6) (a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗

Por otra parte, toda p-álgebra L tiene asociado dos subconjuntos importantes
de L:

Rg(L) = {x ∈ L : x∗∗ = x}

y

D(L) = {x ∈ L : x∗ = 0}

Los elementos de Rg(L) son llamados regulares y los de D(L). densos En [3]
se muestra también que la clase de las álgebras pseudocomplementadas satisface el
siguiente teorema que relaciona a estos dos subconjuntos.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Glivenko). En una p-álgebra L, Rg(L) es un álgebra
de Boole con las mismas operaciones que L, excepto ∨Rg(L) que está definido por
x∨Rg(L) y = (x∨ y)∗∗. Además, la aplicación h : L→ Rg(L) definida por h(x) = x∗∗

es un homomorfismo sobreyectivo de p-álgebras y

Rg(L) ∼= L/D(L).

A continuación, describiremos los objetos y morfismos que definen una categoŕıa
que resultará dualmente equivalente a la categoŕıa de las pm-álgebras.

Definición 4.1.2. 〈X, φ〉 será llamado un pm-espacio si X es un espacio de Priestley
que cumple:
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Y d es abierto para todo Y ∈ D(X) y

φ : X → X es una aplicación continua que invierte el orden y tal que φ = φ−1.

Definición 4.1.3. Dados dos pm-espacios 〈X1, φ1〉 y 〈X2, φ2〉, llamaremos pm-
morfismo a las funciones f : X1 → X2 continuas que preservan el orden y verifican

f ◦ φ1 = φ2 ◦ f .

f(xi ∩Max(X1)) = f(x)i ∩Max(X2), para cada x ∈ X1.

Por las dualidades vistas en el Caṕıtulo 1, es claro que 〈X, φ〉 es un pm-espacio
si y sólo si X es un p-espacio y 〈X, φ〉 es un dm-espacio. Se puede probar entonces
de manera natural el siguiente resultado.

Teorema 4.1.4. La categoŕıa de las pm-álgebras con sus pm-homomorfismos es
dualmente equivalente a la categoŕıa de los pm-espacios y los pm-morfismos.

Observemos que bajo esta dualidad:

Si 〈X, φ〉 es un pm-espacio, entonces 〈D(X),∩,∪, ′, ∗, ∅, X〉 es una pm-álgebra,
donde para V ∈ D(X),

V ′ = (φ(V ))c

y

V ∗ = V dc.

Rećıprocamente, si 〈L,∧,∨, ′, ∗, 0, 1〉 es una pm-álgebra y φ : X(L)→ X(L) es
tal que

φ(P ) = P ′c,

donde P ′ = {a′ ∈ L : a ∈ P}, entonces 〈X(L), φ〉 es un pm-espacio.

4.2. pm-álgebras subdirectamente irreducibles y

simples

Como vimos en la Sección 1.2 existe una correspondencia biuńıvoca entre las
congruencias de un álgebra de De Morgan L y los subconjuntos cerrados e involutivos
de X(L). Por otra parte, vimos en esa misma sección que si L es una p-álgebra existe
una correspondencia biuńıvoca entre sus congruencias y los subconjuntos cerrados
Y de X(L) que satisfacen Max(X(L)) ∩ Y i ⊆ Y .

Combinando estos resultados tenemos la siguiente proposición.
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Proposición 4.2.1. Sea L una pm-álgebra. El reticulado de congruencias de L es
dualmente isomorfo al reticulado de conjuntos cerrados e involutivos Y de X(L) que
satisfacen la condición

Max(X(L)) ∩ Y i ⊆ Y. (4.1)

A los conjuntos Y ⊆ X(L) que satisfacen estas condiciones (cerrados, involutivos
y tales que Max(X(L)) ∩ Y i ⊆ Y ) los llamaremos C-subconjuntos. Es fácil ver,
debido a la simetŕıa dada por la operación de De Morgan, que en toda pm-álgebra,
los C-subconjuntos Y también satisfacen la condición

Min(X(L)) ∩ Y d ⊆ Y.

Los siguientes resultados muestran que Max(X(L)) ∪Min(X(L)) es un C-con-
junto para toda pm-álgebra.

Lema 4.2.2. Max(X(L)) y Min(X(L)) son conjuntos cerrados en X(L), para toda
álgebra de De Morgan pseudocomplementada.

Demostración. Veamos que Max(X(L)) es un conjunto cerrado de X(L). Para esto
probemos que X(L) \Max(X(L)) es abierto. En efecto, sea P ∈ X(L) \Max(X(L)),
y tomemos U ∈ Max(X(L)) tal que P ⊆ U . Entonces U 6⊆ P , y como X(L) es
totalmente disconexo en el orden existe un conjunto abierto, cerrado y creciente V
tal que U ∈ V pero P /∈ V . Como X(L) es un p-espacio resulta que V d es abierto
por lo que V d \ V es un entorno abierto de P disjunto de Max(X(L)).

Ya que φ(Max(X(L))) = Min(X(L)) y φ es un homeomorfismo, tenemos que
Min(X(L)) es un conjunto cerrado. �

Claramente Max(X(L)) ∪ Min(X(L)) es cerrado, involutivo y cumple con la
condición (4.1), por lo que se tiene que es un C-subconjunto. Más aún, si el espacio
dual asociado a una pm-álgebra L es φ-conexo, se tiene que todo C-subconjunto
contiene a Max(X(L)) ∪Min(X(L)) como lo establece el siguiente resultado.

Lema 4.2.3. Sea L una pm-álgebra tal que X(L) es φ-conexo. Si Y es un C-
subconjunto no vaćıo entonces Max(X(L)) ∪Min(X(L)) ⊆ Y .

Demostración. Para probar queMax(X(L))∪Min(X(L)) ⊆ Y mostraremos primero
que (Max(X(L)) ∩ Y )d = (Min(X(L)) ∩ Y )i.

Si P ∈ (Max(X(L))∩Y )d entonces P ∈ Y d. Sabemos que existe un filtro minimal
M tal que M ⊆ P , por lo que M ∈ Y d y como M es minimal M ∈Min(X(L))∩Y d.
Ya que Y es un C-subconjunto se tiene que M ∈Min(X(L)∩Y d ⊆ Y , y por lo tanto
M ∈ Y . Finalmente, como M es minimal y M ⊆ P , resulta P ∈ (Y ∩Min(X(L))i.
La otra inclusión se demuestra de manera análoga. Esto prueba que (Max(X(L))∩
Y )d = (Min(X(L)) ∩ Y )i es un conjunto creciente, decreciente e involutivo. Ya que
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X(L) es φ-conexo e Y involutivo, necesariamente (Max(X(L))∩Y )d = (Min(X(L))∩
Y )i = X(L) y, en consecuencia, Max(X(L)) ∪Min(X(L)) ⊆ Y . �

A continuación caracterizaremos las álgebras simples y subdirectamente irredu-
cibles L ∈ PCDM a través de su espacio dual, cuando X(L) es una componente
φ-conexa.

Teorema 4.2.4. Sea L un álgebra de De Morgan pseudocomplementada tal que X(L)
es φ-conexo. Entonces L es simple si y sólo si X(L) = Max(X(L)) ∪Min(X(L)).

Demostración. Supongamos que X(L) 6= Max(X(L)) ∪ Min(X(L)). Entonces la
congruencia θY asociada al C-subconjunto Y = Max(X(L)) ∪ Min(X(L)) es una
congruencia no trivial y en consecuencia, L no es simple.

Rećıprocamente, si suponemos X(L) φ-conexo, X(L) = Max(X(L))∪Min(X(L))
e Y un C-subconjunto no vaćıo, por el Lema 4.2.3 Max(X(L)) ∪Min(X(L)) ⊆ Y ,
resulta Y = X(L) y, en consecuencia, L es simple. �

Observemos que existen álgebras de De Morgan pseudocomplementadas cuyo
dual consta solamente de elementos maximales y minimales, pero que no son simples.
Esto se puede ver teniendo en cuenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.5. Consideremos los conjuntos X1 = N ∪ {∞} con la topoloǵıa que
proviene de hacer la compactificación por un punto de la topolǵıa discreta en N y
el conjunto X2 = {0, 1} con la topoloǵıa discreta. En el producto X1 × X2 = A,
consideramos la topoloǵıa producto τ y el orden ≤ dado por la siguiente figura:
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donde por cuestiones prácticas y abuso de notación, llamamos n = (n, 1) y n′ =
(n, 0), para n ∈ N ∪ {∞}.

El espacio A = 〈X1×X2, τ,≤〉 es compacto por el teorema de Tychonoff y es fácil
ver que es totalmente disconexo en el orden. Luego, A es un espacio de Priestley.
Más aún, para cada clopen creciente Y ⊆ A se verifica que Y d es abierto, por lo que
resulta que A es un p-espacio. Si ahora definimos la operación

g : A→ A tal que g(n) = n′ y g(n′) = n

resulta que 〈A, τ,≤, g〉 es un pm-espacio.
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Afirmamos que el álgebra de De Morgan pseudcomplementada asociada al pm-
espacio A tiene una única congruencia no trivial. Para esto veamos que el único
C-subconjunto no trivial es {∞,∞′}. Claramente {∞,∞′} es un C-subconjunto.

Veamos que no hay otro. Supongamos Y un C-subconjunto que tenga un elemento
en A \ {∞′,∞}. Como A \ {∞′,∞} es una componente φ-conexa e Y cumple que
Y i ∩ Max(A) ⊆ Y se tiene que A \ {∞′,∞} ⊆ Y . Además, como Y es cerrado
y A \ {∞′,∞} no lo es, resulta que Y = A. Luego, la pm-álgebra asociada a este
pm-espacio A no es simple.

Este ejemplo nos permite afirmar también que la variedad PCDM no es local-
mente finita. Para esto basta considerar el clopen creciente V = {1} y notar que las
sucesivas aplicaciones de ∗′ están dadas por V ∗′ = {1, 1′, 2}, V 2(∗′) = {1, 1′, 2, 2′, 3},
V 3(∗′) = {1, 1′, 2, 2′, 3, 3′, 4}, etc.

Para poder dar una caracterización de las álgebras De Morgan pseudocomple-
mentadas subdirectamente irreducibles a través de sus espacios duales asociados
llamaremos body de X(L) a

Body(X(L)) = X(L) \ (Max(X(L)) ∪Min(X(L))).

El siguiente resultado nos da una condición necesaria para que un álgebra L ∈
PCDM (finita o no) sea subdirectamente irreducible.

Notaremos por |X| al número de elementos del conjunto X.

Teorema 4.2.6. Si L es una pm-álgebra subdirectamente irreducible no trivial, en-
tonces |Body(X(L))| ≤ 2.

Demostración. Supongamos queBody(X(L)) tiene más de dos elementos,Body(X(L))

=
⋃
i∈I

{Pi, φ(Pi)} donde |I| ≥ 2 y consideremos los subconjuntos,

Yi = Max(X(L)) ∪Min(X(L)) ∪ {Pi, φ(Pi)}

para cada i ∈ I. Por el Lema 4.2.2 tenemos que Yi es un C-subconjunto para cada

i ∈ I. Como
⋃
i∈I

Yi = X(L) resulta
⋂
i∈I

θYi = ∆ donde θYi 6= ∆ para todo i ∈ I. De

esto se deduce que L no es un álgebra subdirectamente irreducible. �

Observación 4.2.7. De la demostración de este teorema se sigue también que en
una pm-álgebra subdirectamente irreducible el body del espacio dual no puede tener
dos elementos de la forma

•
φ(P ) = P

•
φ(Q) = Q
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De esto se desprende inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 4.2.8. Sea L un álgebra de De Morgan pseudocomplementada. Si L es
subdirectamente irreducible entonces |Body(X(L)| < 2 ó Body(X(L)) = {P, φ(P )},
con φ(P ) 6= P .

Teorema 4.2.9. Sea L una pm-álgebra tal que X(L) es φ-conexo. Si |Body(X(L)| ≤
1 ó Body(X(L)) = {P, φ(P )}, con φ(P ) 6= P entonces L es subdirectamente irredu-
cible.

Demostración. Supongamos que L es una pm-álgebra tal que X(L) es φ-conexo.
Si |Body(X(L)| = 0, por el Teorema 4.2.4, L es simple, y por lo tanto, subdirec-
tamente irreducible. Si |Body(X(L)| = 1 e Y es un C-subconjunto, como X(L) es
φ-conexo, aplicando el Lema 4.2.3 resulta Max(X(L)) ∪Min(X(L)) ⊆ Y . Luego,
Y = Max(X(L)) ∪Min(X(L)) ó Y = X(L), de lo que se sigue que L es subdirecta-
mente irreducible. Finalmente, si Body(X(L)) = {P, φ(P )}, con φ(P ) 6= P , teniendo
en cuenta otra vez el Lema 4.2.3 es fácil ver que los únicos C-subconjuntos no vaćıos
de X(L) son Y1 = Max(X(L))∪Min(X(L)) e Y2 = X(L). Aśı, L es subdirectamente
irreducible. �

Notemos que el Ejemplo 4.2.5 muestra que, para el caso infinito, existen álgebras
de De Morgan pseudocomplementadas que tienen más de una componente φ-conexa
y sin embargo son subdirectamente irreducibles.

Ya que para cada álgebra subdirectamente irreducible finita L en PCDM, X(L)
es φ-conexo, el teorema anterior nos da una caracterización para las álgebras pseu-
docomplementadas de De Morgan subdirectamente irreducibles para el caso finito.

Corolario 4.2.10. Sea L una pm-álgebra finita. Entonces L es subdirectamente
irreducible si y sólo si |Body(X(L)| ≤ 1 ó Body(X(L)) = {P, φ(P )}, con φ(P ) 6= P .

4.3. pk-álgebras subdirectamente irreducibles

Una importante subvariedad de las álgebras de De Morgan paseudocomplemen-
tadas es la variedad PK de las álgebras de Kleene pseudocomplentadas. Re-
cordemos que estas últimas son pm-álgebra que satisfacen la condición

x ∧ x′ ≤ y ∨ y′

para todo x, y del álgebra. A. Monteiro probó en [18] que un álgebra de De Morgan
L es un álgebra de Kleene si y sólo si cada filtro primo P de L verifica que P y φ(P )
son comparables, es decir, P ⊆ φ(P ) ó φ(P ) ⊆ P .

Esta caracterización, junto con el Teorema 4.2.8, nos permite decir, que si X(L)
es un espacio dual de un álgebra pseudocomplementada de Kleene subdirectamente
irreducible, L debe tener necesariamente alguna de estas formas:
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Forma 1: X(L) = Min(X(L)) ∪Max(X(L)), ó

Forma 2: X(L) = Min(X(L)) ∪Max(X(L)) ∪ {P}, donde φ(P ) = P , ó

Forma 3: X(L) = Min(X(L)) ∪Max(X(L)) ∪ {φ(P ), P}, con φ(P ) ⊂ P .

Para simplificar la notación, en lo que sigue, utilizaremos la notación Max y
Min para nombrar los conjuntos Max(X(L)) y Min(X(L)) respectivamente.

Las condiciones halladas sobre Body(X(L)) para que una pk-álgebra sea subdi-
rectamente irreducible nos determinan de manera natural dos subvariedades propias
de la variedad PK, una determinada por aquellas álgebras subdirectamente irreduci-
bles que no tienen elementos en su body y la otra determinada por aquellas álgebras
subdirectamente irreducibles que tienen a lo sumo 1 elemento en su body. Nuestro
siguiente objetivo es encontrar ecuaciones que caractericen a dichas subvariedades.

A continuación, introducimos el siguiente término que será de gran utilidad para
encontrar bases ecuacionales para las subvariedades anteriormente mencionadas y
para otras que definiremos más adelante. Llamaremos C(x) al término

C(x) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ x′)∗. (4.2)

Notemos que para toda pk-álgebra L y todo elemento a ∈ L, C(a) es un elemento
denso del álgebra. En efecto C(a)∗ = ((a∧a′)∨ (a∧a′)∗)∗ = (a∧a′)∗∧ (a∧a′)∗∗ = 0.
En términos de dualidad, teniendo en cuenta que V ∗ = V dc, esto significa

Max ⊆ C(V ), (4.3)

para todo V ∈ D(X(L)).
Ya que en toda pk-álgebra subdirectamente irreducible, Body(X(L)) tiene a lo

sumo dos elementos que deben ser comparables, llamaremos a éstos P y φ(P ) y
supondremos que φ(P ) ⊆ P . Los siguientes resultados nos serán de gran utilidad.

Lema 4.3.1. Si L es una pk-álgebra entonces

Q ∈ V ∩ V ′ si y sólo si Q ∈ V y φ(Q) 6∈ V,

para todo V ∈ D(X(L)).

Demostración. De la definición de ′ en D(X(L)) obtenemos las siguientes equiva-
lencias:

Q ∈ V ∩ V ′ ⇔ Q ∈ V y Q ∈ V ′ ⇔ Q ∈ V y Q ∈ φ(V )c ⇔
⇔ Q ∈ V y Q 6∈ φ(V )⇔ Q ∈ V y φ(Q) 6∈ V.

�

Para el caso particular de las pk-álgebras subdirectamente irreducibles tenemos
el siguiente resultado más fuerte.
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Proposición 4.3.2. Si L es un álgebra de Kleene pseudocomplementada subdirec-
tamente irreducible, entonces para cada V ∈ D(X(L)),

V ∩ V ′ ⊆Max ∪ {P}.

Demostración. Consideremos el caso en el que X(L) = Max ∪Min ∪ {P, φ(P )},
con φ(P )  P . Si Q ∈ Min entonces Q = φ(U), para algún U maximal en X(L).
Si suponemos que φ(U) ∈ V ∩ V ′, entonces φ(U) ∈ V . Luego, por el Lema 4.3.1
U 6∈ V . Pero como L es un álgebra de Kleene, φ(U) ⊆ U , lo que contradice que V
es creciente. Si suponemos Q = φ(P ) ∈ V ∩ V ′ entonces φ(P ) ∈ V y P 6∈ V , lo
cual también contradice el hecho de que V sea creciente. De estos dos resultados
obtenemos que para que Q sea un elemento de V ∩ V ′, o bien Q es P o bien Q es
un elemento maximal.

Para demostrar que el resultado se sigue para las otras posibles formas de X(L)
se utilizan argumentos similares. �

Notemos que si L no es necesariamente un álgebra de Kleene, el resultado no
se verifica. Basta considerar un álgebra de De Morgan Heyting cuyo espacio dual
esté dado por la siguiente figura:
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•U1 U2

φ(U2) φ(U1)

Tomando como conjunto clopen creciente a V = {φ(U1), U2}, en este caso tene-
mos que V ∩ V ′ = V 6⊆Max(X(L)).

Estos resultados permitirán axiomatizar las subvariedades de PK que resultan de
tener en cuenta la cantidad de elementos que pueden formar parte de Body(X(L)).

Teorema 4.3.3. Si L es un álgebra subdirectamente irreducible de Kleene pseudo-
complementada entonces

L satisface C(x)′ ≤ C(x) para todo x ∈ L ⇐⇒ |Body(X(L))| = 0,

donde C(x) es el término definido en (4.2).

Demostración. Sea L una pk-álgebra subdirectamente irreducible y supongamos
que existe P ∈ Body(X(L)). Asumamos, sin pérdida de generalidad, que φ(P ) ⊆ P .
Sabemos que existe U ∈ X(L), U maximal tal que P ⊂ U . Como U 6⊆ P , por el
axioma de separación de Priestley, existe VU , clopen creciente, tal que

U ∈ VU pero P 6∈ VU .

Afirmamos que P ∈ C(VU)′, pero P 6∈ C(VU). En efecto, ya que P 6∈ VU y VU es
creciente, φ(P ) 6∈ VU . Luego ni P ni φ(P ) pertencen a VU ∩ V ′U .
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Por otra parte, φ(U) 6∈ VU , pues φ(U) ⊆ φ(P ) ⊆ P y VU es creciente, por lo
que nuevamente por el Lema 4.3.1, resulta U ∈ VU ∩ V ′U . Esto último nos permite
afirmar (ya que P ⊆ U) que P ∈ (VU ∩ V ′U)d, y, en consecuencia, P 6∈ (VU ∪ V ′U)∗.

Combinando estos dos resultados tenemos que P 6∈ C(VU) = (VU ∩ V ′U) ∪ (VU ∩
V ′U)∗.

Además, como ni P ni φ(P ) son elementos de C(VU), resulta P ∈ C(VU)′ =
φ(C(VU))c.

Esto muestra que existe un elemento P y un clopen creciente VU tal que P ∈
C(VU)′ pero P 6∈ C(VU), por lo que la expresión C(x)′ ≤ C(x) no se seguiŕıa en L.

Para probar la rećıproca, supongamos que |Body(X(L)| = 0.
Sabemos por (4.3) que Max ⊆ C(V ) para cualquier V ∈ D(X(L)), entonces

C(V )′ ⊆ (Max)′ = X(L) \Min ⊆Max ⊆ C(V ).

�

Teorema 4.3.4. Si L es un álgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible entonces

L satisface C(x)′ ∧ C(x) ≤ C(y) para todo x, y ∈ L ⇐⇒ |Body(X(L))| ≤ 1.

Demostración. Supongamos que L es una pk-álgebra subdirectamente irreducible
en la cual Body(X(L)) = {φ(P ), P} con φ(P ) ( P .

Como P 6⊆ φ(P ), por el axioma de separación de Priestley, existe un clopen
creciente VP de X(L) tal que

P ∈ VP pero φ(P ) 6∈ VP .

Probemos que P ∈ C(VP ) ∩ C(VP )′. En efecto, por el Lema 4.3.1, P ∈ VP ∩ V ′P ,
y aśı P ∈ C(VP ).

Para mostrar que P ∈ C(VP )′ notemos que como P ∈ VP ∩ V ′P y φ(P ) ⊂ P ,
φ(P ) ∈ (VP∩V ′P )d, y, en consecuencia, φ(P ) 6∈ (VP∩V ′P )∗. Además, por la Proposición
4.3.2, φ(P ) 6∈ VP ∩ V ′P , lo que indica que φ(P ) 6∈ C(VP ).

Ahora bien, de P ∈ C(VP ) y φ(P ) 6∈ C(VP ), nuevamente por el Lema 4.3.1,
resulta P ∈ C(VP ) ∩ C(VP )′.

Por otra parte, sabemos que existe un maximal U , tal que P ⊆ U . Y como
U 6⊆ P , por el axioma de separación de Priestley, existe un clopen creciente VU tal
que U ∈ VU , pero P 6∈ VU . En particular, P 6∈ VU ∩ V ′U . Finalmente, como U ∈ VU ,
pero φ(U) 6∈ VU , resulta U ∈ VU ∩V ′U , y ya que P ⊆ U , P 6∈ (VU ∩VU)∗. Combinando
estos dos resultados obtenemos P 6∈ C(VU).

Todo lo dicho, muestra que P ∈ C(VP )∩C(VP )′, pero P 6∈ C(VU), por lo que no
se seguiŕıa C(x) ∧ C(x)′ ≤ C(y) en L.

Rećıprocamente, sea L tal que |Body(X(L)| ≤ 1.
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Supongamos |Body(X(L))| = 0. Por la Proposición 4.3.2, tenemos que

C(V )′ ∩ C(V ) ⊆Max ⊆ C(W ).

Supongamos |Body(X(L))| = 1.

Sabemos por la Proposición 4.3.2 que C(V )′ ∩ C(V ) ⊆Max ∪ {P}.
Por otra parte, si P ∈ Body(X(L)) y P ∈ C(V )′ ∩ C(V ) entonces P ∈ C(V )
y φ(P ) 6∈ C(V ) por el Lema 4.3.1. Pero como φ(P ) = P , esto es un absurdo.

Luego, C(V )′ ∩ C(V ) ⊆ Max ⊆ C(W ) para todo W abierto, cerrado y cre-
ciente.

�

De esta manera hemos encontrado identidades que caracterizan a la subvariedad
de las pk-álgebras generadas por aquellas álgebras subdirectamente irreducibles que
no tienen elementos en su body, la cual será denominada PK0, y a la subvariedad
generada por aquellas pk-álgebras subdirectamente irreducibles que tienen a lo sumo
un elemento en su body, que será llamada PK1. Claramente tenemos que

PK0 ⊂ PK1.

4.4. Álgebras BPK = B ⊕ C ⊕B
Hasta el momento hemos visto que si L es una pk-álgebra subdirectamente irre-

ducible su espacio dual asociado puede tener a lo sumo dos elementos en su body. A
partir de ahora nos abocaremos a estudiar la subvariedad de las álgebras de Kleene
pseudocomplementadas generada por las álgebras subdirectamente irreducibles cuyo
espacio dual verifica que todo elemento no maximal esté contenido en todo elemento
maximal, es decir, cuyo espacio dual tenga alguna de estas tres formas.
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Tipo 3

Esta subvariedad será llamada BPK y nombraremos a las álgebras de BPK como
bpk-álgebras ó álgebras de Kleene pseudocomplmentadas bundle.

Observemos que existen álgebras de Kleene pseudocomplementadas subdirecta-
mente irreducibles cuyos espacios duales no tienen ninguna de las formas menciona-
das, por ejemplo, el álgebra cuyo espacio dual es
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Sean L1 y L2 reticulados distributivos acotados tales que L1 ∩ L2 = {1L1} =
{0L2}. Definimos la suma L1 ⊕ L2 como el poset sobre la unión L1 ∪ L2 tal que,
a ≤ b en L1 ⊕ L2, si a, b ∈ L1 y a ≤L1 b, ó si a, b ∈ L2 y a ≤L2 b, ó si a ∈ L1 y
b ∈ L2. Observemos que la suma aśı definida no es la suma ordinal usual ya que la
condición 1L1 = 0L2 no es requerida en ésta.

Los resultados que daremos a continuación muestran que si L es un álgebra de
Kleene pseudocomplementada subdirectamente irreducible cuyo espacio dual aso-
ciado es de Tipo 1, 2 ó 3, entonces L = B⊕C⊕B, donde B es un álgebra de Boole
y C es una cadena. Para poder mostrar esto, y encontrar identidades que caracteri-
cen a la subvariedad determinada por estas álgebras subdirectamente irreducibles,
utilizaremos el término C(x) definido en la sección anterior, junto con el término
T (x) que definimos a continuación:

T (x) = C(x) ∧ C(x)′. (4.4)

En lo que sigue mostramos que la identidad

x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗

caracteriza a la variedad generada por las álgebras subdirectamente irreducibles
cuyos espacios duales son del Tipo 1, 2 ó 3 y garantiza la existencia del menor
elemento denso para estas álgebras. Para esto, necesitaremos de los siguientes lemas.

Lema 4.4.1. Sea L una pk-álgebra subidrectamente irreducible. Si existe una com-
ponente conexa Si de su espacio dual tal que V ∩ Si 6= ∅ y Min(Si) 6⊆ V d entonces
existe un elemento minimal M tal que M ∈ V ∗ y M 6∈ T (V )∗.

Demostración. Supongamos V un clopen creciente y Si una componente conexa de
X(L) cuya intersección con V es no vaćıa y tal que Min(Si) 6⊆ V d.

Consideremos ahora los siguientes subconjuntos A y B que particionan al con-
junto formado por los minimales de Si.

A = {φ(W ) ∈ Si : φ(W ) ∈ V d}

B = {φ(W ) ∈ Si : φ(W ) 6∈ V d}
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Claramente estos conjuntos son disjuntos y no vaćıos. Como Bi no es conexo
(pues no existen componentes conexas incluidas en Si), existe φ(U) ∈ A y φ(R) ∈ B
tal que

φ(R) ⊆ U.

Como U 6∈ V , pues φ(R) ∈ B, y φ(U) ∈ A, debe existir T ∈ V tal que φ(U) ⊆ T y
φ(T ) 6∈ V .

Esta situación se muestra en la siguiente figura:
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Como T ∈ V y φ(T ) 6∈ V , por Lema 4.3.1, T ∈ V ∩ V ′ y aśı φ(U) ∈ (V ∩ V ′)d.
Ésto y la Proposición 4.3.2 nos permite afirmar que φ(U) 6∈ (V ∩ V ′)∗ ∪ (V ∩ V ′) =
C(V ). Luego, ya que U ∈ C(V ) por ser maximal, otra vez por Lema 4.3.1, resulta
U ∈ T (V ).

Finalmente, ya que φ(R) ⊆ U , φ(R) ∈ T (V )d, es decir, φ(R) 6∈ T (V )∗. Por otra
parte, ya que φ(R) ∈ B, tenemos que φ(R) ∈ V ∗. �

Lema 4.4.2. Sea L una pk-álgebra subdirectamente irreducible, X(L) =
⋃
i∈I Si

la descomposición de su espacio dual en componentes conexas Si y V un clopen
creciente tal que V ∩V ′ 6= ∅. Si existe una componente conexa Si0 tal que (V ∩V ′)∩
Si0 = ∅ entonces para alguna componente conexa Sj0 que tenga elementos en común
con V ∩ V ′ vale Min(Sj0) 6⊆ (V ∩ V ′)d.

Demostración. Supongamos que existe una componente conexa Si0 de X(L) tal que
Si0∩(V ∩V ′) = ∅ y supongamos, por el contrario, que toda componente Sj que tiene
elementos en común con V ∩V ′, cumple Min(Sj) ⊆ (V ∩V ′)d. Para una componente
Sj cualquiera, puede suceder:

(V ∩ V ′) ∩ Sj = ∅. En este caso, al no tener elementos en común V ∩ V ′ con
Sj resulta (V ∩ V ′)d ∩ Sj = ∅, por lo que Sj ⊆ (V ∩ V ′)∗. De esto tenemos
que Sj ⊆ C(V ) = (V ∩ V ′) ∪ (V ∩ V ′)∗. Como Sj ⊆ C(V ), y φ(Sj) = Sj
por ser L álgebra de Kleene, resulta φ(Sj) ⊆ C(V ). Esto muestra que todo
elemento Q ∈ Sj cumple que tanto Q como φ(Q) están C(V ). Luego, por el
Lema 4.3.1, ningún elemento de Sj puede estar en T (V ) = C(V ) ∧ C(V )′, ni
en su decreciente, por lo que finalmente resulta Sj ⊆ T (V )∗.

(V ∩ V ′) ∩ Sj 6= ∅. En este caso, ya que hay elementos en común entre Sj y
V ∩ V ′, por nuestra suposición Min(Sj) ⊆ (V ∩ V ′)d, lo que implica que para
todo φ(U) minimal de Sj, φ(U) 6∈ (V ∩ V ′)∗ = (V ∩ V ′)dc. Además, por la
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Caṕıtulo 4. La variedad BPK

Proposición 4.3.2, ya que φ(U) es minimal, φ(U) 6∈ V ∩ V ′. Combinando estos
resultados, φ(U) 6∈ C(V ) = (V ∩ V ′) ∪ (V ∩ V ′)∗. Esto, y el hecho de que
Max(X(L)) ⊆ C(V ), permite afirmar, (Lema 4.3.1) que U ∈ T (V ) para todo
U ∈ Sj. Luego, Sj ⊆ T (V )d y, por lo tanto Sj ∩ T (V )∗ = ∅.

Estos casos muestran que T (V )∗ es unión de componentes conexas y como por
hipótesis existe Si0 tal que (V ∩ V ′) ∩ Si0 = ∅, T (V )∗ 6= ∅. Además, por hipótesis
existe Sj tal que (V ∩ V ′) ∩ Sj 6= ∅, lo que indica que T (V )∗ 6= X(L). Pero esto
implicaŕıa que T (V )∗ y (T (V )∗)c son elementos booleanos. Si esto pasara, L no seŕıa
un álgebra directamente indescomponible (ver [27, Corollary 5.5], p. 390) y por lo
tanto, tampoco subdirectamente irreducible. Luego, debe existir una componente
Sj0 de X(L) tal que Min(Sj0) 6⊆ (V ∩ V ′)d. �

Notemos que en una pk-álgebra subdirectamente irreducible podŕıa suceder que
su espacio dual tenga elementos que fueran maximales y minimales al mismo tiempo
como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4.3. Consideremos el conjunto X = (N×{0, 1})∪{∞} con la topoloǵıa
τ que proviene de hacer la compactificación por un punto de la topoloǵıa discreta
en N× {0, 1} y el orden ≤ dado por la siguiente figura:
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donde por cuestiones prácticas y abuso de notación, llamamos n = (n, 1) y n′ =
(n, 0), para n ∈ N.

Si consideramos la aplicación g : X → X tal que g(n) = n′, g(n′) = n y
g(∞) = ∞, se puede probar que 〈X, τ,≤, g〉 es un pk-espacio que posee elementos
maximales y minimales a la vez.

Sin embargo, en una pk-álgebra subdirectamente irreducible que satisface x∗ ≤
C(y) ∨ T (x)∗ esto no es posible como lo demuestra el siguiente resultado.

Proposición 4.4.4. Sea L una pk-álgebra subdirectamente irreducible con más de
2 elementos que satisface x∗ ≤ C(y)∨T (x)∗, para todo x, y ∈ L entonces no existen
elementos en X(L) que sean maximales y minimales a la vez.

Demostración. Sea L una pk-álgebra subdirectamente irreducible y supongamos
que su espacio dual asociado tiene un elemento U ∈ Max ∩Min. Por la condición
de Kleene tenemos que φ(U) = U . Más aún, {U} es una componente φ-conexa de
X(L).

92
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Como L tiene más de 2 elementos, existe un maximal U1 de X(L) distinto de U .
Consideremos el clopen creciente VU1 que contiene a U1 pero no a U (VU1 existe por
el axioma de separación de Priestley).

Observemos que VU1 ∩ V ′U1
6= ∅, pues de lo contrario, por el Lema 4.3.1, para

todo filtro primo P , se tendŕıa P, φ(P ) ∈ V ó bien P, φ(P ) 6∈ V , lo que implicaŕıa
que V fuera un clopen creciente involutivo asociado a un elemento boleano, y, en
consecuencia, L descomponible.

Tenemos entonces que VU1 ∩ V ′U1
es un clopen creciente distinto de vaćıo y tal

que (VU1 ∩ V ′U1
)∩ {U} = ∅. Luego, por el Lema 4.4.2 existe una componente conexa

Si tal que (VU1 ∩ V ′U1
) ∩ Si 6= ∅ y

Min(Si) 6⊆ (VU1 ∩ V ′U1
)d.

Aplicando el Lema 4.4.1 al clopen creciente VU1 ∩ V ′U1
, resulta que existe un

elemento minimal M tal que M ∈ (VU1 ∩ V ′U1
)∗, pero M 6∈ T (VU1 ∩ V ′U1

)∗.
Escribamos a M de la forma M = φ(R) y notemos que φ(R) 6= R. En efecto, si

esto no ocurriera, como por el Lema 4.3.1, φ(R) 6∈ T (VU1 ∩ V ′U1
) y φ(R) es maximal,

φ(R) 6∈ T (VU1 ∩ V ′U1
)d, y entonces φ(R) ∈ T (VU1 ∩ V ′U1

)∗, contrariamente a lo que
hab́ıamos probado. Luego, R 6⊆ φ(R) y, por el axioma de separación de Priestley,
existe un clopen creciente VR tal que R ∈ VR y φ(R) 6∈ VR.

Por el Lema 4.3.1, R ∈ VR ∩ V ′R y como φ(R) ⊆ R, resulta φ(R) 6∈ (VR ∩ V ′R)∗.
Además, como φ(R) 6∈ VR, φ(R) 6∈ VR ∩ V ′R. Combinando estos dos resultados
tenemos que M = φ(R) 6∈ C(VR).

Hemos probado entonces que existe M = φ(R) tal que M ∈ (VU1 ∩ V ′U1
)∗ pero

M 6∈ T (VU1 ∩ V ′U1
)∗ ∨ C(VR), por lo que x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ no se seguiŕıa en L. �

Recordemos que Max es un conjunto cerrado para toda pm-álgebra (Lema 4.2.2).
Para el caso particular de las pk-álgebras subdirectamente irreducibles que satisfacen
la condición x∗ ≤ C(y)∨T (x)∗, ya que éstas pueden tener a lo sumo 2 elementos en
su body y Min∩Max = ∅ se tiene el siguiente resultado más fuerte que nos asegura
la existencia del menor elemento denso para estas álgebras.

Proposición 4.4.5. Si L es una pk-álgebra subdirectamente irreducible que satisface
x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗, para todo x, y ∈ L, entonces Max es abierto.

Demostración. Como vimos en la demostración del Lema 4.2.2, Min es un conjunto
cerrado. Por otra parte, ya que L es subdirectamente irreducible, Body(X(L)) es
finito y por lo tanto Min∪Body(X(L)) también es cerrado. Como en X(L) no existen
elementos maximales y minimales al mismo tiempo (Proposición 4.4.4), resulta que
Min ∪Body(X(L)) = Maxc. Esto muestra que Maxc es un conjunto cerrado y aśı,
Max es abierto. �

Tenemos entonces que Max es un clopen creciente que verifica Max∗ = ∅, es
decir, está asociado a un elemento denso del álgebra L, y como todo clopen creciente
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asociado a un denso debe contener a Max, es posible asegurar que su elemento
asociado es el menor denso del álgebra, al cual notaremos en adelante por d. Resulta
aśı el siguiente corolario importante.

Corolario 4.4.6. En toda pk-álgebra subdirectamente irreducible que verifica x∗ ≤
C(y) ∨ T (x)∗ existe el menor elemento denso.

Observemos que el Ejemplo 4.4.3 nos brinda un ejemplo de una pk-álgebra sub-
directamente irreducible que no tiene un menor elemento denso. Para ver esto,
consideremos la sucesión infinita de elementos densos distintos de 1, cuyos clo-
pen crecientes están dados por V1 = Max ∪ {2′, 3′, . . .}, V2 = Max ∪ {3′, 4′, . . .},
V3 = Max ∪ {4′, 5′, . . .}, etc. Si existiera un menor elemento denso, su clopen cre-
ciente asociado W debeŕıa estar contenido en cada una de los Vi, lo que implicaŕıa
que W = Max, sin embargo, esto no es posible, pues con la topoloǵıa indicada Max
no es un conjunto abierto.

A continuación, nos valdremos de la existencia del menor denso en las álgebras
subdirectamente irreducibles que satisfacen x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗, para poder probar
que la estructura subyacente de reticulado distributivo en dichas álgebras es isomorfa
a B⊕C⊕B, donde B es un álgebra de Boole y C una cadena.

Lema 4.4.7. Sea L una pk-álgebra subdirectamente irreducible que satisface x∗ ≤
C(y) ∨ T (x)∗ para todo x, y ∈ L, entonces, para cada a ∈ L, a 6= 0, resulta a∗ ≤ d,
donde d es el menor elemento denso de L.

Demostración. Como L es un álgebra subdirectamente irreducible, por Corolario
4.4.6 existe el menor elemento denso d cuyo conjunto abierto, cerrado y creciente
asociado es Max. Si a = 1 el resultado se sigue inmediatamente. Consideremos
entonces a ∈ L, a 6= 0, 1. Llamemos V al conjunto abierto, cerrado y creciente
asociado al elemento a y supongamos, por el contrario que existe un filtro primo Q
en V ∗ = V dc tal que Q 6∈ Max. Para mostrar que no se sigue x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗,
probaremos que existe un clopen creciente V1 y y un filtro R ∈ X(L) \Max tal que
R ∈ V ∗1 pero R 6∈ T (V1)∗.

Sea X(L) =
⋃
i∈I Si la descomposición de X(L) en componentes conexas y con-

sideremos los siguientes dos casos.

(a) Supongamos que Min ⊆ V d. Como Q ∈ V ∗ y Q 6∈ Max, entonces Q ∈
Body(X(L)). Como L es subdirectamente irreducible, resulta que Q = P ó Q =
φ(P ) (donde P el único elemento en Body(X(L) tal que φ(P ) ⊆ P ). Esto indica
que necesariamente P ∈ V ∗. Probemos ahora que P 6∈ T (V )∗.

Sea U ∈ Max tal que P ⊆ U . Afirmamos que U 6∈ V . En efecto, si U ∈ V ,
como P ⊆ U , P ∈ V d, es decir, P 6∈ V ∗, lo cual contradice lo que hab́ıamos
probado anteriormente. Análogamente, φ(U) 6∈ V .

Como supusimos Min ⊆ V d y φ(U) es minimal, existe R ∈ V tal que φ(U) ⊆
R, o, de manera equivalente, φ(R) ⊆ U . Como sabemos que U 6∈ V , φ(R) 6∈ V .
Esta situación se muestra en el siguiente gráfico
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Luego, R ∈ V pero φ(R) 6∈ V , por lo que R ∈ V ∩ V ′ (Lema 4.3.1). Teniendo
en cuenta que φ(U) ⊆ R y R ∈ V ∩V ′ tenemos que φ(U) 6∈ (V ∩V ′)∗. Además,
por la Proposición 4.3.2, φ(U) 6∈ V ∩ V ′, lo que implica que φ(U) 6∈ C(V ).
Ahora bien, como C(V ) contiene a todos los maximales, resulta que U ∈ C(V )
y otra vez, por el Lema 4.3.1 obtenemos U ∈ T (V ).

Finalmente, ya que P ⊆ U , resulta que P 6∈ T (V )∗. Hemos encontrado V1 = V
y R = P tal que P ∈ V ∗ pero P 6∈ T (V )∗.

(b) Supongamos que Min 6⊆ V d. Puede pasar que exista una componente cone-
xa cuya intersección con V sea vaćıo o que toda componente conexa tenga
intersección no vaćıo con V . Analicemos estas dos situaciones.

(i) Si toda intersección de una componente conexa con V es no vaćıa, por la
suposición que hicimos debe existir Si tal que Si∩V 6= ∅ y Min(Si) 6⊆ V d.
Luego, es posible asegurar, por el Lema 4.4.1 que existe un minimal φ(R)
tal que φ(R) ∈ V ∗ pero φ(R) 6∈ T (V )∗.

(ii) Supongamos que existe una componente conexa Sj tal que V ∩ Sj 6= ∅.
Como V no es conexo y V 6= ∅, resulta V ∩ V ′ 6= ∅. Aplicando el Lema
4.4.2, existe una componente conexa Si tal que Min(Si) 6⊆ (V ∩ V ′)d.
Basta tomar entonces el clopen creciente W = V ∩ V ′ y aplicarle el
Lema 4.4.1 para encontrar un minimal φ(R) tal que φ(R) ∈ W ∗ pero
φ(R) 6∈ T (W )∗.

Estos dos casos muestran que si existe V ∈ D(X(L)), V 6= ∅,X(L), tal que
V ∗ 6⊆Max, entonces existe un filtro primo R que no es maximal que cumple R ∈ V ∗1
y R 6∈ T (V1)∗, para algún clopen creciente V1.

Luego, tomando W = Max (clopen creciente asociado al menor elemento denso
d), ya que C(W ) = Max y R 6∈Max, obtenemos

V ∗1 6⊆ C(W ) ∨ T (V1)∗.

Con esto hemos probado que si L satisface x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ resulta a∗ ≤ d,
para a ∈ L, a 6= 0. �

Proposición 4.4.8. Si L es un álgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible que satisface x∗ ≤ C(y)∨T (x)∗ entonces L = [0, d]∪ [d, d′]∪ [d′, 1].
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Demostración. Para d = 1 el resultado es trivial. Supongamos entonces que d 6= 1 y
observemos que todo a ∈ L verifica a ≤ d ó a ≥ d. En efecto, si tomamos un a ∈ L
tal que a 6≥ d, entonces a∗ 6= 0 pues d es el menor elemento denso de L. Pero como
L es un álgebra pseudocomplementada a ≤ a∗∗ y por el Lema 4.4.7, a∗∗ ≤ d, y en
consecuencia a ≤ d.

Aplicando este resultado a a y a′ tenemos los siguientes casos.

Si a ≤ d entonces a ∈ [0, d].

Si a ≥ d y a′ ≤ d entonces a ≥ d′ y aśı a ∈ [d′, 1].

Si a ≥ d y a′ ≥ d entonces a ≥ d y a ≤ d′, y aśı a ∈ [d, d′].

De considerar estos tres casos, resulta a ∈ [0, d] ∪ [d, d′] ∪ [d′, 1]. �

Proposición 4.4.9. Si L es una pk-álgebra subdirectamente irreducible que satisface
x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ entonces [d, d′] tiene a lo sumo tres elementos.

Demostración. De la dualidad obtenemos que los conjuntos abiertos, cerrados y
crecientes asociados a los elementos d y d′ son σ(d) = Max y σ(d′) = X(L) \Min,
aśı, si a ∈ [d, d′] tenemos que Max ⊆ σ(a) ⊆ X(L) \Min.

Por otra parte, por el Teorema 4.2.8, |Body(X(L))| ≤ 2 y como φ(P ) y P son
elementos comparables para cada filtro P entonces σ(a) = Max ó σ(a) = Max∪{P}
ó σ(a) = Max∪{P, φ(P )} = X(L)\Min. Esto prueba que [d, d′] sólo puede ser una
cadena con 1, 2 ó 3 elementos. �

Por el Teorema 4.1.1 (Glivenko), sabemos que toda álgebra pseudocomplemen-
tada cumple

Rg(L) ∼= L/D(L)

donde Rg(L) es el conjunto de elementos regulares del álgebra y tiene una estructura
de álgebra de Boole y D(L) es el subconjunto de elementos densos del álgebra.

Por el Corolario 4.4.6 sabemos que en toda álgebra de Kleene pseudocomplemen-
tada L subdirectamente irreducible que verifica x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ existe el menor
elemento denso d. En consecuencia, tenemos que para estas álgebras D(L) = [d, 1].
Aplicando ahora el Teorema de Glivenko obtenemos

[0, d] ∼= L/D(L)

tiene la estructura de álgebra de Boole con las operaciones dadas en el Teorema
4.1.1.

Además, teniendo en cuenta que ′ es un anti-isomorfismo involutivo, es claro que
[d′, 1] también tiene la estructura de un álgebra de Boole. Las Proposiciones 4.4.8,
4.4.9 y lo mencionado anteriormente justifican el siguiente teorema.
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Teorema 4.4.10. Si L es una pk-álgebra subdirectamente irreducible que satisface
x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ entonces L tiene una estructura subyacente de reticulado distri-
butivo dada por

B⊕Ci ⊕B,

donde Ci es una cadena de i elementos, con 1 ≤ i ≤ 3, y B es un álgebra de Boole.

Esto nos permite afirmar que las pk-álgebras subdirectamente irreducibles que
satisfacen x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ tienen un espacio del dual de Tipo 1, 2 ó 3 como lo
establece el siguiente corolario.

Corolario 4.4.11. Sea L un álgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible que satisface x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗. Si P ∈ X(L) \Max entonces
P ⊆ U para todo U ∈ Max. Más aún, X(L) es un conjunto ordenado de Tipo 1, 2
ó 3.

La rećıproca también es cierta y puede probarse de manera más directa como se
muestra a continuación.

Proposición 4.4.12. Si L es un álgebra de Kleene pseudocomplenentada subdirec-
tamente irreducible tal que X(L) es un conjunto ordenado de Tipo 1, 2 ó 3 entonces
L satisface x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗, para todo x, y ∈ L.

Demostración. Sea a, b ∈ L, V = σ(a) y W = σ(b) los conjuntos abiertos, cerrados
y crecientes que representan a a y b respectivamente. Supongamos V 6= ∅. Como
X(L) es de Tipo 1,2 ó 3 resulta V dc ⊆Max.

Además, ya que C(b) es un elemento denso tenemos Max ⊆ C(W ). Esto nos
permite afirmar que V ∗ ⊆ C(W ), o lo que es equivalente a∗ ≤ C(b).

Si consideramos que V = ∅, V ∗ = X(L) y T (V )∗ = X(L) por lo que se cumple
también V ∗ ⊆ C(W ) ∪ T (V )∗. Luego, a∗ ≤ C(b) ∨ T (a)∗. �

Teniendo en cuenta que en un reticulado distributivo, toda expresión de la forma
a ≤ b se puede expresar como una igualdad, a saber, a ∧ b = a, los resultados
anteriores nos proveen una base ecuacional para la variedad BPK de las álgebras de
Kleene pseudocomplenetadas bundle. Éstas están caracterizadas por la identidad

x∗ ∧ (C(y) ∨ T (x)∗) ≈ x∗

dentro de la variedad PK.

4.5. Subvariedades de la variedad BPK
El objetivo de esta sección es determinar el reticulado de subvariedades de BPK,

la subvariedad determinada por todas las álgebras de Kleene pseudocomplementadas
que satisfacen x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗.
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Como vimos en la sección anterior, si L es una bpk-álgebra subdirectamente
irreducible, L = [0, d] ⊕ [d, d′] ⊕ [d′, 1], donde [0, d] y [d′, 1] tienen la estructura de
reticulado booleano y [d, d′] es una cadena de a lo sumo tres elementos. Observemos
en primer lugar que:

Proposición 4.5.1. Sea L = [0, d]⊕ [d, d′]⊕ [d′, 1] un álgebra en la variedad BPK.
Si S es un subreticulado booleano de [0, d] entonces S ∪ S ′ es una subálgebra de L,
donde S ′ = {a′ ∈ L : a ∈ S}.
Demostración. Basta notar que los elementos de [0, d] son todos elementos regulares
de L, que se verifican las leyes de De Morgan y que para todo x ∈ S ′, x∗ = 0. �

Sea G un conjunto finito de generadores de una bpk-álgebra subdirectamente
irreducible L y sea d el menor elemento denso de L.

Consideremos los siguientes conjuntos

G̃ = G ∪G′

y
G̃1 = G̃ ∩ [0, d].

Sea S el subreticulado booleano generado por G̃1, es decir, S = Sg(G̃1). Si [d, d′] =
{d, d′} entonces, como por lo observado anteriormente S ∪ S ′ es subálgebra L, y

G ⊆ S ∪ S ′, es fácil ver que la subálgebra generada por G es S ∪ S ′. Como G̃1 es un
conjunto finito y la variedad de las álgebras de Boole es localmente finita, resulta
que S es finito, por lo que Sg(G) = S ∪ S ′ también lo es. Para el caso en el que
[d, d′] = {d, e = e′, d′} y e ∈ G, resulta Sg(G) = S ∪ S ′ ∪ {e}. Esto muestra que
BPK es una variedad localmente finita.

Ya que BPK es una variedad que tiene distributividad de congruencias y es
localmente finita podemos aplicar el Teorema 1.1.12 de Jónsson y la generalización
dada por el Teorema 1.1.13 de Davey para encontrar el reticulado de subvariedades
Λ(BPK) de BPK. De esta forma, el reticulado Λ(BPK) es un reticulado distributivo
completo isomorfo a O(Sifin(BPK)), el reticulado de conjuntos decrecientes (ideales
de orden) del conjunto ordenado Sifin(BPK). Recordemos que el orden definido sobre
las álgebras subdirectamnte irreducibles finitas de BPK (Sifin(BPK)) está dado por
A ≺ B⇔ A ∈ HS(B).

Vamos a determinar ahora condiciones necesarias y suficientes que nos permi-
tan establecer de una manera simple cuándo dos elementos de Sifin(BPK) están
relacionados a través de ≺.

Definición 4.5.2. Notaremos por B(i,m) al álgebra subdirectamente irreducible de
BPK que tiene una estructura de reticulado subyacente dada por

B(i,m) = Bi ⊕Cm ⊕Bi

donde Bi es el álgebra de Boole con i átomos y Cm es la cadena de m elementos,
para 1 ≤ m ≤ 3.
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4.5. Subvariedades de la variedad BPK

Ya que ′ es un anti-isomorfismo involutivo, es claro que existe una única pk-
álgebra (salvo isomorfismos) cuyo reticulado subyacente es B⊕Ci ⊕B.

El orden en Sifin(BPK) queda establecido por la siguiente proposición.

Proposición 4.5.3. Si B(i,m),B(j,n) ∈ Sifin(BPK) entonces

B(i,m) ≺ B(j,n) si y sólo si i ≤ j y m ≤ n

Demostración. Es inmediato que si B(i,m) ≺ B(j,n), es decir, B(i,m) ∈ HS(B(j,n))
entonces i ≤ j y m ≤ n.

Para mostrar la rećıproca, consideremos los siguientes casos:

Si m = n e i ≤ j entonces B(i,m) es subálgebra de B(j,m), y aśı B(i,m) ∈
HS(B(j,m)).

Si m = 2, n = 3 e i ≤ j entonces B(i,m) es subálgebra de B(j,n), y aśı B(i,m) ∈
HS(B(j,n)).

Si m = 1 < n e i ≤ j, teniendo en cuenta que B(i,1) ∈ H(B(i,n)), (pues
podemos identificar el segmento [d, d′] del álgebra B(i,n) con el elemento d = d′

del álgebra B(i,1)) resulta que B(i,m) ∈ HS(B(j,n)).

�

La siguiente figura muestra el conjunto ordenado Sifin(BPK). Acá B(1,0) es la
cadena de dos elementos y B(0,0) el álgebra trivial.
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Caṕıtulo 4. La variedad BPK

Notaremos por V(B(i,m)) a la variedad generada por B(i,m), y llamaremos BPK1

y BPK0 a las variedades

BPK0 = V
(
{B(i,1) : i ≥ 1}

)
y

BPK1 = V
(
{B(i,1) : i ≥ 1} ∪ {B(i,2) : i ≥ 1}

)
.

Los sub́ındices elegidos se corresponden con la máxima cantidad de elementos que
pueden tener en su body las álgebras subdirectamente irreducibles que las generan.
Es decir, BPK0 está generada por aquellas pk-álgebras subdirectamente irreducibles
bundle que no tienen elementos en su body y BPK1 por aquellas que a lo sumo tienen
uno.

Claramente,

BPK0 ⊆ BPK1 ⊆ BPK.

En la Sección 4.4 encontramos una ecuación que caracteriza a las álgebras en la
variedad BPK dentro de la variedad de las álgebras de Kleene pseudocomplementa-
das y en los Teoremas 4.3.3 y 4.3.4 ecuaciones que caracterizan a las subvariedades de
PK generadas por aquellas álgebras subdirectamente irreducibles (no necesariamen-
te bundle) que no tienen elementos en el body o tienen a lo sumo 1, respectivamente.
Combinando estos dos resultados obtenemos lo siguiente.

La variedad BPK0 es la subvariedad de PK caracterizada por las ecuaciones

x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ y C(x)′ ≤ C(x).

Más aún, las únicas álgebras subdirectamente irreducibles finitas en dicha va-
riedad son las isomorfas a B(i,1)

La variedad BPK1 es la subvariedad de PK caracterizada por las ecuaciones

x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ y C(x)′ ∧ C(x) ≤ C(y).

Y las únicas álgebras subdirectamente irreducibles finitas en dicha variedad
son las isomorfas a B(i,1) ó B(i,2).

A continuación, detallamos cuál es el conjunto de elementos supremo irreducibles
J (Λ(BPK)) del reticulado de subvariedades de Λ(BPK).

Sabemos por el Teorema 1.1.12 de Jónsson que V(B(i,m)) es supremo irreducible
para todo par (i,m), 1 ≤ m ≤ 3. Los siguientes resultados permiten encontrar
exactamente al conjunto J (Λ(BPK)).

Proposición 4.5.4. BPK0, BPK1 y BPK son elementos supremo irreducibles de
Λ(BPK).
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Demostración. Supongamos que BPK0 = V1 ∨ V2. Entonces, por lo expuesto an-
teriormente, si L es un álgebra subdirectamente irreducible finita de V1 ó V2, re-
sulta L = B(i,1) para algún i. Consideremos los conjuntos I1 = {i : B(i,1) ∈ V1} e
I2 = {i : B(i,1) ∈ V2}. Si ambos conjuntos I1 e I2 son finitos entonces existiŕıa i0 tal
que B(i0,1) 6∈ V1 y B(i0,1) 6∈ V2, lo cual es imposible. Por lo tanto, o bien I1 es un
conjunto infinito o bien I2 es infinito y aśı V1 = BPK0 ó V2 = BPK0.

Para demostrar que BPK1 y BPK son supremos irreducibles se utilizan argu-
mentos similares. �

Teorema 4.5.5. BPK0, BPK1 y BPK son las únicas subvariedades supremo irre-
ducibles de la variedad BPK que no son finitamente generadas.

Demostración. Sea V una subvariedad supremo irreducible de BPK que no está fi-
nitamente generada. Consideremos los siguientes conjuntos

I1 = {i : B(i,1) ∈ V}, I2 = {i : B(i,2) ∈ V}, I3 = {i : B(i,3) ∈ V}

junto con las variedades que ellos generan

V1 = V({B(i,1), i ∈ I1}), V2 = V({B(i,2), i ∈ I2}), V3 = V({B(i,3), i ∈ I3}).

Luego, es posible escribir V = V1 ∨ V2 ∨ V3. Si I1, I2 e I3 fueran conjuntos finitos
entonces V seŕıa finitamente generada, lo cual seŕıa una contradicción. Por lo tanto,
alguno de estos tres conjuntos debe ser necesariamente infinito. Si I3 es infinito,
V3 = BPK, y de esta manera V = BPK. Si el que es infinito es el conjunto I2

e I3 es finito entonces V1 ∨ V2 = BPK1, y llamándole i3 al elemento más grande
de I3 resulta V3 = V(B(i3,3)). De esto, obtenemos V = BPK1 ∨ V(B(i3,3)) y como
V no es finitamente generada pero es supremo irreducible, V = BPK1. Finalmente,
supongamos que I1 es infinito pero I2 e I3 no lo son y llamemos i2 e i3 a los elementos
más grandes de I2 e I3 respectivamente. Entonces V1 = BPK0, V2 = V(B(i2,2)) y
V3 = V(B(i3,3)). Bajo estas condiciones, V = BPK0 ∨V(B(i2,2))∨V(B(i3,3)), y ya que
V es supremo irreducible y no está finitamente generada, resulta V = BPK0. �

Estos resultados nos permiten concluir que si V es una subvariedad de la variedad
BPK entonces V tiene alguna de las siguientes formas.

Si V es supremo irreducible entonces V es BPK, BPK1, BPK0, V(B(i1,1)),
V(B(i2,2)) ó V(B(i3,3)).

Si V no es supremo irreducible entonces V es

V(B(i1,1)) ∨ V(B(i2,2)) ∨ V(B(i3,3)),

V(B(i1,1)) ∨ V(B(i2,2)),

BPK0 ∨ V(B(i2,2)) ∨ V(B(i3,3)),
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Caṕıtulo 4. La variedad BPK

BPK0 ∨ V(B(i2,2)),

BPK1 ∨ V(B(i3,3)).

en todos los casos vale i1 > i2 > i3.

Como Λ(BPK) es un reticulado distributivo completo, todo elemento es supre-
mo de elementos supremo irreducibles, aśı, al determinar cuáles son éstos hemos
obtenido la estructura del reticulado de subvariedades Λ(BPK).

4.6. Bases ecuacionales

En la Sección 4.4 vimos que un álgebra de Kleene pseudocomplementada está en
la variedad BPK si y sólo si verifica x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ para todo par de elementos
x e y del álgebra. En la Sección 4.5 caracterizamos a las subvariedades de Klee-
ne pseudocomplementadas BPK0 y BPK1 adicionándole dos identidades más. Los
siguientes resultados muestran que es posible caracterizar la subvariedad BPK1 a
través de una única ecuación.

Teorema 4.6.1. Si L es una pk-álgebra subdirectamente irreducible que satisface

T (x)∗ ∨ C(y) = C(x) ∨ T (y)∗

entonces X(L) es un conjunto ordenado de Tipo 1 ó 2, es decir, L ∈ BPK1.

Demostración. Veamos primero que si L satisface T (x)∗∨C(y) = C(x)∨T (y)∗ para
todo x, y ∈ L entonces también satisface x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗, es decir, es un álgebra
en la variedad BPK. En efecto, como x ∧ x′ ≤ x, resulta x∗ ≤ (x ∧ x′)∗ ≤ C(x), y
de esto, x∗ ≤ C(x) ∨ T (y)∗ = C(y) ∨ T (x)∗.

Finalmente, probemos que si P ∈ Body(X(L)) entonces P = φ(P ). Supongamos
por el contrario que P 6= φ(P ) y mostremos que L no satisface la identidad T (x)∗ ∨
C(y) = C(x) ∨ T (y)∗. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que φ(P ) ( P .
Si consideramos los conjuntos abiertos, cerrados y crecientes V = Max y W =
Max ∪ {P}. Entonces

T (V )∗ ∨ C(W ) = Max ∪ {P}

y
C(V ) ∨ T (W )∗ = Max,

lo cual muestra que existen elementos en el álgebra que no satisfacen la identidad.
Queda demostrado entonces que X(L) es un conjunto de tipo 1 ó 2. �

Notemos que si L es un álgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible tal que X(L) es de Tipo 1 o Tipo 2 entonces C(V ) = Max para
cada V 6= X(L), ∅, es decir, para todo elemento x del álgebra distinto de 0 y 1, C(x)
da como resultado el menor elemento denso del álgebra.

102



4.6. Bases ecuacionales

Proposición 4.6.2. Si L es una pk-álgebra subdirectamente irreducible tal que X(L)
es de Tipo 1 ó 2 entonces L satisface T (x)∗∨C(y) = C(x)∨T (y)∗ para todo x, y ∈ L.

Demostración. Sea V,W 6= X(L), ∅, entonces, por la observación anterior

C(V ) = C(W ) = Max

y
T (V )∗ = T (W )∗ = ∅.

Luego, la igualdad T (x)∗ ∨C(y) = C(x)∨ T (y)∗ se sigue para todo x, y 6= 0, 1 en L.
Si V = ∅ ó V = X(L) entonces C(V ) = T (V )∗ = X(L). Por lo tanto, L satisface la
identidad T (x)∗ ∨ C(y) = C(x) ∨ T (y)∗ para todo x, y ∈ L. �

Teniendo en cuenta esto e introduciendo la notación γ(x, y) = T (x)∗ ∨ C(y),
tenemos que BPK, BPK1 y BPK0 son las subvariedades de la álgebras pseudocom-
plementadas de Kleene caracterizadas por:

BPK:
x∗ ∧ γ(x, y) ≈ x∗.

BPK1:
γ(x, y) ≈ γ(y, x).

BPK0:
x∗ ∧ γ(x, y) ≈ x∗ y C(x)′ ∧ C(x) ≈ C(x)′.

Para poder dar bases ecuacionales para las restantes subvariedades de BPK
supremo irreducibles necesitaremos del siguiente resultado que establece que si una
p-álgebra satisface cierta identidad, su espacio dual tiene a lo sumo un número
determinado de elementos maximales. Su demostración puede verse en [3, Teorema
2], p. 162.

Teorema 4.6.3. Si L es una p-álgebra y n > 0, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) (x0 ∧ . . . ∧ xn−1)∗ ∨
∨
i<n(x0 ∧ . . . ∧ xi−1 ∧ x∗i ∧ xi+1 ∧ . . . xn−1)∗ ≈ 1 es una

identidad en L.

(2) Todo filtro primo está contenido en a lo sumo n filtros maximales.

Definiendo

β(x0, x1, . . . , xn−1) = (x0 ∧ . . . ∧ xn−1)∗ ∨
∨
i<n

(x0 ∧ . . . ∧ xi−1 ∧ x∗i ∧ xi+1 ∧ . . . xn−1)∗

y teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos obtener las siguientes carac-
terizaciones para las subvariedades supremo irreducibles.
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Teorema 4.6.4. Dada un álgebra pseudocomplementada de Kleene L:

L ∈ BPK ⇐⇒ L |= x∗ ∧ γ(y, x) ≈ x∗,

L ∈ BPK1 ⇐⇒ L |= γ(y, x) ≈ γ(x, y),

L ∈ BPK0 ⇐⇒ L |= x∗ ∧ γ(y, x) ≈ x∗ y C(x) ∧ C(x)′ ≈ C(x)′,

L ∈ V(B(n,1)) ⇐⇒ L |= x∗ ∧ γ(y, x) ≈ x∗ y C(x) ∧ C(x)′ ≈ C(x)′ y
β(x0, x1, . . . , xn−1) ≈ 1,

L ∈ V(B(n,2))⇐⇒ L |= γ(y, x) ≈ γ(x, y) y β(x0, x1, . . . , xn−1) ≈ 1,

L ∈ V(B(n,3))⇐⇒ L |= x∗ ∧ γ(y, x) ≈ x∗ y β(x0, x1, . . . , xn−1) ≈ 1.

Observemos que en toda álgebra subdirectamente irreducible finita de la varie-
dad BPK tenemos que los posibles valores que puede tomar β(x0, x1, . . . , xn−1) se
encuentran en [0, d]∪{1}. Este hecho nos permite también caracterizar a las siguien-
tes subvariedades que no son supremo irreducibles dentro de la variedad PK de la
siguiente manera:

Proposición 4.6.5. Dada un álgebra pseudocomplementada de Kleene L:

L ∈ BPK1 ∨ V(B(n,3)) ⇐⇒ L |= x∗ ∧ γ(y, x) ≈ x∗ y C(y)′ ≤ (C(y) ∨
β(x0, x1, . . . , xn−1)).

L ∈ BPK2 ∨ V(B(n,3)) ⇐⇒ L |= x∗ ∧ γ(y, x) ≈ x∗ y C(y) ∧ C(y)′ ≤
(C(z) ∨ β(x0, x1, . . . , xn−1)).

Demostración. Para probar el primer item, basta notar que si L |= C(y)′ ≤ (C(y)∨
β(x0, x1, . . . , xn−1)) y L |= β(x0, x1, . . . , xn−1) ≈ 1 entonces L tiene a los sumo n
elementos maximales en su dual, por lo que L ∈ V(B(n,3)). Por el contrario, si existen
elementos en L tales que β(x0, x1, . . . , xn−1) 6= 1, entonces β(x0, x1, . . . , xn−1) ≤ d y
como d ≤ C(y), resulta que L ∈ BPK0. Análogamente, se prueba el segundo item.
�

Para encontrar identidades que caractericen a las subvariedades restantes es sufi-
ciente poder escribir a éstas como intersección de las subvariedades ya axiomatizadas.
Esto lo podemos lograr de la siguiente manera:

V(B(n1,1))∨V(B(n2,2))∨V(B(n3,3)) = V(B(n1,3))∩(BPK1∨V(B(n3,3)))∩(BPK0∨
V(B(n2,3))),

V(B(n1,1)) ∨ V(B(n2,2)) = BPK1 ∩ V(B(n1,3)) ∩ (BPK0 ∨ V(B(n2,3))),

BPK0 ∨ V(B(n2,2)) ∨ V(B(i3,3)) = (BPK0 ∨ V(B(n2,3))) ∩ (BPK1 ∨ V(B(n3,3))),

BPK0 ∨ V(B(n2,2)) = BPK1 ∨ (BPK0 ∨ V(B(n2,3))).
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Caṕıtulo 5

La variedad BPK0

En el caṕıtulo previo, introdujimos la subvariedad BPK y determinamos todas
sus subvariedades junto con identidades que las describen completamente. Una de
ellas es la subvariedad BPK0, la cual está generada por aquellos miembros de BPK
que son simples. En este caṕıtulo nos abocaremos a estudiar con más detalle esta
subvariedad. En primer lugar describiremos la estructura de sus álgebras libres con
un conjunto finito de generadores libres determinando cada uno de los factores que
aparecen en su descomposición. Para ello, puesto que toda álgebra subdirectamente
irreducible en BPK0 es suma ordinal de álgebras de Boole, utilizaremos la estruc-
tura conocida del álgebra de Boole libre con n generadores libres. Posteriormente,
utilizamos estos resultados para caracterizar las álgebras finitas débilmente proyec-
tivas. En la Sección 5.3 describimos el reticulado de cuasivariedades de la variedad
BPK0 (L(BPK0)) y encontramos cuasi-identidades que caracterizan a cada una de
las cuasivariedades de dicho reticulado. Finalmente, en la última sección, estable-
cemos algunos resultados concernientes a las variedades BPK0 y BPK1 junto con
algunas consideraciones finales.

5.1. Álgebras libres

Recordemos que BPK0 es la subvariedad de las álgebras de Kleene pseudocom-
plementadas generada por las álgebras subdirectamente irreducibles cuyo espacio
dual es de Tipo 1, es decir, es un grafo bipartido completo y cuyo reticulado dis-
tributivo subyacente es de la forma B(k,1) = Bk ⊕ C1 ⊕ Bk. Para simplificar la
notación notaremos a dichas álgebras por Bk, es decir, Bk = Bk ⊕ Bk, donde por
Bk entendemos el álgebra de Boole con k átomos. Más aún, escribiremos

Bk = Bk ⊕Bk = B−k ⊕ B
+
k ( notemos que 1− = 0+)

donde por B−k entendemos el subreticulado de Bk determinado por el segmento [0, d]
y por B+

k el subreticulado de Bk determinado por el segmento [d, 1]. Esto se muestra
en la siguiente figura
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Bk

B−k

B+
k

d = d′•

H.P. Sankappanavar define como álgebras regulares a aquellas que verifican
la cuasi identidad: x∗ = y∗ & x′∗ = y′∗ ⇒ x = y. Notemos que las álgebras
subdirectamente irreducibles en la variedad BPK0 cumplen dicha condición. Una
caracteŕıstica importante de estas álgebras es que es posible definir una implicación
de Heyting en función de las operaciones ∗, ′,∧ y ∨ de la siguiente manera (ver [26])

a→ b = (a∗ ∨ b∗∗)∗∗ ∧ [(a ∨ a∗)′∗′ ∨ a∗ ∨ b ∨ b∗].

En el Caṕıtulo 4, mostramos que x∗ ≤ C(y) ∨ T (x)∗ y C(x)′ ≤ C(x) son
identidades que caracterizan a las álgebras en BPK0 dentro de la variedad PK.
Observemos que puesto que es una variedad en la que es posible definir una im-
plicación de Heyting y está generada por sus miembros finitos, también es posible
caracterizarla a través de las identidades

C(x)′ ∧ C(x) ≈ C(x) y x2(′∗) ≈ x3(′∗).

La primera identidad indica que el espacio dual asociado a un álgebra subdirec-
tamente irreducible finita L no tiene elementos en Body(X(L)) (Teorema 4.3.3) y
la segunda que todo elemento minimal está por debajo de todo elemento maximal
(Corolario 2.5.9).

La última identidad nos dice que la varidad BPK0 es de rango finito en el
sentido que establece Sankappanavar en [26], es decir, toda álgebra L en la variedad
verifica que para a ∈ L, existe n ∈ ω tal que (a∧a′∗)n(′∗) = (a∧a′∗)(n+1)(′∗). Además,
como dijimos anteriormente, es posible definir una implicación de Heyting por lo
que podemos afirmar que posee un término discriminador (ver [26]).

Observemos que los términos C(x) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ x′)∗ y T (x) = C(x) ∧ C ′(x)
introducidos en el Capt́ıulo 4, también nos permiten establecer de forma expĺıcita
un término discriminador para esta variedad. En efecto, es fácil ver que en toda
álgebra subdirectamente irreducible de la variedad BPK0 se cumple:

F (x) = T (x)∗ ∧ x∗∗ =

{
0 si x 6= 1
1 si x = 1
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Es inmediato entonces que un término discriminador para las álgebras subdirecta-
mente irreducibles en BPK0 es

t(x, y, z) = [F ((x→ y) ∧ (y → x)) ∧ z] ∨ [(F ((x→ y) ∧ (y → x)))∗ ∧ x].

En lo que sigue de la sección notaremos por FV(G) al álgebra libre de la variedad
V sobre un conjunto de generadores G y supondremos que |G| = n. Nuestro próximo
objetivo es determinar la estructura de FBPK0(G).

Ya que BPK0 es una variedad con término discriminador, por el Teorema 1.1.14
tenemos que toda álgebra no trivial finita L ∈ BPK0 es producto directo de álgebras
simples, es decir,

L ∼=
m∏
i=1

Ai,

donde cada Ai es un álgebra simple en BPK0.
Por otra parte, ya que BPK0 es una variedad localmente finita (Sección 4.5), te-

nemos que FBPK0(G) es finita. Además, puesto que FBPK0(G) es libre y FBPK0(G)/θ
es simple si y sólo si θ es una congruencia maximal (ver [26, Teorema 8.9]), FBPK0(G)
admite una factorización de la forma

FBPK0(G) ∼=
∏
θ∈M

FBPK0(G)/θ, (5.1)

dondeM es el conjunto de congruencias maximales sobre FBPK0(G), que además es
finito.

Como los factores FBPK0(G)/θ son miembros simples de BPK0, por lo visto en
el caṕıtulo anterior resulta que FBPK0(G)/θ ∼= Bk ó FBPK0(G)/θ ∼= 2 (cadena de dos
elementos). Para determinar completamente el álgebra libre FBPK0(G) necesitamos
resolver los problemas siguientes.

Problema 1: Hallar qué valores de k hacen que FBPK0(G)/θ ∼= Bk (de esta
forma sabŕıamos qué álgebras Bk son factores del álgebra libre).

Problema 2: Dado un k tal que FBPK0(G)/θ ∼= Bk, calcular cuántas son las
congruencias maximales que determinan un cociente isomorfo a Bk (de esta
forma sabŕıamos cuántos factores iguales a Bk tiene el álgebra libre).

Para resolver el Problema 1, necesitaremos de la estructura del álgebra de Boole
libre y de la relación que existe entre los conjuntos generadores de Bk y Bk, la cual
está dada en los siguientes resultados.
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Recordemos en primer lugar, que, por la Proposición 4.5.1, si Bk = Bk ⊕ Bk y
S es un subreticulado booleano de Bk entonces S ∪ S′ es subálgebra de Bk donde
S ′ = {a′ ∈ L : a ∈ S}.

Además, vale lo siguiente:

Proposición 5.1.1. Si S es una subálgebra de Bk, S 6= {0, 1} entonces S ∩ B−k es
subálgebra del álgebra de Boole B−k

Demostración. Para mostrar esto basta recordar que en B−k todos los elementos,
excepto 1−, son regulares (x∗∗ = x) y que B−k es un álgebra de Boole con las mismas
operaciones que Bk, excepto el supremo que está definido por x∨Rg(L) y = (x∨ y)∗∗

(Teorema 4.1.1 de Glivenko). �

Lema 5.1.2. Cada Bk = Bk ⊕Bk = B−k ⊕ B
+
k , k ≥ 2 satisface:

(1) Si G es un conjunto de generadores de Bk entonces es posible obtener un
conjunto de generadores de Bk contenido en B−k cuya cardinalidad es menor o
igual que la de G.

(2) Dado G ⊆ B−k , G genera a Bk si y sólo si G genera a Bk .

Demostración. Sea G un conjunto de generadores de Bk = B−k ⊕B
+
k y consideremos

los conjuntos

A1 = G ∩ B−k y A2 = G ∩ B+
k

Se sigue inmediatamente que A1∪A′2 ⊆ B−k es un conjunto de generadores de Bk
cuya cardinalidad es menor o igual que la de G.

Para probar (2) supongamos que Bk está generada por un conjunto G. Conside-
remos la subálgebra de Bk generada por G, SgBk

(G). Por Proposición 5.1.1 sabemos
que SgBk

(G)∩B−k es sbuálgebra de Boole de Bk y que además contiene a G. De esto
resulta que SgBk

(G) ∩ B−k = Bk, y, en consecuencia SgBk
(G) = Bk ⊕Bk.

Para probar la rećıproca, consideremos G un conjunto de generadores de Bk,
G ⊆ B−k . Consideremos la subálgebra de Bk generada por G, SgBk

(G). Por la
Proposición 4.5.1, sabemos que SgBk

(G)∪ (SgBk
(G))′ = SgBk

(G)⊕SgBk
(G) es una

subálgebra de Bk que contiene a G, por lo que resulta SgBk
(G)⊕ SgBk

(G) = Bk y,
en consecuencia SgBk

(G) = Bk. �

De este resultado se desprende que si el álgebra Bk es n generada entonces el
álgebra de Boole Bk también lo es. Como la mayor álgebra de Boole n generada es
el álgebra libre de Boole B2n y tiene 2n átomos y FBPK0(G) es n generada, se sigue
inmediatamente que los cocientes simples FBPK0(G)/θ no pueden tener más de 2n

átomos.
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Más aún, sabemos que si G es un conjunto de generadores libres tal que |G| = n
entonces existe un homomorfismo sobreyectivo de Boole h : FB(G)→ Bk, para cada
k tal que 1 ≤ k ≤ 2n, es decir, toda álgebra de Boole con una cantidad de átomos
menor o igual que 2n es n-generada. Luego, por el Lema 5.1.2, también existe un
homomorfismo sobreyectivo h : FBPK0(G)→ Bk, para todo k ≤ 2n. Se tiene entonces
el siguiente resultado que resuelve el Problema 1.

Proposición 5.1.3. Bk es cociente FBPK0(G) si y sólo si 1 ≤ k ≤ 2n.

Con el objetivo de resolver el Problema 2, es decir, dado un k, hallar cuántas con-
gruencias θ hacen que FBPK0(G)/θ ∼= Bk consideraremos los siguientes subconjuntos
del conjunto M de congruencias maximales:

M0 = {θ ∈ Con(FBPK0(G)) : FBPK0(G)/θ ∼= 2},

Mk = {θ ∈ Con(FBPK0(G)) : FBPK0(G)/θ ∼= Bk}, para k ≥ 1

La proposición 5.1.3 nos dice que |Mk| 6= ∅, para cada 1 ≤ k ≤ n. Con lo
probado anteriormente y utilizando esta notación, podemos reescribir (5.1) de la
siguiente manera:

FBPK0(G) = 2|M0| × 3|M1| ×
2n∏
k=2

B|Mk|
k . (5.2)

Queremos determinar |Mk|. Para ello necesitamos las siguientes definiciones:

Hk = Sob(FBPK0(G),Bk) (conjunto de todos los homomorfismos sobreyectivos
de FBPK0(G) en Bk.)

Ak = Aut(Bk) (conjunto de todos los automorfismos de Bk.)

s : Hk →Mk tal que s(h) = Núc(h), donde Núc(h) es el núcleo del homomor-
fismo h.

Observemos que s es sobreyectiva pues para cada θ ∈Mk existe el homomorfismo
sobreyectivo canónico q : FBPK0(G)→ FBPK0(G)/θ y FBPK0(G)/θ ∼= Bk.

La siguiente es una proposición que se puede probar fácilmente utilizando un
resultado de álgebra universal (Teorema 1.1.8).

Proposición 5.1.4. Si h ∈ Hk y a ∈ Ak entonces h y a ◦h tienen el mismo núcleo,
es decir, s(h) = s(a ◦ h).

Además, si h1 ∈ Hk tiene el mismo núcleo que h entonces existe a ∈ Ak tal que
h1 = a ◦ h.
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Esto nos dice que s−1(θ) = {a ◦ h : a ∈ Ak} para cada θ ∈Mk. Y entonces

|Mk| =
|Sob(FBPK0(G),Bk)|

|Aut(Bk)|
(5.3)

A continuación, determinaremos el número de elementos de los conjuntos Ak =
Aut(Bk) y Hk = Sob(FBPK0(G),Bk).

El Lema 5.1.2 nos permite afirmar que la cantidad de automorfismos del álgebra
Bk coincide con la cantidad de automorfismos del álgebra de Boole Bk y es fácil ver
que este número es k!. Luego tenemos que |Aut(Bk)| = |Aut(Bk)| = k!. También es
conocido que el número de homomorfismos sobreyectivos del álgebra de Boole libre

FB(G) en Bk está dado por |Sob(FB(G),Bk)| = 2n!

(2n − k)!
, pero éste no coincide con

|Sob(FBPK0(G),Bk)| como veremos más adelante.
Para calcular la cantidad de homomorfismos sobreyectivos del álgebra libre

FBPK0(G) en Bk, notemos que hay una correspondencia biuńıvoca entre homomor-
fismos sobreyectivos de FBPK0(G) en Bk y n-uplas que generen a Bk. En efecto, si
G = {g1, . . . , gn} y h ∈ Sob(FBPK0(G),Bk) entonces (h(g1), . . . , h(gn)) es una n-upla
cuyas componentes generan a Bk y si (x1, x2, . . . , xn) es un conjunto de generadores
de Bk, como FBPK0(G) es un álgebra libre con n generadores libres, existe un único
homomorfismo que aplique gi en xi. Por Lema 5.1.2, a la n-upla (h(g1), . . . , h(gn))
que genera a Bk, siempre es posible asociarle una n-upla (h(g1), . . . , h(gn)) que la
genere y cuyas componentes estén en B−k (sustituyendo h(gi) por h(gi)

′ si fuera
necesario).

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 5.1.5. Dada Bk y una n-upla u = (x1, x2, . . . , xn) tal que xi ∈ B−k
llamaremos Su al conjunto de n-uplas de Bk dado por

Su = {(y1, y2, . . . , yn) ∈ Bnk : yi = xi ó yi = x′i}.

Si consideramos un álgebra Bk y u una n-upla cuyas componentes generen al
álgebra de Boole B−k , por Lema 5.1.2, tenemos que si v ∈ Su entonces v genera a
Bk.

El problema de calcular |Sob(FBPK0(G),Bk)| se reduce entonces a encontrar,
dada una n-upla (x1, . . . , xn) cuyas componentes estén en B−k y generen al álgebra
de Boole B−k , cuántas n-uplas asociadas (en el sentido anteriormente mencionado)
que generen Bk pueden encontrarse, es decir, cuál es el cardinal de S(x1,...,xn).

Es claro que si u = (x1, . . . , xn) es una n-upla que genere a B−k como álgebra de
Boole y los xi 6= 1− (acá 1− = d) entonces |Su| = 2n (las n-uplas de Su resultan de
elegir xi ó x′i en cada componente). No sucedeŕıa lo mismo si algún xi = 1− para
algún i, puesto que d = d′ en Bk. Luego, es necesario saber, dada una n-upla u que
genere al álgebra de Boole B−k , cuántas de estas componentes son 1−, o, el problema
equivalente, dado un homomorfismo sobreyectivo del álgebra de Boole libre FB(G)
en Bk qué generadores tienen como imagen al 1.
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Recordemos entonces, cómo construir el dual del álgebra de Boole libre con n
generadores libres.

Consideremos 2 = {0, 1} el álgebra de Boole con dos elementos y 2n el pro-
ducto cartesiano de n álgebras 2, es decir, sus elementos son de la forma x =
(x1, x2, . . . , xn), donde xi ∈ {0, 1}. La familia de todos los subconjuntos de 2n es el
álgebra de Boole libre con n generadores libres y los conjuntos

gi = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ 2n, xi = 1}, 1 ≤ i ≤ n

resultan ser generadores libres del álgebra de Boole libre.
A modo de ejemplo, mostramos cómo es el espacio dual de FB(G) cuando |G| = 3

e indicamos un conjunto de generadores libres.

g1 : •
(1, 0, 0)

•
(0, 0, 0)

•
(1, 1, 0)

•
(0, 1, 0)

•
(1, 0, 1)

•
(0, 0, 1)

•
(1, 1, 1)

•
(0, 1, 1)

g2 : •
(1, 0, 0)

•
(0, 0, 0)

•
(1, 1, 0)

•
(0, 1, 0)

•
(1, 0, 1)

•
(0, 0, 1)

•
(1, 1, 1)

•
(0, 1, 1)

g3 : •
(1, 0, 0)

•
(0, 0, 0)

•
(1, 1, 0)

•
(0, 1, 0)

•
(1, 0, 1)

•
(0, 0, 1)

•
(1, 1, 1)

•
(0, 1, 1)

Por otra parte, por la dualidad descripta en la Sección 1.2 para álgebras de Boole,
es claro que la cantidad de homomorfismos sobreyectivos de FB(G) en Bk coincide
con la cantidad de funciones inyectivas (continuas) que se pueden obtener de X(Bk)
en X(FB(G)). Más aún, la cantidad de funciones inyectivas que se pueden obtener
de X(Bk) a X(FB(G)) coincide con la cantidad de k-uplas posibles que se pueden
obtener en X(FB(G)).

Teniendo en cuenta el dual del álgebra libre de Boole descripto anteriormente,
esta elección se puede graficar con la siguiente matriz

x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n
...

...
...

...
xk1 xk2 . . . xkn


donde cada fila representa un elemento del dual de FB(G), es decir, xij = 0 ó xij = 1
y hay k filas distintas, pues se eligen k de estos elementos.

Sea f : X(Bk) → X(FB(G)) una función inyectiva. Supongamos que en su epi-
morfismo asociado se cumple que la imagen de un generador gi sea 1. Esto se traduce,
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v́ıa la dualidad, en que D(f)(Vgi) = f−1(Vgi) = X(Bk), donde Vgi es clopen creciente
asociado al generador gi, es decir, la preimagen del clopen creciente asociado a gi
debe resultar todo el espacio X(Bk).

Veamos esto en un ejemplo. Consideremos el álgebra de Boole con tres gene-
radores libres con los generadores g1, g2 y g3 indicados en el ejemplo anterior y
consideremos la función inyectiva f : X(B4) → X(FB(G)) que se muestra en la
siguiente figura:

• • • • •
(1, 0, 0)

•
(0, 0, 0)

•
(1, 1, 0)

•
(0, 1, 0)

•
(1, 0, 1)

•
(0, 0, 1)

•
(1, 1, 1)

•
(0, 1, 1)

En este caso la matriz asociada a la función f está dada por
1 1 0
0 1 0
1 1 0
0 1 1


y se cumple f−1(Vg1) 6= X(Bk); f−1(Vg3) 6= X(Bk) pero f−1(Vg2) = X(Bk), es decir,
en el epimorfismo asociado de FB(G) a Bk, el único generador cuya imagen es 1
es g2. Observemos también que es equivalente que la imagen de un generador gi a
través del epimorfismo es 1 a que en la matriz asociada a f todos los elementos de
su columna i sean 1.

De esta manera, la cantidad de columnas en las cuales todos los elementos son
1 se corresponde con la cantidad de generadores del álgebra de Boole libre que a
través del epimorfismo asociado tienen como imagen a 1.

Definición 5.1.6. Sea FB(G) el álgebra de Boole libre con n generadores libres, lla-
maremos g(n, k) al cardinal del conjunto de homomorfismos sobreyectivos de FB(G)
en el álgebra de Boole Bk tales que las imágenes de los elementos de G son todas
diferentes a 1.

Observemos que g(0, 1) = 1 y que g(n, k) = 0 para todo k > 2n, pues la mayor
álgebra de Boole n generada tiene 2n átomos.

Sabemos que la cantidad total de homomorfismos sobreyectivos FB(G) a Bk

está dada por V k
2n =

2n!

(2n − k)!
. Si a esta cantidad le restamos la cantidad de homo-

morfismos sobreyectivos tal que la imagen de gi es 1 para exactamente un generador

112
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gi, luego la cantidad de homomorfismos sobreyectivos tal que la imagen de gi es 1 pa-
ra exactamente dos generadores, etc., obtenemos la siguiente fórmula de recurrencia
que nos dice qué cantidad de homomorfismos sobreyectivos h : FB(G) → Bk cum-
plen con h(gi) 6= 1 para todo gi o, equivalentemente, ninguna columna está formada
totalmente por unos en su matriz asociada.

g(n, k) = V k
2n −

n∑
i=i

(
n
i

)
g(n− i, k).

Utilizando este resultado encontramos una fórmula para contar la cantidad de
homomorfismos sobreyectivos de FB(n) a Bk tal que exactamente i generadores
tienen como imagen a 1, o, lo que es lo mismo, su matriz asociada tiene i columnas
formadas solamente por unos. Esta fórmula está dada por:

f(n, k, i) =

(
n
i

)
g(n− i, k).

(cant. de n-uplas que generan a B−k con exac-

tamente i componentes iguales a 1−)

El número combinatorio

(
n
i

)
resulta de considerar las distintas elecciones para

las i columnas formadas por 1.

Luego, dada el álgebra Bk, hay f(n, k, i) n-uplas (x1, . . . , xn) con exactamente i
componentes iguales a 1− que generan a B−k . Además, asociada a cada n-upla hay
2n−i n-uplas distintas en Bk (las que resultan de considerar en la i-ésima componente
distinta de 1−, xi ó x′i) que la generan. En consecuencia, hay 2n−if(n, k, i) n-uplas
distintas que generen a Bk .

Considerando ahora la cantidad posible de elementos 1 que puede tener una n-
upla que genere a B−k , obtenemos la cantidad de n-uplas distintas que generan a Bk
ó, lo que es equivalente,

|Sob(FBPK0(G),Bk)| =
n∑
i=0

2n−if(n, k, i).

Finalmente, de (5.3) resulta que el número de congruencias θ tales que
FBPK0(G)/θ ∼= Bk, donde |G| = n está dado por

|Mk| =

n∑
i=0

2n−if(n, k, i)

k!
.

para k ≥ 2, lo que resuelve el Problema 2.
Es fácil ver que |M0| = 2n y que |M1| = 3n − 2n. Luego, de (5.2), las álgebras

libres sobre un conjunto finito de generadores libres en la variedad BPK0 son de la
forma
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FBPK0(n) ∼= 22n × 33n−2n ×
2n∏
k=2

B
∑n

i=0 2n−if(n,k,i)

k!
k

Con la ayuda de un programa de computación sencillo, mostramos algunos ejem-
plos de álgebras libres en la variedad BPK0.

FBPK0(1) ∼= 22 × 3×
∏2

k=2 B
∑1

i=0 21−if(1,k,i)

k!
k = 22 × 3× B2

2.

FBPK0(2) ∼= 24 × 35 ×
∏4

k=2 B
∑2

i=0 22−if(2,k,i)

k!
k = 24 × 35 × B20

2 × B16
3 × B4

4

FBPK0(3) ∼= 28 × 319 ×
∏8

k=2 B
∑2

i=0 22−if(2,k,i)

k!
k = 28 × 319 × B158

2 × B400
3 × B548

4 ×
B448

5 × B224
6 × B64

7 × B8
8

5.2. Álgebras débilmente proyectivas finitas

En esta sección caracterizaremos a las álgebras débilmente proyectivas finitas en
la variedad BPK0. Si V es una variedad, recordemos que un álgebra L es débilmente
proyectiva si para cada par de álgebras L1 y L2 en V y para cada f : L1 → L2

homomorfismo sobreyectivo y h : L → L2 homomorfismo, existe un homomorfismo
g : L→ L1 tal que f ◦ g = h.

L2 L

L1

f

h

g

Observemos que la definición de objetos proyectivos en la teoŕıa de categoŕıas
es similar a la definición de álgebras débilmente proyectivas dada, sólo que consi-
derando epimorfismos en lugar de homomorfismos sobreyectivos. Si consideramos la
categoŕıa asociada a la variedad BPK0, cuyos objetos son las álgebras en BPK0 y
cuyos morfismos son los homomorfismos de dicha variedad, tenemos que las nociones
de álgebra proyectiva y débilemente proyectiva no son equivalentes. Esto se debe a
que las nociones de epimorfismo y homomorfismo sobreyectivo no coinciden en di-
cha categoŕıa, a diferencia de las de monomorfismo y homomorfismo inyectivo que
coinciden en cualquier variedad.

Para ver esto, consideremos la cadena de dos y tres elementos, las cuales son
álgebras de la variedad BPK0, y el homomorfismo f : 2 → 3 dado por f(0) = 0 y
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f(1) = 1 y veamos que f es un epimorfismo, es decir, si existen homomorfismos h
y g tales que g ◦ f = h ◦ f entonces h = g.

Tenemos la siguiente situación:

•

•

•

•

•

•

•
A

1

0

0

d

1

0

1

Claramente, g(0) = h(0) = 0 y g(1) = h(1) = 1. Para probar que h = g, resta
ver que la imagen de d está completamente determinada.

Notemos que d es un elemento denso que cumple d = d′, por lo que su imagen
por cualquier homomorfismo también es un elemento denso que coincide con su
propia negación. Supongamos que el álgebra A tiene dos elementos m y n con esas
caracteŕısiticas (es decir, dos posibles imágenes de d) entonces al ser ambos elementos
densos m∗ = n∗ = 0 y como m = m′ y n = n′, resulta también m′∗ = n′∗ = 0. Ahora
bien, toda álgebra subdirectamente irreducible en la variedad BPK0 cumple con la
condición de regularidad establecida al principio de la Sección 5.1, es decir, si x∗ = y∗

y x′∗ = y′∗ entonces x = y. Esto indica que n = m y, en consecuencia la imagen
del elemento d es única para cualquier homomorfismo. Luego, hemos encontrado un
epimorfismo, que no es homomorfismo sobreyectivo, por lo que ambos conceptos no
coinciden en BPK0.

Recordemos que dadas dos álgebras L y L1 en la variedad V , diremos que L
es un retracto de L1 si existen homomorfismos f : L → L1 y g : L1 → L tal
que g ◦ f = idL. Un resultado conocido establece que L es un álgebra débilmente
proyectiva si y sólo si es un retracto de algún álgebra libre FV(n), con n < ω.

A continuación, veremos en primer lugar cuándo un álgebra en BPK0 no es
débilmente proyectiva.

Proposición 5.2.1. Si L ∈ BPK0 es un álgebra con un punto fijo (x = x′)
entonces L no es débilmente proyectiva.

Demostración. Sea L un álgebra en BPK0 con un punto fijo, es decir, existe x ∈ L tal
que x = x′. Consideremos L2 = L y L1 = 2×L. Es claro que existe un homomorfismo
sobreyectivo de L1 a L2 dado por la proyección πL y un homomorfismo de L2 en L2

dado por la identidad, pero no existe ningún homomorfismo de L2 = L en L1 = 2×L
pues L tiene un punto fijo y L1 no. �
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Observemos que si L ∈ BPK0 es un álgebra finita, como BPK0 es una variedad
con término discriminador, L es producto directo de álgebras simples, es decir, L =
n∏
i=1

Di donde Di
∼= Bk para algún k. Notemos que toda álgebra Bk, con k > 2 tiene

un punto fijo (d = d′), por lo que si ninguno de los factores Di en L es isomorfo
a 2, resulta que L tiene un punto fijo y por la proposición anterior, no puede ser
un álgebra débilmente proyectiva. Luego, para que L sea un álgebra débilmente
proyectiva, necesariamente algún Di = 2. Más aún, toda álgebra finita en BPK0 de
la forma 2×A es un álgebra débilmente proyectiva como se muestra a continuación.

Proposición 5.2.2. Si L = 2 × A es un álgebra finita en BPK0 entonces L es
débilmente proyectiva.

Demostración. Sea L = 2 × A un álgebra finita. Para ver que L es débilmente
proyectiva, por lo mencionado al principio de esta sección, es suficiente mostrar que
L es un retracto del álgebra libre FBPK0(n), para algún n.

En la Sección 5.1. vimos

FBPK0(n) =
2n∏
i=0

Bmi
i

donde B0 = 2 ymi = |Mi|. Es claro, por cómo hallamos estos cardinales en la sección
anterior, que mi es estrictamente creciente en el número de generadores libres, es
decir, si el álgebra simple Bi es mi veces factor en la descomposición de FBPK0(n)
entonces en la descomposición de FBPK0(n+ 1) lo será en un número mayor a mi.

Como L = 2 × A también es producto de álgebras simples, entonces L = 2 ×∏t
i=1 Dri

i , donde Di = Bk para algún k. Sea k0 el mayor de éstos k que aparecen
en la descomposición de L. Luego, siempre es posible encontrar un álgebra libre
con una cantidad de generadores libres n0 (2n0 > k) de forma tal que todos los Di

resulten ser factores de ella. Además, como la cantidad de factores Bi que aparecen
en la descomposición FBPK0(n) es mayor que la que aparece en la descomposición de
FBPK0(n + 1), es posible encontrar n0 suficientemente grande tal que Di sea factor
del álgebra libre FBPK1(n0) por lo menos ri veces.

De esta forma tenemos que FBPK0(n0) = 2 ×
∏t

i=1 Dri
i ×

∏s
j=1 Ej donde tanto

Di como Ej son isomorfos a álgebras del tipo Bk. Consideremos ahora la aplicación
g : 2×

∏t
i=1 Dri

i → 2×
∏t

i=1 Dri
i ×

∏s
j=1 Ej dada por

(e, x) 7−→ (e, x, e, . . . , e)

donde e ∈ 2 y x ∈
∏t

i=1 Dri
i . Claramente, esta aplicación es un homomorfismo.

Además, si consideramos la aplicación f : 2×
∏t

i=1 Dri
i ×

∏s
j=1 Ej → 2×

∏t
i=1 Dri

i

dado por la proyección, resulta que g ◦ f = idL. Queda probado entonces que L =
2×

∏t
i=1 Dri

i es un retracto del álgebra libre y, por lo tanto un álgebra débilmente
proyectiva. �
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Corolario 5.2.3. Sea L ∈ BPK0. L es un álgebra débilmente proyectiva finita si y
sólo si L no tiene un punto fijo si y sólo si L ∼= 2×A, para algún álgebra A finita.

5.3. Cuasivariedades

En esta sección daremos una descripción del reticulado de cuasivariedades de la
variedad BPK0, al cual notaremos por L(BPK0). Además, daremos una axiomati-
zación para cada una de las cuasivariedades de L(BPK0). Para ello, necesitaremos
determinar las álgebra cŕıticas de dicha variedad. Recordemos que un álgebra finita
A es cŕıtica si no pertenece a la cuasivariedad generada por sus subálgebras pro-
pias. Notaremos por Cri(V) a la clase de álgebras cŕıticas de V y por Q(K) a la
cuasivariedad generada por la clase de álgebras K.

La importancia de las álgebras cŕıticas radica en el siguiente resultado del cual
transcribimos una demostración dada por J. Gispert y A. Torrens en [14] pues dicho
art́ıculo no ha sido publicado.

Teorema 5.3.1. Toda cuasivariedad localmente finita está generada por sus álgebras
cŕıticas.

Demostración. Sea K una cuasivariedad localmente finita y sea A ∈ K. Considere-
mos la familia F de subálgebras finitamente generadas de A. Es bien conocido que
A puede sumergirse en un ultraproducto de miembros de F (ver, por ejemplo, [6,
Caṕıtulo V, Teorema 2.14]). Por lo tanto, A ∈ ISPU(F). Como K es localmente fi-
nita, tenemos que A ∈ ISPU({B ≤ A : B es finita}) ⊆ Q(Kfin), donde Kfin denota
la clase de las álgebras finitas de K. Esto muestra que K = Q(Kfin).

Sea A ∈ Kfin. Afirmamos que Q(A) = Q({B ≤ A : B es cŕıtica}). Procedemos
por inducción sobre el cardinal de A. Si |A| = 1, entonces A es cŕıtica y el resultado
es inmediato. Supongamos entonces que |A| = n > 1. Si A es cŕıtica, no hay nada
más que probar. Por otra parte, si A no es cŕıtica, entonces Q(A) = Q({B ≤
A : B 6= A}). Para cada B ≤ A, B 6= A, se tiene que |B| < n, por lo que, por
hipótesis inductiva, Q(B) = Q({C ≤ B : C es cŕıtica}). Juntando estos resultados
obtenemos que Q(A) = Q({C ≤ A : C es cŕıtica}), como queŕıamos probar.

Finalmente tenemos que

K = Q(Kfin) = Q({B : B es cŕıtica, B ≤ A,A ∈ Kfin}) = Q(Cri(K)) ⊆ K.

�

Del Caṕıtulo 4, Sección 5, tenemos que BPK0 es una variedad (cuasivariedad)
localmente finita por lo que sus subcuasivariedades están determinadas por sus álge-
bras cŕıticas. Para poder determinarlas notemos que también es una variedad con
término discriminador (Cap. 5. Sección 1), lo que nos permite afirmar que toda
álgebra finita es producto de álgebras simples, es decir, de álgebras isomorfas a Bm,
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m ∈ ω o a la cadena de dos elementos a la cual notaremos por B0. Recordemos
también que se cumple

Bm ≤ Bn si y sólo si m ≤ n (5.4)

Todas estas caracteŕısticas nos permiten determinar a sus álgebras cŕıticas y un
orden conveniente de éstas a través de los siguientes resultados.

Lema 5.3.2. Si Bm1 × Bm2 × . . .× Bml
es subálgebra de Bn1 × . . .× Bnr , entonces

cada Bmi
es subálgebra de Bnj

para algún j.

Demostración. Si Bm1 ×Bm2 × . . .×Bml
es subálgebra de Bn1 × . . .×Bnr entonces

Bm1 × Bm2 × . . .× Bml
∈ V(Bn1 × . . .× Bnr) = V(Bn1 , . . . ,Bnr).

Además Bmi
∈ V(Bn1 , . . . ,Bnr) para todo 1 ≤ i ≤ l y como Bmi

es subdirecta-
mente irreducibe, por el Lema de Jónsson (Lema 1.1.12), Bmi

∈ HS(Bn1 , . . . ,Bnr) =
IS(Bn1 , . . . ,Bnr). Luego, Bmi

es subálgebra de Bnj
para algún 1 ≤ j ≤ r. �

Lema 5.3.3. Si A es un álgebra de la forma Bn1 × Bn2 × . . .Bnl
que tiene dos

factores isomorfos entre śı entonces A no es un álgebra cŕıtica.

Demostración. Supongamos A = Bn1 × Bn2 × . . .× Bnl
y supongamos, sin pérdida

de generalidad que Bn1
∼= Bn2 . Consideremos el álgebra A∗ = Bn2 × . . . × Bnl

, es
decir, el álgebra que resulta de eliminar el primer factor en A.

Si a cada elemento de A∗ le asociamos un elemento de A a través de la asignación
(x2, x3, . . . , xn) 7−→ (x2, x2, . . . , xn), obtenemos que A∗ es subálgebra propia de A. Y
si a cada elemento de A le asignamos un elemento de A∗×A∗ de la siguiente manera
(x1, x2, . . . , xn) 7−→ ((x1, x3, . . . , xn), (x2, x3, . . . , xn)) resulta que A ≤ A∗×A∗. Esto
muestra que A ∈ ISP (A∗) y, por lo tanto no es cŕıtica. �

Lema 5.3.4. Si A es un álgebra de la forma Bn1 × Bn2 × . . .Bnr con más de dos
factores distintos entonces A no es un álgebra cŕıtica en BPK0.

Demostración. Podemos considerar a A = Bn1 × Bn2 × . . .Bnr cuyos factores
están ordenados en forma creciente, es decir, ni ≤ ni+1. Afirmamos que A ∈
ISP (Bn1 × Bnr) y que Bn1 × Bnr es subálgebra propia de A. Para probar esto
último, basta considerar la aplicación no sobreyectiva de Bn1 × Bnr en A dada por
(x, y) 7−→ (x, x, . . . , x, y). Y para mostrar que A = Bn1 × . . . × Bnr es subálge-
bra de (Bn1 × Bni

)r basta considerar la aplicación entre estas álgebras dada por
(x1, x2, . . . , xr) 7−→ ((x1, x1), (x1, x2), . . . , (x1, xr)). Esto muestra que A pertenece a
una subcuasivariedad generada por una subálgebra propia, lo cual indica que no es
un álgebra cŕıtica. �

Si A es un álgebra cŕıtica en BPK0, ya que ésta es una variedad con término
discriminador, A es producto de álgebras simples. Teniendo en cuenta los lemas
anteriores obtenemos que debe ser de la forma Bm ó Bm × Bn, con 0 ≤ m < n
(recordemos que B0 = 2). El siguiente resultado muestra que todas las álgebras de
esta forma resultan ser álgebras cŕıticas.
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Proposición 5.3.5. Bm y Bm × Bn, con 0 ≤ m < n < ω son álgebras cŕıticas.

Demostración. Si suponemos que Bm no es cŕıtica, entonces por (5.4), Bm ∈
ISP ({Bj : j < m}), es decir, Bm es subálgebra de Bj1 × . . . × Bjr , donde ji < m
para todo 0 ≤ i ≤ r. Pero entonces, por el Lema 5.3.2, Bm es subálgebra Bjs , para
algún 1 ≤ s ≤ r, lo cual es una contradicción pues m > js.

Con un razonamiento similar, se puede demostrar que Bm × Bn, con 0 ≤ m <
n < ω también es un álgebra cŕıtica. �

Una vez conocidas las álgebras cŕıticas en BPK0, para poder obtener el reticulado
de cuasivariedades, necesitamos saber, dadas dos álgebras cŕıticas A y B cuándo
Q(A) ⊆ Q(B) o lo que es equivalente cuándo A ∈ Q(B). Sabemos que esto sucede
cuando

A ∈ ISPPU(B)

y como B es finita, esto a su vez equivale a que

A ∈ ISP (B).

Luego, el orden entre las álgebras cŕıticas que nos interesa es

A � B si y sólo si A ∈ Q(B) si y sólo si A ∈ ISP (B).

Como las álgebras cŕıticas en BPK0 son de la forma Bm ó Bm × Bn (m < n), el
orden entre ellas se puede caracterizar de la siguiente manera.

Proposición 5.3.6.

(1) Si Bm × Bn, Bp × Bq ∈ Cri(K) entonces

Bm × Bn � Bp × Bq si y sólo si m ≤ p y n ≤ q.

(2) Si Bp, Bm × Bn ∈ Cri(K) entonces

Bp � Bm × Bn si y sólo si p ≤ m.

(3) Si Bm × Bn,Bp ∈ Cri(K) entonces

Bm × Bn � Bp si y sólo si n ≤ p.

Demostración. Si Bm × Bn � Bp × Bq entonces Bm × Bn ∈ ISP (Bp × Bq). Como
Bm×Bn es finita, podemos afirmar que es subálgebra de un producto finito de copias
de Bp × Bq, es decir, es isomorfa a un álgebra B tal que

Bm × Bn ∼= B ≤ (Bp × Bq)× (Bp × Bq)× . . .× (Bp × Bq).

119



Caṕıtulo 5. La variedad BPK0

Aplicando el Lema 5.3.2, resulta que Bn es subálgebra de Bp ó Bq y como p < q
resulta n ≤ q. Por otra parte, si consideramos la inmersión

i : B→ (Bp × Bq)× (Bp × Bq)× . . .× (Bp × Bq),

por la dualidad de Priestley sabemos que

X(i) : X((Bp × Bq)× (Bp × Bq)× . . .× (Bp × Bq))→ X(B)

es un pm-morfismo, por lo que cumple con las condiciones

X(i)(xi ∩Max) = (X(i)(x))i ∩Max y X(i)(xd ∩Min) = (X(i)(x))d ∩Min,

ésta última dada por la simetŕıa de la operación de De Morgan. Esto nos permite
asegurar que la cantidad de maximales de la componente conexa asociada a Bp debe
ser mayor o igual a la cantidad de maximales de alguna de las componentes conexas
del dual de B ∼= Bm × Bn. Como n > m, podemos asegurar que p ≥ m.

Ahora bien, si m ≤ p y n ≤ q, es claro que Bm × Bn es subálgebra de Bp × Bq,
por lo que Bm × Bn � Bp × Bq.

Con un procedimiento análogo se demuestran (2) y (3). �

En la siguiente figura mostramos el conjunto ordenado de álgebras cŕıticas de la
variedad BPK0. En este gráfico mn representa al álgebra cŕıtica Bm × Bn (m < n)
y m al álgebra cŕıtica Bm, m ≥ 0.
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Al conjunto ordenado de álgebras cŕıticas de la variedad BPK0 con la relación
� definida anteriormente lo notaremos por P y llamaremos D(P ) al reticulado
distributivo formado por los subconjuntos decrecientes de P . Observemos que a
cada subcuasivariedad K de BPK0 le podemos asociar un elemento en D(P ), que es
el conjunto de álgebras cŕıticas de K. La rećıproca también es válida y lo probaremos
en el resto de la sección.

A continuación, definimos algunas subcuasivariedades particulares de BPK0 que
serán utilizadas para poder encontrar cuasi-identidades que caractericen a cada una
de las subcuasivariedades definidas anteriormente.

(BPK0 : Bm) = Q({A ∈ Cri(BPK0) : Bm 6∈ IS(A)}) = Mm−1,

es decir, es aquella subcuasivariedad generada por las álgebras cŕıticas que no
contienen como subálgebra a un álgebra isomorfa a Bm.

(BPK0 : Bm × Bn) = Q({A ∈ Cri(BPK0) : Bm × Bn 6∈ ISP (A)}).

Como vimos en el Teorema 1.1.15 una clase K es una cuasivariedad si y sólo
si existe un conjunto ∆ de cuasi-identidades tales que K sea la clase de todas las
álgebras que satisfacen dicho conjunto de cuasi-identidades. El siguiente objetivo
es encontrar un conjunto ∆ de cuasi-identidades que caracterice cada una de las
subcuasivariedad de BPK0 definidas anteriormente. Los siguientes lemas forman la
base para poder construirlas.

Lema 5.3.7. Una BPK0-álgebra A contiene una subálgebra isomorfa a Bn si y sólo
si existen a1, a2, . . . , an ∈ A tales que

(i) (
∨n
i=1 ai)

′
=
∨n
i=1 ai

(ii) a∗j =
∨
i 6=j ai

Demostración. Supongamos que Bn es subálgebra de A y sea f : Bn → A una
inmersión. Si llamamos x1, x2, . . . xn a los átomos de Bn, tenemos que los elementos
ai = f(xi), 1 ≤ i ≤ n satisfacen las condiciones requeridas. Para mostrar que la
rećıproca se cumple, veamos en primer lugar que si existen elementos a1, a2, . . . an
que verifiquen (i) y (ii), ninguno de ellos puede ser 0. En efecto, si suponemos que
aj = 0 para algún j, de (ii) resulta a∗j = 1 =

∨
i 6=j ai y como aj = 0,

∨n
i=1 ai = 1, lo

que contradice (i). Veamos ahora que la subálgebra B generada por los elementos
a1, a2, . . . an (Sg({ai, i = 1, . . . n})es una subálgebra isomorfa a Bn.

Es fácil ver Sg({ai, i = 1, . . . , n}) está formada exactamente por los elementos de
la forma

∨k
i=1 ai y (

∨k
i=1 ai)

′, con k = 1, . . . , n. Además, de la condición a∗j =
∨
i 6=j ai,

se puede deducir que ai∧aj = 0 para todo i 6= j, lo cual indica que los ai son átomos
de B. En efecto,

0 = a∗j ∧ aj = (
∨
i 6=j

ai) ∧ aj =
∨
i 6=j

(ai ∧ aj),
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lo que implica que ai ∧ aj = 0 para todo i 6= j. Esto muestra también que todos los
ai deben ser distintos, ya que si i 6= j pero ai = aj, por lo probado anteriormente
ai ∧ aj = ai = 0, lo que contradice el hecho de que ningún ai puede ser 0.

Por otra parte, d =
∨n
i=1 ai es un elemento denso ya que

d∗ = (
n∨
i=1

ai)
∗ =

n∧
i=1

a∗i =
n∧
i=1

(
∨
j 6=i

aj) = 0

pues ai ∧ aj = 0, para todo i 6= j.
Finalmente, de d = (

∨n
i=1 ai)

′
=
∨n
i=1 ai, obtenemos ai ≤ d = d′ ≤ a′j. Todas

estas condiciones muestran que B está contenida en [0, d]⊕ [d, 1] y B ∩ [0, d] es un
álgebra de Boole cuyos átomos son a1, a2, . . . an. Luego, B ∼= Bn. �

Es bien conocido que si A = 〈A,∧,∨, ∗, ′, 0, 1〉 es una pm-álgebra y a es un
elemento booleano de A (es decir, existe b tal que a∨ b = 1 y a∧ b = 0) entonces
el segmento [0, a] es un reticulado distributivo con las mismas operaciones ∧ y ∨ de
A (ver [26]; pág. 133). Si además a verifica que a′ = a∗ y definimos las operaciones
∗a y ′a como

x∗a = x∗ ∧ a (5.5)

x′a = x′ ∧ a (5.6)

respectivamente, obtenemos que 〈[0, a],∧,∨, ∗a, ′a〉 es una pm-álgebra. En efecto,
veamos que ∗a es un pseudocomplemento. Supongamos que x ∧ y = 0, entonces
x∧a∧y = 0, lo que implica que a∧y ≤ x∗, por lo que se cumple a∧y ≤ x∗∧a = x∗a .
Si suponemos que y ≤ x∗a = x∗ ∧ a entonces y ∧ x ≤ x ∧ x∗ ∧ a = 0. Estas dos
condiciones prueban que ∗a es un pseudocomplemento. Para probar que ′a es una
negación de De Morgan, probemos que ′a es involutiva y que invierte el orden. En
efecto,

x′a′a = (x′ ∧ a)′a = (x′ ∧ a)′ ∧ a = (x ∧ a) ∨ (a′ ∧ a)
= (x ∧ a) ∨ 0 = x ∧ a = x.

(x ∧ y)′a = (x ∧ y)′ ∧ a
= (x′ ∧ a) ∨ (y′ ∧ a)
= x′a ∨ y′a .

También se puede probar que la aplicación αa : A→ [0, a] tal que αa(x) = x∧ a
es un homomorfismo sobreyectivo entre pm-álgebras.

Si llamamos b = a∗, es fácil ver entonces que A es isomorfa al producto directo
de las pm-álgebras [0, a] y [0, b] bajo la aplicación α : A→ [0, a]× [0, b] definida por

α(x) = (αa(x), αb(x)).

Esto nos permite demostrar el siguiente resultado que establece cuándo un álge-
bra cŕıtica de la forma Bm × Bn es subálgebra de otra cualquiera.
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Lema 5.3.8. Una BPK0-álgebra A contiene una subálgebra isomorfa a Bm × Bn
si y sólo si existen elementos distintos de cero a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bn ∈ A tales
que si a =

∨m
i=1 ai y b =

∨n
i=1 bi se verifica

(i) a∗ ∨ b∗ = 1, a∗′ = b∗,

(ii) a∗j ∧ b∗ =
∨
i 6=j ai, b∗j ∧ a∗ =

∨
i 6=j bi,

(iii) a′ ∧ b∗ = a, b′ ∧ a∗ = b.

Demostración. Sea f : Bm × Bn → A una inmersión, x1, x2, . . . xm los átomos de
Bm e y1, y2, . . . yn los átomos de Bn. Si consideramos los elementos ai = f(xi, 0),
1 ≤ i ≤ m y f(0, yi), 1 ≤ i ≤ n, éstos satisfacen las condiciones requeridas. Para
probar la rećıproca, mostremos que la subálgebra B de A generada por los elementos
a1, a2, . . . am, b1, b2, . . . bn es una BPK0-álgebra isomorfa a Bm × Bn.

En primer lugar notemos que de la condición (i) resulta a∗ ∨ b∗ = 1 y

a∗ ∧ b∗ = a∗ ∧ a∗′ = a∗′′ ∧ a∗′ = (a∗′ ∨ a∗)′ = (b∗ ∨ a∗)′ = 1′ = 0,

es decir, a∗ y b∗ forman un par de elementos booleanos que satisfacen b∗′ = a∗. Esto
nos permite, por lo mencionado anteriormente, expresar a A como producto de dos
pm-álgebras B1 y B2, A ∼= B1 × B2 ≤ [0, b∗] × [0, a∗], donde las operaciones de
pseudocomplementación y negación en los segmentos están definidas como en (5.5)
y (5.6). Además, de la condición (iii) resulta

ai ≤ a = a′ ∧ b∗ ≤ b∗, 1 ≤ i ≤ m

y
bi ≤ b = b′ ∧ a∗ ≤ a∗, 1 ≤ i ≤ n.

Para esquematizar esta situación, mostramos la siguiente figura.
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Probemos ahora que B1 ⊆ [0, b∗] tiene la estructura de un álgebra de la forma Bm
con las operaciones mencionadas. Para esto, probemos que los elementos ai cumplen
las condiciones del Lema 5.3.7. De la condición (iii) resulta que a′b = a′ ∧ b∗ = a
y de la condición (ii) se tiene que a∗bj = a∗j ∧ b∗ =

∨
i 6=j ai. Esto prueba que el

segmento [0, b∗] tiene una subálgebra isomorfa a Bm (la subálgebra B1 generada por
los elementos ai). Análogamente se demuestra que [0, a∗] contiene una subálgebra
isomorfa a Bn (la subálgebra B2 generada por los elementos bi), y, entonces A ∼=
B1 ×B2

∼= Bm × Bn. �

Observación 5.3.9. En la demostración de esta proposición, sólo usamos el hecho
de que los elementos ai y bj sean no nulos para asegurarnos que las subálgebras
B1 (generada por los elementos ai) y B2 (generadas por los elementos bi) tengan
exactamente m y n átomos respectivamente. Por otra parte, si a =

∨m
i=1 ai = 0,

resulta que los elementos bj satisfacen las condiciones del Lema 5.3.7, por lo que
podemos asegurar que todos ellos son no nulos y que A contiene una subálgebra
isomorfa a Bn.

Lema 5.3.10. Sea A una BPK0-álgebra en la que existen elementos a1, a2, . . . , am,
b1, b2, . . . bn que satisfacen las condiciones (i)−(iii) del Lema 5.3.8 entonces si algún
ai = 0 resulta a =

∨m
i=1 ai = 0 y si algún bj = 0 entonces b =

∨n
j=1 bj = 0.

Demostración. Supongamos, sin pérdida de generalidad que b1 = 0. Por la condición
(ii), b∗1∧a∗ = a∗ =

∨n
j 6=1 bj =

∨n
j=1 bj = b. De la condición (i) obtenemos a∗′ = b′ = b∗

y finalmente, de la condición (iii) resulta b′ ∧ a∗ = b∗ ∧ a∗ = b = 0, pues a∗ y b∗

forman un par de elementos booleanos como se vió en la demostración del Lema
5.3.8. Análogamente se prueba que a =

∨m
i=1 ai = 0 si algún ai = 0. �

Si consideramos la cuasi-identidad[((
n∨
i=1

xi

)′
≈

n∨
i=1

xi

)
& &n

j=1

(
x∗j ≈

n∨
i 6=j,i=1

xi

)]
=⇒ 0 ≈ 1

es claro que todas las álgebra cŕıticas A ∈ BPK0 tales que no contienen a Bn como
subálgebra la satisfacen. Más aún, las únicas álgebras cŕıticas que la satisfacen son
precisamente las álgebras cŕıticas A tales que Bn 6∈ IS(A). Como la cuasivariedad
Mn−1 está generada por estas álgebras obtenemos:

Teorema 5.3.11.

Mn−1 = (BPK0 : Bn) está caracterizada por las identidades de BPK0 y la cuasi-
identidad[((

n∨
i=1

xi

)′
≈

n∨
i=1

xi

)
& &n

j=1

(
x∗j ≈

n∨
i 6=j,i=1

xi

)]
=⇒ 0 ≈ 1
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Realizando un razonamiento análogo, por el Lema 5.3.8, se tiene la siguiente
axiomatización para (BPK0 : Bm × Bn).

Teorema 5.3.12.

(BPK0 : Bm × Bn) está caracterizada por las identidades de BPK0 y la cuasi-
identidad

(1)

(
m∨
i=1

xi

)∗
∨

(
n∨
i=1

yi

)∗
≈ 1 &

((
m∨
i=1

xi

)∗′
≈

(
n∨
j=1

yj

)∗)

&

(
&m
j=1

(
x∗j ∧ (

n∨
i=1

yi)
∗ ≈

m∨
j 6=i,i=1

xi

))
&

(
&n
j=1

(
y∗j ∧ (

m∨
i=1

xi)
∗ ≈

n∨
i 6=j,i=1

yi

))

&

(
(
m∨
i=1

xi)
′ ∧ (

n∨
j=1

yj)
∗

)
≈

m∨
i=1

xi &

(
(
n∨
j=1

yj)
′ ∧ (

m∨
i=1

xi)
∗

)
≈

n∨
j=1

yj =⇒
n∨
i=1

yi ≈ 0

Demostración. Veamos que las únicas álgebras cŕıticas que satisfacen la cuasi-
identidad (1) son las que generan a la cuasivariedad (BPK0 : Bm × Bn). Sabemos
que las álgebras cŕıticas en BPK0 son de la forma Bp ó Bp × Bq. Consideremos los
siguientes casos.

Supongamos que el álgebra cŕıtica Bp×Bq es tal que Bm×Bn 6∈ ISP (Bp×Bq).
Luego, Bm × Bn no puede ser subálgebra de Bp × Bq, lo que implica, por el
Lema 5.3.8 que no pueden existir elementos xi, yj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n no
nulos que hagan que el antecedente sea verdadero.

Supongamos entonces que algún xi ó yj es 0, entonces por Lema 5.3.10 resulta
a =

∨m
i=1 xi = 0 ó b =

∨n
j=1 yj = 0. Si b = 0, el consecuente es verdadero y la

identidad se sigue. Supongamos entonces que b =
∨n
i=1 yi 6= 0 y a =

∨m
i=1 xi =

0. En este caso, por la Observación 5.3.9 todos los bi = 0 son no nulos y Bn
seŕıa subálgebra de Bp×Bq, y en consecuencia n ≤ p < q, lo cual es un absurdo,
ya que implicaŕıa que Bm × Bn también lo seŕıa.

Esto indica que la cuasi-identidad se cumple para todas las álgebras cŕıticas
Bp × Bq que verifican Bm × Bn 6∈ ISP (Bp × Bq).

Supongamos que el álgebra cŕıtica Bp es tal que Bm × Bn 6∈ ISP (Bp), es
decir, Bm × Bn 6� Bp. Luego, por la Proposición 5.3.6, p < n. Utilizando un
razonamiento análogo al anterior tenemos que si

∨n
j=1 yi 6= 0, necesariamente∨m

i=1 xi = 0, por lo que Bn seŕıa subálgebra de Bp contradiciendo el hecho de
que p < n. Esto indica que la cuasi-identidad (1) se verifica para todas las
álgebras cŕıticas que cumplen Bm × Bn 6∈ ISP (Bp).
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Caṕıtulo 5. La variedad BPK0

Supongamos que el álgebra cŕıtica Bp×Bq es tal que Bm×Bn ∈ ISP (Bp×Bq).
En este caso, Bm × Bn � Bp × Bq y, por la Proposición 5.3.6, m ≤ p y n ≤ q.
Pero entonces Bm × Bn es subálgebra de Bp × Bq, y, por Lema 5.3.8, existen
elementos no nulos xi e yj que hacen que el antecedente de (1) sea verdadero
y el consecuente falso, por lo que la cuasi-identidad no se cumpliŕıa para estas
álgebras cŕıticas Bp × Bq.

Supongamos que el álgebra cŕıtica Bp es tal que Bm × Bn ∈ ISP (Bp). En
este caso, otra vez por la Proposición 5.3.6, resulta n ≤ p, por lo que Bn es
subálgebra de Bp. Luego, basta tomar a los elementos yj como n átomos de Bp
y a los elementos xi nulos, para mostrar que la cuasi-identidad (1) no se sigue
para estas álgebras.

Estos casos muestran que sólo las álgebras cŕıticas del conjunto {A ∈ Cri(BPK0) :
Bm × Bn 6∈ ISP (A)} satisfacen (1), por lo que la cuasivariedad (BPK0 : Bm × Bn)
queda caracterizada por (1) dentro de BPK0. �

Como una consecuencia de las cuasi-identidades encontradas podemos asegurar
que las únicas álgebras cŕıticas que aparecen en las cuasivariedades Mn−1 = (BPK0 :
Bn) y (BPK0 : Bm×Bn) son exactamente las que establece la siguiente proposición.

Proposición 5.3.13.

(1) Cri(Mn−1) = {A ∈ Cri(BPK0) : Bn 6∈ IS(A)}

(2) Cri((BPK0 : Bm × Bn) = {A ∈ Cri(BPK0) : Bm × Bn 6∈ ISP (A)}

Este resultado nos permite afirmar que para todo V ∈ D(P ), es decir, para todo
V subconjunto decreciente del conjunto ordenado de las álgebras cŕıticas de BPK0,
existe una subcuasivariedad K en BPK0 tal que Cri(K) = V . Esta cuasivariedad la
podemos obtener de la siguiente manera.

Si V es un conjunto finito de álgebras cŕıticas, consideremos los conjuntos
T = {i : Bi ∈ V } y Sp = {j : Bp × Bj ∈ V }. Como todos estos conjuntos
son finitos, sea t0 el último elemento de T y sp el último elemento de Sp, para
cada p. Claramente, por el orden establecido en las álgebras cŕıticas (si p1 < p2

entonces sp1 ≥ sp2 . Consideremos la cuasivariedad

K = (BPK0 : Bt0 × Bt0+1) ∩
⋂

0≤p≤t0−1

(BPK0 : Bp × Bsp+1)

Por Proposición 5.3.13 tenemos que las álgebras cŕıticas de esta cuasivariedad
son exactamente las que se encuentran en V .
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5.3. Cuasivariedades

Si V 6= Cri(BPK0) y no es un conjunto finito. Consideremos el conjunto
T = {i : Bi ∈ V } el cual es finito pues V 6= BPK0 y sea t0 su último
elemento. Consideremos también el conjunto R = {i : Cri(Mi) ⊆ V }, el cual
es distinto de vaćıo pues V no es finito, cuyo último elemento es r0 y los
conjuntos Sp = {j : Bp × Bj ∈ V } para r0 + 1 ≤ p ≤ t0 − 1, cuyos últimos
elementos son sp. La cuasivariedad

K = Mt0 ∩
⋂

r0+1≤p≤t0−1

(BPK0 : Bp × Bsp+1) ∩ (BPK0 : Bt0 × Bt0+1)

es una cuasivariedad cuyo conjunto de álgebras cŕıticas es exactamente el con-
junto V .

A modo de ejemplo, consideremos el decreciente V ∈ D(P ) que se muestra en la
siguiente figura
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Este conjunto decreciente tiene asociada la cuasivariedad:
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K = Mt0 ∩
⋂

r0+1≤p≤t0−1

(BPK0 : Bp × Bsp+1) ∩ (BPK0 : Bt0 × Bt0+1)

= M3 ∩
⋂

2≤p≤2

(BPK0 : Bp × Bsp+1) ∩ (BPK0 : B3 × B4)

= M3 ∩ (BPK0 : B2 × B5) ∩ (BPK0 : B3 × B4)

,

en este caso, r0 = 1, t0 = 3, s2 = 4. Notemos que en este caso particular M3 puede
obviarse.

Sabemos que a cada subcuasivariedad le podemos asociar un conjunto de álge-
bras cŕıticas que es un elemento de D(P ). Los resultados anteriores nos permiten
demostrar que la rećıproca también es cierta, es decir, que a todo subconjunto decre-
ciente de P le podemos asociar una cuasivariedad cuyo conjunto de álgebras cŕıticas
es exactamente dicho conjunto decreciente. Hemos probado entonces:

Teorema 5.3.14.
L(BPK0) ∼= D(P ).

A continuación mostraremos que las subcuasivariedades Mn y (BPK0 : Bm×Bn)
son ı́nfimo irreducibles, más aún, junto con BPK0 son las únicas subcuasivariedades
ı́nfimo irreducibles en L(BPK0).

Lema 5.3.15. Las cuasivariedades (BPK0 : Bm×Bn), m < n y Mn−1 son elementos
ı́nfimo irreducibles de L(BPK0).

Demostración. Supongamos que (BPK0 : Bm × Bn) = K1 ∧ K2, donde K1 y K2

son cuasivariedades tales que K1 6⊆ K2 y K2 6⊆ K1. En estas condiciones podemos
afirmar que existen álgebras cŕıticas A1 ∈ K1 \ K2 y A2 ∈ K2 \ K1. De esta forma
A1,A2 6∈ (BPK0 : Bm × Bn) y, por lo tanto, Bm × Bn � A1 y Bm × Bn � A2. Esto
nos permite decir, por la Proposición 5.3.6 que A1 y A2 son álgebras Bp×Bq, donde
m ≤ p y n ≤ q o bien son álgebras Bp con m,n ≤ p. Supongamos, por ejemplo
que A1 = Bp1 × Bq1 y A2 = Bp2 × Bq2 , p1, p2 ≥ m y q1, q2 ≥ n. Como A1 no es
subálgebra de A2 y A2 no es subálgebra de A1, necesariamente p1 6= p2. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que p1 < p2, entonces q2 < q1 y aśı Bp1×Bq2 ≤ Bp1×Bq1 y
Bp1×Bq2 ≤ Bp2×Bq2 por lo que Bp1×Bq2 ∈ K1∧K1. Por otra parte, Bp1×Bq2 contiene
a Bm × Bn como subálgebra, lo que implicaŕıa que Bp1 × Bq2 6∈ (BPK1 : Bm × Bn),
absurdo. Si suponemos que A1 = Br y A2 = Bp × Bq basta considerar el álgebra
Bp × Bmin(r,q) para llegar a un absurdo.

Un razonamiento análogo nos permite demostrar que Mn−1 también es ı́nfimo
irreducible. �

Proposición 5.3.16. Las cuasivariedades (BPK0 : Bm × Bn), y Mn son las únicas
subcuasivariedades ı́nfimo irreducibles de L(BPK0).
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Demostración. Sea K una cuasivariedad en BPK0 y consideremos el conjunto de sus
álgebras cŕıticas Cri(K). Sabemos que éste es un conjunto decreciente y mostramos
anteriormente que K se puede escribir cómo una intersección finita de subcuasivarie-
dades Mn y (BPK0 : Bm×Bn) por lo que éstas resultan las únicas subcuasivariedades
ı́nfimo irreducibles. �

Corolario 5.3.17. Toda subcuasivariedad de BPK0 es un ı́nfimo finito de subcua-
sivariedades de la forma (BPK0 : Bm × Bn) y Mn.

Observemos finalmente que los Teoremas 5.3.11 y 5.3.12 nos permiten obtener
una axiomatización para cada subcuasivariedad ı́nfimo irreducible. Para dar una
axiomatización para una cuasivariedad arbitraria de L(BPK0) sólo debemos tener
en cuenta cómo puede escribirse como intersección de cuasivariedades ı́nfimo irre-
ducibles tal como se mostró en esta sección.

El siguiente objetivo será determinar las cuasivariedades supremo reducibles en
L(BPK0). En primer lugar, notemos que por el Teorema 5.3.14 se deduce que
Cri(K1 ∨ K2) = Cri(K1) ∪ Cri(K2), para todo par de subcuasivariedades K1 y
K2. Luego, tenemos que Q(Bi×Bj) y Q(Bi) son supremos irreducibles en L(BPK0).

Lema 5.3.18. Las cuasivariedades BPK0 y Mn son supremo irreducibles en
L(BPK0), para cada n.

Demostración. Si BPK0 = K1 ∨ K2, uno de los conjuntos I1 = {j : Bj ∈ K1}
o I2 = {j : Bj ∈ K2} es infinito. Si suponemos que I1 es infinito, resultaŕıa que
Bk × Bl ∈ K1 cualquiera sean k, l, k < l. Y esto implicaŕıa que BPK0 = K1.

Si Mn = K1 ∨ K2, uno de los conjuntos I1 = {j : Bn × Bj ∈ K1} o I2 = {j :
Bn × Bj ∈ K2} seŕıa infinito y aśı Mn = K1 o bien Mn = K2. �

Teorema 5.3.19. Q(Bi×Bj), Q(Bi), BPK0 y Mn son las únicas subcuasivariedades
supremo irreducibles en L(BPK0).

Demostración. Sea K una subcuasivariedad supremo irreducible de BPK0. Supon-
gamos que K 6= BPK0 y que está generada por una cantidad finita de álgebras
cŕıticas, es decir, Cri(K) = {A1,A2, . . . ,An}, donde Ak = Bi × Bj o Ak = Bi.
Luego K =

∨n
k=1Q(Ak), pero como es supremo irreducible, K = Q(Ak), para algún

k, 1 ≤ k ≤ n.
Supongamos ahora que K no esté finitamente generada. Entonces Cri(K) no es

un conjunto finito, pero como K 6= BPK0, el conjunto {j : Bj ∈ K} deber ser finito.
Luego, existe j0 tal que Bj0 ∈ K y Bj0+1 6∈ K. Otra vez, ya que K no está generada
por una cantidad finita de álgebras cŕıticas debe existir i0 ≤ j0 tal que el conjunto
{k : Bi0 × Bk ∈ K} no sea finito. Si i0 6= j0 entonces K no es supremos irreducible,
lo cual contradeciŕıa nuestra hipótesis. Debe cumplirse entonces que Bj0 × Bk ∈ K
para todo k y aśı K = Mj0 . �
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En la siguiente figura se muestra el conjunto ordenado de todas las cuasivarieda-
des supremo irreducibles (recordemos que mn representa al álgebra cŕıtica Bm×Bn
y n al álgebra cŕıtica Bn).
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La importancia de determinar los elementos supremo irreducibles de L(BPK0)
radica en el siguiente resultado.

Proposición 5.3.20. Toda cuasivariedad K de BPK0 es supremo de una cantidad
finita de cuasivariedades supremo irreducibles.

Demostración. Es claro que si K = BPK0 o K es una cuasivariedad finitamente
generada, el resultado se verifica. Supongamos que K 6= BPK0 y que K no está fi-
nitamente generada. En estas condiciones tenemos que los conjuntos {i : Mi ⊆ K}
y {j : Bj ∈ K} son no vaćıos y acotados. Si i0 y j0 son los últimos elementos de
estos conjuntos respectivamente, resulta que el conjunto P (i0, j0) = {kl : Bk × Bl ∈
K and i0 < k, j0 < l} es finito (posiblemente vaćıo). Luego, podemos escribir

K = Mi0 ∨Q(Bj0) ∨
∨

kl∈P (i0,j0)

Q(Bk × Bl).
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Lo que muestra que K es supremo de una cantidad finita de cuasivariedades
supremo irreducibles. �

Hemos encontrado entonces el reticulado de cuasivariedades L(BPK0), junto con
los elementos supremo reducibles e ı́nfimo irreducibles, aśı como también un conjunto
de cuasi-identidades que caracterizan a cada uno de ellos.

5.4. Algunas conclusiones y consideraciones gene-

rales

En la Sección 4.4 determinamos completamente el reticulado de subvariedades de
la variedad BPK junto con identidades que caracterizan a cada uno de sus elementos.
Una caracteŕıstica importante de las variedades BPK0 y BPK1, es que determinan
pares slpitting del reticulado de subvariedades de la variedad BPK. Recordemos que
un par splitting (a, b) de un reticulado L es un par de elementos del reticulado que
verifica a 6≤ b y para todo c ∈ L, a ≤ c ó c ≤ b, en otras palabras, b es el elemento
más grande que no está sobre a.

Teniendo en cuenta el siguiente resultado se sigue que (V(4),BPK0), donde 4 es
la cadena de cuatro elementos, es un par splitting del reticulado de subvariedades de
la variedad BPK, es decir, V(4) 6⊆ BPK0 y para cada subvariedad V del reticulado
de subvariedades de BPK, se verifica que V(4) ⊆ V ó V ⊆ BPK0.

Proposición 5.4.1. Toda álgebra subdirectamente irreducible en la variedad BPK
que no pertenece a la variedad BPK0 contiene como subálgebra a un álgebra isomorfa
a 4.

Demostración. Si L es un álgebra subdirectamente irreducible que no pertenece a
la variedad BPK0 entonces, |Body(X(L)| ≥ 1. Como L es un álgebra subdirecta-
mente irreducible que pertenece a la variedad BPK, por el Corolario 4.4.6 existe el
menor elemento denso d, cuyo elemento asociado en D(X(L)) es Vd = Max. Por la
Proposición 4.4.4, sabemos que X(L) no puede tener elementos que sean maximales
y minimales a la vez. Luego,

Vd = Max ⇐⇒ φ(Vd) = Min ⇐⇒ Vd′ = (φ(Vd))
c = X(L) \Min.

Esto muestra que d ≤ d′ en L. Además, como |Body(X(L))| ≥ 1, obtenemos una
cadena 0 < d < d′ < 1 que claramente es subálgebra de L pues d y d′ son elementos
densos. �

Por otra parte, tenemos que el par (V(5),BPK1), donde 5 es la cadena de 5
elementos, es también un par splitting del reticulado de subvariedades de BPK como
lo demuestra la siguiente proposición.
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Proposición 5.4.2. Toda álgebra subdirectamente irreducible en la variedad BPK
que no pertenece a la variedad BPK1 contiene como subálgebra a un álgebra isomorfa
a 5.

Demostración. Si L es un álgebra subdirectamente irreducible que no pertenece a
la variedad BPK1 entonces, |Body(X(L))| = 2. Sean φ(P ) ⊂ P los dos elementos
de Body(X(L)). Como en la demostración de la Proposición 5.4.1 tenemos que los
elementos del dual asociados a d y d′ son comparables y vale Vd ⊂ Vd′ . Si ahora
consideramos además el elemento W = Max ∪ {P}, entonces tenemos la siguiente
cadena de 5 elementos

∅ ⊂Max ⊂Max ∪ {P} ⊂Max ∪ {φ(P ), P} ⊂ X(L)

que claramente es subálgebra de L pues son todos elementos densos y W ′ = W . �

Estos resultados nos dan una caracterización algebraica de las variedades BPK0

y BPK1, ya que nos dicen que las únicas álgebras subdirectamente irreducibles que
están en dichas variedades son aquellas que no contienen como subálgebra a 4 ó a
5 respectivamente.

En la segunda parte de esta tesis, hemos considerado las siguientes subvariedades
de las álgebras pseudocomplementadas de Kleene que se muestran en el siguiente
gráfico:
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Las subvariedades BPK1 y BPK0 estudiadas están incluidas en las variedades
PK1 y PK0 respectivamente y esta inclusión es estricta. Para mostrar esto, basta
mostrar que existen pk-álgebras que tienen cero ó un elemento en su body, pero no
son bundle, es decir, no todo elemento no maximal está contenido en todo elemento
maximal. Por ejemplo, las pk-álgebras cuyos espacios duales asociados son los que
se muestran en la figura, si bien no tienen elementos en su body, por lo que están
en la variedad PK0, no cumplen con la condición bundle, por lo que no pertenecen
a la variedad BPK0.

132



5.4. Algunas conclusiones y consideraciones generales
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Si bien el problema de determinar el reticulado de subvariedades de PK es com-
plejo, ¿se podrán determinar los pares splitting en el reticulado de subvariedades de
PK? Un problema interesante que nos gustaŕıa abordar en un futuro seŕıa determi-
nar completamente el reticulado de subvariedades de la variedad PK0. Notemos que
en esta variedad, se puede probar que es posible definir una implicación de Heyting.
Además los espacios duales asociados a sus álgebras subdirectamente irreducibles,
al estar formados sólo por elementos maximales y minimales tales que φ(U) ⊆ U se
pueden asociar a grafos simples. Estas caracteŕısticas, junto con la caracterización
de subálgebras dadas en el Caṕıtulo 3 para las álgebras de De Morgan Heyting,
podŕıan resultar de gran ayuda para lograr dicho objetivo.
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Caṕıtulo 5. La variedad BPK0
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