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Resumen

El objetivo de esta tesis es abordar distintos problemas algebraicos acerca de
algunas subvariedades de las dlgebras de De Morgan Heyting y de las dlgebras pseu-
docomplementadas de Kleene utilizando dualidades topoldgicas tipo Priestley corres-
pondientes a dichas variedades. Se investiga la sucesion de subvariedades SDH, de
las algebras de De Morgan Heyting caracterizadas por la identidad 2"(*) ~ 2 +1(%)
definidas por H.P. Sankappanavar en [26]. Se obtienen condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre el espacio de filtros primos para que un algebra de De Morgan Heyting
pertenezca a la variedad SDH; y se caracterizan las algebras subdirectamente irre-
ducibles y simples de dicha variedad. Todos estos resultados son extendidos para las
algebras finitas en el caso general SDH,,.

La clase de las algebras de Boole es un ejemplo familiar de algebras de Heyting y
es bien conocido que existe una correspondencia entre las subalgebras de un dlgebra
de Boole y ciertas relaciones de equivalencia definidas sobre su espacio Booleano
(ver, por ejemplo [13]). En esta tesis se extiende esta correspondencia tanto para la
clase de las dlgebras de Heyting como para la clase de las algebras de De Morgan
Heyting, es decir, se caracterizan las subalgebras de las algebras de Heyting y de
De Morgan Heyting definiendo ciertas relaciones de equivalencia sobre los espacios
topoldgicos de sus respectivas representaciones tipo Priestley. Como caso particular
de este resultado, se obtiene la caracterizacién para subalgebras maximales de las
algebras de Heyting finitas dada por M. Adams en [2].

Se estudian las algebras subdirectamente irreducibles en la variedad PCDM de
las algebras pseudocomplementadas de De Morgan a través de sus pm-espacios. Se
introduce la nocién de body de un algebra L € PCDM y se caracteriza completamen-
te Body(L) cuando L es subdirectamente irreducible, directamente indescomponible
o simple. Como consecuencia de esto, en el caso particular de las algebras pseudo-
complementadas de Kleene, surgen naturalmente tres subvariedades de la misma
para las cuales se determinan identidades que las caracterizan. Se define la subvarie-
dad BPIK, de particular interés ya que sus algebras subdirectamente irreducibles son
suma ordinal de algebras de Boole y cadenas, realizandose un estudio de la misma. Se
determina completamente el reticulado de sus subvariedades y se encuentran bases
ecuacionales para cada una de ellas. Una de estas subvariedades, llamada BPIK, es
aquella cuyos miembros subdirectamente irreducibles son de la forma B & B, donde
B es un algebra de Boole. La tltima parte de la tesis esta destinada al estudio de
la variedad BPK, resolviéndose problemas tales como la obtencion de las algebras



libres con una cantidad finita de generadores libres y la descripcién completa del
reticulado de cuasivariedades junto con una base de cuasi-identidades para cada
cuasivariedad.
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Abstract

The objective of this thesis is to study several algebraic problems regarding
some subvarieties of De Morgan Heyting algebras and pseudocomplemented Kleene
algebras using the corresponding Priestley dualities as a main tool. We focus on the
sequence of subvarieties SDH,,, which consist of the De Morgan Heyting algebras
characterized by the identity z"(*) ~ 2+ a5 defined by H. P. Sankappanavar
in [26]. We give necessary and sufficient conditions on the space of prime filters for
a De Morgan Heyting algebra to belong to the variety SDH;. We also characterize
the subdirectly irreducible and simple members of this variety. These results are all
further extended for finite algebras in the general case of the varieties SDH,,.

The class of Boolean algebras is a familiar example of Heyting algebras and it
is well known that there exists a correspondence between subalgebras of a Boolean
algebra and certain equivalence relations on its Boolean space (see, for example,
[13]). In this thesis, we extend this correspondence both for the class of Heyting
algebras and for the class of De Morgan Heyting algebras, that is, we characterize
the subalgebras of a Heyting algebra and a De Morgan Heyting algebra by defining
certain equivalence relations on their respective Priestley spaces. The characteriza-
tion of maximal subalgebras in finite Heyting algebras given by M. Adams in [2]
follows now as a special case of our characterization.

We also study the subdirectly irreducible members of the variety PCDM of
pseudocomplemented De Morgan algebras in terms of their pm-spaces. We introdu-
ce the notion of body of an algebra L € PCDM and characterize completely the
body of L when L is subdirectly irreducible, directly indecomposable or simple. As
a consequence of this, in the case of pseudocomplemented Kleene algebras, three
special subvarieties arise naturally, for which we give explicit identities that charac-
terize them. We also define the variety BPKX which is of particular interest because
its subdirectly irreducible algebras are ordinal sums of Boolean algebras and chains.
We study this variety in depth. We determine the whole subvariety lattice and find
explicit equational bases for each of the subvarieties. The subdirectly irreducible
members of one of these subvarieties, called BPK,, are of the form B ¢ B, where
B is a Boolean algebra. The last part of this thesis is devoted to the study of this
variety: we characterize the finitely generated free algebras and give a full descrip-
tion of the quasivariety lattice as well as the corresponding quasi-equational basis
for each of the quasivarieties.

11



12



Indice general

Introduccion 15
1. Preliminares 19
1.1. Nociones Preliminares de Algebra Universal . . . .. ... ... ... 19
1.2. Dualidades tipo Priestley . . . . . . . . . . . ... 27
I Algebras de De Morgan Heyting 33
2. Variedades SDH, 35
2.1. Dualidad para la variedad DH . . . . . . . . ... 35
2.2. Espacios duales para las algebrasde SDH; . . . . . . . . . . . .. .. 37
2.3. Algebras subdirectamente irreducibles y simples en SDH; . . . . .. 42
2.4. Aplicacién: generacion por miembros finitos . . . . . ... L. L. 44
2.5. Dualidad y algebras subdirectamente irreducibles finitas en las varie-
dades SDH,, . . . . . . . . 46
3. Subdlgebras de Heyting y de De Morgan Heyting 57
3.1. Caracterizacién de las subalgebras de Heyting . . . . . . . ... ... o7
3.2. Subélgebras de Heyting finitas . . . . . . . . ... ... .. ... ... 63
3.3. Aplicaciéon: subdlgebras de Heyting maximales . . . . . . .. ... .. 68
3.4. Caracterizacion de subélgebras de De Morgan Heyting . . . . . . .. 71
11 Algebras de Kleene pseudocomplementadas 77
4. La variedad BPK 79
4.1. Propiedades basicas y dualidad de las pm-édlgebras . . . . . . . . . .. 80
4.2. pm-algebras subdirectamente irreducibles y simples . . . . . . . . .. 81
4.3. pk-algebras subdirectamente irreducibles . . . . . .. ... ... 85
4.4. Algebras BPK=B®C OB . . . . . . ... 89
4.5. Subvariedades de la variedad BPK . . . . .. ... ... ... ... 97
4.6. Bases ecuacionales . . . .. .. ..o 102



5. La variedad BPK,
5.1. Algebras libres

5.3. Cuasivariedades

5.2. Algebras débilmente proyectivas finitas

5.4. Algunas conclusiones y consideraciones generales . . . . . . . ... ..

Bibliografia

Indice alfabético

14

105
105
114
117
131

133

137



Introduccion

Las algebras de Heyting son reticulados distributivos acotados con una operacién
binaria — de pseudocomplementacién relativa, es decir, cumplen con la condicion:
a/Nc<b siysoélosi c<a— b Estas dlgebras conforman la semantica algebraica
equivalente de la l6gica intuicionista, de la misma manera que las algebras de Boole
conforman la de la légica proposicional clasica. Las algebras de De Morgan Heyting
o dh-algebras son algebras de Heyting con una operacién adicional de De Morgan.
Estas algebras son la semantica algebraica del calculo proposicional modal simétri-
co de Moisil. Fueron estudiadas con el nombre de dlgebras de Heyting simétricas
por A. Monteiro en su extenso e importante trabajo “Sur les Algebres de Heyting
Symétriques”. Ademas de la estrecha relacion que tienen con ciertas logicas, estas es-
tructuras algebraicas son suficientemente ricas en si mismas para desarrollar nuevas
técnicas para el estudio de otras algebras.

La obtencién de una semantica adecuada para una légica determinada posibilita
la obtencién y avance de los conocimientos sobre dicha logica. De la misma for-
ma, una representacion topoldgica adecuada para la semantica algebraica posibilita
obtener resultados algebraicos sobre dicha semantica y, en consecuencia, sobre la
légica asociada a ella. En 1936 M.H.Stone desarrollé una teoria de representacion
topoldgica para las dlgebras de Boole ([30]) y en 1970 H. Priestley desarroll6 una
teoria de representaciéon para reticulados distributivos acotados en términos de es-
pacios topoldgicos ordenados. Posteriormente, se obtuvieron dualidades topoldgicas
tipo Priestley para las dlgebras de Heyting ([17]), de De Morgan ([10]) y las dlgebras
paseudocomplementadas ([24]). En esta tesis combinamos estas dualidades para ob-
tener dualidades topolodgicas tipo Priestley para las dlgebras de De Morgan Heyting
y las algebras de De Morgan pseudocomplementadas o pm-éalgebras con el objetivo
de obtener resultados acerca de estas variedades y algunas de sus subvariedades. En
esta tesis se pudieron utilizar técnicas topolégicas para clasificar subvariedades y
encontrar bases ecuacionales.

En el Capitulo 1 describimos brevemente las nociones fundamentales del élge-
bra universal que seran necesarias para el desarrollo de este trabajo junto con las
representaciones topoldgicas mencionadas anteriormente.

H.P.Sankappanavar, en [26] realizé un estudio de las dh-algebras, caracterizando
algebraicamente las algebras simples, directamente indescomponibles y subdirecta-
mente irreducibles en esta variedad. En ese mismo trabajo, Sankappanavar introdujo
una sucesiéon SDH,, de subvariedades de la variedad de las dh-dlgebras (DH), em-
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pezando con SDH,, la cual es la variedad de las dlgebras de Boole y definiendo las
restantes como algebras pertenecientes a la variedad DH que satisfacen la identi-
dad 2" ~ (D% - Agimismo, propuso como problema interesante, investigar la
estructura del reticulado de subvariedades de SDH;. Es con este objetivo en mente
que comenzamos el estudio de dicha variedad. En el Capitulo 2, combinamos las
dualidades topoldgicas para las variedades de De Morgan y Heyting obteniendo una
dualidad topoldgica tipo Preistley para las dlgebras de la variedad DH. Esta repre-
sentacién topoldgica nos permitié obtener condiciones necesarias y suficientes sobre
el espacio topoldgico asociado a una dh-dlgebra (finita o no) para que ésta pertenezca
a la variedad SDH;. Caracterizamos a las algebras subdirectamente irreducibles y
simples en SDH, como aquellas dh-algebras que poseen un tinico elemento maximal
en su espacio topoldgico asociado. Utilizando un argumento de filtracion estandar
y la caracterizacion obtenida para las dh-algebras subdirectamente irreducibles en
SDH,, demostramos que la variedad SDH; esta generada por sus miembros finitos.
Finalmente, en la tltima seccion de este capitulo, extendemos estos resultados para
el caso general de las algebras SDH,, mostrando que (en el caso finito), para que
una dh-algebra pertenezca a la variedad SDH,,, sélo se deben cumplir ciertas con-
diciones que dependen unicamente de los elementos maximales y minimales de su
espacio dual asociado. Asimismo, damos una caracterizacién en base a los espacios
duales de las dlgebras subdirectamente irreducibles finitas en estas variedades.

En [9], Cignoli, Lafalce y Petrovich establecen una dualidad entre los subreticu-
lados de un reticulado distributivo acotado y ciertas relaciones de preorden sobre
su espacio de Priestley asociado. M. Adams prueba en [2] que toda subélgebra de
Heyting estd a asociada a un conjunto separador definido sobre su espacio dual.
En el Capitulo 3 establecemos un resultado similar para las dlgebras de De Morgan
Heyting, hallamos una correspondencia biunivoca entre ciertas relaciones de equi-
valencia sobre el dual de un algebra en la variedad DH y definimos un orden sobre
estas clases, de forma tal que el conjunto da las clases de equivalencias con este
orden sea isomorfo al dual de la subalgebra respectiva. Para esto, en primer lugar,
en la Seccién 1, probamos que cada subdlgebra de Heyting tiene asociada, no sélo
una relacién de preorden como se establece en [9], sino una relacién de equivalencia
sobre su espacio dual y establecemos las condiciones que tiene que tener ésta para
que determine una subalgebra de Heyting. Posteriormente, basandonos en esta ca-
racterizacion, encontramos una caracterizacién para las subalgebras de un algebra
de De Morgan Heyting que nos permitira (en el caso finito) recuperar y calcular de
manera rapida a los elementos primos de la subalgebra utilizando una tnica clase
de equivalencia de su relacién de De Morgan Heyting asociada, lo cual en general
no es posible realizar para el caso de las algebras de Heyting.

La segunda parte de esta tesis esta centrada en el estudio de las dlgebras de
Kleene pseudocomplementadas o pk-algebras. Estas dlgebras son una subvariedad
importante de las algebras pseudocomplementadas de De Morgan o pm-algebras,
mads precisamente son aquellas pm-algebras que satisfacen la condicion x Az’ < yVy/'.
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A la variedad de las pm-algebras la notaremos por PCDM y a la de las pk-algebras
por PK. En [25] Romanowska inicié la investigacién de la variedad PCDM ca-
racterizando las dlgebras subdirectamente irreducibles finitas. H.P. Sankappanavar
continud estudiando dichas algebras caracterizando, en [27], las dlgebras subdirec-
tamente irreducibles no regulares en dicha variedad y analizando, en [28] junto con
J. Vaz de Carvalho, algunas propiedades sobre sus congruencias. En el Capitulo 4,
en primer lugar, describimos una dualidad topolégica para dichas algebras combi-
nando las dualidades descriptas en el Capitulo 1. Introducimos la nocién de body
de una pm-algebra como el conjunto de los elementos de su espacio dual asociado
que no son maximales ni minimales y determinamos que para que un algebra sea
subdirectamente irreducible en las variedades PCDM y P su body tiene que tener
a lo sumo dos elementos. Como consecuencia de esto, restringiendo la cantidad de
elementos que tiene en su body las dlgebras subdirectamente irreducibles (0, a lo
sumo 1 6 a lo sumo 2) surgen de manera natural tres subvariedades importantes de
la variedad PK. Describimos ecuacionalmente cada una estas subvariedades.

En la Seccion 4.4 introducimos la subvariedad BPK de las algebras pseudocom-
plementadas de Kleene, como aquella variedad generada por las algebras pseudo-
complementadas de Kleene cuyo espacio dual verifica que todo elemento no ma-
ximal esta contenido en todo elemento maximal y probamos que esta subvariedad
estd determinada por la por la ecuacion

< C(y) NT(x)"

donde C(z) = (x A2")V(x A2")* y T'(z) = C(xz) ANC(x)'. La misma es de particular
interés ya que sus algebras subdirectamente irreducibles son suma ordinal de algebras
de Boole y cadenas, mas precisamente, de la forma B& C; &B donde B es un algebra
de Boole y C; es una cadena de a lo sumo tres elementos. Determinamos el reticulado
de subvariedades de dicha variedad y encontramos bases ecuacionales para cada una
de ellas.

El ultimo capitulo de esta tesis esta abocado a estudiar la subvariedad BPK,
de la variedad BPIC definida en el Capitulo 4, aquella generada por sus miembros
simples. Esta variedad es una variedad con término discriminador tal que sus alge-
bras admiten una implicacion de Heyting. Esto posibilitd, en primer lugar describir
la estructura de las algebras libres en esta variedad con un conjunto finito de gene-
radores libres determinando completamente cada uno de los factores que aparecen
en su descomposicion. Para ello, utilizamos el hecho de que que toda algebra sub-
directamente irreducible en BPK, es suma ordinal de algebras de Boole junto con
la estructura conocida del algebra de Boole libre con n generadores libres. Haber
determinado las algebras libres en la variedad BPKy, nos posibilité también carac-
terizar las algebras finitas débilmente proyectivas en esta variedad. Finalmente, en
la Seccién 5.3, determinamos las algebras criticas en la variedad BPK, para po-
der realizar una descripcion del reticulado de sus subcuasivariedades hallando los
elementos infimo irreducibles y supremo irreducibles del mismo. Por tltimo deter-
minamos cuasi-identidades que caracterizan a cada una de las cuasivariedades de
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dicho reticulado.

La tltima seccién del capitulo esta destinada a comentar algunos resultados
concernientes a las variedades BPK, y BPK; y a realizar algunas consideraciones
finales.

El contenido del Capitulo 2 forma parte del trabajo “De Morgan Heyting algebras
satisfying the identity 2" ~ £("+1D0*) 7 publicado en la revista Mahematical Logic
Quarterly ([7]). El contenido del Capitulo 3 forma parte del trabajo “Subalgebras of
Heyting and the De Morgan Heyting algebras ” publicado en la revista Studia Logica
([8]). Finalmente, los contenidos de los Capitulos 4 y 5 forman parte de trabajos en
preparacion.
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Capitulo 1

Preliminares

Existe una amplia bibliografia sobre los temas centrales bésicos del Algebra Uni-
versal. En esta seccion sélo consideraremos las nociones necesarias para el desarrollo
de esta tesis, las cuales fueron extraidas principalmente de [6], [3] y [15].

Completaremos el capitulo con un resumen sobre dualidad de Priestley para
reticulados distributivos y, en particular, para algebras de Heyting, pseudocmple-
mentadas y de De Morgan. Estos resultados serdan de suma importancia para el
desarrollo de esta tesis.

1.1. Nociones Preliminares de Algebra Universal

A continuacién daremos definiciones basicas y fijaremos la notacion que se utili-
zara en este trabajo.

Un tipo de similaridad 7 es una m-upla (ny,ns,...,n,) de enteros no nega-
tivos. El orden de 7 esta definido por m, y lo notamos por O(7) = m.

Un 4lgebra de tipo 7 = (n1,...n0(r)) es un par (A, F) donde A es un conjunto
no vacio y F'es una O(7)-upla (fi,..., for)) tal que para cada 1 <i < O(7), f; es
una operacién n;-aria sobre A. Notaremos a las dlgebras por (A, F') o simplemente
por A.

Veamos algunos ejemplos que ilustran estas definiciones, muchos de los cuales se
analizaran detenidamente a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 1.1.1. Reticulado distributivo. Un reticulado distributivo es un
algebra (L, A, V) de tipo (2,2) tal que satisface las siguientes identidades para todos
los elementos de L:

(L1) s AN (yAz)=(zAy)Az, zV(yVvVz)=(xVy)Vz
(L2) x Ny=yAux, rNy=yVuz,
(L3) x =z A, r=2xVu,
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Capitulo 1. Preliminares

(L4) x=x A (zVy), r=uzV(xAy),
(L5) xV(yAz)=(zVy) AxVz), xAyVz)=(xAy) V(xA:z).

Ejemplo 1.1.2. Reticulado distributivo acotado. Un reticulado distributivo
acotado es un algebra (L, A, V,0,1) de tipo (2,2,0,0) tal que (L, A, V) es un reticu-
lado distributivo que satisface t AO =0y xV 1=1, para todo = € L.

Ejemplo 1.1.3. Algebra de Boole. Un algebra de Boole es un algebra
(B, A\, V,*,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) tal que (B,A,V,0,1) es un reticulado dis-
tributivo acotado y = satisface las siguientes identidades, aVa*=1; a™ =a y
(aVb)* =a* Ab*, para todo a, b € B. Como es bien conocido, estas algebras son la
semantica algebraica de la logica proposicional clasica. Notaremos la clase de estas
algebras por B.

Ejemplo 1.1.4. Algebra de Heyting. Un algebra de Heyting es un algebra
(H,\,V,—,0,1) de tipo (2,2,2,0,0) para la cual (H,A,V,0,1) es un reticulado
distributivo acotado e — (implica) es la operacién binaria de pseudocomplementa-
cion relativa, es decir, para a,b,c € H,

aNc<b & c<a—b

Estas algebras son la seméntica algebraica de la logica intuicionista, las llamaremos
h-algebras y a su clase la notaremos con .

Ejemplo 1.1.5. Algebras pseudocomplementadas. Un algebra pseudocomple-
mentada es un dlgebra (L, A, V,x,0,1) tal que (L, A,V,0,1) es un reticulado distri-
butivo acotado y % es una operacion de pseudocomplementacion sobre L, es decir,
es una operacion unaria que verifica, para cada a € L,

aNb=0 & b<a".
Estas algebras seran llamadas p-algebras.

Ejemplo 1.1.6. Algebras de De Morgan. Un algebra de De Morgan es un algebra
(L,\,V,",0,1) tal que (L, A\,V,0, 1) es un reticualdo distributivo acotado y ’ es una
operacién unaria sobre L comunmente llamada negacién de De Morgan que
satisface para cada a,b € L:

(1) (aVb) =d AU,
(2) (aAD) =d VYV y
(3) a" = a.

A estas algebras las llamaremos dm—algebras y a su clase la denotaremos con DM.
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1.1. Nociones Preliminares de Algebm Universal

Ejemplo 1.1.7. Algebras de Kleene. Un algebra de Kleene es un algebra de De
Morgan (L, A, V,",0,1) que verifica

z AN <yVy,

para todo x,y € L.

Dada un algebra A = (A, F'), un subconjunto no vacio B C A es un subuniverso
de A si es cerrado bajo las operaciones f de F', es decir, si para cada by,...,b, € B
se tiene que

f(b1,...,b,) € B.
B = (B, F'®) es llamada subdlgebra de A.
Si A= (AF)y B = (B,F) son dos dlgebras del mismo tipo de similaridad,

una funciéon h : A — B es un homomorfismo si para cada operacion n-aria f € F
y ay,...,a, € A se tiene que

h(fAar,. .. an) = FB(h(ar), ..., h(an)).

Diremos que h : A — B es un isomorfismo si h es inyectiva y sobreyectiva.

Si consideramos un homomorfismo h : A — B, h(A), con las operaciones de B
restringidas a este conjunto, es una subdlgebra de B. Diremos que esta subalgebra
de B es una imagen homomorfa de A.

Llamaremos imagenes homomorfas triviales de un dlgebra A, a aquellas
algebras que son isomorfas a A o bien que constan de un solo elemento.

Sea (A;)iec; una familia indexada de algebras del mismo tipo. Diremos que

= A es producto directo de la familia (A;);c; y escribimos A = [[..; A; si
A es un algebra con universo ], ., A; y tal que para cada operacién n-aria
feF, ay,... a, €]],c; Ay para cada j € I se tiene que

Mar, . an)(5) = [ (a(h), - an(h))-

= A es producto subdirecto de la familia (A;);e; si
1. existe un homomorfismo inyectivo h : A — H A,y

iel

2. m; o h es sobreyectivo, para cada j € I, siendo 7; : [[,c; A; — Aj la
proyeccion sobre la j-ésima coordenada.

Notemos que si I = () entonces A es producto subdirecto de () siy sélosi A =[]0
es el algebra trivial.
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Capitulo 1. Preliminares

Los conceptos de homomorfismo junto con los de congruencia y algebra cociente
que definiremos a continuacion estan estrechamente relacionados y permiten obtener
informacion sobre una clase de dlgebras dada.

Una relacién de congruencia A = (A, F') es una relacién de equivalencia 6 sobre
A que satisface la siguiente propiedad de compatibilidad para cada operacion
n-aria f € F, es decir,

si (aj,b;) € @ para j =1,...,n, entonces (f(ai,...,a,), f(b1,...,by)) € 6.

Si a € A, escribiremos a/f para indicar la clase de equivalencia del elemento
a respecto a la congruencia . Existen dos congruencias triviales, A x A y la
congruencia identidad, a las cuales notaremos por V y A respectivamente.

Una congruencia especial que utilizaremos mas adelante para la obtencion de
ciertas algebras libres es la que se obtiene considerando el nicleo de un homomor-
fismo. Recordemos que si A : A — B es un homomorfismo, el nicleo de h, que
notamos con Ntc(h), se define como

Nic(h) = {(a,b) € A* : h(a) = h(b)}.

Cada congruencia # sobre un algebra A, tiene asociada el algebra cociente de A
por 6, simbolizada por A /6, que es el algebra cuyo universo es A/0 = {z/0 : x € A}.
El algebra cociente es del mismo tipo de similaridad que el algebra A.

Sea A un &lgebra y # una congruencia sobre A. La aplicacién candnica o
natural ¢y : A — A /6 definida por gy(a) = a/6 es un homomorfismo sobreyectivo.

El siguiente teorema es uno de los teoremas importantes que relacionan imégenes
homomorfas con algebras cocientes.

Teorema 1.1.8. Sea h : A — B un homomorfismo sobreyectivo, entonces exis-
te un isomorfismo h' de A/Nuic(h) en B definido por h = h' o q, donde q es el
homomorfismo natural de A en A /Nuc(h).

Notaremos por Con(A) al conjunto de congruencias sobre un algebra A. Se puede
ver que dicho conjunto tiene la estructura de reticulado con las operaciones

91/\92:61ﬂ92,

Ql\/gg:91U(elOQQ)U(91092091)U(010€20910Q2)U...,

teniendo como primer elemento a la congruencia identidad A = {(z,z),2 € A} y
como tltimo elemento a V = A2,

Diremos que A tiene la propiedad de distributividad de congruencias si
Con(A) es un reticulado distributivo y que A tiene la propiedad de permutabi-
lidad de congruencias si todo par de congruencias sobre A permuta, es decir,
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0, o 8, = 65 o0 0. Notemos que si A es un reticulado entonces A siempre tiene la
propiedad de distributividad de congruencias, pero no siempre la de permutabilidad.

Para investigar una clase de algebras es 1util determinar sus algebras subdirec-
tamente irreducibles, directamente indescomponibles y simples. A lo largo de este
trabajo determinaremos cudles son estas dlgebras para ciertas variedades. Recorde-
mos estos conceptos.

Un algebra A se dice directamente indescomponible o simplemente indes-
componible si A no es isomorfa al producto directo de dos algebras no triviales.
Estas algebras caracterizan a las dlgebras finitas de una variedad, ya que toda alge-
bra finita es producto directo de dlgebras directamente indescomponibles, pero no
se puede afirmar lo mismo para algebras infintas. Sin embargo, G. Birkhoff prueba
que toda algebra, finita o infinita, es isomorfa al producto subdirecto de algebras
subdirectamente irreducibles las cuales estan definidas de la siguiente manera.

Un algebra A es subdirectamente irreducible si verifica:

1. |A| > 1, (JA] indica la cardinalidad del conjunto A)

2. si A es un producto subdirecto de (A;);e; con un homomorfismo inyectivo h,
entonces ;0 h : A — A; es un isomorfismo para algin ¢ € [.

Dada una clase K de algebras notaremos por Si(K) a la clase de todas las algebras
subdirectamente irreducibles de la variedad K y por Sig, (LK) a la clase de las dlgebras
subdirectamente irreducibles finitas.

El siguiente teorema que caracteriza a un algebra subidrectamente irreducible a
través de su reticulado de congruencias es de gran utilidad.

Teorema 1.1.9. Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y solo si tiene una
minima relacion de congruencia no trivial.

Observemos que este teorema nos asegura que un algebra es subdirectamente
irreducible si y sélo si el reticulado de sus congruencias tiene la siguiente forma

W%

0o

A

Un dlgebra A es simple si A tiene més de un elemento y se verifica que Con(A) =
{A,V}. Notemos que por el Teorema 1.1.9 toda algebra simple es subdirectamente
irreducible y vale que A es simple si y solo si las inicas imagenes homomorfas de A
son las triviales.

23



Capitulo 1. Preliminares

Sea A un algebra y G C A, notaremos con S¢(G) a la menor subdlgebra de A
que contiene al conjunto G, llamaremos a S¢g(G) subdlgebra generada por G.

Sea K una clase de algebras del mismo tipo de similaridad. Un dlgebra A € K
se dice libre sobre K si existe un conjunto G C A tal que

1. Sg(G) = A

2.81B e Ky f:G — B es una funcién, entonces existe un homomorfismo
h:A — B tal que hl, = f.

El conjunto G se dice que genera libremente a A y es llamado un conjunto de
generadores libres . Ademas, si f : G — B es una funcion, donde B € K entonces,
el homomorfismo h de A en B que extiende a la aplicacion f es tnico.

Se puede probar que un algebra A que es libre para una clase de algebras IC
estd determinada, salvo isomorfismo, por la cardinalidad de cualquier conjunto de
generadores libres.

Los siguientes son operadores que aplican clases de algebras en clases de dlgebras.
Sea IC una clase de dlgebras del mismo tipo de similaridad:

A € I(K) siy sélo si A es isomorfa a algin miembro de K.

A € S(K) siy solo si A es una subalgebra de algin miembro de K.

A € H(K) siy sélo si A es una imagen homomorfa de algiin miembro de K.

A € P(K) si y solo si A es un producto directo de una familia no vacia de
algebras en K.

Si O1 v Oy son dos operadores sobre clases de algebras, escribimos O;05 para
notar la composicion de los dos operadores, y < para notar el orden parcial usual,
es decir, O; < Oy si O1(K) C O4(K), para todo K.

Una clase K de élgebras es cerrada bajo un operador O si O(K) C K.

En esta tesis estamos interesados principalmente en el estudio de ciertas clases
de algebras llamadas variedades , es decir, aquellas clases no vacias V de algebras
que son cerradas bajo subalgebras, imdgenes homomorfas y productos directos.

Si K es una clase de dlgebras del mismo tipo, con V(K) denotamos la menor
variedad que contiene a K. Decimos que V(K) es la variedad generada por K.
Si K tiene un tnico miembro A escribimos simplemente V(A). Una variedad V
estd finitamente generada si V = V(K) para algin conjunto finito I de élgebras
finitas. Las clases de algebras de Boole, de De Morgan y de Kleene son ejemplos de
variedades finitamente generadas.

Teorema 1.1.10. (Tarski) Si V es una variedad, entonces ¥V = HSP(V).

Dado un conjunto X (variables) y un lenguaje F, los términos de tipo F sobre
X, o F-términos, se definen inductivamente:
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1. Toda variable z € X es un término.

2. Toda funcion 0-aria es un término.

3. Si tqy,tg,...,t, son términos y f es una funcién n-aria perteneciente a F,
entonces f(t1,tq,...,t,) es un término.
Diremos que una identidad del tipo p(xy, zo, ..., z,) = q(z1,x2,...,x,) Se sa-
tisface en un algebra A si para cualquier eleccion de elementos aq, as,...,a, € A se
tiene p(ay, as, ..., a,) = q(ay,aq, ..., a,), escribimos

A Ep(xy,zo,.. . x,) = q(xy, T2, ..., Ty).

Si ¥ es un conjunto de identidades, notamos con M (%) a la clase formada por
las algebras A que satisfacen X.

Una clase K de dlgebras se denomina clase ecuacional si existe un conjunto de
identidades ¥ tal que K = M(X).

Observemos que si K es una clase ecuacional, es decir, K = M (X), como las iden-

tidades se preservan bajo imagenes homomorfas, subdlgebras y productos directos,
la variedad V(K) = X.

Uno de los resultados més importantes de G. Birkhoff que establece la relacién
entre clases ecuacionales y variedades es el siguiente:

Teorema 1.1.11. Sea K una clase de dlgebras del mismo tipo de similaridad, K es
una clase ecuacional si y solo si IKC es una variedad.

Un algebra A es localmente finita si cada subélgebra generada finitamente
es finita. Una clase K de algebras es localmente finita si todo miembro de K es
localmente finito.

La variedad de las algebra de Boole y de las algebras de De Morgan son ejemplos
de variedades localmente finitas.

Una subclase W de una variedad V es una subvariedad de V si es una variedad.
La clase de todas las subvariedades de V forman un reticulado con las operaciones
ViNVy, =ViNVy y Vi VY, = V(V1UV,) que serd denotado por A(V). Los siguientes
teoremas son utiles para poder encontrarlo si V tiene determiandas caracteristicas.
Para més detalles ver [16] y [12].

Teorema 1.1.12 (Jénsson). Sea V = V(K) una variedad con distributividad de
congruencias que estd generada por un conjunto finito IC de dlgebras finitas y con-
sideremos el orden < en Si(V) dado por

A <B& AcHSB).
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Entonces, el reticulado A(V) de subvariedades de V es un reticulado distributivo
finito el cual es isomorfo a O(Si(V)), el reticulado de conjuntos decrecientes (ideales
de orden) del conjunto ordenado Si(V). Mds ain, una subvariedad V; € A(V) es
supremo irreducible si y solo si Vi = V(A), para algin dlgebra subdirectamente
irreducible A.

Teorema 1.1.13 (Davey). Sea V una variedad con distributividad de congruencias y
localmente finita. Entonces A(V) es un reticulado distributivo completo y es isomorfo

a O(Siga(V)).

Un término ¢(z, y, z) cuya interpretacién en un dlgebra A es la funcién ¢ : A3 — A
tal que

a sia#b;
c sia=h.

ttab.0) = {

es llamado un término discriminador sobre el dlgebra A.

Si KC es una clase de dlgebras con un término discriminador comun t(x,y, z),
entonces V(K) se llama variedad con término discriminador o simplemente,
variedad con discrimandor.

Algunas de las variedades estudiadas en esta tesis son variedades con discrimina-
dor. A continuacién enunciamos ciertas propiedades importantes y muy tutiles que
cumplen este tipo de variedades. Para ello recordemos en primer lugar la siguientes
definiciones.

Sea A; con ¢ € [ una familia de algebras del mismo tipo y U un ultrafiltro
sobre I, definimos el ultraproducto [[,.; A;/U como [[..; A;/0y, donde 0y es
una congruencia sobre [[,.; A; dada por (a,b) € 0y siy sélo si [[a = b]] € U,

(acd [[a =b]] ={i € I:a(i) =b(i)}).

Teorema 1.1.14. Si t(z,y,2) es un término discriminador para todas las dlgebras
de IC, entonces

1. V(K) es una variedad aritmética, es decir, es el reticulado de congruencias
de un dlgebra en V(K) es distributivo y sus congruencias permutan.

2. Los miembros indescomponibles de V(KC) son dlgebras simples.
3. Las dlgebras simples, son precisamente los miembros de ISPy (Ky), donde K
el el conjunto de dlgebras de IC mds el dlgebra trivial y Py(Ky) es la clase de

ultraproductos de miembros de IC. .

4. Todo miembro de V(K) es isomorfo a un producto Booleano de dlgebras sim-
ples.
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Una cuasi-identidad es una identidad o una férmula de la forma
(m ~ q&...&p, = q,) = p = ¢, donde p; y ¢; son términos. Una cuasivarie-
dad es una clase de dlgebras cerradas bajo I, S, P y Py que contiene al menos un
algebra trivial.

Se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1.15. Dada una clase de dlgebras IC las siguientes condiciones son
equivalentes:

= [C es una cuasivariedad,
» K estd axiomatizada por cuasi-identidades y

s C es cerrada bajo ISPPy y contiene al menos un dlgebra trivial.

En el Capitulo 5 estudiaremos el reticulado de cuasivariedades de cierta variedad
y determinaremos las cuasi-identidades que caracterizan a cada una de ellas.

1.2. Dualidades tipo Priestley

En esta seccion haremos una breve descripcion de la dualidad de Priestley para
reticulados distributivos acotados. Posteriormente contaremos cémo puede exten-
derse esta dualidad para la clase de algebras de Boole, de Heyting, de De Morgan y
p-algebras. Estos conceptos seran fundamentales para el desarrollo de esta tesis. Un
andlisis detallado de estos resultados puede encontrarse en [6], [21], [22], [17], [10] ¥
[24].

La correspondencia que existe entre los reticulados distributivos acotados y cier-
tos espacios topoldgicos ordenados sera denominada dualidad de Priestley y la
correspondencia entre algebras de Boole y ciertos espacios topolégicos, dualidad
de Stone. Para obtener estas correspondencias seran fundamentales las nociones
de filtro 'y filtro primo. Recordemos que un subconjunto no vacio F' de un reticulado
distributivo L es un filtro si satisface:

1. Size F,ye Lyx<yentonces y € F, (es decir, F' es creciente).

2. Six,y € F entonces x ANy € F.

Un filtro F' de L se dice propio si F' # L y un filtro propio sera llamado filtro
primo si ademas verifica la condicion: =V y € F implica que x € F 6 y € F, para
todo para de elementos x,y € L.

Si X es un subconjunto de L, llamaremos filtro generado por X al menor filtro
que contiene a X.

La nocién dual de filtro en un reticulado dstributivo es la de ideal. Diremos que
un subconjunto I no vacio de un reticulado distributivo L es un ideal si satisface:
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1. Siyel,z€ Lyx<yentonces x € I, (es decir, I es decreciente).

2. Sixz,y €l entonces xVy € I.

Si X es un subconjunto de L, llamaremos ideal generado por X al menor ideal
que contiene a X.

El siguiente resultado importante es conocido como Teorema de de Birkhoff-Stone
o Teorema del filtro primo.

Teorema 1.2.1. Si L es un reticulado distributivo, F' es un filtro de L e I es un
ideal de L tal que I N F = 0, entonces existe un filtro primo P tal que FF C Py
PNI=0.

Un espacio topolégico ordenado es una terna (X, 7,<) donde X es un
conjunto, 7 es una topologia definida sobre X y < es una relacién de orden parcial
definida sobre X.

En lo que sigue llamaremos clopen a aquellos subconjuntos de X que son abiertos
y cerrados al mismo tiempo.

Diremos que un espacio topolégico ordenado (X, 7, <) es totalmente disconexo
en el orden si satisface el axioma de separacion de Priestley, es decir, para
cada x,y € X, si x £ y entonces existe un clopen V C X talquez € Vey & V.

Llamaremos espacio de Priestley a todo espacio topoldgico ordenado, total-
mente disconexo en el orden y compacto.

Observemos que si (X, 7, <) es un espacio de Priestley entonces también es un
espacio de Hausdorff, es decir, para cada z,y € X, x # y existen abiertos Vi, V5
tales que ViNVy =0, 2 € V; e y € V. Por otra parte, si X es un conjunto finito
entonces la topologia 7 no es otra que la topologia discreta (todo subconjunto del
espacio es un conjunto abierto).

Para un conjunto parcialmente ordenado (poset) X y V' C X consideraremos
los siguientes conjuntos asociados a V'

» Vd={re X :z<yparaalginy € V}

» Vi={re X :x>yparaalginy € V}.
Si V = {z} escribimos simplemente z? y 2% en lugar de ({z})¢ y ({z})’. Diremos
que un conjunto V es creciente si V = V'’ y decreciente si V = V.

Llamaremos P a la categoria cuyos objetos son los espacios de Priestley y cuyos
morfismos son las funciones continuas que preservan el orden y DL a la categoria
cuyos objetos son las reticulados distributivos acotados y cuyos morfismos son los
homomorfismos entre reticulados distributivos acotados.

Se tiene lo siguiente:
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» Si (X, 7, <) es un espacio de Priestley entonces
(D(X),N,U,0, X)
es un reticulado distributivo acotado, donde ID(X) denota el conjunto de sub-

conjuntos clopen crecientes de X.

Ademas, si f : X; — X, es una funcién continua que preserva el orden,
entonces la aplicacién D(f) : D(Xy) — D(Xy) definida por

es un homomorfismo de reticulados acotados.
» Si(L,A,V,0,1) es un reticulado distributivo acotado entonces
(X(L),7,9)

es un espacio de Priestley donde X(L) es el conjunto de filtros primos de L y
7 es la topologia que tiene como subbase a los conjuntos or,(a) = {P € X(L) :
a€ P}y X(L)\or(a), para a € L.

Si h : L; — Ly es un homomorfismo entre reticulados distributivos acotados
entonces X(h) : X(Lg) — X(L;) definida por

X(h)(P) = h™(P)
es una aplicacion continua que preserva el orden.

» La aplicacién oy, : L — D(X(L)) es un isomorfismo de reticulados y ex : X —
X(D(X)) definida por ex(z) = {V € D(X) : z € V} es un homeomorfismo y
un isomorfismo de orden.

De esto se desprende que X es un funtor entre las categorias DL y P y que
D es un funtor entre las categorias P y DL. Por otra parte se puede ver que las
composiciones X oD y Do X son naturalmente equivalentes a los funtores identidad
sobre las categorias P y DL respectivamente, lo que prueba el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. La categoria de los reticulados distributivos acotados y los homo-
morfismos de reticulados acotados es dualmente equivalente a la categoria de los
espacios de Priestley y las funciones continuas que preservan el orden.

La correspondencia entre congruencias de un reticulado distributivo acotado y
ciertos subconjuntos de su espacio dual asociado se muestra en la siguiente proposi-
cion.
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Proposicién 1.2.3. Sea L un reticulado acotado. Existe un anti-isomorfismo ©
entre el reticulado de conjuntos cerrados de X(L) y el reticulado de congruencias de
L dado por Y — ©(Y) donde

(a,0) e OY) <= (VP eY)lae P=be P)).

La dualidad de Priestley para reticulados distributivos acotados descripta an-
teriormente se puede extender a las categorias de algebras de Boole, algebras de
Heyting, algebras de De Morgan y p-algebras. A continuacién describiremos breve-
mente los objetos y morfismos que permiten establecer estas dualidades detallando
algunos aspectos de dichas dualidades que seran de utilidad para el desarrollo de
esta tesis.

1. Dualidad para algebras de Boole

(X, 7,<) serd llamado un espacio booleano si (X, 7, <) es un espacio de
Priestley donde < es el orden trivial.

La categoria cuyos objetos son las dlgebras de Boole y los morfismos son los ho-
momorfismos booleanos es dualmente equivalente a la categoria cuyos objetos
son los espacios booleanos y los morfismos las funciones continuas.

Bajo esta dualidad:

» Si (X, 7,<) es un espacio booleano, entonces (D(X),N, U, *.0, X) es un
algebra de Boole donde la operacién unaria esta dada por

Vi=Ve=X\V
para cada V € D(X).

2. Dualidad para algebras de Heyting

Llamaremos espacio de Heyting o h-espacio a un espacio de Priestley
(X, 7,<) tal que V¢ es clopen, para cada clopen V C X.

Si X; v Xy son espacios de Heyting, llamaremos hA-morfismo a las funciones
f continuas que preservan el orden y que verifican que si f(z) < z entonces
existe z1 tal que z < x1 y f(x1) = z, para todo = € X,z € Xo.

Se tiene que la categoria de las dlgebras de Heyting y homomorfismos de
Heyting es dualmente equivalente a la categoria de los espacios de Heyting y
h-morfismos.

Bajo esta dualidad:
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» Si (X, 7,<) es un espacio de Heyting entonces (D(X),N, U, —, 0, X) es
un algebra de Heyting, donde — estd dada por

Vi = Vo = (Vi NVE)%,

para todo Vi, V5 € D(X).

= Las congruencias de un algebra de Heyting se corresponden con los con-
juntos cerrados y crecientes de su correspondiente espacio dual.

3. Dualidad para las algebras de De Morgan

(X,7,<,0) serd llamado un espacio de De Morgan o dm-espacio si
(X, 7,<) es un espacio de Priestley y ¢ : X — X es un homeomorfismo
involutivo (¢ = ¢ ') que invierte el orden.

Llamaremos dm-morfismo a las aplicaciones f : X; — X, que son funciones
continuas que preservan el orden y verifican f o ¢y = ¢9 o f.

La categoria de las algebras de De Morgan y homomorfismos de De Morgan
es dualmente equivalente a la categoria de los espacios de De Morgan y los
dm-morfismos.

Observemos que bajo esta dualidad:

» Si (X, ¢) es un espacio de De Morgan, (D(X),N,U,", 0, X) es un algebra
de De Morgan, donde para V' € D(X),

Vi=(o(V))"

» Reciprocamente, si (M,A,V,”,0,1) es un algebra de De Morgan y ¢ :
X(M) — X(M) es tal que

¢(P) = P",

donde P = {a’ € M : a € P}, entonces (X(M), ¢) es un espacio de De
Morgan. ¢ es llamada la transformacion de Birula-Rasiowa .

» Las congruencias de un algebra de De Morgan se corresponden con los
subconjuntos cerrados e involutivos de su correspondiente espacio dual,
(notemos que V' es involutivo si ¢p(V) = V).

4. Dualidad para las p-algebras

(X, T, <) serad llamado un p-espacio si (X, 7, <) es un espacio de Priestley tal
que V< es abierto para cada V € D(X).
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Es bien conocido que para cada elemento x de un espacio de Priestley X, exis-
ten al menos dos elementos m,u € X minimal y maximal respectivamente,
tales que m < x < u. Al conjunto de todos los elementos maximales lo nota-
remos por Max(X) y al de todos los elementos minimales por Min(X). Estos
conjuntos jugaran un papel fundamental en el estudio de las p-adlgebras.

Llamaremos p-morfismos a las aplicaciones entre p-espacios f : X; — X
que son funciones continuas que preservan el orden y verifican

f(P'N Maz(X;)) = f(P)' N Maxz(Xy).

La categoria de las p-algebras con sus p-homomorfismos es dualmente equiva-
lente a la categoria de los p-espacios y los p-morfismos.

Bajo esta dualidad:

» Si (X, 7, <) es un p-espacio entonces (D(X), N, U, *,0), X) es una p-dlge-
bra, donde para V € D(X),

Vi = (V).

= Las congruencias de una p-algebra se corresponden con los subconjuntos
cerrados Y de su correspondiente espacio dual que satisfacen

Max(X(L)NY'CY.
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Parte 1

Algebras de De Morgan Heyting
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Capitulo 2

Variedades SDH,,

Las algebras de De Morgan Heyting 6 dh-algebras son algebras (L, A, V, —
,1,0,1) de tipo (2,2,2,1,0,0) que son al mismo tiempo dlgebras de Heyting y alge-
bras de De Morgan. A esta variedad la llamaremos DH. Como mencionamos en la
introduccion, fueron, en primer lugar, estudiadas por A. Monteiro con el nombre
de dlgebras de Heyting simétricas y son la semantica algebraica del cédlculo propo-
sicional modal simétrico de Moisil [18, p. 60]. Posteriormente estas dlgebras fueron
estudiadas por Sankappanavar en [26], quien introdujo una sucesion SDH,, de sub-
variedades de la variedad DH, empezando con SDH,, la cual es la variedad de las
algebras de Boole, y defini6 las restantes como algebras pertencientes a la variedad
DH que satisfacen la identidad 2" ~ z(*+D0*)  Asimismo, H.P. Sankappanavar
dej6 como problema investigar el reticulado de subvariedades de SDH;. Si bien este
problema no se pudo resolver en su totalidad debido a su complejidad, logramos
obtener varios resultados acerca de esta variedad y generalizarlos para el caso finito
SDH,,. En primer lugar, establecemos una dualidad tipo Priestley para las algebras
de la variedad DH, dualidad que se encuentra de manera natural combinando las
dualidades descriptas para H y DM. Luego, utilizamos esta dualidad para obtener
condiciones necesarias y suficientes sobre el espacio de filtros primos para que un
dlgebra L € DH (finita o no) pertenezca a la variedad SDH,, y caracterizamos
las algebras subdirectamente irreducibles y simples en SDH,. Esta caracterizacion
serd utilizada para demostrar que dicha variedad estd generada por sus miembros
finitos. Finalmente, extendemos estos resultados en el caso general para las algebras
SDH,,. Los resultados de este capitulo fueron publicados en [7].

2.1. Dualidad para la variedad DH

Las algebras de Heyting (H) y de De Morgan (DM) fueron definidas en el
Capitulo 1. En esta seccién daremos una dualidad topoldgica para las algebras de
De Morgan Heyting basdndonos en las dualidades tipo Priestley descriptas en ese
mismo capitulo para cada una de esas categorias. El objetivo de esta dualidad es
permitirnos poder realizar un estudio de las variedades SDH,,.
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Definicién 2.1.1. Un espacio de De Morgan Heyting es un par (X, ¢) donde
X es un espacio de Heyting y ¢ es un homeomorfismo involutivo que invierte el
orden. Llamaremos a estos espacios dh-espacios.

Los siguientes lemas y proposiciones se siguen inmediatamente de las dualidades
descriptas para las categorias H y DM y muestran que la categoria cuyos objetos
son los dh-espacios y cuyos morfismos son las funciones que son hA-morfismos y dm-
morfismos, es dualmente equivalente a la categoria cuyos objetos son las dh-algebras
y cuyos morfismos son los DH-homomorfismos.

Lema 2.1.2.

(1) SiL € DH entonces (X(L), T, <,¢) es un espacio de De Morgan Heyting, don-
de X(L) es el conjunto de filtros primos de L, y ¢ : X(L) — X(L) estd definida
por:

¢(P)=P°=L\{d :a€ P}.

(2) Si h : Ly — Ly es un homomorfismo de dlgebras de De Morgan Heyting,
entonces X(h) : X(Ly) — X(Ly) definida por X(h)(Q) = h=Y(Q) para todo
Q € X(Ly) es un h-morfismo y dm-morfismo.

Tenemos entonces que X es un funtor entre las categorias de las algebras de De
Morgan Heyting y la de los dh-espacios.
Lema 2.1.3.
(1) Sea (X, 1,<,¢) un dh-espacio, entonces (D(X),N,U, —,/,0, X) € DH, donde,

D(X) denota el conjunto de clopens crecientes de X, e — y I estan definidas
por:

Vi = Vo= (VinVy),

Vi=X\o(Vi) =¢(W1)",
para todo Vi,V € D(X).

(2) Sea [ : (Xy,01) = (Xg,02) un morfismo en la categoria de los dh-espacios
entonces la aplicacion D(f) : D(Xy) — D(X;) definida por

D()(V) = fH(V)

es un homomorfismo entre dh-dlgebras.
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De esto se tiene que D es un funtor entre las categorias de los dh-espacios y las
dh-algebras.

Veamos ahora que las categorias de las dh-dlgebras y la de los dh-espacios son
dualmente equivalentes.

Proposicion 2.1.4.
(1) Sea L € DH, entonces L = D(X(L)).

(2) Sea (X,7,<,¢) un dh-espacio entonces X = X(D(X)) como espacios de De
Morgan Heyting.

Demostracion. Para probar (1) basta considerar la aplicacién
or : L — D(X(L)) tal que a — o(a) ={P € X(L) : a € P}
y para probar (2) basta considerar la aplicacién
ex : X = X(D(X)) tal que z — ex(z) ={V e D(X):x € V}.
O

Con estas definiciones y proposiciones se puede ver que las composiciones X o D
y D o X son naturalmente equivalentes a los funtores identidad sobre las categorias
de los dh-espacios y dh-algebras respectivamente.

2.2. Espacios duales para las algebras de SDH;

Si (A, A,V,—,0,1) es un algebra de Heyting es bien conocido que si definimos
la operacién unaria x* = r — 0 para todo z € A, dicha operacién es un pseudoco-
plemento para A.

Recordemos que la variedad SDH; es la subvariedad de las algebras de De Mor-
gan Heyting (DH) definidas por la identidad z'* ~ 22",

En [26] H.P. Sankappanavar probé que las algebras SDH; son algebras de
Stone dobles, es decir cumplen las identidades z* V 2** ~ 1y 2+ Az™ = 0 donde
+ es el pseudocomplemento dual dado por xzt = 2.

A continuaciéon daremos condiciones necesarias y suficientes para que un algebra
de De Morgan Heyting L sea un algebra SDH;. Estas condiciones las daremos
teniendo en cuenta su espacio de filtros primos.

Veamos ahora cémo se traduce la identidad que caracteriza a las algebras SDH;
(2" = 2%(")) teniendo en cuenta la dualidad de Priestley encontrada. Para esto
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tendremos en cuenta las siguientes propiedades que cumple la transformacién de
Birula-Rasiowa ¢.

Lema 2.2.1. Sea L una dh-dlgebra. Todo subconjunto M C X (L) cumple:

Demostracion.

(1) Se prueba teniendo en cuenta las siguientes equivalencias:

Pe¢p(M) = PgoM) < ¢(P)¢E M ¢(P)e M < ¢(o(P)) € (M)

(2) Sea Q € ¢(M?) entonces Q = ¢(R) con R C P para algtin P € M. Como ¢
invierte el orden tenemos que ¢(P) C ¢(R) = @, por lo que Q € (¢(M))".

Reciprocamente, supongamos @ € ¢(M) entonces ¢(P) C @ para algin P €
M. Luego ¢(Q) C P, lo que nos asegura que ¢(Q) € M? o equivalentemente

Q € p(M?).
(3) Sea Q € ¢(M?) entonces @ = ¢(R) con P C R para algin P € M. Como ¢
invierte el orden tenemos que Q = ¢(R) C ¢(P), por lo que Q € (¢p(M))“.

Reciprocamente, supongamos @ € ¢(M)? entonces Q C ¢(P) para algtin
P € M. Luego P C ¢(Q), lo que nos asegura que ¢(Q) € M" o lo que es
equivalente Q € ¢(M?").

U
Teniendo en cuenta los isomorfismos D(X(L)) =2 L y X(ID(X)) = X traduciremos

la identidad que caracteriza a las algebras SDH; en una condicién sobre los filtros
primos.

Lema 2.2.2. Un dlgebra de De Morgan L esta en la variedad SDHy si y solo si
todo subconjunto V , abierto, cerrado y creciente de X(L), verifica V¢ = ¢(V )<,

Demostracion. Sea L € SDH, entonces L verifica la identidad 2/* ~ 22(*). Luego,
como D(X)(L) 2 L se tiene que para todo V € D(X)(L) la igualdad V** = V(") se
sigue, 0, lo que es equivalente, ya que ' es una biyeccion, V* = V**,

Por las definiciones de — y / tenemos que:

s VE=V o 0= (VN0 = Ve
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. V*/* — (Vdc)/* —_ ((¢<Vdc)c)* — ((gb(vdc)c)dc
Por lo que la condicién estaria dada por:

Vdc — ((¢(Vdc)c)dc.

Finalmente, por el Lema 2.2.1 (1) esta expresion resulta
v*/* — (gb(vdc)C)dc — ((¢((Vd)cc)dc — (¢(Vd))dc

Luego, si L € SDH, entonces su espacio de Morgan asociado tiene que verificar
la condicion:

V= (o(V))“.

Reciprocamente, es facil ver que los espacios de De Morgan Heyting (X, ¢) que

verifican la condicién V? = (¢(V4))? para todo clopen creciente V' de X hacen que
D(X) € SDH,. 0

Este resultado nos ayudara a caracterizar los espacios asociados a las dlgebras
SD™H,. Recordemos que un filtro propio U es un ultrafiltro si para todo filtro F' C L

se cumple la implicaciéon U C F' = U = F, es decir, si es un elemento maximal en
X(L).

Proposiciéon 2.2.3. Si L € SDH; entonces debe verificar:

(1) Todo P € X(L) estd contenido en un unico ultrafiltro.

(2) Si PeX(L) y P CU, entonces p(P) C U, siendo U un ultrafiltro de L.

Demostracion. Para probar (1) recordemos que si P € X(L) siempre existe un
ultrafiltro de L que contiene a P y un elemento minimal de X(L) contenido en él.
Supongamos que P esté contenido en dos ultrafiltros distintos, es decir, P C Uy,

P C U, con Uy, Uy ultrafiltros y Uy # Us.

Consideremos M un filtro primo minimal de X(L) tal que M C Py, en conse-
cuencia, M CU; y M C Us,.

Ademas, como M es minimal, ¢(M) es ultrafiltro, luego ¢(M) # Uy 6 ¢(M) # Us.
Supongamos, sin pérdida de generalidad que ¢(M) # U;.

Luego, Uy € ¢(M) y como X(L) es totalmente disconexo en el orden, existe V,
abierto, cerrado y creciente de X(L) tal que U; € V pero ¢(M) € V.

Esta situacién se ilustra en la siguiente figura.
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v

M #(U1) #(Uz)

Como ¢(M) & V'y ¢(M) es ultrafiltro entonces ¢(M) & V2. Veamos que ¢(M) €
P(V)?.

Sabemos que U; € V entonces U? C V< y por lo tanto, ¢p(Ud) C ¢(V?), es decir,
o(Uf)* C p(V4)“.

Luego, alcanza con ver que ¢(M) € ¢p(U2)4.

Como P C Uy, ¢(U1) € ¢(P) por lo que ¢(P) € ¢(U1)". De ¢(P) C (M),
resulta ¢(M) € ¢(U,)" y, en consecuencia, ¢(M) € ¢(U;)™.
).

Por otra parte, por Lema 2.2.1 (2) ¢(U#)? = ¢(U;
Esto prueba que ¢p(M) € ¢p(U)4 C (V)2

Luego, existe un abierto, cerrado y creciente V' C X(L) tal que
Va#£ (v

lo cual es una contradiccion pues L € SDH;.
Por lo tanto todo filtro primo esta contenido en un unico ultrafiltro.

Para probar (2), supongamos P filtro primo tal que P C U, U ultrafiltro, pero
¢(P) € U y veamos que L & SDH;, o lo que es equivalente que existe un abierto,
cerrado y creciente de X(L) que no verifica la condicién V4 = ¢(V4)4.

Como ¢(P) € U y X(L) es totalmente disconexo en el orden, existe un clopen
creciente V' de X(L) tal que ¢(P) € V, pero U ¢ V.

Es claro que ¢(P) € V4. Si suponemos que ¢(P) € ¢(V4)4 entonces existe ¢(Q)
tal que ¢(P) C ¢(Q) y @ € R con R € V. De esto se deduce que Q C P C U y
@ C R. Como por (1) @ tiene que estar contenido en un dnico ultrafiltro resulta
que R C U y por lo tanto U € V pues V es creciente, lo cual es una contradiccion.

Esto prueba que V¢ # ¢(V4)? para algin V abierto, cerrado y creciente, es decir,
L & SDH,;. O

El reciproco de la proposicion anterior también es valido como lo muestra el
siguiente resultado.

Proposicién 2.2.4. Si L es una dh-algebra que satisface las condiciones:

1. Todo P € X(L) estd contenido en un unico ultrafiltro.

2. SiPeX(L)yP CU, entonces p(P) C U, siendo U un ultrafiltro de L,
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entonces L € SDH,;.

Demostracion. Sea L una dh-algebra. Para demostrar que L € SDH, resta demos-
trar que para todo abierto, cerrado y creciente V' de X(L), se cumple la igualdad
Vi = gp(V4)e

Supongamos, P € X(L), P € V¢ entonces existe Q € V tal que P C Q.

Por la condiciones (1) y (2), existe un tnico ultrafiltro U de L que contiene a @
y #(Q), es decir,

QCU vy ¢@QCU
Como ¢(Q) C U entonces ¢p(U) C Q y como Q € V, ¢(U) € V<.
Ademas, de P C Q C U, obtenemos

PCU=¢(p(U))
donde ¢(U) € V4. Esto muestra que P € ¢(V?9)?, lo que prueba que V¢ C ¢(V %)<,

Para probar la otra inclusién, supongamos P € X(L), P € ¢(V?)<. Luego, existe
R e Vdtal que P C ¢(R) y como R € V¥ existe Q € V tal que R C Q.
Sea U el unico ultrafiltro que contiene a @) y a ¢(Q). Por la condicién (2) se sigue
que
RCQCU y o) CU.
Finalmente, ya que P C ¢(R) resulta que P CU. PeroU € V yaque Q € V' y
V es creciente. Lo que muestra que P € V<. Il

Hemos probado entonces que el espacio dual de un algebra L € SDH; esta ca-
racterizado con la condicién de que para cada filtro primo P € X(L), debe existir
un dnico ultrafiltro U de L que contenga tanto a P como como a ¢(P). De esta
manera, podemos determinar por ejemplo, de una manera simple, que las algebras
de De Morgan Heyting asociadas a los siguientes espacios duales, no son algebras
de la variedad SDH;

U 1 U2 Ul U2
P =¢(P) pPe  o(P)
o(Ur) o) o(Uz)  o(Uh)
mientras que la dh-algebra asociada al siguiente espacio dual si lo es.
Ui
P ¢(P)
o(U1)
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2.3. Algebras subdirectamente irreducibles y sim-
ples en SDH;

Las condiciones que los espacios duales de las dh-algebras deben cumplir para
pertenecer a la variedad SDH; dadas en la seccién anterior nos permitiran carac-
terizar, de una manera sencilla, a las dlgebras subdirectamente irreducibles en esta
variedad (finitas o no) como aquellas dlgebras cuyo espacio dual asociado tiene un
unico ultrafiltro. En esta secciéon mostraremos este resultado y caracterizaremos
también a las algebras simples de dicha variedad.

Recordemos, como vimos en la Seccién 1.2, que existe un anti-isomorfismo entre
el reticulado de congruencias de un algebra de Heyting H y el reticulado de conjun-
tos cerrados y crecientes de X(H). Por otra parte existe un anti-isomorfismo entre
el reticulado de congruencias de un algebra de De Morgan M y el reticulado de
conjuntos cerrados e involutivos de (X(M), ¢).

Teniendo en cuenta estos resultados, la siguiente proposicién que caracteriza a las
congruencias en una dh-algebra y, por lo tanto, en un algebra en SDH; es inmediata.

Proposicion 2.3.1. Sea L una dh-dlgebra. Existe un anti-isomorfismo © entre el
reticulado de conjuntos cerrados, crecientes e involutivos de X(L) y el reticulado de
congruencias de L dado por' Y — O(Y') donde

(a,0) eO(Y) < (VP eY)(ae P& be P)).

Lema 2.3.2. Sea L un dlgebra en SDH;, y U un ultrafiltro de L. Entonces el con-
gunto Y = ¢(U)" es cerrado, creciente e involutivo.

Demostracion. Sea U un ultrafiltro de L. Claramente, Y es cerrado pues ¢(U) €
X(L) y el creciente de un elemento de X(L) es un conjunto cerrado por ser un espacio
de Priestley. Probemos ahora que Y es involutivo. Para esto, notemos que, utilizando
el Lema 2.2.1, la condicién de involutivo se traduce en la siguiente condiciéon mas
simple dada por las siguientes equivalencias.

oY) =Y & o(o(U)) =Y & ¢((U))'=Y & U'=Y.

Supongamos que P € Y = ¢(U)* entonces ¢(U) C P, es decir, ¢(P) C U. Luego,
por la condicién (2) de la Proposicién 2.2.3 obtenemos ¢(¢(P)) = P C U, y por lo
tanto P € U“.

Reciprocamente, si P € U? P C U y otra vez por la condicién (2) de la Propo-
sicién 2.2.3 tenemos que ¢(U) C P, es decir, P € ¢(U)" =Y. Esto muestra que YV’
es un conjunto involutivo. U

Proposicién 2.3.3. Toda dlgebra subdirectamente irreducible en SDH, tiene un
unico ultrafiltro.
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Demostracion. Sea L un algebra subdirectamente irreducible en la variedad SDH;
y sea {U; }ier el conjunto de todos los ultrafiltros de L. En el Lema 2.3.2 probamos
que Y; = ¢(U;)" es cerrado, creciente e involutivo para todo i € I. Teniendo en
cuenta la Proposicién 2.3.1, tenemos que para cada Y; existe una congruencia O(Y;)
sobre L asociada a cada Y.

Consideremos el conjunto

Y = Jv
el

Observemos que Y = X(L). Entonces Y es un conjunto cerrado, creciente e
involutivo tal que ©(Y) = A, donde por A denotamos a la congruencia identidad
sobre L.

Finalmente, ya que © es un anti-isomorfismo, tenemos que

o Uv)=Nem) =a
iel iel
De esto y puesto que L es subdirectamente irreducible debe existir ¢+ € [ tal que
O(Y;) = A. Luego, Y; =Y = X(L), y, en consecuencia, L tiene un unico ultrafiltro.
O

De este resultado se desprende inmediatamente que toda algebra simple en la
variedad SDH,; tiene un tnico ultrafiltro. La reciproca de este resultado también es
valida como se muestra a continuacion.

Proposicién 2.3.4. Si un dlgebra L € SDH, tiene un unico ultrafiltro entonces L
es simple.

Demostracion. Sea L € SDH; y supongamos que L tiene un unico ultrafiltro U.
Supongamos que 6 es una congruencia sobre L distinta de V, donde V es el elemento
mas grande en el reticulado de congruencias sobre L. Entonces, por la Proposicion
2.3.1 existe un conjunto no vacio Y C X(L), cerrado, creciente e involutivo, tal que
O(Y) = 0. Veamos que Y = X(L).

Observemos que X(L) = [¢(U),U] = {P € X(L) : ¢(U) C P C U}. Como
Y # (), existe P € Y y, como P C U, resulta U € Y. Pero entonces ¢(U) € Y pues
Y es involutivo, de lo que se desprende que Y = X(L), y, por lo tanto, § = A.

Esto prueba que L no tiene méas congruencias que las triviales, es decir, L es
simple. Il

De esta manera, logramos caracterizar las algebras subdirectamente irreducibles
en la variedad SDH;. De los resutados expuestos en [26] se desprende que la sucesién
de variedades SDH,, son variedades con término discriminador, por lo que sabemos
que las dlgebras subdirectamente irreducibles coinciden las las simples (ver Teorema
1.1.14). Este tltimo hecho se puede deducir también de las Proposiciones 2.3.3 y
2.3.4. Hemos probado entonces el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.5. Para toda dlgebra L en la variedad SDH, las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1 es subdirectamente irreducible.

L
2) L es simple.

(1)
(2)
(3) L tiene un dnico ultrafiltro.
(4) L\ {0} es ultrafiltro.

Como en las algebras finitas los ultrafiltros se corresponden con los dtomos,
obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Para todo dlgebra finita L en la variedad SDH 1, se tiene que las
siguientes condiciones son equivalentes

1 es subdirectamente irreducible.

L
2) L

(1)
(2) L es simple.

(3) L tiene un tnico ultrafiltro.
(4)

4) L tiene un tunico dtomo (o un inico codtomo).

2.4. Aplicacién: generacion por miembros finitos

A continuacién aplicaremos la caracterizacién para las algebras simples SDH;
encontrada anteriormente para probar que esta variedad esta generada por sus miem-
bros finitos. Para esto utilizaremos un argumento de filtracion estandar.

Recordemos en primer lugar que un algebra de Heyting también se puede definir
como un reticulado distributivo acotado (H,A,V,0,1) en el cual existe el pseudo-
complemento de a relativo a b (notado por a — b) para todo par de elementos
a,b € H, en otras palabras, existe un elemento mas grande ¢ € H tal que a Ac <b.
De esto resulta que todo reticulado distributivo acotado finito tiene la estructura de
algebra de Heyting.

Lema 2.4.1. Si (L,\,V,/,—,0,1) es un dlgebra simple en la variedad SDH, y
N = {e1,...,e,} es un subconjunto finito de L entonces existe un conjunto finito
Ly C L y una operacion — con las siquientes propiedades:

(1) (L1,N\,V,1,—1,0,1) es un dlgebra simple finita en SDH,,
(2) N C Ly,

(3) sia,be Ly ya— b€ Ly entonces a —1 b=a — b.
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Demostracion. Llamemos L; al adlgebra de De Morgan generada por N. Como la
variedad de algebras de De Morgan es localmente finita, tenemos que L; es finita
y verifica N C L;. Luego, por lo observado anteriormente, es posible definir en L
una operacion —; para la cual L; resulta una dh-algebra. Probaremos que L; con
esta operacion es también un algebra simple en SDH;.

Como L es un édlgebra simple entonces tiene un unico ultrafiltro U. Veamos que
L; también tiene un tnico ultrafiltro, o lo que es equivalente, ya que es finita, que
tiene un unico atomo. Para esto supongamos que L; tiene dos atomos distintos a y
by llamémosle Fp,(a) y Fp,(b) a los filtros generados por a y b respectivamente en
Ll.

Consideremos los filtros de L:

Frla)={ze€L:x>a}y Fr(b)={x € L:x >0}

Fr(a)y Fp(b) estan contenidos en el tinico ultrafiltro U de L, por lo que a,b € U.
De esto tenemos que a Ab = 0 € U, lo que contradice el hecho de que U sea
un ulrafiltro. Esto muestra que L; tiene un tnico atomo y por el Corolario 2.3.6
concluimos que L; es un algebra simple en SDH,;.

Para probar (3), consideremos —; la implicacién con la cual L es un algebra de
Heyting y supongamos que a y b son dos elementos de L; tales que a — b € L.

Recordemos que las operaciones — y —1, por ser implicaciones de Heyting tienen
las siguientes propiedades:

(a) Sia,b e L entonces para todo z € L, las condiciones a Ax < by z <a—b
son equivalentes.

(b) Sia,b € L, entonces para todo = € Ly, las condiciones aAx < by x <a -1 b
son equivalentes.

Ya que a — b < a — b, usando (a), tenemos a A (a — b) < b. Ademds, como
a — b€ Ly, de (b) obtenemos a — b < a —; b. De manera anéloga se demuestra
quea —+1b<a—b porloquea—b=a—b. O

Teorema 2.4.2. La variedad SDH, estd generada por sus miembros simples finitos.

Demostracion. Sea Sy la clase de todas de todas las dlgebras simples finitas en
SDH, y supongamos que tenemos un término 1 tal que Sy;, =1 =~ 1 pero SDH, =
1 ~ 1. Entonces existe un dlgebra L € SDH; tal que L |~ ¢ ~ 1.

Sea  X(¢) el conjunto de todos los subtérminos de ¥ y sea
a=(ay,...,a,) € L" tal que ¥*(a) # 1. Consideremos el conjunto finito N formado
por todos los subtérminos evaluados en @, es decir, N = {o(a) : 0 € X(¢0)}. Si L es
el algebra simple finita en la variedad SDH; del Lema 2.4.1 resulta que Ly £ ¢ &~ 1,
lo que contradice nuestra suposicion. O
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2.5. Dualidad y algebras subdirectamente irredu-
cibles finitas en las variedades SDH,,

La identidad z/* ~ 22" caracteriza a las dh-algebras que pertenecen a la varie-
dad SDH; estudiadas previamente. Notaremos por

) _ T sin=0;
T (2DEYE g > 0.

En [26] se definieron las variedades SDH,,, n € w, como aquellas subvariedades
de DH que satisfacen la identidad z(™*tV0*) = 7% Egtas subvariedades son las
que estudiaremos a continuacién. Notemos que SDH, coincide con la variedad de
las algebras de Boole y que para cada n € w

SDH, C SDHoi1.

El siguiente objetivo es caracterizar los espacios de filtros primos de un algebra
subdirectamente irreducible finita en la variedad SDH,,, para todo n € w.

Para cualquier subconjunto V' de un conjunto parcialmente ordenado R, defini-
mos inductivamente

VO(dz’) -V

V(n+1) (di) _ (Vn(dz) )di )

Utilizando estas definiciones y el isomorfismo L = D(X(L)) traduciremos la
identidad que debe verificar una dh-algebra para estar en la variedad SDH,, en una
condicion sobre sus filtros primos.

Recordemos que dada L € DH las operaciones / y * sobre L se traducen en
D(X(L)) como V' = ¢(V)¢ y V* = V9 para todo V € D(X(L)).

Lema 2.5.1. Para todo V € D(X(L)) se cumple

VRe) qzﬁ(V%(di)d) si k es impar;
V3(d) si k es par.

Demostracion. La demostracién la haremos por induccion sobre k. Si k = 1, teniendo
en cuenta el Lema 2.2.1, V¥ = ¢(V¥*)¢ = ¢(V?) por lo que el resultado se sigue.
Supongamos que la propiedad se verifica para k.

Si k es par, VF0) = V5, Luego,

kD)) (Vg(di)>*/ _ ¢((V§(di))d)'
Si k es impar, VF*+) = ¢(V]€2;1(di)d), y entonces
VEDED = (g W) = g((V T W) = (g(g(VT )) =
_ (V%(dz’))di _ Vi (di)
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Por lo tanto la propiedad se sigue para todo k natural. O

Lema 2.5.2. Sea L € DH. Entonces L € SDH,, siy solo si para cada V' € D(X(L))
se verifica:

0 (V  (dd) ) = V@) gy es impar;
¢ (VE)) = y3did sin es par.

Demostracion. Sabemos que L € SDH,, si y sélo si en el conjunto D(X(L)) se
cumple V") = V/(*+D(*) Teniendo en cuenta que / es una involucién, esta igualdad
es equivalente a:

V=D s (2.1)

Utilizando el lema anterior y las propiedades de ¢ resulta:

Si n es par,

v(n—l)(*/)* — <¢<
a

= (o(VED))

y Vi = (Vg(di))dc, asf, por (2.1) tenemos

¢ (V2(dz ) — V%(dz)d

Si n es impar,

n— l(dl)d) d

R

= (stveten)
= (o)’

y V=D — (Vn21(di)>dc. Asi, por (2.1),

¢(V"T+1(di)) _ V”; (di)d

y finalmente
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Usando este resultado, es facil ver que existen dh-algebras finitas que no perte-
necen a SDH,, para ningtin n < w. Por ejemplo, el algebra de De Morgan Heyting
L cuyo espacio de filtros primos es

U, Us

¢(Uz)  o(Uh)

no pertenece a SDH,, para ningin n < w, puesto que si consideramos por ejemplo
el clopen creciente V = {U;}, V%) siempre estard contenido en una componente
conexa a diferencia de gb(V”(d’)) que siempre estara contenido en la otra.

Recordemos que una componente conexa de un conjunto parcialmente orde-
nado X es un subconjunto no vacio de X que es creciente y decreciente al mismo
tiempo y es minimal con respecto a esta propiedad. Luego, todo conjunto ordendo X
es union disjunta de sus componentes conexas. También diremos que X es conexo
cuando esta formado exactamente por una componente conexa. Para poder dar una
caracterizacién de las algebras subdirectamente irreducibles en la variedad SDH,,
usaremos el siguiente resultado cuya demostraciéon puede encontrarse en [18].

Teorema 2.5.3. Sea L un dlgebra de De Morgan finita y sea (X(L), @) su espacio de
De Morgan asociado. Si Sy, S, ..., Sy es la descomposicion de X(L) en componentes
conezxas y existe P € S; tal que ¢(P) € S; entonces se cumple que ¢(S;) C S;.

Sea Sy, ...,S, la descomposicién de X(L) en componentes conexas. Si ¢(S;) C
#(5;), es facil ver que ¢(S;) = 5, v ¢(S;) = S; y, por lo tanto ¢(S;US;) = S;US;. En
este caso, si ¢ # j, diremos que S; U .S; es una componente ¢-conexa de X(L) y si
¢(S;) = S; también diremos que S; es una componente ¢-conexa. El espacio X(L)
sera llamado ¢-conexo cuando X(L) es conexo o X(L) = S; U S; con ¢(S;) C S5},
i1 7.

En [18] también se muestra que si L es un dlgebra de De Morgan finita, L es
directamente indescomponible si y sélo si X(L) es ¢-conexo. Para las dlgebras SDH,,
finitas tenemos el siguiente resultado mas fuerte.

Lema 2.5.4. Si L € SDH,, es un dlgebra finita tal que X(L) es ¢-conexo entonces
X(L) es conexo.

Demostracion. Supongamos que X(L) es ¢-conexo y que X(L) = S; U Sy, donde
S1 y Sy son componentes conexas no vacias tales que ¢(S;) = Sp. Tomemos un
ultrafiltro U de S; y consideremos el abierto, cerrado y creciente V= {U}. Luego,
se cumple que V™4 C S| para todo m pero ¢(V™4)) C S, lo que muestra (Lema
2.5.2) que D(X(L)) no es una SDH,-algebra para ningin n. En consecuencia debe
ser X(L) = S, donde S es una componente conexa. O
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Proposicién 2.5.5. Sea L un dlgebra finita en SDH,, entonces L es directamente
indescomponible si y solo st X(L) es conezo.

Demostracion. Sea L un 4lgebra directamente indescomponible en SDH,, y supon-
gamos que S1, S, ..., .S, es la descomposicién de X(L) en componentes conexas. Por
la demostracién del Lema 2.5.4, ¢(S;) C S; para todo i. Llamemos L; al dlgebra de
De Morgan Heyting asociada con cada S;. Sabemos que L = L; x ... x L,, donde
L es un algebra de De Morgan. Ya que L; es finita, L; es un algebra de Heyting y
ademas como L € SDH,,, tenemos que L; € SDH,,. Luego, L no seria directamente
indescomponible, lo cual es una contradiccién.

Por otra parte, si suponemos que L € SDH,, y X(L) es conexo, resulta que
X(L) es ¢-conexo, lo que implicaria que L es un édlgebra de De Morgan directamente
indescomponible y en consecuencia también seria una algebra SDH,, directamente
indescomponible. Il

Como las variedades SDH,, son variedades con término discriminador, por el
Teorema 1.1.14 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.6. Para toda dlgebra finita L € SDH, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) L es subdirectamente irreducible.
(2) L es simple.

(3) L es directamente indescomponible.
(4) X(L) es conexo.

El siguiente objetivo es poder determinar de una manera sencilla, y en funcién
de los espacios duales, cuando un &algebra en DH pertenece a la variedad SDH,,,
es decir, cudles son los dh-espacios que se corresponden con las algebras en las
variedades SDH,,. Para esto necesitaremos de las siguientes definiciones.

Sea R un conjunto ordenado. Un (n + 1)-fence es un conjunto ordenado F' =
{fo,---, fn} € R que verifica

Jo>Ji, i<fo, o> foso s far < fad fo< fi, i>fo, o< [fsso s Ju1 > [

si m es par, y

fo<fufi>fo, o<fas.. o o <fudfo>fi, i <fo, fo>faoifuo1 > fa

si n es impar, y esos son los tinicos elementos comparables en el conjunto. Diremos
que n es la longitud del fence y que los puntos fy y f, son sus extremos. Una
informacién més detallada puede verse [29] y [4].

A continuacién mostramos algunas figuras de fences:
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fO f2 f4 fn72 fn

(1) fO f2 f4 fn73 fnfl
L s fs S (3)

fi 3 5 f”*1 i /3 Is Jn—2 In

(2)
fO f2 f4 fn72 fn

(1) y (2) son fences con un numero impar de elementos que no son isomorfos,
mientras que (3) es el tnico fence que se puede obtener (salvo isomorfismos) con
una cantidad par de elementos.

Si R es un conjunto ordenado, con Maxz(R) y Min(R) denotaremos a los con-
juntos de sus elementos maximales y minimales respectivamente. Notaremos por
FUm a la unién de todos los fences de longitud n que comienzan en U y que se
pueden formar en Maz(R)U Min(R), es decir FU™ consiste de todos los elementos
P € Maxz(R)U Min(R) tal que existe un fence de longitud n que comienza en U y
contiene a P.

Si L es un dh-algebra y U es un ultrafiltro de L, podemos considerar los siguientes
fences de longitud n contenidos en Maz(X(L)) U Min(X(L)) que comienzan en el
ultrafiltro U.:

{U():U,Ml,UQ,M3,U47M5,...,Mn_l,Un}, é
{UO = U7 Mla U27 M37 U47 M5a ey Un—17 Mn}
donde U; € Max(X(L)), M; € Min(X(L)).

El primero de estos dos fences es de longitud par y se corresponde con el conjunto
ordenado de la figura (1), mientras que el segundo fence es de longitud impar y su
conjunto ordenado es isomorfo a la figura (3). Al conjunto {Up} lo consideraremos
como un fence de longitud 0.

Para simplificar la notacién, en lo que sigue notaremos por R al conjunto Maz(R)U
Min(R), para cualquier conjunto ordenado R.

Lema 2.5.7. SiL € DH, U € Max(X(L)) y V = {U}, entonces

2n
Vn(di) — U FU#
i=0
Demostracion. La demostracion la haremos haciendo induccion sobre n.

Paran =0, Vo) = {U} y U?:o FU = FU0 = {U}.
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Supongamos que V(&) = [ J2* BV y probemos que V+D) = | J20H) gUi

Sea P € V(n+h)(d) = (}/n(di))di,

» Si P es maximal entonces existe un elemento minimal M € V7d)d tal que
M C P. Luego, existe S € V) S maximal tal que M C S. Ya que por
hipétesis V7(di) = U?ZO FU# existe un fence de longitud ¢, ¢t < 2n, de la forma

UM, Uy M3 ... M\ 1 U, = S.
De esta manera, la secuencia
UM Uy M3 ... My_y SMP
es un fence de longitud t +2 < 2n+2 =2(n+ 1) y entonces P € Uz(nﬂ) FU+,

= Si P es minimal, P € Vd)d eg decir, existe S € V) S maximal tal que
P C S. Ya que V”(d” = U?ZO FU, existe un fence de longltud t,t < 2n dela
forma

UM Uy Ms ... My, U = S.
Luego, la secuencia
UM, Uy M3 ... My S P
es un fence de longitud ¢t +1 < 2(n + 1).
Asi, P € U (1) pUi,

2(n+1)
Esto prueba que V (n+1)(di) C U FY+.
=0
Para probar la otra inclusién supongamos P € |J,2,
entonces existe un fence de la forma

At pUG G P es maximal

UM1 U2 M3 UthMtfl Ut == P

cont < 2n + 2. Asi,
UM1 U2 M3 Ut,Q

es una secuencia de longitud ¢t — 2 < 2n.
Por hipétesis U;_, € V(4 o cual implica que

Mt—l c Vn(di)d

y en consecuencia
U, = P e Vo),

Si P es minimal, entonces existe un fence de la forma

UMl UQMQ Ut—lMt — P,
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cont <2(n+1).
Ahora bien, t es impar ya que la secuencia termina en un elemento minimal,
asit <2(n+1),porloquet+1<2n+2yt—1<2n. Luego, la secuencia

UM1 U2 M2 Ut—l

es un fence de longitud ¢t — 1 < 2n.
Por hipétesis, tenemos U;_; € V™) y ya que M;_; C P concluimos que

P € Vn(di)d C 1/ (n+1)(di)
U

La siguiente proposicién establece condiciones necesarias y suficientes sobre el
conjunto de filtros primos de un algebra L € DH finita para que ésta pertenezca a
la variedad SDH,.

Teorema 2.5.8. Sea L un dlgebra finita en DH tal que su espacio dual X(L) es
conexo. Entonces L € SDH,, si y solo si todo ultrafiltro U de L verifica:

n—1
Maz(X(L)) C U FY sin es impar
i=0

n—1
Min(X(L)) C U FY  sin es par.
i=0
Demostracion. Sea L un algebra finita en DH cuyo espacio dual X(L) es conexo.
Supongamos que L € SDH,,. Observemos que, ya que X(L) es un conjunto finito y
conexo, si W es un subconjunto decreciente de X(L) y W # X(L) entonces |W| <
|W?|, v por lo tanto,

oW < (W7, (2.2)

De la misma forma, si W es un conjunto creciente de X(L) distinto de X(L) entonces
|W| < [W?| y, en consecuencia

(W) < [W. (2.3)

» Si n es impar, U es un ultrafiltro y consideramos el subconjunto clopen cre-
ciente V = {U}, entonces

ya que si esto no sucediera, por (2.2), tendriamos |¢(V "z (#)4)| < [/ "5 ()| y
entonces L & SDH,, por Lema 2.5.2.

Supongamos que existe U; maximal tal que U; & |J; _01 FY#  entonces por

el Lema 2.5.7, Uy ¢ V' @) vy como U; es maximal, U; ¢ V"z @14 o

que contradice el hecho de que Vi d — X(L). Hemos probado asi que

Maz(X(L)) € UiZ, FV°.
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= De manera similar, si n es par, U es un ultrafiltro y consideramos el subcon-
junto creciente V' = {U} entonces

VE® —X(L),

ya que si esto no pasara, por (2.3), tendriamos |p(Vz@)| < |[V2(@d| o
que contradice que L € SDH,, (Lema 2.5.2). Supongamos ahora que existe
o(Uy) € Min(X(L)) tal que ¢(U) € Ur—) TV, entonces ¢(Uy) & Ui, FU* ya
que n es par y por el Lema 2.5.7 tenemos que ¢(U;) € V24 o cual es una
contradiccién. Esto prueba que si n es par, Min(X(L)) C |Jr—, FV".

Para probar la recfproca, supongamos que Maz(X(L)) C J/—) F si n es impar y
Min(X(L)) € Ur) FY si n es par.

Sea V' un Subconjunto clopen creciente de X(L), V' # (), y sea U un ultrafiltro
en V. Consideremos el subconjunto clopen creciente formado por U, es decir, sea
Vi ={U}.

Si n es impar, por el Lema 2.5.7, V| T _ Ur— FY, v por hipétesis,

Maz(X(L)) C V1 EREA que V; C V resulta V"2 @4 — X(L). Por lo tanto
¢(V%(di)d) = ¢(V”51(d’)d’) = Vnﬂ(‘“) = X(L) y en consecuencia, L € SDH,,.

Sin es par entonces Vlg(di) = Ui FU4 .y por hipétesis, Min(X(L)) C | J/—, FU*.
Asf, Max(X(L)) U Min(X(L)) € U F%, es decir, vz — X(L). Luego,
p(V2@)) = V3 1o que implica que L € SDH,,. O

Sea L una dh-algebra en la cual el conjunto de maximales y minimales de su
espacio de filtro primos esta dado por :

Uy Uy Us

M, M, M;

Aplicaremos el Teorema 2.5.8 para determinar cudles son los n € w, tales que
L € SDH,.
A continuacién mostramos los fences de longitud n, paran =0,1,2:

Fences de longitud 0

U 1 U2 U3
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Fence de longitud 1:

Ul Ul Ul U2 UQ U3
1 M, Ms M, M M,

Fences de longitud 2:

U Uy U Uy Uy U3 Uy Uy Uy Uy Uy Us Uz Uy Us Uy

Luego, tenemos que

FU0 = {U,} FY20 = {U,}
]FUl’l = {U17 M17 M27 M3} FUQJ = {U27 M27M3}
IFUI’Q = {Ula U27 U37M2; M3} FU272 = {U17 U2’ U37 M27 MS}

IFUS’O = {Ug}

]FUSJ = {U37 MS}
FUSQ = {Ub U27 U37 M3}

Observemos que

(1) Ui Fi = {U1}; (2) Uio FY = {Us, M3}; (3) P FV =
(4) Ur F% = {Uy, Us, Us, My, M3}y (5) U7y FU% = {U, Uy, Us, M3}

Luego podemos asegurar, por el Teorema 2.5.8, que L ¢ SDH; (por (1)), L &
SDH, (por (2)), pero L € SDH;3 (por (3), (4) v (5)), y en consecuencia, L € SDH,,

para n > 3.

De este mismo teorema se desprenden inmediatamente los siguientes resulta-
dos que nos dan una simple caracterizacion para que un algebra subdirectamente
irreducible de De Morgan Heyting pertenezca a la variedad SDHy 6 SDHs3.

Corolario 2.5.9. Sea L un dlgebra finita en DH tal que X(L) es conexo. Entonces
L € SDH, siy solo si Max(X(L))UMin(X(L)), es un grafo bipartido completo, es

decir, ¢(Uy) C Uy para cualquier par de ultrafiltros Uy, Uy de X(L).
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Demostracion. Supongamos que L € SDH, v que Uy, Uy son ultrafiltros de L. Por
Teorema 2.5.8 tenemos que Min(X(L)) € F¥2°UFY>!. Como ¢(U;) es un elemento
minimal, necesariamente, ¢(U;) € FV2! y asi ¢(U;) C Us.

Para probar la reciproca, consideremos un ultrafiltro U; de L y un elemento
minimal M de X(L). Como M es minimal, es de la forma M = ¢(U;) para algin
ultrafiltro Uy . Por hipétesis, ¢(U;) C Uy, por lo que ¢(U;) € FV2! y asi Min(X(L)) C
FU20 y FU21, O

Corolario 2.5.10. Sea L un dlgebra finita en DH cuyo espacio dual es conezo.
L € SDH3 si y solo si para todo par de ultrafiltros Uy, Uy existe un elemento minimal
de X(L) tal que M C Uy y M C Us.

Demostracion. Supongamos que L € SDH3 y sean Uy, U, dos ultrafiltros distintos de
L. Por Teorema 2.5.8 Maz(X(L)) C FV20 UFY2! UFY22, Luego U; € FU2° UFY»' U
FU2:2 - Ahora bien, puesto que U; es un ultrafiltro distinto de Us,, necesariamente
U, € FY22 ) es decir, existe un fence {Us, M,U;} donde M es un elemento minimal
tal que M C U, y M C Us,.

Para probar la reciproca, sea U un ultrafiltro de L. Si Max(X(L)) = {U},
entonces L € SDH,; y por lo tanto a SDH3. Supongamos que existe otro ultrafiltro
U, distinto de U, por hipdtesis, existe un elemento minimal M tal que M C U y
M C U;. Luego, U; € F¥? y de esta manera Maz(X(L)) C FVOUFY UFY2 1o que
demuestra el resultado. O
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Capitulo 3

Subalgebras de Heyting y de De
Morgan Heyting

El célculo de subélgebras es una herramienta bésica para la descripciéon y estudio
de cualquier variedad. En [9], Cignoli, Lafalce y Petrovich establecen una dualidad
entre los subreticulados de un retiulado distributivo acotado y ciertas relaciones de
preorden sobre su espacio de Priestley asociado. M. Adams prueba en [2] que toda
subdlgebra de Heyting estd a asociada a un conjunto separador definido sobre su
espacio dual. El objetivo de este capitulo es poder establecer un resultado similar
para las algebras de De Morgan Heyting. Para esto, en primer lugar, en la Seccién
1, probamos que cada subdlgebra de Heyting tiene asociada, no sélo una relacion de
preorden, sino una relacion de equivalencia sobre su espacio dual y establecemos las
condiciones que tiene que tener ésta para que determine una subalgebra de Heyting.
Esto nos permitira, en la Seccion 4, obtener una correspondencia biunivoca entre
ciertas relaciones de equivalencia sobre un algebra en la variedad DH y sus subdlge-
bras. Esta correspondencia posibilitara recuperar y calcular de manera rapida a los
elementos primos de una subalgebra finita utililando una tnica clase de equivalencia
de su relacion asociada, lo cual en general no es posible realizar para el caso de las
algebras de Heyting. Estos resultados fueron publicados en [§].

3.1. Caracterizacion de las subalgebras de Hey-
ting

La clase de algebras de Boole es un ejemplo familiar de algebras de Heyting y es
bien conocido que existe una correspondencia entre las subédlgebras de un dlgebra de
Boole y ciertas relaciones de equivalencia definidas sobre su espacio de Stone (ver,
por ejemplo, [13]). En esta seccién extenderemos esta correspondencia a la clase de
algebras de Heyting y méas adelante a la clase de algebras de De Morgan Heyting.
Para esto utilizaremos la dualidad descripta en la Seccién 2.1.

Dada un algebra de Heyting L siempre es posible definir una relacién de equiva-
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lencia sobre su espacio dual asociado de la siguiente manera.

Definicién 3.1.1. Sea L un algebra de Heyting, para cada L; C L, definimos el
conjunto

E(L) = {(P,Q) e X(L) x X(L): PN L = QN L}

Claramente, E(L;) es una relacién de equivalencia sobre X(L) en donde la clase
determinada por un elemento P € X(L) sera denotada por P y el conjunto cocien-
te asociado a la relacién por X(L)/E(L;). Cignoli y Adams en [9] definieron esta
relacion en reticulados distributivos acotados y la asociaron con los subreticulados
distributivos acotados, pero considerando la inclusion en lugar de la igualdad, lo que
la convierte en un pre-orden, pero no necesariamente en una relacién de equivalencia.

Las siguientes son algunas propiedades importantes que se desprenden de esta
relacién de equivalencia cuando es definida sobre algebras de Heyting. La primera
nos ayudard a determinar un orden sobre el conjunto cociente X(L)/E(L;) como
veremos mas adelante.

Proposicién 3.1.2. Sea L un dlgebra de Heyting. Si consideramos la relacion de
equivalencia B(Ly) asociada con la subdlgebra Ly, entonces se verifica la condicion

(H) si P C Q entonces P C @d,
para todo P, Q) € X(L).

Demostracion. Consideremos el homomorfismo de Heyting (inmersién) ¢ : Ly — L
tal que i(z) = x. Entonces, por la dualidad de Priestley sabemos que X(7) : X(L) —
X(Ly) definido por

X(@)(P) =i Y(P)=PnNL

es un h-morfismo (para la definicién de h-morfirmo ver Seccién 1.2.)

Ahora, supongamos P C @, entonces PNL; C QN Ly, es decir, i 1(P) C i 1(Q).
Consideremos P, € P, por la definicién de i tenemos que i~1(P;) C i~ 1(Q). Ya que
X(4) es un h-morfismo, existe P’ € X(L) tal que P, C P' y X(i)(P') =i~ 1(Q), lo que
implica i~}(P") = i71(Q), y entonces P’ N L; = QN Ly. Asi, P, C P’ con P’ = Q.
Esto muestra que P C @d. U

Lema 3.1.3. Las clases de equivalencia determinadas por la relacion E(Ly) son
conjuntos cerrados y convexos.

Demostracion. Sea P € X(L)y PNL; =@ € X(L). Si consideramos el h-morfismo
X(7) de la demostracién de la Proposicién 3.1.2, como el conjunto {Q} C X(L;) es
cerrado y X(7) es una aplicacién continua, resulta que X(1)"'({Q}) = {R € X(L) :
RN L, = Q} = P es cerrado. Por otra parte, supongamos que P, P, € Py
P C RC P, entonces PPLNL C RNLy C PN L = PN Ly, en consecuencia,
P, N Ly = RN Ly, lo que muestra que R € P. Il
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Claramente es posible definir una relacién de orden parcial sobre X(L)/E(L;)
dada por o
P<Q@Q siysélosi PNLy CQNL.

Lo que mostramos a continuacién es que, en el caso de algebras de Heyting, este
orden se puede caracterizar en funcién de ciertas condiciones que deben cumplir los
elementos del conjunto cociente.

Proposicion 3.1.4. El orden < definido anteriormente es equivalente a
P<Q siysolosi PC @d. (3.1)

Demostracién. Supongamos que P C @d, entonces existe Q' € Q tal que P C Q.
Luego, PNL; C Q' NLy =QN Ly, porlo que P < Q.

Reciprocamente, supongamos que P < @, es decir, PN L, € QN Ly. En la
demostracién de la Proposicién 3.1.2 mostramos que esto implica P C @d, lo que
finaliza la demostracién. O

Luego, si L es un algebra de Heyting y E(L;) es la relaciéon de equivalencia
asociada a la subdlgebra Ly, es posible definir un orden sobre X(L)/E(L;) dado por

P<Q «— PNL,=QnL, < PcQ" (3.2)

Proposiciéon 3.1.5. Dada un dlgebra de Heyting L y una subdlgebra Ly de L, el
congunto cociente X(L)/E(Ly) con la topologia cociente y el orden definido en (3.1)
es homoeomorfo e isomorfo en el orden al espacio X(Ly). En particular, X(L)/E(L;)
es un espacio de Heyting.

Demostracion. En primer lugar, probaremos que X(L)/E(L;) y X(L;) son homeo-
morfos como espacios topoldgicos. Sabemos que 7 : Ly — L es un homomorfis-
mo inyectivo de dlgebras de Heyting. Ya que ¢ es 1-1, es facil ver que X(i) es
una aplicacién sobreyectiva. Asi, la aplicacién X(i) : X(L) — X(L) definida por
X(7)(P) =i~ '(P) = PN Ly es un h-morfismo sobreyectivo.

Como X(7) : X(L) — X(L;) es una funcién continua y E(L;) es una relacién
de equivalencia sobre X(L) entonces existe una funcién continua h : X(L)/E(L;) —
X(Ly) tal que X(i) = h o, donde 7 es la aplicacién candnica.

x(L) — X (L)
T h
X(L)/B(Ly)
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Ademads, como X(L) y X(L;) son espacios compactos de Hausdorff y X(i) una
funcién continua sobreyectiva, entonces X(L)/E(L;) y X(L;) son homeomorfos como
espacios topologicos.

Para probar que h es un isomorfismo de orden. Supongamos P < @, por (3.2),

PN L CQN Ly, es decir, h(P) C h(Q).

Reciprocamente, supongamos h(P) C h(Q), entonces PN L; € QN L;. Como
X(7) es un h-morfismo, existe P’ € X(L) tal que P C P'y X(i)(P’) = QN L;. Luego,
P<P-0Q

Como h y h~! son isomorfismos de orden entonces ambas son h-morfismos. Luego,
h es un isomorfismo entre espacios de Heyting. Il

La condicién (H) dada en la Proposicién 3.1.2 nos lleva a considerar la siguiente
notacién y definicién.

Dado un espacio de Heyting H y £ una relaciéon de equivalencia sobre H, nota-
remos por S(€) a la familia de subconjuntos V' € D(H) que satisfacen la siguiente
condicion:

(S) siaeV entoncesa CV,
donde @ es la clase de equivalencia del elemento a. Es decir, V' es unién de ciertas
clases de equivalencia.

Definicién 3.1.6. Dado un espacio de Heyting (H, <,7), una relaciéon de equiva-
lencia £ sobre H es llamada relacion de Heyting si las siguientes condiciones se
satisfacen:

(1) @ es cerrado y convexo para cada a € H.

. —d
(2) Para cada a,b € H tales que a < b se tiene que @ C b .

(3) Si @ # b entonces existe V € S(£) que separa a a y a b, es decir, existe
VeSS talqueaeVybgVobeVyagV.

La siguiente proposicion muestra que para cada subdlgebra de Heyting existe una
relacion de Heyting sobre su espacio de filtros primos asociada a ella. Recordemos
que o(a) = {P € X(L) : a € P} es el subconjunto abierto, cerrado y creciente de
X(L) asociado al elemento a € L.

Proposicién 3.1.7. Si Ly es una subdlgebra de un dlgebra de Heyting L, entonces
E(Ly) es una relacién de Heyting sobre el h-espacio X(L).

Demostracion. Ya vimos que E(Lj) es una relacién de equivalencia sobre X(L). Por
el Lema 3.1.3, los elementos de X(L)/E(L;) son cerrados y convexos, es decir, se
verifica la condicién (1) de la Definicién 3.1.6. Ademaés, por la Proposicién 3.1.2, la
condicién (2) también se sigue. Resta ver que se satisface la condicién (3).
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Para esto, supongamos que P,Q € X(L)/E(L;) y P # Q. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que P £ Q, es decir, por (3.2), PN Ly € Q N L;. Entonces,
existe a € PN Ly tal que a € Q N Ly. Luego, P € o(a) pero Q ¢ o(a). Probemos
que o(a) € S(E(Ly)).

Sea R € o(a) y S € R, entonces RN L; = SN L. Yaque a € Ly, se sigue que
a € RN Ly, porloqueac Syasi S¢€ o(a). Esto muestra que R C o(a), lo que
completa la demostracion. [l

Proposicién 3.1.8. Dado un espacio de Heyting H y una relacion de Heyting £
sobre H, la relacion binaria =< definida por:

- —d
axb<=aCh
es una relacion de orden sobre H/E.

Demostracion. Se verifica inmediatamente que =< estd bien definida, es reflexiva
y transitiva. Para ver que cumple con la propiedad antisimétrica, supongamos que
@=<byb=a, entoncesa <V ylt <d, donde b € by da €a Comoa es convexa,
resulta V' € @, es decir, @ = b. O

Observemos que para que < sea un orden no es necesaria la condicién (3) de la
Definicion 3.1.6.

El siguiente resultado muestra que cada relacion de Heyting definida sobre un
h-espacio tiene asociada una subalgebra de Heyting.

Proposicién 3.1.9. Dado un espacio de Heyting H, si £ es una relacion de Heyting
sobre H entonces S(E) es una subdlgebra de Heyting de D(H).

Demostracién. Claramente, S(E) es subreticulado de D(H) y 0, H € S(€). Falta
ver, que es cerrado por —, es decir, dados Vi,V € S(E), (Vi NVE)% € S(E).

Como V;,V, € D(H) entonces (V; N V)% € D(H) pues D(H) es dlgebra de
Heyting.

Veamos que (V; N V)% verifica la condicién (S). Sea @ una clase asociada a € y
a’ € @. Si suponemos que @’ € (V; NVy5)? entonces o’ < b con b € Vi N V. Luego,
por la condicién (2) de la Definicién 3.1.6, resulta que o’ C " Pero b C Vi N Vy
pues Vi y Vo € S(€), lo que prueba que @ = a’ C b C (Vi N V5,

Esto prueba que (Vi NV5)? es unién de clases de equivalencia, y, en consecuencia,
(Vi N V¥)% también.

Luego, (Vi N V)%« € S(E) y, (S(€),N,U, —, 0, H) es una subalgebra de Heyting
de D(H). O

Hemos probado que existe una correspondencia entre subdlgebras de Heyting

y relaciones de Heyting dada por los operadores E y S. Tenemos las siguientes
situaciones:
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. L, ~ E(L;) ~ S(E(L1))
\ \ \
Subélg. de L Rel. de Heyting sobre X(L) Sublg. sobre D(X(L))
.« - 5(6) - E(S(6))
1 1 1
Rel. de Heyting sobre H Subélg. de D(H) Rel. de Heyting sobre X(D(H))

A continuacién mostramos que esta correspondencia es biunivoca. Para esto,
recordemos que dada un algebra de Heyting L, la aplicacién o : L — D(X(L))
definida por o(a) = {P € X(L) : a € P} es un isomorfismo entre dlgebras de
Heyting. Ademéds, dado un espacio de Heyting H, la aplicacion eg(x) = {V €
D(H) : x € V} es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden entre los espacios
Hy X(D(H)).

Proposicion 3.1.10. Para cada subdlgebra de Heyting Ly de un dlgebra de Heyting
L, S(E(Ly)) = or(Ly).

Demostracion. Supongamos o(a) € o(L;) y probemos que o(a) € S(E(L;)). Consi-
deremos P € o(a) y Q € P, entonces Q N L; = PN L;. Como a € L N P, resulta
a € Q, es decir, Q € o(a).

Esto muestra que o(L;) C S(E(Ly)).

Para probar la otra inclusién, supongamos V' € S(E(L;)), como V es abierto,
cerrado y creciente, V = o(a) para algin a € L.

Supongamos que a € L;. Sea F el filtro de L generado por a’' N L;. Ya que
a®NF =0, por el teorema de Birkhoff-Stone, existe P € X(L) tal que a‘'NL; C Py
a & P. Sea I el ideal de L generado por (L\ P)NL;. Ya que I Na’ = ), otra vez por
el teorema de Birkhoff-Stone, existe @ € X(L) tal quea € Q y QN LN (L\ P) = 0,
es decir, QN Ly € PN Ly y por lo tanto, @ < P. Ya que E(L;) es una relacién de
Heyting, resulta, por (3.2), que existe P’ € P tal que Q C P’. Luego, como o(a) es
creciente, tenemos que P’ € o(a) y ya que o(a) € S(E(Ly)) resulta P C o(a) y, en
consecuencia a € P, lo cual es una contradiccion.

Luego, a € Ly y S(E(Ly)) C o(Ly). O

Proposicién 3.1.11. Sea H un espacio de Heyting y € una relacion de Heyting
sobre H entonces (e(x),€(y)) € E(S(E)) si y sélo si (z,y) € &.
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Demostracion. Supongamos que (e(x),e(y)) ¢ E(S(E)) entonces, e¢(z) N S(E) #
e(y) N'S(E). Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe V € S(€), tal que
x €V eygV. Luego, como V € S(E), V es unién de clases, por lo que T # 7 y
entonces (z,y) € £.

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que (x,y) € €. Entonces T # 7.
Por la condicién (3) de la Definicién 3.1.6, podemos suponer que existe V' € S(&) tal
que z € V ey & V. Luego, e(x) NS(E) # e(y) NS(E), vy, por lo tanto, (e(x),e(y)) &
E(S(£)). O

A partir de estos resultados mostramos que hay una correspondencia biunivoca
entre las subdlgebras de Heyting de un algebra de Heyting dada y las relaciones de
Heyting de su espacio dual.

3.2. Subalgebras de Heyting finitas

Si consideramos algebras de Heyting finitas, es posible demostrar que no es nece-
sario pedir las tres condiciones dadas en la Definicién 3.1.6 para que una relacion de
equivalencia sea de Heyting. Este hecho simplifica los célculos a la hora de encontrar
todas las subdlgebras de un algebra de Heyting dada.

A continuacién probaremos que si H es un espacio de Heyting finito y £ es una
relacién de equivalencia sobre H, sélo es suficiente que £ cumpla la condicién (2) de
la Definiciéon 3.1.6 para que sea una relacién de Heyting. Para esto nos valdremos,
en primer lugar, del siguiente resultado.

Lema 3.2.1. Si H es un espacio de Heyting finito y € una relacion de equivalencia
sobre H que satisface la condicién (2) de la Definicion 3.1.6 entonces a% es un

conjunto abierto, cerrado vy creciente que verifica la condicién (S), es decir, a% €

S(&).

Demostracion. Sea a € H/E, a? es abierto y cerrado pues la topologia en H es la
discreta, por lo que @% es un conjunto abierto, cerrado y creciente.

Veamos que verifica la condicién (S). Supongamos que b € @ y b; € b, entonces
b < ay, con a; € @ Luego, por la condicién (2) resulta by = b C a;? = a? y, por lo
tanto b; € a.

Esto muestra que @
OJ

4 cumple la condicién (S), y por consiguiente, (@)% también.

Proposicion 3.2.2. St H es un espacio de Heyting finito entonces, para cada re-
lacion de equivalencia € definida sobre H se tiene que la condicion (2) implica las
condiciones (1) y (3) de la Definicion 3.1.6.
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Demostracion. Veamos primero que (2) implica (1). Sea @ una clase de equivalencia
asociada a £ y supongamos a < b < ay, con a,a; € a. Luego, por la condicién (2)
tenemos que a C l_)d y b C @, es decir, existe b; € b tal que a1 < by y existe a; € @
tal que by < ay. Reiterando este procedimiento, tenemos una sucesion del tipo

a<b<a <b<ay<b...

y como H es finito en algiin momento obtenemos a,, = b, para algin n € N, es
decir, @ = b. Esto indica que @ es convexa. Ademas, ya que la topologia en H es la
discreta, @ es un conjunto cerrado.

Para deducir la condicién (3) de la (2), supongamos que T # 3. Primero ob-
servemos que de (1) y (2) se tiene que < (definida en la Proposicién 3.1.8) es un
orden. Luego, y A7 6 T A y. En el primero de los casos, si consideramos el conjunto
V = 7%, tenemos que x € V, pero y € V. En efecto, si suponemos que y ¢ (T)%,
entonces y € 7%, es decir, existe x; € T tal que y < 1, pero entonces i < T, absurdo.
Ademas, por el Lema 3.2.1, 7% € S(&). Luego, existe V € S(€) tal que separa a
y y a z. Para el segundo caso, basta considerar al conjunto V = 7% y realizar un
razonamiento andlogo al anterior para mostrar que x € V pero y ¢ V. Esto muestra
que se verifica la condicién (3). O

Recordemos que si L es un algebra de Heyting finita, los filtros primos de L estan
generados por sus elementos primos. Esto permite establecer la siguiente relacién
entre los elementos de S(E(Ly)) y L.

Proposiciéon 3.2.3. Sea L un dlgebra de Heyting finita y Ly una subdlgebra de L. Si
V ={P,P,,...,P,} € S(E(Ly)), entonces V =J._, o(p;), donde p; es el elemento

primo que genera a P; para cada i =1,2,...n. Ademds, \/pi e L.

i=1
Demostracion. Supongamos V = {Py, P, ..., P,} € S(E(Ly)). Sea p; el elemento
primo que genera a P;, para cada 4. Claramente, V C |J_, o(p;).

Para probar la otra inclusién, supongamos @ € |J;_, o(p;), entonces p; € Q) para
algin ¢, por lo que P; C ) y como V es creciente ) € V.

Luego, V = U, 0(p;) = o(Vi_,pi) y por la demostracién de la Proposicién
3.1.10, /™, p; € Li. O

El siguiente ejemplo muestra como encontrar todas las subalgebras de Heyting de
un algebra de Heyting finita L. Para esto debemos determinar todas las relaciones
de Heyting posibles sobre su espacio dual, es decir, todas las particiones posibles
sobre X(L) que satisfacen la condicién (2). Y finalmente, utilizando la Proposicién
3.2.3 encontrar la subalgebra asociada a dicha particién.

Consideremos el algebra de Heyting L cuyo espacio dual se muestra también en
la figura:
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Pa Pb
P, P,

En lo que sigue, mostramos las particiones asociadas a las distintas relaciones de
Heyting en X(L), seguidas de su espacio de Heyting asociado (X(L), <) y finalmente
seguidas por la subdlgebra asociada a dicha relacién.

P, =
| ~ X(L) ~ L
P. P,
P, a b b 1
/\- f
~ IV
d
P, P 0
P, = .
@ > ° . ~ c €
0
P, P,
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P, a B b 1
0
P, P,
P, =
P P,
P, B,
P. P,
P, a P b
. W . W
P. P,
P, B,
s ° I >
C
P, P
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P, P, 0

Observemos que la condicién (2) es necesaria para que S(£) sea una subdlgebra
de Heyting. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo. Si consideramos la relacion
de equivalencia £ sobre el algebra L del ejemplo anterior cuya particién asociada
en X(L) es X(L)/€ ={P., P, P.},{P.}}, claramente £ no satisface la condicién (2)
por lo que S(€) = {0(0),0(a),o(1)}

no es subalgebra de Heyting.

Consideremos ahora a L como reticulado distributivo junto con la subagebra
senalada en la figura. La relacién de equivalencia asociada a la subalgebra se muestra
en el siguiente grafico.

P, b,
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En el ejemplo anterior vimos que esta relacion, también determinaba la subalge-
bra de Heyting {0,d, f,g,1}. Esto muestra que en reticulados distributivos a dis-
tintas subdlgebras pueden corresponderles las mismas relaciones de equivalencia,
hecho que no puede suceder si consideramos subélgebras de Heyting. Por otra parte,
en reticulados distributivos puede resultar que clases que estén determinadas por
elementos incomparables del algebra, resulten comparables en el espacio dual de
la subalgebra, situacion que tampoco puede pasar si consideramos subdlgebras de
Heyting. Esto se deduce de manera rapida de la caracterizacion del orden definido
entra las clases de equivalencia dada en la Proposicién 3.1.8.

3.3. Aplicacién: subalgebras de Heyting maxima-
les

M. Adams defini6é en [2] el conjunto Spg = {(T,P) € X(L) x {P} : T ¢
PyT CQIU{(T,Q) e X(L) x{Q}: T ZQyT C P} con P # @ de un élgebra
de Heyting L y mostré que las subalgebras maximales de L estan caracterizadas por
un par de filtros primos distintos P y Q que verifican S = P4 U {Q} = Q? U {P},
siendo su conjunto separador asociado (conjunto que caracteriza a cada subélgebra)
el conjunto Spg. A continuacién mostraremos este resultado para el caso finito
utilizando la caracterizacion para subdlgebras de Heyting encontrada en la seccion
anterior.

Para esto, observemos que si H es un espacio de Heyting, y £, £ son relaciones
de Heyting tales que & C & es facil ver que S(€) C S(E’). De hecho, existe un
anti-isomorfismo entre el reticulado de subélgebras de un algebra de Heyting y las
relaciones de Heyting sobre su espacio dual.

Proposicién 3.3.1. Sea H un espacio de Heyting finito y €& una relacion de Heyting
definida sobre H. SiS(E) es una subdlgebra mazximal entonces para todo T € X(L)/E,
T tiene a lo sumo 2 elementos.

Demostracion. Sea £ una relacién de Heyting sobre H y P = {Z;};c; la particion
asociada a £. Supongamos que T,, tiene al menos 3 elementos para algin m € [ y
sea y un elemento minimal de 7,,. Consideremos la siguiente particiéon P; que es un
refinamiento de P.

(1) SiT; < Ty, consideramos cada elemento de T; como un elemento unitario de
la particion Py, es decir, para cada z € T; consideramos el elemento P, = {z}.

(i) Py ={y}; By =Tm \ {y}.
(i13) SiT; £ T, hacemos P,, = T;.

Claramente, P; es una particiéon de H. Probemos que su relacion de equivalencia
asociada & es una relacién de Heyting.
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Observemos primero que & cumple la condicién (2) de la Definicién 3.1.6, es
decir, si z < w, P, C P%. En efecto, supongamos z < w y consideremos los siguientes
casos:

= SizZ A7, entonces w A T,,. En efecto, si w < T,,, por la definicién de < dada
en la Proposicion 3.1.8, existe t € T, tal que w < t, pero entonces z < w <t
lo que implicaria que zZ < 7,,, contrario a nuestra suposicion. Luego, P, =Z y
P, =w y como & es una relacién de Heyting, tenemos que P, C PZ.

» Si Z <7, entonces P, = {2} y como z < w, resulta P, C P,

» Si Z = 7, puede pasar que P, = T,,, = {y} en cuyo caso P, C P¢ ¢ que
P, =T, =%y, \ {y} en cuyo caso W £ T, 6 W = Tp,. En el primero de los
casos P, =w y asf P, = T,,, C P? (pues z C w?). Y en el segundo, P, = Ty,
por lo que P, = T,,, C P

Esto prueba que &; satisface la condicién (2) de la Definicién de relacién de
Heyting. Luego, como H es un espacio de Heyting finito, por la Proposicién 3.2.2,
& satisface las condiciones (1) y (3), lo que demuestra que es una relacién de Heyting.

Finalmente, teniendo en cuenta que P; es un refinamiento de P y & no es trivial,
&1 G EyasiS(E) & S(E), por lo que S(€) no seria una subalgebra maximal. [

La siguiente proposicién establece una caracterizacién de las subalgebras de Hey-
ting maximales que coincide con el resultado dado por M. Adams en [2].

Proposiciéon 3.3.2. Sea H un espacio de Heyting finito y £ una relacion de Heyting.
Entonces S(E) es mazimal si y solo si cada clase de equivalencia asociada a £ es
unitaria, excepto una que es de la forma T = {x1, x5} donde {1} U{zo} = {z2}' U

{21}

Demostracion. Supongamos que S(&) es una subélgebra maximal de D(H). Por la
Proposicién 3.3.1 sabemos que si ¥ € £ entonces ¥ tiene a lo sumo dos elementos.
Consideremos el siguiente conjunto

R = {7 € £ : T tiene exactamente dos elementos }

y sea T, un elemento maximal de R respecto del orden <.

Sea Py el refinamiento de H/E dado por: P, = 7, y P, = {z} para todo
x € H \ 7. Realizando el mismo procedimiento utilizado en la demostracién de
la Proposicion 3.3.1 se puede probar que la relacién de equivalencia &, asociada a
la particién P; es una relacién de Heyting. Esto prueba que H/E tiene una tnica
clase de equivalencia T = {1, x2} de dos elementos y que el resto de las clases son
unitarias. Resta probar que {z1}' U {zo} = {z2}' U {21}

Sea y € {z1}' U{xs}, y # 21, T2, entonces r; < y y por lo tanto T X 5 = {y}.
Por la condicién (2) de la definicién de relacién de Heyting se deduce que x5 < y 'y
entonces y € {xo}* U{z1}.
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Capitulo 3. Subalgebras de Heyting y de De Morgan Heyting

De manera similar se puede demostrar la otra inclusién. Luego, {z;}* U {25} =
{22} U {2},

Claramente, si £ es una relacién de equivalencia sobre H que satisface que cada
clase de equivalencia es unitaria, excepto una que satisface {z;}' U {z2} = {z2}' U
{z1}, entonces & es una relacién de Heyting tal que su subdlgebra S(€) asociada es
maximal. ]

En el siguiente ejemplo mostramos como encontrar todas las subalgebras maxi-
males de un algebra de Heyting L utilizando la caracterizacion dada en la proposicion
anterior.

Consideremos el algebra de Heyting L con su espacio de Heyting asociado:

L
E z X(L)

Las siguientes figuras muestran las relaciones de Heyting asociadas a subalgebras
maximales no isomorfas seguida de su correspondiente subalgebra maximal asociada.
Para recuperar estas ultimas utilizamos la Proposicion 3.2.3.

LI
I
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3.4. Caracterizacion de subalgebras de De Mor-
gan Heyting

En esta seccién daremos condiciones necesarias y suficientes para que la subélge-
bra asociada a una relacion de Heyting sobre un dh-espacio sea una subdlgebra de
De Morgan Heyting. De esta manera, podremos determinar todas las subalgebras
de una dh-algebra a través de ciertas relaciones de Heyting sobre su espacio dual
asociado. Mas aun, si el algebra de De Morgan Heyting es finita, lograremos cal-
cular los elementos primos de la subalgebra utilizando sélo la clase de equivalencia
asociada a él.

Proposicién 3.4.1. Sea L un dlgebra de De Morgan Heyting. St Ly es subdlgebra
de L y < es el orden definido sobre X(L)/E(Ly) en (3.2) entonces se verifica:

(1) P es cerrado y convero para todo P € X(L).
(2) Si P <@ entonces P C @d
(3) Si P # Q entonces existe un V € S(E(L1)) que separa a P y Q.

(4) Lo cada P € X(L)/E(Ly), $(P) € X(L)/(E(Ly), donde $(P) = {6(Q) : Q €
Pl.

Demostracion. Como L; es una subdlgebra de Heyting entonces por la Proposi-
cién 3.1.7, E(L) satisface las condiciones (1), (2) y (3). Resta ver que satisface la
condicién (4).

Consideremos el homomorfismo entre algebras de De Morgan Heyting i1: L =L
tal que i(x) = z, entonces X(i) : X(L) — X(L;) dado por X(i) =i (P) = PN L,

es un morfismo entre dh-espacios por lo que cumple
(¢r, © X(2))(P) = (X(2) 0 9)(P), (3.3)
es decir,

¢r, (PN L) = ¢(P)N Ly, (3.4)
para todo P € X(L).

Teniendo en cuenta este resultado probaremos que ¢(P) = ¢(P).

Sea ¢(R) € ¢(P) con R € P, asi RN L, = PN L;. Luego,
¢L1 (R N Ll) = ¢L1 (P N Ll)'

De (3.4), resulta ¢(R) N L1 = ¢(P) N Ly y entonces ¢(R) € ¢(P). Esto muestra
que ¢(P) € ¢(P).
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Supongamos ahora que R € ¢(P) entonces RN Ly = ¢(P) N L. Luego,

¢L1 (R M Ll) = ¢L1 ((b(P) N Ll))7

por lo que ¢(R) N Ly = ¢(¢(P)) N Ly = PN L. Tenemos entonces que ¢(R) € P,y
en consecuencia, R € ¢(P).

Esto muestra que la imagen por ¢ de una clase de equivalencia es una cla-

se de equivalencia también, es decir, todo P € X(L)/E(L;) cumple que ¢(P) €
X(L)/E(Ly). O

Observacién 3.4.2. El orden < definido sobre X(L)/E(L;) en (3.2) fue definido a
través de la condiciéon (H). Si L es un dlgebra de De Morgan Heyting, < también
satisface:

(DH) si P<Q entonces QC P

En efecto, supongamos P < () entonces, por (3.2), PN L; € QN L;. De esto,

¢, (@ N Ly) C ¢r, (P N Ly), es decir, ¢(Q) N Ly € ¢(P) N Ly y ast, ¢(Q) < ¢(P).
Como se verifica la condicién (H),

3(Q) € (o(P))".

Luego, ¢ (W) C ¢ ((m)d)7 y por el Lema 2.2.1, ¢ (W) C ((b((b(_P))>z

En la demostracion de la Proposicién 3.4.1 vimos que ¢(P) = ¢(P), por lo que

10) (W) - (gb((b(?)))l, y, finalmente Q C 7.

La condicién (4) en la Proposicién 3.4.1 nos permite definir una aplicaciéon ® de

X(L)/E(L;) en X(L)/E(L;) de la siguiente manera: ®(P) = {¢(Q) : Q € P}.

Proposicion 3.4.3. Sea L un dlgebra de De Morgan Heyting y Ly una subdlgebra
de L. El par (X(L)/E(Ly), ®) con la topologia cociente y el orden < definido en (3.2)
es isomorfo al espacio de De Morgan Heyting (X(Ly), ¢, ).

Demostracion. Para probar que (X(L)/E(L;), ®) es un pm-espacio, mostraremos
que ¢ es un homeomorfismo involutivo que invierte el orden.

Veamos que ® es un anti-isomorfismo de periodo dos, es decir, ®(®(P)) = Py
P <@ siysolosi ®(Q) < ®(P).

En la demostracién de la Proposicién 3.4.1 vimos que ®(P) = ¢(P). Luego,
tenemos

Veamos ahora que si P < @ entonces ®(Q) < ®(P).
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Ya que P < @Q, por (3.2), PNL; € QN Ly yentonces ¢, (QNLy) C ér,(PNLy).

De (3.4) resulta ¢(Q) N Ly € ¢(P) N Ly, es decir, p(Q) < ¢(P) y en consecuencia
2(Q) < (P). - -

Ya que ® = &1, se sigue que si ®(P) < ®(Q) entonces Q < P.

Para probar que ® es una aplicaciéon continua, consideremos un abierto U =
{P;,i € I} CX(L)/E(L;) entonces, |J;.; P; es un conjunto abierto de X(L).

Como ¢(|J,c; Pi) es abierto pues ¢ es homeomorfismo, entonces ®(U) =
{®(P;),i € I} también lo es. Por otra parte, ®~(U) = ®(U) por lo que concluimos
que ®71(U) es un conjunto abierto.

Esto muestra que ® es un homeomorfismo involutivo que revierte el orden.

En la Proposicién 3.1.5 vimos que h : X(L)/E(L;) — X(L;) dado por X(i) = horw
es un morfismo entre espacios de Heyting. Ahora probaremos que A es un morfismo
en la categoria de espacios de De Morgan Heyting, es decir, sélo resta probar que
ho® = ¢y, oh.

Para esto, observemos que X(7) es un morfismo en la categoria de espacios de De
Morgan y que la aplicacion canénica 7 verifica, ® o m = 7 o ¢. En efecto,

(P om)(P) = ®(P) = ¢(P) = (mod)(P).

Luego tenemos,

(ho®)(P) = (hodom)(P)
= (homoo)(P)
(X(2) 0 9)(P)
(fr, 0 X(4))(P)
= (¢, 0hom)(P))
= (¢r, o h)(P).
Esto muestra que h es un isomorfismo entre los espacios de De Morgan Heyting
X(L)/E(Ly) y X(Ly). O

En la Proposicién 3.4.1 enumeramos las propiedades que cumplen las clases de
equivalencia de la relacion asociada a una subdlgebra de De Morgan Heyting. Las
propiedades (1)-(3) vienen dadas porque el dlgebra considerada es de Heyting. A
éstas se le adiciona la condicién (4) pues estamos considerando dlgebras de De Mor-
gan también. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.4.4. Sea (X, <, T, ¢) un espacio de De Morgan Heyting y £ una rela-
cién de equivalencia sobre X. & es llamada una relacién de De Morgan Heyting
si cumple con las siguientes condiciones:

(1) @ es cerrado y convexo para cada a € X.
: =d
(2) Para cada a,b € X tales que a < b se tiene que a C b .

(3) Si @ # b entonces existe V € S(€) que separa a y b.
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(4) Para cadaa e X/€, ¢(a) € X/E.

Teniendo en cuenta esta definicion y la Proposicion 3.4.1, cada subalgebra L; de
una dh-algebra tiene asociada una relacién de De Morgan Heyting dada por E(Ly).
Reciprocamente, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.4.5. Dado un dh-espacio X, si £ es una relacion de De Morgan
Heyting entonces el conjunto S(E) es una subdlgebra de De Morgan Heyting de D(X).

Demostracion. Por la Proposicién 3.1.9 sabemos que S(€) es subélgebra de Heyting.
Falta ver que si V' € S(€) entonces V' = ¢(V')¢ € S(E).

Sabemos que ¢(V) es abierto, cerrado y creciente. Ademds, sia € ¢(V') entonces
a = ¢(b) para b € V y por la condicién (4), ¢(b) = a. Por otra parte, b C V pues
V € S(€), entonces a C ¢(V).

Esto muestra que ¢(V') cumple la condicién (S), y, por lo tanto, V' = ¢(V)°
también. 0

Anélogamente al caso de algebras de Heyting, si L es una dh-algebra y L; es una
subalgebra de L entonces S(E(L;)) = o1 (L;). Ademas, si X es un dh-espacio y £ es
una relacion de De Morgan Heyting se tiene que (e(z),€(y)) € E(S(E)) si y sélo si
(x,y) € E.

Esto muestra que existe una correspondencia biunivoca entre subalgebras de De
Morgan Heyting y relaciones de De Morgan Heyting.

Por la Proposicién 3.4.3 sabemos que dada una subdlgebra de De Morgan Hey-
ting, hay tantas clases de equivalencia en su relacién asociada como filros primos
de la subdlgebra. Los siguientes resultados muestran cémo recuperar cada elemento
primo de la subdlgebra, cuando el algebra considerada es finita.

Lema 3.4.6. S5i Ly es subdlgebra de De Morgan Heyting de L y L es finita, para
cada P={Py,Ps,...,P.}, Q ={Q1,Q2,...,Qn} en X(L)/E(L;) tales que P < @,

se tiene que \/ g < \/pi, donde P; estd generado por el elemento primo p; y @Q;
j=1 i=1
por el elemento primo g;.

Demostracion. Supongamos que ; € Q. Como P < Q, por la condicién (DH),

existe P; € P tal que P; C ;. De esto se deduce que ¢; < p; para algin 7 y en
. m n

consecuencia \/i*, ¢; < \/i_ pi. O

Proposiciéon 3.4.7. Sea L una dh-dlgebra finita y Ly una subdlgebra de L. Para
cada P = {Py,P,,...,P,} € X(L)/E(Ly) se tiene que \/ p; € L, donde p; es el

i=1
elemento primo que genera a P;. Mds aun, todo elemento primo de L; tiene esta
forma.

74



3.4. Caracterizacion de subdlgebras de De Morgan Heyting

Demostracion. Sea P = {Py, P, ..., P,} € X(L)/E(L;). Veamos primero que P e
S(E(Ly)). Ya que X(L) es finito, P' es un conjunto, abierto, cerrado y creciente. Sélo
falta ver que se verifica la condiciéon (5).

Supongamos () € Fi, entonces existe R € ?‘tal que R C @, pero entonces R=
P <@ y por la condicién (DH), resulta Q C P', lo que prueba que P' € S(E(Ly)).

Sabemos por la Proposicion 3.2.3,

P=Joaa)=0(\ @)

Qi E?i Qi Gfi

Luego, por el lema anterior, puesto que P < Q;, para todo Q; € ?i, resulta \/ q <

Q: Gﬁi

n n
\/p,». Por otra parte, es claro que \/pi < \/ q; <, de lo que resulta

=1 =1 Qieﬁi

\/ 4 = \/pzw
i=1

QiE?i
Finalmente, otra vez por la Proposicién 3.2.3, \/I_, p; € L. O

Hemos probado que si p; es el elemento primo que genera a P, para cada P, € P
entonces \/_, p; es un elemento primo de L;. Més atin, todo elemento primo de Ly
tiene esta forma. Esto nos permite recuperar y calcular de una manera rapida los
elementos primos de la subalgebra a partir de su relaciéon de De Morgan Heyting
asociada. Para recuperarlos, debemos tomar cada clase de equivalencia y hacer el
supremo de de los elementos primos que generan a los filtros correspondientes a
dicha clase.

El siguiente ejemplo muestra que esto no sucede para algebras de Heyting en
general. Consideremos la siguiente dlgebra de Heyting y su espacio dual asociado

L X(L)
P, P
P. P,

y la subélgebra de Heyting L; con su correspondiente particiéon asociada
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Pa Pb
1
g
0
P P
Si consideramos P. = {P.}, \/ p=cperocég L.

PcP.
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Capitulo 4

La variedad BPK

Las algebras de Kleene psedocomplementadas o pk-algebras son una subvariedad
importante de las dlgebras pseudocomplementadas de De Morgan o pm-alge-
bras. Estas iltimas son algebras (L, A, V, *,/,0, 1) de tipo (2,2,1,1,0,0) que son al
mismo tiempo p-dlgebras y algebras de De Morgan. A la variedad de las pm-algebras
la notaremos por PCDM vy a la de las pk-algebras por PX. Como mencionamos en
la Introduccion, en [25] Romanowska inicié la investigacién de la variedad PCDM
caracterizando las algebras subdirectamente irreducibles finitas. H.P. Sankappana-
var continué estudiando dichas algebras caracterizando las algebras subdirectamente
irreducibles no regulares en dicha variedad. Extendiendo estos resultados, en este
capitulo caracterizamos a las algebras subdirectamente irreducibles cuyo espacio
dual es ¢-conexo a través de condiciones sobre su espacio de filtros primos y estable-
cemos condiciones necesarias para que un algebra (finita o no) sea subdirectamente
irreducible. Resultados similares se encontraron también para la variedad de las
algebras de Kleene pseudocomplementadas.

Para poder realizar este estudio, en la Seccion 4.1. describimos una dualidad tipo
Priestley para las pm-édlgebras, combinando las dualidades descriptas en el Capitulo
1 para las p-dlgebras y dlgebras de De Morgan. Introducimos la nociéon de body de
un élgebra L € PCDM como el conjunto de los elementos de X(L) que no son
ni maximales ni minimales y determinamos Body(L) cuando L es subdirectamente
irreducible en las variedades PCDM y PK . Como consecuencia de esto, surgen de
manera natural tres subvariedades importantes de la variedad PK para las cuales
obtenemos bases ecuacionales.

Finalmente, introducimos la subvariedad BPK de las algebras pseudocomple-
mentadas de Kleene que esté generada por las dlgebras de De Morgan pseudocom-
plementadas de la forma B & C; ® B donde B es un algebra de Boole, C; es una
cadena de a lo sumo tres elementos y @ es una variacion de la suma ordinal. De-
terminamos el reticulado de subvariedades de dicha variedad y encontramos bases
ecuacionales para cada una de ellas.
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4.1. Propiedades basicas y dualidad de las pm-
algebras

Para poder realizar un estudio de las variedades PCDM y PK, en primer lugar,
enunciaremos algunas de las propiedades basicas de las p-algebras que seran de gran
utilidad en el desarrollo de este capitulo. Las demostraciones de las mismas pueden
verse en [3].

Todo par de elementos a, b de una p-algebra L verifica:

Por otra parte, toda p-algebra L tiene asociado dos subconjuntos importantes
de L:

Rg(L)={x € L:a"™ =z}

D(L)={x e L:2"=0}

Los elementos de Rg(L) son llamados regulares y los de D(L). densos En [3]
se muestra también que la clase de las algebras pseudocomplementadas satisface el
siguiente teorema que relaciona a estos dos subconjuntos.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Glivenko). En una p-dlgebra L, Rg(L) es un dlgebra
de Boole con las mismas operaciones que L, excepto VFIW) que estd definido por
wVEIW) o = (2 v y)**. Ademds, la aplicacion h : L — Rg(L) definida por h(z) = x**
es un homomorfismo sobreyectivo de p-dlgebras y

Rg(L) 2 L/D(L).

A continuacién, describiremos los objetos y morfismos que definen una categoria
que resultara dualmente equivalente a la categoria de las pm-algebras.

Definicién 4.1.2. (X, ¢) sera llamado un pm-espacio si X es un espacio de Priestley
que cumple:
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» Y es abierto para todo Y € D(X) y

» ¢: X — X es una aplicacién continua que invierte el orden y tal que ¢ = ¢ 1.

Definicién 4.1.3. Dados dos pm-espacios (X1, ¢1) v (Xg, ¢o), llamaremos pm-
morfismo a las funciones f : X; — X5 continuas que preservan el orden y verifican

» fodr=¢s0f.
» f(z'N Max(X,)) = f(z)' N Maz(Xy), para cada z € X;.

Por las dualidades vistas en el Capitulo 1, es claro que (X, ¢) es un pm-espacio
si y sélo si X es un p-espacio y (X, ¢) es un dm-espacio. Se puede probar entonces
de manera natural el siguiente resultado.

Teorema 4.1.4. La categoria de las pm-dlgebras con sus pm-homomorfismos es
dualmente equivalente a la categoria de los pm-espacios y los pm-morfismos.

Observemos que bajo esta dualidad:

» Si (X, ¢) es un pm-espacio, entonces (D(X),N, U, 7, *, (), X) es una pm-algebra,
donde para V € D(X),

V=V,

» Reciprocamente, si (L, A, V,/,*,0,1) es una pm-algebra y ¢ : X(L) — X(L) es
tal que
¢(P) = P,

donde P’ ={da’ € L : a € P}, entonces (X(L), ¢) es un pm-espacio.

4.2. pm-algebras subdirectamente irreducibles y
simples

Como vimos en la Seccién 1.2 existe una correspondencia biunivoca entre las
congruencias de un algebra de De Morgan L y los subconjuntos cerrados e involutivos
de X(L). Por otra parte, vimos en esa misma seccién que si L es una p-algebra existe
una correspondencia biunivoca entre sus congruencias y los subconjuntos cerrados
Y de X(L) que satisfacen Maz(X(L))NY*CY.

Combinando estos resultados tenemos la siguiente proposicién.
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Proposicién 4.2.1. Sea L una pm-dlgebra. El reticulado de congruencias de L es
dualmente isomorfo al reticulado de conjuntos cerrados e involutivos Y de X(L) que
satisfacen la condicion

Maz(X(L))NY' C Y. (4.1)

A los conjuntos Y C X(L) que satisfacen estas condiciones (cerrados, involutivos
y tales que Maz(X(L)) NY? C Y) los llamaremos C-subconjuntos. Es f4cil ver,
debido a la simetria dada por la operaciéon de De Morgan, que en toda pm-algebra,
los C-subconjuntos Y también satisfacen la condicion

Min(X(L))NY!CY.

Los siguientes resultados muestran que Maz(X(L)) U Min(X(L)) es un C-con-
junto para toda pm-élgebra.

Lema 4.2.2. Maz(X(L)) y Min(X(L)) son conjuntos cerrados en X(L), para toda
algebra de De Morgan pseudocomplementada.

Demostracion. Veamos que Maz(X(L)) es un conjunto cerrado de X(L). Para esto
probemos que X(L)\ Maz(X(L)) es abierto. En efecto, sea P € X(L) \ Max(X(L)),
y tomemos U € Max(X(L)) tal que P C U. Entonces U € P, y como X(L) es
totalmente disconexo en el orden existe un conjunto abierto, cerrado y creciente V'
tal que U € V pero P ¢ V. Como X(L) es un p-espacio resulta que V¢ es abierto
por lo que V¢ \ V es un entorno abierto de P disjunto de Maz(X(L)).

Ya que ¢p(Max(X(L))) = Min(X(L)) v ¢ es un homeomorfismo, tenemos que
Min(X(L)) es un conjunto cerrado. O

Claramente Maz(X(L)) U Min(X(L)) es cerrado, involutivo y cumple con la
condicién (4.1), por lo que se tiene que es un C-subconjunto. Més atin, si el espacio
dual asociado a una pm-édlgebra L es ¢-conexo, se tiene que todo C-subconjunto
contiene a Max(X(L)) U Min(X(L)) como lo establece el siguiente resultado.

Lema 4.2.3. Sea L una pm-dlgebra tal que X(L) es ¢-conexo. Si Y es un C-
subcongunto no vacio entonces Mazx(X (L)) U Min(X(L)) C Y.

Demostracion. Para probar que Max(X(L))UMin(X(L)) C Y mostraremos primero
que (Max(X(L))NY)4 = (Min(X(L)) NY)".

Si P € (Maz(X(L))NY )% entonces P € Y% Sabemos que existe un filtro minimal
M tal que M C P, por lo que M € Y?y como M es minimal M € Min(X(L))NY<
Ya que Y es un C-subconjunto se tiene que M € Min(X(L)NY4 C Y,y por lo tanto
M €Y. Finalmente, como M es minimal y M C P, resulta P € (Y N Min(X(L))".
La otra inclusién se demuestra de manera andloga. Esto prueba que (Maz(X(L)) N
Y)? = (Min(X(L)) NY)? es un conjunto creciente, decreciente e involutivo. Ya que
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X(L) es ¢-conexo e Y involutivo, necesariamente (Max(X(L))NY )¢ = (Min(X(L))N
Y)" = X(L) y, en consecuencia, Maz(X(L)) U Min(X(L)) CY. O

A continuacién caracterizaremos las dlgebras simples y subdirectamente irredu-
cibles L € PCDM a través de su espacio dual, cuando X(L) es una componente
¢-conexa.

Teorema 4.2.4. Sea L un dlgebra de De Morgan pseudocomplementada tal que X(L)
es ¢-conezxo. Entonces L es simple si y solo si X(L) = Max(X(L)) U Min(X(L)).

Demostracion. Supongamos que X(L) # Maxz(X(L)) U Min(X(L)). Entonces la
congruencia fy asociada al C-subconjunto Y = Maxz(X(L)) U Min(X(L)) es una
congruencia no trivial y en consecuencia, L no es simple.

Reciprocamente, si suponemos X(L) ¢-conexo, X(L) = Maz(X(L))UMin(X(L))
e Y un C-subconjunto no vacio, por el Lema 4.2.3 Maz(X(L)) U Min(X(L)) C Y,
resulta Y = X(L) y, en consecuencia, L es simple. O

Observemos que existen algebras de De Morgan pseudocomplementadas cuyo
dual consta solamente de elementos maximales y minimales, pero que no son simples.
Esto se puede ver teniendo en cuenta el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.5. Consideremos los conjuntos X; = N U {oco} con la topologia que
proviene de hacer la compactificacién por un punto de la topolgia discreta en N y
el conjunto Xy = {0,1} con la topologia discreta. En el producto X; x Xy = A,
consideramos la topologia producto 7 y el orden < dado por la siguiente figura:

1 2 3 4 3 6 o0

1 2 3 4 oy 6"” oo’

donde por cuestiones practicas y abuso de notacién, llamamos n = (n,1) y n’ =

(n,0), para n € NU {oo}.

El espacio A = (X x Xy, 7, <) es compacto por el teorema de Tychonoff y es facil
ver que es totalmente disconexo en el orden. Luego, A es un espacio de Priestley.
Maés atin, para cada clopen creciente Y C A se verifica que Y? es abierto, por lo que
resulta que A es un p-espacio. Si ahora definimos la operacién

g:A— Atal que g(n)=n"y g(n')=n

resulta que (A, 7,<,g) es un pm-espacio.
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Afirmamos que el algebra de De Morgan pseudcomplementada asociada al pm-
espacio A tiene una unica congruencia no trivial. Para esto veamos que el tnico
C-subconjunto no trivial es {oco, 00’}. Claramente {00, 00’} es un C-subconjunto.

Veamos que no hay otro. Supongamos Y un C-subconjunto que tenga un elemento
en A\ {o0’,00}. Como A\ {00, 00} es una componente ¢-conexa e Y cumple que
YiN Max(A) C Y se tiene que A \ {o0’,00} C Y. Ademds, como Y es cerrado
y A\ {o0’, 00} no lo es, resulta que Y = A. Luego, la pm-dlgebra asociada a este
pm~espacio A no es simple.

Este ejemplo nos permite afirmar también que la variedad PCDM no es local-
mente finita. Para esto basta considerar el clopen creciente V' = {1} y notar que las
sucesivas aplicaciones de #/ estdn dadas por V* = {1,1’,2}, V) = {1,1',2,2', 3},
V3D = {1,1,2,2,3,3,4}, etc.

Para poder dar una caracterizacién de las algebras De Morgan pseudocomple-
mentadas subdirectamente irreducibles a través de sus espacios duales asociados
llamaremos body de X(L) a

Body(X(L)) = X(L) \ (Maz(X(L)) U Min(X(L))).

El siguiente resultado nos da una condicién necesaria para que un algebra L €
PCDM (finita o no) sea subdirectamente irreducible.
Notaremos por |X| al nimero de elementos del conjunto X.

Teorema 4.2.6. Si L es una pm-dlgebra subdirectamente irreducible no trivial, en-
tonces |Body(X(L))| < 2.

Demostracion. Supongamos que Body(X (L)) tiene mas de dos elementos, Body(X(L))
= U{B, ¢(P;)} donde |I| > 2 y consideremos los subconjuntos,
iel

Yi = Max(X(L)) U Min(X(L)) U {P;, ¢(F)}

para cada ¢ € I. Por el Lema 4.2.2 tenemos que Y; es un C-subconjunto para cada

i € I. Como UYi = X(L) resulta ﬂ&yi = A donde 0y, # A para todo i € I. De
iel iel

esto se deduce que L no es un algebra subdirectamente irreducible. Il

Observacién 4.2.7. De la demostracién de este teorema se sigue también que en
una pm-algebra subdirectamente irreducible el body del espacio dual no puede tener
dos elementos de la forma

84



4.8. pk-dlgebras subdirectamente irreducibles

De esto se desprende inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 4.2.8. Sea L un dlgebra de De Morgan pseudocomplementada. Si L es
subdirectamente irreducible entonces |Body(X(L)| < 2 ¢ Body(X(L)) = {P,¢(P)},

con ¢(P) # P.

Teorema 4.2.9. Sea L una pm-dlgebra tal que X(L) es ¢-conezo. Si |Body(X(L)| <
1 6 Body(X(L)) = {P,¢(P)}, con ¢(P) # P entonces L es subdirectamente irredu-
cible.

Demostracion. Supongamos que L es una pm-algebra tal que X(L) es ¢-conexo.
Si |Body(X(L)| = 0, por el Teorema 4.2.4, L es simple, y por lo tanto, subdirec-
tamente irreducible. Si |Body(X(L)| = 1 e Y es un C-subconjunto, como X(L) es
¢-conexo, aplicando el Lema 4.2.3 resulta Maxz(X(L)) U Min(X(L)) C Y. Luego,
Y = Maz(X(L)) U Min(X(L)) 6 Y = X(L), de lo que se sigue que L es subdirecta-
mente irreducible. Finalmente, si Body(X(L)) = {P, ¢(P)}, con ¢(P) # P, teniendo
en cuenta otra vez el Lema 4.2.3 es facil ver que los tinicos C-subconjuntos no vacios
de X(L) son Y} = Maz(X(L))UMin(X(L)) e Yo = X(L). Asi, L es subdirectamente
irreducible. U

Notemos que el Ejemplo 4.2.5 muestra que, para el caso infinito, existen algebras
de De Morgan pseudocomplementadas que tienen mas de una componente ¢-conexa
y sin embargo son subdirectamente irreducibles.

Ya que para cada algebra subdirectamente irreducible finita L en PCDM, X(L)
es ¢-conexo, el teorema anterior nos da una caracterizacion para las algebras pseu-
docomplementadas de De Morgan subdirectamente irreducibles para el caso finito.

Corolario 4.2.10. Sea L una pm-algebra finita. Entonces L es subdirectamente
irreducible si y solo si |Body(X(L)| <1 ¢ Body(X(L)) = {P,¢(P)}, con ¢(P) # P.

4.3. pk-algebras subdirectamente irreducibles

Una importante subvariedad de las dlgebras de De Morgan paseudocomplemen-
tadas es la variedad PK de las algebras de Kleene pseudocomplentadas. Re-
cordemos que estas ultimas son pm-algebra que satisfacen la condicion

r AN <yVvy

para todo x,y del dlgebra. A. Monteiro probé en [18] que un algebra de De Morgan
L es un élgebra de Kleene si y sélo si cada filtro primo P de L verifica que Py ¢(P)
son comparables, es decir, P C ¢(P) 6 ¢(P) C P.

Esta caracterizacién, junto con el Teorema 4.2.8, nos permite decir, que si X(L)
es un espacio dual de un algebra pseudocomplementada de Kleene subdirectamente
irreducible, L debe tener necesariamente alguna de estas formas:
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» Forma 1: X(L) = Min(X(L)) U Maz(X(L)), 6
» Forma 2: X(L) = Min(X(L)) U Maz(X(L)) U {P}, donde ¢(P) = P, 6
» Forma 3: X(L) = Min(X(L)) U Max(X(L)) U{¢(P), P}, con ¢(P) C P.

Para simplificar la notacién, en lo que sigue, utilizaremos la notacion Maz y
Min para nombrar los conjuntos Maxz(X(L)) y Min(X(L)) respectivamente.

Las condiciones halladas sobre Body(X(L)) para que una pk-édlgebra sea subdi-
rectamente irreducible nos determinan de manera natural dos subvariedades propias
de la variedad PK, una determinada por aquellas algebras subdirectamente irreduci-
bles que no tienen elementos en su body y la otra determinada por aquellas algebras
subdirectamente irreducibles que tienen a lo sumo 1 elemento en su body. Nuestro
siguiente objetivo es encontrar ecuaciones que caractericen a dichas subvariedades.

A continuacion, introducimos el siguiente término que sera de gran utilidad para
encontrar bases ecuacionales para las subvariedades anteriormente mencionadas y
para otras que definiremos mas adelante. Llamaremos C(z) al término

Clz)=(xzAN2")V(xA2')". (4.2)

Notemos que para toda pk-dlgebra L y todo elemento a € L, C'(a) es un elemento
denso del édlgebra. En efecto C(a)* = ((aNd')V(and')*)* = (aNd)*A(aNad' )™ = 0.
En términos de dualidad, teniendo en cuenta que V* = V9, esto significa

Max C C(V), (4.3)

para todo V € D(X(L)).

Ya que en toda pk-algebra subdirectamente irreducible, Body(X(L)) tiene a lo
sumo dos elementos que deben ser comparables, llamaremos a éstos Py ¢(P) y
supondremos que ¢(P) C P. Los siguientes resultados nos seran de gran utilidad.

Lema 4.3.1. Si L es una pk-dlgebra entonces
QeVnV' siysdlosi QeV y ¢(Q) &V,
para todo V € D(X(L)).

Demostracion. De la definicién de 7 en D(X(L)) obtenemos las siguientes equiva-
lencias:

QeVNV' eQeVyQeV &QeVyQeg(V) e

SQeVyQgo(V)=QeVyo@) ¢V,
O

Para el caso particular de las pk-algebras subdirectamente irreducibles tenemos
el siguiente resultado més fuerte.
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Proposicién 4.3.2. Si L es un dlgebra de Kleene pseudocomplementada subdirec-
tamente irreducible, entonces para cada V € D(X(L)),

VNV'C MaxU{P}.

Demostracion. Consideremos el caso en el que X(L) = Max U Min U {P,¢(P)},
con ¢(P) & P. Si Q € Min entonces Q) = ¢(U), para algin U maximal en X(L).
Si suponemos que ¢(U) € V NV’ entonces ¢p(U) € V. Luego, por el Lema 4.3.1
U ¢ V. Pero como L es un algebra de Kleene, ¢(U) C U, lo que contradice que V'
es creciente. Si suponemos @) = ¢(P) € V NV’ entonces ¢(P) € V.y P €V, lo
cual también contradice el hecho de que V sea creciente. De estos dos resultados
obtenemos que para que () sea un elemento de V NV’ 0 bien Q es P o bien Q) es
un elemento maximal.

Para demostrar que el resultado se sigue para las otras posibles formas de X(L)
se utilizan argumentos similares. U

Notemos que si L no es necesariamente un algebra de Kleene, el resultado no
se verifica. Basta considerar un algebra de De Morgan Heyting cuyo espacio dual
esté dado por la siguiente figura:

Uu U

¢(U2) ¢(Uh)
Tomando como conjunto clopen creciente a V' = {¢(U;), Uz}, en este caso tene-
mos que VNV =V & Max(X(L)).

Estos resultados permitiran axiomatizar las subvariedades de PKC que resultan de
tener en cuenta la cantidad de elementos que pueden formar parte de Body(X(L)).

Teorema 4.3.3. Si L es un dlgebra subdirectamente irreducible de Kleene pseudo-
complementada entonces

L satisface C(z) < C(z) para todo x € L <= |Body(X(L))| = 0,
donde C(z) es el término definido en (4.2).

Demostracion. Sea L una pk-algebra subdirectamente irreducible y supongamos
que existe P € Body(X(L)). Asumamos, sin pérdida de generalidad, que ¢(P) C P.
Sabemos que existe U € X(L), U maximal tal que P C U. Como U ¢ P, por el
axioma de separacién de Priestley, existe Vs, clopen creciente, tal que

UeVy pero P¢&Vy.

Afirmamos que P € C(Vy)', pero P ¢ C(Vy). En efecto, ya que P ¢ Viy v Vs es
creciente, ¢(P) & V. Luego ni P ni ¢(P) pertencen a Viy N VY.
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Por otra parte, ¢(U) & Vi, pues ¢(U) C ¢(P) C Py Vi es creciente, por lo
que nuevamente por el Lema 4.3.1, resulta U € Vy N V. Esto tltimo nos permite
afirmar (ya que P C U) que P € (Viy N V)%, y, en consecuencia, P & (Vi U V,)*.

Combinando estos dos resultados tenemos que P ¢ C(Vy) = (Vu n V) U (Vy N
Vi)r.

Ademads, como ni P ni ¢(P) son elementos de C'(Vy), resulta P € C(Vy) =
H(C (Vi)

Esto muestra que existe un elemento P y un clopen creciente V; tal que P €
C(Vy) pero P & C(Vy), por lo que la expresién C(x)" < C(z) no se seguiria en L.

Para probar la reciproca, supongamos que |Body(X(L)| = 0.
Sabemos por (4.3) que Maxz C C(V') para cualquier V € D(X(L)), entonces

C(V) C (Mazx) =X(L)\ Min C Max C C(V).
U

Teorema 4.3.4. St L es un dlgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible entonces

L satisface C(z)' A C(z) < C(y) para todo x,y € L <= |Body(X(L))| < 1.

Demostracion. Supongamos que L es una pk-dlgebra subdirectamente irreducible
en la cual Body(X(L)) = {¢(P), P} con ¢(P) C P.

Como P € ¢(P), por el axioma de separaciéon de Priestley, existe un clopen
creciente Vp de X(L) tal que

PeVp pero ¢(P)¢&Vp.

Probemos que P € C(Vp) N C(Vp)'. En efecto, por el Lema 4.3.1, P € Vp NV},
y asi P € C(Vp).

Para mostrar que P € C(Vp)" notemos que como P € Vp NV}, y ¢(P) C P,
#(P) € (VpNV})?, y, en consecuencia, ¢(P) & (VpNV3)*. Ademds, por la Proposiciéon
4.3.2, o(P) ¢ Vp NV}, lo que indica que ¢(P) & C(Vp).

Ahora bien, de P € C(Vp) y ¢(P) ¢ C(Vp), nuevamente por el Lema 4.3.1,
resulta P € C'(Vp) N C(Vp)'.

Por otra parte, sabemos que existe un maximal U, tal que P C U. Y como
U ¢ P, por el axioma de separacién de Priestley, existe un clopen creciente V; tal
que U € Vi, pero P ¢ Vi;. En particular, P ¢ Vi N V};. Finalmente, como U € Vy,
pero ¢(U) & Vy, resulta U € VNV, y yaque P C U, P ¢ (VyNVy)*. Combinando
estos dos resultados obtenemos P ¢ C'(Vy).

Todo lo dicho, muestra que P € C(Vp)NC(Vp)', pero P ¢ C(Vy), por lo que no
se seguirfa C'(z) A C(z) < C(y) en L.

Reciprocamente, sea L tal que |Body(X(L)| < 1.
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» Supongamos |Body(X(L))| = 0. Por la Proposicién 4.3.2, tenemos que
cV)Ync(V) < Max C C(W).

» Supongamos |Body(X(L))| = 1.
Sabemos por la Proposicién 4.3.2 que C(V) N C(V) C Max U{P}.

Por otra parte, si P € Body(X(L))y P € C(V) NnC(V) entonces P € C(V)
y ¢(P) & C(V) por el Lema 4.3.1. Pero como ¢(P) = P, esto es un absurdo.

Luego, C(V)' N C(V) C Max C C(W) para todo W abierto, cerrado y cre-
clente.

g

De esta manera hemos encontrado identidades que caracterizan a la subvariedad
de las pk-algebras generadas por aquellas algebras subdirectamente irreducibles que
no tienen elementos en su body, la cual serd denominada Py, vy a la subvariedad
generada por aquellas pk-algebras subdirectamente irreducibles que tienen a lo sumo
un elemento en su body, que serd llamada PK;. Claramente tenemos que

PKy C PK:.

4.4. Algebras BPK=B&C® B

Hasta el momento hemos visto que si L es una pk-algebra subdirectamente irre-
ducible su espacio dual asociado puede tener a lo sumo dos elementos en su body. A
partir de ahora nos abocaremos a estudiar la subvariedad de las dlgebras de Kleene
pseudocomplementadas generada por las algebras subdirectamente irreducibles cuyo
espacio dual verifica que todo elemento no maximal esté contenido en todo elemento
maximal, es decir, cuyo espacio dual tenga alguna de estas tres formas.

Esta subvariedad sera llamada BPX y nombraremos a las dlgebras de BPK como

bpk-algebras 6 algebras de Kleene pseudocomplmentadas bundle.

Observemos que existen algebras de Kleene pseudocomplementadas subdirecta-
mente irreducibles cuyos espacios duales no tienen ninguna de las formas menciona-
das, por ejemplo, el dlgebra cuyo espacio dual es
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Sean L; y L, reticulados distributivos acotados tales que Ly N Ly = {111} =
{OLQ}. Definimos la suma L; & Ly como el poset sobre la unién Ly U L, tal que,
a<benL &Ly siabe Liya<y boésiabelsya<,bdsiaclyy
b € Ly. Observemos que la suma asi definida no es la suma ordinal usual ya que la
condicién 1%t = 0*2 no es requerida en ésta.

Los resultados que daremos a continuacién muestran que si L es un algebra de
Kleene pseudocomplementada subdirectamente irreducible cuyo espacio dual aso-
ciado es de Tipo 1, 2 6 3, entonces L = B® C & B, donde B es un édlgebra de Boole
y C es una cadena. Para poder mostrar esto, y encontrar identidades que caracteri-
cen a la subvariedad determinada por estas algebras subdirectamente irreducibles,
utilizaremos el término C'(z) definido en la seccién anterior, junto con el término
T'(x) que definimos a continuacion:

T(x)=C(z) NC(z)". (4.4)
En lo que sigue mostramos que la identidad
" < Cy) VT ()

caracteriza a la variedad generada por las algebras subdirectamente irreducibles
cuyos espacios duales son del Tipo 1, 2 6 3 y garantiza la existencia del menor
elemento denso para estas algebras. Para esto, necesitaremos de los siguientes lemas.

Lema 4.4.1. Sea L una pk-dlgebra subidrectamente irreducible. St existe una com-
ponente coneza S; de su espacio dual tal que VN S; # 0 y Min(S;) € V¢ entonces
existe un elemento minimal M tal que M € V* y M & T(V)*.

Demostracion. Supongamos V' un clopen creciente y .S; una componente conexa de
X(L) cuya interseccién con V es no vacfa y tal que Min(S;) Z V4.

Consideremos ahora los siguientes subconjuntos A y B que particionan al con-
junto formado por los minimales de S;.

A={p(W) € S;: p(W) eV}

B={p(W)eS;:o(W)¢gVi}
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Claramente estos conjuntos son disjuntos y no vacios. Como B no es conexo
(pues no existen componentes conexas incluidas en S;), existe ¢(U) € Ay ¢(R) € B
tal que

¢(R) C U.
Como U ¢ V, pues ¢(R) € B,y ¢(U) € A, debe existir T € V tal que ¢p(U) C Ty
o(T) ¢ V.
Esta situacién se muestra en la siguiente figura:
T U R
’¢(T) ¢(U)‘ | o(R) |
A B

 ComoT €V yo(T) ¢V, por Lema4.3.1, T € VNV yasi p(U) € (VNV')"
Esto y la Proposicién 4.3.2 nos permite afirmar que ¢(U) € (V NV )*U(VNV') =
C(V'). Luego, ya que U € C(V) por ser maximal, otra vez por Lema 4.3.1, resulta

UeT(V).
Finalmente, ya que ¢(R) C U, ¢(R) € T(V)?, es decir, ¢(R) ¢ T(V)*. Por otra
parte, ya que ¢(R) € B, tenemos que ¢(R) € V*. O

Lema 4.4.2. Sea L una pk-dlgebra subdirectamente irreducible, X(L) = J,c; Si
la descomposicion de su espacio dual en componentes conexas S; y V un clopen
creciente tal que VNV’ # (. Si existe una componente conexa S;, tal que (V. NV')N
Si, = 0 entonces para alguna componente conexa S;, que tenga elementos en comin

con VNV’ vale Min(S;,) € (V NV')2

Demostracion. Supongamos que existe una componente conexa S;, de X(L) tal que
S, N(VNV') = () y supongamos, por el contrario, que toda componente S; que tiene
elementos en comtin con VNV, cumple Min(S;) C (VNV')% Para una componente
S; cualquiera, puede suceder:

» (VNV')NS; = 0. En este caso, al no tener elementos en comin V NV’ con
S; resulta (V. NV")¥NS; =0, por lo que S; € (V N V’)*. De esto tenemos
que S; C C(V) = (VnVHYuVnV). Como S; C C(V),y ¢(S;) = 5;
por ser L algebra de Kleene, resulta ¢(S;) € C(V). Esto muestra que todo
elemento ) € S; cumple que tanto ) como ¢(Q)) estan C(V'). Luego, por el
Lema 4.3.1, ningtn elemento de S; puede estar en T'(V) = C(V) AC(V)', ni
en su decreciente, por lo que finalmente resulta S; C T'(V)*.

» (VNV)NS; # 0. En este caso, ya que hay elementos en comun entre S; y
V' NV’ por nuestra suposicién Min(S;) C (VN V’)? lo que implica que para
todo ¢(U) minimal de S;, ¢(U) & (V. NV')* = (VN V)% Ademéds, por la
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Proposicién 4.3.2, ya que ¢(U) es minimal, ¢(U) ¢ V NV’. Combinando estos
resultados, ¢(U) ¢ C(V) = (VN V') U (V NV')* Esto, y el hecho de que
Maxz(X(L)) C C(V), permite afirmar, (Lema 4.3.1) que U € T(V') para todo
U € S;. Luego, S; C T(V)4y, por lo tanto S; NT(V)* = (.

Estos casos muestran que T'(V)* es unién de componentes conexas y como por
hipétesis existe S;, tal que (V NV )N S, =0, T(V)* # 0. Ademds, por hipdtesis
existe S; tal que (V NV’')NS; # 0, lo que indica que T(V)* # X(L). Pero esto
implicarfa que T'(V)* y (T'(V)*)¢ son elementos booleanos. Si esto pasara, L no serfa
un algebra directamente indescomponible (ver [27, Corollary 5.5, p. 390) y por lo
tanto, tampoco subdirectamente irreducible. Luego, debe existir una componente
S;, de X(L) tal que Min(S;,) Z (VNV')2 O

Notemos que en una pk-algebra subdirectamente irreducible podria suceder que
su espacio dual tenga elementos que fueran maximales y minimales al mismo tiempo
como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4.3. Consideremos el conjunto X = (N x {0,1})U{oc} con la topologia
T que proviene de hacer la compactificacion por un punto de la topologia discreta
en N x {0,1} y el orden < dado por la siguiente figura:

1 2 3 4 ) 6

2 3 45 6 '

donde por cuestiones practicas y abuso de notacién, llamamos n = (n,1) y n’ =
(n,0), para n € N,

Si consideramos la aplicacién g : X — X tal que g(n) = n/, g(n') = ny
g(00) = 00, se puede probar que (X, 7,<,g) es un pk-espacio que posee elementos
maximales y minimales a la vez.

Sin embargo, en una pk-algebra subdirectamente irreducible que satisface z* <
C(y) vV T(z)* esto no es posible como lo demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 4.4.4. Sea L una pk-dlgebra subdirectamente irreducible con mds de
2 elementos que satisface v* < C(y) VT (x)*, para todo x,y € L entonces no ezisten
elementos en X(L) que sean mazximales y minimales a la vez.

Demostracion. Sea L una pk-algebra subdirectamente irreducible y supongamos
que su espacio dual asociado tiene un elemento U € Max N Min. Por la condicion
de Kleene tenemos que ¢(U) = U. Mds atn, {U} es una componente ¢-conexa de

X(L).
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Como L tiene més de 2 elementos, existe un maximal U; de X(L) distinto de U.
Consideremos el clopen creciente Vi, que contiene a U; pero no a U (Vy, existe por
el axioma de separacién de Priestley).

Observemos que Vy, NV # 0, pues de lo contrario, por el Lema 4.3.1, para
todo filtro primo P, se tendria P,¢(P) € V 6 bien P, ¢(P) ¢ V, lo que implicaria
que V fuera un clopen creciente involutivo asociado a un elemento boleano, y, en
consecuencia, L descomponible.

Tenemos entonces que Vi, N Vy, es un clopen creciente distinto de vacio y tal
que (Vy, NVy, ) N{U} = 0. Luego, por el Lema 4.4.2 existe una componente conexa
Si tal que (Vy, N V5 )N S; #0y

Min(S;) € (Vi, N V{,)%

Aplicando el Lema 4.4.1 al clopen creciente Vi, NV, resulta que existe un
elemento minimal M tal que M € (Viy, NV{;,)*, pero M & T'(Vy, NV, )™

Escribamos a M de la forma M = ¢(R) y notemos que ¢(R) # R. En efecto, si
esto no ocurriera, como por el Lema 4.3.1, ¢(R) € T'(Vy, N V{;,) v ¢(R) es maximal,
¢(R) & T(Vy, N V})%, y entonces ¢(R) € T(Vy, NV, )*, contrariamente a lo que
habiamos probado. Luego, R Z ¢(R) y, por el axioma de separacién de Priestley,
existe un clopen creciente Vx tal que R € Vg v ¢(R) & Vg.

Por el Lema 4.3.1, R € Vg NV}, y como ¢(R) C R, resulta ¢p(R) & (Vr N V})*.
Ademés, como ¢(R) € Vg, ¢(R) ¢ Vg N V). Combinando estos dos resultados
tenemos que M = ¢(R) & C(Vr).

Hemos probado entonces que existe M = ¢(R) tal que M € (Vy, NV )* pero
M & T(Vy, " V5 )V C(Vg), por lo que z* < C(y) V T'(z)* no se seguirfa en L. [

Recordemos que Maz es un conjunto cerrado para toda pm-élgebra (Lema 4.2.2).
Para el caso particular de las pk-algebras subdirectamente irreducibles que satisfacen
la condicién z* < C(y) VT (x)*, ya que éstas pueden tener a lo sumo 2 elementos en
su body y Min N Max = () se tiene el siguiente resultado mds fuerte que nos asegura
la existencia del menor elemento denso para estas algebras.

Proposicion 4.4.5. Si L es una pk-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface
x* < C(y) VT(x)*, para todo x,y € L, entonces Max es abierto.

Demostracion. Como vimos en la demostracién del Lema 4.2.2, Min es un conjunto
cerrado. Por otra parte, ya que L es subdirectamente irreducible, Body(X(L)) es
finito y por lo tanto MinUBody(X(L)) también es cerrado. Como en X(L) no existen
elementos maximales y minimales al mismo tiempo (Proposicién 4.4.4), resulta que
Min U Body(X(L)) = Maz*¢. Esto muestra que Maz® es un conjunto cerrado y asi,
Mazx es abierto. U

Tenemos entonces que Max es un clopen creciente que verifica Max* = (), es
decir, esta asociado a un elemento denso del algebra L, y como todo clopen creciente
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asociado a un denso debe contener a Max, es posible asegurar que su elemento
asociado es el menor denso del dlgebra, al cual notaremos en adelante por d. Resulta
asi el siguiente corolario importante.

Corolario 4.4.6. En toda pk-dlgebra subdirectamente irreducible que verifica x* <
C(y) vV T(x)* existe el menor elemento denso.

Observemos que el Ejemplo 4.4.3 nos brinda un ejemplo de una pk-algebra sub-
directamente irreducible que no tiene un menor elemento denso. Para ver esto,
consideremos la sucesién infinita de elementos densos distintos de 1, cuyos clo-
pen crecientes estan dados por V; = Max U{2",3',...}, Vo = Max U {3,4',...},
Vs = Max U {4',5,...}, etc. Si existiera un menor elemento denso, su clopen cre-
ciente asociado W deberia estar contenido en cada una de los V;, lo que implicaria
que W = Maz, sin embargo, esto no es posible, pues con la topologia indicada Max
no es un conjunto abierto.

A continuacion, nos valdremos de la existencia del menor denso en las algebras
subdirectamente irreducibles que satisfacen x* < C(y) V T'(z)*, para poder probar
que la estructura subyacente de reticulado distributivo en dichas algebras es isomorfa
a B® C @ B, donde B es un algebra de Boole y C una cadena.

C(y) vV T(z)* para todo z,y € L, entonces, para cada a € L, a # 0, resulta a* < d,
donde d es el menor elemento denso de L.

Lema 4.4.7. Sea L una pk-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface x* <

Demostracion. Como L es un algebra subdirectamente irreducible, por Corolario
4.4.6 existe el menor elemento denso d cuyo conjunto abierto, cerrado y creciente
asociado es Max. Si a = 1 el resultado se sigue inmediatamente. Consideremos
entonces a € L, a # 0,1. Llamemos V al conjunto abierto, cerrado y creciente
asociado al elemento a y supongamos, por el contrario que existe un filtro primo @)
en V* = V% tal que Q ¢ Max. Para mostrar que no se sigue z* < C(y) V T'(x)*,
probaremos que existe un clopen creciente V; y y un filtro R € X(L) \ Maxz tal que
R e Vi pero R ¢ T(V})*.

Sea X(L) = (U, Si la descomposicién de X(L) en componentes conexas y con-
sideremos los siguientes dos casos.

(a) Supongamos que Min C V¢ Como Q € V* y Q € Max, entonces Q €
Body(X(L)). Como L es subdirectamente irreducible, resulta que Q = P 6 Q) =
¢(P) (donde P el tinico elemento en Body(X(L) tal que ¢(P) C P). Esto indica
que necesariamente P € V*. Probemos ahora que P ¢ T'(V)*.

Sea U € Max tal que P C U. Afirmamos que U ¢ V. En efecto, si U € V,
como P C U, P € V% es decir, P € V*, lo cual contradice lo que habifamos
probado anteriormente. Analogamente, ¢(U) & V.

Como supusimos Min C V?®y ¢(U) es minimal, existe R € V tal que ¢(U) C
R, 0, de manera equivalente, ¢(R) C U. Como sabemos que U € V', ¢(R) € V.
Esta situacién se muestra en el siguiente grafico
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Luego, R € V pero ¢(R) ¢ V, por lo que R € VNV’ (Lema 4.3.1). Teniendo
en cuenta que ¢(U) C Ry R € VNV’ tenemos que ¢p(U) € (VNV')*. Ademés,
por la Proposicién 4.3.2, ¢(U) ¢ VNV’ lo que implica que ¢(U) & C(V).
Ahora bien, como C(V') contiene a todos los maximales, resulta que U € C(V)
y otra vez, por el Lema 4.3.1 obtenemos U € T'(V).

Finalmente, ya que P C U, resulta que P ¢ T'(V)*. Hemos encontrado V; =V
y R= P tal que P € V* pero P € T(V)*.

(b) Supongamos que Min V<. Puede pasar que exista una componente cone-
xa cuya intersecciéon con V sea vacio o que toda componente conexa tenga
interseccién no vacio con V. Analicemos estas dos situaciones.

(i) Sitoda interseccién de una componente conexa con V' es no vacia, por la
suposicién que hicimos debe existir S; tal que S;NV # 0 y Min(S;) € V<.
Luego, es posible asegurar, por el Lema 4.4.1 que existe un minimal ¢(R)
tal que ¢p(R) € V* pero ¢(R) ¢ T(V)*.

(ii) Supongamos que existe una componente conexa S; tal que V N S; # 0.
Como V no es conexo y V' # (), resulta V NV’ # ). Aplicando el Lema
4.4.2, existe una componente conexa S; tal que Min(S;) € (V N V')
Basta tomar entonces el clopen creciente W = V NV’ y aplicarle el
Lema 4.4.1 para encontrar un minimal ¢(R) tal que ¢(R) € W* pero

¢(R) ¢ T(W)".

Estos dos casos muestran que si existe V€ D(X(L)), V # 0, X(L), tal que
V* & Max, entonces existe un filtro primo R que no es maximal que cumple R € V}*
y R & T(V})*, para algin clopen creciente V.

Luego, tomando W = Max (clopen creciente asociado al menor elemento denso
d), ya que C(W) = Max y R ¢ Max, obtenemos

Vi 2 W)V TV

Con esto hemos probado que si L satisface 2* < C(y) V T'(z)* resulta a* < d,
paraa € L, a # 0. U

Proposicién 4.4.8. Si L es un dlgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible que satisface x* < C(y) VT (x)* entonces L = [0,d|U[d,d|U[d’, 1].
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Demostracion. Para d = 1 el resultado es trivial. Supongamos entonces que d # 1y
observemos que todo a € L verifica a < d 6 a > d. En efecto, si tomamos un a € L
tal que a 2 d, entonces a* # 0 pues d es el menor elemento denso de L. Pero como
L es un algebra pseudocomplementada a < a** y por el Lema 4.4.7, a* < d, y en
consecuencia a < d.

Aplicando este resultado a a y a’ tenemos los siguientes casos.

» Sia < d entonces a € [0,d).
» Sia>dyad <dentonces a >d yasiac|d]1].
» Sia>dyad >dentoncesa>dya<d,yasiac|ddl.

De considerar estos tres casos, resulta a € [0,d| U [d,d'| U [d', 1]. O

Proposicién 4.4.9. Si L es una pk-dalgebra subdirectamente irreducible que satisface
x* < C(y) VT (x)* entonces [d,d'] tiene a lo sumo tres elementos.

Demostracion. De la dualidad obtenemos que los conjuntos abiertos, cerrados y
crecientes asociados a los elementos d y d' son o(d) = Mazx y o(d') = X(L) \ Min,
asi, si a € [d,d'] tenemos que Mazx C o(a) C X(L) \ Min.

Por otra parte, por el Teorema 4.2.8, |Body(X(L))| < 2 y como ¢(P) y P son
elementos comparables para cada filtro P entonces o(a) = Max 6 o(a) = MazU{P}
6o(a) = MaxU{P,¢(P)} = X(L)\ Min. Esto prueba que [d, d'] s6lo puede ser una
cadena con 1, 2 6 3 elementos. Il

Por el Teorema 4.1.1 (Glivenko), sabemos que toda &lgebra pseudocomplemen-

tada cumple
Rg(L) = L/D(L)

donde Rg(L) es el conjunto de elementos regulares del dlgebra y tiene una estructura
de élgebra de Boole y D(L) es el subconjunto de elementos densos del algebra.

Por el Corolario 4.4.6 sabemos que en toda algebra de Kleene pseudocomplemen-
tada L subdirectamente irreducible que verifica z* < C(y) V T'(z)* existe el menor
elemento denso d. En consecuencia, tenemos que para estas algebras D(L) = [d, 1].
Aplicando ahora el Teorema de Glivenko obtenemos

[0,d] = L/D(L)

tiene la estructura de algebra de Boole con las operaciones dadas en el Teorema
4.1.1.

Ademas, teniendo en cuenta que ’ es un anti-isomorfismo involutivo, es claro que
[d’, 1] también tiene la estructura de un dlgebra de Boole. Las Proposiciones 4.4.8
4.4.9 y lo mencionado anteriormente justifican el siguiente teorema.
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Teorema 4.4.10. Si L es una pk-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface
x* < C(y) VT (z)* entonces L tiene una estructura subyacente de reticulado distri-
butivo dada por

Bo C; ¢ B,

donde C; es una cadena de i elementos, con 1 <1 < 3, y B es un dlgebra de Boole.

Esto nos permite afirmar que las pk-algebras subdirectamente irreducibles que
satisfacen z* < C(y) V T'(x)* tienen un espacio del dual de Tipo 1, 2 6 3 como lo
establece el siguiente corolario.

Corolario 4.4.11. Sea L un dlgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible que satisface x* < C(y) V T'(x)*. Si P € X(L) \ Max entonces
P C U para todo U € Max. Mds ain, X(L) es un conjunto ordenado de Tipo 1, 2
0 3.

La reciproca también es cierta y puede probarse de manera mas directa como se
muestra a continuacion.

Proposicién 4.4.12. Si L es un dlgebra de Kleene pseudocomplenentada subdirec-
tamente irreducible tal que X(L) es un conjunto ordenado de Tipo 1, 2 ¢ 3 entonces
L satisface * < C(y) V T(x)*, para todo x,y € L.

Demostracion. Sea a,b € L,V =o(a) y W = o(b) los conjuntos abiertos, cerrados
y crecientes que representan a a y b respectivamente. Supongamos V' # (). Como
X(L) es de Tipo 1,2 6 3 resulta V¥ C Max.

Ademas, ya que C(b) es un elemento denso tenemos Maz C C(W). Esto nos
permite afirmar que V* C C (W), o lo que es equivalente a* < C'(b).

Si consideramos que V =0, V* = X(L) y T(V)* = X(L) por lo que se cumple
también V* C C(W)UT(V)*. Luego, a* < C(b) VvV T(a)*. O

Teniendo en cuenta que en un reticulado distributivo, toda expresion de la forma
a < b se puede expresar como una igualdad, a saber, a A b = a, los resultados
anteriores nos proveen una base ecuacional para la variedad BPK de las algebras de
Kleene pseudocomplenetadas bundle. Estas estdn caracterizadas por la identidad

T AN(Cy) VT (x)) =~z

dentro de la variedad PK.

4.5. Subvariedades de la variedad BPK

El objetivo de esta seccién es determinar el reticulado de subvariedades de BPIC,
la subvariedad determinada por todas las dlgebras de Kleene pseudocomplementadas
que satisfacen z* < C'(y) vV T'(z)*.
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Como vimos en la seccién anterior, si L es una bpk-algebra subdirectamente
irreducible, L = [0,d] & [d,d'] & [d’, 1], donde [0,d] y [d', 1] tienen la estructura de
reticulado booleano y [d, d'] es una cadena de a lo sumo tres elementos. Observemos
en primer lugar que:

Proposicién 4.5.1. Sea L = [0,d| & [d, d'| & [d', 1] un dlgebra en la variedad BPK.
Si S es un subreticulado booleano de [0,d] entonces SU S’ es una subdlgebra de L,
donde 8" ={d' € L:a € S}.

Demostracion. Basta notar que los elementos de [0, d] son todos elementos regulares
de L, que se verifican las leyes de De Morgan y que para todo x € S, v* =0. O

Sea GG un conjunto finito de generadores de una bpk-algebra subdirectamente
irreducible L y sea d el menor elemento denso de L.
Consideremos los siguientes conjuntos

G=GUG

y ~ ~
G1 - G N [O, d}

Sea S el subreticulado booleano generado por Gy, es decir, S = Sg(él). Si[d,d'] =
{d,d'} entonces, como por lo observado anteriormente S U S’ es subdlgebra L, y
G C SUS’, es facil ver que la subdlgebra generada por G es SU.S’. Como G es un
conjunto finito y la variedad de las dlgebras de Boole es localmente finita, resulta
que S es finito, por lo que S¢(G) = S U S’ también lo es. Para el caso en el que
d,d] = {d,e = €,d} y e € G, resulta Sg(G) = SUS" U {e}. Esto muestra que
BPK es una variedad localmente finita.

Ya que BPK es una variedad que tiene distributividad de congruencias y es
localmente finita podemos aplicar el Teorema 1.1.12 de Jénsson y la generalizacion
dada por el Teorema 1.1.13 de Davey para encontrar el reticulado de subvariedades
A(BPK) de BPK. De esta forma, el reticulado A(BPK) es un reticulado distributivo
completo isomorfo a O(Sia,(BPK)), el reticulado de conjuntos decrecientes (ideales
de orden) del conjunto ordenado Sig,(BPK). Recordemos que el orden definido sobre
las algebras subdirectamnte irreducibles finitas de BPK (Sig,(BPK)) estd dado por
A<B& AcHSB).

Vamos a determinar ahora condiciones necesarias y suficientes que nos permi-
tan establecer de una manera simple cudndo dos elementos de Sig,(BPK) estéan
relacionados a través de <.

Definicién 4.5.2. Notaremos por By;,,) al dlgebra subdirectamente irreducible de
BPK que tiene una estructura de reticulado subyacente dada por

Biim =B; ® C,, ®B;

donde B; es el algebra de Boole con ¢ atomos y C,,, es la cadena de m elementos,
para 1 <m < 3.
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Ya que / es un anti-isomorfismo involutivo, es claro que existe una unica pk-
algebra (salvo isomorfismos) cuyo reticulado subyacente es B @ C; ® B.

El orden en Sig,(BPK) queda establecido por la siguiente proposicién.

Proposicién 4.5.3. Si B; ), B € Sign(BPK) entonces
Bim)y <Bgn siysdlosi i<jym<n
Demostracion. Es inmediato que si By < B, es decir, By € HS(Bn)

entonces 1 < jym < n.
Para mostrar la reciproca, consideremos los siguientes casos:

» Sim = nei < j entonces B;,,) es subdlgebra de By, ,,), vy asi By, €

HSBjm))-

» Sim=2,n=3ei<jentonces B, es subdlgebra de B(;,, y asi B(;m) €

» Sim =1 < nei < j, teniendo en cuenta que B(; 1y € H(B(;.)), (pues
podemos identificar el segmento [d, d'| del dlgebra By; ,,) con el elemento d = d’
del dlgebra B; 1)) resulta que B(; .,y € HS(B(jn))-

0

La siguiente figura muestra el conjunto ordenado Sig,(BPK). Acd B g es la
cadena de dos elementos y B ) el algebra trivial.

_ Bas)

Ba,1)

Bs,1

Ba,1)

B1,1)

B1,0)

Bo,0)
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Notaremos por V(B; ) a la variedad generada por B, y llamaremos BPK;
y BPK, a las variedades

BPK, =YV ({B(i,l) Tl > 1} U {]B%(i’g) 11> 1}) .

Los subindices elegidos se corresponden con la maxima cantidad de elementos que
pueden tener en su body las algebras subdirectamente irreducibles que las generan.
Es decir, BPK, esta generada por aquellas pk-algebras subdirectamente irreducibles
bundle que no tienen elementos en su body y BPIK; por aquellas que a lo sumo tienen
uno.

Claramente,

BPKy, € BPK, C BPK.

En la Seccién 4.4 encontramos una ecuacién que caracteriza a las algebras en la
variedad BPIC dentro de la variedad de las algebras de Kleene pseudocomplementa-
das y en los Teoremas 4.3.3 y 4.3.4 ecuaciones que caracterizan a las subvariedades de
P generadas por aquellas dlgebras subdirectamente irreducibles (no necesariamen-
te bundle) que no tienen elementos en el body o tienen a lo sumo 1, respectivamente.
Combinando estos dos resultados obtenemos lo siguiente.

» La variedad BPK, es la subvariedad de PK caracterizada por las ecuaciones
et <Cy)VT(x) vy C) <Ca)

Maés atn, las unicas algebras subdirectamente irreducibles finitas en dicha va-
riedad son las isomorfas a By; 1

» La variedad BPK; es la subvariedad de PK caracterizada por las ecuaciones
a* <Cy)vT(z)" vy Clz) AC(z) < C(y).

Y las tnicas algebras subdirectamente irreducibles finitas en dicha variedad
son las isomorfas a B(; 1) 6 By; ).

A continuacién, detallamos cudl es el conjunto de elementos supremo irreducibles
J(A(BPK)) del reticulado de subvariedades de A(BPK).

Sabemos por el Teorema 1.1.12 de Jénsson que V(By; ,,)) es supremo irreducible
para todo par (i,m), 1 < m < 3. Los siguientes resultados permiten encontrar
exactamente al conjunto J(A(BPK)).

Proposicién 4.5.4. BPKy, BPK, y BPK son elementos supremo irreducibles de
A(BPK).
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Demostracion. Supongamos que BPK, = Vi V V,. Entonces, por lo expuesto an-
teriormente, si L es un algebra subdirectamente irreducible finita de V; 6 Vs, re-
sulta L = B(;;) para algun ¢. Consideremos los conjuntos I; = {i: By € Vi}oe
Iy = {i: B(1) € Va}. Si ambos conjuntos I; e I, son finitos entonces existiria i tal
que By € Vi vy Bga) € Vo, lo cual es imposible. Por lo tanto, o bien I; es un
conjunto infinito o bien I es infinito y asi V; = BPKy 6 V, = BPK,.

Para demostrar que BPK; y BPK son supremos irreducibles se utilizan argu-
mentos similares. O

Teorema 4.5.5. BPK,, BPK:, y BPK son las unicas subvariedades supremo irre-
ducibles de la variedad BPIC que no son finitamente generadas.

Demostracion. Sea V una subvariedad supremo irreducible de BPK que no esta fi-
nitamente generada. Consideremos los siguientes conjuntos

[1 = {Z . B(iJ) € V}, IQ = {Z : B(i’g) € V}, 13 = {Z . B(i,3) € V}
junto con las variedades que ellos generan

= V({B(i,l),i € ]1}), Vo = V({B(i72),i S ]2}), Vs = V({B(Lg),i S 13})

Luego, es posible escribir V = V; V V, V V5. Si Ih, I, e I3 fueran conjuntos finitos
entonces V seria finitamente generada, lo cual serfa una contradiccion. Por lo tanto,
alguno de estos tres conjuntos debe ser necesariamente infinito. Si I3 es infinito,
V3 = BPK, y de esta manera V = BPK. Si el que es infinito es el conjunto I,
e I3 es finito entonces V; V Vo, = BPK;, y llaméandole i3 al elemento mas grande
de I3 resulta V5 = V(B 3)). De esto, obtenemos V = BPK; V V(B 3)) y como
VY no es finitamente generada pero es supremo irreducible, ¥V = BPK;. Finalmente,
supongamos que [ es infinito pero I5 e I3 no lo son y llamemos 5 e i3 a los elementos
mas grandes de I, e I3 respectivamente. Entonces Vi = BPKy, Vo = V(B(,9) v
V3 = V(B 3)). Bajo estas condiciones, V = BPKy V V(B,2) V V(B 3)), ¥ ya que
Y es supremo irreducible y no esta finitamente generada, resulta V= BP/CO. U

Estos resultados nos permiten concluir que si V es una subvariedad de la variedad
BPK entonces V tiene alguna de las siguientes formas.

= Si V es supremo irreducible entonces V es BPK, BPK:, BPKy, V(B 1)),
V(Bi2) 6 V(Bis3))-

= Si )V no es supremo irreducible entonces V es
V(Bay) VYV (Biz) VV(Biss),
V(B,y) VV(Bi2),
BPKy vV V(Biz2) V V(Bs.s),
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BPKq V V(E(i272)),
BPIKC, v V(B(i&g)).

en todos los casos vale i1 > iy > i3.

Como A(BPK) es un reticulado distributivo completo, todo elemento es supre-
mo de elementos supremo irreducibles, asi, al determinar cuales son éstos hemos
obtenido la estructura del reticulado de subvariedades A(BPK).

4.6. Bases ecuacionales

En la Seccién 4.4 vimos que un algebra de Kleene pseudocomplementada esta en
la variedad BPK si y sélo si verifica 2* < C(y) V T'(z)* para todo par de elementos
x e y del algebra. En la Seccién 4.5 caracterizamos a las subvariedades de Klee-
ne pseudocomplementadas BPK, y BPK; adicionandole dos identidades mas. Los
siguientes resultados muestran que es posible caracterizar la subvariedad BPK; a
través de una tnica ecuacién.

Teorema 4.6.1. St L es una pk-dlgebra subdirectamente irreducible que satisface
T(x)* v C(y) =Clz)vVT(y)
entonces X(L) es un conjunto ordenado de Tipo 1 ¢ 2, es decir, L € BPK;.

Demostracion. Veamos primero que si L satisface T'(x)*V C(y) = C(x) VT (y)* para
todo x,y € L entonces también satisface * < C(y) V T'(z)*, es decir, es un algebra
en la variedad BPK. En efecto, como x A 2’ < z, resulta z* < (z A2')* < C(x), y
de esto, z* < C(z) VT (y)* = C(y) VT (x)".

Finalmente, probemos que si P € Body(X(L)) entonces P = ¢(P). Supongamos
por el contrario que P # ¢(P) y mostremos que L no satisface la identidad T'(x)* vV
C(y) = C(z) V T(y)*. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢(P) C P.
Si consideramos los conjuntos abiertos, cerrados y crecientes V.= Mazx y W =
Mazx U {P}. Entonces

(V) vC(W)= Max U{P}

CV)vT(W)" = Max,

lo cual muestra que existen elementos en el algebra que no satisfacen la identidad.
Queda demostrado entonces que X(L) es un conjunto de tipo 1 6 2. Il

Notemos que si L es un dalgebra de Kleene pseudocomplementada subdirecta-
mente irreducible tal que X(L) es de Tipo 1 o Tipo 2 entonces C'(V) = Maz para
cada V # X(L), (), es decir, para todo elemento z del dlgebra distinto de 0 y 1, C'(z)

da como resultado el menor elemento denso del algebra.
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Proposicién 4.6.2. Si L es una pk-dlgebra subdirectamente irreducible tal que X(L)
es de Tipo 1 6 2 entonces L satisface T'(x)*VC(y) = C(x)VT(y)* para todo x,y € L.

Demostracion. Sea V,W # X(L), D, entonces, por la observacién anterior
C(V)=C(W)=Max

y
T(V) =T(W)* = 0.

Luego, la igualdad T'(z)* vV C(y) = C(x) V T(y)* se sigue para todo z,y # 0,1 en L.
SiV =06V =X(L) entonces C(V) =T(V)* = X(L). Por lo tanto, L satisface la
identidad T'(z)* vV C(y) = C(z) V T'(y)* para todo =,y € L. O

Teniendo en cuenta esto e introduciendo la notacién y(z,y) = T'(z)* vV C(y),
tenemos que BPK, BPK, y BPK, son las subvariedades de la dlgebras pseudocom-
plementadas de Kleene caracterizadas por:

= BPK:

" Ay(z,y) ~ x*.
» BPK;:

vz, y) =y, o).
= BPKy:

g Ay(z,y) =z y Clx) ANC(x) = C(x).

Para poder dar bases ecuacionales para las restantes subvariedades de BPK
supremo irreducibles necesitaremos del siguiente resultado que establece que si una
p-algebra satisface cierta identidad, su espacio dual tiene a lo sumo un nimero
determinado de elementos maximales. Su demostraciéon puede verse en [3, Teorema
2], p. 162.

Teorema 4.6.3. Si L es una p-dlgebra y n > 0, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) (o Ao Axp1)* VVi (oA AT ANTF AT A1)t =1 es una
identidad en L.

(2) Todo filtro primo estd contenido en a lo sumo n filtros maximales.
Definiendo

k * *
ﬁ(l’o,l‘l,...,l'n_l) = (l’o/\ /\lL‘n_1> vV \/(ZL‘()/\ /\l‘i_l /\I’Z /\xi—&—l /\---xn—l)
<n
y teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos obtener las siguientes carac-
terizaciones para las subvariedades supremo irreducibles.
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Teorema 4.6.4. Dada un dlgebra pseudocomplementada de Kleene L:
» LeBPK <= LEz"ANy(y,x) =~z
» LeBPK, <= Ly 2) =7(2,y),
» Le BPKy<—= LE2*Ay(y,x)=z* y C(x)NC(x) = C(z),
» L e VBny) < L E2*Ayy,z) =z y Cla)ANCx) = Cx) vy
B(xo, @1y oy Tpyq) = 1,
» LeVBuo) <= LEy,2)~7(x,y) y Blxo,zr,... zn0) & 1,
» LeVBps) <= LEas"Ayy,z)=a* y B(xo,21,...,0,-1) = 1.

Observemos que en toda algebra subdirectamente irreducible finita de la varie-
dad BPK tenemos que los posibles valores que puede tomar 3(xg, z1,...,%,_1) se
encuentran en [0, d|U{1}. Este hecho nos permite también caracterizar a las siguien-
tes subvariedades que no son supremo irreducibles dentro de la variedad PKC de la
siguiente manera:

Proposicion 4.6.5. Dada un dlgebra pseudocomplementada de Kleene L:
» L € BPK; V V(Bn3) <= L EF 2" Aqy(y,z) = 2* y Cly) < (Cly) Vv
B(xo, 1, Tn-1))-

» L € BPK; V VBung) < L E 2*Avy(y,z) = 2 y Cly) NC(y) <
(C(z)\/ﬁ(wmxla"'?xn—l))

Demostracion. Para probar el primer item, basta notar que si L = C(y) < (C(y) Vv

B(xo,z1,...,x0-1)) vy L | B(xo,z1,...,2,-1) ~ 1 entonces L tiene a los sumo n
elementos maximales en su dual, por lo que L € V(By, 3)). Por el contrario, si existen
elementos en L tales que f(xg, 21, ...,2,1) # 1, entonces B(xg, Z1,...,2,-1) < dy

como d < C(y), resulta que L € BPK,. Analogamente, se prueba el segundo item.
[

Para encontrar identidades que caractericen a las subvariedades restantes es sufi-
ciente poder escribir a éstas como interseccion de las subvariedades ya axiomatizadas.
Esto lo podemos lograr de la siguiente manera:

VGB(M 1 )VV(B(M 2 )\/V< (n3,3) ) = V(B(m,?»)) N (BPICl VV(B(R373))) N (BPKOV
V(B,,3))):

V(]B (n1,1 ) vV V(B n272)) = BPK;N V(B(nhg)) (BPKy Vv V( (na.3 ))
BPKoV V(Bn,2)) VV(Bis3) = (BPKo V V(Bn,3))) N (BPKLV V(B,3)),
BPIKo V V(B(,2)) = BPK1 V (BPKo V V(B(n,,3)))-
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Capitulo 5
La variedad BPK

En el capitulo previo, introdujimos la subvariedad BPK y determinamos todas
sus subvariedades junto con identidades que las describen completamente. Una de
ellas es la subvariedad BPKy, la cual esta generada por aquellos miembros de BPK
que son simples. En este capitulo nos abocaremos a estudiar con mas detalle esta
subvariedad. En primer lugar describiremos la estructura de sus algebras libres con
un conjunto finito de generadores libres determinando cada uno de los factores que
aparecen en su descomposicion. Para ello, puesto que toda dlgebra subdirectamente
irreducible en BPK, es suma ordinal de algebras de Boole, utilizaremos la estruc-
tura conocida del élgebra de Boole libre con n generadores libres. Posteriormente,
utilizamos estos resultados para caracterizar las dlgebras finitas débilmente proyec-
tivas. En la Seccién 5.3 describimos el reticulado de cuasivariedades de la variedad
BPKy (L(BPKy)) y encontramos cuasi-identidades que caracterizan a cada una de
las cuasivariedades de dicho reticulado. Finalmente, en la ultima seccién, estable-
cemos algunos resultados concernientes a las variedades BPK, y BPK; junto con
algunas consideraciones finales.

5.1. Algebras libres

Recordemos que BPK, es la subvariedad de las algebras de Kleene pseudocom-
plementadas generada por las algebras subdirectamente irreducibles cuyo espacio
dual es de Tipo 1, es decir, es un grafo bipartido completo y cuyo reticulado dis-
tributivo subyacente es de la forma B,y = By @ Cy @ By. Para simplificar la
notacion notaremos a dichas algebras por By, es decir, By = By & By, donde por
By entendemos el algebra de Boole con k atomos. Més atin, escribiremos

By =By ®Byx =B, @B, ( notemos que 1~ = 0%)

donde por B, entendemos el subreticulado de By, determinado por el segmento [0, d]
y por B} el subreticulado de By, determinado por el segmento [d, 1]. Esto se muestra
en la siguiente figura

105



Capitulo 5. La variedad BPK,

By

H.P. Sankappanavar define como algebras regulares a aquellas que verifican
la cuasi identidad: z* = y* & 2 = ¢y* = x = y. Notemos que las édlgebras
subdirectamente irreducibles en la variedad BPK, cumplen dicha condicién. Una
caracteristica importante de estas dlgebras es que es posible definir una implicacion
de Heyting en funcién de las operaciones *,/, A 'y V de la siguiente manera (ver [26])

a—=b=(a" V)" A[(aVa)"Va VbV

En el Capitulo 4, mostramos que z* < C(y) VT(z)" y C(z) < C(z) son
identidades que caracterizan a las algebras en BPK, dentro de la variedad PK.
Observemos que puesto que es una variedad en la que es posible definir una im-
plicacién de Heyting y esta generada por sus miembros finitos, también es posible
caracterizarla a través de las identidades

Clz) NC(z) = C(z) v 2 ~ 230,

La primera identidad indica que el espacio dual asociado a un &algebra subdirec-
tamente irreducible finita L no tiene elementos en Body(X(L)) (Teorema 4.3.3) y
la segunda que todo elemento minimal esta por debajo de todo elemento maximal
(Corolario 2.5.9).

La ultima identidad nos dice que la varidad BPK, es de rango finito en el
sentido que establece Sankappanavar en [26], es decir, toda algebra L en la variedad
verifica que para a € L, existe n € w tal que (a Aa™*)""*) = (aAa”™) ") Ademds,
como dijimos anteriormente, es posible definir una implicaciéon de Heyting por lo
que podemos afirmar que posee un término discriminador (ver [26]).

Observemos que los términos C(x) = (x A2') V (z A2')* y T(x) = C(x) A C'(2)
introducidos en el Captiulo 4, también nos permiten establecer de forma explicita
un término discriminador para esta variedad. En efecto, es facil ver que en toda
algebra subdirectamente irreducible de la variedad BPK, se cumple:

B s o]0 siz#l
F(z)=T(x)" Nz —{1 i1



5.1. /flgebms libres

Es inmediato entonces que un término discriminador para las algebras subdirecta-
mente irreducibles en BPK, es

t(z,y,2) = [F(le = y) Ay = 2) A2V (F((x = y) Ay = )" Al

En lo que sigue de la seccién notaremos por Fy,(G) al dlgebra libre de la variedad
Y sobre un conjunto de generadores G y supondremos que |G| = n. Nuestro préximo
objetivo es determinar la estructura de Fgpi, (G).

Ya que BPK, es una variedad con término discriminador, por el Teorema 1.1.14
tenemos que toda dlgebra no trivial finita L. € BPK es producto directo de dlgebras
simples, es decir,

donde cada A; es un algebra simple en BPI,.

Por otra parte, ya que BPK, es una variedad localmente finita (Seccién 4.5), te-
nemos que Fppic, (G) es finita. Ademds, puesto que Fppi, (G) es libre y Fppi, (G)/0
es simple si y s6lo si f es una congruencia maximal (ver [26, Teorema 8.9]), Fppi, (G)
admite una factorizaciéon de la forma

Forro(G) = [ [ Forxo(G)/90, (5.1)
feM

donde M es el conjunto de congruencias maximales sobre Fppi, (G), que ademads es
finito.

Como los factores Fgpi,(G)/6 son miembros simples de BPK, por lo visto en
el capitulo anterior resulta que Fppi,(G)/0 = By, 6 Fppi,(G)/0 = 2 (cadena de dos
elementos). Para determinar completamente el dlgebra libre Fppi,(G) necesitamos
resolver los problemas siguientes.

» Problema 1: Hallar qué valores de k hacen que Fppi,(G)/0 = By (de esta
forma sabriamos qué dlgebras By, son factores del algebra libre).

» Problema 2: Dado un k tal que Fppi,(G)/0 = By, calcular cudntas son las
congruencias maximales que determinan un cociente isomorfo a By (de esta
forma sabriamos cuéntos factores iguales a By, tiene el dlgebra libre).

Para resolver el Problema 1, necesitaremos de la estructura del algebra de Boole
libre y de la relacion que existe entre los conjuntos generadores de By y By, la cual
estd dada en los siguientes resultados.
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Recordemos en primer lugar, que, por la Proposicion 4.5.1, si By = Bx & By v
S es un subreticulado booleano de By entonces S U S’ es subalgebra de B, donde
S'={d €L:acS}.

Ademas, vale lo siguiente:

Proposicién 5.1.1. Si S es una subdlgebra de By, S # {0,1} entonces SN B, es
subdlgebra del dlgebra de Boole B,

Demostracion. Para mostrar esto basta recordar que en B, todos los elementos,
excepto 17, son regulares (z** = z) y que B, es un algebra de Boole con las mismas
operaciones que By, excepto el supremo que estd definido por z VW) ¢ = (x Vy)™
(Teorema 4.1.1 de Glivenko). O

Lema 5.1.2. Cada By, = By ® By =B, @ ]B%;, k > 2 satisface:

(1) Si G es un conjunto de generadores de By entonces es posible obtener un
conjunto de generadores de By, contenido en B, cuya cardinalidad es menor o
tgual que la de G.

(2) Dado G C B, , G genera a By si y sdlo si G genera a By, .

Demostracion. Sea G un conjunto de generadores de By = B, @B/ y consideremos
los conjuntos

Ai=GNB, y A=GNB;

Se sigue inmediatamente que A; U A, C B, es un conjunto de generadores de By,
cuya cardinalidad es menor o igual que la de G.

Para probar (2) supongamos que By estd generada por un conjunto G. Conside-
remos la subdlgebra de B generada por G, Sgg, (G). Por Proposicién 5.1.1 sabemos
que Sgg, (G)NB, es sbudlgebra de Boole de By y que ademads contiene a G. De esto
resulta que Sgg, (G) N B, = By, y, en consecuencia Sgg, (G) = Bk @ By.

Para probar la reciproca, consideremos G un conjunto de generadores de By,
G C B, . Consideremos la subdlgebra de By generada por G, Sggp, (G). Por la
Proposicién 4.5.1, sabemos que Sgg, (G)U (SgB, (G)) = Sgs, (G) ® Sgs, (G) es una
subdlgebra de B que contiene a G, por lo que resulta Sgg, (G) & Sgp, (G) = By ¥,
en consecuencia Sgg, (G) = By. O

De este resultado se desprende que si el algebra By es n generada entonces el
algebra de Boole By también lo es. Como la mayor algebra de Boole n generada es
el dlgebra libre de Boole Ban y tiene 2" dtomos y Fppi,(G) es n generada, se sigue
inmediatamente que los cocientes simples Fgpi,(G)/0 no pueden tener mas de 2"
atomos.

108



5.1. /flgebms libres

Mads ain, sabemos que si G es un conjunto de generadores libres tal que |G| =n
entonces existe un homomorfismo sobreyectivo de Boole h : F(G) — By, para cada
k tal que 1 < k < 27, es decir, toda algebra de Boole con una cantidad de atomos
menor o igual que 2" es n-generada. Luego, por el Lema 5.1.2, también existe un
homomorfismo sobreyectivo A : Feric,(G) — By, para todo k < 2". Se tiene entonces
el siguiente resultado que resuelve el Problema 1.

Proposicion 5.1.3. By, es cociente Fgpic,(G) siy solo si 1 < k < 2",

Con el objetivo de resolver el Problema 2, es decir, dado un k, hallar cuantas con-
gruencias 6 hacen que Fgpi,(G)/0 = By consideraremos los siguientes subconjuntos
del conjunto M de congruencias maximales:

Mgy = {9 c COH(IBPKO(G)) : ]:BPICO(G)/H = 2},

Mk = {0 S COTL(.FBPICO(G)) : -FBPICO(G)/Q = Bk}, para k Z 1

La proposicién 5.1.3 nos dice que |My| # 0, para cada 1 < k < n. Con lo
probado anteriormente y utilizando esta notacién, podemos reescribir (5.1) de la
siguiente manera:

27L
flg'pico(G) = 2‘M0| X 3‘M1‘ X HBL’M}C' (52)
k=2

Queremos determinar | M. Para ello necesitamos las siguientes definiciones:

» Hy = Sob(Fupi,(G), Bi) (conjunto de todos los homomorfismos sobreyectivos
de Fppi,(G) en By.)

» Ay = Aut(By) (conjunto de todos los automorfismos de By.)

» s : H — M, tal que s(h) = Niic(h), donde Nic(h) es el nicleo del homomor-
fismo h.

Observemos que s es sobreyectiva pues para cada 6 € My, existe el homomorfismo
sobreyectivo canénico q : Fppi,(G) = Fupri,(G)/0 y Fopr,(G)/0 = By.

La siguiente es una proposiciéon que se puede probar facilmente utilizando un
resultado de dlgebra universal (Teorema 1.1.8).

Proposicion 5.1.4. Sih € Hy y a € Ay entonces h y aoh tienen el mismo nicleo,
es decir, s(h) = s(aoh).
Ademds, si hy € Hy tiene el mismo nicleo que h entonces existe a € Ay, tal que

hi =aoh.

109



Capitulo 5. La variedad BPK,

Esto nos dice que s7'(f) = {aoh:a € A} para cada § € M;. Y entonces

|Sob(Fspi, (G),B)|

M p—
M | Aut(By)|

(5.3)

A continuacién, determinaremos el nimero de elementos de los conjuntos A, =
Aut(Bk) y Hk = SOb(fBPKO(G), Bk)

El Lema 5.1.2 nos permite afirmar que la cantidad de automorfismos del algebra
By coincide con la cantidad de automorfismos del dlgebra de Boole By y es fécil ver
que este nimero es k!. Luego tenemos que |Aut(By)| = |Aut(By)| = k!. También es
conocido que el nimero de homomorfismos sobreyec‘qcli'vos del algebra de Boole libre
F5(G) en By esta dado por |Sob(Fg(G), By)| = ﬁ, pero éste no coincide con
|Sob(Fppi,(G), Bx)| como veremos mas adelante.

Para calcular la cantidad de homomorfismos sobreyectivos del dlgebra libre
Fsri,(G) en By, notemos que hay una correspondencia biunivoca entre homomor-
fismos sobreyectivos de Fppi,(G) en By y n-uplas que generen a By. En efecto, si
G={g1,---,9n} y h € Sob(Fppr,(G),By) entonces (h(g1),...,h(g,)) es una n-upla
cuyas componentes generan a By y si (z1, %2, ..., %,) es un conjunto de generadores
de By, como Fppi,(G) es un algebra libre con n generadores libres, existe un tnico
homomorfismo que aplique g; en ;. Por Lema 5.1.2, a la n-upla (h(g1),...,h(gn))

que genera a By, siempre es posible asociarle una n-upla (h(g1),...,h(g,)) que la
genere y cuyas componentes estén en B, (sustituyendo h(g;) por h(g;) si fuera
necesario).

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 5.1.5. Dada B y una n-upla u = (z1,%2,...,%,) tal que z; € B,
llamaremos Sy al conjunto de n-uplas de By dado por

Su={(y1,y2, -, yn) EBY 1 ys = x; 6 y; = 7}

Si consideramos un algebra By y u una n-upla cuyas componentes generen al
algebra de Boole B, , por Lema 5.1.2, tenemos que si v € S, entonces v genera a
By.

El problema de calcular [Sob(Fgpi,(G),By)| se reduce entonces a encontrar,
dada una n-upla (x1,...,z,) cuyas componentes estén en B, y generen al dlgebra
de Boole B, , cuantas n-uplas asociadas (en el sentido anteriormente mencionado)
que generen By pueden encontrarse, es decir, cual es el cardinal de S, . 2,)-

Es claro que si u = (z1,...,2,) es una n-upla que genere a B, como algebra de
Boole y los x; # 1~ (acd 1~ = d) entonces |Sy,| = 2" (las n-uplas de S, resultan de
elegir z; 6 x} en cada componente). No sucederia lo mismo si algin z; = 1~ para
algun i, puesto que d = d’ en By. Luego, es necesario saber, dada una n-upla u que
genere al dlgebra de Boole B, , cudntas de estas componentes son 17, o, el problema
equivalente, dado un homomorfismo sobreyectivo del dlgebra de Boole libre Fg(G)
en B, qué generadores tienen como imagen al 1.
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Recordemos entonces, como construir el dual del algebra de Boole libre con n
generadores libres.

Consideremos 2 = {0, 1} el algebra de Boole con dos elementos y 2" el pro-
ducto cartesiano de n algebras 2, es decir, sus elementos son de la forma x =
(x1,22,...,x,), donde z; € {0,1}. La familia de todos los subconjuntos de 2" es el
algebra de Boole libre con n generadores libres y los conjuntos

gi:{(xlaan"'7xn)eznaxi:1}7 1§Z§’I’L

resultan ser generadores libres del dlgebra de Boole libre.
A modo de ejemplo, mostramos cémo es el espacio dual de F(G) cuando |G| =3
e indicamos un conjunto de generadores libres.

OINOCIRNOINON

(1,0,0) (0,0,0) (1,1,0) (0,1,0) (1,0,1) (0,0,1) (1,1,1) (0,1, 1)

g2 . .@. .@

(1,0,0)(0,0,0) (1,1,0) (0,1,0) (1,0,1) (0,0,1) (1,1,1) (0,1,1)

gs ° ° ° °

(1,0,0) (0,0,0) (1,1,0) (0,1,0) (1,0,1) (0,0,1) (1,1,1) (0,1,1)

Por otra parte, por la dualidad descripta en la Seccion 1.2 para algebras de Boole,
es claro que la cantidad de homomorfismos sobreyectivos de Fz(G) en By coincide
con la cantidad de funciones inyectivas (continuas) que se pueden obtener de X(By)
en X(Fp(G)). Més atn, la cantidad de funciones inyectivas que se pueden obtener
de X(By) a X(F3(G)) coincide con la cantidad de k-uplas posibles que se pueden
obtener en X(F5(G)).

Teniendo en cuenta el dual del algebra libre de Boole descripto anteriormente,
esta eleccién se puede graficar con la siguiente matriz

11 Ti2 ... ZTip
21 X229 ... Top
Tl X2 ... Tkn

donde cada fila representa un elemento del dual de Fg(G), es decir, z;; =06 x;; = 1
y hay k filas distintas, pues se eligen k de estos elementos.

Sea f : X(Bk) — X(Fp(G)) una funcién inyectiva. Supongamos que en su epi-
morfismo asociado se cumple que la imagen de un generador g; sea 1. Esto se traduce,
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Capitulo 5. La variedad BPK,

via la dualidad, en que D(f)(V,,) = f~1(V,,) = X(By), donde V,, es clopen creciente
asociado al generador g;, es decir, la preimagen del clopen creciente asociado a g;
debe resultar todo el espacio X(By).

Veamos esto en un ejemplo. Consideremos el algebra de Boole con tres gene-
radores libres con los generadores ¢1,¢9s v ¢3 indicados en el ejemplo anterior y
consideremos la funcién inyectiva f : X(By) — X(Fp(G)) que se muestra en la
siguiente figura:

(1,0,0)(0,0,0)(1,1,0) (0,1,0) (1,0,1) (0,0,1) (1,1,1) (0,1, 1)

En este caso la matriz asociada a la funciéon f esta dada por

O = O =

1
1
1
1

_— o O O

v se cumple £1(V,,) # X(Bi); (V) # X(Bu) pero f1(V,,) = X(By), es decir,
en el epimorfismo asociado de Fz(G) a By, el tnico generador cuya imagen es 1
es go. Observemos también que es equivalente que la imagen de un generador g; a
través del epimorfismo es 1 a que en la matriz asociada a f todos los elementos de
su columna 7 sean 1.

De esta manera, la cantidad de columnas en las cuales todos los elementos son
1 se corresponde con la cantidad de generadores del algebra de Boole libre que a
través del epimorfismo asociado tienen como imagen a 1.

Definicién 5.1.6. Sea Fz(G) el dlgebra de Boole libre con n generadores libres, lla-
maremos g(n, k) al cardinal del conjunto de homomorfismos sobreyectivos de Fp(G)
en el algebra de Boole By tales que las imagenes de los elementos de G son todas
diferentes a 1.

Observemos que ¢g(0,1) = 1y que g(n,k) = 0 para todo k > 2", pues la mayor
algebra de Boole n generada tiene 2" atomos.

Sabemos que la cantidad total de homomorfismos sobreyectivos Fz(G) a By
2"
estd dada por Vi = m Si a esta cantidad le restamos la cantidad de homo-

morfismos sobreyectivos tal que la imagen de g; es 1 para exactamente un generador
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gi, luego la cantidad de homomorfismos sobreyectivos tal que la imagen de g; es 1 pa-
ra exactamente dos generadores, etc., obtenemos la siguiente férmula de recurrencia
que nos dice qué cantidad de homomorfismos sobreyectivos h : Fg(G) — By cum-
plen con h(g;) # 1 para todo g; o, equivalentemente, ninguna columna esta formada
totalmente por unos en su matriz asociada.

& "\ /n .
on k) =V =Y () gln— i, k).
1=1

Utilizando este resultado encontramos una féormula para contar la cantidad de
homomorfismos sobreyectivos de Fp(n) a Byg tal que exactamente i generadores
tienen como imagen a 1, o, lo que es lo mismo, su matriz asociada tiene ¢ columnas
formadas solamente por unos. Esta formula esta dada por:

tamente ¢ componentes iguales a 17)

. n . (cant. de n-uplas que generan a B; con exac-
f(n, k,i) = (2> gln —1i,k). §

El niimero combinatorio (z) resulta de considerar las distintas elecciones para

las ¢ columnas formadas por 1.

Luego, dada el algebra By, hay f(n, k,?) n-uplas (z1,...,x,) con exactamente i
componentes iguales a 1~ que generan a B, . Ademads, asociada a cada n-upla hay
2"~ p-uplas distintas en By, (las que resultan de considerar en la i-ésima componente
distinta de 17, z; 6 x}) que la generan. En consecuencia, hay 2" f(n, k, 1) n-uplas
distintas que generen a B, .

Considerando ahora la cantidad posible de elementos 1 que puede tener una n-
upla que genere a B, , obtenemos la cantidad de n-uplas distintas que generan a By,
0, lo que es equivalente,

|Sob(Fispico (G), Bi)| = > 2" f(n, k, ).
=0

Finalmente, de (5.3) resulta que el ndmero de congruencias 6 tales que

Feri,(G)/0 = By, donde |G| = n estd dado por
> 2 f(n, ki)
|Mk| _ =0
para k > 2, lo que resuelve el Problema 2.
Es facil ver que |[My| = 2" y que |[M;| = 3™ — 2". Luego, de (5.2), las dlgebras
libres sobre un conjunto finito de generadores libres en la variedad BPX, son de la
forma

k!
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Z:l_ 2 (ki)

JTBPICO( )—2 x 33" 2" XHB k!

Con la ayuda de un programa de computacion sencillo, mostramos algunos ejem-
plos de algebras libres en la variedad BPK,.

Sl o2 T (k)

s Fopiy(1) 222 x3x [[,B, * =22 x 3 x B2

Z? 0227 (2,k,4)

s Fupro(2) =224 x 3° x [[,_, B g =21 x 3° x B2 x BiS x B}

E? 02T F(2:k0)
s Fipio(3) =28 x 319 x [[F_, B g = 28 x 319 x BI%® x B3 x B3 x
B8 x B2 x BY x B

5.2. Algebras débilmente proyectivas finitas

En esta seccion caracterizaremos a las algebras débilmente proyectivas finitas en
la variedad BPKy. Si V es una variedad, recordemos que un algebra L es débilmente
proyectiva si para cada par de algebras Ly y Ly en V y para cada f : L; — Ly
homomorfismo sobreyectivo y h : L — Ly homomorfismo, existe un homomorfismo
g:L — L tal que fog=h.

Observemos que la definicién de objetos proyectivos en la teoria de categorias
es similar a la definicion de algebras débilmente proyectivas dada, sélo que consi-
derando epimorfismos en lugar de homomorfismos sobreyectivos. Si consideramos la
categoria asociada a la variedad BPKy, cuyos objetos son las algebras en BPK, y
cuyos morfismos son los homomorfismos de dicha variedad, tenemos que las nociones
de algebra proyectiva y débilemente proyectiva no son equivalentes. Esto se debe a
que las nociones de epimorfismo y homomorfismo sobreyectivo no coinciden en di-
cha categoria, a diferencia de las de monomorfismo y homomorfismo inyectivo que
coinciden en cualquier variedad.

Para ver esto, consideremos la cadena de dos y tres elementos, las cuales son
algebras de la variedad BPKy, y el homomorfismo f : 2 — 3 dado por f(0) =0y
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f(1) =1y veamos que f es un epimorfismo, es decir, si existen homomorfismos h
y g tales que go f = h o f entonces h = g.
Tenemos la siguiente situacion:

Claramente, g(0) = h(0) = 0y g(1) = h(1) = 1. Para probar que h = g, resta
ver que la imagen de d esta completamente determinada.

Notemos que d es un elemento denso que cumple d = d’, por lo que su imagen
por cualquier homomorfismo también es un elemento denso que coincide con su
propia negacion. Supongamos que el algebra A tiene dos elementos m y n con esas
caracterisiticas (es decir, dos posibles imégenes de d) entonces al ser ambos elementos
densos m* =n* =0y como m =m’ y n =n/, resulta también m"™ = n* = 0. Ahora
bien, toda algebra subdirectamente irreducible en la variedad BPK, cumple con la
condicién de regularidad establecida al principio de la Seccién 5.1, es decir, si * = y*
y 2" = y"* entonces x = y. Esto indica que n = m y, en consecuencia la imagen
del elemento d es tunica para cualquier homomorfismo. Luego, hemos encontrado un
epimorfismo, que no es homomorfismo sobreyectivo, por lo que ambos conceptos no
coinciden en BPK,.

Recordemos que dadas dos algebras L y L; en la variedad V), diremos que L
es un retracto de L; si existen homomorfismos f : L — L; y g : Ly — L tal
que g o f = idy. Un resultado conocido establece que L es un algebra débilmente
proyectiva si y sélo si es un retracto de algin algebra libre Fy,(n), con n < w.

A continuacién, veremos en primer lugar cuando un &lgebra en BPK, no es
débilmente proyectiva.

Proposicién 5.2.1. Si L € BPKy es un dlgebra con un punto fijo (x = z’)
entonces L no es débilmente proyectiva.

Demostracion. Sea L un algebra en BPK, con un punto fijo, es decir, existe x € L tal
que x = x’. Consideremos Ly = L y L; = 2x L. Es claro que existe un homomorfismo
sobreyectivo de Ly a Ly dado por la proyecciéon 7r, y un homomorfismo de Ly en Lo
dado por la identidad, pero no existe ningiin homomorfismo de Ly = Len L; = 2xL
pues L tiene un punto fijo y L; no. Ul
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Capitulo 5. La variedad BPK,

Observemos que si L € BPK, es un algebra finita, como BPK, es una variedad
con término discriminador, L es producto directo de algebras simples, es decir, L =

n

H D; donde D; = B, para algtin k. Notemos que toda algebra By, con k > 2 tiene
i=1

un punto fijo (d = d’), por lo que si ninguno de los factores D; en L es isomorfo
a 2, resulta que L tiene un punto fijo y por la proposicion anterior, no puede ser
un algebra débilmente proyectiva. Luego, para que L sea un algebra débilmente
proyectiva, necesariamente algin D; = 2. Mas atn, toda algebra finita en BPK, de
la forma 2 x A es un algebra débilmente proyectiva como se muestra a continuacion.

Proposicién 5.2.2. Si L = 2 x A es un dlgebra finita en BPKy entonces L es
débilmente proyectiva.

Demostracion. Sea L = 2 x A un algebra finita. Para ver que L es débilmente
proyectiva, por lo mencionado al principio de esta seccién, es suficiente mostrar que
L es un retracto del élgebra libre Fppic,(n), para algin n.

En la Seccién 5.1. vimos

277/

Fapro(n) = [ [ B™

1=0

donde By = 2y m; = |M,|. Es claro, por como hallamos estos cardinales en la seccién
anterior, que m; es estrictamente creciente en el nimero de generadores libres, es
decir, si el dlgebra simple B; es m; veces factor en la descomposicién de Fppie,(n)
entonces en la descomposicién de Fppi,(n + 1) lo serd en un nimero mayor a m;.

Como L = 2 x A también es producto de algebras simples, entonces L = 2 x
H’;Zl D7, donde D; = By para algin k. Sea ko el mayor de éstos k que aparecen
en la descomposicion de L. Luego, siempre es posible encontrar un algebra libre
con una cantidad de generadores libres ny (2" > k) de forma tal que todos los D;
resulten ser factores de ella. Ademds, como la cantidad de factores B; que aparecen
en la descomposicion Fppi, (n) es mayor que la que aparece en la descomposicién de
Frpr,(n + 1), es posible encontrar ng suficientemente grande tal que D; sea factor
del algebra libre Fppi, (o) por lo menos r; veces.

De esta forma tenemos que Fppi,(no) = 2 x [[_, DI x [[;-, E; donde tanto
D; como E; son isomorfos a algebras del tipo Bj. Consideremos ahora la aplicacién
g:2x[[, D = 2x[[_, D} x [1;-, E; dada por

(e,z) —> (e,z,e,...,€)

donde e € 2 y = € H:T:l D;*. Claramente, esta aplicacién es un homomorfismo.
Ademds, si consideramos la aplicacién f : 2 x [[i_, D}* x [[ B —2x [1._, D}
dado por la proyeccion, resulta que g o f = idy,. Queda probado entonces que L =

2 x Hle D;" es un retracto del algebra libre y, por lo tanto un algebra débilmente
proyectiva. U
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Corolario 5.2.3. Sea L € BPKy. L es un dlgebra débilmente proyectiva finita si y
solo st L no tiene un punto fijo si y solo si L' = 2 x A, para algun dlgebra A finita.

5.3. Cuasivariedades

En esta seccion daremos una descripcion del reticulado de cuasivariedades de la
variedad BPK, al cual notaremos por L(BPK,). Ademéds, daremos una axiomati-
zaciéon para cada una de las cuasivariedades de L(BPK,). Para ello, necesitaremos
determinar las dlgebra criticas de dicha variedad. Recordemos que un algebra finita
A es critica si no pertenece a la cuasivariedad generada por sus subalgebras pro-
pias. Notaremos por Cri(V) a la clase de algebras criticas de V y por Q(K) a la
cuasivariedad generada por la clase de dlgebras K.

La importancia de las dlgebras criticas radica en el siguiente resultado del cual
transcribimos una demostracién dada por J. Gispert y A. Torrens en [14] pues dicho
articulo no ha sido publicado.

Teorema 5.3.1. Toda cuasivariedad localmente finita estd generada por sus dlgebras
criticas.

Demostracion. Sea K una cuasivariedad localmente finita y sea A € K. Considere-
mos la familia F de subalgebras finitamente generadas de A. Es bien conocido que
A puede sumergirse en un ultraproducto de miembros de F (ver, por ejemplo, [6,
Capitulo V, Teorema 2.14]). Por lo tanto, A € ISPy (F). Como K es localmente fi-
nita, tenemos que A € ISP;({B < A : B es finita}) C Q(Ky;,), donde Ky, denota
la clase de las algebras finitas de K. Esto muestra que K = Q(Ky;y,).

Sea A € Ky, Afirmamos que Q(A) = Q({B < A : B es critica}). Procedemos
por induccién sobre el cardinal de A. Si |A| = 1, entonces A es critica y el resultado
es inmediato. Supongamos entonces que |A| = n > 1. Si A es critica, no hay nada
mas que probar. Por otra parte, si A no es critica, entonces Q(A) = Q({B <
A : B # A}). Para cada B < A B # A se tiene que |B| < n, por lo que, por
hipétesis inductiva, Q(B) = Q({C < B : C es critica}). Juntando estos resultados
obtenemos que Q(A) = Q({C < A : C es critica}), como queriamos probar.

Finalmente tenemos que

K =09(Kin) = Q({B : B es critica, B< A/ A € Ky, }) = Q(Cri(K)) C K.
U

Del Capitulo 4, Seccién 5, tenemos que BPKy es una variedad (cuasivariedad)
localmente finita por lo que sus subcuasivariedades estan determinadas por sus dlge-
bras criticas. Para poder determinarlas notemos que también es una variedad con
término discriminador (Cap. 5. Seccién 1), lo que nos permite afirmar que toda
algebra finita es producto de algebras simples, es decir, de dlgebras isomorfas a B,,,
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Capitulo 5. La variedad BPK,

m € w o a la cadena de dos elementos a la cual notaremos por By. Recordemos
también que se cumple
B,, <B,siysélosim<n (5.4)

Todas estas caracteristicas nos permiten determinar a sus algebras criticas y un
orden conveniente de éstas a través de los siguientes resultados.

Lema 5.3.2. S5i B,,, xB,,, x ... x B,,, es subdlgebra de B,, x ... x B, , entonces
cada By, es subdlgebra de B, para algin j.

Demostracion. Si B,,, < B,,, X ... xB,,, es subalgebra de B,,, x ... x B, entonces
By, X By X ... X By, € VB, X...x B, )=VB,,...,B,,).

Ademaés B,,, € V(B,,,...,B,,) para todo 1 < i <[y como B, es subdirecta-
mente irreducibe, por el Lema de Jonsson (Lema 1.1.12), B,,, € HS(B,,,,...,B,,.) =
IS(B,,,...,B,,). Luego, B,,, es subdlgebra de B, para algiin 1 <j <. O

Lema 5.3.3. St A es un dlgebra de la forma B,, x B,, x ...B,, que tiene dos
factores isomorfos entre si entonces A no es un dlgebra critica.

Demostracion. Supongamos A =B,,, x B,, x ... x B,, y supongamos, sin pérdida
de generalidad que B,, = B,,. Consideremos el algebra A* = B,, x ... x B,,, es
decir, el algebra que resulta de eliminar el primer factor en A.

Si a cada elemento de A* le asociamos un elemento de A a través de la asignacion
(x9,23,...,2,) — (T2, %2, ...,2,), obtenemos que A* es subalgebra propia de A.Y
si a cada elemento de A le asignamos un elemento de A* x A* de la siguiente manera
(x1, T, ..., xy) —> ((x1,23,...,2,), (T2, T3,...,x,)) resulta que A < A*x A*. Esto
muestra que A € ISP(A*) y, por lo tanto no es critica. O

Lema 5.3.4. Si A es un dlgebra de la forma B,, x B, x ...B, con mds de dos
factores distintos entonces A no es un dlgebra critica en BPK,.

Demostracion. Podemos considerar a A = B,,, x B,, x ...B, cuyos factores
estdn ordenados en forma creciente, es decir, n; < n;; ;. Afirmamos que A €
ISP(B,, x B,.) y que B,, x B, es subdlgebra propia de A. Para probar esto
ultimo, basta considerar la aplicaciéon no sobreyectiva de B,, x B,, en A dada por
(x,y) — (x,z,...,2,y). Y para mostrar que A = B,, X ... x B, es subalge-
bra de (B,, x B,,)" basta considerar la aplicacién entre estas édlgebras dada por
(x1, T2, xp) —> (21, 21), (21, 22), ..., (21, 2,)). Esto muestra que A pertenece a
una subcuasivariedad generada por una subalgebra propia, lo cual indica que no es
un algebra critica. U

Si A es un algebra critica en BPKy, ya que ésta es una variedad con término
discriminador, A es producto de algebras simples. Teniendo en cuenta los lemas
anteriores obtenemos que debe ser de la forma B,, 6 B,, x B,,, con 0 < m < n
(recordemos que By = 2). El siguiente resultado muestra que todas las algebras de
esta forma resultan ser algebras criticas.
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Proposicién 5.3.5. B, y B,, x B,,, con 0 < m <n < w son dlgebras criticas.

Demostracion. Si suponemos que B, no es critica, entonces por (5.4), B,, €
ISP({B; : j < m}), es decir, B,, es subdlgebra de B;, x ... x B, , donde j; < m
para todo 0 <7 < r. Pero entonces, por el Lema 5.3.2, B,, es subdlgebra B;, , para
algin 1 < s <7, lo cual es una contradiccion pues m > j.

Con un razonamiento similar, se puede demostrar que B,, x B,, con 0 < m <
n < w también es un algebra critica. U

Una vez conocidas las algebras criticas en BPK, para poder obtener el reticulado
de cuasivariedades, necesitamos saber, dadas dos dlgebras criticas A y B cuando
Q(A) C Q(B) o lo que es equivalente cudndo A € Q(B). Sabemos que esto sucede
cuando

A € ISPP;(B)

y como B es finita, esto a su vez equivale a que
A € ISP(B).
Luego, el orden entre las dlgebras criticas que nos interesa es
A <B siysolosi A€ Q(B) siysdlosi A€ ISP(B).

Como las dlgebras criticas en BPK, son de la forma B,, 6 B,, x B,, (m < n), el
orden entre ellas se puede caracterizar de la siguiente manera.

Proposicién 5.3.6.
(1) SiB,, xB,, B, x B, € Cri(K) entonces
B, xB, =B, xB, siysolosi m<p y n<q.
(2) SiB,, B,, x B, € Cri(K) entonces
B, XB,, xB, siysdlosi p<m.
(3) SiB,, xB,,B, € Cri(K) entonces

B, xB, =B, siysdlosi n<p.

Demostracion. Si B, x B,, < B, x B, entonces B,, x B,, € ISP(B, x B,). Como
B,, xB,, es finita, podemos afirmar que es subalgebra de un producto finito de copias
de B, x By, es decir, es isomorfa a un algebra B tal que

B, xB,=B< (B, xB,) x (B, xB,) x...x (B, xB,).
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Aplicando el Lema 5.3.2, resulta que B,, es subélgebra de B, 6 B, y como p < ¢
resulta n < ¢. Por otra parte, si consideramos la inmersion

i:B— (B, xB,) x (B, xB,) x...x (B, xB,),
por la dualidad de Priestley sabemos que
X(7) : X((B, x B,) x (B, xB,) x...x (B, xB,)) - X(B)
es un pm-morfismo, por lo que cumple con las condiciones
X(i)(z' N Maz) = (X(@)(z))'N Max y  X(i)(2% N Min) = (X(4)(z))* N Min,

ésta ultima dada por la simetria de la operaciéon de De Morgan. Esto nos permite
asegurar que la cantidad de maximales de la componente conexa asociada a B, debe
ser mayor o igual a la cantidad de maximales de alguna de las componentes conexas
del dual de B = B,,, x B,,. Como n > m, podemos asegurar que p > m.

Ahora bien, si m < py n < ¢, es claro que B,, x B,, es subélgebra de B, x B,,
por lo que B,, x B,, = B, x B,.

Con un procedimiento andlogo se demuestran (2) y (3). O

En la siguiente figura mostramos el conjunto ordenado de algebras criticas de la
variedad BPK,. En este grafico mn representa al algebra critica B, x B,, (m < n)
y m al algebra critica B,,, m > 0.
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Al conjunto ordenado de algebras criticas de la variedad BPK, con la relacién
= definida anteriormente lo notaremos por P y llamaremos D(P) al reticulado
distributivo formado por los subconjuntos decrecientes de P. Observemos que a
cada subcuasivariedad K de BPK, le podemos asociar un elemento en D(P), que es
el conjunto de dlgebras criticas de K. La reciproca también es valida y lo probaremos
en el resto de la seccion.

A continuacion, definimos algunas subcuasivariedades particulares de BPK, que
seran utilizadas para poder encontrar cuasi-identidades que caractericen a cada una
de las subcuasivariedades definidas anteriormente.

« (BPKy:B,) = Q{A € Cri(BPK,) : B, & IS(A)}) = M1,

es decir, es aquella subcuasivariedad generada por las algebras criticas que no
contienen como subalgebra a un algebra isomorfa a B,,.

s (BPKy: B, x B,) = Q{A € Cri(BPKo) : B, x B, & ISP(A)}).

Como vimos en el Teorema 1.1.15 una clase K es una cuasivariedad si y sélo
si existe un conjunto A de cuasi-identidades tales que K sea la clase de todas las
algebras que satisfacen dicho conjunto de cuasi-identidades. El siguiente objetivo
es encontrar un conjunto A de cuasi-identidades que caracterice cada una de las
subcuasivariedad de BPK definidas anteriormente. Los siguientes lemas forman la
base para poder construirlas.

Lema 5.3.7. Una BPKy-dlgebra A contiene una subdlgebra isomorfa a B,, si y sélo
si existen ay, as,...,a, € A tales que

(1) (Vi @) = Vi, a
(i1) af = \/i;éj @i

Demostracion. Supongamos que B, es subdlgebra de A y sea f : B, — A una
inmersion. Si llamamos x1, xs, ... 2, a los atomos de B,,, tenemos que los elementos
a; = f(x;), 1 < i < n satisfacen las condiciones requeridas. Para mostrar que la
reciproca se cumple, veamos en primer lugar que si existen elementos ay, as, . . . a,
que verifiquen (¢) y (éi), ninguno de ellos puede ser 0. En efecto, si suponemos que
a; = 0 para algtin j, de () resulta a; =1=\/,; a; y como a; =0, \/;{_;a; = 1, lo
que contradice (7). Veamos ahora que la subalgebra B generada por los elementos

ai,ag,...an (Sg({a;,i =1,...n})es una subdlgebra isomorfa a B,,.
Es facil ver Sg({a;,i = 1,...,n}) estd formada exactamente por los elementos de
la forma \/f:1 a; y (\/f:1 a;)’,conk =1,...,n. Ademas, de la condicién a} = \/i# a;,

se puede deducir que a; Aa; = 0 para todo @ # 7, lo cual indica que los a; son atomos
de B. En efecto,

Oza;/\aj: (\/ai)/\aj:\/(ai/\aj),

i#j i#j
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lo que implica que a; A a; = 0 para todo ¢ # j. Esto muestra también que todos los
a; deben ser distintos, ya que si ¢ # j pero a; = a;, por lo probado anteriormente
a; \ a; = a; = 0, lo que contradice el hecho de que ningin a; puede ser 0.

Por otra parte, d = \/I_, a; es un elemento denso ya que

£ = () = At = AV ) =0
i=1 i=1 i=1 j#i
pues a; A\ a; = 0, para todo i # j.
Finalmente, de d = (\/\_; a;)" = VI_, a;, obtenemos a; < d = d' < a}. Todas
estas condiciones muestran que B estd contenida en [0,d] @ [d,1] y BN [0,d] es un
algebra de Boole cuyos atomos son ay, as,...a,. Luego, B = B,. O

Es bien conocido que si A = (A, A,V,%,/,0,1) es una pm-édlgebra y a es un
elemento booleano de A (es decir, existe b tal que aVb =1y aAb=0) entonces
el segmento [0, a] es un reticulado distributivo con las mismas operaciones A y V de
A (ver [26]; pag. 133). Si ademés a verifica que @’ = a* y definimos las operaciones
*q Y /4 COMO

r* =z"Na (5.5)

g =1"Na (5.6)
respectivamente, obtenemos que ([0, a], A, V, *4,/,) es una pm-algebra. En efecto,
veamos que %, es un pseudocomplemento. Supongamos que x Ay = 0, entonces
xAaAy = 0, lo que implica que a Ay < x*, por lo que se cumple a Ay < x*Aa = x*°.
Si suponemos que y < x*¢ = x* A a entonces y Ax < x Az* Aa = 0. Estas dos
condiciones prueban que ** es un pseudocomplemento. Para probar que /, es una
negacion de De Morgan, probemos que /, es involutiva y que invierte el orden. En
efecto,

:L-,a/a — (:L-,/\a),a = (x//\a),/\a = (m/\a)\/(a//\a>
= (zNa)V0 = zAa=uw.
@Ay = (@AY Aa
= (@' Na)V(y Na)
=zl Vy.

También se puede probar que la aplicacién «, : A — [0, a] tal que a,(x) =z Aa
es un homomorfismo sobreyectivo entre pm-algebras.

Si llamamos b = a*, es facil ver entonces que A es isomorfa al producto directo
de las pm-élgebras [0, a] y [0, b] bajo la aplicacién v : A — [0, a] x [0,b] definida por

a(z) = (aa(r), ().

Esto nos permite demostrar el siguiente resultado que establece cuando un alge-
bra critica de la forma B,, x B,, es subalgebra de otra cualquiera.
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Lema 5.3.8. Una BPKy-dlgebra A contiene una subdlgebra isomorfa a B, x B,

st y solo si existen elementos distintos de cero aq,as, ..., Am,b1,b, ..., b, € A tales
. m n .

que sia=\",a;, yb=\._, b severifica

(1) a*VvVb* =1, a*’ = b,

(@) aj AO* =V, @i, by Nat =\ bi,

(i13) o' AN b* = a, b'ANa* =b.
Demostracion. Sea f : B, x B, — A una inmersién, xq, s, ..., los atomos de
B, € y1,Y2, ... Yn los atomos de B,. Si consideramos los elementos a; = f(z;,0),
1 <i<my f(0,y;), 1 < i < n, éstos satisfacen las condiciones requeridas. Para
probar la reciproca, mostremos que la subalgebra B de A generada por los elementos

a1,09, .. .0y, b1, ba, ... b, es una BPKy-dlgebra isomorfa a B, x B,,.
En primer lugar notemos que de la condicién (i) resulta a* Vb* =1y

CL*/\b* :CL*/\CL*/:CL*H/\CL*/: (a*/va*)/: (b*\/a*)/: 1/:07

es decir, a* y b* forman un par de elementos booleanos que satisfacen b* = a*. Esto
nos permite, por lo mencionado anteriormente, expresar a A como producto de dos
pm-algebras By y By, A = By x By < [0,b*] x [0,a*], donde las operaciones de
pseudocomplementacién y negacién en los segmentos estan definidas como en (5.5)
y (5.6). Ademas, de la condicién (ii7) resulta

a;<a=d ANb"<Db", 1<i<m

b <b=bANa*"<a*, 1<i<n.
Para esquematizar esta situacion, mostramos la siguiente figura.

- a* — b*/
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Probemos ahora que By C [0, b*| tiene la estructura de un algebra de la forma B,,
con las operaciones mencionadas. Para esto, probemos que los elementos a; cumplen
las condiciones del Lema 5.3.7. De la condicién (7ii) resulta que a”* = a’ A b* = a
y de la condicién (ii) se tiene que a}’ = aj A b* = \/,; a;. Esto prueba que el
segmento [0, b*| tiene una subdlgebra isomorfa a B, (la subalgebra B generada por
los elementos a;). Anédlogamente se demuestra que [0,a*] contiene una subélgebra
isomorfa a B,, (la subalgebra By generada por los elementos b;), y, entonces A =
B, xB;, =B, xB,. Ul

Observacion 5.3.9. En la demostracion de esta proposicion, sélo usamos el hecho
de que los elementos a; y b; sean no nulos para asegurarnos que las subélgebras
B; (generada por los elementos a;) y Bs (generadas por los elementos b;) tengan
exactamente m y n atomos respectivamente. Por otra parte, si a = \/;11 a; = 0,
resulta que los elementos b; satisfacen las condiciones del Lema 5.3.7, por lo que
podemos asegurar que todos ellos son no nulos y que A contiene una subalgebra
isomorfa a B,,.

Lema 5.3.10. Sea A una BPKy-dlgebra en la que existen elementos ai,as, . . ., ap,
b1, ba, ... by, que satisfacen las condiciones (i) — (iit) del Lema 5.3.8 entonces si algin
a; = 0 resulta a = \/;Z, a; = 0 y si algin b; = 0 entonces b= \/7_, b; = 0.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad que b; = 0. Por la condicién

(1), bjAa* = a* = /], bj = \/j_, bj = b. De la condicién (i) obtenemos a* = b’ = b*
y finalmente, de la condicién (7iz) resulta &' A a* = b* A a* = b = 0, pues a* y b*
forman un par de elementos booleanos como se vié en la demostracién del Lema

5.3.8. Andlogamente se prueba que a = \/;-; a; = 0 si algin a; = 0. U

Si consideramos la cuasi-identidad

() 1] =
i=1 =1 i#£ji=1

es claro que todas las algebra criticas A € BPK, tales que no contienen a B,, como
subdlgebra la satisfacen. Mas aun, las tnicas dlgebras criticas que la satisfacen son
precisamente las dlgebras criticas A tales que B,, € I.S(A). Como la cuasivariedad
M, esté generada por estas algebras obtenemos:

Teorema 5.3.11.

M, 1 = (BPKy : B,) estd caracterizada por las identidades de BPKy y la cuasi-
identidad

(- oo )] = o
=1 =1 i#ji=1
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Realizando un razonamiento analogo, por el Lema 5.3.8, se tiene la siguiente
axiomatizacién para (BPKy : B, x B,).

Teorema 5.3.12.

(BPKy : B,, x B,) estd caracterizada por las identidades de BPKy y la cuasi-
identidad

at

o () e ()

<&§n=1 <Ij A (\"/ yi)" = \7 Iz)) & (&;;1 (yj A (\m/@)* ~ \n/ y’))

i=1 i#j,i=1

=1 i=1

\/xi>/A(vyj)*> ~\ i & ((\/yj)/A(\/ﬂfi)*> %\/yj - \/yz%O

=1 Jj=

Demostracion. Veamos que las unicas algebras criticas que satisfacen la cuasi-
identidad (1) son las que generan a la cuasivariedad (BPK, : B,, x B,). Sabemos
que las algebras criticas en BPK, son de la forma B, ¢ B, x B,. Consideremos los
siguientes casos.

» Supongamos que el dlgebra critica B, x B, es tal que B,,, xB,, & ISP(B, xB,).

Luego, B,, x B,, no puede ser subalgebra de B, x B,, lo que implica, por el
Lema 5.3.8 que no pueden existir elementos z;,y;,1 <i <m,1 < j < n no
nulos que hagan que el antecedente sea verdadero.

Supongamos entonces que algin z; 6 y; es 0, entonces por Lema 5.3.10 resulta
a=\V_,2,=06b=\]_ y; =0.8ib=0, el consecuente es verdadero y la
identidad se sigue. Supongamos entonces que b =\/_, y; #0y a =\ z; =
0. En este caso, por la Observacion 5.3.9 todos los b; = 0 son no nulos y B,
serfa subalgebra de B, xB,, y en consecuencia n < p < ¢, lo cual es un absurdo,
ya que implicaria que B,,, x B,, también lo seria.

Esto indica que la cuasi-identidad se cumple para todas las algebras criticas
B, x B, que verifican B,, x B,, & ISP(B, x B,).

Supongamos que el algebra critica B, es tal que B, x B, ¢ ISP(B,), es
decir, B,, x B,, A B,. Luego, por la Proposicién 5.3.6, p < n. Utilizando un
razonamiento analogo al anterior tenemos que si \/7;:1 y; # 0, necesariamente
V;L x; = 0, por lo que B,, seria subalgebra de B, contradiciendo el hecho de
que p < n. Esto indica que la cuasi-identidad (1) se verifica para todas las
algebras criticas que cumplen B, x B,, ¢ ISP(B,).
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» Supongamos que el dlgebra critica B, x B, es tal que B,,, xB,, € ISP(B, xB,).
En este caso, B,, x B,, = B, x B, y, por la Proposicién 5.3.6, m < pyn <gq.
Pero entonces B, x B,, es subalgebra de B, x B,, y, por Lema 5.3.8, existen
elementos no nulos z; e y; que hacen que el antecedente de (1) sea verdadero
y el consecuente falso, por lo que la cuasi-identidad no se cumpliria para estas
algebras criticas B, x B,.

= Supongamos que el algebra critica B, es tal que B,, x B, € ISP(B,). En
este caso, otra vez por la Proposiciéon 5.3.6, resulta n < p, por lo que B, es
subélgebra de B,. Luego, basta tomar a los elementos y; como n atomos de B,
y a los elementos x; nulos, para mostrar que la cuasi-identidad (1) no se sigue
para estas algebras.

Estos casos muestran que sélo las dlgebras criticas del conjunto {A € Cri(BPK) :
B,, x B, & ISP(A)} satisfacen (1), por lo que la cuasivariedad (BPK, : B, x B,,)
queda caracterizada por (1) dentro de BPK,. d

Como una consecuencia de las cuasi-identidades encontradas podemos asegurar
que las dnicas dlgebras criticas que aparecen en las cuasivariedades M,,_; = (BPKj :
B,) y (BPK, : B,, xB,) son exactamente las que establece la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3.13.
(1) Cri(M,—1) ={A € Cri(BPKy) : B, ¢ IS(A)}
(2) Cri((BPKy: B, x B,) ={A € Cri(BPK,) : B,, xB,, ¢ ISP(A)}

Este resultado nos permite afirmar que para todo V' € D(P), es decir, para todo
V subconjunto decreciente del conjunto ordenado de las algebras criticas de BPK,,
existe una subcuasivariedad K en BPK, tal que Cri(K) = V. Esta cuasivariedad la
podemos obtener de la siguiente manera.

= Si V es un conjunto finito de &lgebras criticas, consideremos los conjuntos
T={i:B,eV}yS,={j:B,xB; € V}. Como todos estos conjuntos
son finitos, sea t; el ltimo elemento de 1"y s, el tltimo elemento de S, para
cada p. Claramente, por el orden establecido en las dlgebras criticas (si p1 < p2
entonces s, > s,,. Consideremos la cuasivariedad

K = (BPKo: By, xBys1) N (] (BPKo:B, x By,11)

0<p<to—1

Por Proposicién 5.3.13 tenemos que las algebras criticas de esta cuasivariedad
son exactamente las que se encuentran en V.
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» Si V. # Cri(BPKy) y no es un conjunto finito. Consideremos el conjunto
T = {i : B; € V} el cual es finito pues V' # BPK, y sea ty su tltimo
elemento. Consideremos también el conjunto R = {i : Cri(M;) C V'}, el cual
es distinto de vacio pues V no es finito, cuyo ultimo elemento es 7y y los
conjuntos S, = {j : B, xB; € V} pararg+1 < p < t; — 1, cuyos ultimos
elementos son s,. La cuasivariedad

K=M,n (] (BPKy:B,xB,,1)N(BPKo: By, x Byyp)

ro+1<p<tp—1

es una cuasivariedad cuyo conjunto de algebras criticas es exactamente el con-
junto V.

A modo de ejemplo, consideremos el decreciente V' € D(P) que se muestra en la
siguiente figura

01

0

Este conjunto decreciente tiene asociada la cuasivariedad:
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K = M,n () (BPKy:B,xB,,.1)N(BPKy: By, x Byysi)

ro+1<p<to—1

= M3 N ﬂ (BP’CO . Bp X Bsp+1) N (BPK:O . Bg X IB4) ;

2<p<2

= M;N (BPKy: By x Bs) N (BPK, : By x By)
en este caso, g = 1,tg = 3, s = 4. Notemos que en este caso particular M3 puede
obviarse.

Sabemos que a cada subcuasivariedad le podemos asociar un conjunto de alge-
bras criticas que es un elemento de D(P). Los resultados anteriores nos permiten
demostrar que la reciproca también es cierta, es decir, que a todo subconjunto decre-
ciente de P le podemos asociar una cuasivariedad cuyo conjunto de algebras criticas
es exactamente dicho conjunto decreciente. Hemos probado entonces:

Teorema 5.3.14.
L(BPKy) = D(P).

A continuacién mostraremos que las subcuasivariedades M, y (BPK, : B,, X B,,)
son infimo irreducibles, més aun, junto con BPK, son las Unicas subcuasivariedades

infimo irreducibles en L(BPLK).

Lema 5.3.15. Las cuasivariedades (BPKq : B, xB,,), m < n y M,_1 son elementos
infimo irreducibles de L(BPKy).

Demostracion. Supongamos que (BPKy : B, x B,) = K; A Ky, donde Ky y Ko
son cuasivariedades tales que Ky € Ko y Ko € K;. En estas condiciones podemos
afirmar que existen algebras criticas A; € K1\ Ky y Ag € Ky \ K. De esta forma
A, Ay & (BPKy : B, x B,) vy, por lo tanto, B,, x B, < A; y B,, x B, < A,. Esto
nos permite decir, por la Proposicién 5.3.6 que A; y Ay son algebras B, x B,, donde
m < pyn < q o bien son algebras B, con m,n < p. Supongamos, por ejemplo
que A; =B,, xB, y Ay = B,, x B, p1,p2 > my ¢,¢ > n. Como A; no es
subalgebra de Ay y Ay no es subdlgebra de Ay, necesariamente p; # po. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que p; < p,, entonces ¢» < ¢ y asi B, xB,, < B, xB,, v
B,, xB,, <B,, xB,, porlo que B, xB,, € K;AK,. Por otra parte, B,, xB,, contiene
a B, x B,, como subdlgebra, lo que implicaria que B,, x B,, & (BPK; : B,, x B,,),
absurdo. Si suponemos que A; = B, y Ay, = B, x B, basta considerar el algebra
B, X Bpin(r,q) Para llegar a un absurdo.

Un razonamiento analogo nos permite demostrar que M,,_; también es infimo
irreducible. [l

Proposicién 5.3.16. Las cuasivariedades (BPKq : B,, x B,,), y M,, son las unicas
subcuasivariedades infimo irreducibles de L(BPK).
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Demostracion. Sea K una cuasivariedad en BPK y consideremos el conjunto de sus
algebras criticas Cri(KC). Sabemos que éste es un conjunto decreciente y mostramos
anteriormente que K se puede escribir como una interseccion finita de subcuasivarie-
dades M,, y (BPK, : B,, xB,,) por lo que éstas resultan las tinicas subcuasivariedades
infimo irreducibles. U

Corolario 5.3.17. Toda subcuasivariedad de BPKqy es un infimo finito de subcua-
sivariedades de la forma (BPKo : B, x B,,) y M,,.

Observemos finalmente que los Teoremas 5.3.11 y 5.3.12 nos permiten obtener
una axiomatizacion para cada subcuasivariedad infimo irreducible. Para dar una
axiomatizacién para una cuasivariedad arbitraria de L(BPK,) sélo debemos tener
en cuenta como puede escribirse como interseccion de cuasivariedades infimo irre-
ducibles tal como se mostrd en esta seccion.

El siguiente objetivo sera determinar las cuasivariedades supremo reducibles en
L(BPKy). En primer lugar, notemos que por el Teorema 5.3.14 se deduce que
Cri(IC, vV K2) = Cri(Ky) U Cri(K,), para todo par de subcuasivariedades K; y
ICy. Luego, tenemos que Q(B; xB;) y Q(B;) son supremos irreducibles en L(BPK).

Lema 5.3.18. Las cuasivariedades BPKy y M, son supremo irreducibles en
L(BPKy), para cada n.

Demostracion. Si BPKy = K1 V Ky, uno de los conjuntos I; = {j : B; € Ky}
ol = {j: B, € Ky} es infinito. Si suponemos que I; es infinito, resultaria que
B, x B, € Ky cualquiera sean k, [, k < [. Y esto implicaria que BPKy = K;.

Si M,, = K1 V Ky, uno de los conjuntos I} = {j : B, xB; € K1} o I, = {j :
B, x B; € Ky} serfa infinito y asi M, = K; o bien M,, = KC,. O

Teorema 5.3.19. Q(B; xB;), Q(B;), BPK, y M,, son las unicas subcuasivariedades
supremo irreducibles en L(BPK).

Demostracion. Sea K una subcuasivariedad supremo irreducible de BPK,. Supon-
gamos que K # BPK, y que estd generada por una cantidad finita de algebras
criticas, es decir, Cri(K) = {A1,As,...,A,}, donde A, = B, x B, o A, = B;.
Luego K = \/;_, Q(Ay), pero como es supremo irreducible, £ = Q(A), para algin
k,1<k<n.

Supongamos ahora que K no esté finitamente generada. Entonces Cri(K) no es
un conjunto finito, pero como K # BPKy, el conjunto {j : B, € K} deber ser finito.
Luego, existe jo tal que Bj, € Ky Bj,11 € K. Otra vez, ya que K no esta generada
por una cantidad finita de algebras criticas debe existir 7o < jo tal que el conjunto
{k : B;, x Bx, € K} no sea finito. Si ig # jo entonces K no es supremos irreducible,
lo cual contradecirfa nuestra hipétesis. Debe cumplirse entonces que B;, x B, € K
para todo k y asi K = M. O
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En la siguiente figura se muestra el conjunto ordenado de todas las cuasivarieda-
des supremo irreducibles (recordemos que mn representa al dlgebra critica B, x B,
y n al algebra critica B,,).

BPKo
[ ]

Q(04)
9Q(03)
Q(02)

Q(01)

Q(0)
La importancia de determinar los elementos supremo irreducibles de L£(BPK,)
radica en el siguiente resultado.

Proposicion 5.3.20. Toda cuasivariedad K de BPKq es supremo de una cantidad
finita de cuasivariedades supremo irreducibles.

Demostracion. Es claro que si K = BPKy o K es una cuasivariedad finitamente
generada, el resultado se verifica. Supongamos que K # BPK, y que K no esta fi-
nitamente generada. En estas condiciones tenemos que los conjuntos {i : M; C K}
y {7 : B; € K} son no vacios y acotados. Si 4y y jo son los tltimos elementos de
estos conjuntos respectivamente, resulta que el conjunto P(ig, jo) = {kl : By x B, €
K and ig < k, jo < [} es finito (posiblemente vacio). Luego, podemos escribir

K=M,vOB;)v \/ QB xB).

kleP(io,jo0)
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Lo que muestra que K es supremo de una cantidad finita de cuasivariedades
supremo irreducibles. Il

Hemos encontrado entonces el reticulado de cuasivariedades L(BPK,), junto con
los elementos supremo reducibles e infimo irreducibles, asi como también un conjunto
de cuasi-identidades que caracterizan a cada uno de ellos.

5.4. Algunas conclusiones y consideraciones gene-
rales

En la Seccién 4.4 determinamos completamente el reticulado de subvariedades de
la variedad BPX junto con identidades que caracterizan a cada uno de sus elementos.
Una caracteristica importante de las variedades BPK, y BPK1, es que determinan
pares slpitting del reticulado de subvariedades de la variedad BPK. Recordemos que
un par splitting (a,b) de un reticulado L es un par de elementos del reticulado que
verifica a £ by para todo ¢ € L, a < ¢ 6 ¢ < b, en otras palabras, b es el elemento
mas grande que no esta sobre a.

Teniendo en cuenta el siguiente resultado se sigue que (V(4), BPK,), donde 4 es
la cadena de cuatro elementos, es un par splitting del reticulado de subvariedades de
la variedad BPK, es decir, V(4) € BPK, y para cada subvariedad V' del reticulado
de subvariedades de BPIC, se verifica que V(4) CV 6 V C BPK,.

Proposicién 5.4.1. Toda dlgebra subdirectamente irreducible en la variedad BPK
que no pertenece a la variedad BPICy contiene como subdlgebra a un dlgebra isomorfa
a4.

Demostracion. Si L es un algebra subdirectamente irreducible que no pertenece a
la variedad BPK, entonces, |Body(X(L)| > 1. Como L es un &lgebra subdirecta-
mente irreducible que pertenece a la variedad BPIC, por el Corolario 4.4.6 existe el
menor elemento denso d, cuyo elemento asociado en D(X(L)) es V; = Maxz. Por la
Proposicién 4.4.4, sabemos que X(L) no puede tener elementos que sean maximales
y minimales a la vez. Luego,

Vi=Mar < o¢(Vy) =Min < Vy=(6(Vy))°=X(L)\ Min.

Esto muestra que d < d’ en L. Ademés, como |Body(X(L))| > 1, obtenemos una
cadena 0 < d < d’ < 1 que claramente es subédlgebra de L pues d y d’ son elementos
densos. 0

Por otra parte, tenemos que el par (V(5), BPK;), donde 5 es la cadena de 5
elementos, es también un par splitting del reticulado de subvariedades de BPK como
lo demuestra la siguiente proposicion.
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Proposicién 5.4.2. Toda dlgebra subdirectamente irreducible en la variedad BPK
que no pertenece a la variedad BPIC, contiene como subdlgebra a un dlgebra isomorfa
ad.

Demostracion. Si L es un algebra subdirectamente irreducible que no pertenece a
la variedad BPK; entonces, |Body(X(L))| = 2. Sean ¢(P) C P los dos elementos
de Body(X(L)). Como en la demostracion de la Proposicién 5.4.1 tenemos que los
elementos del dual asociados a d y d’ son comparables y vale V; C V. Si ahora
consideramos ademds el elemento W = Maxz U { P}, entonces tenemos la siguiente
cadena de 5 elementos

0 Cc Max C Max U{P} C Max U {¢(P),P} C X(L)
que claramente es subédlgebra de L pues son todos elementos densos y W/ = W. O

Estos resultados nos dan una caracterizacion algebraica de las variedades BPKq
y BPK1, ya que nos dicen que las tnicas algebras subdirectamente irreducibles que
estan en dichas variedades son aquellas que no contienen como subalgebra a 4 6 a
5 respectivamente.

En la segunda parte de esta tesis, hemos considerado las siguientes subvariedades
de las algebras pseudocomplementadas de Kleene que se muestran en el siguiente
grafico:

PK
BPK < «PK
BPK,»  +PK

BPK,*

Las subvariedades BPK; y BPK, estudiadas estdn incluidas en las variedades
P, y PKy respectivamente y esta inclusion es estricta. Para mostrar esto, basta
mostrar que existen pk-algebras que tienen cero 6 un elemento en su body, pero no
son bundle, es decir, no todo elemento no maximal esta contenido en todo elemento
maximal. Por ejemplo, las pk-algebras cuyos espacios duales asociados son los que
se muestran en la figura, si bien no tienen elementos en su body, por lo que estan
en la variedad Py, no cumplen con la condiciéon bundle, por lo que no pertenecen

a la variedad BPIC,.
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PO Y:e e

Si bien el problema de determinar el reticulado de subvariedades de PK es com-
plejo, jse podran determinar los pares splitting en el reticulado de subvariedades de
PK? Un problema interesante que nos gustaria abordar en un futuro seria determi-
nar completamente el reticulado de subvariedades de la variedad PXy. Notemos que
en esta variedad, se puede probar que es posible definir una implicacién de Heyting.
Ademas los espacios duales asociados a sus algebras subdirectamente irreducibles,
al estar formados sélo por elementos maximales y minimales tales que ¢p(U) C U se
pueden asociar a grafos simples. Estas caracteristicas, junto con la caracterizacién
de subalgebras dadas en el Capitulo 3 para las algebras de De Morgan Heyting,
podrian resultar de gran ayuda para lograr dicho objetivo.
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