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Resumen

Esta tesis tiene como objeto el estudio de dos temas principales: en primer lugar nos
abocamos al estudio de una clase de calculos de Gentzen, los hipersecuentes; y en segundo
lugar, abordamos el estudio de ciertas logicas a las que dan lugar las algebras tetravalentes
modales. Ambos temas quedaran relacionados, como veremos en el Capitulo III.

Los hipersecuentes son una generalizacién natural de los secuentes ordinarios que resultan
ser una herramienta muy adecuada para presentar formulaciones estilo Gentzen de diversas
légicas con la muy deseable propiedad de eliminacién de corte (cut-elimination property).
En los anos recientes, el desarrollo de métodos para combinar logicas ha recibido mucha
atencién, y las motivaciones para que esto suceda provienen de dreas tan disimiles como
la Filosofia y las Ciencias de la Computacién (ver, por ejemplo, [13] y [15]). El fibring
categorial (también conocido como fibring algebraico) introducido en [55], ha demostrado
ser una herramienta amplia y poderosa para combinar logicas.

Por otro lado, la clase TMA de las algebras tetravalentes modales fue considerada por
primera vez por Antonio Monteiro, y fueron estudiadas principalmente por I. Loureiro,
A.V. Figallo, A. Ziliani y P. Landini. Posteriormente, J.M. Font y M. Rius en [31] se

interesaron en las légicas a las que dan lugar los aspectos reticulares de estas dlgebras.

X



Estos mismos autores introdujeron un calculo de secuentes para una de estas légicas, a

saber, T ML.

En el Capitulo II, presentamos un modo alternativo de formular célculos de hipersecuentes
mediante la introduccion de metavariables para formulas, secuentes e hipersecuentes res-
pectivamente, en el lenguaje objeto. Se introduce una categoria adecuada de calculos
de hipersecuentes y se definen ambos tipos de fibring: restringido y no restringido. Los
morfismos introducidos resultaran ser una novedosa nocién de traduccién entre logicas
la cual preserva meta-propiedades en un sentido fuerte. Finalmente, exploraremos al-
gunas caracteristicas de preservacion, en particular mostraremos un resultado sobre la

preservacién por fibring de la propiedad de interpolacién de Craig (CIP).

En el Capitulo III, retomamos la cuestion de investigar diferentes aspectos légicos de
las TMAs. Considerando la implicacién contrapositiva introducida por A. Figallo y P.
Landini en [28], introducimos tres célculos de Hilbert distintos para la l6gica 7 ML, como
asi tambien, un sistema de tableau correcto y completo para la semantica de las TMAs.
Los aspectos paraconsistentes de 7ML también son analizados desde el punto de vista
de las Logicas de la Inconsistencia Formal, introducidas por W. Carnielli y J. Marcos
en [18], y posteriormente estudiadas en [17]. La légica tetravalente modal normal 7 MLY
es luego estudiada. Finalmente, probamos que ambas légicas son sublégicas propias del

calculo proposicional clasico que no son maximales.

En el Capitulo IV, mostramos que el calculo de secuentes presentado por Font y Rius
en [31] para 7 ML no tiene la propiedad de eliminacién de corte. Formulamos, entonces,
un calculo de hipersecuentes correcto y completo con respecto a 7ML que si tiene esta

tan deseable propiedad.



Finalmente, en el Capitulo V, motivados por el problema de enriquecer a 7ML con una
implicacion deductiva, probamos que las algebras tetravalentes modales de A. Monteiro
enriquecidas con un complemento booleano coinciden con las dlgebras de De Morgan
enriquecidas con un complemento booleano, o equivalentemente, con las algebras de Boole
enriquecidas con una negacion de De Morgan. Estas ultimas son denominadas algebras
de Boole involutivas (o simétricas) (IBAs), introducidas por Gr. Moisil y principalmente
estudiadas por A. Monteiro. Probamos que las IBAs son la contrapartida algebraica de la
l6gica modal S5 que satisface ecuaciones adicionales. De esta manera, la logica que puede
asociarse naturalmente a las IBAs es una extension modal propia de S5. Presentamos
un calculo de Hilbert correcto y completo para esta extension de S5 en el lenguaje de las

IBAs, esto es, sin modalidades.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of two main topics. In the first place we focus on the
study of a particular class of Gentzen systems, the so called hypersequents; and in the
second place, we address the study of certain logics which are given raised by tetravalent
modal algebras. Both topics will be relate as we will see in Chapter III.

Hypersequents are a natural generalization od ordinary sequents and turned out to be a
very suitable tool for presenting Gentzen style formulations of diverse logics with the very
desirable cut-elimination property. In recent years, methods for combining logics have
gained a lot of attention, and motivations come from different areas such as Philosophy
and Computer Science (see for instance [13] y [15]). Categorical fibring (also known as
algebraic fibring) introduced in [55], has shown to be a very wide and powerful tool for
combining logics.

On the other hand, the class TMA of tetravalent modal algebras was first considered by
Antonio Monteiro, and were studied mainly by I. Loureiro, A.V. Figallo, A. Ziliani and
P. Landini. Later, J.M. Font and M. Rius en [31] were interested in the logics that can be
defined taking into account the lattice—theoretical aspects of these algebras. These same

authors introduced a sequent calculus for one of these logics, namely, 7 ML.
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In Chapter II, we present an alternative way to formulate hypersequent calculi introducing
meta—variables for formulas, sequents and hypersequents, respectively, in the language.
A suitable category of hypersequent calculi and both kind of fibring: constrained and
unconstrained. The introduced morphisms turned out to bea novel notion of translation
between logics which preserve meta—properties in a strong sense. Finally, we explore some
preservation features,in particular we show a preservation result by fibring of the Craig

interpolation property (CIP).

In Chapter III, we retake the study of different logical aspects of TMAs. Considering the
contrapositive implication introduced by A. Figallo and P. Landini in [28], we introduce
three different Hilbert calculus for the logic 7 ML, as well as, a tableau system sound and
complete with respect to the semantics of TMAs. The paraconsistent aspects of 7ML
also are analyzed under the point of view of Logics of Formal Inconsistency, introduced
by W. Carnielli and J. Marcos in [18], and later studied in [17]. Normal modal tetravalent
logic TMLY is also studied. Finally, we prove that both logics are proper sublogics of

classical propositional calculus that are not maximal.

In Chapter IV, we show that the sequent calculus presented by Font and Rius en [31]
for 7 ML does not admit the cut—elimination property. So, we formulate a hypersequent

calculus sound and complete with respect to 7ML which does admit the so longed

property.

Finally, in Chapter V, motivated by the question of enrich 7ML with a deductive im-
plication, we prove that Monteiro’s tetravalent modal algebras enriched with a boolean

complement coincide with De Morgan enriched with a boolean complement, or equiva-

Xiv



lently, they coincide with Boolean algebras enriched with a De Morgan negation. The
latter are called involutive Boolean algebras (or symetric Boolean algebras) (IBAs), in-
troduced by Gr. Moisil and mainly studied by A. Monteiro. We prove that IBAs are an
algebraic counterpart to yhe modal logic S5 that satisfies some additional equations. So,
the logic that naturally can be associated to IBAs is a proper modal extension of S5. We
present a Hilbert calculus sound and complete with respect to this extension of S5 in the

language of IBAs, i.e., without modalities.
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Capitulo I: Preliminares 1

1 Capitulo I: Preliminares

Este capitulo consiste de resultados y definiciones ya conocidos en la literatura, y que
componen la base tedrica de las investigaciones desarrolladas en esta tesis a partir del

Capitulo 2.

1.1 Teoria de la demostracion.

La Teoria de la Prueba es el area de la légica que estudia el concepto de demostracion
matemadtica o prueba. Puesto que la nociéon de demostracion juega un rol central en
matematica como el medio por el cual se establece la veracidad o falsedad de una proposicién,
la Teoria de la Prueba es, en principio al menos, el estudio de los fundamentos de toda la
matematica.

Existen dos puntos de vista diferentes respecto de lo que es una demostracion. El primero
afirma que una demostracién es una convencion social por la cual los matematicos se con-
vencen unos a otros de la veracidad de un teorema. Es decir, una demostracion se expresa
en lenguaje natural, mas la posibilidad de agregar simbolos y graficos; y es suficiente para
convencer a un experto de la correctitud de un teorema. Por supuesto, es imposible definir
con precision qué constituye una demostracion valida en este sentido y los estandares de
pruebas validas pueden variar con el tiempo y la audiencia. El segundo punto de vista

es de alcance mas limitado: una prueba consiste de una cadena de simbolos, que satisface
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cierto conjunto de reglas precisamente establecido, la cual demuestra un teorema, el cual,
a su vez, debe ser expresado como una cadena de simbolos. Las demostraciones de esta
ultima clase se denominan formales para distinguirlas de las sociales.

La Teoria de la Prueba (PT por proof theory) tiene que ver casi exclusivamente con el
estudio de las demostraciones formales. Esta rama de la légica halla su justificacion en el
hecho que las demostraciones sociales y formales estan estrechamente ligadas y solo estas
ultimas pueden ser objeto de un analisis matematico riguroso. La principal tarea de la
PT puede resumirse en lo siguiente: formular un sistema logico y conjunto de axiomas que
sean apropiados para formalizar las demostraciones matematicas y caracterizar aquellos
resultados de la matematica se infieren a partir de ciertos axiomas. En segundo lugar,
estudiar la estructura de las demostraciones formales, por ejemplo, encontrar formas nor-
males para las pruebas y establecer hechos sintacticos acerca de ellas. En tercer, estudiar
que clase de informacion adicional puede ser extraida de las pruebas, mas alla de la validez
del teorema probado. En muchos casos, las pruebas pueden contener informacién com-
putacional o constructiva. Finalmente, estudiar cual es el mejor modo para construir
una prueba, por ejemplo, que clase de pruebas pueden ser generadas eficientemente por

computadoras.

1.1.1 Calculos de Hilbert

Los céalculos de Hilbert son tal vez los sistemas de prueba mas conocidos. Estos consisten,
usualmente, de un pequeno conjunto de reglas que genera un conjunto de formulas distin-
guidas (teoremas) a partir de un conjunto inicial de férmulas (axiomas). Tales sistemas
proveen una estructura flexible para presentar logicas y pueden relacionarse facilmente
con sus correspondientes clases de algebras.

En general, solo se necesita considerar cierto “conjunto de estructuras” distinguidas.

Luego, las demostraciones (formales) y reglas de inferencias son construidas a partir de
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miembros de este conjunto como sigue.

Definicién 1.1.1 Llamaremos regla de inferencia (proposicional) a todo par ordenado de
la formar = ({P1,...,0u}, Bus1) tal que By, ..., By, Buy1 son formulas. A las férmulas
B1y.. oy Bn las denominamos las premisas de v y a (3,41 la conclusion. En el caso e que

n =0 (o sea, el conjunto de premisas es vacio) la regla es llamada de axioma.

Definicién 1.1.2 Sear = ({f1,..., 00}, Bns1) una regla de inferencia. Una instancia de
res un par v = ({f, ..., 0.}, B1) tal que cada formula () es obtenida de [3; por susti-
tucion uniforme de cada variable proposicional p; por una féormula v;, parat =1,...,n+1
yj=1,...,k Aqui, estamos asumiendo que {p1,...,pr} es el conjunto de todas las

variables proposicionales que ocurren en las formulas de la regla .

Por ejemplo, la conocida regla de inferencia Modus Ponens puede ser vista como un
par MP = ({p1,(p1 — p2)},p2). Si consideramos una substitucion uniforme en que las
variables proposicionales p; y ps son substituidas por las féormulas a y 3, respectivamente,

entonces M P' = ({«a, (« — )}, 3) es una instancia de MP.
Definicién 1.1.3 Un cdlculo de Hilbert consiste de un conjunto de reglas de inferencia.
Entonces, una demostracién formal se define como sigue.

Definicién 1.1.4 Sea I' U {a} un conjunto de formulas. Diremos que « es derivable en
un cdlculo de Hilbert H a partir de ', y escribimos I' by «, si existe una secuencia finita
de formulas oy . .. oy, tal que oy, es a y todo «; es tanto una instancia de un axioma de 'H,
o o; €T, o existe una instancia ' = ({51,..., 8.}, Br,11) de alguna regla de inferencia r
de H tal que o; = B, y{B1, ..., 0} S{oa,...,a;_1}. La secuencia ay...on, se dice

una demostracion formal en H.
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Esta definicién de derivacién cambia cuando tratamos con légicas modales (es decir, con-
teniendo operadores de necesidad [ y de posibilidad <), asi como una implicacién — y

una conjuncién A), como sigue.

Definicién 1.1.5 (1) Una derivacion de la formula a en un cdlculo de Hilbert modal H
es una secuencia finita de formulas « ... «a, tal que oy, es a y todo oy es una instancia
de un azioma de H o existe una instancia v’ = ({51,..., 8.}, Br1) de alguna regla de
inferencia v de H tal que o; = B, y {61,..., 00} C {a1,...,i_1}. Decimos que a es

deriwable en el calculo de Hilbert modal 'H, y escribimos Fy «, si existe una derivacion
de ella.

(2) Sea T" un conjunto de formulas. Decimos que « es derivable en H a partir de T', y
escribimos T by v, st Fyy o 0 bien existe un subconjunto finito, no vacio {vi,..., v} de

[ tal que (v A (2 A (oo A(Yae1 AYn) -+ 1)) — « es derivable en 'H.

Notemos que las légicas modales pueden ser vistas como légicas de teoremas. Es
decir, apenas interesa demostrar teoremas, y las demostraciones a partir de premisas son

colocadas em funcién de demostrar ciertos teoremas, como vimos en el item (2) de la

Definicién 1.1.5.

1.1.2 CAlculos de secuentes

Los célculos de secuentes, introducidos por primera vez por Gentzen en [35] (ver también
[36]), son el sistema mas elegante y flexible para escribir pruebas. En esta seccién desa-
rrollaremos un célculo de secuentes para la 16gica proposicional clasica sobre el lenguaje
=, A\, V'y D (CPL por classical propositional logic).

En los célculos estilo Hilbert, cada linea de una prueba es una férmula, sin embargo, en
las demostraciones de calculos de secuentes cada linea es un secuente. Un secuente es una

expresion de la forma:
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ala"'aakl_ﬁla"wﬁl (1)

donde el simbolo F es un nuevo simbolo denominado deduccidn de secuentes (no debe ser
confundido con el simbolo de implicacién D) y donde «; y 3, son férmulas para 1 <i <k
yl<j<l

El significado intuitivo de un secuente es que la conjuncion de los «s implica la disyuncién

de los }s. De esta forma el secuente anterior es equivalente a la férmula

k l
/\ 7] \/ ﬁla
i=1 j=1

donde los simbolos \/ y A representan conjunciones y disyunciones, respectivamente, de
miultiples férmulas. Adoptamos la convencién de que la conjuncién vacia (cuando k = 0)
tiene el valor “verdadero”, y la disyuncién vacia (cuando [ = 0) tiene el valor “falso”.
Luego, el secuente - « tiene el mismo significado que la afirmacién de la férmula «,
y el secuente vacio F es falso. Un secuente se dice que es valido si, y solo si, su
correspondiente féormula asociada lo es. La secuencia de férmulas o, ..., ax se dice el

antecedente del secuente (1), y fi,..., [ el sucedente.

Una prueba (o demostracion) en un calculo de secuentes consiste de un arbol con raiz
(algunas veces un grafo dirigido aciclico) en el cual cada nodo es un secuente. La raiz del
arbol, ubicada en la parte inferior del arbol, se denomina el secuente final y es el secuente
probado. Las hojas, ubicadas en la parte superior del arbol, se denominan secuentes
iniciales o ariomas. Usualmente, los inicos secuentes iniciales permitidos son los axiomas
l6gicos de la forma o F « donde a es una formula atémica.

A diferencia de los secuentes iniciales, cada secuente en un prueba debe ser inferido a
partir de una regla de inferencia de secuentes (o simplemente regla de inferencia). Una

regla de inferencia de secuentes es una expresion de la forma
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Sp...8,
B @

donde n es un entero positivo y Si,...,S,,S son secuentes. La regla (2) indica que el

secuente S, llamado secuente inferior, puede ser inferido a partir de los secuentes S ... .5,

denominados secuentes superiores de la regla de inferencia respectivamente.

Observacion 1.1.6 Las reglas de inferencia vdlidas son esquemdticas vy, generalmente,
las letras o y 3 denotardn férmulas arbitrarias y I' y A denotardn conjuntos de formulas

arbitrarios.
A continuacion definiremos un calculo de secuentes para CPL que denotaremos PK.

Definicién 1.1.7 Célculo de secuentes PK:

Axiomas:
al«
Reglas estructurales:
e . A e r-A

(Debilitamiento a izquierda) m (Debilitamiento a derecha) m

r Im=A kA A
(Intercambio a izquierda) F:g:g:ﬁ (Intercambio a derecha) ﬁ

r A I'EA
(Contraccion a izquierda) % (Contraccién a derecha) Fl——ﬁé

I'EA '=A
(Corte) "

'-A
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Reglas Légicas:

Ia,fFA
LaAfEA

'-Aa THAQS
'EAanp

(A a izquierda) (A a derecha)

o al'FA B TEA '-Aap
h -
(V a izquierda) aVATEA (V a derecha) TFA aVs
- T'Aa al'FA
(- a izquierda) SaTFA (— a derecha) TF A, —a
T A T A r-A
(D a izquierda) - Sa@ FﬁI’— A (D a derecha) %

Decimos que I' = A es probable en PK, y notaremos PK = I F A, si tiene una
demostracién en PK (o una PK-demostracion). Si « es una férmula, escribimos PK = «
para significar que PK = F a.

Como es bien sabido, la regla de corte juega un rol fundamental en los célculos de se-
cuentes, puesto que PK es completo aun sin considerar la regla de corte. Sin embargo,
el uso de esta regla permite obtener demostraciones significativamente mas cortas. Una

prueba se dice que es libre de corte (cut—free) si en ella no se hace uso de la regla de corte.

Proposicién 1.1.8 (Propiedad de la subformula) Si P es una PK—demostracion libre
de corte, entonces toda formula que ocurre en P es una subformula de una formula en el

secuente final de P.

Teorema 1.1.9 (Completitud y Correctitud) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) PK k= a,
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(i1) « es una tautologia.

Un resultado muy importante en la Teoria de la Demostracion es el denominado Teorema
de eliminacion de Corte (Cut—elimination Theorem). Este teorema establece que si un

secuente tiene una PK-demostracion, entonces tiene una PK-demostracion libre de corte.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Eliminacion de Corte) Si el secuente I' = A es probable

en PK, entonces existe una PK -demostracion libre de corte de I' = A.

La eliminacion de corte en un calculo de secuentes esté relacionada en general con la

decibilidad del célculo.

1.1.3 CAlculos de secuentes formales

Con la intension de abordar la cuestion de recuperar un sistema légico dado a partir de
combinar algunos de sus fragmentos, M. Coniglio en [21] propuso un marco formal para
presentar calculos de secuentes de la mas diversa naturaleza. Utilizando el lenguaje de
Teoria de Categorias, introdujo la categoria Seq de los calculos de secuentes con sus
morfismos. La caracteristica principal de esta categoria es la preservaciéon por morfis-
mos de meta-propiedades de la relacion de consecuencia, haciendo de estos una poderosa
herramienta para traducir légicas. En esta seccién, repasaremos los resultados mas desta-
cados de [21], modificando en algunos casos la notacién para dejar la exposicién mas

homogénea con la del Capitulo 2.

En adelante, consideraremos fijo el conjunto numerable X = {X; : i € N} de simbolos
denominados wvariables de conjuntos, y un conjunto numerable = = {§ : i € N} de

simbolos denominados variables esquema de modo tal que X N = = (.
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Definiciéon 1.1.11 Una signatura proposicional (o simplemente signatura) es un con-
Junto numerable C = {C; : i € N} de conjuntos donde (X NE = C;NC; =0 para
todo 1,7 € N tal que i # j). El soporte de C es |C| := |JC. Los elementos de C,
se denominan conectivos n-arios de C. Los elementos en Cy se denominan constantes de
C. El dlgebra de tipo C' absolutamente libre generada por = se denota por L(C). A los

elementos de L(C) se los denomina férmulas.

Puesto que solo se trata con estructuras logicas, las variables esquema juegan el rol usual
asignado a las variables proposicionales, i.e., como generadores del lenguaje. Por otro
lado, las variables de conjunto son incluidas con el objeto de representar a conjuntos de
formulas arbitrarios dentro del lenguaje formal para célculos de secuentes que se define

abajo.

Definicién 1.1.12 (M. Coniglio, ver [21]) Sea C una signatura proposicional. Una afir-
macién general (o secuente) sobre C' es una expresion de la forma (A;T|A; B) donde
')A C L(C) y A, B son conjuntos finitos de variables tales que TUAU AU B # (. Una
afirmacion sobre C' es una afirmacion general sobre C tal que A = B = (). Algunas veces
denotaremos A;T" = A; B en lugar de (A;T|A; B). Con GenA(C) y Asse(C) deno-

taremos al conjunto de afirmaciones generales y afirmaciones sobre C', respectivamente.

Como es usual, frecuentemente escribiremos I', T y T', ¢ en lugar de TUT" y ' U {p},
respectivamente. Ademas, escribiremos X y X,Y en lugar de {X} y {X, Y}, respectiva-
mente, para cualquier variable X e Y. De esta manera, por ejemplo, (I', I|A, ¢) denotara

la afirmacién general ((; T UT'|A U {¢};0).

Definicién 1.1.13 (M. Coniglio, ver [21]) Sea C una signatura proposicional. Una regla
de afirmacién general sobre C es una expresion de la forma r = (Y, (A;T|A; B)) tal

que TU{(A;T|A; B)} es un subconjunto finito de GenA(C). Si T =0, entonces se dice
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que 1 es un azioma. Un célculo de secuentes sobre C' es un par A = (C, R) tal que C
es una signatura y R es un conjunto de reglas de afirmacion general. Diremos que T
son las premisas de v y (A;T|A; B) la conclusion, y lo notaremos prem(r) y conc(r),

respectivamente.

Por simplicidad, una regla de afirmacion general de la forma

({(A1;T1]AG By, -+, (A T Ay Ba) b, (AT A; B))
serd denotada de la forma
ATy A By - ATy = Ay B,

AT = A;B ’
y un axioma {((, (A;T'|A; B)) serd denotado

AT = A;B

Dada una signatura C, una sustitucion sobre C' es una funcién o : = — L(C'). Denotare-
mos con ¢ : L(C) — L(C) al unico homomorfismo que extiende a o a todo L(C). Una
instanciacion sobre C' es una funciéon ¢ : X — Py, (L(C) U X), donde Py (L(C) U X)
denota al conjunto de todos los subconjuntos finitos de L(C') U X. Si o(X) € Pyin(L(C))
para todo X € X, entonces g se dice una instanciacion bdasica sobre C'. Dada una susti-
tucién o y una instanciacion g, la funcién (o, 0) : GenA(C) — GenA(C') se define como

sigue: para el secuente (A;I'|A; B) considere los siguientes conjuntos:
AL ={Y e X:Y € o(X) para algin X € A} = (Uyc, 0(X)) NA;

420 = {0 € L(C) s ¢ € o) para algin X € A} = (Uyes 0(X)) N L(O).

10
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Entonces,

(0,0) (AT = Ay B) = (A%;0(D) U AJ ) = 6(A) U By BY).

Definicién 1.1.14 Sea A = (C,R) un cdlculo de secuentes, y sea A;T = A; B un se-
cuente sobre C. Decimos que A;I" = A; B es probable en A si existe una secuencia

finita

(A1; T A By, -+ (A T | Ay By)

de elementos de GenA(C) tal que (An; Tn|An; Br) = (A;T|A; B)Y y, para todo 1 < i < n,

existe una regla r € R, una sustitucion o y una instanciacion o sobre C' tal que:
o (0,0)(prem(r)) C {{A;T1|Ay; Br), -+ (Aim Tica|Ai—1; Bica) },

o (A; 1Ay B;) = (0, 0)(cone(r)).

Utilizando esta nocion de derivacion es posible definir una relacién de consecuencia de
multiples conclusiones sobre C'. Dado un céalculo de secuentes A, T' 4 A si, y solo si,
I' = A es derivable en A.

Sin dificultad, se extiende la nocién de derivacién en un célculo de secuentes utilizando

secuentes como premisas, es decir, como hipotesis.

Definicién 1.1.15 Dado un conjunto 2 = {(A;T1|A1; By), -+, (An; Th|Ap; Bu)} de se-
cuentes, diremos que el secuente (A;T'|A; B) es derivable en A a partir de 2, denotado

por

ATy - Ay By -+ Ay Ty = Ay By
AT = A;B ’

si existe una secuencia finita
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(Ai;Ti|A By, -+, (A Do | A Bra)
de elementos de GenA(C) tal que (Ap; Tl Ap; Bi) = (A;T|A; B) y, para todo 1 < i < m,
o bien (Ap; Tl A Bi) € Q, 0 bien, existe r € R, una sustitucion o y una instanciacion

o sobre C' tal que:
e (0,0)(prem(r)) C {(/_11;1_‘1|Al;f31), Tty <Ai—1;fi—1|Ai—1§Bi—1>}; Y
° <Ai;Fi|Ai;Bi> = (07 Q)(conc(?“)).

Claramente, A;I' = A; B es probable en A si, y solosi, A;T" > A; B es derivable en A

a partir de vacio. Esto es,

AT - A B’
Dadas dos sustituciones o, ¢’ y dos instanciaciones o, o’ sobre C' respectivamente, se
define la composicién (conjuntista) (o, ) o (¢/, ') := (0 -0', 0 ¢') como sigue: o -0’ es la
sustitucién sobre C' tal que o - 0/(§) = 6(0'(€)) para todo £ € Z. Por otro lado, ¢ - ¢ es

la instanciacion sobre C' tal que

donde, para s € L(C)U X,

o(s) siseX,

{s} sise L(C).
Entonces, (o, 0) o (¢/,0")((A;T|A; B)) = (0,0)((¢', 0')((A;T|A; B))) para todo secuente
(A;T|A; B).

12
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Proposicién 1.1.16 Sea A un cdlculo de secuentes sobre la signatura C' y sea £ U
{{A;T|A; B)} un subconjunto finito de GSen(C') tal que (A;T'|A; B) es derivable en A a
partir de Q. Entonces, (o, 0)((A;T|A; B)Y) es derivable en A a partir de (o, 0)(Q2), para

toda sustitucion o y toda instanciacion o sobre C, respectivamente.

Recordemos que en [21] fue definida la nocién de morfismo de signaturas del siguiente

modo:

Definicién 1.1.17 (M. Coniglio ver [21]) Llamaremos categoria de signaturas, y la deno-
taremos con Sig, a la categoria cuyos objetos son las signaturas proposicionales y, dadas
las signaturas C* y C?, un morfismo h : C* — C? en Sig es una funcién h : |C*| — L(C?)
tal que h(§) = &, para & € Z y h(c) es una formula que depende a lo sumo de las va-
riables esquemas &1, ..., &, siempre que ¢ € C}. En particular, h(c) € CZ si ¢ € Cj.
Sif:C"— C?*yg: C?— C? son dos morfismos en Sig se define la composicion
fog:Ct— C? en Sig como el morfismo obtenido por la funcién f o g : |CY| — L(C3),
donde la funcién f : L(C?) — L(C®) se define:

f(ﬁ) =&, para £ € Z; f(c) = f(c), para c € C¢;

~

flelprs - von) = FOU (@1)s s flon)) parace Cpn > 1.

El morfismo identidad ide : C' — C para la signatura C' es la funcién ide : |C| — L(C)
tal que idc(c) = c(&1, .. .,&,) si c € Cp. En particular, idc(c) = ¢, si ¢ € C°.

Recordemos también que si (A;T'|A; B) es una afirmacién general sonbre C!' y h: C* —
C? es un morfismo de signatura entonces h({A;|A; B)) es, por definicién (ver [21]), la

afirmacién general (A; h(D)[h(A); B) sobre C2.
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Definicién 1.1.18 Si (A;T|A; B) es un secuente sobre C* y h : C' — C? es un mor-
fismo de signatura, entonces h({A;T|A; BY) se define como el secuente (A; h(T)|h(A); B)
sobre C?. Ademds, dada una regla de afirmacion general v, entonces ﬁ(r) es la regla de
afirmacion general (h(prem(r)), h(conc(r))) sobre C2.

Observacion 1.1.19 En la definicion anterior se asume tdcitamente que fL(X) = X para

todo X € X.

Definicién 1.1.20 La categoria Seq de los cdlculos de secuentes se define como sigue:
sus objetos son cdlculos de secuentes de la forma A = (C, R) tal que C es una signatura
proposicional. Dados dos cdlculos de secuentes A; = (C*, R;) (parai = 1,2), un morfismo
h : A — Ay en Seq es un morfismo h : C' — C? en Sig tal que, para toda regla
r € Ry, se tiene que h(conc(r)) es derivable en Ay a partir h(prem(r)). La composicién

de morfismos y el morfismo identidad en Seq son como en Sig.

La siguiente proposicion muestra que, en efecto, la nocion de morfismo en Seq asegura la

preservacién de meta-propiedades.
Teorema 1.1.21 Sea h : Ay — As un morfismo en Seq y supongamos que

ATy = Ay By -+ Ay T = Ay By,
AT = A;B ’

vale en Ay. Entonces,

Ay h(Ty) = h(A1); By -+ An; h(T,) = h(A,): B
A;R(T) = h(A); B

vale en A,.

14
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Esta caracteristica de los morfismos Seq tiene un profundo impacto en la fortaleza del
proceso de combinacién entre légicas denominado fibring. Como se muestra en [21], la
preservacién de meta-propiedades es lo que permite reconstruir una légica mediante el
fibring de dos o mas fragmentos de ella.

La existencia de un morfismo entre dos calculos de secuentes requiere algin tipo de com-
patibilidad entre ellos. Més precisamente, diremos que una regla de calculos de secuentes
r es estructural si no hay ocurrencias de conectivos en r. Por ejemplo, la regla de corte,
debilitamiento, y contraccién son reglas estructurales. Como consecuencia de la nocién

de morfismo h en Seq, se tiene que debe ser ﬁ(r) = r para toda regla estructural r.

Ejemplo 1.1.22 Considere las siguientes signaturas para la l6gica proposicional cldsica:
C' tal que Cy ={L}; C3 ={=} y C}=0, paratodon>3yn=1.
C? tal que CZ ={T}; Cl ={=};C3={Vv} y C!=0, paratodon > 3.

Sea el cdleulo Ay = (C, Ry) para la Idgica proposicional cldsica sobre C' donde Ry con-

siste de las siguientes reglas, donde X,Y, Z, W son variables y &, &' son variables esquema.

XY X>Y XY Z-&W
X; =&Y X, Z =Y X=Y Z X, Z =Y W
X =&Y X;&8 =Y X; =87
X; LY X;(=¢) =Y X = (¢=¢)Y

Notemos que las primeras cuatro reglas son estructurales.
Consideremos ahora el cdlculo de secuentes Ay = (C?, Ry), en el cual a las cuatro primeras

reglas del calculo anterior se le anexan las reglas abajo.

X =&Y X;&E-Y
X;=& =Y X =&Y

15
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X:&E-Y X;¢ =Y X =&£8Y
X;(Eve)-Y X =Eveyy

Claramente Ay es adecuado para la I6gica proposicional cldsica sobre C%. Consideremos

los siguientes morfismos en Sig:
o 1:C"— C? tal que h(L)=-T y h(=)= (=& VE).

o N :C? - Cl tal que W(T)=1L= L; (&) =¢ (paraé V), N(=)=& = Ly
W(V)= (&= 1) = &)

Es fdacil chequear que ambos morfismos en Sig son también morfismos en Seq. En efecto,

las siguientes derivaciones en As

X = &Y (Hip) o .
X~ 1Y X ~E~Y X8 -V (Hip)
X;—lL =Y’ X; ¢V =Y ’

X;& =&Y (Hip)
X = 68LY
X>=-¢EVE =Y

muestran que h : C' — C? en un morfismo en Seq. Por otro lado, las derivaciones en

Ay

X;{ = Y(Hip)
X; 1= 1Y X = &Y (hip) X;1L=Y X6 1Y
X-1l=1Y X:&= 1Y ’ X=&= 1Y




Capitulo I: Preliminares 17

X, ¢ =Y (Hip)
X;&- 1Y
X>=(E=1)Y

X;¢=1)=¢>Y ’

X;€ = Y(Hip)

X - ¢,&Y(Hip) X;1 =&Y
X:{= L&Y ’
X-E=1)=¢Y

muestran que h' : C? — C también es un morfismo en Seq.

1.1.4 Combinacion de calculos de secuentes - fibring

Recientemente, el desarrollo de métodos para combinar légicas ha obtenido mucho atencién,
y las motivaciones provienen de areas tan disimiles como la Filosofia y las Ciencias de
la Computacion (cf. [13]). En general, légicas presentadas de diferentes modos requieren
técnicas de combinacién ad hoc. El fibring categorial introducido en [55], ha mostrado
ser una herramienta muy 1til y amplia para combinar légicas, permitiendo combinar una
vasta clase de sistemas 1dgicos de diversas naturalezas (ver [15]).

En general, es posible definir dos tipos diferentes de fibring: fibring no restringido, en el
cual no se comparten constructores légicos de las logicas cobinadas, y fibring restringido
en el cual algunos constructores son compartidos.

El siguiente resultado es conocido (ver [55]).
Proposicion 1.1.23 La categoria Sig tiene coproductos finitos.

Dadas las signaturas C! y C?, el coproducto de C* y C? serd denotado por C' @ C?, con

inyecciones canénicas i; : C* — C' @ C? y iy : C? — C' @ C%. Es importante notar que
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C! @ C? se obtiene simplemente como la unién disjunta de C' y C? en todos los niveles,

i.e., (C' @ C?); es la unién disjunta de C} y C?, para todo k € N.

Definicién 1.1.24 Sean A; = (C?, R;) dos cdlculos de secuentes (j = 1,2). El fibring
(categorial) de Ay y Ay es el cdlculo de secuentes C' @ C? = (C, R) donde

e O =C'p 0%

o R = {Z'A1<7’1> 1ry € Rl} U {ZAQ(TQ) 1Ty € RQ}

i1 y iy son las inyecciones candnicas del coproducto C* @& C? y 1;(r;) es como en la

Definicion 1.1.18 para j = 1,2.

Ejemplo 1.1.25 Negacion intuicionista y cldsica.
Sea C™ la signatura que solo contiene un simbolo de negacion — € C|. Consideremos
el cdlculo de secuentes A = (C7,R') dado por las siguientes reglas, donde X,Y son

variables y &, & son variables esquema.

X =& X = X -
X €& XY =& XY =~ X =&

X =& Y &= ¢ X =& Y€ -
XY = ¢ XY -
X &= X =€ Y - ¢
X = ¢ XY =

Claramente, A% es un cdlculo de secuentes adecuado para la negacion intuicionista. Note-

mos que

X
Uﬂ}%%é

es una regla derivada de A%, como lo muestra la siguiente derivacion

b
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X =& (Hip) =§ = ¢
X; € >~

Observemos también que el lado derecho de cada secuente demostrable en el cdlculo A

tiene a lo sumo una formula.
Consideremos, ahora, el cdlculo de secuentes A, = (C™, R-) tal que R- se obtiene a partir

de R’ adicionando la siguiente regla.

X € -
X =¢

Claramente, A- es un cdlculo de secuentes adecuado para la negacion cldsica.

Ejemplo 1.1.26 Disyuncion clasica.

Sea CV la signatura que solo contiene al simbolo V € Cy para la disyuncion y sea Ay el
cdalculo de secuentes que contiene las siquientes reglas: sean X,Y, Z wvariables y &,&',&"
variables esquema. Primero tomamos las seis primeras reglas del cdlculo A*. del Ejemplo

1.1.25 y le agregamos las siguientes.

X=X
X=eve X=eve
X=&ve Y& ¢" Z§ =& X=&ve Y€ - Z,§ -
XY, Z =& XY, 7 -

Es claro que las propiedades de la disyuncion clasica son “capturadas” por estas reglas.

Consideremos ahora el fibring A_, := A @& A, de los calculos definidos en los Ejemplos
1.1.25 y 1.1.26. Entonces, no es dificil verificar que A-, recupera a la légica proposicional
cldsica sobre la signatura C™V := C™ @& CV. Es decir, A-, puede ser visto como la pre-

sentacion estilo Gentzen de la logica proposicional clésica en términos de — y V. Como fue
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observado en [21], lo mismo no sucede con la combinacién (fibring) de los correspondientes
calculos de Hilbert o de relaciones de consecuencia. Esto muestra que, combinando reglas
que preservan mas meta-propiedades, las logicas resultantes de la combinacién son mas

fuertes.

1.1.5 Hipersecuentes

Los hipersecuentes (ver [4, 49] entre otros) constituyen una generalizacion natural de
los secuentes comunes y resultaron ser muy ttiles para presentar calculos estilo Gentzen
para diversas légicas no clésicas con la muy deseable propiedad de eliminacion de corte.
También, los hipersecuentes son muy adecuados para describir propiedades disyuntivas
por medios analiticos. La prueba de la propiedad de eliminaciéon de corte en un célculo de
(hiper)secuentes para una légica dada es deseable debido a sus importantes consecuencias,
tales como la consistencia de la légica como asi también propiedades de interpolacion. La
eliminacion, en algunos sistemas, de otras reglas como la contraccion ya ha sido estudiada
en la literatura. Seria interesante investigar el significado de la eliminacion de reglas
arbitrarias en un célculo de (hiper)secuentes arbitrario, una cuestién que aparentemente
no ha sido abordada. Una presentacion general sobre la eliminaciéon de reglas arbitrarias
en calculos de Hilbert se puede encontrar en [40]. La cuestion de eliminacién de reglas en
calculos de hipersecuentes serd brevemente abordada en el Capitulo 2, en el contexto de
combinacion de calculos de hipersecuentes.

En esta tesis utilizaremos la nocion de hipersecuentes basados en multiconjuntos, esto es,
conjuntos en los cuales no hay un orden y puede haber mas de una ocurrencia del mismo

elemento.

Definicién 1.1.27 Sea L un lenguaje. Un hipersecuente es una expresion de la forma:

Iy = A D = A,
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donde T'; y A; son multiconjuntos de férmulas en el lenguaje L, para 1 < i < n. Los
I'; = A;’s se denominan componentes del hipersecuente. Si para todo i se verifica que A;
consiste de una sola formula, el hipersecuente se dice monoconcluido(single-conclusioned).

Una regla de inferencia de hipersecuente es una relacion binaria de la forma

{{{61,...,0,},0) :04,...,0,,0 son hipersecuentes}.

En adelante utilizaremos las letras G y H como meta-variables para hipersecuentes. Una

regla de inferencia de hipersecuente también puede ser representada por

O;...0,
)

Cada hipersecuente ©; se dice una premisa de la regla de inferencia de hipersecuente y ©
se dice la conclusion. Al igual que en los calculos de secuentes ordinarios, las reglas de
inferencia, usualmente, son divididas en reglas logicas y reglas estructurales.

Generalmente, las reglas logicas son idénticas a aquellas utilizadas en calculos de secuentes
ordinarios, y la diferencia entre las diferentes logicas se debe principalmente a las diferen-

cias entre sus reglas estructurales.

Axiomas y algunas reglas estandar

En la mayoria de los célculos de hipersecuentes, los tinicos axiomas son de la forma o = «,

exactamente como en los calculos de secuentes ordinarios.

Reglas Logicas:

Gl = A ol H
Gl-a,I'= AlH

(=)
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(= ) Gla,I' = A|lH
gIT = A, ~a|H
Gla,I' = AlH G|5,T=AlH
(V=) Glav il = AH
(= V) GI'= A alH GII'=A0H
GIT = A,av 3| H GIT = A,av i H
) Gla,T = A|H G| 8. T = Al H
GlaAB, T = AlH GlaAB, T = AlH
GIT= A alH GIT=A8|H
(=A) GIT = AandH
(_):>) Q|F1 :>A1,CY|H Q\ﬂ,f‘g :>A2’H
Gla— B,I'1,Ty = A, A|H
(=) Gla,I'= A 8| H

GIT = Aja— BIH

Las reglas estructurales estandar en sistemas tipo Gentzen ordinarios son: contraccion,

debilitamiento y corte (ver Definicién 1.1.7). En cdlculos de hipersecuentes se tienen dos

versiones de las primeras dos reglas: una version interna y otra ezxterna. Las externas

tratan con las componentes dentro de un hipersecuente. Las internas tratan con las

férmulas dentro de un cierto componente.

Reglas Estructurales Externas:

Debilitamiento Externo (EW).
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Contraccién Externa (EC).

GII' = AT = AlH
G = AlH

Permutacién Externa (EC).

Q|F1 = A1’F2 = A2|H
Q|F2 = Ag’Fl = A1|H

Reglas Estructurales Internas:

Debilitamiento Interno.

g = AlH
Gla,T = AlH

g = AlH

LI
(LIW) G = A,alH

(RIW)

Contraccién Interna (IW).

Gla,a,I'= AlH GII'= A a,alH
Gla,T' = A|lH GIT= A oH

Comunicacién (Com).

Gi|IT1,= a1 |H1  Go| Ty = as| Ha
g1|92| [ = ag| T, = 041|H1|H2
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Corte (C).

g1|F1 = A17Q|H1 g2|Oé,F2 = A2|Hz
G1]Ga| ', Ts = Ay, Ag| Hy|Ho

Splitting rules.

g| F17FQ = AlaAQ‘ H
Q| Fl = A1| FQ = AQ'H

(Se)

g|F1,F2 = Oé|H
G|y = a|Ty = alH

(S1)

(S.) es la forma basica de splitting. (S7) es la versién monoconcluida o intuicionista.

Definicién 1.1.28 Un cdlculo de hipersecuentes es un par G = (C, R), donde C' es una

signatura y R es un conjunto de reglas de inferencia de hipersecuentes.

Una prueba (o demostracién) en un célculo de hipersecuentes G consiste de un arbol
con raiz, en el cual cada nodo es un hipersecuente. La raiz del arbol, ubicada en la
parte inferior del arbol, se denomina el hipersecuente final y es el hipersecuente probado.
Las hojas, ubicadas en la parte superior del arbol, se denominan hipersecuentes iniciales
o ariomas. Vemos entonces que las nociones de prueba en célculos de secuentes y en
calculos de hipersecuentes sao andlogas. Si existe una demostracién de un hipersecuente

‘H en G diremos que H es demonstrable en GG, y lo denotaremos por Fg H.



Capitulo I: Preliminares 25

Diremos que una féormula 1 es derivable a partir de un conjunto de féormulas I' en un

calculo de hipersecuentes G, y lo indicaremos con

Fl_Gwa

si g A = 1, donde A es un multiconjunto finito de féormulas en T'.

Ejemplo 1.1.29 FEl siguiente ejemplo fue extraido de [4).

a =« 6= p
a= 0=«

(Com)

(:»(j;) = (@—=F)V(E—a)f=a
(=—) :>(a_)ﬁ>\/(ﬁ—>&)|:>ﬁ—>a
(BC) = (= B)V(B—a)=(a—B)V(E—a)

= (@=P)V(f—a)
1.2 La légica tetravalente modal (7 ML).

Finalizamos este capitulo de preliminares con una breve descripcién de la légica que cons-
tituye el ejemplo principal de aplicacion de nuestras investigaciones: la légica tetravalente
modal de Monteiro.

La clase de las élgebras tetravalente modales (TMA) fueron consideradas por primera vez
por Antonio Monteiro, y estudiadas principalmente por I. Loureiro, A.V. Figallo, A. Ziliani
and P. Landini. Posteriormente, J.M. Font y M. Rius se interesaron por las légicas a las
que dan lugar los aspectos algebraicos y reticulares de estas algebras. Ellos introdujeron
un calculo de secuentes (para una de estas logicas) cuya légica sentencial asociada coincide
con la logica matricial de las dos matrices formadas por el dlgebra tetravalente modal de
cuatro elementos con cada uno de sus filtros primos. La légica caracterizada por dicho

célculo de secuentes fue llamada ldgica tetravalente modal (T ML).
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1.2.1 Algebras tetravalentes modales

En 1966, L. Monteiro (ver[53]) demostré que la axiomética dada por A. Monteiro para
la variedad de las algebras de Lukasiewicz trivalentes era independiente. Para exhibir la
independencia de uno de dichos axiomas él considerd el dlgebra 9y, = (M4, A, V, -, 0, 0)
donde el reticulo My = {1,N, B, 0} esta dado por

1

tal que -N = N, =B =B, -0 =1 y =1 = 0, y el operador unario [ se define como:
01 =1,y0a=0sia#1.

A. Monteiro, motivado por el ejemplo anterior, considerd a la clase de algebras generada
por My, a las que llamo algebras tetravalentes modales.

Recordemos entonces que un dlgebra tetravalente modal es un dlgebra 4l = (A, A, V, =, [, 0)
de tipo (2,2,1,1,0) tal que su reducto no modal 4= = (A, A, V,—,0) es un élgebra de De

Morgan, y la operacion unaria [J satisface, para todo a € A, los siguientes dos axiomas:

Ua A —a = 0,
-Oa Aa=—aAa.

Durante su ultima estadia en Lisboa (1977-1979), A. Monteiro, le sugirié a I. Loureiro

que desarrollara la teoria de estas algebras y, muchos de los resultados que esta tltima
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obtuvo, formaron parte de su tesis doctoral. La teoria de estas dlgebras fue desarrollada
principalmente por I. Loureiro (ver [44, 45, 46, 47| entre otros) y A. V. Figallo (ver
[26, 27, 28]).

Notemos que si a las dos ecuaciones anteriores agregamos la ecuacién [lxr = x obtenemos
la variedad de las dlgebras de Boole.

No es dificil verificar que:

Proposiciéon 1.2.1 En toda TMA A y para todo a,b € A valen los siguientes:

(i) —-OaVa=1. (iz) [?a = Ua.

(i) OaV-a=aV-a. (z)  O(0aAOb) = 0Oa A Ob.
(1i)) Oa Vv -0a = 1. (ri) O(a Ab) =0OaAOb.
(iv) OaA-0a=0. (zit) O(0a Vv Ob) = Oa Vv Ob.
(v) Oa<a. (ziii) O-0a = -Oa.

(vi) O1=1. (riv) O(a Vv Ob) = Oa Vv Ob.
(vit) 00 =0. (zv) aAO-a=0.

(viit) a <b implica Oa < Ob.

Las Propiedades (v), (vi), (ix) y (xi) muestran que O es un operador interior.

Proposicién 1.2.2 La variedad TMA esta generada por el dlgebra My,,. Sus unicas
subvariedades propias son la variedad de las dlgebras de Lukasiewicz trivalentes L, y la

variedad de las dlgebras de Boole B.

En cualquier reticulo distributivo U denotamos por Pr(U) y F(U) a la familia de todos

los filtros primosy filtros de U respectivamente.

27
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Consideremos la siguiente construccién. Para todo X C A definimos

P(X)={acA:—a¢ X}
Entonces, se verifica:
Proposicion 1.2.3 En toda algebra de De Morgan U la funcion ® satisface:
(i) Si P € Pr(U), entonces ®(P) € Pr(U).
(ii) ® es una involucion sobre Pr(U), esto es, ®(®(P)) = P, para todo P € Pr(U).

(i) ®(X)= A\ X para todo X C A, donde =X ={-a:a € X}.

1.2.2 Logicas tetravalentes modales abstractas

Recordemos que una ldgica abstracta ([32]) es un par L = (U, C') donde U es un dlgebra
abstracta y C' es un operador de clausura (en el sentido topolégico) sobre el conjunto de las
partes de A, siendo A el universo de U. Dualmente, las légicas abstractas pueden también
ser representadas como pares L = (U, C), donde C es el sistema de clausura naturalmente
asociado con C, esto es, C = {X C A: C(X) = X}, la familia de los conjuntos cerrados
de C'. Equivalentemente, I puede ser presentada como el par L = (i, &) donde & es una
base del sistema de clausura C, en el sentido topoldgico.

Utilizamos las abreviaturas C'(a) para C'({a}), sia € A, y C(X,a) para C(X U {a}).
En [31] fueron introducidas las nociones de ldgica quasi tetravalente modaly légica tetrava-

lente modal como sigue.

Definicién 1.2.4 Sea 34 = (A, A, V,—,0,0) un dlgebra de tipo (2,2,1,1,0). Una légica
abstracta . = (4U,C) es una légica quasi tetravalente modal cuando existe una base

E de C tal que cada uno de sus miembros P € £ satisface las siguientes condiciones:
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(L1) P es un filtro primo, i. e., E C Pr(l);

(L2) ®(P) € £ y 32(P) = P;

(L3) 0¢ P;

(L4) Oa € P si, y solo si, Oa € ®(P), para todo a € A;

(L4) a € PN®(P) si, y solo si, Ja € PN®(P), para todo a € A.

St la logica abstracta es finitaria entonces decimos que L es una légica tetravalente

modal (TML).

Un ejemplo natural de TML es cualquiera de la forma L = (4 F) donde 4 es una TMA
y F = F(U) es la familia de todos sus filtros. Una instancia particular y paradigmatica
de légica tetravalente modal es la 16gica determinada por el algebra de cuatro elementos

My, v todos sus filtros que denotaremos Ly, = (Myy,, F)

SiL= (U C)yL = (U, C') son dos légicas abstractas del mismo tipo de similaridad, se
dice que h € Hom(4, 4l') es un homomorfismo légico de L a " cuando es una funcién con-
tinua en el sentido topolégico. Dada una familia {IL; = (4;, C;) }ies de 16gicas abstractas,
un algebra i y su correspondiente familia de homomorfismos h; € Hom(4L, L), la 16gica
abstracta proyectivamente generada a partir de {L;};,c; por {h;}icr es L = (4,C)
donde C tiene como base a la familia {h; '[T] : T € C;,i € I}.

La siguiente es una caracterizacion de la nocion de légica tetravalente modal en términos

del operador de clausura.

Teorema 1.2.5 Sea 4 = (A, A, V,—,0,0) un dlgebra de tipo (2,2,1,1,0) y sea L = (4, C)
una logica abstracta sobre . Entonces, L es una ldgica tetravalente modal si, y solo si,

se satisfacen las siguientes condiciones:
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(L’1) L es finitaria;

(L’2) C(aAb) =C(a,b), para todo a,be€ A;

(L’3) C(X,aVb)=C(X,a)NC(X,b), para todo a,be A ytodo X C A;
(L’4) C(a) = C(——a), para todo a € A;

(L’5) a € C(b) implica —b € C(—a), para todo a,b € A;

(L’6) C(0) = A;

(L’7) C(a)NC(—0a) =C(0), para todoa € A;y

(L’8) C(a,—0Oa) =C(a,—a), para todo a € A.

Definicién 1.2.6 Sea & = (A, A,V,—,0,0) un dlgebra de tipo (2,2,1,1,0). Entonces,
Lym(40) es la légica abstracta proyectivamente generada a partir de la l6gica Ly, por la

familia Hom(Lh, My,y,).

1.2.3 Calculo de secuentes para 7 ML

En adelante, denotaremos con §m = (Fm, A, V,—, [, 1) al dlgebra absolutamente libre de
tipo (2,2,1,1,0) generada por algiin conjunto numerable de variables. LLamamos formulas
sentenciales a los miembros de F'm, y nos referiremos a ellas por medio de letras griegas
minusculas a, 3,7, ..., etc.; y denotaremos a los conjuntos de formulas por letras griegas

mayusculas I', A, etc.



Capitulo I: Preliminares 31

Particularizando la Definiciéon 1.2.6 al algebra de las férmulas F'm obtenemos la légica
abstracta Ly, (F'm), la cual es, en efecto, una légica sentencial, i.e., invariante bajo susti-
tuciones, porque esta légica coincide con la légica definida a partir de la familia formada
por las dos matrices (M, Fx) y (Mum, Fs) en la forma tradicional.

Con el objeto de caracterizar esta légica por medio de un sistema deductivo sintactico, se
introdujo en [31] un célculo de secuentes denominado &. Los axiomas y reglas de & son

las siguientes:

Axiomas
(Axioma estructural) ot « (Axioma modal) + oV -Oo

Reglas estructurales

(Debilitamiento) % (Corte) Ak aA }—Aéa Hp
Reglas Légicas
N vy = R vy s
on e
O Sre WiR
(== F) Aabp (- ) At a

A, ——ak [
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A o, ~ab [ (- 0) Al aA-a
A a,-Oa kg AFan-O«o

(HF)

La nocion de derivacion en el cdlculo & se define de modo usual. Este genera una légica
proposicional 7ML = (Fm,Fra) definida como sigue: para todo conjunto finito I' U
{¢} € Fm, I' Frpme @ si, y solo si, el secuente I' = ¢ tiene una derivaciéon &. En [31]
se prueba que el célculo de secuente & es correcto y completo con respecto a la logica

tetravalente modal Ly, (F'm), constituyendo la contrapartida sintactica de ella.

Teorema 1.2.7 (Correctitud y Completitud de 7ML, cf. [31]) La légica proposicional
TML coincide con la l6gica Ly, (§m). En términos mds precisos: para todo conjunto

finito T'U {a} C Fm,
'L, gm o si, ysolosi T'lrae a.
Mas atn,

Proposicién 1.2.8 ([31]) Una ecuacion arbitraria ¢ =~ ¢ es vdlida en toda TMA si, y

solo si, Y A7 @
Como consecuencia de esto tenemos que:
Corolario 1.2.9 ([31])
(i) La ecuacion ¢ ~ 1 es vdlida en toda TMA si, y solo si, Frac .

(ii) Para cualquier v, € Fm, ¥ Frpe ¢ si, y solo si, ¥ Erya @, si, y solo si,
h(1) < h(e) para todo h € Hom(Fm, ), para todo 4 € TMA.
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2 Capitulo II: Calculos de Hipersecuentes Conmuta-
tivos

En este capitulo nos proponemos generalizar el trabajo hecho en [21], brevemente de-
scripto aqui en las secciones 1.1.3 y 1.1.4, al marco mas rico de los hipersecuentes. De
esta manera, partiendo de una presentacién formal de hipersecuentes en la cual se intro-
duzcan meta-variables, en el lenguaje objeto, para el contexto (i.e. secuentes), definiremos
ambos tipos de fibring — restringido y no restringido— de tales sistemas como un operador
categorial dentro de una categoria apropiada de hipersecuentes. Ademas, exploraremos
algunas caracteristicas de preservacion, en particular mostraremos un resultado sobre la
preservacién por fibring de céalculos de hipersecuentes conmutativos de la propiedad de
interpolacion de Craig. Los morfismos introducidos pueden ser vistos como una nove-
dosa nocién de traduccion entre légicas la cual preserva meta-propiedades en un sentido
fuerte. Asi, haremos en el final del capitulo una breve discusion sobre la relevancia de

este abordaje en lo que concierne a la teoria de las traducciones entre logicas.

2.1 La categoria de los calculos de hipersecuentes conmutativos

En esta seccién presentamos la categoria de los cdlculos de hipersecuentes conmutativos
generalizando la nocién de cdlculos de afirmaciones (assertion calculi) introducida en [21]

y discutida aqui en la Seccion 1.1.3.
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En lo que sigue consideraremos un conjunto numerable = = {&; : i € N} de simbolos
denominados variables de tipo 1 (o variables esquema); un conjunto numerable X = {Xj :
i € N} a cuyos elementos denominamos variables de tipo 2 (o variables de conjuntos); v,
finalmente, un conjunto numerable $ = {H; : i € N} cuyos elementos son denominados
variables de tipo 3 (variables de secuentes) donde estos tres conjuntos son disjuntos dos a
dos.

Generalizando a los multiconjuntos la Definicion 1.1.12 de afirmacion general, un secuente
sobre la signatura C' es una expresién de la forma (A;T" = A;B) donde I' y A son
multiconjuntos de férmulas en L(C) y A, B son multiconjuntos finitos de variables de
conjunto tales que ' UA U AU B # (). El conjunto de todos los secuentes sobre C' serd
denotado por Seq(C).

Es importante notar que un secuente (en nuestro sentido) no es mas que un secuente
conmutativo ordinario, enriquecido con variables de tipo 2 para conjuntos de férmulas
(describiendo el contexto de un secuente) y variables de tipo 1 para férmulas. Este
formalismo permitird definir, de un modo preciso, célculos de secuentes y su fibring (cf.
[21]). Ahora, introduciremos la nocién de hipersecuente conmutativo utilizando a las

variables para los secuentes ,i.e., variables de tipo 3.

Definicién 2.1.1 Un hipersecuente conmutativo h sobre C' es un par h = (H;S) donde
H es un multiconjunto finito de variables de secuentes y S es un multiconjunto finito de

secuentes. El conjunto de todos los hipersecuentes conmutativos sobre C' serd denotado

por HSeq(C).
Siguiendo la notacién tradicional, el hipersecuente conmutativo
h={G1,....,G.};{(A;;T1 = A By)y oo (A Do = A B })

serd notado en lo que sigue como
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h=Gi|...|Gn|A1;; Ty = Ay By - | A T = Ay B

Como hicimos en el Capitulo 1 con los secuentes, cualquier componente vacia de un
(hiper)secuente serd omitida de la notacién. Por ejemplo, notaremos (A;I' = A) y (>
A; B) en lugar de (A;T = A;0) y (0;0 = A; B), respectivamente. Como es usual, I', T y
', ¢ son abreviaturas de 'UI" y 'U{¢}, respectivamente. Ademés, escribiremos X y X, Y
en lugar de { X'} y {X, Y}, respectivamente, para variables cualesquiera X e Y. La misma
notacién aplica para las variables de secuentes. Mas aun, dado un multisubconjunto finito
H de $ el hipersecuente (H; ()) serd simplemente denotado por H (vea por ejemplo la regla
(EW) en el Ejemplo 2.1.9). Andlogamente, dado un multiconjunto finito S de Seq(C), el
hipersecuente ((); S) serd simplemente denotado por S (vea por ejemplo el axioma en el

Ejemplo 2.1.9).

Definicién 2.1.2 Sea C una signatura. Una regla de inferencia (n-aria) de hiperse-
cuentes conmutativos sobre C' es un par r = ({hq,...,hp}, h) tal que h;,h € HSeq(C).
Sin =0, entonces r se dice un axioma. Un célculo de hipersecuentes conmutativo (chc)
es un par A = (C, R) donde C' es una signatura y R es un conjunto finito de reglas de

inferencia de hipersecuentes conmutativos sobre C'.

Por simplicidad, denotaremos respectivamente a los pares ({hy,...,h,}, h) y (D, h) por

hy ... h,
h Yo T

Ejemplo 2.1.3 La regla logica de hipersecuentes r—. para la negacion que usualmente es

presentada
_ GITFA @
- Gloa, T A

T
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acd sera presentada

{GHE{XE0 - {EH{Y DD
{GHE{XEA=E = 0:{Y D)D)

o simplemente

G| X -&Y
GIX;=¢ =Y

(ver Observacion 2.1.5 mds abajo).

De ahora en adelante, denotaremos MP s;,(X) al conjunto de todos los multisubconjuntos
finitos del conjunto X.

Recordemos que una sustitucién sobre la signatura C' es una funcién o : = — L(C) y
que denotaremos ¢ : L(C') — L(C) al inico homomorfismo que extiende a o sobre L(C').
Adaptando [21], una instanciacién sobre C' sera una funcién ¢ : X — MP s, (L(C) U X).
Si p es una instanciacién sobre C'y A € MP 4, (X) es un multiconjunto finito de variables
de tipo 2, definimos los siguientes multiconjuntos finitos, analogos a los conjuntos finitos

del mismo nombre introducidos en la Seccién 1.1.3:
AL ={Y e X:Y € o(X) para algin X € A} = (Uyc, 0(X)) NA;
ALy ={v € L(C) : v € o(X) para algtin X € A} = (Uxc, 0(X)) NL(C).

De esta manera, dada una sustituciéon ¢ y una instanciacién p sobre C', respectivamente,
la funcion (o, p) : Seq(C) — Seq(C) se define del siguiente modo, generalizando la nocién

introducida en la Seccién 1.1.3: dado un secuente (A;T" = A; B), entonces
(0,0) (AT = A B) = (A%:6(I) U A] ) = 6(A) U B} BY).

Con el objeto de tratar con hipersecuentes introduciremos la nociéon de sustituciéon para

variables de tipo 3.
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Definicién 2.1.4 Diremos que A es una instanciacion de secuentes sobre C' si A es una
funcion de $ en el conjunto MP ¢, ($H U Seq(C)) de todos los multisubconjuntos finitos
del congunto $HU Seq(C).

Sea A una instanciacién de secuentes y h = (H;S) un hipersecuente sobre C. Considere

los siguientes multiconjuntos:

Hy={G € H:G € \(H) para algin H € H} = (| ] MH)) N $;

HeH

ngq(c) = {s € Seq(C) : s € \(H) para algin H € H} = ( U AH)) N Seq(C).
HeH

Entonces, dada una sustitucién ¢, una instanciacion ¢ y una instanciaciéon de secuentes
A sobre O respectivamente, la funcién (o, o, \) : HSeq(C) — HSeq(C') se define como

sigue:

(0,0, M) (h) = (Hg; (0, 0)(S) U Heq(c))-

Observaciéon 2.1.5 (Reglas extensionales vs. reglas intensionales) Recordemos el
Ejemplo 2.1.53. A pesar de las aparentes similitudes entre la notacion tradicional para re-
glas de hipersecuentes y las nuestras, ewisten profundas diferencias entre r—. y nuestra
presentacion. En la primera, G denota a un multiconjunto arbitrario de secuentes con-
cretos; y a su vez, I' y A denotan multiconjuntos arbitrarios de formulas; finalmente, «
denota una formula concreta arbitraria. Esto es, r—. consiste de infinitas reglas conc-
retas obtenidas mediante la instanciacion de sus meta-variables, es decir, variables en
el metalenguaje: es un abordaje extensional a las reglas de inferencia. Por otro lado,

nuestra notacion es extremadamente precisa: G, X, Y y & son variables concretas del
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lenguaje formal de los hipersecuentes, y es por esto que la regla es presentada como un
unico objeto lingiistico, en lugar de infinitos representados por variables en el meta-
lenguage, como es hecho en el abordaje usual de (hiper)secuentes. En otras palabras,
proponemos un abordaje intensional para las reglas de inferencia. A pesar de las obvias
ventajas de este hecho, existe una ventaja mucho mds importante de nuestro abordaje de
los (hiper)secuentes. Puesto que estamos interesados en combinar diferentes cdlculos de
(hiper)secuentes, el uso de variables formales en lugar de meta-variables (esto es, variables
informales) es crucial. De hecho, en el abordaje intensional, las reglas estdn preparadas
para ser combinadas, puesto que estin “abiertas” a aceptar nuevos conectivos: & puede
ser reemplazada por cualquier formula, mientras que X e Y pueden ser reemplazadas por
cualquier conjunto de formulas, como asi también G esta abierta a ser sustituida por
cualquier multiconjunto de secuentes, y esto vale en cualquier lenguaje. Esto es, si agreg-
amos nuevos conectivos al lenguaje (como consecuencia de un proceso de combinacidn), el
significado de la regla serd el mismo. Por otro lado, en el abordaje extensional tradicional
de (hiper)secuentes, esta posibilidad no estd permitida, y la regla debe ser extendida para
poder lidiar con el nuevo lenguaje. Fsta es la novedad principal de nuestro abordaje para

combinar hipersecuentes, originalmente introducido en [21] para secuentes.

Ahora estamos en condiciones de introducir la nocién de derivacidn en un célculo de

hipersecuentes conmutativo.

Definicién 2.1.6 Sea A = (C,R) un cdlculo de hipersecuentes conmutativo y sea T U
{h} C HSeq(C) un conjunto de hipersecuentes. Diremos que h es derivable en A a partir
de Y, y escribiremos Y 4 h, si existe una secuencia finita hy...h, de elementos de
HSeq(C) tal que h,, = h y, para todo 1 < i <mn, o bien h; € Y, o bien existen: una regla

de hipersecuentes r € R, r = ({h},...,hi.},h'), una sustitucion o, una instanciacion o
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y una instanciacion de secuentes A sobre C' tales que (0,0, A\)(h;) € {hy,...,hi_1} (para

1<j<k)y(o,0\)(h)=nh; SiT =10, solamente diremos que h es probable en A.

Observaciéon 2.1.7 El poder expresivo de los hipersecuentes, conjuntamente con la posi-
bilidad de usar variables de tipo 1, 2 o 3, permite definir reglas estructurales de modos
muy diferentes. Por ejemplo, la regla de contraccion, tal como fuera senalado por A.
Awron, admite dos versiones: una interna (dentro del secuente) y una externa (dentro del
contexto del hipersecuente). De esta manera, la version interna de la contraccion (usando

variables de tipo 1) y la version externa (usando variables de tipo 2) son como sigue:

GIX;6{-Y G X -¢&&Y
GIX;£-Y "’ GIX &Y '’

GIX>Y|X>Y
G X »Y

Y podemos agregar mds posibilidades si, ahora, usamos variables de tipo 3:

G|G|H

G|H
Claramente, la version con variables de tipo 3 puede simular a la version con variables de
tipo 2, mientras que cada aplicacion concreta de la contraccion de nivel 3 es recuperada por

sucesivas aplicaciones de contracciones de nivel 2. Por otro lado, la contraccion interna

puede ser definida alternativamente usando variables de tipo 2:

GIX,X,Y = Z GIX VY)Y, Z
GIX.Y = Z GIX+-Y,Z

De modo andlogo a lo anterior, las contracciones de nivel 2 y nivel 1 son equivalentes.
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A continuacion vamos a definir la categoria formal de cdlculos de hipersecuentes conmu-
tativos. Como vimos en la Seccién 1.1.3, en [21] fue utilizada una categoria apropiada de
signaturas con sus morfismos.

Recordemos que si (A; T > A; B) es un secuente sobre C'y f: C'— C' es un morfismo de
signaturas, entonces f(A;I = A: B) es, por definicién, el secuente (A; f(I) = f(A); B)

sobre (. Esto puede extenderse naturalmente a hipersecuentes:

F((1;8)) = (H: [(S)).
Queda claro, entonces, que f (h) es un hipersecuente sobre C’ siempre que h sea un

hipersecuente sobre C.

La categoria de los hipersecuentes conmutativos es definida como sigue.

Definicién 2.1.8 La categoria CHC de los calculos de hipersecuentes conmutativos es
la categoria cuyos objetos son che’s de la forma A = (C, R). Un morfismo f: (C,R) —
(C',R') en CHC es un morfismo f : C — C" en Sig tal que, para toda regla r =
({h1,...,hn}, h) en R, se verifica que f(h) es derivable en (C', R') a partir del conjunto
de hipersecuentes {f(h1), ..., f(ha)}. La composicion de morfismos, como asi también el

morfismo identidad en CHC se definen como en Sig.

Finalizaremos esta seccién con un ejemplo de un célculo de hipersecuentes tomado de la
literatura, presentado en términos de nuestro marco formal. A pesar de las similitudes con
la presentacién usual de hipersecuentes, el lector deberia tener en mente las observaciones

hechas en la Observacién 2.1.5.

Ejemplo 2.1.9 Légica de Lukasiewicz trivalente (L3).
La siguiente formulacién de Lz es debida a A. Avron en [3], y puede facilmente ser refor-

mulada como un chc como sigue:
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Axiomas
£>¢
Reglas estructurales externas
Debilitamiento externo:
G
EW) ——

Contraccion externa:
GIX-Y|X>Y

(EC)

G X ~Y
Reglas estructurales internas
Debilitamiento interno:
G X>Y Gl X>Y
LI —_—— I —_—
LW) czx=y W) Gxovz
Contraccion interna:
GIX;6(-Y GIX =&Y
LIC) ————— RIC) ————————
(LIC) GIX;¢-Y ( ) G X - &Y

Merging:
Gh| X1, Xo, X3 = 11,Y5,Ys  Go| X1, X5, X5 - Y/, Y, Y]
G1|G2|X17X{ > }/laY1I| X2aXé ~ Y27}/21|X37Xé -~ YE)MYE;/

(M)

Reglas légicas:

G| X >-¢&Y
GlX;—!£>-Y
G X;¢-Y
- - — >
(=) G| X - =&Y

(=>)
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G X;¢-=Y G X;¢-Y

(vV>) GIXEVE =Y
(= V) Gl X ~-¢Y G X >-¢Y
G| X »-¢veY G| X =¢veY
A ) GlX:6>Y GIX:¢ =Y
GIXENE =Y GIXENE =Y
G| X>-&Y G X=&Y
(=) GIX = ENELY
G| X1 =&Y Gl X8 =Y,
(—>)
G’X17X2;§_>€,>}/1)}/2
G| X; Y
) X6 €

Gl X =§—¢Y

2.2 Fibring sin restricciones de calculos de hipersecuentes con-

mutativos

Aprovechando el marco formal para definir calculos de hipersecuentes descripto en la
seccién anterior, estamos en condiciones, ahora, de combinar dichos sistemas de prueba.
El método de combinacién aqui propuesto es conocido en la literatura como fibring (cate-
gorial) (ver [33, 55]). Como vimos en la Seccién 1.1.4 para el caso de secuentes, el fibring
categorial puede ser realizado de dos modos (relacionados): el mas simple, denominado
fibring sin restricciones consiste de unir las reglas de inferencias de los dos sistemas que
estan siendo combinados, donde las reglas deben ser reescritas en el lenguaje generado
por la libre combinacién de los simbolos de ambos sistemas. En términos formales, este es
el coproducto de ambos sistemas, en la categoria en la que los sistemas estan presentados.

En la Seccién 2.5 mostraremos el segundo (y mds general) modo de fibring categorial,
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denominado fibring con restricciones en el cual algunos conectivos de los sistemas a ser

combinados son compartidos en el sistema resultante.

Previamente a la definiciéon del fibring sin restricciones, es necesario introducir algunos
conceptos y mostrar algunos resultados. Adaptando las definiciones de [21] descriptas en

la Seccién 1.1.3, tenemos:

Definicién 2.2.1 Dadas las sustituciones o, 0’ e instanciaciones o, o' sobre C, el producto

(0,0) - (0, 0) estd dado por
(Ua Q) : (0,7 QI) = (U : OJ: (Q : Ql)a)

donde o - o' es la sustitucion sobre C dada por o - d'(§) = 6(d'(&)) y (0 0)s es la

instanciacion sobre C dada por

(0-0)q(X) = ({X}2)5 U ({X}g()i(C) U 5({X}i(0))-
La demostracion del siguiente resultado es directa:

Proposicion 2.2.2 Sean 0,0’ sustituciones sobre C' y sean o, ¢’ instanciaciones sobre C.

Entonces, para todo s € Seq(C),

[(0,0) - (0", &)](s) = (0, 0)((0", &) (5))-

Con el objeto de considerar variables de tipo 3 introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.3 Dadas las sustituciones o, o', instanciaciones p, ¢ e instanciaciones de

secuentes A, X' sobre C, el producto (o,0,\) - (¢/,0,N) estd dado por

(Ua 0, )‘) ’ (Ulﬂ Q,a )‘,> = (U ’ OJ? (Q ’ Q/>U7 <)‘ ’ )‘/)09)
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donde o -0" y (0-0')s son como en la Definicion 2.2.1; y (A- X),, es la instanciacion de

secuentes dada por

(A XN)og(H) = ({H}3)5 U ({H}Y5)seq(c) U (0, ) {H Y 5eq(c)-

Utilizando la Proposicén 2.2.2 no es dificil probar el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.4 Sean 0,0’ sustituciones sobre C, sean o, 0 instanciaciones sobre C'

y sean A\, X instanciaciones de secuentes sobre C. Entonces,para todo h € HSeq(C'),

[(07 9, >‘) ’ (OJa le A,)](h) = (07 0, /\)((0/7 Qla )‘/)(h))

La siguiente proposicion sera de mucha utilidad.

Proposicién 2.2.5 Sea h;...h, una derivacion de h en A a partir de L. FEntonces,

para toda terna (o,0,\), la secuencia (o, 0,A)(hy) ... (0,0, \)(hy) es una derivacion de

(0,0,A\)(h) en A a partir de (o, 0, \)(T).

Dem. Por induccion sobre n, teniendo en cuenta la Definicion 2.1.6 y la Proposicion 2.2.4.

La demostracién del siguiente resultado no es dificil. En particular, el inciso (i) es una

consecuencia inmediata de la Proposicién 2.2.5.

Teorema 2.2.6
(i) Si Y F4 h, entonces (o, 0, \)(Y) Fa (0,0, A\)(h), para toda terna (o, 0, \).

(ii) Si Y F 4, h, entonces f(T) F 4, f(h), para todo morfismo f : Ay — Ay in CHC.
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Dem. (ii): Sea Y = {hy,...,h,} € HSeq(C'). Demostraremos por induccién sobre la
longitud ! de la derivacién de h en A; que f (h) es derivable en A a partir de f (1) =
{Fn), - F)}.

Si [ =1, entonces tenemos dos casos posibles:

Caso 1: h = (0,0,\)(g) para algin axioma r = ({),g) € Ry, alguna sustitucién o, una
instanciaciéon ¢ y una instanciacién de secuentes A sobre C'. Considere, ahora, la susti-
tucién o’ : £ — L(C?), la instanciacién o : X — P (L(C?)UX) y la instanciacién de
secuentes X' : § — MP i, (H U Seq(C)) tales que o' = foo,d=Ffopy N=/fol\.

Entonces,

(.0, M)(9)) = (o', &', X)(f(9))

Como r es un axioma en R; y f es un morfismo se tiene que f(g) es derivable en A,

a partir del conjunto vacio. Por la Proposicién 2.2.5, tenemos que (o', o', X')( f(g)) es
derivable en A, a partir del conjunto vacio, i.e., f((o,0,A\)(g)) = f(h) es derivable en A,
a partir del conjunto vacio, y por lo tanto, f(h) es derivable en A, a partir de f(T)
Caso 2: h = h; para algin 1 <1 < n. En este caso la demostracion es obvia.

Supongamos ahora que el lema es verdadero para todo [ < m, y sea

S S

una derivacién de h en A; a partir T de longitud m + 1. Entonces, tenemos tres casos
para analizar. El caso 1y el caso 2 son andlogos a los tratados anteriormente. Analicemos
el caso 3.

Caso 3: Existe una regla de inferencia de che r = ({g1, ..., gx}, g) en Ry, una sustituciéon o
y una instanciacién g y una instanciacién de secuentes A sobre C* tales que (o, 0, \)(g;) €

{k1.... kn} paratodo 1 < j < ky (0,0A)(9) =h = k1.
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Observemos que (0,0, A)(g;) es derivable en A4; a partir de T, para cada 1 < j < k,
mediante una derivacién de longitud menor o igual que m. Por hipdtesis inductiva, (*)
f((0,0,M\)(g;)) es derivable en A, a partir de f(Y). Consideremos, como antes,la susti-
tucién o’ : £ — L(C?), la instanciacion ¢ : X — P (L(C?) U X) y la instanciacién de
secuentes X' : ) — MPp,(H U Seq(C)) tales que o’ = foo,od =fooyN=7F ol

Entonces,

f(.0,M)(k)) = (o', o, N)(f (k)

para cualquier hipersecuente k. En particular,

~ ~

F(h) = fkmir) = f((0,0,0)(9) = (o, ', N)((9)).

Como f: A; — Ay es un morfismo en CHC y r es una regla en A;, entonces el hiperse-

cuente conmutativo (o, o', \')(f(g)) es derivable en A, a partir de

{<0Jv 9/7 /\/)(f<gl))7 R (OJ’ Ql: )‘,)(f(gk))}
Luego, por (*), f(h) es derivable en A, a partir de f(Y). |

Recordemos de [21] el siguiente resultado:

Proposicion 2.2.7 La categoria Sig tiene coproductos finitos.

El coproducto de las signaturas C'y C’ serd denotado por C' @ C’, con las inyecciones
canénicas i : C - CaC'yi:C"—=Caop .

El fibring (sin restricciones) de célculos de hipersecuentes se define como es esperado:
Definicién 2.2.8 Sean A = (C,R) y A" = (C',R') dos chc’s. El fibring (sin restric-
ciones) de A y A’ es el cdlculo de hipersecuentes conmutativo A ® A" = (C, R) donde:



Capitulo II: Célculos de Hipersecuentes Conmutativos 47

e O=CoqC,

e R={i(r): 7€ R}U{i(r) : 7 € R},

La caracterizacion del fibring sin restricciones como un coproducto puede ser probado sin

dificultad.

Proposicién 2.2.9 Sean A = (C,R) y A" = (C', R') dos chc’s. Entonces, A® A’ es el
coproducto en CHC de A y A" con inyecciones candnicas inducidas por las inyecciones i

ei en Sig.

Dem. Consideremos el célculo de hipersecuentes conmutativos A4; & Ay = (C,R) y
consideremos las inyecciones candnicas i; : €7 — C' & C?, para j = 1,2. Sir € R;,
entonces, por definicién, 2; (r) € R. Luego, i; : A; — A; & Ay es un morfismo en CHC,
para j = 1,2. Veamos que i; es el morfismo inclusién de A; en A, ® Ay, para j = 1,2.

Sea A" = (C', R') un célculo de hipersecuentes conmutativo tal que existen morfismos
fi+ Ay = A" en CHC para j = 1,2. Por definicién de la categoria CHC, tenemos que
f; : ¢7 — C" es un morfismo en Sig, para j = 1,2. Luego, (¥) existe f : C' & C* — ('

de forma tal que el siguiente diagrama conmuta en Sig.
Ct C?

Ct o C?

C/



Capitulo II: Célculos de Hipersecuentes Conmutativos 48

Sea r € R, entonces existe r; € R; tal que r = z; (rj), para algin 1 < j < 2. Entonces,
por (*) tenemos que f(r) = f(i;(r)) = f;(r) es una regla derivada en A’. De esta manera

mostramos que f : A; & Ay — A’ hace que el siguiente diagrama conmute en CHC.
./41 -/42

A1 & A,

A/

2.3 Reglas admisibles y derivables. La propiedad de eliminacién
de regla
Recordemos que una regla de inferencia es admisible en un sistema formal si el conjunto

de los teoremas del sistema es cerrado bajo la aplicacién de la regla. En nuestro contexto,

podemos establecer la siguiente definicion:

Definicién 2.3.1 Sea A = (C,R), y sea v = ({hy,...,hn}, h) una regla de inferencia
sobre C' (r puede o no pertenecer a R). Decimos que r es una regla de inferencia
admisible de A si, para toda sustitucion o, instanciacion o e instanciacion de secuentes

A sobre C, respectivamente, se verifica que

si 4 (0,0, \)(h;) para todo i = 1,...n, entonces 4 (0,0, \)(h).
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Es decir que, una regla admisible es tal que sus conclusiones valen siempre que las premisas
valgan, y, por lo tanto, la regla puede ser agregada al sistema sin alterar al conjunto de

teoremas.

Proposicién 2.3.2 Sea A = (C, R) y sea r una regla de inferencia sobre C'. Sea A" =
(C,RU{r}). Entonces, r es admisible en A si, y solo si, para todo hipersecuente h
sobre C,

Far b implica F4 h.

Dem. Supongamos que 7 es admisible en A y que 4 h. Consideremos una derivacién

T hi...h,

de h en A". Sila regla r no es usada en la derivacién, tenemos que 4 h como queriamos.
En otro caso, silareglar = ({h],...,h}}, ') es usada, consideremos la primera aplicacién
de 7 en la derivacién w. Esa aplicacién tiene a (0,0, A)(h]) como premisa (para i =
1,...,k), y a (0,0, A\)(h') como conclusién, para alguna terna (o, o, ). Pero entonces,
Fa (0,0, \)(h)) paratodoi =1,...,ky poreso b4 (0,0, \)(h'), puesto que r es admisible.
Por lo tanto, la primera aplicacién de r en la derivacién 7 puede ser reemplazada por una
derivacién en A. Usando el mismo procedimiento con cualquier otra aplicaciéon de r en m
se obtiene una derivacion de h en A, probando de este modo que k4 h.

Reciprocamente, supongamos que para todo hipersecuente h sobre C,

Far b implica F4 h,
donde r = ({h},...,h}},h'). Asumamos que F4 (0,0, \)(h) para todo i = 1,... k.
Entonces, claramente 4 (0, 0, \)(h}) para todo i = 1,..., k. Puesto que r es una regla
de A", se tiene que k4 (0, 0,A)(R'). Entonces, por hipétesis, F4 (0,0, \)(h') y, por lo

tanto, r es admisible en A. |
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Claramente, si r € R entonces 7 es admisible en (C, R). Una nocién relacionada es la
de regla derivable. Una regla r se dice que es derivable en un chc si sus conclusiones
pueden ser derivadas a partir de sus premisas utilizando las restantes reglas del sistema.

Formalmente:

Definicién 2.3.3 Sea A = (C, R) un che, y sea r = (Y, h) una regla de inferencia sobre

C tal que r € R. Decimos que r es una regla de inferencia derivable de A si T 4 h.
En adelante, si A = (C, R), denotaremos como A, al chc (C, R\ {r}).

Observacién 2.3.4
(i) Si f: A— A es un morfismo en CHC y r € R, entonces se verifica que f(r) es una
regla de inferencia derivable de A’.

(i1) Toda regla derivable es admisible, pero la reciproca no vale.

Recordemos que el teorema de eliminacion de corte (Hauptsatz) establece que cualquier
sentencia que posee una demostracién en el célculo de secuentes (o célculo de hiperse-
cuentes) que hace uso de la regla de corte, también posee una demostracion libre de corte,
esto es, una demostracion que no hace uso de la regla de corte. Fue mostrado original-
mente por G. Gentzen (ver [36]) para los sistemas LJ y LK que formalizan a la légica
intuicionista y clasica, respectivamente. Es bien sabido que en un calculo de secuentes que
tiene un teorema de eliminacion de corte, la regla de corte es admisible en el célculo que

se obtiene removiendola. Teniendo esto en mente, introducimos la siguiente definicién:

Definicién 2.3.5 (Propiedad de eliminacion de regla) Sea A = (C,R) un che, y sea
r una regla en R. Diremos que A admite la eliminacién de la regla r (o simplemente
que A tiene la propiedad de r-eliminacién) si: cada vez que h € HSeq(C) tiene una

demostracion en A, entonces existe una demostracion de h en A,.

20
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Entonces, por la Poposicién 2.3.2 tenemos que:

Corolario 2.3.6 Sea A= (C, R) un chc, y sea r una regla en R. Entonces, las siguientes

condiciones son equivalentes:
(i) v es admisible en A,,

(ii) A tiene la propiedad de r-eliminacion.

Una bien conocida generalizacién del teorema de eliminacién de corte es el teorema de
eliminacion de corte fuerte (ver [37], [38] y [6]). En nuestro contexto, esta propiedad
puede ser establecida como sigue: A = (C, R) tiene el teorema de eliminacién de corte
fuerte si, siempre que Y 4 h, existe una derivacién hq ... h, of h en A a partir de T en la
cual toda aplicacion de la regla de corte es hecha sobre una férmula que ocurre en algin
hipersecuente de Y. Claramente, si T = () entonces recuperamos la nocién de eliminacién
de corte.

Daremos un paso més en la generalizacién de la eliminacién de corte.

Definicién 2.3.7 Sea A = (C,R) un che, y sea r una regla en R. Diremos que A
admite la eliminacién plena de la la regla r (o simplemente que A tiene la propiedad
de eliminacién plena de r) si para toda derivacion de h en A a partir de Y, existe una

derivacion de h en A, a partir Y.

Claramente, si A admite la eliminacién plena de r entonces admite la eliminacién de r:
basta tomar T = (). La reciproca no vale.
El siguiente resultado es la contrapartida al Corolario 2.3.6 en términos de la nocién de

derivabilidad.
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Proposicién 2.3.8 Sea A = (C,R) un che, y sea r una regla en R. Entonces, las

stquientes condiciones son equivalentes:
(i) A admite la eliminacion plena de r,

(i1) r es derivable en A,.

Dem. Es rutina. |

2.4 Caracteristicas de preservacion por fibring

En esta seccién exploraremos la preservacion por fibring de algunas propiedades. En
particular, veremos que la propiedad de r-eliminacién no es preservada por fibring de
célculos de hipersecuentes conmutativos, provisto que uno (o ambos) de los cdlculos tengan
dicha propiedad. Ademds, utilizando la nocién de traduccién propuesta en [15], seremos
capaces de traducir derivaciones de un calculo dado en otro. A partir de esto, probaremos
un resultado de preservacién de la propiedad de interpolaciéon de Craig por fibring de

calculos de hipersecuentes conmutativos.

La propiedad de eliminacion de regla no es preservada por fibring de célculos de hiper-
secuentes conmutativos dado que solo uno de los calculos tenga dicha la propiedad: por
ejemplo, ocurre con la propiedad de eliminacién de corte. Para corroborar este hecho, es

suficiente analizar el siguiente ejemplo encontrado en la literatura.

Ejemplo 2.4.1 A. Avron (en [5]) construyd una serie de cdlculos estilo Gentzen para
algunas logicas intermedias incluyendo a la logica de Dummett LC'. Presentaremos esos

cdlculos en nuestro contexto.
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El sistema GLCW_, se define como sigue: GLCW_, = (C~,R_,), donde la signatura
C™ es {—} y el conjunto de reglas R tiene solo: el axioma, las reglas (—>), (=—),
las reglas estructurales de contraccion interna y externa; y el debilitamiento tal como en
el Ejemplo 2.1.9, conjuntamente con las siguientes versiones de las reglas de splitting y

corte.

G| X,Y = ¢
G X =&Y ~¢

Gh| X1 =&Y Go| X9 € - Yo

S Cut
(5>) (Cul) =G X% = T, Y

Se demostro que GLCW_, tiene la propiedad de eliminacion de corte, esto es: GLCW_,
y (GLCW_,)(cuty prueban los mismos hipersecuentes (sin premisas).

Después de esto, se analizo el efecto de agregar distintos conectivos estandares 1y sus
asociadas reglas logicas a GLCW_,. Siguiendo el procedimiento estandar para manipular
la negacion en el contexto de la logica intuicionista, primeramente se agrego la constante

proposicional al lenguaje junto con el axioma

(N) L>-¢
y se definio ~¢ como ¢ — L. Es decir que
GLCW= = (C7, R=) = ({=, L}, R U{(N)});
y se demostro que GLCW~ también goza de la propiedad de eliminacion de corte.
De un modo andlogo, se adiciona la disyuncion a GLCW~ junto con la version mono-

concluida (single-conclusion) de las reglas (V =) y (= V) del Ejemplo 2.1.9, generando el
sistema GLCW , esto es:

GLCW = <Cl7va R§7\/> = <{—>7 J—» \/}7 Rl U {(\/ >_)7 (>_ \/)}>

Al igual que en los casos anteriores, el sistema resultante GLCW tiene la propiedad de

eliminacion de corte.
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Para finalizar este proceso, se agrega la conjuncion a GLCW junto con las versiones
monoconcluidas de las reglas (N =) y (= N) del Ejemplo 2.1.9, dando lugar al sistema
GLC*. Es aqui donde ocurre la sorpresa: GLC* no tiene la propiedad de eliminacion
de corte. FEn efecto, la siguiente secuencia de hipersecuentes es una demostracion de

{(€= &), = &)} la cual no admite eliminacidn de corte (ver [5]).

(1) £+¢ Azioma

(2) & =¢ Azioma

(3) &€& -ENE (1), (2) y (-7
(4) {€=ENE), (=N} (3)1(S-)
(5) EnE =€ (1) y (N~-)

(6) {(€=&EnE), (=8} (4), (5) y corte
(7) ENE - E (2)y (N>)

(8) {(€>=¢&), (& =8}, (6), (7) y corte

Entonces, si definimos el calculo Conc como sigue:
Conc = {A}A{(A =), (= N), (Cut)})
(usando una vez mas las reglas del Ejemplo 2.1.9) es claro que
GLC* = GLCW & Conc,

donde GLCW admite eliminacion de corte pero GLC* C'onc no lo hacen. Esto prueba la

siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.2 En general, el fibring sin restricciones de calculos de hipersecuentes
conmutativos no preserva la propiedad de eliminacion de corte, dado que solo uno de los

calculos tenga esta meta-propiedad.
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Sospechamos que lo mismo sucede si consideramos la eliminacion de corte fuerte. Notemos
que Conc no admite eliminacion de corte. Un caso mads interesante es cuando ambos
sistemas admiten la r-eliminacién. Sin embargo, no es dificil verificar que el sistema
obtenido no necesariamente admite la r-eliminacién. En efecto, consideremos el calculo
de secuentes para el fragmento multiplicativo de la l6gica abeliana y el cdlculo de secuentes
del fragmento aditivo de la légica lineal (ver [49]). Ambos célculos adminten la eliminacién

de corte pero el calculo resultante del fibring entre ellos no la admite. Luego,

Proposicion 2.4.3 En general, el fibring sin restricciones de cdlculos de hipersecuentes
conmutativos no preserva la propiedad de eliminacion de corte, dado que ambos calculos

tengan esta meta-propiedad.

Observacién 2.4.4 Notemos que, como aun no estamos compartiendo conectivos en el
fibring, y como r estd presente en ambos cdlculos, entonces r debe ser una regla sin
ocurrencia de conectivos, esto es, una regla estructural como, por ejemplo, el corte o la

contraccion.

Observacion 2.4.5 Pueden existir ejemplos mucho mds sencillos que los anteriores pero

creemos que estos son interesantes.

Por otro lado, las cosas cambian cuando consideramos la propiedad de r-eliminacion plena.

De la Proposicién 2.3.8 tenemos:

Proposicién 2.4.6 Sea A = (C,R) un chc. Si A tiene la propiedad de r-eliminacion
plena, también la tiene A ® A, para cualquier che A = (C', R').
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Finalizaremos esta secciéon mostrando un resultado de preservacién de una versién débil
de la propiedad de interpolacion de Craig mediante el fibring de célculos de hipersecuentes
conmutativos

Los siguientes dos resultados son herramientas para codificar derivaciones de un céalculo
en una extension de él, y viceversa. La técnica utilizada para traducir derivaciones esta

basada en la nocién de goedelizacion introducida in [15]:

Definicién 2.4.7 Sean C y C' dos signaturas tales que C < C' (i.e., C,, C C!, para todo
n), y consideremos una goedelizacion (i.e., una biyeccion recursiva) g : L(C") — N. La

traduccion 7, : L(C") — L(C) es la funcion definida inductivamente como sigue:

o 7,(&) = &ai1, para §; € E;

o 7,(c) =c, para c € Cyp;
o 74(c') = &ay(er), para ¢ € Gy \ Co;

o (e, ) = (TN (M), para ¢ € Gy, k>0 y i € L(CY);

o To( (M- ) = Sog(e (o nys PaTa ¢ € Cp\ C, k> 0y ; € L(C).
La sustitucion 7, : 2 — L(C") es la funcion definida como

o 7, (i) =&y

o 7, (&) = g~ (i), para todo i € N.

Denotaremos 7, " a la tinica extensién de 7, a todo L(C'). Se puede probar que 7, y 7,

son funciones inversas una de la otra. La funcion definida como

To(A;T = A; B) = (A;74(D) = 74(A); B)
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induce a la funcién 7, : MP s, (X U L(C")) — MP i, (X U L(C)) de un modo natural; y

si definimos

7 ((H: S)) = (H;7,(S)),

esta induce a la funcién 7, : MP i, (H U Seq(C")) — MP i (H U Seq(C)).
Anglogamente, definimos 7,”" : MP,(X U L(C)) — MPp(X U L(C) vy 735,71
MP in(HU Seq(C") — MPin(H U Seq(C)).

A A -1
.2 ;. . A -1, A 2 . .
Observaciéon 2.4.8 Es fdcil verificar que 7, y T, ; T4 Yy T4  SOon funciones inversas

una de la otra, respectivamente.

Lema 2.4.9 Sean C' y C" dos signaturas tales que C < C'; y sea g : L(C') — N una

goedelizacion.

(i) Si o' : = — L(C") es una sustitucion sobre C', entonces ¢ : = — L(C') dada por
5(&) = 7,(c'(&)) es una sustitucion sobre C tal que (p) = 7,(6'(¢)) para todo

v € L(C).

(i) Si ¢+ X — MPyip(X UL(C")) es una instanciacion sobre C" y 7, : MP fin(X U
L(C") — MPpin(X U L(C)) estd definida como antes, entonces la composicion

0="T400" es una instanciacion sobre C.

(1it) Si N : 9 — MPpn(9HU Seq(C')) es una instanciacion de secuentes sobre C' y
Tyt MPpin(HUSeq(C")) — MPin(HUSeq(C)) estd definida como antes, entonces

la composicion X\ = 7,0\ es una instanciacion de secuentes sobre C'.
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(iv) Con la notacion utilizada en los incisos anteriores, Si h € HSeq(C) entonces

7,((0', &, N)(h) = (5,8, M) ().

Dem. Es una consecuencia inmediata de las definiciones de sustitucién, instanciacion e

instanciacion de secuentes, y de la Definicién 2.4.7. |

Ahora estamos en condiciones de codificar derivaciones.

Proposicién 2.4.10 Sean A = (C,R) y A" = (C",R’) dos chc’s tales que C < C' y
R C R, y sea YU{h} C HSeq(C") tal que hy...h, es una derivacion h en A" a
partir T usando exclusivamente reglas de R. FEntonces, fg(T) Fa fg(h), para cualquier
goedelizacion g : L(C') — N. Mds atin, 7y(hy) ... 7,(hn) es una derivacion de 7,(h) en A

a partir de 7,(Y).

Dem.  Usaremos induccién sobre la longitud [ de la derivacién. Si [ = 1, entonces
tenemos dos posibles casos:

Caso 1: hy € T y hy = h. Entonces, fg(hl) € 7,(Y) C HSeq(C) y %g(h) — 7,(h1). Por lo
tanto, 7,(Y) .4 74(R).

Caso 2: h; es un axioma. Esto es decir que, existe r € R, r = ({}, ), una sustitucién
o’ sobre (', una instanciacién ¢’ sobre C’ y una instanciacién de secuente A sobre C’ tal

que hy = (0’, ¢/, X)(R'). Por inciso (iv) del Lema 2.4.9, 7,(hy) = 7,((¢’, o, N)(h')) =
(7,0, \)(h), donde &, g y A son una sustitucién, instanciacién, e instanciacién de
secuente, respectivamente, sobre C'. KEsto significa que F4 739(11) y, por lo tanto,
7o(T) Fa Ty(h).

Supongamos ahora que la afirmacién vale para derivaciones de longitud [ = m y veamos

que lo mismo ocurre para [ = m + 1.

Sea
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hi .. B P

una derivacién de h en A’ a partir de Y. Entonces, 7,(h1) . .. 7y(hn) es una derivacién de
7,(hm) en A a partir de 7,(T), por la hipétesis inductiva.

Si hy,p1 es una axioma o pertenece a T, el tratamiento es como antes.

Por otro lado, supongamos que existe r € R, r = ({g1,..., 9k}, ¢’), una sustituciéon o,
una instanciacién ¢’ y una instanciacién de secuente X’ sobre C’ tal que (o', o', \')(g;) €
{h1,... hm}, para 1 < j <k, y (6,0, N)(¢') = hms1 = h. Entonces, 7,((c, 0, \)(g;)) =
(3.8 0)(05) € {Fylb), -, Ay}, para 1 < j < b,y (0", 0, X)) = (3,8, M)(g) =
7y(hms1) = 74(R), por el inciso (iv) del Lema 2.4.9. Por la hipétesis inductiva, podemos

afirmar que

fg(hl) e '7gg<hm)7gg(hm+l)

es una derivacién de 7,(h) en A a partir de 7,(T). |

Y reciprocamente:

Proposicién 2.4.11 Sean A = (C,R) y A" = (C',R') dos chc’s tales que C < C" y
R C R, ysea YU{h} C HSeq(C) tal que hy...h, es una derivacion de h en A a
partir de Y. Entonces, 73971(111) . .%gil(hn) es una derivacion de 73971(]1) en A" a partir

A -1
de 7, (Y), para cualquier goedelizacion g : L(C') — N.

Dem. Es similar a la demostracién anterior. |
Como aplicacién de estos dos tltimos resultados, sera demostrado que haciendo el fibring

de dos chc’s que satisfacen la propiedad de interpolacién de Craig, el che obtenido satisface

una version més débil de esta propiedad.
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Dados dos hipersecuentes h, denotaremos con Var(h) al conjunto de todas las variables
esquema que ocurren en féormulas en h. Si T es un conjunto de hipersecuentes, entonces

Var(YT) denota al subconjunto (J,. Var(h) de Z.

Definicién 2.4.12 Sea A = (C, R) un che. Decimos que A tiene la propiedad de interpo-
lacion de Craig (CIP) si, para todo T U{h} C HSeq(C) tal que Var(Y)NVar(h) # 0, si
Y 4 h, entonces existe un conjunto ' C HSeq(C) donde Var(Y') C Var(Y)NVar(h),
YT F4 R para todo ' € X',y Y' F4 h.

Definicién 2.4.13 (Propiedad de interpolacion de Craig débil) Sea A = (C, R) un chc.
Decimos que A tiene la propiedad de interpolacion de Craig débil (WCIP) si, para todo
TU{h} C HSeq(C) tal que Var(Y)NVar(h) # 0, si T k4 h, entonces eziste un conjunto
Y C HSeq(C) y un conjunto V- C Var(Y) U Var(h) tal que Var(Y') C V N Var(h),
YT 4R para todo W € X', y X' 4 h.

Observemos que, si V' C Var(Y) entonces el interpolante de Craig débil Y’ de la ultima

definicién es de hecho el interpolante de Craig para Y 4 h.

Lema 2.4.14 Sean C y C' dos signaturas tales que C < C', y sea g : L(C') — N
como en la Definicion 2.4.7. Sea o, € L(C) tal que Var(a) C Var(3). FEntonces,
Var(Tg_l(a)) C Var(Tg_l(ﬁ)).

Dem. Directo, a partir de la Definicién 2.4.7. |

Teorema 2.4.15 Sean A; = (C;, R;) dos chc’s que satisfacen CIP, para i = 1,2. En-
tonces, Ay ® A,y tiene la WCIP.
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Dem. Asumamos que Y b4 a4, b, donde Var(Y) N Var(h) # 0. Consideremos, sin
pérdida de generalidad, una derivaciéon hy ...hghgi1...h, de h en A; & A, a partir T
tales que hjyq...h, solo contiene aplicaciones de las reglas de i1(Ry) y h; ¢ T para
k+1<j<n. SeaY=1{h;:1<i<kyh;¢ 7T} Entonces, hy...hhsi1...h, es una
derivacion de h en iy (A;) = (i1(C1),i1(R;)) a partir de YUY. Considere una sustitucién o
sobre C1®Cy tal que o(§) € Var(Y) siempre que £ ¢ Var(T)UVar(h),y o(§) = &, en otro
caso. Sean ¢ y A la instanciacion identidad y la instanciacién de secuente identidad sobre
C1 @y, respectivamente. Por la Proposicién 2.2.5, el secuente (o, 0, A)(h1) . .. (7, 0, A)(hy)
es una derivacién de h en i1 (A;) a partir TU(a, o, A\)(T). Esto es, TU(0, 0, \)(T) b4, (a1 b
Notemos ademas que Var((o, 0, A\)(Y)) € Var(Y) U Var(h). Seag: L(C; ®Cy) — Ny

L(Cy ® Cy) — L(Cy) como en la Definicién 2.4.7. Por la Proposicién 2.4.10, 7,(T U
(7,0, \)(T)) ., 7(h). Puesto que A; tiene la CIP por hipétesis, existe Y C HSeq(C)
con Var(Y') C Var(7,(T U (o, 0, \)(T))) N Var(7,(h)) tal que 7,(T U (7, 0, \)(T)) Fa, T’
v X' b4, 7,(h). Por la Proposicién 2.4.11 y la Observacion 2.4.8, T U (0, 0, \)/(T) F 4,04

Tg_l(Tl> VT, 1(T) 4,04, h. Puesto que T k4,04, (0,0,A)(Y) por construccién de

(o,0,\)(Y), se tiene que T F4,e4, Tﬁg_l(T’) y fg_l(T’) FA,@4, h. Por el Lema 2.4.14,
Var(?gil(T’)) CVNnVar(h), donde V = Var(YT U (o,0,))(Y)) C Var(T)UVar(h). Por

lo tanto, A; & A, tiene la WCIP. [ ]

Observacién 2.4.16 Es importante notar que, bajo las hipotesis del Teorema 2.4.15, si
existe una derivacion de h en Ay ® Ay a partir de Y tal que las variables esquema en h
que no ocurren en Var(Y) son usadas exclusivamente en axiomas y reglas de solo uno de
los cdlculos i;(Aj) para j = 1,2, entonces T F a4 0., b tiene un interpolante en el sentido
de la Definicion 2.4.12.

Por otro lado, es facil adaptar las definiciones y demostraciones de [16] y entonces obtener
la preservacion de CIP mediante el fibring de chc’s dado que uno de los cdlculos tiene CIP

y existe un puente (bridge) entre el fibring y tal cdlculo (cf. [16]).
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2.5 Extension al fibring con restricciones

En la Seccién 2.2 introdujimos la nocién de fibring sin restricciones en CHC, esto es, la
combinacion de dos chc’s que no comparten ningiin conectivo. Sin embargo, frecuente-
mente es necesario combinar légicas en las cuales existen conectivos en comin. Es en este
momento en el que aparece la restriccion.

En esta seccion introduciremos la nocién de fibring con restricciones dentro de la categoria
CHC, exhibiendo dos construcciones distintas. De esta forma, la nocién de fibring intro-
ducida en la seccién anterior aparecera como un caso particular de la nociéon de fibring

definida aqui.

Primera construccién

La construccién que realizaremos es analoga a la exhibida en [55] y [21].

Introduzcamos el funtor olvido N : CHC — Sig de la manera natural: N((C,R)) = C
y N(h) = hsi h es un morfismo en CHC.

Recordemos que si F': C — D es un funtor, un levantamiento cocartesiano de un morfismo
f: F(c) — den D, es un morfismo f*: ¢ — ¢ en C tal que F(f*) = f y que satisface
la siguiente propiedad universal: Para cada morfismo g : ¢ — ¢’ en C, y todo morfismo
h:d— F(") en D que verifica ho f = F(g), existe un inico morfismo h* : ¢ — ¢’ en
C tal que h* o f* = g. F se dice una cofibracién si todo f : F(c¢) — d en D admite un

levantamiento cocartesiano.
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Proposicién 2.5.1 El funtor olvido N es una cofibracion.

Dem. Sea A = (C,R) un ch.c. ysea f: N(A) — C’ un morfismo de signaturas.
Consideremos el c.h.c. A" = (C’, R') tal que

R = f(R) = {f(r) i r € R},
Definimos el morfismo f* : A — A’ como f* = f en CHC. Sean g : A — A", A" =
(C", R") un morfismo en CHC; y h: C" — N(A”) un morfismo en Sig tales que ho f =
N(g). Entonces, tomando h* : A" — A" en CHC como h* = h, es claro que N(h*) = h
y h*of*=hof=N(g)=g. [

Dado un morfismo de signaturas h : C' — C" y dado el chc A = (C, R) definido sobre C,
denotaremos con hy(A) al codominio del levantamiento cocartesiano de h a través de N.
Esto es, hy(A) = (C’, R') donde R’ es como en la demostracién de la Propiedad 2.5.1.
Un morfismo de signaturas h : C' — C’ se dice literal si, para todo n € Ny todo ¢ € C,,
existe ¢ € C/ tal que h(c) = (&, ..., &).

Definicién 2.5.2 Sean C' y C” dos signaturas. Un sharing constraint sobre C' y C" es

un diagrama G en Sig de la forma

oo
para alguna signatura C, y algunos monomorfismos h' y h" tales que ambos son literales.

g
El pushout del diagrama G, si existe, serd denotado C'®C" .
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Observe que, al ser monomorfismos, A’ y h” son funciones inyectivas.
Es bien sabido que un pushout puede ser obtenido como un coproducto seguido de un
coecualizador, siempre que estas construcciones existan en la categoria en cuestion.

Entonces, dado un sharing constraint G en Sig, considere el siguiente diagrama

o
/ (X‘
C’\ /

Cl @ C//

C/

LS

Clécﬂl
g
donde i’ e i” son las inyecciones canénicas de C' y C” sobre C' & C”", y C"®&C” es el

codominio del coecualizador g de i/ o b’ y i’ o h”, siempre que exista. Por lo tanto,

g
<O,@CW, {C] o i',q o Z-//}>

es el pushout de G en Sig. A continuacién, veremos que esos coequalizadores existen en

Sig.

Proposicién 2.5.3 (i) Sea oL om un sharing constraint en Sig y sea (C' &

C”" A{7,i"}) el coproducto de C" y C" en Sig. Entonces, i’ oh’ yi" o h” son literales.

(i1) Sean h,h';C — C' morfismos literales en Sig. Entonces, existe el coecualizador

" h
(" {c'5emy de ¢ T ¢ en Sig.

_—
h/
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Dem. Es rutina. [ ]

Luego, el fibring sin restricciones se define de la siguiente manera:

Definicién 2.5.4 Sean A" = (C",R') y A" = (C",R") dos cdlculos de hipersecuentes
conmutativos, y sea G un sharing constraint sobre C' y C". FEntonces, su fibring G-

restringido por simbolos compartidos es el cdlculo de hipersecuentes conmutativo

.A/G%.AH _ qN(A’GBA")

donde q es el coecualizador en Sig de i oh’ y " o h".

Segunda construccién: calculos cocientes
Sea C' una signatura y sea = C |C| x |C| una relacién de equivalencia sobre |C|. Diremos

que = es una congruencia de signatura sobre C' si verifica la siguiente condicion:

c1 = ¢ implica ¢, ¢c5 € C),, para algun n € N.

Es claro que C/= = {C,,/=},en es una signatura. El mapeo candnico q:|C| — L(C/=)

es la funcién definida como sigue:
e q(c) =], if ¢ € Cy,
e q(c) =[c](&,. .., &), sice C,, paran > 1

donde [¢] denota la clase de equivalencia de ¢ por =. Claramente, ¢ es un morfismo

q:C — C/= en Sig.

Definicién 2.5.5 Sea A = (C, R) un chc y sea = wuna congruencia de signatura sobre

C'. El célculo de hipersecuentes cociente (o simplemente el calculo cociente) determinado
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por = es el che A/= = (C/=, R') tal que
R' ={q(r):r € R}

Es fécil verificar que A/= es, en efecto, un calculo de hipersecuentes conmutativo (i.e.

es un objeto de CHC) y, ademés, que ¢ induce un morfismo ¢: A — A/= en CHC.

Proposicién 2.5.6 Si A tiene la propiedad de r-elimination, también la tiene A/= para

cualquier congruencia =.

Dem. Directo. [ |

Sea A= (C,R) y A = (C", R') dos chc a ser combinados y que comparten los conectivos
de la signatura CNC" = {C,, N C) }pen. Seainc: CNC" — Cyind : CNC" — C' los
morfismos inclusién. Considere ahora el coproducto C' @ C” y las inyecciones canénicas

1:C—-CaC,:C — Co®C' Entonces, la relacion = dada por

=={(lioinc(c)], i cind(c)]):ce CNC'}YU{(d,d): e (CuC)\CnNC}

donde CUC" = {C, UChhen v |e(&r,...,&)] = ¢ para todo conectivo ¢, es una

congruencia sobre C' & C”.
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/Cmo/\
C\ /C’/
Coc

(Cal")/=

El fibring con restriccion de A y A’ compartiendo los simbolos en C N C" es el che
cne’ ,
Ao A=ApA)/=.
Observemos que si ¢ € (CdC’),, tenemos los siguientes casos:
(D) [¢] = A{lioinc(e)], |#' oind(c)]}, para c € (G, N C);
(IT) [¢] ={li(c)]} para un tnico c € C, \ C};

(IT) [¢'] = {|/(c)]} para un tnico ¢ € C!, \ C,.

Ejemplo 2.5.7 Sea |C| = {—,—,A,V,0} y |C'| ={~,—,&,0}. Entonces,
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{_'17 —1, /\17 \/17 D17 12, 72, &27 02}

[}

(=1 ==, =1 = =5, A, Vi, 04, &, 55}
Luego, la formula 0,=,(& = (& &2 &) de L((C'®C?)/ =) proviene de identificar las
siguientes formulas de L(C*®C?):
o L& —1(£2&:28)),
o Uim1(&—2(&£&28)),
o Uia(&—1(£&8)), v

o U—o( & —2(&2&283)).
De las Proposiciones 2.4.6 y 2.5.6, podemos establecer lo siguiente:

Proposicién 2.5.8 Sea A un chc. Si A tiene la propiedad de r-eliminacion plena,

cne’
también la tiene A & A’, para todo che A'.

Por otro lado, usando la Proposicion 2.5.6 es facil adaptar la prueba del Teorema 2.4.15

para obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.5.9 Sean A; = (C;, R;) dos chc’s que satisfacen la propiedad CIP, para i =

cinC:
1,2. Entonces, A, o 2A2 tiene la propiedad WCIP.
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2.6 Calculos de hipersecuentes e hipertraducciones

Como fuera mencionado anteriormente, en [21] se propuso la nocién de meta-fibring
basado en meta-traducciones. Dentro de este marco, disenado para lidiar con célculos de
secuentes, todo morfismo f (denominado meta-traduccion), en la categoria de los célculos

de secuentes, tiene la siguiente propiedad: toda regla de secuentes (formal) de la forma

S1 Sn

(r)

es preservada por f. Interpretando a las reglas de secuentes (como la anterior) como

S

meta-propiedades de la légica asociada a un célculo dado, un morfismo f puede ser, por
lo tanto, visto como una traduccion entre logicas que preserva todas las meta-propiedades
como la anterior. Este fue el punto de partida en [21], también adoptado en [14], donde
las meta-traducciones fueron llamadas traducciones contextuales.

La principal diferencia entre meta-traducciones y la nocién usual de traduccién es que esta
ultima solo preserva meta-propiedades “simples”, de la logica, de la forma I' - ¢, mien-
tras que la primera preserva combinaciones de ellas descriptas como reglas de secuentes.
Como fuera argumentado en [14], las traducciones contextuales refinan el concepto usual
de traduccion entre logicas, ayudando a analizar cuestiones complejas de como una logica
deberia ser traducida en otra, como asi también, la cuestion de como una légica puede
ser extendida fielmente. Como fuera probado recientemente, la nocién més simple de tra-
duccion conservadora demostro no ser lo suficientemente informativa, puesto que cualquier
par de sistemas deductivos pueden ser traducidos uno en el otro (cf. [42]). Obviamente,
este no es el caso de las meta-traducciones: para poder ser traducible contextualmente,
la 1égica de llegada debe satisfacer al menos todas las reglas estructurales de la logica de
partida (ver [14]). Esto explica porqué el morfismo inclusién entre el célculo de secuentes
INT de la logica proposicional intuicionista y CPL, el calculo de secuentes de la légica

proposicional clasica, es una meta-traduccién y por eso INT puede ser considerada como
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una “buena” sublégica de CPL, puesto que toda meta-propiedad de la primera es gozada
por la segunda (cf. [14]).

Pero las cosas no son tan simples. Como es bien conocido, Godel fue el primero en obser-
var (cf. [39]) que, a diferencia de lo que ocurre en la légica clasica, la l6gica proposicional

intuicionista tiene la propiedad de disyuncion, a saber:
(DP) Si (aV ) es un teorema, entonces « es un teorema o [ es un teorema.

No es dificil ver que (DP) no puede ser expresada como una meta-propiedad en el lenguaje
(formal) de secuentes introducido en [21]. De hecho, la meta-propiedad (DP) tiene la

forma

FaVvg
Fa o FG

la cual cae fuera del alcance del lenguaje de reglas de secuentes de la forma de (7).
Entonces, INT no deberia ser considerada “tan buena” subldgica de CPL, como podria
creerse, puesto que la primera satisface la meta-propiedad (DP) que no es satisfecha por
la dltima. Esta distincion puede ser hecha de modo preciso dentro del marco de los
hipersecuentes.
Recordemos la nocién de morfismo en la categoria CHC de chc’s dada en la Definicion 2.1.8.
Entonces, toda regla de hipersecuentes (formal) de la forma
hi ... h,

() M
es preservada por tales morfismos. Al igual de lo que fuera hecho con secuentes, una regla
de hipersecuentes (r') puede ser vista como una meta-propiedad de la 16gica asociada

al calculo dado, pero escrita en un (meta)lenguaje méas rico que permite expresar meta-
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propiedades tales como (DP). En efecto, (DP) puede ser representada como la siguiente

regla de hipersecuentes

-eve
e | re

Por la Definicién 2.1.8, un morfismo f forzara a la logica de llegada a satisfacer la siguiente

(DF)

meta-propiedad:

F (&)
=fE) | )

donde ¢(&, &) es la férmula asociada por f a V. En particular, si f es el morfismo inclusion,

(DP)

la regla (DP’) sera satisfecha por la légica de llegada (puesto que en ese caso ¢(&, ) es
¢V ¢). En otras palabras, si la l6gica proposicional intuicionista (presentada como un
célculo de hipersecuentes) es extendida a través del morfismo inclusion de célculos de
hipersecuentes, el calculo de llegada debe satisfacer la propiedad de disyuncién. Esto
justifica llamar a los morfismos de cédlculos de hipersecuentes como hipertraducciones.
De la discusién anterior, creemos que el marco formal de los hipersecuentes puede arrojar
luz sobre el tépico de traducciones entre légicas y su significado.

En el Capitulo IV introduciremos un calculo de hipersecuentes libre de cortes para la

l6gica tetravalente modal 7 ML.
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3 Capitulo III: Sobre la Légica Tetravalente Modal
TML

Como fue mencionado anteriormente, la 16gica 7 ML asociada a las dlgebras tetravalentes
modales desempena un papel importante en esta tesis. En este capitulo, la variedad
de algebras tetravalentes modales (TMAs) de A. Monteiro es analizada desde diferentes
aspectos logicos. Entre otras propiedades, se revelan las caracteristicas paraconsistentes de
la l6gica T ML, mostrando que es una genuina Ldgica de la Inconsistencia Formal (LFI,
ver [18, 17]). Tomando ventaja de la implicacién contrapositiva introducida por A.V.
Figallo y P. Landini, distintos calculos estilo Hilbert para estas logicas son propuestos,
como asi también un sistema de tableaux decidible. Se muestra que esta es una subldgica

de la logica proposicional clasica CPL que no es maximal.

3.1 Introduccion

Este capitulo retoma la cuestion de estudiar los aspectos légicos de las TMAs. Con-
siderando la implicacién contrapositiva introducida por A. V. Figallo y P. Landini en [28§],
introducimos tres calculos de Hilbert y un sistema de tableaux correctos y completos con

respecto a una semantica naturalmente asociada las TMAs.
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El caracter paraconsistente de la légica de las TMAs también serd analizado desde el
punto de vista de las Ldgicas de la inconsistencia formal, introducidas por W. Carnielli
y J. Marcos en [18] y posteriormente estudiadas en [17].

Es importante notar que existen diferentes maneras de relacionar a una logica con una
clase dada de dlgebras (cf.[41]). Sin embargo, nos concentraremos principalmente en el
estudio de las TMAs bajo la perspectiva logica de la Definicién 3.1.1. En la Seccién 3.8
estudiaremos brevemente otra logica asociada a las TMAs, la légica tetravalente modal
normal 7MLY.

Recordemos (ver Seccién 1.2.3) que §m = (Fm,A,V,—,0, L) denota al dlgebra abso-
lutamente libre de tipo (2,2,1,1,0) generada por un conjunto numerable de variables.
Llamamos a F'm el conjunto de las formulas sentenciales, y nos referiremos a ellas con
las letras griegas mintsculas «, 3,7,... etc.. Ademads, denotaremos a los conjuntos de

formulas con letras griegas maytusculas I, A, etc..

Definicién 3.1.1 La logica de la clase TMA definida sobre §m es la l6gica proposicional
Lrya = (Fm, Erama) dada como sigue: para todo conjunto T'U{a} C Fm, I' Frya «
st, y solo si, existe Ty C T finito tal que para todo U € TMA y todo h € Hom(Fm, ),
AN{h(y) : v €T} < h(a). En particular, O Erypa « si, y solo si, h(a) = 1 para todo
i€ TMA y todo h € Hom(gm,4l).

Consideremos, ahora, a la logica asociada con el algebra 9My,,, la cual es definida a con-

tinuacion.

Definicién 3.1.2 La [dgica tetravalente modal My, es la légica proposicional My, =
(Fm, =) dada como sigue: para todo conjunto I'U{a} C Fm, I' =y, a si, y solo
st, existe I'g C ' finito tal que para todo h € Hom(Fm, My,y,), A{h(y) : v €T} < h(a).
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En particular, O =uy,,. a si, y solo si, h(a) = 1 para todo h € Hom(Fm,My,,). En este

caso, decimos que a es valida en My, .
Puesto que My, genera la variedad TMA, es inmediato probar que:

Proposicién 3.1.3 La ldgica My, coindice con la logica Lpya. FEsto es: para todo

conjunto finito T U{a} C Fm, T [, « si, y solo si, I' Erya a.

Como se menciond anteriormente, en este capitulo la logica LLyy4 sera considerada la
contrapartida logica de las TMAs. Por la Proposicién 3.1.3, es equivalente a analizar su
presentacion mas simple a través de la logica My,. Existen otras presentaciones para
esta logica, a saber Ly, (§m) y 7ML (recordar la Definicién 1.2.6 y la Seccién 1.2.3 en el

Capitulo 1) , la primera de las cuales serd brevemente analizada en la siguiente seccion.

3.2 La légica My, como légica matricial

Un estudio profundo e interesante de la légica tetravalente modal asociada a TMA en
términos de légicas abstractas fue propuesto por J. Font y M. Rius en [31], siendo que
algunos de sus resultados fueron brevemente descriptos aqui en las Secciones 1.2.2 y 1.2.3.
En ese marco, es que fueron introducidas las nociones (amplias) de quasi ldgica tetravalente
modal y logica tetravalente modal. La légica tetravalente modal My, aparece como un caso
particular, y estos mismos autores mostraron que ella puede ser caracterizada como una
l6gica matricial. Especificamente, considere la l6gica proposicional Ly, (Fm) definida por
la familia de matrices (My,, {N,1}) y My, { B, 1}) sobre My, (ver Definicién 1.2.6). Su
relacién de consecuencia es definida del modo usual: para todo conjunto I' U {a} C F'm,

I' L, gm) @ si, y solo si, existe I'g C I finito tal que
1. para todo h € Hom(Fm, My,,), h(I'y) C {N,1} implica h(a) € {N, 1};

2. para todo h € Hom(gm,My,,), h(Iy) C {B,1} implica h(a) € {B, 1}.
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Como fuera probado en [31], la 16gica Ly, (§m) coincide con My,,:
Teorema 3.2.1 ([31]) Para todo conjunto finito I' U {a} C Fm,

I' Euy, o« sty y solo si, T =L, gm) o

Corolario 3.2.2 Para todo conjunto finito I'U {a} C F'm,

U B, o sty ysolo si, lErae o

Esto permite una caracterizacién de la logica tetravalente modal My, como la légica ma-
tricial en término de dos matrices l6gicas. Es importante notar que, como (My,,, { N, 1})
v (Mym, { B, 1}) son isomorfas, Ly, (§m) (y, por lo tanto, My,,) puede ser caracterizada
como la logica matricial en términos de una tnica matriz légica. En la Proposicién 3.2.4
daremos una prueba directa de la caracterizacién My, por medio de una tnica matriz
l6gica, sin usar el Teorema 3.2.1.

A continuaciéon mostraremos algunos resultados sobre My,,, vista como légica matricial,

que seran de utilidad en lo que sigue.

Lema 3.2.3 Sea h : gm — My, V' C Var y b : Fm — My, tales que, para todo

peV,
h(p) sih(p) €{0,1} h(c) st h(a) € {0,1}
h(p) = N sih(p) =B . Entonces h'(a) = N sih(a)=B
B sih(p)=N B sih(a) =N

para todo o € §m tal que Var(a) C V.
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Dem. Este resultado es facilmente demostrado por induccién sobre la longitud de . W

A partir de este resultado podemos dar una prueba directa de la caracterizacién de la

logica My, por medio de una tinica matriz, sin hacer uso del Teorema 3.2.1.

Proposicién 3.2.4 Sea My = (My,, {N,1}) y sea Mp = My, {B,1}) las matrices

logicas de la Seccion 3.2. Entonces

(i) ):M4m = ):MN7
(ﬂ) ):Mélm = ):MB'
Por lo tanto, My, puede ser caracterizada por medio de una unica matriz.

Dem. Puesto que =y, es una relacién de consecuencia finitaria; y debido a la presencia,
de la conjuncién (infimo) A en My,,, es suficiente considerar las inferencias en My, de
la forma « =y, O (en el caso de que (3 sea un teorema es suficiente considerar o como
—-1).

(i) Supongamos que « =y, By sea h € Hom(Fm,My,) tal que h(a) € {1, N}. Como
h(a) < h(f), tenemos que h(B3) € {1, N}. Entonces, a =, 5.

Reciprocamente, supongamos que « Fpa, By sea b € Hom(Fm,My,,). Si h(a) = 0,
la demostracién estd terminada. Si h(a) = N € {1, N}, entonces h(5) € {1,N} vy,
por lo tanto, h(a) < h(B). Si h(a) = B, sea h’' como en el lema anterior. Entonces,
h'(o) = N € {1,N} y, por lo tanto, h'(5) € {1, N}. De esta manera, h(3) € {1,B} y
entonces h(a) < h(5). Si h(a) = 1, entonces h(B) € {1, N}. Si h(5) = N, tenemos que
K(a) =1y R (B) = B ¢ {1, N}, una contradiccién. Luego, h(3) =1y h(a) < h(). En
todos los casos mostramos que « =y, .

(ii) La prueba es anéloga. [
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Observaciéon 3.2.5 El reducto de De Morgan de My, coincide con una de las estructuras
algebraicas FOUR asociada a la bien conocida logica 4-valuada de Belnap, a saber, el
reducto dado por el orden de verdad en lugar del dado por el orden de conocimiento
(cf- [9, 2]). Mds ain, My, presentada por medio de My es una extension modal de la
logica matricial de ese mismo reducto de FOUR.

Por otro lado, es inmediato que el reducto de My a la signatura A, V, U, L coincide con
la l6gica modal 4-valorada PMJ4 introducida en [10]. De la Proposicion 3.2.4(i), se tiene

que el reducto sin negacion de My, coincide con PM4 (como relaciones de consecuencia,).
Corolario 3.2.6 Sia =y, 0y Var(a)NVar(B) =0, entonces a =py,,, L 6 =, 5-

Dem. Supongamos que « =a,,, 5, Var(a) N Var(8) =0y que a ey, Ly Eu, O
Entonces, existen h, h" € Hom(Fm,My,,) tales que h(a) # 0y h"(B) # 1. Puesto que
Var(a) N Var(f) = 0, podemos elegir h = h”. Entonces, h(a) # 0 and h(3) # 1. Como
a Eu,,, B, tenemos que h(a) < h(B). Entonces, h(a) # 1. Si h(a) = N, entonces
h(6) = N. Definamos h' sobre Var(8) como en el Lema 3.2.3; entonces h'(3) = B.
Extendemos h’ sobre Var(a) poniendo h'(p) = h(p). Luego, h'(a) = h(a) = N y, por lo
tanto h'(a) £ K'(B), lo cual es una contradiccién. El caso en el cual h(a) = B se trata

analogamente. |

En una légica dada, un conjunto de conectivos logicos es funcionalmente completo si
puede ser usado para expresar todas las posibles tablas de verdad sobre una semantica
matricial dada correcta y completa con respecto a la légica. Decimos que la logica es
funcionalmente completa si contiene un conjunto de conectivos légicos funcionalmente
completo. A continuacién mostraremos que en My, el conjunto {V,A,[0, =, L} no es

funcionalmente completo.
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Lema 3.2.7 Sea h : §m — My,,, b’ : §m — My,,, y p € Var tales que h(p) = B
y h'(p) = N. Entonces, h(a) € {0,1,B} y W («) € {0,1, N} para todo o« € Fm tal que
Var(a) C {p}.

Dem. Sigue del hecho que {0,1, N} y {0,1, B} son subélgebras de My,,. |

Corolario 3.2.8 En My, no es posible definir la negacion cldsica (booleana) — de modo

tal que —0=1, —=1=0, - N=B y —-B = N.

Dem. Es una consecuencia inmediata del Lema 3.2.7. [ ]

Corolario 3.2.9 En My,,, el conjunto {V,A, 0, -, L} no es funcionalmente completo.

3.3 La implicaciéon contrapositiva en My,

El lenguaje original de la logica de las TMAs — en particular, el lenguaje de la légica My,,—
no tiene a una implicacion como conectivo primitivo. Es una cuestion natural preguntarse
como definir un operado binario en las TMAs, en término de los restantes operadores,
con el “comportamiento” de una implicaciéon. Tales operadores son ttiles a la hora de
caracterizar el reticulo de las congruencias de una clase de algebras determinada.

Algunas propuestas para operadores de implicacién en las TMAs aparecen en la literatura.
Concerniendo a las algebras de De Morgan, un operador de implicacién fue propuesto por

M.L. Gastaminza y S. Gastaminza en [34] definido como sigue:

M) z—=y=-xVy.
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Por otro lado, I. Loureiro propuso en [44] la siguiente implicacién para las TMAs:

(I12) z—-y=-OzVy.

Considerando el operador

(I13) z—y=(@—y A(O-yV-r),

A. Figallo y P. Landini introdujeron en [28] un operador de implicacién para las TMAs

definido como sigue:

(I4) z=y=(@—y Az =y — (O-2Vy)).

Este operador fue denominado en [58] implicacion contrapositiva para las TMAs.
No es dificil ver que la implicacion contrapositiva puede ser reescrita de una forma mas

simple:

(I5) z=y=(x—y A~y — —x)A((-xVy) — (O-zVy)).

La principal caracteristica de la implicacion contrapositiva es que internaliza la relacion
de consecuencia (siempre que sélo una premisa es considerada), como veremos en el Teo-
rema 3.2. Otro aspecto importante de esta implicacién es que todos los operadores de las

TMAs pueden ser definidas en términos de > y 0. De hecho:

Proposicién 3.3.1 (cf. [28]) En toda TMA vale:

(i) 1=(0>0),
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(i) -~z = (z > 0),

(i) zVy = (z = y) =y,
(iv) z Ay = (-2 V),
(v) Oz = =(z = —a).

Por lo tanto, = y 0 son suficientes para generar todas las operaciones de una TMA dada.

Ademas, a partir de la Proposicién 3.3.1 se dio en [28] una axiomatizacién para las TMAs

en términos de > y 0 como sigue.

Proposicién 3.3.2 (cf. [28]) En toda TMA puede definirse una operacion binaria > y

un elemento 0 tal que las siguientes condiciones valen:
(C1) (1> 2x) ==z,

(C2) (x>=1)=1,

(C3) (x=y)=y=(y>2)ruz,

(C4) > (y > 2)=1implicay = (x = 2z) =1,

(C5) (x> (z>=y)=a)=x=1,

(C6) (0> 2x)=1,

(C7) (x> 0) =z,

(C8) ((zVy)=2)=(x=2)A(y>z2))=1.
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Reciprocamente, si un dlgebra con una operacion binaria > y un elemento 0 que satisfaga
(C1)-(C8) donde 1 =45 0 =0, VY =gef (x = y) =y Yy T ANY =gey ~(—xV —y), entonces

la estructura resultante es una TMA donde Ox =405 —(x > —x).

Definicién 3.3.3 Un algebra tetravalente modal contrapositiva es un dlgebra
(A, >,0) de tipo (2,0) que satisfaga los items (C1)-(C6) y (C8) de la Proposicion 3.3.2

(con las abreviaturas definidas aht). Denotaremos a esta clase de dlgebras por TIMAC.

Observe que las clases de algebras TMA y TMAC® coinciden. La diferencia principal reside
en el lenguaje utilizado para definir cada clase y en el hecho de que la caracterizacién de
esta ultima clase esconde que la misma es una variedad. Como veremos en la Seccién 3.5,
el lenguaje de las TMA®s es mas adecuado para definir una presentacién estilo Hilbert de la
logica tetravalente modal My,,. Esto se debe a la presencia de la implicacion contrapositiva
>, puesto que, en general, los sistemas axiomaticos son mejor descriptos en términos de
un conectivo de implicacion. Mas atn, como veremos en esa misma secién, el lenguaje de
las TMA¢s describe con mas naturalidad el hecho de que My, esta contenido en el calculo
proposicional clasico CPL.

Notemos que en el algebra 914,,, la implicacién contrapositiva > tiene la siguiente tabla

de verdad:

=10 |N|BJ|1
o1 ,11|1
NIN|1|B|1
B|B|N|1]|1
110 |N|BJ|1
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Observaciéon 3.3.4 Claramente, la logica de las dlgebras tetravalentes modales contra-
positivas FErarac puede ser definida por analogia con la Definicion 3.1.1. De esto, se puede

establecer una version andloga a la Proposicion 3.1.3.

Por otro lado, el conectivo > tiene algunas propiedades interesantes, que mostramos

abajo:

Proposicién 3.3.5 Sean o, B € F'm. Entonces, las siguientes condiciones valen en My, :

(@) Fa L - (i) Fay, a =T
(il) Fam,, @ = (B =a) (iv) Eum,, (@VE) = (BVa)
(V) ):szm e ale (Vl) ):lem o = o

(vii) f=ar,, Oa = 00a  (vii)) Fag,, Oa = a

(ix) B, o = OO0« (x) By, Oa = Qa
(xi) Fay,, O(a = 6) = (Oa = 0OF)

(xii) FEar,, (CaAOB) = (ClanOB)V O(aAB)VEO(BAOa)).

Dem. Directo analizando las tablas de verdad. [ |

Observacion 3.3.6 El teorema (i) es el azioma (K) (ver [8]). Los teoremas (vii), (viii),
(iz), (x) y (zii) se corresponden con los axiomas (4), (T), (B), (D) y (.3), respectiva-
mente (ver [8]). Por lo tanto, My, satisface todos los axiomas modales de la [6gica modal
clasica S5. Sin embargo, no podemos afirmar que My, sea una logica modal normal

puesto que la implicacion > no satisface algunas propiedades de la implicacion cldsica

(ver [8]).
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Ezisten similitudes muy interesantes entre la ldgica de Lukasiewicz L3 (vista como ldgica
modal) y Mym,. En ambas ldgicas, Oa y Qo estan definidas por las mismas formulas,
a saber, =(a = —a) y -« = «, respectivamente (en el caso de L3, — y > denotan,
respectivamente, la negacion e implicacion). Mas ain, ambas implicaciones (la de L3 y
la contrapositiva) no satisfacen la ley de contraccion: « = (a = ) no es equivalente a
(aw = ). Luego, ambas ldgicas satisfacen el siguiente principio modal: o = (o = D), el

cual no es vdlido en la logica modal cldsica S5.

Sea %« =def Y Ot o =4ey U"Oa, para cualquier n € N. Andlogamente, se define

M. Entonces,

Proposicion 3.3.7 My, satisface la siguiente bien conocida instancia de los esquemas

de Lemmon-Scott (cf. [43]) para todo n,l,k,m € N,
Ea, OF0 = O™ a,
pero [, OCa = Sla.

Dem. De la Proposicion 3.3.5. |

Finalmente, en My, tenemos una versién débil del Meta-teorema de la Deduccion con

respecto a la implicacién contrapositiva.

Teorema 3.3.8 ([28]) Sean a, 8 € F'm. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) @ Fm, B,
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Este ultimo resultado muestra que la implicacién contrapositiva > internaliza la relacién
de consecuencia de My, siempre que solo una tnica premisa sea considerada. En términos

algebraicos, > internaliza el orden < de las TMAs.

Es importante notar que no es posible “mejorar” el Teorema 3.3.8 en el siguiente sentido:

Proposicion 3.3.9 En My, ambas direcciones del meta-teorema de la deduccion, con

respecto a >, falla si mds de una premisa es permitida. Especificamente:
(1) 067/8 ):Mél'm 7 no Zmpl/l’ca’ que a ):M47n ﬁ >_ 77
(i) o Fam,, 8= no implica que o, Fuy,, 7

Dem. (i) Observemos que N A B < 0, pero N £ B > 0 = B. Con el objeto de
exhibir un ejemplo de este hecho, considere « = (ep ANeg A o(p = q)Ap), B=qyv=1,
donde p, ¢ son dos variables proposicionales distintas, y ) =45 (6 A =0) es el operador
de inconsistencia (ver Seccién 3.4 abajo). Entonces, h(aw A ) = 0 = h(y) para todo
h € Hom(Fm,My,,). Esto es, a, 5 Ep,,, 7- Ahora, sea h tal que h(p) = N y h(q) = B.
Luego, h(a) = N y h(B) = By por eso h(a) £ h(G > v) = B > 0 = B. Por lo tanto,
a g, 8= .

(ii) Notemos que N < N »= 0= N, pero NAN = N £ 0. Por ejemplo, considere a = p,
B =-p y 7 = 1, donde p es una variable proposicional. Entonces, « =y, 0 = 7
puesto que « =y, ——a. Considere, ahora, h € Hom(gm,9My,) tal que h(p) = N.
Luego, h(aApB)=N £ 0=h(y) y poreso «,f . 7 |

En particular, la implicacién contrapositiva no satisface el modus ponens local (en el

sentido de [15]).
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La importancia de la implicacién contrapositiva serd confirmada en la Secciéon 3.5, donde
una axiomatizacién estilo Hilbert para My, serd presentada en términos de > y L.
Esto es, exhibiremos una axiomatizacién de la légica tetravalente modal My, vista como
la légica cuya contrapartida algebraica son las algebras tetravalentes modales contrapo-

sitivas.

3.4 My, como légica paraconsistente

En esta seccion nos abocaremos a analizar a My, bajo la perspectiva de la paraconsis-
tencia. Veremos que las contradicciones (con respecto a —) no necesariamente trivializan
las inferencias, y por lo tanto, esta es un logica paraconsistente en el sentido de da Costa
(cf. [22, 23]). Mds atun, mostraremos que My, es una Ldgica de la Inconsistencia Formal
(LFI, por sus siglas en inglés), gentilmente explosiva (gently explosive) con respecto a un
conjunto de férmulas adecuado ()(p) el cual depende solamente de la variable proposi-

cional p (cf. [18, 17]).

No es dificil ver que My, no es una légica trivial. De hecho, si p y ¢ son variables

proposicionales diferentes, entonces tenemos que

P, P Fa,, G- (3)

En efecto, es suficiente tomar un homomorfismo h tal que h(p) = N y h(q) = B. Luego,

My, es no explosiva con respecto a —. Por otro lado,

i 4V G (4)
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(utilizando el mismo homomorfismo). De esta manera, My, es una logica paracompleta.!
Veremos en la Seccion 3.7 que My, es una subldgica de la logica proposicional clasica.
Recordemos de [17] que una légica L es gentilmente explosiva con respecto a la negacién
-y al conjunto de férmulas (O(p) (que solo dependen de la variable proposicional p) si:
(1) existen a y 3 tales que O(a),a AL B; (2) existen o y [ tales que O(«), o H f;
(3) existen v y (3 tales que a, ~a /L G5y (4) O(a),, ~a b, B, para todo v y 5. Si
O(p) es finito, entonces L se dice una légica finita y gentilmente explosiva (finitely gently
explosive) con respecto a (O(p) y —.

Consideremos en el lenguaje de My, al conjunto O(p) = {O(p vV —p)}. Entonces

Lema 3.4.1 La ldgica My, es finita y gentilmente explosiva con respecto a (O (p) y —.
Dem. Sean py ¢ variables proposicionales distintas. Es facil ver que

O(p)vp l?élem q 'y O (p)v -p %Mélm q.

Por otro lado, esta claro que h((O(pV —p)) ApA—p) = 0, para toda h € Hom(Fm, My,,).

De esta manera, tenemos que (O(p),p, —p Eum,,, L. |

De este resultado y de (3) tenemos que:

Teorema 3.4.2 La logica My, es una LFI con respecto a — y con operador de consis-

tencia o definido por oo = (v V —av), para todo o« € F'm.

Ademas, al igual que en los sistemas C,, de da Costa (cf. [22, 23]), el operador de consis-

tencia se propaga a través de los restantes conectivos.

'Los aspectos paracompletos de My,, no seran estudiados en esta tesis.
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Teorema 3.4.3 La l6gica My, satisface las siguientes condiciones:
() Fasn oL (i) oor =gy, oDy

(iii) oar F=py,,, om0 (iv) o, 083 g, o(a#B) para # € {A,V,=}.

Dem. Directo de considerar las tablas de verdad de My,,. [ |

Mas ain, [=py,, o—-"oa, para todo n > 0. En particular, =y,  ooa. De este modo, My,
valida todos los axiomas (cc),, de la l6gica LFI mCi (ver [17]).
Como es usual en el marco de las LFIs, es posible definir un operador de inconsistencia e

sobre My, del siguiente modo:

[ J6) =def T O (v.

Entonces, e« es equivalente a {(a A —a). Observemos que e y o pueden ser expresados
equivalentemente como ea = $a A P-a y oa = Ua VvV O-a. La tabla de verdad de

ambos conectivos se muestra abajo:

D | op | ep
0,110
NI 0|1
B| 0] 1
1111]0

Teorema 3.4.4 En My, vale:
(i) aAN—a =, oo pero e ey, o Ao,

(11) o ):M4m A Ale? y (¢ }:M4m .&7
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(iii) e(a#p) En,,, eV eF para # € {A,V,>=}; la reciproca no vale.

Dem. Directo. [ |

Este ultimo resultado muestra que el concepto de inconsistencia, por un lado, y el de
contradiccién, por el otro, pueden ser diferenciados en la légica My,,. Esta es una car-
acteristica valiosa en el universo de las LFIs, solo satisfecha por mbC, la mas débil de
la jerarquia presentada en [17]. A pesar del hecho de que My, no es funcionalmente
completa (cf. Corolario 3.2.9), esta goza de una gran poder expresivo. Por ejemplo, en
My, es posible hablar de valores de verdad “cldsicos” (0 y 1), como asi también de val-
ores “no clasicos”, a saber, N y B. Este hecho ya fue usado en la demostracién de la
Proposicién 3.3.9(i). De esta manera, por ejemplo, si o« es satisfecho entonces « solo
asume valores de verdad 0 6 1. Por otro lado, ea afirma que los valores de verdad de «
son N 6 B. De esta manera, es posible expresar que “p y ¢ asumen los valores de verdad

N o B pero distintos” a través de la sentencia ep A eq A o(p > q).

Observaciéon 3.4.5 Las formulas modales Oa VvV O-a y $a A $O-a,  wutilizadas para
definir el operador de consistencia o« 1y el operador de inconsistencia ea en My,
coinciden con las formulas introducidas por H. Montgomery y R. Routley en [54] para
definir los conceptos filoséficos de no contingencia (denotado por A) y de contingencia
(denotado por V), respectivamente. Las ldgicas de contingencia y no contingencia fueron
extensivamente estudiadas por diferentes autores. FEs interesante notar que el operador
de no contingencia tiene propiedades de propagacion similares a aquellas que tiene el
operador de consistencia o propuesto por da Costa (cf. [22, 25]). Por otro lado, es bien

conocida la ley de interaccion entre los operadores de contingencia y no contingencia.

(haANV(aApB)) — VS
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es traducido a la siguiente ley de interaccion entre los operadores de inconsistencia vy

consistencia de My, :

(oo As(a A B)) - of.

El cual es valido en My,,. Hasta donde nosotros sabemos, este iltimo principio (inter-
pretando = como un operador de implicacion) nunca fue considerado en la literatura de
las LFIs. Seria interesante analizar otras ldgicas paraconsistentes (ademds de My, ) que
satisfagan tal principio, como asi también, sus posibles aplicaciones, tal vez a la teoria de

las bases de datos inconsistente.

Como es usual con las LFIs, es interesante analizar la posibilidad de reproducir a la logica
clasica dentro de My,,. El siguiente resultado serd ttil en la Proposicion 3.7.2.

Pensemos a CPL en el lenguaje generado por la conjunciéon A, la disyunciéon V y la
negacién — (intencionalmente estamos utilizando los mismos simbolos para los conectivos
comunes de My, y CPL). Sea §mcpy, el dlgebra de las formulas de CPL en ese lenguaje.
Entonces, tenemos el siguiente Derivability Adjustment Theorem (DAT) con respecto a

CPL.

Teorema 3.4.6 Sea I'U{a} un conjunto finito de formulas en CPL. Entonces, I' Fcpr,

st, y solo si, T'jopy,...,op, =, a donde Var(T'U{a}) ={p1,...,pn}-

Dem. (<) Sea I' = {ay,...,ax} C Fmepr v seca h € Hom(Fmepr, B1) donde B; es
el dlgebra de Boole con un dtomo (esto es, By = {0,1}). Puesto que B; puede verse
como una TMA-subdlgebra de 9y, (poniendo O(z) = x, para todo x), tenemos que

h € Hom(§m,My,,). Luego, por hipétesis tenemos que

k n

h(/\ a; A /\ op;) < h(a).
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Como h € Hom(Fm,B,), entonces h(p;) € {0,1} paratodo j, 1 < j < n. De esta manera,
por definicién de o, h(op;) = oh(p,) = 1 para todo j, 1 < j < n. Entonces, si h(o;) =1
para todo i, 1 < i < k tenemos que h(/\ a; A /\ op;) = 1y, por lo tanto, h(a) = 1. Esto

=1 7j=1
significa que I' Feopy, .

(=) Supongamos que I' Fopr, ay sea h € Hom(Fm, My,,,) tal que h(T'U{opy,...,op,}) C
{1, N}, donde Var(l'U{a}) = {p1,...,pn}. Entonces, h(p;) € {1,0} para todo i y por eso
h € Hom(§mecpr, B1). ComoI' Fepr, ay A(I") C {1}, entonces h(a) = 1y h(a) € {1, N}.
Esto muestra, por la Proposicién 3.2.4(i), que T',opy,...,op, FEum,,, @ |

Recordemos de [17] que una légica L es marcadamente paraconsistente (boldly paracon-

sistent) si no existe una férmula 3(py, ..., p,) que satisfaga las siguientes condiciones:
(1) |7/L 5(’}/17 S 7771) para algﬁn Y53 Uny Y
(i) a,—~aFp B(7,-..,7n) para todo a,v1, ..., Yn.

Corolario 3.4.7 La logica My, es marcadamente paraconsistente.

Dem. Supongamos que existe una férmula G(pi,...,p,) que satisface las clausulas
(i) y (ii) del corolario para la 16gica My,,. Sea p una variable proposicional tal que p ¢
{p1,...,pn}. Por (ii), (pA—p) B, BP1, .-, Dn), tal que Var(pA—p)\War(B(p1, ..., pn)) =
(). Como (pA—p) Fw,,, L, se tiene que, por el Corolario 3.2.6, =y, B(p1, - - ., pn). Luego,

Ea,, B, -, a) para todo 74, ..., Y, lo que contradice (i). |

Una légica paraconsistente que no es marcadamente paraconsistente no es una “genuina”
logica paraconsistente: de una contradiccion es posible derivar todas las instancias del

mismo esquema. Por ejemplo, la logica minimal de Johdnsson es paraconsistente, pero
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no marcadamente paraconsistente puesto que «,—a F —f, para todo « y todo f.
Acabamos de probar, en el Corolario 3.4.7, que My, es una genuina logica paraconsis-
tente. Por otro lado, debido al Corolario 3.2.8, esta es una LF1T en la cual no es definible
una negacion clasica. Esta es una caracteristica inusual para las LFIs, revelando la im-

portancia de mirar a My, bajo la perspectiva de la paraconsistencia.

3.5 Presentaciones estilo Hilbert para My, en términos de la
implicacién contrapositiva

En esta seccion abordamos la cuestion de definir calculos estilo Hilbert para la logica My,,.
Como argumentamos anteriormente, la presencia de un conectivo de implicacién simplifica
la definicion de un sistema légico estilo Hilbert, puesto que se tienen mas posibilidades de
utilizar axiomas en lugar de reglas de inferencia. En el caso del lenguaje original §m de
My, no existe un conectivo de implicacion primitivo y entonces el comportamiento de los
conectivos dados debe describirse casi exclusivamente mediante reglas de inferencia. Este
es el motivo por el cual una presentacién para My, estilo Gentzen, como lo es el sistema
& introducido en [31], y reproducido aqui en la Seccién 1.2.3 del Capitulo 1, tiene més
sentido que un céalculo Hilbert.

Sin embargo, tomando ventaja de la Proposicion 3.3.1, la cual establece que la logica
My, puede ser descripta solo en términos de > y L, definiremos en esta seccion tres
sistemas estilo Hilbert para la logica tetravalente modal My, presentada en términos de
la implicacion > y el bottom L.

El hecho de que la logica My, pueda ser descripta en términos de > y L simplifica su
estudio: las demostraciones hechas por induccion sobre la complejidad de las féormulas
son significativamente més simples. Por ejemplo, las demostraciones de los Lemas 3.2.3

y 3.2.7 en el lenguaje usando solo > y L que en su lenguaje original (un conectivo unario
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y tres binarios).

El célculo propuesto en primer lugar requiere de algunas reglas de inferencia para poder
describir las propiedades bésicas de las ecuaciones algebraicas (como la transitividad y
la substitution salva veritate de Leibniz para la relacién de igualdad). El segundo sis-
tema basicamente pone todas esas reglas de inferencia en términos de axiomas modales,
haciendo uso de la siguiente propiedad de My,,: FEu,, o sii Fay,, Da. El sistema
resultante sera mas simple que el anterior, dejando mas clara la naturaleza modal de ésta
logica. Probaremos correctitud y completitud de estos sistemas, como asi también, una
versién débil del meta-teorema de la deduccion.

En adelante denotaremos por §m’ = (Fm/, =, 1) al dlgebra absolutamente libre de tipo
de similaridad (2,0) generada por un conjunto numerable Var. Los elementos de Var
son llamados de variables o formulas atéomicas. Por T queremos significar L > 1; por =«
queremos significar a > L (de esta manera, T denota =.1); oV 3 denota (a > ) > [,
y a A [ denota =(—a V =(3). Ademads, se asumird que la relacién de consecuencia =y,

esté definida sobre el lenguaje Fm’ en lugar de gm.

Definicién 3.5.1 Denotemos con ‘H},, = (Fm',\1) a la Iégica proposicional definida a
través del siguiente cdlculo de Hilbert, donde «, 3, v € F'm’, con las notaciones antes

mencionadas.

Axiomas
(A0) T

(Al) a>=T

(A2) (Vv pB) = (BVa)

(A3) L >«
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(Ad) T > (o> )
(A5) (o> (a>p)) Va

(A6) ((aV ) =) = ((a=7)A(B>7))

Reglas de Inferencia

SR
Fa-p8 FpB>a Fa >3

S e CE) ®) @)

(Conj) O‘Mﬁﬁ

Observacion 3.5.2 Notemos que las reglas (R1), (R2) y (R3) son globales (en el sentido
de [15]). Esto significa que transforman teoremas en teoremas. Es similar a lo que ocurre
con la regla de Necesitacion, o con la regla de Generalizacion de la logica de primer orden.
A su vez, (MP) es una regla mizta: su consecuencia [3 serd un teorema siempre que la
premisa « sea un teorema, pero la otra premisa o« = [3 debe siempre ser un teorema.
Finalmente, (Cong) es una regla puramente local (cf. [15]) que permite combinar formulas
arbitrarias dentro de una derivacion.

Debido a su naturaleza, la nocion de derivacidn de premisas en Hy,, serd definida uti-
lizando la nocion de derivacion a partir de un conjunto vacio de hipotesis. Esto es dife-
rente a lo que usualmente sucede en un cdlculo de Hilbert en el cual las reglas de inferencia

no son globales.

Para toda instancia de la regla r de H},,, su versién local seré la regla de inferencia r;

obtenida a partir de r eliminando toda ocurrencia de . De esta manera, por ejemplo,
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la version local de (MP) es el Modus Ponens usual, mientras que (Conj); es (Conj). Asi,

toda regla local r; es una regla de inferencia en el sentido usual.

Definicién 3.5.3 (1) Una derivacion de una férmula o en H},, es una secuencia finita
de formulas oy . .. oy, tales que «, es a y todo «; es, o bien, una instancia de un arioma o
es la consecuencia de alguna regla de inferencia local r; de H},, cuyas premisas aparecen
en la secuencia o . ..«a;_1. Diremos que o es derivable en Him, y escribiremos 1 «, si
existe una derivacion de ella en H},, .

(2) Una derivacion de una férmula o en Hj,, a partir de un conjunto de premisas I’ es
una secuencia finita de formulas o ..., tal que oy es a y, para todo 1 < 1 < n, la

formula o; es obtenida como sigue:
(i) «; es una instancia de una axioma; o
(ii) o pertenece a I'; o

(111) existe un conjunto {j, k1,... kn}t C{1,...,i—1} tal que ay, . .. ax,, es una derivacion

de a; = o (de esta manera «; es obtenida a partir de o y o = o, por (MP)); o

() existe un conjunto {ky,...kn} C{1,...,i—1} donde ay, ...ax, es una derivacion
de una premisa de una regla (Rj) tal que o es la conclusion de esa regla (asi «; es

obtenida a partir de ay,, por (Rj)); o

(v) a; es de la forma o A\ oy para j,k € {1,...,i— 1} (ast o; es obtenido a partir de
a; y oy, por (Conj)).

Diremos que « es derivable en HL  a partir de T, y escribimos T 1 «, si existe una

derivacion de v en 'H},, a partir de T.

Deberfa notarse que, si a . .., es una derivacién de « en Hj,, entonces toda «; satisface

las condiciones (i)-(v) de la Definicién 3.5.3(2), y por ello la nocién de derivacién a partir
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de premisas en Hj,, estd bien definida. Mds atn, - « si, y solo si, 0 - «, y la siguiente

meta-propiedad vale:
Proposicién 3.5.4 (Propiedad de Corte) SiT a1 8 y T by «a, entonces T' F 5.

Dem. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que af; ..., es una derivacién de (3
a partir de ' U {a} en H}, , y sea aj ...q,, una derivacién de o a partir de T en ‘H}, .

Entonces, ay ... a0 ... 3, es una derivacién de 3 a partir de I' en Hj, . |

A continuaciéon probaremos que ciertas formulas son teoremas y ciertas reglas son admi-

sibles (ver la Seccién 2.3 del Capitulo 2).

Proposicién 3.5.5 La siguiente regla es admisible en H},, :

a0 B>
a =y ’

(T)

Dem. De (R3)y (MP). [

Proposicién 3.1 Las siguientes férmulas son teoremas de H), .

(T1) a > a,

(T2) a > (B> ).

Dem. (T1) La siguiente secuencia es una derivacién de o = o in H},
T(T > (> ) (a=a).

(T2) De by =T ybk; T > (a> «) se tiene que 1 3 = (o > a), por (T). Entonces, de
(R1) se tiene - a = (8 = «). |
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Proposicion 3.5.6 Las siguientes reglas son admisibles en Hj,,:

(i) Rl (i) o=y B
(B=7)=7) =~ (aVvp) =~y
T A ol
7= (@A p)
Dem. (i)
(1) FiB>=7 [ hip]
2 F(y=7)=B=7) [(1), R3]
(3) Fi((B=7)=7)=((v>=) =) [(2), R3]
4) F(y=(r=7) =T [(AD)]
(5) F1T=(y>7) [(A4)]
6) F(y=(O=7)=0O=7) [(4), (5), (T)]
(1) FH((v=(=M) = (=)= (v =7) =) =) [(A2)]
) F((vy=7)>=7) =~ [(6), (7), (MP)]
(9) F((B=7)=7) =~ [(3), (8), (T)]
(i)
(1) Fias=xy [ hip.]
(2) FiB>=7 [ hip.]
3) Fi(y=8)=(a=p) [ (1), R3]
4) ki ((a=8)=8) = ((v>=B) = B) [(3), R3]
(5) F((vy=8)=8) = ((B=7) =) [(A2)]
6) Fi((la=pB)=0)=(B=7) =7 [4),5),(T)
() F((B=7)=7) =~ [(2), ()]
8) Fi((a=p)=pB)=7y [(6), (7), (T)]
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(iii) Se deduce de (ii). [

Ahora estamos en condiciones de establecer una versién débil del Teorema de la Deduccién

1
para Hy,,.

Teorema 3.2 (Meta-teorema de la Deduccion) Sean o, 3 € Fm'. Las siguientes condi-

ctones son equivalentes:
(a‘) « |_1 67
(b) o= (.

Dem.

(a) = (b): Usamos induccién sobre la longitud n de una derivacién de 3 a partir de .
Si n =1, entonces tenemos los siguientes casos:

(i) o = (. Entonces, b1 a > 3, por (T1).

(ii) k1 8. Como F B > (a > 3), por (T2), tenemos - a > 3, por (MP).

Supongamos que la afirmacion vale para toda derivacion de longitud &, £ < n. Conside-
remos ahora una derivacién de (§ a partir de o de longitud n + 1. Tenemos, entonces, los
siguientes casos:

(iii) a =B 6 Fy B. La demostracién es como en los casos (i) y (ii).

(iv) Sia # B y ¥4 3, entonces (3 fue obtenido a partir de férmulas previas en la secuencia
mediante alguna regla de inferencia. Como la consecuencia de las reglas (R1)-(R3) son
teoremas, las unicas reglas a ser consideradas son (MP) y (Conj). En el primer caso, existe
un conjunto {7, j1,...Jm} € {1,...,n} tal que o, ..., es una derivacién de a; > Sy 3
es obtenido a partir de o y ; > [ mediante la aplicaciéon de (MP). Por la H.I. tenemos
F1 a = «a;. Luego, por (T), se tiene - a > (3. En el segundo caso, [ es de la forma
a; Aoy para j,k € {1,...,n} y [ se obtiene de a; y oy, por (Conj). Por la H.I., - o > «
y b1 a = ay. Por la Proposicién 3.5.6(2), F « > (.
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(b) = (a): Consideremos la siguiente derivacion:

Qo .. .apf

donde ..., es una derivacién de a = 3 en H}, v (3 se obtiene de @ y a = 3 por

(MP). u

El proximo resultado serd de mucha utilidad.

Proposicién 3.5.7 Las siguientes condiciones son equivalentes en HJ, .
(i) F1a,
(i) FHa>=T y 1 T>a.

Dem. (i) = (ii): Suponga que F; «a, y sea oy ...a, una derivaciéon de «. Por (T2),
existe una derivacién f ... G, de a = (T > «). Entonces, la siguiente secuencia es una

derivacion de T = a:

Oél&nﬂlﬁm(—r>‘04)

donde T > « se obtiene a partir de «,, y 3, por (MP). Por otro lado, k1 a = T se deduce
de (A1).
(ii) = (i): Sea o ..., una derivacién de T > «. Entonces, Tay ... a,a es una derivacién

de a (recordemos que T es una derivacion de si mismo, por (A0)). |

Sea = C F'm’ x Fm/ definida por = =45 {(a, ) : Ha>=08y F 8> a}.
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Lema 3.5.8 = es una congruencia sobre m’.

Dem. Claramente = es una relacién de equivalencia sobre §m’. Ademds, a partir del

conjunto de hipotesis
{Fia=-8,FB=aFiy>=0F1 0=~}

se tiene que Fy (o = ) > (B > J). En efecto, considere la siguiente (meta)derivacién

sintactica:

) Fra>-p [(hip.)]
2)F8>a [(hip.)]
B)Fiy»>o [(hip.)]
(4) Frd -~ [(hip.)]
(5) b1 (@ >=7) = (B>1) [(2),(R3)]
(6) F1 (8= 17) = (8> 9) [(3),(4),(R2)]
(7) b1 (=) = (8- 9) (), (6), (T)]

Anélogamente, a partir del mismo conjunto de hipdtesis de antes, se prueba que t (5 >

9) = (a>7). |

Teorema 3.5.9 El dlgebra de Lindenbaum Fw'/= de H},, es un dlgebra tetravalente
modal contrapositiva definiendo: || = |5 =ges |a = 5] y 0 =45 |L| donde |y| denota la

clase de equivalencia de la férmula v. Mas ain, |o| < |B| si, y solo si, b1 a > 3.

Dem. Por el Lema 3.5.8, sabemos que las operaciones en §m’/= estédn bien definidas.
Denotemos con 1 a0 = 0. Notemos que || = 1 si, y solo si, -1 a, por la Proposicién 3.5.7.

El hecho que §m'/= € TMA® es una consecuencia directa de los axiomas y reglas
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de inferencia de Hj,,, las cuales reflejan fielmente la definicién de las TMA®s (ver la
Definicién 3.3.3). En particular, (A2) codifica (C3) y (A5) representa a (C5), mientras
que (C8) esta codificado por el axioma (A6). Dejamos los detalles de la demostracién al

lector. [ |

Teorema 3.5.10 (Correctitud y Completitud de H},,) Las siguientes condiciones son e-

quivalentes, para todo subconjunto T' U {B} de Fm/':
(i) Ik B,
(ii) T' =y, B

Dem. (i) = (ii) (Correctitud): Es fdcil ver que todo axioma de H.  es vélido en
M, (cf. Definicién 3.1.2). Por otro lado, si una instancia de una premisa de una regla
(Rj) es valida en M, entonces la respectiva conclusion por (Rj) es también valida en
My. Si h € Hom(Fm',My,,) es tal que h(a) € {1, N} y a = 3 es vélido, entonces
h(B) € {1,N}. Finalmente, si h € Hom(Fm', My,,) es tal que h(a),h(B) € {1,N},
entonces h(a A 3) € {1, N}.

Supongamos, ahora, que I' F; 3, y sea a; ..., una derivacién de 3 en ‘H} a partir T
SeaI'g ={a €T : a=aq; para algin 1 <i < n}. Por induccién sobre n es facil verificar
que 'y g, B, usando la Definicién 3.5.3(2) y por las observaciones anteriores. Por lo
tanto, I' =y, O

(ii)) = (i) (Completitud): Supongamos que I' =y, (. Por la Definicién 3.1.2, existe un
subconjunto finito {71, ..., 7.} de ' tal que {71, ..., 7%} En,, 5. Sea~yigualayA.. . Avy,.
Como h(aAd) € {1, N} implica que h(a), h(d) € {1, N} para todo h € Hom(Fm', My,,),
entonces v E=ar,,. 8. De aqui, [=py,,, v = 3. Esto significa que h(y > ) = 1 para todo
h € Hom(gm',4) y todo 4 € TMAS, por la Observacién 3.3.4. En particular, h(y =
() = 1 para todo h € Hom(Fm', Fm’'/=), por el Teorema 3.5.9. Sea h : gm’ — Fm'/= la
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aplicacién canénica h(§) = |§]. Entonces, h € Hom(gm',§m'/=) y |y = 3] = 1. Luego,
1 v > 3, por la Proposicion 3.5.7. De esta manera, v 1 3, por el Teorema 3.2 y por eso
Y1y F1 B, por (Conj). Por lo tanto, T' ; f. |

El cdlculo H},, es una contrapartida sintdctica (estilo Hilbert) de las TMA®s, o equivalen-
temente, de la logica My, presentada en el lenguaje >, L. Este cadlculo es relativamente
simple, pero tiene muchas reglas de inferencia, lo cual incrementa la complejidad de su
meta-légica, esto es, el andlisis de las meta-propiedades formales. Es posible sustituir a
las reglas (R1)-(R3) por axiomas que envuelvan al operador de necesidad O, debido al
hecho que esas reglas son globales, esto es, concerniendo a la teoremicidad (theoremhood)

(ver Observacién 3.5.2). Tomemos, por ejemplo, a la regla de inferencia

Fa>(8>7)
FB - (=)

(R1)

Observemos que

() Ewgna s, ysolosi, Eu,, Oa

para todo a € F'm. Por la completitud de H},,, y teniendo en cuenta la interdefinibilidad
de los lenguajes gm y gm’, se deduce que: F; a si, y solo si, F; Oa. Acd, Oa, con
a € Fm/, representa a (o > (a > L)) = L.

Ahora, observemos que la regla (R1) puede ser obtenida a partir del axioma

(AxR1) O (8> 7)) =06 > (a = 7))

en cualquier sistema con (MP) como en Hj, . vy tal que, - « sii - Oa vale. De hecho,
asumiendo que F a > (§ > 7), se tiene que - O(a = (S = 7)). Luego, por (MP) con
(AxR1) se deduce que F (8 > (a > 7)). Pero entonces, = 5 > (a > 7) y, por lo tanto,
(R1) es admisible. 2

2En rigor, deberfamos decir que la regla o = (3 = 7) / 8 = (a = ) es admisible.
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Concerniendo a (R2), considere el axioma

(AxR2) O(a > B) = (OB = «) = O((y = a) = (v = 7))).

Entonces, la regla (R2) puede ser obtenida a partir de (AxR2) en cualquier sistema con
(MP) como en Hj,,, y tal que, - « si, y solo si, + Oa vale. En efecto, supongamos que
Fa>fyF B> a, entonces - O(a > F) y FO(B > «) y, por eso, F O((y > ) = (y >
B)), por el axioma (AxR2) y (MP) dos veces. De aca, - (v = «) = (v = ) vy, por lo
tanto, (R2) es una regla admisible.

Finalmente, (R3) puede ser obtenida andlogamente a partir del axioma

(AxR3) DO(a = 8) = 0O((B = 7) = (a > 7))

como sigue: supongamos que F « = 3, entonces - O(a > 3) y, luego, F O((5 = 7) =
(a > 7)), por (MP) y (AxR3). Pero entonces, F (8 > 7) > (a > 7) vy, por lo tanto, (R3)
también es admisible.

Esta es la estrategia adoptada para introducir una variante del célculo H} = con el objeto

de caracterizar alternativamente a la 1égica My, en el lenguaje >, 1.

Definicién 3.5.11 Denotaremos con H3,, = (F'm’,t2) a la ldgica proposicional obtenida
a partir de Hy,, removiendo las reglas (R1), (R2) y (R3), y anezando los aziomas (AzR1)-

(AzR3) como antes, conjuntamente con el axioma

(AxO) Oa > «

y la regla de inferencia

(Nec)

FOo
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La nocion de derivacion by «, y la de una derivacion a partir de premisas I' o «, se

define en H3, modificando adecuadamente a la Definicion 3.5.3.

Teorema 3.5.12 Los cdlculos H},, y H3,, son equivalentes.

Dem. Observemos que H3 . es un sistema sobre el lenguaje F'm’ con (MP) como en
Hj,, v tal que la meta-propiedad Fo v si, y solo si, o Oa  vale, puesto que puede
ser facilmente obtenida de (Ax), (Nec) y (MP). Como (AxR1)-(AxR3) son axiomas de
H3,,, entonces (R1)-(R3) son reglas admisibles de H3,,, como se mostré anteriormente.
De aqui, se tiene que H},, estd contenido en H3,, en el siguiente sentido: ' F; o implica
[' 5 «, para todo ' U {a} C Fm/.

Reciprocamente, como los axiomas (AxR1)-(AxR3) son validos en My,,, entonces son
derivables en H},, por el Teorema 3.5.10. Lo mismo vale para (AxJ). Finalmente, (Nec)

es una regla de inferencia admisible de H}, . Luego, H2  estd contenido en H} , esto es:

[' b5 v implica T' F; «, para todo I' U {a} C F'm’. Esto completa la demostracion. |

Corolario 3.5.13 (Correctitud y completitud) Las siguientes condiciones son equivalen-

tes, para todo subconjunto T'U {3} de Fm':
(1) r |_2 ﬂ;

(i) T' =y, B

Observacién 3.5.14 Deberia notarse que la presentacion de H3,, hace uso esencial de

la modalidad (1, a pesar de que esta mo es un operador primitivo de la signatura. Por
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lo tanto, podria ser conveniente presentar Hi,, en la signatura que contenga a >, = y O
como primitivos. De cualquier forma, los detalles técnicos de tal tarea son triviales y no

seran tratados acd.

A continuacién presentaremos un tercer calculo de Hilbert para My,,, en el cual la nocion

de derivabilidad serd la usual para légicas modales.

Definicién 3.5.15 Denotemos con H3,, = (Fm’',3) a la légica proposicional definida a
través del siguiente cdlculo de Hilbert, donde o, 3, v € Fm/, y con las notaciones ante-

TL0T€S.

Axiomas

(Bl) a = a,

(B2) a > (6> «)

(A2) (V)= (BVa)

(A3) L >«

(B5) (a = (a = B)Va

(A6) ((aV B) =) = ((a=7)A(B>7))

(B7) D(a > (8> 7)) = DB > (a =)

(B8) O(a = f) = (OB = o) = O((y = a) = (v > 5)))
(B9) D(a = 5) = 0((B =) > (a=7))

(B10) Oa > «
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Reglas de inferencia

S ; ol &l (Nec) &

(MP) alp Ua

(Conj)

La definicién de derivacién en H3,, corresponde a la usual en sistemas de Hilbert modales

(ver Definicién 1.1.5). Es decir:

Definicién 3.5.16 (1) Una derivacion de una férmula o en H3,, es una secuencia finita
de formulas o . .. au, tal que oy, es a y todo «; es una instancia de un arioma o es conse-
cuencia de alguna regla de inferencia cuyas premisas aparecen en la secuencia o . ..oy 1.
Decimos que o es derivable en H3 , y escribimos 3 «, si existe una derivacion de ella
en H3,,.

(2) Sea T un conjunto de férmulas. Decimos que o es derivable en H3, a partir de T, y
escribimos I' 3 «, si 3 a0 bien existe un subconjunto finito, no vacio {v1,...,va} de

U tal que (1 A (2 A (oo A (1 AYn) -+ -))) = a es derivable en H3,,.

Observacion 3.5.17 La definicion anterior implica que O b3 o si, y solo si, F3 a. Es
facil probar que o 3 3 si, y solo si, F3 a > (3, y por lo tanto el Meta-teorema de la
Deduccion es forzado a ser vdlido, el cual refleja al Teorema 3.3.8. Sin embargo, como
fuera establecido en la Proposicion 3.3.9, la version general del Meta-teorema de la De-
duccion no es valido en My, y, por lo tanto, esta es basicamente una logica de tautologias
(o teoremas). Este es el caso de la vasta mayoria de las l6gicas modales estudiadas en la
literatura, donde una logica modal es simplemente presentada como conjunto de formulas
(cf. [8]). Esto justifica la definicién de derivacion a partir de premisas en el cdlculo H3

propuesta anteriormente, la cual es similar a la usada en el contexto de las logicas modales

(ver Definicion 1.1.5).
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Proposicién 3.5.18 Las siguientes reglas son admisibles en Hyp,:

ax (B>7) a0 [«
(R1) B = (a=7) (R2) (v=a) = (v>B)
a0 a=p Br~
(R3) (B =)= (a>=7) ) =
-y 8= I Rak v
(R4) (aVB) =~ (R5) v = (A )
Dem.

(R1): Observe que F3 asi, y solo si, 5 Oa, por (B10), (Nec) y (MP). Ademés, asumiendo
F3 = (B = ), se tiene que 3 O(a > (G = v)). Entonces, por (MP) con (B7), se prueba
que 3 O(5 > (a = 7v)). Pero entonces, -3 5 > (a = ) y, por lo tanto, (R1) es admisible.
La admisibilidad de las reglas (R2) y (R3) se prueba andlogamente, usando (B8) y (B9),

respectivamente.
(T): Sale de (R3) y (MP).
(R4) La demostracién es andloga a la exhibida en 3.5.6 (ii).

(R5) De (R4) y las propiedades bésicas de la negacién —. |

Proposicién 3.5.19 En H3 . wvale lo siguiente:
(1) Fs o= T,
(i) F3 a si, y solo si, Fsa>=T yk3 T > a.

Dem.
(i) Por (B2) se tiene que k3 L > (a > L). Por (R1) (cf. Proposicién 3.5.18) se tiene que
Fsa > (L > 1) estoes, Fga>=T.
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(ii) Supongamos que F3 a. Como « > (T > «) es una instancia de (B2), entonces
3 T > a se deduce de (MP). Por otro lado, de (i) se tiene F3 a > T. Reciprocamente,

supongamos que k3 T = a. Como 3 T, por (B1), sigue k3 a usando (MP). |

Sea = C F'm/ x Fm/ definida por = =45 {(a, ) : F3a > fand k3 5> a}.
Lema 3.5.20 La relacion = es una congruencia sobre gm'.

Dem. Anédloga a la demostracion del Lema 3.5.8. |

Teorema 3.5.21 FEl dlgebra de Lindenbaum Fm'/= de H3, es un dlgebra tetravalente
modal contrapositiva definiendo: |a| = |B| =aer | = B] y 0 =4ey |-L| donde |y| denota la

clase de equivalencia de .

Dem. Las operaciones en §m’'/= estdn bien definidas, por el Lema 3.5.20. Con 1
denotamos a 0 > 0, esto es, 1 = |T|. Notemos que |a| = 1 si, y solo si, k3 «, por la
Proposicién 3.5.19(ii). El hecho que §m'/= € TMA® es una consecuencia directa de
los axiomas y reglas de inferencia de H3, , las cuales reflejan fielmente la definicién de
TMA-®s (ver Definicién 3.3.3). En particular, (A2) representa a (C3) y (B5) representa
(C5), mientras que (C7) estd dado por el axioma (B6). |

Teorema 3.5.22 (Correctitud y completitud de H3, ) Las siguientes condiciones son

equivalentes, para todo subconjunto T' U {B} de Fm/':
(i) I'35 3,

(i) T e 3.

am
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Dem. (i) = (ii) (Correctitud): Es fcil ver que cada axioma de H3,, es vdlido en M
(cf. Observacién 3.3.4). Por otro lado, si una instancia de las premisas de una regla de
inferencia es valida en M{,  entonces, la respectiva conclusion es también valida en M, .
Supongamos ahora que I' 3 3. Sit3 3, sea a ... a una derivacién de 3 en H; . Usando
induccién sobre k, es facil ver que 3 es valido en M{, . por las observaciones anteriores.
Por otro lado, si ¥3 3, existe un subconjunto finito I'y = {7,...,7,} de I tal que 3 9,
donde 0 es (71 A (2 A (- - A (Va1 AYn) - .))) = . Como se observara anteriormente, ¢
es vélido en Mg, y, por lo tanto I'g =are 8. Luego, I' =pre 3.

(ii) = (i) (Completitud): Supongamos que I' =pze 3. Por la Observacion 3.3.4, existe
un subconjunto finito {v1,..., 7.} de T' tal que {v1,..., 7%} Fumg, B. Sin = 0, esto
es, si =y 3, entonces h(B) = 1 para todo h € Hom(Fm',4) y todo U € TMA®.
En particular, h(8) = 1 para todo h € Hom(gm',Fm’/=), por el Teorema 3.5.21. Sea,
h : §m’ — Fm'/= la aplicacién canénica dada por h(§) = |§|, para todo J. Entonces,
h € Hom(gwm', gm'/=) y, por lo tanto, |3] = 1. Por la Proposicién 3.5.19(ii), se tiene
que k3 . De esta manera, I' k3 (3, por la definicién de derivacién en H3 . Por otro
lado, si n > 0, sea v la férmula v; A ... A 7,. Como h(a A J) € {1, N}, tenemos que
h(a),h(6) € {1,N}, para todo h € Hom(Fm', MG, ), entonces v f=pe [ De acd,
):Mim v = (. Luego, 3 v > [, teniendo en cuenta la primer parte de la demostracion.

Por lo tanto, ' F; 3, por la definicién de derivacién en H3 . |

3.6 Un sistema de tableau para M,,,

Recordemos que en [31] fue presentado un célculo de secuentes para My, el cual fue
reproducido aqui en la Seccién 1.2.3 del Capitulo 1. Como veremos en la Seccion 4.1, este
calculo no goza de la propiedad de eliminacién de corte y entonces no provee un método

decidible para chequear validez en My,,. Claro que los calculos de Hilbert introducidos
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en la seccién anterior no aportan mucho a la cuestion de dar un método decidible, dentro
de la teoria (proof-theoretic), para la légica tetravalente modal. En esta seccién, adap-
tando técnicas generales introducidas en [11], definiremos un sistema de tableau decidible
para chequear validez en la légica My,,. Esto constituye, hasta donde nosotros sabe-
mos, el primer procedimiento de decisiéon (proof-theoretic) introducido en la literatura
para chequear validez en la légica tetravalente modal, ademas de las tablas de verdad de
cuatro valores de My,,.

El procedimiento para encontrar un conjunto de reglas de tableau para My, estd basado
en el método general presentado en [11] para obtener seménticas bivaluadas y reglas
de tableau para una amplia clase de matrices légicas finitas (ver [12] para un mayor
desarrollo de esta técnica). La matriz 16gica dada debe satisfacer solo una condicién: ser
lo suficientemente expresiva para separar (diferenciar) los diferentes valores de verdad
de la misma clase, a saber, distinguidos y no distinguidos.

Puesto que estamos interesados en solo un ejemplo, la 1égica My,,, simplificaremos el pro-
cedimiento para obtener las reglas de tableau sin entrar en los detalles de la construccion
general presentados en [11] y en [12]. Mds atn, para el beneficio del lector, presentaremos
pruebas originales de correctitud y completitud del sistema de tableau generado, gene-
ralizando las pruebas clésicas de [57], y, es por esto que, esta seccién es completamente
autocontenida.

Por simplicidad, y tomando ventaja una vez mas de la implicaciéon contrapositiva, uti-
lizaremos el lenguaje gm” = (Fm”, =, =). La utilizacién de — en lugar de L como conec-
tivo primitivo sera conveniente para simplificar la presentacion de las reglas, ademas de
que la negacion — jugara un rol fundamental en lo que sigue. Cabe notar que el poder ex-
presivo de gm” es el mismo que el de Fm’, puesto que L puede ser definido en la primera
como —(a > «), para cualquier a. Ademads, las reglas de tableau serdn extendidas al

lenguaje usual Fm de las dlgebras tetravalentes modales.
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En las subsecciones siguientes, asumiremos que el lector esta familiarizado con la definicion
de tableau, como asi también con las nociones relacionadas de reglas de clausura, ramas

abiertas y cerradas, etc.. Para mds detalles se puede consultar [57].

3.6.1 Separando valores de verdad de My,

De ahora en mdas, My, serd vista como la matriz légica My = (My,, {N,1}) (cf.
Proposicién 3.2.4(i)). Consideremos la funcién f : My — {T, F'} dada por f(1) = f(N) =
Ty f(0) = f(B) = F. Esta funcién parte los valores de verdad en dos clases: los
distinguidos y los no distinguidos.

Considere ahora la férmula —p en Fm”. Esta férmula (vista como un operador sobre M)

“separa’ los valores de verdad de My, como sigue: dado x € My,

x=1 si,ysolosi, f(x)=Ty f(-zx)=F,
x=N si,ysolosi, f(x)=Ty f(-x) :
x=DB si,ysolosi, f(r)=Fy f(-z)=F,
x=0 si,ysolosi, f(x)=Fy f(-z)="T.

De aca se tiene que:

( re{l,N} si, ysolosi, f(

x € {l,B} si,ysolosi, f(-zx)=F;
r €{0,B} si, ysolosi, f(
| #€{0,N} si,ysolosi, f(
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3.6.2 Describiendo las tablas de verdad de > en términos de T/F

Por inspeccién de la tabla de verdad de > y usando (I) se tiene que, para todo x,y € Mj:

flr=y)=T sii { f(ox)=T, flyy=F, f(-y)=T 6

f(o(z=y)=Fsii ¢ f(ox)=T, fly)=T, f(-y)=T ¢

3.6.3 Obteniendo las reglas de tableau para My,

Sustituyendo en las expresiones anteriores los valores de verdad z, y por las féormulas «,

B de Fm”, y sustituyendo las ecuaciones “f(x) = 177 y “f(z) = F” por las férmulas
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signadas T'(«) y F'(«), respectivamente, obtenemos autométicamente las siguientes reglas

de tableau para My,,:

Regla de clausura:

Sea T un sistema de tableau definido por las anteriores reglas. Dada la férmula signada
7, un tableau completo comenzando con 7 se denomina un tableau para 1. Decimos que
una férmula o en F'm” es probable en T, y lo notamos b «, si existe un tableau cerrado

para la férmula signada F'(«).
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3.6.4 Reglas derivadas para los restantes conectivos

Dado un sistema de tableau, en general, es conveniente definir reglas derivadas con el
propédsito de obtener demostraciones mas cortas. Este es el objetivo de esta seccion, en
la cual obtendremos, entre otras cosas, reglas de tableau relativamente simples para el
lenguaje estandar §m de My,,.

Comenzaremos estableciendo un conjunto fundamental de reglas derivadas:

Proposicion 3.6.1 Las siguientes reglas pueden ser derivadas en T:

T(a > B), T(=(o > f))
F(=a), T(B3), T(=6) | T(e), T(~e), F(B), T(=5)

Fla > p), F(=(a = )
T(a), F(B), F(=0) | F(a), F(=a), F(B),T(=0)

T(a > B), F(=(a > B))
) |

F(a), F(8) | T(=a),T(53), T(=6) | T(8), F(—05)

F(a = 8), T(—(a > B))
T(O‘)aF(ﬁa%F(ﬁ)vT(_‘ﬁ)

Dem. Directo, utilizando las reglas de T. |

Ahora derivaremos reglas de tableau para los conectivos originales de My,,. Recordemos
de la Proposicién 3.3.2 que a V 8 =45 (v > B) = B, a A B =gy ~(—aV =8) vy Do =4

—(a > —a).

Proposicién 3.6.2 Las siguientes reglas pueden ser derivadas en T:
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T(aVpB) T(=(aV )
T(a) | T(B)  T(-a), T(=8)

Flavp) — _F(x(avp)
F(O‘%F(ﬁ) F(_'O‘)’ ’ F<ﬁﬂ>

T(aAp) T(=(anp))
T(a), T(B)  T(~a) | T(=8)

FlanpB) F(=(arp))
Fla) [ F(B)  F(=a), F(=0)

T(O) F(Oa) T(-Oa)  F(-0Oa)
T(a),F(-a)  Fla) | T(-«a) F(Oa) T (D)

Dem. Directo, utilizando las reglas de T y la Proposicion 3.6.1. ]

3.6.5 Correctitud y completitud de T

Ahora probaremos que T es adecuado, esto es, que Fr « si, y solo si, =y, @, para toda
formula o. Comenzaremos introduciendo algunas definiciones y resultados previos.
Dada una férmula o« € F'm”| el grado de a, denotado por d(«), es un nimero natural
definido como sigue: d(p) = 1 (para p € Var); dla = () = d(a) +d(8) + 1; d(—a) =
d(a) + 1.

Es claro que el grado de las formulas que ocurren en la conclusién de la regla de T es
estrictamente menor que el grado de la premisa de la regla. Luego, es inmediato probar

el siguiente resultado que serda muy util.

Proposicién 3.6.3 Dada una formula signada n, siempre es posible construir un tableau

completo para n (abierto o cerrado).
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Dem. Directo. [ ]

Dado un homomorfismo  : gm” — 9My,, v una férmula signada 7, decimos que h satisface
N si

—n="T(a)y h(a) € {1, N};

—n=F(a)y h(a) € {0, B};

Se deduce, entonces, que h satisface T'(—«) sii h(a) € {0, N}, y h satisface F'(—a) si, y
solo si, h(a) € {1, B}.

Sea T un conjunto de féormulas signadas. Entonces h satisface T si h satisface 7, para

todon e Y.

Lema 3.6.4 Sea h : §m"” — My, un homomorfismo, y sea

_n
T ... | T,

una regla de T. St h satisface n, entonces h satisface Y;, para algin 1 <i <n.

Dem. Prueba por casos. |

Proposicién 3.6.5 Si [y, «, entonces todo tableau completo para F(«) es abierto.

Dem. Supongamos que Py, —« ysupongamos que existe un tableau cerrado completo
T para F(a). Como )y, o, existe un homomorfismo h tal que h(a) € {0, B}. De esta
manera, h satisface F'(«). Por los lemas anteriores, h debe satisfacer que el conjunto de
formulas signadas que ocurren en alguna rama 6 de 7. Puesto que 7 es cerrado, la rama
f es cerrada, esto es, la regla de clausura fue usada en . Pero es una tarea facil verificar

que ningiin homomorfismo puede satisfacer simultaneamente ambas premisas de la regla
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de clausura. Esto nos conduce a una contradiccion, y entonces, todo tableau completo

para F'(«) debe ser abierto. |

Corolario 3.6.6 (Correctitud de T) Si b1 «, entonces =y, o.
Con el propésito de probar la completitud, necesitamos establecer el siguiente resultado.

Proposicién 3.6.7 Sea 0 una rama abierta de un tableau abierto completo T, y sea T
el conjunto de formulas signadas que ocuren en 6. Sea h un homomorfismo tal que, para

todo o« € Var:

ha) € {1,N} si T(a) €Y

h(a) € {1,B} si F(-a)e T
a) € {0,B} si F(a)eT;

h(a) € {0O,N} si T(-a)e T

\

En cualquier otro caso h(«) es arbitrario, para o € Var. Entonces, (1) wvale para

cualquier formula compleja o.

Dem. Por induccion sobre el grado de a.

(i) @ € Var. El resultado es claramente verdadero.

(ii) « = =f8. Si T(a) € T, entonces T(—=F) € T y h(B) € {0,N}, por la hipdtesis
inductiva. De esta manera, h(a) € {1,N}. Si T'(—«a) € Y, entonces T'(——3) € Ty
T(B) € T, puesto que 7 es completo. De esta manera, h(3) € {1, N}, por la hipdtesis
inductiva, y luego, h(a) € {0, N}. Los otros casos se prueban andlogamente.

(ili) a = B > 7.

(iii.1) T(a) € Y. Como 7 es completo, la regla para T'(5 = 7) fue usada, particionando

el arbol en tres ramas. Una de ellas es una sub-rama de 6, y, por lo tanto, uno de los
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siguientes casos vale:

(iii.1.1) T'(y) € Y. Entonces h(y) € {1, N}, por la hipétesis inductiva. Luego, h(a) €
{1, N}, por la definicién de .

(iii.1.2) T(=B), F(v),T(—y) € T. Entonces, h(3) € {0, N} y h(y) = 0, por la hipdtesis
inductiva. Luego, h(«) € {1, N}, por la definicién de >.

(ili.1.3) F(B), F(y),F(—y) € Y. Luego, h(B) € {0,B} y h(vy) = B, por la hipdtesis
inductiva. Luego, h(a) =1 € {1, N}, por la definicién de .

La demostracién en los restantes tres casos de (iii) (a saber: F(a) € T, T(—a) € Ty

F(—a) € T) son anélogos. |

Proposicién 3.6.8 Supongamos que existe un tableau abierto y completo para F(«). En-

tonces, |, Q-

Dem. Consideremos, por hipotesis, una rama abierta 6 de un tableau abierto y completo
T para F(a), y sea T el conjunto de férmulas signadas que ocurren en 6. Sea h un
homomorfismo definido como en la Proposicién 3.6.7. Entonces, h(a) € {0, B}, puesto

que F(a) € T, y por lo tanto, £y, . |

Teorema 3.6.9 (Completitud de T) Si |y, «, entonces Fr a.

Dem. Si [, «, entonces, por la Proposicién 3.6.8, todo tableau completo para F(«)
es cerrado, y por lo tanto, existe (por la Proposicién 3.6.3) un tableau cerrado para F'(«).

Esto es, Fr a. |

Corolario 3.6.10 Sea a una formula. Entonces, todo tableau completo para F(«) es

abierto, o todo tableau completo para F(a) es cerrado.
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Dem. Supongamos que existe un tableau abierto completo 7 para F'(«), como asi
también un tableau cerrado completo 7' para F(«). Por la Proposicién 3.6.8, &y, a.
Por otro lado, por el Corolario 3.6.6, se tiene que =y, «, lo cual es una contradiccion.

Proposicién 3.6.11 Supongamos que bFr .. Entonces, todo tableau completo para T'(—a)

es cerrado.

Dem. Sitrt a,entonces =y, «, por el Corolario 3.6.6. Luego, h(a) € {1, N} para todo
homomorfismo h. Supongamos que existe un tableau abierto completo 7 para T'(—a), y
sea T el conjunto de férmulas signadas obtenido a partir de una rama abierta 6 de 7.
Definamos un homomorfismo A como en la Proposicién 3.6.7. Entonces, h(a) € {0, N},
puesto que T'(—a) € T. Pero h(a) € {1, N} y, por lo tanto, h(a) = N. Usando el
Lema 3.2.3 existe un homomorfismo A’ tal que h'(or) = B, una contradiccién. Por lo

tanto, todo tableau completo para T'(—«) es cerrado. |

Este tltimo resultado muestra que desde la perspectiva de los tableaux, en My, (atn
vista como la l6gica matricial de My ), las tautologias solo toman el valor 1 por medio
de homomorfismos. Sin embargo, la Proposicion 3.6.11 nos permitira probar, solo uti-
lizando las herramientas del tableau, la admisibilidad de la Regla de Necesitacion (Nec).
Para poder ver esto, suponga que |y, «, y inicie un tableau en T para F(Oa). Por
la Proposicién 3.6.2, dos ramas son originadas: una con F(a) y la otra con T'(—a).
Por la Proposiciéon 3.6.3, ambos tableaux terminardn. Usando el Teorema 3.6.9 y la
Proposicién 3.6.11 ambos tableaux son cerrados y, por eso, el tableau original para F'(Oa)

es cerrado. Esto prueba que =y, Oa, por el Corolario 3.6.6 .
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Es interesante notar que el sistema de tableau T permite decidir si, dada una férmula, esta
es valida 6 no en My,,, y por esto, decide la validez en la variedad TMA de ecuaciones
de la forma o ~ 1. Con respecto a las inferencias de la forma « by, 3, estas pueden
ser recuperadas en T por medio de tableaux para F(a > ). De esta manera, T decide la
validez en la variedad TMA de ecuaciones de la forma o =~ 3. Finalmente, como ocurre
con el caso clasico (cf. [57]), el conjunto de las férmulas signadas de una rama abierta
de una tableau abierto y completo, permite encontrar un modelo para ese conjunto de
formulas: en particular, encuentra un contraejemplo para una férmula no valida. Sin
embargo, la utilidad de este sistema de tableau es limitado debido a su complejidad, y al

hecho que la légica tiene una matriz caracteristica con solo cuatro elementos.

3.7 Maximalidad y n-maximalidad

En esta seccion, analizaremos con precision la relacion que existe entre My, v la logica
proposicional cldsica CPL. Luego de introducir el concepto de n-maximalidad (el cual es
més débil que el de maximalidad usual), probaremos que My,, no es maximal con respecto
a CPL.

Probaremos que My, es una subldgica de CPL, pero esta inclusién surgird naturalmente

en el lenguaje de las TMASs, esto es, utilizando la implicaciéon contrapositiva.

Definicién 3.7.1 Sea CPLg una extension de CPL (presentada como un cdlculo de se-
cuentes en el lenguaje generado por A\, V, =) agregando la modalidad O juntamente con el

axioma

(EqQ) F (maVvOa) A (mOa Vv a)
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El axioma de secuentes (Eg]) establece la equivalencia légica entre o y Oa en el lenguaje
dado (recordemos que a < 3 =45 (maV ) A(=8Va)en CPL). Seméanticamente, CPLg
se caracteriza agregando, a las tablas de verdad usuales sobre By, el siguiente operador:
O(z) = x para x € {0, 1}, generando, de esta forma, una relacién de consecuencia que

serd denotada con |=cpr-

Proposicion 3.7.2 La logica tetravalente modal My,,, presentada en el lenguaje de las
TMAs, es una subldégica de CPLp. Mds aun, la l6gica T ML obtenida a partir de T ML

agregando el axioma (EqQ) es exactamente CPL.

Dem. Observemos que 7 ML estda semanticamente caracterizada por los homomorfis-
mos h de las TMAs tales que h((—aVOx)A(-OaVa)) = 1, esto es, tal que h(-aVOa) =1
para toda férmula « (puesto que siempre h(—=OaVa) = 1). Pero h(—aVOa) = 1 si, y solo
si, h(—maVa) = 15si, y solo si, h(O(-aVa)) = 1si, y solo si, h(oa) = 1, para toda férmula
« (recordemos la definicién de o en la Seccién 3.4). Entonces, por el Teorema 3.4.3 y los re-
sultados (y observaciones) previos, I' Fr e, @ si, ysolosi, I'g Fraqe, o paraalgin I’y C T
finito si, y solo si, T'g, {0 : B € Fm} FErupa « si, y solo si, Ty, {of : € Fm} Eu,, @
si, y solo si, T'g, {08 : B € Fm,} =, «si, ysolosi, ['g,op1,...,0op, =y, «, donde
Var(ToU{a}) = {p1,...,pn} y Fm, ={6 € Fm : Var(B) C {p1,...,pn}}. Pero en-
tonces, utilizando un argumento similar al dado en la prueba del Teorema 3.4.6, lo ultimo

es equivalente a I'y F=cpr, @, lo cual, a su vez, es equivalente a I'g Fopr, o. [ |

El hecho que My,, pueda ser vista como una sublogica de CPL se prueba de un modo algo
artificial: es necesario agregar a CPL un nuevo conectivo (irrelevante) O con el objeto de

lidiar con el lenguaje de My,,.3

3Esta situacién es completamente andloga con varias LFIs tales como mbC o mCi. Estas son

sublégicas de CPL pero, debido a la presencia del operador de consistencia o en sus respectivas sig-
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Consideremos, ahora, una presentacién alternativa de My, en términos de la implicaciéon
contrapositiva (i.e., el cdlculo H}, ) dado en la Definicién 3.5.1. Es claro que, si interpre-
tamos > y L como la implicacién material y el bottom clésico, todos los axiomas y reglas
de inferencia de Hj,, son vélidas en CPL, ahora presentado como el célculo de Hilbert
en el lenguaje (funcionalmente completo) >, L. En otras palabras, My, (en este mismo
lenguaje) es una sublégica de CPL, pensada en el lenguaje de la implicaciéon material y
bottom.

Por supuesto, la implicacién contrapositiva > de Hj,, no satisface muchas de las propiedades

de la implicacién material. Por ejemplo,

71 (= (B =) = ((a=B) = (a=7))

si bien que en CPL es una tautologia cuando > es leida como la implicaciéon material.
Como H},, describe la légica My, en otro lenguaje, sabemos por la Proposicién 3.7.2 que
es suficiente agregar a Hj,, el axioma esquema (FgJ) como antes (escrito en el lenguaje
>, 1) para recuperar CPL en ese mismo lenguaje. Esta es una mejor situacién que la
anterior ya que no es necesario agregar nuevos conectivos a CPL.

Una cuestién natural que surge es saber si es posible recuperar CPL a partir de H}
agregando algin principio involucrando més propiedades basicas de la implicacién (como,
por ejemplo, la propiedad exhibida anteriormente). La respuesta es positiva, como se

muestra en el siguiente resultado:

Proposicién 3.7.3 La ldgica definida sobre =, 1 obtenida a partir de H},  agregando el
arioma esquema

(Adj) (a = (8>7)) = ((anp) =)

naturas, es necesario considerar una extension eCPL of CPL. La légica eCPL se obtiene a partir de

CPL agregando un nuevo operador o conjuntamente con el axioma oa. Semanticamente, se agrega a la
matriz usual para CPL el operador o(xz) = 1, para = € {0,1}. Luego, puede probarse que tales LFIs son
sublégicas de eCPL (cf. [17]).
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es ezactamente CPL (presentada en el lenguaje >, 1 ).

Dem. Suponga que (Adj) es adicionado a ‘H},,. Claramente, la 16gica obtenida estd
contenida en CPL (presentada en el lenguaje >, L). Como instancia particular de (Adj)

obtenemos

= (a > ((a > F) = B) - (@ (a > 5)) - f)

en la nueva légica. Pero, - a > ((a > () = ) vale en My, (cf. [28]), por lo tanto, por
(MP), - (a A (o = ) = [. En particular, - =(a A =) y, por eso, - a V —a. Por
la regla de Necesitacién, - O(a V —a), para todo a. Esto es, F oa, para todo a (ver
la Seccién 3.4). Pero entonces, la légica coincide con CPL, por el Teorema 3.4.6 y la

Proposicién 3.5.4. ]

Por supuesto, el mismo resultado puede obtenerse considerando el calculo ‘H2, , o H3

en lugar de Hj, .

Consideremos la logica My, , definida en términos de la implicaciéon contrapositiva. Es
claro que, si interpretamos > y L como la implicaciéon material y el bottom clasico, todos
los axiomas y reglas de inferencia de Hj,, son validos en CPL, ahora presentado como
un calculo de Hilbert en el lenguaje (funcionalmente completo) =, L, y observando que
Ca es equivalente a o en CPL(en el lenguaje de la implicacién material y bottom).

Por supuesto, la implicacién contrapositiva > de Hy,, no satisface varias propiedades de
la implicacién material (como ya vimos). Es natural preguntarse si es el caso que M = es
una sublégica maximal de CPL, ambas dadas en el lenguaje F'm/'.

Recordemos que una logica L se dice que es maximal con respecto a otra logica Ly cuando:

1) ambas estan definidas sobre el mismo lenguaje; 2) la relacién de consecuencia by, de
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L; esta contenida en b, y 3) si ¢ es una férmula esquema tal que Fr,, ¢ pero ¥r, ¢, la
extension de L; obtenida al agregar ¢ como esquema valido, coincide con L.
La nocién de maximalidad de una logica con respecto a otra puede ser extendida natu-

ralmente, en el marco proposicional, como sigue:

Definicién 3.7.4 Sean Ly y Lo dos logicas proposicionales definidas sobre el mismo
lenguage tales que la relacion de consecuencia by, de Ly estda contenida en i, de Ls.
Sea n > 1 un numero natural. Diremos que L; es n-maximal con respecto a Lo si, para
toda formula esquema @(py, ..., pn) con a lo sumo n variables proposicionales {p1,...,pn}
tal que -1, ¢ pero ¥y, @, la extension de Ly obtenida al agregar ¢ como esquema valido

coincide con Ly.

Claramente, si L; es n-maximal con respecto a Ls, entonces ella es m-maximal con re-
specto a Lg para todo 1 < m < n. Ademds, L; es maximal en el sentido usual con
respecto a Ly si, y solo si, ella es n-maximal con respecto a Ly para todo n > 1.

De ahora en adelante, pensaremos a M), como sublégica de CPL, ambas definidas sobre

el mismo lenguaje F'm°.
Proposicién 3.7.5 Mg es 1-mazimal con respecto a CPL.

Dem. Sea a(p) € Fm' una férmula con exactamente una variable proposicional p tal que
FcpL @ pero [Fye a. Por el Lema 3.2.3, si h € Hom(Fm®, I, ) entonces h(a) =1 si, y
solosi, h(p) € {0,1} v h(a) € {0,N, B} si, ysolosi, h(p) € {N, B}. Sea Mg, laligica
obtenida a partir de M, al agregar a como esquema vélido. Semanticamente, M. esta
caracterizada como en la Observacion 3.3.4 por el conjunto de todos los homomorfismos
h € Hom(Fm, Mg, ) tal que h(c’) = 1 para toda instancia o’ de o. Entonces, los tnicos

homomorfismos permitidos son los clasicos, y, por lo tanto, Mg coincide con CPL. W
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Pero,
Proposicién 3.7.6 Mg no es 2-maximal con respecto a CPL.

Dem. Sea a(p,q) la férmula op V og V O(p > q) (recordemos o de la Seccién 3.4). Es
facil ver que, para todo h € Hom(Fm®, IM§,), h(a) = 0si (h(p), h(q)) € {(N,B),(B,N)}
y h(a) = 1, en otro caso. Luego, se tiene que Fcpr « pero [Fye a. Probaremos que
la logica My, obtenida a partir de My, al agregar o como esquema valido no coincide
con CPL y, por lo tanto, M, no es 2-maximal con respecto a CPL. Observemos que
Mg estd semanticamente caracterizada, como en la Observacién 3.3.4, por el conjunto
H de homomorfismos h € Hom(Fm*,9MY,,) tal que h(a’) = 1 para toda instancia o/ de

a. Claramente, H = H; U Hy, donde H; y H, son los conjuntos
Hy ={h € Hom(§m*, M3, ) : h(Var) C{0,N,1}}

Hy ={h € Hom(gm*,M,,) : h(Var) C{0,B,1}}

respectivamente. Notemos que h € H; N Hs si, y solo si, A es un homomorfismo clasico.
Consideremos, ahora, h € Hj tal que h(p) = By h(q) € {0,1}, para todo ¢ € Var \ {p}.
Entonces, h(p V —p) = By, por lo tanto, p V —p no es vélida en M . Esto muestra que
M es una subldgica propia de CPL. |

De este ultimo resultado arribamos a una respuesta negativa a la cuestion de la maxima-

lidad My, con respecto a CPL.
Corolario 3.7.7 Mg no es maximal con respecto a CPL.

De las proposiciones 3.7.5 y 3.7.6, obtenemos un buen ejemplo de una légica que es 1-

maximal pero no 2-maximal con respecto a otra. Esto muesta que la n-maximalidad, en
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general, no implica n + 1-maximalidad y, por lo tanto, la n-maximalidad es un concepto

interesante que merece un estudio més profundo.

3.8 La légica tetravalente modal normal 7MY

En el trabajo [28] fue propuesto el siguiente problema: encontrar una axiomatizaciéon para
la 16gica matricial (My,,, {1}) en el lenguaje {>~, —, T}. Observemos que esta logica, con-
siderada sobre el lenguaje Fm de las TMAs, fue brevemente estudiada en [31], donde fue
denominada 7ML . Sin embargo, no fue presentada una axiomatizacién estilo Hilbert
para dicha légica. Es importante mencionar que un calculo estilo Hilbert para 7MLY
fue propuesto en [7], pero utilizando dos conectivos de implicacién y muchos axiomas.

En esta seccién, probaremos que el calculo de Hilbert Hy,, para My, es adecuado para
la 16gica matricial (NG, {1}) en el lenguaje {>, L}, desde que la nocién de derivacién a
partir de premisas (cf. Definicién 3.5.3(2)) sea reemplazada por la usual. Esto representa

una respuesta positiva a la cuestién planteada en [28].

Definicién 3.8.1 La Idgica normal de la variedad TMAS es la légica LY, definida
sobre Fm' por la familia de matrices (4, {1}), para $f € TMASC. Por otro lado, la ldgica

tetravalente modal normal MY es la l6gica sobre gm’ dada por la matriz (M5, {1}).

La afirmacién analoga a la Proposicion 3.1.3 es, por supuesto, valida:
Proposicién 3.8.2 La ldgica M}, coincide con la l6gica LY, 4.

Adaptando un resultado de [31], obtenemos el siguiente:

Proposicién 3.8.3 Sea I' U {a} un conjunto de férmulas en Fm'. Entonces,

'y o sty solo si, O =g o
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Observacién 3.8.4 Notemos que el Meta-teorema de la Deduccién no es vdlido en M} .
Por ejemplo, $p,p lZMiVm Op pero $p %Mﬁn p > Up. Mas aun, la forma mds débil del
Meta-teorema de la Deduccion presentado en el Teorema 3.3.8 para MS, no vale en MY .
Por ejemplo, p ):Mﬁn Llp  pero %Mi"m p = Op. La légica MY no es paraconsistente,
pues o, }:Mﬁn B wale para todo o, 3 € Fm'. Sin embargo, M) es paracompleta:
%Mﬁn pV —p para todo p € Var. Mds ain, MS, vy MY tienen las mismas férmulas

validas.

El cdlculo de Hilbert H} estd definido por los mismos axiomas y reglas de inferencia
de H3 ., pero la nocién de derivacién a partir de premisas estd ahora definido del modo

usual, esto es, como en la Definicién 1.1.4 (contraste con la Definicién 3.5.16(2)):

Definicién 3.8.5 Sea I' U {a} un conjunto de formulas en F'm'. Diremos que « es
derivable en HY  a partir de T, y escribimos T' b4 «, si existe una secuencia finita de
formulas aq . .. oy, tal que o, es a y todo «; es tanto una instancia de un axioma, o o € T,
0 es consecuencia de alguna regla de inferencia cuyas premisas aparecen en la secuencia

ap...0G_1.

Obviamente, 3 « si, y solo si, k4 a. Por otro lado, las relaciones de consecuencia son

diferentes, como veremos abajo.

Teorema 3.8.6 (Correctitud de HY, ) Sea T'U {3} un subconjunto de Fm'. Entonces,
'y B implica que T’ ):Miv G.

Dem. Los axiomas de H} son vélidos en M} . Por otro lado, es ficil ver que si un
homomorfismo h asigna el valor 1 a las premisas de una regla de HJ entonces, este debe

asignar el valor 1 a la conclusion de la regla. |
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Proposicién 3.8.7 Sea I' U {a} un conjunto de formulas en Fm'. Entonces,
L' F3 o implica que T4 a.

Dem. Seal'U{a} C F'm¢, ysupongamos que OI' -3 . En el caso que 3 «, el resultado
es inmediato. En caso contrario, existe un subconjunto finito, no vacio, {v,...,7} de T
tal que (Ovy; A ... AO9g) = « es derivable en H3 . por la Definicién 3.5.16. Entonces, a
puede ser derivado a partir de {v,...,7} en HY como sigue: de las hipétesis v, ..., Vx,
las férmulas (v, . ..,y son obtenidas por (Nec). Usando (Conj) repetidamente obten-
emos (Jy; A ... AO7). Entonces, la derivacion de (Cyy A ... ATv,) = a en H3,, (la cual
también es una derivacién en HY ) se anexa. Por (MP), se tiene a. Por lo tanto, I' k4 «

como era deseado. [ |

Teorema 3.8.8 (Completitud de HY, ) Sea T U {3} un subconjunto de F'm'. Entonces,
r ):Mgn G implica que T =4 (.

Dem. De la Proposicion 3.8.3, el Teorema 3.5.22 y la Proposicién 3.8.7. ]

Proposicién 3.8.9 Sea I' U {a} un subconjunto de F'm’. Entonces, T -3 o implica que

F|_40é.

Dem. Adaptando la demostracién de la Proposicién 3.8.7. |

Notemos que la reciproca de la Proposicién 3.8.9 no es verdadera. Por ejemplo, p 4 Up
pero p ¥3 Up.

Como M{, vy MY tienen las mismas férmulas vdlidas, es facil ver que las proposi-
ciones 3.7.5 y 3.7.6 también son vélidas para M,' con respecto a CPL, y, por lo tanto,

tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.8.10 M) es 1-mazimal, pero no es mazimal con respecto a CPL.
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4 Capitulo I'V: Hipersecuentes para la Léogica Tetrava-

lente Modal 7 ML

En este capitulo profundizaremos al estudio de la teoria de prueba de la logica tetravalente
modal My,. Estudiaremos propiedades de calculo de secuentes & presentado en [31]. En
particular, mostraremos que este calculo no admite la eliminacién de corte. Presentaremos
el calculo de hipersecuentes &, y probaremos que este es correcto y completo con respecto
a la légica tetravalente modal. Finalmente, mostraremos que $H® tiene la propiedad de

eliminacién de corte.

4.1 Observaciones sobre el calculo de Gentzen &

En esta seccién indicaremos algunas propiedades del calculo de Gentzen &. Entre otras
cosas, probaremos que & no admite eliminacion de corte. Con ese objetivo en mente,
exhibiremos un secuente I' - ¢ que es probable, pero tal que toda derivacion de él debe

hacer uso, indefectiblemente, de la regla de corte.

El Corolario 3.2.2 es una poderosa herramienta para determinar si un secuente dado de

& es probable o no. Por ejemplo,
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Proposicién 4.1.1 En & tenemos que el secuente =Ua = « es probable si, y solo si, el

secuente = a es probable.

Dem. En efecto, supongamos que el secuente —[a F « es probable en &. Entonces,
h(-Oa) < h(a) para todo h € Hom(Fm,IMy,). Pero, considerando todas los casos,
debemos tener que A(—-Oa) =0 y h(a) = 1, para todo h, y entonces el secuente - « es

probable en &. La reciproca es directa. |

Sin dificultad se demuestra la siguiente afirmacion.

Proposicion 4.1.2 Las siguientes dos condiciones son mutuamente equivalentes, para

todo o, ..., ap, 0 € Fm:
(i) {a1,...,an} = B es probable en &,

(ii)) a1 A... Aay B es probable en &.

Dem. (i) = (ii). No es dificil probar que el secuente oy A... A, F oy, paral <i <mn,
es derivable &. Usando este hecho, induccién sobre n, la hipétesis (i) y la regla de corte,

tenemos que {aq,...,a,} F [ es derivable en &.

(17) = (7). Considere la siguiente derivacién en &:

- atb o ) BFp3

a,fFa a,fFa
a,Branp

(=A)

Usando esto e induccién sobre n es posible probar que el secuente {aq,...,a,} F a3 A
...\ «ay, es derivable.

Ahora, suponga que a; A ... A «, = (3 is probable in &. Entonces, tenemos
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( >{C)zl,...7c3zn}I—ozl/\.../\ozn arN...Na, B[
{Ckl,...,Ckn} l_ﬁ
|

Recordemos de la Seccién 2.3 del Capitulo 2, que una regla de inferencia es admisible en
un sistema formal si el conjunto de teoremas del sistema es cerrado bajo la regla; y una
regla se dice derivable en el mismo sistema formal si su conclusion puede ser derivada a
partir de sus premisas utilizando otras reglas del sistema.

Una regla bien conocida para aquellos lectores familiarizados con las l6gicas modales, y
que hemos utilizado con frecuencia en el Capitulo 3, es la Regla de Necesitacion, la cual
establece que si ¢ es un teorema, también lo es [lp. Formalmente,

e

N __r
(Nec) Op

Entonces, tenemos que:

Lema 4.1.3 La Regla de necesitacion es admisible en &.

Dem. Del Corolario 1.2.9 y considerando el algebra 9y,,. [ |

A partir del lema anterior, podemos obtener una derivaciéon del secuente F O(« V =Oa)
en &, para cualquier @ € §m. Sea 7 la derivacién de F O(a V =Oa) y sea r la dltima
regla utilizada en m. Claramente, 7 hace uso de mas de una regla puesto que O(a vV =Oa)

no es un axioma. Luego, tenemos los dos casos siguientes:
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Caso 1:

I'kFop

" F Ol v —0o)

Caso 2:

= ©1 Iy = ©2
FO(a vV -Oa)

(r)

En el caso 1, (r) tiene solo una premisa y, por lo tanto, puede ser: (L), debilitamiento
(weakening), (A F), (V F), (F V), (=), (== F), (F =), (OF) 6 (OF). En el caso de
(L), la tnica posibilidad es tener I' = (). Pero esto implicarfa que el secuente - L es
probable, lo que contradice la correctidud con respecto a 7 ML. De esta forma, este caso
es descartado. Por otro lado, ninguna de las restantes reglas tiene la estructura de (r),
por eso, también son descartadas.

Luego, 7 es de la forma descripta en el caso 2. Entonces, (r) debe ser una de las siguientes
reglas: la regla de corte, (- A) 6 (V F). Es claro que (r) no puede ser (F A) ni (V F).

Consecuentemente, () debe ser la regla de corte.

Acabamos de probar la siguiente afirmacion.
Proposicién 4.1.4 Toda prueba de + O(aV —Oa) en & wutiliza la regla de corte.
Mas aun, teniendo en cuenta el Lema 4.1.3, tenemos que:

Lema 4.1.5 Para todo o € F'm tal que = ¢ es derivable en &, se tiene que = Uy es

derivable en &; y toda derivacion de - Uy en & hace uso de la regla de corte.
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Consecuentemente,

Teorema 4.1 & no admite eliminacion de corte.

4.2 Calculo de hipersecuentes para My,

Recordemos que Fm = (Fm,A,V,—, [0, L) es el algebra absolutamente libre de tipo
(2,2,1,1,0) generada por un conjunto numerable de variables. Llamamos a F'm el conjunto
de las féormulas sentenciales, y nos referiremos a ellas con las letras griegas minusculas

a, 3,7, ... etc.; y denotaremos a los conjuntos de férmulas con letras griegas mayusculas

I'A, ete..

Definicién 4.2.1 Calculo de hipersecuentes $H@&:

Axiomas:
a=a
Reglas estructurales:
e . g = e
Debilitamiento interno) ——— Debilitamiento Externo )——
( ) gl',a = 3 ( )Q|H
r r ar, A
(Contraccién externa) gl QTFO;L j a (Split modal) g|g[|lF :; |A::>ﬁﬁ

GrX=a Glha=p

(Corte) GIGIT.S = 3
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Reglas Logicas

0=) Grarsss =
(V=) g‘rg\?zv?i’f = v
=V grsavs Ve G s
(ny Aoz G0 P20
=M G M grang
e —
=) QIQF‘,F;T@;:V =) GlgF‘i::ia
O=) % (= 0) g%m?%
) ?l?—?a_ ) g?FZiﬁivv

Escribiremos H® - I' = « para indicar que el secuente = « es probable en $H&. Si

HSB = «, escribiremos HS - a.
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Proposicion 4.2.2 Los siguientes secuentes son probables en &.
(i) aN B = «,
(ii)) a N3 = [.
Dem. Rutina. ]
=
La versién de la regla (=) en el contexto de los hipersecuentes es () g’g|g—:>ﬁ. En-
- X

tonces vale la siguiente afirmacion:
Proposicién 4.2.3 (=) es admisible en $H&.

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 4.10 de [30], con las debidas adaptaciones. W

La Proposicién 4.2.3 afirma que (—) es eliminable en $&, i.e., si existe una demostracién

en HB+ () del hipersecuente G, entonces existe una demostracién de G en H&.

Proposicién 4.2.4 H& F o Vv —Ua.

Dem.

Es consecuencia de la Proposicion 4.2.4 y la siguiente prueba en H&.

a =«
@=) ==&
A Oa = «
(Split)
Oa=| =«

(=

= Ua| = «
= aV-Ua| = «a
= aV-Ua| = aV-Oa
= aV o

(= Vv

(= V)2

(EC)
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4.3 Completitud y correctitud

En esta seccién probaremos que & es correcto y completo con respecto a la logica

tetravalente modal My,,.

Teorema 4.3.1 Sea o € gm. Si & F ' = «, entonces HG F T = a.

Dem. Basta observar que todas las reglas estructurales de &, junto con el axioma y las
reglas 16gicas (A =), (= A), (V =), (= V), (-— =), (= =), (-0 =) y (L), tienen
su versién hipersecuencial en $H®. Ademas, por la Proposicién 4.2.4, el axioma modal es
probable en $H®. Falta ver que (= —0) es derivable en H®&. En efecto, usando (Corte)

tres veces, obtenemos la siguiente derivacién:

Os) X=C

mip) ' = a A o a o= = Ooa = a

mip) ' = a A o al-oa= o = -« —o = o
I'= o I' = ‘o

I'= oA -Oo

=

Corolario 4.3.2 (Completitud) H& es completo con respecto a la ldgica Myy,.

Dem. Es consecuencia del Teorema 4.3.1 y el Corolario 3.2.2. |

Recordemos que, para todo conjunto finito I' U {a} C F'm, I' =)y, « si, y solo si, para
todo h € Hom(Fm, Myy), A{h(y) : v €T} < h(a). En particular, 0§ =y, « si, y solo
si, h(a) = 1 para todo h € Hom(§m,My,,). En este caso, decimos que « es valida en

My,,. Luego, es natural la siguiente definicién.
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Definicién 4.3.3 Un secuente I' = « es vdlido en My, si, y solo si, I' =y, «. Diremos
que el hipersecuente Sy|---|S, es vdlido en Myy, si, y solo si, existe i, 1 <i <mn, tal que

S; es vdlido en My,,. Finalmente, diremos que My, valida la regla de hipersecuentes

Gi---Gn

g

si, y solo si, siempre que G; es valido en My, para todo i, 1 <1i < n, entonces G es vdlido

en My,,.

Si G es valido en My, notaremos =y, G.
Existe una nocién seméntica méas débil que la de hipersecuentes vélidos y de reglas de

hipersecuentes validas, que es méas 1til, y que sera la que adoptaremos aqui:

Definicién 4.3.4 Sea h € Hom(Fm,My,,). El homomorfismo h satisface un secuente

['= « si, y solo si, N\ h(v) < h(a). Decimos que h satisface un hipersecuente S| ---|Sy,
~yel

si, y solo si, existe i, 1 < i < n, tal que h satisface S;. Finalmente, diremos que h

satisface la regla de hipersecuentes

Gi---Gn

g

si, y solo si, siempre que h satisface G; para todo i, 1 < ¢ < n, entonces h satisface G.
Un hipersecuente (respectivamente, una regla de hipersecuentes) es debilmente vdlida en

My, o w-vdlida, si es satisfecho(a) por todo homomorfismo h.

Claramente un secuente (visto también como hipersecuente) es valido en My, si, y sola-

mente si, es satisfecho por todo homomorfismo h.

Proposicién 4.3.5 Las reglas (—N =), (= 2A)1, (= 2A)2, (= V), (A=), (O=)y
(= 0) de H son w-vdlidas en Myy,.
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Dem. Haremos la prueba solamente para (—A =), el resto se demuestra analogamente
utilizando propiedades de las dlgebras tetravalentes modales. Sea h € Hom(gm, My, ) tal
que h satisface los hipersecuentes G|I', ~a = v y G|I', =3 = ~. Tenemos los siguientes
casos: (1) existe un secuente S € G tal que h satisface S, 6 (2) para todo secuente
S € G se tiene que h no satisface S. Si ocurre (1), la demostracién esta concluida. Si

es el caso de (2), entonces h satisface I',ma = v y h satisface I', =3 = ~. Luego,
A h(y) Ah(—a) < h(v) y /\F h(v) A h(=83) < h(v). De aqui,
YE

(\ h(y) Ah(=a)) v (]\ k() AR(=8)) < h(7)

~vel ~yel

y, como en las TMA’s vale la ley distributiva, tenemos

/\ () A (h(=a) V h(=B)) < (7).

vyel’

Por propiedades de homomorfismos y de las algebras tetravalentes modales tenemos que
h(—=a) V h(=8) = h(=(a A 3)). Luego, h satisface el secuente I', =(av A 5) = 7 y, como

consecuencia, h satisface el hipersecuente G|I', =(a A B) = . |

Teorema 4.3.6 (Correctitud) HB es correcto con respecto a la logica My,,: para todo

F'u{a} C Fm, si 96 T = «, entonces =y, I' = a (es decir, T =y, a).

Dem. Basta ver que el axioma de $& es vélido en My,,, v que las reglas de H®
son w-vélidas. Es claro que =y, o = «. Es facil verificar que las reglas estructurales
de debilitamiento interno (IW) y corte (Corte) son w-vélidas, puesto que son la versién
hipersecuencial de respectivas reglas en &. Lo mismo sucede con las reglas légicas (V =),
(= V)1, (= V), (A=), (= A), (- =), (= ), (-0 =) y (L). Por otro lado, hemos

probado en la Proposicién 4.3.5 que las restantes reglas légicas son w-vélidas.
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Veamos que la regla Split modal es w-valida. Supongamos que h es un homomorfismo que
satisface G|OOI', A = 3. Entonces, tenemos las dos posibilidades siguientes. La primera
posibilidad es que exista un secuente S € G tal que h satisface S. Es claro que en este

caso h satisface G|OOI' = |A = (3. Caso contrario, h satisface OI', A = 3. Luego,

A\ O A N () < ()

el JEA
=
A Dh() A A\ (6) < h(a)
~vel SEA
=
O/ h(y) AN B(S) < h(a).
vl seA
Por la definicién de O en My, tenemos que (1) O A h(y) =06 (2) O A h(y) = 1. Si
~el ~yel'
es el caso de (1) entonces, O A h(y) = A h(Ovy) = 0. Como consecuencia, h satisface el
yerl’ vyel

secuente [I' = vy asi h satisface el hipersecuente G|COT' = |A = (3. Contrariamente, si

sucede (2), tenemos que A h(6)=1A A h(6) =0 A h(y) A A\ h(0) < h(a). Luego, h
seA seA ~yel seA

satisface el secuente A = [y entonces h satisface el hipersecuente G|OI' = |A = (.

Claramente la Contracciéon Externa (EC) es w-vélida. |

4.4 Reglas sustitutivas y reductivas

En esta seccién presentaremos las nociones de regla sustitutiva y regla reductiva adaptadas
a nuestro cdlculo H&. Estas nociones fueron introducidas en [20] para hipersecuentes tales
que los respectivos secuentes son pares de multiconjuntos.

Observe que un hipersecuente H puede ser visto como un multiconjunto finito de secuentes.

Asi, hipersecuentes de la forma (G|G'|I' = «) y (G|I' = a|A = [3) pueden ser vistos como
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los multiconjuntos finitos de secuentes G U G' U {(I' = a)} vy GU{([T = «), (A =
()}, respectivamente. En la definicién siguiente, si G es un hipersecuente (o sea, un
multiconjunto finito de secuentes) y S € G, entonces G — {S} denota el hipersecuente
obtenido de G eliminando una unica ocurrencia del secuente S. Por otro lado, si I' es
un conjunto de féormulas y o € I" entonces, como es usual, I' — {a} denota el conjunto

obtenido de I eliminando «.

Definicién 4.4.1 Sean G, y Gy hipersecuentes; S; = (I' = 3) y Sa = (A = ) secuentes;
y « una férmula, todos en la misma signatura. Definimos CUT,(Gy; S1;Ga; S2) como
sigue: s1.S; € Gy parai = 1,2, a € I' y v = «, entonces CUT,(Gy; S1;Ga; ) = {G} tal
que G es el hipersecuente (G — {S1})|(Ga — {S2}P)|(I' = {a}, A = (). En caso contrario,
CUT,(Gi; S1;Ga; S2) = 0.

Claramente CUT,(Gy; S1;Ga; S2) = {G} si, y solo si, G es el resultado de aplicar (Corte)
a partir de los hipersecuentes G; v Go, siendo que « es la formula cortada a izquierda en

el secuente S; de Gy y a derecha en el secuente Sy de Go.
Definicién 4.4.2 Sea (r) una regla de hipersecuentes de la forma siguiente.

g|F1 = Qp - glrn = Qy
gl' = «

()
Se dice que (r) es sustitutiva en HG si se verifica alguna de las siguientes condiciones:

Para cualquier formula & que no es la formula principal de (r), cualquier § € Fm,

cualquier X C Fm finito y cualquier hipersecuente G,

1. si @ € T', entonces el hipersecuente de

CUTH((GIT = a); (T = a); (G2 = a); (X = a))
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puede ser derivado aplicando (1) o cualquier otra regla de H& que no sea (Corte) con

premisas en CUTL((G|T; = «;); (I = a;); (G'|1X = a); (X = @), parai=1,...,n.

2. st @ = « entonces, el hipersecuente de

CUTL (G5, & = B); (3,6 = B); (GIT = a); (T = )

puede ser derivado aplicando (r) o cualquier otra regla de HB que no sea (Corte)
con premisas en CUT;((G'|E,a = B);(3,a = 6); (Gl = a;); (I = «;)), para

1=1,...,n.

Intuitivamente, las reglas sustitutivas permiten que cualquier aplicacion de corte sea

trasladada hacta arriba en la prueba, posiblemente usando diferentes reglas del calculo.

Lema 4.4.3 Las reglas estructurales de debilitamiento interno (IW) y contraccion ez-

terna (EC) de $H& son sustitutivas.

Dem. El debilitamiento interno
GIl' = 6
Gl a=p3

(cuya férmula principal es «) es una regla sustitutiva. En efecto, si @ € I', entonces
CUT:((GIT o = B);(T,a = 6): (G2 = @); (¥ = a)) = {H} tal que H es el hiperse-
cuente (G|G'|I' — {a}, ¥, = (). Claramente H es obtenido de H' por debilitamiento
interno, donde {H'} = CUTL((G|T" = B); (T = B); (G2 = a); (X = @)).

Por otro lado, si @ = (3, el hipersecuente de CUTL((G'|E,a = 7v): (X, a = 7); (G|, o =
a);(I,a = a))es (G'|G|E, T, = =), que puede ser obtenido a partir de H = (G'|G|E, [ =
7v) por debilitamiento interno, observando que {H} = CUT;((G'|1X,a = 7);(X,a =
7); (G = a); (I = a)).
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Anélogamente se prueba que el debilitamiento externo y la contraccién externa son susti-

tutivas. m

Lema 4.4.4 Todas las reglas l6gicas de H®B, a excepcion de (= O), son sustitutivas.

Dem. (i) La regla
gl o, B = v
GIN,aNB =1~

(A=)

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (A =),
es decir, diferente de a A 3. Si @ € T, ie., I' = I" U {a}, entonces CUT;((G|T, a0 A
B =7);T,anNp=),;G% = a);X = a) ={H} tal que H es el hipersecuente
GG, 2, a A B = 7). Sea {H'} = CUTL((GIT, . 8 = 7);(T,a,8 = 7);(F'|2 =
a); (X = @)). Luego H' = (G|G'|[I", X, «r, B = 7). Claramente H es obtenido de H' por
(A =).

Si @ = 7, el hipersecuente de CUTH((G'|X,a = 7'); (X,a = v); (Gl a NG = 7); (T,a A
B =7))es (GG|5,T,aN B =14"), que puede ser obtenido de H = (G'|G|E, T, o, 5 = 7/)
por (A =), observando que {H} = CUT;((G'|1E,a = +);(Z,a = +); (G, o, B =
&) (T, = ).

(ii) La regla
Ggl'=a Ggl'=p
(=N G'=anp

es sustitutiva. En efecto, sea @ una férmula que no es la férmula principal de (= A),

es decir, diferente de a A B. Si @ € T, i.e,, I' = IV U {a}, entonces el hipersecuente de
CUT((GIT,a = aAB);(I",a = aAp);(@E = a);X=a)eH=(GGNINE =
aAp). Sean {H 1} = CUTH((GII",a = a);(I",a = a); (G2 = a);(X=a)) y {H} =
CUTH((GII",a = B); (I",a = 0);(G'2 = a); (X = &)). Luego Hy = (G|G'|I", X = a)y
Hy = (G|G'|I, 2 = (). Claramente H es derivable de H; y Hs usando la regla (= A).
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Como @ no puede ser la férmula principal de (= A), la segunda condicién de la Definicién
4.4.2 no debe analizarse.

(iii) La regla
gl a=~ G|I',8=1~
Gl aVv B =1y

(V=)

es sustitutiva. En efecto, sea @ una férmula que no es la férmula principal de (V =),
es decir, diferente de a vV 8. Si @ € T, ie., I' = I U {a}, entonces CUT;((G|T', a0 V
B =7);TaVvp=),G%E=a);E=a)={H} tal que H es el hipersecuente
(GIG'T, 3, aV = 7). Sean {H'} = CUTZ((G|T',a = 7); (T, = 7); (G2 = a); (X =
a)) v {H"} = CUTL((GIL,B = ); (.8 = 7);(@[2 = a);(¥ = a)) . Luego
H = (G|, 2, a=7v) v H'=(G|G'|l",%, 3= 7). Claramente H es obtenido de H’
y H" por (V =).

Si @ = 7, el hipersecuente de CUT;((G'|X,a = +); (X, a=+); (G|l aV (= a); (T, aV
B = a))es (¢G|2,T,a Vv = 4), que puede ser obtenido de H = (G'|G|X, ', a = ')
y H = (¢G|2,T,6 = ') por (V =), observando que {H} = CUT;((¢'|E,a =
V) (Ea =9GN a=a);Ta=a) v {H}=CULGEa=17)Ea=
7); (GI1, 8 = a); (I, 8 = a)).

(iv) La regla
gII' = «
G'=avp

es sustitutiva. En efecto, sea @ una férmula que no es la férmula principal de (= V),

(:> \/)1

es decir, diferente de oV 3. Si @ € T, i.e,, I' = IV U {a}, entonces el hipersecuente de
CUT:((GIIM,a = aV p);(I",a = aVp) (G2 = a); (X = a) es H = (GF",% =
a A pB). Sea {H'} = CUT:((G|I",a = a);(I",a = «a); (G| = a);(X = @)). Luego
H=(G|G'|[I", ¥ = aV ). Claramente H es derivable de H' usando la regla (= V);.
Como @& no puede ser la férmula principal de (= V)1, la segunda condicién de la Definicién
4.4.2 no debe analizarse. Andlogamente se prueba que (= V), es sustitutiva.

(v) La regla
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GIl',~a =~ GII'h-f =7
GIT, ~(a N B) =~

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (V =), es
decir, diferente de ~(aA3). Sia € T, ie., I' =T"U{a}, entonces CUTH((G|T, (e A () =
7); (L, =(a A B) = 7), (G2 = a); (¥ = &) = {H} tal que H es el hipersecuente
(GIG'T", 38, ~(a A B) = 7). Sea {H'} = CUTL((GIT',~a = ~);(I',—~a = v); (| =
a; (X =a) v {H'} = CUT((GIT, =8 = 7); ([, =6 = 7); (¢E = a); (X = a)),
Luego H' = (GI|G'|[I", %, =~ = v) v H" = (G|G'[I",E, =8 = 7) . Claramente H es
obtenido de H' y ‘H" por (-A =).

Si @ = 7, el hipersecuente de CUTL((G'|X,a = +);(XZ,a = +); (G|, ~(a A B) =
a);(T,=(a A B) = a)) es (G'G|E,T,a vV B = '), que puede ser obtenido de H =
G'g12,r-a = +) v H = (G|, I',-8 = ) por (A =), observando que
{H} = CUT((G')18,a = v); (3, a = 7); (Gl —~a = a);(T',-a = a)) y {H} =
CUTL (G5, a =) (E,a=7); (G, ~f = a); (I', =8 = a)).

(~A =)

(vi) La regla

gIl' = -«
G|l = =(a A )

es sustitutiva. En efecto, sea @ una férmula que no es la férmula principal de (= —A);,

<:> _'/\)1

es decir, diferente de ~(a A 3). Sia € T, i.e,, [ = IV U {a}, entonces el hipersecuente
de CUT((GII",a = —~(a A P);(I",a = =(aApP), (G2 = a);(X = a)) es H =
(GIG'T", 2 = =(a A p)). Sea {H'} = CUT:((GII", X = —a); (1", = —a); (G =
a); (X = @)). Luego H = (G|G'|I",X = —(a A B)). Claramente H es derivable de H’
usando la regla (= —A);.

Como @ no puede ser la férmula principal de (= —A);, la segunda condicién de la
Definicién 4.4.2 no debe analizarse. Andlogamente se prueba que (= —A)q es sustitu-

tiva.
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(vii) La regla
gL', ma, 28 = v
gIt, ~(a v B) =~

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (=V =),

=V =)

es decir, diferente de =(a VvV ). Sia € I, i.e.,, I' = IV U {a}, entonces CUT5((G|T", =(a V
B) = 7); (T, ~(aV P = 7); @2 = a);(X = a) = {H} tal que H es el hiperse-
cuente (G|G'|I", 2, ~(a VvV B) = 7). Sea {H'} = CUT:((G|I', ~c, =3 = v); (I, ~a, 2 =
7); (G2 = a);(¥ = a)). Luego H' = (G|G'|I", X, ~a,-f = 7). Claramente H es
obtenido de H’ por (A =).

Si @ = 7, el hipersecuente de CUTH((G'|X,a = +'); (X, = ~); (G|, ~(a V () =
a);(I,=(aV B) = a)) es (G"G|E, T, =(a vV B) = '), que puede ser obtenido de H =
(G'|G|5, T, =, =3 = +') por (—V =), observando que {H} = CUT;((G'|E, a = +'); (£, a =
7); (G0, =, =f = a); (I, ma, =f = a)).

(viil) La regla

GI'=-a G|II'= -4
Q|F = —|(Oé \/ﬁ)

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (= —V),

(= ~V)

es decir, diferente de =(a V (). Si a € I, i.e., I' = I" U {a}, entonces el hipersecuente
de CUTH((GII",& = —(a Vv B));(I", & = =(aV 3)); (G2 = @) (X = a)) es H =
GG 1" E = =(aV P). Sean {H1} = CUTH((G|I", & = —a); (I, a = —a); (G2 =
a); (X = a) y {H} = CUTH((GII", & = —0);(I",a = —0); (G| = a); (X = a)).
Luego Hy = (G|G'|I", ¥ = —a) y Ha = (G|G'|I", £ = ). Claramente H es derivable de
H1 v Hs usando la regla (= —V).

Como @ no puede ser la férmula principal de (= —V), la segunda condicién de la Definicién
4.4.2 no debe analizarse.

(ix) La regla
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gl a,=
gIr, = —a =~

(—= =)

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (=V =),
es decir, diferente de =—a. Si @ € T, i.e,, I' = IV U {a}, entonces CUTH((G|T", ~—a =
7); (0, =—a = 74); (G2 = a); (X = @) = {H} tal que H es (G|G'|I", %, ~—a = 7).
Sea {H'} = CUTZ((GIT,a = 7);(T,a = 7);(G'12 = a);(X = a)). Luego H =
(G|G']T", 3, a = 7). Claramente H es obtenido de H' por (-— =).

Sia = 7, el hipersecuente de CUT,((G'|X, & = +'); (X, a = v'); (G|, »—a = a); (I', »—a =
a)) es (G'|G|E, T, m—a = «'), que puede ser obtenido de H = (G'|G|X, T, = 4') por
(-= =), siendo que {H} = CUTL((G'|Z,a = 7); (Z,a=7); (GI',a = a); (I',a = a)).
(x) La regla

(= =) GIl' = «
gII' = -«

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (= ——),
es decir, diferente de ——a. Si @ € T, i.e., I' = IV U {a}, entonces el hipersecuente de
CUTH((GII",a = ——a); (I, a = ——a); (X = a); (X = @) es H = (GG, X =
——a). Sea {H'} = CUTH((G|II",a = «);(I",a = «);(¢'|X = a); (¥ = @)). Luego
H = (G|G'|I", X = «) y, claramente, H es derivable de H’' usando la regla (= ——).

Como @ no puede ser la férmula principal de (= ——), la segunda condicién de la Definicién

4.4.2 no debe analizarse.

(xi) La regla

GIl', o, = v
GIT, Oa = ~

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (O =), es de-

cir, diferente de Ja. Sia € T, i.e., I' = I"U{a}, entonces CUTL((G|T", Do = ~); (I', Do =

=)
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7); (G2 = a); (X = a)) = {H} tal que H es el hipersecuente (G|G'|T", %, Oa = 7).
Sea {H'} = CUTH((GIT,a = 7);(T,a = 7);(G'NX = a);(X = @)). Luego H' =
(G|G'|T", ¥, a = 7). Claramente H es obtenido de H' por (O =).

Si @ = 7, el hipersecuente de CUT;((G'|E, & = +'); (X, = +'); (G|I', Oa = a); (', Oa =
a)) es (G'G|13,I',0a = «'), que puede ser obtenido de H = (¢'|G|X, T, = ') por
(O =), siendo que {H} = CUT((G'|Z,a = +); (E,a=7); (GII',a = a); (T, a = a)).
(xii) La regla

gl o, mav =

- =
( ) gIl, o, "Oa = v

es sustitutiva. En efecto, sea & una férmula que no es la férmula principal de (-0 =),
es decir, diferente de -Oa. Si @ € T, i.e., ' =" U {a}, entonces CUTH((G|T, o, "Oav =
7); (T, "Oa = 7);(G'2 = a);(X2 = &) = {H} tal que H es el hipersecuente
(GG, 3, a, "0 = ). Sea {H'} = CUT((G|T, o, max = 7); (T, 0, mcx = 7); (G2 =
a); (X = a)). Luego H' = (G|G'|T", 3, a, @ = 7). Claramente H es obtenido de H’ por
(-0 =).

Si a = 7, entonces CUT;((G'|3,a = +); (3,a = v); (G|, a, "Oa = a); (I', o, "Oa =
@)) = {H} tal que H es el hipersecuente (G'|G|Z, T, a, "0 = 7'), que puede ser obtenido
de H' = (¢'|G|3, T, a, maw = v/) por (-0 =), observando que {H'} = CUT;((G'|1E, & =
V) (B, a =) (G0, o, ma = a); (I a, ~a = @)).

(xiii) La regla

g'= 1
(L) gII' = «

es sustitutiva. En efecto, sea @ una férmula que no es la férmula principal de (L), esto
es,anoes a. Sia €l ie, '=T"U{a}, entonces el hipersecuente de CUT5((G|I", & =
a);(IMa=a);@1E=a);(E=a)esH=(GGI"Y = a). Sea{H'} = CUT((G]T", & =
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1)y (Ma= 1);(@N% = a);(X = a)). Luego H = (G|G'|I", X = 1)y, claramente, H
es derivable de H' usando la regla (L).
Como @& no puede ser la férmula principal de (L), la segunda condicién de la Definicién

4.4.2 no debe analizarse. [ |

Definicién 4.4.5 Las reglas logicas para la formula esquema *(ay, . . ., o) son reductivas
si para todas las instancias de las reglas logicas a izquierda y a derecha de * de la forma:

GIS, ... G|S, G|s, ... G|
GIT, (v, ..., ) =7 GlYX = x(ag,...,ax)

el hipersecuente G|I', X = ~ es derivable a partir G|Si,...,G|S,, G|Sy,...,G|S!, usan-

do la regla de corte con las formulas oo, . .., .

Lema 4.4.6 Las reglas logicas que introducen a las formulas esquema o A3, aV (3,

—(aAf), 7(aVP), ~—a y Oa, aizquierda y a derecha, son reductivas.

Dem. (i) (= A)y (A=):

GINha,=~v G¥=a (GE¥=4
G, a A=~ GE = anf
g =~

puede ser reemplazado por

G, o, B = gr=a
: Gl %, 8=~ GglX=p
GII' ¥ =~

®

Observemos que el hipersecuente consecuencia de (x), deberfa ser G|I', X, ¥ = ~, pero
[' y ¥ son conjuntos de férmulas tenemos que I X, X =TuXuX =TuX =T, %.
(i) (= V) y (V=)
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Gla=y GIIB=y GgIX = a
GIT,aV 3=~ G =aVp
GINL Y = v

puede ser reemplazado por

Glha=~v gGX=a

GII' ¥ =~
Idem para (= V) y (V =),.
(iii) (= =A) y (=A =)u:
Ggl'i~a=~  GII'-B=7 gl = —a
G, = (aAB) =~ gl = -(anp)
GII' ¥ =~

puede ser reemplazado por

G, ma=~v  GX= -«
gl % =~

Idem para (= —=A) y (2A = ).
(iv) (= V) y (=V =):

Gl ~a, =3 = ~v gl = -« glx= -0
gl ~(a Vv B) = v G|X = —(aVp)
gir,x =~

puede ser reemplazado por

gIl', —~a, =3 = ~ gy = -a
G, %, -8 =7 G|1X = -p
gII' Y=~
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V) (=) y (=)

G, = v g =a
gIr', ——a =~ GlY =
G X =~

puede ser reemplazado por

Gl a =~ GX=a
gl X =~

(vi) (=0)y (O=):

G, = v glIoY = «
GIT,Oa =~ glo0Y = Oa
GIT, 05 =+

puede ser reemplazado por

Gha=~vy GOX=a«a
G|, 0% =~

4.5 Eliminacion de corte para $H®

La siguiente definicion es necesaria para lo que sigue.

Definicién 4.5.1 Llamaremos longitud de la derivacion d en un cdlculo de hiperse-
cuentes, y lo notaremos |d|, al mdrimo nimero de reglas de inferencia mds uno, que
ocurren en cualquier rama de d. La complejidad de una férmula «, || es el nimero
de ocurrencias de sus conectivos. El rango de corte de una derivacion d, p(d), es el

maximo de las complejidades de las formulas cut mds uno. Si d es libre de corte, entonces

p(d) =0.
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Lema 4.5.2 Se puede restringir al arioma o = « a instancias atomicas para las deriva-
ciones libres de corte en HS.

Dem. Usando induccién sobre la complejidad de la formula o, mostrando que a = «

es derivable en H® sin corte usando solo versiones atémicas de ese axioma. [ |

Lema 4.5.3 Sean d; y d, derivaciones en $H& tales que:
(i) d; es una deriwacion de G|I', & = 7,
(i1) d, es una derivacion de G'|¥ = a,

(i1i) p(di) < |a| y p(d.) <|al, y

(iv) & es una formula compuesta y d, termina con una regla légica o una regla modal

introduciendo a a.

Entonces, podemos encontrar una derivacion d en H& de G|G'|I',X =~ con p(d) < |a|.

Dem. Considere una derivacién d; del hipersecuente

g‘rla@ :>P)/1"Fn7a :>P)/n

tal que p(d)) < |@|. Se requiere esta hipdtesis para poder lidiar con la contraccién externa

(EC). Probaremos por induccion sobre |p(d})|, que podemos hallar una derivacién de

g‘rlazjﬁyl"rnazjf}%

con rango de corte menor que |@|. Por el Lema 4.5.2 podemos suponer que todas las
aplicaciones de (id) en d] son atémicas. Si dj termina en un secuente inicial entonces la
demostracién estd concluida. En otro caso, sea (1) la dltima regla de inferencia aplicada

en d.
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(i) Si (r) actia sobre G, entonces la afirmacién es verdadera por la hipdtesis inductiva

(H.I.) y la aplicacién de (r).

(ii) Si (r) es una regla de $H&, diferente de (Split) y (= O), que no introduce a @,
entonces la afirmacion es verdadera. Sale del Lema 4.4.4, la H.I., seguido de la

aplicacién de (r) y/o cualquier otra regla de H® que no sea la regla de corte.
(iii) Si (r) es una regla de introduccién a izquierda de &, entonces @ = a A 3, 6
a=aVp, é6 a=-(aNp), s a=-(aVP), 6 a=-a 6 a=0Oau.

Sea (r) la ultima regla de inferencia aplicada en d,..

(a) Si(r') es una regla de introduccion a derecha de @, entonces, por el Lema 4.4.6,

la afirmacién es verdadera.

(b) Si (r") es (L). Entonces tenemos la siguiente situacién:

gr=1
G, a =~ gyt =a
glg'r 2=~
que puede ser reemplazada por
gr=1
L —=—
g'x =~
aw) ——————————
gIrx =

(E

W) ;
GIGg'|T, X =~

(iv) Si(r) es (-0 =) y @ = =Oa. Sea (r') la dltima regla de inferencia aplicada en d,.
Por la condicién (iv) del Lema 4.5.3, (1) es (L) y el tratamiento es andlogo al del

caso (iii) (b).



(v)
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Si (r) es el Split Modal y la férmula principal es @ = Oa y d] termina como sigue:

dy

GlOr, A, Oa = ~
GO, Oa = |A =~

Observe que, como o es la férmula introducida por la tdltima regla de d, (por

hipétesis), entonces d, es de la forma

do

g0y = «
GgIoY = Oa

donde (= 0) es la tltima regla aplicada. Entonces, aplicandole la H.I. a d; y d,,
tenemos que existe una derivacion d de
Gg|g'|dr, A,0% = v con rango de corte menor que |@|. Luego, podemos construir

d con las condiciones deseadas de la siguiente forma:

d

g|g'|or, A 08 = 4
G|¢'|0r, 0% = |A =~

(Split)

Si (r) es el Split Modal y la férmula principal no tiene la forma de & = Oa y d]

termina como sigue:

dy

GlOT, A, & = v
gOr = |A,a =~
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Entonces, aplicandole la H.I. a d; y d,., tenemos que existe una derivacién d de
Gg|g'|0Or, A, ¥ = ~ con rango de corte menor que |@|. Luego, podemos construir d

con las condiciones deseadas de la siguiente forma:

d

. Glg'0r, A,z = 4
GIG'|OF = [A, T = 4

(Split

(vii) Si (r) es (= 0O), el tratamiento es anédlogo al del casos (v).

Lema 4.5.4 Sean d; y d, derivaciones en H& tales que:
(1) d; es una derivacion de G|I', & = ~,
(ii) d, es una derivacion de G'|¥ = a,
(iii) p(di) <laf y p(d;) <lal.
Entonces, podemos encontrar una derivacion d en H® de G|G'|I',X =~ con p(d) < |a].

Dem. Por el Lema 4.5.2, podemos asumir que todas las aplicaciones del axioma son

atémicas en d; y d,. Considere una derivacién d,. del hipersecuente

g =al- 8, = a
tal que p(d.) < |a|. Probaremos por induccién sobre |d.|, que podemos hallar una

derivacién de

GIGg'0, % =18, =~

con rango de corte menor que |&@|. Sea (r) la ultima regla de inferencia aplicada en d.:
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(i) Si @ es atémica.
1. Si (r) es un secuente inicial, entonces la afirmacion vale trivialmente.

2. Si (r) actua solo sobre G', entonces la afirmacién se deduce por la H.I. y la

aplicacién de (r).

3. Si (r) es una regla de &, diferente de (Split) y (= O), entonces la afirmacion
es verdadera. Sale del Lema 4.4.4, la H.I., seguido de la aplicacién de (r) y/o

cualquier otra regla de H® que no sea la regla de corte.

4. Si (r) es (Split) 6 (= O). Como & es atémica, & # Oa. Puesto que & solo
puede ser una férmula de esta regla que no cambia luego de la aplicacién de

(r), la afirmacién vale por la H.I. y la aplicacién de (r).
(ii) Si a=aAp, 6 a=aVp, é6 a==(aNp), 6 a=-(aVP), 6 a=-a.
1. Si (r) es cualquier regla que no sea una regla que introduce a &, la demostracién

procede como en los casos 2-4 de antes.

2. Si (r) es una regla que introduce @. La afirmacién vale por el Lema 4.5.3.
(i) Si &= Oea.
1. Si (r) es cualquier regla que no sea una regla que introduce a @, la demostracién

procede como en los casos 2—4 de antes.

2. Si (r) es (O =) 6 (Split), la afirmacién vale por la H.I. y la subsecuente

aplicacion de la correspondiente regla.
3. Si (r) es (= 0), la aplicacién vale por el Lema 4.5.3.

4. Cualquier otro caso se maneja como en el caso de que @ es atémico.

(iv) Si a = -0a.
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Como no existen reglas que introduzcan (a derecha) a =, cualquiera sea la

regla (r) la demostracién procede como en los casos 2-4 de antes.

Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente teorema de eliminacién de corte.
Teorema 4.5.5 9B admite eliminacion de corte.

Dem. Sea d una derivacién en & con p(d) > 0. La prueba procede por doble induccién
sobre (p(d),np(d)), donde np(d) es el nimero de aplicaciones de la regla de corte en d con
rango menor que p(d). Considere la aplicacién de corte en la posicién mas alta en d con
rango de corte p(d). Aplicando el Lema 4.5.4 a sus premisas obtenemos una derivacién

donde p(d) o np(d) decrece. |
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5 Capitulo V: Légica Tetravalente Modal con Impli-

cacion Deductiva

5.1 Introduccion

En 1954, Gr. Moisil introdujo la nocién de dlgebras de Boole simétricas (cf. [50, 51], las
cuales fueron estudiadas en detalle por A. Monteiro en [52] bajo el nombre de dlgebras de
Boole involutivas (ver también [1]). Estas dlgebras no deberian ser confundidas con las
estructuras de mismo nombre introducidas en [24], las cuales son de una naturaleza muy
diferente.

Un algebra de Boole simétrica es una estructura (A, A, V,~,T,0) donde el reducto
(A, A, V,~,0) es un édlgebra de Boole y T" es un automorfismo involutivo sobre A, esto es,
T : A — A es un automorfismo tal que T(T'(z)) = z, para todo = € A. Por otro lado, un
algebra de Boole involutiva es una estructura (A, A, V,~, =, 0) donde (A, A, V, ~,0) es
un algebra de Boole y — es un automorfismo involutivo dual sobre A, esto es, = : A — A?
es un isomorfismo (donde A? denota el dual de A) tal que =—z = x, para todo = € A.
Esto es equivalente a decir que — es una negacién de De Morgan, esto es, una negacion —
definida sobre un reticulo acotado distributivo tal que =(zVy) =~z A-yy —z =z (y

por eso =0 = 1).
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Como se observara en [52], ambas clases de estructuras coinciden: en efecto, dado T,
entonces 7x = ~T'(x) es un automorfismo involutivo dual. Reciprocamente, dado —, el
mapeo T'(z) = ~—x es un automorfismo involutivo, y una construccién es la inversa de la

otra.

Como fuera establecido en el capitulo 3, 7ML no es funcionalmente completa. Como
consecuencia, no es posible definir una implicacién deductiva (esto es, satisfaciendo el
meta-teorema de la deduccién) en ella, en funcién de los conectivos primitivos de la
lgica. La “mejor” implicacion que puede ser definida en 7 ML, i.e., que tiene propiedades
deseables en una implicacién, es la implicacion contrapositiva; y esta no es una implicacion
deductiva. El propdsito del presente capitulo es enriquecer la légica 7 ML con una
implicacion deductiva o, lo que es equivalente, con una negacién suplementaria. Esto
dara lugar a una nueva légica, por un lado, y a una nueva estructura algebraica, por el
otro.

Desde el punto de vista semantico, lo que estamos buscando es un operador binario
= definido en el algebra 9y, de tal modo que la siguiente condicion valga, para todo

a,b,c € My,

cha<b&sc<a=b

Como vimos en el Capitulo 3, la implicacién contrapositiva > (cuya tabla esta abajo)

=10 |N|BJ|1
O(1|1]1]1
NI(N|1|B|1
B|B|N|1]|1
110|N|BJ|1
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no verifica esta condicion. Mas atin, el problema es precisamente el modo en el que estan

definidos B = 0y N > 0, pues

NAB<0 pero NLB>=0=B8B

y reciprocamente,

N <N >0 pero NAN £0.

Después de analizar todas las posibilidades, concluimos que la tabla de = deberia ser:

=|0|N|B|1
0O(1|1]1]1
NI B|1|B]|1
BIN|NJ1]|1
10N BJ|1

Es decir, © = y = x > y para todo z,y excepto cuandoy =0y, x = Box = N.

Sea 1 (x,y) una férmula definida como sigue:

Y(z,y) =ex Aoy AO((z = y) = y).

Tenemos que Y (z,y) = 1 si, ysolosi, x,y € {N,B} yx #vy, vy ¢(x,y) =0 en otro
caso.
Entonces, un modo de definir la deduccion implicativa podria ser en términos del predicado

7 como sigue:

r=y==z siysolosi, 7(z,v,2)

donde
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(@, y) ANz =y) Ay = 2)V
ez NeyA(x=y)A(y=x)A(T = 2))V

7($7y72) —def

(¥
(
(ex A (y = L) AY(x,2))V
(ex A (T =y)A(T >=2))V
((x=L)A(T =2))V
((

T=2)A(y=2)A(z>v))

Pero una implicacién con tales caracteristicas no puede ser definida en My,,.

Proposicién 5.1.1 En la matriz My, {N,1}), la implicacion =, como la indicada en

la tabla anterior, no puede ser definida en términos de los restantes conectivos.

Dem. Suponga que = es definible en (My,,, {V,1}) y sea ¢(x) =gy x = L. Por el
Lema 3.2.7, ¢(N) € {0,N,1} y ¢(B) € {0, B,1}. Pero, por la tabla de =, deberiamos
tener ¢(IN) = By ¢(B) = N, una contradiccién. |

En este capitulo abordaremos la cuestién de enriquecer la légica My, con una implicacién
deductiva. Esto dara lugar a una nueva légica, como asi también a una nueva estructura

algebraica, que resultara coincidir con las dlgebras de Boole simétricas (o involutivas).

5.2 Implicacién deductiva en My,

En esta seccién analizaremos las posibilidades de extender la matriz lgica My, (la cual
genera la légica 7 ML de las TMAs) con un operador de implicacion clasico (o booleano).
Como veremos, los modelos algebraicos de esta nueva légica seran las algebras de Boole

simétricas (o involutivas).
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Un modo de adicionar una implicaciéon deductiva a 914, es definiendo un operador unario

*, al que vamos a denominar operador switch, del siguiente modo:

p|*p
0] 0
N | B
B| N
110
Entonces, = puede ser definida como
=Y =g (@x AO(y = L) Axx)V ((oxV-0O(y = L)) A (z > y)). (5)

Proposicién 5.2.1 Agregar x a My, es equivalente a agregar una implicacion cldsica =

a 9](4m.

Dem. De la ecuacién (5) tenemos que * conjuntamente con los restantes conectivos de

My, define =. Por otro lado, en My, enriquecida con =, podemos definir a * como:

xr = (r= L)A-0O-x

Anélogamente, * nos permite definir una negacién clasica, esto es, un operador unario ~

definido por la siguiente tabla:
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p | *p
01
N|B
B| N
110
En efecto, es suficiente definir

Proposicion 5.2.2 Agregar x a My, es equivalente a agregar una negacion cldsica ~ a

My, -

Dem. Es facil ver que la ecuacién (6) produce la negacién clésica en 9y, enriquecida
con *. Por otro lado, en My, enriquecida con ~, el conectivo * puede ser definido como

sigue: *xr = ~x V ~—. |

Corolario 5.2.3 Agregar la negacion clasica ~ a My, es equivalente a agregar la impli-

cacion clasica = a My, .

Dem. Es una consecuencia inmediata de las dos proposiciones anteriores. Sin embargo,
una prueba directa de este hecho se obtiene usando la interdefinicion usual de estos conec-
tivos clasicos. De esta manera, dado =, podemos definir ~x = x = 0. Reciprocamente,

si tenemos ~, la implicacién clasica es obtenida como x =y =~z V y. |

Sea M}, el dlgebra (My, A, V, ~,—, [0, 0) de tipo (2,2, 1, 1, 1) donde el reducto (My, A, V, =,

es el dlgebra tetravalente modal 9y, y ~ esta definida como en la tabla anterior.
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Proposicién 5.2.4 En O} wvalen las siquientes identidades: para todo x,y € My
(i) —~~w =~
(i) Oz =z A =~z
(iii) Oz =V 7~z
(iv) -0z = ~Oz,

(v) O-x = O~z.

Debido al Corolario 5.2.3, la deseada extension de la légica tetravalente modal por una
implicacién clésica es equivalente a la extension por una negacién clasica. De esta manera,
y por razones que quedaran claras mas adelante, nos focalizaremos en la logica obtenida

a partir de 9y, agregando la negacion clasica ~.

5.3 Extensiones clasicas de las algebras de De Morgan y las

algebras tetravalentes modales

En la seccién anterior, vimos en el Corolario 5.2.3 que la extension de 9y, mediante
una implicacion clasica coincide con su extensién mediante una negacion clasica. La facil
prueba de este hecho puede ser generalizada a algebras tetravalentes modales arbitrarias.
El punto importante a observar es que, si comenzamos con un algebra de De Morgan,
en lugar de un algebra tetravalente modal, y la extendemos mediante un complemento
booleano, en la estructura resultante se puede definir una tinica modalidad [ que satisface
las propiedades de las dlgebras tetravalente modales. Debido a la unicidad de [J, se tiene

que las dlgebras tetravalentes modales mas un complemento booleano coinciden con las
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algebras de De Morgan més un complemento booleano. Ademés, veremos que esta nueva
estructura coincide con las dlgebras de Boole simétricas (o involutivas) introducidas por
Gr. Moisil en [50] (ver también [51]) y principalmente estudiadas por A. Monteiro (cf.
[52]).

Proposicién 5.3.1 Sea (A, A,V,—,0) un dlgebra de De Morgan, y considere el operador
~:A—Ata quex AN~xr =0y xV~xr=1 para todo x € A, donde 1 = =0 es el ultimo
elemento de A. Sea Ox =4ep x A\ ~~x para todo © € A. Entonces, (A, A\,V,—,0,0) es un

algebra tetravalente modal.

Dem. Sea x € A. Entonces,

zV-Or = xV-o(zA-~x)
= zxV(-zA-~x)

= zV(-xA~zx)
Por otro lado:

rA-Or = xA-=(xA-~x)
= xA(-xA-~x)
= (zA-2)V(zA~x)

= (xA-z)VO0=(zA-x)

En adelante, un operador ~ : A — A como en la Proposiciéon 5.3.1 serd llamado un

complemento booleano.

Lema 5.3.2 (/52]) Sea (A, \,V,—,0) un dlgebra de De Morgan, y considere un comple-

mento booleano ~ en A. Entonces, —~x = ~—x para todo x € A.

164



Capitulo V: Légica Tetravalente Modal con Implicacion Deductiva

Dem. La demostracién puede ser encontrada en [52]. |

El siguiente resultado relaciona, como veremos, a las extensiones cléasicas de las dlgebras

tetravalentes modales con las dlgebras de Boole simétricas (o involutivas).

Proposicién 5.3.3 Sea (A, A\,V,—,0,0) un dlgebra tetravalente modal, y consideremos

un complemento Booleano ~ en A. Entonces, (x = x N\ —~~x para todo v € A.

Dem. Sea x € A. Entonces, Uz < x, por definicién de algebra tetravalente modal. Por

otro lado, z V -z = 1, y entonces
~r o= ~xAl=r~zA(zVv-Or)

= (~xAx)V (~zA-Ox)
= ~zA-Uzx

Luego, ~x < —z. De aqui, Oz < =~z y, entonces, zx < z A ~~zx. Sea y € A tal que
y<zey < -~z Sigue que y < ~—x, por el Lema 5.3.2, y entonces y =y Ax y

y A —x = 0. En consecuencia, y recordando que z V -~z = -z V Uz,

y = yvOo=wAz)V({yA-z)=yA(zV )
= yA(—zxvUzx)=(yA-z)V(xAlzx)
= 0V(yAOz)=yAOx

Esto es, y < Ux. Es decir, Oz = x A =~ux. |

Corolario 5.3.4 Sea (A, A,V,—,0) un dlgebra de De Morgan equipada adicionalmente
con un complemento booleano ~. Entonces, v = x N\ —~~x, para todo x € A, es el iunico
operador unario sobre A tal que (A, \,V,—,0,0) es un dlgebra tetravalente modal. De
esta manera, las dlgebras de De Morgan mds un complemento booleano son las mismas

que las dlgebras tetravalentes modales mds un complemento booleano.
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Es aqui donde aparecen las algebras de Boole simétricas (o involutivas). Es claro que las
algebras de De Morgan enriquecidas con un complemento Booleano, como las consideradas
en la Proposicion 5.3.1 coinciden, por definicion, con las algebras de Boole simétricas. Por

lo tanto, el Corolario 5.3.4 puede ser reformulado como sigue:

Corolario 5.3.5 Sea (A, A, V,~,—,0) un dlgebra de Boole involutiva. Entonces, Ox =
x A~z para todo x € A, es el uinico operador unario sobre A de modo tal que (A, \,V,—,,0)
es un dlgebra tetravalente modal. De esta manera, las dlgebras de Boole involutivas coin-

ciden con las dlgebras tetravalentes modales enriquecida con un complemento booleano.

De las consideraciones anteriores vemos que la variedad de las dlgebras de Boole involutivas
(o simétricas) pueden ser definidas de diferentes modos. Por conveniencia, adoptaremos
la perspectiva de ver a estas algebras como algebras de Boole extendidas con una ne-
gacién de De Morgan. Claramente esta variedad estd generada por 9, = sobre el lenguaje

A, V,~, =, L, por la Proposicién 5.2.4(ii).

Recordemos que el operador de implicacion = se define en un algebra de Boole como
sigue: * = y = ~x Vy. Como A, V y 0 pueden ser definidos en términos de = y ~,
entonces podemos considerar, de ahora en mas, el algebra absolutamente libre Fm™ =
(Fm~,=,~,—) de tipo (2,1,1) generado por algin conjunto numerable Var de variables,

como el lenguaje formal para la variedad IBA de las dlgebras de Boole involutivas (o

~

4m>

simétricas). De esta manera, el generador de la variedad IBA es 9, el algebra 4-
valuada (My, =, ~, =) de tipo (2,1,1). Una légica para la variedad IBA puede ser definida

naturalmente como sigue:
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Definicién 5.3.6 La logica de las dlgebras de Boole involutivas definida sobre $m™ es la
légica proposicional IBA = (F'm™, =1pa) dada como sigue: para todo conjunto I'U{a} C
Fm™, T E1pa a si, y solo si, existe un conjunto finito 'y C T tal que, para todo 4 € IBA
y h € Hom(Fm™, ), A{h(y) : v € To} < h(e). En particular, O =154 « si, y solo si
h(a) =1, para todo h € Hom(Fm™, 4l).

Una légica naturalmente asociada al algebra 91} como en la definicion anterior es la

siguiente:

Definicién 5.3.7 La ldgica tetravalente modal con negacion clasica My, definida sobre
Sm™ es la ldgica proposicional My, = (Fm™, =y ) dada como sigue: para todo I' U
{a} € Fm™, I' Eag. a si, y solo si, existe un conjunto finito I'y C T' tal que, para todo
h € Hom(Fm™, M), A{h(v) : v €To} < h(a). En particular, O =a a si, y solo si,
h(a) =1, para todo h € Hom(Fm™, My ).

Como IBA esta generada por 9}, ., el siguiente resultado es inmediato:

Proposicién 5.3.8 Las ldgicas IBA y Mg, coinciden, esto es: para todo TU{a} C Fm",

I =1pa a si, y solo si, I' =pry

Proposicién 5.3.9 M}, es una extension conservadora de la logica proposicional clasica
CPL: T |=uyp B si, y solo si, I' = 3 en CPL, para todo T'U{B} C Fm™ sin ocurrencias
de —

Dem. Es inmediato, a partir de la definicion de Mj". |

Observacién 5.3.10 My, satisface el Meta-teorema de la Deducion: T, a f=pyp (B si,

y solo si, 'l (o= B), para todo I' U {a, B} C F'm™.
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~

El siguiente resultado muestra que My, puede ser vista como una matriz légica. Este

hecho sera 1til en lo que sigue.
Proposicién 5.3.11 Sean My = My, {N,1}) y My = (My,,,{B,1}) las matrices
logicas obtenidas a partir del dlgebra 9My,,. Entonces,

(1) Fug, = Fmz

(i) Fuvy, = By

Por lo tanto, la logica tetravalente modal con negacion cldasica My, puede ser caracterizada

por una unica matriz logica.

Dem. La demostracion es andloga a la dada para My, en el Capitulo 3. |

5.4 Una presentacion estilo Hilbert para M

En esta seccién definiremos un célculo estilo Hilbert para la légica My, de 95 la cual,
por la Proposicion 5.3.8, puede ser considerada como una légica de la variedad IBA de
las algebras de Boole involutivas (o simétricas). Recordemos que F'm™ es el conjunto
de las formulas proposicionales generado por Var a partir de los conectivos =, ~ y —.
Observemos que, en este lenguaje, las ecuaciones que caracterizan a la negacién de De

Morgan — son las siguientes: x = ==z, y —(~x = y) = ~(—z = ~—y).
Definicién 5.4.1 Denotemos con Hjy,, = (F'm™, s ) a la légica proposicional definida

a través del siguiente calculo de Hilbert, donde o, 3, v € Fm"™.

Axiomas

(Al) a= (= «)
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(A2) (a= (B=1)) = ((a=p) = (a=7))
(A3) (~f = ~a) = (v = a) = f)

(Ad) =—a = a

(A5) a = ——a

(A6) ~(~a = ) = ~(-a = ~f)

(A7) ~(ma = ~=f) = (~a = )

Reglas de inferencia

o a= 0

(Mp)

Observaciéon 5.4.2 Los axiomas (A1)-(A3) mas (MP) constituyen una ariomatizacion
correcta y completa del cdlculo proposicional cldsico CPL en el lenguaje generado por =
y ~ (cf. [48]). Por otro lado, los axiomas (A4)-(A7) describen las condiciones requeridas
para una negacion de De Morgan en el lenguaje dado, como se menciono anteriormente.
Finalmente, la regla (CP) es requerida para garantizar la propiedad crucial de que la

negacion de De Morgan preserva equivalencias logicas.

La nocién de demostracién adoptada serd la de un calculo de Hilbert modal (recuerde la

Definicién 1.1.5), que toma aqui la siguiente forma:

Definicién 5.4.3 (1) Una derivacion de una formula o en Hy,, es una secuencia finita

de formulas o . .. ay, tal que oy, es a y todo «; es una instancia de un axioma, o oy es la
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consecuencia de a; y oy, = (o; = ) por (MP) para algin j, k <i—1, 00; = (-8 = —)
es la consecuencia de a;j = (v = ) por (CP) para algin j < i —1. Diremos que o es
derivable en Hy,,, y escribimos Fyy  «, st existe una deriwacion de o en Hy,,.

(2) Sea T'U{a} un conjunto de formulas en F'm. Diremos que o es derivable en Hy,, a
partir de ', y escribimos I g~ v, st v es derivable en 'HY,,, o bien existe un subconjunto

finito no vacio {y1,..., v} del tal que (v = (... (W = «@))...) es derivable en Hj,,.

Sea = C I'm”~ x F'm”™ la relacién binaria definida por
==gef {(,8) 1 Fup a= By by 8= al.
Lema 5.4.4 La relacion = es una congruencia sobre §m” .

Dem. Claramente, = es compatible con = y ~ puesto que (A1)-(A3) es una axiomati-
zacién de CPL. Esto es, = es una congruencia booleana. Por otro lado, de la regla (CP),

es inmediato que = es compatible con —. |

Teorema 5.1 El dlgebra de Lindenbaum Fm™ /= de HJ,, es un dlgebra de Boole involutiva
con: |a| = |0 =aes | = 0|, ~|a| =4er |~a| y 2|a] =4er ||, donde |y| denota la clase

de equivalencia de la formula .

Dem. Es claro que §m~ /= es un dlgebra de Boole con una operacién adicional —. Por
otro lado, de los axiomas (A4)-(A7) y de la regla (CP), tenemos que — es una negacién

de De Morgan. [ |

Teorema 5.4.5 (Correctitud y Completitud de Hy, ) Las siguientes condiciones son e-

quivalentes, para todo subconjunto I' U{B} de F'm™:
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(i) T'byy B,
(i) T . B

Dem. (i) = (ii) (Correctitud): Es claro que cada axioma de Hj,, es véalido en M. Por
otro lado, si una instancia de las premisas de (MP) o de (CP) es vélida en M, entonces
la respectiva conclusion es también valida en Mj". De aqui sigue que los teoremas de Hj,,
son validos en M.

Supongamos ahora que I' by 3. Si 3 es teorema de Hj;, entonces es valido en My, y
entonces I' =y~ 3. Si f no es teorema, existen v,...,7, € I' tal que (11 = (... (7, =
B))...) es teorema de Hy,,, por la Definicién 5.4.3(2). Por lo que acabamos de observar,
esta formula es véalida en My, luego, I' F=pr 5.

(ii) = (i) (Completitud): Supongamos que I' =y~ (3. De la Definicién 5.3.6, existe
un subconjunto finito {y1,...,7,} de I' tal que A{h(v) : v € To} < h(H). Sin =0,
esto es, si =y B, entonces h(B) = 1, para todo h € Hom(gm™,4U) y todo U € IBA,
por la Definicién 5.3.6. En particular, h(3) = 1 para todo h € Hom(gm™,§m™~ /=), por
el Teorema 5.1. Sea h : §m~ — Fm™~ /= la aplicacién canénica dada por h(d) = |4,
para todo . Entonces, h € Hom(gm™,Fm~/=) y, por lo tanto, |5] = 1. Luego, se
deduce que Fq~ 3, y, de esta manera I' 3~ (. Por otro lado, si n > 0, entonces
Y15+ Y Eumy, 3. Porla Observacién 5.3.10, F=ap (1= (.. (va = 8)) ...). Del caso
anterior, Fy> (71 = (... (7. = B3))...) y entonces, por la Definicién 5.4.3(2), I' by 5,

como era deseado. [ |

5.5 M, como una extensiéon normal de S5

En esta seccién, veremos que existe aun una perspectiva mas para comprender a las

algebras de Boole involutivas: son algebras modales para S5 que satisfacen axiomas

171



Capitulo V: Légica Tetravalente Modal con Implicacion Deductiva

modales adicionales y, por esto, estan generadas por un algebra que pertenece a la je-
rarquia de las dlgebras de Henle (cf. [56, 25]).

En [52], fue observado que, dada un &lgebra de Boole involutiva A, el operador Jz =
x V =~z define a un operador de posibilidad sobre A, en el sentido de [50, 51]. También,
se obtuvo una caracterizaciéon de las dlgebras de Boole involutivas como un caso particular
de las 4lgebras de Boole mondadicas. Mas ain, se probd que la negacién de De Morgan —

puede ser definida en términos de 3 y los restantes operadores de A como

-z = (z A J~z) V ~Tz. (7)

Notemos que la definicién de Monteiro del operador de posibilidad 3 (o, en la notacién
de &lgebras modales, ¢) coinciden, a menos de dualidades, con el operador de necesidad
[J que encontramos en la Proposicién 5.3.1, la cual, por la Proposicion 5.3.3, es unica.

Adaptando la ecuacién (7), se tiene que

-z = (z A ~0Ox) v O~z. (8)

De esto, podemos enriquecer a las dlgebras de Boole con un operador modal [ que
satisfaga ciertas propiedades, en lugar de anexar la negacién de De Morgan. En ambos
casos es obtenida la misma clase de estructuras, a saber, las dlgebras de Boole involutivas,
puesto que la negacién de De Morgan puede, entonces, ser definida por la ecuacion (8).
Esta es la clave para traducir las ecuaciones que caracterizan a — al lenguaje de las

algebras de Boole mas [J. Luego:

Proposicion 5.5.1 Las dlgebras de Boole involutivas coinciden con las dlgebras de Boole

equipadas con un operador unario [l que satisfaga las siguientes ecuaciones:

~(zVy)=-zANy (9)
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-—lr=ux (10)

donde 'z es una abreviatura para (x A ~Ox) vV O~zx, para todo x.

Dem. Como fue probado, dada un &algebra de Boole involutiva, definiendo [xr =
x A\ —~x, la estructura resultante es una algebra tetravalente modal. Ahora, definamos
=z = (x A ~0Oz) vV O~z. Luego, es facil ver que =’z = -z, para todo x. Puesto que —
es una negacién de De Morgan y —'z = -z, para todo z, las ecuaciones (9) y (10) son
satisfechas.

Reciprocamente, si un algebra de Boole es equipada con un operador monadico [ que
satisfaga las ecuaciones (9) y (10), para ="z dado por (x A ~Oz) V O~z, entonces clara-
mente —'x es una negacién de De Morgan y, por lo tanto, la estructura inducida, es un

algebra de Boole involutiva. |

Proposicién 5.5.2 Sea (A, A, V,~,0,0) un dlgebra de Boole involutiva vista como un
algebra de Boole junto con un operador unario L1 como en la Proposicion 5.5.1. En-
tonces, ='z = (x A ~Oz) V O~z, para todo © € A, es el inico operador sobre A tal que

(A, AV, =", 0,0) es un dlgebra tetravalente modal.

' es una negacién de De Morgan y por eso (A, A, V, =" ~,0) es

Dem. Claramente, —
un algebra de De Morgan enriquecida con un complemento booleano ~. Por el Coro-
lario 5.3.4, el operador 'z = x A —'~z es tal que (A, A, V,=',[0,0) es un dlgebra tetrava-
lente modal. Es facil probar que 'z = Oz, luego, se tiene que (A, A,V, =", [0,0) es un
algebra tetravalente modal.

Supongamos, ahora, que — es una negacién de De Morgan en A tal que la estructura

(A, A, V,—,[0,0) es una algebra tetravalente modal. Por la Proposicién 5.3.3, Oz =

x A —~x. De esto, se tiene facilmente que ="z = (x A ~Ox) V O~z = -z, para todo x. B
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Recordemos que un dlgebra modal es una estructura (A, A,V,~,0,0,1) donde el reducto
(A, A, V,~,0,1) es un élgebra de Boole y [J es un operador unario sobre A tal que (01 =1
y O(x Ay) = Oz AOy (cf. [8]). A su vez, un dlgebra modal para S5 es un algebra modal

que satisface, adicionalmente, las siguientes relaciones, para todo z:
(T) Oz < x;

(4) Oz < 0O04g;

(B) z < O~O~z.

Tenemos, de esta manera, el siguiente resultado:

Proposicion 5.5.3 Las dlgebras de Boole involutivas coinciden con las algebras modales

para S5 que satisfacen adicionalmente las ecuaciones (9) y (10) de la Proposicion 5.5.1.

Dem. Sea A un algebra de Boole involutiva vista como un algebra tetravalente modal
enriquecida con un complemento booleano ~, por el Corolario 5.3.5. Entonces, A es
un algebra modal que satisface las propiedades (T), (4), (B) (ver Proposicién 3.3.5 y
Observacién 3.3.6). Por otro lado, de la Proposicién 5.5.1 las ecuaciones (9) y (10) también

valen. La reciproca es consecuencia de la Proposicién 5.5.1. |

Recordemos que un calculo sentencial L' es una extension (débil) de otro cdlculo sentencial

L si estan definidos en el mismo lenguaje y toda féormula probable en L es también probable

en L'. En [56], fue introducida la nocién de extensién normal de S5 como una extension S

de S5 que es cerrada bajo sustituciones, modus ponens y, si a es probable en S, entonces
o es probable en S.

Por otro lado, recordemos que un dlgebra de Henle (cf. [56, 25]) es un algebra (A, A, V, ~, 1,0, 1)
de tipo (2,2,1,1,0,0) tal que su reducto (A, A,V,~,0,1) es un &lgebra de Boole, y
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i(1) =1, e i(xr) = 0 para todo z € A, x # 1. Una matriz de Henle es una matriz légica
(H,{1}) tal que H es un dlgebra de Henle. H, es el algebra de Henle con n dtomos (2"
elementos). Ademsds, si H es un algebra de Henle finita, entonces existe n € N tal que H

y H, son isomorfas.

Teorema 5.5.4 ([56]) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S es una extension normal propia de S5;

(ii) S es una légica dada por la matriz (H,,{1}), para algin n € N.

Por los resultados de la Seccién 5.3, es claro que 9y, es un algebra de Henle cuando es
presentada en el lenguaje A, V,~, 0,1y . Luego, es inmediato que My, = H.
Teniendo en cuenta que My, puede ser vista como una légica modal, y que las logicas
modales son “légicas de teoremas” , es decir, su mayor interés es probar teoremas o
considerar la clase de férmulas vélidas (recuerde la Definicion 1.1.5), podemos considerar
a la légica matricial dada por la matriz M; = (97, {1}) sobre la signatura A, V, ~,0, 1,
[J. Entonces, tenemos que M; = (Hs, {1}); y por el Teorema 5.5.4:

Teorema 5.5.5 La logica matricial dada por My es una extension normal propia de S5.

Observacion 5.5.6 El hecho que la logica de las dlgebras de Boole involutivas sea una
extension de S5 es un descubrimiento interesante: esto significa que la variedad generada

por el dlgebra de Henle Hy es IBA.

Finalmente, una axiomatizacion estilo Hilbert para M; en el lenguaje F'm puede ser
facilmente obtenida a partir de H},,, siguiendo la técnica utilizada en el Capitulo 3 para
las logicas de las TMAs. En efecto, sea (Hy, )Y el sistema de Hilbert idéntico a Hy,,,, pero
donde la nocién de derivacion es la usual en los calculos de Hilbert (ver Definicién 1.1.4).

Es decir, en lugar de la Definiciéon 5.4.3 consideramos la siguiente:
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Definicién 5.5.7 Sea T'U{a} un conjunto de férmulas en Fm. Diremos que « es deri-
vable en (Hy, )N a partir de T, y escribimos T’ Fp N @, St existe una secuencia finita de
formulas o . . . ay, tal que o, s a y todo a; es una instancia de un axioma, o bien o; € T,
o0 bien «; es la consecuencia de o y o = (o; = «;) por (MP) para algin j,k <i—1, o

a; = (= = =) es la consecuencia de o; = (y = ) por (CP) para algin j <i— 1.
Teorema 5.5.8 (Correctitud) Si ' b3 ynv v entonces I' Ep, a.

Dem. Todos los axiomas son validos, y las reglas de inferencia preservan validez. |
Con el objeto de probar la completitud, serd 1til considerar la modalidad Oo =g4.¢ o A

—~q, donde a A =45 ~(a = ~f3) (recordemos la Seccién 5.3). Adaptando un resultado

de [31], es immediato demostrar lo siguiente:
Proposicién 5.5.9 T' =, « si, y solo si, O =p a.
Por otro lado, es facil probar lo siguiente:

Proposicion 5.5.10 Vale: ot v Do

Dem. Sea y un teorema de (Hj;,)Y. Entonces, by v ==y, por (A5) y (MP).

Consideremos ahora la siguiente derivacién en (Hy, )N:
1. a (Hip.)
2. a = (~a = —) (de la légica clésica)
3. ~a = -y (MP, 1,2)
4. ==y = —~a (CP, 3)

5. =~a (MP con 4 y el teorema ——)
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6. a A —~a (por 1,5 y la légica clésica)

Proposicion 5.5.11 Si L'y« entonces I' gy v a.

Dem. Asumamos que L' 3~ . Si by« entonces el resultado es obvio, puesto que
ambos cdlculos tienen los mismos teoremas. Si ¥y «, existe un subconjunto finito no
vacio {71,..., 7.} de I tal que gy (Oy1 = (... (O = «))...), y por lo tanto e v

(Ov; = (... (Ov, = a))...). Consideremos ahora una derivacién en (Hy, )"

como sigue:
a partir de las hipotesis ~q,...,7v, se deriva [yy,...,y,, por la Proposicion 5.5.10.
Usando (MP) n veces con el teorema (v, = (... (0y, = «))...) se tiene a. Esto

muestra que {71, ..., Vn} Fag v @, y por eso I' e yn |
Teorema 5.5.12 (Completitud) Si T =, a entonces I' By v .

Dem. Si I' Em, «, entonces I ):Mzn a, por la Proposicién 5.5.9. Usando el
Teorema 5.4.5, se tiene que UI' Fyp  a y luego I' b3y v a, por la Proposicion 5.5.11.
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6 Capitulo VI: Conclusiones y estudios futuros

En esta tesis se generaliza de un modo natural el tratamiento de los calculos de secuentes
y su fibring introducido en [21]. Ademds, algunas caracteristicas de preservacién son
analizadas. Finalmente, la relevancia de este enfoque concerniente a la teoria de las
traducciones entre logicas es puesta de manifiesto. Uno de los pasos a seguir sera la
extension de estos resultados a los hipersecuentes no conmutativos.

Muchas otras cuestiones permanecen abiertas, y merecen un futuro estudio. El uso
de hipersecuentes en lugar de secuentes abre interesantes posibilidades para abordar la
cuestion de como una logica puede ser construida (o desconstruida) a partir (en) sus frag-
mentos, junto con la linea seguida en [21]. También, se podria estudiar la preservacién
por fibring de otras meta-propiedades.

Por otro lado, presentamos algunos resultados novedosos sobre los aspectos légicos de las
algebras tetravalentes modales (TMAs). Nos focalizamos en el operador de implicacién
contrapositivo >, definible en estas algebras, mostrando que esta implicacién (tal vez el
“mejor” operador de implicacién definible sobre las TMAs) permite definir, de un modo
muy sencillo, representaciones estilo Hilbert para la l6gica de las TMAs. Llamamos TMA®
a la clase de las TMAs presentadas en el lenguaje >, L. Algunos resultados acerca de esta
légica bajo la perspectiva de las légicas paraconsistentes (méas especificamente, desde el

punto de vista de las Légicas de la Inconsistencia Formal) también fueron obtenidas. La
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relacion entre la légica de las TMAs y la logica clasica fue también estudiada. Presentamos
un sistema de tableau correcto y completo para My, el cual, en contraste con el calculo
de secuentes propuesto en [31], es decidible. También fue estudiada la 16gica tetravalente
modal normal asociada a las TMAs. Adicionalmente, estudiamos la relacién entre estas
logicas y la logica proposicional clasica, mostrando que estas son sublogicas que no son
maximales.

Los temas estudiados en los Capitulos I y III son relacionados en el Capitulo IV hallando
un célculo de hipersecuentes para la logica tetravalente modal que tiene la propiedad de
eliminacion de corte. Este resultado es importante en si puesto que el calculo de secuentes
presentado por Font y Rius [31] para esta misma légica no tiene esta propiedad tan
deseable en cualquier célculo de Gentzen. Un estudio futuro sera ver si es posible encontrar
un cédlculo de secuentes (no ya de hipersecuentes) con la propiedad de eliminacién de corte,
tal vez modificando el presentado en [31].

Concluimos que la légica My, de las TMAs revelé ser un ejemplo interesante de logica
modal multi—valuada, paraconsistente y paracompleta, la cual parece ser adecuada para
aplicaciones concretas tales como el andlisis de bases de datos inconsistentes. Como se
puede apreciar, a lo largo del capitulo, la implicacion contrapositiva juega un importante
rol en el estudio de esta logica. Posteriores estudios de las TMAs, principalmente desde el

punto de vista légica, deberian tener en cuenta las “buenas” propiedades de este operador.
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