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Resumen

Para un algebra de artin A, definimos y estudiamos la nocién de sistema
coestratificante propio que es una generalizacion de los llamados mddulos
propios coestandar al contexto de sistemas estratificantes. Los médulos pro-
pios coestandar fueron definidos por V. Dlab en su estudio de las dlgebras
quasi-hereditarias (ver [D1]).

Probamos que la categoria de los moédulos filtrados por un sistema co-
estratificante propio es dual a la categoria de los mdédulos filtrados por los
modulos propios coestandar sobre cierta algebra estandarmente estratifica-
da. Ademas, damos condiciones suficientes para la existencia de sistemas
coestratificantes propios, e investigamos la relaciéon entre tales sistemas y los
sistemas estratificantes definidos por K. Erdmann y C. Sdenz en [ES].

Para una K-dlgebra A de dimensién finita sobre un cuerpo algebraica-
mente cerrado K y para un A-médulo basico M, estudiamos a M con su
estructura natural de médulo sobre el anillo de endomorfismos End(M).
En particular, conocido el carcaj ordinario de A y sus relaciones, y dada la
representacion asociada al A-médulo M, hallamos la representacién asociada
a M como médulo sobre Endy (M).
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Abstract

For an artin algebra A, we define and study the notion of a proper cos-
tratifying system, which is a generalization of the so-called proper costandard
modules to the context of stratifying systems. The proper costandard mod-
ules were defined by V. Dlab in his study of quasi-hereditary algebras (see
D1)).

We prove that the category of modules filtered by a proper costratifying
system is dual to the category of modules filtered by the proper costandard
modules over a certain standardly stratified algebra. In addition, we give
sufficient conditions for their existence, and investigate the relation between
such systems and the stratifying systems defined by K. Erdmann and C.
Séenz in [ES].

For a finite dimensional K-algebra A over an algebraically closed field
K and for a basic A-module M, we study M with its natural structure
as a module over the endomorphism ring Ends(M). In particular, given the
ordinary quiver of A and its relations, and given the representation associated
with the A-module M, we find the representation associated with M as a
module over End (M).
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Introduccion.

Un algebra de artin es un algebra finitamente generada como modulo
sobre su centro que es un anillo artiniano conmutativo.

Las algebras de artin tienen la interesante propiedad, que las distingue
de los anillos artinianos, de que el anillo de endomorfismos de un médulo
finitamente generado es un algebra de artin. Este ejemplo de algebra de
artin es muy importante, ya que muchas algebras se describen como anillos
de endomorfismos de modulos apropiados. El ejemplo méas conocido es el
anillo de matrices M, (K) de orden n sobre un cuerpo K que es isomorfo
al anillo de endomorfismos de un K-espacio vectorial V' de dimensiéon n.
También es sabido, que cualquier algebra de artin A es isomorfa al anillo de
endomorfismos de A pensada como un A-mdédulo a derecha. Por otra parte,
diversas algebras que se estudian en teoria de representaciones se definen de
esta manera. Por ejemplo, las algebras de Auslander, las algebras inclinadas,
las algebras inclinadas de conglomerado, entre otras.

Otra propiedad significativa de los anillos de endomorfismos es la uti-
lizacion de los mismos en procesos de induccion sobre el niimero de modulos
simples del anillo. En efecto, si A tiene [ médulos simples no isomorfos dos a
dos y P es la suma de las capsulas proyectivas de [ — 1 de ellos, entonces el
anillo de endomorfismos de P tiene [ — 1 simples no isomorfos dos a dos.

En este trabajo, para un édlgebra de artin A designaremos por mod(A) a
la categoria de los A-mddulos a izquierda finitamente generados. Ahora bien,
si M es un A-médulo entonces M es un Endy (M )-mdédulo, cuando se define

fm = f(m)

param € My f € Endy(M), y por lo tanto M es un I' = End, (M )-
modulo a derecha. En este sentido, los anillos de endomorfismos nos permiten
comparar a las categorias mod(A) y mod(I") definiendo funtores que induzcan
equivalencias entre subcategorias de mod(A) y mod(I"), respectivamente. Por
ejemplo, en nuestro trabajo consideraremos, entre otros, el par de funtores
adjuntos determinados por M, F' = Homy(M,—) : mod(A) — mod(I") y
G = AMr @r — : mod(I') - mod(A) que inducen una equivalencia entre las
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subcategorias add(M) y proj(I'), donde add(M) es la subcategoria aditiva
de mod(A) formada por las sumas directas de sumandos directos de M, y
proj(I') es la subcategoria llena de mod(I') de los I'-mdédulos proyectivos
finitamente generados.

De este modo, se plantean dos problemas: uno de ellos es estudiar y
conocer al ['P-moédulo M, y el otro es hallar médulos apropiados M y sub-
categorias de mod(A) que resulten equivalentes a subcategorias de mod(T),
y tales que dicha equivalencia nos brinde nueva informacién sobre mod(A) y

mod(I").

Comenzamos este trabajo abordando el primer problema planteado. Para
ello consideraremos que A es una K-dlgebra de dimension finita sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado K. Esta restricciéon sobre A nos dejard uti-
lizar un resultado muy conocido de P. Gabriel (ver Capitulo III de [ARS] o
Capitulo II de [ASS]) que afirma que, para toda algebra A bésica de dimen-
sion finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K, existe un carcaj ()
y un ideal admisible [ tales que A es el algebra de caminos K () médulo el
ideal 7. El mismo sera de gran utilidad ya que nos permitira hacer uso de
la equivalencia entre representaciones de un carcaj con relaciones, y médulos
sobre el cociente del dlgebra de caminos asociada a dicho carcaj por el ide-
al de relaciones, lo que nos da descripciones especificas de tales mdédulos en
términos de espacios vectoriales y aplicaciones lineales.

De este modo, si M es un médulo basico en mod(A), comenzamos mostran-
do cémo obtener el carcaj ordinario de I' = End, (M) y sus relaciones, a
partir del conocimiento del carcaj de Auslander-Reiten de A (Proposicién
2.1.4 y Observacién 2.1.7). Luego, conocido el carcaj ordinario de I' y sus
relaciones, y dada la representacién asociada al A-moédulo M, hallamos la
representacion asociada a M como médulo sobre I'? (Teorema 2.1.8). Es-
to nos permitira describir una serie de composicion de un moédulo M como
['*P-mddulo, conociendo la de M como A-mdédulo.

También hallamos una familia de ! sumandos M} de M en mod(I'*?),
donde [ es el nimero de simples no isomorfos dos a dos de A, y estudiamos
condiciones para que estos sumandos sean todos no nulos y para que sean in-
descomponibles no isomorfos dos a dos. Por ejemplo, probamos que lo primero
ocurre si y sélo si M es sincero y que, cuando M es fielmente balanceado, en-
tonces también se verifica lo segundo. Asi, cuando M es un moédulo inclinante
bésico, demostramos que los M, son precisamente los sumandos indescom-
ponibles de pop M. También describimos los sumandos de oo M en el caso
en que todos los A-médulos proyectivos estdn en add(M), y cuando todos
los A-médulos inyectivos estan en dicha categoria. En particular, si M es
un generador aditivo de mod(A) los sumandos M, de e M son los médulos
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proyectivos inyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos de mod(I'?).

Ya en el Capitulo 3 de esta tesis, empezamos a estudiar el segundo pro-
blema propuesto, relativo a la busqueda de subcategorias de mod(A) que
sean equivalentes a subcategorias de mod(I"), y que resulten interesantes.

Dado un A-médulo M, comenzamos estudiando las categorfas CM in-
troducidas por M. I. Platzeck y N. Pratti en [PP1], donde se interesaron en
particular en el caso en que C37 = C{. En este trabajo aplicaremos estas
ideas en un contexto diferente y nos dedicaremos especialmente al estudio de
la categorfa C}. Recordemos que los objetos en C31 son los A-médulos X
que admiten una sucesién exacta en mod(A)

M2—>M1—>MO—>X—>O
con M; € add(M), y tales que la sucesion inducida
Homy (M, Ms) — Homp (M, M) — Homp (M, My) — Homp (M, X) — 0

es exacta en mod(I'). En particular, mostramos que los mddulos en esta
categoria tienen interesantes propiedades homoldgicas.

Por otra parte, dada una clase C de objetos en mod(A), consideraremos la
categoria F(C) de los A-médulos X que tienen una C-filtracion, esto es, una
filtracion 0 = Xy C X; C --- C X, = X de submédulos con factores X1/ X
isomorfos a un médulo en C para todo i. Por ejemplo, si C es la clase for-
mada por los A-mddulos simples entonces F(C) coincide con mod(A). Aqui,
daremos condiciones para que el funtor F' = Homy (M, —) induzca una equiv-
alencia entre F(C) y F(F(C)). En esta direcciéon, estudiaremos propiedades
de la categorfa F(C) en el caso que F(C) C CM.

La subcategoria F(C) ha sido analizada para clases C apropiadamente
elegidas. En este trabajo nos dedicaremos al caso en que C coincide con la
familia ¥ de A-mdédulos de un sistema coestratificante propio.

En el Capitulo 4 definimos un sistema coestratificante propio como sigue.

Sea A una R-dlgebra de artin. Un sistema coestratificante
propio (V,Q, <) de talla t en mod(A), consiste de dos familias
de A-mddulos ¥ = {U()}_, v Q = {Q()}_,, con Qi) in-
descomponible para todo i, y un orden lineal < sobre el conjunto
{1, ..., t}, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(a) Endy(V(i)) es un anillo con division para todo i € {1,...,t}.

(b) Homa(¥(i), U(j)) =0 sii < j.
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(¢) Para cada i € {1,...,t}, existe una sucesion exacta

e 0 — Z(i) — Q(i) 25 W(i) — 0,

con Z(i) € FH{Y(j): 7 <1i}).
(d) Q C 110, esto es, Ext) (Q(i), ¥) = 0 para cadai € {1,...,t}.

A continuacién hacemos un poco de historia para que el lector entienda
lo que nos motivo a introducir e investigar esta nocién.

En conexién con su estudio de las dlgebras quasi-hereditarias (ver Defini-
cién 1.9.5, Capitulo 1), C. Ringel definié en [R] a los mdédulos estandar y
coestandar sobre algebras de artin.

Recordemos que si P(1),..., P(l) es una sucesiéon ordenada de mddulos
proyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos sobre un algebra de
artin A, el médulo estdndar yA(i) es el mayor médulo cociente de P(i) con
factores de composicion sélo entre S(1), ..., 5(i), donde S(j) es el top simple
de P(j), y que el médulo coestandar AV (i) es el submédulo més grande de
la cépsula inyectiva I(i) de S(i), con factores de composicién también entre
S(1),...,5(i). Ringel estudié las propiedades homoldgicas de las categorias
F(aA) y F(aV) de los médulos que son filtrados por los mddulos estandar
y los médulos coestandar, respectivamente, ya que las mismas cumplen un
papel esencial en el estudio de las dlgebras quasi-hereditarias.

Ahora bien, cuando todos los A-médulos proyectivos pertenecen a F(,A)
se dice que A es un algebra estandarmente estratificada. Esta clase de dlgebras
fue originalmente definida por E. Cline, B. Parshall y L. Scott en [CPS], y
ha sido ampliamente estudiada por distintos matemaéticos (ver [D1], [ADL],
[AHLU], [W], [ES], [PR], [Xi]).

Tiempo después, K. Erdmann y C. Sdenz extendieron la nociéon de médu-
los estdndar y definieron en [ES] la nocién de sistema estratificante (ver
Seccién 1.11, Capitulo 1), con respecto a un conjunto ordenado lineal fini-
to. Probaron que, para un sistema estratificante (0 = {O(i)}._,,Y, <), la
categoria de los mddulos filtrados por © es equivalente a la categoria de
los modulos filtrados por los médulos estandar sobre un algebra estandar-
mente estratificada apropiada. O. Mendoza, C. Sédenz y C. C. Xi hicieron lo
mismo en [MSXi] para sistemas estratificantes definidos sobre un conjunto
pre-ordenado finito. También P. Webb trabajo en relacién a estos temas en
[W], aunque sin definir a los sistemas estratificantes.

En contraste con la situacién para algebras quasi-hereditarias, el hecho de
que A sea un algebra estandarmente estratificada no implica que A° también
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lo sea. Sin embargo, V. Dlab definié otras clases de médulos: los médulos pro-
pios estandar (respectivamente, propios coestandar) yA(7) (respectivamente,
AV (7)), definidos como cierto cociente apropiado de los médulos yA(i) (res-
pectivamente, submdédulo apropiado de los A V(i)). Estos mddulos tienen la
propiedad de que A es un algebra estandarmente estratificada, esto es, todos
los A-médulos proyectivos pertenecen a F(,A), siy s6lo si todos los A-mé6du-
los inyectivos pertenecen a F(,V) (ver [D1] y [L]). Aqui F(,V) denota a la
categoria de los A-mdédulos que tienen una filtraciéon con factores isomorfos
a los modulos propios coestandar. Esto motivo el estudio de esta categoria
y de la categorfa F(,A) de los médulos que son filtrados por los médulos
propios estandar.

En el Capitulo 4 de este trabajo definimos y estudiamos la nocién de
sistema coestratificante propio, que es una generalizacién de los mddulos
propios coestandar al contexto de sistemas estratificantes.

En uno de nuestros principales resultados (Teorema 4.2.3) probamos que
la categoria de los médulos filtrados por un sistema coestratificante propio
es dual a la categoria de los médulos filtrados por los médulos propios co-
estandar sobre cierta algebra estandarmente estratificada.

Aunque los sistemas estratificantes y los sistemas coestratificantes propios
son distintos, tienen ciertas caracteristicas que permiten estudiarlos dentro
de un mismo marco. Esto proviene del hecho que, en ambos casos, existe un
médulo M € mod(A) tal que la categoria F de los mddulos filtrados por el
correspondiente sistema estd contenida en la categoria C37, como se muestra
en los Capitulos 3 (Lema 3.3.2) y 4 (Proposicién 4.2.1) de esta tesis. En
ambos casos M es Ext-proyectivo en F. Mas precisamente, M es la suma de
los médulos Ext-proyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos en F.

En el Capitulo 5, con el objetivo de profundizar el estudio de los sistemas
coestratificantes propios, daremos condiciones suficientes para la existencia
de tales sistemas. En esta direccién, Erdmann y Sdenz probaron en [ES] que,
para el caso de un sistema estratificante (© = {O(i)}._,,Y, <), se verifica
que cada O(i) es indescomponible y que Ext}(©(i),0(j)) = 0 para i > j.
Reciprocamente, también mostraron que para una familia dada de A-modu-
los indescomponibles © = {O(i)}!_, satisfaciendo que Ext}(0(i), 0(j)) = 0
para i > 7, y tal que Hom,(©(i),0©(j)) = 0 para i > j, existe un sistema
estratificante (0,Y, <).

Para los sistemas coestratificantes propios, la situacion es diferente. Por
un lado, es verdad que los ¥(i)’s de un sistema coestratificante propio
(U, Q, <) satisfacen que Exty (¥ (i), ¥(j)) = 0 para i < j. Sin embargo,
la existencia de una familia ¥ = {W(i)}'_; tal que Homy(V(i), ¥(j)) =
0 =Ext} (¥(i), ¥(j)) para i < j, no asegura la existencia de un sistema coes-
tratificante propio (¥, Q, <), aunque asumamos que End, (W(7)) es un anillo
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con divisién para todo i € {1,...,t}. En nuestro caso, para probar un resul-
tado de existencia para sistemas coestratificantes propios en esta direccion,
asumiremos como una hipétesis adicional que la longitud de los A-médu-
los indescomponibles filtrados por ¥ estd uniformemente acotada (Teorema
5.2.11).

En [R], C. Ringel construyé un médulo inclinante generalizado T asociado
a un algebra quasi-hereditaria A, llamado mdédulo inclinante caracteristico,
y probé que el algebra End, (7)), llamada ‘dual de Ringel’, es también un
algebra quasi-hereditaria. Generalizando estos resultados, y en conexiéon con
el estudio de las dlgebras estandarmente estratificadas, I. Agoston, D. Happel,
E. Lukdcs y L. Unger mostraron que, para un algebra (A, <) de este tipo,
también existe un médulo inclinante caracteristico T, tal que F(,V) = T+
y tal que add(T) = F(,A)NF (4 A)* (ver Teorema 2.1 y Proposicién 2.2 en
[AHLUJ; ver también [PR]).

En este caso, se tiene que (AA, {T'(i)} 1, <) es un sistema estratificante
(Ext-inyectivo). Por otra parte, en este trabajo probamos que (,V, {T'(i)}7,,
<) es un sistema coestratificante propio. Esto motiva el siguiente planteo:

Dado un conjunto Q = {Q(i)}\_; de A-mddulos indescomponibles no
isomorfos dos a dos y un orden lineal < sobre {1, ...,t}, jcémo se relaciona la
existencia de un sistema coestratificante propio (¥, Q, <) con la existencia
de un sistema estratificante (Ext-inyectivo) (0, Q, <)?

En el Capitulo 6 vamos a contestar esta pregunta, probando dos teoremas.
El primero de ellos nos da, dado un sistema coestratificante propio (¥, Q, <),
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una familia © =
{O(i)}_; en mod(A) tal que (©,Q, <) es un sistema estratificante (Ext-
inyectivo) (Teorema 6.2.1). El segundo es el resultado reciproco (Teorema
6.2.4).

En este trabajo suponemos que el lector esta familiarizado con los ele-
mentos de teoria de representaciones de dlgebras que pueden encontrarse en
[ARS] o en [ASS]. De todas maneras, en el primer capitulo recordamos las
nociones necesarias para la comprension de esta tesis.

Por 1ltimo, queremos mencionar que los resultados de los Capitulos 3 y

4 han dado lugar a un trabajo conjunto con Maria Inés Platzeck y Octavio
Mendoza, y han sido publicados en Journal of algebra ([MPV]).
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Capitulo 1

Preliminares.

En esta tesis ‘algebra’ significa R-algebra de artin, a menos que se in-
dique lo contrario. En ciertas ocasiones trabajaremos en un contexto menos
general. Esto es, con K-algebras de dimension finita sobre un cuerpo K alge-
braicamente cerrado. El término ‘A-médulo’ significa A-mddulo a izquierda
finitamente generado. Designamos por mod(A) a la categoria de los A-mé6du-
los a izquierda finitamente generados y por proj(A) a la subcategoria llena
de mod(A) de los A-mdédulos proyectivos finitamente generados. Por ind(A)
denotamos a la subcategoria llena de mod(A) cuyos objetos forman un con-
junto completo de representantes de las clases de isomorfismos de los médu-
los indescomponibles en mod(A). Si M es un A-mdédulo, notamos add(M) la
subcategoria aditiva de mod(A) formada por las sumas directas de sumandos
directos de M.

Una propiedad importante de las algebras de artin es la existencia de una
dualidad D : mod(A) — mod(A°), donde A designa el dlgebra opuesta de
A (ver en [ARS], Seccién 3 del Capitulo III).

A continuacién recordamos distintos conceptos y resultados basicos nece-
sarios para el desarrollo de este trabajo. Para un estudio mas detallado de
los mismos recomendamos la lectura de [ARS], [ASS], [AHLU], [DR], [ES],

entre otros.

1.1. Algebras de artin.

Sea R un anillo artiniano conmutativo. Se dice que A es una R-algebra
de artin, o un dlgebra de artin para abreviar, si A es finitamente generada
como R-modulo.

Es claro que si A es una R-dlgebra de artin via un morfismo de anillos
R — A, entonces el mismo morfismo de anillos R — A convierte a A%
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en una R-algebra de artin. Ahora bien, si M y N son A-médulos para una
R-algebra de artin A, entonces M y N son R-moédulos. Para r € Ry f €
Hompg(M, N) tenemos que f(rm) = rf(m) para todo m € M. Se define
rf por (rf)(m) = rf(m) para todo m € M. Entonces Homp(M,N) es un
R-modulo. Por otra parte, Homy (M, N) es un subgrupo de Homg(M, N) v,
mas aun, se puede ver que es un R-submodulo, como lo establece el siguiente
resultado (ver Proposicion 1.1 del Capitulo III de [ARS]).

Proposicién 1.1.1. Sea A una R-dlgebra de artin.

(a) St M, N € mod(A) entonces Homy (M, N) es un R-submddulo finita-
mente generado de Hompg(M, N).

(b) Si M € mod(A) entonces Enda(M) es una R-dlgebra de artin que es una
R-subdlgebra de la R-dlgebra de artin Endg(M).

Por lo observado anteriormente es claro que End, (M) también es una
R-algebra de artin. Entonces M es un Endy (M )-médulo, cuando se define

fm = f(m)

param € M y f € Endy(M), y por lo tanto M es un End, (M )°P-mé6dulo a
derecha.
Si X € mod(A) entonces el grupo abeliano Homy (M, X) tiene una es-

tructura natural como moédulo sobre I' = End, (M) dada como sigue. Para
tel'y f € Homy(M, X), se define

(f)(m) = f(t(m))

param € M.
Por otro lado, para todo I'mddulo Y, el grupo aMr ®pr Y tiene una
estructura de A-mdédulo dada por

a(m®@y) =amy

parac e A me MeyeY.
Entonces tenemos el par de funtores adjuntos determinados por M

F = Homy (M, —) : mod(A) — mod(I")

G = \Mr ®pr — : mod(I') — mod(A).
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Para cada par de médulos X € mod(A), Y € mod(I'), sea
ny.x : Homy (G(Y), X) — Homp (Y, F(X))
la transformacién natural inversible definida por

ny.x(p(y))(m) = p(m®y),

para ¢ € Homy (G(Y), X), y € Y y m € M. La inversa estd dada por

Ny x (@) (m @ y) = o(y)(m),

para ¢ € Homp(Y, F(X)), y € Y y m € M. Notamos por py y €x la unidad
y la co-unidad de la adjuncion, respectivamente. Esto es,

py =n(lew) Y = FGY) v ex =n"'(lpe) : GF(X) = X

El funtor F' recibe el nombre de funtor evaluacion en M, y tiene la
importante propiedad que F'|.qacr) @ add(M) — proj(I') es una equivalencia
de categorias con quasi-inversa G|poir) : proj(I") — add(M). Para un estudio

mas exhaustivo sobre este tema recomendamos la lectura de [ARS] (I1.2.1) o
[ASS] (VL.3.1).

1.2. Carcajes y sus representaciones.

En esta seccién introduciremos los carcajes y sus representaciones sobre
un cuerpo K. También hablaremos del algebra de caminos asociada a un
carcaj sobre un cuerpo K.

Definicién 1.2.1. Un carcaj Q) = (Qo, Q1) es un grafo orientado, donde los
elementos del conjunto Qg son los vértices y los elementos del conjunto @,
son las flechas entre dichos vértices. Notamos por s : Q1 — Qo ye : Q1 — Qo
a las aplicaciones definidas por s(a) =i y e(a) = j, donde o : i — j es una
flecha del vértice v al vértice j.

Asumiremos que () es un carcaj finito, esto es, )y y (1 son ambos
conjuntos finitos. Un camino en el carcaj () es una sucesién ordenada de
flechas p = ay,...aq con e(ay) = s(ayyq1) para 1 < t < n, o bien el simbolo
e; para v € g. Llamamos a los caminos e;, caminos triviales y defini-

mos s(e;) = e(e;) = i. Para un camino no trivial p = a,...a; definimos
s(p) = s(a1) v e(p) = s(a,). Un camino no trivial p se dice un ciclo orien-
tado si s(p) = e(p).
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Sea K un cuerpo. El algebra de caminos K@ asociada a () sobre el
cuerpo K, es la K-algebra con base formada por los caminos de @ (incluso los
caminos triviales), dotada del producto dado por la composicién de caminos
no triviales p = ay,...aq v ¢ = Bn...01

| ane.arfp.Brosios(p) = eq)
pa= { 0 si s(p) # e(q)

y extendido por distributividad y asociatividad teniendo en cuenta que, si e;
y e; son caminos triviales y o es una flecha, entonces

o a sie(a) =i o oa sis(a)=1 o Je sti=g
GYTV 0 sie(@)#£i YTV 0 sis(a)#£i Y GITL 0 sii#Aj

Notemos que Zier e; es la unidad de KQ).

En la siguiente proposicion mencionaremos algunos resultados sobre el
algebra de caminos de un carcaj. Su demostracién puede hallarse en [ARS].

Proposicién 1.2.2. Sea ) un carcaj. Entonces valen las siguientes afirma-
clones.

(a) El conjunto {e; : i € Qo} de todos los caminos triviales, es un sistema
completo de idempotentes ortogonales y primitivos de K(Q.

(b) El dlgebra KQ es indescomponible si y solo si el carcaj Q) es conexo.

(c¢) KQ es una K-dlgebra de dimension finita si y sélo si Q) no tiene ciclos
orientados.

Recordemos que una K-algebra A se dice basica si en la descomposicién
A = [P, de A como suma de A-mddulos proyectivos indescomponibles,

P, 4 Py para i # .
Sabemos que vale el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3. Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces eziste
una unica (a menos de isomorfismos) K -dlgebra A’ bdsica de dimension finita
tal que las categorias mod(A) y mod(A’) son equivalentes. Esto es, A y N
son Morita equivalentes.

Luego, si A es una K-dlgebra de dimensién finita, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que A es basica.
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Definicién 1.2.4. Sea A una K-dlgebra bdsica, indescomponible y de di-
mension finita sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado y {ey,...,e;} un
sistema completo de idempotentes ortogonales y primitivos de A. El carcaj
ordinario (), asoctado a A\ se define como sigue:

(a) Los vértices de Qx son los nimeros 1,2, ...,1, que estdn en corresponden-
cia biyectiva con los idempotentes ey, es, ..., €.

(b) Dados dos vértices i,j € Qa, las flechas « : i — j estdn en corres-
pondencia biyectiva con los vectores de una base del K-espacio vectorial
e; (radA/rad’A) e;. Esto es, el mimero de flechas que comienzan en el
vértice i y terminan en el vértice j es:

dimg[e; (radA/rad®A) e;].

Una relacién o sobre un carcaj () sobre un cuerpo K es una K-combina-
cién lineal de caminos 0 = aip; + ... + a,pp, con a; € K, e(p1) = ... = e(pn) y
s(p1) = ... = s(pn). Ademads, asumiremos que la longitud I(p;) de cada p;, que
es el numero de flechas en cada camino, es al menos 2. Si p = {0} }1er es un
conjunto de relaciones en ) sobre K, el par (@, p) es llamado un carcaj con
relaciones sobre K. El dlgebra de caminos K (@), p) asociada al carcaj
con relaciones (Q, p) es por definicién el cociente KQ/I, donde I = (p)
denota el ideal en K@) generado por el conjunto de relaciones p.

En nuestro caso, tenemos que I C J?, donde .J es el ideal de K(Q generado
por las flechas de (). Este ideal I de K@ se llama admisible si existe un
numero natural n tal que J" C I, esto es, si existe un n tal que todo camino
de @ de longitud mayor o igual que n pertenece a I. Si I es un ideal admisible,
entonces se puede probar que el dlgebra cociente KQ/I es de K-dimensién
finita.

A continuacién, recordamos un importante resultado probado por Gabriel.
El lector interesado puede hallar su demostracién en el Capitulo I1I de [ARS],
o en el Capitulo II de [ASS].

Teorema 1.2.5. Sea A una K-dlgebra bdsica e indescomponible de dimen-
sion finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K. Entonces existen
un carcaj Qn conexo y finito y un ideal admisible In de KQx tales que

A~ KQA/IA

En el caso anterior, esto es, cuando A ~ K@, /I, con I, un ideal admisible
de KQa, se dice que el par (Qx, [y) es una presentaciéon de A.

En este caso, las clases médulo I, de los caminos triviales, €; = e; + I,
forman un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos de A. En
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particular, estan en correspondencia biyectiva con los vértices de Q4. A cada
vértice i de (@4 )o le corresponden los siguientes A-médulos indescomponibles
muy importantes: el proyectivo P; = Ag;, el simple S; = P;/rP; y el inyectivo
I; = D(€;A). Observemos que, como K-espacios vectoriales, el proyectivo P,
estd generado por los caminos no nulos que empiezan en 7, el simple S; por
el idempotente €;, y una base del inyectivo I; es la dual de la formada por
los caminos no nulos que terminan en 7.

Las nociones introducidas en esta secciéon son importantes ya que nos
permiten estudiar la conexién entre modulos sobre algebras de caminos y
representaciones de carcajes.

Sea M un moédulo sobre el algebra de caminos K(@). Entonces M =
Hz‘er e; M es una descomposicion de M en una suma finita de K-espacios
vectoriales. Ahora, si a es una flecha de 7 a j, entonces la multiplicacién a
izquierda por « induce una aplicacién K-lineal de ;M a e; M. Esto motiva
la siguiente definicion:

Definicién 1.2.6. Una representacion (V. f) de un carcaj () sobre un
cuerpo K se define como sigue:

(a) A cada vértice i € Qy se le asocia un K-espacio vectorial V (7).

(b) A cada flecha o : i — j en Q1 se le asocia una aplicacion K-lineal

fa : V(i) = V().
Notaremos (V, f) = (V (i), fa)ico, ac, -

Asumiremos que las representaciones son de dimensién finita, esto es, que
cada V(i) tiene dimension finita sobre K.

Un morfismo A : (V, f) — (V', f') entre dos representaciones de ) sobre
K es un conjunto {h; : V(i) — V(i) }ieq, de K-aplicaciones lineales tales
que para cada flecha o : i — j en )y el siguiente diagrama conmuta:

V(i) - V(i)
fal f&l
V(i) = V()

Sth: WV, f) = (V,f)yg: (V,f)— (V" f") son dos morfismos entre
representaciones entonces la composicién g o h se define como el conjunto de
aplicaciones {g; o h; : V(i) — V(i) }ieq,- Asi se obtiene la categoria de
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las representaciones de dimension finita de () sobre K, que llamamos
Rep Q.

En el Teorema 1.5 del Capitulo III de [ARS] se prueba que las categorias
Rep @ y f.d.(KQ) son equivalentes, donde f.d.(KQ) es la categoria de los
K@-moédulos de K-dimension finita.

Sea ¢ = aip; + ... + a,p, una relacién con a; € K y caminos p; =
a;j...0q1 tales que e(p1) = ... = e(pn) v s(p1) = ... = s(pn). Diremos que
Jo = arfay; - fors + o+ @nfay; - fan, s la K-aplicacién lineal asociada a la
relacion o.

Para un carcaj con relaciones (@, p) sobre un cuerpo K definimos la ca-
tegoria de representaciones Rep (@, p) como la subcategoria llena de Rep @)
cuyos objetos son los (V) f) tales que f, = 0 para cada relacién o en p. En-
tonces la equivalencia entre las categorfas Rep @ y f.d.(K(@) induce una
equivalencia ¢ : Rep (Q,p) — f.d.(K(Q,p)) (ver la demostracién en la
Proposicién 1.7 del Capitulo III de [ARS]).

Notemos que tenemos f.d.(K(Q, p)) ~ mod(K(@Q, p)) cuando J" C (p) C
J? para algtin n. Luego, las representaciones de un carcaj con relaciones
corresponden a moédulos sobre el cociente de un algebra de caminos aso-
ciada a dicho carcaj. Asi obtenemos descripciones concretas de los médulos
en términos de espacios vectoriales junto con aplicaciones lineales. Esto es
muy practico al momento de describir los modulos simples, proyectivos e
inyectivos.

1.3. Morfismos irreducibles y sucesiones que
casi se parten.

En toda esta seccién A serd un algebra de artin basica e indescomponible.
Daremos aqui nociones béasicas y algunos resultados sin demostraciones que
permiten desarrollar la teoria de Auslander-Reiten. Para una exposicion més
detallada remitimos al lector a [ARS] o a [ASS].

Definicién 1.3.1. Se dice que un morfismo f : B — C en mod(A) es un
epimorfismo que se parte si el morfismo identidad Ide : C — C se
factoriza a través de f. Dualmente, se dice que un morfismo g : A — B
en mod(A) es un monomorfismo que se parte si el morfismo identidad
Idy: A — A se factoriza a través de g.
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Definicién 1.3.2. (a) Sea f : B — C un morfismo de A-mddulos. En-
tonces:

= f se dice minimal a derecha si para todo h : B — B tal que
fh = f, se tiene que h es un automorfismo.

» Se dice que [ cast se parte a derecha si no es un epimorfismo
que se parte y todo morfismo X — C' que no es un epimorfismo que
se parte se factoriza a través de f.

= Por dltimo, se dice que f es un morfismo minimal que cast se
parte a derecha si es minimal a derecha y casi se parte a derecha.

(b) Sea g: A — B un morfismo de A-mddulos. Entonces:

= g se dice minimal a izquierda si para todo h : B — B tal que
hg = g, se tiene que h es un automorfismo.

= Se dice que g cast se parte a izquierda si no es un monomorfismo
que se parte y todo morfismo A — Y que no es un monomorfismo
que se parte se factoriza a través de g.

= Por ultimo, se dice que g es un morfismo minimal que cast se
parte a izquierda si es minimal a izquierda y cast se parte a
1zquierda.

Definicién 1.3.3. Un morfismo de A-mddulos g : B — C se dice irre-
ducible si no es un monomorfismo que se parte ni un epimorfismo que se
parte y si g = ts para algun s : B — X yt: X — C, implica que s es un
monomorfismo que se parte o t es un epimorfismo que se parte.

Se puede ver una demostracién del siguiente teorema que relaciona los
morfismos irreducibles y los morfismos minimales que casi se parten a derecha

(0 a izquierda) en [ARS] (V.5.3) o en [ASS] (IV.1.10).

Teorema 1.3.4. (a) Sea C' un A-mddulo indescomponible. Un morfismo g :
B — C esirreducible si y solo si B # 0 y existe un morfismo ¢’ - B — C
tal que el morfismo inducido (g ¢') : B® B' — C' es minimal que casi se
parte a derecha.

(b) Sea A un A-mddulo indescomponible. Un morfismo g : A — B es irre-
ducible si y solo si B # 0 y existe un morfismo g’ : A — B’ tal que el
morfismo inducido (5/) : A — B @& B es minimal que casi se parte a
1zquierda.
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Definicién 1.3.5. Una sucesion exacta de A-mddulos
0-—A-%SBILec 50

se dice que es una sucesion que cast se parte o una sucesion de
Auslander-Reiten si g casi se parte a izquierda y f casi se parte a derecha.

La siguiente proposicion resume las propiedades y caracterizaciones de las
sucesiones que casi se parten (ver demostracién en [ARS] (V.1.4) y (V.5.3),

o en [ASS] (IV.1.13)).

Proposicién 1.3.6. Sea 0 — A - B s 0 — 0 una sucesidn evacta
de A-maodulos. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) La sucesion casi se parte.

(b) A es indescomponible y f es un morfismo que casi se parte a derecha.
(c) C es indescomponible y g es un morfismo que casi se parte a izquierda.
(d) g es un morfismo minimal que casi se parte a izquierda.

(e) f es un morfismo minimal que casi se parte a derecha.

(f) A,C son indescomponibles y g, f son irreducibles.

Ademds, si estas condiciones se verifican, la sucesion estd univocamente de-
terminada por C (o por A) salvo isomorfismo.

A fin de probar que existen sucesiones que casi se parten, se consideran
las categorias proyectivamente e inyectivamente estables.

La categoria proyectivamente estable mod(A) es la categoria cuyos
objetos son los A-médulos y el conjunto de morfismos entre dos A-mddulos
M y N es Hom,(M,N) = Homy (M, N)/P(M,N), donde P(M,N) es el
subgrupo de Homu (M, N) de los morfismos de M en N que se factorizan por
A-médulos proyectivos.

En forma dual se define la categoria inyectivamente estable mod(A)
cuyos objetos son los A-mddulos y el conjunto de morfismos entre dos A-
moédulos M y N es Homy (M, N) = Homy (M, N)/I(M,N), donde I(M, N)
es el subgrupo de Homy (M, N) de los morfismos de M en N que se factorizan
a través de un A-moédulo inyectivo.

29



Capitulo 1. Preliminares.

Definicién 1.3.7. Sea M un A-mddulo y P, == Py — M — 0 una pre-
sentacion proyectiva minimal de M. Sea x = Homy(—, A). Aplicando * a

la sucesion exacta anterior obtenemos la sucesion exacta Ff z, P —
Coker(g*) — 0. La traspuesta TrM de M es el A’-mddulo Coker(g*).

Usando que un morfismo f : M — N puede levantarse a un morfismo
entre presentaciones proyectivas de M y N, puede definirse un morfismo, la
traspuesta de f, de TrM en TrN. Aunque no es Unico se prueba que esta
operacién induce un funtor 7' : mod(A) — mod(A°)) que es una dualidad.

La dualidad D : mod(A) — mod(A°) induce una dualidad D : mod(A) —
mod(A), y la composicién DTr : mod(A) — mod(A) es una equivalencia
de categorfas con inversa TrD : mod(A) — mod(A). Luego 7 = DTr y
771 = TrD son llamadas las traslaciones de Auslander-Reiten.

El lector puede consultar sobre estos temas en los Capitulos IV de [ARS]
y de [ASS]. A continuacién mencionamos el siguiente teorema de existencia
cuya demostracién se encuentra en [ARS] (V.1.15).

Teorema 1.3.8. (a) Si C' es un A-mddulo indescomponible no proyectivo,
entonces existe una sucesion que casi se parte 0 - 7C' = B — C' — 0

(b) Si A es un A-mddulo indescomponible no inyectivo, entonces existe una
sucesion que casi se parte 0 =+ A — B — 774 — 0

1.4. El carcaj de Auslander-Reiten.

Para definir el carcaj de Auslander-Reiten, necesitamos recordar la defini-
cion de radical de una categoria de modulos.

Definicién 1.4.1. Sea A un dlgebra de artin y X e Y en mod(A). Se define
el radical de Homy(X,Y) y se nota por rady(X,Y) al conjunto de los f €
Homy (X,Y) tales que, para todo A € ind(A) y para todo par de morfismos
g:A—= X, h:Y — A, la composicion ho fog no es un isomorfismo.

Observacién 1.4.2. Sean X e Y A-mdédulos, X indescomponible. Se sabe
que:

(a) radp(X,Y) = {f € Homy(X,Y) : f no es un monomorfismo que se parte}
DO {f € Homy (X,Y) : Im(f) CrY}, y que
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(b) rads (Y, X) = {g € Hom, (Y, X) : g no es un epimorfismo que se parte}
O {g € Homy (Y, X) : Im(g) C rX}.

(¢) Las inclusiones en (a) y (b) son igualdades cuando X e Y son ademds
proyectivos.

Para probar (c), en el caso del inciso (a), observemos primero que vale si
suponemos ademas que el modulo proyectivo Y es indescomponible, pues en
este caso el morfismo X/rX — Y/rY es no nulo si y sélo si es un isomorfis-
mo. Esto es, si y sélo si el morfismo X — Y es un isomorfismo.

Sean P y () A-mddulos proyectivos, P indescomponible, y f : P — @) tales
que Im(f) € rQ. Probemos que f es un monomorfismo que se parte. Pode-
mos considerar () = @;_,(Q); con (; indescomponible para todo i = 1,...,s.
Por hipétesis, existe i tal que Im(f) € r@;. Luego, si m; : Q@ — Q; es la
1-ésima proyeccién canonica, m; o f es un monomorfismo que se parte ya
que @; es indescomponible. Por lo tanto, existe un morfismo h : @Q; —
P tal que ho (m o f) = Idp, esto es, (hom) o f = Idp. Luego, f es
un monomorfismo que se parte. Esto demuestra que {f € Homu(X,Y) :
f no es un monomorfismo que se parte} C {f € Homy(X,Y) : Im(f) C
rY}.

Se definen inductivamente las potencias del radical. Para X e Y en
mod(A) y un nimero natural n se tiene que

rad} (X,Y) = {f € Hom, (X, Y) tales que existen A € mod(A), morfismos
g €rady(X,A)y h €rady '(A,Y) con f = hog}.

Finalmente, se define rad’(X,Y) = (1, oy rady (X, Y).

Observacién 1.4.3. Queremos destacar que el radical se comporta bien
respecto de la descomposicion en sumandos indescomponibles de los moédulos,
como se prueba en la p. 179 del Capitulo V de [ARS].

Esto es, si X e Y son A-médulos y X = II{_;X; e Y = II5_,Y; son
descomposiciones de X e Y en suma de médulos X; e Y;, con o; : X; — X
y B; Y — Y las inclusiones y proyecciones inducidas respectivamente,
entonces se tiene que un morfismo f : X — Y estd en rad} (X, Y) si y sélo si
Bjo foa;estd en rady (X;,Y;) paratodoi=1,....tyj=1,..,s.

A continuacién recordamos la conexion entre morfismos irreducibles y el

radical (ver [ARS] (V.7.3) o [ASS] (IV.1.6)).

31



Capitulo 1. Preliminares.

Proposicién 1.4.4. Sea f: X — Y un morfismo entre modulos indescom-
ponibles X eY . Entonces:

f es irreducible si y sélo si f € rads(X,Y)/rad}(X,Y).

La proposicion anterior lleva a considerar el cociente
Irr(X,Y) = rad, (X, Y)/rad; (X, Y).

Para X e Y indescomponibles si notamos Tx = End(X)/radEnd(X) y
Ty = End(Y)/radEnd(Y"), se puede probar que Irr(X,Y") tiene una estruc-
tura de Tx-Ty"-bimddulo, y lo llamamos bimédulo de los morfismos i-
rreducibles.

Ahora definimos el carcaj de Auslander-Reiten de A.

Definicién 1.4.5. Sea A un dlgebra de artin. El carcaj de Awuslander-
Reiten de A es un grafo orientado valuado, que denotaremos por I'(mod(A)),
definido como sigue:

(a) Los vértices de I'(mod(A)) estdn en correspondencia biunivoca con las
clases de isomorfismo de A-maodulos indescomponibles, esto es a cada
mddulo indescomponible M le asociamos un vértice [M], y dos vértices
[M] y [M'] son los mismos si y sélo M ~ M'.

(b) Eziste una (y sdlo una) flecha [M] — [N] si y sdlo si existe un morfismo
irreducible de M a N. Esta flecha tiene valuacion (a,b) donde a =
dimyg,, Irr(M, N) y b= dimp, Irr(M, N).

A los vértices correspondientes a los modulos proyectivos se los denominan
vértices proyectivos y a los correspondientes a los modulos inyectivos,
vértices inyectivos. Luego, DTr induce una aplicacién entre los vértices no
proyectivos y los vértices no inyectivos llamada traslacién de I'(mod(A)). Al
funtor de traslacion de Auslander-Reiten DT'r lo notaremos 7 y al trasladado
inverso TrD por 7!, como ya lo hemos indicado en la Seccién 1.3.

Observacién 1.4.6. (a) Como no existen morfismos irreducibles de un mé-
dulo indescomponible en si mismo, el carcaj de Auslander-Reiten no tiene
lazos. Recordemos que un lazo es una flecha de un vértice ¢ en si mismo.
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(b) I'(mod(A)) es un carcaj finito si y sélo si A es de tipo de representacion
finito. Un algebra de artin A se dice de tipo de representacién finito
si ind(A) tiene sélo un nimero finito de objetos. En caso contrario, se
dice que el algebra es de tipo de representacion infinito.

En lo que resta de esta seccion, A sera una K-algebra de dimensién fini-
ta sobre un cuerpo algebraicamente cerrado K. Ahora vamos a analizar la
Definicion 1.4.5 en este caso. Para un A médulo indescomponible M, tenemos
que Ty = End(M)/radEnd(M) ~ K. Entonces, para toda flecha [M] — [N]
de I'(mod(A)) con valuacién (a,b), los enteros a y b representan ambos la
dimension del K-espacio vectorial Irr(M, N). Reemplazando una flecha de
[M] en [N] con valuacién (a,a) por a flechas de [M] en [N], la Definicién
1.4.5 puede reformularse de la siguiente manera.

Definicién 1.4.7. Sea A una K-dlgebra de dimension finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado K. El carcaj de Auslander-Reiten I'(mod(A))
asociado al dlgebra A es un grafo orientado definido como sigue:

(a) Los vértices de I'(mod(A)) son los objetos de ind(A).
(b) El nimero de flechas de [M] en [N] estd dado por dimg Irr(M, N).

Observacién 1.4.8. Sea A una K-algebra de dimensién finita sobre un cuer-
po algebraicamente cerrado K.

(a) Dado M € ind(A) no proyectivo, el nimero de flechas que salen de [7M]
es igual al nimero de flechas que llegan a [M].

(b) Si A es de tipo de representacién finito, entonces I'(mod(A)) no tiene
flechas multiples.

Sea > una carcaj tal que X es el conjunto de vértices y ¥ es el conjunto
de flechas. Se dice que X es un carcaj localmente finito si el ntimero de
flechas comenzando o terminando en cada vértice de X es finito.

Para x € 3y denotamos por x~ el conjunto de predecesores inmediatos
de z, esto es,

x~ ={y € ¥ : existe una flecha y — x}.
Denotamos por xt el conjunto de sucesores inmediatos de z, esto es,

T = {y € Xy : existe una flecha z — y}.
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Definicién 1.4.9. Sea ¥ un carcaj localmente finito sin lazos y T una biyec-
cion cuyo dominio y codominio son ambos subconjuntos de ¥q. El par (X, 1)
se dice un carcaj de traslacion si para cada x € X tal que Tx existe, y
cada y € x~, el numero de flechas de y a x es igual al nimero de flechas de
TX QY.

De la definicién sigue que, si T7x existe para x € Xy entonces (7x)" =27,

La biyeccién 7 es llamada la traslacion de X. Los vértices de X donde 7 (o0
771) no estd definida son llamados proyectivos (o inyectivos, respectiva-
mente).

Todo carcaj de Auslander-Reiten es un carcaj de traslacion donde 7
esta definida por DTr. En este caso, los vértices proyectivos corresponden
a los médulos proyectivos indescomponibles y los vértices inyectivos a los
modulos inyectivos indescomponibles.

Si consideramos el carcaj infinito A,

0O —0—0 — ...0 — O ..,

xo xr1 €2 Tn Tn+1

obtenemos otro ejemplo de carcaj de traslacion, ZA.,, que se define de la
siguiente manera.

El conjunto de vértices de ZA, es (ZAx)o = Z X (Ax)o vy la traslacion
estd dada por 7(n,x) = (n—1,x). Ademas, por cada flecha o : x — y de A,
se colocan, para cada n, flechas «,, : (n,x) = (n,y) y o(ay,) : (n — 1,y) —
(n,z).

Entonces el carcaj de traslacion Z A, es el siguiente:

(1,ZL‘0) (2,1’0)

(O, 33'1)

)
T~ 7
_— I

(0, x2)
7

(-1,1’3) (071'3) (1,ZL‘3

Para un carcaj de traslacién (3, 7), la 7-6rbita de un punto = € ¥ es el
conjunto de todos los puntos de la forma 7"z, con n € Z.
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Antes de definir las componentes del carcaj de Auslander-Reiten de una
K-algebra A, recordemos algunas definiciones.
Sean M y N dos A-mdédulos indescomponibles. Una sucesién

M=M, 5w L2omy, — T =N

donde todos los M; son indescomponibles y todos los f; son no nulos se
dice que es un camino en mod(A) de M a N si los f; no son isomorfismos
para i = 1,...,t, y que es un camino en ['(mod(A)) de M a N si los f;
son irreducibles para ¢ = 1,...,¢. Una sucesion de morfismos no nulos entre
indescomponibles de la forma

M=My 2 vy, 2om, — I =

es llamado un ciclo en mod(A) (o un ciclo en I'(mod(A)) si es un camino
en mod(A) (en I'(mod(A)), respectivamente).

Definicién 1.4.10. Sean A una K-dlgebra arbitraria, y I'(mod(A)) el carcag
de Auslander-Reiten de A.

(a) Una componente conexa P de I'(mod(A)) se dice preproyectiva si nin-
gun mddulo de P estd en un ciclo orientado en I'(mod(A)), y todo médu-
lo de I'(mod(A)) estd en la drbita de un proyectivo. Un A-mddulo in-
descomponible es llamado preproyectivo si pertenece a una componente
preproyectiva de I'(mod(A)), y un A-mddulo arbitrario es llamado pre-
proyectivo si es suma directa de A-modulos preproyectivos indescom-
ponibles.

(b) Una componente conexa Q de I'(mod(A)) se dice pretnyectiva si ningin
mddulo de Q esta en un ciclo orientado en I'(mod(A)), y todo mddu-
lo de T'(mod(A)) estd en la orbita de un inyectivo. Un A-mddulo in-
descomponible es llamado preinyectivo si pertenece a una componente
preinyectiva de I'(mod(A)), y un A-mddulo arbitrario es llamado prein-
yectivo si es suma directa de A-mdodulos preinyectivos indescomponibles.

(¢) Una componente conera R de I'(mod(A)) se dice regular si no con-
tiene maodulos proyectivos ni modulos inyectivos. Un A-mdodulo indescom-
ponible es llamado regular si pertenece a una componente reqular de
['(mod(A)), y un A-mddulo arbitrario es llamado regular si es suma
directa de A-maodulos requlares indescomponibles.

35



Capitulo 1. Preliminares.

Si A es un élgebra hereditaria de tipo de representacién infinito, entonces
se tiene el siguiente grafico de una componente regular R del carcaj de
Auslander-Reiten de A:

"'\/'\:/\/\3...

donde Cy — C; — ... — C,, — ... es un camino infinito de monomorfismos
irreducibles en R tal que el nimero de sumandos indescomponibles del térmi-
no del medio de la sucesién que termina en Cj es 1, y el de la que termina en
C; es 2 para todo i > 1. Aqui puede suceder que (DTr)"Cy = Cj para algin
n € N. Entonces (DTr)"C; = C; para todo i y obtenemos lo que se llama un
tubo estable. Recordemos que un tubo estable 7 es un tubo de rango n
si n es el menor entero positivo tal que X ~ 7" X, para todo médulo X € T.

A continuacién mencionamos un resultado que establece que, si A es un
algebra hereditaria de tipo de representacion infinito, los morfismos entre
los médulos correspondientes a los vértices de I'(mod(A)) sélo pueden ir ‘de
izquierda a derecha’.

Proposicién 1.4.11. Sea A un dlgebra hereditaria de tipo de representacion
infinito y L, M y N tres A-mddulos indescomponibles.

(a) Si L es preproyectivo y M es regular, entonces Homy (M, L) = 0.
(b) Si L es preproyectivo y N es preinyectivo, entonces Homy (N, L) = 0.

(c) Si M es reqular y N es preinyectivo, entonces Homy (N, M) = 0.
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Observacién 1.4.12. Sea () un carcaj aciclico, conexo y finito, y sea A =

KQ@Q. Entonces el carcaj I'(mod(A)) contiene una tnica componente pre-

proyectiva P, que contiene a todos los A-mddulos proyectivos indescom-

ponibles. Andlogamente, Q es la inica componente preinyectiva de I'(mod(A)),
que contiene a todos los A-moédulos inyectivos indescomponibles.

1.5. Algebra de Kronecker.

En esta seccién queremos describir el carcaj de Auslander-Reiten del dlge-
bra de Kronecker que es una clase particular de adlgebra hereditaria de repre-
sentacion infinita. El dlgebra de Kronecker es lo que se denomina un algebra
mansa, es decir, que es posible parametrizar sus médulos indescomponibles
de una dimensién dada.

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces el algebra de Kro-
necker sobre K es la K-algebra A de dimensién finita, que es la subdlgebra
de M;3(K) formada por todas las matrices de la forma

0 0
b 0
0 b

ST IS

donde a, b, ¢,d € K. Se puede probar que A es isomorfa al algebra de caminos
del carcaj
Y:o0 <o

1 2

sobre el cuerpo K. Por lo tanto, sabemos que mod(A) es equivalente a la
categoria de las representaciones de dimension finita de ¥ sobre K.

A continuacién daremos la clasificacién de los modulos indescomponibles
sobre el dlgebra de Kronecker que fue hecha esencialmente en [K] (ver también
la Seccién 7 del Capitulo VIII de [ARS] y la Seccién 2 del Capitulo VIIT de
[ASS]). Esta clasificacién fue hecha a través de las representaciones del carcaj
> sobre el cuerpo K.

Los conjuntos de A-médulos indescomponibles no isomorfos sobre el dlge-
bra de Kronecker A son los siguientes:

= los médulos preproyectivos {P,, : n € N} donde P, es la representacion
I

0
K" = K™ con I la matriz identidad n x n.

(1)
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= los médulos preinyectivos {Q,, : n € N} donde Q,, es la representacion

(10)
del carcaj ¥ dada por K" = K™ con I la matriz identidad n x n.
(01)

» los médulos regulares {R,, , : A € P(K), n € N} donde P*(K) es el es-

I
pacio proyectivo lineal sobre K y R, \ es la representacion K" = K"
Jn,)\
con [ la matriz identidad n x n y J, » el bloque de Jordan correspon-

diente al autovalor \.

Se sabe que para cada A € P}(K) la componente regular del carcaj de
Auslander-Reiten que contiene a R, , es de la forma

NN\ N\
NN,
NSNS\
R YAVAN

\WAWAW,

donde todos los vértices sobre cualquier linea horizontal de la imagen anterior
estan identificados ya que DTrR, » ~ R, . Entonces esta componente es
un tubo de rango 1, para todo n > 1y para cada A € P}(K).

También se puede probar que, para R\ y Ri, con \,u € PY(K), i,j €
N, se tiene que Homp(R;x,Ri,) = 0 = Ext)(R;x, Rip) si A # u (ver
Proposicién 7.2 del Capitulo VIII de [ARS]).

1.6. Generadores y cogeneradores.

Sean X e Y A-médulos. Se dice que Y es generado por X si existe un

epimorfismo
X" =Y =0,
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para algin entero m > 0. Se designa por Gen(X) a la subcategoria llena de
mod(A) formada por los A-mddulos generados por X.

Naturalmente, este concepto tiene su dual. Si X e Y son A-médulos en-
tonces Y se dice cogenerado por X si existe un monomorfismo

0—=-Y — X™
para algin entero m > 0. Designamos por Cogen(X) a la subcategoria llena

de mod(A) formada por los A-mdédulos cogenerados por X.

El siguiente resultado da una caracterizacién de Gen(X) y Cogen(X),
para un A-médulo X.

Proposiciéon 1.6.1. Sean X e Y A-mddulos. Entonces:

(a) X genera a'Y siy solo si existe un subconjunto finito H C Homy (X, Y)
tal que Y =3,y Im(h);

(b) X cogenera a'Y siy sélo si existe un subconjunto finito H C Homy (Y, X)
tal que 0 = (e Ker(h).

La demostracion de la proposicion anterior, junto con un tratamiento mas
completo del tema, puede hallarse en la Seccién 8 del Capitulo 1T de [AF].

1.7. La traza y el reject.

Definicién 1.7.1. Sean X e Y A-mddulos. La traza de X en'Y y el reject
de X enY estan definidos por:

trx (V) =%X{Im(h) : h € Homy(X,Y)},

Rejy (V) =nN{ Ker(h) : h € Homy (Y, X)},

respectivamente.

Observaciéon 1.7.2. Sean X e Y A-mddulos. Entonces:

(a) trx(Y) es el mayor (y unico a menos de isomorfismos) submoédulo Z de
Y generado por X, y Rejy(Y) es el menor (y tinico a menos de isomor-
fismos) submédulo W de Y tal que Y/W estéd cogenerado por X.

(b) Homy (X, trx(Y)) ~ Homa (X, Y) y Homp(X/Rejx(Y),Y) >~ Homy (X, Y).
El lector interesado puede consultar el Capitulo II de [AF].
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1.8. Categorias CM y CVM,

Las categorfas CM | cuya definicién recordamos en el parrafo siguiente,
fueron introducidas por M. I. Platzeck y N. Pratti en [PP1]. En esta seccién
introducimos también la nocién dual, esto es, las categorias CYM.

Sea A una R-algebra de artin. Para cada M € mod(A), consideramos el
algebra I' = Endy (M) y los R-funtores
mod(A) - mod(I') y mod(A) N mod(I"?)

donde F' = Homy (M, —) y F = Homy(—, M).

Siguiendo la definicién dada por M. 1. Platzeck y N. I. Pratti en la Seccién
2 de [PP1], para n > 0 notamos por CM a la subcategoria llena de mod(A)
formada por los A-médulos X que admiten una sucesion exacta en mod(A)

M, — M, 1 —..—>M —My—X —0
con M; € add(M), y tal que la sucesién inducida
F(M,) = F(M,—1) — ... > F(M;) - F(My) - F(X)—0

es exacta en mod(I).

Dualmente, definimos la clase Y™ que consiste de los A-médulos Z

admitiendo una sucesién exacta en mod(A)
0—-2—>My— M —..—> M, 1 — M,,
con M; € add(M), y tales que la sucesién inducida
F(M,) = F(M,_,) = ... = F(M;) — F(My) = F(Z) = 0
es exacta en mod(I'P).

El siguiente resultado expone algunas propiedades de las subcategorias
cM y CM (ver [PP1, Proposition 2.2]). Aqui G = M ®p — : mod(T") —
mod(A) y € : GF — 1 es la co-unidad de la adjuncién n : Homy (G—, —) —
Homr(—, F'—), esto es, ex = n '(1px)) : GF(X) — X, como ya se ha
mencionado en la Seccién 1.1 de este capitulo.

Proposicién 1.8.1. Sean M € mod(A), I' = End (M), F = Homy (M, —) :
mod(A) - mod(I') y G = M ®p — : mod(I') — mod(A). Entonces

(a) C}' = Gen(M).
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(b) Tm(G) € CY.
(c) CM ={X € mod(A) tal que ex : GF(X) — X es un epimorfismo }.
(d) CM C {X € mod(A) tal que ex : GF(X) — X es un isomorfismo }.

A continuacién, probamos el siguiente resultado para las categorfas Cy™
que sera muy util en el Capitulo 2.

Proposicién 1.8.2. Sean M un A-mddulo, T = Endy(M)? y F =
Homp (—, M) : mod(A) — mod(T'°?). Entonces Cogen(M) = CyM.

Demostracion. Es claro que se verifica la inclusion Cy™ C Cogen(M).

Sea Z € mod(A). Sabemos que F(Z) = Homy(Z, M) es un R-médulo fini-
tamente generado. Sean hq, hs, ..., h, sus generadores y consideremos la apli-
cacion h = (hy...h,)" : Z — M™. Entonces, como hy, hs, ..., h, € Im(F(h)),
tenemos que F(h) : F(M") — F(Z) es un epimorfismo. Por otro lado, si
Z € Cogen(M) sabemos que existe un monomorfismo g = (gy...95)" : Z —
M?. Como hy, ha, ..., h, generan Homy(Z, M), resulta que ¢g; = 2?21 rijhj,
con r;; € R. Luego g = (r4;).h, y de aqui sigue que h es un monomorfismo,
por serlo g. Esto prueba que Z € Cy™, completando la demostracién de la

proposicion. O

1.9. Moébdulos estandar, coestandar, propios
estandar y propios coestandar.

En los Capitulos 4, 5 y 6 de esta tesis definimos y estudiamos la nocién
de sistema coestratificante propio, que es una generalizacién de los llamados
modulos propios coestandar al contexto de los sistemas estratificantes. Los
modulos propios coestandar fueron definidos por V. Dlab en su estudio de
las dlgebras quasi-hereditarias (ver [D1]).

En esta seccién recordamos la definicion (ver [R, DR, D1, ADL]) de las
siguientes clases de modulos: estandar, coestandar, propios estandar y propios
coestandar. Los modulos estandar y coestandar sobre algebras de artin fueron
definidos por C. Ringel en conexién con el estudio de las algebras quasi-
hereditarias, donde las categorias de los médulos filtrados por ellos juega un
rol esencial.

Sea A una R-algebra de artin. Como ya lo hemos mencionado, D :
mod(A) — mod(A°) denota a la dualidad usual para algebras de artin,
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y * denota al funtor Homy(—, A) : mod(A) — mod(A°). Entonces * induce
una dualidad de proj(A) a proj(A°).

Para un nimero natural ¢, consideramos [1,¢] = {1, ...,t}. Sea [ el nimero
de A-médulos simples no isomorfos dos a dos, esto es [ es el rango del grupo
de Grothendieck Ky(A). Fijamos un orden lineal < sobre [1,1] y notamos
(A, <) para indicar que consideramos A con el orden <.

Sea AP = {AP(i) : i € [1,{]} un conjunto de representantes de las clases
de isomorfismos de A-moédulos proyectivos indescomponibles. La capsula in-
yectiva del A-mddulo simple ,S(i) = top(,P(i)) es denotada por ,I(i).
Para el algebra A, siempre consideramos el conjunto de representantes
poo P = {aerP(2) : 1 € [1,1]} de A°’-m6dulos proyectivos indescomponibles,
donde pop P(i) = (5 P(i))* para todo i € [1,1].

Ahora si, teniendo en cuenta estas elecciones, podemos definir las si-
guientes clases de modulos.

Definicién 1.9.1. (a) El conjunto de los A-mddulos estdndar es \A =
{aA@) =i € [1,1]}, donde \A(i) = AP(i)/trg,., .y (AP(7)). Entonces,
AA(7) es el mayor mddulo cociente de P (i) con factores de composicion
sélo entre los yS(j) con j <.

(b) El conjunto de los A-mddulos coestdndar es \N = D(pevA), donde el
par (por P, <) es usado para calcular yopA.

(¢) El conjunto de los A-mddulos propios estdndar es AA = {AZE) :
i € [1,1]}, donde A\A(i) = A P(i)/tre,., ,py) (rad A P(7)). Entonces, yA(i)
es el mayor mddulo cociente de yA(7) que satisface la condicion de mul-

tiplicidad [\A(i) : S(i)] = 1.

(d) El conjunto de los A-médulos propios coestandar es AV = D(parA),
donde el par (po» P, <) es usado para calcular yonA.

El siguiente resultado recuerda algunos hechos homolégicos basicos acerca
de los médulos estandar y propios coestandar. Se puede ver una demostracién
de los mismos en [R] o en [DR].

Proposicién 1.9.2. Sea A un dlgebra de artin y < un orden lineal definido
sobre [1,1]. Valen las siguientes afirmaciones.

(a) Homy (A A7), AA(7)) =0 para i > j.

(b) Exty(aAA(i), AA(5)) = 0 para i > j.
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(¢) Homp(5V (i), AV (4)) = 0 para i < j.
(d) Exty(aAV(i),aV(j)) =0 parai < j.
(e) Homp(nA(i), AV (5)) = 0 para i # j.

(f) Exty(1A(i), AV(j)) = 0 para todo i, j.

Dada una clase C de objetos en mod(A), notamos por F(C) a la subca-
tegoria llena de mod(A) que contiene al médulo cero y a los A-mddulos M
que tienen una C-filtracién, esto es, un A-mddulo no nulo M pertenece a C
si existe una filtracién 0 = My C M; C --- C My = M con factores M; /M,
isomorfos a un moédulo en C para todo i. Entonces F(C) es la menor subca-
tegoria en mod(A) que es cerrada por extensiones y contiene a C.

Queremos mencionar algunas propiedades bésicas de las categorias F (AQ)
y F(,V). Para ello, recordemos antes los siguientes conceptos (ver [AR]).

Sea M un A-moédulo. Dada una clase C de objetos en mod(A), se dice
que f : C' — M es una C-aproximaciéon a derecha de M si C' € C y la
aplicacién Homy (Cy, f) : Homy (Ch, C') — Homy (Ch, M) es suryectiva para
todo 7 € C. Una C-aproximacion minimal a derecha de M es una
C-aproximacion que es minimal a derecha. La nocién de C-aproximacion
minimal a izquierda de M se define dualmente. Para cada ntimero natural
n, ponemos t7C = {M € mod(A) : Ext} (M, —)|c = 0} y *C = N,=o "C.
Las nociones de C** y C* son introducidas andlogamente.

Sea C una subcategoria llena de mod(A) que es cerrada por isomorfismos
y por sumandos directos. Se dice que C es resolvente si es cerrada por ex-
tensiones y por nucleos de epimorfismos, y proj(A) C C. La subcategoria C
es llamada contravariantemente finita en mod(A), si todo M € mod(A)
tiene una C-aproximacion a derecha. Las nociones de subcategoria coresol-
vente y subcategoria covariantemente finita son definidas dualmente. Una
subcategoria de mod(A) que es contravariantemente finita y covariantemente
finita es llamada funtorialmente finita.

La demostracion de la siguiente proposicion se puede completar a partir
de resultados publicados en [AR, DR, R, ADL, AHLU].

Proposicién 1.9.3. Para (A, <) valen las siguientes afirmaciones.

(a) F(AA) es una subcategoria resolvente y funtorialmente finita de mod(A).
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(b) F(AV) es una subcategoria coresolvente y covariantemente finita de

mod(A).
(c) F(AA) ={M € mod(A) : Exty (M, —)r,e =0} = LF(LV).
(d) F(\V) ={M € mod(A) : Ext)(—, M)|r,a) = 0} = F(nA)*.

Antes de formular el teorema que establece la relacion entre un algebra
quasi-hereditaria A y la subcategoria F(,A), recordemos la definicién de
tales algebras.

Definicién 1.9.4. Sea A un dlgebra.

(a) Se dice que un ideal L de A es un ideal hereditario de A\, si [* = L,
L(rad A)L = 0 y L, considerado como un A-mddulo a izquierda nL, es
proyectivo.

(b) Una cadena hereditaria H de ideales de A es una cadena
O:L()CLlCLQC...CLSIA

tal que L;/L; 1 es un ideal hereditario de A/L;_1 para todo 1 < i < s.

Definicién 1.9.5. Se dice que un dlgebra A es quasti-hereditaria si admite
una cadena hereditaria H.

Los ideales L; son A-médulos proyectivos, por lo tanto L; = trg,(A) con
(Q); proyectivo. Puede verse que una cadena hereditaria induce un orden <
en el conjunto de proyectivos indescomponibles de A, por lo que podemos
considerar los modulos estandar correspondientes a este orden. Tenemos en-
tonces el siguiente resultado.

Teorema 1.9.6. i A es un dlgebra quasi-hereditaria entonces, para A con
el orden < inducido por su cadena hereditaria, se verifica que \A € F(,A)
y que dimy End(,A(7)) = 1 para todo i € [1,1].

Reciprocamente, si para (A, <) se verifica que \A € F(AA) y que
dimg End(,A(i)) = 1 para todo i € [1,1], entonces A es un dlgebra quasi-
hereditaria.

El lector puede consultar la demostracion del teorema anterior en [CPS]
oen [DRJ.
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1.10. Algebras estandarmente estratificadas.

Las algebras estandarmente estratificadas fueron originalmente definidas
por Cline, Parshall y Scott en [CPS], y han sido extensamente estudiadas
por distintos matematicos (ver [D1], [ADL], [AHLU], [W], [ES], [PR], [Xi]).

Definicién 1.10.1. FEl dlgebra A es un dlgebra estandarmente estra-
tificada con respecto al orden lineal < sobre el conjunto [1,1], si proj(A) C
F(aA). Diremos que el par (A, <) es estdndarmente estratificado.

Notemos que las algebras estandarmente estratificadas generalizan a las
algebras quasi-hereditarias, que ademas verifican la condicién de que
dimg End(pA(:)) = 1 para todo ¢ € [1,l]. Esto nos permite decir que un
algebra estdandarmente estratificada (A, <) es quasi-hereditaria si y sélo si
AA(i) = AA(i) para todo i € [1,1].

En contraste con la situacion para algebras quasi-hereditarias, si A es un
algebra estandarmente estratificada entonces A°? no necesariamente lo es. Sin
embargo, la definicién de Dlab de los mdodulos propios estandar permitié for-
mular el siguiente resultado para algebras estdandarmente estratificadas (ver

[D1] o [ADL)).

Proposicién 1.10.2. Para (A, <) las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(a) AN € F(AA), esto es, A es estandarmente estratificada.

(b) Ay € F(An).

En [R], C. Ringel construyé un médulo inclinante generalizado T asociado
a un algebra quasi-hereditaria A, llamado moédulo inclinante caracteristi-
co, y probé que el dlgebra End, (T'), llamada ‘dual de Ringel’, es también un
algebra quasi-hereditaria.

Recordemos que T' es llamado un moédulo inclinante generalizado si:

= T tiene dimensién proyectiva finita,
» Ext)(7,T) =0 para todoi >0, y

» existe una sucesion exacta 0 — AA - 70 = T — ... = T™ — 0 con
T’ € add(T) para todo j.
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Generalizando los resultados de C. Ringel para dlgebras quasi-hereditarias,
en conexion con el estudio de las dlgebras estandarmente estratificadas, I.
Agoston, D. Happel, E. Lukacs y L. Unger mostraron que, para un algebra
de este tipo (A, <), también existe un médulo inclinante caracteristico 7', tal
que F(,V) =T+ y tal que add(T) = F(,A) N F(AA)*1 (ver Teorema 2.1y
Proposicién 2.2 en [AHLUJ; ver también [PR]).

En la siguiente proposicién mostramos algunas propiedades del moédu-
lo inclinante caracteristico de un &lgebra estdndarmente estratificada (ver
[AHLU, Lema 2.5)).

Proposicién 1.10.3. Sea (A, <) un dlgebra estaindarmente estratificada, con
< un orden lineal sobre el conjunto [1,1], y T = @2:1 T(i) el modulo incli-
nante caracteristico asociado a A, donde los sumandos T(i) son indescom-
ponibles. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

(a) Para cada 1 < i <1 existe una sucesion ezacta
0— X(i) = T(i) = V(i) =0
con X (i) € F({V(1),...,V(i)}).
(b) Para cada 1 < i <1 existe una sucesion exacta
0—=A@)—=T()—>Y(i)—0
con Y (i) € F({A(1),...,A(i — 1)}).
(¢) Homy(T'(i), V(j)) = 0 si i < j y dimy Homa(T(i), V(i) = 1.
(d) Hom(A(j), (i) = 0 si i < j.

Ademés, en el Teorema 2.6 de [AHLU] se generaliza el concepto del ‘dual
de Ringel’ End,(7T') para algebras quasi-hereditarias a algebras estdndar-
mente estratificadas, probando que para el mdédulo inclinante caracteristico
T asociado al algebra estdndarmente estratificada A se verifica que End, (T)
es nuevamente un algebra estandarmente estratificada (ver también [PR]).

Para terminar esta seccion, recordamos que un algebra A es un alge-
bra propiamente estratificada con respecto al orden lineal < sobre el
conjunto [1,1], si y s6lo si su representacién regular esta filtrada por los
modulos estandar y por los médulos propios estandar. Esto es, proj(A) C
F(AA) N F(LA) (ver [D2)]).
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1.11. Sistemas estratificantes.

En esta seccién consideramos A un édlgebra de artin y < un orden lineal
sobre el conjunto [1,¢].

Erdmann y Sdenz extendieron la nocién de médulos estandar y definieron
a los sistemas estratificantes en 1.1 de [ES] de la siguiente manera.

Definicién 1.11.1. Sean © = {O(i)}._, un conjunto de A-mddulos e Y =
{Y(i)}._; un conjunto de A-mddulos indescomponibles. El sistema (0,Y, <)
es un sistema estratificante de talla t, si valen las siguientes condi-
ciones:

(a) Homy(©(i),0(5)) =0 sii > j.
(b) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta
0—03G) =Y — Z(i) — 0,
con Z(1) € F{O()) : j <i}).
(¢) Exti(—,Y)|re) =0, donde Y = @._, Y (4).

Ademas, en [ES| probaron que para un sistema estratificante (0,Y, <) el
algebra A = End(,Y") es estandarmente estratificada.

Resulta de la definicién que si (©,Y, <) es un sistema estratificante, en-
tonces Ext}(0(i),0(j)) = 0 si i > j. Esta propiedad juntamente con la
propiedad (a) de la definicién: Homu(O(i),©(j)) = 0 si i > j, caracteri-
za a los sistemas estratificantes, como resulta de la siguiente proposicion,
demostrada en [ES] y en [MMS1].

Proposicién 1.11.2. Sean © = {O(i)}._; un conjunto de A-mddulos no
nulos y < un orden lineal sobre [1,t]. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(1) Homyx(©(3),0(5)) =0, sii > j, y Exty(0(i),0(5)) =0, sii>j.

(2) Existe un conjunto Y = {Y (i)};_; de A-mddulos indescomponibles tal
que (0©,Y, <) es un sistema estratificante de talla t.

Ademds, si valen (1) y (2) entonces el conjunto Y estd univocamente deter-
minado.

Debido a esto, en [MMS1] E. Marcos, O. Mendoza y C. Sdenz dieron la
siguiente definicién de sistema estratificante (0, <) de talla ¢, que depende
sélo del conjunto © = {O(7)}i_;.
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Definicién 1.11.3. Un sistema estratificante (0, <) de tallat estd for-
mado por un conjunto © = {O(i)}._, de A-mddulos indescomponibles y un
orden lineal < sobre el conjunto [1,t], satisfaciendo las siguientes condi-
ciones.

(a) Homy (©(i),0(5)) =0 sii > j.

(b) Ext}(0(i),0(j)) = 0 sii > J.

Esta tltima es la definicién que utilizaremos en el resto de este trabajo
cuando nos refiramos a sistema estratificante. También, para evitar confu-
siones, seguiremos a [MMS1], donde llaman sistema estratificante Ext-
inyectivo a un sistema estratificante en el sentido de [ES]. Este nombre se
basa en el hecho de que la familia Y = {Y (i) }!_, de (2) en la proposicién ante-
rior consiste precisamente de los médulos indescomponibles Ext-inyectivos
de F(O). Esto es, satisfacen que Ext} (—, Y (i))|z@) = 0 para todo i € [1,].

Es interesante que un sistema estratificante (0, <) de talla ¢ determine
también una familia Q@ = {Q(i)}i_; de mddulos indescomponibles Ext-
proyectivos de F(0) (esto es, Exty (Q(i), —)|r@) = 0 para todo i € [1,1]),
de modo tal que (O, Q, <) es un sistema estratificante Ext-proyectivo, segiin
la definicién introducida por E. Marcos, O. Mendoza y C. Sdenz en [MMS2].

Definicién 1.11.4. Un sistema estratificante Ext-proyectivo (©,Q,
<) de tallat en mod(A), consiste de dos familias de A-mddulos © = {O(i)}_,
y Q={Q>i)}._;, con Qi) indescomponible para todo i, y un orden lineal <
sobre el conjunto [1,t], satisfaciendo las siguientes condiciones:

(a) Homy (©(i),0(5)) =0 sii > j.
(b) Para cada i € [1,1], existe una sucesion exacta

e 0 — K(i) — Qi) 25 0(i) — 0,

con K(i) € F({O(j) : j > i}).
(¢) Exth(Q, —)lre) = 0, donde Q = @'_, Q(i).
Utilizaremos la nocién de sistema estratificante Ext-inyectivo (Ext-pro-

yectivo, respectivamente) (©,Y, <) ((©,Q, <), respectivamente) de talla ¢,
cuando necesitemos explicitar que Y (@, respectivamente) es la familia de
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Ext-inyectivos (Ext-proyectivos, respectivamente) asociada al sistema estra-
tificante (O, <) de talla ¢.

Sean A un algebra y [ el rango del grupo de Grothendieck Ky(A). Fije-
mos un orden lineal < sobre [1,!]. Entonces los A-médulos estandar forman
el sistema estratificante candnico (LA, <), y los A-mddulos coestandar
forman el sistema estratificante cocandnico (,V, <). Ambos sistemas
son de talla /.

Como mencionamos en la Seccién 1.10, si (A, <) es un algebra estandar-
mente estratificada existe un A-médulo inclinante generalizado T, llamado
médulo inclinante caracteristico, tal que add(T) = F(,A) N F(LA)*. En
este caso, se puede mostrar que T tiene una descomposicién T = @2:1 T(7)
en moédulos indescomponibles tal que (AA, T, <) es el sistema estratificante
Ext-inyectivo asociado a (A, <), donde T = {T'(i)}._, (ver [MMS1]).

En la siguiente proposicién recopilamos algunos resultados de [ES] y de
[MMS1].

Proposicién 1.11.5. Sean (©,Y, <) un sistema estratificante Ext-inyectivo
de tallat y A = End(,Y), donde Y = @'_, Y (i). Si F = Homy(—,aYaor) :

mod(A) — mod(A) y G = Homy(—, AYaer) : mod(A) — mod(A), entonces
valen las siguientes afirmaciones.

(a) add(Y) = F(O) N F(O)*L1.
(b) F(©) es es cerrada por sumandos directos.

(¢) Los funtores Fi, o : F(O) = F(aA) y Gy A + Fad) = F(O) son

dualidades inversas ezvactas.
(d) JA(1) ~ F(O(i)) para todo i € [1,1].
(e) El par (A, <) es estandarmente estratificado.
(f) Sea AT es el A-médulo inclinante caracteristico asociado al dlgebra estdn-

darmente estratificada A. Entonces, la categoria add(4T) es equivalente

a la categoria F(©)N ' F(O).

Dualmente, para los sistemas estratificantes Ext-proyectivos se tiene el
siguiente resultado.

49



Capitulo 1. Preliminares.

Proposicién 1.11.6. ([MMS2]) Sean (©,Q, <) un sistema estratificante
Ext-proyectivo de talla t y B = End(,Q)®, donde Q = @._, Q(i). Sean
F el funtor Homy(Q, —) : mod(A) — mod(B) y G el funtor \Qp & — :

mod(B) — mod(A). Entonces valen las siguientes afirmaciones.
(a) add(Q) = F(©) N F(©).

(b) Los funtores Fi, o : F(O) = F(BA) y G, A  F(BA) = F(O) son
equivalencias inversas exactas.

(¢) gA(i) ~ F(O(i)) para todo i € [1,1].

(d) El par (B, <) es estindarmente estratificado.
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Capitulo 2

Modulos sobre anillos de
endomorfismos.

Sea M un A-moédulo bésico. En este trabajo serda de gran importancia la
relacién entre mod(A) y mod(I'), donde I' = End, (M)°. La primera parte de
este capitulo estd fundamentalmente dedicada al estudio de M considerado
como médulo sobre Endy (M) = I'P| de la manera natural. Describimos una
familia de [ sumandos M], de M en mod(I'?), donde [ es el nimero de simples
no isomorfos dos a dos de A, y estudiamos condiciones para que estos suman-
dos sean todos no nulos y para que sean indescomponibles no isomorfos dos
a dos. Por ejemplo, probamos que lo primero ocurre si y sélo si M es sincero
y que, cuando M es fielmente balanceado, entonces también se verifica lo
segundo. Asi, cuando M es un modulo inclinante basico, demostramos que
los Mj, son precisamente los sumandos indescomponibles de oy M. También
describimos los sumandos de roo M en el caso en que todos los A-mddulos
proyectivos estan en add(M), y cuando todos los A-médulos inyectivos estan
en dicha categorfa. En particular, si M es un generador aditivo de mod(A)
los sumandos M, de pop M son los médulos proyectivos inyectivos indescom-
ponibles no isomorfos dos a dos de mod(I'*P).

El estudio y desarrollo de este capitulo ha sido motivado por el Capitulo
4 de esta tesis. Como se menciona en el mismo, Erdmann y Sédenz probaron
en [ES] que a partir de un sistema estratificante © se puede obtener un
A-médulo M cuya algebra de endomorfismos Endy (M) es estandarmente es-
tratificada, de modo tal que la categoria de los médulos filtrados por © es
equivalente a la categoria de los modulos filtrados por los médulos estandar
sobre End (M). Motivados por esto, en el Capitulo 4 definimos y estudiamos
la nocién de sistema coestratificante propio. Uno de nuestros principales re-
sultados establece que la categoria de los médulos filtrados por un sistema
coestratificante propio es equivalente a la categoria de los modulos filtrados
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por los médulos propios estandar sobre cierta algebra de endomorfismos cuya
opuesta es estandarmente estratificada.

Las equivalencias arriba mencionadas se obtienen estudiando funtores
de la forma F = Homy (M, —) : mod(A) — mod(T') y F' = Homy(—, M) :
mod(A) — mod(I'°?) para un apropiado médulo M y tal que I' = Endy (M )°P.
Con este fin comenzamos a trabajar con médulos sobre I'? y observamos que,
ya en ejemplos sencillos, se tropieza con la necesidad de describir una serie de
composiciéon de un modulo M como I'’-modulo, conociendo la de M como
A-modulo. Mas precisamente, conocido el carcaj de A y sus relaciones, y dada
la descripcion de M por su representacion, saber cudl es la representacién
asociada a M como modulo sobre I'P.

Por dltimo, en este capitulo introducimos también los funtores G =
M @r — : mod(T') — mod(A) y G = Homrer(—, M) : mod(I'?) — mod(A)
que seran de gran utilidad en el Capitulo 6, y describimos las representaciones
asociadas a F'(X) y F(X), para un A-médulo X, y las representaciones aso-
ciadas a G(Y) y G(Y), para un I'”-médulo Y.

2.1. El I'’-mdédulo M.

En este capitulo A serd una K-algebra bésica de dimension finita sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado K, salvo mencion explicita de lo contrario.

Sea M un moédulo bésico en mod(A). Comenzamos mostrando cémo
obtener el carcaj ordinario de I' = End, (M) y sus relaciones, a partir
del conocimiento del carcaj de Auslander-Reiten de A (Proposicién 2.1.4 y
Observacion 2.1.7).

Lema 2.1.1. Sea A una K-dlgebra bdsica de dimension finita, 1 = ey + eg +
... + € una descomposicion de 1 en una suma de idempotentes ortogonales
primitivos. Sean P, = Ae;, S; = P;/rP; para i = 1,..,1, yw : P; = 1P,
un morfismo de A-mddulos. Entonces Im(w) € r2P; si y sdlo si el morfismo
inducido w : P; — P; satisface w # gof con f € radpy(P},Q), g € rad(Q, F;)
y Q) proyectivo.

Demostracion. Sea w : P; — rP; un morfismo tal que Im (w) € %P,
Entonces es claro que w : P; — F; no es un isomorfismo. Por lo observado
en 1.4.2, para un médulo proyectivo @, si f € rada(P;, Q) v g € rada(Q, P)
entonces Im(f) C rQ e Im(g) C rP;, respectivamente. Luego, (g o f)(F;) C
g(rQ) C r*P;, de donde concluimos que w # g o f.

Ahora, supongamos que w : P; — P, no es un isomorfismo y que w #
go fcon f € rady(F;,Q), g € rada(Q, P;) y @ proyectivo. Probemos que
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Im(w) € r?P;. Sea Q = Py(rP;) y m : Q@ — rP; un epimorfismo. Entonces
existe ¢ : P; — @ tal que el siguiente diagrama conmuta
Pj

r

Q ——= rP,.

Como 7 € rad(Q, F;), tenemos que ¢ ¢ rad(F;, Q). Entonces, por la Ob-
servaciéon 1.4.2, ¢ es un monomorfismo que se parte. Por lo tanto, Im(y)
es sumando directo de @ y es no nulo. Luego, m(Im(yp)) € r*P;. Esto es,
Im(w = 7o) € r?P;, como querfamos demostrar. O

Lema 2.1.2. Sea A una K-dlgebra bdsica de dimension finita, 1 = e; + eg +
... + e una descomposicion de 1 en una suma de idempotentes ortogonales
primitivos. Sean P; = Ne; y S; = P;/rP;, para i = 1,...,1. Sea Qu el carcaj
ordinario de A e i el vértice de Qp correspondiente al A-mddulo simple S;.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Ezisten al menos t flechas o del vértice i al vértice j en Q.
(b) La multiplicidad de S; en rP;/r*P; es mayor o igual que t.
(¢) dimg (Homy (P, rP;/r?P)) > t.

(d) Existen wy,...,w; en Homa (P, P;) que no son isomorfismos, tales que si
Zizl asws = go f conay,..,ap € K, f € rads(P},Q), g € rads(Q, F;)
con ) proyectivo, entonces as = 0 para todo s =1, ..., t.

Demostracion. Sabemos que el nimero de flechas « del vértice i al vértice
j coincide con dimg(Ext)(S;, S;)). Entonces, de la Proposicién (1.14) en I1I
de [ARS] sigue que las condiciones (a), (b) y (c) son equivalentes.

Si w: P; — P; es un morfismo que no es un isomorfismo, entonces Im(w) C
rP;. En tal caso designaremos por @ al morfismo inducido P; — rFP;/ r’P,.
La equivalencia de (c) y (d) resulta de las siguientes observaciones.

Sean @1, ..., € Homp(Pj,rP;/r*P) y wi,...,w; € Homp (P}, P;) tales que
ws = ps para todo 1 < s < t. Siay,...,a; € K, entonces a1 + ... + arp; =
0 en Homp (P, rP;/r*P;), st y solo si Im(ajw; + ... + auw) € 72P;. Por el
Lema 2.1.1 sabemos que esta ultima condicién equivale a decir que existen
morfismos f € radx(F;,Q), g € rada(Q, ;) con @ proyectivo tales que
1wy + ... +awy = go f. ]
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Observacion 2.1.3. Sean A y B A-médulos tales que B = 7L, B;. Si f =
il
: : A — IJL, Bj entonces: [ € radp(A, B) siysélosi f; € rada (4, By)
fm
para todo j. Més atn, si A y B, son indescomponibles para todo j entonces

f € rada(A, B) si y sélo si f; no es un isomorfismo para todo j (ver las
Observaciones 1.4.2 y 1.4.3).

Proposicién 2.1.4. Sea A una K-dlgebra bdasica de dimension finita, 1 el
nimero de simples no isomorfos de A y M = @, M;, donde los M; son A-
mddulos indescomponibles no isomorfos dos a dos. Sea I' = End (M) y S;
el I'-mddulo simple correspondiente al médulo proyectivo P, = Homy (M, M;).
Sea Qr el carcaj ordinario de T' e i el vértice de Qr correspondiente al T'-
modulo simple Si. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Ezisten t flechas o del vértice i al vértice j en Qr.

(b) Existen fi, ..., fr € Homy (M;, M;) tales que, siaq, ...,a; € K no son todos
hy
nulos entonces Zizl asfs # goh, con h = : : M; — D, M;
hy
g="(91 - g) : By My, = M, donde M;, € {M,....M,} y hy, gi
son no isomorfismos para todo k =1, ...;r.

k7

Demostracion. La proposicion resulta del Lema 2.1.2 aplicado a los proyec-
tivos P, = Homy (M, M;), de la Observacién 2.1.3 y la equivalencia de cate-
gorias Homy (M, —) : add(M) — proj(T'). O

Observaciéon 2.1.5. Resulta de la proposicion anterior que existe una biyec-
cién entre el conjunto de flechas del vértice i al vértice j en Qr y un conjunto
maximal de morfismos de M; en M; satisfaciendo (b) de la Proposicion 2.1.4.
Esto es, morfismos que definen una base del espacio de ‘los morfismos irre-
ducibles en add(M)’, o sea, de Homy (M;, M;) médulo los morfismos que se
factorizan en add(M) en la forma g o h, donde g no es un epimorfismo que
se parte y h no es un monomorfismo que se parte.
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Recordemos que una representacion X del carcaj ()5 esta determinada
por un conjunto de espacios vectoriales X (k), para cada vértice k de Q,
junto con transformaciones K-lineales gg : X (k) — X(t), para cada flecha
B:k —tde Q. Notaremos X = (X(k),gs),_;, donde [ es el ntimero de
simples no isomorfos de A y  recorre el conjunto de las flechas de Q,.

Observacién 2.1.6. Sabemos que, si M € mod(A) y I' = End, (M),
entonces M es un médulo sobre I'? = End (M) cuando se define

fm = f(m)

param € M y f € Endy(M).

Ahora bien, dada una presentacién (Qrop, Irer) de I'P, estamos interesa-
dos en describir la representaciéon de (Qrop, Iror) asociada a rop M.

Notemos que, a partir de la Observacion 2.1.5 y de la Proposiciéon 2.1.4
aplicada al algebra I'? = End, (M), resulta que existe una biyeccién entre el
conjunto de flechas del vértice i al vértice j en Qror y un conjunto maximal
de morfismos de M; en M; satisfaciendo (b) de la Proposicién 2.1.4.

Designaremos por f, al morfismo asociado a la flecha « bajo esta co-
rrespondencia. De esta manera, la familia {f, : & € Qror} constituye una
base de radl?/ rad’T'?, donde fa 1 M; — M; se considera como morfismo de

M en M de la manera natural: M =% M, I3 M; M (aqui hemos identifica-
do Endrer (I'P) con I'? via 6 — 6(idy), dado que Homy (M, v; for;)(idy) =
tj fam;). Luego, por el Teorema 1.9 del Capitulo IIT de [ARS], los f, generan
al dlgebra ['P.

En lo que sigue, consideraremos la presentacion correspondiente (Qro,
Irer) de TP, Si X = (X(4),¢a)'; es una representacién de (Qrop, Irop),
indicaremos ro» X al T?-médulo correspondiente. Esto es, ror X = @._, X (i)
con la estructura de I'’-moédulo dada por

fa * T = (Pa(xi)a

para x; € X(i) y a:i— jen Qrop.

Observaciéon 2.1.7. Para un camino v = a,...c; en Qrop, definimos f, =
fa, ©...0 fa,. Entonces de la Proposicion 2.1.4 resulta para aq,...,a; € Ky
Y1y ey Ve €D Qrop, que Zizl asYs € Irop siy solo si Zizl asHomy (M, f,.) =0
en I'?, si y solo si Zizl asf, = 0, utilizando la equivalencia de categorias
Homy (M, —) : add(M) — proj(T").
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Capitulo 2. Modulos sobre anillos de endomorfismos.

El préximo teorema describe una familia de [ sumandos directos M; del
['?-médulo M, donde [ es el nimero de simples no isomorfos dos a dos de A.

Antes de enunciarlo, observemos que al morfismo f, : M; — M, co-
rrespondiente a la flecha o del vértice i al vértice j en Qropr, le podemos
asociar una familia de morfismos {f.(k) : M;(k) — M;(k)}._,, donde [
es el nimero de simples no isomorfos dos a dos de A. En efecto, como
M;(k) = Homp (P, M;) y M;(k) = Homy (P, M;) son los espacios vectoriales
asociados al vértice £ de la representacion asociada a M; y M;, respectiva-
mente, entonces se define f,(k)(p) = f. o ¢ para cada ¢ € M;(k).

Teorema 2.1.8. Sea A una K-dlgebra bdsica de dimension finita sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado K, \M = @._, M;, donde los M; son A-
mddulos indescomponibles no isomorfos dos a dos. Sea (Qrop, Irer) la pre-
sentacion de I'? = Endy (M) definida en 2.1.6 y sea M;(k) = Homn (P, M;)
el espacio vectorial asociado al vértice k de la representacion asociada a
AM;. Entonces la representacion de (Qrop, Irer) asociada a M es (M, fo)i ;.
Ademds, tenemos que M}, = (M;(k), fo(k))i, es una representacion de

~ l /
=1
(onp, [Fop) Yy FopM =~ @k FOpMk-

Demostracion.

Sabemos que M tiene una estructura de I'P-modulo. Denotemos por e a
la operacién que la define. Esto es, f em = f(m) para f € [P y m € M.
Por otro lado, notemos por x a la operacién que define la estructura de I'°P-
moédulo de (M, fo)i ;.
Veamos ahora que la representacion de (Qres, I1op ) asociada a M es (M;, fo ).
En efecto, el médulo asociado a (M;, fo)i es @), M; = M. Entonces sélo
nos resta probar que su estructura x de ['’-mddulo coincide con la de M.
Para ello debemos probar que para cada m € M y cada f € I'? se verifica
que fem = f+m. Esto es, f(m) = f+m. Como yM = @._, M;, basta
probar que para cada mg € My cada f € T'P se verifica que f(ms) = f*ms.
Por la Observacién 2.1.6 sabemos que los f, generan al dlgebra I'?. Luego,
basta probar que para cada ms; € M, y cada f, : My — M,, donde v : s = r
es una flecha en Qrop, se cumple que f,(ms) = fo x ms, y esto vale por lo
observado en 2.1.6.
Ahora bien, de la Observacién 2.1.7 resulta que M} = (M;(k), fo(k))’, es
una representacién de (Qrop, Irer). Ademds, se verifica que

l l

l
D Mi = (D Mik), D falk))iey = (M, fu)iy = M,
k=1

k=1 k=1
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2.1. EIT°P-mddulo M.

lo que completa la demostracién del teorema. O

Observacién 2.1.9. Sea M un A-médulo tal que pop M =~ @Lzlpop]\/[,;,
con las notaciones de 2.1.8. Entonces pep M} =~ Homy (P, M). En efecto,
rop M, >~ @ | M;(k) ~ &' ;Homy (P, M;) ~ Homp (Py, M) ~ e, M.

Ejemplo 2.1.10. Sea A el algebra de caminos del carcaj
Ori 9e e

y consideremos el A-moédulo M = @?:1 M;, con My =3, My =1y M3 = é,

donde los médulos se describen por sus factores de composicion. En este caso,
el algebra I'? = Endy (M) esta dada por el carcaj

€
QFOP: OHO%O
1 3 2

con la relacion pe = 0. Aqui la flecha e corresponde a la inclusiéon ¢ de M; en
Ms, y 1 al epimorfismo 7 de M3 en M, con niicleo 3, que satisfacen mor = 0.
Luego
FOPFOPI%;@ 2 D %

Ahora, queremos describir a M como I'P-mdédulo. Sabemos que
AM =31 é

En el siguiente diagrama las filas representan a los sumandos de A M, y las
flechas verticales corresponden a los morfismos entre los M;’s que dan lugar
a las flechas € y u del carcaj de I'P.

AM; 0 >

AM2 :K 7

Aqui, las columnas representan a los sumandos de rop M. Esto es
roM=3®3d].

En este caso, dichos sumandos son indescomponibles.
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Capitulo 2. Modulos sobre anillos de endomorfismos.

En el siguiente ejemplo mostramos que no siempre los sumandos que
aparecen en la descripciéon de M como I'P-médulo son indescomponibles.

Ejemplo 2.1.11. Sea A el algebra de caminos del carcaj de Kronecker

o >0

Qa: 12

(ver Seccién 1.5 en los Preliminares), y consideremos el A-médulo M = M; &
M,, donde My =2y My = 51,1, . En este caso, el dlgebra I'? = End (M)
esta dada por el carcaj
Qrer 1 |—=9
Sabemos que
AM=2®,",",,

y queremos describir a M como ['P-modulo.

En el siguiente diagrama las filas representan a los sumandos de y M, y las
flechas verticales corresponden a los morfismos entre los M;’s que dan lugar
a las flechas del carcaj de I'°P.

K

AM 0

Ly Ld L3

h1

AM; - K? K3

ha

donde hy — (é%) hy —
la j-ésima coordenada para j = 1,2,3. Aqui, las columnas representan a los
sumandos de rep M. Esto es

/N
oo

0 . ) .
(1)> y las aplicaciones ¢; son las inclusiones en

roM=(2®2)® 5 3 5.

En este caso, resulta que el primer sumando re» M7 = 2 @ 2 no es indescom-
ponible.

1. v . jcua

Del Teorema 2.1.8 surgen diversas preguntas, entre ellas: ;jcuando son
todos los M, moddulos indescomponibles?, ;jcudndo son todos no nulos?,
jcuando son no isomorfos dos a dos? Recordemos a continuaciéon algunos
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2.1. EIT°P-mddulo M.

conceptos necesarios para responder a las cuestiones anteriores. El lector
puede consultar mas sobre los mismos en [AF] y en [ASS].

Sean S y T anillos. Para un bimédulo ¢ M7 se tienen los homomorfismos
canoénicos de anillos

A:S = Endper(Mr) v p: T — Endg(sM)
tales que paras € S,me M yteT
A(s):m = sm y p(t): m+— mit.

Se dice que ¢M (respectivamente, My ) es fiel si y s6lo si A (respectivamente,
p) es inyectivo. Esto equivale a decir que el anulador Ann(sM) = {s €
S : sM = 0} es nulo (respectivamente, el anulador Ann(Mr) = {t € T :
Mt = 0} es nulo). Si Ay p son ambos epiyectivos decimos que ¢Mr es un
bimédulo balanceado. Si A y p son isomorfismos, entonces ¢Myp es llamado
un bimdédulo fielmente balanceado.

En lo que sigue vamos a necesitar la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1.12. Un A-mddulo M se dice stncero si cada A-mddulo sim-
ple es un factor de composicion de M.

Ahora recordamos una caracterizacion de los moédulos sinceros.

Proposiciéon 2.1.13. Sea M un A-mddulo. Las siguientes condiciones son
equivalentes.

(a) M es sincero.
(b) Para todo A-mddulo proyectivo P # 0, se tiene que Homp (P, M) # 0.
(¢) Para todo A-mddulo inyectivo I # 0, se tiene que Homp (M, I) # 0.

De este modo, todo mdédulo fiel es sincero. Observemos que la reciproca
no vale. En efecto, si A es el dlgebra de caminos del carcaj

(0%
. o ——o0
Qp: ¢ :
y consideramos el A-médulo M = 1 @ 2, entonces M es sincero pero no es

fiel, ya que aM = 0.
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Capitulo 2. Modulos sobre anillos de endomorfismos.

Proposicién 2.1.14. Sean \M = @, M;, donde los M; son A-mddulos
indescomponibles no isomorfos dos a dos, | el niimero de simples no isomorfos
dos a dos de N y rop M =~ @2:1 M. la descomposicion del Teorema 2.1.8.
Entonces:

(a) AM es sincero si y solo si, rer M}, # 0 para todo k =1, ..., 1.

(b) Si AMr es fielmente balanceado, entonces los I'P-mddulos Mj, son in-
descomponibles y no isomorfos dos a dos.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.8, sabemos que M] = (M;(k), fo(k))’,
es una representacion de (Qrep, Irop) v que pop M =~ @2:1 ror M.

(a) Supongamos que M es sincero y que existe s € {1,...,l} tal que

M! = 0. Entonces M;(s) = 0 para todo i = 1,...,n. Esto es, 0 = e,M =
Homy (Ps, M), lo que contradice la sinceridad de M. Luego, ro» M, # 0 para
todo k=1, ..., 1.
Ahora supongamos que o M # 0 para todo k = 1,...,]. Entonces, para
cada k = 1,....1, existe i € {1,...,n} tal que M;(k) # 0. Esto es, para cada
k=1,..1 existe i € {1,...,n} tal que Homy (P, M;) # 0. Por lo tanto,
Homy (P, M) # 0 para todo k =1, ...,1, lo que prueba que M es sincero.

(b) A continuacién, asumamos que AMrp es fielmente balanceado. En
particular, \M es fiel. Luego, M es un A-mdédulo sincero y entonces, por
(a), rer M, # 0 para todo k = 1,...,]. También por hipétesis sabemos que
A ~ Endrer(rer M ). De aqui, como A es basica obtenemos que, en realidad,
reo M es suma de [ médulos indescomponibles no isomorfos dos a dos. Esto
se obtiene utilizando la equivalencia de categorias entre add(M) y proj(I')
inducida por el funtor Homy (M, —). O

Ejemplo 2.1.15. El siguiente ejemplo muestra que el hecho de que un A-
moédulo sea fiel, no garantiza que en la descomposicion del mismo como suma
directa de I'’-médulos, todos los sumandos sean no isomorfos dos a dos.
Sea A el algebra de caminos del carcaj

O—O0 — ... ——>O
1 2 l

y AM = A P;. Entonces M es un A-médulo fiel y, como I' = Endy (M) ~ K,
tenemos que pop M ~ K.
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2.1. EIT°P-mddulo M.

Ejemplo 2.1.16. En el Ejemplo 2.1.10 vimos que rey M = 3§ @ 3 @ 1. En
este caso A % End(re»M). Esto es, AM no es fielmente balanceado. Por lo
tanto, este ejemplo muestra que no vale la reciproca de la Proposicion 2.1.14

(b).

Recordemos ahora el siguiente concepto (ver [As]).

Definicién 2.1.17. Se dice que un A-modulo T es inclinante, si satisface
las siguientes condiciones.

(a) La dimension proyectiva de T es menor o igual que 1.
(b) Exty (T, T) = 0.
(¢) Existe una sucesion exacta 0 - A — 1" —T" — 0 con T",T" € add(T).

Sea T" un mdédulo inclinante bésico. Entonces sabemos que 7' es fielmente
balanceado y, como corolario de la Proposicion 2.1.14, obtenemos el siguiente
resultado.

Corolario 2.1.18. Si \T = @;_,T; es un mddulo inclinante bdsico, en-
tonces en la descomposicion reyT = @,_, T}, dada en el Teorema 2.1.8, todos
los T}, son indescomponibles y no isomorfos dos a dos.

Con métodos muy diferentes se calculan en la Secciéon 6 del Capitulo VI
de [ASS] los factores de descomposicién de los sumandos indescomponibles

de FopT.

En lo que resta de la seccién, para M en mod(A) consideraremos el algebra
de artin I' = End(, M) y los funtores Homy (M, —) : mod(A) — mod(T") y
Homy (—, M) : mod(A) — mod(I'?), y notaremos por D a la dualidad usual
para dlgebras de artin. Sabemos que los funtores Homy (M, —) y Homy (—, M)
inducen, por restriccién, una equivalencia entre add(M) y proj(I') y una
dualidad entre add(M) y proj(I'®?), respectivamente.

A continuaciéon damos una descripcién de los I'-mdédulos proyectivos in-
yectivos, cuando todos los A-mddulos inyectivos estan en add(M).

Proposicién 2.1.19. Sea M un A-mddulo tal que D(A) € add(M) y sea
I' = Endpy(M)°P. Si P es un I'-mddulo proyectivo inyectivo, entonces P ~
Homy (M, I) para algin A-mddulo inyectivo 1.
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Capitulo 2. Modulos sobre anillos de endomorfismos.

Demostracion. Como P es proyectivo sobre I', existe un moédulo X en
add(M) tal que P ~ Homa (M, X). Sea j : X — [ una capsula inyectiva
de X. Entonces tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Homy (M, X) "9 Hom, (M, 1),

donde Hom, (M, X)) es inyectivo ya que, por hipdtesis, P lo es. Luego

Homy (M, j) se parte, esto es, existe ¢ : Homa (M, I) — Homy (M, X) tal que
t o Homp (M, j) = iduom,(m,x)- Entonces, como I, X € add(M) y el funtor
Homp (M, —)|aaa(vy es lleno, existe h : I — X tal que ¢ = Homy (M, h).
Luego, como el funtor Homp (M, —)|aqa(ar) es fiel se tiene que idy = hoj. Por
lo tanto, j se parte y es un isomorfismo, de donde se concluye que Homy (M, j)
también es un isomorfismo. Este tltimo razonamiento completa la prueba de
la proposicién. O

Antes de hacer la siguiente observacién recordemos que un &algebra de
artin A se dice autoinyectiva si es inyectiva y proyectiva como A-mdédulo.
En la Seccién 3 del Capitulo IV de [ARS] se prueba que el hecho de que A
sea autoinyectiva equivale a que un A-mdédulo es proyectivo si y sélo si es
inyectivo.

Observacién 2.1.20. Notemos que si I es un A-moédulo inyectivo, no siem-
pre Homp (M, I) es un I'-médulo inyectivo, atin asumiendo que I estd en
add(M). En efecto, consideremos M = D(A) y [ el nimero de simples no
isomorfos dos a dos de A. Entonces sabemos que, para todo k = 1,...,1[,
los médulos Homp (D(A), Ii) son proyectivos sobre I' = End(D(A))%? ~ A.
Luego, si estos moédulos fueran todos inyectivos tendria que ser necesaria-
mente A un algebra autoinyectiva.

Ahora probemos el siguiente lema que seré de gran utilidad en la Proposi-
cion 2.1.22.

Lema 2.1.21. Sean M un A-mddulo y | el nimero de simples no isomor-
fos dos a dos de A. Entonces para todo i tal que 1 < i < [, se tiene que
Homy (P;, M) ~ DHomy (M, I;).

Demostracion. Sea i tal que 1 < i < [. Entonces:

DHomy (M, I;) = DHomy (M, D(e;A)) ~ DHompes(e;A, DM) =~
~ D((DM)e;) =~ e;(D*M) ~ e;M ~ Homy (Ae;, M) ~ Homy (P;, M).

OJ
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2.1. EIT°P-mddulo M.

Recordemos que, por el Teorema 2.1.8, para \M = @;_; M; con los M,
A-médulos indescomponibles no isomorfos dos a dos, se tiene que M, =
(M;(k), fo(k))™_, es una representaciéon de (Qrop, Iror) y que pop M =~
@2:1 rer Mj,, donde [ es el nimero de simples no isomorfos dos a dos de A.

Proposicion 2.1.22. Sea M un A-mddulo tal que pop M ~ @2:1 rer Mj,, con
las notaciones de 2.1.8.

(a) Si AN € add(M), entonces todos los I'P-mddulos M}, son proyectivos
indescomponibles no isomorfos dos a dos. En particular, oo M es proyec-
tivo.

(b) Si D(Ay) € add(M), entonces ror M, ~ DHomy (M, Ii) para todo k.
Luego, todos los I'P-mdédulos M, son inyectivos indescomponibles no iso-
morfos dos a dos. En particular, ros M es inyectivo.

Demostracion. Por la Observacion 2.1.9 y el Lema 2.1.21, sabemos que
ror M, >~ Homn (P, M) ~ DHomy (M, I;,), para todo k =1, ..., [.
Supongamos ahora que A € add(M). Esto es, todos los A-mddulos proyec-
tivos estan en add(M). Luego, de la dualidad entre add(M) y proj(I'°P), sigue
que los I'P-médulos Homy (P, M) son proyectivos indescomponibles no iso-
morfos dos a dos.

Por otra parte, si suponemos que D(Ay) € add(M), de la equivalencia en-
tre add(M) y proj(I'), sigue que los I'-mdédulos Homy (M, I};) son proyec-
tivos indescomponibles no isomorfos dos a dos. Esto es, los ['P-mddulos
DHomy (M, I};) son inyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos.  [J

Recordamos, a continuacion, la definicién de generador aditivo de A, para
A un dlgebra de artin. Para un estudio més detallado de esta clase de médulos
recomendamos la Seccién 5 del Capitulo VI de [ARS].

Definicién 2.1.23. Se dice que un A-mddulo M es un generador aditivo
de A si add(M) = mod(A).

Observacién 2.1.24. Es claro que un moédulo M es un generador aditivo
de A si y soélo si cada A-mdédulo indescomponible es isomorfo a un sumando
de M. Luego, A es de tipo de representacion finito si y sélo si A tiene un
generador aditivo.
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Capitulo 2. Modulos sobre anillos de endomorfismos.

Si A es un algebra de artin de tipo de representacion finito, utilizando la
Proposicién 2.1.22 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.25. Sea M wun generador aditivo de mod(A). Entonces en
la. descomposicion ro M = @ _, M}, de 2.1.8, los TP-médulos M}, son los
proyectivos inyectivos indescomponibles no isomorfos dos a dos de mod(I'P).

Demostracion. Como M es un generador aditivo de mod(A), sabemos que
D(A) € add(M) y A € add(M). Luego, de la Proposicién 2.1.22 sigue que
los I'P-médulos M, son proyectivos inyectivos indescomponibles no isomorfos
dos a dos. Ahora supongamos que N es un ['P-modulo proyectivo inyecti-
vo indescomponible. Luego, D(N) es un I'-mddulo proyectivo inyectivo in-
descomponible y, por la Proposicién 2.1.19, D(N) ~ Homu (M, I') para algtin
A-médulo inyectivo indescomponible I. Por lo tanto, N ~ DHomy (M, I) ~
M;, para algin 1 < k <, por (a) de la Proposicién 2.1.22, lo que completa
la demostracion del corolario. OJ

Observemos que en este caso, como A es un algebra de artin de tipo de
representacion finito y M es un generador aditivo basico de mod(A), si A
no es semisimple I'y; = End(, M) es el édlgebra de Auslander de A. (ver
Proposicién 5.4 del Capitulo VI de [ARS)).

Ejemplo 2.1.26. Sea A el dlgebra de caminos del carcaj

DO o

con las relaciones fa = 0 y ya = 0. En este caso el carcaj de Auslander-
Reiten de A estd dado por

64



2.1. EIT°P-mddulo M.

Consideremos a M como la suma directa de todos los A-médulos in-
descomponibles. Luego M es un generador aditivo de mod(A) y, segin el
carcaj anterior, M = @?:1 M;, donde My =3, My =4, My = ;% ,, My = %,
M5: ?)’,M6:2,M7: % yMgz]_

En este caso, el dlgebra I'? = End, (M) esta dada por el carcaj

o

\/x77§
/5\/ :

2

con las relaciones ne = 0, 40 =0, {p = 0 y vn = wp. Los moédulos indescom-
ponibles proyectivos inyectivos sobre I'? son:
3

P7=Is=§,P3=I7=465,P1=I5=§sz=I4
7

I
= QO

Entonces, segin el Corolario 2.1.25,

3
roM=1H4,5®
7

D

o
O

El siguiente ejemplo muestra que si el A-médulo M sélo cumple la condi-
cién de que todos los inyectivos de A estan en la categoria add(M), entonces
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Capitulo 2. Modulos sobre anillos de endomorfismos.

los sumandos de M como I'P-mddulo son inyectivos pero no necesariamente
proyectivos.

Ejemplo 2.1.27. Sea A un édlgebra de artin no autoinyectiva. Consideremos
el médulo \M = D(A,). Luego, pee M = D(pA) y I'? = Endp (M) ~ A°. En
este caso, como A no es un algebra autoinyectiva, es claro que los sumandos
de rop M son médulos inyectivos pero no son todos proyectivos.

2.2. Algunas representaciones especiales.

Sea A una K-algebra basica de dimensién finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K, [ el ntimero de simples no isomorfos de A y M =
@?:1 M;, donde los M; son A-mddulos indescomponibles no isomorfos dos a
dos.

En esta seccién, para I' = End(, M), consideraremos los funtores

F

mod(A) &= mod(T'),
G

donde F' = Homa (M, —) y G = M ®p —, asi como los funtores

F
mod(A) = mod(I'?),
G
donde F = Homy(—, M) y G = Hompes(—, M).
Notemos que, por [CE] p. 120, tenemos que

G=M RQr — =~ DHOmpop(M, D—) ~ DHOmpop(M, —)D

Entonces, consideraremos el funtor H = Homper (M, —).

Nuestro objetivo en esta seccion es describir, dado un A-médulo X, las
representaciones asociadas a F(X) y F(X) como mdédulos sobre I' y TP,
respectivamente, y también dar una descripcion, para un I'P-médulo Y,
de las representaciones asociadas a H(Y) y G(Y) como médulos sobre A%
y A, respectivamente. Por tltimo, utilizando H y el isomorfismo G ~
DHomroe» (M, —) D, describiremos para un I'-médulo Z, la representacién aso-
ciada al A-médulo G(Z).

Sabemos que F'y G definen equivalencias inversas entre add(M ) y proj(I'),

y F y G dualidades inversas entre add(M) y proj(I'?). La siguiente proposi-
cion extiende este resultado y nos sera muy util en lo que sigue.
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Proposicién 2.2.1. Sean M' € add(M), X € mod(A) e Y € mod(I'P).
Entonces:

(a) Homp(F(xM"), F(X))  Homa (', X).
(b) Homp (G (re»M"), G(Y)) =~ Homror (Y, por M").
(¢) Hompes(F(, M), F(X)) ~ Homy (X, M),
(@) Homper(H (por M), H(Y)) = Hompos (ros M, Y).

Para probar 2.2.1 precisamos el siguiente resultado en el que se tiene la
hipétesis adicional de que el A-médulo X y el ['P-médulo Y estan generados
por M, en un caso, y estan cogenerados por M, en el otro.

En la demostracién de este lema utilizaremos la categoria C}, formada
por los médulos X que admiten una sucesién exacta My — X — 0 con
M, € add(M), y tal que la sucesién inducida F'(My) — F(X) — 0 es exacta,
v la categorfa definida dualmente, Cy™ (ver la Seccién 1.8 del Capitulo de
Preliminares).

Lema 2.2.2. Sean M’ € add(M), X € mod(A) e Y € mod(T'?).
(a) Si X € Gen(\ M), entonces Homp(F(yM'), F(X)) ~ Homy(,M’, X).

(b) Si’Y € Cogen(ror M), entonces Homy (G(rer M), G(Y)) =~

HOmFop (Y, FopM,).
(c) Si X € Cogen(, M), entonces Hompes (F(AM"), F(X)) ~ Homy (X, \M").
(d) SiY € Gen(rer M), entonces Hompor(H (ror M"), H(Y)) =~

HOmFop (FopM,, Y)
Demostracion. Sean M’ € add(M) y X € Gen(,M). Probemos que la
aplicacién Fyp x : Homp(M', X)) — Homp(F(M'), F(X)), inducida por F', es
un isomorfismo. Como Gen(y M) = C} | existe un epimorfismo f: M"™ — X
tal que F(f): F(M") — F(X) también es un epimorfismo. Como F(M’) es
[-proyectivo, dado w : F(M') — F(X) existe ¢ : F(M') — F(M") tal que
el siguiente diagrama conmuta

F(M')
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Pero M', M" € add(M) y sabemos que F' induce una equivalencia entre
add(M) y proj(I'). Luego, existe un morfismo g : M’ — M" tal que F(g) = .
Asi hemos probado que, dado w : F(M') — F(X) existe h = f o g tal que
F(h) = w, lo que demuestra que Fj x es epiyectiva. Veamos que es inyec-
tiva. Sea t : M" — X tal que Fiyy x(t) = 0: F(M') — F(X). Entonces la
aplicacion Homy (M*, M") — Homy (M?®, X) es nula para todo s € N. Como
M' € add(M), dado r existe M" € add(M) tal que M’ & M" ~ M". Sea
m: M"™ — M’ la proyecciéon canoénica. Luego, t o = 0 y, como 7 es un
epimorfismo, ¢t = 0. Esto completa la demostracién de (a).

A continuacién, probemos (b). Sea Y € Cogen(rer M) = Cy™ y mostremos
que la aplicacion Gy : Homy (Y, M’) — Homy (G(M'), G(Y)), inducida por
G, es un isomorfismo. Como Cogen(re» M) = CyM | existe un monomorfismo
f:Y — M tal que G(f) : G(M") — G(Y) es un epimorfismo. Por otra
parte, de oo M’ € add(M), sigue que G(M') es Endrer (M )-proyectivo. En-
tonces, dado w : G(M') — G(Y) existe ¢ : G(M') — G(M") tal que el
siguiente diagrama conmuta

G(M')

— - G(f) —

GM") —— G(Y).
Como oy M’ rop M™ € add(M) y el funtor Homre,(—, M) induce una equiva-
lencia entre add(por M) y proj(Endrer(M)), entonces existe un morfismo g :
ror M — rop M tal que G(g) = . Esto prueba que, dado w : G(M') — G(Y)
existe h = fog tal que G(h) = w. Luego, Gy es epiyectiva. Probemos aho-
ra que @ng es una aplicacién inyectiva. Sea t : Y — M’ tal que @M/,y(t) =
0: G(M') — G(Y). Entonces Homper(M', M*) — Homres (Y, M?) es la
aplicacion nula para todo s € N. Como en el caso anterior, al verificarse
que M’ € add(M), tenemos que dado r existe M” € add(M) tal que
M @ M" ~ M". Ahora consideramos la inclusién canénica ¢ : M’ — M".
Entonces, tot =0y, como ¢ es un monomorfismo, ¢ = 0, concluyendo asf la
demostracion de (b).

La prueba de (c) es andloga a la de (a), utilizando que Cogen(, M) = CyM

(ver Proposicién 1.8.2) y la de (d) es anéloga a la de (b), a partir del hecho
que Gen(ro M) = CH. O

Ahora si estamos en condiciones de dar la demostracién de la Proposicion
2.2.1, en la que usamos ciertas propiedades de la traza y el reject de un
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modulo, que han sido mencionadas en la Secciéon 1.7 de los Preliminares de
este trabajo.

Demostracion. (Proposicion 2.2.1.)
Sean X € mod(A), Y € mod(I'?) y M’ un A-médulo tal que M’ € add(M).
Por lo observado en 1.7.2 (a) se tiene que

try(X) € Gen(M) y que Y/Rejy, (Y) € Cogen(M);
y por 1.7.2 (b), sabemos que

Fltn(X)) ~ F(X) y que G(Y/Rejy (V) = G(Y).
Entonces, usando esto ultimo y el Lema 2.2.2 tenemos que

Homp(F(M'), F(X)) ~ Homp (F (M), F(trp(X))) ~
~ Homp (M’ trp; (X)) =~ Homy (M', X),

lo que prueba (a), y

Homy (G(M'),G(Y)) ~ Homx(G(M'), G(Y/Rejy, (Y))) =~
~ Homror (Y/Rejy, (Y), M) ~ Homror (Y, M'),

lo que termina la demostracién del inciso (b).
La prueba de (c) y (d) es andloga las anteriores utilizando que X/Rej,,(X) €
Cogen(M) en el primer caso, y que try(Y) € Gen(M) en el otro caso. [

2.2.1. La representaciéon de (Qr, Ir) asociada a
F(X) = Homy (M, X).

En la Observacién 2.1.6 describimos una presentacién (Qrop, Irer) de I'P.
En lo que sigue, consideraremos la presentacion dual (Qr,Ir) a la mis-
ma. Queremos describir la representacién de (Qr, Ir) asociada al I'-médulo
F(X) =Homy (M, X), para X € mod(A).

Sea S; el I'-mddulo simple correspondiente al moédulo proyectivo P, =
F(M;) y notemos por i al vértice de Qr asociado a Sj.

Sea (Vr(x), hr(x)) la representacién de (Qr, Ir) correspondiente a F'(X).
Sabemos que Vip(x)(i) = e;F(X). Pero
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eiF(X) ~ Homp(Te;, F(X)) ~ Homp (P, F(X)) =

= Homp(F(M;), F(X)) ~ Homy (M;, X),
donde el tltimo isomorfismo sigue de la Proposicién 2.2.1 (a). Por lo tanto,
VF(X)(I) ~ HomA(Mi, X)

Ademés, si € : r — s es una flecha de (Qr, It), sabemos que hp(x). :
erF(X) — esF(X) es la aplicacién inducida por la multiplicaciéon a izquierda
por €, esto es, hp(x)(t) = e.t para t € e, F'(X) ~ Homy(M,, X). Por otro
lado, por lo observado en 2.1.6, sabemos que existe un morfismo f. : My —
M, asociado a la flecha ¢, tal que ms.e = f.(ms) para todo ms; € My, vy a
partir del cual obtenemos la aplicacién

Homy (f., X) : Homy (M,, X) — Homy (M, X),

donde Homp(f:, X)(t) = t o f., para cada t € Homy(M,, X). Ahora bien,
para mg € M,

(to fo)(ms) = t(fe(ms)) = t(ms.e) = (e.t)(msy).

Luego, €.t = t o f. para todo t € Hom (M,, X), de donde hp(x). =
Homy (fe, X).

En consecuencia,
(Vrx), hix)) = (Homy (M;, X), Homy (f2, X))y,

donde n es el nimero de sumandos indescomponibles no isomorfos dos a dos
de M y e recorre el conjunto de flechas de Qr.

Ejemplo 2.2.3. Sea A el algebra considerada en el Ejemplo 2.1.10, esto es,
A es el algebra de caminos del carcaj

Qr: o—ro0—o.
1 2 3

Consideremos al A-moédulo M = @?:1 M;, donde M} =3, My =1y M3 =
En este caso, el dlgebra I' = End, (M) esta dada por el carcaj

W=

Qr: o+—o o
1 3 2

con la relacién e = 0. Ahora, dado A-mdédulo X = S;, queremos describir
la representacion de (Qr, Ir) asociada al I'-mdédulo

F(X) = Homy (M, X) = Homy(3® 1@ 3, 1).
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Segun lo demostrado anteriormente, la representacién asociada a F'(X) es

Homa (M, X) "22YY Hom, (My, X) "2 Homy (My, X),

donde f. : 3 — é es el morfismo asociado a la flecha ¢ del carcaj Qr y

fu: é — 1 el asociado a la flecha p.
Como

s Homy (M;, X) = Homy (3, 1) =0,
» Homy (M, X) =Homy(1, 1)~ Ky

= Homy (M5, X') = Homy (

W

, )~ K,

sélo nos resta calcular la aplicacion lineal Homy (f,, 1).
Sea 1 € Homy(1, 1) ~ K. Sabemos que Homa(f,,1)(1x) = 1k o f,.
Escribamos esta composicion de morfismos como sigue:

WMy K 5 K 1y K

S

My : K —— 0 — 0
I
WX K —— 0 — 0.

Esto es, 1 o f, = 1. Por lo tanto, la representacién de (Qr, Ir) asociada a
F(X) es
0+ K&K
Luego,
F(X)=Homy(3& 1@ 3, 1) = 3.

2.2.2. La representaciéon de (@), /) asociada a
G(Y) = Homre (Y, M).

Antes de describir la representacién de (Qy, I) asociada a G(Y), para un
I'P-médulo Y, recordemos lo siguiente. Como M = @, M; con los M; A-
modulos indescomponibles no isomorfos dos a dos, por el Teorema 2.1.8, sabe-
mos que M; = (M;(k), fo(k))"; es una representacion de (Qror, Iror) v que
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ror M =~ @2:1 ror M. Entonces, dado un I'’-médulo Y, queremos describir la
representacion (Vgyy, hignn) de (Qa, In) asociada a G(Y) = Hompe (Y, M)
como maédulo sobre A.

Notaremos por 7 al vértice de (Y5 correspondiente al A-modulo simple S;.
Sabemos que Vg y) (i) = e;G(Y). Probemos que ¢;G(Y) = Hompe (Y, M]).
Notemos que, como re» M| ~ e;M (ver Observacion 2.1.9), basta probar que
e;G(Y) = Homrer (Y, e;M).

Sea f € ¢;G(Y) = e;Homper(Y, M). Entonces f = e;g para algin I'-
morfismo g : Y — M, y paracaday € Y, f(y) = (e;9)(y) = e;g(y) € e;M.
Luego, Im(f) C e;M y esto implica que f € Homren (Y, e;M).

Por otra parte, sea f € Homrer (Y, e; M) C Homros (Y, M). Entonces, para
caday €V, (esf)(y) = 2 (y) = ex(esm) = em = e;m = (y), para algin
m € M. Luego, f = e;f € e;Homror (Y, M) = ¢;G(Y'). Asf hemos demostrado
que ¢;G(Y) = Homre (Y, e;M). Por lo tanto, Vaor (i) == Homre (Y, M).

Sea a : 7 — s una flecha de (Qy, In). Sabemos que, como ae,G(Y)) =
esaG(Y) C e,G(Y), la multiplicacién a izquierda por a induce por restriccién
una aplicacion K-lineal gy, : e,G(Y) = e,G(Y). Esto es, haw)alt) =
a.t = (a.)ot para todo t € ,G(Y) ~ Homre (Y, M). Esto es, haorye =
Homrer (Y, (o .)).

Finalmente,
(VE(Y)’ h@(y)) = (Homper (Y, M;), Homres (Y, ( -)))é:b

donde [ es el nimero de simples no isomorfos de A y « recorre el conjunto
de flechas de Q.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos nuevamente a A y M como en el Ejemplo
2.1.10. Esto es, A es el dlgebra de caminos del carcaj

: o B

A e A
y consideramos el A-médulo M = @?:1 M;, donde My = 3, My = 1y
M3 - é

Alli también hemos mostrado que el dlgebra I'? = End, (M) estd dada

por el carcaj

Qrov : ° = 0 LN o
con la relacién pe = 0. Ademds, roo M = @°_, rerMj, donde rop M| = 3,
I“opMé =3 y FopMé = %
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Consideremos ro»Y = 1, y hallemos la representaciéon de @, asociada al
A-médulo

G(Y) = Hompes (Y, M) = Homrer (5, 3 ©3® 34).
Por lo demostrado en 2.2.2, esta representacion es de la forma

) Hompﬂ/},(a ) ) Hompﬂ;’,(ﬁ S))

HOHlFop (Y, Top M{ HOHlFop (Y, Top Mé HOmFop (Y, Top Mé) .

Entonces calculemos:
» Homper (Y, rer M{) = Homrer(3, 3) =0,
» Homrop (Y, rer M3) = Hompen (5, 3) =0y
» Hompor (Y, rer M%) = Homren(3, 1) ~ K.
Luego, la representacién asociada a G(Y') es
0—0— K.

Por lo tanto, G(Y) = 3.

2.2.3. La representaciéon de (Qr«, Iror) asociada a
F(X) = Homy (X, M).

Mediante un procedimiento analogo al utilizado en 2.2.1 y usando (c) de
la Proposicién 2.2.1, se puede probar que para un A-moédulo X, la repre-
sentacién de (Qror, Iror) asociada a F'(X) = Homy (X, M) es:

(VEoo: hen) = (Homa (X, M;), Homa (X f2))iy,

donde n es el nimero de sumandos indescomponibles no isomorfos dos a dos
de M y ¢ recorre el conjunto de flechas de Qros.

[lustramos este caso con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.5. Sean A y yM como en el Ejemplo 2.1.10. Esto es,

Qr: O —>0— o0,
1 2 3
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yM:@?:lM@', donde Mlz.?), M2:1yM3: é

Ya hemos visto que ['? = End, (M) esta dada por el carcaj

£ p
Qro»: o —>0—o0
1 3 2

con la relacién pe = 0. Sea ,X = S3, y hallemos la representaciéon de
(Qrov, Iter) asociada a

F(X) = Homy (X, M) = Hom, (3, 3® 1@ 3).

Sabemos que la representacién asociada a F/(X) es

Homa (X, M) "8 Homy (X, M) "% Hom, (X, My),

donde f. : 3 — é es el morfismo asociado a la flecha ¢ del carcaj Qror y

fu: é — 1 el asociado a la flecha pu.
Como

» Homp (X, M;) = Homy (3, 3) ~ K,
» Homy (X, M) =Homya(3, 1) =0 y
« Homy (X, My) = Homy (3, 2) ~ K,

s6lo nos resta calcular la aplicacién lineal Homy (3, f.).
Sea 1x € Hom, (3, 3) ~ K. Sabemos que Homx (3, f:)(1x) = f. o 1. Esto
es:

AX 0 > 0 > K
[ A
AM; 0 > 0 y K
[ A
WMy K — K 15 K

Luego, f. o 1x = 1k y, entonces la representacion de (Qror, Iror) asociada a
F(X)es
K5 K—0.

Por lo tanto,
F(X) = Homy(3, 30 1@ 3) =}
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2.2.4. La representaciéon de (Qy«, [yr) asociada a
H(Y) = Hompe (M, Y).

Por tltimo, dado un I'’-mddulo Y, queremos describir la representacion
(Vi) hireyy) de (Qaor, Ipor) asociada al A’-médulo H(Y') = Homper (M, Y).
Para ello, como en 2.2.2; tenemos en cuenta lo demostrado en el Teorema
2.1.8.

Observemos que, si notamos por ¢ al vértice de ()5 correspondiente al
A-médulo simple S;, tenemos que Vi y)(i) = H(Y )e;. Queremos probar que
H(Y)e; = Homrop (ro» M, Y'). Pero, por lo observado en 2.1.9, pop M} ~ ;M.
Entonces basta probar que H(Y)e; = Hompor(e;M,Y).

Sabemos que

l
H(Y) = HOHlFop (M, Y) ~ HOHlFop (@ Fole;, Y) ~

k=1

l l
@D Hompor (ror M, Y) ~ @D Homper (e, M, Y).
k=1 k=1

Luego, es claro que
!
H(Y)e; = Hompen (M, Y)e; ~ @) Hompon (e, M, Y )e; ~ Hompon (e;M,Y).
k=1

Por lo tanto, VH(y) (Z) = HOHlFop (FopMZ-/, Y)

Sea o : r — s una flecha del carcaj (5. Entonces, la multiplicacion
a derecha por « induce por restriccion una aplicacion K-lineal hpyyq :
H(Y)es — H(Y)e,. Esto es, hyyya(t) = t.a = to (. ) para todo t €
H(Y)es ~ Homrpor (por M, Y'). Esto es, hp(yya = Hompen((. @), Y).

Por lo tanto,

(VH(Y)> hH(Y)) - (HomFOP (FOPMi,’ Y)’ HomFOP((' a)? Y))i‘:l?

donde [ es el niimero de simples no isomorfos de A y « recorre el conjunto
de flechas de Q4.

Ejemplo 2.2.6. Continuamos trabajando con el Ejemplo 2.1.10. Esto es, A
es el algebra de caminos del carcaj

a B
Qr: O —>0— 0,
1 2 3
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y consideramos el A-moédulo M = @;3:1 M;, donde M; = 3, My = 1y
M; = é . Ya hemos mencionado que el dlgebra ['? = End, (M) estd dada por

el carcaj

£ o
Qro»: 0o —»0 — o0,
1 3 2

., 3
con la relacién pe = 0, y que reo M = @,_; reeM;, donde rep M| = 3,

I“opMé =3 y FopMé = é
Consideremos ahora rop Y = 1. Queremos hallar la representacién de Q pop
asociada al A°’-médulo

H(Y) = HOmpop(M, Y) = Hompop (% @ 3 @ é, é)
Sabemos que la misma es

Hom(ror M., V) ") Hom(pon M2, Y) ") Hom(pon M2, V).

Primero obtenemos:
» Homprop(rer M7, Y) = Homper (3, 3) ~ K,
» Hompop(per M3, Y) = Homrer (3, 1) ~ K y
» Hompop(ror M3, Y) = Hompes (5, 3) ~ K.

Sea 1x € Homper(por M5, Y) ~ K y calculemos Homprer((. @),Y)(1g) =
lx o (. a). Para ello consideramos el siguiente diagrama:

! /
Tor Ml Top MQ FOPY

O — 0 — K
| | !
K — K — K
! | |
K — 0 — 0.

Luego, 1x o (. @) = 1k, de donde Homrer((. «),Y) = 1. Andlogamente
se puede probar que Homror((. £),Y) = 1. Por lo tanto, la representacién
asociada al A°?-médulo H(Y) es

K& K< K.

Luego, H(Y) =

=W
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2.2.5. La representacién de (), /) asociada a G(Z) =
M ®r Z.

Como mencionamos al principio de esta seccion, para el funtor
G =M ®r — : mod(I') — mod(A),

consideramos G = M ®@r — ~ DHD, donde H = Homper (M, —).
Por otro lado, en 2.2.4 probamos que dado un I'’-modulo Y, la repre-
sentacién de (Qper, [por) asociada al A’-médulo H(Y') es

(VH(Y)a hH(Y)) = (Homper (re» M, Y"), Hompon ((. @), Y))i:l?

donde [ es el nimero de simples no isomorfos de A y « recorre el conjunto
de flechas de Q4.
Por lo tanto, dado un I'-médulo Z, la representacién de (@4, 1) asociada
al A-médulo G(Z) ~ (DHD)(Z) es
(Va(2), haz)) = (DHomro (rep M, DZ), DHomrer ((. @), DZ))\_; =
= (FopMZ-/ ®r Z, (. o) @r Z)lizl,

donde [ es el niimero de simples no isomorfos de A y « recorre el conjunto
de flechas de Q4.

Observaciéon 2.2.7. En los ejemplos resulta mas facil trabajar con el funtor
H y luego usar que G ~ DHD.
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Capitulo 3

Categoria Céw y modulos
C-filtrados.

Sea M un A-médulo. Las categorfas CM, cuya definicién recordamos en
la primera seccién de este capitulo, fueron introducidas por M. 1. Platzeck
y N. Pratti en [PP1], donde se interesaron en particular en el caso en que
CM = CM. Aqui aplicamos estas ideas en un contexto diferente.

La primer seccion de este capitulo estda dedicada al estudio de la cate-
goria CM. Mostramos que los médulos en esta categoria tienen interesantes
propiedades homoldgicas. En la segunda seccion, dada una clase C de objetos
en mod(A), estudiamos propiedades de la categoria F(C) de mddulos filtra-
dos por C en el caso que F(C) C CM.

En la Seccién 3 aplicamos estos resultados a la categoria de médulos fil-
trados por un sistema estratificante dando una nueva prueba (ver Teorema
3.3.4) de hechos ya demostrados en [ES] y en [MMS2], ya que dicha categoria
estd contenida en C’QQ, para un apropiado Q).

Maés adelante, en el Capitulo 4, probaremos que para la categoria de
los médulos filtrados por un sistema coestratificante propio también existe
cierto modulo @) tal que esta categoria estd contenida en 02Q . Esto nos permi-
tird aplicar los resultados de la Seccién 2 también en este caso (ver Teorema
4.2.3).

Otros ejemplos de categorias contenidas en C2 son los médulos de torsién
de un modulo inclinante M. Esto da un nuevo enfoque para probar resultados
muy conocidos en teoria inclinante ([PP1], [PP2]).

79



Capitulo 3. Categorfa C} y médulos C-filtrados.

3.1. La categoria CJ’.

Sea A una R-algebra de artin. Para cada M € mod(A), consideramos el
algebra I' = Endy (M) y los funtores

mod(A) N mod(I") N mod(A),

donde F' = Homy (A Mr,—) y G = AMr ®p —. Siguiendo la definicién dada
por M. I. Platzeck y N. I. Pratti en la Seccién 2 de [PP1], para n > 0 notamos
por CM ala subcategorfa llena de mod(A) formada por los A-médulos X que
admiten una sucesion exacta en mod(A)

M, — M, 1 —..— M —My—X —0
con M; € add(M), y tal que la sucesién inducida
F(M,) = F(M,—1) — ... = F(M;) - F(My) - F(X) —0
es exacta en mod(T).

A continuacién recordamos un resultado muy 1til debido a M. Auslander
en [A].

Teorema 3.1.1. Sean M € mod(A), I' = Enda(M)? y F' = Homy (M, —) :
mod(A) — mod(I"), Entonces:

(a) La restriccion Flem : CY — mod(T') es fiel y llena.

(b) F:Homy(Z, X)— Homp(F(Z), F (X)) es un isomorfismo en mod(R),
para todo Z € add(M), X € mod(A).

(¢) La restriccion F|aaon : add(M) — proj(I') es una equivalencia de
R-categorias.

Observacion 3.1.2. Como consecuencia del Teorema 3.1.1 (b) y la exactitud
a izquierda de F', tenemos que si X € O entonces existe una sucesién exacta
en mod(A)

00— K — My — X —0,

con My € add(M) y K € CM, tal que la sucesion
0— F(K)— F(My) = F(X)—0
es exacta en mod(I).
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El siguiente resultado, probado en [PP1], serd muy util en lo que sigue.
Aqui € : GF — 1 es la co-unidad de la adjuncién n : Homy(G—, —) —
Homp(—, F'—), esto es, ex = (1px)) : GF(X) — X.

Proposicién 3.1.3. Sean M € mod(A), I' = Endy (M), F' = Homy (M, —) :
mod(A) — mod(I') y G = M @ — : mod(I') — mod(A). Entonces

CM C{X € mod(A) tal que ex : GF(X) — X es un isomorfismo }.

Demostracién. Ver [PP1, Proposicién 2.2]. O

Las siguientes proposiciones muestran que los médulos en C tienen in-
teresantes propiedades homoldgicas.

Proposicién 3.1.4. Sean M € mod(A), I' = Endy (M), F' = Homy (M, —) :
mod(A) — mod(I") e Y C CM tales que M € Y. Entonces, para todo
X eCM Y €Y, la aplicacion inducida por F

pxy : Exti(X,Y) = Extp(F(X), F(Y))
es un isomorfismo de R-maodulos.

Demostracion. Sea X € Cé” e Y € ). Por la Observacion 3.1.2 existe una
sucesion exacta
e:0—- K — My— X —0,

con K € CMy M, € add(M), tal que la sucesién
F(e):0—= F(K) — F(My) — F(X) =0

es exacta en mdd (I'). Como My € add(M) y M € 1), tenemos que
Ext) (Mo, Y) = 0 = Extf(F(My), F(Y)) ya que F(M,) € proj(I') (ver Teo-
rema 3.1.1 (c)). Entonces, aplicando Homa(—,Y) a ¢, y Homp(—, F(Y)) a
F(e), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

Homp (Mg, Y) ——— Homp(K,Y) ——— Ext}(X,Y) ———— = 0

- - =

Homp (F(Mp), F(Y)) — Homp(F(K), F(Y)) — Ext:(F(X), F(Y)) ———> 0.

Por el Teorema 3.1.1, resulta que las dos primeras flechas verticales son iso-
morfismos. Por lo tanto px y es un isomorfismo. O
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Proposiciéon 3.1.5. Sean M € mod(A), I = End (M) y F' = Homy (M, —) :
mod(A) — mod(I"). Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(a) F(C) C Ker Tor} (M, —).

(b) Sic:0— F(X)—=Y' — F(Z)— 0 es exacta en mod(I"), con X, Z €
CM | entonces existe una sucesion exactan:0— X =Y — Z — 0 en
mod(A) tal que € >~ F(n).

Demostracion. Consideremos el funtor G = M ®@r — : mod(I') — mod(A).

(a) Sea X € CM. Por la Observacién 3.1.2 existe una sucesién exacta en
mod(A)
pw:0—= K —= My — X =0,

con K € CM y My € add(M), tal que la sucesién
F(p):0—= F(K)— F(My) - F(X)—0

es exacta en mod(I'"). Aplicando el funtor G a F'(u), y como F(M,) € proj(I'),
obtenemos diagrama conmutativo y exacto

0 —= Torl(M,F(X)) ~ GF(K) — GF(M;) — GF(X) 0
\LEK \LEJMO \LEX
0 K MO X 0 9

donde las flechas verticales son isomorfismos ya que K, My, X € CM (ver
3.1.3). De este modo, Tor} (M, F(X)) = 0.

(b) Sea e : 0 = F(X) - Y' % F(Z) = 0 exacta en mod(I'), con
X,7Z € CM. Aplicando G a ¢, obtenemos la sucesién exacta

Tor} (M, F(Z)) — GF(X) = G(Y') = GF(Z) — 0.

Como CM C CM| de la dltima sucesién y (a), resulta el siguiente diagrama
conmutativo y exacto

G(e): 0 - GF(X) — G(Y') — GF(Z) ——= 0

- -

n:0 X G(Y") 7 0.

A continuacién mostramos que 7 es la sucesion buscada, donde Y = G(Y”).
En efecto, aplicando el funtor exacto a izquierda F' a G(e), obtenemos el
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diagrama conmutativo y exacto que sigue

0

0 —— FGF(X) — FGY") Y rar(2).

De la igualdad g = F'G(g)h y el hecho de que 6 es un isomorfismo, sigue que
FG(g) es un epimorfismo. Por lo tanto h es un isomorfismo, y esto prueba
que ¢ ~ F(n). O

Para un funtor ' : A — By una clase de objetos X en A, sea F(X) =
{Z e B:Z~F(X) para algin X € X'}.

Corolario 3.1.6. Sean M € mod(A), I' = Enda (M), F' = Homuy (M, —) :
mod(A) — mod(T") y X C C. Si X es cerrada por extensiones, entonces
F(X) también lo es.

Demostracion. La demostracion sigue inmediatamente de la Proposiciéon
3.1.5 (b). O

3.2. Relacién entre la categoria C2! y los médu-
los C-filtrados.

Sean A un algebra y C una clase de objetos en mod(A). Como ya lo
hemos mencionado en los Preliminares de esta tesis, notamos por F(C) a
la clase de los A-mdédulos que tienen una C-filtracion, esto es, una filtracion
0=My<C M C---C M, =M de submédulos con factores M, q/M;
isomorfos a un médulo en C para todo i. Entonces F(C) es la menor clase en
mod(A) que es cerrada por extensiones y contiene a C. Ademds, es inmediato
ver que 11C = 11 F(C). Por otra parte observemos que las sucesiones exactas
en F(C) son las sucesiones exactas de A-médulos con objetos en F(C).

Los siguientes lemas nos seran muy ttiles en lo que sigue.
Lema 3.2.1. Sean M € mod(A), I' = Endy(M)?, F = Homy (M, —) :
mod(A) = mod(I") y C € mod(A). Si la restriccion F|rcy : F(C) = mod(T")
es un funtor ezxacto y F(C) C CM, entonces F(F(C)) = F(F(C)).
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Demostracion. Como la restriccion F|zc) : F(C) — mod(I') es un funtor
exacto, sabemos que F'(F(C)) C F(F(C)). Por otro lado, la condicién F(C) C
CM y el Corolario 3.1.6 nos permiten probar la otra inclusién. O

Recordemos que una clase X' de objetos en mod(A) es resolvente si es
cerrada por extensiones y por ntcleos de epimorfismos, y proj(A) C X (ver

[AR]).

Lema 3.2.2. Si X es una subcategoria resolvente de mod(A), entonces
proj(A) = x Nt x.

Demostracion. Asumamos que X es resolvente. Es claro que proj(A) C AN
L1x. Para completar la demostracién sélo nos resta probar la otra inclusién.
Sea X € X N1 X, v consideremos la sucesién exacta

e:0>K—=PF(X)-»X—=0

en mod(A), donde Fy(X) es la cdpsula proyectiva de X. Como X es resol-
vente, concluimos que K € X, y por lo tanto ¢ se parte, ya que X € H'X,
Luego X € proj(A). O

Lema 3.2.3. Sean € y ® categorias, y F' : € - D y G : © — & funtores
adjuntos. Sean A y B subcategorias llenas de € y D respectivamente, cerradas
por isomorfismos y tales que la restriccion Fly : A — B es una equivalencia
de categorias. Si €4 : GF(A) — A es un isomorfismo para todo A € 2,
entonces la restriccion G|y : B — A es una quasi-inversa de Fy.

Demostracion. Sea B € 8. Primero, probemos que G(B) € 2. En efecto,
como B € By F|y es denso, existe un isomorfismo p : B — F(A) en B para
algin A € 2. De este modo G(B) ~ GF(A) ~ Ay por lo tanto G(B) € .

Ahora denotemos por p : 1 — FG a la unidad de la adjuncion 7 :
Homy (G—, —) — Homp(—, F'—), esto es, uy = n(lgy)) 1 Y = FG(Y). A
continuacion vamos a probar que la transformacioén natural ug : B — FG(B)
es un isomorfismo para todo B € ‘B. Para ello, consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

B 2~ FG(B)
P\LZ FG(p)lz
F(A) o FGE(A) = F(A).
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Observemos que F(e4) es un isomorfismo ya que €4 lo es. De esta tltima
afirmacién y del hecho de que F(ea)ppa)y = lpa), podemos concluir que

[LF(4) es un isomorfismo. Luego pp es un isomorfismo y esto prueba el lema.
O

Sabemos que los funtores F' = Homp (M, —) : mod(A) — mod(I') y G =
M®pr— : mod(I') — mod(A) son adjuntos. Si F' induce una equivalencia entre
dos subcategorfas 2 y B de mod(A) y mod(I") respectivamente, entonces el
lema anterior da una condicién suficiente para que la quasi-inversa de esta
equivalencia sea la restriccion de G a *B.

Ahora estamos en condiciones de probar el principal resultado de esta
seccion, formulado en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Sean C una clase de objetos en mod(A), M € *'C, I =
Endy(M)®?, F = Homy(M,—) : mod(A) — mod(I') y G = M ®p — :
mod(T") — mod(A). Si F(C) C CM, entonces valen las siguientes afirma-
ciones.

(a) Flrey: F(C) = F(F(C)) es una equivalencia evacta de categorias con
quasi-inversa G| rp(cy) : F(F(C)) — F(C).

(b) Siadd(M) C F(C) y F(F(C)) es cerrada por nicleos de epimorfismos,
entonces F(F(C)) es resolvente y add(M) = F(C) N+ F(C).

Demostracion. Sea F(C) € CH y recordemos que +1C = 1 F(C).

(a) Por el Teorema 3.1.1 (a), sabemos que F|zc) : F(C) — F(F(C)) es
una equivalencia de categorfas. Ademds, como M € +1F(C), tenemos que
F|re) es exacto. Entonces, por el Lema 3.2.1, obtenemos que F(F(C)) =
F(F(C)) y esto prueba la primera afirmacién en (a). El resto de la de-
mostracién de (a) sigue inmediatamente de la Proposicién 3.1.3 y el Lema
3.2.3.

(b) Sea add(M) C F(C) y sea F(F(C)) cerrada por nicleos de epimor-
fismos. Por el Teorema 3.1.1 (c), sabemos que F|aqacar) @ add(M) — proj(T’)
es una equivalencia de donde sigue que proj(I') C F(F(C)). Como ademds
F(F(C)) es cerrada por extensiones, se tiene que F(F(C)) es resolvente.
Luego, por el Lema 3.2.2, proj(I') = F(F(C)) N+ F(F(C)).

Las hipétesis implican que add(M) C F(C)N* F(C). Sea A € F(C)N' F(C).
Entonces F(A) € F(F(C)) y, como F(F(C)) es resolvente, existe una suce-
sién exacta en F(F(C))

e:02'-P—=FA) —0
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con P € proj(I'). Por (a), tenemos que Z’' ~ F(Z) para algin Z € F(C). Por
lo tanto, por la Proposicién 3.1.5 (b), existe una sucesion exacta en F(C)

n:0—->2—-0Q—>A—0

tal que F'(n) ~ . Como A € ll.7:(C), 7 se parte, y entonces £ también. Luego
F(A) € proj(I') = F(add(M)). En consecuencia, A € add(M).
]

3.3. Aplicacién a los sistemas estratificantes
Ext-proyectivos.

Los resultados de la seccion anterior pueden ser aplicados al estudio de los
sistemas coestratificantes propios, los cuales seran introducidos en el Capitulo
4 de este trabajo.

A continuacién, mostramos que éstos pueden también ser utilizados para
obtener, de manera unificada, resultados conocidos acerca de los sistemas
estratificantes Ext-proyectivos. A tal fin, comenzamos con dos lemas. El
primero de ellos establece un resultado probado en [MMS2], el cual es fun-
damental para nuestras consideraciones, y el segundo es un 1til lema técni-
co. Para empezar, recordamos la definicion de sistema estratificante Ext-
proyectivo, ya mencionada en la Secciéon 1.11 del Capitulo Preliminares de
esta tesis.

Definicién 3.3.1. (ver [MMS2]) Sea A una R-dlgebra de artin. Un sistema
estratificante Ext-proyectivo (0,0, <) de talla t en mod(A), consiste
de dos familias de A-mddulos © = {O()}Y_, v Q = {Q(i)}._,, con Q(i)
indescomponible para todo i, y un orden lineal < sobre el conjunto [1,1],
satisfaciendo las siguientes condiciones.

(a) Homy (©(i),0(5)) =0 sii > j.
(b) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta

g0 — K(i) — Qi) 25 0(i) — 0,

con K(i) € F({O(j) : j > i}).

(c) @ €10, esto es, Exty(Q(i), —)|o = 0 para cada i € [1,1].
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Lema 3.3.2. Sea (0, Q, <) un sistema estratificante Ext-proyectivo en
mod(A) de talla t. Entonces, para cada M € F({O(j) : j > i}), existe una
sucesion exacta en F(O)

0—=N—=Qy(M)—M-—0

tal que Qo(M) € add(B,-, Q) y N € F{O()) : j > i}). Mds ain, para
Q=a®"_,Q>), F(O) C CY para todo m > 0.

Demostracion. La primera parte de la demostracién del lema se puede ver
en la Proposicién 2.10 de [MMS2]. Probemos ahora la tltima afirmacién del
mismo. Sea M € F(©). Si aplicamos el funtor F' = Hom, (@), —) a la sucesién
exacta

0—=N— Qo(M)— M-—0,

donde Qo(M) € add(Q) y N € F(O), obtenemos la siguiente sucesién exacta
0— F(N) = F(Qo(M)) = F(M)—0

usando (c) de la Definicién 3.3.1. Esto prueba que si M € F(O), entonces
M e C((j? . El proceso se reitera aplicando lo demostrado al médulo N € F(O).
O

Para el siguiente lema, consideramos un conjunto {My,..., M,} de A-
moédulos indescomponibles no isomorfos dos a dos, M = &, M;, I' =
Enda(M)P y F' = Homy (M, —) : mod(A) — mod(I"). Entonces F(M;) es
un T-mdédulo proyectivo para todo 1 < i < n, y para X € CM existe una
sucesion exacta

M'—- M — X =0

tal que
F(M"y = F(M") — F(X)—=0

es una presentacion proyectiva de F'(X). En el resultado que sigue estudiare-
mos esta presentacion proyectiva en el caso particular en que M’ = M.

Lema 3.3.3. Sean J C [1,t], X #0 y
MM X 0

una sucesion exacta en mod(A), con M" € add(®jesM;), tal que la sucesion
inducida

oy 2 povy 28 px) = o

es exacta en mod(I"). Entonces valen las siguientes afirmaciones.
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(a) Im(F'(a)) C trg, ,ror,) (tad F(M;)).
(b) Si Homy (M;, X) =0 para todo j € J, entonces

Im(F(a)) = tre,., rar (FOM)).

Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa del Teorema
3.1.1. En efecto:

(a) Por hipétesis X # 0 y B es un epimorfismo, luego F(8) # 0 ya
que F' es un funtor fiel. Ademds como F(M;) es un I'-médulo proyecti-
vo indescomponible, se tiene que F(f) es una cépsula proyectiva. Luego
Im(F(«)) C rad F((M;), lo que prueba (a) ya que M” € add(®;ec;M;).

(b) Por (a), es suficiente probar la inclusién

tre,., rary (F(M)) € Im(F(a)).

Sea 0§ € Homp(F(M,), F'(M;)) para algin j € J. Entonces F(/5)0 €
Homp(F(M;), F(X)), que es cero por el Teorema 3.1.1 (b). Luego Im(¢) C
Im(F(«)), probando el resultado. O

Ahora estamos en condiciones de presentar una prueba diferente del si-
guiente resultado ya conocido (ver [ES], [MMS2]; ver también [W] por re-
sultados relacionados al tema), que relaciona a los médulos filtrados por los
©(i) de un sistema estratificante, con los moédulos filtrados por los médu-
los estandar A(i) de un dlgebra estédndarmente estratificada (ver Definicién
1.9.1).

Teorema 3.3.4. Sean (0,Q, <) un sistema estratificante Ext-proyectivo de
talla t en mod(A), Q@ = ®L_,Q(i), I' = Endx(Q)?, F = Homx(Q, —) :
mod(A) - mod(I") y G = Q ®r — : mod(I') — mod(A). Entonces, valen las
siguientes afirmaciones.

(a) La familia r P = {F(Q(3)) : i € [1,t]} es un conjunto de representantes
de los I'-modulos proyectivos indescomponibles. En particular ' es un
dlgebra basica y vk Ko(I') = t.

(b) (I',<) es un dlgebra estindarmente estratificada, esto es, proj(I") C
F(rA).

(¢) La restriccion F|re) : F(©) = F(rA) es una equivalencia exacta de
categorias y G|riay : F(rA) — F(O) es una quasi-inversa de F|re).
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(d) F(O(i)) =~ rA(i), para todo i € [1,1].
(e) add(Q) = F(©) N F(O).

Demostracion. (a) sigue del hecho que @ = {Q(4)}!_; es una familia de A-
moédulos indescomponibles no isomorfos dos a dos (ver [ARS, II Proposicién
2.1]).

Por otro lado, por el Lema 3.3.2 sabemos que F(©) C C’QQ, entonces las
hipétesis del Teorema 3.2.4 son satisfechas por C =0 y M = ). Ademas, el
mismo lema implica, para cada i € [1,1], la existencia de una presentacién

Q' % Qi) 5 o(i) = 0
con () € add(€D;.,; Q(j)) tal que la sucesién inducida

Floy) F(8)

F(Q) — F(Qi)) — F(6(i)) — 0
es exacta en mod(I'). Como Homy (Q(j),
[MMS2, Lema 2.6 (b)]), concluimos de (b)

Im(F () = tre,., ru) F(Q1)).

Pero, de acuerdo con (a), los I'-mdédulos estandar son los factores rA(i) =
F(Q(0))/tre,..rau F(Q(). Por To tanto 1AG) = F(Q(2))/Im (Flay) ~
F(©(i)) para todo i € [1,t]. Los items (c) y (d) siguen ahora del Teorema
3.2.4 (a).

Por otro lado, como add(Q) C F(O) y F(F(©)) = F(rA) es cerrada por
nticleos de epimorfismos (ver [DR], [Xi]), podemos aplicar el Teorema 3.2.4
y obtener que (b) y (e) valen. O

©(i)) = 0 para todo j > i (ver
del Lema 3.3.3 que
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Capitulo 4

Sistemas coestratificantes
propios.

C. Ringel definié en [R] a los médulos estandar sobre algebras de artin
con el objetivo de estudiar a las algebras quasi-hereditarias. Recordemos que,
si P(1),..., P(l) es una sucesién ordenada de médulos proyectivos indescom-
ponibles no isomorfos dos a dos sobre un algebra de artin A, entonces yA(7)
es el mayor médulo cociente de P(i) con factores de composicién sélo entre
S(1),...,5(i), donde S(j) es el top simple de P(j).

En el trabajo mencionado arriba, Ringel también estudié las propiedades
homoldgicas de la categoria F(,A) de los médulos que son filtrados por los
modulos estandar. Tiempo después, Cline, Parshall y Scott introdujeron en
[CPS] la clase de las dlgebras estdndarmente estratificadas, esto es, A es
estandarmente estratificada si todos los A-moédulos proyectivos pertenecen a
F(aA) (ver Seccién 1.10 del Capitulo de Preliminares).

En [ES] K. Erdmann y C. Sdenz extendieron la nocién de médulos estandar
y definieron a los sistemas estratificantes con respecto a un conjunto ordena-
do lineal finito. Probaron que, para un sistema estratificante O, la categoria
de los modulos filtrados por © es equivalente a la categoria de los médulos fil-
trados por los médulos estandar sobre un algebra estdndarmente estratificada
apropiada. O. Mendoza, C. Sdenz y C. C. Xi hicieron lo mismo en [MSXi]
para sistemas estratificantes definidos sobre un conjunto pre-ordenado finito.

A diferencia de lo que ocurre con las algebras quasi-hereditarias, el hecho
de que A sea un &lgebra estdndarmente estratificada no implica que AP
también lo sea. Sin embargo, V. Dlab introdujo en [D1] una nueva clase de
modulos, los médulos propios estandar (ver Seccién 1.9), con la propiedad
que A es un algebra estandarmente estratificada, esto es, A esta filtrada por
los médulos estandar, si y solo si AP esta filtrada por los médulos propios
estandar. Esto motivé el estudio de la categoria de los modulos filtrados por
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los médulos propios estandar (ver [AHLU], [L]).

En la primera seccion de este capitulo definimos la nocién de sistema coes-
tratificante propio, generalizando a los llamados médulos propios coestandar,
e ilustramos este nuevo concepto con varios ejemplos.

Sea M € mod(A). Comenzamos la Seccién 2 mostrando cémo se apli-
can resultados sobre la categorfa O demostrados en el Capitulo 3 de esta
tesis. Probamos que, como en el caso de los sistemas estratificantes, también
para los sistemas coestratificantes propios existe un A-moédulo M tal que la
categoria de los modulos filtrados por el sistema coestratificante propio W
estd contenida en C37 (Proposicién 4.2.1). Esto nos permitird utilizar el Teo-
rema 3.2.4 del capitulo anterior para comparar los modulos filtrados por ¥
en mod(A) con aquéllos filtrados por Homy (M, ) en mod(Endy (M)°), que
coincide precisamente con los médulos propios estandar de End, (M), Uno
de los hechos que demostramos como consecuencia del mismo, es que la ca-
tegoria de los modulos filtrados por un sistema coestratificante propio es dual
a la categoria de los modulos filtrados por los modulos propios coestandar
sobre cierta algebra estandarmente estratificada.

Por 1ltimo, caracterizamos la situaciéon en el caso en el que el sistema
coestratificante propio estd formado por los modulos estandar de un algebra
estandarmente estratificada. Probamos que esto ocurre, por ejemplo, si y so-
lamente si la categoria de los médulos filtrados por el sistema coestratificante
propio es coresolvente.

4.1. Definicién de sistema coestratificante pro-
pio.
En esta seccion introducimos la nocién de sistema coestratificante propio

(¥, Q, <) e ilustramos con algunos ejemplos. También mostramos que las
nociones de W-longitud y W-multiplicidad estan bien definidas.

Definicién 4.1.1. Sea A una R-dlgebra de artin. Un sistema coestratifi-
cante propio (V,Q, <) de talla t en mod(A), consiste de dos familias de
A-mddulos ¥ = {V(i)}_; v Q = {Q(i)}'_;, con Q(i) indescomponible para

todo i, y un orden lineal < sobre el conjunto [1,t], satisfaciendo las siguientes
condiciones:

(a) Endy(V(7)) es un anillo con division para todo i € [1,t].
(b) Homp (¥ (i), ¥ (j)) =0 sit < j.
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4.1. Definicion de sistema coestratificante propio.

(¢) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta

e 0 — Z(i) — Qi) 25 w(i) — 0,

con 2(i) € F(LW(j) : j < i}).
(d) Q C 1, esto es, Ext} (Q(i), —)|w = 0 para cada i € [1,1].
Notaremos por Q al A-mddulo @'_, Q(3).
La nocién de sistema estratificante propio se define dualmente.

Observacién 4.1.2. Sean A una R-algebra de artin y (¥, Q, <) un sistema
coestratificante propio de talla t en mod(A). Entonces:

(a) Para cada i € [1,t], la aplicacion f3; : Qi) — ¥(i) es una add(Q)-
aproximacién minimal a derecha de W(7). En efecto, esto sigue del hecho
de que Q(i) es indescomponible y Q C 110 = L1 F ().

(b) Sea (¥, Q’, <) otro sistema coestratificante propio de talla ¢ en mod(A).
Si W(i) ~ W'(:) para todo i € [1,t], entonces existe un diagrama con-
mutativo y exacto en F(W¥)

0 —— Z(i) — Qi) — ¥(i) ——= 0

],

0 —— 2(i) — Qi) ~> V(i) — 0,

donde las flechas verticales son isomorfismos. Esta afirmacién sigue de

(a), ya que F(¥) = F(V').

Ejemplo 4.1.3. Sea (0,Q, <) un sistema estratificante Ext-proyectivo de
talla t en mod(A) (ver Definicién 1.11.4 en el Capitulo Preliminares). Si
End,(©(7)) es un anillo con divisién para todo i € [1,t], entonces (¥ =
0,Q = @, <) es un sistema coestratificante propio de talla ¢.

Notemos que, cuando (¥, Q, <) es un sistema coestratificante propio, no
siempre (¥, Q, <) es un sistema estratificante Ext-proyectivo pues puede
ocurrir que en la filtracién del nicleo de la sucesién ¢; aparezca ¥(i) como
factor de composicién (ver Ejemplo 4.1.7).

93
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Ejemplo 4.1.4. Sea (¥, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A). Para i € [1,t], consideremos las familias de A-mdédulos ¥; =
{U() : 1<i}yQ,={Q) : j <i}. Entonces, (¥V;, Q;, <) es un sistema
coestratificante propio en mod(A), de talla menor o igual que t.

Ejemplo 4.1.5. Sean (A, <) un édlgebra estandarmente estratificada y 7' =
@._, T(i) el médulo inclinante caracteristico asociado (ver Seccién 1.10 del
Capitulo de Preliminares). Consideremos Q = {T'(1),--- ,T(I)} y ¥ = ,V
los modulos propios coestandar.

Por definicién de médulo propio coestandar, End, (,V (7)) ~ K para todo
i. Ademas, (c) de la Proposicién 1.9.2 nos dice que el conjunto ,V verifica la
condicién sobre el Hom en la definicién de sistema coestratificante propio, y
por (a) de la Proposicién 1.10.3 sabemos que para cada 1 < ¢ <[ existe una
sucesion exacta

0— X(i) = T(i) = V(i) —=0

con X (i) € F({V(1),...,V(i)}). Por otro lado, por el Teorema 2.1 en [AHLU],
T verifica que F(,V) = T+, por lo que se cumple la condicién (d) de la
Definicién 5.1.1. Asi, tenemos que (¥, Q, <) es un sistema coestratificante
propio de talla [ en mod(A).

Decimos que (,V, {T'(i)}._,, <) es el sistema coestratificante propio

candnico asociado al dlgebra estandarmente estratificada (A, <).

Ejemplo 4.1.6. El siguiente es un ejemplo de un sistema coestratificante
propio (¥, Q, <) tal que ¥ # ,V y (A, <) es un algebra estandarmente
estratificada. Sea A el dlgebra de caminos del carcaj

O — 0 — O.
1 2 3

Consideremos el orden natural sobre {1,2,3}. Los A-médulos propios co-
estandar pueden ser descriptos de la siguiente manera

V(1) =1, V(2) =1, WV(3)=

W=

Ahora, consideremos

U={U(l)=3, ¥(@2)=1, ¥@3) =1}

1
Q={Q(1) =3, Q(2) =1, QB) =z}

Entonces (¥, Q, <) es un sistema coestratificante propio de talla 3 en mod(A),

que no es el candnico.
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Ejemplo 4.1.7. El siguiente es un ejemplo de un sistema coestratificante
propio (¥, Q, <) tal que ¥ # 4V y (A, <) no es un algebra estdndarmente
estratificada.

Sea A dada por el carcaj

con las relaciones 2 = 0, a3 = 0 y Sy = 0. Consideremos el orden natural
< sobre {1,2,3}, y los conjuntos

Q=1{Q)=3 Q@) =13 QB) =2}

Entonces (¥, Q, <) es un sistema coestratificante propio de talla 3 en mod(A),

y\I]#Av:{LQag}

Lema 4.1.8. Sea (V,Q, <) un sistema coestratificante propio de talla t en
mod(A). Sii < j entonces:

(a) Homy (Q(), () = 0 = Homa(Z(i), ¥(j)).
(b) Exty(¥(i), ¥(j)) = 0.

Demostracion. Sea i < j. Por (c) de la Definicién 5.1.1, existe una sucesién
exacta en F (W)

g 00— Z(i) — Qi) — V(1) — 0.
Aplicando el funtor Homy(—, U(j)) a &;, obtenemos la sucesién exacta

0 — Homy (W(2), ¥(j)) — Homy (Q(7), ¥(j)) — Homa(Z(i), ¥(j)) —
Ext} (¥ (i), ¥(5)) — 0.

Sabemos que Z(i) € F({¥(A) : A <i})y, como X <i < j, Homy (V(A), ¥(j)) =
0 (ver (b) y (c) de la Definicién 5.1.1). Entonces, es facil ver que
Homy (Z(i), ¥(j)) = 0. Finalmente, el lema sigue de la ltima sucesién. [

95



Capitulo 4. Sistemas coestratificantes propios.

K. Erdmann y C. Saenz probaron en [ES| que la multiplicidad de filtracién
[M : ©(i)] de ©(i) en un A-mddulo O-filtrado M esta bien definida, para el
modulo simple relativo ©(7) asociado a un sistema estratificante
(0, <). El mismo resultado vale para el médulo simple relativo (i) de un
sistema coestratificante propio, como lo establecemos en el siguiente lema.

Lema 4.1.9. Sea (V,Q, <) un sistema coestratificante propio de talla t en
mod(A). Entonces:

(a) Para cada M € F(V), la multiplicidad de filtracion [M : V(7)|e de W(7)
en M no depende de la V-filtracion & de M dada.

(b) Qi) % Qj) sii #j.

Demostracion. (a) La demostracion es dual a la dada en [ES, Lema 1.4] (ver
también [MMS2, Lemma 2.6]), la que puede ser adaptada usando el Lema
4.1.8 y el concepto de longitud en vez del concepto de dimension.

(b) Supongamos que Q(i) ~ Q(j) e i < j. Por (a) y la Definicién 5.1.1,
sabemos que [Q(7) : ¥(j)] = 0y [Q(j) : ¥(j)] > 0, lo que contradice lo
primero que asumimos. 0

Dado un sistema coestratificante propio (¥, Q, <) de talla ¢ en mod(A),
el lema anterior muestra que la multiplicidad de filtracién [M : U(i)]e de W(7)
en M estd bien definida. Entonces podemos definir la funciéon ¥-longitud
by : F(¥) — N como sigue, fy(M) = ' [M : U(i)]. Puede probarse que
la W-longitud es una funcién aditiva, esto es, que para cada sucesion exacta
0= N—=E—M-—0en F(V), tenemos que ly(F) = ly(N) + ly(M).

Lema 4.1.10. Sea ¥ = {U(:)}._, una familia de A-mddulos que satisface la
condicion Ext} (¥ (i), ¥(5)) = 0 para i < j. Entonces, para cada M € F(¥),
toda V-filtracion de M puede ser reordenada, con los mismos V-factores de
composicion, para obtener una V-filtracion 0 = My C M; C --- C My =M
tal que M;/M;_y ~ V(k;), con ky < --- < ks.

Demostracion. La prueba esta basada en la siguiente observacion. Sea Z C
Y € X una cadena de A-submédulos tales que X/Y ~ Ae Y/Z ~ B. Si
Ext) (A, B) = 0 entonces existe un A-submédulo W tal que Z C W C X con
X/W~ByW/Z~ A. O

El siguiente lema es una generalizacion del Lema 1.7 de [AHLU] al con-
texto de un sistema coestratificante propio (¥, Q, <). Alli, I. Agoston, D.
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Happel, E. Lukécs y L. Unger mostraron que, si bien la categoria F(,V)
no es cerrada por nicleos de epimorfismos, se puede probar una propiedad
para los modulos propios coestandar andloga a la que demostramos en nue-
stro préximo resultado. Este lema muestra, en particular, que los W(i)'s
se comportan en cierto sentido como objetos simples en F (V) ya que, si
X € F{¥(j) : j < i}), todo morfismo no nulo X — W(i) es suryectivo, y
esto es fundamental en todo lo que sigue.

Lema 4.1.11. Sean (V,Q, <) un sistema coestratificante propio de talla t
enmod(A), X € F{V(j):j <i}) y f € Homy(X, V(). Si f#0 entonces
f es suryectiva y Ker(f) € F{¥(j) : 7 <i}).

Demostracion. La demostracion del lema es una adaptacién de la prueba
dada en [AHLUJ.

Sean X € F{VU(j):j5 <i})y 0+# f € Homy(X,¥(i)). Por el Lema 4.1.10,
sabemos que existe una W-filtracién de X

O:XOQXlggXS:X

donde los factores isomorfos a W(i) aparecen al final de la WU-filtracién. Sean
K =Ker(f) y r=max{j € [0,¢] : X; € K}. Entonces, f # 0 implica r < s,
y la restriccion de f a X1, que llamamos g, induce una aplicacién no nula
7: X1/ X, = V(D).

Como Homy (V(5), V(i) = 0 para j < i y X,41/X, = Y(j) con j < 4,
obtenemos que X,,1/X, = W(i). Luego, como End,(V¥(i)) es un anillo con
divisién, sabemos que § es un isomorfismo (por lo tanto un epimorfismo) y
esto implica que f es suryectiva. Mds atn, tenemos que Xy 1/X; = W(7)
para k € [r,s — 1].

Procederemos por induccién sobre el nimero [X : U(i)] = n para mostrar
que Ker(f) € F({U(5) : j <1i}).

Sin=1entoncesr+1=sy X,_1 C K C X. Como X/K = ¥(i), ya que
f es suryectiva, tenemos que £ (X/K) = {5 (V(7)). Ademas, (5 (X/ X, 1) =
Cx(V(i)). Entonces (5 (K) = l5(X,_1), de donde K = X,y € F({¥(j):j <
Ahora vamos al caso n > 1. Podemos también asumir que X,_; C K. Esto
nos da una aplicaciéon no nula, y entonces suryectiva, f| X,y Xso1 — V().
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Por lo tanto, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

0 0

0 K’ K — X/X;1 — 0

0— X0 — X = X/X, 1 — 0

f‘Xs—l f

V(i) = (i)

0 0.
Como [X,_1 @ ¥(i)] < [X : ¥(:)], por hipitesis inductiva sigue que K’ €
F({W(j) : j < i}). Finalmente, de X/X,-1 = (i), tenemos que K €
FRYG) 7 <) |

Corolario 4.1.12. Sea (U, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A). Entonces cualquier aplicacion no nula f € Homy(Q(7), V(7))
es una add(Q)-aproximacion minimal a derecha de W(i).

Demostracion. Sea 0 # f € Homp(Q(7), ¥(i)). Entonces, por el Lema 4.1.11,

tenemos que 0 — Ker(f) — Q(i) EN V(i) — 0 es una sucesion exacta en
FH{U() : j < i}). Ademss, de Exty(Q,Ker(f)) = 0y Q(i) indescom-
ponible, obtenemos que f es una add(Q)-aproximaciéon minimal a derecha de
W(i). O

4.2. El dlgebra estandarmente estratificada a-
sociada a un sistema coestratificante pro-
pio.

En esta seccion probamos que, para un sistema coestratificante propio
(¥, Q, <), el dlgebra End,(Q) es estandarmente estratificada. Mas ain, la

98



4.2. El dlgebra estandarmente estratificada asociada a un sistema
coestratificante propio.

categoria de modulos filtrados por ¥ es dual a la categoria de mddulos
filtrados por los médulos propios coestandar sobre Endy(Q). Finalmente,
mostramos que JF (W) es coresolvente precisamente cuando ¥ coincide con
los modulos coestandar de un algebra estandarmente estratificada.

La siguiente proposicion es importante para nuestras consideraciones, ya
que nos permitira aplicar resultados del Capitulo 3. El lector debe recordar
que, para M € mod(A) y n > 0, CM es la subcategoria llena de mod(A)
formada por los A-mdédulos X que admiten una sucesién exacta en mod(A)

M, — M, 14— ..—>My— X —0
con M; € add(M), y tal que la sucesién inducida
Homy (M, M,,) — Homnp (M, M,,—1) — ... Homy (M, My) — Homu (M, X) — 0
es exacta en mod(Endy (M)P).

Proposicién 4.2.1. Sea (V, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A). Entonces, para cada M € F({V(j) : j < i}), ewiste una
sucesion exacta 0 — M — Q' — M — 0 en F{V(j) : j < i}) con
Q' € add(D;,; Q(4)). En particular, F(V) C C2 para todo m > 0.

Demostracion. Sea M € F({V¥(j) : j <i}). Realizaremos induccién sobre
Cy(M). Si by (M) =1 entonces M ~ W(i) para algun i € [1,¢], y de (c) de la
Definicion 5.1.1 de sistema coestratificante propio tenemos la sucesiéon exacta

0 — Z(i) — Qi) 25 W(i) — 0,

con Z(i) € F{¥(j) : j <i}).
Sea (g (M) > 1. Entonces, existe una sucesion exacta en F({U(j) : j <
i})

0 — W(i) = M 5 M, — 0,

con ly (M) < ly(M). Luego, por la hipétesis inductiva, existe una sucesién
exacta en F({U(j) : j <i})

0— M —@Q, -5 M —0
con @) € add(P,, Q(j)). Como Q € L1 F (W), existe un morfismo B : Q) —
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M tal que 3 = vf. Asf obtenemos un diagrama conmutativo y exacto

0 0 0
| | |

0 — Z(i1) — X > M| 0
T

0 — Qi) L Qe % g — 0
6i1l fl lﬂ

0 —— V(i) — > M, > 0

[y —
o — =
(_

donde f = (af;, B) y Xo = Ker(f). Entonces Xy € F({U(j) : j <1i})yla
sucesion vertical ubicada en el medio es la deseada.
Sea M € F(¥). Aplicando el funtor I’ = Hom, (@, —) a la sucesién exacta
0— N — Qo(M)— M—0,
donde Qy(M) € add(Q) y N € F(V), obtenemos la siguiente sucesién exacta
0— F(N) = F(Qo(M)) = F(M)—0
usando (d) de la Definicién 5.1.1. Esto prueba que si M € F(¥), entonces

M e C’Sg . El proceso se reitera aplicando lo demostrado al médulo N € F(WU).
O

Corolario 4.2.2. Sean (¥, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A), I' = Endx(Q)?, F = Homy(Q,—) : mod(A) — mod(I") y
G =Q ®r —:mod(I') — mod(A). Entonces:

(a) La restriccion F|rupy @ F(V) = F(F(V)) es una equivalencia exacta
de categorias con quasi-inversa G|rpw)) : F(F(V)) = F(¥).

(b) Si F(F(WV)) es cerrada por nicleos de epimorfismos, entonces

add(Q) = F(¥) N " F(0).
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Demostracion. Por la proposicién anterior sabemos que F(¥) C C. Por
otro lado, de @(7) indescomponible para cada i y F(¥) cerrada por exten-
siones, obtenemos que add(Q) C F(W¥). Luego, las hipdtesis del Teorema
3.2.4 son satisfechas por C =V y M = @, y entonces sigue el resultado. [

Vamos a probar que la familia { F/(¥(4))}{_, coincide con la familia de los
modulos propios estandar sobre I'. Este hecho y el corolario previo nos con-
ducen al principal resultado de esta seccion, que establecemos en el siguiente
teorema.

Teorema 4.2.3. Sean (V,Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A), I' = Endx(Q)?, F = Homy(Q,—) : mod(A) — mod(I") y
G = Q®r — : mod(I') = mod(A). Sean rA = {prA(i) : i € [1,t]} los
mddulos propios estandar correspondientes al par (rP, <), donde <° es el
orden opuesto a <. Entonces:

(a) La familia rP = {F(Q(7)) : i € [1,t]} es un conjunto de representantes
de los I'-modulos proyectivos indescomponibles. En particular I' es un
dlgebra bdsica y rk Ko(I") = t.

(b) La restriccion F|zu) : F(¥) = F(rA) es una equivalencia exacta de
categorias con quasi-inversa G|z x) : F(rA) — F(V).

(c) F(¥(i)) ~ rA(i), para todo i € [1,1].

(d) (TP, <°P) es un dlgebra estandarmente estratificada.

(e) add(Q) = F(¥) N " F ().

(f) F(rA) es resolvente y cerrada por sumandos directos en mod(T).

Demostracion. Es bien conocido que el funtor F' : mod(A) — mod(I") in-
duce, por restriccién, una equivalencia de add(Q) a proj(I') (ver [ARS, II
Proposition 2.1]).

(a) Por (b) del Lema 4.1.9 sabemos que @ = {Q(7)},_; es una familia de
A-médulos indescomponibles no isomorfos dos a dos. Luego (a) resulta de lo
mencionado arriba.

(b) v (c¢) Por el Corolario 4.2.2, sabemos que la restriccion F|rqy) :
F(V) — F(F(¥)) es una equivalencia exacta de categorias y G|rp(w)) :
F(F(V)) — F(¥) es una quasi-inversa de F|ry). Asi, para obtener (b) y
(c), es suficiente probar que

F(U(i) ~rA®) = rP(i)/trg, .., rp() (radrP(i)), para todo i € [1,].
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Sea i € [1,t]. Por (c¢) de la Definicién 5.1.1 de sistema coestratificante propio
sabemos que existe una sucesién exacta

0— Z(i) 5 Qi) 25 w(i) — 0,

donde Z(i) € F({¥(j) : 7 <i}). Entonces, aplicando la Proposicién 4.2.1
al médulo Z(7), obtenemos una sucesién exacta en F({U(j) : j <i}),

0 —s Ker(t) — Q' —= Z(i) —> 0,

donde Q" € add(D,,; Q(j))-
A partir de las dos sucesiones exactas anteriores, y sabiendo que F' es e-

(3

xacto en F(¥), tenemos una presentacién @’ o Q(7) N V(i) — 0 tal

que F(Q’) e F(Q(i)) 7oy F(U(i)) — 0 es exacta en mod(I"). Luego,

aplicando (a) del Lema 3.3.3, sigue que
hn(F(a)) = In(F(e:1)) C trgy,_, riqu (1ad F(Q(0))

Entonces, para probar que F(U(i)) ~ rA(7), es suficiente mostrar la inclusion
trg._, Q@) (rad F(Q(¢))) € Im(F(a;)). Para probar tal inclusién, asumimos
que j < iy consideramos un morfismo d : F(Q(j)) — rad F(Q(7)).

Sea v : rad F'(Q(7)) — F(Q(i)) el morfismo inclusién, que no es un isomorfis-
mo ya que F(Q(i)) € proj(I') es no nulo por ser indescomponible (ver (a)).
Ademds, por la equivalencia F'laqq(g) : add(Q) — proj(I'), existe un mor-
fismo 1 : Q(j) — Q(i) tal que w0 = F(n). Por lo tanto Im(0) C Im(F'(n)).
Probaremos ahora que Im(F'(n)) C Im(F(«;)), de donde sigue que Im(d) C
Im(F(a;)), probando que trgy _, r(q() (rad F(Q())) € Im(F(a;)). Para pro-
bar que Im(F(n)) C Im(F(«;)), necesitamos mostrar que F(3;)F(n) = 0 ya
que tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — Im(F(ax)) — F(Q(1)) "2 F(w(i)) —> 0.
Entonces, nos basta probar que la composicion Q(j) - Q(i) LY U(i) es
cero. Si j < i esto es verdad ya que, por el Lema 4.1.8, sabemos que
Hom, (Q(j), ¥(4)) = 0.
Sea i = j y supongamos que (3;n # 0. Por el Corolario 4.1.12, sabemos que
Gin : Q) — V(i) y B : Qi) — V(i) son ambas add(Q)-aproximaciones
minimales a derecha de ¥(i). Entonces, del diagrama conmutativo

Qi) 2L w(i
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obtenemos que 7 es un isomorfismo. De este modo F(n) =0 también es un
isomorfismo, contradiciendo que la inclusién ¢ : rad F(Q(7)) — F(Q(i)) no
es un isomorfismo. Luego, ;7 = 0 como queriamos demostrar.

(d) El hecho de que (I'P, <°) sea un algebra estandarmente estratificada
es equivalente a la condicién rI' € F(rA) (ver [D1, 2.2], [ADL, 2.2] o [L]). Es
facil comprobar que esto vale. En efecto, @ € F(¥) y entonces I'tr ~ F(Q) €
F(rA).

(e) y (f) Como (I'P?, <) es un algebra estandarmente estratificada (ver
(d)), de (b) de la Proposicién 1.9.3 sigue que F(reV) es coresolvente. En-
tonces obtenemos por dualidad que F(rA) es resolvente.

Por otro lado, como en (b) probamos que F'|zy) es una equivalencia exacta
de categorias, sabemos que F(F(¥)) = F(rA). Como esta tltima subcate-
goria es resolvente, entonces es cerrada por ntucleos de epimorfismos. Por lo
tanto, del Corolario 4.2.2 resulta que add(Q) = F(¥) N F(T).

Finalmente, veamos que F(rA) es cerrada por sumandos directos en mod(T').
En efecto, tenemos que Dy (F(rA)) = F(ror V) = F(repA) (la tiltima igual-
dad sigue de de la Proposicion 1.9.3 (d)), y entonces el resultado se obtiene
observando que F(rorA)t es cerrada por sumandos directos en mod(I'?).

t

Observaciéon 4.2.4. Recordemos que un algebra A is propiamente estratifi-
cada si y s6lo si \A € F(,A) N F(,A) (ver [D2]). En este caso, los médulos
estandar forman un sistema estratificante, y los modulos propios estandar un
sistema estratificante propio.

Ejemplo 4.2.5. Sea (,V,{T(i)}\_,,<) el sistema coestratificante propio
canonico asociado al dlgebra estandarmente estratificada (A, <) (ver Ejemplo
4.1.5), y por (d) del Teorema 4.2.3, I'? = End,(7") es el ‘dual de Ringel’ de
A (ver Seccién 1.10).

Ejemplo 4.2.6. Sea (¥, Q, <) el sistema coestratificante propio considerado
en el Ejemplo 4.1.6. En este caso, el dlgebra I'? = End, (@) esta dada por el
carcaj
€ 1

0o —% 0 —>o.

1 3 2
con la relacién pe = 0 (ver Ejemplo 2.1.10 del Capitulo 2, observando que el
A-modulo @ que estamos considerando aqui coincide con el A-médulo M del
ejemplo citado). Entonces

FopFOp:%GBQEB% .
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Consideremos (I'?, <°), donde 3 < 2 <° 1. Entonces los médulos estandar
correspondientes son

FopA == {FOPA(l) = %}7 FOPA(Q) = 27 FO”A(S) = 3}

En este caso, es facil verificar directamente que rooI'? € F(rorA). Esto es,
([P, <°) es un algebra estdndarmente estratificada.

Ejemplo 4.2.7. Sea (¥, Q, <) el sistema coestratificante propio considerado
en el Ejemplo 4.1.7. Esto es, A es el dlgebra dada por el carcaj

B

)

O=<—O0=<——-20
o ¥
1 2 3
con las relaciones 32 =0, af =0y By =0,

U={U(1)=2 V(2) =3 ¥@3) =12}

Q=1{Q) =3 Q@) =13 QB) =2}

En este caso el carcaj de Auslander-Reiten de A estda dado por

NN S
NSNS
SN

2
1

=W

Luego, I'? = End(, Q) estd dada por el carcaj

K £
o= o —o
1 s 3 2
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4.2. El dlgebra estandarmente estratificada asociada a un sistema
coestratificante propio.

con las relaciones ey = 0y pop = 0. Aqui la flecha p corresponde al morfismo
fu = fz3o fao fi, la flecha § al morfismo fs = f4 y la flecha € corresponde al

morfismo f. = f7 o fs o f5, que satisfacen f,o f, =0y f,o fs0f,=0.

Entonces 5

1
FOPFOP:?@QG?% 2.
1

Si consideramos (I'P, <), con 3 <% 2 <° 1, entonces los mddulos estandar
son

rorld = {ropA(1) = 3, 1o A(2) = 2, 1w A3) = 3}

Se puede ver directamente que rooI'? € F(rerA). Esto es, (I'?, <) es un
algebra estandarmente estratificada.

Proposicién 4.2.8. Sean (¥, Q, <) un sistema coestratificante propio de ta-
llat enmod(A), I' = End(Q)” y F = Homy (@, —) : mod(A) — mod(I"). Si
X,Y € F(V) entonces la aplicacion pxy : Exty (X,Y) — Extp(F(X), F(Y)),
inducida por F, es un isomorfismo.

Demostracion. Como Q C L1 F (W), el resultado es un consecuencia directa
de la Proposicién 3.1.4 aplicada a X = F(V) y M = @, ya que la Proposicién
4.2.1 muestra que F(¥) C C2 para cada m > 0. O

Sea C una clase de A-médulos tal que F(C)N+1F(C) = add(Q) para algin
A-médulo Q. Sea M € F(C). Recordamos que una C-cubierta proyectiva
de M, es un morfismo suryectivo f : Qy; — M de A-mddulos tal que Q) €
add(Q), Ker(f) € F(C) y f es una add(Q)-aproximaciéon minimal a derecha
de M.

Proposicién 4.2.9. Sea (V, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A). Entonces F(¥) es cerrada por sumandos directos en mod(A),
y cada objeto en F (V) admite una V-cubierta proyectiva.

Demostracion. Recordemos que tenemos la equivalencia exacta
F = HOHIA(Q, _) : ‘F(\Ij> - ‘F(Fz)a

y también que F(rA) es cerrada por sumandos directos en mod(T) (ver (f)
del Teorema 4.2.3). Queremos trasladar esta propiedad a F (V). Sean G :
F(rA) — F(¥) una quasi-inversa de F'y M € F(U), y sean M = P}, M,
y F(M) = @7:1 X, con M; y X; médulos indescomponibles para todo i, j.
Como F(rA) es cerrada por sumandos directos, entonces X; € F(rA).
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Tenemos M ~ GF(M) ~ Pj_, G(X;). Como G es fiel y lleno, G preserva
indescomponibles. En efecto, si e : G(X) — G(X) es un morfismo idempo-
tente, entonces e = G(eq), para algiin morfismo e; : X — X. Como G es fiel,
resulta que e; es idempotente. Pero, como X es indescomponible, entonces
e1 =06 e =idy, porlo que e =06 e = G(idx) = idg(x). Esto prueba que
G(X) es indescomponible. Luego, del Teorema de Krull-Schmidt sigue que
M; ~ G(X;,) para algtn i;, probando que M; € F(¥), como querfamos.

A continuacién probemos que F (V) admite W-cubiertas proyectivas. Por
la Proposicion 4.2.1 conocemos la existencia de una sucesién exacta en F ()

O%M’%Q’LM—W,

donde f’ es una add(Q)-aproximacion a derecha de M. Sabemos que @' =
Q1 ® @y, donde f'|g : Q) — M es un morfismo minimal a derecha lla-
mado la ‘versién minimal a derecha’ de f', y f'|lg, = 0 (ver Seccién 2,
Capitulo I, [ARS]). Como @} € add(Q), M' = Q} & Ker(f’), y resulta que
Ker(f') € F(¥). De este modo, como F (V) es cerrada por sumandos direc-
tos, obtenemos que la version minimal a derecha f = f'|q; : Q) — M de f’
es la W-cubierta proyectiva que buscabamos. O]

Para algebras estandarmente estratificadas sabemos que existe un médulo
inclinante 7', llamado mdédulo inclinante caracteristico, tal que T+ = F(V).
En el Teorema 2.6 en [AHLU] se prueba que para tales dlgebras también existe
un I' = End(T)-médulo coinclinante T tal que F(rA) = +7". Tal médulo
T" se llama el médulo coinclinante caracteristico, y coincide con F(D(Ay)).

El siguiente lema prueba que si los inyectivos de A estan filtrados por los
U (7)’s de un sistema coestratificante propio cuya talla coincide con rk Ky(A),
entonces F'(D(Ay)) es un I'-mddulo coinclinante generalizado. Este resultado
sera util en lo que sigue.

Recordemos que U es llamado un médulo coinclinante generalizado
si:

= U tiene dimension inyectiva finita,
» Ext)(U,U) = 0 para todo i > 0, y

®» existe una sucesién exacta 0 — U™ — ... — Ul — U% — D(Ay) — 0
con U’ € add(U) para todo j.
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coestratificante propio.

Lema 4.2.10. Sean (V,Q, <) un sistema coestratificante propio de talla t
en mod(A), I' = Endp (,Q)%, F = Homy (Q, —) : mod(A) — mod(I") y U =
F(D(Ay)). Sea rA la familia de los médulos propios estdndar. Si D(Ay) €
F(U) yt =1k Ko(A), entonces valen las siguientes afirmaciones.

(a) U es un I'-mddulo coinclinante generalizado.
(h) FGoB) =1U y FGA)NFEA)™ = add(U).

Demostracion. Sea D(Ay) € F(¥) yt = rk Ko(A). Como Ext} (—, D(Ay)) =
0, de la Proposicién 4.2.8, sigue que Exty.(F(X), F(D(A,))) = 0 para cada
X € F(U). Luego, U = F(D(Ay)) € F(+A) ™ y entonces add(U) € F(rA)N
F(FZ)M. Ademas, como vimos en el Teorema 4.2.3, (I'?, <) es un alge-
bra estandarmente estratificada. Entonces, del Teorema 2.6 (vi) en [AHLU]
resulta que existe un I'-médulo coinclinante basico U’ tal que F(rA) = U
y F(rA) N F(FZ)ll = add(U’). Finalmente, como U’ y U tienen el mismo
ntimero de sumandos directos indescomponibles y add(U) C add(U’), con-
cluimos que U’ ~ U y la demostracién esta completa. O]

Por el Teorema 4.2.3 (e) sabemos que los mddulos Ext-proyectivos en
F () coinciden con add(Q)). La siguiente proposicién describe los Ext-inyecti-

vos en F ().

Proposicién 4.2.11. Sean (¥, Q, <) un sistema coestratificante propio de
talla t en mod(A), I' = Endx (@)%, F = Homy (Q, —) : mod(A) — mod(I)
y G =Q ®r —: mod(I') - mod(A). Si T es el modulo inclinante carac-
teristico asociado al dlgebra estandarmente estratificada (I'°?, <), entonces

F(U) N F(U) = add(GD(rT)).
Demostracion. Por la Proposiciéon 4.2.8, sabemos que
X e FO)NFWO)" o F(X)e F(rA) N F(pA)*.

Por otro lado, usando [AHLU, Theorem 1.6 (iii), Proposition 2.2 (i)], obte-
nemos que

D(F(rA) N F(r D)) = FrarV) N FlroV) = add(per T).

Entonces, tenemos que X € F(U)NF (V)1 siy sélosi X € add(GD(reT)).
U

107
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Recordemos que una clase X de objetos en mod(A) es coresolvente, si
es cerrada por extensiones y por contcleos de monomorfismos, y contiene a
todos los A-mddulos inyectivos [AR]. A continuacién, caracterizamos cuédndo
un sistema coestratificante propio es el canénico (ver Ejemplo 4.1.5).

Teorema 4.2.12. Sean A un dlgebra de artin bdsica y (¥, Q, <) un sistema
coestratificante propio de talla t en mod(A). Sean I' = Endy (Q)% y rooT el
modulo inclinante caracteristico asociado al dlgebra estandarmente estratifi-
cada (TP <°P). Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) F(V) es coresolvente.

(b) F(¥) N F(W)L = add(D(Ay)).
(¢) D(Ay) € F(U) yt =1k Ko(A).
(d) A~ End(rerQ) y rorQ =~ porT.

(e) t =1k Ko(A) y existe una eleccion del conjunto de representantes yP =
{aP(i) : i € [1,t]} de A-mddulos proyectivos indescomponibles tal que
AV (i) = U (i) para todo i € [1,t] y (A, <) es un dlgebra estdndarmente
estratificada.

(f) D(Ap) € F(V) y Q es un A-mddulo inclinante generalizado.

Demostracién. Consideremos los funtores quasi-inversos F : F(¥) — F(rA)
y G : F(rA) — F(¥), dados en el Teorema 4.2.3. Entonces, de [CE, p. 120],
tenemos G = Q @ — ~ DHomr(—, D(Q)).

La implicacién (a) = (b) sigue del dual del Lema 3.2.2.

(b) = (d) Sea F(V) N F(¥)+ = add(D(A,)). Entonces D(Ay) € F(),
de donde

D(Ay) ~ GF(D(Ay)) = G(Homy (Q, D(Ay))) ~ G(D(Q)).
Por la proposicién anterior sabemos que F(¥) N F (W) = add(GD(reT)).
Entonces, de la hipdtesis sigue que add(D(Ay)) = add(GD(reT')). Luego,

como A es bésica, obtenemos que GD(rerT") ~ G(D(Q)), de donde rer@ =~
rerT. Por ultimo afirmamos que A ~ End(re»@). En efecto, los isomorfismos

D(Ap) =~ G(D(Q)) ~ DHomr(D(Q), D(Q)) ~ DHomre (Q, Q),

muestran que A ~ End(re» Q).

108



4.2. El dlgebra estandarmente estratificada asociada a un sistema
coestratificante propio.

(d) = (e) Sean A ~ End(re»Q) y rer@ =~ perT. En particular, como
reo T es bésico, tenemos que rop@ lo es también, y asi ¢ = rk Ky(A). Por
otro lado, por el Ejemplo 4.1.5, sabemos que (ro»V, {resT (i)}, <) es un
sistema coestratificante propio de talla ¢ en mod(I'?). Por lo tanto, aplicando
el Teorema 4.2.3 a este sistema, obtenemos una equivalencia exacta F =
Hompes (T, —) : FrerV) — F(4A) tal que F(rorV(i)) ~ 4A(i) para todo
i € [1,t], con A = End(re»T)°. El mismo teorema implica que (A%, <)
es un algebra estdndarmente estratificada y los 4A(i)’s corresponden al par
(4P, <), donde 4P = {4 P(i) = F(T(i))}._,.

Como estamos asumiendo que rop() >~ ropT’, obtenemos que sus anillos de
endomorfismos son isomorfos. Como ademas supusimos que A = End(rerT"),
identificaremos A y A% a través de este isomorfismo. Entonces ,V = D(4A),
donde los A-mdédulos proyectivos son (4 P(i))* = Homa(aP(7), A).

Finalmente, nos resta probar que V(i) ~ W(i) para todo i € [1,t]. Sea

€ [1,t]. Como F(¥(i)) ~ rA(i), tenemos que

V(i) ~ GD(roV(i)) =~ DHomp(D(resV (7)), D(Q)) ~
~ DHomror (Q, 1orV (1)) o DHompos (T, 1erV (i) 22 D(4A(i)) =~
~ AV(@)

() = (f) Asumamos que vale (e). En particular A € F(,A). En-
tonces, de [D1, 2.2] (ver también [L]) sigue que D(Ay) € F(,V) = F(),
Si AT = @®!_, T(i) es el médulo inclinante caracteristico asociado al &lge-
bra estdandarmente estratificada (A, <), sabemos que (\V,{T(i)}!_,, <) es
un sistema coestratificante propio. De ,V (i) >~ W (i), para todo i € [1,1], y la
unicidad de los sistemas coestratificantes propios probada en la Observacion

4.1.2, concluimos que AQ) ~ AT. Por lo tanto ,() es un médulo inclinante.

(e) = (a) Como (A, <) es un dlgebra estdndarmente estratificada, sabe-
mos que JF(,V) es coresolvente (ver (b) de la Proposicién 1.9.3). Ademss,
F () = F(,V) ya que 4V (i) ~ U(i) para todo i € [1,t], y entonces vale (e).

(b) = (c) Sea F(¥) N F(¥) = add(D(Ay)). Entonces, la Proposi-
cién 4.2.11 nos dice que add(D(Ap)) = add(GD(rT)), y por lo tanto
t=rk K()(A)

(¢c) = (b) Sean D(Ay) € F(V) y t = rk Ko(A). Aplicando el funtor

G a la segunda igualdad en el Lema 4.2.10 (b), obtenemos las igualdades
FONFW)L = G(F(rA)NF(rA)L) = add(GF(D(Ay))) = add(D(Ay)).

109
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(f) = (¢) Sabemos que t = card(ind(add(®))) = rk K¢(A), donde la
ultima igualdad vale ya que 5(@) es inclinante, y esto completa nuestra de-
mostracion. 0J

Ejemplo 4.2.13. Sea (¥, Q, <) el sistema coestratificante propio conside-
rado en el Ejemplo 4.2.7. Luego, A es el algebra dada por el carcaj

3
Q={Q(1) =3, Q2)= 2, QB)= 12,1}
Por otra parte, I'? = End(, @) estd dada por el carcaj

—0

K g
=0 —
5 3

O

con las relaciones ey =0y pop = 0.
Por el Teorema 4.2.3 sabemos que (I'?, <°) es un algebra estandarmente
estratificada. Aqui, el mdédulo inclinante caracteristico es

3
I“opT == % EB % EB 3
1
Para hallar ro»7" usamos que
add(popT) = F(Fopv) N LlF(pop?) = F(Fopv) N F(FOPA)

(ver Proposiciéon 4.2.11, y (d) de la Proposicién 1.9.3), y el hecho de que,
para cada 1 <14 < 3, ol satisface simultaneamente las sucesiones exactas

0— X(i) = T(i) = V(i) —=0
con X(i) € F{V(j):j <Pi}), vy
0—A®G) = T(l)—=Y(E)—0
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con Y(i) € FHA(j) : j < i}) (ver (a) y (b) de la Proposicién 1.10.3,
Capitulo Preliminares).
Aqui los médulos estandar son

I“opA = {FopA(l) — %7 FopA(2) — 2, FopA(g) — 3},

y los modulos propios coestandar son

rorV = {rer V(1) = 3, 1w V(2) = 3, rerV(3) = 3}.

3
Entonces, por ejemplo, las sucesiones para ro»7(1) = 1 son
1

3 __
0—(X(1)=3)— % = V(1) =0

con X(1) € F{V(1)=3}),y

0= roA(l) =1 = (Y(1)=3)—0

con Y(l) S F({FOPA(Q) = 2, FopA(?)) = 3})
Es claro que ro»T" no es isomorfo a

3

popQ:%GE 2692

—o

(aqui pop@ se puede obtener aplicando el Teorema 2.1.8 y las técnicas uti-
lizadas en los ejemplos del Capitulo 2).

Ademss, es facil ver que A % End(re»@). Luego, en este ejemplo ninguna
de las condiciones de (d) del teorema anterior se verifican.
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Capitulo 5

Sobre la existencia y
construccion de sistemas
coestratificantes propios.

En el Capitulo 4 definimos y estudiamos la nocion de sistema coestrati-
ficante propio, la cual es una generalizacién de los llamados médulos propios
coestandar al contexto de los sistemas estratificantes.

K. Erdmann y C. Sdenz definieron en [ES] la nocién de sistema estrati-
ficante (© = {O(4)},_,,Y, <), y probaron que un sistema de este tipo satis-
face que cada ©(i) es indescomponible y que Ext} (©(i), O(j)) = 0 parai > j.
Reciprocamente, también mostraron que para una familia dada de A-moédu-
los indescomponibles © = {0(i)}._, satisfaciendo que Ext} (0(i),0(j)) = 0
para i > j, y tal que Hom,(©(7),0©(j)) = 0 para i > j, existe un sistema
estratificante (0,Y, <).

Para los sistemas coestratificantes propios, la situacion es diferente. Por
un lado, es verdad que los ¥ (7)’s de un sistema coestratificante propio
(U, Q, <) satisfacen que Ext}(V(i), ¥(j)) = 0 para i < j (ver Lema 4.1.8).
Sin embargo, la existencia de una familia ¥ = {W(i)}!_; tal que
Homy (U(7), U(5)) = 0 = Ext} (¥(i), ¥(j)) para i < j, no asegura la existen-
cia de un sistema coestratificante propio (¥, Q, <), aunque asumamos que
End, (¥(7)) es un anillo con divisién para todo ¢ € [1,¢], como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.0.14. Sea A el dlgebra de Kronecker (ver Seccién 1.5 del Capitulo
de Preliminares), esto es, A es isomorfa al dlgebra de caminos del carcaj
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propios.

1
con el orden natural 1 < 2. Consideremos ¥ = {¥(1) = K = K}. Entonces
1

con las notaciones de 1.5, W(1) = Ry pertenece a un tubo 7 de rango 1 del
carcaj de Auslander-Reiten de A.

Por la estructura del tubo resulta que 7 C F (V). En efecto, como T es
de rango 1, DTr¥(1) = ¥(1). Entonces, de la sucesion que casi se parte

00— U(l) = Ry — ¥(1) =0,

sigue que Ry € F (V). Reiterando el proceso, se prueba que todos los médu-
los en el tubo T son filtrados por ¥. Luego F(¥) contiene mddulos de lon-
gitud arbitraria.

Sea ahora (1) € F(¥). Entonces, existe un monomorfismo ¥ (1) — Q(1).
Como V¥(1) es un médulo regular, entonces no hay morfismos no nulos de (1)
en médulos preproyectivos (ver Proposicién 1.4.11). Luego Q(1) es regular o
preinyectivo. Ademas, si es regular esta en 7, dado que no hay morfismos no
nulos entre médulos de distintos tubos (ver en el tltimo parrafo de la Seccién
1.5).

Si hay, ademds, una aplicaciéon Q(1) — ¥(1), entonces Q(1) € T. Por
lo tanto, si (1) satisface (c¢) en la Definicién 5.1.1, tenemos que Q(1) =

o1 )
Ri1 = K" == K' para algin i > 1 (aqui J;; denota el bloque de Jordan
Ji1
correspondiente al autovalor 1) y, usando nuevamente la estructura del tubo,
tenemos que existe una sucesion exacta que no se parte

0— ¥(1) — (Kt = K™ — Q(1) — 0.

Jiv1,1

Luego Ext) (Q(1),¥(1)) # 0.

Esto prueba que no es posible hallar un médulo Q(1) € F(¥) satisfa-
ciendo (c¢) y (d) en 5.1.1. Luego, no existe un sistema coestratificante propio
(¥, {Q(1)}, <) para la familia V.

Con el ejemplo previo en mente, probaremos el resultado de existencia que
queriamos para sistemas coestratificantes propios, asumiendo como hipétesis
adicional que la longitud ¢, (X) de los médulos indescomponibles X en F(¥)
es uniformemente acotada.
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5.1. Sistemas pre-coestratificantes propios.

En la primer seccion de este capitulo introducimos la nocién de sistema
pre-coestratificante propio (¥, <). Esta difiere de la de sistema coestratifi-
cante propio, dada en la Definicion 5.1.1, en que no incluye a una familia Q de
A-moédulos indescomponibles ni condiciones sobre la misma. Este nuevo con-
cepto nos garantiza la existencia de W-filtraciones ordenadas para los médulos
X € F(V), y nos permite definir cierto ‘minimo’de estas W-filtraciones que
depende sélo de X y no de la W-filtracion ordenada elegida.

Finalmente, en la Seccién 2, probamos el principal resultado del capitulo
(Teorema 5.2.11). Dado un sistema pre-coestratificante propio (¥, <), tal que
la longitud de los médulos W-filtrados esta acotada, demostramos inductiva-
mente la existencia de una familia Q de A-mddulos tal que (¥, Q, <) es un
sistema coestratificante propio. A tal fin, introducimos como auxiliar, una
nueva clase de médulos F'(V) y mostramos las propiedades que verifica la
misma.

5.1. Sistemas pre-coestratificantes propios.

Comenzamos esta seccion recordando la definicién de sistema coestratifi-
cante propio introducida en 5.1.1.

Definicién 5.1.1. Sea A una R-dlgebra de artin. Un sistema coestratifi-
cante propio (V,Q, <) de talla t en mod(A), consiste de dos familias de
A-mddulos ¥ = {U(i)}_, v Q = {Q(i)}._;, con Q(i) indescomponible para
todo i, y un orden lineal < sobre el conjunto [1,t], satisfaciendo las siguientes
condiciones:

(a) Endy(U(i)) es un anillo con division para todo i € [1,t].
(b) Homp (¥ (i), V(j)) =0 sii < j.
(¢) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta
e 0 — Z(i) — Qi) 25 (i) — 0,
con Z(i) € F{WU(j) : j < i}).
(d) Q C 1V, esto es, Exty(Q(i), —)|¢ = 0 para cada i € [1,1].

Notaremos por Q al A-médulo @'_, Q(3).

Ahora si, introducimos el concepto de sistema pre-coestratificante propio.
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Definicién 5.1.2. Sea A una R-dlgebra de artin. Un sistema pre-coestrati-
ficante propio (V,<) de talla t en mod(A) consiste de una familia de
A-mddulos ¥ = {W(i)},_, y un orden lineal < sobre el conjunto [1,t], satis-
faciendo las condiciones (a) y (b) de 5.1.1 y la condicion

(¢’) Exty(V(i), ¥(5)) =0 parai < j.

Observacién 5.1.3. No es dificil probar, usando un argumento inductivo,
que si la familia W verifica (b) en la definicién anterior, entonces Homy (X, Y") =

0, para X € F({U(j):j<s}), Y e FY(j):j>s})ysellt].

Definicién 5.1.4. Sea (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de talla
t en mod(A), y sea X € F(V). Una V-filtracion ordenada de X de
longitud n es una V-filtracion

Dn,X: O:XOQXngQQQanngn:Xa

con factores Xy /Xp_1 >~ V(ig) para 1 <k <n, dondei; <is < ---<i,. En
este caso, también decimos que min (9, x) = ij.

Observacién 5.1.5. La hipétesis sobre Ext!, asumida en (c’) de la Definicién
5.1.2, asegura la existencia de W-filtraciones ordenadas (ver Lema 4.1.10).
Mas aun, cada W-filtracion de X puede ser reordenada para obtener una
P-filtracion ordenada con los mismos W-factores de composicion.

Nuestro objetivo es mostrar que min (9,, x) depende sélo de X, y no
de la W-filtracion ordenada elegida. Para ello, comenzamos demostrando el
siguiente lema.

Lema 5.1.6. Sea (¥, <) un sistema pre-coestratificante propio de talla t en
mod(A), y consideremos el siguiente diagrama en mod(A)

U(3)

£: 0 — W(s) y X 25 Y —— 0,

donde € es una sucesion exacta. Si X € F({V(j) : j > s}) yq # 0, entonces
s> s.
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Demostracion. Sean X € F({¥(j) : j > s})y q # 0. Consideremos el
pull-back del diagrama anterior

"0 —— U(s) y B L U(3) —— 0
I
£: 0 — U(s) y X 25 Y —— 0.

Si €’ no se parte, Ext} (¥(3), ( )) # 0, y entonces § > s. Asumamos ahora
que €' se parte. Luego existe ¢’ : ¥(5) — X tal que p¢’ = ¢, y como q # 0,
se tiene que 0 # ¢’ € Homy (V($), X). Por lo tanto, de la Observacion 5.1.3,
concluimos que § > s ya que X € F({U(j) : j > s}). O

Proposicién 5.1.7. Sea (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de ta-
llat en mod(A), y sea X € F(V). Si O, x y O x son V-filtraciones orde-
nadas de X, entonces min (O, x) = min (O, x).

Demostracion. Sean min (O,, x) =4; y min (9!, ) = j;. Entonces, tenemos
las sucesiones exactas

g1 0= T() XY =0

gyt 0 U(j) B2 X B 250

en mod(A). Sea ¢ = pivy = VU(j1) — Y. Si ¢ # 0, entonces del Lema 5.1.6
sigue que j; > iy ya que X € F({¥(j) : j > i1}). Por otro lado, si ¢ = 0,
existe algin v : ¥(j;) — W(i) tal que riv = vy # 0. Luego 0 # v €
Homy (V(j1), ¥(i1)) y de este modo j; > ;. Similarmente, puede verse que
J1 < iy, y entonces se prueba la igualdad deseada. O

La proposiciéon anterior nos permite introducir la siguiente definicion.

Definicién 5.1.8. Sea (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de talla t
enmod(A), y sea X € F(V). Entonces min (X ) = min (O,, x) para cualquier
V-filtracion ordenada O, x de X de longitud n.

De la tultima definiciéon sigue directamente que valen las siguientes afir-
maciones.
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Observacién 5.1.9. Sea (¥, <) un sistema pre-coestratificante propio de
talla ¢ en mod(A), y sea X € F(V). Entonces, existe una sucesién exacta
0 — ¥(min(X)) - X — X’ — 0 en F(¥), que satisface las dos condiciones
siguientes:

(a) min (X’) > min (X).

(b) Si X tiene una V-filtracién ordenada de longitud n, entonces X' tiene
una W-filtracién ordenada de longitud n — 1.

5.2. Construccién de la familia Q = {Q(i)}._,.

Sea (U, <) un sistema pre-coestratificante propio de talla ¢ en mod(A). El
objetivo de esta seccion es probar la existencia de una familia de A-mddulos
Q = {Q()}_, tal que (V,Q, <) es un sistema coestratificante propio. La
demostracion sera hecha bajo la hipdtesis que £, (ind(F(¥))) < oo.

Recordemos que si C es una clase de objetos en mod(A), la A-longitud
de la clase C es 5 (C) = sup {{,(C) : C € C}, donde ¢5(C) es la longitud
del A-médulo C'. Los lemas siguientes seran usados en lo que sigue.

ajg
Lema 5.2.1. Seac: 0 — X <a2 Y18Y; (ﬁl—%) Z — 0 una sucesion exacta

que no se parte en mod(A), donde X y Z son A-mddulos indescomponibles
eY) #0, Yy #0. Entonces Sy = —Paan # 0.

Demostracion. Supongamos que 1o = —fsa9 = 0. Entonces, puede pro-
barse que X = Ker () @ Ker (a). Luego, utilizando el hecho que X es in-
descomponible, se tiene que Ker (a7) = 06 Ker (a2) = 0. Podemos asumir que
Ker (a1) = 0 (la demostracién para el otro caso es muy similar). De este mo-
do X = Ker () y asf ap = 0. Entonces Z ~ Coker ((%)) = Y1/ay (X) @ Ya.
Ademsés, como Z es indescomponible e Y, # 0, tenemos que a;(X) = Y;. Por
lo tanto o, es un isomorfismo y (a;* 0) (061) = 1x. Luego ¢ se parte, lo que
es una contradiccién. 0

Lema 5.2.2. Sea C una clase de objetos en mod(A) cerrada por extensiones,
y sea {B; + Xi — X;1}, una familia de epimorfismos en mod(A). Si
Ker (;) € C para todo i € [1,n], entonces Ker(p; --- ,) € C.

Demostracion. Realizamos la demostracion haciendo induccion sobre n. Es
inmediato que el lema vale para n = 1.
Sea n > 1. Ahora, consideremos el siguiente diagrama exacto y conmutativo
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0 0
Ker(5,) —— Ker(5,)
0 — Ker(fy---p) —— X, — X9 —— 0
6 H
0 —— Ker(ﬁl---ﬁn_l) — X, Blmﬂnil) Xo > 0
0 0.

Por hipétesis Ker(3,) € C, y por induccion Ker(f; - - - 8,-1) € C. Luego, como
C es cerrada por extensiones, tenemos que Ker(f; ---f,) € C y esto termina
la prueba. 0

Para continuar con la construccién de la familia Q = {Q(4)}!_;, comence-
mos con una familia con un solo elemento, ¥ = {¥(1)}, tal que End,(¥(1))
es un anillo con division. Necesitamos construir un moédulo indescomponible
Q(1) y una sucesién exacta ¢; : 0 — Z(1) — Q(1) — ¥(1) — 0, con
Z(1) € FH{¥(1)}), y tal que Ext)(Q(1), ¥(1)) = 0. Esto lo vamos a hacer
mediante sucesivas extensiones de la siguiente manera:

e Si Exty(V(1),¥(1)) =0, elegimos Q(1) = ¥(1).

e Si Ext}(¥(1),¥(1)) # 0, consideramos una sucesién exacta que no se
parte 0 — V(1) — X; S Xo — 0, donde Xy = ¥(1). En el ca-
so que Ext} (X, ¥(1)) = 0, elegimos Q(1) = X;. En caso contrario,
una sucesién exacta que no se parte 0 — V(1) — Xo Bx, o

Si Extj (X, ¥(1)) # 0, reiteramos el proceso y encontramos suce-

siones exactas que no se parten 0 — V(1) — X, P X, = 0

para i > 1. Como todos los X; € F(V), lo(Xit1) > la(X;) v es-
tamos asumiendo que /) (ind(F(¥))) < oo, este proceso debe dete-
nerse. Luego, existe un ntimero natural n tal que Ext} (X, ¥(1)) = 0,
y elegimos Q(1) = X,,. Si X,, es indescomponible, la sucesién exacta
0—Z(1) - X, fLe V(1) = 0, con Z(1) = Ker(p - - - B,), satisface
las condiciones requeridas ya que Z(1) € F(¥) (ver Lema 5.2.2).
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Sea F'({W(1)}) la familia de todos los médulos X; que aparecen usando el
procedimiento anterior. Entonces, en realidad hemos demostrado el resultado
siguiente.

Lema 5.2.3. Sea V(1) € mod(A) tal que Enda(¥(1)) es un anillo con di-
vision y Lo (ind(F({¥(1)}))) < co. Entonces, existe una sucesion exacta que
no se parte 0 — Z(1) — Q(1) — ¥(1) — 0 tal que Z(1) € F{¥(1)}) y

Q1) € () NF({¥(1)}).

S6lo necesitamos mostrar que el médulo Q(1) del lema es indescom-
ponible. Para ello, probaremos que cada X; en F'({¥(1)}) es indescom-
ponible. Con mayor generalidad, para una familia W = {W(1),--- U(t)},
definimos a continuacién la clase F'(¥) y mdas adelante, en la Proposicién
5.2.10, probamos que los médulos en F'(¥) son indescomponibles.

Definicién 5.2.4. Sea (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de talla
t en mod(A). Para cada nimero natural n definimos inductivamente la clase
F!(¥) como sigue:

(a) Fi(¥) =1,y

(b) supongamos que n > 1 y que F,,_ (V) ya ha sido definida. Entonces
X € F (V) siysolosi X € F_(V), 6 X admite una V-filtracion
ordenada de longitud n y una sucesion exacta que mo se parte

en 0 0= ¥(min (X)) =X =X —0con X €F, ().

Definimos F'(V) = U;>1 F/(¥).

Observacién 5.2.5.
1. Observemos que F (V) C F5(V) C --- C F, (V) C F(¥), para cada n.

2. En la definicién anterior €,, es una sucesiéon en F({¥(j) : 7 > min (X)}),
y X' satisface min (X’) > min (X), como sigue del Lema 5.1.6.

Para un sistema pre-coestratificante propio (¥, <) en mod(A), probare-
mos que cada médulo X en F'(¥) es indescomponible. Haremos la de-
mostracion por induccion sobre n tal que X admite una W-filtracion ordena-

da de longitud n. SiY € F/({¥(j) : j > min(X)}) y min (YY) = min (X),
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entonces la existencia de la sucesién de 5.2.4 nos dice que hay un monomor-
fismo ¥(min (X)) — Y con conticleo en F'({¥(j) : 7 > min(X)}) U {0}.
Ahora bien, para demostrar lo mencionado al comienzo del parrafo, necesi-
tamos probar, mas aun, que la condicién sobre el contcleo también se ve-
rifica para Y € F'({¥(j) : j > min(X)}) y para cualquier monomorfismo
n: U(min(X)) — Y (no sélo para el dado en la definicién). Para ello, comen-
zamos estudiando propiedades de los monomorfismos con dominio W() para
algin i € [1,1].

Definicién 5.2.6. Para cada N € mod(A), consideramos la clase My de
todos los X € mod(A) que satisfacen la siguiente propiedad:

Para todo f € Homp(N, X), f es cero o es un monomorfismo.

Proposicién 5.2.7. Sea 0 - N - X Ly Z 5 0 una sucesion evacta en
mod(A), y sea L € mod(A). Entonces vale lo siguiente.

(a) St N € My y Z € My, entonces X € M.
(b) Si Homy(L,N)=0yn:L— X es no nulo, entonces n # 0.
(¢) SiZ ey yn:L— X estal que fn # 0, entonces n (L) Na (N) = 0.

Demostracion. (a) Asumimos que N € M, y que Z € My, y sea 0 # f :
L — X. A continuacién probamos que f es un monomorfismo. En efecto, si
Bf = 0, entonces existe f' : L — N tal que f = «af’. Por lo tanto " # 0
y entonces f’ es un monomorfismo, obteniendo en este caso que f es un
monomorfismo. Por otro lado, en el caso que Sf : L — Z es no nulo, se tiene
que Bf es un monomorfismo, y entonces f también lo es.

(b) Sea Homp(L,N) = 0y sean: L — X nonulo. Si fn: L — Z
es cero, entonces existe ' : L — N tal que n = an’. Luego n = 0 pues
n" € Homy (L, N) = 0, lo que es una contradiccién. Esto nos permite concluir
que (1 # 0.

(c) Sean Z € M, y n: L — X tales que 0 # fn: L — Z. En particular,
como Z € My, tenemos que n es un monomorfismo.

Ahora probemos que (L) Na(N) = 0. Sea A = n(z) = a(y) con x € L
e y € N. Entonces fn(x) = fa(y) = 0 y como 7 es un monomorfismo,
concluimos que x = 0 y por lo tanto A = 0. Luego n (L) N« (N) = 0. O
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Proposicién 5.2.8. Sea (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de ta-
llat en mod(A). Si X € F(¥) y A <min(X), entonces X € My(y).

Demostracion. Sea X € F(WV). Para abreviar escribimos min(X) = iy y
consideramos A < ig. Realizamos la demostracién por induccién sobre n tal
que X admite una W-filtracion ordenada de longitud n.

Sin =0, tenemos que X = 0 y entonces X € Myy). Por otro lado, sin =1
entonces X >~ W(ig) y A <ig. Sea 0 # f: ¥(\) — X ~ U(ip). Como (¥, <)
es un sistema pre-coestratificante propio, resulta que Homy (¥(A), W(ig)) # 0
implica A > ig, de donde A = iy. Luego f € Enda(¥())), que es un anillo
con divisién, por lo que f es un isomorfismo. Esto prueba que X € My ) en
este caso.

Sean > 1y supongamos que X admite una W-filtracién ordenada de longitud
n. Si A < ip, por la Observacion 5.1.3, obtenemos que Homy (W(\), X) = 0
y asi X € My(y). Asumamos ahora que A = . Por la Observacién 5.1.9,
sabemos que existe una sucesion exacta

e 0o U(ip) -5 X 5 X 50

con min(X’) > ip y tal que X’ tiene una V-filtracién ordenada de longitud
n — 1. Entonces, por induccién, X" € My (). Ahora, como My, es cerrada

por extensiones, como probamos en (a) de la Proposicién 5.2.7, obtenemos
que X € Myy). L]

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado arriba mencionado
sobre contucleos de monomorfismos ¥(min (X)) — X.

Proposicién 5.2.9. Sean (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de ta-
llat enmod(A) yn € N. Entonces, para cada X € F (V) y cada morfismo no
nulo n: ¥(min(X)) — X, tenemos que X/n(¥(min(X))) € F,,_,(¥) U {0}.

Demostracion. Consideremos X € F!(V), ip = min(X) y un morfismo no
nulo 7 : ¥(ig) — X. Procedemos por induccién sobre n.
Sin = 1 entonces X = W(ip) y por lo tanto n es un isomorfismo, luego

X/n(¥ (i) = 0.

Sean > 1.51 X € F/_,(¥), entonces por induccién obtenemos que
X/n(¥(min(X))) € F,_,(¥) U {0} € F, (W) U{0}.
En caso contrario, existe una sucesién exacta que no se parte
e 0= W(ip) - X 25 X' 0,
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con X" € F! (V). Por la Observacién 5.2.5 (2), sabemos que min(X") > 1.
Entonces, por la Proposicién 5.2.8, concluimos que X’ € My).

Si a(W(ig)) = n(W(ig)) entonces X/n(V(ip)) ~ X' € F, (V).

Sea a(V(ip)) # n(¥(ip)). Afirmamos que 0 # Bn : V(i) — X'. En efecto, si
fn = 0 existe un morfismo 7' : W(ig) — V(i) tal que n = an’, luego i’ es un
isomorfismo ya que 1’ # 0. De este modo n(¥(ig)) = a(n' (¥ (ig))) = a(¥(ip)),
contradiciendo nuestra hipétesis y probando que 1 # 0. Entonces, de X' €
My ) v (c) de la Proposicién 5.2.7, concluimos que 87 : ¥(ip) — X' es un
monomorfismo y que a(W(ig)) N n(W¥(ip)) = 0. Asi, obtenemos el siguiente
diagrama exacto y conmutativo

0O — 0 — U (ig) —  n(¥(ip) —— 0
l "
£: 0 — U(iy) — X SN X' — 0

Como X' € F,_,(V), por induccion tenemos que X'/n(W(ig)) € F,,_5(V)U
{0}. Si X'/Bn(¥(ip)) = 0 entonces X/n(V(ip)) ~ V(i) € F{(¥) C F,_, (V).
En el caso que X'/ G(W(io)) € Fp_y(W), X'/Bn(W(io)) tiene una W-filtracién
ordenada de longitud n—2, y usando la sucesion &’ obtenemos que X /n(W¥(ip))
tiene una W-filtracion ordenada de longitud n — 1. Por otro lado, como la
sucesién £ no se parte, resulta que ¢ tampoco se parte. Esto prueba que

X/n(¥(io)) € F;, 1 (P). U

Proposicién 5.2.10. Sea (¥, <) un sistema pre-coestratificante propio de
talla t en mod(A). Entonces, todo A-médulo en F' (V) es indescomponible.

Demostracion. Sea X € F/ (V) y ip = min(X). Probaremos haciendo in-
duccion sobre n que X es un A-mdédulo indescomponible. Si n = 1 entonces
X = ¥(ip) y por lo tanto X es indescomponible.

Sean > 1. 51 X € F/ (V) entonces, por induccién, obtenemos que X
es indescomponible. En caso contrario, existe una sucesion exacta que no se
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parte € : 0 — U(ip) — X L2 Z 50con Z e F_1(¥). Por la hipotesis
inductiva sabemos que Z es indescomponible. Probemos ahora que X es
indescomponible.

Supongamos que X = X' @ X" con X', X" # 0. Entonces

/
a= (Z") (i) > X' e X"y =8 B) X X > Z.
De este modo, por el Lema 5.2.1, 5o/ (V(ig)) = —p"a” (¥ (ig)) # 0. Luego,
por la Proposicién 5.2.8, tenemos que 5" : U(ig) — Z y f'a/ : V(ig) = Z
son monomorfismos. En particular, o’ y o’ son monomorfismos. Ademas, de
B'al (¥ (ig)) = —p"a” (¥ (ip)), sigue que el epimorfismo 5 : X — Z induce un
epimorfismo

X'l (Wio)) @ X" [ (W (ia)) — Z/B'a (V(iy)).
Las igualdades

UA(X" /! (W(ig)) ® X" /a"(W(ig))) = la(X) — €a(W(i0)) — La(W(in)) =
= A(Z) — (VY (io)) =
= UA(Z/B'a/ (¥(ig)))

muestran que 3 es un isomorfismo.

A continuacién, mostraremos que Z/f'a’(W(ig)) es indescomponible. Su-
pongamos que Z/B'a/(¥(ig)) = 0. Entonces, por el isomorfismo 3, tenemos
X’ = a/(¥(ig)). Por lo tanto, el morfismo ((o/)~ 0) : X' & X" — (i)
muestra que € se parte, una contradiccion, probando que Z/5'a/(W(ig)) # 0.
Ahora, consideremos la sucesion exacta

&0 — U(ig) X% 2 — 2/ (W(iy)) — 0.

Como Z € F|_,(V), de la Proposicion 5.2.9 sigue que Z/5'a/ (¥ (ip)) pertenece
a F, _,(¥). Luego, por induccién, obtenemos que Z/5'a/(V(iy)) es indescom-
ponible.

Finalmente, usando que la aplicacién § es un isomorfismo, tenemos que
o' (U(ip)) = X' 6 a"(V(ip)) = X”. En cualquier caso, € se parte, lo que
contradice lo asumido. Esta contradiccion demuestra que X es un A-mdédulo
indescomponible. O

Ahora estamos en condiciones de probar el principal resultado de este
capitulo.
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Teorema 5.2.11. Sea (V, <) un sistema pre-coestratificante propio de ta-
lla t en mod(A). Si £y(ind(F(V))) < oo entonces existe una familia Q =
{Q(i)}_, de A-mddulos en F'(V) tal que (V,Q, <) es un sistema coestrati-

ficante propw de talla t en mod(A).

Demostracion. Sea (5 (ind(F(V))) < oco. Como los médulos en F'(V) son
indescomponibles (ver la proposicién anterior), la demostracién se completa
mostrando que existe una familia Q = {Q(i)}._; de A-mdédulos en F'(V),
satisfaciendo las condiciones (c¢) y (d) de la Deﬁnlclon 5.1.1 de sistema coes-
tratificante propio. Para probar esto realizaremos induccién sobre la talla ¢
de U. Si t =1, el resultado sigue directamente del Lema 5.2.3.

Sea t > 1. Para simplificar, podemos asumir que el orden < considerado
en [1,¢] es el natural. Asi tenemos que (¥, <), con ¥ = {¥(2), ..., U(t)}, es
un sistema pre-coestratificante propio de talla ¢ — 1 en mod(A). Luego de
la hipétesis inductiva aplicada a este sistema de menor talla, concluimos la
existencia de una familia Q = {Q(i)}_, en F'(¥) C F'(V) satisfaciendo:

(¢) para cada i € [2,t] existe una sucesién exacta

10— Z(i) = Qi) 2% W(i) — 0,

con Z(i) € F{U(G):2<j<i})y
() Qc V.

Ahora, consideremos la familia con un solo elemento {W(1)}. En este caso ya
hemos probado el teorema. Entonces, existe una sucesion exacta

e 0 2(1) = Q1) B w(1) =0

con Z(1) € F{T(1)}), Q(1) € F({T(1)}) € F(¥) y Exty(Q(1), ¥(1)) =
0. Luego (c) de la definicién de sistema coestratificante propio vale para
i = 1. Ademas, como Q(1) € F({¥(1)}) y Ext} (¥ (1), ¥(5)) = 0 para j > 2,
tenemos que Exty(Q(1), ¥) = 0. Esto es, vale (d) en la Definicién 5.1.1 para
i=1.

A continuacion construimos la sucesién exacta ¢; requerida, para cada
i€[2,t.

Si Ext}(Q(i), ¥(1)) = 0, entonces consideramos &; = & y Q(i) = Q(3).
Supongamos que Ext} (Q(i), ¥(1)) # 0. Entonces existe una sucesion exacta
que no se parte

51:0 = U(1) = X; 3 Qi) — 0.
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~ 1y~

Como Q(i) € F'(V), tenemos que X; € F'(¥). Ademés, X; € U, lo que se
obtiene aplicando Homa (—, W(j)) a d1, con j € [2,¢]. Por otro lado, tenemos
la sucesién exacta

V120—>L1—>X1)\£1\I/(Z-)—>0

donde L; = Ker(\;f41). Entonces, por el Lema 5.2.2, Ly € F{V(j) : j <
i}). Luego, si Exty (X, ¥U(1)) = 0 concluimos que &; = vy, con Q(i) = X,
satisface las condiciones requeridas.

Asumamos ahora que Ext} (X1, (1)) # 0. Entonces existe una sucesion
exacta que no se parte

520-)1’(1)—))(2%)(1—)0

Aqui X, € F(¥) pues X; € F'(V¥). Analogamente, de X; € T tenemos

14~
que X, € A Ademas, por el Lema 5.2.2, tenemos una sucesion exacta

1/220—>L2 —>X2 /\igBQ \Ij(’l) — 0

donde Ly € F({V¥(j) : j < i}). Iterando este procedimiento, obtenemos
sucesiones exactas que no se parten

5]O—>\II(1)—>X]&X]_1—)O

con X; € F'(¥)N Ll\fl, para 1 < j < k. Como l5(X7) < Uy (X3) < -+ <
UA(Xg) v la(ind(F(¥))) < oo, tarde o temprano alcanzamos algin X,, €

) Liz 1 1
F'(U)Nn W tal que Ext, (X, ¥(1)) = 0. Entonces X,, € ~*W. De este modo,
la sucesion exacta
0— Z(i) = Qi) > W(i) - 0

con Q1) = X,,, B = NB1B2---Bny Z(i) = Ker(f) satisface las condiciones
requeridas. O]

Corolario 5.2.12. Sea A un dlgebra de artin de tipo de representacion finito.
Entonces todo sistema pre-coestratificante propio (V, <) de talla t en mod(A)
define un sistema coestratificante propio (¥, Q, <) de talla t en mod(A).
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Capitulo 6

Sobre la existencia de sistemas
coestratificantes propios en
relacion a la existencia de
sistemas estratificantes
Ext-inyectivos.

Sea P(1),..., P(l) una sucesién ordenada de médulos proyectivos indes-
componibles no isomorfos dos a dos sobre un dlgebra de artin A. Recordemos
que el médulo estdndar yA(7) es el mayor médulo cociente de P(i) con fac-
tores de composicién sélo entre S(1),...,5(i), donde S(j) es el top simple
de P(j), y que el médulo coestandar AV (i) es el submédulo més grande de
la capsula inyectiva I(i) de S(i), con factores de composicién también entre
S(1),...,5(7). También tengamos presente que F(,A) es la subcategoria de
mod(A) formada por los A-mddulos que tienen una filtracién con factores iso-
morfos a los médulos estandar (ver Seccién 1.9 del Capitulo Preliminares de
este trabajo). Sabemos que el dlgebra A se dice estdndarmente estratificada
si todos los A-mddulos proyectivos pertenecen a F(,A) (ver [CPS], [ADL],
[AHLU], [W], [ES], [PR], [Xi]).

Para un algebra de artin A existe otra importante familia de mddulos:
los médulos propios estandar (respectivamente, propios coestandar) AA(i)
(respectivamente, AV (7)), definidos como cierto cociente apropiado de los
modulos AA(7) (respectivamente, submoédulo apropiado de los AV (7)). Estos
modulos fueron definidos por V. Dlab y tienen la propiedad de que A es un
algebra estandarmente estratificada, esto es, todos los A-mdédulos proyectivos
pertenecen a F(,A), siy solo si todos los A-médulos inyectivos pertenecen a
F(AV) (ver [D1] y [L]). Aqui F(,V) denota a la subcategorfa de mod(A) que
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consiste de los A-médulos que tienen una filtraciéon con factores isomorfos a
los médulos propios coestandar.

En conexién con el estudio de las algebras estandarmente estratificadas,
I. Agoston, D. Happel, E. Lukacs y L. Unger mostraron que, para un algebra
(A, <) de este tipo, se verifica que F(,V) = F(LA)* = {M € mod(A) :
Ext} (F(,A), M) = 0} (ver [AHLU]). Ademds, probaron que existe un A-
médulo inclinante 7' = {T'(i)}._,, llamado médulo inclinante caracteristico,
tal que add(T) = F(LA) N F(,AA)* (ver también [PR]). Ademds, se tiene
que (AA, {T'(i)},_;, <) es un sistema estratificante Ext-inyectivo, como men-
cionamos en la Seccién 1.11, y que (AV, {T(i)}\_;, <) es un sistema coestra-
tificante propio (ver Ejemplo 4.1.5 del Capitulo 4).

Esto motiva el siguiente problema: dado un conjunto Q = {Q(7)}._; de A-
moddulos indescomponibles no isomorfos dos a dos y un orden lineal < sobre
{1,2,...,t}, ;cémo se relaciona la existencia de un sistema coestratificante
propio (¥, Q, <) con la existencia de un sistema estratificante Ext-inyectivo
©.Q,<)?

En la segunda seccion de este capitulo estudiamos esta pregunta, proban-
do dos teoremas. El primero de ellos nos da, dado un sistema coestratificante
propio (¥, Q, <), condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
una familia © = {O(i)};_, en mod(A) tal que (0, Q, <) es un sistema estra-
tificante Ext-inyectivo (Teorema 6.2.1). El segundo es el resultado reciproco
(Teorema 6.2.4).

En la Seccion 1 estudiamos el siguiente problema més general sobre sis-
temas estratificantes Ext-inyectivos, que sera muy 1til en el desarrollo de la
Seccién 2: dada una familia Y = {Y(i)};_, de A-mddulos indescomponibles
no isomorfos dos a dos, dar condiciones necesarias y suficientes para que e-
xista una familia © = {©(7)}_; tal que (0,Y, <) es un sistema estratificante
Ext-inyectivo.

El lector recordara que los sistemas estratificantes Ext-inyectivos fueron
introducidos por K. Erdmann y C. Sdenz en [ES] bajo el nombre de sistemas
estratificantes (ver también [MMS1]).

6.1. Algunas caracterizaciones homoldgicas.

Sea M un A-mddulo. En esta seccién recordamos la definicion de la sub-
categoria C | introducida por M.I. Platzeck y N. Pratti en [PP1], y Cy™ que
hemos introducido en la Seccién 1.8 de los Preliminares de esta tesis. Dada
una clase C de objetos en mod(A), estudiamos propiedades de la categoria
F(C) de médulos filtrados por C cuando F(C) C CyM.

Los resultados obtenidos en esta direccion nos permitiran dar una respues-
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ta al problema arriba planteado sobre la existencia de sistemas estratificantes
Ext-inyectivos.

En este capitulo, para M en mod(A) consideramos el algebra de artin
'y = End(, M) y los funtores
Fu
mod(A) & mod(I),
Gum

donde Fy; = Homy (M, —) y Gy = M ®r —, asi como los funtores

?]\J
mod(A) = mod(I'?),
61\4

donde F'y; = Homp(—, M) y Gy = Hompep(—, M). También tenemos el fun-
tor * = Homp(—,T") : mod(I') — mod(I'?). Este funtor induce una dualidad
* : proj(I") — proj(I'°?), cuya quasi-inversa Hompoer (—, ') también es nota-
da por *. Finalmente, notamos por D a la dualidad usual para dlgebras de
artin.

Recordamos que los funtores Fj; y Gy inducen, por restriccién, equi-
valencias inversas entre add(M) y proj(I'). Ademds, los funtores F; y Gy
inducen, por restriccién, dualidades inversas entre add(M) y proj(I'?).

Lema 6.1.1. Sea M en mod(A). Entonces:
(a) (@M 0% 0 Fr)|aada(ar) = lada(an)-

(b) (% © Far)laca) = Farlacacn)-

Demostracion. (a) Para cada X € add(M), tenemos los siguientes isomor-
fismos naturales

G (Far(X)*) = Hompop (Fp (X)*, M) = Fpr(X)™ @pop M =~

ZFM(X) ®FopMﬁ’M®FFM(X) ZGMOFM(X) ~ X,

(b) El resultado sigue de (a) ya que (Fas 0 Gar)|projrer) = Lprojrory. U

A continuacién, recordamos la definicién de la clase C3. Los objetos en
C3" son los A-médulos X que admiten una sucesiéon exacta en mod(A)

M2—>M1—>MO—>X—>O
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con M; € add(M), y tales que la sucesién inducida

es exacta en mod(l).

En la Seccién 1.8 del Capitulo Preliminares introdujimos las categorias
CYM_ Recordamos ahora que los objetos de Cy™ son los A-médulos Z que
admiten una sucesion exacta en mod(A)

0— 2 — My — M, — M,
con M; € add(M), y tales que la sucesién inducida
Fp(My) — Fp(My) = Fa(My) — Fy(Z) =0
es exacta en mod(I"P).

Observacién 6.1.2. Sea M en mod(A). Entonces, como Fpy oD ~ Fy y
D o Gpy =~ Gy, tenemos que D(CyM) = CPM. Ademads, los anillos Ty y
I'%,; son isomorfos.

Proposicién 6.1.3. Sea M en mod(A), y sea C una clase de objetos en
mod(A) tal que M € Ct. Si F(C) C CyM entonces la restriccion

Fulre : F(C) = F(Fu(C))
es una dualidad exacta con quasi-inversa
Gulr@Eye) : F(Fm(C)) = F(C).

Demostracion. De la Observaciéon 6.1.2 sigue que este resultado es dual a la
afirmacién del Teorema 3.2.4. U

Para una familia dada M = {M(i)}._, de objetos en mod(A), conside-
ramos M = @2:1 M (7). Ahora recordemos la definicién de sistema estrati-
ficante Ext-inyectivo que ya hemos mencionado en los Preliminares de este
trabajo (ver Seccién 1.11).

Definicién 6.1.4. Un sistema estratificante Ext-inyectivo (0,Y, <)
de talla t en mod(A), consiste de dos familias de A-mddulos no nulos © =
{0@)}_, eY ={Y (i)}, con Y (i) indescomponible para todo i, y un orden
lineal < sobre el conjunto [1,t], satisfaciendo las siguientes condiciones.

(a) Homy (©(i),0(5)) =0 sii > j.
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(b) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta
0—0()—=Y() — Z(i) —0,
con Z(i) € F{O()) : 7 < i}).

(c) Exty(—,Y)|e = 0.

En lo que resta de esta secciéon denotaremos por Y a la familia de A-
médulos indescomponibles Y = {Y (i)}, ' = End(A\Y)? y F = Fy, G =
Gy, F = Fy y G = Gy. Como observamos al principio de esta seccién, F
induce por restriccién una dualidad entre add(Y') y proj(I'?). Designaremos
por rer P al conjunto {re»P(i) : i € [1,t]} de representantes de los I'P-
médulos proyectivos indescomponibles, donde ror P(i) = F (Y (i)) para todo
i.

Observacién 6.1.5. Notemos que tenemos dos conjuntos de representantes
de los T°P-médulos proyectivos indescomponibles: rer P (definido arriba) y
roo P = {rex P(i) = F(Y(i))* : i € [1,t]}. Esta dltima familia se obtiene
usando la equivalencia inducida por F' entre add(Y') y proj(I'), y la dualidad
% : proj(I') — proj(I'?P).

Del Lema 6.1.1 (b), sigue que po» P(i) =~ rop P(i) para todo i. En particular,
si < es un orden lineal definido sobre [1,¢] y <° es el orden opuesto a <,
no existen diferencias (a menos de isomorfismos) entre la familia de los I'P-
médulos estandar (propios estandar) calculados usando (re» P, <°), y los
calculados usando (o P, <).

Necesitaremos el siguiente resultado, probado por E. Marcos, O. Mendoza
y C. Séenz en el Teorema 2.3 en [MMS1], que da condiciones necesarias y
suficientes para que una familia de A-moédulos indescomponibles Y admita
un sistema estratificante Ext-inyectivo (0,Y, <).

Teorema 6.1.6. Sean Y = {Y (i)},_, un conjunto de A-mddulos indescom-
ponibles no isomorfos dos a dos, y < un orden lineal sobre [1,t]. Sea pop A
la familia de los T°P-mddulos estdndar correspondientes al par (ro» P, <°P),
donde < es el orden opuesto a <. Entonces las siguientes afirmaciones, (1)
y (1), son equivalentes.

(I) Existe una familia © = {O(i)}_; en mod(A) tal que (0,Y,<) es un
sistema estratificante Ext-inyectivo.
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(II) (a) Extio,(ror A, rerY) = 0 5 el par (I'P, <) es un dlgebra estdndar-
mente estratificada.

(b) Existe una subcategoria llena A de mod(A), cerrada por exten-
siones y tal que Y C AN AL,

(¢) La restriccion Fla : A — F(rrA) es una dualidad ezacta con
quasi-inversa G| ropa) @ F(ronA) = A.

Mads atin, si una de estas condiciones equivalentes vale, entonces A estd univo-
camente determinada (a menos de equivalencias) por la familia Y. Mds pre-

cisamente, A~ F(O) y O(i) ~ G(p.,A(7)) para todo i € [1,t].

Si asumimos que sélo vale la condicién (a) en (II), entonces se verifica la
condicién (b) en la definicién de sistema estratificante Ext-inyectivo, como
probamos a continuacién.

Lema 6.1.7. Con las hipdtesis y notaciones del Teorema 6.1.6, sea & =
{®(i)}_, donde ®(i) = G(p, A(i)) para todo i. Si el par (T, <) es un
dlgebra estandarmente estratificada y Extio, (por A, rorY) = 0, entonces valen
las siguientes condiciones.

(a) Para cada i € [1,t], existe una sucesion exacta
0— @) = Y(E) — Z(3i) — 0,
con Z(i) € FH{®(j) : j < i}).

(b) Si ademds Exty(®,Y) = 0, entonces para cada M € F(®) eziste una
sucesion exacta
0->M—=Y - M =0

en F(®), conY' € add(Y). En particular, F(®) C CyY.

Demostracion. (a) Supongamos que Extfo, (rev4, rorY) = 0. Entonces,
G|F(ropa) © F(revA) = mod(A) es exacto sobre F(re»A). Como (P, <°P)
es un algebra estandarmente estratificada, para cada i € [1,¢] tenemos una
sucesion exacta en F(rorA)

0— U(t) = popP(i) = repA(7) = 0,

con U(i) € F({ppA(j) : j > i}). Aplicando G a la sucesién anterior,
obtenemos la siguiente sucesién exacta en mod(A)

0= Gl AlD)) = o P(0)) = G(U(0)) — 0.
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Como @(i) = GlpnyA(i)), GlpoP(i)) = G(F(Y(i))) ~ Y(i) y también
G(U(i)) € F{®(j) : j <i}), entonces vale la condicién (a).

(b) Sea M € F(®). Consideramos una ®-filtracién de M
O=MyC M C..C M, CM,=M,
donde My /My_1 ~ ®(iy), para todo 1 < k < n.

Usando (a), el Lema de la Serpiente y el hecho de que ,Y € F(®)**, obte-
nemos un diagrama exacto y conmutativo en F(®)

0 0 0

0 —— &(i) —— M, — P(iy) —— 0

0 —— Z(i;) —— Zy — Z(iy) —— 0

0 0 0

En particular, la sucesién vertical del medio 0 — My — Y (i1) @ Y (iz) —
Z5 — 0 nos da la sucesién exacta requerida para n = 2. El resultado sigue
iterando este argumento. U

Usando la Proposicién 6.1.3 y (b) del Lema 6.1.7, podemos probar el si-
guiente resultado, donde para una familia dada ¥ = {Y'(i)};_, de A-médulos,
continuamos usando la notacién I' = End(,Y)?, y los funtores F' = F'y y

a:ay.

Teorema 6.1.8. Sean Y = {Y (i)},_, un conjunto de A-mddulos indescom-
ponibles no isomorfos dos a dos, y < un orden lineal sobre [1,t]. Sean pop A
la familia de los TP-mddulos estdindar, calculados usando el par (ro» P, <°P),
donde <° es el orden opuesto a < y e P(i) = F(Y (i)) para todo i. Entonces,
existe una familia © = {O(i)}_; en mod(A) tal que (©,Y, <) es un sistema
estratificante Fxt-inyectivo si y solo si valen las siguientes condiciones.

(a) El par (TP, <) es un dlgebra estandarmente estratificada.
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(b) EXtIlﬂop (FopA, FopY) =0= EXt}\(é(FopA), AY)

Si estas condiciones se verifican, el sistema estratificante Ezxt-inyectivo
(0,Y, <) estd univocamente determinado (a menos de isomorfismos) y

O(i) ~ G(ppA(i)) para todo i € [1,1].

Demostracidn. Supongamos que existe una familia © = {©(i)};_; en mod(A)
tal que (©,Y, <) es sistema estratificante Ext-inyectivo. Entonces, por el
Teorema 6.1.6, obtenemos que existe una subcategoria llena A de mod(A)
tal que G|r(opa) € Ay Y C AL Por lo tanto, Exty(G(reA),2Y) = 0.
El resto de la demostracién de (a) y (b) sigue inmediatamente del mismo
teorema.

Asumamos ahora que (a) y (b) valen. Como (I'?, <) es un &algebra
estdndarmente estratificada y Extio, (rosA, ropY) = 0, la demostracién se
completa mostrando que se verifican (b) y (c) del Teorema 6.1.6. Sea A =
F(G(ro»A)). Aplicando el Lema 6.1.7 (a) y la igualdad Ext} (G(rerA), YY) =
0, tenemos que Y C AN AL Por otro lado, del Lema 6.1.7 (b) sigue que
A C CYY. Entonces (c) del Teorema 6.1.6 vale por la Proposicién 6.1.3. [

Un algebra A es estandarmente estratificada si y sélo si A estd filtrada
por los médulos estandar. El hecho de que esto ocurra si y sélo si D(A,)
estd filtrada por los correspondientes médulos propios coestandar (ver [D1],
Proposicién 2.2) y también la Observacién 6.1.5, nos permiten adaptar la
demostracion del Lema 6.1.7 para probar el siguiente resultado. El mismo
sera util mas adelante, ya que nos permitira demostrar un resultado analogo
al teorema anterior, para sistemas coestratificantes propios.

Lema 6.1.9. Sean Y = {Y(i)}._; un conjunto de A-mddulos indescom-
ponibles no isomorfos dos a dos y < un orden lineal sobre [1,t]. Sea po»V
la familia de los T'°P-mddulos propios coestandar calculados usando el par
(rorl, <), donde rorl es el conjunto de representantes de los I'°P-mddulos
inyectivos definido como repl (i) = D(F (Y (7))) para todo i. Si (I'?, <) es
un dlgebra estandarmente estratificada, Tor} (Y,rA) = 0 y ®(i) = G(rA(7))
para todo i, entonces valen las siguientes condiciones.

(a) Para cada i € [1,t], existe una sucesion ezxacta
0— Z(@1) = Y(i) = ®>) — 0,
con Z(i) € FH{P(j) : j <i}).
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b) Si ademds Exth (Y, ®) = 0, entonces para cada M € F(®) existe una
A
sucesion exacta

0->M =Y - M—=0

en F(®), con Y’ € add(Y). En particular, F(®) C Cy .

6.2. Relacion entre sistemas coestratificantes
propios y sistemas estratificantes Ext-in-
yectivos.

Con el objetivo de generalizar resultados de C. M. Ringel para alge-
bras quasi-hereditarias, se prueba en [AHLU] y en [PR]| que para un alge-
bra estandarmente estratificada (A, <) existe un A-mdédulo inclinante 7' =
{T(i)}._,, lamado médulo inclinante caracteristico, tal que add(T") =
F(hA)NF(hA)*T y el par (Endy(T), <) es también un dlgebra estdndar-
mente estratificada. Ademds, (AA, {T'(i)}\_,, <) es un sistema estratificante
Ext-inyectivo y (AV, {T'(i)}\_,, <) es un sistema coestratificante propio. Esto
nos conduce al siguiente planteo:

Dado un conjunto Q = {Q(i)}._; de A-médulos indescomponibles no
isomorfos dos a dos y un orden lineal < sobre [1,¢], {como se relaciona la
existencia de un sistema coestratificante propio (¥, Q, <) con la existencia
de un sistema estratificante Ext-inyectivo (6, Q, <)?

En esta seccion vamos a contestar esta pregunta.

En lo que sigue usaremos la siguiente notacién. Sean Q = {Q(i)}:_,
un conjunto de A-médulos indescomponibles no isomorfos dos a dos, < un
orden lineal sobre [1,1], vy Q = @!._, Q(i). Consideramos I' = End(,Q) y
los funtores F = Fy, G =G, F =Foy G =Gp.

De acuerdo con la Observacién 6.1.5, la familia rop A puede ser calcu-
lada a partir de (perP, <) o de (o P, <), donde ro P(i) = F(Q(i)) vy
roo P(i) = F(Q(i))* para todo i. También consideramos la familia rA, la
cual es calculada con el orden <% sobre [1,t], utilizando el conjunto de
representantes P de los I'-moédulos proyectivos indescomponibles, donde

rP(i) = F(Q(i)) para todo i.
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6.2.1. De sistemas coestratificantes propios a sistemas
estratificantes Ext-inyectivos.

Sea (¥, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla ¢ en mod(A).
Recordemos que en el Teorema 4.2.3, probamos que (I'?, <°) es un algebra
estandarmente estratificada y que la restriccién F|z) : F(¥) = F(rA) es
una equivalencia con quasi-inversa G|z x) : F(rA) — F (V).

En nuestro préximo teorema establecemos, para un sistema coestrati-
ficante propio (¥, Q, <) dado, condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de una familia © = {O(4)};_; en mod(A) tal que (©,Q, <) es un
sistema estratificante Ext-inyectivo.

Teorema 6.2.1. Sea (V, Q, <) un sistema coestratificante propio de talla t
en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Existe una familia © = {O(i)}_; en mod(A) tal que (©,Q, <) es un

sistema estratificante Fxt-inyectivo.
(b) Extiop(ror A, por @) = 0 = Ext (G(rrA), , Q).

Si estas condiciones se verifican, el sistema (0, Q, <) estd univocamente de-

terminado (a menos de isomorfismos) y O(i) ~ G(rer A(7)) para todo i.

Demostracion. La demostracion resulta del Teorema 6.1.8 que da condi-
ciones necesarias y suficientes para la existencia de un sistema estratificante
Ext-inyectivo, asumiendo solamente que Q es una familia de A-mddulos in-
descomponibles no isomorfos dos a dos. Estas condiciones son dos: una de
ellas es que (I'P, <) es un algebra estandarmente estratificada, lo cual se
verifica por ser (¥, Q, <) un sistema coestratificante propio (ver Teorema
4.2.3). La otra es precisamente la condicién (b) del resultado que estamos
demostrando. 0J

Ejemplo 6.2.2. En el siguiente ejemplo damos un sistema coestratificante
propio (¥, Q, <) y aplicamos el Teorema 6.2.1 para obtener un sistema es-
tratificante Ext-inyectivo (0, Q, <).

Sea A el dlgebra de caminos dada por el carcaj

0o —>0—0,
1 2 3
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con el orden natural 1 < 2 < 3. Consideremos

U= {(W(1) =3, W)= 1, ¥(3) = 1}

1
Q={Q() =3 Q2 =1, Q) = }.
Entonces (¥, Q, <) es un sistema coestratificante propio de talla 3 en mod(A).
En este caso, el dlgebra I'? = End, (Q) esté dada por el carcaj
o050
1 3 2
con la relacién pe = 0 (ver Ejemplo 2.1.10 del Capitulo 2, observando que el
A-moédulo @ que estamos considerando aqui coincide con el A-médulo M del
ejemplo citado). Consideramos (I'?, <°), donde 3 <° 2 <° 1. Entonces, los
correspondientes médulos estandar son

FOPA — {FOPA(l) = %7 FopA(2) — 2, FOPA(g) — 3}

En el Ejemplo 2.1.10 también describimos a () como I'P-moédulo. Luego,

FOPQ - @?:1 FOPQ/(Z'), dOnde
Q) = 3, Q2 =3y r@(3) = 1.

Usando que rop A(1) ¥ ror A(2) son médulos proyectivos, que rop, @' (1) ¥ rop@'(3)
son moédulos inyectivos, y que ademés Extro, (rer A(3), por Q'(2)) = 0, obte-
nemos que Extio, (rov A, 10, Q) = 0.

S6lo nos resta verificar que Ext} (G(rorA), ,@) = 0. Volvamos nuevamente
al Capitulo 2. Alli, en el Ejemplo 2.2.4, probamos que

GlrrA(1)) = G(§) = aP(3).

Utilizando las mismas técnicas se puede ver que

G(raoA(3)) = G(3) = A P(2)

y que

G(re»A(2)) = G(2) = 1.
Un célculo muestra que Ext} (G(ro»A(2)),,Q) = 0. Por otra parte, como
G(rooA(1)) y G(re»A(3)) son médulos proyectivos, se verifica la condicién
requerida.

Luego, por el Teorema 6.2.1, (0, Q, <) es un sistema estratificante Ext-
inyectivo con O(1) ~ G(raA(1)) = 3, O(2) ~ G(rrA(2)) = 1y O(3) ~
G(reA(3)) = 3.
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6.2.2. De sistemas estratificantes Ext-inyectivos a sis-
temas coestratificantes propios.

El objetivo de esta subseccién es hallar, para un sistema estratificante
Ext-inyectivo dado (0, Q, <), condiciones necesarias y suficientes para que
exista una familia ¥ = {U(i)}'_; en mod(A) tal que (¥, Q, <) sea un sis-
tema coestratificante propio. Primero consideramos el problema mas gene-
ral de estudiar la existencia de tal sistema coestratificante propio (¥, Q, <)
asumiendo solamente que Q = {Q(i)}!_; es una familia de A-mddulos in-
descomponibles no isomorfos dos a dos. En analogia con [MMS1, Teorema
2.3] y el Teorema 6.1.8, probamos el siguiente resultado.

Teorema 6.2.3. Sea Q = {Q(4)}:_, un conjunto de A-mddulos indescom-
ponibles no isomorfos dos a dos. Entonces, las siquientes condiciones (I),
(1I) and (I11) son equivalentes.

(1) (a) (T, <) es un dlgebra estandarmente estratificada y
Tor} (Q,rA) = 0.

(b) Eziste una subcategoria llena B de mod(A), cerrada por exten-
siones, y tal que @ C BN *1B.

(c¢) La restriccion Flg : B — F(FZ_) es una equivalencia exacta de
categorias donde G|z x) + F(rA) — B es una quasi-inversa de
Flp.

(II) Eriste una familia W = {¥(i)}_; en mod(A) tal que (V,Q, <) es un
sistema coestratificante propio.

(III) (a) (T°P,<°P) es un dlgebra estandarmente estratificada.
(b) Tory (Q.rA) =0 = Ext (,Q. G(rA)).
Mas ain, si estas condiciones valen, entonces B estd univocamente determi-

nada por la familia Q. Mds precisamente, B ~ F(¥) y (i) ~ G(rA(i)) para
todo i € [1,1].

Demostracion. (I)=-(II) Asumamos que (I) vale. Sea ¥(i) = G(rA(i)) para
todo ¢ € [1,t]. Para probar que (¥, Q, <) es un sistema coestratificante pro-
pio, tenemos que mostrar que las condiciones de la Definicion 5.1.1 se satis-
facen.

(a) Como End,(¥(i)) ~ Endr(rA(i)), entonces Endy(¥(i)) es un anillo
con divisién para todo i € [1,¢].
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(b) De Homy (¥(7), ¥(j)) ~ Homp(rA(i), rA(5)), obtenemos que
Homy (W (i), ¥(j)) = 0 para j < i.

(¢) Debemos probar que, para cada i € [1,1], existe una sucesién exacta
0— Z(i) = Qi) - V(i) — 0,

con Z(i) € F({¥(j) : j <i}). Esto sigue del Lema 6.1.9 (a) aplicado a
P=TeY =Q.

(d) Exti(Q,¥)=0yaque ¥ =G(rA)CByQCBN"B.

(I)=(III) Sea (¥,Q, <) un sistema coestratificante propio. Entonces,
por el Teorema 4.2.3, sabemos que (I'?, <) es un &lgebra estandarmente
estratificada y que W(i) ~ G(pA(i)). Luego, por la definicién de sistema co-
estratificante propio, Ext} (,@Q, G(rA)) = 0. Finalmente, sigue de la Proposi-
cién 3.1.5 que F(F(¥)) C F(C)(Q)) € Ker Torl (Q, —).

(IIN)=(I) Sea B = F(G(rA)). Los argumentos en la demostracién “(<=)”
en el Teorema 6.1.8 pueden ser adaptados a este caso, usando el Lema 6.1.9
y el Teorema 3.2.4. U

Ahora estamos en condiciones de probar el principal resultado de esta
seccion, que es analogo al Teorema 6.2.1 y que establecemos en el siguiente
teorema.

Teorema 6.2.4. Sea (0,Q, <) un sistema estratificante Ext-inyectivo de
talla t en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Eziste una familia W = {W(i)}._; en mod(A) tal que (¥, Q, <) es un
sistema coestratificante propio.

(b) Torl(Q.r &) = 0 = Ext}(Q, G(rAN)).

Si estas condiciones se verifican, el sistema (U, Q, S_) estd univocamente de-
terminado (a menos de isomorfismos) y V(i) ~ G(rA(7)) para todo i € [1,1].

Demostracion. La demostracion sigue inmediatamente del Teorema 6.2.3 y
la Observacién 6.1.5, ya que de [ES] sabemos que (I'%?, <°) es un algebra
estandarmente estratificada. U
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Los siguientes resultados muestran que, para una familia dada Q de A-
modulos sobre un dlgebra A (no necesariamente estandarmente estratifica-
da), la existencia simultdnea de © y W tales que (0,Q, <) es un sistema
estratificante Ext-inyectivo y (¥, Q, <) es un sistema coestratificante propio,
implica que el I'? = End(,Q)-mdédulo @ coincide con el médulo inclinante
caracteristico asociado al algebra estandarmente estratificada ['°P.

Corolario 6.2.5. Sea (V,Q, <) un sistema coestratificante propio de talla
t en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes, donde
rep T’ es el modulo inclinante caracteristico asociado al dlgebra estandarmente
estratificada (TP, <°P).

(a) Eziste una familia © = {©(i)}\_; en mod(A) tal que (0,Q, <) es un
sistema estratificante Ext-inyectivo.

(b) 1or@ =~ rorT 3y BExt) (G(rer A), ,Q) = 0.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que (0, Q, <) es un sistema es-
tratificante Ext-inyectivo. Como (¥, Q, <) es un sistema coestratificante pro-
pio, del Teorema 6.2.1 sigue que Ext} (G(re»A), AQ) = 0. Para probar que
rov@ =~ 1T, es suficiente mostrar que per@Q € F(rorA) N FlropA)F =
add(re»T") (ver [AHLU, Proposicién 2.2]). Por el Teorema 6.2.4 (b) sabe-
mos que Tor} (Q,rA) = 0. Entonces, por [CE, p. 120], y teniendo en cuenta
que rorV = D(rA), resulta que

Ext%op (por @, FOPV) ~ D(Tor{(Q, FZ)) =0.

Esto es, Q € M1 F(rrV) = F(rerA) (ver [AHLU, Teorema 1.6]). Por otra
parte, del Teorema 6.2.1 (b) sigue que Extro,(rev A, 10p@) = 0, esto es, Q €
F(rerA)1. Luego, vale (b).

(b) = (a) Como reT es el médulo inclinante caracteristico, tenemos que

EXtIlﬂop (Fop A, Top Q) ~ EXt%ﬂop (Fop A, FopT) — 0

De este modo, (a) sigue del Teorema 6.2.1. O

[lustramos este resultado con el siguiente ejemplo (ver Ejemplo 4.1.7 en
el Capitulo 4).
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Ejemplo 6.2.6. Sea A dada por el carcaj

B

)
O<——0O0=<——0
1“2 73

con las relaciones 2 = 0, a3 = 0 y Sy = 0. Consideremos el orden natural
1 <2 <3, y los conjuntos

W= {U(1)=2 (2 =3, U@) =13}

3

Q={Q(1) =3 Q2= 2 Q)= 1%}
Entonces (¥, Q, <) es un sistema coestratificante propio de talla 3 en mod(A).
En este caso, I'? = End(,Q) estd dada por el carcaj
0T o0
15 3 2

con las relaciones e = 0 and pop = 0 (ver Ejemplo 4.2.7). Por el Teorema
4.2.3, sabemos que (I'7, <°) es un algebra estandarmente estratificada. El
modulo inclinante caracteristico es

3
FopT: é @ % EB 3,
1
el cual no es isomorfo a
3
ro@=7®3; @2
1

(ver Ejemplo 4.2.13). Por lo tanto, del Corolario 6.2.5 (b) sigue que no existe
una familia © = {O(i)}_, en mod(A) tal que (6,Q, <) sea un sistema
estratificante Ext-inyectivo.

El siguiente resultado es probado usando argumentos similares a los usa-
dos en la demostracion del Corolario 6.2.5.

Corolario 6.2.7. Sea (0,Q, <) un sistema estratificante Ext-inyectivo de
talla t en mod(A). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes,
donde popT" es el modulo inclinante caracteristico asociado al dlgebra estandar-
mente estratificada (TP, <°P).

(a) Eziste una familia W = {¥(i)}._; en mod(A) tal que (¥, Q, <) es un
sistema coestratificante propio.

(b) 1orQ =~ 1T y Ext}(Q,G(rA)) = 0.
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