
�

�

�

�

Universidad Nacional del Sur

Tesis de Doctor en Ingenieŕıa
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Resumen

En esta tesis se tratan diversos aspectos que contribuyen a incrementar el desempeño de los

sistemas de comunicaciones modernos. Entre los desaf́ıos más importantes están la compensación

de los efectos del canal de comunicaciones, la sincronización en frecuencia y las limitaciones en

el ancho de banda de transmisión.

Los estándares modernos son capaces de proveer a los usuarios diferentes tipos de calidad

de servicio. Esto exige gran flexibilidad en el manejo de los recursos de radio y alta robustez

frente a las interferencias. El multiplexado por división en frecuencias ortogonales (OFDM), es

el esquema de modulación multiportadora que se está adoptando en la mayoŕıa de los estándares

para lograr dichas exigencias. Entre las desventajas de la implementación práctica de OFDM

están la sensibilidad a errores de sincronismo en frecuencia y el alto consumo de potencia en la

amplificación.

El error de sincronismo en frecuencia destruye la ortogonalidad entre las subportadoras de

OFDM lo que disminuye notablemente el desempeño del sistema, por ese motivo es necesario

estimar y compensar dicho error. Para tal fin se propuso una familia de algoritmos de estimación

de errores de sincronismo basados en una aproximación más exacta de la estad́ıstica de la señal

de entrenamiento. En consecuencia, los estimadores obtenidos tienen mejor desempeño que los

propuestos anteriormente. Considerando una incipiente ĺınea de investigación, se propuso un

estimador de frecuencia basado en filtrado notch que es útil para la estimación de errores de

sincronismo en sistemas multiportadora. El algoritmo funciona de manera iterativa procesando

la información en bloques, lo que resulta adecuado para estimaciones basadas en una secuencia

de entrenamiento.

El acceso múltiple por división de frecuencias ortogonales (OFDMA) está basado en OFDM

y utiliza conjuntos de subportadoras para trasmitir la información de cada usuario. En este caso

también es necesario estimar y compensar los errores de sincronismo, operaciones que requieren

una elevada carga computacional. En esta tesis se propone un esquema de compensación de

errores de sincronismo que permite reducir notoriamente la complejidad del sistema sin degradar



considerablemente el desempeño. La modulación multiportadora basada en banco de filtros

(FBMC) se ha propuesto recientemente como alternativa a OFDMA ya que es menos sensible a

errores de sincronismo en frecuencia. Con el fin de determinar cual sistema es el más adecuado,

se presenta una comparación entre OFDMA y FBMC en un contexto realista, teniendo en cuenta

tanto el desempeño como la complejidad de implementación.

Además de las temáticas principales antes mencionadas, en esta tesis se tratan de manera

complementaria cuestiones relacionadas con nuevos sistemas de comunicaciones en estado de

desarrollo, que permiten abordar los problemas de escasez espectral y de amplificación de una

señal de amplio rango dinámico.

Estudios recientes demuestran que el espectro es un recurso escaso pero muchas veces des-

perdiciado. La solución para este problema puede ser la asignación dinámica de ancho de banda,

lo que permite que varios sistemas o redes compartan la misma banda de frecuencias. Estos

sistemas están compuestos por dispositivos llamados radios cognitivas que tienen que realizar

tareas de sensado espectral a fin de determinar si alguna banda de interés está o no disponible.

Se supone que las señales involucradas en el proceso de sensado son OFDM, debido a que este

esquema es ampliamente utilizado en la actualidad. Por consiguiente, en esta tesis se estudian

técnicas de detección y diferenciación de señales basadas en caracteŕısticas estad́ısticas de dicha

modulación.

El alto rango dinámico de las señales OFDM produce un alto consumo de potencia que puede

ser inaceptable, sobretodo en dispositivos móviles. Para evitar el problema es posible concebir

un sistema h́ıbrido en el cual se utilice OFDM en el enlace de bajada y modulación de portadora

simple en el enlace de subida. En este sistema la ecualización en el enlace de subida no es trivial

como en el caso de OFDM. Se ha propuesto entonces, un ecualizador con realimentación de

decisión en el dominio frecuencia y adaptación de mı́nimos cuadrados recursiva, que permite

mejorar el desempeño tanto en la velocidad de convergencia de los coeficientes del filtro, como

en el seguimiento de las variaciones del canal de comunicaciones.



Abstract

In this thesis are discussed several aspects that contribute to increase the performance of

modern communication systems. Among the most important challenges are the compensation

of communication channel effects, frequency synchronization and transmission bandwidth limi-

tations.

Modern standards are able to provide different quality of services to the users. This requires

a high flexibility in the management of radio resources and high robustness against channel

interference. The orthogonal frequency-division multiplexing (OFDM), is the multicarrier mo-

dulation scheme that is being adopted in most of modern standards to achieve the required

specifications. Among the disadvantages of OFDM practical implementation are the sensitivity

to frequency synchronization errors and the high consumption of the power amplifier.

The frequency synchronization error destroys the orthogonality of OFDM subcarriers which

decreases the system performance significantly, for this reason it is necessary to estimate and

compensate this error. To that end, it is proposed a new family of algorithms for carrier frequency

offset estimation, based on a more accurate approximation of the training signal statistics. As a

consequence, obtained estimators have better performance that previous proposals. Considering

an emerging line of research, it is also proposed a frequency estimator based on notch filtering

that is useful for estimation of frequency synchronization errors in multicarrier systems. The

algorithm is iterative and process the information in a bock basis, which results appropriate for

estimations based on a training sequence.

Orthogonal frequency division multiple access (OFDMA) is based on OFDM and employs

a set of subcarriers to transmit the information of each user. In this case also it is necessary to

estimate and compensate synchronization errors, operations that require a high computational

load. In this thesis is proposed a compensation scheme for frequency synchronization errors

that allows to reduce significantly the system complexity without degrading notoriously the

performance. The filter bank based multicarrier (FBMC) modulation has been recently proposed

as an alternative to OFDMA since it is less sensitive to frequency synchronization errors. In



order to establish which system is the more appropriate, it is presented a comparison between

OFDMA and FBMC in a realistic context, taking into account performance and implementation

complexity.

In addition to the key issues mentioned above, in this thesis are discussed in a complementary

manner topics related to new communications systems in early development stages, that address

the problems of spectral scarcity and high dynamic range power amplification.

Recent studies show that the spectrum is a scarce resource but often wasted. The solution to

this problem may be the dynamic bandwidth allocation, allowing multiple systems or networks

to share the same frequency band. These systems consist of devices called cognitive radios, that

have to sense the spectrum to determine if the frequency band of interest is available or not.

It is supposed that signals involved in the sensing process are OFDM, since this scheme is cu-

rrently wide adopted. In conclusion, in this thesis are studied signal detection and differentiation

techniques based on statistical features of this modulation.

The high dynamic range of OFDM leads to a high power consumption that could be unaccep-

table, mainly in mobile devices. To avoid the problem is possible to conceive an hybrid system

that employ OFDM in the downlink and single carrier modulation in the uplink. In this system

the equalization in the uplink is not trivial as for the OFDM case. Then, it is proposed a fre-

quency domain decision feedback equalizer and recursive least squares adaptation, that improves

the performance both in convergence speed and tracking of communication channel variations.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación de la tesis

La demanda por transmisión inalámbrica de datos a una alta tasa de transferencia, como

la utilizada para servicios multimedia, está creciendo. Los usuarios están dispuestos a resignar

ancho de banda y calidad en el enlace con tal de deshacerse de los cables y tener acceso a servicios

multimedia e Internet en dispositivos móviles [3, 4].

Los desaf́ıos más importantes de los sistemas de comunicaciones inalámbricos modernos son

el canal de comunicación, la sincronización en frecuencia y las limitaciones del ancho de banda

de transmisión. A diferencia de la transmisión de datos por un canal cableado, el canal de

comunicación inalámbrico introduce una gran cantidad de interferencia en la señal enviada. La

caracterización del canal puede ser compleja y en general es variante en el tiempo. Por otro lado,

la cantidad de servicios que utilizan transmisión de información por aire crece d́ıa a d́ıa, lo que

hace del espectro un recurso escaso.

Los estándares de comunicaciones modernos tienen que ser capaces de brindar a los usuarios

un amplio rango de aplicaciones con diferentes restricciones de retardo (o latencia), calidad de

servicio y transferencia de datos. Esto exige de los sistemas una alta robustez contra la interferen-

cia del canal aśı como también flexibilidad en el manejo de los recursos de radio. El multiplexado

por división en frecuencias ortogonales (OFDM) es el estándar multiportadora más utilizado en

sistemas de comunicaciones actuales y es reconocido como uno de los más prometedores para

las redes inalámbricas de la próxima generación [5, 3]. En OFDM, el flujo serial de datos que se

desea enviar es paralelizado y modulado sobre un conjunto de subportadoras ortogonales. Si se

emplea un prefijo adecuado, el efecto del canal puede describirse utilizando una convolución cir-

cular lo que implica que la ecualización es trivial. Además, al ser las subportadoras ortogonales
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entre śı, el ancho de banda se aprovecha de manera eficiente. Comparado con sistemas de porta-

dora simple (SC), OFDM tiene una alta eficiencia espectral, es resistente contra distorsiones del

canal y flexible en la elección de la modulación (constelación y codificación independientes) en

cada subportadora. Aunque los conceptos detrás de OFDM son simples, en la implementación

práctica del sistema se ponen de manifiesto problemáticas que es necesario solucionar para hacer

viable el esquema.

La modulación OFDM resulta muy sensible a discrepancias entre la frecuencia de portadora

de la señal recibida y la frecuencia del oscilador local en el receptor. Esto se conoce como

desplazamiento de la frecuencia de portadora (CFO). Aún en el caso de que esta diferencia sea

pequeña, destruye la ortogonalidad entre las portadoras y produce interferencia interśımbolo lo

que disminuye considerablemente el desempeño del sistema. En consecuencia el CFO debe ser

estimado y compensado [6, 7, 8]. La compensación puede realizarse simplemente corrigiendo la

frecuencia del oscilador local o contra-rotando la secuencia recibida a una frecuencia angular igual

a la generada por el CFO. La estimación se realiza a partir de la función autocorrelación de una

secuencia de entrenamiento periódica [1, 2]. Aunque el tema ha sido ampliamente estudiado,

permanece como un tópico relevante de investigación por el gran interés que despiertan los

sistemas OFDM.

Las técnicas de filtrado notch fuera de ĺınea1 también pueden utilizarse para realizar estima-

ción de frecuencia y por lo tanto, estimación de CFO [9, 10, 11]. Si el filtro está sintonizado a

la frecuencia que se desea estimar, la varianza a la salida es mı́nima y la estimación se obtiene

directamente de la parametrización del filtro. Estas técnicas aunque se encuentran en una etapa

incipiente de desarrollo, resultan prometedoras para obtener estimaciones de CFO de compleji-

dad reducida.

Basado en la ortogonalidad de las portadoras de OFDM puede idearse un sistema de co-

municaciones multiusuario conocido como multiplexado por división de frecuencias ortogonales

(OFDMA). En este sistema cada usuario es asignado a un conjunto de subportadoras de acuer-

do a un esquema de asignación definido. Aunque OFDMA posee las virtudes de OFDM, como

una alta eficiencia espectral y una fácil ecualización, comparte también una de sus principales

debilidades, la sensibilidad a errores de sincronismo en frecuencia. En OFDMA el CFO produce

interferencia interportadora, y por consiguiente, interferencia de acceso múltiple. Al tratarse de

un contexto multiusuario, el problema de estimación y compensación de CFO es particularmen-

te dif́ıcil para este sistema [6, 12, 13]. La estimación se realiza utilizando métodos basados en

sub-espacios o en esperanza-maximización2 [6]. Por otro lado, los mejores desempeños en la com-

pensación se obtienen utilizando cancelación lineal, donde la interferencia de acceso múltiple se

1Off-line en inglés.
2Expectation-maximization en inglés
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describe por una matriz que tiene las dimensiones del sistema OFDMA. Para eliminar la inter-

ferencia, es necesario invertir la matriz lo que requiere una gran cantidad de cómputos. Por ese

motivo, se suele utilizar una solución aproximada de menor complejidad pero que deja un nivel

de interferencia residual. La modulación multiportadora basada en banco de filtros (FBMC) se

ha propuesto como alternativa a OFDMA, ya que es menos sensible a errores de sincronismo en

frecuencia. Sin embargo, cuando se considera la complejidad de implementación no hay un claro

favorito para la aplicación de acceso múltiple.

El ancho de banda de transmisión es un recurso limitado y por lo tanto costoso. Esto hace

que los sistemas de comunicaciones deban aprovechar el espectro disponible al máximo. Estudios

recientes demostraron que las bandas de frecuencia asignadas a algunos servicios están subuti-

lizadas, es decir, que el esquema ŕıgido de asignación de bandas actual es ineficiente [14, 15].

Los sistemas de radios cognitivas (CR) permiten un esquema de asignación más flexible, dónde

las bandas de frecuencias que no son utilizadas por una red o sistema primario puedan ser

ocupadas por un sistema secundario, mientras las mismas estén libres [16, 14, 17]. Para esto es

indispensable contar con información de cuales bandas se encuentran libres y cuales no. Además,

los sistemas secundarios también tienen que ser capaces de migrar a otra banda de frecuencias

cuando los sistemas primarios necesiten hacer uso del espectro nuevamente, para lo que resulta

útil poder distinguir entre señales de diferentes sistemas.

Al estar formada por una suma de sinusoides independientes, la señal temporal de OFDM

está caracterizada por tener una alta relación pico a promedio (PAPR). Esto hace que los

amplificadores de potencia deban tener un rango dinámico grande y una alta linealidad, lo que

conduce a diseños ineficientes. En los transmisores móviles la ineficiencia es un problema pues

la enerǵıa es un recurso limitado [18, 19]. Los sistemas h́ıbridos utilizan una modulación OFDM

en el enlace de bajada y SC en el enlace de subida. De esta manera en el móvil se aprovecha

la fácil ecualización de OFDM, mientras que la transmisión en SC permite la realización de un

amplificador de potencia eficiente. Por otro lado, el problema de amplificación de la señal OFDM

y de ecualización de SC se trasladan a la estación base donde existen los recursos para tratarlos.

Para facilitar la ecualización, la modulación SC se transmite en bloques con un prefijo o sufijo

que elimina la interferencia interbloque. Resulta interesante entonces, diseñar ecualizadores para

señales SC en este nuevo contexto.
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1.2. Contribuciones de la tesis

En los trabajos que conducen a la realización de esta tesis se tratan diversos temas relaciona-

dos con diferentes etapas de la cadena transmisión/recepción de un sistema de comunicaciones. A

continuación se describen las contribuciones de esta tesis destacando las que resultan principales

de las complementarias (otras contribuciones)3:

1.2.1. Contribuciones principales

Estimación de CFO basada en secuencias de entrenamiento periódicas

Se realiza un análisis de los estimadores de CFO para sistemas OFDM del estado del

arte, considerando el aprovechamiento de la información disponible en la secuencia de

entrenamiento y la robustez de los algoritmos.

Se formula una nueva función de autocorrelación de la secuencia de entrenamiento basada

en sus propiedades cicloestacionarias, la función de autocorrelación ćıclica promediada

(ACA)4, y se obtiene una aproximación para su estad́ıstica (media y matriz de covarianza).

Considerando las propiedades de la nueva función de autocorrelación, se obtiene una nueva

familia de algoritmos de estimación de CFO que aprovecha de manera más eficiente la

información de la secuencia de entrenamiento. Primero se obtiene una generalización del

algoritmo clásico propuesto en [1] y luego dos estimadores basados en estructura de la

nueva función de autocorrelación ćıclica promediada.

Teniendo en cuenta la nueva familia de algoritmos, se obtuvieron versiones aproximadas y

de baja complejidad de los estimadores basadas en suposiciones heuŕısticas adecuadas de

la estad́ıstica de la secuencia de entrenamiento.

Utilizando un filtro notch con realización lattice normalizada, se obtiene un estimador

iterativo de frecuencia que procesa los datos en bloques y fuera de ĺınea. Esta estruc-

tura permite que sea utilizado para la estimación de CFO basada en una secuencia de

entrenamiento periódica

Se presenta un análisis de convergencia del estimador basado en filtrado notch iterativo

con realización lattice.

3Esta diferenciación responde sólo a la profundidad con la que se trató cada tema en el transcurso de la tesis

y no está relacionada con la importancia de cada problemática en śı misma.
4La función de autocorrelación definida en [1] la llamaremos clásica para diferenciarla de la nueva propuesta.
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Compensación de CFO para sistemas multiportadora multiusuario

Se propone una matriz de interferencia de acceso múltiple para sistemas OFDMA con

estructura de banda circulante, que resulta una mejor aproximación que la matriz de

banda propuesta en [13].

Se obtienen algoritmos de factorización LU y sustitución hacia adelante5 y atrás6 para

matrices de banda circulante que permiten realizar la compensación de CFO de manera

eficiente.

Se realiza una comparación de complejidad de los sistemas OFDMA y FBMC, teniendo en

cuenta: modulación/demodulación, ecualización de canal, compensación de CFO y la tasa

de actualización de CFO. Además se incluyó un estudio de desempeño en tasa de error de

bit utilizando simulaciones numéricas.

1.2.2. Otras contribuciones

En el contexto de un sistema h́ıbrido, se propone utilizar la técnica de mı́nimos cuadrados

recursivos (RLS) para la adaptación de los coeficientes de un ecualizador en el dominio

frecuencia con realimentación de decisión para señales de portadora simple (SC) con ex-

tensión ćıclica.

Para ser operativos, los sistemas de radios cognitivas (CR) emplean técnicas de detección

y diferenciación de señales. Se propone entonces un método simplificado para definir la

probabilidad de falsa alarma en el problema de diferenciación de señales.

1.2.3. Resumen de publicaciones asociadas a la tesis

Las contribuciones de esta tesis se plasmaron en una serie de publicaciones que se enumeran

a continuación, acompañadas de un breve resumen de cada una:

En [20] y considerando la nueva función de autocorrelación ćıclica promediada, se presentan

tres algoritmos aproximados de estimación de CFO basados en suposiciones heuŕısticas

adecuadas de la estad́ıstica de la secuencia de entrenamiento recibida. Suponiendo una

secuencia de entrenamiento de J peŕıodos, la función autocorrelación (tanto clásica como

ACA) posee J − 1 términos que pueden utilizarse para realizar la estimación. El primer

5Forward substitution en inglés
6Backward substitution en inglés
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algoritmo es una generalización del propuesto en [1], mientras que los otros dos están

basados en la estructura de la nueva función de autocorrelación ćıclica.

El trabajo anterior se extendió en [21], donde se analiza en detalle la estad́ıstica de la fun-

ción de autocorrelación ćıclica de la secuencia de entrenamiento. Luego, utilizando estos

resultados, se proponen tres estimadores de CFO que combinan la información disponi-

ble en los J − 1 coeficientes de la función ACA utilizando el mejor estimador no sesgado

(BLUE). Nuevamente, el primer estimador es una generalización del estimador en [1],

mientras que los otros dos están basados en la estructura de la nueva función de autoco-

rrelación ćıclica. Además se obtienen expresiones para la varianza de cada estimador y se

presenta una comparación de complejidad considerando tanto los algoritmos propuestos

como de las versiones previas [1, 2]. Finalmente, se demuestra que todos los estimadores

subóptimos son sesgados para baja relación señal a ruido.

En [22] se propone un estimador de frecuencia basado en filtrado notch con procesamiento

iterativo por bloques. El filtro utiliza la estructura lattice normalizada lo que facilita

la obtención del algoritmo. Además se realiza un análisis de convergencia del estimador

utilizando el error medio cuadrático de estimación.

En [23] y considerando un sistema OFDMA, se propone una matriz de banda circulante

que aproxima mejor la interferencia de acceso múltiple que la matriz de banda presentada

en [24]. Además se proponen versiones de baja complejidad para los algoritmos LU y

sustitución hacia adelante y atrás para las matrices de banda circulantes, lo que permite

una compensación de CFO eficiente.

Una ampliación del trabajo anterior se encuentra en [25], donde se incluyó una compa-

ración detallada de complejidad y desempeño entre OFDMA y FBMC con compensación

de CFO, con el fin de evaluar cual propuesta es la más adecuada para la aplicación de

acceso múltiple. En la comparación se considera: la movilidad del usuario, el esquema de

asignación de portadoras y la tasa de actualización de la estimación de CFO. En el tra-

bajo se presenta una adaptación de la compensación propuesta en [26], para el caso de la

implementación de FBMC de baja complejidad presentada en [27].

En [28] se estudia el contexto de detección y diferenciación de señales para sistemas de

radios cognitivas, considerando las propiedades cicloestacionarias de las señales OFDM.

Luego se realiza un estudio comparativo de desempeño de técnicas de detección y diferen-

ciación de señales. Finalmente se introduce una forma simplificada de obtener la estad́ıstica

de la técnica de diferenciación de señales.
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En [29] se describe la señal de portadora simple con extensión ćıclica y se muestra el

esquema de funcionamiento de un sistema h́ıbrido. Luego se estudia la estructura de los

estimadores en el dominio frecuencia con y sin realimentación de decisión. Finalmente se

propone una estrategia de adaptación para el ecualizador con realimentación de decisión

empleando el método de mı́nimos cuadrados recursivo.

1.3. Organización de la tesis

La tesis está ordenada conceptualmente en tres partes que se presentan a continuación:

PARTE I Modulaciones multiportadora: definición del sistema de comunicaciones.

En la primera parte se describen conceptos básicos relacionados con el sistema de comu-

nicaciones que se utiliza a lo largo de la Tesis. En el Caṕıtulo 2 se presenta el modelo

del canal de comunicaciones, considerando los métodos estad́ısticos de generación de los

coeficientes y los modelos de desplazamiento de frecuencia de portadora. Las formulaciones

de los sistemas de modulación multiportadora se describen en el Caṕıtulo 3. En el Caṕıtu-

lo 4 se muestran los efectos de los errores de sincronismo haciendo especial énfasis en los

errores de sincronismo en frecuencia. También se hace un repaso por los estimadores de

CFO del estado del arte, finalizando con una discusión sobre diferentes aproximaciones a la

estad́ıstica de la secuencia de entrenamiento y su influencia en los estimadores resultantes.

PARTE II Estimación y compensación de errores de sincronismo en frecuencia para sistemas

multiportadora.

En esta parte se presentan las contribuciones principales de la tesis. En el Caṕıtulo 5 se

introduce una nueva familia de estimadores de CFO basada en una novedosa formulación

de la función de autocorrelación, la autocorrelación ćıclica promediada. Un nuevo enfoque

para la estimación iterativa de CFO basado en filtrado notch se propone en el Caṕıtulo 6.

En el Caṕıtulo 7 se introduce un método de compensación de CFO basado en matrices de

banda circulantes para sistemas OFDMA. Luego OFDMA es comparado con el sistema

FBMC teniendo en cuenta complejidad y desempeño.

PARTE III Nuevos paradigmas de sistemas de comunicaciones.

En esta parte se incluyen las contribuciones complementarias de la tesis. En el Caṕıtulo 8

se describe el esquema de asignación espectral flexible utilizando dispositivos de radio

cognitiva. Luego se estudian los algoritmos de detección y diferenciación de señales para

estas redes. En el Caṕıtulo 9 se introducen los sistemas h́ıbridos, que evitan la amplificación
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de señales de alta relación pico a promedio en dispositivos móviles. Finalmente, se describen

las técnicas de ecualización de señales de portadora simple con extensión ćıclica.



Caṕıtulo 2

Modelo del sistema de

comunicaciones

En un sistema de telecomunicaciones el canal es el medio a través del cual viaja la información

que se quiere transmitir. Puede ser una red cableada, fibra óptica o el aire, como es el caso que

nos ocupa en esta tesis. El transmisor incorpora la información en ondas electromagnéticas que

irradia al medio, en un proceso llamado modulación. Las ondas electromagnéticas pasan por

el canal y llegan al receptor. En el transcurso, las ondas; o señal, transmitidas sufren diversas

transformaciones que degradan, en general, el desempeño del sistema.

En principio seŕıa posible plantear las ecuaciones de campo1 considerando todas las carac-

teŕısticas del sistema: antenas de transmisión y recepción, obstrucciones, etc. para describir los

efectos del canal sobre la señal. Evidentemente evaluar el desempeño de los sistemas de comuni-

caciones a nivel de tasa de transferencia, capacidad o tasa de error, seŕıa una tarea terriblemente

complicada. Es necesario entonces, encontrar una manera de analizar los efectos del canal en la

señal discreta recibida de una manera más simple [30].

En este caṕıtulo se describe el modelo banda base del canal de comunicaciones y se introducen

algunos parámetros básicos del mismo. Luego se presentan modelos estad́ısticos del perfil de

potencias de los coeficientes del canal, aśı como también de su variación temporal. Finalmente,

se describe un modelo para el desplazamiento de frecuencia de portadora (CFO).

1Ecuaciones de Maxwell.
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2.1. Modelo del canal móvil

En el camino hacia el receptor, la señal puede reflejarse o difractarse en diversos obstáculos,

produciendo que al receptor lleguen múltiples copias de diferente amplitud y retardo. Este

fenómeno se conoce como dispersión multicamino. Suponiendo que x(t) es la señal enviada, ai(t)

y τi(t) son respectivamente la atenuación y el retardo de cada camino, la expresión de la señal

recibida y(t) es

y(t) =
∑
i

ai(t)x(t− τi(t)). (2.1)

Para este caṕıtulo la dependencia de tiempo continuo de una función se denota (·), mientras que

la dependencia de tiempo discreto mediante [·].
En la práctica, la atenuación y el retardo vaŕıan levemente con la frecuencia debido a que el

largo de los caminos vaŕıa con el tiempo y la ganancia de las antenas dependen de la frecuencia.

Sin embargo, si se transmite la señal sobre un ancho de banda angosto relativo a la frecuencia

de la portadora, los efectos de la frecuencia pueden ser despreciados. Debe notarse que aunque

las atenuaciones y retardos de cada camino se consideren independientes de la frecuencia, la

respuesta del canal en su conjunto puede no serlo.

Como el modelo (2.1) es lineal, puede describirse por la respuesta h(τ, t) en un tiempo t ante

un impulso en t− τ . Es decir que h(τ, t) es la respuesta impulsiva del canal. En estos términos,

la señal recibida es

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(τ, t)x(t − τ)dτ. (2.2)

Comparando (2.1) y (2.2) podemos decir que la respuesta impulsiva de un canal multicamino

variante en el tiempo resulta

h(τ, t) =
∑
i

ai(t)δ(τ − τi(t)). (2.3)

Esta expresión es interesante ya que establece que el efecto de los usuarios móviles, los

reflectores y toda la complejidad de resolver las ecuaciones de campo se reduce a la convolución

de la respuesta impulsiva del canal y la señal enviada. En el caso particular de que el ambiente

sea estático, es decir que ni la atenuación ni el retardo de los caminos vaŕıen con el tiempo, se

obtiene la siguiente respuesta impulsiva invariante en el tiempo
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h(τ) =
∑
i

aiδ(τ − τi). (2.4)

Para el caso variante en el tiempo se puede definir una respuesta en frecuencia también

variante en tiempo, como

H(f ; t) =

∫ ∞

−∞
h(τ, t)e−j2πfτdτ =

∑
i

ai(t)e
−j2πfτi(t). (2.5)

La ecuación (2.5) puede interpretarse como la respuesta en frecuencia H(f ; t) en un tiempo t,

de un sistema variante en tiempo. Obviamente si el sistema no depende del tiempo, la ecuación

(2.5) se reduce a la respuesta en frecuencia usual [30].

2.2. Modelo banda base equivalente

En las aplicaciones inalámbricas t́ıpicas, la información se transmite en una banda de frecuen-

cia B centrada en la portadora fc, es decir, en el intervalo [fc −B/2, fc +B/2]. Esto se conoce

como transmisión pasabanda. Sin embargo, los procesos de modulación/demodulación, codifi-

cación/decodificación, sincronización etc., se realizan en una banda de frecuencias [−B/2, B/2]
centrada en el origen. Este intervalo de frecuencia se conoce como banda base. En la última

etapa del transmisor, la señal es llevada desde banda base hasta la frecuencia de operación fc
2.

En el receptor, luego de pasar por el canal, la señal pasabanda es llevada nuevamente a banda

base 3. Es lógico entonces tener un modelo banda base equivalente del sistema antes descripto

para que no sea necesario tener en cuenta las traslaciones en frecuencia al momento de diseñar

o analizar los sistemas.

Consideremos una señal real s(t) con transformada de Fourier S(f), de banda limitada en

[−fc −B/2,−fc +B/2]; [fc −B/2, fc +B/2] y con B < 2fc. El equivalente banda base complejo

sb(t) está definido como la señal cuya transformada de Fourier resulta:

Sb(f) =

{ √
2S(f + fc) f + fc > 0

0 f + fc ≤ 0.
(2.6)

El factor
√
2 iguala la enerǵıa de ambas señales. Como s(t) es real, su trasformada de Fourier

es Hermı́tica alrededor del origen, lo que implica que sb(f) tiene toda la información contenida

en s(t). En la Fig. 2.1 se ilustra cómo se obtiene Sb(f) a partir de S(f).

2Este proceso se lo conoce como upconversion
3En este caso, downconversion
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1

ffc +
B
2

fc − B
2

S(f)

−fc +
B
2

−fc − B
2

Sb(f)

f

√
2

−B
2

B
2

Figura 2.1: Envolvente compleja de la señal s(t).

La señal s(t) puede reconstruirse a partir de sb(t), notando que

S(f) =
Sb(f − fc) + S∗

b (−f − fc)√
2

(2.7)

donde (·)∗ denota el complejo conjugado. Tomando la transformada de Fourier inversa, resulta:

s(t) =
1√
2
{sb(t)ej2πfct + s∗b(t)e

−j2πfct} =
√
2Re{sb(t)ej2πfct}

=
√
2Re{sb(t)} cos(2πfct)−

√
2Im{sb(t)} sen(2πfct). (2.8)

En resumen tenemos que la señal pasabanda s(t) puede obtenerse modulando Re{sb(t)} por√
2 cos(2πfct), Im{sb(t)} por −√

2 sen(2πfct) y sumando los resultados. Por otro lado, también

podemos obtener la señal banda base Re{sb(t)} o Im{sb(t)}, modulando s(t) por
√
2 cos(2πfct)

o −√
2 sen(2πfct) respectivamente, seguido de un filtro pasa bajo. En la Fig. 2.2 se muestra un

esquema de la conversiones mencionadas.

Ahora que se tiene una representación banda base de una señal, retomaremos la descripción

del sistema completo considerando el canal multicamino con desvanecimiento descripto en la
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−B
2

B
2

−B
2

B
2

−π
2

−π
2

Re{sb(t)}

Im{sb(t)}

√
2 cos(2πfct)

Im{sb(t)}

Re{sb(t)}

√
2 cos(2πfct)

s(t)

Figura 2.2: Modelo completo del sistema, desde la señal banda base del transmisor xb(t) hasta la señal

banda base en el receptor yb(t).

Ec. (2.3). Sean xb(t) e yb(t) los equivalentes banda base complejos de la señal transmitida x(t)

y la señal recibida y(t), respectivamente. La señal Re{xb(t)} se conoce como la componente

en fase, mientras que Im{xb(t)} es la componente en cuadratura que se encuentra rotada π/2

de la anterior. A continuación se calculará un equivalente banda base del canal. Substituyendo

x(t) =
√
2Re{xb(t)ej2πfct} e y(t) =

√
2Re{yb(t)ej2πfct} en (2.1), obtenemos

Re{yb(t)ej2πfct} =
∑
i

ai(t)Re{xb(t− τi(t))e
j2πfc(t−τi(t))}

= Re

[{∑
i

ai(t)xb(t− τi(t))e
−j2πfcτi(t)

}
ej2πfct

]
. (2.9)

De manera similar, se puede obtener

Im{yb(t)ej2πfct} = Im

[{∑
i

ai(t)xb(t− τi(t))e
−j2πfcτi(t)

}
ej2πfct

]
. (2.10)

En consecuencia, el modelo banda base equivalente resulta

yb(t) =
∑
i

abi (t)xb(t− τi(t)), (2.11)



14 Caṕıtulo 2. Modelo del sistema de comunicaciones

donde abi (t) = ai(t)e
−j2πfcτi(t). De la Ec. (2.11) podemos inferir que la respuesta impulsiva del

canal equivalente es

hb(τ, t) =
∑
i

abi(t)δ(τ − τi(t)). (2.12)

De la Ec. (2.11) se puede notar que la salida banda base del sistema equivalente es la suma de

las réplicas atenuadas y retrasadas de la señal banda base enviada. El coeficiente de atenuación

del término i-ésimo cambia lentamente, en una escala de tiempo del orden de los segundos o

más. En cambio, la fase cambia significativamente4 cuando el cambio en el retardo de un camino

es del orden de 1/(4fc) o una longitud de onda equivalente de c/(4fc), es decir, la cuarta parte

de una longitud de onda. Si el largo del camino está cambiando a una velocidad v, el tiempo

requerido para ese cambio en la fase es c/(4fcv). Recordando que el desplazamiento Doppler5

para una frecuencia f es D = fv/c, donde c es la velocidad de la luz, y notando que f ≈ fc

para un sistema de banda angosta, el tiempo requerido para el cambio de fase mencionado

anteriormente resulta 1/(4D).

Si definimos Hb(f ; t) a la transformada de Fourier de hb(τ, t) para un t fijo, es fácil notar que

Hb(f ; t) = H(f+fc, t) para |f | < B/2 es la respuesta en frecuencia del canal original desplazada

por la frecuencia de portadora, para el mismo t [30].

2.3. Modelo discreto del canal

El siguiente paso hacia el modelo completo que describe el comportamiento del canal es

convertir el modelo de tiempo continuo a tiempo discreto. Suponiendo que la señal banda base

xb(t) tiene ancho de banda B/2, podemos expresarla utilizando la representación que surge del

teorema de muestreo, como

xb(t) =
∑
n

x[n] sinc(Bt− n), (2.13)

donde x[n] = xb(n/B) y sinc(t) = sen(πt)/(πt). Según el teorema de muestreo, cualquier forma

de onda de banda limitada a B/2, puede expandirse en términos de la base ortogonal {sinc(Bt−
n)}n, con coeficientes dados por las muestras x[n], tomadas en múltiplos enteros de 1/B.

Reemplazando la representación de xb(t) en la Ec. (2.11), resulta

4π/2 se considera un cambio significativo.
5El efecto Doppler produce un desplazamiento de la frecuencia de una onda que es percibida por un observador,

si hay una diferencia relativa de velocidad entre él y la fuente que emite la onda.
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yb(t) =
∑
n

x[n]
∑
i

abi(t) sinc(Bt−Bτi(t)− n). (2.14)

Si tomamos muestras a una tasa B de yb(t) dada en la Ec. (2.14), obtenemos

y[m] =
∑
n

x[n]
∑
i

abi(m/B) sinc(m− n−Bτi(m/B)). (2.15)

Considerando el cambio de variable q = m− n, la expresión anterior resulta

y[m] =
∑
q

x[m− q]
∑
i

abi(m/B) sinc(q −Bτi(m/B)), (2.16)

de donde se puede inferir el modelo discreto del canal de comunicaciones es

hq[m] =
∑
i

abi(m/B) sinc(q −Bτi(m/B)), (2.17)

y en consecuencia la señal recibida

y[m] =
∑
q

hq[m]x[m− q]. (2.18)

Finalmente hq[m] es el q-ésimo coeficiente complejo del canal en el tiempo m. Su valor es

función principalmente de las ganancias abi (t) de los caminos cuyos retardos τi(t) estén cercanos

a q/B. Esto es debido al lóbulo principal de la función sinc(t). En el caso particular de que las

ganancias y los retardos no dependan del tiempo, el canal resultará invariante en el tiempo [30].

2.4. Ruido blanco aditivo Gaussiano

El paso final en la construcción del modelo de canal del sistema completo es el agregado del

ruido. Se denomina ruido a toda onda que perturba la transmisión y el procesamiento de señales

en el sistema. Los ejemplos más comunes son el ruido Shot, debido a la naturaleza discreta de la

corriente, y el ruido térmico 6, debido al movimiento aleatorio de los electrones en un conductor.

En ambos, casos se considera que tienen distribución Gaussiana.

El análisis de ruido en el sistema está normalmente basado en una idealización conocida

como ruido blanco, el cual es un proceso estocástico Gaussiano, estacionario en sentido amplio,

6También conocido como ruido Johnson.
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de media cero y no correlado. Es decir, si el ruido es w(t), entonces E{w(t)w(t+τ)} = N0/2δ(τ).

Esto implica que la densidad espectral de potencia es constante e igual a N0/2. El término blanco

se debe a que se considera que la densidad espectral de potencia es independiente de la frecuencia

[31].

Agregando ruido blanco aditivo Gaussiano (AWGN) al sistema (2.1) resulta

y(t) =
∑
i

ai(t)x(t− τi(t)) + w(t). (2.19)

Si consideramos el canal banda base muestreado (2.18), el modelo equivalente con ruido resulta

y[m] =
∑
q

hq[m]x[m− q] + w[m], (2.20)

donde w[m] es el ruido blanco complejo banda base, obtenido luego de llevar el ruido w(t) a banda

base y muestrearlo a la salida del filtro pasa bajos. La varianza de la parte real e imaginaria de

w[m] resulta N0/2. Este ruido lo notaremos w[m] → N/(0, σ2), donde σ2 = N0 [30].

2.5. Coherencia en tiempo y frecuencia

El objetivo de esta subsección es establecer una medida de cuán rápido el canal vaŕıa con el

tiempo y con la frecuencia.

Si bien en la expresión (2.17) todos los términos vaŕıan con el tiempo, considerando que

fc >> B puede determinarse que los cambios más significativos dependen de la diferencia

de desplazamientos Doppler entre los caminos que contribuyen al q-ésimo coeficiente. Esto se

conoce como dispersión Doppler (Ds). El tiempo de coherencia Tc es una manera aproximada

de determinar el intervalo de tiempo sobre el cual el canal puede considerarse invariante en el

tiempo. El tiempo de coherencia puede definirse como:

Tc ≈ 1

4Ds
. (2.21)

Un canal se considera de desvanecimiento rápido7 si Tc es más corto que el tiempo que

necesita el sistema de comunicaciones para realizar la transmisión de los datos. Por otro lado, el

canal es lento8 si Tc es más grande. En otras palabras, en un canal rápido es posible transmitir

śımbolos sobre múltiples desvanecimientos del canal, mientras que en un canal lento no.

7Fast fading en inglés
8Slow fading en inglés
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De la Ec. (2.5) podemos ver que la contribución de fase de un camino en particular tiene

fase lineal en f . Para el caso de múltiples caminos la diferencia de fase depende de la diferencia

entre los retardos de dichos caminos. Definimos la dispersión multicamino Td como la diferencia

más grande entre caminos significativos. Esta diferencia es la que causa el desvanecimiento en

frecuencia, por lo que podemos definir el ancho de banda de coherencia como:

Bc ≈ 1

2Td
. (2.22)

Cuando B, el ancho de banda de la señal a transmitir, es considerablemente menor que Bc, el

canal se considera con desvanecimiento plano. En este caso Td es mucho menor que el tiempo de

śımbolo 1/B y el canal es representado por un sólo coeficiente. Cuando B es mucho más grande

que Bc, se dice que el canal es selectivo en frecuencia.

2.6. Modelos estad́ısticos del canal

En las secciones anteriores hemos visto como es posible construir un modelo de canal a

partir del conocimiento del sistema, es decir, del conocimiento de la ubicación del transmisor y

el receptor, las velocidades relativas, la cantidad de dispersores, etc. Si bien estos parámetros se

pueden medir, esta tarea resultaŕıa extremadamente compleja y sólo se obtendŕıa una descripción

particular. Desde el punto de vista de diseño seŕıa muy útil generar modelos estad́ısticos del canal

que permitan evaluar y comparar el desempeño de nuevos algoritmos, esquemas de modulación,

codificación, etc.

Los modelos estad́ısticos son en general bastante inexactos, ya que derivan de suposiciones

poco realistas que facilitan su derivación. De todas maneras, proveen una forma de obtener

resultados teóricos y sacar conclusiones sobre el desempeño del sistema sin contar con mediciones

experimentales.

El modelo más simple de los coeficientes del canal discreto es el Rayleigh. En este se supone

que una cantidad grande de caminos contribuyen a un determinado coeficiente. De esta manera,

considerando el teorema del ĺımite central, se obtiene que cada coeficiente resulta una variable

aleatoria Gaussiana compleja. Se supone que la varianza de cada coeficiente es función de q, pero

independiente de m. Finalmente se obtiene que la magnitud de cada coeficiente es una variable

aleatoria Rayleigh con distribución

phq(x) =

⎧⎨
⎩

x
σ2q

exp
{

−x2
2σ2q

}
si x ≥ 0

0 si x < 0,
(2.23)
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donde σ2q es la varianza de la componente q-ésima del canal.

En caso de que exista un camino directo, o también conocido como linea de vista9, éste tenga

gran magnitud y además exista una gran cantidad de caminos independientes, el canal puede

modelarse como

hq[m] = σq

(√
Kr

Kr + 1
ρ[m] +

√
1

Kr + 1
μ[m]

)
. (2.24)

El primer término corresponde al camino de ĺınea de vista definido como ρ[m] = ejθ en el caso

de un canal estático (sin Doppler), donde θ es la fase uniforme con que arriba la componente de

ĺınea de vista. El segundo término μ[m] corresponde al conjunto de todos los caminos reflejados,

independientes de ρ[m] y con distribución CN (0, 1), donde CN es una variable aleatoria Gaus-

siana compleja. El parámetro Kr es la relación de enerǵıa entre el camino de ĺınea de vista y los

caminos reflejados. Cuanto más grande Kr, más determińıstico resulta el modelo del canal. La

magnitud del coeficiente del canal con ĺınea de vista tiene distribución Riceana y se define como

[30]

phq(x) =

⎧⎨
⎩

x
σ2q

exp
{

−x2+1
2σ2q

}
I0

(
x
σ2q

)
si x ≥ 0

0 si x < 0,
(2.25)

donde I0(·) es la función de Bessel de primera clase y orden cero.

El modelo Rayleigh y el Riceano modelan la amplitud de los coeficientes del canal, pero no

su variación temporal. Un modelo estad́ıstico clásico para caracterizar la distorsión generada por

un canal con desvanecimiento rápido es el de Jakes. En este modelo se supone que una antena

omnidireccional que se mueve a una velocidad v, recibe una gran cantidad de caminos en el

plano horizontal, desde reflectores uniformemente distribuidos.

Considerando las hipótesis anteriores, las componentes en fase y cuadratura de cada camino

resultan procesos estocásticos Gaussianos de media cero, varianza σ2J y función autocorrelación

RJ(τ) = σ2JI0(2πDsτ) (2.26)

Para este caso, el módulo de los coeficientes de canal tiene distribución Rayleigh y la densidad

espectral de potencia del Doppler, definida como la transformada de Fourier de la función (2.26),

resulta

9Line of sight en inglés.
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PJ(f) =

⎧⎨
⎩

2σ2J
π
√
D2

s−f2
si |f | ≤ Ds

0 en caso contrario.
(2.27)

La clásica forma del espectro Jakes puede verse en la Fig. 2.3. Es importante destacar que, en

la mayoŕıa de los casos prácticos, la densidad espectral de potencia del espectro Doppler difiere

considerablemente de la obtenida con el modelo de Jakes [6]. En otros casos el espectro Doppler

con distribución Gaussiana es más apropiado [32].
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Figura 2.3: Densidad espectral del potencia del espectro Doppler obtenido con el modelo de Jakes para

Ds = 50Hz y σ2
J=1.

2.7. Modelos del desplazamiento de frecuencia de portadora

El desplazamiento de la frecuencia de portadora (CFO) es la diferencia que existe entre la

frecuencia de la portadora de la onda recibida y la frecuencia generada por el oscilador local

(LO). Como el CFO produce una degradación importante en el desempeño de los sistemas

multiportadora, es útil contar con un modelo que lo describa. En esta sección se presenta un

modelo de CFO que contempla su variación temporal.

El CFO puede deberse a dos causas principales: la movilidad del usuario y la deriva del

oscilador local (se supone que el oscilador local no introduce ruido de fase10 [33]). Considerando

10Phase noise en inglés.
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el tiempo que dura una transmisión, la deriva del LO puede considerarse como una fuente de

CFO invariante en tiempo, debido a que depende de parámetros que vaŕıan lentamente como: la

temperatura, el voltaje de alimentación, etc. Por otro lado, el CFO relacionado con la movilidad

(debido al efecto Doppler) puede ser variante en el tiempo y depende de las caracteŕısticas del

canal [34]. Como consecuencia, para un usuario con baja movilidad el CFO es casi constante

y su estimación es requerida una vez, o a lo sumo unas pocas veces durante la trasmisión. En

cambio si el usuario tiene alta movilidad, el CFO puede cambiar rápidamente y su estimación

puede requerirse varias veces durante la comunicación.

El CFO producido por el LO, denotado flo, es principalmente debido a imprecisiones en el

cristal. Los cristales para dispositivos portables de bajo costo tienen una precisión de ±20 ppm

[35]. El máximo desplazamiento Doppler para dispositivos móviles es varias veces menor, por

ejemplo para una velocidad de 200km/h el desplazamiento Doppler equivalente es de 0.185 ppm.

móvil

v

dm

receptor

trayectoria
del móvil

Figura 2.4: Dinámica del móvil para el modelado del CFO variante en el tiempo.

Entre los canales t́ıpicos que producen CFO variante en el tiempo están aquellos con compo-

nente de ĺınea de vista, es decir canales Riceanos. En [34] se presenta un escenario simple, aunque

realista, para modelar las variaciones de CFO. En este modelo, mostrado en la Fig. 2.4, un móvil

con velocidad v se mueve relativo al receptor siguiendo una trayectoria recta, produciendo una

variación en la fase de la componente de ĺınea de vista ρ[m]. Considerando las varianzas de los

coeficientes del canal {σh2q}L−1
q=0 , el desplazamiento Doppler medio para el śımbolo q está dado

por

f̄d(q) =
σ2h0Krfd(q)

(Kr + 1)
∑L−1

q=0 σh2q
, (2.28)
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donde fd(q) es el desplazamiento Doppler de la componente de ĺınea de vista para el śımbolo q.

Siguiendo una aproximación lineal las variaciones de la frecuencia Doppler pueden describirse

como:

fd(q) = −fc v
2

cdm
Tsq, (2.29)

donde dm es la distancia entre el transmisor y el receptor y Ts es el tiempo de śımbolo. En

consecuencia podemos modelar el CFO variante como:

Δf(q) = flo + f̄d(q), (2.30)

donde flo es constante y representa al corrimiento de la frecuencia de portadora debido a im-

precisiones del oscilador y f̄d(q) es variante en el tiempo y corresponde al corrimiento debido al

efecto Doppler.

2.8. Comentarios finales

En esta sección se presenta el modelo banda base discreto del canal de comunicaciones que

se utilizará en los Caṕıtulos siguientes, incluyendo la caracterización del ruido. Se describe la

coherencia en tiempo y frecuencia que establecen a groso modo si el canal es selectivo en tiempo

y/o en frecuencia. Además se introducen los modelos de canal Rayleigh y Riceano para la

magnitud de los coeficientes del canal, aśı como también el de Jakes que modela la variación

temporal. Finalmente se describe un modelo para el desplazamiento de frecuencia de portadora

variante en el tiempo que contempla los efectos de las imprecisiones del oscilador local y los

debidos al efecto Doppler.





Caṕıtulo 3

Sistemas de modulación

multiportadora

El principal inconveniente con los canales selectivos en frecuencia, descriptos en la Sección 2.5

del Caṕıtulo 2, es que introducen interferencia interśımbolo (ISI). Esta interferencia puede cau-

sar gran deterioro en el desempeño del sistema por lo que es necesario eliminarla. La manera

usual de hacerlo en sistemas de portadora simple es utilizando un filtro llamado ecualizador, que

puede ser diseñado utilizando diversos criterios. En situaciones prácticas, el ecualizador requiere

una gran cantidad de coeficientes para eliminar razonablemente la ISI, pero el aumento de estos,

incrementa la complejidad del receptor lo que no es admisible en algunas aplicaciones. El princi-

pio de la transmisión multiportadora es convertir un flujo de datos en serie de alta velocidad en

múltiples flujos paralelos de baja velocidad. Cada flujo paralelo se modula en una subportadora

diferente. Como la tasa de śımbolo de datos en cada subportadora es mucho menor que la tasa

del flujo serie original, los efectos del canal (ISI) decrecen significativamente, reduciendo la com-

plejidad del ecualizador. El esquema de modulación basado en portadoras ortogonales (OFDM)

es una técnica de baja complejidad que permite modular múltiples subportadoras utilizando

procesamiento digital de señales [36].

Teniendo en cuenta la ortogonalidad del sistema OFDM, se puede definir un esquema de

modulación multiusuario denominado acceso múltiple por división en frecuencias ortogonales

(OFDMA). Este método es considerado una de las más prometedoras técnicas para proveer

datos a una alta tasa de transmisión en sistemas inalámbricos multiusuario. En OFDMA un

conjunto de subportadoras es asignado a cada usuario de acuerdo a un esquema de asignación

de portadoras (CAS). Además, el método provee alta eficiencia espectral, robustez frente a

desvanecimiento multicamino, una simple ecualización y baja interferencia de acceso múltiple

(MAI).
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Otra técnica de modulación multiusuario basada en portadoras múltiples puede implemen-

tarse utilizando banco de filtros. Dicha técnica es conocida como modulación multiportadora

basada en banco de filtros (FBMC) y puede considerarse una extensión del concepto de OFDM.

El banco de filtros reemplaza la ventana temporal rectangular, asociada a la modulación OFDM,

por una respuesta impulsiva general. Esto permite reducir la interferencia interportadora (ICI)

y hace que el sistema sea menos propenso a errores de sincronismo en frecuencia.

En éste caṕıtulo se introducen las formulaciones matemáticas de los esquemas de modulación

OFDM, OFDMA y FBMC que se utilizarán a lo largo de la tesis en los caṕıtulos que siguen.

3.1. Consideraciones del sistema

Se considera un sistema centralizado donde una estación base controla el flujo de información

desde y hacia el usuario. La comunicación desde la estación base al usuario la llamaremos enlace

de bajada1, mientras que la del usuario a la estación base enlace de subida2[3, 4]. El usuario

puede ser fijo o móvil, lo que definirá las caracteŕısticas del canal y el CFO, como se introdujo

en la Sección 2.7 del Caṕıtulo 2. Los datos a transmitir se agrupan en bloques, o śımbolos

multiportadora, de N subportadoras donde Na de ellas se utilizan para transmisión de datos

(Na < N) y las restantes son portadoras virtuales (VC) ubicadas en los bordes de la banda, es

decir Nvc = (N − Na)/2 con (N − Na) par. Las portadoras virtuales evitan la fuga espectral

hacia las bandas vecinas [4].

Consideremos el �-ésimo śımbolo multiportadora transmitido en el dominio frecuencia

d(�) = [X0(�), · · · ,XN−1(�)]
T, (3.1)

donde (·)T es el operador transpuesta. Los śımbolos complejos Xm(�) a transmitir, pueden

tomarse de constelaciones de desplazamiento de fase (PSK) aśı como también de modulación de

amplitud en cuadratura (QAM), mientras que otros correspondientes a VCs son cero.

La respuesta impulsiva del canal variante en el tiempo de L coeficientes entre el usuario y la

estación base es hq(n), donde q es el coeficiente del canal y n el ı́ndice de tiempo. Suponiendo

que el canal no vaŕıa durante un śımbolo multiportadora, es posible considerar su transformada

de Fourier Hm(�) de N puntos

1Downlink en inglés
2Uplink en inglés
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Hm(�) =

N−1∑
q=0

hq(�N)e−j
2πmq

N , (3.2)

dondem es el ı́ndice de subportadora y � el tiempo bloque. Esto se conoce como desvanecimiento

por bloques 3. El CFO normalizado se define como ξ(�) = Δf(�)/ΔF , donde Δf(�) es el CFO

variante en el tiempo definido en la Ec. (2.30) y ΔF es el espaciamiento interportadora.

3.2. Sistemas de multiplexado por división en frecuencias orto-

gonales (OFDM)

OFDM es un sistema de modulación ampliamente adoptado en muchos de los estándares

modernos de transmisión de banda ancha, debido a su robustez contra los canales selectivos en

frecuencia [5, 3]. En la Fig. 3.1 se observa el diagrama en bloques del esquema de modulación

OFDM.

serie /
conversión

paralelo

conversión
paralelo /
serie

prefijo
ćıclico

prefijo
ćıclico

serie /
conversión

paralelo

conversión
paralelo /
serie

canal

hb(τ, t)

IDFT

quitar

agregar

w(t)

Modulación OFDM

d

y

Demodulación OFDM

x xcp

r

DFT

conversión
digital /

conversión
analógica /
digital

analógica

Figura 3.1: Esquema de la modulación OFDM.

La idea principal detrás de OFDM es dividir el flujo de datos de alta velocidad que se

desea transmitir en Na canales paralelos, que son modulados en portadoras ortogonales llamadas

subportadoras. La operación se implementa de manera sencilla gracias a la transformada discreta

de Fourier inversa (IDFT) de N puntos, donde N ≥ Na.

El ancho de banda equivalente para cada subportadora es N veces menor que el ancho de

banda total. Si además este ancho de banda es menor que el ancho de banda de coherencia,

3Block fading en inglés.
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el canal permanece plano para cada subportadora. De esa manera OFDM convierte un canal

selectivo en frecuencia en varios canales planos adyacentes.

La transmisión de datos en el sistema OFDM se realiza en bloques. Como consecuencia de la

dispersión del canal, se produce interferencia entre bloques contiguos, o interferencia interbloque

(IBI), lo que limita el desempeño del sistema. Para eliminar dicha interferencia, en la práctica se

utiliza un intervalo de guarda que se obtiene duplicando las últimas Ncp muestras del bloque al

principio. Por esta razón se lo conoce como prefijo ćıclico (CP). Luego de la inserción, se obtiene

un śımbolo extendido de NT = N + Ncp muestras que remueven totalmente la IBI siempre y

cuando Ncp sea más grande que L − 1, donde L es la cantidad de coeficientes del canal. En la

Fig. 3.2 se esquematiza la inserción del CP.

... ...
CP datos

śımbolo �-ésimo

Figura 3.2: Inserción del prefijo ćıclico.

En el receptor, se toman bloques de NT śımbolos y se descartan las primeras Ncp muestras

de cada uno, que son las que contienen la IBI. Para obtener los śımbolos demodulados se aplica

la trasformada discreta de Fourier (DFT) y luego el ecualizador de canal. Para entender en

profundidad las propiedades fundamentales de OFDM, a continuación se introduce su modelo

matemático [6].

3.2.1. Modelo de la señal OFDM

Para mayor claridad en la formulación siguiente, se considerará sólo un śımbolo OFDM, con

lo que se pierde la dependencia de � en las variables. Siguiendo el esquema de la Fig. 3.1, luego

de la conversión serie a paralelo (S/P), los datos a transmitir definidos en (3.1) se pasan por el

bloque IDFT, cuya salida resulta

x = FH
Nd, (3.3)

donde

[FN ]p,q =
1√
N
e

−j2π(p−1)(q−1)
N , para 1 ≤ p, q ≤ N (3.4)
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es la matriz de la DFT y el supeŕındice (·)H representa la transpuesta hermı́tica4. Definiendo la

matriz

Tcp =

[
PNcp×N

IN

]
, (3.5)

donde IN es la matriz identidad de N×N y PNcp×N una matriz que colecta las últimas columnas

de IN , podemos obtener la expresión del śımbolo enviado con prefijo ćıclico, como

xcp = Tcpx. (3.6)

Luego los śımbolos son convertidos a tiempo continuo utilizando un conversor digital-analógico.

Finalmente, la señal analógica se traslada en frecuencia hasta la banda de transmisión y se

amplifica antes de ser irradiada por la antena.

Ya en el receptor y considerando sincronismo temporal perfecto (en el Caṕıtulo 4 se trata la

estimación y compensación de errores de temporizado), la señal luego de descartar el CP puede

expresarse de la siguiente manera

r = DξBFH
Nd+w, (3.7)

donde

Dξ = diag{1, ej2πξ/N , . . . , ej2πξ(N−1)/N} y

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h0 0 · · · 0

h1 h0 · · · 0
...

...
. . .

...

hL−1 hL−2 · · · 0

0 hL−1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · h0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.8)

La matriz diagonalDξ tienen en cuenta los efectos del CFO,B es una matriz Toeplitz de (N ×N)

y representa la convolución circular del śımbolo enviado con el canal y w = [w(0), . . . , w(N−1)]T

es un vector de AWGN de media cero y matriz de covarianza σ2IN ; mientas que diag{·} denota

4Transpuesta conjugada
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una matriz diagonal. En la formulación anterior está impĺıcito que el canal permanece constante

durante la duración de un śımbolo OFDM, aunque el mı́smo puede variar de un śımbolo a otro.

En este punto debe notarse que el CP es el encargado de que la convolución lineal que permite

obtener la expresión de la señal recibida pueda expresarse como una convolución circular. Parte

de la sencillez de OFDM es debida a ello. Para demodular la señal se aplica la DFT, resultando

y = FNDξBFH
Nd+ z, (3.9)

donde z es el vector de ruido por portadora obtenido como FNw. Si suponemos que ξ = 0, es

decir que el sistema está sincronizado en frecuencia, Dξ = IN . Entonces, recordando la conocida

propiedad de ortogonalización de matrices circulantes que poseen las matrices de la DFT, se

obtiene

DH = FNBFH
N (3.10)

donde DH = diag{H0, . . . ,HN}. Teniendo ésto en cuenta podemos reexpresar la señal recibida

como

y = DHd+ z. (3.11)

De la ecuación anterior es fácil ver que la ecualización del sistema OFDM es equivalente

a ecualizar un conjunto de N enlaces ortogonales afectados por un canal plano (coeficiente

complejo), con lo que la misma resulta trivial. Considerando el criterio de mı́nimos cuadrados

(LS), la estimación de los śımbolos enviados es

d̂ = d+D−1
H z. (3.12)

Cuando el sistema no está sincronizado en frecuencia, la matriz Dξ destruye la ortogonalidad

entre subportadoras, por lo que es necesario compensar la interferencia generada por el CFO

antes de realizar la ecualización. Eso se estudia principalmente en los Caṕıtulos 4 y 5, y tangen-

cialmente en el Caṕıtulo 6 de esta tesis.

3.2.2. Formulación temporal

Para algunos desarrollos en caṕıtulos siguientes es útil expresar las relaciones anteriores

en forma temporal en vez de vectorial. En este caso además consideraremos la transmisión de
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varios śımbolos OFDM. De la Ec. (3.3) y teniendo en cuenta el CP, tenemos que la señal enviada

resulta:

x(n) =
1√
N

∑
�∈Z

N−1∑
m=0

Xm(�)e
j
2πm(n−�NT )

N gr(n+Ncp − �NT ) (3.13)

donde

gr(n) =

{
1 si 0 ≤ n ≤ NT − 1

0 en caso contrario.
(3.14)

En el receptor, luego de atravesar el canal variante en el tiempo, la señal resulta

r(n) = e
j2πξn

N

L−1∑
q=0

hq(n)x(n− q) + w(n). (3.15)

Si se considera que Ncp ≥ L − 1, es posible descartar el CP a fin de eliminar la interferencia

interbloque. Además, considerando que el canal no vaŕıa durante un śımbolo OFDM (desvane-

cimiento por bloques), la expresión del śımbolo �-ésimo de la ecuación anterior puede escribirse

considerando las variables en el dominio frecuencia de la siguiente manera:

r(n) =
ej

2πξn
N√
N

N−1∑
m=0

XmHme
j 2πmn

N + w(n) para 0 ≤ n ≤ N − 1, (3.16)

donde Hm es la respuesta en frecuencia del canal para el bloque �. Esta expresión es equivalente

a la mostrada en la Ec. (3.7). Luego de la demodulación, la señal obtenida es

Ym =

N−1∑
m′=0

Xm′Hm′

N

(
N−1∑
n=0

ej2π
(m′−m+ξ)n

N

)
+Wm. (3.17)

donde Wm es el ruido en cada portadora. En caso de que no haya errores de sincronismo en

frecuencia y generalizando la expresión para todos los bloques se tiene que

Ym(�) = Xm(�)Hm(�) +Wm(�). (3.18)

donde Wm(�) es el vector de ruido en las portadoras correspondientes al bloque �-ésimo.
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3.3. Formulación de la modulación de acceso múltiple por divi-

sión en frecuencias ortogonales (OFDMA)

El sistema de un único usuario, definido en la Sección 3.1, puede extenderse directamente al

caso multiusuario, considerando que la señal que transmite cada usuario llega a la estación base

luego de atravesar el canal de comunicaciones con sus respectivos errores de sincronismo, que

en general son diferentes para cada usuario. Para el caso multiusuario las portadoras útiles se

dividen en K subcanales de Nk = Na/K subportadoras, cada uno correspondiente a un usuario

diferente. Para mantener un esquema de asignación tratable, cada subcanal está compuesto

por un número entero de tejas5 de tamaño Nt. Las tejas de cada usuario pueden ser contiguas

para formar una CAS por subbanda (SCAS), equiespaciadas para formar una CAS intercalada

(ICAS), o puede seguir una regla más sofisticada (como es la maximización de la calidad del

enlace para cada usuario), para formar la CAS generalizada (GCAS). La Fig. 3.3 muestra un

ejemplo de CAS generalizada.

Figura 3.3: CAS generalizada con N = 20, Na = 16, K = 2 y Nt = 2.

El conjunto de ı́ndices de subportadoras de cada usuario Ik = {I(k)
0 , . . . ,I(k)

Nk
}, donde (·)(k)

denota asignación al usuario k, está definido como disjunto, es decir

Ik
⋂

Ik′ = ∅ si k �= k′ (3.19)

y completo (contiene las Na subportadoras)

5Tiles en inglés
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I =

K⋃
k=1

Ik, (3.20)

donde I es el conjunto de todas las subportadoras. Las subportadoras de Ik están asignadas

de acuerdo a la CAS elegida. En el instante �-ésimo, cada usuario transmite un śımbolo en el

dominio frecuencia definido por

d(k)(�) = [X
(k)
0 (�), · · · ,X(k)

N−1(�)]
T, (3.21)

donde

X(k)
m (�) =

{
A

(k)
m (�) si m ∈ Ik

0 en caso contrario
para 0 ≤ m ≤ N − 1, (3.22)

y A
(k)
m (�) es un śımbolo QAM o PSK complejo transmitido por el usuario k en la subportadora

m y en el tiempo �. Denotamos h
(k)
q (n) al canal de comunicaciones entre la estación base y el

usuario k y ξ(k)(�) = Δf (k)(�)/ΔF al CFO del usuario k, donde Δf (k)(�) es el desplazamiento

en frecuencia correspondiente a ese usuario.

Para describir la modulación OFDMA se sigue un procedimiento similar al de la sección 3.2.1.

Primero se aplica la IDFT a d(k), definida en Ec. (3.21), para obtener el śımbolo OFDMA

correspondiente al usuario k (nuevamente se considera un sólo śımbolo), obteniéndose

x(k) = FH
Nd

(k). (3.23)

En la estación base, luego de descartar el CP, la señal recibida es la superposición de las

señales provenientes de cada usuario, y puede ser descripta por

r =

K∑
k=1

r(k) +w, (3.24)

donde

r(k) = D(k)FH
Na

s(k),

D
(k)
ξ = diag{1, ej2πξ(k)/N , . . . , ej2πξ(k)(N−1)/N},
s(k) = [X

(k)
Nvc

H
(k)
Nvc

. . . X
(k)
N−Nvc−1H

(k)
N−Nvc−1]

T, y,
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[FNa ]p,q =
1√
N
e

−j2π(p+Nvc−1)(q−1)
N para 1 ≤ p ≤ Na y 1 ≤ q ≤ N, (3.25)

donde N = Nvc +Na. La matriz D
(k)
ξ de N ×N , considera el efecto del CFO de cada usuario y

s(k) corresponde a los śımbolos recibidos sin portadoras virtuales, sin errores de sincronismo y

considerando los efectos del canal. La señal recibida ideal en el dominio frecuencia, es decir, sin

CFO está dada por

s = [SNvc . . . SN−Nvc−1]
T, (3.26)

donde Sm =
∑K

k=1X
(k)
m H

(k)
m para Nvc ≤ m ≤ N −Nvc − 1. Recordar que Nvc es el número de

portadoras virtuales a cada lado del śımbolo OFDMA. Debe notarse que las señales correspon-

dientes a cada usuario no se superponen, como se definió en la Ec. (3.19). Considerando s(k), la

señal de cada usuario, podemos escribir

s(k) = Ψ(k)s (3.27)

donde Ψ(k) = diag{Ψ(k)
0 , . . . ,Ψ

(k)
Na−1}, con

Ψ(k)
m =

{
1 si m ∈ Ik
0 en caso contrario,

(3.28)

es una matriz de selección que toma las portadoras correspondientes al usuario k.

Luego, para demodular la señal se aplica la DFT a la Ec. (3.24), resultando

y = FNar = g + z, (3.29)

donde

g =

K∑
k=1

FNaD
(k)FH

Na
s(k) (3.30)

y z = FNaw. La matriz interferencia de cada usuario puede definirse como

Π(k) = FNaD
(k)FH

Na
. (3.31)

Considerando la Ec. (3.27), tenemos que
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g =

K∑
k=1

Π(k)s(k) = Πs, (3.32)

donde

Π =

K∑
k=1

Π(k)Ψ(k). (3.33)

La m-ésima fila de la matriz Π describe la interferencia que cada śımbolo enviado produce en la

m-ésima portadora recibida. Como consecuencia, Π puede interpretarse como una matriz inter-

ferencia que relaciona el śımbolo ortogonal s, con el śımbolo recibido g en presencia de CFO [13].

En conclusión, la interferencia que produce el CFO puede describirse como una transformación

lineal definida por la matriz Π. Esta propiedad se utilizará en el Caṕıtulo 7 para compensar los

efectos del CFO.

En caso de que el sistema OFDMA esté sincronizado en frecuencia, o ya se hayan compensado

sus efectos, Π = IM . Entonces teniendo en cuenta la Ec. (3.32), la Ec. (3.29) puede expresarse

de la siguiente manera

y = s+ z, (3.34)

con lo que una estimación de los śımbolos obtenidos puede realizarse como

d̂M = DHŝ, (3.35)

donde d̂M es una estimación del śımbolo OFDMA sin portadoras virtuales y considerando todos

los usuarios, DH = diag{H−1
Nvc

. . .H−1
N−Nvc−1} es la matriz de ecualización y Hm es la respuesta

en frecuencia del canal que pertenece al usuario k si m ∈ Ik.

3.4. Modulación multiportadora basada en banco de filtros

(FBMC)

La técnica de transmisión FBMC puede pensarse como una extensión del concepto de

OFDMA, en la que se reemplaza la ventana rectangular temporal por un filtro digital. Lue-

go de la paralelización, cada śımbolo se extiende por la acción de dicho filtro produciendo un

solapamiento temporal [37]. La extensión temporal produce filtros altamente selectivos en fre-

cuencia que reducen la interferencia interportadora y, por lo tanto, reducen la interferencia de
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acceso múltiple, como se ve en la Fig. 3.4. Para evitar la interferencia interbloque, el par de filtros

transmisor/receptor se deriva del criterio de Nyquist. A continuación se describe la formulación

del esquema FBMC en un contexto multiusuario.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

 

 

A
m
p
li
tu
d

Subportadoras

FBMC subport. 0
FBMC subport. 2
OFDMA subport. 0
OFDMA subport. 2

Figura 3.4: Comparación entre el filtro prototipo de FBMC y el filtro equivalente de OFDMA. En la

figura se muestran moduladas las portadoras 0 y 2.

Bajo la premisa de baja complejidad, basamos el estudio de FBMC en el esquema utilizado

en [37] y [38]. Esta implementación no requiere duplicar la estructura del transmisor/receptor,

aunque utiliza el doble de la tasa de muestreo.

Para poder utilizar el filtro digital es necesario modular los datos empleando desplazamiento-

QAM (OQAM) [38]. El preprocesamiento OQAM y el banco de filtros de śıntesis (SFB) del

transmisor FBMC se ilustran en la Fig. 3.5. El śımbolo complejo X
(k)
m (�), que corresponde a la

muestra � de la subportadoram y al usuario k, es convertido en dos śımbolos reales con doble tasa

de muestreo por el bloque C2Rm (el transmultiplexer utiliza śımbolos reales). La señal OQAM

V
(k)
m (ν) se obtiene luego de multiplicar por una secuencia auxiliar φm,ν . El ı́ndice ν resulta de

sobremuestrear6 � dos veces. Luego, la señal V
(k)
m (ν) pasa a través de otra secuencia auxiliar de

multiplicadores βm,ν , el bloque IDFT y la descomposición polifásica del filtro prototipo Am(z
2).

Finalmente, sobremuestreadores de N/2 y una cadena de retardos (formando un conversor serie

6Upsample en inglés.
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a paralelo (S/P) con un solapamiento de N/2), procesan los datos resultando en g(k)(n), la señal

modulada del usuario k.

β0,νφ0,ν

C2R0

V
(k)
0 (ν)

φ1,ν β1,ν

C2R1

V
(k)
1 (ν)

βN−1,ν

C2RN−1

φN−1,ν

V
(k)
N−1(ν)

z−1

↑ N/2AN−1(z
2)

↑ N/2A0(z
2)

↑ N/2A1(z
2)IDFT

Pre-procesamiento OQAM Banco de filtros de śıntesis
...

...

...

...

X
(k)
0 (�)

X
(k)
0 (�)

...

g(k)(n)

X
(k)
N−1(�)

Figura 3.5: Banco de filtros de śıntesis con transformación QAM/OQAM.

La entrada y salida del bloque de pre-procesamiento OQAM están relacionadas por

V (k)
m (ν) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

φm,ν

[⌊
Re{X(k)

m (�)}
⌋
↑2

+
⌊
Im{X(k)

m (�)}
⌋
↑2

∗ δ(ν − 1)

]
para m par

φm,ν

[⌊
Re{X(k)

m (�)}
⌋
↑2

∗ δ(ν − 1) +
⌊
Im{X(k)

m (�)}
⌋
↑2

]
para m impar

(3.36)

donde �.↑2 indica sobremuestreo del argumento,

φm,ν =

{
1, j, 1, j, . . . para m par

j, 1, j, 1, . . . para m impar,
(3.37)

y ∗ es el operador de convolución lineal. Además, un diagrama en bloques de las operaciones

involucradas en el pre-procesamiento OQAM se muestra en la Fig. 3.6.

Se define la respuesta impulsiva del filtro prototipo p(n), de largo LovN − 1, donde Lov es el

factor de solapamiento (el número de śımbolos FBMC que comprende el filtro prototipo). En-

tonces, en el banco de filtros de śıntesis tenemos que βm,ν = (−1)m(ν+Lov) y am(n) = p(m+ nN)

con transformada Z Am(z
2), es decir que am(n) es la m-ésima componente polifásica de tipo I

de p(n).

La señal recibida, considerando los efectos del canal inalámbrico y el CFO de cada usuario,

resulta
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Figura 3.6: Pre-procesamiento OQAM.

y(n) =
K∑
k=1

⎛
⎝ L∑
q=0

h(k)q (n)g(k)(n− q)

⎞
⎠ ej2πξ

(k)n/N + w(n), (3.38)

donde w(n) es el vector de AWGN.
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Figura 3.7: Banco de filtros de análisis con transformación QAM/OQAM.

En el receptor, ilustrado en la Fig. 3.7, los datos son convertidos de serie a N ramas paralelas

con solapamiento de N/2, utilizando una cadena de retardos y N/2 submuestreadores7. Luego

de esto, la señal pasa a través de la descomposición polifásica del filtro prototipo Bm(z
2), el

bloque DFT, y los multiplicadores β∗m,ν . El ecualizador elimina la ICI introducida por el canal

7Downsamplers en inglés.
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produciendo V̂
(k)
m (ν), una estimación de los śımbolos OQAM transmitidos. En el bloque de

post-procesamiento, V̂
(k)
m (ν) es multiplicada por φ∗m,ν y se convierte a śımbolos complejos por

los bloques Re[·] y R2Cm, produciendo X̂
(k)
m (�), una estimación de los datos QAM transmitidos.

Para el banco de filtros de análisis (AFB) tenemos que bm(n) = p(N − 1 −m + nN) es la

m-ésima componente polifásica de p(n) de tipo II, con transformada Z B(z2). El vector de salida

correspondiente a las N ramas de la descomposición polifásica en el tiempo ν puede describirse

por

r(ν) =

Lov−1∑
q=0

r(q)(ν) (3.39)

donde

r(q)(ν) = y(ν + 2q)� p(Lov − q) (3.40)

y(n) = [y(nN/2), . . . , y(nN/2 +N − 1)]T (3.41)

p(l) = [p(lN), . . . , p(lN −N + 1)]T (3.42)

y � denota el producto de vectores elemento a elemento. El canal puede ecualizarse utilizando

un filtro de un coeficiente por portadora o varios, dependiendo de las caracteŕısticas del mismo.

Para mantener la premisa de baja complejidad, se considera solamente ecualización de un sólo

coeficiente para el esquema FBMC. Luego, los śımbolos antes del bloque de post-procesamiento

OQAM están dados por

V̂(k)(ν) = β∗(ν)�H(ν)�F
⎛
⎝Lov−1∑

q=0

r(q)(ν)

⎞
⎠ (3.43)

donde F (·) es la DFT, V̂(k)(ν) = [V̂
(k)
0 (ν) . . . V̂

(k)
N−1(ν)]

T, V̂
(k)
m (ν) es la salida del ecualizador de

canal, β∗(ν) = [β∗0,ν . . . β∗N−1,ν ]
T, H(ν) = [H−1

0 (ν), . . . ,H−1
N−1(ν)]

T y Hm(ν) es la respuesta en

frecuencia del canal correspondiente al usuario k, subportadora m y tiempo ν si m ∈ Ik. Debe

notarse que como el banco filtros trabaja al doble de la tasa de muestreo, también aśı lo hace el

ecualizador de canal.

La relación entrada salida del bloque de post-procesamiento OQAM está dada por

X(k)
m (�) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⌊
Re{V(k)

m (ν)φ∗m,ν}
⌋
↓2

∗ δ(�− 1) + j
⌊
Re{V(k)

m (ν)φ∗m,ν ∗ δ(ν − 1)}
⌋
↓2

para m par,

j
⌊
Re{V(k)

m (ν)φ∗m,ν}
⌋
↓2

∗ δ(�− 1) +
⌊
Re{V(k)

m (ν)φ∗m,ν ∗ δ(ν − 1)}
⌋
↓2

para m impar.

(3.44)
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donde �·↓2 denota la operación de submuestreo. De la misma manera que para el caso ante-

rior, las operaciones involucradas en el post-procesamiento se esquematizan con el diagrama en

bloques de la Fig. 3.8.
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↓ 2
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(k)
m (�)

↓ 2 j

j

Figura 3.8: Post-procesamiento OQAM.

3.5. Comentarios finales

En éste caṕıtulo se describen las formulaciones de los esquemas de modulación multipor-

tadora utilizados en ésta tesis. En primer lugar se presenta el contexto general del sistema de

comunicaciones y la estructura de datos enviados para el caso de un único usuario. Luego se

introduce la formulación vectorial y temporal de la modulación OFDM, considerando los efec-

tos del canal de comunicaciones y el CFO. Después, considerando un contexto multiusuario, se

describe la modulación OFDMA teniendo en cuenta la matriz de interferencia que caracteriza

la interferencia de acceso múltiple (MAI) introducida por el CFO. Finalmente, se introduce la

modulación FBMC, incluyendo también los efectos del canal y el CFO.



Caṕıtulo 4

Sincronismo temporal y frecuencial

en OFDM

La sincronización juega un papel importante en el diseño de sistemas de comunicaciones

digitales. Esencialmente esta función se encarga de recuperar algunos parámetros de referencia

a partir de la señal recibida, los cuales son necesarios para una transmisión confiable.

En un sistema multiportadora, dichas tareas comprenden la sincronización del reloj de mues-

treo, sincronización temporal y de frecuencia. Si los relojes de muestreo del transmisor y el

receptor no son iguales, se produce interferencia interportadora (ICI) a la salida de la DFT.

En los sistemas modernos la tecnoloǵıa de los osciladores permite asegurar que la diferencia

de frecuencia entre los relojes de muestreo sea suficientemente pequeña como para degradar el

desempeño del sistema de manera apreciable, por lo que en general este efecto no es considerado.

En transmisiones por ráfagas1, la sincronización temporal se encarga en primer lugar de estimar

el comienzo de las tramas y luego de identificar el comienzo de cada śımbolo multiportadora.

Por otro lado, la sincronización de frecuencia tiene por objeto minimizar la diferencia entre la

frecuencia de portadora de la señal recibida y la frecuencia del oscilador local. El corrimiento

de frecuencia de portadora (CFO) puede deberse a diferencias entre los osciladores del trans-

misor y el receptor o también al efecto Doppler, como se estudia en el Caṕıtulo 2. La falta de

sincronismo, tanto temporal como frecuencial, produce una pérdida en la ortogonalidad entre

las subportadoras lo que reduce el desempeño del sistema, en consecuencia es necesario estimar

y compensar estos errores.

En este caṕıtulo se estudian en primer lugar los efectos de los errores de sincronismo temporal

y frecuencial. Luego se presentan los algoritmos de sincronización de temporizado y frecuencia,

1Burst-mode transmissions en inglés.
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haciendo especial énfasis en estos últimos ya que son especialmente perjudiciales para los siste-

mas multiportadora. Finalmente se concluye con una discusión sobre la influencia de diferentes

aproximaciones utilizadas para obtener los estimadores presentados.

4.1. Sensibilidad a errores de temporizado y frecuencia

La señal OFDM recibida, definida en la Ec. (3.15), considerando también el error de sincro-

nismo en tiempo resulta

r(n) = e
j2πξn

N

L−1∑
q=0

hqx(n− q − η) + w(n), (4.1)

donde η es el error de sincronismo en tiempo discreto. El error de fase de la portadora puede

ser considerado parte del canal.

El error de temporizado puede corregirse ajustando el posicionamiento de la ventana de

datos que alimenta el bloque DFT del demodulador. Por otro lado, el error de frecuencia puede

corregirse modificando la frecuencia del oscilador local o contra-rotando la señal recibida a una

frecuencia angular de 2πξ/N .

4.1.1. Efectos del error de temporizado

Interferencia
del bloque
anterior

Śımbolos
transmitidos

Śımbolos
recibidos

CP

Libre
de IBI

CP...

... ...

...

L− 1

śımbolo (� − 1)-ésimo

datos

datos

Ncp

śımbolo �-ésimo

Figura 4.1: Representación de la interferencia interbloque.

Como se muestra en la Fig. 4.1, cada bloque recibido se prolonga por L− 1 muestras debido

al efecto del canal. En un sistema bien diseñado Ncp ≥ L − 1, con lo que existe un rango de



Sensibilidad a errores de temporizado y frecuencia 41

guarda en el cual las muestras de un determinado bloque no están interferidas por el bloque

anterior (Libre de IBI en la figura). Siempre que la ventana de la DFT comience en cualquier

punto de éste rango, no se va a producir IBI. Considerando sincronización perfecta en frecuencia

como en la Ec. (3.18), la señal con error de sincronismo en el rango de guarda luego de la DFT

resulta [6]:

Ym = e
j2πmΔη

N XmHm +Wm, (4.2)

donde Δη = η̂−η y η̂ es la estimación del comienzo del bloque OFDM. La Ec. (4.2) establece que

un error en el sincronismo de tiempo aparece como una fase lineal que no puede distinguirse del

aporte de fase de cada coeficiente del canal. Esto implica que el estimador de canal va a proveer

la estimación conjunta del canal y el error de temporizado, que finalmente van a ser eliminados

por el ecualizador de canal. En consecuencia, los errores de sincronismo en tiempo cuando estos

están dentro del rango de guarda no presentan un problema en sistemas multiportadora con

prefijo ćıclico.

Por otro lado, cuando la ventana de la DFT comienza fuera del rango sin IBI, se produce ICI

lo que afecta seriamente el desempeño del sistema. En ese caso es necesario estimar y compensar

el error de temporizado.

4.1.2. Efectos del error de sincronismo de frecuencia

Para cuantificar el impacto del error en el sincronismo de frecuencia, suponiendo sincroniza-

ción temporal perfecta, reescribimos la señal luego de la DFT de la Ec. (3.17), como [6]:

Ym = e
j2πξNT

N

N−1∑
q=0

HqXq e
jπ(N−1)(ξ+q−m)

N fN(ξ + q −m)) +Wm (4.3)

donde fN (x) = sen(πx)/(Nsen(πx/N)) y ξ es el CFO normalizado a la separación interportadora

introducido en el Caṕıtulo 3. Consideremos el caso en que el CFO es múltiplo de la separación

interportadora, denotado ξen, entonces la Ec. (4.3) se reduce a

Ym = e
j2πξenNT

N H|m−ξen|NX|m−ξen|N +Wm, (4.4)

donde | · |N es la operación módulo2 N . La Ec. (4.4) indica que un CFO entero no destruye la

ortogonalidad entre subportadoras, produciendo únicamente un desplazamiento circular de las

mismas.
2La operación módulo N es el resto de la división entera entre su argumento y N
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Por otro lado, cuando el CFO no es entero las portadoras ya no son ortogonales y se produce

ICI. Para poder analizar mejor la expresión (4.3) es conveniente aislar el término m-ésimo, que

contiene la información de dicha subportadora, del resto de la interferencia de la siguiente forma

Ym = e
jπξ
N

(2iNT+N−1)HmXmfN (ξ) + I(m, ξ) +Wm, (4.5)

donde I(m, ξ) considera toda la interferencia interportadora y resulta

I(m, ξ) =
∑
q �=m

HqXq e
jπ(N−1)(ξ+q−m)

N fN (ξ + q −m)) (4.6)

Suponiendo que E = {|Hm|2} = 1 y que los śımbolos de datos son independientes e idénti-

camente distribuidos (i.i.d.), de media cero y potencia PX , de la Ec. (4.6) tenemos que I(m, ξ)

tiene media cero y varianza

σ2I (ξ) = PX
∑
q �=m

f2N (ξ + q −m). (4.7)

Si todas las portadoras están moduladas con datos, la potencia de I(m, ξ) se reduce a

σ2I (ξ) = PX [1− f2N(ξ)]. (4.8)

Para analizar el impacto del CFO sobre el desempeño del sistema, calcularemos la pérdida

de SNR que causa. Entonces, definimos

Pper(ξ) =
SNR

SNRreal
(4.9)

donde SNR = PX/σ
2 es la SNR de un sistema perfectamente sincronizado, mientras que

SNRreal = PXf
2
N (ξ)/(σ

2 + σ2I (ξ)). Reemplazando estas expresiones en la Ec. (4.9) obtenemos

Pper(ξ) =
1

f2N(ξ)

[
1 +

PX
σ2

(1− f2N (ξ))

]
(4.10)

En la Fig. 4.2 se muestra el gráfico de la función (4.10), donde se define SNR = PX/σ
2. Las

curvas muestran que el CFO debe mantenerse debajo del 1-2% de la separación interportadora

para evitar una degradación significativa del desempeño del sistema.
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Figura 4.2: Pérdida de relación señal a ruido debido al CFO.

En el estándar WiMax3 para redes metropolitanas inalámbricas la separación interportadora

es de 11.16 kHz. En éste sistema un CFO del 5% de la separación interportadora representa un

desplazamiento en frecuencia de alrededor de 500 Hz. Suponiendo que la frecuencia de portadora

es de 5 GHz, dicho CFO puede ser producido por una inestabilidad en el oscilador de 0.1 ppm.

Como la tecnoloǵıa actual no satisface el requerimiento anterior, el CFO debe ser estimado y

compensado en el receptor. Debe notarse que además del CFO se debe tener en cuenta el efecto

Doppler en caso de que los sistemas sean móviles, como se estudia en el Caṕıtulo 2 [6, 34, 35].

4.2. Algoritmos de sincronización de temporizado y frecuencia

El proceso de sincronización se separa t́ıpicamente en adquisición y seguimiento4. Durante

la adquisición, secuencias de entrenamiento con estructuras repetitivas se utilizan para obtener

estimaciones iniciales de los parámetros de sincronización [7, 39, 8, 40]. Como en esta fase las

escalas de tiempo y frecuencia no han sido alineadas con la secuencia recibida, los algoritmos

deben soportar errores de sincronización grandes. La etapa de seguimiento se ocupa de refinar las

estimaciones iniciales aśı como también de estimar las pequeñas variaciones del oscilador local y

3Worldwide Interoperability for Microwave Access en inglés
4Tracking en inglés
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el desplazamiento por Doppler. Para este propósito pueden utilizarse la redundancia introducida

por el CP o śımbolos pilotos insertados entre los śımbolos de datos [41, 42].

Los estándares de comunicaciones, como WiMax [5] o LTE5 [43], separan la transmisión de

datos en tramas como se ve en la Fig. 4.3. Cada una contiene una secuencia de referencia para

asistir al proceso de sincronización. El bloque sin datos ubicado al principio de la trama se puede

...

Trama

śımbolos
nulos

śımbolos
de datos

śımbolos
de referencia

Figura 4.3: Estructura de la trama de datos

utilizar para estimación de potencia de ruido e interferencias. Además provee un método simple

para estimar el comienzo de la trama.

4.2.1. Sincronización de temporizado

En la mayoŕıa de las aplicaciones la adquisición de temporizado es el primer paso en el

proceso de sincronización. Los principales objetivos son detectar la presencia de una nueva

trama y, una vez detectada, proveer una estimación gruesa del error de temporizado para ubicar

correctamente en el receptor la ventana de la DFT. Como el CFO usualmente no es conocido

en esta fase inicial, los algoritmos de estimación de temporizado deben ser robustos a grandes

magnitudes del mismo.

Los algoritmos de sincronización en tiempo utilizan secuencias de entrenamiento repetitivas,

donde se aprovecha la correlación entre bloques para realizar la estimación. La función correla-

ción se calcula sobre una ventana deslizante, de manera que tome su valor máximo cuando se

comience a correlar desde el principio de la secuencia de entrenamiento. Uno de los algoritmos

de estimación más conocidos fue propuesto por Schmidl y Cox [7], y utiliza una secuencia de

entrenamiento de dos mitades. Para aumentar la precisión de los algoritmos pueden utilizarse

secuencias de entrenamiento con más de dos peŕıodos repetidos, como se propone en [44].

Si los relojes del transmisor y el receptor son suficientemente estables, la sincronización de

temporizado calculada a partir de la secuencia de entrenamiento es útil en toda la trama. Si esto

no es cierto, las variaciones del parámetro deben ser seguidas. Una solución directa es considerar

que la variación de la referencia de tiempo es producida por el canal en vez de los relojes. De

5Long term evolotion en inglés.
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ésta manera las variaciones de temporizado se ven como un desplazamiento de los coeficientes

del canal [6].

En caso de que el prefijo ćıclico sea suficientemente largo como para contener los errores

de temporizado y el retardo del canal, la estimación de temporizado y de frecuencia pueden

desacoplarse [45]. Si esta suposición no llegara a ser válida, antes de estimar y compensar el

error de sincronismo en frecuencia hay que corregir el error de temporizado.

4.2.2. Sincronización de frecuencia

Luego de la detección de trama y el sincronismo de temporizado, cada terminal debe alinear

su oscilador local a la frecuencia de portadora de la señal recibida. Esta operación es conocida

como adquisición de frecuencia y generalmente se realiza para cada trama recibida o según la

condición del canal (variabilidad del CFO). Los estimadores de CFO pueden ser clasificados en

asistidos por datos, y no asistidos por datos o ciegos. Los primeros estimadores utilizan una

secuencia de entrenamiento que en general es incluida en el preámbulo o śımbolos modulados

en subportadoras dedicadas llamados pilotos [7, 8, 46]. Los segundos, incluyen todos aquellos

estimadores que explotan la estructura de la señal recibida para realizar la estimación.

Las propiedades cicloestacionarias son útiles cuando se desarrollan estimadores ciegos de

temporizado y CFO. Estos estimadores han sido ampliamente estudiados considerando diferentes

condiciones de canal y modulaciones. Estimadores de CFO para sistemas de portadora simple

sobre canales con desvanecimiento plano en frecuencia, basados en la función de autocorrelación

ćıclica (CAF) [47], fueron presentados en [48, 49]. Los resultados se extendieron en [50] para una

señal OFDM en un canal plano o un canal multicamino conocido. El trabajo fue continuado en

[51], donde los resultados consideran señales OFDM sobre canales multicamino desconocidos.

Vale la pena mencionar también los resultados presentados en [52], donde la CAF y la CAF

conjugada son utilizadas para realizar la estimación conjunta de CFO y canal [53]. Aunque los

estimadores ciegos son eficientes en el uso del ancho de banda, en general requieren gran cantidad

de datos. Por ese motivo no son apropiados para la adquisición, pues procesar gran cantidad

de datos requeriŕıa mayor cantidad de tiempo que las técnicas asistidas por datos [3, 5]. Los

sistemas avanzados de comunicaciones diseñados para canales selectivos en frecuencia en general

realizan la sincronización utilizando secuencias de entrenamiento [5, 3, 6].

Como el canal de comunicaciones todav́ıa no es conocido en este punto, no se pueden con-

siderar conocidos los śımbolos de la secuencia de entrenamiento. Sin embargo, la estructura

repetitiva del entrenamiento no se pierde al pasar por el canal, excepto por un desplazamiento

de fase causado por el CFO. Esto permite encontrar estimadores de CFO sin tener conocimiento

del canal, basados en dicho desplazamiento de fase.
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Estado del arte de los estimadores de error de sincronismo de frecuencia.

A continuación se hará un breve repaso del estado del arte de los estimadores para sistemas

OFDM basados en secuencias repetitivas. Una de las primeras propuestas fue el algoritmo de

Moose [39], que utiliza dos secuencias de entrenamiento (dos śımbolos multiportadora) idénticas

para hacer la estimación del CFO. Sean los dos śımbolos consecutivos, considerando CFO, a la

salida de la DFT como se define en la Ec. (3.18):

Y (1)
m = Sm +W (1)

m y

Y (2)
m = ej2πξNT /NSm +W (2)

m , (4.11)

donde Sm = HmXm, mientras queW
(1)
m yW

(2)
m son los términos de ruido. Se supone que el canal

permanece estático durante las dos secuencias. El estimador de máxima verosimilitud (MLE)

del valor de CFO resulta

ξ̂ =
1

2πNT /N
arg

{
N−1∑
k=0

Y (2)
m Y (1)∗

m

}
. (4.12)

La mayor desventaja de éste método es el bajo rango de adquisición. Como la función arg{·}
retorna valores entre [−π, π), el rango máximo de adquisición es |ξ̂| ≤ N/(2NT ) lo que es menor

que media separación interportadora.

Otro método de estimación fue propuesto por Schmidl y Cox [7], el cual también utiliza

dos secuencias de entrenamiento pero están diseñadas de manera de garantizar un rango de

adquisición completo, es decir |ξ̂ ≤ N/2|. La primera secuencia posee dos mitades idénticas y es

la misma que la utilizada para la adquisición de temporizado. La segunda contiene una secuencia

pseudo-aleatoria en las portadoras pares y otra en las portadoras impares. En este método, el

CFO se separa en una parte fraccional ξf , entre (−1, 1), y otra entera ξen, con lo cual el CFO

se puede escribir como ξ = ξf + 2ξen.

La estimación se basa en la función autocorrelación definida como

Γ̂(N/2) =
1

N/2

N−1∑
n=N/2

r(n)r∗(n−N/2), (4.13)

donde r(n) y r(n−N/2) para n = N/2, . . . , N − 1 representan las muestras de las dos mitades

del primer śımbolo de entrenamiento. Aparte del ruido las dos mitades son idénticas excepto
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por un desplazamiento de fase de πξf . El estimador de máxima verosimilitud (MLE) del CFO

puede obtenerse como

ξ̂f =
1

π
arg{Γ̂(N/2)}. (4.14)

Con la estimación ξ̂f se compensa la parte fraccional contra-rotando la secuencia recibida a

una velocidad angular 2πξ̂f/N . Como se establece en la Ec. (4.4), el término 2ξen representa

un desplazamiento circular de los śımbolos entre las portadoras, pero no introduce ICI. Para

estimar la parte entera se utiliza el segundo bloque de entrenamiento [7].

Una extensión del algoritmo de Schmidl y Cox fue propuesta por Morelli y Mengalli [1],

para introducirla se redefine la señal recibida de la Ec. (3.15) considerando una secuencia de

entrenamiento {x(n),−Ncp ≤ n ≤ N − 1} de peŕıodo M y largo N + Ncp. Entonces la señal

recibida luego de descartar el prefijo ćıclico, resulta

r(n) = ej
2πξ
N
nq(n) + w(n), para n = 0, . . . , N − 1, (4.15)

donde q(n) =
∑L−1

k=0 h(k)x(n− k) es también una secuencia de peŕıodoM y J = N/M peŕıodos.

Es útil definir aqúı un peŕıodo de q(n) como s(p) = q(p) para 0 ≤ p ≤M − 1. Debe notarse que

x(n) puede ser tanto una señal OFDM como una SC, con lo que el algoritmo sirve para estimar

errores de sincronismo en ambos sistemas. Definamos ahora una función correlación, que puede

considerarse una generalización de la definida en la Ec. (4.13), de la siguiente manera

Γ̂(k) =
1

N − kM

N−1∑
n=kM

r(n)r∗(n− kM), 0 ≤ k ≤ J − 1. (4.16)

El MLE de CFO y canal basado en la Ec. (4.16), para J ≥ 2, se deriva en [8]. De este

trabajo resulta que ambas estimaciones están desacopladas, lo que quiere decir que primero se

puede estimar el CFO y luego a partir de este, el canal. Lamentablemente el MLE para este caso

requiere una búsqueda exhaustiva, lo que implica una gran complejidad computacional [8]. Sin

embargo, es posible encontrar estimadores subóptimos basados en la función autocorrelación

de la Ec. (4.16) que tienen mejor desempeño que el estimador de Schmidl. Reemplazando la

Ec. (4.15) en la Ec. (4.16), resulta:

Γ̂(k) = e
j2πξk

J (D + E(k) + F (k)), 0 ≤ k ≤ J − 1 (4.17)

donde
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D =
1

N − kM

N−1∑
n=kM

|q(n)|2 =
1

M

M−1∑
n=0

|s(n)|2,

E(k) =
1

N − kM

N−1∑
n=kM

q(n)w̃∗(n− kM) + q∗(n− kM)w̃(n),

F (k) =
1

N − kM

N−1∑
n=kM

w̃(n)w̃∗(n− kM), (4.18)

y w̃(n) = e
j2πξk

J w(n) es una variable aleatoria estad́ısticamente equivalente a w(n), pues es-

ta es circularmente simétrica. Es fácil notar que la información de CFO está dividida en J

componentes de Γ̂(k). Definiendo

θ(k) = arg{Γ̂(k)} =
2πξk

J
+ arg{χ(k)}, 0 ≤ k ≤ J − 1, (4.19)

donde χ(k) = D+E(k)+F (k) y considerando que |ξ| < J/(2k), de la Ec. (4.19) puede obtenerse

un estimado de ξ. Como también puede notarse el rango de estimación vaŕıa con k, entonces no

es posible combinar directamente la información disponible sin reducir el rango de estimación.

Para evitar la reducción de rango, el algoritmo de Morelli basa su estimación en la diferencia de

fases de Γ̂(k), las que resultan

θd(k) = [θ(k)− θ(k − 1)]2π =

[
2πξ

J
+ γ(k)

]
2π

, 1 ≤ k ≤ A, (4.20)

donde [·]2π denota reducción al intervalo [0, 2π), γ(k) = arg{χ(k)} − arg{χ(k − 1)} y 1 ≤ A ≤
J − 1. Como se concluye desde la Ec. (4.20), el rango de la estimación es |ξ| < J/2. Finalmente,

agrupando las fases en el vector θd = [θd(1), · · · , θd(A)]T y suponiendo una alta SNR, el mejor

estimador lineal no sesgado (BLUE) para obtener la estimación del CFO resulta

ξ̂M =
J

2π

1TC−1
θ θd

1TC−1
θ 1

, (4.21)

donde Cθ es la matriz de covarianza de θd y 1 = [1 · · · 1]T (A× 1). Como en la derivación de la

matriz de covarianza de θd(k) obtenida en [1], se desprecian los términos de ruido de alto orden

(F (k) definido en la Ec. (4.18) ), la matriz resulta singular para k > J/2 y el mejor desempeño

se obtiene para A = J/2 [8]. Como consecuencia, no es posible emplear la información de los

coeficientes de la función autocorrelación mayores a J/2.
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Por otro lado, Minn propuso otro algoritmo en [2] basado en la función

ζ(k) =
J

2πk
θ(k) = ξ +

J

2πk
arg{χ(k)}, 1 ≤ k ≤ J − 1. (4.22)

Para extender el rango, ζ(1) es usado primero como una estimación gruesa de CFO. Luego, la

señal recibida es compensada usando la estimación gruesa como ỹ(n) = exp(−j2πζ(1)n/N)y(n).

Reemplazando y(n) por ỹ(n) en la Ec. (4.16), los ángulos ζ̃(k) pueden obtenerse de la Ec. (4.22)

correspondientes al CFO residual, es decir, ζ(k) = ζ(1) + ζ̃(k) para 2 ≤ k ≤ J − 1. Finalmente,

agrupando las fases en el vector ζ = [ζ(1), · · · , ζ(J−1)]T y considerando también una alta SNR,

el BLUE del CFO es

ξ̂Mi =
J

2π

1TC−1
ζ ζ

1TC−1
ζ 1

, (4.23)

donde Cζ es la matriz de covarianza de ζ y 1 = [1 · · · 1]T (J−1×1). En [2], los autores presentan

tres formulaciones de la matriz covarianza Cζ , que corresponden a tres enfoques diferentes. En

dos casos se incluyen los términos de ruido de alto orden (F (k) en la Ec. (4.18)) y se logra

emplear toda la información disponible (J − 1 fases). En el otro caso, los términos de ruido son

descartados y la matriz resulta singular para k > J/2, como en el caso del algoritmo Morelli, en

consecuencia tampoco es posible utilizar toda la información disponible. Aunque el algoritmo de

Minn utiliza toda la información de la función autocorrelación, es poco robusto para baja SNR

pues la estimación gruesa depende solamente del primer término de ζ(k).

La consecuencia más grande del resultado de Minn es que permite establecer que la pérdida

de información no está asociada a la metodoloǵıa elegida para eliminar la ambigüedad de fase,

si no que más bien está relacionada con la manera en la que se obtiene la matriz correlación de

las fases combinadas. Dicho de otra manera,

Si se incluyen los términos de ruido de alto orden en la matriz covarianza relacionada con

el BLUE, el estimador resultante es capaz de utilizar toda la información de la secuencia de

entrenamiento (J − 1 coeficientes de autocorrelación).

En los caṕıtulos siguientes correspondientes a ésta parte de la tesis, se definirá una nueva función

de autocorrelación que nos permitirá, por un lado, generalizar el algoritmo Morelli, mientras que

por otro, encontrar una novedosa familia de algoritmos que tiene un buen desempeño a bajas

SNRs.

Es útil para establecer el ĺımite de desempeño de los estimadores de CFO, introducir la cota

inferior de Crámer-Rao (CRLB) utilizando secuencias periódicas. De [1] tenemos que
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CRLBAWGN(ξ̂) =
3SNR−1

2π2N(1− 1/J2)
. (4.24)

La expresión anterior es útil para canales AWGN y es una buena aproximación para el caso en

que el canal sea más complejo. Una expresión del CRLB condicionado al canal resulta [54]

CRLBCH(ξ̂) =
1

SNRch

3

2π2N(1− 1/J2)
(4.25)

donde

SNRch =
1/Nac

∑
m |Hm|2|Xm|2
σ2

. (4.26)

4.3. Sincronismo en sistemas OFDMA

En los sistemas multiusuario, cada terminal calcula una estimación de los parámetros de

sincronismo temporal y frecuencial utilizando las señales del enlace de bajada. Debe notarse que

este caso es igual al presentado anteriormente en este caṕıtulo pues la transmisión la realiza la

estación base. Las estimaciones calculadas son utilizadas para sincronizar los parámetros que se

utilizarán para la transmisión en el enlace de subida. De esta manera los errores de sincronismo

temporal y frecuencial se deben solamente al retardo de propagación y al efecto Doppler, res-

pectivamente. Si estos errores son pequeños, es decir, si el desplazamiento en frecuencia debido

al Doppler es mucho menor que la separación interportadora; y la duración del prefijo ćıclico es

suficientemente grande como para contener el retardo de propagación y el largo del canal, en-

tonces no es necesario estimar ni compensar los errores de sincronismo. Por el contrario, si estas

condiciones no pueden satisfacerse, entonces es necesario realizar las tareas de sincronización

para el enlace de subida [6].

Es evidente que el contexto de sincronización multiusuario en el enlace de subida, cuando

la estación base recibe las señales de los diferentes usuarios, es mucho más complejo que el

caso de un único usuario (o el enlace de bajada) pues resulta un problema multi-paramétrico.

Es decir, es necesario estimar los parámetros de sincronismo de cada usuario. En general las

técnicas utilizadas dependen de la CAS elegida pues esto determina cuán fácil es separar las

señales provenientes de cada usuario. Naturalmente, cuando se utiliza CAS por subbanda es

más sencillo realizar la estimación pues es más fácil separar a los usuarios. En cambio para CAS

generalizada la sincronización es más compleja.
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Una manera simple de eliminar los efectos de los errores de temporizado, como se ha men-

cionado, es elegir el CP más grande que el largo del canal y el error de sincronismo en tiempo,

este contexto se llama escenario cuasi-sincrónico [45]. Cuando se considera CAS por subbanda,

es posible utilizar filtros para separar a los usuarios por lo que el problema de sincronismo es

bastante similar que para el caso de un único usuario. Para el caso de CAS intercalado es posible

utilizar la estructura que genera la asignación para realizar la estimación del error de sincronismo

en frecuencia utilizando métodos basados en subespacios [55]. El caso de CAS generalizada es

el más complejo y las soluciones propuestas están basadas en técnicas de máxima verosimilitud

o aproximaciones iterativas, como métodos de esperanza-maximización6 [56].

Una vez estimado, el error de sincronismo en frecuencia debe ser corregido. El caso de CAS

por subbandas es trivial, ya que se dispone de la señal correspondiente a cada usuario y una

contra-rotación de fase es suficiente [57]. Para los casos de CAS intercalada o generalizada

la tarea es más compleja y pueden utilizarse métodos basados en cancelamiento sucesivo de

interferencias [12, 58, 59] o detección lineal [13]. La compensación de CFO para sistemas OFDMA

se tratará en detalle en el Caṕıtulo 7.

4.4. Comentarios finales

Por las caracteŕısticas de la modulación multiportadora, es posible concluir que los errores

de temporizado no son determinantes y se pueden corregir con relativa facilidad, es más, en

determinadas condiciones el sistema puede tolerar errores de temporizado sin sufrir pérdidas de

desempeño. En cambio, los errores de sincronismo en frecuencia son determinantes para el buen

funcionamiento del sistema y deben estimarse y corregirse.

En este caṕıtulo se describen los efectos del sincronismo tanto temporal como frecuencial

para señales OFDM. También se describe como se realiza la estimación y corrección de errores

de temporizado y frecuencia, incluyendo un repaso de los algoritmos de estimación de CFO

propuestos hasta ahora. Además se introduce la cota inferior de Crámer-Rao CRLB para la esti-

mación de CFO utilizando secuencias de entrenamiento periódicas, que nos servirá de referencia

para comparar el desempeño de los algoritmos propuestos en los próximos caṕıtulos. Finalmente

se presentan algunas consideraciones sobre la estimación y compensación de sincronismo para

señales OFDMA.

6Expectation-maximization en inglés.





Caṕıtulo 5

Estimadores de CFO basados en la

función de autocorrelación ćıclica

promediada

En este Caṕıtulo se presenta una nueva familia de estimadores de CFO asistidos por da-

tos, basados en las propiedades cicloestacionarias de la secuencia de entrenamiento. Este nuevo

enfoque introduce una generalización de la función de autocorrelación clásica, la función de au-

tocorrelación ćıclica promediada (ACA), que resulta más apropiada para la estructura repetitiva

de la secuencia de entrenamiento.

Como se mostró en el Caṕıtulo 4, los estimadores propuestos hasta ahora no utilizan toda

la información disponible, como en el caso del algoritmo de Morelli [1], o bien las metodoloǵıas

utilizadas no son robustas, como en el caso de Minn [2]. Por otro lado también se mostró que si

los términos de alto ruido no son tenidos en cuenta, el estimador no es capaz de emplear toda

la información disponible.

Para introducir la nueva familia de algoritmos, primero se presenta el estimador de máxima

verosimilitud (MLE) de CFO basado en la ACA y luego se derivan tres algoritmos subóptimos.

Primero, aprovechando la relación entre la función de autocorrelación clásica y la ACA, se

introduce una generalización del algoritmo de Morelli [1] que emplea los J − 1 coeficientes de

la autocorrelación, en vez de sólo J/2. Además, utilizando los grados de libertad que provee

la ACA, se obtienen dos algoritmos adicionales que logran una estimación precisa de CFO con

un razonable incremento en la complejidad. Para completar la evaluación de desempeño de los

algoritmos se obtienen las expresiones de la varianza de estimación para cada caso. También, si la



54 Caṕıtulo 5. Estimadores de CFO basados en la función de autocorrelación ćıclica promediada

complejidad es un problema, se consideran versiones simplificadas de los algoritmos propuestos

que conservan las principales ventajas de la ACA.

5.1. Estimador de máxima verosimilitud basado en la autoco-

rrelación ćıclica promediada

Para mayor claridad en la presentación, es conveniente expresar la señal recibida que se

introdujo en la Ec. (4.15) del Caṕıtulo 4, en forma vectorial. Entonces, se define

r = D(ξ)Ps +w (5.1)

donde

r = [r(0) . . . r(N − 1)]T, D(ξ) = diag[1 ej
2πξ
N . . . ej

2πξ(N−1)
N ], P = [IM IM . . . IM︸ ︷︷ ︸

J

]T,

s = [s(0) . . . s(M − 1)]T,

IM es la matriz identidad de M ×M y s(p) surge de la Ec. (4.15) del Caṕıtulo 4. La matriz

D(ξ) considera el efecto del CFO, mientras que P extiende s de manera periódica. La estimación

conjunta de s y ξ es obtenida minimizando la siguiente norma

(ŝ, ξ̂ML) = ‖r−D(ξ)Ps‖. (5.2)

La estimación de s, para un ξ dado, resulta

ŝ =
1

J
PHDH(ξ)r. (5.3)

Reemplazando esta estimación en (5.2), el siguiente problema de optimización uni-dimensional

es obtenido

ξ̂ = argmáx
ξ

{
rHD(ξ)PPHDH(ξ)r

}
. (5.4)

Como el argumento de la Ec. (5.4) es un escalar, es invariante al operador traza. Entonces, puede

ser reexpresado como
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ξ̂ = argmáx
ξ

{
tr
[
PHDH(ξ)rrHD(ξ)P

]}
(5.5)

donde se considera que el operador traza es invariante a desplazamientos circulares de su argu-

mento. Definiendo la función

Γ̂c(p, k) =
1

J − k

J−k−1∑
n=0

r(nM + p)r∗((n + k)M + p) (5.6)

y luego de algunas manipulaciones algebraicas, el problema de optimización de la Ec. (5.5)

resulta

ξ̂ML = argmáx
ξ

⎧⎨
⎩
J−1∑
k=1

(J − k)

M−1∑
p=0

Re{Γ̂c(p, k)e
j 2πξ

J
k}
⎫⎬
⎭ . (5.7)

La Ec. (5.7) introduce el estimador ML basado en la nueva función de autocorrelación Γ̂c(p, k)

definida en la Ec. (5.6), de aqúı en adelante autocorrelación ćılclica promediada (ACA). Se puede

concluir directamente de las definiciones de la función de autocorrelación en la Ec. (4.16) y la

de la ACA en la Ec. (5.6), que

Γ̂(k) =
1

M

M−1∑
p=0

Γ̂c(p, k). (5.8)

Como la señal recibida r(n) definida en la Ec. (4.15) es cicloestacionaria, su función autoco-

rrelación Γ(n, kM) = E{r(n)r∗(n + kM)} es periódica en n. Entonces de la Ec. (5.6) se puede

concluir que la ACA es una estimación de un peŕıodo de Γ(n, kM). Como puede notarse de

la Ec. (5.7), ξ̂ML es periódico con peŕıodo J , entonces la estimación es ambigua a menos que

|ξ| < J/2, lo que define el rango del MLE.

Como otros estimadores ML [60, 8], la maximización de la Ec. (5.7) requiere una búsqueda

exhaustiva o el uso de una DFT con un gran agregado de ceros1. Esta clase de búsqueda requiere

una gran cantidad de operaciones que hacen la implementación impracticable desde el punto de

vista de la carga computacional. En consecuencia, estimadores subóptimos pueden considerarse

de manera de proveer una solución de compromiso entre desempeño y complejidad [1, 46], como

se discute en la sección siguente.

1Zero padding. en inglés.
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5.2. Nuevos estimadores de CFO

Como los estimadores propuestos están basados en la ACA, es necesario obtener la estad́ıstica

de esta nueva función de autocorrelación. Substituyendo (4.15) en (5.6) y haciendo algunas

manipulaciones mostradas en el Apéndice A, la ACA resulta

Γ̂c(p, k) = e−j
2πξk
J |s(p)|2 + wc(p, k) (5.9)

donde wc(p, k) es un proceso de ruido correlacionado para 0 ≤ p ≤ M − 1 y 1 ≤ k ≤ J − 1, de

media cero. En ciertas circunstancias discutidas en el Apéndice A, wc(p, k) puede aproximarse

por un proceso conjuntamente Gaussiano.

La media y matriz de covarianza de Γ̂c(p, k) se calcula considerando primero p fijo y 1 ≤
k ≤ J − 1; y luego también k fijo y 0 ≤ p ≤ M − 1. Como wc(p, k) no es conjugado simétrico,

es necesario considerar la parte real e imaginaria por separado. Los cálculos correspondientes se

presentan en el Apéndice A, aunque a continuación se incluye un resumen se los resultados con

el fin de preservar la continuidad del texto:

Para 1 ≤ k ≤ J − 1 y p fijo, Γ̂c(p, k) tiene media μk(p), definida en la Ec. (A.5), y matriz

de covarianza Ck(p) definida en (A.6).

Para 0 ≤ p ≤ M − 1 y k fijo, Γ̂c(p, k) tiene media μp(k), definida en (A.12), y matriz de

covarianza Cp(k) definida en (A.13).

Como puede notarse de la Ec. (5.9), el CFO puede ser estimado usando la ACA siempre que

|ξ| < J/(2k). Luego, combinando apropiadamente p y k es posible extender el rango del estimador

a J/2. Vale la pena mencionar que los términos de ruido de alto orden fueron considerados en el

cálculo de la estad́ıstica de la ACA. Además, es interesante notar que la combinación sobre p es

inherente a la ACA en la Ec. (5.6) y puede ser considerada como un grado de libertad adicional

respecto de la función AC clásica de la Ec. (4.16). Por otro lado, la combinación sobre k puede

utilizarse con cualquiera de la técnicas clásicas para obtener rango completo, de manera similar

los estimadores descriptos en la Sección 4.

La estimación de CFO es un problema de estimación paramétrica no lineal. Analizando los

algoritmos del estado del arte presentados en la Sección 4.2.2 del Caṕıtulo 4, podemos concluir

que los algoritmos de baja complejidad (subóptimos) siguen tres pasos básicos: una medida

indirecta del CFO, usualmente la fase de la función autocorrelación; el cálculo de una diferencia

de fase para reducir la ambigüedad; y finalmente, una combinación lineal de esas fases, en general

realizada con el BLUE.
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A continuación presentaremos tres estimadores de CFO alternativos basados en la ACA.

Esos estimadores pueden clasificarse en dos grupos dependiendo de cual variable es usada para

construir el estimador: estimador basado en sumas, que emplea la fase de la adición de las ACAs

para diferentes periodos; o estimadores de combinación directa, que utilizan la combinación de

fases de diferentes peŕıodos. Los estimadores resultantes, a su vez, consisten de tres pasos, que

se asemejan a los estimadores clásicos presentados en la Sección 4.2.2.

5.2.1. Estimador basado en sumas (SBE)

El primer estimador alternativo de baja complejidad consiste de los siguientes pasos:

Paso 1: Considerando (5.9), la combinación sobre p está dada por

ε(k) = arg

⎧⎨
⎩
M−1∑
p=0

Γ̂c(p, k)

⎫⎬
⎭ (5.10)

donde ε(k) es el estimador parcial de CFO para k fijo.

Paso 2: Surge directamente de la relación entre la autocorrelación y la ACA mostrada

en la Ec. (5.8), que ε(k) es equivalente a la fase de la autocorrelación θ(k), definida en

la Ec. (4.19). Para evitar la reducción de rango, se propone utilizar la diferencia de fases

propuesta por Morelli, definiendo

εd = [εd(1), · · · , εd(J − 1)]T, donde (5.11)

εd(k) = [ε(k)− ε(k − 1)]2π (5.12)

para 1 ≤ k ≤ J − 1 y se supone ε(0) = 0.

Paso 3: Finalmente, considerando las transformaciones apropiadas sobre la estad́ıstica de

la ACA, como se detalla en el Apéndice B, es posible encontrar la estimación del CFO

combinando linealmente εd mediante el BLUE, de la siguiente manera

ξ̂s = − J

2π

1TΞ−1
d εd

1TΞ−1
d 1

(5.13)

donde 1 = [1 · · · 1]T (J − 1 × 1), y la matriz de covarianza Ξd del vector aleatorio εd, es

obtenida en forma cerrada en la Ec. (B.8) del Apéndice B.
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La varianza del estimador SBE está dada por

var(ξs) =

(
J

2π

)2 1

1TΞ−1
d 1

. (5.14)

Las expresiones de las Ecs. (5.13) y (5.14) dependen de S =
∑M−1

p=0 |s(p)|2, como se establece

en el Apéndice B. Cuando la secuencia de entrenamiento está normalizada |s(p)|2 = 1, el valor

medio de S resulta GhM , donde Gh =
∑L−1

l=0 E|h(l)|2. Luego, como el canal no es conocido, S

puede reemplazarse por la estimación Ŝ =
∑M−1

p=0 |Γ̂c(p, 1)|.
Algunos comentarios:

La principal diferencia entre el algoritmo SBE y el propuesto por Morelli es el tercer paso.

La ponderación en (5.13) emplea los J − 1 coeficientes de la autocorrelación, mientras que

el algoritmo de Morelli sólo emplea J/2. Esto es una consecuencia de incluir los términos

de ruido de alto orden en Ξd.

Como es usual para estimadores de CFO de baja complejidad, un alto régimen de SNR es

supuesto en la obtención de Ξd. En el Apéndice D se muestra que el estimador obtenido

es sesgado cuando no se cumple esta condición.

Como ε(k) es equivalente a θ(k), el rango de estimación del algoritmo es J/2, como puede

notarse de la Ec. (4.20).

Como la función ACA es una extensión de la función de autocorrelación clásica, el estima-

dor SBE puede pensarse como una generalización del estimador de Morelli.

La inversa en la Ec. (5.13) relacionada con la combinación BLUE es la principal fuente de

complejidad cuando se compara con los algoritmos de estimación clásicos. En la Sección

5.3.1 se obtiene un algoritmo simplificado de baja complejidad.

5.2.2. Estimadores de combinación directa (DCE)

De manera de introducir los estimadores restantes, se considera la fase de la función ACA

definida como α(p, k) = arg{Γ̂c(p, k)}. Como se establece en el Apéndice C, luego de algunas

manipulaciones matemáticas y suponiendo alta SNR, se obtiene

α(p, k) ≈ −2πξk

J
+ wα(p, k), (5.15)



Nuevos estimadores de CFO 59

donde wα(p, k) es un proceso de ruido real correlacionado, para 0 ≤ p ≤M−1 y 1 ≤ k ≤ J−1, y

de media cero. En ciertas condiciones wα(p, k) puede aproximarse por un proceso conjuntamente

Gaussiano, como se discute en el Apéndice C.

La estad́ıstica de α(p, k), es decir la matriz de covarianza, puede obtenerse a partir de los

resultados de la función ACA del Apéndice A. Ese desarrollo, incluido en el Apéndice C, puede

resumirse de la siguiente manera:

Para 0 ≤ p ≤ M − 1 con k fijo, α(p, k) tiene matriz de covarianza Θp(k) definida en la

Ec. (C.5);

Para 1 ≤ k ≤ J − 1 con p fijo, α(p, k) tiene matriz de covarianza Θk(p) definida en la

Ec. (C.8).

Como se muestra en las secciones siguientes, estos resultados son útiles para proponer nuevos

estimadores de CFO. De manera similar que para la estad́ıstica usada en el estimador SBE, las

matrices covarianza Θp(k) y Θk(p) consideran los términos de ruido de alto orden.

De la Ec. (5.15) se puede inferir que una estimación del CFO puede obtenerse siempre que

|ξ| < J/(2k), en consecuencia una técnica para evitar la reducción de rango debe implementarse.

La dependencia lineal de la Ec. (5.15) en ξ sugiere la aplicación del BLUE para combinar la

información contenida en p y k, y encontrar la estimación del CFO. Es más, como para alta SNR

y valores t́ıpicos de J α(p, k) es aproximadamente Gaussiana (para más información referirse al

Apéndice A), el BLUE aproxima bien al MLE. En caso contrario, en el Apéndice D se hace un

análisis básico del comportamiento para baja SNR.

Dependiendo del orden en que se combinen los ı́ndices de α(p, k), primero sobre p o primero

sobre k, es posible obtener dos algoritmos, como se discute a continuación.

Estimadores de combinación directa A (DCE-A)

Paso 1: De la matriz de covarianza Θp(k) (Ec. (C.5) del Apéndice C), puede notarse que

para k fijo, α(p, k)M−1
p=0 son estad́ısticamente independientes. Entonces, los factores de pon-

deración para la combinación sobre p pueden ser fácilmente obtenidos de los componentes

de la matriz de covarianza [Θp(k)]p1,p2 , definida en la Ec. (C.6) del Apéndice C, siguiendo

[61]. Los factores de ponderación resultan
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f(p, k) =
|s(p)|2

(J − k)(1 + σ2/(2|s(p)|2))− (J − 2k)
,

g(p, k) =
|s(p)|2

(J − k)(1 + σ2/(2|s(p)|2)) ,

K(k) =

{ ∑M−1
p=0 f(p, k) si k < J/2∑M−1
p=0 g(p, k) si k ≥ J/2

,

a(p, k) =
1

K(k)

{
f(p, k) si k < J/2

g(p, k) si k ≥ J/2
,

ap(k) = [a(0, k), · · · , a(M − 1, k)]T . (5.16)

Entonces, arreglando las fases α(p, k) en el vector

α(k) = [α(0, k), . . . , α(M − 1, k)]T, (5.17)

es posible obtener las estimaciones parciales dadas por

λ(k) = ap(k)
Tα(k). (5.18)

Paso 2: Para evitar la redución de rango, se define el vector

λd = [λd(1), · · · , λd(J − 1)]T, donde (5.19)

λd(k) = [λ(k)− λ(k − 1)]2π (5.20)

suponiendo λ(0) = 0.

Paso 3: La estad́ıstica necesaria para encontrar la estimación de CFO puede ser obtenida

notando que a(p, k) define una transformación lineal sobre α(p, k) para cada p. Además

Θk(p) (Ec. (C.8) del Apéndice C) son estad́ısticamente independientes para diferentes p.

Entonces, la matriz de covarianza de λ(k) puede ser calculada usando la transformacion

afin y la independencia sobre p, resultando en la siguiente expresión

Λk =

M−1∑
p=0

A(p)Θk(p)A(p)T, (5.21)

donde A(p) = diag{a(p, k)} es una transformación lineal para 1 ≤ k ≤ J − 1. Es fácil

mostrar que los elementos de Λk son
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[Λk]k1,k2 =

M−1∑
p=0

a(p, k1)a(p, k2)[Θk(p)]k1,k2 , (5.22)

donde [Θk(p)]k1,k2 está definida en la Ec. (C.9) del Apéndice C. Considerando la matriz

de transformación de la Ec. (B.7), la matriz de covarianza de λd resulta

Λd = TΛkT
T. (5.23)

Finalmente, usando el BLUE, el estimador de CFO está dado por

ξ̂a = − J

2π

1TΛ−1
d λd

1TΛ−1
d 1

. (5.24)

La varianza del DCE-A resulta

var(ξa) =

(
J

2π

)2 1

1TΛ−1
d 1

. (5.25)

Para el cálculo de Λd y var(ξa) en las Ecs. (5.24) y (5.25) se necesita |s(p)|2. Como el canal

no es conocido, |s(p)|2 no está disponible. Para implementar el algoritmo, |s(p)|2 para un dado

k puede reemplazarse por 1/(J − 1)
∑J−1

k=1 |Γ̂c(p, k)|. Por otro lado, la expresión de la varianza

en la Ec. (5.25) se evalúa numéricamente en la Sección 5.4.

Algunos comentarios:

La Ec. (5.18) emplea una combinación diferente para p que SBE en (5.10) y el algoritmo

de Morelli [1]. Esto es posible debido la introducción de la ACA, que provee un grado de

libertad adicional. Como el SBE, el DCE-A también emplea los J − 1 coeficientes.

Los ángulos que resultan de arg{Γ̂c(p, k)} yacen en el intérvalo [−π, π), en consecuencia,

hay una discontinuidad de fase en π. En la Ec. (5.15) se ve que para ciertos valores ξ y k, los

elementos de α(p, k) para 0 ≤ p ≤M − 1 están cerca de la discontinuidad de fase. Debido

al ruido, algunos de estos valores podŕıan estar de un lado de la discontinuidad mientras

que el resto en el otro, lo que baja el desempeño del algoritmo al combinar linealmente las

componentes.

Si el CFO no es alto, los errores debido a las discontinuidades son improbables y el esti-

mador tiene buen desempeño, como se muestra en la Sección 5.4.

Habiendo encontrado la estimación a partir de la combinación de α(p, k) primero sobre p

y luego sobre k, a continuación se presenta otro estimador que realiza las combinaciones en el

orden inverso.
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Estimación de combinación directa B (DCE-B)

Paso 1: Definamos las siguientes diferencias de fase para un p fijo

ψd(p, k) = [α(p, k)− α(p, k − 1)]2π (5.26)

donde se considera α(p, 0) = 0.

Paso 2: La estad́ıstica utilizada para calcular los factores de ponderación es obtenida de

la matriz Θk(p) (Ec. (C.8) del Apéndice C), y la matriz de transformación diferencia de

la Ec. (B.7), como

Ψ(p) = TΘk(p)T
T. (5.27)

Luego, los factores de ponderación para combinar las diferencias ψ(p, k) son los siguientes

bk(p) = − J

2π

Ψ(p)−11

1TΨ(p)−11
. (5.28)

Definiendo ψd(p) = [ψd(p, 1), · · · , ψd(p, J − 1)]T, las estimaciones parciales para p fijo son

ψp(p) = bk(p)
Tψd(p). (5.29)

Paso 3: Recordando que los componentes de ψp(p) son independientes para diferente p

(pues los α(p, k)J−1
k=1 son independientes), resultan los siguientes factores de ponderación

bp(p) =
σ2ψ(p)∑M−1
p=0 σ2ψ(p)

, (5.30)

donde σ2ψ(p) = 1/(1TΨ−1
p 1). Agrupando ψp(p) en el vector ψp = [ψp(0), · · · , ψp(M − 1)]T

y bp(p) en bp = [bp(0), · · · , bp(M − 1)]T, la estimación final de CFO es:

ξ̂b = bT
pψp. (5.31)

La varianza para este caso también se ve simplificada por la condición de independencia. La

expresión de la misma resulta:

var(ξb) =
1∑M−1

p=0 σ2ψ(p)
. (5.32)



Análisis de complejidad 63

De la misma manera que en el DCE-A, para el DCE-B |s(p)|2 se reemplaza por el promedio

de la ACA sobre k. Por otro lado, la Ec. (5.32) se evalúa usando simulaciones en la Sección 5.4.

Algunos comentarios

Si el CFO es pequeño, como usualmente es el caso, el operador módulo-2π de la Ec. (5.26)

podŕıa obviarse.

La combinación sobre k no es tan robusta como la de DCE-A o SBE, pues depende de un

solo componente de p en vez de una suma ponderada. Esto puede verse comparando (C.9)

(Apéndice C) con (B.6) (Apéndice B) y (5.22). Este problema es particularmente notorio

cuando el CFO es grande.

El análisis del sesgo para baja SNR desarrollado en el Apéndice D, también se aplica para

los algoritmos DCE.

5.3. Análisis de complejidad

Los algoritmos obtenidos en la Sección 5.2 necesitan invertir la matriz de covarianza de

diferencia de fases para poder combinar la información disponible en la variable k, lo que puede

notarse de las Ecs. (5.13), (5.24) y (5.28). A continuación se discutirán algunos cambios simples

para evitar la inversión de dicha matriz en los estimadores de CFO introducidos anteriormente.

Luego, se incluye una discusión detallada de la complejidad computacional.

5.3.1. Algoritmos aproximados

La complejidad de los algoritmos puede ser reducida si los coeficientes del BLUE son reem-

plazados por los factores dados por

wap(k) =
−J
2π

(J − k)2∑J−1
k=1(J − k)2

=
−1

2π

6(J − k)2

(J − 1)(2J − 1)
, (5.33)

Los factores de ponderación aproximados están basados en la suposición de que las diferencias

de fase en (5.12), (5.20) y (5.26) son independientes. En [61], se muestra que si las muestras de

un modelo estad́ıstico lineal son independientes, la ponderación para obtener la estimación es

proporcional a la enerǵıa normalizada de cada muestra. Como J − k en (5.6) es el coeficiente de

normalización de la ACA, la selección de wap(k) es natural.

Agrupando los factores en el vector wap = [wap(1) · · ·wap(J − 1)]T, se proponen tres estima-

dores aproximados que se obtienen luego de reemplazar las Ecs. (5.13), (5.24) y (5.29) por
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ξ̂aps = wT
apξd, (5.34)

ξ̂apa = wT
apλd y (5.35)

ψap
p (p) = bk(p)

Tψ(p) (5.36)

respectivamente. Además, para obtener la estimación de CFO para DCE-B, es necesario reempla-

zar la Ec. (5.31) por ε̂apb = cTpψ
ap
p , donde ψap

p = [ψap
p (0), · · · , ψap

p (M − 1)]T, c(p) = |s(p)|2∑M−1
p=0 |s(p)|2 ,

y c = [c(0), · · · , c(M − 1)]T. En este caso se supone que ψap
p son independientes para diferentes

p. Las versiones aproximadas de los estimadores se denotan ∼SBE, ∼DCE-A y ∼DCE-B, res-

pectivamente. Como la suposición de independencia no es exactamente verdadera, los factores

de ponderación aproximados generan un moderado incremento en el MSE de las estimaciones

de CFO.

5.3.2. Carga computacional

La Tabla 5.1 resume el número aproximado de multiplicaciones reales requeridas para obtener

una estimación para cada algoritmo. Se supone que una multiplicación compleja es equivalente

a cuatro multiplicaciones reales y una división real se considera como una multiplicación real.

Tabla 5.1: Comparación de complejidad

Estimador Nro. de multiplicaciones reales M = J = 8

DCE-A (J − 1)3/3 + (2M + 10)(J − 1)2 + (2N + 6M + 1)(J − 1) 2630

DCE-B (J − 1)3/3 + 10M(J − 1)2 + (2N +M)(J − 1) + 4M 5020

SBE (J − 1)3/3 + 10(J − 1)2 + (J − 1)(2N − 1) 1510

MTB (J − 1)3/3 + 2M(J − 1)2 + 4J(J − 1) + 4N 1380

MM 2J(3/4N −M/2) 700

∼DCE-A (J − 1)(2N + 6M + 2) 1250

∼DCE-B (J − 1)(2N +M + 1) + 3M 980

∼SBE 2(J − 1)(N + 1) 910

Debe notarse que el número de operaciones mostrado en la tabla es obtenido a partir de

los algoritmos sin ninguna simplificación. Para el ejemplo mostrado, una forma cerrada para la

inversa de la matriz de covarianza de los diferentes algoritmos conduciŕıa a algunas simplifica-

ciones. De esta manera, los resultados mostrados en la tabla pueden considerarse como de peor

caso.
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Los estimadores aproximados descriptos en la Sección 5.3.1 están incluidos también en la

tabla. Como puede notarse, estos algoritmos reducen considerablemente la carga computacional.

Aunque el algoritmo de Morelli usa aproximadamente 20% menos operaciones que el ∼SBE, este

sólo emplea la mitad de los coeficientes disponibles de la autocorrelación (J/2) lo que produce

una pérdida de desempeño como se muestra en la Sección 5.4. La complejidad de DCE-A, DCE-

B, SBE y el algoritmo de Minn [2] es alta pues necesitan la inversión de una matriz [2]. La

complejidad reducida viene acompañada de un leve incremento en el MSE de la estimación del

CFO, como es mostrado por simulaciones en la sección siguiente.

5.4. Resultados numéricos

En esta sección se presentan diferentes conjuntos de simulaciones para ilustrar el desem-

peño de los algoritmos propuestos y para compararlos con los estimadores clásicos de CFO.

Espećıficamente, se considerarán cuatro diferentes conjuntos:

1. comparación de los estimadores clásicos de Morelli [1] y Minn [2] vs. SBE y el MLE

propuesto,

2. comparación de los estimadores clásicos vs. DCE,

3. comparación de los estimadores aproximados y los completos, y

4. comparación de los estimadores clásicos y los DCE para un tamaño grande de bloque.

Además, en los conjuntos 1 y 2 se incluye la varianza teórica correspondiente a cada algoritmo

propuesto. Las curvas de varianza para los algoritmos DCE se obtienen promediando (5.25) y

(5.32) sobre cada realización del canal y de la secuencia de entrenamiento. Para concluir, se

resumirán las mejoras relativas de los algoritmos propuestos para diferentes SNRs.

Para el algoritmo de Minn se implementó el Método B descripto en [2]. El estudio también

considera la cota inferior de Cramer-Rao (CRLB) para la estimación de CFO empleando una

secuencia periódica sobre un canal con desvanecimiento Rayleigh que se describe en el Caṕıtu-

lo 4 [54]. Las matrices covarianza Ξd, Θp(k) y Θk(p) empleadas en SBE, DCE-A y DCE-B,

dependen de σ2. En un sistema inalámbrico es usual tener una estimación de ruido para realizar

control de ganancia, diagramación de usuarios u otras tareas [62]. Entonces, esa estimación de

ruido puede ser utilizada en el problema de CFO. Además, la precisión en la estimación de σ2

tiene un efecto pequeño en los factores de ponderación de los algoritmos propuestos, como se

corrobora en [2] y a través de exhaustivas simulaciones. La secuencia de entrenamiento periódica
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puede ser generada en el dominio tiempo (SC) o en el dominio frecuencia (OFDM). Sin embargo,

para los algoritmos DCE es más propicia la generación temporal pues produce secuencias con

baja relación pico a promedio.

Para los primeros tres conjuntos de simulación las secuencias de entrenamiento tienen N = 64

muestras y un peŕıodo M = 8. El largo de prefijo ćıclico es 16, y los coeficientes del canal están

dados por {hq}L−1
q=0 , L = 10, con decaimiento exponencial E{|hq|2} = Ge−q/2, donde G se elije

de manera que
∑L−1

q=0 E{|hq|2} = 1. Las estimaciones de CFO están promediadas sobre 200

diferentes realizaciones de canal, y cada realización de canal se promedia sobre 200 realizaciones

de ruido para cada SNR.

Cuando el CFO es grande, cerca del rango, y/o la SNR es suficientemente baja, todos los es-

timadores sufren una pérdida de desempeño que se referirá como efecto de borde. Esto es causado

por el ruido aleatorio cuando la fase utilizada para estimar el CFO sale del intervalo [−π, π). El
problema radica en que la naturaleza de la fase es circular (no posee una discontinuidad en π)

mientras que en el enfoque utilizado en la literatura y en esta tesis se utiliza una aproximación

lineal, que supone una discontinuidad. Una solución podŕıa ser utilizar una estad́ıstica circular

como la definida en [63, 64].
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Figura 5.1: Comparación de MSE vs. SNR para SBE con ξ = 0,1.
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Conjunto 1): La figura 5.1 ilustra el desempeño de los algoritmos SBE, MLE y los estimadores de

Morelli y Minn en términos del MSE para un ξ = 0,1. Como está cerca del óptimo, el MLE tiene

el mejor desempeño. Puede notarse que el SBE funciona mejor que otros estimadores de baja

complejidad para baja SNR. A una SNR moderada (mayor a 4 dB), MLE, SBE y el algoritmo

de Minn tienen desempeño similar y funcionan mejor que el algoritmo de Morelli. Eso es porque

la propuesta de Morelli no emplea toda la información disponible. Para una baja SNR (más baja

que 4 dB) el algoritmo de Minn pierde robustez y su desempeño cae considerablemente. Todos

los algoritmos convergen al CRLB para alta SNR (mayor a 10 dB).
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Figura 5.2: Comparación de MSE vs. SNR para SBE con ξ = 0,3.

La figura 5.2 muestra el comportamiento para CFO grande. Todos los algoritmos tienen peor

desempeño excepto el MLE, que no sufre del efecto de borde. Por otro lado, el SBE y el algoritmo

de Minn funcionan de manera similar pero mejor que la propuesta de Morelli para alta SNR.

Conjunto 2): La Fig. 5.3 muestra la comparación de los algoritmos DCE-A y los algoritmos

de Morelli y Minn. Para baja SNR, el algoritmo DCE-A funciona mejor que las propuestas

de Morelli y Minn, mientras que para alta SNR, DCE-A y el algoritmo de Minn tienen mejor

desempeño que la propuesta de Morelli. El desempeño del algoritmo DCE-A para CFO grande se

muestra en la Fig. 5.4. Como se mencionó anteriormente (en la Sección 5.2.2) el DCE-A, pierde

desempeño a causa del alto valor del CFO. Para valores altos de SNR, DCE-A y el algoritmo

de Minn funcionan mejor que el estimador de Morelli.
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Figura 5.3: Comparación de MSE vs. SNR para DCE-A con ξ = 0,1.
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Figura 5.4: Comparación de MSE vs. SNR para DCE-A con ξ = 0,3.
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La Fig. 5.5 muestra el desempeño del DCE-B comparado con las propuestas de Morelli

y Minn. DCE-B funciona mejor que dichas propuestas. La comparación para CFO grande se

muestra en la Fig. 5.6. El CFO alto también reduce el desempeño del DCE-B, como en el caso

del DCE-A, esto puede explicarse por la pérdida de robustez en la combinación sobre k, como

se anticipa en los comentarios de DCE-B de la Sección 5.2.2.
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Figura 5.5: Comparación de MSE vs. SNR para DCE-B con ξ = 0,1.
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Figura 5.6: Comparación de MSE vs. SNR para DCE-B con ξ = 0,3.
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Figura 5.7: Comparación de MSE vs. SNR para los algoritmos aproximados con ξ = 0,1.
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Conjunto 3) La Fig. 5.7 compara los algoritmos SBE, DCE-A y DCE-B descriptos en la

Sección 5.2 con sus versiones aproximadas presentadas en la Sección 5.3.1. Puede notarse una

pequeña degradación en el desempeño de los estimadores aproximados. Sin embargo, estos aún

funcionan mejor que las propuestas de Morelli y Minn. El comportamiento puede ser justificado

por el hecho de que los estimadores aproximados emplean todos los coeficientes de la función

autocorrelación. Es importante destacar que los algoritmos propuestos proveen una considerable

mejora en MSE para baja SNR, como se ha visto en las Figs. 5.1 a 5.7.

Conjunto 4): En la figura 5.8 se ilustra el MSE para una secuencia de entrenamiento grande,

con N = 512 y M = 16. Como puede verse, ahora la diferencia entre los algoritmos es mucho

menor, excepto para el algoritmo de Minn que no mejora su desempeño para baja SNR cuando

N crece.
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Figura 5.8: Comparación de MSE vs. SNR para Morelli [1], Minn [2], DCE-A, DCE-B y MLE. El sistema

considerado tiene N = 512 y M = 16 con ξ = 0,1.
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Los algoritmos basados en DCE proveen una mejora en el desempeño comparados con los

SBE, sin embargo, para baja SNR sufren un sesgo más grande. Esto es una consecuencia de la

falta de robustez de estos algoritmos, como se discute en la Sección 5.2.2. En sistemas inalámbri-

cos prácticos de comunicaciones, el CFO se mantiene moderado, entonces el rango reducido de

los estimadores basados en DCE no debeŕıa presentar problemas. Por ejemplo, LTE [43] requie-

re 1 ppm de precisión de los osciladores. Junto con las velocidades t́ıpicas de los móviles esto

produce niveles de CFO del orden de cientos de Hz mientras el espaciamiento interportadora es

de 15 kHz.

En conclusión, si el CFO no es grande y la SNR no es extremadamente baja los algoritmos

DCE son preferidos. Por otro lado, el estimador SBE se desempeña mejor que las propuestas de

Morelli y Minn en cualquier condición.

Tabla 5.2: Mejora de error medio cuadrático relativa al CRLB.

Estimator MSE at −5dB MSE at 5dB MSE at 8dB MSE at 10dB

DCE-A 95.2% 103% 102.8% 101.6%

DCE-B 93% 101.2% 101.8% 100.9%

SBE 386% 103.9% 102.9% 101.6%

Minn [2] 2641% 103.9% 102.9% 101.6%

Morelli [1] 511% 114.1% 107.5% 104.7%

Como una comparación final, la Tabla 5.2 resume la mejora de los estimadores propuestos

contra los clásicos, en términos del MSE relativo. El MSE relativo se define como MSEr =

100×QM/QC, donde QM y QC son respectivamente el MSE del método evaluado y el CRLB a

la SNR especificada. Los algoritmos están evaluados para ξ = 0,1, N = 64 y M = 8.

5.5. Comentarios finales

En este caṕıtulo se presenta una novedosa familia de estimadores de CFO: el estimador ba-

sado en suma (SBE) y dos estimadores de combinación directa de fase (DCE). Los algoritmos

se basan en una nueva interpretación de la función de autocorrelación ćıclica de la señal de en-

trenamiento recibida, la función de autocorrelación ćıclica promediada (ACA). Se muestra que

si los términos de alto ruido de alto son considerados es posible emplear toda la información dis-

ponible en la secuencia de entrenamiento. El SBE es una generalización del algoritmo propuesto

por Morelli y funciona mejor para alta y baja SNR. Los DCEs se derivan de la estructura de

la ACA y aunque proveen una importante mejora en el desempeño, no son robustos para CFO
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grande. La familia de estimadores propuesta logra bajar de manera considerable el MSE para

bajos reǵımenes de SNR.

Se muestra que el estimador de CFO de máxima verosimilitud puede escribirse en términos

de la nueva función de autocorrelación. Además se presentan tres versiones aproximadas de

los estimadores antes mencionados, los cuales son de baja complejidad. Aunque las versiones

aproximadas de los algoritmos DCE tienen un desempeño más bajo que sus versiones completas,

funcionan mejor que estimadores del estado del arte.





Caṕıtulo 6

Estimación de frecuencia basada en

filtrado notch por bloques

Para estimar el desplazamiento de la frecuencia de la portadora (CFO), se utiliza una se-

cuencia de entrenamiento periódica como se mostró en el caṕıtulo 4, Ec. (4.15). El resultado de

la autocorrelación de dicha secuencia es una señal sinusoidal compleja, inmersa en ruido correla-

cionado, como se establece fácilmente de la Ec. (4.17). Además, podemos decir que la amplitud

de la sinusoidal depende de la secuencia de entrenamiento utilizada y la condición del canal, por

lo que la podemos considerar desconocida, mientras que la frecuencia depende del CFO que se

desea estimar. Los métodos clásicos subóptimos estiman la frecuencia de la sinusoidal a partir

del cambio en la fase de la función autocorrelación, como se ve en las Ecs. (4.19) y (4.22) co-

rrespondientes a los algoritmos [1] y [2]. En éste caṕıtulo tomaremos un enfoque diferente para

realizar la estimación de la frecuencia de una senoidal de amplitud desconocida en ruido. Los

resultados preliminares que se muestran en este caṕıtulo forman parte de un estudio que tiene

como objetivo encontrar nuevas técnicas de estimación de CFO de baja complejidad, basadas en

reinterpretaciones o reformulaciones del modelo de la secuencia de entrenamiento. Para obtener

los resultados que se mencionan, se considera que la sinusoidal es real y el ruido blanco (no

correlacionado).

Diversos métodos han sido desarrollados en la literatura para tratar el problema de estimación

de la frecuencia de una señal sinusoidal inmersa en ruido de banda ancha (ruido blanco). Desde el

punto de vista estad́ıstico de eficiencia, los métodos de máxima verosimilitud [65] ofrecen la mejor

solución pero requieren una gran cantidad de cálculos que son inadecuados para aplicaciones de

baja complejidad. Son interesantes los métodos basados en subespacios, como la descomposición

armónica de Pisarenko (PHD1) [66], pues tienen una baja complejidad y utilizan la estructura

1Pisarenko harmonic decomposition en inglés.
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de autovalores de la matriz de covarianza para obtener la estimación. A pesar de su ineficiencia,

el PHD reformado (RPHD) [67] es una mejora del PHD que considera un método de mı́nimos

cuadrados y utiliza un modelo de norma unitaria para reducir el sesgo asociado al método de

predicción lineal [68].

Como alternativa, también existen técnicas basadas en filtros notch FIR, que pueden inter-

pretarse como una versión recursiva de RPHD, para obtener soluciones cerradas de baja com-

plejidad al problema de estimación de una única frecuencia [69]. Como este método recursivo

está basado en un filtro notch FIR, requiere un número considerable de iteraciones para obtener

una estimación de calidad. Una solución al respecto es considerar filtros notch de respuesta im-

pulsiva infinita (IIR2) [70]. La solución a la función costo no cuadrática utilizada para adaptar

los coeficientes no está disponible, entonces los coeficientes del filtro se adaptan recursivamente

en esquemas en ĺınea3 [9, 10]. Si el filtro notch está sintonizado a la frecuencia de la sinusoidal, la

varianza a la salida del filtro es mı́nima. En consecuencia, la estimación de frecuencia se realiza

directamente de la parametrización del filtro.

En [11], un filtro notch fuera de ĺınea con realización directa se propone para estimar la fre-

cuencia de una sinusoidal real en ruido. Un procedimiento conceptualmente similar al algoritmo

de Steiglitz-McBride es utilizado para transformar el problema de minimización no cuadráti-

co utilizado para obtener la estimación, en una sucesión idealmente infinita de minimizaciones

cuadráticas las cuales son más fáciles de resolver. Como el filtro notch se basa en la realización

directa, la estimación de frecuencia es en general sesgada [71]. Luego, siguiendo un análisis si-

milar al de [67], una elaborada normalización es requerida para reducir el sesgo. Además, los

parámetros de sintonización del filtro notch y el del ancho de banda de 3dB están acoplados, lo

que dificulta el análisis del algoritmo.

En este caṕıtulo se propone un estimador de frecuencia basado en un filtro notch con realiza-

ción lattice normalizada, que opera con datos en bloques. Se muestra que el algoritmo obtenido

tiene una complejidad más baja y un mejor desempeño que los enfoques previos.

6.1. Definición de la señal y enfoques previos

La señal de entrada al estimador se define como:

r(n) = A sen(ω0n+ φ) + w(n), para 0 ≤ n ≤ N − 1, (6.1)

2Infinite impulse response en inglés.
3On-line en inglés.
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donde A, ω0 y φ son respectivamente la amplitud, la frecuencia angular y la fase de la sinusoide.

w(n) es ruido blanco Gaussiano (WGN4) de varianza σ2.

Un filtro notch basado en la realización directa tienen la siguiente función transferencia

HD(z
−1) =

1 + a z−1 + z−2

1 + ρa z−1 + ρ2z−2
(6.2)

donde a = −2 cosω, y ρ es el factor de contracción del polo. El estimador propuesto en [11]

minimiza la varianza a la salida del filtro notch mostrado en la Ec. (6.2) para obtener â(i)

(i = 0, 1, · · · ) de una manera iterativa. Para encontrar una solución simple de mı́nimos cuadrados

se supone el denominador fijo en el primer paso, es decir, en i = 0, â(0) = 0. En un segundo

paso se reemplaza la primera estimación en el denominador y aśı siguiendo. Considerando la

normalización requerida para reducir el sesgo, la solución se obtiene de las siguientes expresiones:

GN1 =

N∑
n=3

[c1(h(n) + h(n − 2))2 − 2c0h
2(n− 1)]

GN2 =
N∑
n=3

[2c2h
2(n− 1) + c1h(n − 1)(h(n) + h(n− 2))]

GN3 =

N∑
n=3

[c2(h(n) + h(n − 2))2 + c0h(n − 1)(h(n) + h(n− 2))]

donde c0 = (1 + ρ2â(i)2 − ρ4), c1 = (1 + ρ2), c2 = ρâ(i), h(n) = r(n)/(1 + ρâ(i) z−1 + ρ2z−2) y

N es el número de muestras disponibles. Entonces

â(i+ 1) = −
GN1 +

√
(GN1 )2 + 8GN2 G

N
3

2GN2

6.2. Estimador de frecuencia basado en la realización lattice

normalizada

El filtro notch se basa en la realización lattice normalizada, y su función transferencia es

[72]:

HL(z
−1) =

(s2 + 1)

2

1 + 2s1z
−1 + z−2

1 + s1(1 + s2)z−1 + s2z−2
(6.3)

4White Gaussian noise en inglés.
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donde s1 = sen θ1 y s2 = sen θ2, ω = θ1 + π/2 y s2 = (1 − tan(B/2))/(1 + tan(B/2)), donde B

es el ancho de banda de 3dB del filtro notch.

Como los parámetros del notch están desacoplados en la realización lattice, la varianza del

ruido coloreado no depende de s1. En consecuencia, al minimizar la varianza a la salida del filtro

este estimador resulta no sesgado por naturaleza, como se demuestra en [72]. Eso significa que

la normalización introducida en [11] es innecesaria en nuestro caso.

Como tanto el numerador como el denominador del filtro en la Ec. (6.3) dependen de s1,

minimizar la varianza a la salida del filtro utilizando un método fuera de ĺınea no es un procedi-

miento directo. Una manera de resolver este problema es considerar un procedimiento iterativo

como se describe en [11] (ver también [73]), donde en la (i + 1)-ésima iteración se coloca en el

denominador del filtro la estimación de s1 de la iteración i. Consecuentemente, el parámetro de

minimización se encuentra solamente en el numerador y la función de minimización se vuelve

cuadrática. El procedimiento de minimización nos permite obtener una forma cerrada para la

fórmula de adaptación de s1. Este procedimiento iterativo es conceptualmente similar al algo-

ritmo Steiglitz-McBride [73], donde un problema de minimización no cuadrático se reformula

como una sucesión idealmente infinita de problemas cuadráticos.

Para simplificar la formulación es útil definir g(n), la señal de entrada pre-filtrada con el

denominador fijo del filtro notch, como: g(n) = Di(z
−1)r(n), donde

Di(z
−1) =

1

1 + s1(i)(1 + s2)z−1 + s2z−2
, (6.4)

y s1(i) es el parámetro del filtro en la iteración i.

La estimación en forma cerrada se obtiene minimizando el error cuadrático promediado en

tiempo, definido por

PN (ŝ1(i+ 1)) =
1

N − 2

N−1∑
n=2

e2(n, ŝ1(i+ 1)) (6.5)

donde e(n, ŝ1(i+ 1)) = g(n) + 2ŝ1(i+ 1)g(n − 1) + g(n− 2). Para minimizar la expresión (6.5),

se debe resolver

N−1∑
n=2

(g(n) + 2ŝ1(i+ 1)g(n − 1) + g(n − 2)) g(n − 1) = 0

lo que resulta en el estimador del parámetro en forma cerrada:
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ŝ1(i+ 1) =
−∑N−1

n=2 g(n)g(n − 1)− g(n− 1)g(n − 2)

2
∑N−1

n=2 g
2(n− 1)

(6.6)

SiN es suficientemente grande
∑N−1

n=2 g(n)g(n−1) ≈∑N−1
n=2 g(n−1)g(n−2) ≈∑N−2

n=1 g(n)g(n−1)

y
∑N−1

n=2 g
2(n− 1) ≈∑N−2

n=1 g
2(n), entonces la Ec. (6.6) puede aproximarse por

ŝ1(i+ 1) =
−∑N−2

n=1 g(n)g(n − 1)∑N−2
n=1 g

2(n)
(6.7)

A lo largo del caṕıtulo, la fórmula de adaptación en forma cerrada obtenida en la Ec. (6.6) se

denomina estimación basada en lattice (LBE), mientras que la obtenida en la Ec. (6.7) estimación

aproximada basada en lattice (ALBE).

6.3. Descripción del algoritmo

Disponiendo de la ecuación de adaptación en forma cerrada, es posible describir el algoritmo

iterativo completo que realiza la estimación de frecuencia. Con el objeto de acelerar la conver-

gencia del algoritmo, s2 que está relacionado con el ancho de banda del filtro es elegido como

función del ı́ndice de iteración i. Dicha función es a menudo una variación exponencial como:

s2(i) = (1− βi)s2(∞), donde s2(i) es el parámetro del filtro que define el ancho de banda en la

iteración i, β es la velocidad de convergencia y s2(∞) ≈ 1 el factor de convergencia final [72].

El método propuesto para un ancho de banda fijo se resume en el Algoritmo 6.1, donde Ni es

el número de iteraciones. El número de multiplicaciones y adiciones empleado en la estimación

Algoritmo 6.1 Descripción del algoritmo iterativo

Inicialización de los parámetros

s̃1(0) = 0

s2 =
1−tan(B/2)
1+tan(B/2)

for i = 0 to Ni − 1 do

g(n) = (Di(z
−1, ŝ1(i)))r(n)

ŝ1(i+ 1) de la Ec. (6.6) o (6.7).

Actualización del pre-filtro Di(z
−1, ŝ1(i+ 1)).

end for

ω̂ = arcsen(ŝ1(Ni)) + π/2

de frecuencia da una idea de la complejidad computacional del algoritmo. En la tabla 6.1 se

muestra el número aproximado de multiplicaciones y adiciones reales de los métodos estudiados.
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Tabla 6.1: Complejidad computacional

Método Nro. de multiplicaciones Nro. de adiciones

RPHD (3N − 2) 3N

Directo [11] (14N − 24)Ni (7N − 8)Ni

Lattice (5N − 6)Ni (5N − 4)Ni

Lattice aprox. (4N − 1)Ni (5N − 1)Ni

De la tabla se puede concluir que la estructura lattice de los estimadores propuestos reduce

considerablemente el número de multiplicaciones comparado con la realización directa. Cabe

aclarar que el método RPHD no es recursivo y su desempeño es considerablemente peor que los

métodos iterativos [11]. Si se compara en términos del número de operaciones por iteración, la

complejidad de RPHD y los algoritmos basados en la realización lattice es similar.

6.4. Análisis de convergencia

En esta sección se muestra que para suficiente cantidad de datos, es decir N → ∞, el error

medio cuadrático de ŝ1(i + 1) es más bajo que el de ŝ1(i), lo que asegura la convergencia del

algoritmo. Como corolario del desarrollo, el MSE ideal correspondiente a N → ∞ es obtenido.

Por cuestiones de simplicidad, la demostración se basa en la Ec. (6.7). Si N → ∞,

1/(N − 1)
∑N−1

n=1 g(n)g(n − 1) ≈ rg, donde rg = rgs + rgw y (para mayor detalle ver [74, 75])

rgs =
A2|Di(e

jω0)|2
2

cos(ω0), (6.8)

rgw = −ŝ1(i+ 1)σ2gw y (6.9)

σ2gw =
σ

(1− s22)(1 − ŝ21(i))
. (6.10)

También, para N grande puede decirse que 1/(N −1)
∑N−1

n=1 g
2(n) ≈ εg, es decir que la potencia

de g(n). Luego

εg =
A2|Di(e

jω0)|2
2

+ σ2gw. (6.11)

Reemplazando las aproximaciones de las Ecs.(6.8), (6.9) y (6.11) en la Ec. (6.7), una función

f(ŝ1(i)) que relaciona ŝ1(i + 1) y ŝ1(i) es obtenida (notar que los factores 1/(N − 1) que no

aparecen en Ec. (6.7) se cancelan), es decir:
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ŝ1(i+ 1) = f(ŝ1(i)) =
−A2|Di(e

jω0 )|2
2 cos(ω0) + ŝ1(i)σ

2
gw

A2|Di(ejω0 )|2
2 + σ2gw

(6.12)

Para obtener el MSE de ŝ1(i+ 1) como una función de ŝ1(i), se considera una aproximación de

primer orden de f(ŝ1(i)) alrededor de ŝ1(i) = so1 = − cos(ω0) (sintonización perfecta). Entonces

ŝ1(i+ 1) = f(so1) +
∂f(ŝ1(i))

∂ŝ1(i)

⌋
ŝ1(i)=so1

(ŝ1(i)− so1) + · · · (6.13)

donde f(so1) = so1,

∂f(ŝ1(i))

∂ŝ1(i)

⌋
ŝ1(i)=so1

= f ′(so1) =
1

(4SNR/(1 − s22) + 1)
(6.14)

y SNR = A2/2
σ2 . Luego, el MSE aproximado de ŝ1(i+ 1) dado ŝ1(i) es

MSE(ŝ1(i+ 1)) = E
{
(ŝ1(i + 1)− so1)

2 |̂s1(i)
}

≈ E
{(

f ′(ŝ1(0))2(ŝ1(i)− so1)
)2}

= f ′(so1)
2MSE(ŝ1(i)) (6.15)

Una condición suficiente para asegurar la convergencia en media cuadrática es f ′(so1)2 < 1.

Analizando este término, resulta

f ′(so1)
2 < 1 ⇒ 1 < 4

SNR

1− s22
+ 1 ⇒ 0 < SNR. (6.16)

Como f ′(so1)2 es menor que uno para cualquier s2 y SNR > 0 siempre, la convergencia del

algoritmo está probada. Como corolario del desarrollo previo, el MSE de ŝ1(i) puede encontrarse

resolviendo recursivamente la Ec. (6.15). Luego

MSE(ŝ1(i)) = f ′(so1)
2iMSE0 (6.17)

donde MSE0 es la condición inicial definida como MSE0 = (ŝ1(0) − so1)
2.
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6.5. Simulaciones

Simulaciones numéricas fueron realizadas para corroborar la formulación teórica presentada

en el caṕıtulo. Una comparación entre el desempeño del LBE y el ALBE con el algoritmo

descripto en [11], desde aqúı realización directa, son presentados en esta sección. El algoritmo

con realización directa no se inicializa con ρ = 0 como los autores sugieren a fin de hacer una

comparación justa con nuestros algoritmos.
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Figura 6.1: MSE vs SNR para N = 1000 y ω = 0,4π.

En las simulaciones la amplitud de la sinusoide es A =
√
2 y la fase está distribuida alea-

toriamente en el intervalo [0, 2π). Las curvas son promediadas sobre 200 corridas y Ni = 6.

Para LBE y ALBE, el ancho de banda es B = π/50, mientras que para la realización directa se

eligió ρ =
√
s2 (un valor equivalente), para todas las iteraciones. En las figuras se compara el

MSE de los parámetros de sintonización, es decir, s̃1 para LBE y ALBE, y ã para el algoritmo

directo en diversas situaciones.

En la Fig. 6.1 se muestra una comparación de MSE en función de la SNR, para N = 1000

y ω = 0,4π. Puede observarse que LBE y ALBE funcionan mejor que la realización directa,

excepto para un rango en el medio del intervalo elegido.
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En la Fig. 6.2 se ilustra el MSE en función del número de datos para una SNR = 10 dB y

ω = 0,4π. En este caso, LBE y ALBE tienen menor MSE que la realización directa para todo N .

Nuevamente, ALBE tiene el mejor desempeño.

El desempeño de los algoritmos depende de la frecuencia de la sinusoide. En la Fig. 6.3 se

muestra esta dependencia para SNR = 10 y N = 1000. Puede notarse de esta figura que todos

los algoritmos tienen problemas para frecuencias cercanas a 0 y π. Eso se debe a que pequeños

cambios en la frecuencia no alteran significativamente la señal [61]. El algoritmo directo tiene el

MSE más bajo en los bordes pero el más alto en el centro, cerca a π/2. Como puede observarse

también en las Figs. 6.1 y 6.2, ALBE tiene el mejor desempeño cerca de π/2 pero el peor en

los bordes. Además, en la curva se grafica el CRLB para la estimación de frecuencia definido en

[61] a fin de establecer una referencia.

6.6. Comentarios finales

En este caṕıtulo un se obtiene un estimador fuera de ĺınea de la frecuencia de una onda

sinusoidal. El algoritmo está basado en un filtro notch con realización lattice y funciona con

datos en bloques. La estructura lattice reduce notablemente la complejidad y la obtención del

algoritmo. También se presenta una solución aproximada que reduce la complejidad y tiene un

desempeño comparable. Este algoritmo resulta apropiado para realizar estimación de CFO.

La convergencia en media cuadrática es demostrada suponiendo que se dispone de una gran

cantidad de datos. Como corolario, se obtiene una expresión del MSE en función del número de

iteraciones.



Caṕıtulo 7

Compensación de CFO en sistemas

multiportadora multiusuario.

Debido a su alta tasa de transferencia, eficiencia espectral y versatilidad, las técnicas más

prometedoras para las nuevas generaciones de sistemas inalámbricos multiusuario están basadas

en esquemas de modulación multiportadora. Los dos principales candidatos son el acceso múltiple

por división en frecuencias ortogonales (OFDMA) y la modulación multiportadora basada en

banco de filtros (FBMC) [62, 37].

OFDMA es una extensión de OFDM considerando la implementación de un sistema de

comunicación multiusuario, donde un conjunto de subportadoras se asigna a cada usuario de

acuerdo con el esquema de asignación de portadoras (CAS). Los esquemas de asignación usuales

son: por subbandas, intercalado y generalizado [6].

La modulación OFDMA provee robustez frente al desvanecimiento multicamino y una fácil

ecualización. Sin embargo, esta técnica multiusuario es altamente sensible a los errores de sin-

cronización en frecuencia. El CFO entre el transmisor y el receptor destruye la ortogonalidad

entre las subportadoras produciendo interferencia de acceso múltiple.

La sincronización en el enlace de bajada1 es un problema de estimación de un simple paráme-

tro y varios algoritmos conocidos han sido propuestos y estudiados, como se muestra en el Caṕıtu-

lo 4 y en [7, 60, 1, 20, 76]. Por otro lado, la sincronización en el enlace de subida2 asociado a una

aplicación multiusuario es más desafiante pues es un problema de estimación multiparamétrico.

La razón es que cada usuario está caracterizado por parámetros de canal y CFO diferentes.

1Downlink en inglés.
2Uplink en inglés.
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Además, la sincronización en frecuencia depende de la CAS y resulta en general un procedi-

miento de dos pasos: 1) estimación de CFO y 2) compensación de CFO. La estimación de CFO

se realiza utilizando la estructura repetitiva de śımbolos especiales insertados en el comienzo de

la trama de datos [6, 77].

Las alternativas de compensación de CFO en OFDMA emplean cancelamiento iterativo de

interferencia [12, 78] o cancelación lineal [13]. A pesar de su carga computacional más elevada,

el último esquema es preferido pues obtiene un mejor desempeño en términos de tasa de error

de bit (BER) [6]. Siguiendo [13], la interferencia de acceso múltiple puede ser descripta por una

matriz de interferencia con las mismas dimensiones que el sistema OFDMA. Considerando los

sistemas de hoy en d́ıa, las dimensiones pueden ser tan grandes como 2048 × 2048 [4]. Para

compensar el CFO, se propone usar los criterios mı́nimos cuadrados (LS) o mı́nimo error medio

cuadrático (MMSE). Lamentablemente, los métodos LS y MMSE requieren la inversión de la

matriz interferencia lo que resulta en una elevada carga computacional. En consecuencia, en [13]

también se propone una simplificación para reducir la complejidad de la cancelación lineal. Esta

simplificación deja interferencia de acceso múltiple residual lo que degrada el desempeño del

sistema.

La técnica de transmisión FBMC, por otro lado, puede pensarse como una extensión del

concepto de OFDMA, donde se reemplaza la ventana rectangular por una respuesta impulsiva

general. Luego de la paralelización, cada śımbolo se extiende utilizando dicha respuesta impulsiva

produciendo un solapamiento temporal [37]. El par de filtros de transmisión/recepción se deriva

del criterio de Nyquist con el fin de evitar la interferencia interśımbolo. La extensión en tiempo

produce filtros selectivos que reducen la interferencia interportadora (ICI) y por lo tanto la

interferencia de acceso múltiple. La descripción de la modulación y demodulación de FBMC se

presenta en el Caṕıtulo 3.

El CFO también produce interferencia de acceso múltiple en FBMC, pero esta interferencia

puede ser despreciable si se deja sólo unas pocas portadoras de guarda entre cada usuario,

gracias a las pronunciadas frecuencias de corte de los filtros como se muestra en la Fig. 3.4 del

Caṕıtulo 3 [26]. En consecuencia, solo la interferencia interportadora necesita ser compensada

en FBMC. En [26] se introduce un método de compensación de baja complejidad para FBMC

con CAS por subbanda. La compensación es equivalente a la compensación pos-FFT derivada

en [57] para OFDMA, aunque funciona mejor debido a la baja interferencia de acceso múltiple

inherente a FBMC.

Aún cuando existen realizaciones polifásicas de baja complejidad [38], la carga computacional

asociada al sistema FBMC completo (modulación QAM desplazada (OQAM)3, estimación y

3Offset-QAM en inglés.
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compensación de canal y CFO) es la principal desventaja, si se lo compara con un sistema

OFDMA compensado eficientemente.

En este caṕıtulo se presenta un análisis completo de las técnicas OFDMA y FBMC. Se pro-

pone una alternativa eficiente y de baja complejidad para la compensación de CFO basada en

una extensión del esquema propuesto en [13]. También, se obtiene un algoritmo de compensación

de CFO para FBMC apropiado para la implementación presentada en [37]. Además, se extiende

el trabajo incluyendo un detallado estudio de simulación considerando la movilidad de los usua-

rios, la CAS utilizada y la influencia cŕıtica de la tasa de actualización del CFO, en términos de

complejidad, para ambas técnicas de acceso múltiple.

7.1. Compensación de CFO en sistemas OFDMA

Con el fin de compensar el efecto del CFO en el śımbolo multusuario recibido, se necesita

obtener ŝ, una estimación de s, a partir de la Ec.(3.29). Teniendo en cuenta la estructura definida

en la Ec. (3.32), la señal multiusuario recibida resulta

y = Πs+ z. (7.1)

Siguiendo [24], dos métodos pueden considerarse: mı́nimos cuadrados (LS) y mı́nimo error medio

cuadrático (MMSE). El LS está definido como

ŝLS = (ΠHΠ)−1ΠHy = Π−1y (7.2)

donde la expresión de la derecha es válida sólo si Π tiene rango completo [13]. Esta compensación

elimina toda la interferencia causada por el CFO, a expensas de incrementar los efectos del ruido.

La solución basada en el MMSE obtiene un compromiso entre los efectos de la interferencia y el

ruido. Se define la matriz de autocorrelación de s comoR = E{ssH}, la varianza del AWGN sobre

cada subportadora es σ2n, de manera que E{zzH} = σ2nINa , donde INa es la matriz identidad de

Na × Na. Debe notarse de las definiciones de z en la Ec. (3.29) y la Ec. (3.25) del Caṕıtulo 3,

que σ2n = σ2. El śımbolo compensado está definido como

ŝMMSE = RΠH(ΠRΠH + σ2nINa)
−1y

= ΠH(ΠΠH +
σ2n
σ2s

INa)
−1y (7.3)

donde en la segunda expresión se considera que la potencia promedio sobre todas las portadoras

es σ2s , y entonces R = σ2sINa .
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Las compensaciones LS y MMSE requieren la inversión de la matriz Π o una matriz re-

lacionada, como se nota en (7.2) y (7.3). Como el tamaño de esas matrices puede ser grande

(por ejemplo [4]), la inversión de la matriz involucra una significantiva carga computacional en

sistemas OFDMA reales. En las secciones siguientes se muestra que la estructura de la matriz

interferencia puede usarse para obtener una solución aproximada a la compensación de CFO.

7.1.1. Estructura de la matriz interferencia

La interferencia de cada usuario está descripta por la matriz Π(k), definida en la Ec. (3.31),

y depende del CFO del usuario k. Los elementos de dicha matriz son [78]

[Π(k)]p,q =
1

Na

1− ej2π(q−p+ξ(k))

1− ej2π(q−p+ξ(k))/Na
= I(k)p,q (7.4)

para 0 ≤ p, q ≤ Na − 1. Como puede notarse de (3.33), la q-ésima columna de Π es la q-ésima

columna de Π(k), donde q ∈ Ik.
La figura 7.1 ilustra la potencia de interferencia expresada en dB, con elementos dados por

[Pi]p,q = 20 log(|[Π]p,q|). Este ejemplo corresponde a un sistema con N = 16, sin VC, dos

usuarios (K = 2) con ξ(1) = 0,2 y ξ(2) = −0,3, Nt = 2 y CAS intercalado. El usuario 1 es

asignado a las tejas impares y el usuario 2 a las tejas pares. Fig. 7.1(a) muestra el gráfico de

contorno, mientras que Fig. 7.1(b) el gráfico de superficie. Los términos [Π]p,q, determinan que

la interferencia que la subportadora q-ésima del śımbolo OFDMA transmitido tiene sobre la

p-ésima subportadora del śımbolo recibido, como se establece en (3.32). Como el valor real del

CFO de cada usuario no se conoce en el receptor, este valor es reemplazado por la estimación

ξ̂(k). La figura revela la estructura de Π, mostrando la potencia de los términos de la matriz

interferencia. Particularmente, es interesante enfatizar los siguientes aspectos:

Discontinuidades en las columnas de Π se deben a los diferentes CFOs de cada usuario.

Esto puede verse en el patrón de los términos antidiagonales mostrados en la Fig. 7.1(a).

La estructura periódica de (7.4) relaciona las columnas de Π por desplazamientos circu-

lares, siempre que éstas pertenezcan al mismo usuario. Esta condición de simetŕıa se nota

en la 7.1(a).

La enerǵıa de la interferencia está concentrada para los elementos |q− p| de (7.4) cercanos
a 0 o N .
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Figura 7.1: Matriz interferencia con N = 16, K = 2, Nt = 2, ξ(1) = 0,2, ξ(2) = −0,3 y CAS intercalado.

7.1.2. Aproximaciones de banda y de banda circulante

Dada la simetŕıa circulante de la matriz Π y considerando la posición de los términos prin-

cipales de interferencia, en esta sección se propone una aproximación novedosa a la matriz de

interferencia con estructura de banda circulante. La aproximación está definida como

[ΠCB]p,q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[Π]p,q si |q − p| ≤ τ

[Π]p,q si N − τ ≤ |q − p| ≤ Na − 1

& τ ≥ 2Nvc + 1

0 en caso contrario.

(7.5)

donde τ es ancho de banda de la matriz. A medida que τ aumenta, la interferencia decrece. Este

método es referido como compensación de banda circulante (CBC).

Los métodos de compensación utilizan los criterios LS o MMSE, lo que requiere la inversión

deΠCB . Para éste propósito, el Algoritmo 7.1 resume un novedoso y eficiente (baja complejidad)

algoritmo para realizar la descomposición LU de ΠCB , basado en los algoritmos para matrices

de banda propuestos en [79]. Lógicamente, la inversa de la matriz de banda circulante requiere

muchos menos cómputos comparada con la inversa de una matriz completa (más detalles en la

Sección 7.3). Como consecuencia, esta aproximación permite un compromiso entre complejidad

y cancelación de interferencia. De manera similar para completar la inversión se proponen algo-

ritmos eficientes para realizar la substitución hacia atrás4 y hacia adelante5 en los Algoritmos 7.2

y 7.3, respectivamente. En los algoritmos 0 ≤ τ2 = τ − 2Nvc.

4Backward substitution en inglés.
5Forward substitution en inglés.
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Algoritmo 7.1 Factorización LU para matrices

de banda circulante

1: for k = 1 to N − 1 do

2: for i = k + 1 to mı́n(k + τ,N) do

3: [ΠCB ]i,k = [ΠCB ]i,k/[ΠCB ]k,k

4: end for

5: for i = máx(k + τ + 1) to N do

6: [ΠCB ]i,k = [ΠCB ]i,k/[ΠCB ]k,k

7: end for{Multiplicadores de Gauss}
8: for j = k + 1 to mı́n(k + τ,N) do

9: for i = k + 1 to mı́n(k + τ,N) do

10: [ΠCB ]i,j = [ΠCB ]i,j − [ΠCB ]i,k[ΠCB ]k,j

11: end for

12: for i = máx(k + τ + 1, N − τ2 + 1) to N do

13: [ΠCB ]i,j = [ΠCB ]i,j − [ΠCB ]i,k[ΠCB ]k,j

14: end for

15: end for

16: for j = máx(k + τ + 1, N − τ2 + 1) to N do

17: for i = k + 1 to k + τ do

18: [ΠCB ]i,j = [ΠCB ]i,j − [ΠCB ]i,k[ΠCB ]k,j

19: end for

20: for i = máx(k + τ + 1, N − τ2 + 1) to N do

21: [ΠCB ]i,j = [ΠCB ]i,j − [ΠCB ]i,k[ΠCB ]k,j

22: end for

23: end for{Productos externos}
24: end for

25: La triangular inferior de ΠCB es LCB .

26: La triangular superior de ΠCB es UCB .

Algoritmo 7.2 Substitución hacia atrás

1: Este algoritmo resuelve el sistema UCBx = b

2: for j = N down to N − τ2 + 1 do

3: b(j) = b(j)/[UCB ]j,j

4: b(1 : j − 1) = b(1 : j − 1) − b(j)[UCB ]1:j−1,j

5: end for

6: for j = N − τ2 down to 2 do

7: b(j) = b(j)/[UCB ]j,j

8: b(1 : j − 1) = b(1 : j − 1) − b(j)[UCB ]1:j−1,j

9: end for

10: b(1) = b(1)/[UCB ]1,1

11: x = b

Algoritmo 7.3 Substitución hacia adelante

1: Este algoritmo resuelve el sistema LCBx = b

2: for j = 1 to N − τ2 do

3: b(j) = b(j)− [L]j,máx(1,j−τ):j−1×
4: b(máx(1, j − τ ) : j − 1)

5: end for

6: for j = N − τ2 + 1 to N do

7: b(j) = b(j)− [L]j,1:j−1b(1 : j − 1)

8: end for

9: x = b
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Para el caso τ ≤ 2Nvc, los términos fuera de la diagonal principal están enmascarados por

las portadoras virtuales. Entonces, la matriz de banda circulante se reduce a la matriz de banda

propuesta en [13]. En ese caso la estructura de la matriz está definida por

[ΠB ]p,q =

{
[Π]p,q si |q − p| ≤ τ

0 si |q − p| > τ.
(7.6)

A continuación referiremos a este método como compensación de banda (BC).

En el caso τ ≥ 2Nvc+1, como la matriz BC no considera algunos términos de interferencia

significativos (N − τ ≤ |q − p| ≤ Na − 1 en (7.5)), el desempeño de la compensación decrece

considerablemente. En la Sección 7.3 se compara la complejidad computacional de CBC y BC

para los criterios LS y MMSE.

7.2. Compensación de CFO para la modulación FBMC

El filtro prototipo p(n) está diseñado para tener lóbulos laterales bajos lo que reduce la

interferencia interportadora (ICI) y, como consecuencia, la MAI a unas pocas subportadoras.

Como resultado, para el caso especial de CAS por subbandas, no se requiere cancelamiento

de interferencia si algunas portadoras de guarda son insertadas entre los usuarios. La única

interferencia es la auto-interferencia de cada usuario.

El método de cancelamiento directo propuesto en [57] puede utilizarse para eliminar la ICI

de cada usuario en el esquema FBMC de [38]. La compensación de ICI consiste en contra-rotar

la entrada del receptor a una frecuencia angular dada por la estimación de CFO de cada usuario.

Eso implica reemplazar la señal de entada y(n) por y(n)e−j2πξ̂(k)n/N en (3.41), donde ξ̂(k) es el

CFO estimado del usuario k. La compensación de r(q)(ν), definida en (3.40), resulta

r̄(q)(ν) = e−jπξ̂
(k)νe−j2πξ̂

(k)q/Nc(ξ̂(k))� r(q)(ν) donde, (7.7)

c(ξ̂(k)) = [1 e−j2πξ̂
(k)/N . . . e−j2πξ̂

(k)(N−1)/N ]T.

Insertando r̄(q)(ν) en (3.43) tenemos

V̂(k)(ν) = e−jπξ̂
(k)νβ∗(ν)�H(ν)�F

⎧⎨
⎩
Lov−1∑
q=0

e−j2πξ̂
(k)qc(ξ̂(k))� r(q)(ν)

⎫⎬
⎭ . (7.8)
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Luego, definiendo

c′(ξ̂(k)) = [c(ξ̂(k)), e−j2πξ̂
(k)
c(ξ̂(k)), . . . , e−j2πξ̂

(k)(Lov−1)c(ξ̂(k))]T, y

r′(ν) = [r(0), . . . , r(Lov−1)]T,

los śımbolos OQAM compensados pueden escribirse como

V̂(k)(ν) = e−j2πξ̂
(k)νβ(ν)�H(ν)�

⌊
F
{
c′(ξ̂(k))� r′(ν)

}⌋
↓Lov

= e−j2πξ̂
(k)νβ(ν)�H(ν)�

⌊
F
{
c′(ξ̂(k))

}
� F {r′(ν)}⌋

↓Lov

(7.9)

donde � es la convolución circular y las FFTs tienen largo Lov × N . Es interesante notar que

F
{
c′(ξ̂(k))

}
se recalcula sólo si el CFO es actualizado. Después de la compesación de CFO y

la ecualización de canal, los śımbolos OQAM recibidos se convierten en śımbolos QAM y luego

son pasados por el detector. Vale la pena notar que el método de compensación de (7.9) requiere

una realización más compleja que la estructura del receptor mostrada en la Fig. 3.7.

El mismo método de compensación se propone en [26] para la estructura de FBMC descripta

en [80]. Sin embargo, la complejidad del receptor en ese caso es más alta que la propuesta

aqúı debido a que requiere duplicar la estructura de la FFT.

Un análisis y discusión del sistema, considerando diversas condiciones de canal, se presenta

en la Sección 7.3. Además, varias comparaciones de los esquemas OFDMA y FBMC utilizando

los algoritmos propuestos se presentan en la Sección 7.4.

7.3. Comparación de complejidad computacional

Diversas medidas de complejidad pueden utilizarse para comparar sistemas de comunicacio-

nes. En esta sección se hace énfasis en el número de multiplicaciones reales que son requeridas

por los esquemas multiportadoras discutidos previamente. Se supone que una multiplicación

compleja es equivalente a cuatro multiplicaciones reales y que la FFT/IFFT se implementa con

el algoritmo base-26. Primero, se compara la complejidad computacional de los transmisores

de OFDMA y FBMC. Luego, se deriva la complejidad de los algoritmos de compensación de

OFDMA. Además, una comparación completa de los receptores OFDMA y FBMC considerando

la modulación, compensación de CFO y compensación de canal, es presentada. Finalmente, se

comparan los receptores en tres condiciones de canal diferentes.

6Radix-2 en inglés.
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Tabla 7.1: Ejemplos de complejidad de transmisores, considerando Lov = 4 y K = 4

Esquema Complejidad N = 256, Na = 208 N = 2048, Na = 1664

FBMC 2(2Nk + 2N log(Nk) + 2LovM) 10.1k 106k

OFDMA 2N log(Nk) 2.9k 36k

7.3.1. Complejidad en el transmisor

En esta sección, se describirá la complejidad de implementación para un transmisor OFDMA

y uno FBMC. La Tabla 7.1 muestra el número de multiplicaciones reales requeridas para enviar

un śımbolo multiportadora para ambos sistemas. Las operaciones para FBMC corresponden

a multiplicaciones por βm,ν , la implementación de una IFFT y el banco de filtros Am(z
2).

No se incluyen las operaciones involucradas en el bloque de pre-procesamiento pues pueden

implementarse con rotaciones de fase de ±π. El caso de βm,ν depende de la realizacion del banco

de filtros [27]. Alternativamente, las operaciones para OFDMA están asociadas a la IFFT [27].

Vale la pena notar que la complejidad de FBMC es tres veces la complejidad computacional de

su contraparte convencional OFDMA.

7.3.2. Complejidad en el receptor

Las operaciones para recuperar los śımbolos enviados son: a) demodulación, b) compensación

de CFO, c) actualización de CFO, y d) ecualización de canal. Las técnicas de compensación de

CFO se describen en la Secciónes 7.1 y 7.2.

Consideremos OFDMA y los casos de una matriz de interferencia Π con estructura completa,

BC o CBC. Luego, el método de compensación LS puede subdividirse en: 1) Factorización LU

de Π, 2) Sustitución hacia adelante y, 3) sustitución hacia atrás. Por otro lado el procedimiento

para la compensación MMSE consiste en: 1) obtener A = ΠΠH + σ2n/σ
2
sI (notar que A es de

banda o de banda circulante con doble ancho de banda si Π es de banda o de banda circulante),

2) Factorización LU deA, 3) sustitución hacia adelante, 4) sustitución hacia atrás; y, 5) multipli-

cación por una matriz ΠH. La Tabla 7.2 resume la complejidad computacional de los algoritmos

de compensación de CFO para OFDMA, incluyendo las matrices de compensación completa y

las aproximaciones de banda y de banda circulante (debe notarse que para CBC μ = τ + τ2).

Además, en la tabla se detallan la complejidad de la actualización y la compensación de CFO de

manera separada para los diferentes algoritmos. Esto es útil cuando la tasa de actualización de

CFO puede ser especificada de manera independiente, como se discutirá en la sección siguiente.
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Tabla 7.2: Número de multiplicaciones reales para la compensación de CFO en OFDMA. μ = τ + τ2

Compensación actualización de CFO compensación CFO

Full (LS) 8/3M3 16M2

Full (MMSE) 32/3M3 16M2

BC (LS) 4M(τ2 + τ) 8Mτ

BC (MMSE) 4M(5τ2 + 4τ) 16Mτ

CBC (LS) 4M(μ2 + μ) 8Mμ

CBC (MMSE) 4M(8μ2 + (2τ + 1)2 + 2μ) 4M(4μ+ 2τ)

La tabla 7.3 muestra el número de operaciones que requiere la implementación de los recep-

tores FBMC y OFDMA. Para la compensación de CFO en OFDMA se emplea el método CBC

(debe notarse que CBC se reduce a BC si τ ≤ 2Nvc). Como para las SNRs de interés la compen-

sación LS tiene menor complejidad y desempeño similar al esquema de compensación MMSE,

el primero se elije de aqúı en adelante. La tabla separa la complejidad computacional entre las

diferentes fuentes, permitiendo hacer un análisis detallado. Algunas conclusiones básicas son las

siguientes:

La principal fuente de complejidad para FBMC se debe a las FFTs de tamaño NLov y la

compensación de CFO, que tienen que ser calculadas para cada śımbolo recibido.

La inversión de la matriz interferencia de CFO es la fuente principal de complejidad en

OFDMA. Esta inversión es requerida para cada estimación de CFO.

Tabla 7.3: Complejidad del receptor

Esquema Demod. comp. CFO actual. de CFO Ec. de un coef.

FBMC 8NLov + 4NLov log(NLov) + 8M 8NLcfo 2NLov log(Lcfo) 8M

OFDMA 2N log(N) 8Mμ 4M(μ2 + μ) 4M

Una consecuencia directa de las observaciones anteriores es que, dependiendo de la tasa

de actualización de CFO, la compensación de OFDMA puede ser muy eficiente. Los sistemas

OFDMA requieren un CFO menor que el 1-2% de la separación interportadora para no tener

una degradación apreciable, como se muestra en el Caṕıtulo 4. Bajo esta especificación, se

puede establecer que el CFO necesita ser reestimado cuando su variación es más grande que el

1% de la separación interportadora. Si el corrimiento en el LO se compensa en el primer śımbolo

multiusuario, las variaciones del CFO son sólo consecuencia de las condiciones variantes del canal,
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es decir, el efecto Doppler. Entonces, esta condición puede expresarse como |ξ(k)d (�2)−ξ(k)d (�1)| >
0,01ΔF , donde ξ

(k)
d (�1) es el CFO debido al Doppler del usuario k en el tiempo discreto �1 y

ξ
(k)
d (�2) el CFO en el tiempo discreto �2. De esta manera, podemos obtener Nu = �2 − �1, es

decir, el número de śımbolos donde la matriz de compensación Π es válida.

Para dar un ejemplo, en la Tabla 7.4 se compara la complejidad de OFDMA y FBMC para

un canal selectivo y tres diferentes tasas de actualización de CFO. Esos cálculos consideran la

implementación de la demodulación de datos, la compensación de CFO, la ecualización de canal

y la actualización del CFO, si es requerida. La complejidad para cada caso está dada por:

Caso 1 CFO invariante en el tiempo. Para CFO constante no es necesaria la actualización, dan-

do el ĺımite inferior de complejidad de implementación. Las operaciones correspondientes

al FBMC son: 8NLov + 4NLov log(NLov) + 16Na + 8NLcfo, mientras que para el caso de

OFDMA tenemos que 2N log(N) + 8Naμ+ 4Na.

Caso 2 CFO lentamente variante en el tiempo. El CFO es actualizado cada Nu śımbolos. Luego,

para calcular las operaciones necesarias para obtener un śımbolo recibido, las multiplica-

ciones necesarias en la actualización son divididas por el peŕıodo de actualización Nu. Con-

siderando FBMC, se tiene 8NLov +4NLov log(NLov) + 16Na +8NLcfo +
2NLov
Nu

log(Lcfo)

y para OFDMA resulta 2N log(N) + 8Naμ+ 4Na +
4Na
Nu

(μ2 + μ).

Caso 3 CFO altamente variante en el tiempo. En este caso el CFO es actualizado cada śımbolo.

Aún cuando esta condición no es realista, puede considerarse como el peor caso en la com-

plejidad de implementación de OFDMA. Para FBMC se tienen 8NLov+4NLov log(NLov)+

16Na + 8NLcfo + 2NLov log(Lcfo) multiplicaciones reales. Por otro lado, para OFDMA

resultan 2N log(N) + 8Naμ+ 4Na + 4Na(μ
2 + μ) operaciones.

Puede notarse de la Tabla 7.4 que la complejidad de OFDMA es casi tres veces menor que

la de FBMC para los Casos 1 y 2. Cuando se requiere actualizar el CFO en cada śımbolo (CFO

altamente variante en tiempo) la complejidad de implementación de OFDMA duplica la de

FBMC .

Tabla 7.4: Ejemplos de complejidad en receptores. μ = 15, Lov = 4, Lcfo = 20 y Nu = 100

N = 256, Na = 208 N = 2048, Na = 1664

Esquema Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 1 Caso 2 Caso 3

FBMC 93.4k 93.5k 95.7k 846k 846k 863k

OFDMA 29.9k 31.8k 230k 251k 267k 1849k
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Figura 7.2: Comparación de complejiad para los tres casos de actualización de CFO.

Para concluir la sección, en la Fig. 7.2 se grafica la complejidad computacional de ambos

sistemas como función de el ancho de banda de compensación (τ), considerando las expresiones

derivadas en los tres casos mencionados anteriormente. Es claro que la complejidad de FBMC

para los Casos 1 y 2 es casi igual y levemente mayor para el Caso 3. Por otro lado, la complejidad

de OFDMA vaŕıa significativamente. Los Casos 1 y 3, definen las cotas inferior y superior de

complejidad, respectivamente. Para el Caso 2, se elije Nu = 100, como en la Tabla 7.4. De la

figura puede notarse que considerando el Caso 1, OFDMA es menos complejo que FBMC para

τ < 53. Para el Caso 2 en cambio, OFDMA es más simple que FBMC si τ < 44. Finalmente,

en el Caso 3, OFDMA es la opción menos compleja si τ < 9. En la Sección 7.4.2 se compara el

desempeño en tasa de error de bit (BER) para ambos sistemas considerando diferentes anchos

de banda de compensación.

7.4. Simulación y discusión

Se introduce en esta sección una discusión general y ejemplos de simulación ilustrativos de

las técnicas OFDMA y FBMC aplicadas en un escenario de acceso múltiple.

En la subsección 7.4.1, se discute sobre la estructura, la metodoloǵıa de compensación de

CFO, régimen de actualización y los CAS admisibles para cada sistema. Además, en la Sección
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7.4.2 se compara el desempeño de OFDMA y FBMC usando simulaciones y considerando las

técnicas de compensación de CFO contra las alternativas conocidas.

7.4.1. Consideraciones del sistema y caracteŕısitcas del CFO

Diversos items necesitan tenerse en cuenta para realizar la correcta evaluación de desem-

peño de los sistemas. A continuación, detalles relacionados con la implementación de FBMC,

ecualización, caracterización de CFO y técnicas de asignación de portadoras son considerados.

Implementación de FBMC. Debido a la modulación OQAM, FBMC necesita trabajar al

doble de la tasa de śımbolo (implementación con FFT única) [27] o duplicar la estructura del

transceiver (implementación con FFT doble) [26]. En términos prácticos esto significa aumen-

tar el consumo de enerǵıa y/o el tamaño de la implementación. En este trabajo, elegimos la

implementación de un sola FFT para FBMC debido a que en sistemas actuales resulta en una

menor área y consumo de potencia. Por otro lado, como puede notarse de las Tablas 7.1 y 5.1,

OFDMA concentra la complejidad en la estación base. Entonces, dispositivos móviles con escasa

capacidad de enerǵıa y cómputo son realizables. Este concepto se ampĺıa en el Caṕıtulo 9.

Ecualización de canal. Como se supone que FBMC no utiliza CP, la ISI e ICI tienen que ser

removidas por el ecualizador de canal. Para un canal plano, un ecualizador aproximado y simple

consiste de un solo coeficiente por subportadora, como en el caso de OFDMA. Sin embargo,

para el caso de canales selectivos, es necesario un ecualizador de múltiples coeficientes por

subportadora, lo que incrementa la complejidad del sistema. Otra consecuencia de la ausencia

de CP es que FBMC no es robusta a errores de sincronismo en tiempo si un ecualizador de un

sólo coeficiente es empleado [77].

Esquema de asignación de subportadoras. La codificación de canal combinada con la

CAS apropiada en esquemas multiusuario introducen diversidad, es decir, reducen los efectos

del canal. La CAS por subbandas es el esquema más simple pero es el peor en términos de

inmunidad frente a los efectos del canal. La CAS intercalada distribuye las portadoras de cada

usuario sobre todo el ancho de banda. La CAS generalizada permite utilizar el conocimiento

del canal y técnicas de diseño de entrecruzamiento de capas7 para disminuir la interferencia del

canal [6]. FBMC no puede emplear ni CAS intercalada ni generalizada debido al considerable

incremento en la complejidad que produciŕıan. Como la CAS generalizada depende del criterio

de diagramador8, que está fuera del alcance de este trabajo, se consideran para propósitos de

comparación solamente la CAS por subbandas y la intercalada en la Sección 7.4.2.

7Cross layer design en inglés.
8Scheduler en inglés.
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7.4.2. Simulaciones

En esta sección, se verifican por simulaciones algunos resultados discutidos en secciones

anteriores. Primero, se evalúa el desempeño de las matrices de interferencia CBC, BC [13] y

completa para la compensación de CFO en sistemas OFDMA. Luego, se estudian los efectos

de la CAS en las técnicas de OFDMA y FBMC. Finalmente, considerando el modelo de canal

con CFO variante en tiempo, se evalúa el desempeño de los sistemas para diferentes tasas de

actualización.

Compensación aproximada para sistemas OFDMA.

En la Fig. 7.3 se ilustra el error medio cuadrático (MSE), definido como MSE = E{‖ŝ−s‖2},
para cada subportadora luego de las compensaciones BC, CBC y completa. En este caso, los

parámetros del sistema son N = 64, Na = 56, Ncp = 8, Nt = 4, K = 2, τ = 15 y CAS

intercalada, donde el usuario 1 es asignado a las portadoras pares y el usuario 2 a las impares.

El CFO se restringe a |ξ(k)| < 0,1 y la SNR es 30dB. Se considera un canal AWGN para no

enmascarar el patrón de compensación de CFO. Los resultados de simulación son promediados

sobre 5000 realizaciones. De la figura puede notarse como CBC alcanza un mejor desempeño que

BC en los bordes de la banda, gracias a la estructura circulante de compensación. La técnica

CBC corrige τ2 = τ − 2Nvc = 7 śımbolos más que BC, a ambos lados del śımbolo OFDMA.
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Figura 7.3: Error medio cuadrático vs Índice de portadora. Evaluación para las técnicas de compensación

de CFO BC, CBC y Completa para sistemas OFDMA con N = 64, M = 56, Ncp = 8, Nt = 4, K = 2, y

τ = 15.

OFDMA vs FBMC para diferentes CAS.

Para estas comparaciones se utilizaron los parámetros de la Tabla 7.5. El filtro prototipo

empleado por FBMC se define en [27] y tiene Lov = 4. Se consideran dos canales de propagación

del modelo ITU: el Pedestrian A, con una velocidad de 5 km/h, y el Vehicular A, con una

velocidad de 50 km/h. El canal considerado se supone conocido en el receptor y es ecualizado

utilizando el criterio LS, como se describió en el Caṕıtulo 3. Los resultados son promediados

sobre 50 asignaciones de canal y 50 realizaciones de ruido para cada SNR.

En la CAS por subbandas un número de portadoras de guarda pueden dejarse sin utilizar

entre los usuarios de manera de bajar la MAI. Para FBMC, una subportadora es suficiente, pero

OFDMA puede requerir en general un valor más grande. Considerando que Ng es el número de

subportadoras de guarda entre subbandas de OFDMA, en la Fig. 7.4 se analiza el desempeño

de la compensación de OFDMA para diferentes valores de Ng. Se consideró el canal ITU Pe-

destrian A, el CFO se eligió aleatoriamente del intervalo |ξ(k)| < 0,3 y τ = 15. De la figura es

claro que aunque aumentar el número de portadoras de guarda entre subbandas reduce la MAI,

el cambio es despreciable. En consecuencia, se elije Ng = 0 para el resto de las simulaciones.

La Fig. 7.5 ilustra la comparación de desempeño entre los sistemas OFDMA y FBMC para

diferentes anchos de banda de compensación. Para ambos sistemas se considera el canal ITU
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Tabla 7.5: Parámetros de simulación para los sistemas multiusuario.

Parámetros del sistema

subportadoras N = 256

periodo de muestreo Ts = 400ns

espaciamiento interportadora ΔF = 9,77kHz

frecuencia portadora fc = 5GHz

usuarios Nu = 4

bits por usuario 50kb

código convolucional tasa 1/2 [1338 y 1778]

modulación 4-QAM

Sistema OFDMA

prefijo ćıclico Ncp = 16

tamaño de la teja (ICAS) 5

tejas por usuario (ICAS) 10

subportadoras por usuario (SCAS) 48

Sistema FBMC

factor de solapamiento Lov = 4

separación subbandas 1 subportadora

subportadoras por usuario 52

filtro prototipo [27] P0 = 1; P1 = 0, 97195983; P2 = 1/
√
2 y P3 =

√
1− P 2

1

p(n) = P0 + 2
∑Lov−1

q=1 (−1)qPq cos
(

2πq
LovN

(n+ 1)
)

con 0 ≤ n ≤ LovN − 2

Pedestrian A y |ξ(k)| < 0,1. Puede notarse de la figura que el desempeño de ambos sistemas

es casi el mismo. Como no hay diferencia entre los niveles de compensación para OFDMA, se

establece que un τ = 10 es suficiente para remover la MAI del sistema OFDMA en este rango

de CFO. Por otro lado, es interesante notar que la complejidad de OFDMA para escenarios

usuales (Casos 1 y 2 de la Sección 7.3.2) es alrededor de tres veces menor que la de FBMC, ver

Fig. 7.2. Para canales más selectivos, como el caso del ITU Vehicular A, el desempeño de FBMC

se degrada considerablemente debido a la ecualización de un solo coeficiente, como se muestra

en la Fig. 7.6.

OFDMA con CAS intercalado mejora la diversidad en frecuencia pero incrementa la MAI.

Entonces, cuando se utiliza esta CAS puede ser necesario incrementar el ancho de banda τ

de la matriz de compensación para mitigar la interferencia extra. En la Fig. 7.7 se muestra el
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Figura 7.4: Comparación de desempeño para sistemas OFDMA utilizando un número diferente de

portadoras de guarda (Ng) entre usuarios para CAS por subbanda.

desempeño de los sistemas FBMC con CAS por subbanda y OFDMA con CAS intercalado para

diversos anchos de banda de compensación, es decir, diferentes valores de τ . Para ambos sistemas,

se considera el canal ITU Vehicular A y un CFO aleatorio tomado del intervalo |ξ(k)| < 0,1. De

la figura se observa que OFDMA con CAS intercalado funciona mejor que FBMC aún para bajo

τ . Además, debido al incremento en la diversidad en frecuencia, OFDMA obtiene una mejora

en el desempeño. Por ejemplo considerando un BER de 1 × 10−4, CAS por subbanda necesita

una SNR de 26 dB (Fig. 7.6), mientras CAS intercalado sólo 22 dB (Fig. 7.7).

Influencia de las variaciones de CFO.

Para este estudio se consideran los parámetros de simulación de la Tabla 7.5 y el modelo de

canal Riceano que produce CFO variante mostrado en el Caṕıtulo 2, Sección 2.7.

La figura 7.8 ilustra el desempeño de los métodos de compensación para diferentes peŕıodos

de actualización Nu considerando las técnicas OFDMA y FBMC, ambas para CAS por sub-

bandas. Para esta figura |ξ(k)lo | < 0,1, v se elije del intervalo [100, 200] km/h, y dm de

[20, 30] m, ambas uniformemente distribuidas. El canal tiene decaimiento exponencial dado por

σ2hq = exp(−9,2qTs/1μs) con 0 ≤ q ≤ L − 1 = 5. Bajo la suposición de desvanecimiento por

bloques, el CFO debido al Doppler agrega un término de fase que se suma al provocado por el

LO, es decir ξ(k)(�) = ξ
(k)
lo + ξ

(k)
d (�). En este caso ξ

(k)
lo (�) = floTsN y ξ

(k)
d (�) = f̄d(�)TsN , donde



102 Caṕıtulo 7. Compensación de CFO en sistemas multiportadora multiusuario.

0 5 10 15 20 25 30
10

−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

 

 

B
E
R

SNR [dB]

FBMC

OFDMA τ = 10

OFDMA τ = 40

Figura 7.5: Comparación de desempeño entre OFDMA y FBMC para el canal Pedestrian A con |ξ(k)| <
0,1. Se consideran anchos de banda de compensación de τ = 10 and τ = 40.

flo y f̄d(�) están definidos en el Caṕıtulo 2, Sección 2.7. Se ve de la figura que OFDMA funciona

levemente mejor que FBMC sin importar la tasa de actualización de CFO. Como las variaciones

de CFO son pequeñas, no hay una diferencia considerable entre los valores de Nu.

En la figura 7.9 se considera un escenario más extremo donde el CFO inducido por el Doppler

vaŕıa tres veces más rápido (175 ≤ v ≤ 350 km/h en la Ec. (2.29)). En esta situación, OFDMA

funciona de manera muy similar al caso de bajo Doppler, pero FBMC sufre una importante

pérdida de desempeño.

Como consecuencia del estudio de la influencia del CFO variante en el tiempo, es posible

inferir que peŕıodos de actualización de Nu = 100 o menos son aceptables para ambos sistemas

en condiciones realistas.
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Figura 7.6: Comparación de desempeño entre OFDMA y FBMC para el canal Vehicular A con |ξ(k)| <
0,1. Se consideran anchos de banda de compensación de τ = 10 and τ = 40.
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Figura 7.8: Influencia de la tasa de actualización del CFO en el desempeño de los sistemas OFDMA

y FBMC considerando varios peŕıodos de actualización Nu. El CFO inducido por el oscilador local es

|ξ(k)lo | < 0,1, v va entre 100 y 200 km/h, y dm de 20 a 30 m, ambos uniformemente distribúıdos.
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Figura 7.7: Comparación de desempeño entre FBMC utilizando SCAS y OFDMA utilizando ICAS para

diferentes anchos de banda de compensación. Se considera un canal ITU Vehicular A y CFO aleatorio en

el intérvalo |ξ(k)| < 0,1.
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Figura 7.9: Influencia de la tasa de actualización del CFO en el desempeño de los sistemas OFDMA

y FBMC considerando varios peŕıodos de actualización Nu. El CFO inducido por el oscilador local es

|ξ(k)lo | < 0,1, v va entre 175 y 350 km/h, y dm de 20 a 30 m, ambos uniformemente distribúıdos.
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7.5. Comentarios finales

En este caṕıtulo se estudia el acceso por división de frecuencias ortogonales (OFDMA) y la

modulación multiportadora basada en banco de filtros (FBMC) como esquemas multiusuario

en el enlace de subida de sistemas de comunicaciones inalámbricas. Se propone una novedosa

aproximación a la interferencia generada por el CFO en OFDMA. Esta propuesta es capaz de

reducir la MAI y la ICI si el número de portadoras virtuales es menor que el rango considerado

de interferencia.

Se compara OFDMA con compensación de CFO contra un sistema FBMC con un algorit-

mo de compensación del estado del arte, bajo diversos escenarios realistas. Se muestra que la

complejidad de OFDMA se debe a la tasa de actualización del CFO, mientras que en FBMC es

debida a la demodulación de los śımbolos. Entonces si la actualización de CFO no es requerida,

el sistema OFDMA es más simple que la contraparte FBMC en escenarios realistas.

Considerando el desempeño en tasa de error de bit, se presentan ejemplos de simulación que

verifican las ventajas de los esquemas propuestos considerando canales selectivos, no selectivos

y con CFO variante en el tiempo. El desempeño de ambos sistemas es similar para bajo CFO,

aunque FBMC funciona mejor que OFDMA para alto CFO, a expensas de una complejidad más

alta.





Caṕıtulo 8

Sistemas de radios cognitivas

La creciente demanda de acceso a Internet y servicios multimedia sobre terminales inalámbri-

cos representa un interesante desaf́ıo para los investigadores. Uno de los principales problemas

a tratar es el gran ancho de banda que se requiere para distribuir dichos servicios. Diversos

estudios realizados en varias ciudades de Estados Unidos y Europa, muestran que algunas ban-

das actualmente ocupadas por usuarios licenciados están en su mayoŕıa sub-utilizadas, lo que

resulta un desperdicio de un recurso limitado y costoso [14, 15]. En otras palabras, estos estudios

prueban que las poĺıticas convencionales de asignación espectral son ineficientes.

En el trabajo de Mitola [16], se propone una nueva poĺıtica de uso del espectro llamada

Espectro Compartido1 (SS), que habilita el acceso público a las bandas licenciadas. Los sistemas

licenciados, también llamados usuarios primarios (PU), que no utilicen su ancho de banda todo

el tiempo pueden rentar parte de él a otro sistema, el sistema secundario (SU), con la premisa

de que el desempeño del PU no sea afectado. Los sistemas PU no toman parte en el proceso de

espectro compartido porque el objetivo es compartir las bandas ocupadas con el equipamiento

ya instalado, que no dispone de los recursos necesarios. Todo el trabajo es realizado por nodos

sofisticados llamados radios cognitivas (CR), los cuales son capaces de sensar el espectro en busca

de espacios vaćıos y de manera acorde, reconfigurar sus parámetros f́ısicos para ocupar dichos

espacios disponibles. Como resultado, los SU obtienen acceso a bandas licenciadas mientras que

los PU consiguen regaĺıas del espectro que no utilizan [14].

El concepto de espectro compartido es un enfoque interesante para aumentar la eficiencia

espectral y parece ser una buena solución al problema de la escasez espectral. El grupo de trabajo

IEEE 802.22 estableció un estándar que permite a las radios cognitivas explotar las bandas de

TV no utilizadas, constituyendo el primer ejemplo de aplicación de esta técnica [17].

1Spectrum Sharing, en inglés.
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Las principales tareas que un nodo SU debe realizar son: el sensado espectral y la reconfigura-

bilidad. La primera consiste en sensar el espectro a fin de detectar las bandas no utilizadas, esta

información es referida comúnmente como información de asignación de canal (CAI) [81]. Como

la disponibilidad de recursos es altamente variante, el sensado debe realizarse periódicamente.

Además, la detección confiable de los usuarios licenciados es crucial pues de esta depende que los

SUs no interfieran con los PUs. Los nodos cognitivos usan la información del sensado espectral

para modificar dinámicamente sus parámetros f́ısicos, de manera de no interferir con los usua-

rios licenciados. Esta propiedad, conocida como reconfigurabilidad, consiste en la modificación

de uno o más de los siguientes parámetros: frecuencia de operación, esquema de modulación y

potencia de transmisión. El objetivo de la reconfigurabilidad es alcanzar un desempeño más alto

sin causar daño a los PU [15].

En este caṕıtulo nos enfocamos en el problema de sensado espectral suponiendo que las

señales transmitidas son OFDM. Los detectores aqúı presentados utilizan las propiedades ciclo-

estacionarias de la señal recibida para realizar la detección o diferenciación de la misma. Por ese

motivo las técnicas aqúı presentadas están relacionadas con las del Caṕıtulo 5 donde también se

han utilizado propiedades cicloestacionarias.

8.1. Descripción del problema de sensado espectral

El radio cognitivo debe distinguir entre las bandas utilizadas y las que están libres. Entonces,

debe ser capaz de determinar si hay señal presente proveniente de un PU o no. El modelo de

hipótesis básico para la detección del PU es el siguiente:

r(n) =

⎧⎨
⎩w(n) H0

h(n) ∗ x(n) + w(n) H1,
(8.1)

donde w(n) es AWGN y h(n) es la respuesta impulsiva del canal, definidos en el Caṕıtudo 2;

r(n) es la señal recibida y x(t) es la señal OFDM transmitida definidas en el Caṕıtudo 3 y ∗
denota la convolución.

Por otro lado, en caso de que varias redes de CR se encuentren compitiendo entre śı por

ocupar un determinado espacio espectral, la diferenciación de SUs es importante ya que permite

implementar una estructura de prioridades o una poĺıtica de control de acceso justa [82, 83].

Además, una red de radios cognitivas necesita coordinación para realizar cambios de banda. Esto

puede realizarse utilizando canales de comunicación comunes y fijos, aunque casi invariablemente

resulta en una considerable sobrecarga. Aqúı, la diferenciación de señales permite que un SU
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detecte las señales que pertenecen a su red y de esta manera pueda iniciar la transmisión en

esa banda [84]. En este caso se considera que la señal xs(n) que se desea diferenciar de xns(n),

posee una firma caracteŕıstica que permite diferenciarla. En consecuencia se tiene un modelo de

hipótesis levemente diferente:

r(n) =

⎧⎨
⎩h(n) ∗ x

ns(n) + w(n) H0

h(n) ∗ xs(n) + w(n) H1

(8.2)

Muchas técnicas de detección pueden emplearse para distinguir entre H0 y H1 en los mo-

delos de hipótesis mencionados anteriormente. A continuación se discutirán tres de las más

populares [15].

El filtro acoplado es el detector óptimo en AWGN, pues maximiza la SNR. Este méto-

do requiere menos tiempo para alcanzar un buen desempeño gracias a la detección coherente.

También, es posible distinguir entre diferentes SU, como en el modelo (8.2), pero requiere el

conocimiento de los parámetros de la señal y de sincronismo. Si la información del PU no se

conoce precisamente el desempeño del filtro acoplado decrece significativamente. En nuestro caso

ni los parámetros de la señal ni el canal están disponibles, por lo que el filtro acoplado no parece

ser una buena opción.

El detector de enerǵıa es muy simple y contrariamente al filtro acoplado, no requiere un

conocimiento preciso de los parámetros de la señal, sólo la potencia del ruido. Debido a que este

método es no coherente, tiene un desempeño pobre en ambientes ruidosos y, por la misma razón,

no es posible distinguir entre diferentes señales. Entonces, este detector es aplicable solamente

al modelo (8.1). Deben emplearse peŕıodos silenciosos, donde los SU suspenden la transmisión

para sensar el espectro. De esa manera, evitan que la señal enviada por el SU se confunda con

la del PU y resulte en una falsa alarma. Tanto el desempeño del detector como la eficiencia del

transmisor son afectados por estos peŕıodos silenciosos. Entonces, el detector de enerǵıa tampoco

es una solución adecuada para el problema.

El detector de caracteŕısticas cicloestacionarias detecta caracteŕısticas periódicas en la señal

recibida, las que pueden ser el resultado de, por ejemplo: la portadora, un tren de pulsos,

el prefijo ćıclico, patrones de pilotos, etc. Una señal cicloestacionaria se caracteriza porque su

media y su función de autocorrelación son periódicas en el tiempo. Como en el análisis de señales

convencional, el procesamiento puede realizarse en el dominio tiempo o frecuencia de acuerdo

con la aplicación. Este tipo de detectores no requiere el conocimiento preciso de los parámetros

de señal, sólo de aquellos relacionados con las caracteŕısticas cicloestacionarias [85, 84]. Como

el AWGN no es cicloestacionario, entonces los tests de detección funcionan bien para baja SNR.
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Por otro lado, la identificación de red basada en la hipótesis (8.2) puede realizarse, y sólo se

requiere que las caracteŕısticas cicloestacionarias de cada sistema sean diferentes. Por la misma

razón, los peŕıodos de silencio no son necesarios. Como conclusión, este detector es la mejor

opción para detectar al PU [81].

En este caṕıtulo se estudian dos algoritmos para la detección de caracteŕısticas cicloesta-

cionarias en señales OFDM. El primero, explota la redundancia generada por el prefijo ćıclico

(CP) [85]. El segundo, hace uso de los pilotos insertados en las subportadoras para detectar o

diferenciar señales OFDM que tengan una firma caracteŕıstica diferente [84]. Para el segundo

caso, se propone una técnica simplificada para calcular la probabilidad de falsa alarma.

8.2. Conceptos de cicloestacionaridad

Una señal cicloestacionaria está caracterizada por un media y autocorrelación peŕıodicas

en el tiempo [53]. Considerando tiempo discreto, la función autocorrelación está definida como

Γrr(n, τ) = E{r(n)r∗(n+ τ)}. Si r(n) es un proceso complejo cicloestacionario, Γrr(n, τ) es una

función periódica del ı́ndice discreto n y puede representarse por

Γrr(n, τ) =
∑
α∈A

Γαr (τ)e
j2παn, (8.3)

donde los coeficientes Γαr (τ) que definen la función de autocorrelación ćıclica (CAF), a la fre-

cuencia ćıclica α, están dados por

Γαr (τ) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=−N

Γrr(n, τ)e
−j2παn (8.4)

y A Δ
= {α ∈ [−1/2; 1/2) : Γαr (τ) �≡ 0}. Si r(n) es un proceso cicloergódico, lo cual es usualmente

cierto, el operador esperanza impĺıcito en (8.4) puede reemplazarse por su promedio temporal.

De esa manera una expresión más útil para la CAF es la siguiente [86]

Γαr (τ) = ĺım
N→∞

1

2N + 1

N∑
n=−N

r(n)r∗(n+ τ)e−j2παn (8.5)

La densidad espectral ćıclica (SDF) es obtenida tomando la transformada de Fourier de la

Ec. (8.4)
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Sαr (k) =
∑
τ∈Z

Γαr (τ)e
−j2πτk. (8.6)

Puede verse que para α = 0, la SDF se reduce a la densidad espectral de potencia conven-

cional. Sin embargo, para α �= 0, puede mostrarse que Sαr (k) es la densidad de correlación entre

componentes a frecuencia k y k+α. Entonces, una aproximación útil para Sαr (k) está dada por

Ŝ(N)(α, k) =
1

N

N−1∑
q=0

R(N)(q)R∗(N)(q − α)Z(N)(k − q) (8.7)

donde R(N)(k) es la transformada de Fourier de r(n), definida como

R(N)(k) =

N−1∑
n=0

r(n)e−j
2π
N
nk (8.8)

y Z(N)(k) es una ventana espectral de largo N que satisface
∑

k Z
(N)(k) = 1. El ventaneo hace

que el estimador de la SDF sea consistente y además, establece un compromiso entre el sesgo y

la varianza [87].

8.3. Detección basada en cicloestacionaridad

8.3.1. Detección basada en el prefijo ćıclico

Este esquema explota la periodicidad producida por la inserción del prefijo ćıclico de una señal

OFDM. Esto significa que las caracteŕısticas cicloestacionarias dependen únicamente del largo

del CP, el cual es elegido para ser más largo que la respuesta impulsiva del canal. Como el CP

está fijado usualmente por los estándares no puede ser modificado, es decir, no es posible embeber

intencionalmente firmas que permitan distinguir entre dos sistemas. La detección basada en CP

corresponde al modelo de hipótesis 8.1.

Considerando que r(n) corresponde a la formulación de una señal OFDM como la definida

en la Ec. (3.15) del Caṕıtulo 3, sin errores de sincronismo y suponiendo además que el canal

es AWGN, entonces la función autocorrelación Γrr(n, τ) resulta periódica, de peŕıodo 1/α0 =

N +Ncp = NT . Entonces, (8.5) puede aproximarse por

Γ̂kα0
y (N) =

1

N cp
s −N

Ncp
s −N−1∑
n=0

r(n)r∗(n+N)e−j2πkα0n (8.9)

donde R̂kα0
y (N) es la estimación de la correlación ćıclica para la frecuencia ćıclica kα0, N es

retardo de tiempo, y N cp
s es el número de śımbolos disponibles en la recepción.
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Para construir una función costo robusta, son consideradas 2Nb + 1 frecuencias ćıclicas,

donde Nb es la cantidad de frecuencias ćıclicas positivas. La función costo considerada está dada

por [85]:

Jcp(Nb) =

Nb∑
k=−Nb

∣∣∣Γ̂kα0
r (N)

∣∣∣2 (8.10)

En nuestro contexto de detección es dif́ıcil desarrollar un test basado en H1, pues los paráme-

tros de la señal PU se suponen desconocidos. Entonces, el umbral de detección está calculado

para la hipótesis H0. Bajo H0 los coeficientes ćıclicos de la señal recibida R̂kα0
y (N) son asintóti-

camente normales, con media 0 y varianza σ4/N cp
s . También debido a la estructura ortogonal de

OFDM, esos coeficientes son asintóticamente no correlados y en consecuencia independientes.

Como Jcp(Nb) es una suma del módulo al cuadrado de (2Nb+1) coeficientes ćıclicos, la distribu-

ción de la función costo Jcp(Nb) es Chi-Cuadrado con 2(2Nb + 1) grados de libertad, denotada

χ2
2(2Nb+1) [85].

Para construir un test de detección, es definido un λ constante de manera que P{Jcp(Nb) ≥
λ|H0} = Pfa, donde Pfa es una probabilidad de falsa alarma fija y λ es el umbral del test. Enton-

ces, considerando γ[2(2Nb + 1), x] como la función distribución acumulativa (cdf) de χ2
2(2Nb+1),

es posible evaluar el umbral como

λ =
σ4

N cp
s
γ−1 [(2Nb + 1), 1 − Pfa] (8.11)

Finalmente es posible realizar el siguiente test a fin de distinguir entre H0 y H1.

si Jcp(Nb) ≤ λ, se decide por H0,

si Jcp(Nb) > λ, se decide por H1.

Note que el factor de escala σ4

Ncp
s

se introduce como una normalización ya que las varianzas de

los coeficientes no son iguales a uno.

Para resumir el método, los pasos necesarios para realizar el test de detección se describen a

continuación: 1) Se calcula la CAF para cada una de las 2Nb+1 frecuencias ćıclicas consideradas

usando la Ec. (8.9), 2) para obtener la función costo, el módulo al cuadrado de las estimaciones

es sumado como se establece en la Ec. (8.10), donde una estimación de la varianza de ruido es

necesaria para calcular el umbral de detección en Ec. (8.11), y; 3) el valor de la función costo se

compara contra el umbral λ.
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8.3.2. Detección basada en cicloestacionaridad inducida por pilotos

En caso de que sea necesario determinar cual señal de un conjunto de posibles señales es

transmitida, como establece el modelo de hipótesis 8.2, cada señal debe tener una firma dis-

tintiva para realizar la detección cicloestacionaria. Las caracteŕısticas cicloestacionarias pueden

ser inducidas usando preámbulos especiales o śımbolos de información repetida sobre múltiples

subportadoras [83, 82]. Sin embargo, los preámbulos insertados están presentes únicamente al

comienzo de la trama lo que dificulta la detección. Por otro lado, las portadoras repetidas re-

ducen la capacidad del sistema. Un enfoque diferente para solucionar estos inconvenientes es

aprovechar las portadoras piloto ya existentes y embeber una firma con ellas. Este método se

conoce como cicloestacionaridad inducida por pilotos2 (PIC) [84]. Dichas portadoras piloto están

siempre presentes en las señales OFDM para estimación de canal y sincronización.

El patrón de pilotos se describe por un conjunto de ı́ndices Q(�) que especifica que portadoras

activas contienen los śımbolos piloto en el �-ésimo bloque OFDM. Los śımbolos OFDM Xm(�)

en (3.1) se dividen en dos conjuntos: śımbolos de datos am(�), cuando m /∈ Q(�), y śımbolos

piloto bm(�), cuando m ∈ Q(�). Se considera que bajo la hipótesis H0 del modelo 8.2, la señal

recibida no tiene śımbolos piloto en los mismos lugares que la señal bajo H1.

La señal demodulada Ym(�) es la DFT del bloque recibido, y puede expresarse como en

la Ec. (3.17) del Caṕıtulo 3. De esta manera, la detección es realizada midiendo la enerǵıa de

la función de correlación ćıclica inducida por el patrón de śımbolos piloto. La función costo

está definida como [84]

Jpic =
∑

(p,q)∈φ

⎛
⎝ ∑
α∈A(p,q)

∣∣∣Γ̂α
Ỹ (p,q)(d

(p,q))
∣∣∣2
⎞
⎠ (8.12)

donde

Γ̂α
Ỹ (p,q)(d

(p,q)) =
1

Npic
s − d(p,q)

Npic
s −d (d,q)−1∑

k=0

Ỹp(k)Ỹ
∗
q (k + d (p,q))e−j2παk, (8.13)

A(p,q)
Δ
= {α ∈ [−1/2; 1/2] : Γα

Ỹ (p,q)(d
(p,q)) �= 0}, p y q son las portadoras correladas, d(p,q) es la

separación en bloques entre p y q y φ = {(p, q)|A(p,q) �= ∅ y d(p,q)+Nd ≤ Npic
s }, donde Nd y N

pic
s

son el peŕıodo del patrón de pilotos y el número de śımbolos OFDM recibidos, respectivamente.

También es útil definir Nφ como la cardinalidad del conjunto φ. Además, para hacer el criterio

Jpic menos sensible a la ganancia de la señal recibida, cada término Yk(�) en Ec. (8.13) es

normalizado de la siguiente manera

2Pilot induced cycloestacionarity en inglés.
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Ỹk(�) =
Yk(�)√

V̂ar{Y (�)}
(8.14)

donde V̂ar{·} denota la varianza estimada de la señal definida como: V̂ar{Y (n)} =

1/Npic
s
∑Npic

s −1
k=0 |Yk(n)|2.

Para embeber la firma cicloestacionaria en la señal, śımbolos piloto son diseñados de manera

que bp(m) = bq(m+ d(p,q))eiϕ, con ϕ ∈ [−π, π). Entonces, los procesos {Xp(�)}� y {Xq(�)}� son
conjuntamente cicloestacionarios con coeficientes ćıclicos

Γα
X(p,q)(d

(p,q)) =
σ2be

−j(2πα+ϕ)

Nd

∑
k∈Z

δ

[
α− k

Nd

]
(8.15)

los cuales son distintos de cero para α perteneciente al conjunto A(p,q) = {m−
Nd/2�
Nd

, m ∈
{0, 1, · · · , Nd − 1}}, donde �  denota el entero próximo inferior.

De la misma manera que con el método anterior, los coeficientes ćıclicos Rα
Y (p,q)(d

(p,q)) son

conjuntamente Gaussianos de media cero y varianza 1/(Npic
s − d (p,q)). Para evaluar la función

costo en Ec. (8.12), Nd de esos coeficientes correspondiente a las Nd frecuencias ćıclicas inducidas

son sumados. Esto resulta en una variable aleatoria Chi-cuadrado de 2Nd grados de libertad.

Finalmente, Jpic es el resultado de la suma de Nφ de esas χ2
2Nd

. Para encontrar el umbral del test

es necesario conocer la cdf de Jpic. como algunos de lo parámetros de la señal son desconocidos,

como en el detector de CP, la estad́ıstica del test se basa en la hipótesis H0. En [84] se propone

aproximar la cdf de Jpic por una serie de Laguerre. Como usualmente Nφ es del orden de 30, a

continuación se propone otra alternativa utilizando el teorema del ĺımite central para encontrar

una aproximación de la cdf de Jpic. Con esto en mente, primero se calculará la media de Jpic y

luego su varianza. La media está dada por

E{Jpic} = E

⎧⎨
⎩

Nφ∑
m=1

σ2Rχ
2
2Nd

(m)

⎫⎬
⎭

= Nφσ
2
RE
{
χ2
2Nd

}
= Nφσ

2
R2Nd (8.16)

donde σ2R = 1/(Npic
s − d (p,q)) es la varianza de la CAF y χ2

2Nd
es la variable aleatoria Chi-

cuadrado correspondiente a los coeficientes Rα
Y (p,q)(d

(p,q)). La varianza de Jpic puede calcularse
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como

Var{Jpic} = Var

⎧⎨
⎩

Nφ∑
m=1

σ2Rχ
2
2Nd

(m)

⎫⎬
⎭

= Nφσ
4
RVar

{
χ2
2Nd

}
= Nφσ

4
R4Nd (8.17)

En las Ecs. (8.16) y (8.17) la distribuciones Chi-cuadrado se consideran i.i.d.. Finalmente, Jpic ∼
N (Nφσ

2
R2Nd, Nφσ

4
R4Nd), entonces resulta directo encontrar un umbral que satisfaga alguna

probabilidad de falsa alarma en particular. Si la cdf de la distribución normal está definida

como ψ(x) = P(Jy ≤ x|H0), entonces el umbral λ está dado por

λ = {x | P(Jy ≤ x|H0) = 1− Pfa} = ψ−1(1− Pfa) (8.18)

y el test de decisión es entonces:

si Jpic ≤ λ, se decide por H0,

si Jpic > λ, se decide por H1.

Con el objeto de clarificar el detector PIC, los pasos necesarios para realizar el test son resu-

midos a continuación: 1) Los bloques recibidos sin CP son transformados al dominio frecuencial

como en la Ec. (3.17), 2) cada par de portadoras (p, q) ∈ φ es normalizado de acuerdo a la

Ec. (8.14) para hacer al test independiente de la ganancia de la señal, 3) sobre cada par (p, q) las

CAF son calculadas para Nd valores de α ∈ A como se establece en la Ecs. (8.15) y (8.13). Para

calcular la función costo, los valores absolutos al cuadrado de las CAFs son primero sumados

para cada α ∈ A y luego sobre todos los pares (p, q) ∈ φ, como es indicado en la Ec. (8.12),

4) como la cdf de Jpic bajo H0 es demasiado compleja para obtener una solución cerrada, se

propuso utilizar el teorema del ĺımite central. Siguiendo este enfoque la media y la varianza

de Jpic se calculan en las Ecs. (8.16) y (8.17), respectivamente, 5) cuando la cdf de Jpic, ψ(x),

es conocida, es posible encontrar el umbral λ usando la Ec. (8.18), y; 6) la función costo es

comparada contra el umbral para realizar el test.

8.4. Simulación numérica

Para las simulaciones se eligió una señal OFDM de N = 512 portadoras, un prefijo ćıclico

Ncp = N/8 = 64 y una tasa de muestreo de Ts = 0,5μs la que corresponde a un espaciamiento

interportadora de ∼ 3,9kHz, el cual es similar al de la señal 2K DVB-T3.

32K DVB-T tiene un espaciamiento interportadora de 4,464kHz [88].
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Cada valor de SNR es promediado 2000 veces con diferentes realizaciones de canal. Las

hipótesis H0 y H1 correspondientes al modelo son igualmente probables, mientras que Pfa es

igual al 1%. Para el detector CP, cada prueba consiste de 30 śımbolos OFDM, mientras que en

el detector PIC de 60 śımbolos.

El patrón de pilotos utilizado en el detector PIC para embeber la firma es disperso4 [5] y

tiene peŕıodo 2 (Nd = 2), es decir, consiste de dos bloques. El espaciamiento entre pilotos es

de 12 portadoras y el desplazamiento entre bloques de 6 portadoras. Los śımbolos pilotos son

BPSK5 modulados como en [84] e igualmente probables. Para mantener baja la complejidad

del test y permitir un considerable número de redes para compartir el espectro, Nφ (número de

portadoras correladas) es fijado en 30. A lo largo del test, la separación entre las portadoras p

y q se fija en 30 y d (p,q) = 1.
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Figura 8.1: Test de detección de señales basado en el prefijo ćıclico (Jcp) sobre un canal AWGN.

Probabilidad de detección correcta para diferentes elecciones de frecuencias ćıclicas (Nb).

4Scattered en inglés.
5Binary phase shift keying en inglés.
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Se consideran en la simulación, canales multicamino estáticos y dinámicos. El canal de pro-

pagación simulado {hq(�)}L−1
q=0 tiene largo L = Ncp − 1, y perfil de decaimiento exponencial

E{|hq(�)|2} = Ge−q/β , donde G es elegido de manera que
∑L

q=0 E{|hq(�)|2} = 1 y β = Nφ/4. La

frecuencia Doppler es fijada en 75Hz, correspondiendo a un∼ 2% de la separación interportadora

y a una velocidad de 80Km/h con una portadora de 1GHz.

Como se ve en la Ec. (8.10), cuando Nb se incrementa el test tiene más redundancia lo

que resulta en un mejor desempeño a expensas de hacer el sistema más complejo. La Fig. 8.1

muestra el porcentaje de detecciones correctas en función de la SNR para diferentes valores de

Nb, considerando un canal AWGN.

El efecto del canal sobre Jcp es diferenciar el CP con el fin del śımbolo OFDM, entonces la

correlación decrece. Cuanto más selectivo en frecuencia es el canal, más grande la diferencia. En

la Fig. 8.2 se muestra la probabilidad de detección correcta para el test de detección de señales

basado en el prefijo ćıclico (Jcp) con Nb = 4, considerando canales AWGN, multicamino estático

y multicamino dinámico. Para el mismo contexto, en la Fig. 8.3 muestra el desempeño del test

de diferenciación de señales basado en cicloestacionaridad inducida por pilotos Jpic.
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Figura 8.2: Test de detección de señales basado en el prefijo ćıclico (Jcp). Probabilidad de detección

correcta para diferentes condiciones de canal.

Puede notarse que el desempeño de Jpic es peor que el de Jcp. Esto se debe a tres diferentes

factores. Primero, de acuerdo con el modelo de hipótesis (8.2), la potencia de interferencia
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Figura 8.3: Test de diferenciación de señales basado en cicloestacionaridad inducida por pilotos

(Jpic).Probabilidad de detección correcta para diferentes condiciones de canal.

es más alta para la hipótesis H0. Segundo, Jpic emplea menos redundancia que Jcp en la firma

cicloestacionaria lo que reduce la calidad del test. Finalmente, los śımbolos correlados pertenecen

a diferentes bloques OFDM, lo que hace que el test sea más sensible a canales variantes en tiempo.

Por otro lado, el detector CP es más robusto a canales variantes en tiempo ya que la correlación

se calcula entre śımbolos del mismo bloque OFDM.

Los sistemas estudiados no emplean la estimación de canal de comunicaciones, entonces la

condición del mismo tiene un gran impacto en el desempeño. Si la información del canal no

está disponible la única manera de aumentar el desempeño es aumentando la redundancia. Una

ventaja significativa en el desempeño se obtendŕıa si se utilizara conocimiento del canal, aunque

esto puede comprometer la suposición de que los parámetros del PU son conocidos.

Se sabe que los sistemas OFDM son sensibles al desplazamiento de la frecuencia de la porta-

dora (CFO) y a errores en el temporizado pues estos destruyen la ortogonalidad entre portadoras,

como se muestra en el Caṕıtulo 4. En espectro compartido se supone que los parámetros del

usuario primario son desconocidos, entonces la sincronización del sistema es un problema impor-

tante. Como el desempeño de los tests se ve afectado por errores en la sincronización, es posible

estimar el CFO y el temporizado maximizando Jcp o Jpic en un plano CFO versus error de
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temporizado. Sin embargo, una estimación fina requiere una búsqueda en grilla que incrementa

el retardo y la complejidad considerablemente.

8.5. Comentarios finales

En este capitulo se estudian dos métodos que corresponden a dos modelos de hipótesis

diferentes para la detección e identificación de señales, considerando diferentes ambientes de

canal. El primero, Jcp, explota la función de correlación ćıclica que es generada por el prefijo

ćıclico de la señal OFDM. Jcp es más simple y robusto a distorsiones del canal, pues emplea

más redundancia. El segundo método, Jpic, aprovecha la estructura existente de portadoras

piloto para embeber una firma en ellas. Jpic es más general pues permite además la detección

de diferentes señales.

Los detectores propuestos suponen estar sincronizados con la señal recibida, lo que resulta

poco realista pues se considera que no se tiene información acerca de las señales a detectar. Este

es un problema abierto que aleja estas técnicas de una aplicación práctica, por lo menos en un

corto plazo de tiempo.





Caṕıtulo 9

Sistemas h́ıbridos SC - OFDM

Los sistemas de comunicaciones inalámbricos son capaces de alcanzar tasas de transferencias

de decenas de Mb/s en ambientes suburbanos. Altas tasas de transferencia implican la trans-

misión sobre canales de banda ancha selectivos en frecuencia. Esta clase de canales produce

interferencia interśımbolo, y a su vez, pueden ser variantes en tiempo debido a la movilidad

de los dispositivos. La solución clásica para combatir la interferencia interśımbolo en sistemas

de portadora simple (SC), es utilizar un ecualizador adaptativo que remueva la interferencia

interśımbolo. Los sistemas multiportadora, como OFDM presentado en el Caṕıtulo 3, resuelven

elegantemente el problema de ecualización dividiendo el flujo de datos entre canales ortogonales

planos, que simplifican el ecualizador y por lo tanto el receptor. La desventaja de los sistemas SC

es que en ambientes multicamino el ecualizador resultante necesita un gran número de coeficien-

tes para hacer frente a la interferencia interśımbolo. Este gran número de coeficientes aumenta

la carga computacional del sistema. Por otro lado, la señal OFDM tiene una alta relación pico

a promedio (PAPR), que baja la eficiencia del amplificador de potencia del transmisión y hace

su implementación inadecuada para sistemas móviles.

Los ecualizadores temporales están caracterizados por requerir una gran cantidad de opera-

ciones matemáticas para calcular las convoluciones y correlaciones necesarias en el proceso de

ecualización. Se conoce de la teoŕıa de procesamiento de señales que esas operaciones pueden

calcularse utilizando la FFT. Los ecualizadores que implementan las operaciones de ésta manera

se conocen como ecualizadores en dominio frecuencia o ecualizadores rápidos [74]. Otra cuestión

importante de este tipo de ecualizadores es que su arquitectura es compatible con la de OFDM.

Esto hace posible el diseño de un sistema de comunicaciones móvil en el cual la estación móvil

aprovecha la fácil ecualización de OFDM en la recepción y evita la alta PAPR utilizando SC

en la transmisión [18]. Los sistemas h́ıbridos parecen ser una de las opciones más sensatas para
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alcanzar la demanda de gran ancho de banda y movilidad, de hecho ya han sido incluidos en

sistemas modernos como LTE [3].

En este caṕıtulo se presenta la estructura de la extensión ćıclica para señales moduladas

en bloques y luego los fundamentos de los sistemas h́ıbridos. A continuación se introducen

los ecualizadores en el dominio frecuencia con realimentación de desición (DFE). Finalmente

se propone un algoritmo adaptativo basado en mı́nimos cuadrados recursivo (RLS) para los

coeficientess de un filtro DFE. El filtro está diseñado para ecualizar señales de portadora simple

con extensión ćıclica (SC-CE).

9.1. Portadora simple con extensión ćıclica (SC-CE)

La manera clásica de ecualizar señales SC en el dominio frecuencia es usar los métodos

superponer-guardar1 y superponer-sumar2 para filtrar la señal recibida [75]. Esos métodos apro-

vechan las propiedades de la convolución circular para ecualizar los efectos del canal de manera

eficiente en el receptor, utilizando la FFT. En este trabajo se estudian dos métodos alternati-

vos orientados a transmisión por bloques que utilizan la estructura de extensión ćıclica. Estos

esquemas agregan redundancia en la señal transmitida, para hacer que la convolución lineal del

canal con dicha señal se pueda interpretar como una convolución circular en el receptor. Esto

permite realizar el filtrado inverso bloque por bloque y de manera eficiente. La extensión ćıclica

evita la interferencia interbloque en canales multicamino y, como se establece en las secciones

siguientes, permite hacer seguimiento del canal.

Considerando la respuesta impulsiva de un canal estático {hq}Lq=0
3 y una secuencia de datos

{s(n)}N+L
n=0 , la señal recibida limitada a las primeras N + L muestras resulta:

r(n) =

L∑
q=0

hqs(n− q) para n = 0, 1, . . . , N + L− 1 (9.1)

donde r(n) es circular en bloques de largo P , si para s(n) se cumple la siguiente condición:

s(n) = s(n+ P ), n = 0, 1, . . . , L− 1. (9.2)

En consecuencia, la DFT de largo P de la señal {r(L), r(L+1), . . . , r(L+P − 1)} puede ser

obtenida mediante el producto elemento por elemento de la DFT de hq, de largo P , y la DFT

de las primeras P muestras de s(n).

1Overlap save en inglés.
2Overlap add en inglés.
3Debe notarse que con esta definición el canal tiene L+ 1 muestras.
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Dos métodos de extensión ćıclica son usualmente empleados en transmisión por bloques [19].

El prefijo ćıclico (CP), que es utilizado en sistemas OFDM y la extensión de pseudo-ruido (PN),

que es particularmente útil para sistemas SC con ecualizadores DFE. La Fig. 9.1(a) muestra la

estructura del CP, mientras que en la Fig. 9.1(b) la estructura de la secuencia PN.

... ...

d(�N +N − L), . . . , d(�N +N − 1)... d(�N), . . . , d(�N +N − 1) ...

(a)

(b)

p(0), . . . , p(L− 1)d(�N), . . . , d(�N +N − 1)

Figura 9.1: Estructuras de la extensión ćıclica.

El prefijo ćıclico consiste en copiar los últimos L śımbolos correspondientes a cada bloque y

colocarlos al principio. Si d(n) son los śımbolos transmitidos, la señal de salida es:

scp(�) = [d�N+N−L, . . . , d�N+N−1, d�N , . . . , d�N+N−1] (9.3)

Para este método, el peŕıodo P = N en la Ec. (9.2). En el receptor, las muestras del CP son

descartadas antes de la DFT. Debe notarse que la interferencia sobre las primeras L muestras de

datos de la señal recibida ({d�N , . . . , d�N+L−1}) es generada por el CP, entonces la convolución

lineal que se produce en el canal puede interpretarse como una convolución circular.

La extensión PN consiste en la adición de una secuencia PN fija de śımbolos al final cada

bloque transmitido. Si se define la secuencia PN como {p(n)}L−1
n=0 , el bloque de datos resulta

spn(�) = [d�N , d�N+1, . . . , d�N+N−1, p(0), p(1), . . . , p(L− 1)] (9.4)

donde las últimos L śımbolos son la secuencia PN y el largo total es N+L. Además, por razones

de simetŕıa, la secuencia PN se transmite antes del primer bloque de datos. En consecuencia,

para una transmisión continua, tenemos

[spn(�)]N+n = [spn(�+ 1)]N+n = p(n) para n = 0, 1, . . . , L− 1, (9.5)

entonces la Ec. (9.2) se verifica para P = N +L. Como resultado la DFT de largo P de la señal

recibida r(�) = [r(�P ), r(�P + 1), . . . , r(�P + P − 1)] puede ser obtenida por la multiplicación

elemento a elemento de las DFTs de s(n) y hq.
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La extensión PN es adecuada para el DFE, pues la PN es conocida en el receptor, entonces la

interferencia del prefijo sobre las primeras muestras del bloque puede ser cancelada por el bloque

de realimentación, el cual se inicializa con la secuencia PN al principio de cada bloque. Además

la información de la secuencia PN puede utilizarse para hacer seguimiento de las variaciones del

canal.

9.2. Descripción del sistema h́ıbrido OFDM-SC

Comparando los diagramas de un sistema OFDM y uno SC-CE con ecualizador en frecuencia,

se observa que las operaciones involucradas en la modulación y demodulación son las mismas,

siendo la única diferencia el orden de aplicación, como se ve en la Fig. 9.2. En la figura IEC

denota inserción de extensión ćıclica.

OFDM

IEC Canal FFT
Ecualización

de canal
DetecciónIFFT

IFFT IEC Canal FFT
Ecualización

de canal
Detección

CP

Transmisor Receptor

Transmisor Receptor

Datos

Datos

Figura 9.2: Comparación entre un sistema OFDM y uno SC.

Sabiendo que las operaciones son lineales, es posible intercambiar la posición del bloque

IFFT para pasar de un sistema de modulación OFDM a uno SC-CE. El movimiento del bloque

se muestra en la Fig. (9.3).

Transmisor

Detección IFFT
Ecualización

de canal
CanalFFT

IFFT IEC

Receptor

Canal
Datos

Figura 9.3: Interoperatividad entre los sistemas OFDM y SC.
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Esto muestra que el sistema OFDM y el SC-CE están muy relacionados, de esta manera,

dispositivos de radio reconfigurados por software4 pueden pasar de manera sencilla de un sis-

tema de modulación a otro. Además, la relación entre OFDM y SC-CE permite establecer la

complejidad y el desempeño del ecualizador son equivalentes, si se supone que los parámetros

del sistema son los mismos (largos de la FFT y del CE, etc.) [89, 90].

La diferencia entre los sistemas radica en el dominio en el que se hace la detección de los

śımbolos. Por un lado, OFDM realiza la detección en el dominio frecuencia, mientras que SC-CE

la realiza en el dominio tiempo. En consecuencia, los sistemas OFDM sin codificación de canal

resultan más sensibles a desvanecimientos profundos, pues los śımbolos que son modulados en

portadoras dentro del desvanecimiento no pueden ser recuperados en el receptor. Por otro lado,

en los sistemas SC la enerǵıa de cada śımbolo es dispersada sobre todo el ancho de banda y

como resultado son más robustos contra desvanecimientos profundos [89].

Esta equivalencia entre OFDM y SC-CE permite la concepción de un sistema h́ıbrido donde

el enlace de bajada utiliza OFDM mientras que el enlace de subida utiliza SC-CE, como se ve en

la Fig. 9.4. Esta estrategia aprovecha la eficiencia en la ecualización de OFDM y la baja PAPR

de SC en el móvil, donde la capacidad de procesamiento y la enerǵıa son limitadas. Por otro

lado, en la estación base, los recursos no son cŕıticos y es posible implementar un amplificador de

potencia lineal para la transmisión de la señal OFDM aśı como también un ecualizador complejo

para la recepción de la señal SC.

Estación Base

IEC Canal FFT
Ecualización

de canal
DetecciónIFFT

IFFT IEC Canal FFT
Ecualización

de canal
Detección

Móvil

Transmisor Receptor

Transmisor Receptor

Enlace de bajada OFDM

Enlace de subida SC-CE

Datos

Datos

Figura 9.4: Sistema h́ıbrido OFDM-SC

Para ecualizar el canal en la estación base se puede utilizar un filtro de mejor desempeño que

el utilizado en OFDM. En el resto del caṕıtulo se considera un ecualizador con realimentación

de decisión que utiliza la información disponible en el prefijo PN. También se presentan dos

algoritmos adaptativos para los coeficientes del mismo.

4Software defined radios en inglés.
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9.3. Descripción del ecualizador

Las discusiones previas han establecido la necesidad de obtener un ecualizador eficiente

que elimine la interferencia interśımbolo introducida por el canal en el enlace de subida, a

fin de hacer posible la implementación del sistema h́ıbrido. En ésta sección se introducen dos

posibles implementaciones de ecualizadores adaptativos diseñados para eliminar el problema de

interferencia interśımbolo. Primero como introducción, se muestra la estructura del ecualizador

en dominio frecuencia (FDE)5 y luego basado en este, se introduce el DFE. También se presentan

dos algoritmos clásicos de adaptación, el LMS y el RLS.

9.3.1. Operación del ecualizador

Luego de la demodulación, la señal de entrada es paralelizada en bloques de P valores,

que luego son convertidos al dominio frecuencia utilizando la FFT. A continuación, los bloques

son multiplicados por los coeficientes del filtro y convertidos nuevamente al dominio tiempo

utilizando la IFFT. Finalmente, las L muestras del prefijo son descartadas y se obtienen las N

muestras ecualizadas a la salida. El diagrama en bloques del ecualizador en frecuencia se muestra

en la Fig. 9.5.

Figura 9.5: Ecualizador por bloques en el dominio frecuencia.

El FDE aśı implementado no aprovecha en el receptor la información contenida en el CE.

En [91] se muestra que los śımbolos ya estimados y la información de la extensión ćıclica pueden

ser utilizados para realizar el seguimiento del canal.

Para mejorar el desempeño, un ecualizador con realimentación de decisión se incorpora al

FDE para obtener un DFE, como se muestra en la Fig. 9.6. El filtro directo6 es procesado por

bloques, mientras que el filtro de realimentación7 es procesado muestra a muestra. Es importante

5Frequency domain equalizer en inglés
6Feedforward en inglés.
7Feedback en inglés.
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notar que el filtro de realimentación también puede implementarse en el dominio frecuencia, pero

el retardo debido al procesamiento por bloques no hace atractiva esta opción.
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Figura 9.6: Ecualizador por bloques con realimentación con decisión.

Como la interferencia que produce el canal en las primeras muestras del bloque depende de la

secuencia PN, el registro del filtro de realimentación es inicializado con esta secuencia al comienzo

de cada bloque, a fin de aprovechar el conocimiento de la secuencia PN. La operación del DFE se

describe a continuación: La señal recibida primero es filtrada en el dominio frecuencial por el filtro

directo y el sufijo PN se descarta para obtener zn(�). El bloque Fn se define como Fn(Z) =∑P−1
i=0 Zie

j2πin/P , para n = 0, 1, . . . , N − 1 si Z = [Z0, . . . , ZP−1]. Para obtener la entrada

x̃n al dispositivo de decisión, la interferencia estimada de los śımbolos pasados es substráıda.

Finalmente, se obtiene la salida del dispositivo de decisión x̂n es obtenida.

Para realizar la adaptación de los coeficientes, una secuencia de entrenamiento transmitida

al comienzo de la comunicación es alimentada al registro desplazamiento, como se muestra en

la Fig. 9.6. Luego, el DFE cambia a operación normal donde los śımbolos de entrenamiento

son remplazados por x̂n. Un problema clásico en la implementación del DFE es el error de

propagación debido a la realimentación de errores de decisión. En una transmisión basada en

bloques la secuencia PN elimina la IBI, entonces el error de propagación se limita a un solo

bloque.

9.3.2. Algoritmos de adaptación de los coeficientes del ecualizador

Se sabe que aunque el algoritmo LMS es simple, tiene una baja velocidad de convergencia

comparado con el algoritmo RLS que es más complejo [74]. En nuestro contexto, adicionalmente
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al problema de velocidad de convergencia es muy importante la capacidad de seguir un canal

variante en el tiempo. A continuación se presentan las formulaciones de los algoritmos LMS y

RLS.

Los coeficientes de los filtros directo y de realimentación correspondiente al bloque �, pueden

ser agrupados en un solo vector, de la siguiente manera

gn(�) = [Gffn,0(�), . . . , G
ff
n,P−1(�), g

fb
n,1(�), . . . , g

fb
n,L(�)]

T , (9.6)

donde la variable n implica que los mismos vaŕıan con el paso de las iteraciones. De la misma

manera un(�) representa la salida del filtro directo y de realimentación para el bloque � y la

muestra temporal n (n = 0, 1, . . . , N − 1).

un(�) = [P−1Y0(�), P
−1Y1(�)e

j2π( n
P
), . . . , P−1YP−1(�)e

j2π(n(P−1)
P

),

−x̂n−1(�), . . . ,−x̂n−L(�)]T (9.7)

Ahora es sencillo calcular la señal filtrada para el bloque � y la muestra n como x̃n(�) =

gH(�)un(�). Puede notarse que la multiplicación de los primeros P elementos representa la salida

del filtro directo, mientras que los últimos L elementos son la salida del filtro de realimentación,

entonces esta operación permite calcular la salida completa del filtro [92].

Si los coeficientes del vector gn+1(�) se eligen para minimizar ‖gn+1(�) − gn(�)‖2 sujeto a

la restricción xn(�) = gHn+1(�)un(�), se obtiene el algoritmo LMS normalizado (NLMS), donde

‖ · ‖2 es el operador norma dos [74]. Finalmente, la regla de adaptación para el algoritmo NLMS

puede describirse como

gn+1(�) = gn(�) + μ
un(�)

‖un(�)‖2 (xn(�)− gTnu
∗
n) (9.8)

donde 0 < μ ≤ 1 es el parámetro que define el paso de adaptación [92].

El algoritmo RLS para adaptar gn(�), considerando una transmisión por bloques, puede ser

definido como [74]
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Algoritmo 9.1 Algoritmo RLS

1: Inicialización

2: Cin(0) = δ−1I

3: g0(0) = 0

4: Iteraciones n = 1, 2, . . . , N ; k = 1, 2, . . . ,∞
5: J(n) = λ−1Cin(n−1)un(�)

1+λ−1uH
n (�)Cin(n−1)un(�)

6: e(n) = x̃n(�)− gHn−1(�)un(�)

7: gn(�) = gHn−1(�) + J(n)e∗(n)

8: Cin(n) = λ−1Cin(n− 1)− λ−1J(n)uHn (�)Cin(n− 1)

donde Cin(n) es la inversa de la matriz correlación de los śımbolos de entrada para el tiempo n,

δ una constante positiva y pequeña, I la matriz identidad de P + L, J(n) el vector de ganancia

para tiempo n, e(n) el error de estimación a priori y λ el factor de olvido.

Debe notarse que aunque ambos algoritmos operan en base a bloques, la adaptación de gn(�)

es realizada para cada n. En otras palabras, los coeficientes del filtro directo cambian en cada

estimación de x̃n(�). Esto implica que no es posible utilizar una IFFT para obtener x̃n(�) para

n = 0, 1, . . . , N − 1 en un solo paso.

9.4. Simulación y discusión

Para las simulaciones se utilizaron señales SC-CE de N = 58 y una secuencia PN de largo

L = 6, resultando en un bloque de P = 64. La constelación de śımbolos es Q-PSK y la tasa de

muestreo de Ts = 10−6s. De acuerdo a esto, el filtro directo y el de realimentación tienen 64 y 6

coeficientes respectivamente.

El canal de propagación simulado {hq(�)}Lq=0 tiene perfil de decaimiento exponencial

E{|hq(�)|2} = Ge−q/β , donde G se elije de manera que
∑L

q=0 E{|hq(�)|2} = 1 y β = L/4.

Debe notarse que el largo del canal es igual a la extensión ćıclica. La secuencia PN usada es

p(n) = {−1, 1, 1,−1, 1,−1}. Para completar el modelo se agrega ruido blanco Gaussiano para

obtener la deseada SNR.

Las curvas se obtienen promediando sobre 2000 bloques de señal SC-CE y 20 realizaciones

de canal para cada SNR. Para entrenar el algoritmo se utiliza una secuencia de 100 bloques.

Para las curvas de aprendizaje y la tasa de error de śımbolo (SER), λ = 1 and μ = 0,5, lo que

representa un compromiso entre velocidad de convergencia y el mı́nimo piso de MSE. Las curvas

de aprendizaje del DFE con LMS y RLS a una SNR de 20 dB se muestra en la Fig. 9.7.
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Figura 9.7: Curvas de aprendizaje para el DFE con adaptación LMS y RLS sobre un canal estático.

Considerando un canal estático el SER de un DFE, cuyos coeficiente se adaptan utilizando

los algoritmos LMS y RLS, son presentados en la Fig. 9.8. También la figura muestra que el

SER de un sistema con AWGN como ĺımite inferior.

A fin de evaluar el desempeño sobre un canal variante, se realizó una comparación entre

ambos métodos considerando un desplazamiento Doppler Ds = 5Hz y 10Hz. Considerando la

definición de tiempo de coherencia, en la Ec. (2.21), dicha máxima frecuencia Doppler produce

canales con Tc = 1/4Ds = 1/4x5Hz= 50ms y Tc = 1/4x15Hz= 25ms respectivamente. El tiempo

que toma enviar un bloque de P śımbolos es 64x1μs= 64μs, lo que resulta mucho menor que

Tc correspondiendo entonces a un canal lentamente variante. Para esta situación μ se mantiene

igual, pero el factor de olvido se elije en λ = 0,95. En la Fig. 9.9 se muestran las curvas

comparativas.
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De la figura puede notarse que el algoritmo de adaptación LMS no es capaz de seguir las

variaciones del canal. En cambio para el caso de la adaptación con RLS, se puede ver que el

algoritmo consigue hacer el seguimiento del canal, aunque los resultados no son muy satisfacto-

rios.

9.5. Comentarios finales

En este caṕıtulo se introduce el funcionamiento de un esquema h́ıbrido que utiliza OFDM en

el enlace de bajada y modulación de portadora simple en el enlace de subida. Luego, considerando

el caso del ecualizador en la estación base, se describe la estructura de un DFE en frecuencia

y dos criterios clásicos para adaptar los coeficientes: el LMS y el RLS [19, 92]. El énfasis del

estudio realizado está puesto en la velocidad de convergencia y la capacidades de seguimiento

de esos ecualizadores.

Para un canal estático el RLS funciona mejor que el LMS pues alcanza un piso de MSE más

bajo, como se muestra en la Fig. 9.7. También, puede observarse en la figura que la velocidad de

convergencia del RLS es mucho mayor, como es esperado [74]. Aunque el algoritmo RLS tiene

un mejor desempeño que el LMS, también es más complejo. En nuestro caso, el aumento de la

complejidad no es un problema ya que la ecualización se implementa en la estación base.

En un contexto móvil, donde los canales de comunicaciones vaŕıan con el tiempo, los algorit-

mos de adaptación tienen que ser capaces de seguir esos cambios para realizar la ecualización.

Los resultados de simulación arrojaron que el algoritmo RLS tiene un mejor desempeño si la

SNR es suficientemente alta, considerando canales poco variantes en el tiempo, es decir, cuando

el tiempo de coherencia es más grande que el tiempo necesario para transmitir un bloque de

śımbolos. De todas maneras, el desempeño obtenido no resulta satisfactorio. Un mejor resultado

en el desempeño se obtendŕıa si se conoce información del canal a partir de pilotos, por ejemplo.

En ese caso, es posible utilizar un algoritmo más sofisticado para adaptar los coeficientes.



Caṕıtulo 10

Conclusiones generales y ĺıneas de

trabajo futuras

10.1. Conclusiones generales

A lo largo de la tesis se proponen técnicas que permiten mejorar el desempeño de los sis-

temas de comunicaciones modernos en aspectos tales como: estimación de desplazamiento de

frecuencia de portadora (CFO) para sistemas de multiplexado por división de frecuencias or-

togonales (OFDM) y compensación de errores de sincronismo para el sistema multiusuario de

multiplexado por división de frecuencias ortogonales (OFDMA).

Además, de manera complementaria, se consideran sistemas de radio cognitiva para combatir

la escasez espectral en el contexto de espectro compartido. En este caso se propone una nueva

aproximación a la estad́ıstica involucrada en la diferenciación de señales. Por otro lado, se estu-

dian los sistemas h́ıbridos como posible solución al problema de alta relación pico a promedio

en sistemas OFDM. Para el del enlace de subida de estos sistemas, se presenta un ecualización

de canal con un algoritmo de adaptación mejorado.

Para el caso de OFDM se propuso una nueva familia de estimadores de CFO que se basan

en la función de autocorrelación ćıclica promediada (ACA), una novedosa reformulación de la

función de autocorrelación de la señal recibida. Los principales resultados son:

De un análisis de los estimadores de CFO para sistemas OFDM del estado del arte, se

concluye que todos los términos de la función autocorrelación son relevantes para la esti-

mación, contrariamente a lo establecido en trabajos anteriores [8].
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Las propuestas previas no son capaces de utilizar toda la información disponible [1] o la

metodoloǵıa utilizada resulta poco robusta para baja relación señal a ruido [2].

Se determina que la pérdida de información está relacionada con el descarte de los térmi-

nos de ruido de alto orden en la formulación de los estimadores. Particularmente en la

aproximación de la estad́ıstica de la autocorrelación de la secuencia de entrenamiento.

Se formula una nueva función de autocorrelación de la secuencia de entrenamiento basada

en sus propiedades cicloestacionarias, la función de autocorrelación ćıclica promediada, y

se obtiene una aproximación para su estad́ıstica (media y matriz de covarianza) que incluye

los términos de ruido de alto orden.

Utilizando la nueva función de autocorrelación se obtiene el estimador basado en sumas

(SBE), que resulta una generalización del algoritmo propuesto en [1]. El SBE aprovecha

toda la información de la secuencia de entrenamiento y por ese motivo alcanza un mejor

desempeño.

También utilizando la nueva función autocorrelación se obtienen otros dos algoritmos, los

estimadores de combinación directa (DCE) de fase, con buen desempeño a baja relación

señal a ruido y que están basados en estructura de la ACA.

Se obtuvieron versiones aproximadas de los tres estimadores propuestos que reducen con-

siderablemente la carga computacional a costa de un leve incremento en error medio

cuadrático de estimación.

Por otro lado, utilizando filtrado notch fuera de ĺınea se obtuvo un estimador de frecuen-

cia que podŕıa utilizarse en el problema de estimación de CFO. Este algoritmo forma parte

de un estudio preliminar que tiene como objetivo encontrar nuevos estimadores de más baja

complejidad. Las principales conclusiones son:

Utilizando un filtro notch con realización lattice normalizada, se obtiene un estimador de

frecuencia que resulta de menor complejidad y mejor desempeño que el estimador propuesto

en [11], que está basado en la realización directa. El estimador es iterativo y procesa la

información en bloques fuera de ĺınea.

Se presenta un análisis del error medio cuadrático de estimación que permite demostrar

la convergencia del estimador basado en filtrado notch iterativo, para el caso en que la

cantidad de datos sea suficientemente grande (idealmente infinita).
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En relación a la compensación de errores de sincronismo para sistemas OFDMAmultiusuario,

se propuso un esquema de compensación aproximado basado en una matriz de banda circulante

que permite obtener buenos resultados sin incrementar sustancialmente la complejidad. Además

se comparó el sistema OFDMA compensado con la modulación multiportadora basada en bancos

de filtros (FBMC). El resumen de resultados es el siguiente:

Se formuló una matriz de compensación de banda circulante que considera la interferencia

en los bordes del śımbolo OFDMA y resulta una mejor aproximación que la matriz de

banda propuesta en [13]. En consecuencia se obtiene una interferencia de acceso múltiple

más baja.

Se derivaron versiones simplificadas de los algoritmos de factorización LU, sustitución

hacia adelante1 y atrás2 para matrices circulantes lo que reduce la complejidad de la

compensación de CFO.

Se realizó una comparación completa del sistema OFDMA contra FBMC bajo diferentes

contextos realistas considerando: tasa de error de bit, complejidad computacional, esque-

ma de asignación de portadoras y la tasa de actualización de la estimación de CFO. La

complejidad de FBMC está asociada a la demodulación, mientras que para OFDMA la

complejidad resulta de la actualización del CFO. Se concluye que en un contexto realista

OFDMA resulta más simple y tiene mejor desempeño que FBMC.

Se estudian también técnicas de detección y diferenciación de señales con aplicación en siste-

mas de radios cognitivas. En primer lugar se describen los modelos de hipótesis que corresponden

a la detección y diferenciación de señales y se introducen las propiedades cicloestacionarias de

la modulación OFDM. Además, se propone una aproximación simplificada de la estad́ıstica del

problema de diferenciación. Del estudio resulta claro que las imperfecciones de sincronismo y la

interferencia del canal juegan un papel importante en el desempeño de los detectores, haciendo

dif́ıcil su implementación en la práctica.

Finalmente, se describen las propiedades de la extensión ćıclica para señales en bloques y la

estructura de los sistemas h́ıbridos. Considerando una señal de portadora simple (SC), se propone

una estrategia de adaptación para el ecualizador basada en el método de mı́nimos cuadrados

recursivo (RLS). El mismo está implementado en el dominio frecuencia y posee realimentación

de decisión. A pesar de que se obtiene una mejora considerable en la velocidad de convergencia

y en la capacidad de seguimiento de las variaciones del canal, el desempeño obtenido no parece

ser suficientemente bueno para aplicaciones prácticas.

1Forward substitution en inglés.
2Backward substitution en inglés.
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10.2. Ĺıneas de trabajo futuras

Los sistemas multiusuario de comunicaciones inalámbricas evolucionan hacia esquemas de

modulación multiportadora como OFDMA, debido a que permiten alcanzar una alta eficiencia

espectral, una alta tasa de transferencia y la capacidad de distribuir los recursos entre los usuarios

de manera eficiente. Entre los problemas de implementación más relevantes están la complejidad,

la sensibilidad a los errores de sincronismo en frecuencia, la capacidad limitada de la bateŕıa y

la confiabilidad del enlace.

Considerando un sistema OFDMA podŕıamos enumerar las siguientes ĺıneas de trabajo po-

sibles:

Desarrollar estimadores de CFO que permitan disminuir la complejidad de las técnicas

propuestas hasta el momento, principalmente en la primera etapa de adquisición (esti-

mación gruesa) dónde los errores pueden ser grandes. La estimación gruesa se realiza a

partir de secuencias de entrenamiento que se incluyen al principio de cada trama de datos

[55, 56].

Por otro lado, también seŕıa interesante el desarrollo de estimadores de las pequeñas varia-

ciones de CFO (estimación fina) que pueden darse por efectos del Doppler. En este caso,

la estimación suele hacerse a partir de pilotos insertados entre los datos transmitidos [93].

La técnica de estimación basada en filtrado notch puede extenderse al caso de múltiples

frecuencias y de esta manera podŕıa resultar una alternativa de baja complejidad a las

técnicas de estimación clásicas multiusuario [6].

En cuanto a la compensación de errores de sincronismo es posible utilizar la estructura

de la matriz que describe la interferencia de acceso múltiple, para derivar algoritmos de

compensación que bajen aún más la cantidad de operaciones que se requieren para eliminar

la interferencia.

Como la mayor complejidad de la compensación se debe a la inversión de la matriz de inter-

ferencia, también resulta interesante desarrollar técnicas que permitan actualizar la inversa

de la matriz de interferencia para cada nueva estimación de CFO de manera eficiente.

Por otro lado, las redes cooperativas parecen ser la solución a los problemas de capacidad de

la bateŕıa y confiabilidad del enlace en dispositivos móviles. La idea detrás de la cooperación es

que los usuarios comparten sus recursos (enlace de radio, antena, enerǵıa, etc.) para reducir las

distancias y aprovechar la diversidad espacial [94, 95]. Con esto se logra aumentar la capacidad,
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la confiabilidad, la cobertura del sistema y se ahorra enerǵıa. En un sistema cooperativo basado

en relays, los usuarios se comunican a través de estos con la estación base, y de manera similar,

la estación puede comunicarse con los usuarios por medio de dichos relays. Es esencial que el

sistema cooperativo esté sincronizado a nivel de śımbolo para que sea posible utilizar las virtudes

de la codificación espacio temporal.

En caso de que la modulación elegida sea OFDM, la sincronización en frecuencia también

es un problema cŕıtico, por lo que el CFO debe ser estimado y compensado para que el sistema

no pierda desempeño. En general podŕıan utilizarse técnicas similares a las de OFDMA para

estimar el CFO, aunque en el caso de redes cooperativas se puede aprovechar la simetŕıa propia

del problema para facilitar la estimación [96]. Se han propuesto técnicas basadas en subespacios

como ESPRIT3 [97] o SAGE4 [98] para la realizar la estimación de CFO. Debido a la novedad

de la temática resulta un área propicia para la innovación.

3Estimation of signal parameters via rotational invariance techniques en inglés.
4Space-alternating projection expectation-maximization algorithm en inglés.





Apéndice A

Cálculo de la estad́ıstica de la

función de autocorrelación

promediada

Reemplazando r(n) definido (4.15), en Γ̂c(p, k) definida en la Ec. (5.6), se obtiene

Γ̂c(p, k) =
1

J − k

J−k−1∑
u=0

ej
2πξkM

N |s(p)|2 + ej
2πξ(p+uM)

N s(p)w∗(p+ (u+ k)M) +

e−j
2πξ(p+(u+k)M)

N s∗(p)w(p + uM) + w(p+ uM)w∗(p+ (u+ k)M). (A.1)

Contrariamente a la derivación en [8], el término de ruido de alto orden w(p + uM)w∗(p +

(u+ k)M) no es descartado. Esto hace que el tratamiento de (A.1) requiera alguna elaboración

adicional para obtener la estad́ıstica de la ACA.

Para la obtención de los estimadores de CFO basados en la ACA es necesario conocer la

media y covarianza de esta nueva función. La media de (A.1) resulta

μc(p, k) = E{Γ̂c(p, k)} = E

{
1

J − k

J−k−1∑
u=0

r(uM + p)r∗((u+ k)M + p)

}

= e−j
2πξτ
N |s(p)|2, (A.2)

donde E{w(p+uM)w∗(p+(u+k)M)} = 0 para k �= 0. Teniendo en cuenta la Ec. (A.2) podemos

escribir
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Γ̂c(p, k) = e−j
2πξk
J |s(p)|2 + wc(p, k) (A.3)

donde wc(p, k) es un proceso de ruido correlacionado para 0 ≤ p ≤ M − 1 y 1 ≤ k ≤ J − 1, de

media cero, que considera los términos de ruido y de señal por ruido de la Ec. (A.1).

Como la función ACA no es circularmente simétrica, es necesario considerar por separado

las componentes real e imaginaria para hallar la matriz de covarianza. Comenzando para el caso

de p fijo y 1 ≤ k ≤ J − 1, es útil definir los siguientes vectores:

rk(p) = [r
(R)T
k (p) r

(I)T
k (p)]T, (A.4)

r
(R)
k (p) = [Re{Γ̂c(p, 1)} . . .Re{Γ̂c(p, J − 1)}]T,
r
(I)
k (p) = [Im{Γ̂c(p, 1)} . . . Im{Γ̂c(p, J − 1)}]T,
μk(p) = [μ

(R)T
k (p) μ

(I)T
k (p)]T, (A.5)

μ
(R)
k (p) = [Re{μc(p, 1)} . . .Re{μc(p, J − 1)}]T,
μ
(I)
k (p) = [Im{μc(p, 1)} . . . Im{μc(p, J − 1)}]T.

Para obtener la forma expĺıcita de la matriz de covarianza Ck(p) para 1 ≤ k ≤ J − 1 y p fijo es

conveniente dividir la matriz en cuatro submatrices, como

Ck(p) = [ΣRR(p),ΣRI(p);ΣRI(p),ΣII(p)] (A.6)

Σij(p) = E
{
(r

(i)
k (p)− μ(i)

k (p))(r
(j)
k (p)− μ(j)

k (p))T
}

(A.7)

para i, j ∈ {R, I}, donde Σij(p) son las matrices de covarianza y covarianza cruzadas de las

partes reales e imaginarias de rk(p), de tamaño (J − 1 × J − 1). Las componentes [Σij(p)]k1,k2

de esas matrices son:

[ΣRR(p)]k1,k2
=

1

(J − k1)(J − k2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(J − k1)(σ2|s(p)|2 + σ4/2) si k1 = k2 y k1 < J/2

+(J − 2k1)σ2|s(p)|2 cos(4πξk1/J)
(J − k1)(σ2|s(p)|2 + σ4/2) si k1 = k2 y k1 ≥ J/2

mı́n(J − k1, J − k2)(σ2|s(p)|2 cos(2πξ(k2 − k1)/J) + σ4/2) si k1 �= k2 y k1 + k2 < J

+(J − k1 − k2)σ2|s(p)|2 cos(2πξ(k1 + k2)/J)

mı́n(J − k1, J − k2)(σ2|s(p)|2 cos(2πξ(k2 − k1)/J) + σ4/2) si k1 �= k2 y k1 + k2 ≥ J,

(A.8)

[ΣRI(p)]k1,k2
=

1

(J − k1)(J − k2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−(J − 2k1)σ2|s(p)|2 sin(4πξk1/J) si k1 = k2 y k1 < J/2

mı́n(J − k1, J − k2)σ2|s(p)|2 sin(2πξ(k1 − k2)/J) si k1 + k2 < J

−(J − k1 − k2)σ2|s(p)|2 sin(2πξ(k1 + k2)/J)

mı́n(J − k1, J − k2)σ2|s(p)|2 sin(2πξ(k1 − k2) si k1 + k2 ≥ J,

(A.9)
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[ΣII(p)]k1,k2
=

1

(J − k1)(J − k2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(J − k1)(σ2|s(p)|2 + σ4/2) si k1 = k2 y k1 < J/2

−(J − 2k1)σ2|s(p)|2 cos(4πξk1/J)
(J − k1)(σ2|s(p)|2 + σ4/2) si k1 = k2 y k1 ≥ J/2,

mı́n(J − k1, J − k2)(σ2 |s(p)|2 cos(2πξ(k2 − k1)/J) + σ4/2) si k1 �= k2 y k1 + k2 < J

−(J − k1 − k2)σ2|s(p)|2 cos(2πξ(k1 + k2)/J)

mı́n(J − k1, J − k2)(σ2 |s(p)|2 cos(2πξ(k2 − k1)/J) + σ4/2) si k1 �= k2 y k1 + k2 ≥ J,

(A.10)

y ΣIR(p) = ΣRI(p)
T.

Consideremos ahora el caso de k fijo, k �= 0 y 0 ≤ p ≤M−1. Primero se definen los siguientes

vectores

rp(k) = [r(R)T
p (k) r(I)Tp (k)]T, (A.11)

r(R)
p (k) = [Re{Γ̂c(0, k)} . . .Re{Γ̂c(M − 1, k)}]T,
r(I)p (k) = [Im{Γ̂c(0, k)} . . . Im{Γ̂c(M − 1, k)}]T,
μp(k) = [μ(R)T

p (k) μ(I)T
p (k)]T, (A.12)

μ(R)
p (k) = [Re{μc(0, k)} . . .Re{μc(M − 1, k)}]T,
μ(I)
p (k) = [Im{μc(0, k)} . . . Im{μc(M − 1, k)}]T.

Luego, para obtener la expresión de la matriz de covarianza Cp(k) para 0 ≤ p ≤M − 1 y k fijo

(k �= 0) la matriz se divide en cuatro submatrices

Cp(k) = [ΔRR(k),ΔRI(k);ΔRI(k),ΔII(k)] (A.13)

Δij(k) = E
{
(r(i)p (k)− μ(i)

p (k))(r(j)p (k)− μ(j)
p (k))T

}
(A.14)

dondeΔij(k) son las matrices de covarianza y covarianza cruzadas de (M−1×M−1) correspon-

dientes a la parte real e imaginaria de rp(k). Como los términos de la ACA no están correlados

para diferentes p, las componentes de la matriz de covarianza Cp(k) pueden obtenerse como

[Δi,j(k)]p1,p2 =

{
[Σi,j(p1)]k,k si p1 = p2

0 si p1 �= p2.
(A.15)

En ambos casos (ya sea para k o p fijo), la función de distribución de probabilidad de la ACA

puede ser aproximada aplicando el teorema de ĺımite central a (A.1). En consecuencia podemos

decir que rk(p) y rp(k) son vectores conjuntamente Gaussianos de media μk(p) y μp(k); y matriz
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de covarianza Ck(p) o Cp(k) respectivamente. La exactitud de la aproximación depende de los

valores de J y k.

Una discusión sobre el valor óptimo de J de acuerdo a las condiciones de canal se encuentra

en [54], de donde se puede establecer que para los sistemas de comunicaciones multiportadora

actuales (LTE, WiMax [3, 62, 5, 4]) J es cercano a 20 y nunca menor a 10. Para valores chicos

de k la aproximación de la estad́ıstica es buena, pero a medida que su valor aumenta esta se

vuelve más burda. No obstante es importante destacar que en la obtención de los estimadores

basados en la ACA sólo se requiere conocer la matriz de covarianza, la cual se obtiene de manera

exacta.



Apéndice B

Cálculo de la matriz de covarianza

para la obtención de los factores de

ponderación en el estimador SBE

El procedimiento para obtener la matriz de covarianza de Ξd es el siguiente:

1. Se obtiene la matriz de covarianza de la suma sobre p de los términos de la ACA, definidos

como

rs(k) =

M−1∑
p=0

Γ̂c(p, k) = e
−j2πξk

J S + ws(k) (B.1)

donde S =
∑M−1

p=0 |s(p)|2 y ws(k) =
∑M−1

p=0 w(p, k).

2. Considerando una alta SNR, la matriz de covarianza de la fase de ε(k) = arg{rs(k)} es

aproximada por una transformación lineal.

3. Finalmente, usando la propiedad afin de las matrices de covarianza se encuentra la matriz

de covarianza Ξd.

Como los términos de la ACA no están correlacionados para p diferentes, la matriz de

covarianza de rs(k), Sk, puede obtenerse de [Σi,j(p)]k1,k2 como
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estimador SBE

Sk = [ΩRR ΩRI;ΩIR ΩII], cuyos componentes son:

[Ωi,j]k1,k2 =

M−1∑
p=0

[Σi,j(p)]k1,k2 , (B.2)

donde [Σi,j(p)]k1,k2 con i, j ∈ {R, I}, viene de (A.8), (A.9) y (A.10) del Apéndice A. Como ws(k)

no es conjugado simétrico, la matriz de covarianza Sk es también de (2(J − 1)× 2(J − 1)).

Considerando un régimen alto de SNR, la fase rs(k) de puede obtenerse como

ε(k) = arg
{
e

−j2πξk
J S + ws(k)

}
=

−2πξk

J
+ arctan

{
Im{ws(k)e

j2πξk
J }

S +Re{ws(k)e
j2πξk

J }

}

≈ −2πξk

J
+

Im{ws(k)e
j2πξk

J }
S +Re{ws(k)e

j2πξk
J }

≈ −2πξk

J
+

Im{ws(k)e
j2πξk

J }
S

. (B.3)

La transformación lineal mostrada en (B.3) puede escribirse en forma matricial como

Uk =
1

S

[
diag

[
sin

(
2πξ1

J

)
, . . . , sin

(
2πξ(J − 1)

J

)]
diag

[
cos

(
2πξ1

J

)
, . . . , cos

(
2πξ(J − 1)

J

)]]
.

(B.4)

Luego la matriz de covarianza para ε(k) tiene la siguiente forma

Ξk = UkSkU
T
k , (B.5)

con componentes dados por

[Ξk]k1,k2
=

σ2

S(J − k1)(J − k2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(J − k1)(1 +Mσ2/(2S)) − (J − 2k1) si k1 = k2 y k1 < J/2

(J − k1)(1 +Mσ2/(2S)) si k1 = k2 y k1 ≥ J/2

mı́n(J − k1, J − k2)− (J − k1 − k2) si k1 �= k2 y k1 + k2 < J

mı́n(J − k1, J − k2) si k1 = k2 y k1 + k2 ≥ J.

(B.6)

Es interesante notar que Ξk no depende de ξ.

La transformación lineal que permite obtener Ξd(k) puede describirse en forma matricial

como

T =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0 0

−1 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (B.7)
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Ahora es posible obtener la matriz covarianza de εd(k) como

Ξd = TΞkT
T. (B.8)





Apéndice C

Cálculo de la estad́ıstica de las fases

α(p, k)

Como α(p, k) es el argumento de la función ACA, es también una función de dos variables.

A continuación primero se deriva la matriz de covarianza de α(p, k) para 0 ≤ p ≤ M − 1

considerando k fijo (Θp(k)), y luego, la matriz de covarianza de α(p, k) para 1 ≤ k ≤ J − 1 con

p fijo (Θk(p)).

De (5.9), se tiene para una alta SNR

α(p, k) = arg
{
e

−j2πξk
J |s(p)|2 +wc(p, k)

}
=

−2πξk

J
+ arctan

{
Im{wc(p, k)e

j2πξk
J }

|s(p)|2 +Re{wc(p, k)e
j2πξk

J }

}

≈ −2πξk

J
+

Im{wc(p, k)e
j2πξk

J }
|s(p)|2 +Re{wc(p, k)e

j2πξk
J }

≈ −2πξk

J
+

Im{wc(p, k)e
j2πξk

J }
|s(p)|2 . (C.1)

Luego, es posible definir

wα(p, k) =
Im{wc(p, k)e

j2πεk
J }

|s(p)|2 , (C.2)

que resulta un proceso de ruido real correlacionado, para 0 ≤ p ≤M − 1 y 1 ≤ k ≤ J − 1, y de

media cero. Entonces podemos escribir

α(p, k) ≈ −2πξk

J
+ wα(p, k). (C.3)

En este punto debe notarse que las matrices covarianzas de wα(p, k) y α(p, k) son iguales. Antes

de escribir la matriz de covarianza para k fijo, se define
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Vp(k) =

[
diag

[
sin(2πξkJ )

|s(1)|2 , . . . ,
sin(2πξkJ )

|s(M − 1)|2
]

diag

[
cos(2πξkJ )

|s(1)|2 , . . . ,
cos(2πξkJ )

|s(M − 1)|2
]]

(C.4)

Finalmente, la expresión de la matriz es

Θp(k) = Vp(k)Cp(k)Vp(k)
T (C.5)

cuyas componentes, teniendo en cuenta (A.7) del Apéndice A, están dadas por

[Θp(k)]p1,p2 =
σ2

(J − k)2

⎧⎪⎨
⎪⎩

(J − k)(1 + σ2/(2|s(p)|2))− (J − 2k))/|s(p)|2 si p1 = p2 & k < J/2

(J − k)(1 + σ2/(2|s(p)|2))/|s(p)|2 si p1 = p2 & k ≥ J/2

0 c.c.

. (C.6)

De manera similar, considerando ahora p fijo en (C.1), podemos definir

Vk(p) =
1

|s(p)|2
[
diag

[
sin

(
2πξ1

J

)
, . . . , sin

(
2πξ(J − 1)

J

)]

diag

[
cos

(
2πξ1

J

)
, . . . , cos

(
2πξ(J − 1)

J

)]]
. (C.7)

Luego, la matriz de covarianza resultante es

Θk(p) = Vk(p)Ck(p)Vk(p)
T (C.8)

donde, teniendo en cuenta (A.14) del Apéndice A, los términos resultan

[Θk(p)]k1,k2
=

σ2

|s(p)|2(J − k1)(J − k2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(J − k1)(1 + σ2/(2|s(p)|2)) − (J − 2k1) si k1 = k2 & k1 < J/2

(J − k1)(1 + σ2/(2|s(p)|2)) si k1 = k2 & k1 ≥ J/2

mı́n(J − k1, J − k2)− (J − k1 − k2) si k1 �= k2 & k1 + k2 < J

mı́n(J − k1, J − k2) si k1 �= k2 & k1 + k2 ≥ J.

(C.9)

La función distribución de probabilidad de la fase de la ACA puede obtenerse a partir de la

Ec. (A.3) utilizando transformación lineal definida en la Ec. (C.1), luego de aplicar el teorema

del ĺımite central. Entonces es posible establecer que wα(p, k) es un proceso conjuntamente

Gaussiano real, para 0 ≤ p ≤M−1 y 1 ≤ k ≤ J−1, y de media cero. Las matrices covarianza de

wα(p, k) están definidas en las Ecs. (C.5) y (C.8) dependiendo de si se considera respectivamente

k fijo ó p fijo.

Nuevamente es oportuno aclarar que la aproximación de la distribución de probabilidad de

la fase de la ACA no es necesaria en la derivación de los algoritmos y sólo se incluye a fin de

completar el desarrollo de la estad́ıstica. Para la obtención de los estimadores sólo son necesarias

la matrices covarianza obtenidas en las Ecs. (C.5) y (C.8).



Apéndice D

Sesgo en estimadores basados en

diferencias de fase de la AC

Los algoritmos de estimación de CFO basados en la fase de la función autocorrelación utilizan

el BLUE para combinar linealmente los datos disponibles para realizar la estimación. En nuestro

caso podemos escribir

ξ̂ =

J−1∑
k=1

ag(k)βL(k), (D.1)

donde ξ̂ es la estimación de CFO, ag(k) son los pesos de combinación del BLUE y βL(k) son las

diferencias de fase de la función autocorrelación (ver Caṕıtulo 5 y [1]). El modelo lineal supone

que βL(k) no tiene una discontinuidad en π, es decir que es no ambigua. Si denotamos βC(k) a

la fase de la autocorrelación circunscrita al intervalo (0, 2π]; la relación entre βL(k) y βC(k), es

decir la relación entre la fase ambigua y la no ambigua, puede expresarse como

βL(k) = βC(k) + 2πG(k) (D.2)

donde G(k) ∈ {−1, 0, 1} según sea necesario para eliminar la ambigüedad en βC(k)
1. Como la

fase βL(k) no está disponible, en (D.1) se utiliza βC(k), entonces

ξ̂ =

J−1∑
k=1

ag(k) {βL(k)− 2πG(k)} =

J−1∑
k=1

ag(k)βL(k)− 2π

J−1∑
k=1

ag(k)G(k). (D.3)

En una dada realización si el CFO y la SNR son bajas, G(k) = 0 con alta probabilidad.

Si en cambio el CFO es alto (cercano a J/2) y/o la SNR es baja, es altamente probable que

1Por ejemplo si se tiene βC(k) igual a −2,−3, 3 respectivamente para k = 1, 2, 3, entonces G(k) = 0, 0,−1 lo

que resulta en βL(k) = −2,−3,−3, 28.
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G(k) ∈ {−1, 0} ó G(k) ∈ {0, 1}2. Teniendo en cuenta la Ec. (D.3), el sesgo en la estimación de

CFO resulta

E{ξ̂} − ξ = E

{
J−1∑
k=1

ag(k)βL(k)

}
− ξ − E

{
2π

J−1∑
k=1

ag(k)G(k)

}

=

(−J
2π

)(−2πξ

J

)
− ξ − 2π

J−1∑
k=1

E {ag(k)G(k)}

= −2π
J−1∑
k=1

E {ag(k)G(k)} (D.4)

donde se utilizó que la media de βL(k) es
−2πξ
J como en la Ec. (B.3) y que

∑J−1
k=1 ag(k) =

−J
2π . En

consecuencia la estimación resulta sesgada con alta probabilidad si el CFO es alto y/o la SNR

es baja.

En la demostración anterior se utilizó que la media de βL(k) es
−2πξ
J , lo que no es evidente

si no se supone una alta SNR. A continuación se incluye una verificación de esta suposición

utilizando la fase correspondiente al SBE, empleando por simplicidad la aproximación de Gaus-

sianidad introducida en Apéndice A. Debe quedar claro aqúı que la fase utilizada en el SBE y

la del algoritmo propuesto en [1] son equivalentes, como se discute en el Caṕıtulo 5.

La expresión general de la diferencias de fase está dada por

β(k) = arg
{
e

−j2πξk
J E(k) + V(k)

}
=

−2πξk

J
+ arctan

{
Im{V(k)e j2πξk

J }
E(k) + Re{V(k)e j2πξk

J }

}
(D.5)

donde E(k) denota el término de enerǵıa y V(k) es el término de ruido (incluido los productos

cruzados de señal y ruido), como puede verse de (B.3), (C.1) y [1]. La suposición usual de alta

SNR conduce a despreciar el término V(k) en el denominador de (D.5). Alternativamente, a

continuación se estudia la fase (D.5) considerando que

1. la SNR → 0, es decir que V(k) es dominante sobre el de señal E(k); y,

2. J y k son suficientemente grandes como para considerar que V(k) es aproximadamente

Gaussiano, como se especifica en el Apéndice A.

El bosquejo de la verificación es el siguiente:

1. Se muestra que el argumento del arcotangente en (D.5) tiene distribución Cauchy.

2. Se encuentra la función distribución de probabilidad del arcotangente de la distribución

Cauchy, denotada como ŵβ(k).

2Nunca puede darse el caso de que G(k) tome los valores 1 y -1 en la misma realización, para diferente k



151

3. Se demuestra que ŵβ(k) tiene media cero.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, (D.5) puede escribirse como

β(k) ≈ −2πξk

J
+ arctan

{
w1(k)

w2(k)

}
. (D.6)

Para el caso particular del estimador SBE, w1(k) y w2(k) son dos variables aleatorias Gaussianas

que resultan

w1(k) = Re{ws(k)} sin
(
2πξk

J

)
+ Im{ws(k)} cos

(
2πξk

J

)
, (D.7)

w2(k) = Re{ws(k)} cos
(
2πξk

J

)
− Im{ws(k)} sin

(
2πξk

J

)
, (D.8)

donde ws(k) está definida en el Apéndice B. Si σ1(k) y σ2(k) son respectivamente la desviación

estándar de w1(k) y w2(k), y ρ(k) = E{w1(k)w2(k)}/(σ1(k)σ2(k)) es la correlación normalizada;

la variable aleatoria w1(k)/w2(k) → C(μc(k), γc(k)), donde C es la distribución de Cauchy de

mediana μc(k) = ρ(k)σ1(k)/σ2(k) y parámetro de escala γc(k) = σ1(k)
√

1− ρ(k)2/σ2(k).

La pdf de ŵβ(k) = arg
{
w1(k)
w2(k)

}
es

fw(x) =
sec(x)2

πγc((tan(x)− μc)2/γ2c + 1)
. (D.9)

Es fácil mostrar que la media de ŵβ(k) es distinta de cero si y sólo si μc(k) es distinta de cero,

es decir si w1(k) y w2(k) están correladas. La expresión de ρ(k) en términos de las matrices

covarianza es

ρ(k) =
1

σ1(k)σ2(k)

[
1

2
sin

(
4πξk

J

)
([ΩRR]k,k − [ΩII]k,k) + cos

(
4πξk

J

)
[ΩRI]k,k

]
= 0 (D.10)

donde [Ωi,j]k1,k2 esta definido en (B.2). En consecuencia, como ρ(k) = 0, ŵβ(k) tiene media cero.





Lista de abreviaciones

A

ACA Averaged cyclic autocorrelation. Autocorrelación ćıclica promediada.

AFB Analysis filter bank. Banco de filtros de análisis.

AWGN Additive white Gaussian noise. Ruido blanco aditivo Gaussiano.

B

BER Bit error rate. Tasa de error de bits.

BLUE Best linear unbiased estimator. Mejor estimador lineal no sesgado.

C

CAF Cyclic autocorrelation function. Función de autocorrelación ćıclica.

CAI Channel allocation information. Información de asignación de canal.

CAS Carrier assignment scheme. Esquema de asignación de portadoras.

cdf Cumulative distribution function. Función de distribución acumulativa.

CFO Carrier frequency offset. Desplazamiento de la frecuencia de portadora.

CP Cyclic prefix. Prefijo ćıclico.

CR Cognitive Radio. Radio cognitiva.

CRLB Cramer-Rao lower bound. Cota inferior de Cramer-Rao.
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D

DFE Decision feedback equalizer. Ecualizador con realimentación de decisión.

DFT Discrete Fourier transform. Transformada discreta de Fourier.

F

FBMC Filter bank based multicarrier. Multiportadoras basada en banco de filtros.

FFT Fast Fourier Transform. Transformada rápida de Fourier.

FIR Finite impulse response. Respuesta impulsiva finita.

G

GCAS Generalized CAS . CAS generalizado.

I

IBI Interblock interference. Interferencia interbloque.

ICAS Interleaved CAS . CAS intercalado.

ICI Intercarrier interference. Interferencia interportadora.

IDFT Inverse discrete Fourier transform. Transformada discreta de Fourier inversa.

IFFT Inverse fast Fourier Transform. Transformada rápida de Fourier inversa.

i.i.d. independent and identically distribuited. independientes e identicamente distribuidos.

IIR Infinite impulse response. Respuesta impulsiva infinita.

ISI Intersymbol interference. Interferencia interśımbolo.

L

LMS Least mean square. Media cuadrática mı́nima.

LO Local oscillator. Oscilador local.

LS Least squares. Cuadrados mı́nimos.
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M

MAI Multiple access interference. Interferencia de acceso múltiple.

MLE Maximum likelihood estimator. Estimador de máxima velosimilitud.

MMSE Minimum mean square error. Error medio cuadrático mı́nimo.

MSE Mean square error. Error medio cuadrático.

O

OFDM Orthogonal frequency-division multiplexing. Multiplexado por división de frecuencias

ortogonales.

OFDMA Orthogonal frequency division multiple access. Acceso múltiple por división en fre-

cuencias ortogonales.

OQAM Offset QAM. desplazamiento-QAM.

P

PAPR Peak-to-average power ratio. Relación de potencia pico a promedio.

PSK Phase shift keying. Modulación por corrimiento de fase.

Q

QAM Quadrature amplitude modulation. Modulación de amplitud en cuadratura.

R

RLS Recursive least squares. Mı́nimos cuadrados recursivo.

S

SC Single carrier. Portadora simple.

SCAS Subband CAS . CAS por subbandas.

SDF Spectral density function (SDF). Función de densidad espectral.
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SFB Synthesis filter bank. Banco de filtros de śıntesis.

SNR Signal to noise ratio. Relación señal a ruido.

S/P Conversión serie a paralelo.
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[20] G. González, F. Gregorio, J. Cousseau, S. Werner, y R. Wichman, “Cyclostationary au-

tocorrelation based CFO estimators,” en 19th European Signal Processing Conference EU-

SIPCO, Barcelona, España, Ago. 2011.

[21] ——, “Data-aided CFO estimators based on the averaged cyclic autocorrelation,” Elsevier

Signal Processing (EN REVISIÓN), Jun. 2011.
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