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Resumen

La principal contribucién de esta tesis es la vinculacién entre el Algebra y la
Teoria de Bifurcaciones. Se estudian sistemas dindmicos que puedan expresarse con
representaciones polinomiales, y se utilizan herramientas algebraicas para realizar

andlisis, sintesis y control sobre estos modelos matemaéticos.

El método de las formas normales es una técnica cldsica de estudio en teoria
de bifurcaciones. El objetivo es capturar los elementos fundamentales de la solu-
cién de un sistema, obteniendo como resultado una estructura polinomial en las
ecuaciones. Por medio del polinomio de la forma normal se pueden determinar am-
plitud, frecuencia, estabilidad y multiplicidad de las oscilaciones, también conocidas
como ciclos limites. El método también permite realizar control de bifurcaciones, es
decir disenar un controlador que pueda modificar las caracteristicas de bifurcacién
de un dado sistema, alcanzando ciertos comportamientos dindmicos mds deseables.
Algunos de los objetivos podrian ser: a) cambiar el valor del pardmetro de un pun-
to de bifurcacion, b) estabilizar una solucién o una rama de soluciones bifurcadas,
¢) modificar la multiplicidad de estado estacionario, de soluciones periédicas o de
atractores, d) modificar la frecuencia y amplitud de las soluciones emergentes de

una bifurcacion, etc.

La descripcién clasica de sistemas dindamicos en el espacio de estados se enfoca
desde un punto de vista algebraico. Las dindmicas se pueden representar como rela-
ciones polinémicas entre las variables de estado y sus primeras derivadas. Entonces,
esta descripcion algebraica constituye el conjunto de todos los polinomios que se
anulan, cuando las variables toman los valores de cualquier trayectoria del sistema

en estudio. Esta representacion esta directamente conectada con los conceptos alge-



braicos de ideales y variedades, y permite trabajar con algoritmos y herramientas
algebraicas como por ejemplo las bases de Groebner. El método de sintesis no sélo
muestra que es posible disenar osciladores y controladores, sino también obtener
formas normales, y un conjunto de polinomios que genera una familia de sistemas
dindmicos, todos ellos con una érbita en comtin entre sus posibles soluciones.

Estos problemas se resuelven en forma analitica con métodos simbdlicos y tam-
bién se usan técnicas numéricas. A pesar de que los métodos simbdlicos proveen una
solucién més general, ain se encuentran limitados a resolver problemas de tamano
modesto. Una alternativa es usar ambos métodos en forma complementaria. Exis-
ten programas especificos tanto simbdlicos como numéricos, y se utilizan para la
eliminaciéon de variables en sistemas de ecuaciones polinémicas y luego en forma
numérica, calculo de raices, simulaciones y continuacién de bifurcaciones.

El impacto y alcance del uso de las bases de Groebner en sistemas dindmicos
resalta sobre los conocimientos ya desarrollados como un paso hacia la ampliacion

de futuras investigaciones.



Abstract

The main contribution of this thesis is the exploration of relationships between
Algebra and Bifurcation Theory. Problems such as bifurcation control and synthesis
of dynamical systems based on polynomial representations are studied, and algebraic

tools are used for analysis, synthesis and control of these mathematical models.

Using the normal form method, a classic technique for studying bifurcation the-
ory, dynamical behaviors can be captured by a set of polynomial equations, and the
stability, amplitude, frequency and multiplicity of the periodic solutions are ana-
lyzed using polynomials. This approach is also suitable for bifurcation control, i.e.
the design of a controller to modify the bifurcation characteristics of a given system
to obtain a more desirable dynamic behavior. In this way, it is possible to delay
the appearance of bifurcations, to stabilize a solution or a branch of bifurcation
solutions, to alter its multiplicity, to modify the frequency and amplitude of the

solutions emerging from a bifurcation, etc.

The classical state-space description of a dynamical system can also be treated
within this algebraic framework. The system is represented by a set of polynomial
equations involving the variables and their derivatives that vanishes over any path of
the system under study. This representation is linked with the algebraic concepts of
ideal and varieties, and can be handled with tools such as Groebner bases. Controller
synthesis, oscillator design and derivation of normal forms can also be achieved with
Groebner basis. As a result of the design procedure, a set of polynomials that gen-
erates a family of dynamical systems sharing a common orbit among their possible

trajectories is obtained.

These problems can be solved using symbolic or numerical methods, but even for



systems of modest size, the complexity of the symbolic solutions is overwhelming.
An alternative explored in this thesis is to employ numerical and symbolic methods
complementarily, for example eliminating variables in systems of polynomial equa-
tions symbolically, and then computing the roots, continuation of bifurcations and
simulations using numerical techniques.

The impact and scope of Groebner bases in dynamical systems are highlighted
with respect to what has already been acomplished as a stepping stone for future

research.
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Introduccion

Cada cosa tiene un ciclo, cada ciclo una historia
y de la historia nace una ensenanza.

(Ano6nimo)

Esta tesis es el resultado de la conjuncién de las investigaciones realizadas en
varios trabajos. El inicio de los estudios fue la aplicaciéon de técnicas derivadas del
algebra diferencial y del dlgebra conmutativa en “Ritt’s Algorithm, Grébner Ba-
sis and Discretization” (Calandrini et al., 1997) donde se exploraron caminos alge-
braicos para obtener una representacién discreta de un sistema continuo no lineal.
El algebra diferencial es una extensién del dlgebra conmutativa, donde ademds de
la suma y el producto, se considera una operacién adicional: la derivacién. Los poli-
nomios diferenciales son polinomios en ciertas variables y todas sus derivadas. Sin
embargo, en esta tesis se considera que, en forma equivalente a la descripcién en el
espacio de estados, con las primeras derivadas es suficiente para conocer la dindmica
completa del sistema y sélo se utilizardan herramientas del dlgebra conmutativa.

Desde el punto de vista clasico, las dindmicas descriptas por ecuaciones diferen-
ciales se representan geométricamente por flujos en un espacio vectorial generalmente
de dimensién finita. Muchos modelos fisicos se representan con flujos lineales que
son soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con compor-
tamientos dindmicos de estado estacionario periédicos o cuasiperiédicos. Las ecua-
ciones diferenciales no lineales pueden modelar comportamientos dindmicos més

complejos, y resulta sorprendente como los sistemas disipativos de poca dimensién
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pueden presentar una gran variedad de patrones dindmicos cercanos a la compleji-
dad de los sistemas naturales. En el primer capitulo se realiza la presentacién de los
sistemas desde los dos enfoques, clésico y algebraico.

Uno de los modelos més simples es el que esta gobernado por la ecuacion diferen-

cial lineal de segundo orden de un oscilador arménico

d+d=0,

o en el espacio de estados
T o= -y, (1)
y = x

El campo vectorial del flujo de este sistema muestra un continuo de circulos
concéntricos de oscilaciones con trayectorias que conservan la energfa alrededor de
un centro. Con la incorporacién de términos no lineales puede obtenerse la aparicién

de un ciclo limite, una tnica trayectoria cerrada, como en el sistema
o= —yt+a(l-a® -y, (2)
j = r+y(l—a—y),

donde el efecto de los términos no lineales puede sintetizarse como la incorporacién
de friccién positiva y negativa para conducir las trayectorias hacia un tnico circulo.
Este tipo de sistema de dimensién 2, con no linealidades del tipo polinémicas, se
encuadra en lo que se conoce como segunda parte del problema N°16 de Hilbert,
sobre la existencia, y cantidad de ciclos limites. En el capitulo 2 se muestra una
forma de controlar la multiplicidad de los ciclos limites en sistemas no lineales. El
procedimiento se basa en el trabajo “Controlling Limit Cycles and Bifurcations”,
(Calandrini et al., 1999), y estd vinculado directamente con la aparicién de bifur-

caciones degeneradas de Hopf. La idea principal consiste en una adecuada eleccién
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Figura 1: Atractor del sistema 3.

de los pardmetros del sistema para asignar los coeficientes y raices del polinomio de
la forma normal. Se implementan dos métodos diferentes para obtener las férmulas
de los coeficientes o fndices de estabilidad de Lyapunov. Posteriormente se realizan
verificaciones con programas de simulacién numérica y continuacién de soluciones
periédicas. Un segundo trabajo correspondiente a este capitulo es “On cyclic fold
bifurcations in nonlinear systems”(Calandrini et al., 2000a). En este iltimo se in-
vestigan las bifurcaciones de ciclos llamadas fold, que indican la aparicién de ciclos

multiples. Al ser un método local se estudia el Jacobiano de la transformacién para

detectar la validez de las aproximaciones.

En el capitulo 3 se estudian ciclos limites y formas normales en sistemas de
dimension 3. Otras dindmicas m&as complicadas pueden aparecer, por ejemplo el
oscilador (1) puede extenderse con una segunda frecuencia de movimiento, que no

sea impuesta por una fuerza externa, sino incorporando una tercera variable con una
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De esta manera resulta una region acotada en el espacio de estados delimitada por

trayectorias periddicas y cuasiperiddicas dependientes del valor del pardmetro a y

las condiciones iniciales. Existe un invariante, un toro conservativo consistente de

dos frecuencias como se muestra en las Figs. 1 y 2, para a = 0,1, y condiciones

iniciales (o, Yo, 20) = (0,1, 0,1, 0,1).

Poincaré descubri6 la estrecha relacién entre flujos continuos y mapas de tiempo
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discreto. Una seccién o mapa de Poincaré consiste de una interseccion transversal
de los puntos de un flujo n-dimensional con un hiperplano de dimensién n — 1. En
lugar de resolver un sistema de ecuaciones de dimension n es posible observar el
comportamiento cualitativo de la dindmica en las iteraciones del mapa discreto de
dimensién n — 1. Si bien no existe una regla explicita para obtener este mapa, es un
concepto muy sencillo para el anédlisis de estabilidad de trayectorias periddicas y se
encuentra implementado en la mayorfa de los programas de andlisis de bifurcaciones
y continuaciones. En el sistema (2), con un ciclo limite, el punto de impacto con la
seccién transversal es un punto de equilibrio del mapa discreto de Poincaré; en el
ejemplo (3) cuando la trayectoria sobre el toro es cuasiperiddica, se obtiene sobre el

plano de Poincaré un ciclo limite.

Rossler encontré comportamiento complejo, caos, en un sistema muy simple si-

milar a (3)

T = —Y-—2z,

y = =, (4)
. 2

2 = ay—ay —bz,

con a = 0,386 y b = 0,2, como se muestra en la Fig.3.

Sin lugar a dudas, el fenémeno méds complejo que presentan los sistemas dindmi-
cos no lineales es el caos aunque resulta dificil dar una definicién general del mismo.
Como se menciona en el capitulo 3, basado en el trabajo (Alonso et al., 2001), la ruta
de doble periodo es uno de los caminos mas directos que conducen a esta dindmi-
ca. Es ampliamente aceptado definirlo en forma practica como un comportamiento
de estado estacionario acotado que no es un punto de equilibrio, ni una oscilacién
periédica ni cuasiperiddica. El caos es irregular. Una de sus principales caracterfs-
ticas es la extrema sensibilidad a las condiciones iniciales: pequenos errores afectan

profundamente el destino de las trayectorias de los sistemas cadticos. Estos sistemas
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Figura 3: Atractor cadtico del sistema de Rossler.

son entonces impredecibles.

El caos fue decubierto por Lorenz en 1963 en un sistema de dimensién 3, con
dos nolinealidades cuadréticas. Sin embargo algunos aspectos del caos fueron cono-
cidos anteriormente. Poincaré en 1890 mostré que el problema de los tres cuerpos
(resolver las trayectorias del sol, la luna y la tierra) no tiene solucién analitica, y
ademds dedujo muchas de las propiedades de los sistemas cadticos incluyendo la
sensible dependencia de las condiciones iniciales. A pesar que el sistema de Lorenz
generalmente se muestra como el prototipo de flujo cadtico, no es el sistema al-
gebraico mas simple. En 1976 y 1979, Rossler presenté dos sistemas con sélo una
nolinealidad cuadrética, uno de ellos es el que se estudia en el capitulo 3, y el otro
es el (4). Luego, en 1993, Sprott hall6 19 sistemas cadticos algebraicamente muy
sencillos. En 1999, Chen encontré otro atractor cadtico simple y de dimension 3.
Mais recientemente, en 2002, Lu y Chen presentaron un nuevo sistema caético. Cabe
aclarar que la simplicidad algebraica de estos sistemas radica en la cantidad de tér-
minos y no linealidades presentes en las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, los

atractores no se pueden describir en forma algebraica.

En el capitulo 4 se desarrolla un procedimiento para encontrar sistemas dindmicos

X



donde los atractores son algebraicamente sencillos. Esto no significa que las ecua-
ciones diferenciales resultantes sean tan simples algebraicamente como los ejemplos
mostrados anteriormente. El disenio o sintesis de un sistema dindmico o un con-
trolador, consiste en encontrar un conjunto de relaciones entre las variables y sus
derivadas temporales que cumplan ciertas especificaciones de diseno. Se supone que
estas relaciones son algebraicas, y tienen la forma de polinomios en las distintas
variables y sus derivadas de primer orden. Para analizar la estabilidad de la érbita
se utiliza la teorfa de Lyapunov, y en particular el Teorema de LaSalle, enunciados
en el primer capitulo, construyendo una funcién semidefinida positiva que se anula
sobre la érbita. Estos temas fueron desarrollados en: “Synthesis of nonlinear oscil-
lators using Groebner bases ” (Berns et al., 2001), y “Groebner bases for designing
dynamical systems” (Calandrini et al., 2003).

En diversas disciplinas se han aplicado las bases de Groebner. Particularmente
en aquellas donde de la abstraccién matemaética resultan modelos con polinomios en
varias variables. Muchas de esas aplicaciones estan basadas en la estructura trian-
gular de estas bases, facilitando la resolucién de ecuaciones polinémicas, como por
ejemplo en robética (Calandrini y Revel, 2006). Otras propiedades como la facto-
rizacion, la eliminacion de variables y la determinaciéon de la pertenencia o no de
un polinomio en un ideal de polinomios, han sido utilizadas en Teoria de Bifurca-
ciones, para obtener una clasificacién de bifurcaciones locales, formas normales y
andlisis de oscilaciones no lineales (Alwash, 1996; Gatermann y Lauterbach, 1998;
Hisakado y Okumura, 2001; Kotsireas y Karamanos, 2004; Yagi et al., 2008).

En el Apéndice se encuentran las nociones bésicas de dlgebra, y los elementos
algebraicos utilizados, como las bases de Groebner y la teorfa de eliminacion, fun-

damentales para desarrollar esta tesis.
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Capitulo 1

Sistemas Dinamicos No Lineales

Un estudioso de la dindmica creerd, por tradicion,
que escribir las ecuaciones de un sistema equivale a entenderlo.

(James Gleick)

En este capitulo se inicia el estudio y andlisis de sistemas dindmicos no lineales a
partir de dos puntos de vista: uno es el clasico a través de ecuaciones diferenciales y el
otro desde un punto de vista algebraico utilizando polinomios. Si bien esta tematica
podria haberse separado en dos capitulos se prefiri6é unificar para poder comparar y
ver que tienen mucho en comiin y sélo un enfoque diferente, que permitird visualizar
mejor ciertos aspectos de interés. Desde ambos puntos, se introducen los conceptos
bésicos de sistemas dindmicos, que luego serén utilizados en los siguientes capitulos,
tales como: variables de estado, existencia y unicidad de soluciones, conjuntos in-
variantes, trayectorias, equilibrios y ciclos limites; continuidad de las soluciones con
respecto a condiciones iniciales y pardametros en intervalos de tiempo finitos, y cémo
esto se relaciona con los conceptos de estabilidad y bifurcacién, cuando se conside-
ra intervalos de tiempo de longitud infinita. La motivacién del anilisis de sistemas
no lineales debe buscarse en la naturaleza no lineal de la mayoria de los sistemas
fisicos, como uno de los que se utilizard como ejemplo: el péndulo. Si bien muchas

veces es posible describir la dindmica con un modelo lineal (sistema de ecuaciones



2 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES

diferenciales lineales), en algunos casos este modelo s6lo es bueno si las condiciones
de operacion no se apartan mucho de sus valores nominales. En otros sistemas no es
adecuado el andlisis con un modelo lineal, puesto que sélo puede predecir compor-
tamientos locales. Por otro lado, la dindmica provocada por los términos no lineales
es mucho mads rica que la aportada por sus andlogos lineales. Hay comportamien-
tos muy distintivos y caracterfsticos que pueden ocurrir sélo con la presencia de las
alinealidades, que no pueden ser descriptas o previstas por modelos lineales. Ejem-
plos de estos fenémenos no lineales son: tiempo de escape finito, miltiples puntos de
equilibrios aislados, ciclos limites, y caos. Como se mencioné anteriormente, en la
primera parte del capitulo se realiza la presentacion con la descripcién clésica de sis-
temas en ecuaciones de estados siguiendo la bibliografia: (Khalil, 1996; Hahn, 1967),
etc.; mientras que en la segunda parte se presenta una descripcién algebraica que no
es comun en el &mbito de Teorfa de Sistemas y Control, siendo uno de los principales

focos de interés de esta tesis.

1.1. Descripcién en el espacio de estados

De manera bastante general, un sistema dindmico puede ser modelado como un
nimero finito de ecuaciones diferenciales de primer orden. En otras palabras, existe
un conjunto de variables x4, ..., z, que permite establecer su estado dindmico, y en
un gran conjunto de ellos se puede expresar la dindmica en forma explicita a partir

de las siguientes ecuaciones diferenciales denominadas ecuaciones de estados:
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j"l — fl(t,l’l,...7ZEn7U1,'--7uP)
iy = folt, @1, Ty un, . Up)
[I.Jn = fn(t,.’l?l,...,In,ul,-‘-aup)

donde 7; con i = 1, ...,n, es la derivada de z; con respecto a la variable ¢ (usualmente
el tiempo), a las variables x1, ..., z, se las llama variables de estado, las variables
Ui, . .., u, son las variables de entrada o control, y las f; son funciones R™ xR" xRP —
R™; de ellas depende la linealidad del sistema y es posible asegurar la existencia
y unicidad de soluciones si estas funciones verifican condiciones que se detallan a
continuacién de esta seccién. Usualmente se utiliza la notacién vectorial para escribir

las ecuaciones anteriores en forma méas compacta

T (51 fl(tamau)
x u t,CE,u
T = '2 y U= _2 ) f(t,[l?,U) = f2( )
Ty Uy Jult, z u)

permitiendo escribir las n ecuaciones diferenciales de primer orden en una sola de

dimensién n

j:f(tv$au)

llamada ecuacion de estado, donde x es el vector de estados o estado y u la entrada.

Muchas veces se realiza el andlisis de sistemas sin la presencia explicita de la variable
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de entrada u, en este caso se denominan ecuaciones de estado no forzadas

T = f(t,x).

Esto no significa que la entrada del sistema es nula; puede ser que la entrada haya
sido especificada como un dada funcién del tiempo u = «y(¢), o una dada funcién de
realimentacién u = 7(z), o una combinacién de ambas u = (¢, x).

Un caso especial es cuando f no depende explicitamente de ¢

T = f(l’), (1'1)

y se dice que el sistema es autdénomo o invariante en el tiempo. El comportamiento
de un sistema auténomo es invariante ante variaciones del tiempo inicial, puesto que
cambios en la variable tiempo t a 7 = t — t; no altera el miembro derecho de la
ecuacion de estado (1.1).

Uno de los problemas de interés al estudiar sistemas dindmicos es el de encontrar
una solucién, z(t) que verifique la ecuacién (1.1) a partir de una condicién inicial
dada x(0) = g, conocido como el problema con condiciones iniciales. El primer
interrogante que se presenta al pensar en este problema es si siempre tendrd solucién
y si ésta serd tnica. Haciendo algunas consideraciones sobre la funcién f se contesta
esta pregunta, como se manifiesta en la proxima seccién con el enunciado del teorema,
de existencia y unicidad de las soluciones, donde también se muestra la dependencia
continua de las soluciones con respecto a las condiciones iniciales.

Dentro de las soluciones generales de un sistema, una solucién de interés par-
ticular es aquella que verifica que el vector de estado se mantiene constante en un

punto en todo tiempo, llamado punto de equilibrio, y se define asi:

Definicién 1 Un punto del espacio de estados x* es un punto de equilibrio de un

sistema si x(t) = x* es una solucion de las ecuaciones diferenciales del sistema

vt > 0.

Es decir, el punto de equilibrio cumple la propiedad que cuando el estado inicial
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del sistema es dicho punto, el estado permanecerd en ese punto para todo tiempo
futuro. En sistemas auténomos (1.1) los puntos de equilibrio son las raices reales de

la ecuacién

puesto que una solucién es constante tinicamente si la variacion del vector de estados
es nula. Por lo tanto en los sistemas auténomos la definicién de punto de equilibrio

es la siguiente:

Definicién 2 En un sistema como (1.1) un punto del espacio x* es un punto de

equilibrio si f(z*) = 0.

Los puntos de equilibrio pueden ser aislados, si en las “proximidades” no hay otro
punto de equilibrio, o también puede existir una continuidad de puntos de equilibrio.
Es de notable importancia préactica el comportamiento del sistema en “cercanfas”
del punto de equilibrio, pues generalmente existe un error por incertidumbre en los
valores del estado inicial y perturbaciones. Interesa entonces saber si las soluciones
que comienzan “cerca” de un punto de equilibrio convergen o no a él. Por lo tanto
para definir claramente el concepto de “cercania” o “proximidad” es necesario es-
tablecer una forma de medir distancias entre los puntos del espacio de estados. La
forma mads comun es utilizar la norma euclidea de la diferencia de los dos puntos. La

distancia entre dos puntos 7 y xs del espacio de estado n-dimensional es ||z1 — x|,

donde:
n 1/2
||| = (le’iIQ) :
i=1

Pero existe una forma més general que proviene de la definicién de espacios
métricos, dado un conjunto abstracto X, una métrica o distancia sobre X se define

de la siguiente manera:

Definiciéon 3 Una métrica o medida de distancia 0 es una funcion definida sobre
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X x X que toma valores reales, finitos y no-negativos, es decir 0 : X x X — R™, tal

que para todo x, y, z € X se tiene que:

n d(z,y) =0z =y.
w (z,y) =0(y, 2) (simétrica,).

w (z,y) <0(x,2) +0(z,9) (desigualdad triangular).

Una manera de definir distancias es utilizando las definiciones de normas en
espacios vectoriales. Como se mencioné antes, en R? se puede definir 0(z1,22) =
|x1 — x9]|. Cabe aclarar que la diferencia entre d(z,y) v ||z — y|| es que |jax — ay|| =
la| ||z — y]|, sin embargo d(ax, ay) no tiene porqué ser igual a |a|d(z,y).

Con esta medida se puede realizar un mejor andlisis de las soluciones de los
sistemas dindmicos y definir “entorno” poniendo en claro los conceptos de “cerca”
o “préximo”.

Estableciendo un orden jerarquico de complejidad, luego de los puntos de equi-
librio, las soluciones mas simples de estado estacionario son las soluciones periédicas.
La existencia de oscilaciones es uno de los fenémenos méds importantes que ocurren
en los sistemas dindmicos no lineales. Un sistema oscila cuando tiene una solucién
periédica no trivial, es decir existe un nimero positivo 7' (periodo) que verifica
x(t +T) = x(t), Vt > 0. El término no trivial excluye las soluciones constantes
correspondientes a los puntos de equilibrio.

Al estudiar las soluciones en la mayoria de los casos existen errores (practica-
mente por la misma imprecisién de las condiciones iniciales y las perturbaciones) y
por lo tanto aparece una incerteza sobre la solucién real del sistema. Interesa saber
entonces el comportamiento cercano a la solucién, y por ello se desea extender esta
definicién de distancia también a un conjunto de puntos. Por ejemplo, el conjunto
formado por los puntos del espacio de estados por donde pasa una solucién particular

del sistema.
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Definiciéon 4 Sea M C R"™. La distancia entre un punto x € R™ y el conjunto M
d(z, M) = infd .
es d(z, M) = fnf d(z,y)

De esta manera se generaliza el concepto de distancia entre puntos a distancia
con respecto a cualquier conjunto del espacio de estados. En particular, este conjunto
puede contener sélamente un punto, el de equilibrio por ejemplo. Por lo tanto si se
quiere indicar que un conjunto de puntos estd préximo a otro, basta con encontrar
todos los puntos que estdn a menos de una cierta distancia dada como lo establece

la siguiente definicién:
Definicion 5 Sea M C R"™; un entorno € de M se define por el conjunto
U.={z CR"|d(z, M) < e}.

La estabilidad informa acerca del comportamiento del sistema en un entorno de
las soluciones. El concepto de estabilidad tiene un rol muy importante en la teorfa
de sistemas e ingenieria. Hay diferentes tipos o conceptos de estabilidad, se estudiard
en especial la estabilidad de puntos de equilibrio y de ciertas soluciones particulares
en la seccién 1.2. En forma de adelanto a su definicién en secciones siguientes, y de
manera informal, un punto de equilibrio se dice que es estable si todas las soluciones
que comienzan en un entorno permanecen préximas a €l, de otro modo es inestable.
La estabilidad asintdtica se define a partir de que todas las soluciones que comienzan
en un entorno cercano no sélo permanecen en él sino ademds tienden al punto de
equilibrio cuando el tiempo tiende a infinito, es decir la distancia entre el punto de
la solucién y el punto de equilibrio tiende a cero.

El comportamiento de los sistemas dindamicos es muy interesante, en particular
el de los sistemas no lineales que pueden exhibir algunos fenémenos entre los que

merecen destacarse:

= tiempo de escape finito: el estado de un sistema no lineal puede tender a infinito

en un tiempo finito.
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» maltiples puntos de equilibrios aislados: un sistema lineal s6lo puede tener un
tnico punto de equilibrio aislado, en cambio un sistema no lineal puede tener
més que uno, el estado puede converger a alguno de ellos dependiendo de las

condiciones iniciales.

m ciclos limites: para que un sistema lineal oscile debe tener un par de autovalo-
res sobre el eje imaginario, lo cual no es muy robusto, y casi imposible de
mantener bajo perturbaciones, y ademads la amplitud depende de la condicién
inicial. Los sistemas no lineales, pueden producir oscilaciones estables, con
amplitud y frecuencia fijas e independientes de la condicién inicial. Un sistema
no lineal bajo excitacién periédica puede oscilar con frecuencias multiplos y
submuiltiplos de la frecuencia de entrada, y también puede generar oscilaciones
pseudoperiddicas como, por ejemplo, suma de oscilaciones con frecuencias que

no sean multiplos (capitulos 2 y 3).

= caos: un sistema no lineal puede tener comportamientos mas complejos que
equilibrios, soluciones periddicas, o pseudo-periédicas. Tales manifestaciones
dindmicas se suelen referir como caos y se distinguen por aparentar cierta

aleatoriedad a pesar de la naturaleza deterministica del sistema.

Esta tesis se enfocard hacia al andlisis y generacién de ciclos limites dando énfasis

a una caracterizacion algebraica (capitulo 4).

Ejemplo 1 Consideremos la ecuacién diferencial de un péndulo simple, Fig. 1.1, que

se obtiene usando la segunda ley de Newton en la direccién tangencial al movimiento:
10 + b9+mglsen0 =7

donde I,m, y [ son el momento de inercia, la masa y la longitud del péndulo, ¢

es la aceleracion de la gravedad, b es el coeficiente de fricciéon y 7 es un torque
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m

Figura 1.1: Esquema de un péndulo simple

aplicado en el eje, 6 es el dngulo del péndulo medido con respecto a un eje vertical
con direccién hacia el centro de la tierra, 0 y 0 son la velocidad y la aceleracién
angular, respectivamente. La descripcién en el espacio de estados, con la eleccion de

las variables z1 =0 y x4 = 0 resulta:
it'l = X9, (12)
Ty = —qiSenwi — ¢aTs + qsu, (1.3)

con los pardmetros ¢; = mgl/I, g = b/1,y g3 = 1/1. Es un sistema dindmico no
lineal, con entrada de control u = 7. Si consideramos el péndulo no forzado, con
control nulo (u = 0), los puntos de equilibrio del sistema auténomo corresponden a
los estados: x1 = km y o = 0, con k € Z, un nimero entero. Este ejemplo, si bien es
un sistema mecdnico muy sencillo, es de gran interés en la Teorfa de Control pues
otros sistemas fisicos son modelados por ecuaciones similares. Tales ejemplos son el
modelo de un generador sincrénico conectado a una red infinita (Pai, 1981), un lazo

de enganche de fase (Gardner, 1979), o un circuito no lineal con un inductor con
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juntura Josephson (Chua et al., 1987; Khalil, 1996).

1.1.1. Soluciones, trayectorias y conjuntos invariantes

Dado un modelo que representa a un sistema fisico por medio de ecuaciones
diferenciales y una cierta condicion inicial, el primer anélisis de las posibles soluciones
es si tal solucién realmente existe. Las variables de un sistema fisico evolucionan sin
ambigiiedad a partir de una condicién inicial. Sin embargo el modelo matematico
puede presentar algunos inconvenientes. Una ecuacién diferencial con una condicién
inicial dada puede tener una, ninguna, o varias soluciones. Ademds puede ocurrir
que la solucién exista sélo en un entorno del punto inicial (local) o puede tener
solucion global, es decir la solucion existe para todo ¢, esto se entiende que vale en
todo intervalo de tiempo [tg,t;] contenido en [tg, +00). La continuidad de f(t,z)
asegura la existencia de al menos una solucién y la condicién de Lipschitz establece
condiciones suficientes sobre la existencia y unicidad global de las soluciones como

lo muestran los siguientes teoremas:

Teorema 1 Existencia y unicidad local. Sea f(t,z) una funcién continua en x

y ent, y tal que existen constantes t1, L, h, y € que satisfacen

lf(t,x) — f(t,y)|| < Ll|x—vyl| (condicion de Lipschitz)

Lf(tzo)l < h

Vt € [to, t1] yVr,y € Be, donde B. = {x € R"| ||z — x¢|| < €} . Entonces la ecuacion

de estado & = f(t,x), con x(ty) = xo tiene una unica solucion en el intervalo [to,11].

Teorema 2 Existencia y unicidad global. Sea f(t,x) una funcion continua en
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x y ent, tal que para cada t; € [tg, 00), existen constantes L y h que verifican
|f(t,x) — f(t,y)|| < Ll|lx—vyl| (condicion de Lipschitz)

1t zo)ll <

Vit € [to, t1] y Vx,y € R™. Entonces la ecuacion de estado & = f(t,x), con z(ty) = xo

tiene una tnica solucion en cada intervalo [to,t;].

En (Vidyasagar, 1993) se puede encontrar la demostraciéon de estos teoremas
utilizando el concepto de aplicaciones contraidas. La condiciéon de continuidad de f
con respecto a t se puede relajar a continuidad a tramos sin afectar la validez de
los teoremas; en cambio la condicién de Lipschitz implica la continuidad de f con
respecto a z. Otra propiedad de interés en las soluciones es la continuidad sobre las
condiciones iniciales y ciertas variables del sistema que se denominan pardmetros.
Estos pardametros son variables pero no dependientes del tiempo o bien su depen-
dencia y variacion es despreciable o no considerada. Se utilizan para describir una
familia de sistemas, y cuando se les da un valor numérico sirven para identificar a
un sistema de dicha familia. Si se modifican levemente los valores de las condiciones
iniciales o de los pardmetros se espera que varien poco las soluciones, al menos en un
intervalo de tiempo dado, como lo muestra el siguiente teorema sobre la continuidad

de las trayectorias:

Teorema 3 Dependencia de las condiciones iniciales y parametros. Sea
f(t,x, A\) continua en (t,x,\) y localmente Lipschitz en x (uniformemente ent y \)
sobre [to,t1] x D x {|[|]A — Xo|| < ¢}, donde D C R™ es un conjunto abierto conexo.
Sea y(t, \o) una solucion de & = f(t,x,\) con y(to, \o) = yo € D. Se supone que
y(t, \o) estd definida y permanece en D para todo t € [to,t1]. Dado un € > 0, existe

un 6 > 0 tal que si

lzo —woll <6y [[A= Aol <6
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entonces existe una tunica solucion z(t,\) de & = f(t,z,\) definida en [to,t1], con

z(to, o) = 20, y 2(t, \) satisface
|2(t, A) —y(t, o)l < &, V t € [to, t1].

La interpretaciéon de este teorema nos indica que el mapa que asocia a cada
condicion inicial la correspondiente solucién en un intervalo [ty, 1], es continuo. Re-
sumiendo, si f es una funcién continua y localmente Lipschitz, la solucién en un
intervalo de tiempo finito (cerrado y acotado) existe, es unica y varia en forma con-
tinua con respecto a las condiciones iniciales y a los pardmetros. Sin embargo esto
no siempre se cumple si se considera un intervalo de longitud infinita [to, 00). En
este caso el concepto estd asociado al de estabilidad como se verda méas adelante. Del
mismo modo, si se consideran pequenos cambios en los pardametros, el mapa que
asocia a cada pardmetro la solucién particular para una condicién inicial dada, en
un intervalo de tiempo establecido [to, 1], es una aplicacién continua. Sin embargo,
si se considera un intervalo de tiempo de longitud infinita, otros fenémenos pueden
ocurrir. En especial, para ciertos valores criticos de los pardmetros el sistema puede
cambiar su comportamiento en forma cualitativa (como por ejemplo que aparez-
can o desaparezcan puntos de equilibrio y soluciones periédicas, o que cambien su
estabilidad) y a este fenémeno se lo conoce como bifurcacion.

Aunque el teorema de existencia y unicidad local muestra que el sistema (1.1)
tiene solucién unica cuando f es localmente Lipschitz, este resultado sélo es sufi-
ciente. En (Vidyasagar, 1993) se muestra que “précticamente todas” las ecuaciones
diferenciales tienen solucién tnica. Orlicz (1932) demostré que el conjunto de fun-
ciones [ para los cuales la ecuacién & = f(t,z(t)) tiene solucién unica es el comple-
mento de un conjunto “magro” (Orlicz, 1932). Esta es una situaciéon paradéjica ya
que el teorema de Orlicz establece que casi todas las ecuaciones diferenciales tienen
solucién tnica, pero “practicamente ninguna” puede caracterizarse explicitamente

(s6lo las que son Lipschitz continuas).
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Aprendi que no se puede dar marcha atrds,
que la esencia de la vida es ir hacia adelante.
La vida, en realidad, es una calle de sentido inico.

(Agatha Christie)

Trayectorias u érbitas

En esta seccién se tratardn a las soluciones desde un aspecto méas geométrico,
como un conjunto de puntos en el espacio de estados. Sea s(t, z¢) la solucién de (1.1)
correspondiente a la condicién inicial x(0) = xg, evaluada en el tiempo ¢. En otras
palabras, s satisface la ecuacién £ s(t,z0) = f(s(t,z9)), Vt >0, s(0, z) = .

Sea xo € R™ arbitrario; toda solucién define un conjunto de puntos llamado
trayectoria u orbita Sy (z) que es la imagen en el espacio de estados del intervalo

[0, +00) al aplicar la funcién temporal z(t) = s(t, z), es decir

S, (x0) = U s(t,w0),

define la trayectoria resultante vista como un subconjunto de R". Muchas veces es
conveniente considerar también las soluciones para el intervalo de tiempo —oo <
t <0, con la condicién de que alli existan interpretando a s(t,xy) como una curva
en R" parametrizada en t, para —oo < t < 00, es decir la érbita queda formada por
el conjunto de puntos S(xg) = t:oLjoos(t, xo). El punto x divide a la trayectoria en

dos mitades o semiérbitas: Si(xg) y S_(zo).

Definicién 6 Un conjunto M C R" se denomina conjunto invariante de la ecuacion

diferencial ©(t) = f (z(t)) YVt > 0 si para cada o € M, s(t,xo) € M, ¥t > 0.

En otras palabras un conjunto es (positivamente) invariante si para toda condi-
cién inicial en el conjunto, la trayectoria resultante permanece en el conjunto en
todo tiempo futuro. Algunos ejemplos ilustrativos son: el conjunto S(zy), un punto
de equilibrio, y toda solucién periédica. La imagen de una solucién periédica en el

espacio de estados es una trayectoria cerrada, generalmente llamada drbita periodica
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u orbita cerrada. Sin embargo no toda trayectoria cerrada es una érbita periddica,

por ejemplo: en R?, z(t) = sen(t?), y(t) = cos(t?).

Ejemplo 2 Para el péndulo no forzado sin friccién (g2 = 0)
x.l = X2,
Ty = —qsenzy,

considérese la funcién de energfa W(z) = x3/2¢; + (1 — cos ), donde el primer
término corresponde a la energfa cinética y el restante a la energfa potencial. El
conjunto de puntos que verifican W(z) = k, donde k es una constante positiva,
forman un invariante pues 4 (W [z (¢)]) = 0, es decir W se mantiene constante sobre
toda la trayectoria. Estos invariantes corresponden a soluciones periédicas y puntos
de equilibrio, como puede verse en la Fig.1.2, las simulaciones gréficas de trayectorias

en el espacio de estados.

1.1.2. Punto limite, conjunto limite y ciclo limite

Al estudiar el comportamiento de sistemas no lineales a través de la evolucién
temporal de sus variables de estado, ciertos puntos y conjuntos de puntos en el
espacio de estados son de interés particular. Un ejemplo de ellos son los puntos de
equilibrio, ya que las trayectorias que pasan por un entorno del mismo bien pueden
acercarse o alejarse, o bien “comenzar” o “finalizar” en él. Existen otros tipos de
puntos donde el sistema tiene comportamientos similares, los puntos limites, y se

definen de la siguiente manera:

Definicién 7 Supongamos xo € R™. Entonces un punto p € R" se llama punto

limite positivo de la trayectoria s(t,xy), si existe una sucesion {t;} de nimeros reales
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151

Figura 1.2: Trayectorias en el espacio de estados del ejemplo del péndulo sin friccién.

en [0,00) tal que t; — 0o y Zlifilo lp — s(ti,z0)|| = 0.

Andlogamente un punto ¢ € R™ se llama punto limite negativo de la trayectoria
s(t,xo), si existe una sucesion {t;} de nimeros reales en (—o0,0] tal que t; — —o0
y Hm g = s(ti, z0)|| = 0.

Por lo tanto si p es un punto limite de la trayectoria s(t,z), todo entorno
U. contiene al menos un punto de trayectoria, es decir existe un tiempo t tal que
Ilp — s(t, zo)|| < e, Ve > 0.

El conjunto de todos los puntos limites de s(t, zg) se llama conjunto limite y se
expresa como €2(z) [conjunto limite positivo 2 (x¢) si se consideran sélo los puntos
limites positivos, y el conjunto limite negativo Q_(zy) de todos los puntos limites
negativos de s(t, zo)].

Un ejemplo de conjunto limite que se estudiard en especial en esta tesis es el

llamado ciclo limite.

Definicién 8 Un ciclo limite es una drbita cerrada v = S(xo) tal que v es un



16 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES

conjunto limite positivo o negativo de una solucion s(t,y) para algin y ¢ -, es decir

7=Q(y) 67=2_(y).

Cuando se tiene una solucién acotada, el conjunto limite correspondiente es no
vacio, cerrado y acotado (compacto), invariante y ademads la trayectoria se “acerca”

o se “aleja” de su conjunto limite como lo muestran los siguientes lemas:

Lema 1 . Sea o € R™, y s(-,z0) acotada, entonces 2y (zg) es no vacio, cerrado y

acotado.

Claramente €2, (xg) es no vacio y acotado si s(-, o) es acotada, por el teorema de
Bolzano-Weierstrass, (Apostol, 1957). Sea {p;} una sucesién en 2, () convergente
a p € R"; se debe mostrar que p € Q,(xp). Sea ¢ > 0y T < oo arbitrario, se debe
encontrar un ¢ > T tal que ||p — s(t,20)|| < €. Elegimos i tal que |[p — p;|| < 3, tal
i existe pues p; — p. Elegimos ¢ > T tal que ||p; — s(t,20)| < §, tal ¢ existe pues
pi € Q4 (z0). Luego por la desigualdad triangular ||p — s(¢,zo)|| < e.

|

Lema 2 Seaxy € R". Sis(.,x0) es acotada entonces 24 (xq) es un conjunto invarian-

te de & = f(x).

Como s(.,zg) es acotada, por el lema anterior el conjunto limite 2, (z¢) es no
vacio, sea x* € 24 (xg). Se debe mostrar que s(t,z*) € Q. (xg), Vt > 0.

Como z* es un punto limite, de acuerdo a la definicién existe una sucesién de
nimeros reales {¢;} en [0,00) tal que ¢; — 0oy Zlir& |x* — 24| = 0, es decir z; — x*

con z; = s(t;,xo). Por unicidad de las soluciones se tiene que
s(t +ti, o) = s(t, s(ti, x0)) = s(t, x;)

pues la igualdad se verifica en ¢t = 0, por lo tanto vale V¢ > 0, y por la continuidad

de la solucién con respecto a las condiciones iniciales en el intervalo [0, ]

lim s(t + t;, x0) = lims(t, z;) = s(t, 2*)

1—00 i—00
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por lo tanto Vt > 0, cada punto de la trayectoria z(t) = s(¢,z*) es un punto limite
de s(., o), entonces s(t,x*) € O (o).

Lema 3 Sea zp € R" y s(.,xz0) acotada, entonces d(s(t, o), (,x0)) — 0 cuando

t — o0.

Si es falso, 3¢ > 0 y una sucesion {t;} — oo tal que d(s(t;, x¢), Q4 (xg)) > € Vi.
Como s(t;, o) es acotada, contiene una subsucesién convergente. Por definicién de
Q. (xg), el limite de la subsucesién debe pertenecer a {2, (xg), lo cual contradice que

la distancia no sea cero.

Regién de atraccién

Definicién 9 La region de atraccion R(H) de un conjunto H en R™ es el conjunto

de todos los x € R™ tal que d(s(t,z), H) — 0 cuando t — +o0.

Un conjunto compacto H C R" es un atractor si existe un entorno U de H
tal que x € U implica d(s(t,z), H) — 0 cuando ¢t — +o0, es decir el entorno U
estd contenido dentro de la regién de atraccién de H. Si d(s(t,z), H) — 0 cuando
t — 400 para cada x € R", entonces todo el espacio es la regién de atraccién. En

este caso H es un atractor global.

1.2. Estabilidad de conjuntos invariantes

El objetivo de la teorfa de estabilidad es dar conclusiones del sistema acerca de su
comportamiento cualitativo sin necesidad de calcular las soluciones de la ecuaciones
diferenciales. A. M. Lyapunov introdujo las nociones bédsicas y probé muchos de
los teoremas fundamentales en su trabajo (Lyapunov, 1892) en ruso, luego aparecié

una traduccién al francés en (Lyapunov, 1907), una reedicién en inglés del original
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de 1907 en ocasién del centenario es (Lyapunov, 1992). En su trabajo Lyapunov
presenté dos métodos, pero el més importante y poderoso es el método directo,
precisamente porque no necesita el conocimiento de las soluciones. La teorfa de Lya-
punov abarca una gran cantidad de tipos de estabilidad. En esta tesis se abordardn
sélo algunas que corresponden a la estabilidad y estabilidad asintética de conjuntos
invariantes. Generalmente se asocia el estudio de estabilidad a puntos de equilibrio;
sin embargo, aquf se le da un sentido més amplio al definir estabilidad de conjuntos
invariantes que incluyen como un caso particular a los puntos de equilibrio.

En lo que sigue se tratara la solucién s(t,xy) del sistema auténomo Z(t) =

f(x(@)), 2(0) = xo.

Definicién 10 Sean Us y U. entornos de un conjunto invariante M segun la defini-

cion 5. El conjunto invariante M es:

» atractivo si existe § > 0 tal que Yo € Us el th d(s(t,xq), M) = 0.
» estable si para cada € > 0 existe § > 0 tal que Vo € Us, s(t, xg) € U, Vt > 0.

= asintéticamente estable si es estable y ademds 0 puede ser elegido tal que

Vo € Us, el th'md(s(t,:no), M) =0.

De manera informal se puede decir que un conjunto invariante es estable si
soluciones que comienzan en un entorno, se mantienen préximas al invariante
y es asintoticamente estable si ademads es atractivo. Esta definicién se reduce

a la cominmente utilizada si M es un punto de equilibrio.

A partir de estas definiciones la tarea de andlisis es encontrar algiin procedimiento
para medir la distancia al invariante y no necesariamente con la norma euclidea,
sino con alguna medida que sea mds apropiada para el sistema y poder mostrar
claramente si es creciente o decreciente y con ello determinar la estabilidad. En
sistemas mecédnicos una forma natural y comunmente adoptada es la utilizacion

como medida de distancia a la energia; si ésta se mantiene constante, disminuye o se
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incrementa sobre las trayectorias del sistema, se puede concluir sobre la estabilidad
de los puntos de equilibrio. Por lo tanto examinando la derivada de la energia a
lo largo de las trayectorias es posible determinar la estabilidad de los puntos de
equilibrio.

Lyapunov mostré que para determinar la estabilidad se pueden emplear otras
funciones en lugar de la energia (de hecho, a veces la energia no sirve). Por ejemplo
se eligen funciones donde sea accesible analizar su crecimiento o decrecimiento a lo
largo de las trayectorias del sistema. Para ello se utiliza V, la variacién temporal de

V, como se define a continuacion.

Definicién 11 Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable, definida
en un dominio D C R"™. La derivada temporal de V' a lo largo de la trayectoria x(t)

estd dada por

Vi) = Y 5k = Y oo (0]

Si se encuentra que V[x(t)] < 0, entonces V[z(t)] es decreciente y si en la eleccién
de la funcién V' se tuvo en cuenta que sea una funcién acotada por abajo (V(z) > 0,
por ejemplo), se puede garantizar que V estard acotada sobre las trayectorias. Si de
alguna manera ademds se prueba que V[z(t)] — 0 cuando ¢ — oo, entonces por la
continuidad de V[z(t)] el sistema evoluciona hacia puntos donde la funcién V = 0, es
decir V[z(t)] toma valores minimos (sobre la trayectoria). Entonces con una eleccién
adecuada de V'(x), por ejemplo que tenga minimos sobre el conjunto invariante (o
el punto de equilibrio en estudio), y el andlisis de su derivada es posible determinar
su estabilidad.

Por lo tanto es importante mostrar que las trayectorias evolucionan hacia los

puntos donde V' = 0. Al integrar la funcién V sobre la trayectoria se obtiene:
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y de aquf se puede inferir que si de algin modo se sabe que el valor de V' se estabiliza,
es decir existe el tll)rglo V]z(t)], es de esperar que tli)rglo V]z(t)] = 0. Sin embargo, esto
no es siempre cierto, el lema de Barbalat (ver apéndice del capitulo) muestra que
la continuidad uniforme es una condicién suficiente para que este limite sea nulo.
Resumiendo, si V es negativo, V' decrece y a pesar que V tenga limite cuando ¢
tiende a infinito, no es posible asegurar que V tienda a cero, para ello es suficiente

si ademds V' es uniformemente continua.

1.2.1. Funciones de Lyapunov

Para aplicar el método de Lyapunov es necesario definir primero funciones con
algunas propiedades especificas: las funciones de clase K, las funciones definidas

positivas, y las funciones definidas negativas.

Definicién 12 Una funcion ¢ : Rt — Rt es de clase K si es continua, estricta-

mente creciente, y ©(0) = 0.

Las funciones de clase K son estrictamente mondétonas, por lo tanto son biyecti-

vas, siempre existe ¢~ .

Definicién 13 Sea M C D, donde D es un abierto de R™. Una funcion V : D —
Rt se llama definida positiva con respecto a M si existe una funcion o(r) de clase

K tal que
Viz) = p(d(z, M))

para todo x perteneciente al dominio D, y V(x) = 0 cuando © € M |[porque
Az, M) = 0 y 5(0) = 0].
En forma andloga se dice que V' es definida negativa con respecto a M si —V es

definida positiva con respecto a M.

Se ve ahora la definicién de V como funcién del vector de estados z:
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Definicién 14 Sea V : D — R donde D es un abierto de R™, y s(t, x) una solucion

del sistema @ = f(z). Se define

Vst 2)] = Vi)

V(x) = lim inf

t—0t

Entoncessi ¢(t) = V[s(t, z)], y D1 ¢(t) laderivada a derecha, D, ¢(t) = V[s(t, z)].
Es decir V es la derivada temporal (a derecha) de V calculada sobre la trayecto-
ria del sistema. En las aplicaciones, generalmente V es C! (derivadas continuas) y
V(z) = grad V(z) - f(z) (como en la definicién 11).

Se define a continuacién la funcidon de Lyapunov:

Definicién 15 Sea V : D — R donde D es un abierto de R", y sea G C D. Se dice
que V' es una funcion de Lyapunov del sistema & = f(x) sobre G para el conjunto

mwvariante M C G, si V' es continua, definida positiva con respecto a M vy V(x) <0

Vo € G.
Ahora si se puede enunciar el Teorema de Estabilidad de Lyapunov:

Teorema 4 Sea M un conjunto acotado, invariante de © = f(z) y D C R™ un do-
minio que contiene a M. Sea V : D — R una funcion continuamente diferenciable.
M es estable si V' es una funcion de Lyapunov para el conjunto M y es asintdtica-
mente estable si V es negativa definida.con respecto a M FEs decir existen funciones

a y v de clase K, tales que
a(d(xz,M)) <V(zx) VreD (1.4)

M es estable si

V(z) <0 VxeD. (1.5)
y M es asintoticamente estable si

V(z) < —y(d(z,M)) Vz e D. (1.6)
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En las hipétesis del teorema anterior las condiciones (1.4) y (1.5) implican que V'
es una funcién de Lyapunov, y la condicién (1.6) indica que la derivada V es acotada
en un entorno del conjunto M, lo que asegura la continuidad uniforme de V[z(t)].

En el siguiente ejemplo se ve la aplicacién del teorema de estabilidad de Lyapunov:

Ejemplo 3 Para el siguiente sistema descrito en el espacio de estados

T = a9 —xy(2F + 25— 1) (1.7)
By = —mp — w2t + a3 - 1),

una solucién particular es z1(t) = sent, xo(t) = cost. Es fécil ver que resulta una
trayectoria cerrada que verifica 22 + 23 — 1 = 0, por lo tanto el circulo unitario es

un invariante del sistema, sea
M = {(z1,22)|2] + 253 — 1 = 0}.

La distancia, segin la definicién 4, entre un punto del espacio (z1,z3) y este

conjunto es

d(z, M) = ‘\/x%—l—mg—l‘.

Sea V(x) = (22 + 22 — 1)?, se puede ver que es una funcién de Lyapunov para el

invariante M en el dominio anular
D = {z € R*d(M,z) < 1/2}.
En efecto, si r = d(x, M)y a(r) = v(r) = r?

a(r) < V(z)
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pues V(z) = (\/a3 + 23 — 1)*(/2? + 23+ 1)? = r?(\/a? + 23 + 1) > 7. Ademds

como en D es r < 1/2, entonces
1 3
3 < \Jri+ a3 < o

Viz) = —4(z?+ 222?422 —1)?

V(x) < —4.o0% = —(r)

en D.Como «a(r) y 7(r) son funciones de clase K, el conjunto invariante M es

asintéticamente estable.

En el teorema anterior para analizar la estabilidad asintética del conjunto invarian-
te se pide que V sea definida positiva y que V sea definida negativa. Sin embargo
esto no siempre es necesario. Con el siguiente teorema, conocido como Principio
de Invariancia de LaSalle cuya demostraciéon puede encontrase en: (Khalil, 1996;
LaSalle, 1976), se puede analizar la estabilidad asintética de conjuntos invariantes
cuando V no resulta definida negativa, sélo semidefinida, esto es que V se anula en

puntos que no estdn en el conjunto invariante.

Teorema 5 Teorema de LaSalle. Sea () C D un conjunto compacto, positiva-
mente invariante con respecto a (1.1). Sea V : D — R una funcion continuamente
diferenciable tal que V(x) < 0 en Q. Sea E el conjunto de todos los puntos en )
donde V() = 0. Sea M el mayor conjunto invariante en E. Entonces toda solucion

que comience en §) se aprorima a M cuando t — o0.

En este teorema no se requiere que la funcién V() sea positiva definida; tampoco
el conjunto €2 estd vinculado a la definicién de V' (z). Sin embargo, la construccién

de V(z) puede garantizar la existencia del conjunto 2. En particular si . = {x €
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R" | V(x) < ¢} es una regién acotada y V(z) < 0 en €, entonces podemos tomar
Q=0Q.

Estos teoremas serdn utilizados en los préximos capitulos para el andlisis y el
diseno de sistemas con invariantes asintéticamente estables. Veamos como podemos

aplicarlos en el ejemplo del péndulo:

Ejemplo 4 Consideremos el péndulo libre con friccién
'Z.UI = T,
Ty = —q1SenT1 — G2%2,

y a la energfa como funcién de Lyapunov V (z) = 22/2¢;+(1—cos ;). Si bien V (z) =
—g—fxg no es una funcién definida negativa para el punto de equilibrio del origen,
se puede concluir a partir del teorema de LaSalle que el origen es asintéticamente
estable. En efecto, £ = {(z1,0) € R?} y el unico invariante M C E es M = {0}.

Por lo tanto el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable.

1.3. Sistemas dinamicos con ideales de polinomios

Si ‘A’ significa un éxito en la vida, entonces ‘A’ equivale a ‘v + vy + 2.
El trabajo es ‘x’; ‘y’ es juego, y ‘2z’ es mantener la boca cerrada.

(Albert Einstein)

En esta seccién se enfoca el andlisis y estudio de sistemas dindmicos utilizando
Algebra. En el Apéndice A de esta tesis pueden encontrarse las definiciones de
conceptos bdsicos como anillo, cuerpo, ideal, bases de Groebner, etc.

Desde un punto de vista algebraico, los sistemas dindmicos se pueden ver como

relaciones algebraicas entre un conjunto de variables y sus derivadas. Estas relaciones
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algebraicas pueden expresarse como ecuaciones diferenciales, como por ejemplo en

las secciones previas por medio de las ecuaciones de estado:

jfl = fl(xla"'7$n)
(1.8)

:tn = fn(xla ...,In)

donde en este caso fi, ..., f, son polinomios en el anillo k[z1, ..., x,], es decir son
polinomios en las variables x4, ..., x,,, con coeficientes en el cuerpo k, que puede ser R
(el conjunto de nimero reales), Q (el conjunto de mimero racionales) o bien funciones
racionales de pardmetros del sistema. Esta representacion abarca una gran cantidad
de sistemas, incluye muchas formas que no son polinomios, pero si son solucién de

ecuaciones diferenciales algebraicas (Fliess, 1990).

Las relaciones algebraicas de las variables y sus derivadas también pueden ex-
presarse como un conjunto de polinomios. Consideramos un conjunto de variables
{z1,...,x,} que llamaremos de estado y un anillo de polinomios k[z1, ..., z,| donde
no intervienen derivadas, o bien el anillo k[, ..., &,, 21, ..., 2,,] donde tenemos en
cuenta todas las relaciones algebraicas entre las variables de estado y sus primeras
derivadas. El conjunto de variables {z1, ...,z,} es algebraicamente independiente si
no se encuentra un polinomio p en el anillo k[z1, ..., z,] que se anula cuando las
variables toman los valores de cualquier trayectoria o solucion del sistema. Y dire-
mos que el conjunto de variables de estado es completo si al incorporar una vari-
able adicional al conjunto de variables del anillo k[z1, ..., x,] que sea alguna de las
primeras derivadas de las variables de estado, este nuevo conjunto {;, z1, ..., Z,}
es algebraicamente dependiente, es decir existe un polinomio p € k[i;, x1, ..., ], tal

que p(z;(t), 1(t), ..., z,(t)) = 0, para toda solucién del sistema.
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Dado un conjunto de variables algebraicamente independiente y completo, una
definicién algebraica de sistema podria consistir en el conjunto de todos los poli-
nomios en el anillo k[z1, ..., &y, x1, ..., T,] que se anulan, cuando las variables toman
los valores de todas las trayectorias del sistema en estudio. Este conjunto de poli-
nomios cumple una propiedad algebraica que lo define como ideal (si sumamos dos
polinomios del ideal obtenemos un polinomo del ideal y si multiplicamos un poli-
nomio del ideal por cualquier otro polinomio del anillo, el resultado es un polinomio
del ideal). A pesar de que este ideal generalmente es un conjunto infinito, el Teorema
de Hilbert asegura que todo ideal es finitamente generado y podemos construirlo y
a la vez representarlo por un conjunto generador finito de polinomios.

Este punto de vista abarca una gran variedad de sistemas algebraicos, sin em-
bargo en esta tesis se considerardn aquellos sistemas equivalentes a la representacion
clasica en el espacio de estados. Sea S = {&; — fi(x), ..., &, — fu(x)} el conjunto de
polinomios obtenido al restar ambos miembros de las ecuaciones de estado de (1.8).
El ideal generado por S (que se escribird (S)) es el conjunto de polinomios que se

obtiene al realizar operaciones algebraicas entre los polinomios de S y del anillo,
(S) =A{plp = thpi, conp; €8,y h; €k[E1, ..., T, T1, .., Tp)}-

Toda solucién de (1.8) anula al conjunto de polinomios S, y por lo tanto también

anulard a todos los polinomios del ideal (.S).

Definicién 16 Dada una descripcion en el espacio de estados (1.8), el ideal X del

sistema asociado a las ecuaciones de estado es el generado por el conjunto
S = {Il - fl(x)7 ) Ty — fn(:r)}a
es decir ¥ = (S).

En otras palabras, los polinomios que intervienen en las ecuaciones de estados

pueden formar un conjunto generador del ideal del sistema.
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En todo anillo de polinomios se puede establecer un orden de variables, para luego
fijar un ordenamiento de monomios, y también un orden entre los polinomios del
anillo. Una vez fijado un ordenamiento, todo ideal tiene un conjunto generador par-
ticular, que es unico y se conoce como base de Groebner reducida (Cox et al., 1992).
En esta tesis cuando se menciona base de Groebner se considera que es reducida.
Hay muchos tipos de ordenamientos monomiales, el que més utilizaremos es el lexi-
cogréafico, el cual ordena a los monomios en forma similar a un orden alfabético de

palabras.

En un anillo de polinomios se puede realizar divisién entre polinomios y tam-
bién entre un polinomio p y un conjunto de polinomios {ps,, ..., p,}, mediante un

algoritmo se obtienen los cocientes a; y el resto r que permiten escribir a p como
a1p1+"'+anpn+7na

donde el polinomio del resto r es de menor orden que los polinomios del conjunto di-
visor. De acuerdo al algoritmo utilizado el resto puede resultar diferente. Sin embargo
si el conjunto divisor es una base de Groebner el resto es inico; y se puede concluir
ademads que si G es una base de Groebner de un ideal, un polinomio f dado pertenece
al ideal si y s6lo si el resto de la divisién de f por G es cero (Cox et al., 1992). Esto
quiere decir que una base de Groebner es un conjunto generador muy apropiado
como identificador de un ideal, porque es tnico y ademds nos permite saber si un

polinomio pertenece o no al sistema calculando un resto.

Consideremos el ordenamiento de las variables &1 > -+ > &, > x1 > -+ > 2,
y el ordenamiento lexicogrifico (Lex, en forma abreviada, véase el Apéndice A) de
los monomios. Los polinomios de S son lineales en ;, con ¢ = 1,....n . Ademds
estos términos son los monomios lideres o principales (son los de mayor orden en
cada polinomio, tienen la forma a;i;, donde a; € k), y por ser lineales generan todo
monomio lider de los polinomios de Y. Justamente esa propiedad es lo que define

una base de Groebner, por lo tanto S es una base de Groebner de X..
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Algunos ideales de polinomios tienen propiedades especiales como por ejemplo
pueden ser radicales, primos y/o mazximales. Un ideal ¥ es radical si verifica que
para todo polinomio p™ € ¥ (para algin m > 1) satisface también que p € X. Un
ideal X es primo si verifica que si el producto pq € ¥, entonces uno de ellos, o ambos,
pertenecen al ideal 3. Un ideal primo es también radical. Un ideal es maximal si el
tnico ideal que lo contiene estrictamente es el anillo completo. Un ideal maximal es
primo y por lo tanto también radical (Cox et al., 1992). Si observamos los polinomios
de S (la base de Groebner del ideal del sistema > (1.8)), también por la linealidad
de los monomios lideres, se puede ver que los polinomios de S son irreducibles (no
se pueden expresar como producto de otros polinomios) y de aqui se puede concluir
que el ideal ¥ es primo, y por consecuencia también radical.

El cuerpo de los coeficientes de un anillo también pueden ser funciones racionales;
son de interés funciones racionales en las variables de estado con coeficientes en el
cuerpo k, que se nota k(xq,...,z,). Considerando el anillo k(xy,...,x,)[Z1, ..., Tn],
donde los coeficientes son funciones racionales o bien polinomios en las variables de
estado, el ideal ¥’ generado por S en este anillo es X' = (5). Es facil ver que ¥ C ¥’
y que por la linealidad de los monomios principales S es una base de Groebner
de ¥, correspondiente al ordenamiento Lex, con #; > --- > #,. Por otro lado, la

independencia de las variables de estado asegura que en el ideal del sistema
YN k[ry, . x,] =0

esto es, no hay polinomios que dependan solamente de las variables de estado, siem-
pre existe algin monomio conteniendo alguna de las variables derivadas. En ca-
so contrario, al contener un elemento del cuerpo de los coeficientes (monomio de
grado cero) el ideal del sistema contendria todos los polinomios del anillo, ¥’ =
k(xq,...,xp)[E1, ..., T) v la base de Groebner seria {1}, de lo que se deduce que el
sistema no tendrfa solucién, y en realidad esto se debe a que algin polinomio de
los denominadores de los coeficientes se anulan en todos los puntos de todas las

tayectorias del sistema dindmico representado por 2. En este anillo, de la estructura
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del conjunto S = {&y — fi(z), ..., &, — fu(2)} se puede concluir que genera un ideal
maximal (ver Apéndice A), esto quiere decir que ¥’ es también un ideal primo y
por lo tanto radical. El hecho de que un ideal de polinomios sea radical implica que
contiene a todos los polinomios del anillo que se anulan para las mismas soluciones
que el conjunto generador S.

Resumiendo, el conjunto S = {i1 — f1(x), ..., &, — fn(x)} es una base de Groebner
del ideal del sistema ¥ = (S) en el anillo k|1, ..., T, 21, ..., 2] con el ordenamiento
Lexy iy >+ >, >x, > -+ > 1, vy también es una base de Groebner del ideal
del sistema ' = (S) en el anillo k(xy, ..., x,)[T1, ..., &, con el ordenamiento Lex y

el orden de variables ;7 > --- > 1,,.

Ejemplo 5 Consideremos el siguiente sistema descrito en el espacio de estados
i = y—a@@*+y*—1) (1.9)
gy = —wv—y@’+y’ 1)
Toda solucion de estas ecuaciones diferenciales anula a los polinomios del conjunto
S={i-y—z+ay’+2°, 9y —y+z+y° +yz*}

El ideal del sistema es el generado por S en el anillo R(x,y)[#,7]. S es también una
base de Groebner con el ordenamiento & > y. Toda solucién del sistema (1.9) anula

a todos los polinomios del ideal (S). Es fécil ver que
x(t) = sent (1.10)
y(t) = cost

es una solucién del sistema que verifica 2% + y? — 1 = 0, y también si lo derivamos

224 + 2yy = 0. Sin embargo, los polinomios p = 2% +4y* — 1y p = 2z + 2yy no
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pertenecen al ideal del sistema (S}, pues (1.10) es una solucién particular y no toda
solucién verifica estas ecuaciones polinémicas. Esto se puede deducir al calcular el
resto de 2x2 + 2yy con respecto a S que es 2(1 — 22 — y?)(2? + y?), lo que indica
que el polinomio no pertenece al ideal aunque se puede notar que a pesar de que el

resto no es el polinomio nulo, el resto s se anula sobre la trayectoria particular.

1.3.1. Invariantes algebraicos

Aunque los conjuntos invariantes de un sistema dindmico no siempre se pueden
representar con una relacion algebraica de las variables, en esta tesis se estudiara pre-
cisamente este tipo de conjuntos invariantes. Para especificar conjuntos invariantes
algebraicos utilizamos wariedades afines definidas en el espacio k. Una variedad
affn es el conjunto de todos los puntos en k™ que son solucién de un sistema de
ecuaciones polinémicas: p; = py = --- = 0, con p; € k[zy, ..., x,]. En otras palabras,
existe una dependencia algebraica entre las variables de estados, que estd dada por
estos polinomios. El conjunto expresado por la variedad afin en el espacio de estados
se representa por Var([), donde I = {py,pa, ..., ps }, es el conjunto de polinomios con
el cual se construye el sistema de ecuaciones p; = py; = ... = p, = 0.

Para que el conjunto Var(7) sea un invariante de un ideal del sistema 3, generado
por un conjunto .S, de acuerdo a la definicién dada en secciones previas, debe verificar
que para toda condicion inicial en el conjunto, la trayectoria resultante permanece en
el conjunto en todo tiempo futuro. Por lo tanto se debe cumplir que dp;/dt = 0, para
todot > 0y Vp; € I. Esto indica que p; es constante y por lo tanto se mantendré
nulo para toda trayectoria con condicién inicial que anule a dicho polinomio. Por lo
tanto cada polinomio

- p; .

! - a.Tj J
J=1

se anula sobre el invariante, y debe pertenecer al ideal del sistema que surge de
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agregar al ideal Y la restriccion p; = py = --- = ps = 0. Por lo tanto la dindmica del
invariante estda dada por el ideal generado por 1 U S, donde ¥ = (S). Esta dindmica
se puede caracterizar con una base Groebner S; para (I U S). Esta base tiene una
estructura particular si consideramos el ordenamiento @7 > -+ > &, > 11 > -+ >

ZTpn, ¥ se puede escribir como unién de dos bases:
S =G, UGy,

donde G, = S; N k[zy,...,x,]. Es decir, el conjunto de polinomios G, expresa
implicitamente al conjunto invariante definido por la variedad afin dada por I =
{p1, P2, .--, ps }. El otro subconjunto de polinomios G4, donde también intervienen las
primeras derivadas de las variables, es el que expresa la dindmica sobre el invariante
(la restriccién de la dindmica X sobre el conjunto invariante). En el ordenamiento
de las variables se han incluido todas las variables de estado puesto que existe una
dependencia algebraica entre ellas. Sin embargo no es necesario contemplar a todas,
puede descartarse un conjunto de variables que sea algebraicamente independiente

como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6 Volviendo al sistema dindmico descrito en el ejemplo anterior el con-
junto I = {z? + y* — 1}, es un invariante de la dindmica generada por el conjunto
S={t—y—ax+zy*+2% §—y+x+y>+yz?}, pues el polinomio 2z + 2yy que
es la %(mz +y? — 1), pertenece al ideal generado por I U S, cuya base de Groebner
es Sy ={z* +y*>—1,@ —y, y + z} considerando el anillo R[,,z,y] . El conjunto
de variables {z,y} no es algebraicamente independiente, pues en el ideal del sistema
(S7) estd el polinomio x? + y? — 1. Sin embargo los conjuntos {z} e {y} sf son alge-
braicamente independientes, pues de lo contrario en la base de Groebner S; habria
polinomios sélo en x o sélo en y. Por lo tanto se puede trabajar en anillos donde los
coeficientes sean funciones racionales en x o0 en y. En este caso se obtiene la misma

base St si se trabaja en los anillos R(x)[%, 9, y] 6 R(y)[, 9, z]. Por cierto, el resto de
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2x1 + 2yy con respecto a Sy es el polinomio nulo, en ambos anillos, lo que confirma
que el conjunto I = {z? + y?> — 1} es invariante en la dindmica del ideal generado

por S={t—y—x+ay*+2% y—y+z+y+yr?}

Es conveniente trabajar con el menor nimero de variables (como con los dos lti-
mos anillos del ejemplo anterior) pues se obtienen bases de Groebner mas reducidas
(en mimero de polinomios) y el algoritmo de célculo de las bases generalmente lle-
va menos tiempo de cémputo. No todos los programas de matemética simbdlica y
especificos de dlgebra computacional permiten trabajar con este tipo de cuerpo (fun-
ciones racionales) para los coeficientes. Un software que si lo permite y fue utilizado

en esta tesis es Mathematica.

Ejemplo 7 Consideremos ahora el ejemplo del péndulo (1.2). Las funciones que
describen la dindmica no son polinomios pues contienen una funcién trigonométrica.

Sin embargo es posible reformular esta descripcion a través de una nueva ecuacién

diferencial, con las nuevas variables z; = senzy, y 23 = cosxi, obteniéndose el
sistema
21 = 22y (1.11)
2'2 = —T2Z7

Ty = —q121 — Q%2 + @3U.
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Figura 1.3: Cilindro invariante en el ejemplo del péndulo libre sin friccién(ga = 0).

Desde el punto de vista algebraico, el ideal del sistema (1.11) es el generado por
el conjunto S = {21 — w29, 2o + T221 , 2 + q121 + G292 — qzu}. Ahora bien, las nuevas
variables no son algebraicamente independientes sino que deben verificar la ecuacién
22 + 22 — 1 = 0. Esta restriccién en el espacio de estados es un cilindro de radio
unitario y longitud infinita. Sea el cilindro M, = {(z1, 22, 72) € R3|2} + 22 = r?},
es decir la variedad afin Var([l,) expresada por el conjunto de polinomios I, =
{22+ 22 —r?} = {p}. En particular, en el ideal del sistema (S), todo cilindro M,., es
un invariante del sistema (1.11) y el péndulo en estudio corresponde al cilindro de

radio r = 1 (Fig.1.3). Esto se puede ver de dos formas:

s Mostrando que p = 22121 + 22229 € (5), pues el resto del polinomio p con
respecto a S en el anillo R(x, 21, 22)[%2, 21, 2] es nulo independientemente de

T.

» Considerando el anillo R(xq, 29)[42, 21, 22, 21], y la base de Groebner S;. del
ideal (I, U S). En este caso particular S;, = I, U S. Es decir los polinomios

que muestran la dindmica restringida sobre el cilindro (S;,) son los mismos
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que expresan la dindmica sobre todo el espacio (5), y por lo tanto el resto de

p con respecto a S, también es nulo.

En otras palabras el sistema (S) describe al péndulo siempre que la condicién
inicial pertenezca a M; (cilindro de radio unitario). Si bien el sistema queda de

mayor dimensién, es posible tratarlo algebraicamente.
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1.4. Apéndice del capitulo

En este apéndice en primer lugar se demuestra el teorema de estabilidad de

Lyapunov (Teorema 4) y luego el lema de Barbalat.

Demostraciéon del Teorema de Estabilidad de Lyapunov

Considerando las hipétesis del Teorema 4, sea B, un entorno del conjunto in-

variante M. Dado € > 0, elijo r € (0,¢| tal que
B, = {z €R" | d(z,M) <1} C D,

para asegurar que el entorno B, quede completamente contenido en D.

Sea a = «(r). Entonces a > 0 por (1.4). Elijo b € (0,a) y sea ), = {x € B, |
V(z) < b}. Por lo tanto €, esta en el interior del entorno B, (2, C B,).

El conjunto €, es un invariante. Si z(0) € €2, se cumple que V]z(0)] < b, y como
V[z(t)] es una funcién continua y decreciente pues V[z(t)] < 0, entonces V[z(t)] < b
parat > 0, y ademds z(f) no puede salir del entorno B, pues en la frontera (cuando
d(z, M) =r)por (1.4) V(x) > a(r) = a > blo que es un absurdo. Luego z(t) € B, y
V]z(t)] < bentonces x(t) € Qp, Vt > 0, es decir permanece en el conjunto invariante.

Sea f(c) = sup V(z). Por su construccién f es una funcién monétona cre-
ciente, continuad((%]\ééicv es continua) y 5(0) = 0. El teorema del valor intermedio
de funciones continuas asegura que siempre es posible encontrar un valor ¢ € [0, 7]
tal que 5(§) = b. En el entorno By del invariante M se verifica que V' (z) < 5(§) = b
entonces Bs C ), C B,.

Siz(0) € Bs = z(t) € B, C B.. Es decir si la condicién inicial estd en un entorno
d del conjunto M, d(x(0), M) < §, como el entorno By esta contenido en el invariante

Oy, la solucién x(t) permanece en un entorno B. del conjunto M, d(x(t), M) < r < e,

vVt > 0, lo que muestra que M es estable.
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Si ademds se verifica (1.6),que asegura la continuidad uniforme de V' (z) se prueba
que Vi]z(t)] — 0. Como V[z(t)] es mondtona decreciente y acotada por debajo,
entonces tiene limite, tlil"(r)lo Vi]z(t)] = ¢ > 0, por el teorema de Bolzano-Weierstrass
del Analisis Matematico. Para probar que ¢ = 0 se puede usar el lema de Barbalat
(ver apéndice del capitulo), o bien la demostracién por el absurdo: si se supone que
¢ > 0, se llega a una contradiccién. Por continuidad de V' (z), existe un d < r tal
que By C (). donde:

By={xeR"|d(z,M)<d}CD

Q.={zre B, |V(z)<c}

Sea v = dgd%%()STV(x), como V(z) < 0, v < 0. Entonces,

t
Viz(t)] = V]z(0)] +/ V(r)dr < V]z(0)] = |t
0
que es menor que cero si t > V(x(0))/|v], lo cual es un absurdo. Por lo tanto ¢ = 0,
y M es asintéticamente estable.
|
A continuacién se ven los conceptos de funciones continuas y uniformemente

continuas para poder probar el lema de Barbalat:

Definicién 17 Una funcion f : [0,00) — R es continua sobre [0,00) si para todo
g0 > 0 dado existe un 6(gg,ty), tal que para todo ty y t € [0,00) para los cuales

[t —to] < d(c0,t0) se tiene que | f(t) — f(to)] < eo.

Definicién 18 Una funcion f : [0,00) — R es uniformemente continua sobre [0, 00)
si para todo €9 > 0 dado existe un §(gg), tal que para todo ty y t € [0,00) para los

cuales |t — to| < d(eg) se tiene que |f(t) — f(to)] < €o-

Por lo tanto una funcién uniformemente continua es también continua. Ademas,
una funcién continua f con f’ acotada en [0, 00) es uniformemente continua sobre

[0,00). Pues si |f'(t)] < k Vt € [0,00), entonces por el teorema del valor medio

|f(t) — f(to)] = f'(t1) |t —to| con t; entre to y ¢, por lo tanto |f(t) — f(to)] <
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k|t —to| = ké = eo, eligiendo § = £y/k, se comprueba la continuidad uniforme.
Una manera sencilla de comprobar la continuidad uniforme de f es mostrando que

f’ sea acotada.

Lema 4 Lema de Barbalat. Si th fot f(r)dr existe y es finito, y f(t) es una

funcion uniformemente continua, entonces th f(t)=0.
—00

Si el th’m f(t) # 0, entonces o el limite no existe, o bien no es igual a cero. Esto
—00
implica que existe un ¢y > 0 tal que para todo T" > 0, se puede encontrar una
sucesién de nimeros t; > T tal que |f(t;)| > o, Vi.

Como f es uniformemente continua, existe un nimero §(gq) > 0 tal que
()= F(t)] < 3 para todo t € [t t: + 3(=0)]
Por lo tanto, para cada t € [t;, t; + d(g¢)] tenemos
[F@O = 1F(t) = F(t) + f)l 2 f ()| = |f () = f)| 2 e0— 5 =5
lo cual implica que

ti+6(ao)
[ s
t;

La igualdad se sostiene porque f(t) tiene el mismo signo para t € [t;,t; + d(gg)].

t¢+5(50)
i/ Wﬁm>%?Q
t

Como por hipétesis g(t) = fot f(7)dr tiene limite cuando ¢ — oo, existe un

T'(g9) > 0 tal que para todo ty > t; > T(go)

505(50)
2

l9(t2) — g(t1)] <

es decir que

t2 80(5(80)
/tl f(’i')d’i“< 5

lo cual es una contradiccién y por lo tanto th f(r)=0.

—00
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|
Se puede citar el siguiente corolario de méds fécil aplicacién cambiando la con-
tinuidad uniforme por la acotacién de [y f’, esto a través de la nocién de espacios

normados, recuérdese que una funcién f : Ry — R pertenece al espacio £, si es

finita la norma [1f], = (57 |£(O)F dt) si p € [1,+00) ¥ /], = sup (1)

Corolario: Sea f : Ry — R.Si fy f' € Lo,y f € L,, con p € [1,00), entonces

lfm f(t) = 0.

t—o0

Es decir basta con que [y f’ sean acotadas y |f(¢)|” sea integrable.

El mundo Natural se mueve en ritmos, secuencias, y ciclos — el paso de las
estaciones, el movimiento de las Estrellas, el flujo y reflujo de las mareas.

Las estaciones no se empujan las unas a las otras;

ni las nubes avanzan al viento a través de los cielos.

Todas las cosas suceden en su momento adecuado — subiendo, cayendo, subiendo,
como las olas de los mares, en la rueda del tiempo.

En cada corazon del invierno yace una primavera templada,

y detras del velo de cada noche

espera un amanecer sonriente.

(Kahlil Gibran)



Capitulo 2

Formas Normales y Ciclos Limites

En este capitulo se realiza el estudio de sistemas dindmicos que presentan ciclos
limites utilizando formas normales. Comprende los temas desarrollados en los traba-
jos (Calandrini et al., 1999) y (Calandrini et al., 2000a). Existen técnicas numéricas
y analiticas para estudiar aspectos de las dindmicas nolineales, y ambas se comple-
mentan. El método de las formas normales es una técnica analitica cldsica para estu-
diar oscilaciones en sistemas no lineales. Tuvo su comienzo en la tesis de Poincaré y
luego fue desarrollado por Birkhoff, Arnold, Siegel y otros. Consiste en construir un
cambio de coordenadas para describir de forma mads simple las ecuaciones diferen-
ciales originales y todas las posibles propiedades dindmicas como por ejemplo los
fenémenos de bifurcacion.

Los ciclos limites se pueden estudiar como comportamientos complejos de sis-
temas no lineales en cercanfas de un punto de bifurcacion de Hopf y se analizan ade-
cuadamente con esta teoria de las formas normales, (Guckenheimer y Holmes, 1983),
(Chow et al., 1990), (Namachchivaya et al., 1994). También son muy ttiles los pro-
gramas de simulacién numérica especializados en teoria de bifurcaciones para la
deteccién de puntos de equilibrio, ciclos limites, curvas de continuacién, distintos
tipos de bifurcaciones, etc. como por ejemplo LOCBIF (Khibnik, 1993), AUTO
(Doedel, 2007), etc.

Desde el punto de vista de control, del anélisis de estos comportamientos y uti-

39
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lizando formas normales se puede proponer una metodologia de diseno de los con-
troladores en el espacio de pardmetros. Mediante una adecuada perturbacién de los
pardmetros de un sistema que presente ciertos tipos de bifurcaciones de Hopf degen-
eradas o singulares, se pueden generar mailtiples ciclos limites. En ingenierfa aeronau-
tica e ingenierfa quimica se han detectado fenémenos de oscilaciones miiltiples que
afectan la performance de aviones (Ananthkrishnan y Sudhakar, 1996) y reactores
quimicos (Planeaux, 1993) respectivamente. Los objetivos de control pueden ser re-
trasar bifurcaciones de Hopf y la ruta de doble periodo, controlar la amplitud de os-
cilaciones, cambiar la estabilidad de ciclos, etc. (Abed y Wang, 1995), (Kang, 1998a;
Kang, 1998Db).

En este capitulo se presentan formas normales de ciclos limites en sistemas de
dimensién 2. Una de estas formas es un polinomio en funcién del médulo del vector
de estados, mientras que la otra es una ecuacién diferencial compleja polinémica
de primer orden. Se desarrollan dos métodos para obtener formas normales de ci-
clos limites. Como ejemplo de aplicacion se eligié el conocido sistema de Sibirskii
(Sibirskii, 1965). Al finalizar el capitulo se propone la utilizacién de formas normales

para el control de multiplicidad de ciclos limites.

2.1. Ciclos limites en sistemas de dimensién 2

El estudio de las ecuaciones diferenciales en forma cualitativa comenzé con
Poincaré (Poincaré, 1881). La idea fundamental que introdujo era determinar las
propiedades de la solucién directamente de la ecuacion diferencial sin conocer dicha
solucién. Ademds, estudio la influencia de un pardmetro de la ecuacién diferencial
sobre la naturaleza de las soluciones, llegando a la conclusiéon de que para cier-
tos valores existe una bifurcacion en las formas de los equilibrios y las soluciones.
De esa forma comenzé la biisqueda de condiciones de existencia y el andlisis de
los ciclos limites en la teorfa de sistemas dindmicos y los primeros conceptos de

Teorfa de Bifurcaciones. En 1900, David Hilbert present6 una lista de 23 problemas
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en el Congreso Internacional de Mateméticos en Paris, (Hilbert, 1902). Muchos de
los problemas han sido parcial o completamente resueltos. Sin embargo, la segunda
parte del problema N° 16, acerca del méximo nimero de ciclos limites que un sistema
polinémico puede tener, permanece atin sin resolver. De los resultados obtenidos en
las primeras décadas del siglo XX, cabe destacar:(Dulac, 1923); (Van der Pol, 1926);
y (Liénard, 1928), entre muchos otros. El trabajo de Dulac, que trata sobre la can-
tidad finita de ciclos limites en un dado sistema polinomial. Van der Pol probé la
existencia de ciclos limites usando métodos gréaficos y Liénard estudié osciladores
no lineales. Una versién moderna de este problema fue reformulada por S. Smale, y

elegida como uno de los 18 desafios mateméticos para el siglo XXI, (Smale, 1998).

2.1.1. Ciclos limites y el problema N° 16 de Hilbert

La segunda parte del problema nimero 16 de Hilbert, trata sobre la existencia,
cantidad y distribucién de ciclos limites de un sistema de ecuaciones diferenciales

polinomiales. Considerando la siguiente ecuacién diferencial en R? :
T = Pn (ZIZ‘, y)’

y = Qn(l'7 y)>

donde P, y @,, son polinomios de grado n, ;existe una cota K sobre el niimero de ci-
clos limites que todo sistema puede tener, de la forma K = H(n) < n? donde ¢ es una
constante universal? Como se mencioné anteriormente, este es uno de los problemas
més dificiles de resolver, planteado por Hilbert al comienzo del siglo pasado y uno
de los desafios para el presente siglo, (Giné, 2007); (Li, 2003); (Yu y Corless, 2009).
Si bien Dulac establecié que un sistema polinémico dado no puede tener una can-
tidad infinita de ciclos limites, esto no implica que el nmimero de Hilbert, H(n),
sea finito. Si el problema se restringe a la vecindad de un punto de equilibrio, es
equivalente a estudiar bifurcaciones de Hopf (ciclos de pequenia amplitud, locales).

El problema fue atacado de diversas formas, locales y globales. Existen pocos re-
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sultados generales, atin considerando bifurcaciones locales. Para el caso particular
de sistemas cuadraticos, Bautin, probé que el méaximo nidmero de ciclos de pequena
amplitud es 3. Sin embargo, el problema global sigue atin sin resolverse para sistemas
cuadréticos. C. Li mostré que H(2) > 4, es decir pueden existir ciclos generados a
partir de bifurcaciones globales en sistemas cuadraticos (Bautin, 1954); (Li, 1983);
(Chen y Wang, 1979). Para sistemas homogéneos ctibicos (sin términos cuadrati-
cos), Sibirskii establecié que desde el origen no pueden bifurcarse més de 5 ciclos
limites de pequena amplitud (Sibirskii, 1965). En (Calandrini et al., 1999), como se
muestra en este capitulo, utilizando formas normales y programas de continuacién
numérica se encontraron 4 ciclos de pequena amplitud en torno al origen del sistema
de Sibirskii. Recientemante en (Zoladek, 1995) y (Yu y Han, 2005) se encontraron
ejemplos con 11 y 12 ciclos de pequena amplitud en total, algunos alrededor al ori-
gen y otros rodeando otros puntos de equilibrio, pero no probaron que sea el méxi-
mo, H(3) > 12. Cabe destacar la importancia de la computacién simbdlica para
tratar estas técnicas analiticas y obtener formas normales de ciclos y, a partir de
alli, realizar perturbaciones y verificaciones con programas de matematica numérica.
Es imprescindible hacer esto de la forma computacional mas eficiente posible, por
tiempo, memoria y extensién de los polinomios involucrados. Quien haya trabajado
con esta temadtica, valora enormemente todo el trabajo realizado y los resultados
obtenidos en las primeras décadas del siglo pasado contando tnicamente con los

recursos disponibles en ese momento.

2.1.2. Sistemas en el plano

El plano de fase permite visualizar muy bien comportamientos de sistemas auto-

nomos de segundo orden. Por ejemplo en el sistema representado por ecuaciones de
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estado:

o1 = fi(wr,29) (2.1)
Ty = folw1,72)

el vector = (z1, z5) representa un punto del plano de fase y & = (fi(z), f2(z)) es
el vector velocidad, y supongamos que sea lo suficientemente suave, f; y fo diferen-
ciables. Siguiendo el flujo de este campo vectorial se grafican las trayectorias para
distintas condiciones iniciales y esto constituye lo que denominamos plano de fase.
En sistemas no lineales no se espera encontrar las trayectorias analiticamente, sino
tratar de determinar la forma cualitativa de las soluciones. Es de especial interés
el grafico que describen estas trayectorias en cercanias de los puntos de equilibrio
x = x* = (x7,x3) y estdn vinculados a la matriz jacobiana del sistema evaluada en

dichos puntos:

ok 9h
8x1 6:(:2
J =
oh of
0xry Oxs T1=1]

To=T3

Esta matriz proviene de la aproximacion del sistema (2.1) por serie de Taylor en un
entorno del punto de equilibrio: 2 = Jz, donde la nueva variable z es una traslacién
para centrarse sobre el punto de equilibrio z = x — z*. En el sistema lineal obtenido
por la aproximacién, los autovalores de J son los que indican el comportamiento
en un entorno del origen. Si A\; y Ay son los autovalores de J pueden ocurrir cinco
casos, cada uno le da un nombre especial al punto de equilibrio como se detalla a

continuacion:
= Nodo: cuando \; y Ay son ambos reales y tienen el mismo signo.
» Silla: cuando A\; y Ay son ambos reales y tienen el signo opuesto.

m Foco: cuando A\ y Ay son complejos conjugados con parte real no nula.
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» (Centro: cuando A\; y Ay son complejos conjugados con parte real nula.

= Nodo degenerado: cuando alguno de los autovalores es nulo.

Desde el punto de vista de estabilidad, los primeros tres casos estdn bien definidos,
y se denominan puntos de equilibrio hiperbdlicos, es decir cuando Re(\) # 0 para
ambos autovalores. El nombre “hiperbdlico” no es muy afortunado porque se lo con-
funde con el punto silla (pues las trayectorias son hipérbolas), pero se ha constituido
en una denominacién estdndar. Lo importante de estos puntos es que su estabili-
dad no se ve afectada por la perturbacién que se genera al incorporar los térmi-
nos no lineales. El teorema de Hartman - Grobman (Guckenheimer y Holmes, 1983)
establece que un entorno de un punto hiperbdlico en el plano de fase es topoldgi-
camente equivalente al plano de fase de su linealizacién. En cambio, si alguno de
los autovalores satisface Re(\) = 0 la estructura del plano de fase y principalmente
la estabilidad puede afectarse por la incorporacién de los términos no lineales. Por
ejemplo, si el sistema es lineal y el origen es un centro, las trayectorias forman un
conjunto continuo de curvas cerradas (elipses); sin embargo, si el sistema es no lineal
podrian darse varias situaciones como, por ejemplo, las trayectorias pueden resultar
espirales atractivas o también repulsivas, cambiando totalmente la estabilidad del

punto de equilibrio.

Ciclos limites

De acuerdo a la definicién del capitulo anterior un ciclo limite es un conjunto
limite y ademds en un sistema de dimensién 2 es una trayectoria cerrada aislada.
Aislada significa que las trayectorias préximas no son cerradas, pues el ciclo es un
conjunto limite de alguna trayectoria, por lo tanto éstas deberfan ser espirales que
parten o se acercan al ciclo limite. Si las trayectorias cercanas se aproximan al ciclo
se dice que el ciclo limite es estable o atractivo. En caso contrario el ciclo es inestable,
existiendo un tercer caso excepcional que se dice semi estable, y es cuando existen

tanto trayectorias que se acercan y que se alejan del mismo. Los ciclos limites son
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fenémenos dindmicos inherentes a las no linealidades. Un sistema lineal puede tener
6rbitas cerradas, pero ellas no son aisladas (como por ejemplo en cercanias de un
centro). En las siguientes secciones se presentaran técnicas que prueban la existencia

o no de drbitas cerradas.

Teoria de indices La presencia de trayectorias cerradas estd intimamente rela-
cionada con la teoria de indices. El indice de una curva cerrada C' es un nimero
entero que mide la cantidad de veces que rota el campo vectorial f(z) = (f1, f2)

sobre la curva C'. Formalmente se tiene la siguiente definicién:

Definicién 19 Sea f(z) un campo vectorial en R?; sea 2 un conjunto abierto, sim-
plemente conexo de R?, que contiene solo equilibrios aislados de f; sea C' una curva
cerrada simple en €2, orientada positiva, que no pasa por ningin equilibrio de f; y
sea 0¢(x) la direcccion del campo vectorial f en x. Entonces el indice de la curva C

con respecto al campo [ es la integral:

1

Se puede mostrar que el indice es independiente de la forma de C| y estd determi-
nado tinicamente por el cardcter del punto de equilibrio que encierra. Si C' encicla un
punto de equilibrio aislado xz*, entonces el indice de C' es el indice del punto de equi-
librio z*, como muestra la siguiente proposicién que puede ser examinada por simple

inspeccién o también en forma analitica como se propone en (Andronov et al., 1966)
Proposicion 1 En un sistema dindmico de dimension 2 se tiene que:

1. El indice de un nodo, un foco o un centro es +1.

2. El indice de una silla es —1.

3. El indice de una drbita cerrada es +1.

4. El indice de una curva cerrada que no contiene puntos de equilibrios es 0.
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5. El indice de una curva cerrada es igual a la suma de los indices de los puntos

de equilibrios contenidos dentro de ella.

De esta proposicién se desprenden condiciones necesarias para la existencia de
orbitas cerradas en sistemas de segundo orden, como por ejemplo que un ciclo limite
debe siempre encerrar al menos a un punto de equilibrio. Si encierra un tnico punto
de equilibrio, éste no puede ser un punto silla, y si todos los puntos encerrados son
hiperbdlicos, debe ser un niimero impar 2n 4 1, donde n son puntos sillas y n + 1
nodos, focos o centros. Estas condiciones nos dan muy poca informacién para saber
si existe una orbita cerrada, sélo son condiciones necesarias, en cambio es muy titil
para determinar regiones donde no pueden existir ciclos.

Un par de condiciones suficientes, muy similares, para asegurar la no existencia de
ciclos limites estdn dadas por los dos teoremas siguientes, cuya demostracién se basa
en la aplicacion del teorema de Green sobre una posible érbita cerrada contenida en

una regién dada €

Teorema 6 (Bendizon). En el sistema no lineal (2.1) no pueden existir drbitas
cerradas en una region simplemente conexa § del plano, en la cual V- f = 0f1/0x1+

Ofs/0xy tiene un unico signo.

Teorema 7 (Criterio de Dulac). En el sistema no lineal (2.1) no pueden existir
drbitas cerradas en una region simplemente conexa ) del plano, si existe una funcion
escalar real g(x1,x2), continuamente diferenciable, tal que V - (g f) tiene un tnico

signo en §2.

Un tercer teorema relacionado con la existencia de ciclos es el que se establece al
considerar un conjunto acotado invariante en el plano. Toda solucién que comience
alli sera acotada y por lo tanto por el Lema (1) su conjunto limite es no vacio, y por
el teorema de unicidad de las soluciones, las trayectorias no se pueden cortar y al
estar contenidas en un plano, el conjunto limite puede estar formado iinicamente por

soluciones periddicas o puntos de equilibrio como lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 8 (Poincaré-Bendizson). Si una trayectoria de un sistema de segundo or-
den permanece en una region acotada §), entonces una de las siguientes proposiciones
se cumple:

a) la trayectoria tiende hacia un punto de equilibrio;

b) la trayectoria tiende asintdticamente a un ciclo limite estable;

¢) la trayectoria es un ciclo limite.

Por lo tanto si en un conjunto invariante, acotado, no existen puntos de equilibrio,
debe contener al menos un ciclo limite.

Otra forma de predecir la existencia de ciclos limites es detectando centros en el
sistema linealizado. Una pequena variacién de algiin pardmetro del sistema puede
dar lugar a la aparicién de un ciclo limite. Esto se conoce como bifurcacion de Hopf

y se describe en la siguiente seccién.

¢ Por qué se ha de temer a los cambios?
Toda la vida es un cambio.
¢ Por qué hemos de temerle?

(George Herbert)

2.1.3. Bifurcacién de Hopf

Una bifurcacién, como se mencion6 anteriormente, en el capitulo 1, y en secciones
previas, es un cambio cualitativo de las soluciones ante la variaciéon de un parametro.
El caso que estudiaremos (Hopf) ocurre cuando cambia la estabilidad un foco jun-
to con el nacimiento de un ciclo limite. Este fenémeno se conoce como bifurcacién
de Andronov-Hopf, que frecuentemente se le llama bifurcacién de Hopf por su tra-
bajo en 1942 que luego se publicé en ingles (Hopf, 1976). El teorema fue probado
originalmente en R? (Andronov y Chaikin, 1949) aunque ya habfa sido sugerido por
(Poincaré, 1892). Una de las versiones del teorema de Hopf generalizada para R" es

la siguiente:
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Teorema 9 Teorema de bifurcacion de Hopf. Supongamos que el sistema

&= f(z;p),

donde v € R",y u € R es un pardmetro escalar, f es analitica, tiene un punto de
equilibrio en xo(ug), f(zo; py) = 0. Sea J la matriz jacobiana J(u) = D, f(zo; p).
Para p = py, J tiene un par de autovalores imaginarios puros Nug) = +j5,

B # 0, y se verifican las siguientes hipdtesis:

1. No existen otros autovalores con parte real nula.
2. Re(O\/0p),, # 0 (condicion de transversalidad).

3. El primer coeficiente de Hopf, o1(uy) # 0, (a continuacion se verd como cal-

cularlo en R? y luego con formas normales)

Entonces existe una solucion no constante periddica para valores pequenos de

e € R, de periodo T(e) y radio \/|u(e) — py|, donde p(e) y T'(€) son funciones
escalares analiticas, con p(0) = py y T(0) = 27/f5.

Este teorema ha sido probado en (Guckenheimer y Holmes, 1983) por la apli-
cacion de la variedad centro.

Otra forma es utilizando balance arménico (Allwrigth, 1977; Mees y Chua, 1979),
y balance de alto orden (Mees, 1981) y continuado luego en (Moiola y Chen, 1996).
En el teorema de Hopf hay dos condiciones importantes que se deben verificar; una
corresponde a los términos lineales y estd dada por la condicién de transversalidad, o
el cruce con velocidad no nula de un par de autovalores por el eje imaginario cuando
se varfa un parametro del sistema. La otra corresponde a los términos no lineales
que determinan el coeficiente de Hopf y también la estabilidad del ciclo limite. En

un sistema de dimensién 2 de la forma
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con f(0) =g(0) =0y Df(0) = Dg(0) = 0, el coeficiente oy (1) se calcula asi:

1 1
o1(p) = 16 [frzat feyy+ GoaytGyyy] +16_w [fay(feetfuy) = 9uy(Goatyy) = freGuet Fuy Guy),

donde f,, = 82—;1 £(0,0) ¥ Gowy = a%y 9(0,0). Si alguna de esas dos condiciones no

se satisface da lugar a bifurcaciones degeneradas de Hopf.

Ejemplo 8 El sistema de segundo orden:
T—2pui+ it +2=0

donde p es un pequeno parametro escalar, se conoce en teorfa del sonido como la
ecuacion de Rayleigh. Este sistema puede escribirse en la forma de ecuaciones de

estado como (eligiendo =1 = x, xo = ©):
'Z'UI = T,
. o - 2 o 3
Ty = T+ 21x0 Tq.

El punto de equilibrio en el origen tiene una matriz de linealizaciéon con autovalores
AMp) = —p £ jy/1 — p2. Las condiciones del teorema de Hopf se verifican para
tig = 0, pues Re(ON/0p),, = =1 # 0y o1(pg) = —2 # 0. Por lo tanto existen ciclos

limites.

Ejemplo 9 Existen sistemas fisicos donde oscilaciones de gran amplitud tienen
amortiguamiento, mientras que las oscilaciones de pequena amplitud tienen “amor-

tiguamiento negativo”. Es de esperar que un sistema de este tipo tenga un ciclo



50 CAPITULO 2. FORMAS NORMALES Y CICLOS LIMITES

limite. Una ecuacién diferencial que describe estas vibraciones es la ecuacion de van

der Pol

J—n(l—y*)y+y=0.

Para 1 = 0 queda §j +y = 0, la ecuacién de un oscilador arménico (lineal). Si p > 0,
el término de amortiguamiento tiene el coeficiente —u(1 — y?), que es negativo para
oscilaciones pequenas, y? < 1; y es positivo si y> > 1. En ecuaciones de estado, si

xr1 =1y, To = 1, el sistema puede representarse como:

.fl = T2 (22)
fy = —x1+p(l—2])2,,
con un par de autovalores A(u) = 5+ j—”12_“2 en el origen. Se ve claramente que para

valores pequenos de p, un par de autovalores complejos cruza el eje imaginario en el
valor critico 4y = 0. Sin embargo el coeficiente oy (1) = —&, por lo tanto o1(0) = 0
y no se satisfacen todas las hipétesis del teorema de bifurcaciéon de Hopf. Resultados
de simulacién comprueban la existencia de un ciclo limite estable para pequenos
valores positivos de i, de una amplitud constante y aproximadamente igual a 2 (no
decrece a cero cuando el pardmetro se acerca a su valor critico como ocurre en una
bifurcacién de Hopf). Para p < 0 el ciclo es inestable y su amplitud se mantiene. En
el valor critico se tiene una bifurcacién pero no es la bifurcaciéon de Hopf. La ecuacion
de van der Pol describe el comportamiento de circuitos electrénicos no lineales como
los que fueron usados en los primeros aparatos de radio con las valvulas o tubos
de vacfo, y también luego en circuitos de osciladores con transistores unijuntura
(UJT). Los tubos y este tipo de transistores actian como una resistencia “negativa”
cuando la corriente es baja. Este tipo de comportamiento se conoce como oscilador

de relajacion.
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De este ultimo ejemplo se ve la importancia del cdlculo del primer coeficiente de
Hopf para poder asegurar la presencia de una bifurcacién de Hopf. No sélo hay que
verificar la condicién de transversalidad. Cuando el coeficiente es nulo es necesario
realizar mejores aproximaciones y calcular coeficientes de 6rdenes superiores. Sin
embargo en este caso del oscilador de van der Pol, segiin los resultados de simulacién,
no corresponde a la aparicién de ciclos limites de pequena amplitud como ocurre en

una bifurcacién de Hopf.

Ejemplo 10 Consideremos el siguiente sistema
& = pxy+xe —ow (2 + 23) (2.3)
By = —x1+ pe — o xa(2F +13).

Los autovalores de su matriz jacobiana son A(11) = pu=j. Por lo tanto para u = py =0
tiene un par de autovalores imaginarios puros y Re(OA/0pu),, =1 # 0,y o1 (1) = 0.
Por el teorema de Hopf, si o # 0 para valores de i cercanos a cero existe una solucién

periédica. En coordenadas polares este sistema queda descripto por las ecuaciones

Po= r(p—or?)

Como en la ecuacién correspondiente al radio, 77 = p(r) no interviene la variable an-
gular ¢, resulta un sistema escalar muy sencillo de analizar. Se observa una rotacién
constante, y si ademads r se mantiene constante se tienen érbitas circulares periédicas.
Los puntos de equilibrio de este sistema se determinan con las raices del polinomio
p. Una es la trivial r = 0 correspondiente al punto de equilibrio. Sélo son de interés
las raices reales positivas, pues siempre r > 0. Por lo tanto existird otro equilibrio

cuando p/o > 0y corresponde a un ciclo de amplitud \/u/o y periodo T' = 27. El
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n<0 p>0

n>0
Amplitud Amplitud
H H>
>0 <0
Supercritica Subcritica

Figura 2.1: Diagramas locales de la bifurcacién de Hopf.

signo del coeficiente o establece para qué valores de p existen ciclos y la estabilidad
estd dada por el signo de la derivada % calculada en la raiz de p o amplitud del
ciclo (signo del autovalor del sistema escalar). Si o > 0, existen ciclos para p > 0,
y son estables pues % = —2u < 0. En cambio para o < 0 se tiene la presencia de
ciclos inestables cuando p < 0. En el primer caso se dice que ocurre una bifurcacion
de Hopf supercritica y en el segundo subcritica, considerando la existencia de ciclos

con respecto al valor critico del pardmetro de bifurcacion.

Curva de continuacién. Para resumir los efectos que suceden cuando se pre-
senta una bifurcacién, se utilizan los diagramas de bifurcacién o curvas de continua-
cién, donde el pardmetro juega el rol de variable independiente, y como ordenada
se tiene una variable de estado o en el caso de los ciclos una cierta medida de la
amplitud (puede ser el valor maximo o minimo de alguna de las variables). Exis-
ten progamas basados en métodos nimericos que detectan bifurcaciones y ayudan
a construir estos diagramas, como por ejemplo el programa LBLC de la libreria
LOCBIF (Khibnik, 1993) o AUTO (Doedel, 2007).

En la Fig. 2.1 se observa la curva de continuacién del ejemplo anterior y cémo

al variar el pardmetro p varfa la amplitud del ciclo. Ademads se incluye el punto de
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equilibrio del origen que puede considerase como un ciclo limite de amplitud nula.

Forma normal de ciclos limites En el ejemplo (10), el sistema tiene una
estructura particular pues visto a través de coordenadas polares, es muy sencillo de
analizar. El coeficiente de Hopf se obtiene por inspeccién directa de los coeficientes
del polinomio. El objetivo de la técnica que se describird en la préxima seccién es
encontrar una transformacioén de coordenadas que simplifique la expresién analitica.
Este sistema simplificado y expresado en nuevas coordenadas es lo que se denomina
forma normal. Esta técnica permite descartar los términos de alto orden del desarro-
llo en series de Taylor. Cuando el procedimiento se aplica a un punto hiperbdlico se
obtiene la parte formal del teorema de linealizacién de Hartman. Cuando el punto
de equilibrio no es hiperbdlico hay términos que no pueden ser removidos por un
cambio de coordenadas, estos términos se denominan resonantes. En otras palabras,
la forma normal tendrd una parte lineal y otra con los términos esenciales resonantes.

Una manera de arribar a la forma normal que caracteriza la dindmica de los ci-
clos limites es detectando puntos de equilibrio con autovalores imaginarios puros en
la matriz jacobiana del sistema y estudiando los ciclos limites que emergen de dichos
puntos cuando se produce una bifurcacién de Hopf. El planteo se puede realizar con
distintas técnicas, entre ellas utilizando una perturbacién sobre un sistema lineal
con un centro en el origen. Generalmente el andlisis con métodos de perturbacién
comienza con un sistema cuya solucién se conoce completamente y se estudian pe-
quenas perturbaciones del sistema. Una primera aproximacién de la solucién puede

realizarse con una serie de potencias de un pardmetro &
w(t,e) = xo(t) + exy(t) + o (t) + -

donde las funciones x;(t) son funciones desconocidas a determinar por las ecuaciones
que gobiernan la dindmica y las condiciones iniciales. Para ¢ = 0, se puede considerar
que es el valor critico, que en el caso de Hopf corresponde a un sistema lineal con un

centro en el origen, y considerar perturbaciones no lineales, para pequenos valores
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de . La esperanza es que la informacién importante esté en los primeros términos,
de ser posible en los dos primeros, y que los términos de alto orden sélo agreguen
pequenas correcciones. Esta técnica se conoce como teorfa de perturbaciones regu-
lares. Una de las formas utilizadas para resolver el método de perturbaciones es
el de muiltiples escalas de tiempo (Strogatz, 1994; Yu, 1998), donde se consideran
nuevas variables T}, = £*t, v se las trata como si fueran independientes en las fun-
ciones x;(t) = z;(1o, 11, ..., Ty). Con muiltiples escalas de tiempo se obtienen mejores
aproximaciones, ya que se tienen en cuenta variaciones méds lentas comparadas con

el periodo del ciclo.

Otra técnica es la de promediacion. En este método se considera que la solucién
puede ser aproximada y se trata que el error se anule en promedio o al menos se haga
muy pequeno. La aproximacion suele ser con series de potencias o balance armoénico

(Guckenheimer y Holmes, 1983; Strogatz, 1994).

En (Huseyin, 2002) se demuestra que las ecuaciones simplificadas obtenidas con
las técnicas de muiltiples escalas de tiempo y promediacién son idénticas y equiva-
lentes a las halladas con el método de las formas normales. Hay que notar aqui que
la forma normal de un sistema no es tnica, sobre todo en los términos de alto orden;
sin embargo, siempre es posible encontrar una transformacion similar a la identidad

tal que los resultados se expresen en idéntica forma.

Como los campos vectoriales perturbados y no perturbados permanecen proxi-
mos, uno espera que las soluciones también lo sean, pero como ya hemos visto este no
es el caso general, como sucede cuando el sistema no perturbado es estructuralmente
inestable. Pequenas perturbaciones pueden causar cambios cualitativos importantes
en la estructura de las soluciones. En cambio se puede encontrar que las soluciones
perturbadas y las no perturbadas permanecen préximas en intervalos finitos de tiem-
po. Estos métodos mencionados son de cardcter local, ya que las aproximaciones son
védlidas en un entorno del punto de equilibrio y para valores cercanos al pardmetro

critico.
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2.1.4. Forma normal en sistemas de dimensién 2

En esta seccion se estudia la aparicién de ciclos limites de pequena amplitud,

por medio de formas normales, en sistemas del tipo

i = f(z;p),

donde x € R%, y u € R es un pardmetro escalar. El método estd basado en la
demostracién del teorema de Hopf realizada en (Guckenheimer y Holmes, 1983) y
consiste en encontrar un sistema de coordenadas en el cual las ecuaciones que des-
criben la dindmica sean simples y mas faciles de analizar. Por ejemplo, el compor-
tamiento dindmico puede ser analizado en forma adecuada en coordenadas polares,
donde la condicién, 7(t) = 0, sgn(é(t)) = cte. ¥t y r(0) # 0, claramente indica la
presencia de una 6rbita cerrada y si ademds es atractiva y/o repulsiva, corresponde
a un ciclo limite. Este método es local en el sentido que la transformacién de coorde-
nadas se define sélo en un entorno del punto de equilibrio. Una condicién necesaria
para que esta transformacion sea inyectiva, y las soluciones de ambos sistemas se
correspondan uno a uno, es que el Jacobiano de la transformacién sea no nulo. Esta

condicién se utilizard para restringir la region de andlisis donde se pueden detectar

los ciclos limites.

Se considera sin pérdida de generalidad, que el punto de equilibrio es z = (0, 0),
y ademas que f(0; ) = 0 para pequenos valores de ||p|, y tal que D, f(0, ) tiene
dos autovalores imaginarios puros A\(u) = a(p) £ jw(p) y A(0) = +jw(0). Entonces

es posible encontrar una transformacién lineal en la cual

Dopog = | BEAW —ImAG ) [ aG) —w)
) ImA(y)  ReA(p) wp) ap)

y el sistema queda expresado por
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& o —w T fi(z, y; p
- N 1 )
Y w oo y fo(z,y; 1)

donde fi(.,.;.) vy f2(.,.;) son términos de orden igual o mayor que 2 en la expansién

en series de Taylor.

Los célculos para llevar al sistema a la forma normal pueden realizarse utilizando

transformaciones similares a la identidad
r = u+ Py(u,v)

y = v+ Qn(u,v)

donde P, y @, son polinomios de grado n, en los cuales todos sus términos son
de grado superior o igual a 2. Los coeficientes de estos polinomios se eligen de tal
manera de obtener una aproximacién de orden n de las ecuaciones del sistema con

una cierta estructura, por ejemplo para n = 3:
i = au—wv+ ou(u?+0?) — g +v?)
v o= wutav+ puu® +v?) + owu® +v?).

En coordenadas polares el sistema anterior tiene la siguiente forma normal polar:

Fo= oar+ o’

Q'b = W+9017"2-

Se observa que en ambas ecuaciones no tiene influencia directa la variable ¢ y,
ademds, el polinomio correspondiente a 7 es impar y el de ¢ es par. El coeficiente
o1 es el primer coeficiente de Hopf o primer coeficiente de estabilidad de Lyapunov.

Este coeficiente, si no es nulo, determina para qué valores del pardmetro se generan
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soluciones periodicas, y en el caso que las hubiese, la estabilidad y la amplitud de
los ciclos limites.

Los célculos para llevar al sistema a la forma normal son més faciles o mas
compactos si se utilizan coordenadas complejas y se consideran luego médulo y
argumento. Definimos: z = x + jy,zZ = © — jy, y entonces x = (2 + 2)/2, y =

(z — 2)/2j. Por lo tanto el sistema resulta

N

donde

Fi(z,zp) = fi(z(2,2),y(2,2); 1) + J fo(2(2, 2), y(2, 2); 1)
Fy(z,z1) = fi(z(2, 2),y(2, 2); 1) — J fa(2(2, 2), y(2, 2); ).

Para analizar el comportamiento del sistema, sélo es necesario estudiar la primera

componente
z=Az+ Fi(z,z;p),

ya que la segunda componente es su conjugada. En funcién de esta representacion,

es sencillo encontrar la variaciéon del radio vector en coordenadas polares:

7“7.* = Re(z2), 2.0
r?¢ = Im(z2),

donde r = |z|, ¢ = arg z. El objetivo es encontrar una transformacién de coorde-

nadas, tal que la expresién de la variacién del radio tenga la siguiente forma normal
i =r(a+ o + ot +or® + -+ O0(r™)), (2.5)

donde O(r™) es un infinitésimo de orden m cuando r — 0, y 0; son los coeficientes de

estabilidad de la forma normal. Las raices no nulas de esta ecuacién corresponden a
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ciclos limites donde q§ >06 ¢ < 0. En las nuevas coordenadas, los ciclos son circulos

puesto que 7 = 0 implica que r es una constante.

Logicamente el cdlculo de aproximaciones de alto orden involucra complejidades
algebraicas importantes que hacen muy dificil su resolucién analitica excepto en unos
pocos casos muy especiales. Sin embargo, con la ventaja del uso de programas de
matematica simbdlica los cédlculos se pueden organizar y simplificar, obteniéndose

formas normales simples y con procedimientos sistematicos.

Se consideran sistemas donde Fj(z,Zz;p) es un polinomio en z y en Z, cuyos
coeficientes son funciones del vector de pardmetros p. Si éste no es el caso, se puede
expandir Fj en series de Taylor y obtener un polinomio de grado N que sea una
buena aproximacién cerca del origen. Se asume entonces que F) tiene la siguiente

estructura:

2.1.5. Dos alternativas aproximadas de obtener la forma

normal

De acuerdo a (2.4), para asegurar que la dependencia de ¢ sea despreciable en la
ecuacion de la variacién del médulo (2.5), es necesario cancelar la parte real de todos
los términos en el producto Z # que contengan los monomios 2" z" = r et (n=m)
con m # n. Si n = m, entonces z"2" = r*". Esto sugiere dos posibilidades: a) elimi-
nar los términos indeseados; b) cancelar la parte real de los monomios indeseados,
pues la parte imaginaria no interviene en (2.5). Esto es posible utilizando una trans-
formacién similar a la identidad, z = Z + h(Z, Z), donde h es un polinomio en las
variables Z, Z, del mismo grado que los monomios que se quieren cancelar. Por lo

tanto,

: oh\ . Oh 3
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y su conjugada
. Oh, oh\ =
2—3—2“(1*3—2)2’

y entonces despejando

2=(:(1+33)-*5) =

donde A es el Jacobiano de la transformacion,
oh oh Oh Oh
A=1+=)14+=—=) - —=—=—.
0z 0z 0707
Esta iltima expresion es real, porque todos los términos son productos de expre-
siones conjugadas. En Z = 0, A = 1, la transformacion estd bien definida, y es una
biyeccién.
La diferencia principal entre ambos métodos radica en que en uno de ellos se

1

aproxim6 —, y en el otro se trabajé directamente con la expresién del producto

AZ.

Meétodo 1

Una manera de obtener la forma normal es tener en cuenta la dindmica del

sistema en la nueva variable Z

Oh. . 0h\ 1
N

7 = (z(1+a—Z)—za—Z

Como la transformacién similar a la identidad es vdlida en un entorno al origen, A~*

puede ser aproximado por:

1 1

oz YA 07 07
~ _(Oh  Oh 0hOh OhOh
B 0Z 07 0Z0Z 0Z07)°
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Noétese que la aproximacion de Z es un polinomio, cuyos coeficientes pueden ser
ajustados por una eleccién apropiada de los coeficientes de h. De esta forma es

posible eliminar todos los monomios en Z, excepto aquellos de la forma de 2" 2"

Z:)\Z+(01+ig01)Z2Z+"'+O(\Z|mH).

Si el grado del polinomio h es m, pueden ajustarse los coeficientes de Z hasta
el grado m. La forma normal, en la variable compleja 7, truncada para m = 5

(despreciando los términos de alto orden) es:
Z=NZ+ (01 +i9p) 227 + (03 + 19,2322,

Esto puede ser escrito en forma polar como

r=ar+or3+oyr’,

¢=wr+p r?+ @1t

siendo ahora r = |Z|, ¢ = arg Z.

Método 11

En este método se considera el polinomio del producto A Z, en lugar de la
expresion de Z, ya que en coordenadas polares, como A # 0 e Im A = 0, es real, se

tiene:

Ari=NARe(ZZ)=Re(ZAZ),
Ar2p=Tm(ZAZ).

La parte real de los monomios no deseados de Z A Z puede ser cancelada si los
coeficientes de A Z satisfacen a;; = —jt1,-1,V4 > 0,7 #1—1,y ap,;= 0. Si los

coeficientes de la transformacion se eligen apropiadamente, todo coeficiente de A Z
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hasta el grado de h puede modificarse. Por ejemplo, si:
NZ = aZ’+B72°Z—a 722?
INZ = aZZP+B3\2) —a 2273

entonces Re(ZA Z) = Re(B) |Z|* = Re(B) rt, pues Re(a ZZ% —a Z Z3) = 0, es

decir
Ari = Re(B) r.

Es claro que los ciclos limites estdn asociados con las raices reales positivas de r, o
equivalentemente con las raices de Re(ZA Z). Por lo tanto es necesario estudiar las

raices de la expresic’)n
2 4 6 O m
« 011 021 031 e (7 )a

donde los coeficientes dependen de los pardmetros del sistema, como asi también de
la transformacion. Considerando una aproximacion local, los términos de alto orden

pueden ser ignorados, obteniéndose un polinomio en 7:
p(r) =a+o1r? + ot + o3r® + -+ o, (2.6)

Las raices reales positivas 7} de este polinomio, para las cuales ¢ no cambia de signo
y el Jacobiano de la transformacién no se anula para todo r < max (r}), son una

buena aproximacién de los ciclos limites que contienen al punto de equilibrio.

Anadlisis de los ciclos limites Como se mencioné anteriormente el anédlisis
de ciclos limites a través de la forma normal se realiza observando el polinomio de
la forma normal (2.6). Las raices reales positivas de este polinomio son puntos de
equilibrio del sistema 7 = p(r) e implican que la solucién tiene amplitud constante.

Si ¢ se mantiene también constante o al menos no cambia de signo permitiendo que
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.,
.,
.

\ A
A

(a) (b)

Figura 2.2: Curvas de continuacién de ciclos. En la curva (a) hay dos folds, indicados
con puntos negros, y dos puntos de inflexién, indicados con puntos blancos. La curva (b)

corresponde a un foco débil.

g'b > wp > 0, la solucion resulta ser una rotacién de amplitud constante, por lo tanto
es una trayectoria cerrada. Como el sistema es auténomo (invariante en el tiempo)
la solucién también es periédica. Del andlisis en el entorno de esta trayectoria surge
la estabilidad de este conjunto invariante y es un conjunto limite al que llamamos
ciclo limite. La estabilidad en el sistema escalar, 7 = p(r), es facilmente deducida
por su linealizacion es decir por el signo de p'(r) sobre la amplitud de equilibrio 7*.

La gréfica de la funcién 7*(u), expresada implicitamente por la ecuacién p(r*) =
0, muestra la curva de continuacién de un ciclo limite emergente del punto de equi-
librio. Cuando se obtiene més de una raiz real positiva, se tiene la presencia de ciclos
anidados, cuya estabilidad varfa en forma alternante consecutivamente, debido a la
continuidad de los polinomios. Si bien el signo de p/(r) establece la estabilidad, se
debe estudiar qué ocurre cuando se anula. Dos situaciones pueden presentarse (Fig.
2.2a): a) que sea un valor critico del pardmetro y, el cual es un valor extremo (maxi-
mo o minimo) de la curva de continuacién; b) que sea un punto de inflexién. En el
primer caso la estabilidad no queda bien definida y resulta un ciclo semiestable (de
un lado atractivo y del otro repulsivo). Este es producto de la colisién de dos ciclos,
uno estable y el otro inestable; variando levemente el pardmetro desde este valor
critico y en sentido adecuado, desaparecen ambos ciclos. Este fenémeno de bifur-
cacion se conoce como fold. La segunda situacién es un punto de inflexién en la curva

de continuacién y no se presenta cambio en la estabilidad del ciclo. Este andlisis se
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realiza estudiando el orden de la primera derivada no nula del polinomio de Taylor
p(r). En otras palabras si m es la multiplicidad de la raiz r* de p(r), corresponde a
un fold cuando m es un mimero par y el ciclo es semiestable. Si la multiplicidad de

la raiz es impar la estabilidad del ciclo est4 dada por el signo de la derivada p™ (r*).

Otra observaciéon importante es que el signo del primer coeficiente de Hopf siem-
pre establece la estabilidad del ciclo de amplitud més pequena, puesto que es quien
domina en un entorno del punto de equilibrio donde ocurre la bifurcacién de Hopf.
Si este coeficiente es nulo se tiene la presencia de una bifurcacién degenerada de
Hopf, y se dice que el punto de equilibrio es un foco débil (Fig. 2.2b). La estabilidad
del ciclo emergente de un foco débil estd dada por lo tanto por el signo del primer
coeficiente no nulo; si éste es o5, # 0, entonces a la bifurcaciéon degenerada de Hopf
se la suele notar con Hjy donde el segundo subindice estd relacionado con la falla
de la condicién de transversalidad del teorema de Hopf, que en esta tesis no se con-
siderard y por lo tanto serd siempre 0. En un foco débil la curva de continuacién
es localmente una pardbola de orden mayor a dos, obteniéndose una variacién mas

abrupta de la amplitud con respecto al parametro.

Ejemplo 11 El sistema de Sibirskii. En este ejemplo se muestra la aplicaciéon
de los resultados tedricos previos a un sistema de dimensién 2 con polinomios ciibi-
cos. El ejemplo ha sido discutido primeramente por (Sibirskii, 1965), y luego en

(Blows y Lloyd, 1984), (Lloyd, 1988), y (Lloyd et al., 1988). El sistema considerado
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estd descripto por:
i = My -2+ (a—w—0)23 + Bu—n) iy +
(30 + € — 3w — 2a) 1123 + (v — p) 73
Ty = a1+ Ao+ (u+v) 2 + (3w + 30 + 2a) iz +
(n—3u) z175 + (w—0 —a) a3, (2.7)

donde A juega el rol de pardmetro de bifurcacién principal, v a, w, 0, u, n, £ y v
son todos los pardmetros auxiliares. Por razones histéricas se mantiene la notacion
original para los pardmetros. Se observa que en este caso A no es el autovalor del

sistema, sino sélo su parte real. Esto se ve claramente en la aproximacion lineal
St'l = )\l’l — T
Ty = o1+ T2

que tiene un punto de equilibrio en el origen con autovalores en A + j1. Con una
apropiada variacién de los pardmetros de bifurcacién principal y auxiliares es posible
la creacién de varias soluciones periédicas.

Siguiendo los métodos descriptos anteriormente se obtienen los coeficientes de Hopf.
Se considera sélo el caso de A = 0 para simplificar las expresiones, obteniendo los

coeficientes correspondientes al punto de bifurcacién de Hopf. Usando el primer
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método se calculan:

o1 = %57
oy = 15 (v€—10av),
03 = o (—320any + 64000y — 31042 + 2072 E—

1280a 0 & +3200%¢ —160npmé +320 > € +32nvé—
640 v €+ 22412 € + 6400 2 + 2086 €2 + 12800 a f w—
192afw—19¢&* — 12800 &w — 160 &> w + 896 E w?) |

y con el método II:

=k
02 = %G(Vf— 10av),
03 = 595 (—80anv+1600apy —448a® & —4n* E—

320006 —640°E+32npué — 642 +8nvé—
160 pv €+ 128126 +56a €2+ 16062 + 3200 a6 w+
336alw+3& —32008w — 1367w + 512€ w?) .

Con el segundo método se obtienen las mismas expresiones para o; y 0y, pero una
diferente para o3. Esto no es sorprendente pues las transformaciones son distintas y
la forma normal no es tnica. En (Chow et al., 1994) también se han calculado los
coeficientes con otro método obteniendo expresiones similares salvo una constante
multiplicativa positiva.

Los coeficientes de mayor orden, o4 y 05 pueden verse en el apéndice del capitulo.

La condicién de foco débil (si se anulan los coeficientes de menor orden) lleva a
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Figura 2.3: Continuacién de soluciones periédicas a partir de un foco débil. Caso (a) un

solo ciclo limite. Caso (b) la rama de ciclos tiene hasta dos ciclos limites. Caso (c) la rama

de ciclos tiene hasta tres ciclos limites

expresiones idénticas obtenidas con ambos métodos (I y II) de las formas normales:

01

02

03

04

05

1

557
5
—gau, si & =0,
25
1—6a0w, sié=v=0,
5

aaQQn, siéE=v=w=0,

5 .
_TQQCL29 [4(u2+92)—a2], si¢=v=w=n=0.

Si se desea obtener un foco débil de orden 4 (Hyg) y un ciclo limite estable para

A > 0, se requiere que 01 =0, 09 =0, 03 =0, 04 =0, y 05 > 0 . De las expresiones

de los coeficientes de Hopf se deduce que es posible eligiendo los siguientes valores

de pardmetros: a =1, w=0,0=1, u=1,7=0,& =0, y v = 0. Esto también se

confirma por los resultados obtenidos en la curva de continuacién (Fig. 2.3), en la
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cual una solucién periédica de gran amplitud emerge desde el punto de bifurcaciéon
de Hopf [caso (a) en la Fig. 2.3]. A partir de este punto en el espacio de pardmetros,
con variaciones leves se pueden obtener miiltiples ciclos anidados, como se muestra
también en las curvas de continuacién de la Fig. 2.3. Dos curvas, una con parametros
a=125w=0,0=12,pu=11n=065 =0,y v =0 [caso (b) en la Fig. 2.3];
y la otra a = 1,8, w = —0,009, 6 =15, p=1,7n=1,0,£ =0,y v = 0 [caso (c)
en la Fig. 2.3], que indican la existencia de regiones con dos y tres ciclos limites

respectivamente.

2.2. Multiplicidad de ciclos limites

En esta seccién se presenta una forma de controlar la multiplicidad de los ciclos
limites en sistemas no lineales. El procedimiento estd vinculado directamente con la
aparicion de bifurcaciones degeneradas de Hopf y consiste en una adecuada eleccion
de los pardmetros del sistema para asignar los coeficientes y raices del polinomio de
la forma normal. Se realizan verificaciones con programas de simulacién numérica
y continuacién de soluciones periddicas. El ejemplo analizado es el cldsico modelo
planar ctibico de Sibirskii.

Se mencioné anteriormente que la multiplicidad de oscilaciones aparece en al-
gunos sistemas ingenieriles. Disponer de una formulacién que permita determinar
la cantidad de ciclos lfimites u oscilaciones, y la posibilidad de controlarlos es muy
importante. Ciertos tipos de bifurcaciones de Hopf degeneradas o singulares, me-
diante una adecuada perturbacién de los pardmetros, determinan la generacién de
muiltiples ciclos limites que se desprenden de un foco débil.

En el estudio de este tipo de bifurcaciones, los indices de estabilidad o coeficientes
de Hopf son esenciales puesto que contienen informacién importante acerca de la
estabilidad de las soluciones periédicas y su multiplicidad.

Relacionado con el nimero de ciclos limites emergentes de un foco débil (fens-
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meno local), esté el problema N° 16 de Hilbert, como se mencioné al comienzo del
capftulo, y que atin no ha sido resuelto completamente. La multiplicidad de ciclos
limites en sistemas no lineales es un tépico muy importante a tener en cuenta en el
diseno de sistemas ingenieriles libres de oscilaciones o bien que se permitan oscila-
ciones de pequena amplitud para ciertos regimenes no usuales. Muiltiples oscilaciones
dan la posibilidad que el sistema estando en la regién de atraccion de un ciclo limite
de pequena amplitud pueda alcanzar uno de gran amplitud con una pequena per-

turbacion en los pardmetros.

2.2.1. Control de la multiplicidad de los ciclos limites

El control de las bifurcaciones consiste en el diseno de un dispositivo que modi-
fique el comportamiento dindmico de un sistema no lineal complejo, con efectos
benéficos causados por la aparicién, retardo, o cambio de un cierto tipo de bifur-
cacion. El objetivo incluye demorar la aparicién de oscilaciones y cascadas de bifur-
caciones de doble periodo, controlar la amplitud y frecuencia de los ciclos, estabilizar

trayectorias periddicas y modificar la multiplicidad de soluciones periédicas.

Las expresiones de los coeficientes de Hopf en funcién de los pardmetros se pueden
utilizar para controlar la multiplicidad de los ciclos limites. El procedimiento consiste
en analizar el polinomio de la forma normal, sus rafces y coeficientes. Si se desea sélo
un ciclo, entonces la metodologia de control es elegir una combinacién de pardametros
que lo asegure. Esto significa, por ejemplo, que no debe haber cambio de signo en

los coeficientes de Hopf consecutivos.

Pueden encontrarse distintos diagramas locales de bifurcacién bajo variaciones en
los pardmetros principales y auxiliares de control. Para un sistema no lineal dindmi-
co general, es necesario utilizar computadoras para calcular los coeficientes de Hopf,
asf como para analizar las diferentes posibilidades de regiones de pardmetros corres-
pondientes a cada diagrama. Esta metodologia es también titil si queremos analizar

otras bifurcaciones de Hopf degeneradas, como aquellas donde fallen simultdnea-
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mente la condicién de transversalidad y la anulacién de los coeficientes de Hopf. El
diseno de un controlador consiste en elegir una regién (local) deseada en el espacio
de pardmetros.

Una ventaja de esta metodologia es que si se quieren modificar las drbitas de
un sistema, no es necesario intervenir sobre el camino de realimentacién agregando
términos no lineales, simplemente se puede cambiar el valor de los pardmetros del
sistema. Para algunos sistemas puede ser més facil modificar los pardametros que
fabricar un control no lineal. Para otros sistemas, por supuesto, puede resultar mas
conveniente modificar el controlador.

Las bifurcaciones de Hopf degeneradas que involucran la anulacién de varios coe-
ficientes de Hopf (las singularidades Hyg) producen, luego de una leve perturbacién
de los parametros, multiples ciclos (hasta k + 1). Generalmente, en este tipo de
bifurcacién degenerada coexisten ciclos de pequena y de gran amplitud.

El siguiente procedimiento se basa en la propiedad que para obtener multiples
oscilaciones se requiere una alternancia de signo en los coeficientes de Hopf. El
esquema es el siguiente:

Paso 1: Ubicar la bifurcacién degenerada en el espacio de pardmetros.

Paso 2: Perturbar los valores de los parametros fijando los signos de los coefi-
cientes, de tal manera de obtener uno, dos o tres soluciones periédicas emergentes
del punto degenerado en el espacio de pardmetros y luego verificar los resultados con
un software de continuacién de soluciones periédicas tal como LOCBIF o AUTO.

Otra forma de obtener miiltiples ciclos, como se comenté anteriormente, es

Paso 1: Fijar las raices del polinomio de la forma normal, y encontrar los coefi-
cientes o;.

Paso 2: Con las expresiones de los ¢; en funcién de los pardmetros del sistema,
establecer la combinacién de pardmetros que corresponde a esos coeficientes y a los
ciclos propuestos.

Fijar los coeficientes de los polinomios no resulta siempre tan sencillo como lo

muestra este procedimiento, todo depende de los grados de libertad que dan los
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pardmetros del sistema. Esta tarea puede ser realizada con métodos algebraicos,
pues es un sistema de ecuaciones algebraicas que puede resolverse utilizando bases

de Groebner.

2.3. Validez de la aproximacién. Jacobiano

El estudio de la multipliciad de las soluciones periédicas puede ser realizado
analizando las raices positivas del polinomio de la forma normal. Sin embargo deben
considerarse dos fuentes de error: primero la transformacién de coordenadas es vilida
s6lo localmente y segundo se han despreciado términos de alto orden en el polinomio
obtenido. Enfoquemos la atencién al primer tépico pues el segundo siempre se puede
reducir aumentando el orden. Estamos interesados en encontrar un dominio del
plano complejo donde la transformacién de coordenadas sea biyectiva. De acuerdo al
teorema de la funcién inversa, una condicién suficiente para la existencia en un punto
dado es que el Jacobiano de la transformacién no se anule en ese punto. Eligiendo
R=min{r € R, : A(r) = 0} nos permite definir un disco D = {Z € C: |Z| < R}.
En todo punto de D, la transformacién de coordenadas es localmente invertible.
Si ademds la invertibilidad sobre D se verifica globalmente, entonce toda raiz del
polinomio (2.6) que esté dentro de D corresponde a un ciclo limite del sistema.
Raices que estén fuera de la regién D deberian ser descartadas porque no se puede

asegurar que correspondan a ciclos limites del sistema.

Ejemplo 12 Consideremos nuevamente el sistema de Sibirskii, los coeficientes de
Hopf hallados anteriormente y la segunda forma de la seccién 2.2.1 para generar

ciclos, fijando las raices del polinomio de la forma normal
A+ o1 + oort + a3 +oyr®

para A = 0. Con el objeto de encontrar tres ciclos anidados se eligen las raices
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Figura 2.4: Sistema de Sibirskii con dos ciclos limites.

ri = 0,1, 75 = 0,3 y 5 = 0,7. El polinomio correspondiente, para el coeficiente

principal o4 = 10, es
—0,00441 7% 4 0,499 7% — 597° + 107°.

De las expresiones de los coeficientes se obtienen los pardmetros: a = 1, w =
0,8654330, § = —4,318510, u = 0, n = —1, £ = —0,03528 y v = —0,795593.
Mediante simulacién, mostrada en la Fig. 2.4 (c¢), se puede comprobar la existencia
de sélo dos ciclos, el mayor (r; = 0,7) queda en una regién donde la transformacién
falla. Puede observarse en la Fig. 2.4 (b) donde la curva A = 0 se superpone a los
tres ciclos en el plano transformado Z = w + iv. Una prediccién de la ubicacién y

forma de los ciclos puede realizarse sin simulacién, utilizando la trasformacién que
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permitié calcular los coeficientes, 2 = Z + h(Z, Z) , reemplazando Z — r}e'?, para
0 < ¢ < 27, Fig. 2.4 (a). En este caso se comprueba que las formas normales son
locales, sin embargo aumentando el grado del polinomio aproximador, se mejora
notablemente la precisién de la ubicacién y amplitud de los ciclos pequenos. Con
estos mismos pardmetros, utilizando la forma normal calculada segin el método I,

con un orden més (correspondiente a o3), el resultado es mucho més exacto
—0,00441 7% 4 0,499 r* — 5,93052 7% + 13,742 r® — 205,827 ',

Las raices reales positivas son sélo dos 77 = 0,100018, y 5 = 0,269843, como se
comprobé con los resultados de simulacién y también se muestra con el método de
continuacioén en la Fig.2.4 (d).

Ahora siguiendo los pasos sugeridos por la primera forma de generar ciclos miiltiples
indicada en la seccién 2.2.1, se eligen los siguientes pardametros a = 2,05, w = 0,
0 =-005pu=11n=0,&=0ywvr =0, obteniéndose los coeficientes o1 = 0, o5 = 0,
o3 =0,04 =07y 05 > 0. Este caso corresponde a un foco débil y se obtiene un tnico
ciclo limite como se observa en la Fig. 2.5 (a).

Variando los pardmetros es posible encontrar 4 ciclos anidados, si tomamos a = 1,92,
w=20,033,0=1, u=0,n=—-0,1, ¢ = 0,03 and v = 0,03, mostrado en la Fig. 2.5
(b) y (c).

También se pueden obtener 4 ciclos con estabilidad inversa al caso anterior si se
eligen los siguientes valores para los pardmatros a = 2,08, w = —0,033, 6 = 1,
uw=0,17=0,063, £ =—0,03 y v = —0,03, que corresponde a coeficientes con signos
opuestos a los anteriores (Fig. 2.5 (d)).
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Figura 2.5: Sistema de Sibirskii con cuatro ciclos limites.
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2.4. Apéndice del capitulo

A continuacién se detallan los coeficientes de Hopf de alto orden en el sistema
de Sibirskii.

Con el método I:

s = Fhs (640a2n€+15680a3u740an21/79600a92u+1280anuu
—9600a pu? v —2880av> —40a?né —4n3 €4+ 576an6& — 64062 ¢
473602 pnE+32n2 pé —64np € —5088avE+4n vE —864alvé
496002 v & —128npuvE+960pu2vE+32nv2 ¢ — 3842 €+ 288105 ¢
—80m0&% +160ape? +474avE? +2400v¢2 —Tned —8ued 4 7v €3
77040a7]¢9w+3840a2Vw+80a7]§w+7047]9§w73072au§w
+1536avEw — 15360 v fw + 120 &2 w — 384v €2 w — 11520 a v w?
6407 & w? + 1536 4 £ w? +1152V§w2)

s = wEreTs (1966080 a® 6 — 4915200 a® n2 0 — 7864320 a2 63 + 3932160a% N6
— 7864320 a> 6 2 4 19630080 a® n v + 264960 a n° v + 45527040 a n 6% v
—215654400 a® v — 2257920 an? pv + 115752960 a 02 v — 12349440 an p? v
+115752960 a 11 v — 133693440 a2 0 v2 — 7833600 an > + 116858880 a pu 1>
—49630080 a? ¢ + 217472 a> n? € + 41904 n* £ + 36298752a> 6 ¢

—3118080 an? 6 & + 8480768 a? 62 £ + 63590402 02 ¢ — 21577728 a 65 ¢
—552060 0% ¢ — 8863744 a® & — 317952713 & + 10788864 an 6 u &

+552060 1 02 1 & + 10446848 a? 2 € + 49766412 p € — 21577728 a 0 > €
—1105920 62 ;2 £ + 552960 1 > € — 552960 pu? € 4+ 2982912a° n v ¢

—26496 n° v & + 9630720 a1 6 v £ — 45527047 62 v £ 4 38645760 a® pv &
4225792102 pv € + 28938240 a O pv € — 11575296 02 v € + 1234944 n p? v €
—11575296 12 v € — 34740480 a? v2 £ — 577152712 12 £ — 8134656 a 6 V> ¢
419187712602 2 ¢ — 11612161 pv? € + 19187712 n2 12 € + 7833601 > €

— 11685888 11 12 & + 397440 v* ¢ 4 21533952 a2 €2 — 140800 a 1> ¢2

—10425856 a2 0 £2 + 519936 12 0 £€2 — 11149312 a 02 €2 + 1959936 63 £2
43255296 an &2 — 9799681 0 11 £2 — 5754880 a p2 €2 + 1959936 0 pu2 £2
—436800an v &2 — 433612800 v E2 — 372480 a p v &2 — 28938240 v €2
+3459840 a v2 £2 + 8080896 6 2 €2 — 3670432 a2 £3 + 166040 n? &3

—565504 a6 &3 + 1723904 2 €3 — 938368 n pu €3 + 1199360 p? &3

— 540768 n v €3 + 319872 p v €3 + 345696 12 €3 + 255488 a £+ + 261056 6 ¢4
—4093 £5 — 370851840 a® 6 w + 41011200 a n? 6 w + 231505920 a 63 w
—115752960 an 6 1w + 231505920 a 0 p? w — 88719360 a? v w

4260505600 a? 11 v w + 348733440 a 6 v2 w — 16819200 a® £ w + 973056 an? £ w
+114008064 a? 6 £ w — 4101120 7% 6 £ w + 94531584 a 62 £ w — 23150592 63 £ w
—14825472anp € w + 11575296 1 0 11 € w + 36655104 a p? € w — 231505920 p? € w
+1007616 anv € w + 337305607 0 v &£ w — 53575680 a v & w + 34882560 a v? Ew
— 34873344 0 12 £ w + 7002624 a2 €2 w — 3008640712 £2 w + 13358592 a 0 £2 w
—24803328 62 £2 w + 159037447 p €2 w — 19015680 2 €2 w + 6136320 v 2 w
— 1781760 v €2 w — 4124160 2 €2 w — 94656 a £ w — 5035776 0 €5 w

—92448 £* w — 13762560 a? 6 w? + 83681280 an v w? + 7372800 a p v w?
—9784320 a? € w? + 14556672 1% £ w? — 139689984 a 0 £ w? + 76750848 62 ¢ w?
—72105984 1 11 £ w? + 76750848 12 € w? — 8368128 n v £ w2 — 737280 v £ w?
+3179520 12 € w? — 5397504 a €2 w? + 28760064 0 £2 w? + 1135488 ¢3 w?
4474808320 a 6 w® 4 24514560 a &€ w® — 474808320 £ w3 — 4995072 £2 w?
+6359040§w4)
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Con el método II:

cy =

TossT (1280a2n9+ 14720 a® v + 280 an? v — 13440062 v — 320an v
—13440ap? v — 11520a > 4+ 1120a% n€ — 813 € + 1152an0 & — 12862 ¢
+4352a2 e+ 64n2 e —128npu2 € —5952a2 v € — 2802 v € — 124800 v €
4134402 v e+ 32npvE+ 13442 v E4+ 6402 € — T68 u 2 €+ 115205 ¢
—160m0&2 —448apn &2 +822av €2 + 43200 €2 —26m €5 +328% + v €3
—14080an9w+15360a2uw —2240an€w + 14080 w — 4224 apfw

+6lddavéw — 30720 v Ew +480n &2 w — 192 €2 w — 1152 v €2 w — 46080 a v w?

12807 € w? + 3072 pu £ w2 +4608u§w2)

5
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Capitulo 3

Ciclos Limites en Sistemas de

Dimension 3

La eternidad es un ciclo infinito de comienzos y finales.

(Rafael Hernampérez)

En este capitulo se estudian dindmicas de sistemas en el espacio de estados de
dimensiones mayores a dos, que son mds ricas y pueden resultar mas complicadas
que en el plano, puesto que la excursién de las variables tienen un mayor grado
de libertad. Por lo tanto, es necesario tratar con objetos o ciertos conjuntos de
puntos mas generales que planos. El andlisis puede simplificarse al restringirse a
ciertas regiones del espacio de estados que se denominan variedades (manifold en
inglés). Para definir estos elementos se determina una estructura o topologia so-
bre los subconjuntos del espacio a través de ciertos axiomas (si bien la topologia
se define sobre espacios muy generales, aqui se tratard tnicamente con R"). De
manera informal estas variedades estdn representadas por regiones k-dimensionales,
contenidas en el espacio de estados, que son soluciones de un sistema de ecuaciones
M;(zy,...,0,) = 0, j = 1,...,n — k. Las funciones M; pueden ser diferenciables o
no. Este concepto es andlogo a la variedad afin de dlgebra conmutativa teniendo en

cuenta que aqui las funciones no necesariamente son algebraicas (polinomios). Por

7
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ejemplo en dimensién 1, una variedad es una curva; en dimensién 2, una superficie.
El circulo unitario {z € R? | 22 + 23 = 1} es una variedad de dimensién 1 en R%. En
forma similar la esfera {x € R" | zn:ajf = 1} es un variedad de dimensién n—1 en R™.
En la primera seccién del capl’tuf)lse definen de forma mads rigurosa las variedades
que luego se usardn para identificar dindmicas. Se requieren conceptos bédsicos de
topologia diferencial. Para mds detalle ver (Sastry, 1999).

A continuacion se estudiardn ciclos limites en sistemas de dimensién 3 incorpo-
rando el concepto de variedad centro. Esto 1iltimo consiste en realizar una reduccién
sobre un espacio de dimension 2, donde evolucionan las érbitas de los ciclos limites.
En dicho subespacio se hace una descripcién en formas normales similar a la uti-
lizada en el capitulo anterior, aunque esta vez en coordenadas cartesianas. De esta
forma resulta asi una estructura particular de los polinomios que intervienen en
las ecuaciones de estado equivalentes a la forma polar detallada anteriormente. Al
incrementar el orden del sistema pueden aparecer nuevos fenémenos dindmicos in-
capaces de ocurrir en sistemas planares. Uno de ellos es la cascada de doble periodo
que conduce a un comportamiento extrano conocido como caos.

El procedimiento analitico de ciclos limites aqui presentado se basa en el traba-
jo (Calandrini et al., 2000b) y se ilustra con un sistema tridimensional académico,
originariamente tratado por (Rand, 1989) y luego por otros autores:
(Nayfeh y Balachandran, 1990), (Belhaq y Houssni, 1995), (Belhaq et al., 2000a),
(Belhaq et al., 2000a), (Chen et al., 2009), etc. Sin embargo no se obtuvieron re-
sultados analiticos satisfactorios para analizar el nacimiento de la bifurcaciéon de
doble periodo. En los ejemplos de cascadas de doble periodo se utilizé software de

continuacién numérica, basados en el trabajo (Alonso et al., 2001).

3.1. Definiciones basicas de topologia diferencial

Informalmente hablando, las variedades son localmente espacios vectoriales planos

pero globalmente superficies curvas. Un ejemplo comiin es nuestro planeta. Se puede
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considerar que la superficie de la tierra es localmente plana pero globalmente es una
superficie curva. Esta definicién de espacio plano es muy intuitiva, podria decirse
que un espacio es localmente plano si es posible aplanarlo suavemente; un cono no
serfa localmente plano puesto que en un entorno de su vértice no se “parece” a un
plano. A continuacién estas discusiones intuitivas se transforman en un conjunto de

definiciones formales utilizando conceptos bédsicos de topologia diferencial.

Sean U C R* y V C R! conjuntos abiertos. Un mapeo f : U — V se llama suave,
si todas las derivadas parciales 0f;/0x; existen y son continuas. Se usard la notacién
C™ para indicar que un mapa es m-veces continuamente diferenciable. Es decir un
mapa suave es al menos C'. Ademss, si X C R¥ e Y C R! son conjuntos arbitrarios
del espacio euclideo, no precisamente abiertos, entonces f : X — Y se llama suave
si existe un abierto U C R¥ contenido en X y un mapeo suave F : U — R! que
coincidacon fenUNX.Si f: X =Y yg:Y — Z son suaves, entonces también

lo es la composicién go f: X — Z.

Definicién 20 Difeomorfismo. Un mapa f : X — Y se dice que es un difeomorfis-
mo si es un homeomorfismo (i.e. un mapa uno a uno continuo con inversa continua)

ysi fy f~! son ambas suaves.

Los espacios X e Y son difeomérficos si existe un difeomorfismo entre ellos como

se muestra en la Fig. 3.1.

Definicién 21 Variedad suave de dimension m. Un subconjunto M C RF se dice
que es una variedad suave de dimension m, si para cada x € M existe un entorno

WM (W CRF), que sea difeomdrfico a un subconjunto abierto U C R™.

Un difeomorfismo ) de U sobre W N M se llama parametrizacién y su inversa

1! se llama sistemas de coordenadas sobre W N M. Por ejemplo un toroide puede
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Difeomorficas No difeomorficas

— Q59 AN

O e oY
‘

Figura 3.1: Superficies difeomérficas y no al intervalo, circulo y esfera.

expresarse paramétricamente por las siguientes ecuaciones
x1 = (ry +racos(ta))cos (t1),
xg = (r1 +rocos(tg))sin (t1), (3.1)
x3 = rosin(ty),

donde r; y 79 son constantes que verifican r; > o > 0, y los pardmetrosson t; y ts.
Esta parametrizacién es un difeomeorfismo entre el toroide y todo entorno abierto

cuadrangular de lado 27 de R2.

En el siguiente capitulo se verd que el toroide también puede ser representado

en forma implicita por el conjunto de puntos que son solucién de la ecuacién
4 2002 .2, .2 2 2 02 02 22

con ry > 19 > (0. Sin embargo toda ecuacién implicita no siempre define una variedad
suave, tiene que existir el difeomorfismo como en el ejemplo anterior. Esto no sucede
en el conjunto de puntos de R?® que verifican: 2% + 23 — 22 = 0, el cual es un cono, ya

que no existe un difeomorfismo en un entorno del vértice (z1 =0, o =0, z3 =0) y
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Figura 3.2: Tlustracion de la definicién de variedad.

algtin abierto de R2.

3.1.1. Espacios tangentes y derivadas

En el estudio de sistemas dindmicos se establecen conjuntos invariantes para
analizar la estabilidad de puntos de equilibrio y érbitas. Estos invariantes son varie-
dades y como se mencioné anteriormente pueden expresarse como un sistema de
ecuaciones. Sin embargo no siempre se conocen estas ecuaciones, aunque es facil
deducir el plano tangente a la variedad a partir del flujo del campo vectorial o las
ecuaciones diferenciales. Un concepto relacionado al plano tangente es el diferencial

Df de un mapa f: M — N entre dos variedades suaves.

Por este motivo, se presenta la nociéon de espacio tangente 7'M, a la variedad
M en z. Intuitivamente 7'M, es un hiperplano de dimensién m en R¥ que mejor
aproxima M cuando el origen se traslada a z. De forma similar T'N,, es la mejor
aproximacion lineal a N en y = f(z). Entonces Df es la mejor aproximacién lineal
affn a f como un mapa de T'M, a T'N,. De forma més precisa para mapas f : U C

R¥ — V C R! con U y V abiertos, se define Df, como el mapa lineal Df : R¥ — R!
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que satisface

by,  l )~ @)

t—0 t

para x € U y h € R¥. De hecho, Df, es la matriz [ x k de las primera derivadas

gf L evaluadas en x.
Lj

parciales

Definicién 22 FEspacio tangente T M, a una variedad M en x. Sea v : U C R™ —
M C R* una parametrizacion de un entorno 1(U) de x en M. El mapa Dy, : R™ —

R¥ queda bien definido. El espacio tangente a M en = se define como la imagen de

D1, (R™).

3.2. Flujo y subespacios invariantes

En esta seccién se utilizardn los conceptos béasicos de topologia diferencial vistos
previamente en la teoria cualitativa de sistemas dindmicos. Algunos resultados en
R" son idénticos a aquellos analizados en R? en el capitulo anterior, pero existen
otros comportamientos dindmicos que son mdas complejos y no pueden ocurrir en
R2. Para simplificar el andlisis se puede desarrollar el espacio en ciertos subespacios

o variedades particulares. Considérese el sistema auténomo

& = f(z)

con z € R", z(0) = zo, y f : R" — R™ suave. Sea s(t,z) la solucién que verifica
5(0,29) = xo. Se llamara flujo de f al mapa ¢, : R — R" que satisface ¢,(z¢) =
s(t, zo). Considerando las hipétesis del teorema de existencia y unicidad enunciado
en el capitulo 1, se tiene que ¢, estd bien definido para todo ¢. En los desarrollos
siguientes T es un punto de equilibrio, es decir f(z) = 0.

En los sistemas lineales, es decir f(z) = Az, donde A € R"*", el origen es un
punto de equilibrio (tinico si A es no singular), y asociadas a él existen algunas

variedades particulares que son las direcciones caracteristicas que coinciden con los
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autovectores de la matriz del sistema. Son variedades invariantes y se las clasifica

de la siguiente forma, usando la notacién span para indicar “espacio generado por”:
= Subespacio estable, ¥ = Span{vl, U™ )
» Subespacio inestable, E* = span{u',...,u"™},
» Subespacio centro, E¢ = span{w?, ..., w"},

donde v!, ..., v™, son los n, autovectores generalizados cuyos autovalores tienen parte
real negativa, u!,...,u™, son los n, autovectores generalizados cuyos autovalores
tienen parte real positiva, y w?, ..., w™ son aquellos cuyos autovalores tienen parte
real nula. Por supuesto ns+n,+n. = n. La soluciones que pertenecen a [£° estan car-
acterizadas por exponenciales decrecientes, monétonas u oscilatorias con envolventes
decrecientes y en E* por exponenciales crecientes u oscilatorias con envolventes cre-
cientes. No hay soluciones que caractericen a E°.

En los sistemas no lineales, si todos los autovalores de D f(Z) no tienen parte real
nula, se dice que T es un punto de equilibrio hiperbélico (como se definié en R?).
El teorema de Hartman - Grobman (Guckenheimer y Holmes, 1983) establece que
existe un homeomorfismo definido en un entorno de un punto hiperbdlico sobre un
entorno al origen, que mapea el flujo de f en el flujo de su linealizacién D f, preser-
vando el sentido de su parametrizacién temporal. Ambos entornos son topoldgica-
mente equivalentes, es decir, las dindmicas del sistema no lineal y su linealizacién
son equivalentes, Fig. 3.3. En cambio, si alguno de los autovalores de D f(z) tienen
parte real nula, esto no se puede asegurar y la estabilidad no estd determinada por
su linealizacién.

No es posible hablar de subespacios de estabilidad o inestabilidad en los sistemas

no lineales. Sin embargo, se pueden definir variedades locales estables e inestables:

w W (z)={reU|¢(r) = T cuando t — o0,y ¢,(x) € UVt >0}

» Wiee(7) ={z € U| ¢,(x) = T cuando t — —o0, y ¢(x) € U Vt < 0},
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donde U C R™ es un entorno del punto de equilibrio Z y ¢,(x) es el flujo de f,tal
que la trayectoria del sistema pasa por el punto x en ¢t = 0. Las variedades locales,
estables e inestables son los anédlogos no lineales de los hiperplanos invariantes £,
y E" del problema lineal. El préximo resultado muestra que las variedades W} . y

WL, son tangentes a los subespacios £°, E" en el punto .

Teorema 10 Teorema de la variedad estable para puntos de equilibrio. Supongamos
que & = f(x) tiene un punto de equilibrio hiperbdlico T. Entonces existen variedades
locales estables e inestables Wi (z), W.(Z) de la misma dimension ns y n, que
los subespacios de los autovectores E°, y E" del sistema linealizado 5 = Df(z)¢,
¢ € R", donde Df(z) = [0fi/0x;] es la matriz jacobiana de las primeras derivadas
parciales del mapa f = [fi(x1, ..., xn), fo(@1, .., Tn), ey ful, ...,xn)}T, yr==1+E,
con ||€]| < 1, y tangentes a E®, y E*. W . y W}, son tan suaves como f.

Para la demostracién de este teorema puede verse (Hartman, 1964) y (Carr, 1981).
Una interpretacion grafica se muestra en la Fig. 3.3. La variedad estable W* indica-
da con una curva con sentido hacia el equilibrio z, y la variedad inestable W*, con
una curva con sentido opuesto al equilibrio. También se indican los autovectores de
D f(Z) que corresponden a los subespacios estables e inestables E* y E" tangentes
a las variedades W* y W", respectivamente.

Las variedades locales tienen sus correspondientes variedades globales, que se
obtienen continuando las soluciones hacia atras y hacia adelante

W(z) = U (Wi.(T)),

t<0

WHT) = U o (Wi (T))-

>0

La unicidad de las soluciones asegura que dos variedades estables de puntos de
equilibrios diferentes no se pueden intersectar. Sin embargo pueden ocurrir intersec-
ciones entre una variedad estable y otra inestable de distintos o del mismo punto de

equilibrio (conexiones heteréclinas y homéclinas).
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Figura 3.3: Tlustracién del teorema de Hartman y de las variedades estables.

Como se vio en el primer capitulo, los sistemas no lineales poseen otros conjuntos
limites ademds de los puntos de equilibrio, como las 6rbitas periddicas. Del mismo
modo se definen las variedades estables e inestables de una érbita cerrada ~y

Wi () = {z € U | [|¢,(x) = 7| = 0 cuando t — oo, y ¢y(x) € U Vt > 0}

Wige(v) = {z € U | [|¢,(x) =[] = 0 cuando t — —o0, y ¢,(x) € U Vi < 0}.

3.3. Variedad centro

El teorema de la variedad centro provee una forma sistemdtica para reducir la
dimensién del espacio de estados cuando se estd considerando algiin tipo de bifur-
cacion.

La variedad centro es una variedad invariante tangente al espacio de los au-
tovectores correspondientes al centro. El comportamiento dindmico transversal a la
variedad centro es relativamente simple, generalmente controlado por exponenciales

contractivas para variedades estables o expansivas cuando son variedades inestables.

Teorema 11 Teorema de la variedad centro. Sea f un campo vectorial sobre R™

que se anula en el origen (f(0) =0) y sea A = Df(0). Se divide el espectro de A
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(autovalores de A) en tres subconjuntos o, 0., y 0, con

<0si A€ oy,
ReAd =0si )€ oy,

>0si A€ agy,.

Sean los subespacios de o4, 0., y o, E*, E° y E" respectivamente. Entonces existen
variedades C" estable e inestable W* y W?# tangentes a E* y a E® en 0, y una

variedad C™' denominada centro W¢ tangente a E° en 0.

El teorema de la variedad centro implica que el sistema es localmente topolégi-

camente equivalente a

=N

Il
pud

IS

i (Z,7,2) e WEx W* x W (3.2)

<
I
|
<

an
Il
an

El problema siguiente consiste en calcular el campo vectorial reducido f. Por
simplicidad, y porque es mds visible practica y fisicamente, se considera que la
variedad inestable es vacia y que la parte lineal estd en la forma diagonal a bloques

o forma de Jordan

& = Bz + f(z,y) . (z,y) €R" x R™ (3.3)

y=Cy+g(zy)
donde B y C' son matrices cuyos autovalores tienen parte real nula y parte real
negativa, respectivamente, f y ¢ junto con sus derivadas parciales primeras se anulan
en el origen.
Como la variedad centro es tangente a E° (el espacio correspondiente a y = 0)

podemos representarla localmente con el gréfico
We={(z,y) € R"" xR™ | y = h(x)},

donde h esta definido en un entorno del origen y h(0) = Dh(0) = 0. Ahora conside-
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remos la proyeccién del campo vectorial f sobre y = h(x)
&= Bz + f(z,h(z)).

Puesto que h(x) es tangente a y = 0, las soluciones de la ecuacién proveen una
buena aproximacién del flujo de z = f(&#) restringido a We.

El préximo teorema indica cémo puede calcularse h(x), o al menos aproxima-
da. Sustituyendo y = h(z) en ambos miembros de la segunda ecuacién de (3.3),

diferenciando h, usando la regla de la cadena, e igualando se obtiene

y = Dh(z)i = Dh(z)[Bx + f(z, h(z))] = Ch(z) + g(=, h(z))

Dh(x)[Bx + f(x, h(x))] — Ch(x) — g(x, h(x)) = 0

con la condicién de borde h(0) = Dh(0) = 0. Esta ecuacién diferencial parcial
en muchos casos no puede ser resuelta, pero puede ser aproximada por una serie

de Taylor centrada en z = 0, como muestra el siguiente teorema donde N es el

operador N (h(z)) = Dh(x)[Bx + f(x,h(x))] — Ch(z) — g(z, h(z).

Teorema 12 (Henry, 1981; Carr, 1981). Si existe una funcion ¢(x), con ¢(0) =
D¢(0) = 0, tal que N(¢(x)) = O(|x|P) para algin p > 1 cuando |z| — 0, entonces

se tiene que
h(z) = ¢(x) + O(|z]")
es solucion de N'(h(z)) =0, con h(0) = Dh(0) = 0.

Por lo tanto podemos aproximar h(x) por series. Sin embargo hay que tener
en cuenta que las expansiones con series de Taylor no siempre existen puesto que
W€ puede no ser analitica en el origen. El resultado de este teorema es importante

puesto que permite reducir la dimensién del espacio a una variedad donde “vive”
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el ciclo limite y allf es sencillo establecer una forma normal como la obtenida para

sistemas planares.

3.4. Forma normal en sistemas de dimensién 3

En esta seccion se estudia la presencia de ciclos limites en sistemas de dimensién
3, cuya linealizacién tenga un par de autovalores complejos, y otro real negativo. A
partir de un valor critico de un parametro ocurre una bifurcacién de Hopf con la
aparicion de una variedad centro, es decir un invariante para la dindmica. En otras
palabras, si una solucién tiene su punto inicial en esta superficie, permanece en ella
durante un tiempo, y en este caso especial de bifurcacién, ademds se genera un ciclo

limite.

El procedimiento consta de tres pasos: primero expresar la parte lineal en la forma
canénica de Jordan, para separar en el espacio (dimensién 1) estable o inestable y
el espacio centro (dimensién 2); luego, aproximar la variedad centro, y por ultimo
realizar un cambio de coordenadas para obtener la forma normal. Este tltimo paso
se detalla a continuacién, y luego se ilustrard todo el procedimiento con el ejemplo

propuesto por (Rand, 1989).

3.4.1. Forma normal de ciclos en la variedad centro

En el capitulo 2 se realizaron transformaciones de coordenadas en sistemas
planares para obtener formas normales, una en funcién del radio vector r = v/u? + v2,
y otra usando una variable compleja z = u+ j v. En general, para una aproximacion
de orden n = 2N + 1 segtin las transformaciones obtenidas en el capitulo 2 (método

IT), las ecuaciones del sistema transformado son:
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N

U = au—wvu+ Z(aku — ) (u? + )"
k=1
N

U = wu+av+ Z(goku + o) (u® + v?)F
k=1

y reagrupando los términos se presenta la siguiente forma normal:

u atori+.. —(w+er*+..) u
0 w+prt+.. ator?+ v

donde 7% = u? + v?. Los elementos de la matriz corresponden a los polinomios de la
forma normal polar: 7 = (o + 0172 4 ... + on?N), ¢ = w + 12 + ...+ e es

decir

0 ¢ T/r v

U /T —gb U

Si en la condicién inicial del sistema, (ug,v9) € R?, se anula la diagonal de la
matriz, ||(ug, v0)|| = ro es una raiz del polinomio a + o172 + ... + oxr?Y. Entonces
r se mantiene constante (r = 7o), puesto que © = 0 y por lo tanto ¢ también es
constante con valor ¢ = wy = w + @72 + ... + 2N, Las ecuaciones dindmicas
restringidas a estas condiciones corresponden a un sistema lineal con autovalores

imaginarios puros en +iwg, es decir:

donde se ve claramente que la trayectoria en el sistema aproximado es un circulo de

radio rg, periédico de frecuencia wg, que coincide con el sistema no lineal representado
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con la forma normal dnicamente cuando la condicién inicial es ||(ug, vo)|| = 7o. Las
ecuaciones de la forma normal se pueden representar por medio del sistema lineal

resonante anterior con una realimentacion no lineal

U 0 —w U gi(u,v
B 0 L [ o)
) Wo 0 v 92<u7 U)

donde:

g1(u,v) = (a+ o+ .. )u— (w—wo+ @ r? + .. )v
Ga(u,v) = (W —wo + pyr? + . )u+ (a4 o + ).

El efecto de la realimentacién no lineal en un entorno del ciclo es modificar los
polos complejos del sistema resonante, agregando o quitando amortiguamiento, para
conducir al sistema hacia el ciclo limite en caso de ser estable o alejandolo en caso

contrario.

Como se mencioné anteriormente, el andlisis de ciclos limites en sistemas de

dimensién 3 consta de tres pasos que consisten en:

1. Expresar la parte lineal en la forma canénica de Jordan.

2. Aproximar la variedad centro.

3. Realizar un cambio de coordenadas para obtener la forma normal.

Para mejor claridad se explica directamente con el ejemplo de (Rand, 1989):

Ejemplo 13 El sistema de Rand es un sistema tridimensional, con un pardmetro
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escalar p

T = pur—Yy— T2,
y = r+py,
5 = —z+ 2Pz 4R

El sistema tiene una simetria que lo hace invariante al cambio (z,y, z) — (—z, —y, 2).
El origen es un punto de equilibrio, los términos lineales que ya estdn en la forma
canonica de Jordan, muestran un par de autovalores complejos conjugados p 4 j y
otro real en —1, estable para u < 0. Si el sistema no estd expresado en esta forma,
siempre existe una transformacion lineal que puede llevarlo a esta realizacién. Sin
embargo este paso no es trivial, ya que requiere explicitar los autovectores de la
matriz, que serdn funcién del pardmetro.

En el ejemplo, para @ = p, = 0 ocurre una bifurcacién de Hopf en una variedad
centro la cual es tangente al plano zy en el origen, de donde nace una solucién
periédica. El siguiente paso es aproximar esta variedad por un polinomio de orden
m. En (Rand, 1989) se utiliz6 un polinomio de orden 2. Para mejorar la aproximacién

se usard un polinomio con m = 4,
z = h(z,y)+0(z]),
h(z,y) = aa®+bay+cy’ +da’ +exy’ + fa'y + ga’y’ + hy',

sin términos ciibicos, respetando la simetria en xy de la tercera ecuacién de estado.
No se necesitan considerar términos de mayor orden, pues se usard orden 5 para la
forma normal, y sélo interviene un término zz en las ecuaciones de estado. Siguiendo
el procedimiento sugerido en el Teorema 12, es decir derivando respecto del tiempo,
reemplazando por las ecuaciones del sistema, y despreciando los términos de orden

superior a 4 se determinan los coeficientes del polinomio que aproxima a la variedad
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(@) (b)

Figura 3.4: Sistema de Rand con p = 0,1. y aproximacién de orden 5, (a) Evoluciones
temporales de las variables de la forma normal; (b) variables originales y superficie de la

variedad centro.

centro. Los correspondientes a los términos cuadraticos coinciden con los obtenidos
por Rand. En el apéndice del capitulo se detallan las expresiones de los coeficientes
obtenidos. En la Fig. 3.4(b) se observa la superficie que aproxima dicha variedad.

La dindmica sobre la variedad corresponde al sistema de dimension 2, de variables
xy, donde se ha reemplazado z por la aproximacién de la variedad. Aplicando el
procedimiento descripto en el capitulo anterior (método II) se obtiene la forma nor-
mal en la variedad, mediante una transformacién similar a la identidad. Aplicando

la transformacién de coordenadas siguiente

r = u+ P,(u,v)

y = v+ Qn(u,v) (3.4)

z = w+ Vy(u+ Py(u,v),v+ Qn(u,v))



3.4. FORMA NORMAL EN SISTEMAS DE DIMENSION 3 93

y despreciando los términos de alto orden se obtiene la siguiente forma normal:

U /T —¢ 0 u fi(u,v)
o =1 ¢ 7 o0 v | +wl| folu,v) | +O0(u,0®)  (3.5)
w 0 0 -1 w f3(u,v)

donde 7/r = p+ 017% 4+ 091t y ¢ = 14 ;7% 4 @yr*. Cuando w = 0, el sistema
evoluciona sobre la variedad centro.

Los coeficientes de la forma normal de orden 5, obtenidos para el ejemplo son:

12p* + 10p® — 62 — 5 — 9

g
! 2(20 + 1) (12 + 1) (12 + 4) (4p2 + 4y + 5)
o 32p° 4 24t T6p® + 5207 — p -4
L A2p+ 1) (p® + 1) (p® +4)(4p® +4p +5)

y para p pequenos, se obtuvo una aproximacién de los segundos coeficientes:

271

o2 = —Toog * 1,562664 — 4,1252312 + 5,433% — 3,619244* + 0,98128//°
3101 ) 5 . 5
P2 = 3000 " 0,1568464 + 1,958884% — 4,44421 1% + 4,11346,* — 1,3830714°.

Se realizaron simulaciones con el sistema aproximado por la forma normal de orden
5. Para valores pequenos del pardmetro la aproximacién es muy buena. En la Fig.
3.4(a) se observan las evoluciones temporales de las variables de la forma normal. La
variable w rdpidamente decae a cero, es decir, la trayectoria es atraida por la variedad
centro. Las variables v y v indican la presencia de un ciclo limite estable, el cual se
muestra en la Fig. 3.5, proyectado en el plano v v, y también puede visualizarse en
las variables originales empleando la transformacion utilizada para obtener la forma

normal (3.4). En la Fig. 3.6 se comparan el ciclo obtenido por la aproximacién de
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<
<

Figura 3.5: Ciclo limite en el sistema de Rand en el plano de la transformacién (uv) y

en el plano original (zy) con p = 0,1.

Figura 3.6: Comparacién de ciclos limites en el sistema de Rand, el de mayor ampli-
tud corresponde a una aproximacién de orden 5 y el otro fue obtenido por simulaciones

numéricas para g = 0,1.

orden 5 proyectado en el espacio x-y y el correspondiente a las ecuaciones de Rand
obtenido por simulaciones numeéricas. Se observa que el radio del ciclo aproximado
por la forma normal es un poco mayor, pero este error disminuye cuando p — 0.
A medida que crece el pardmetro p los términos despreciados en (3.5) de orden
mayor a 5 tienen efectos considerables, provocando que el invariante que contiene al
ciclo no verifique siempre la condicién w = 0, como ocurre en la aproximacién de la
variedad centro. En este caso hay que tener en cuenta las perturbaciones no lineales
que imponen las funciones f; fo y f3 en el modelo (3.5) y pueden originar cambios

cualitativos de la dindmica (bifurcaciones).
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3.5. Bifurcaciones de 6rbitas periédicas

Al variar un pardmetro de un sistema puede cambiar la estabilidad de un ciclo
limite, esto da lugar al andlisis de bifurcaciones de ciclos limites u 6rbitas periddicas.
Dentro del escenario de bifurcacién y por simplicidad, suponiendo que el ciclo limite

original es estable, los casos més simples que se pueden mencionar son:

silla-nodo o fold, cuando a partir de un valor critico del parametro aparece un

par de orbitas periddicas de estabilidad opuesta entre si.

= transcritica, cuando un par de orbitas periédicas se “encuentran” e intercam-

bian su estabilidad.

» pitchfork, cuando la 6rbita original estable cambia a inestable y ademds a

partir del mismo valor critico nace un par de érbitas estables.

= flip o doble periodo, cuando la érbita original estable cambia a inestable y
ademads aparece una nueva Orbita estable que describe dos vueltas y luego se

cierra con un perfodo aproximadamente del doble de la original.

Si el ciclo limite original no es estable, no necesariamente en la bifurcacién hay
un cambio de estabilidad, pues pueden aparecer “ciclos sillas”. En los sistemas de
dimensién 3, se vio como analizar la aparicién de un ciclo limite usando formas nor-
males para la bifurcacién de Hopf y el teorema de la variedad centro. La estabilidad
del ciclo restringida al conjunto invariante que es la variedad centro (plano u-v, en
el ejemplo), esta dada por el signo de los coeficientes de la forma normal, dando
lugar a bifurcaciones tipo fold y multiplicidad de ciclos como se analiz6 en el Capi-
tulo 2. Ademas dicha variedad puede ser atractiva o repulsiva. Es decir, existe una

dimensién mds, otro grado de libertad que puede hacer cambiar la caracteristica de
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estabilidad del ciclo dando lugar a las bifurcaciones mencionadas. El doble perio-
do, que en dimensién 2 no puede ocurrir, se presenta en muchos sistemas fisicos,
y es un indicador de otro posible comportamiento extrano o cadtico como se vera
en la seguiente seccién. La presencia de doble periodo también aparece en sistemas
biolégicos como las arritmias cardiacas (Wang et al., 1997), (Chen et al., 2000). A
continuacion se analizan bifurcaciones a partir de la forma normal del ejemplo de-

sarrollado anteriormente.

Ejemplo 14 . Bifurcaciones de 6rbitas en el sistema de Rand. En este ejem-
plo ocurre una bifurcacién cuando el ciclo pierde la estabilidad, precisamente cuando
la variedad centro deja de ser atractiva. Para el estudio de este fenémeno mediante
la forma normal, se considera una pequena perturbacion en el ciclo sobre la variable

w, es decir w = dw, u = u. = r9CcoOSwWpl, y ¥V = v. = Tgsenwyt, por lo tanto
o = —dw + f3(ue, v.)ow
cuya solucién es:
Sw(T) = Sw(0) elo ~1+fs(ueeit
Cuando efo —1+fa(uewe)dt < 1 §uy(nT) — 0. La condicién

T
/ —14 f3(ue,ve)dt =0
0

indica que dw(T) = dw(0), es decir que la variedad deja de ser atractiva y puede
ocurrir alguna bifurcacién . Este procedimiento es similar a utilizar el método de la
matriz de monodromia (Sydel, 1994), simplificado por estar en la forma desacoplada
de Jordan y la variedad centro. El cdlculo del valor critico con el método propuesto
resulta p = 0,207443. Para este valor, la amplitud es r ~ \/Tﬁ'l =1, por lo cual

se presume que la aproximaciéon de la variedad centro no es buena.
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Figura 3.7: Curva de continuacién en el sistema de Rand. H: punto de bifurcacién de
Hopf; BPC: Punto de bifurcacién pitchfork de ciclos; PD: punto de bifurcacién de periodo
doble.

Resultados de simulacién, usando sofware de continuacién en (Belhaq et al., 2000b),
como se muestra en la Fig. 3.7, luego de la bifurcacién de Hopf en p = 0, ocurre
una bifurcacién pitchfork (en algunos trabajos se denomina rotura de simetria) en
= pp = 0,3150232, quedando un ciclo inestable en la variedad centro del cual
emergen un par de ciclos asimétricos estables. En la Fig. 3.8 se observa el ciclo
simétrico un poco antes de la bifurcaciéon, p = 0,31, y los dos asimétricos para
= 0,35. Continuando el andlisis sobre uno de los ciclos asimétricos, se tiene una
bifuracién de doble perfodo en pp = ppp = 0,4403559. Con el método analitico prop-
uesto se detecté la bifurcacion pitchfork con bastante error en el valor del pardmetro
critico, pues la superficie utilizada para aproximar la variedad centro es tangente en
el origen pero difiere considerablemente para esta amplitud del ciclo (r ~ 1). En
la Fig. 3.9 se observa la comparacién numérica y analitica del ciclo en el punto de
bifurcacion.
Este ejemplo ha sido desarrollado en (Calandrini et al., 2000b), aunque debe destacar-
se que en (Rand, 1989) para upp = 0,45 se detecté doble periodo usando sélo un

primer arménico. En los trabajos (Belhaq y Houssni, 1995) y (Belhaq et al., 2000a)
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Figura 3.8: Ciclos limites en el sitema de Rand con aproximaciones numéricas, en linea
punteada un ciclo simétrico con g = 0,31 ; en linea continua dos ciclos asimétricos para

w=0,35.

se usa el método de multiples escalas de tiempo para obtener pi,p = 0,446. Si bien se
detectaron con bastante precision el valor de jipp, en los tres articulos se utilizaron
aproximaciones simétricas de las érbitas, lo cual no es adecuado, pues en el simétrico
no ocurre doble periodo, como lo establece (Chen et al., 2009).

En este 1ltimo se usé un método mejorado de miiltiples escalas de tiempo, con muy
buena aproximacién del ciclo simétrico, cuando p < fu,.

En (Nayfeh y Balachandran, 1990) se estudié este sistema con teorfa de Floquet
para determinar que la bifurcacién de doble periodo ocurre en p = 0,4405. En la
Fig. 3.10 se muestra el ciclo limite de perfodo doble obtenido numéricamente para
w=0,45.

Para mejorar el procedimiento analitico utilizado en esta tesis deberfa incrementarse
el orden de los polinomios utilizados, lo que requiere un gran esfuerzo en recursos

computacionales y los resultados no dejarfan de ser locales.
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Figura 3.9: Ciclos limites en el sitema de Rand en la bifurcacién pitchfork. Aproxima-

ciones: (a) numérica con p = 0,31; (b) analitica con p = 0,207; (c¢) analitica con p = 0,31.
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Figura 3.10: Ciclo limite de doble periodo en el sistema de Rand, u = 0, 5.
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En el ejemplo anterior se observé el alcance local de la forma normal, ya que
su estructura se plantea a partir de la bifurcacién de un punto de equilibrio y sus
dificultades para predecir fenémenos mas generales. Los resultados predichos por la
forma normal son aceptables cuando se trabaja cerca del punto de Hopf u otras bi-
furcaciones ocurren cerca de la bifurcaciéon de Hopf. Para el anédlisis de bifurcaciones
de doble periodo, los paquetes de continuacién numérica son una herramienta muy

importante y han sido utilizados en la siguiente seccién del capitulo.

3.5.1. Cascada de doble periodo

En muchos sistemas fisicos las érbitas periédicas estables pierden la estabilidad
cuando se varfa un pardametro, con la aparicién de una 6rbita de doble periodo.
Este fenémeno podria repetirse si se contintda aumentando el pardmetro, pasando
a una 6rbita de perfodo 4. Si esto se reitera infinitas veces, se obtiene una cascada
de bifurcaciones que concluye en lo que se conoce como un atractor extrano, donde
se manifiestan comportamientos estables e inestables conjuntamente, por eso su
nombre de comportamiento cadtico, o simplemente caos. De esa manera, el sistema
permanece confinado en una zona de su espacio de estados, similar a un atractor
estable pero con mucha sensibilidad a las condiciones iniciales como en un sistema
inestable, donde una pequena perturbacién puede conducir a evoluciones totalmente

diferentes.

Esta ruta de bifurcaciones de doble periodo es uno de los fenémenos mé&s comunes
que conducen al caos. Un esquema del fenémeno, tanto en el espacio de fase como
en su evolucién en una de las variables, se muestra en la Fig.3.11(a). El perfodo
de las soluciones se duplica sucesivamente, obteniéndose asi divisiones frecuenciales
por 2, 4, 8, 16, etc. Se llega al caos cuando el periodo crece al infinito.

La Fig. 3.11(b) muestra la curva de continuacién de soluciones periédicas donde
se grafica el valor maximo de una de las variables en régimen oscilatorio versus

el pardmetro de bifurcaciéon. La longitud de los intervalos que limitan los valores
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(@) (b)

Figura 3.11: Secuencia de bifurcaciones de doble periodo hasta concluir en un atractor

cadtico. (a) 6rbitas; (b) diagrama de bifurcaciones.

criticos de doble periodo decrecen rapidamente y casi en forma geométrica, con una

razon que se aproxima al nimero

lfm <Mi _Hi1) —
100 \ M1 T My

con 0 = 4,66920... Esta observaciéon se cumple si el mapa de Lorenz del atractor
tiene la caracteristica de dimensién cercana a uno y es unimodal; para méas detalle

consultar (Strogatz, 1994).

El primero en descubrir este limite fue Mitchell Feigenbaum cuando estaba tra-
bajando con el mapa logistico, un sistema discreto con una no linealidad cuadratica.
En agosto de 1975 encontré con exactitud hasta 3 decimales (4.669), ajustandose
a los limites de precisién de su calculadora (HP65). Unos meses més tarde mostré
que este nimero era el mismo en muchos mapas discretos que presentaban bifurca-
ciones de doble periodo. Feigenbaum completé su primer trabajo sobre este tema
en 1976, pero no pudo ser publicado hasta 1978. La universalidad de esta cantidad
fue mostrada méds rigurosamente por (Collet y Eckmann, 1980) y (Lanford, 1982).

El nimero 6 es cominmente conocido como constante de Feigenbaum, y puede
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Tabla 3.1: Determinacién experimental de la constante de Feigenbaum

Experimento Niumero de dobles periodos dr Autores
Agua 4 4,3  Giglio (1981)
Mercurio 4 4,4  Libchaber (1982)
Diodo 5 4,3 Testa (1982)
Transistor 4 47  Arecchi (1982)
Junt. Josephson 3 4,5 Yeh (1982)

medirse experimentalmente observando fenémenos que exhiben doble periodo. Co-
mo los intervalos decrecen rapidamente, sélo puede observarse una pequena porcién
de la cascada. Fisicamente se han podido mostrar cascadas de hasta periodo 16 co-
mo maximo, en sistemas de conveccién, y también en sistemas electrénicos como
muestra la Tabla 3.1 (en el caso del diodo se lleg6 hasta periodo 32).

Las bifurcaciones de doble periodo no sélo ocurren en los sistemas discretos
sino también en sistemas de ecuaciones diferenciales de orden 3 6 superior. En
(Alonso et al., 2001) se presentan las rutas de doble periodo al caos en tres sistemas
continuos con un programa de continuacion de soluciones periddicas. La estimacién
mediante simulaciones del valor de la constante de Feigenbaum, se realiza generando
la sucesién

5, = Hamt “He g9
Hon+2 — Hont1
con los resultados numéricos de los intervalos del pardmetro donde se detectan las
bifurcaciones de doble perfodo. En los tres sistemas se observa como converge al
valor limite:

lim §,, = 0r ~ 4,669...

n—oo

en concordancia con los experimentos fisicos mencionados como se detalla a continua-

cion.
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Figura 3.12: Circuito de Chua. (a) Curva de continuacién de soluciones periédicas; (b)

atractor cadtico.

Ejemplo 15 . Circuito de Chua. El modelo con una no linealidad suave esté

dado por
& = aly—e(@),
y = r—-y + Z,
z = _Bya
donde ¢(x) = %xz)’ — %x, y ay (8 son los pardmetros de control. En nuestro estudio,

el pardmetro ( se fija en § = 10,91678, y « se considera el pardmetro principal
de bifurcacién (p en las secciones anteriores). Los valores criticos de a son: ay =
6,888775, ay = 7,034154, ag = 7,065070, a1 = 7,071624 v aige = 7,073030, como se

observan en la Fig. 3.12(a) y las estimaciones de dr son

51 = 4,702387, 0§y = 4,717119, &5 = 4,661451,
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Figura 3.13: Sistema de Rossler. (a) Curva de continuacién de soluciones periédicas; (b)

Atractor cadtico.

En la Fig. 3.12(b) se puede apreciar el atractor cadtico al cual conduce esta cascada

de doble periodo.

Ejemplo 16 . Sistema de Rdssler. Este sistema estd dado por

T = Y-z,
y = rv+ay,
Z = b+ z(z—c),

donde a y b han sido fijados en 0,2, y ¢ es el pardmetro principal de bifurcacién. Una
continuacion de la érbita periddica que emerge de una bifurcacién de Hopf se muestra
en la Fig.3.13(a). Las bifurcaciones de doble periodo ocurren para c; = 2,832446,
cy = 3,837358, cg = 4,124215, ¢16 = 4,186997, v ¢35 = 4,200536. Con estos valores se
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Figura 3.14: Curva de continuacién de soluciones periédicas en el sistema de Sprott.

obtiene la siguiente secuencia que converge a la constante de Feigenbaum

01 = 3,503181, 02 =4,569096, &35 =4,637122.

y al atractor cadtico se muestra en la Fig. 3.13(b).

Ejemplo 17 . Sistema de Sprott. De los sistemas caéticos descubiertos por Sprott,

consideraremos el siguiente

T = ax—+z,
y = xz—y,
= —x+y.

Aqui « es el pardmetro principal. Se construy6 la curva de continuacién (Fig. 3.14)

para observar la ruta de doble perfodo halldndose los siguientes valores criticos ag =
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0,2644273, ay = 0,3136389, ag = 0,3244517, ays = 0,3267759, y asy = 0,3272732,

obteniéndose las siguientes estimaciones de la constante de Feigenbaum

01 =4,551235, 09 = 4,652267, 03 = 4,673638.
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3.6. Apéndice del capitulo

La variedad centro en el ejemplo de Rand ha sido aproximada por la siguiente

funcién:
h(z,y) = az® +bay +cy® +da* +exy® + f oy + ga®y* + hy'

donde:

2
(1+2p)(5+4p + 4p2)

2

b = ——m———
54 4p + 4p?

3+ 4p(1 + p)
(1+20)(5 + 4p + 447)

2(663 + 368841 + 1079642 + 1778443 + 21248y + 1724815 + 947246 + 35847
(1 + 220)2(1 + 420)(5 + dp + 422)2(5 + 80 + 1622)(17 + 8 + 1622)

8(68 -+ 771 + 89 + 23813 + 3084 + 32845 + 25646 + 128,47
(14 2p)2(5 4+ 4p + 4p2)%(5 + 8 + 1642) (17 + 8y + 16142)

| A(=51 + 457u + 17844% + 34324% + 44801 + 363247 + 21760 + 768u7)
(1+20)2(5 4+ 4p + 4p2)%(5 + 8 + 16p2) (17 + 8 + 1642)

323 + 7064 + 14642 + 26723 + 3056 + 24641° + 15368 + 51247
(14 2p)2(1 4+ 4p) (5 + 4pe + 4p2)?(17 + 8u + 16442)

8(68 + 77 + 89u® + 23813 + 308t + 328> + 2568 + 1287)
(14 20)2(1 + 420) (5 + g+ 4p2)2(5 4 8 + 1602) (17 + 81+ 162)
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Capitulo 4

Sintesis de Sistemas Dinamicos

Si la vida fuera una ecuacion matemdtica,
nos faltarian letras en el abecedario
para representar las incognitas.

(Neteldi)

4.1. Introducciéon

En el campo de las ecuaciones diferenciales se han realizado progresos en estos
iltimos anos con el objeto de estudiar diferentes configuraciones dindmicas cuando
varfan los pardmetros del sistema. Dentro de estos progresos, sin lugar a dudas, uno
de los mas notorios consiste en representar en forma elemental ciertos fenémenos
dindmicos a través de relaciones polinomiales entre sus variables. Esta descripcién
o sintesis de la dindmica de sistemas es posible (como se mostré en el capitulo 2) a
través de la explicitacién de la denominada “forma normal”, una relacién polinémica
entre las variables del sistema para describir los efectos tipicos de la manera ma&s
sencilla, luego de realizar una serie de transformaciones al sistema original. Sin lugar
a dudas, la implementacién de algoritmos en forma de matematica simbélica, ha
facilitado sintetizar la dindmica de los sistemas en sus “formas normales” y el estudio

de los mismos de una manera analitica. Aunque es bien conocido que es imposible

109
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en la gran mayorfa de los sistemas diferenciales no lineales encontrar explicitamente
sus trayectorias excepto, claro estd, a través del uso de métodos numéricos.

Desde el ambito algebraico, Bruno Buchberger (1970, 1995) formulé el concepto
de bases de Groebner en la década del "70, extendiendo una sugerencia de su direc-
tor W. Groebner. Buchberger encontré un algoritmo para computar dichas bases,
y probé los teoremas fundamentales sobre los cuales se basa su teorfa. Por muchos
anos la importancia de este trabajo no fue apreciada. Sélo en la década del ’80 los
investigadores en ciencias matemadticas y computacionales comenzaron a estudiar
esta nueva teorfa, al tiempo que se desarrollaron una amplia variedad de aplica-
ciones. Una de las razones fue la implementacién de algoritmos con programas de
matemdtica simbdlica, como Mathematica, Maple, Reduce, etc. Las investigaciones
en dlgebra conmutativa se vieron beneficiadas aun mds con los sistemas especiali-
zados de dlgebra computacional como CoCoA, Macaulay y Singular. En la década
del ’90 esta disciplina tomé un lugar independiente, lo que inspir6 la aparicién de
nuevos textos, como (Cox et al., 1992) por ejemplo. El interés por las aplicaciones
del dlgebra también aparecié en la teoria de sistemas y de control (Fortell, 1995;
Jirstrand, 1996; y Alwash, 1996; por citar algunos).

En este capitulo se propone el diseno de sistemas dindmicos, es decir hallar un
sistema diferencial que tiene una trayectoria deseada, haciendo uso del algoritmo que
calcula las bases de Groebner, se basa en el trabajo (Calandrini et al., 2003). Es claro
que la naturaleza polinomial de las “formas normales” que caracterizan la dindmica
de sistemas junto con las operaciones de las bases de Groebner son elementos que

estdn muy relacionados como se muestra en (Gatermann y Lauterbach, 1998).

4.2. Sintesis

El estudio de sistemas dindmicos no lineales desde los tiempos de Lyapunov y
Poincaré se enfocé principalmente desde el punto de vista de andlisis y control. Da-

do un sistema dindmico, y una descripcién cualitativa del comportamiento dindmico
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requerido para ese sistema, se disena la ley de control para modificar dicho compor-
tamiento y poder cumplir los requisitos. Esta es una forma de realizar sintesis de sis-
temas no lineales, al disefiar una ley de control como se muestra en (Pilishkin, 2001).
Allf se construyen leyes de control robustas para diferentes clases de sistemas no lin-
eales; éste tipo de sintesis se realizard en las secciones finales del capitulo. Sintesis,
desde otro punto de vista es en cierto modo el “proceso inverso”: la meta es encontrar
un sistema dindmico que cumpla ciertas especificaciones de diseno. Los métodos de
sintesis para sistemas no lineales no son sencillos, ya que este tipo de sistema encie-
rra una amplia variedad de fenémenos dindmicos. Existen pocos métodos generales,
y algunos trabajos realizados en este tema son (Chua, 1992), en conexién al circuito
de Chua, diseno que presenta una conducta dindmica cadtica; (Genesio et al., 1995)
donde se presenta un método para el diseno de sistemas con una bifurcacién de ci-
clos limites prescripta; (Elwakil y Kennedy, 2001) para construir circuitos cadticos

mediante datos experimentales.

En (Brown y Chua, 1993) se presenta un método constructivo para mapas de
Poincaré. La base de su teoria radica en la irreducibilidad de un mapa no lineal,
es decir en un mapa que no puede construirse de manera més simple. Estos mapas
pueden implementarse con circuitos electrénicos y la composicién de dos o méds
mapas irreducibles puede producir caos y muchos de los complejos efectos no lineales.
En el trabajo mencionado se provee una base matemaética para la construcciéon de
una amplia variedad de sistemas a partir de un mapa. Posteriormente, se obtiene un
sistema de ecuaciones diferenciales cuyo mapa de Poincaré es el mapa dado. Estas
ecuaciones diferenciales pueden sintetizarse con circuitos electrénicos con el fin de

generar la dindmica buscada.

El punto de partida de cualquier procedimiento de sintesis es un conjunto dado
de “especificaciones de diseno”. A partir de éstas, se debe obtener un conjunto
de relaciones entre las variables y sus derivadas temporales; en este capitulo se
considera que estas relaciones toman la forma de polinomios en varias variables y

sus derivadas de primer orden. En el caso mds simple de polinomios lineales, se



112 CAPITULO 4. SINTESIS DE SISTEMAS DINAMICOS

pueden usar técnicas conocidas de dlgebra lineal como el método de eliminacién de
Gauss, para expresar algiin conjunto de variables (normalmente las derivadas) como
funciones de otro conjunto (disjunto). En una escena mds general, técnicas mds
poderosas tales como el cdlculo de las bases de Groebner pueden ser ampliamente
aprovechadas para alcanzar resultados similares.

En la siguiente seccién la “especificacién de diseno” es la ecuaciéon paramétrica
de una trayectoria en R”. El propésito es desarrollar un algoritmo para obtener un
conjunto de por lo menos n ecuaciones diferenciales tales que una de sus soluciones
sea la trayectoria propuesta. Hacia el final del capitulo se sintetizard la ley de control

de un péndulo invertido

4.3. Sintesis y estabilidad orbital

El proceso de sintesis que se realizard es el de diseno de un sistema auténomo,
& = f(x), que tenga una solucién deseada = = x4(t) y que esta solucién sea orbital-
mente asintéticamente estable. Con esto se quiere decir que la solucién define una
trayectoria u 6rbita deseada, que es la imagen de z4(t) en el espacio de estados, es

decir el conjunto

vy={x € R" | x=wx4t),t > 0}.

Este es un conjunto positivamente invariante, donde la dindmica estd dada por la
restriccion de f(.) al conjunto 7, y estd determinada por la derivada temporal de la
solucién @4(t) = f(z4(t)). En otras palabras, toda solucién que tenga una condicién
inicial en v permanecerd en este conjunto para todo t > 0. Ademds se pretende que
esta Orbita sea asintdticamente estable, que segin la definiciéon del Capitulo 1, se
desea que toda solucién permanezca en un entorno € de vy, arbitrariamente pequeno,
siempre que la condicién inicial esté dentro de un entorno (), y que la distancia

entre la solucién y el conjunto v tienda a cero cuando ¢ tiende a infinito.
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Son muchas las posibilidades de especificar dindmicas y conjuntos invariantes.
Una forma es a través de la parametrizacién temporal de la solucién x,4(t), otra forma
es representar a este conjunto invariante deseado y su dindmica, con un conjunto
de polinomios que formen una base de Groebner como se describe en este capitulo,

basado en el trabajo de (Berns et al., 2001) en sintesis de osciladores.

El proceso de sintesis se realizard en dos etapas. En la primera se convierten las
especificaciones expresadas en forma pardmetrica a una relacién algebraica, donde el
resultado es precisamente un conjunto de polinomios asociado al conjunto invarian-
te planteando la eliminacién de la dependencia temporal (la variable ¢, o funciones
auxiliares de t) sobre el conjunto de polinomios que determinan z4(t) y #4(t). En la
segunda etapa se disefia un sistema con la consideracién que la orbita sea asintéti-

camente estable.

4.3.1. Primera etapa. Conjunto invariante algebraico.

En esta primera parte de la metodologia se tienen en cuenta dos casos: parame-
trizacion directa, cuando la trayectoria puede ser parametrizada como una funcién de
un solo pardmetro ¢ (normalmente el tiempo); y parametrizacion indirecta, cuando la
trayectoria depende de dos o mds pardmetros. Esto ltimo es 1itil cuando la trayec-
toria deseada no estd dada como una funcién polinémica de ¢, sino que depende de
funciones auxiliares de t. En este caso se debe reformular la trayectoria en el espacio
de pardametros auxiliares, y también la conducta dindmica de estos pardmetros auxi-
liares (sus derivadas temporales). En lo que sigue se considera que los coeficientes de
los polinomios estdn en un un cuerpo que llamamos k, que puede ser QQ, o funciones
racionales de pardametros de diseno. Si bien tedricamente los coeficientes podrian ser
reales, la implementacién computacional hace que se trabaje con niimeros racionales.
Cuando se trabaja con coeficientes en un cuerpo de funciones racionales en ciertos
pardametros de diseno, como por ejemplo Q(a,b)[Z1,..., 4y, z1,...,2,], se supone

que las variables abstractas a y b, son algebraicamente independientes. En la préc-
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tica, al finalizar el diseno, estos pardmetros tendrdn valores especificos, cuando se
realiza tal sustitucién en el cuerpo de los coeficientes se dice que se ha realizado una
especializacion. Luego de hacer el reemplazo de los pardmetros, los polinomios del
ideal del sistema estaran en el anillo Q|[#1, ..., &y, 21, . .., x,], hay que ver si tal espe-
cializacién afecta o no las bases de Groebner, es decir si se anula algin denominador
de los coeficientes o el coeficiente principal de algiin polinomio de la base. Existen
métodos para encontrar todas las distintas bases de Groebner reducidas para todos
los posibles valores de pardmetros, ver (Montes, 2002; Weispfenning, 2006). Aunque
también se puede analizar en forma particular cada uno de los casos singulares.

Se proponen los siguientes algoritmos para la primera etapa de sintesis:

Parametrizacion directa

1. Expresar la dindmica deseada (i.e., la ecuaciéon paramétrica de una curva en
R™) z; = f; (t), 1 <i < n, donde f; € k[t]; definir las variables &; = dx;/dt y
los polinomios d;(t) = df; (t)/dt. Claramente, d; € kl[t].

2. Considerar el sistema de ecuaciones

ZT; fz = O,
€T; — dz = 0,
con 1 < 7 < n, usando el ordenamiento Lex, t > &1 > -+ > &, > 11 >

.-+ > x,, encontrar una base de Groebner GG con el fin de eliminar ¢ en el ideal

I:<£U1—f1,...,l'n—fn,i'1—d17...,j§'n—dn>.

3. Considerar el subconjunto de polinomios G, = G N k[, ..., Ty, T1, ..., Ty,
dentro del conjunto de polinomios de la base GG correspondiente a la elimi-
nacién de la variable o pardmetro t. Este conjunto es una base para el ideal
de eliminacién I, = I N k[, ..., &n, 21, ..., T, y puede expresarse como

unién de dos subconjuntos G, = G1 U Gy, con Gy = G N klxy, -, z,]. Los
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polinomios de G; no dependen de las variables &;, y Var (G;) determina en

foma implicita la trayectoria en el espacio de estados.

El resultado de este algoritmo es G, un conjunto generador de un ideal de una
familia sistemas dindmicos. Todos los sistemas de esta familia tienen como una de

sus soluciones posibles la variedad Var (G1), con la dindmica deseada.

El planteo realizado corresponde al problema algebraico de implicitacion que es
avalado por los teoremas de Eliminacion y de Ezxtension. Este iltimo asegura cuando
una solucion del sistema (parcial) de la eliminacién es también solucién del sistema
original (completo)

De acuerdo al Teorema de Extension y su corolario, las soluciones de estos ideales
de eliminacién pueden extenderse a las soluciones del ideal I, porque el conjunto
de polinomios generadores es lineal en i; y los coeficientes de los monomios que
contienen t son constantes. El conjunto G, es generador de un ideal que tiene como
solucion comin la trayectoria deseada. Por consiguiente, todo conjunto de polinomios
del ideal (G.) comparte esta solucién. De esta manera, pueden elegirse n elementos
de (G.), algebraicamente independientes, para construir uno de los posibles sistemas

dindmicos que tiene la trayectoria deseada como solucion.

Parametrizacién indirecta

En este caso, las ecuaciones paramétricas de la curva en R" que describen la
solucién deseada no son polinomios en el pardametro ¢, pero dependen de r pardmetros
auxiliares variantes en el tiempo v; (), 1 < i < r, i.e., z; — f; = 0,1 < i < n, con
fi € k[vy, -+ ,v.]. Estos pardmetros describen una curva en el espacio de pardmetros,
dada en forma implicita por el sistema de s ecuaciones polinémicas e; = 0,1 <7 < s,
cone; € klvy, -+ ,v,], que son solucién del sistema diferencial de ecuaciones dv; /dt =

hi, 1 <i<r,con h; € klvg,- -+ ,v,]. Es importante notar que v; puede no conocerse
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como funcién del tiempo; sélo se necesitan e; y h;, pues

dr; —~ 0f;
dt i1 (9’(}1‘
donde d; € k[vy, -+ ,v,]. Por lo tanto, los pasos requeridos son los siguientes:

1. Reformular la solucién deseada en términos de los pardmetros auxiliares v;,

1< <.

2. Considerar el sistema de ecuaciones polinémicas

in—fi:(), 1<Z<TL,

para eliminar v;, usando el ordenamiento Lex vy > «++ > v, > &1 > -+ > &, >

xy > -+ > x,. encontrar una base de Groebner G para el ideal I = (21 — fi,
. xn—fn, jfl—dl, ...,j?n—dn, €1, ...,€S>.
3. Considerar el subconjunto G, C G, G, € k[&y, -+, &y, 1, *++, Tp], cOrrespon-

diente a la eliminacién de las variables v;.

Como en el caso anterior, G, es un conjunto generador de una familia de sistemas

dindmicos que tienen la trayectoria deseada como solucion.

Generando sistemas

En los dos procedimientos anteriores se obtuvo una base de Groebner G, del ideal
resultante de haber eliminado los pardmetros utilizados para expresar el conjunto
inviariante u 6rbita deseada. Sin lugar a dudas, son muchas las posibilidades de
generar sistemas a partir de este conjunto, pero se desea obtener un conjunto de

polinomios en el ideal (G.), que genere el ideal de un sistema dindmico, como se
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represent6 en el Capitulo 1, donde su base de Groebner en el anillo k(xy, - -, z,)[%1,
-+, &,] tiene n polinomios y sus monomios lideres son ;, i = 1, ..., n. Por ejemplo,
si Ge = Gl U GQ,

Gl = {pl; cee 7ps}7

Go {Qh-'an} = {QIlfbl —Q10=--‘,Qn155n—%0}7

donde DPj, qio0, Gi1 Gk’[l’l,...,l‘n] j=1 ..., +1=1....,n.

Sea A el conjunto de las siguientes n combinaciones de polinomios:

A= {Zaiij + Zbiﬂ% I<i< n}
=1 =1

donde a;; y b;; son polinomios en el anillo k[x, ..., z,]. El conjunto A esté contenido
en el anillo k(xy, ..., x,)[#1, ..., T,,]. El sistema a disenar puede representarse por una
base de Groebner S, para el ideal ¥ = (A) = (5), los polinomios a;; y b;;, deben
elegirse adecuadamente y con algin criterio, como puede ser la estabilidad, que se
tendra en cuenta en la segunda etapa, y ademds se desea que los monomios lideres de
S sean simplemente las variables z;, : = 1, ..., n. Hay que tener en cuenta ademss,
que al trabajar con coeficientes con funciones racionales, los coeficientes lideres no
pueden anularse, o habria que restringir del espacio de estados los puntos que anulen
los coeficientes lideres de S, pues dejarfa de ser una base de Groebner. Se mostrard

mejor en los siguiente ejemplos.

Ejemplo 18 . Un sistema oscilatorio simple. El primer ejemplo es muy sencillo
ya que se desea un sistema oscilatorio con salida senoidal de frecuencia w, que puede

representarse en el plano de fase por una trayectoria circular en R?

x1 =rcos (wt), xg=rsin(wt), (4.1)
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con r >0y w como pardmetros de diseno. Claramente esta curva no es una fun-
cién polinémica de t, pero puede expresarse algebraicamente si se introducen los
pardmetros auxiliares v; = cos (wt) y v = sin (wt). Estos pardmetros permanecen
en la variedad 1— (v? + v3) = 0, y sus derivadas temporales verifican dv, /dt = —w vy
y dvg/dt = wwy. Definiendo &; = dx;/dt, i = 1, 2, segtin el procedimiento descripto
en la seccién anterior (parametrizacion indirecta), la trayectoria (4.1) puede asocia-

rse al conjunto de polinomios

S = {xl—rvl, acg—rvg,l—v%—vg,

T+ wrug, T3 —wrul,

contenido en k[z1, za, &1, T3, V1, v2], donde k es el cuerpo de funciones racionales en
7y w con coeficientes en Q (podria ser también en R). Una base de Groebner para

S, usando el ordenamiento vy > vy > &9 > &1 > x5 > 1 (para eliminar vy y vy), estd

dada por G = {g1, g2, g3, 94, g5 }, con

.2 2 2 _
G =p1=-1r"+2x7+7r5 gs=—To+ Vg,
go = @1 = T1 + WTo, gs = T1 — T1.

g3 = Q2 = Ty — W,

El conjunto G. = {¢1, 92, 93} = {p1, ¢1, ¢2} es la base de Groebner del ideal donde se
han eliminado los pardmetros v; y vs. Es ademds, un conjunto generador de sistemas
dindmicos algebraicos que comparten una solucién como (4.1). Tomando g2 y g3 se
obtienen un sistema dindmico lineal, que con seguridad tiene como solucién a (4.1)
pues el origen es un centro. Otra posible eleccién es la combinacién de polinomios
(az1+ (w—=PB)xs) p1+7% 1y (xa — (w— B) x1) - p1 + 72 - ¢2. El sistema dindmico

resultante muestra la estructura de la forma normal de un ciclo limite
i = amy — fag + (0m1 — pxo) (2] + 23) |

Ty = fx1 + oy + (pr1 + 09) (If + x%) ;
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Figura 4.1: Superficie con forma toroidal

donde 0 = —a/r? y ¢ = (w— ) /r? El coeficiente o también se conoce como el

primer coeficiente de Hopf como se definié en el Capitulo 2.

Ejemplo 19 . Oscilador de dimensién 3. Las ecuaciones paramétricas de una

superficie con forma toroidal, Fig. 4.1, son
x1 = (r1 +rocos(tz))cos (t1),
xg = (r1 +rycos(ty))sin (t1), (4.2)
T3 = Tosin(ta),

con tq y ty pertenecientes al intervalo [0, 27]. Se realizarén dos disenos, uno donde
el atractor es todo el toro, y el otro donde el atractor es una érbita periédica con
dos frecuencias, una el doble de la otra. En este ultimo caso t; = wt, t2 = (w/2) t.
Como en el ejemplo previo, usando los pardmetros auxiliares v; = cos (wt/2), vy =

sin (wt/2) se puede encontrar que cos (wt) = v¥ —v3, sin (wt) = 2v;v9. Reemplazando
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en (4.2),
r1 = (11 +71o01) (U% - U;) 5
Ty = 2(ry + 1201) V102,
T3 = TaU2,

y los pardmetros permanecen en la variedad 1 — (v? +v3) = 0, y sus derivadas
temporales verifican dv;/dt = —wwvy/2 y dvg/dt = wwvy /2. Definiendo &; = dx;/dt,

1 =1, 2, 3, el sistema de polinomios asociado es
{z1 = (r1 +rov1) (v] — 03),
Ty — (r1 + 1r2v1) 20102,
T3 — T2V2,
T1 — (—2wrlvlvg — gwrgvag + %wrgvg’) ,
To — (wrlvf + wmvf — w'r’lv% — 2wrgvlv§) ,
ji‘g — (%7“21]1),

1— (vi+v3)}.

Eligiendo el ordenamiento vy > v > &3 > &g > >3 >y > (para eliminar vy y vy),
y fijando r; = 1,9 = 1/2, w = 1, obtenemos la base de Groebner G = {g1, ..., gi0},
(ver apéndice del capitulo) donde G7 = {g1, .. ., g5} C Rlxy, x2, 3] da las ecuaciones
en forma implicita de la 6rbita, Var(G;) C R3, y Gy = {gs, g7, gs} da las relaciones
dindmicas entre las variables y sus derivadas. Nuevamente, una combinacién de los

polinomios de G9 definen un sistema dindmico con una érbita como (4.2); eligiendo
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por simplicidad gg = g7 = gs = 0 se obtiene el siguiente sistema dindmico
i1 = —o5 (16925 — 2421 w5 — 20827 2o+
64 1] vy — 208 25 + 128 22 w3+
64xg + 11223 + 12021 23 — 8:c% xg) ,
iy = —3 (6 — 62y — 1827 + 8] — 1823+
16 27 25 + 8 73 +m2x3) ,
i3 = —z (15— 32y — 2627 + 8x]—

2623 4+ 16 27 25 + 82y + T2 13) .

Este tltimo ejemplo sugiere dos consideraciones. Una es que previo al calculo de la
base se han dado los valores a los pardmetros. La incégnita que surge es si se obtiene
el mismo resultado si se procede en orden inverso, calculando primero la base y luego
realizando la especializacion. La respuesta es afirmativa si la eleccién de pardmetros
no anula alguno de los denominadores de los coeficientes de los polinomios de la
base. Es decir si se elige una especializacion que no anule los denominadores, la base
de Groebner calculada sobre el cuerpo de funciones racionales es la misma que la de
la especializacién, (Cox et al., 1992).

El otro punto que debe considerarse es si son realmente necesarios los 5 poli-
nomios de (G; para expresar en forma implicita la trayectoria. La respuesta es no.
Puede ser menor la cantidad de polinomios generadores que la cantidad de poli-
nomios de una base de Groebner. Para saber que genera el mismo ideal podemos
calcular una base para un conjunto de polinomios generadores menor y observar
que se obtiene la misma base, por ejemplo podemos ver que ({gs, 94, 95}) = (G1),

pues tienen la misma base (que es Gy), por lo tanto Var(G,) = Var({gs, g4, 95}),
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es decir se puede describir en forma implicita la trayectoria con las ecuaciones

g3 = gas = g5 = 0.

Ejemplo 20 En este segundo diseno las dos frecuencias angulares t; y ¢y del toro
(4.2) son independientes, por lo tanto se necesitan cuatro pardmetros auxiliares
vy = costy, vy = sinty, vg3 = costy, y v4 = sinty que permanecen en la variedad
1—(v? +v3) = 1—(v2 + v}) = 0, con una dindmica que corresponde a dos frecuencias
independientes dvy/dt = —wq vy, dvy/dt = wy vy, dvs/dt = —wy vy, dvg/dl = wq v3.

Definiendo #; = dz;/dt, i = 1, 2, 3, el sistema de polinomios asociados es

{ @1 = (r1 4+ rovg) vy,

Ty — (11 + 1rov3) U2,

T3 — T2y,

&1 — wy (11 + T2U3) Vo — Wara¥y Uy,

&g + wy (r1 + T2U3) U1 — WargVavy,

T3 + wWaravs,

1-— (vf + vg) )

1 (24 02)).

Eligiendo el ordenamiento vy > v3 > vy > v1 > &3 > @9 > @y > x3 > To > 17 (para
eliminar vy, vy, v3 y vy), se obtiene la base de Groebner G = {gi, ..., g2} donde

Gi={qn} y Ga={g2, ..., g3}, por lo tanto

=] —ri+al+ay+a3)? —4rs3(ri +23) =0
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es la ecuacién en forma implicita del toro invariante. En cambio en Gy = {gs, .. ., g3}
se obtienen 6 polinomios para determinar la dindmica sobre el toro, de los que habria
que elegir 3 algebraicamente independientes. Para reducir la cantidad de polinomios
de la base es mds practico proceder de la siguiente manera dado que Gy = {g1} C
Rz, z9, 23], las variables x; y x5 son algebraicamente independientes y actian
algebraicamente como parametros. Teniendo esto en cuenta, se puede calcular una
base de Groebner en el anillo R(ry, o, wy, wa, o1, T2)[rs3, &1, L2, T3, V1, Vg, Vs, V4
que resulta de menor dimensién (ver apéndice del capitulo) y haciendo g, = g3 =

g4 = 0 se obtiene el siguiente sistema dindmico

. B Walq 2 2 2
T1 = WiT2 +wax1x3 + ﬁxi&(ﬁ — 1y +3),
2ry (xf + x3)
. Waolo 9 9 2
Ty = —w1T + WaTeTy + ——5——23(r] — 73 + 23),
2ry (xf + x3)
. W2 o9 2 2 2 2
t3 = o—(ry+ry—a] — 25 —13),
27”1

se observa un problema de indefinicién sobre todo el eje vertical z; = x5 = 0, aunque
es claro que estos puntos no pertenecen al conjunto invariante. También se puede
obtener otra base en el anillo R(rq, 7o, wy, wa, T2, x3)[x1, £1, L2, L3, V1, Vo, Vs, V4],

del mismo modo haciendo g; = g3 = g4 = 0 se obtiene el siguiente sistema dindmico

. Wal3 Wal3

T = Wil — 1 — 3 3 ) .',131(33'% + $% — 47“%)
21, 2r(rf — 3 + x3)

. Wal3 Wal3

Ty = W11 — To — 3 3 5 332(33% + I% — 47“%)
21, 2r(rf — 3 + a3)

. W2, 9 2 2 2 2

T3 = _(7"1‘1“7"2_551_%_553)

27"1

en este caso el sistema queda bien definido sobre todo el espacio R3, pues 7, > ry > 0

2 2 2 . o).
y por lo tanto r{ — r3 + 23 es siempre positivo.
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4.3.2. Segunda etapa. Estabilidad del conjunto invariante

En la etapa anterior se mostré un procedimiento donde a partir de una trayectoria
expresada en forma paramétrica se obtenia un sistema dindmico. Ahora el disefio
incorpora la estabilidad de esta trayectoria. Para analizar la estabilidad del conjunto
invariante se utilizard la teoria de Lyapunov, y en particular el teorema de LaSalle.
Como se vio en el Capitulo 1, se considera una funcién V' : D — R, continuamente
diferenciable tal que V(x) < 0 sobre un conjunto {2 C D, el cual es un conjunto
compacto, positivamente invariante con respecto a un sistema & = f(z), x € R".
Sea E el conjunto de todos los puntos en {2 donde V(ac) = 0 y sea M el mayor
conjunto invariante en F; entonces toda solucién de este sistema que comience en 2
se aproxima a M cuando t — oo.

En este teorema no se requiere que la funcién V' (x) sea positiva definida; tampoco
el conjunto ) esta directamente relacionado con la funcién V' (z). Sin embargo, se
puede garantizar la existencia del conjunto €2 considerando los conjuntos delimitados
por las curvas de nivel de V(z). En particular si Q. = {x € R" | V(z) < ¢} es una

regién acotada y V(z) < 0 en €, entonces se puede elegir = €.

Procedimiento de sintesis

El proceso de diseno se plantea a partir de conocer un conjunto invariante y
su dindmica, expresado con un conjunto de polinomios que representa en forma
implicita una 6rbita en el espacio de estados y otro conjunto de polinomios que
define la dindmica sobre esta 6rbita como el resultado obtenido en la etapa anterior.

La unién de estos dos conjuntos forman una base de Groebner S; = G, = G U G,

G11 - {plv"'aps}7
G2 - {q17"'7Qn}7

donde ¢; = ¢i1®1 — Gio, ¥ Dj, Qo ¢ € k[z1, ...,y paraj=1,...;s, i=1,...,n
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Esta base genera un ideal de polinomios :;. Este ideal contiene polinomios que
representan relaciones dindmicas correspondientes a diferentes ecuaciones de estados,
las cuales tienen la érbita deseada como una de sus posibles soluciones.

El objetivo seguido en esta seccién es disenar un sistema que tenga esta érbita,
y que ademads tenga la propiedad de ser un conjunto limite estable del sistema. Es
decir que toda trayectoria que comience en un entorno de la érbita tienda hacia ésta
cuando t tiende a infinito. Los polinomios que generan el sistema pueden estar en el
ideal X7, es decir ser combinaciones algebraicas de los polinomios de la base S; puesto
que deben anularse sobre la érbita deseada. Para ser mds especificos consideremos

las siguientes n combinaciones de polinomios:

A= {Zaiij + Zbijpj> I<i< ”}
=1 =1

donde a;; y b;; son coeficientes a determinar luego como polinomios en el anillo
klz1, ..., z,]. Por lo tanto, el anillo k(a;j, bij, z1, ..., %) [&1, ..., &, contiene al conjunto
A. El sistema a disenar puede representarse por una base de Groebner .S, para el
ideal ¥ = (A) = (S) como se mencioné en la seccién previa. Los coeficientes a;; y b;;
se obtienen al definir la dindmica en el exterior de la érbita. A tal fin se construye una
funcién positiva semidefinida, que sea nula sobre los puntos de la érbita, y positiva

en el resto del espacio. Una de tales funciones es el polinomio
V=pi+p+-+

en el anillo k[z1, ..., x,], pues esta funcién tiene un minimo que vale cero sobre toda
la 6rbita. Para aplicar luego el teorema de LaSalle, debemos fijar la dindmica de V,
de tal manera que sea negativa semidefinida. El polinomio V=AV. (Z1, .., x'n)T se

anulard en aquellos puntos que verifiquen una de las siguientes condiciones

= AV =0 (el gradiente de V' es nulo),

= puntos de equilibrio,
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= donde el gradiente es normal a la trayectoria.

Para propésitos de diseno los tltimos dos casos no se consideran, puesto que
reducen la base de atraccién de la érbita. Con respecto al primer caso, éste ocurre
sobre la érbita, dado que alli tiene un minimo, pero pueden existir otros puntos
que satisfagan esta condicién. Para encontrarlos puede considerarse el conjunto de
polinomios D = {g—;/l, ce 887‘;, 2V —1} compuesto por las componentes del gradiante
y un polinomio adicional zV' — 1 en la variable auxiliar z que descarta la solucién
V = 0. Sea {di,...,dy,} la base de Groebner para (D) N k[z1,...,x,], donde el
ordenamiento monomial se elige para eliminar la variable z. La variedad afin de este
conjunto de polinomios comprende tnicamente puntos donde el gradiente es nulo
y excluye cualquier punto de la érbita, puesto que los puntos que verifican V' = 0
no pertenecen a la variedad Var(D) debido a la inclusién del polinomio zV — 1,
implicando que V' ¢ (D)Nk[zy, ..., x,]. Esta e; una forma dg resolver algebraicamente

V Vv

un sistema de ecuaciones y desigualdades: — — =0,y V #0. Por lo

0xy - or,

tanto la dindmica asociada a V' puede expresarse
V=—a(d@+  +d)V

donde « es un polinomio positivo. Por simplicidad se considerard el caso donde «
es un polinomio de grado cero, i.e. 0 < a € k, un pardmetro positivo de diseno.
La funcién V es negativa semidefinida, y toma el valor nulo en los puntos donde el

gradiente es nulo. Por supuesto, esta eleccién de V es arbitraria, y otras posibles

opciones pueden ser elegidas, por ejemplo V = —(ay &+ -+ a, d2,)V, donde
los a; son polinomios positivos arbitrarios, o bien V = —(g—;/l)Q — = (8‘%)2. El
polinomio

p = S—Z:‘cl+...+g—;¢n+av (di+---+d)

p = a—vxl—l— ..+0—Vxn V
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que expresa la dindmica deseada del sistema tiene que estar en el ideal del sistema
de disenno Y. De acuerdo al teorema del resto, el resto de p con respecto a S tiene
que ser nulo, pues S es una base de Groebner de Y. Se calcula el resto, y la anulacién
de éste indica la relacién algebraica que deben tener los coeficientes indeterminados
a;j y bij. Se eligen adecuadamente de modo tal de anular el resto y no anular los
coeficientes lideres de S. De esta manera queda bien determinado el sistema buscado

3, generado por la base de Groebner S.

Anailisis de estabilidad orbital Como se mencioné anteriormente el andlisis
de la estabilidad orbital se realizard mediante el teorema de LaSalle. Por diseno
V(m) < 0 en todo el espacio de estados, por lo tanto para cumplir las hipétesis
del teorema se debe encontrar un valor ¢, tal que Q = {z € R" | V(z) < ¢}, sea
acotado y que el conjunto E de todos los puntos en €2 donde V(x) = 0 esté formado
unicamente por los puntos en la 6rbita, es decir E = M = ~. Si la érbita es acotada,
siempre se puede encontrar este valor c, lo suficientemente pequeno ya que V' es una
funcién continua y se anula tinicamente sobre un conjunto compacto que es la érbita
v. Finalmente, para garantizar que F = 7, se tiene que probar que si existe otra
solucién donde V(a:) = 0, tiene que estar aislada de . De este modo la érbita es el

tnico conjunto invariante en E al que se aproxima toda solucién que comience en

Q.

Resumen del procedimiento de sintesis

Paso 1 Expresar las especificaciones con el conjunto de polinomios S; = G;UG5 donde

St es una base de Groebner y

Gl - {pla"'vps}
G2 - {6117---7%}

con ¢; = g1 — Gio, Y Pi» Gi1, Gio € k[x1, ..., 2]
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Paso 2

Paso 3

Paso J

Paso 5

Paso 6

Paso 7

Paso 8

CAPITULO 4. SINTESIS DE SISTEMAS DINAMICOS

Construir el conjunto

A= {Zaijqj +Zbijpj, 1 <1< n} y
=1 =

y encontrar una base de Groebner S para (A) en el anillo

k((lij, bij; L1y eeny l‘n)[ibl, ceey ,ZL‘n]

Construir la funcién semidefinida positiva V' = p? + p2 + - - - + p2.

Encontrar la base de Groebner {di,...,d,,} del ideal de la eliminacién de z
(z > 21 > -+ > x,) en el ideal generado por D = {g—x, e %,z\/ — 1}, en

el anillo k[z1, ..., ], i.e. (D) Nk[xy, ..., 2, v elegir convenientemente V( e.g.

V=—a @+ +d&)V).

Calcular el resto del polinomio p = gTVIjzl +...+ 6‘97‘255” — V con respecto a S

en el anillo ]{J(Oé, Qjj, bij7 L1y veny In)[ily ey ZEn]
Elegir los coeficientes a;; y b;; tal que se anule el resto.

Reemplazar los coeficientes a;; y b;; en el conjunto S. El ideal generado por S

es el sistema disenado.

Finalizar si la 6rbita es acotada; si no, estudiar la estabilidad orbital resultante.

El resultado de este algoritmo es el conjunto S, donde (S) es el ideal del sistema

disenado con la 6rbita deseada.

Ejemplos

Ejemplo 21 Un ciclo limite en R?. En este ejemplo el conjunto invariante es un

ciclo limite definido por la variedad afin p; = 0 en R? donde p; = [2? — 8(xs — 3)]2 +
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512(xy — 3). La 6rbita deseada es el conjunto v = {(z1,72) € R? | p; = 0}.
Paso 1. El conjunto invariante y su dindmica son representados por el conjunto de

poliniomios S; = G1 U G5, donde
Gl - {pl}>

G2 - {Qh QQ}u

con g :81’1 —I%+8(1+{E2), q2 :32$2—I:%+8I1(ZE2—3)

El conjunto invariante puede ser verificado (como se definié algebraicamnete en el
capitulo 1) realizando el cociente entre el polinomio p; = gﬁ sord1 + ap Lio y la base
S; ={p1, q1, ¢2}. Claramente, p; = (12z7 + 331 drimo)qr + (4 — xl + 425)qo, esto
significa que el resto es cero pues p; € (Sy).

Paso 2. La combinacién de polinomios de S; en el anillo Q(z1,22)[#1, 2] da el

conjunto generador del sistema a disenar

( )

8i1 — af +8(14 z2)+

ta{[z? — 8(zy — 3)]* + 512 (22 — 3)},
3219 — a3 + 8wy (w2 — 3)+

+b{[z? — 8 (w3 — 3)]? + 512 (22 — 3)}

\ J

donde a,b € Q[x1, 2] la base de Groebner S para (A) en el anillo Q(a, b, z1, x3)[T1, 2],

correspondiente al ordenamiento &; > &9 es S = A.

Paso 3. La funcién que se usard para definir la dindmica fuera de la orbita es

V = {[2? — 8 (xg — 3)]* + 512 (w9 — 3)}%.

Paso 4. El gradiente de esta funcién se anula sobre la érbita y también en la variedad
definida por el conjunto de polinomios D = {x, x5 + 1}. Adems4s se fija la dindmica

eligiendo V= —a (2_;/12 + 3_32/22)~
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Paso 5. El resto de p = g—;/lil + g—xVQx'z — V con respecto a S es

V{b(x? — 8wy — 8) —awx (24 + 23 — 8x9)+
+ab4[16(2? — x5 — 8)2 + 27 (24 + 27 — 812)?]}.

Paso 6. Este polinomio estd en Q(a, b, 1, x2)[i1, 2] y es cero sobre «, y también

sobre el resto del plano x1-5 sia = 64 oz (24+23—813), b = —1024 a (22 —8 15 —8).

Paso 7. Reemplazando estos valores en .S, se obtiene la base de Groebner del sistema

disenado. Este puede representarse de la siguiente manera en ecuaciones de estado

(22 —8 —8x9 —apy),

|~

Tp =

(23 — 8xymy + 2471 — bpy).

Bl

.j?g -
Paso 8. Con el fin de estudiar la estabilidad de la 6rbita, se ve facilmente que el

conjunto Q. = {(z1,75) € R? | V < ¢} es compacto para valores pequenos de ¢
debido a la continuidad de V' y que la érbita es acotada. Ademds la 6rbita v es
el tinico invariante contenido en €, donde V(z) = 0 (nétese que en el paso 4 se
encontré otro punto z; = 0, xo2 = —1 que es aislado de la 6rbita). De acuerdo
al teorema de LaSalle la drbita es asintéticamente estable. La Fig. 4.2 muestra
resultados de simulacién que confirman que atin para valores pequenos del pardmetro

a (a=5x1077) , las trayectorias se aproximan répidamente a la 6rbita deseada.

Ejemplo 22 Toro invariante. Como ejemplo se realiza el disenio de un sistema que
tiene una d6rbita toro. Se eligen para describirlo dos formas: primero en coordenadas
cilindricas y luego en cartesianas. Las variables de estado son 7, 0 y z, con x = r cos 0
ey =1 senf. A modo de simplificacién se considera que el dngulo 6 no intervine en
la dindmica de las otras dos variables, y se fija una dindmica de rotacién § = w = cte.

Por lo tanto el diseno se restringe al plano r-z. En este plano el toro describe un
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Figura 4.2: Ciclo limite del sistema disenado.

circulo centrado en r = rg y 2z = 0, con un radio /ry, 0 < ro < 19, y una velocidad
angular constante w,. La érbita deseada es v = {(z,7) € R? | (r—rg)?+22—ry = 0}.
Por lo tanto se tiene definido el invariante y su dindmica con el siguiente conjunto

de polinomios:

(r—ro)? + 2% — 1y,

St

T — Wz,
Z 4+ wa(r —rg),

La combinacién de estos polinomios da el conjunto generador del ideal del sistema

a disenar:

A 7 —woz +a((r —rg)? + 2% —1y) + (2 + walr —rp)),

Z4+wa(r —rg) +c((r —ro)® + 22 —1o) +d(r — wy2),

La base de Groebner S para el ideal generado por A en el anillo Q(r, 2)[Z, 7], corre-
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Figura 4.3: Funcién V(r, z), semi-definida positiva que determina la dindmica fuera de

la 6rbita

spondiente a z > 7 es

(1 = bd) (1 — w22) + (a — be)((r —10)? + 2% —1r9)),
(1 —bd)(2 4+ wa(r —10)) + (c — ad)((r — 79)? + 2% — 19)),

Para que la combinacién de polinomios elegida sea algebraicamente independiente,
se ve que 1 — bd # 0.

La funcién que definird la dindmica fuera de la érbita es:
V = ((T — 7’0)2 -+ 22 — 7’2)2 .

En la Fig. 4.3 se observa el grifico de esta funcién que claramente es semidefinida
positiva sobre el plano -z, y se anula sobre la érbita .
El gradiente de esta funcién se anula sobre la 6rbita, y ademads en la variedad definida

por el siguiente conjunto de polinomios
{r —ro, z}.
Con estos polinomios, es posible fijar la dindmica en el exterior de la érbita haciendo

V=—aV ((r—ro)* +2%) .
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Figura 4.4: Derivada temporal de la funcién V', con rg =1y r9 = 0,5.

En la Fig. 4.4 se observa V' y se ve que se anula sobre la 6rbita y ademas en el centro
del circulo.

Finalmente, se calcula el resto con respecto a S de 247+ 22 +a V' ((r — rg)* + 27)
que es:

Vd(a—0be)(r—rg)+4(c—ad)z+a(bd—1)((r—ry)?+ 2?))
bd — 1 ’

Este polinomio se anula sobre «. Para anularlo en el resto del plano se pueden elegir

los coeficientes:

a = %(r—ro)

c = gz
4

b = d=0

Reemplazando en S se obtine la base de Groebner que caracteriza al sistema dis-
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enado:

5 T —waz 4+ S(r — 1) ((r —ro)® + 2% — 12),

Z+wa(r—ro) + §2((r —ro)? + 2% —13)

Para el andlisis de estabilidad de la érbita, el conjunto
Q={(z,r) € R? | ((7“ —ro)? + 22— 7“2)2 <c}

es compacto, y si se elige ¢ < r2, la 6rbita vy es el tinico invariante contenido en
Q donde V(z) = 0, en el resto V(z) < 0 si & > 0. Por el teorema de LaSalle, la
orbita es asintéticamente estable. Se observa también que esta dindmica en el plano
r-z , corresponde a la forma normal de un ciclo estable de radio /ry. Finalmente la

descripcién en coordenadas cilindricas del sistema con la érbita toro es:

0 = w,

_ o 2 2 _

T = Wz Z(T ro)((r —ro)” + 27 —12)
. o 2 2

z = —wQ(r—ro)—ZZ((T—ro) + 2% —19).

En la Fig. 4.5 se observan evoluciones temporales de las variables cartesianas x-y-z,
correspondientes a los pardmetros de diseno g = 1, 1, = 0,5, w = 1, wy = 0,5 y
a = 0,5; y las condiciones iniciales r(0) = 1, 2(0) = 0,01 y 6(0) = 0; y en la Fig. 4.6
se muestra la érbita toro en el espacio de estados x-y-z.

Este sistema descripto en coordenadas cilindricas tiene problemas de definicién, al
pasarlo a coordenadas cartesianas cuando r = 0, pues & = z 7/ r—y@, ey = xé—l—y /.
Ahora el planteo directamente en coordenadas cartesianas:

Partiendo de la base de Groebner obtenida para el toro invariante de la etapa anterior

St =491, 92, g3, ga} en el anillo

R(Tla ro, W1, W2, I, x2)[£37 Xy, T2, T3, U1, U2, U3, 1)4]'
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Figura 4.5: Evolucién temporal de las variables cartesianas en el sistema disenado.

2

Figura 4.6: Orbita toro del sistema disefiado.
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Este conjunto representa la dindmica sobre el toro, y es el generador de sistemas
que tienen como solucién la trayectoria propuesta. Realizando el proceso de sintesis
descripto anteriormente, para extender la dindmica a todo el espacio, con la funcién

de Lyapunov:
V=gt = (0} =13+ o} + a3 +a3) — 4 (e} + a3))°
da como resultado la siguiente combinacién de polinomios (a > 0),

<S> = <p1,p2,p3>

con

pr= —ri(r} —7r3+23)g

+x1 (rwers — 42?2 + 23)(—r? —r2 + 22 + 22 + 22)a) ¢
p2= ri(r} — 73+ 23)gs

+g (rwars — 4(27 + 23) (=17 — 13 + 2] + 23 + 23)a) g1
p3 = —11(r? —rZ+ 23 gs + (riws(r? + 13 — 23 — 23 — 22)

—4a3(r? —ri+22)(r? —r3 + 22 + 23 +22)%) ¢

de donde se obtiene el siguiente sistema dindmico con una oérbita toro

o= — (ri(2rwize(r? — r3 + 22)
—wom1w3(—3r? — r3 + 2?2 + 23 + 22))
—dam (413 — o — 2 — a)(rd — 2303 + o + 2§ — 2]
+(=r3 +ai + 23+ 23)%)) [ (21 (r] — 73 + 3))
fo = —(ri(=2rwizi(r} —r3 + 23)
—waaTy(—=3r — 73 + 21 + x5 + 13))
—dazy(ri +r — a2+ 23 — 22)(rf — 2r3(r2 + 23 + 2% — 22)

+(—r3 + 2] + 23+ 23)%)) / 2r}(r] — r3 + 23))
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Figura 4.7: Toro con pardmetros: 1 =1, 1o = 0,1, w1 = 1, wo = 50, a = 5.

3= — (—rwa(2? + 22)%(=3r? —r2 + 22 + 23 + 22)

(—
(rf —

+(—r3 + 22 4+ 23 + 23)?))

[ (2ri(r} —r3 +23)(r] — 3 + 21 + 23 + 23))

r?— i+ 2t 4+ 23+ 23) + daxs(r} — r3 + 23)

7"2 +x1 +x2+x3) (7"11L _2T1(T2 +I1 +$2 _$3)
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En las Figs 4.7, 4.8, y 4.9, se observan distintas simulaciones correspondientes a

relaciones de frecuencias racionales e irracionales, resultando érbitas periédicas 1ini-

camente en los dos primeros casos.
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Figura 4.8: Toro con pardmetros: 71 = 1, ro = 0,5, w1 = 1, we = 30, a = 5.

_ Y
O c,////// Nmm-mu

Figura 4.9: Toro con pardmetros: 11 =1, ro = 0,5, w1 =1, wa =7, a = 5.
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4.4. Sintesis algebraica de controladores

En esta seccién se muestra un procedimiento para disenar controladores uti-
lizando dlgebra. Muchas veces, el planteo de condiciones y caracteristicas de un
determinado problema en el andlisis y control de sistemas dindmicos lleva a estable-
cer relaciones algebraicas entre variables. Un ejemplo es la descripcion del compor-
tamiento dindmico por medio de ideales de polinomios como se mostré en el Capitulo
1. Otro ejemplo lo constituye la sintesis de dindmicas en sus “formas normales”, con
el objeto de estudiar la dindmica de los sistemas de una manera analitica, que no
es otra cosa que encontrar una relacién polinémica entre las variables del sistema
para describir los efectos tipicos de la manera mé&s sencilla como se mostré en los
Capitulos 2 y 3, y en las secciones previas de este capitulo. A pesar de que en la
gran mayorfa de los sistemas diferenciales no lineales es imposible encontrar explici-
tamente sus trayectorias excepto, claro estd, a través del uso de métodos numéricos,
no constituye esto un impedimento si se tiene la libertad de disenar un sistema o un

controlador.

Se propone realizar el diseno de una accién de control desde un punto de vista
algebraico. Dado un cierto comportamiento dindmico expresado con un polinomio,
se requiere que este polinomio pertenezca al ideal del sistema. Este problema de
pertenencia en dlgebra conmutativa se resuelve a través de las bases de Groebner y
un algoritmo de divisién, y la condicién de pertenencia es equivalente a que el resto

de dividir dicho polinomio con respecto a una base de Groebner sea nulo.

Los algoritmos para computar tales bases y realizar la division estdn implementa-
dos en los programas de matemdtica simbdlica, como Mathematica, Maple, Reduce,
etc. y también en los sistemas especializados de dlgebra computacional como CoCoA,

Macaulay, Singular, y otros.
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4.4.1. Diseno de controladores en sistemas dinamicos alge-

braicos

Desde un punto de vista algebraico, los sistemas dindmicos se pueden estudiar
como relaciones algebraicas entre las variables de estado y sus primeras derivadas.
Como se ha mostrado en capitulos anteriores el ideal del sistema asociado a las
ecuaciones de estado de un sistema auténomo (sin entradas de control) es el ideal
¥ generado por el conjunto S = {&; — fi(x),..., &, — fu(x)} donde fi, ..., f, €
klx1, ..., x,], es decir son polinomios en las variables x1, ..., x,, con coeficientes
en el cuerpo k, que puede ser R, Q o bien funciones racionales de pardametros del
sistema. El conjunto S es una base de Groebner del ideal del sistema >, en el
anillo k(z1,...,2,)[%1, ..., %), donde los coeficientes son funciones racionales o bien
polinomios en las variables de estado, correspondiente al ordenamiento Lex, con
Ty > ...> &,

Consideremos ahora un sistema dindmico no auténomo con variable de control

u. El ideal del sistema estd generado por el conjunto S = {&y — f1,...,4, — fn}, en
el anillo k(z1,...,x,)[u, &1,...,%,], donde f; € k[u,zy,...,z,]. Cuando el sistema
estd a lazo abierto, en el ideal del sistema (S), no hay polinomios en kfu, x1,. .., 2],

pues las variables son algebraicamente independientes. Si la variable u es la de
menor orden, es facil ver que S es una base de Groebner debido a la linealidad de

sus monomios principales. Consideremos entonces el orden &y > ... > &, > u.

Controlar significa imponer una cierta dindmica al sistema, tener el poder de
dominar su comportamiento. Una de las formas de realizar una accién de control es
a través de una realimentacién de estados. Desde el enfoque algebraico es encontrar
la expresion que debe existir entre la variable de control y las variables de estados

para satisfacer un comportamiento deseado.

La dindmica deseada se expresa en el anillo k(xy,...,x,)[u,&1,...,&,] con un
polinomio p, y se pretende que pertenezca al ideal del sistema. Realizando la divisiéon

de p con respecto a la base de Groebner S del ideal del sistema, se obtiene un resto
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r € k(xy,...,2,)[u]. En este polinomio no intervienen las variables ; pues son de
menor orden que los polinomios de S. La posibilidad de controlar estd condicionada
a la anulacion de este polinomio, es decir a que tomando u valores admisibles, se

asegure la existencia de solucién de la ecuacién r = 0.

Para construir el polinomio p se puede usar la teorfa de Lyapunov, eligiendo
una adecuada funcién polinomial V', y su correspondiente V, con algun criterio para
establecer la estabilidad. Una de la formas es utilizar el principio de invarianza de
LaSalle (Khalil, 1996). Se parte de un conjunto invariante acotado, que puede ser un
punto de equilibrio, una curva o una superficie, expresado como una variedad afin,
es decir como la solucién de un sistema de ecuaciones polinémicas, p; = 0,7 =
1, ...,s. Una posible funcién de Lyapunov es V = f:pf y se puede escoger a

i=1
V como una funcién polinomial que sea no positiva en un entorno del conjunto
invariante. El teorema de LaSalle muestra la estabilidad asintética del conjunto
invariante considerado. Por ejemplo un polinomio que contiene esta dindmica es
i=1
En resumen la dindmica deseada se expresa con un polinomio, cuyo resto con

respecto a la base de Groebner debe ser nulo si queremos que pertenezca al ideal

del sistema, y precisamente es ésa la condicién de diseno de nuestro controlador.

4.4.2. Ejemplo de diseno

Consideremos un péndulo simple sin friccién. Se ha elegido este ejemplo para
mostrar las ideas vertidas en las secciones anteriores pues es muy conocido y si bien
es un sistema mecédnico muy sencillo, es de gran interés pues otros sistemas fisicos
son modelados por ecuaciones similares, como el modelo de un generador sincrénico
conectado a una red infinita , o un circuito no lineal con un inductor con juntura
Josephson, Fig. 4.10, (Khalil, 1996). La ecuacién diferencial se obtiene usando la

segunda ley de Newton en la direccién tangencial al movimiento:
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I, ZI&nkd) .

e
C
\|
/1

(a) (b)

Figura 4.10: Sistemas dindmicos similares. (a) Péndulo simple. (b) Circuito con inductor

con juntura Josephson.

I0 + mglsenf = 7

donde I, m y [ son el momento de inercia, la masa y la longitud del péndulo, g es
la aceleracion de la gravedad, y 7 es un torque aplicado en el eje. Como se mostré
en el primer capitulo, con la eleccién de las variables 21 = 0 y 25 = 0, la descripcién

en el espacio de estados resulta

jflzﬂfg

Tg = —q18en Ty + qsu

con los pardmetros ¢; = mgl/I,y g3 = 1/1. Es un sistema dindmico no lineal, con
entrada de control u = 7. Como es bien conocido, si u = 0, los puntos de equilibrio
del sistema auténomo corresponden a los estados: x1 = kmy 22 = 0 con k € Z, un

numero entero.
Si bien las ecuaciones diferenciales no son algebraicas, pues contienen un término
con una funcién trigonométrica, es posible reformular esta descripcion a través de

una nueva eleccion de variables z; = senx; y 25 = cosx, obteniéndose el siguiente
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sistema

21 = ToZo
Zy = —Ta2y
To = —q121 + q3U

Desde el punto de vista algebraico, consideramos el ideal generado por

S = {4 — w229, %o + X221, T2 + 121 — q3u}

Si bien este sistema es de dimensién 3, la dindmica del péndulo estd restringida
al cilindro C' = {(z1, 20, 72) € R® : 27 + 23 — 1 = 0}, Fig. 4.11(a). Sin embargo el
conjunto C' es un invariante del sistema generado por S, esto ya fue probado en el
primer capitulo. En otras palabras el modelo del sistema describe al péndulo siempre
que la condicién inicial pertenezca al cilindro C'. A pesar de haber incrementado la
dimension del sistema es posible el anélisis algebraico.

Consideraremos las siguientes tres propuestas de control (en los ejemplos de

simulacion se eligieron los pardmetros ¢; = 30 y g3 = 1).

4.4.3. Conservacion de la energia mecanica

Consideramos ahora la energfa del sistema V' = 23 —2q; 2 y el objetivo de control
de conservacion de la energfa mecénica, V = 0. Esta condicién dindmica se resume
con la relacion algebraica indicada por el polinomio p = 2z925 — 2¢;22. El resto de
p con respecto a S es 2¢g3 xo u. Lo que implica que para control nulo el sistema es
conservativo, el resultado es esperado pues no fueron consideradas disipaciones en el
modelo fisico. En la Fig. 4.11(b) se muestra el plano de fase, donde se ve claramente
la naturaleza de los puntos de equilibrio, un centro correspondiente a la posicién de

energia potencial minima, y un punto silla para la posicién invertida.
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B 2 4 0 1 2 3

X,

©

Figura 4.11: Péndulo: trayectorias en el plano de fase con distintos objetivos de control;
(a) y (b) conservacién de la energia; (c) estabilizacién de un conjunto invariante; (d)

modificacién de la energia

4.4.4. Estabilizando un conjunto invariante

Ahora consideramos el siguiente conjunto {(z1, 22, 22) € R? : x5 — cz; = 0} que
une los puntos de equilibrio. Se pretende que sea un conjunto invariante asintética-
mente estable. El polinomio p = 2(zy — ¢ 21)(d9 — ¢ 21) + a(x2 — ¢ 21)? estd asociado

a la dinamica V = —aV conV = (25 — ¢ 21)?. El resto es

(xe — € 21)(2q3u — 2q121 + Qxg — 2c X929 — (v C 21)),

por lo tanto es factible realizar la realimentacién
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0

Figura 4.12: Eleccién del signo de V. En el area sombrada V < 0.

20121 — X9 + 2cx929 + ¥ C 2y
U =1Uuu = 2q
3

En la Fig. 4.11(c) se observa el plano de fase del sistema realimentado, con
¢ = «a = 10. El resultado indica el cambio de estabilidad en ambos puntos de

equilibrio.Estabilizacién en la posicién invertida

Otra consideracion es obtenida a partir de una pequena modificacién de la energia
mecénica. Sea V. = 22 — 2¢129 + a z5. Procediendo del mismo modo que en los
casos anteriores, para V' = 0 se obtiene el resto 2q3 rou — 5a x5 21 zg. El control

ba z1

U= Uy = 59242 cambia la dindmica del péndulo a la mostrada por el plano de fase
2q3

de la Fig. 4.11(d).

Con una adecuada eleccién de signo de V, como la indicada en la Fig. 4.12 donde
el drea sombreada corresponde a valores negativos, es posible la estabilizacion casi
global de la posicién invertida. Se ha elegido V = —a 22(22 — ¢ 2, + d), el resto es

T2(2g3 u — Ha z1 25 + ax9(x3 — c 29 +d)) y por lo tanto el control resultante es:
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ba z1 25 + axy (23 — 29+ d)
243

U = Uz =

Una trayectoria con este controlador se muestra en la figura 4, con ¢ = 80,
d = —30, a = 20, y o = 0,02. Obsérvese que este controlador permite estabilizar el
sistema empleando una nica ley continua de control.

En este ejemplo se presenté el diseno de controladores para un péndulo invertido
utilizando un algoritmo algebraico de divisiéon de polinomios que estd implementado
en todos los programas de matematica simbdlica. Si bien al resultado se puede arribar
utilizando las operaciones algebraicas elementales, el método propuesto presenta
una forma sistematica de diseno y ademds permite incorporar de manera sencilla
restricciones algebraicas en las coordenadas y velocidades.

Se obtuvo una estabilizacién del punto de equilibrio utilizando acciones de control
acotadas. El diseno se realizé sin consideraciones de friccion. En regiones de gran
velocidad angular la friccién tiene efectos benéficos y puede ser aprovechada en la
eleccién del polinomio V' y su signo. Sin embargo podrian aparecer fenémenos de
bifurcaciones globales, como por ejemplo la aparicién de rotaciones completas del

péndulo, las cuales no fueron estudiadas en este trabajo.

St la gravedad es la cola que cimienta el Universo,

el equilibrio es la llave que abre sus secretos.

El equilibrio es aplicable a nuestro cuerpo, mente y emociones,

a todos los niveles de nuestro ser.

Nos recuerda que todo lo que hacemos, lo podemos rehacer y deshacer,
y que st el péndulo en nuestras vidas o hdabitos

oscila demasiado hacia un lado, inevitablemente va a oscilar al otro.
Sé humilde puesto que estds hecho de tierra,

sé noble puesto que estds hecho de estrellas.

(Proverbio Servio)
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10 T T T T T T

Figura 4.13: Estabilizacién del péndulo en su posicién invertida.

20 T T T T T T

-10 - E

20 0 5 10 15 20 25 30 35
t

Figura 4.14: Evoluciones temporales de la posicién y control del péndulo que lo estabilizan

en su posicién invertida.
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4.5. Apéndice del capitulo

Ejemplo: érbita de periodo 2

g1 = 4823 — 3223 — 144! + 6428 + 4923 — 322123 — 2882223 + 1922123 — 14425 +
1922224 + 6448,

Go = —98xy — 737119 + 3120229 + 2082319 — 1282119 — 642575 + 28823 + 2081123 —

2562275 — 128x3xs — 128x5 — 64x125 — 1127123 — 1042223 + 87303,

g3 = 121 — 142? — 2623 + 821 + 8% — 1123 — 262123 + 162323 + 162322 + 825 +

83:136‘21 — ldzox3 + 112273,

gy = 10529 — 2421209 — 208x%x2 + 64x‘11x2 — 208x§ + 128x%x§ + 64x3 + 1202123 +
1202223 + 1287373,

gs = 45 — 24wy — 14822 + 64xF — 14822 + 1282222 + 6473 + 81o13 + 6022,

g6 = 3201 + 169wy — 2411 19 — 2087329 + 642T 9 — 20825 + 1282223 + 6425 + 11275 +

1202123 — 8x%x3,
gr = 6 = 6oy — 182} + 827 — 1823 + 162705 + 823 + 205 + 275,
gs = 15 — 3wy — 2603 + 8a — 2623 + 162303 + 823 + 25w + 30,
go = Vg — 23,

g10 = 30 + 150y — 6xp — 5222 + 1627 — 5222 + 327323 + 1625 + 27973

Ejemplo: toro invariante

s En el anillo R(rq, 7o, wy, wo, o1, Ta)[x3, T1, T2, £3, V1, Vo, Vs, V4]

g1 = (ri =3+ a1 + a5 + 23)* — dri (2] + 23)

Waly

@ g )
1 2

g2 = T1 — W1Ty — Wal1T3 —
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WaT
T ey =73 + 23)

g3 = Tg + W1l — Walal3 — =55
2ry (23 + 22

Wo
9 2 .2
g4_m3——(r1+r2—:c1—x2—x3)

2rq
€3
g5 = U4 — —
)
_ 2 2 2 2 2
ge = V3 + (T1+7"2_$1_932_x3)
27“1’/“2
P Ta(rf — 3 +af + 23 + 23)
7 — U2 — P} P)
2rq (% + z3)
zy(r? —r3 + 2% + 23 + 23)
gs = U1 —

2ry (22 + 22)

= En el anillo R(?ﬁl, T2, Wi, W2, T2, .',Ug)[.’,El, jjla j?27 j:37 U1, Vg, Us, ’04]

g1 = (r? —r2 4+ 22 + 22 + 22)? — 4r?(2? + 23)

. WaT3 Wal'3 2 9 9
g2 = T1 — w12 + T xy (2] + x5 — 417)
2ry 2r1(rf — r3 4 a3)
. WaT3 Wals3 2 2 2
g3 = To + w1 + To + 55 T2 (2] + w5 — 4r7)
2rq 2r(rf —r3 + x3)

. W2 9 2 2 2 2
94:x3_—(7"1+7”2_xl_$2_$3)

27”1
€3
g5 = Vg — —
)
_ 2
g6 = U3 + (ri +ry — a2y — x5 — 13)
27’12

zy(2? + :L’2 4r

2
27"1 2ry(r? —r3 + a2
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Capitulo 5

Conclusiones

Las metas son el principio del fin de un ciclo.

(Anénimo)

En esta tesis se propuso un enfoque algebraico para estudiar sistemas dindmicos
no lineales. Se presentaron técnicas analiticas para analizar la bifurcacién de Hopf a
través del polinomio de su forma normal, como asi también para disenar o sintetizar
sistemas y controladores con alguna dindmica particular expresada por relaciones
algebraicas entre variables y pardametros. Para realizar estos desarrollos es impre-
scindible utilizar programas de matematica simbdlica, con sus limitaciones en capaci-
dad de memoria, tiempo de ejecucion, cantidad de polinomios y variables. Algunos
ejemplos aparentemente simples, pueden demandar excesivo tiempo de procesamien-
to y volumen de cédlculo. Sin embargo con el avance de la tecnologia computacional
y la eficiencia de los algoritmos especificos, estas técnicas pueden ser cada vez mejor
aprovechadas.

El método de las formas normales es de validez local, como se mostré en el capitu-
lo 2; un indicador de esta localidad es la anulacién del jacobiano de la transformacion.
Se aprecia una mejora importante en las aproximaciones al incluir la informacion de
los coeficientes de 6rdenes superiores. En situaciones donde los métodos analiticos

fallan o cuando la bifurcaciéon no es de cardcter local, se corroboran los resultados
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con simulaciones numéricas y programas de continuacién de bifurcaciones. En cam-
bio en otros casos donde numéricamente hay dificultades, se aprecian las ventajas
de estos métodos analiticos, como sucede en cercanfas de un foco débil, donde las
simulaciones se confunden con trayectorias cercanas a un punto centro.

Tal vez la idea mds original aqui presentada es la utilizacién de las bases de
Goebner para poder encontrar estructuras o conjunto de polinomios que describan
una dindmica determinada, ya sea para el andlisis de algin configuracién particular
o para disenar una ley de control. La cantidad de variables utilizadas limitan la
potencialidad de esta técnica. Sin embargo conceptos algebraicos tan simples como
ideal pueden asociarse a la dindmica de un sistema y utilizando bases de Groebner
y un algoritmo sencillo como el del célculo del resto se puede determinar de manera
precisa la pertinencia o no de alguna caracteristica dindmica en dicho ideal.

Los resultados de esta tesis fueron utilizados en (Agamennoni et al., 2008), donde
se estudia la bifurcaciéon de Hopf con el método en frecuencia. All{ se plantean real-
izaciones convenientes en el espacio de estados para poder aplicar el método eficien-
temente y se observa la necesidad de analizar la controlabilidad y observabilidad.
Cuando las no linealidades son de tipo polinémicas, se pueden utilizar las bases
de Groebner para detectar la observabilidad algebraica y poder describir al sis-
tema con una forma candnica observable, logrando reducir la cantidad de varia-
bles de entradas, facilitando los célculos con dicho método. Otras de las lineas
que continian a esta tesis se encuentran en los trabajos (Torresi et al., 2012) y
(Calandrini y D’Amico, 2011). Alli también se usan métodos frecuenciales, en el
primero para obtener formas normales de bifurcaciones de Hopf degeneradas. En el
segundo se estudia la convergencia del método al aproximar érbitas emergentes de
una bifurcacién de doble periodo en sistemas discretos con no linealidad cuadrética.

Sin lugar a dudas existen atin muchas relaciones para investigar entre las dinami-

cas de los sistemas, las formas normales, los polinomios y el dlgebra.



Apéndice A
Nociones basicas de algebra.

Entre las cosas mds hermosas,

estan aquellas que no requieren interpretacion;

Tal es el cardcter de las matemdticas y de las leyes fisicas.
Por ello, el verdadero conocimiento es hermoso.

(G. Antuan)

A.1. Anillos y Cuerpos

En este capitulo se desarrollan las nociones bésicas de dlgebra. Los conceptos son
sencillos y abstractos y se construyen a partir de las ideas de elementos, conjuntos y
operaciones sobre los elementos de un conjunto. El objeto principal que se manipu-
laré son polinomios. Y sobre el conjunto de polinomios se construirdn las bases de
Groebner. La idea de conjunto y elementos son primitivas,es decir no son reducibles
a otras mds simples, y tienen valor puramente relativo, pues todo ente es a su vez,
un conjunto de otros entes que lo componen, y todo conjunto puede considerarse
como una nueva unidad, pudiéndose formar con estas unidades nuevos conjuntos (de
orden superior), y asi sucesivamente.

La idea de elemento o unidad nace en nosotros al distinguir o individualizar un

objeto del resto del universo, haciendo una abstraccion, prescindiendo de todas sus
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demds cualidades. La idea de unidad, lleva implicita la idea de pluralidad o conjunto
de entes.

Una operacion binaria sobre un conjunto M de elementos a,b,c ..., es una regla
que asigna a ciertos pares de elementos a y b de M dados en un cierto orden, un
elemento a&b univocamente determinado, llamado resultado de la operacién &. En
otras palabras una operacion binaria ;1 en un conjunto S es un mapeo g : S xS — S.
VSy, Sy € 5,518, — S3 € 5.

Ahora bien, un conjunto con un par de operaciones definidas sobre que verifican

ciertas propiedades forman estructuras determinadas que llamamos, anillo y cuerpos

A.1.1. Anillo

Un anillo es un conjunto R con dos operaciones binarias llamadas adicién (in-
dicada +) y multiplicacién (notada por yuxtaposiciéon) que verifican las siguientes
propiedades:

LVz,y, z€ R, (x+y)+ 2=+ (y + 2).

2d0€ RtalqueVr € R,z + 0 = .

3V x e R, 32" € Rtal que x + 2/ = 0.

AVz,ye R, v +y=y+x.

bVa,y, z€ R, (xy)z=1a(yz2).

6V, y,z€ Rix(y+z2)=zy+zz, (z+y)z=x2+y-z.

Entonces R es un grupo conmutativo o abeliano con respecto a la adicién (propieda-
des 1 a 4) y un semigrupo con respecto a la multiplicacién (propiedad 5). Nétese
que la multiplicacién no necesita tener elemento unidad ni inverso multiplicativo.

Ejemplos:
= El conjunto de todos los enteros pares.

= El conjunto Z de todos los enteros. En realidad este conjunto es més estruc-

turado que un anillo, pues tiene identidad multiplicativa 1.
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= El conjunto de todos los polinomios en una variable x con coeficientes enteros.

Un subanillo S de un anillo R es un conjunto S C R, el cual también es un anillo
con respecto a las operaciones de adicién y multiplicacién de R. Es decir si operamos
dos elementos de S el resultado es otro elemento de S, decimos que S, es cerrado
con respecto a las operaciones de adicién y multiplicacion y ademds verifica las seis
propiedades anteriores, es decir en el subanillo esta el elemnto nulo, y el inverso de
la adicién, ya que las demds propiedades se verifican pues ya valen para el anillo R.

Nos interesa trabajar con una clase especial de subanillos que se denominan
ideales. Un subanillo I de un anillo R es un ideal si

reRyxel =rxel.

Por ejemplo el conjunto {a € Z : a =2b,b € Z}, es un ideal contenido en Z

Y los ideales tienen ciertas caracteristicas de interés que nos sirven para clasifi-

carlos:

= Un ideal I # {0} se denomina radical si para cualquier A? € I, donde p es un

entero positivo, entonces A € I.
= Un ideal ¥ es llamado primo si, para todo A B € X, entonces A € X o0 B € X.

Todo ideal primo es radical.
Sea ) un subconjunto de un anillo R. La interseccion de todos los ideales de R

que contienen a 2 es llamado ideal generado por 2 y se nota (£2).

A.1.2. Cuerpo

Un cuerpo es un anillo F' que verifica las siguientes propiedades adicionales:
6.Vzx,yeF, xy=uyx.

7.dleFtalque 1l 40y le=xl=z2,VaxeF.

8 VrxeF,x#0,d2 € F,tal que x o’ =2'z = 1.

Entonces F' es un grupo conmutativo o abeliano con respecto a la adicién y

F — {0} es un grupo abeliano con respecto a la multiplicacién.
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Ejemplos:

El conjunto de los nidmeros racionales Q.

El conjunto de los nimeros reales R

El conjunto de los nimeros complejos C.

El conjunto de las funciones racionales en n variables con coeficientes reales.

Un subcuerpo se define de manera andloga al subanillo. Ejemplo: Q es un sub-
cuerpo de R, el cual a su vez es un subcuerpo de C.

Sea F' un subcuerpo de G (en adelante se notard F' C (). Entonces G se llama
extension del cuerpo F. La extensién se expresa asi: G/ F.

Ejemplo: R/Q es una extensioén de Q.

Sea F' un cuerpo y @ = {«;} un conjunto (finito o infinito) de elementos de
alguna extensién G' de F'. Entonces el menor subcuerpo de G que contiene a F'y
a « es llamado cuerpo generado por F' y los elementos de «, y se nota por F(a).
Cuando el conjunto « contiene un tnico elemento, es decir « = {a}, la extensién
puede expresarse por F(a) en lugar de F({a}). Cuando el conjunto a es finito se
dice que la extension es finitamente generada.

Ejemplos:

= Q(v/2), es el cuerpo generado por Q y v/2 € R.

» R(7) = C, donde i = /—1.
A.1.3. Polinomios y funciones racionales
Notaciones:

» F[zy,...,xn] representa el conjunto de todos los polinomios en las variables

x1, ..., Ty con coeficientes en un cuerpo F'. Nétese que constituye un anillo.
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» F(xq,...,2x) representa el conjunto de todas las funciones racionales en las

variables x1, ..., x)y con coeficientes en un cuerpo F.

Nota: en dlgebra uno no estd interesado en el significado de los elementos del con-
junto, como podrian ser los polinomios y funciones racionales, etc. Ellos no son vistos
como funciones, pero si como una expresion formal. Desde el punto de vista alge-
braico, es de gran interés la manipulacién de tales expresiones. Obsérvese que tienen
la misma notacién F'(aq, ..., ay) el cuerpo generado por F'y {aq,...,an} y el cuerpo
de las funciones racionales en las variables x1, ..., xy, que se nota F(x1,...,xy). Esto
es razonable, pues se puede extender el cuerpo F' adicionando elementos abstractos
x1, ..., xn. Entonces la extension consiste de todos los elementos que puden ser expre-
sados como una secuencia finita de las cuatro operaciones (adicién, multiplicacion,
substraccién y divisién) aplicada a un conjunto finito de F'y {z1,...,zy}. Cada uno

de estos elementos pueden representarse como funciones racionales.

A.1.4. Extensiones y dependencia algebraica

Sea G/ F' una extensién. Un elemento o € G se dice algebraico sobre F si existe
un polinomio no nulo p € F[z] tal que p(a) = 0. La extension es algebraica si, y
sélo si, todo elemento de GG es algebraico sobre F'.

Ejemplo: v/2 es algebraico sobre Q, pues satisface 72 —2 = 0. Entonces Q(v/2)/Q
es una extension algebraica.

Sea G/F una extensién. Un elemento o € G se dice trascendente sobre F' si no
es algebraico sobre F'. La extension se dice trascendente si no es algebraica, es decir
si existe al menos un elemento en GG que es trascendente sobre F'.

Ejemplo: R/Q es trascendente puesto que e y m no son algebraicos sobre Q.
Pero C/R es algebraica ya que C = R(7), e i es algebraico sobre R pues satisface
22 +1=0.

Un conjunto o = {ay,...,a;,,} de elementos pertenecientes a G es algebraica-

mente dependiente sobre F' si existe un polinomio no nulo p(z, ..., z,,) sobre F tal
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que p(aq, ..., ap,) = 0. Un conjunto que no es algebraicamente dependiente se dice
algebraicamente independiente.

Ejemplo: 7 y /7 son algebraicamente dependientes sobre Q, porque p(z,y) =
z? — y es un polinomio que verifica p(/7, 7) = 0.

Sea GG/F una extension, y a = {aj, ..., a, } un conjunto de elementos en G' que

satisfacen

= « es algebraicamente independiente sobre F/,

= todo elemento en G es algebraico sobre F/(a).

Entonces el conjunto « se denomina base trascendente de G/F. Dos de tales
bases trascendentes tienen la misma cardinalidad, es decir el mismo nimero
de elementos, el cual se llama grado de transcendencia de G/F y se expresa

por tr do G/F.

Ejemplo: Sea G = F(sq, ..., S,), es decir el cuerpo de las funciones racionales en n
variables con coeficientes en F. Puesto que {sq, ..., s, } es algebraicamente indepen-

diente sobre F' (los elementos si son variables independientes) constituye una base

de transcendencia de F(sy, ..., $,)/F. Ademés tr do G/F = n.
Teorema 13 La extension G/F' es algebraica si, y sélo si, tr do G/F = 0.

Prueba: tr d o G/F = 0 si, y solo si, toda base trascendente tiene cardinalidad

cero, es decir es un conjunto vacio. Lo cual es cierto si, y sélo si, G/F es algebraica.

Teorema 14 Sea G = F(«), donde o = {ay, ..., } y cada o; parai=1,...,m es

algebraico sobre F. Entonces G/F es algebraica.

El teorema anterior no es tan obvio, pero sin él, el concepto de dependencia
algebraica no serfa tan significante. Otro teorema importante es el que asegura la
existencia de un elemento que genere completamente a la extensién, su eneunciado

es el siguiente:
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Teorema 15 (Elemento Primitivo) Sea G/F una extension algebraica finitamente
generada. Entonces existe un elemento a € G tal que G = F(a). a se denomina

elemento primitivo.

Ejemplo: la extencién R(i,1 + i)/R es algebraica, i es un elemento primitivo,

pues C' = R(i,1 4 1) = R(i).

A.1.5. Grupos Ciclicos

Un grupo es un conjunto G con una operacién binaria (+) que verifica las
propiedades 1 a 3 de la definicién de anillo, es decir es asociativa, tiene elemen-
to neutro y para todo elemento x € G existe un elemento inverso.

Sea M un subconjunto no vacio de un grupo G'y {n,} la coleccién de subgrupos
de G que contienen al conjunto M, luego {n} no es vacia. Su interseccién Ny, es un
subgrupo de G. Este subgrupo se nota [M] y se denomina subgrupo de G generado
por M.

Tiene las siguientes propiedades:

* [M] es un subgrupo de G.

*[M] oM

* Si n; es un subgrupo de G que contiene a M = n, 2 [M].

Consideremos el caso especial en el cual M = {a} (un tnico elemento a)

[a] = grupo ciclico generado por a.

Un grupo B es llamado grupo ciclico, si existe a € B tal que B = [a]. El elemento
a es llamado generador de B.

El concepto de grupo ciclico da una primera clasificacién de los elementos de un
grupo arbitrario G. Si a es un elemento de GG entonces se dice que a es de orden
infinito o orden finito r, de acuerdo a que [a] es infinito o un grupo finito de orden
T.

En el primer caso a™ # 1, si n es un entero # 0, y en el segundo caso en cambio

a” = 1. r es el menor entero positivo tal que a” = 1.
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El orden de un grupo G es la cardinalidad de G, y se expresa |G]|.

Si a € G, y tiene orden infinito:

i)a*=1<k=0.

ii) Los elementos a* (k € Z) son todos distintos.

Si tiene orden finito m > 0:

iii) m es el menor entero positivo tal que a™ = 1.

iv) a* =1 < m|k (m divide a k)

v) [a] consiste en los elementos a, a2, ..., a™ !, a™ = 1.

Sea R un anillo. Si existe un nidmero entero n que sea el menor niimero entero
positivo n tal que na = 0 para todo a € R, entonces R tiene caracteristica n. Si no
existe tal n, R tiene caracteristica cero (CharR = n).

Sea R un anillo conmutativo donde para todo p, ¢, r € Ry p # 0, la identidad
pq = pr implica ¢ = r. Esta propiedad es llamada cancelaciéon. Todo anillo conmu-
tativo que tiene la propiedad de cancelacion es un dominio integral, o simplemente
un dominio.

Se dice que un elemento r € R divide a ry € R, si podemos encontrar un r3 € R
tal que:

To = T1T3.

Si existe un elemento i perteneciente a un ideal I, tal que divide a todo j € I,
entonces a [ se lo llama ideal principal. Si R es un dominio tal que todo ideal de R

es un ideal principal, entonces R es un dominio ideal principal.

A.2. Polinomios

El planteo de condiciones y caracteristicas de un determinado problema muchas
veces lleva a establecer relaciones algebraicas entre ciertas variables. Esto conduce a
utilizar polinomios que representan estas relaciones y también a encontrar soluciones
de ecuaciones polinomicas. El caso mds sencillo resulta cuando los polinomios son

lineales, las técnicas de dlgebra lineal son muy conocidas, y con métodos como
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triangulacién y sustitucién hacia atras, podemos resolver el problema, obtener las
soluciones, eliminar variables, etc. En este trabajo utilizaremos bases de Groebner
que son una generalizacién de las técnicas lineales que nos permiten trabajar con
polinomios no lineales.

Los polinomios y conjuntos de ecuaciones polindmicas estdn relacionados por
los conceptos algebraicos de ideales y variedades. Consideraremos el conjunto de
todos los polinomios en z1, . . ., x,, con coeficientes en el cuerpo k como k[zy, ..., x,].
Las soluciones a ecuaciones polinémicas pueden ser curvas, superficies, u objetos
de mayores dimensiones que se denominan variedades afines. La variedad afin V

definida por los polinomios fi,..., fs; es el conjunto
V =Var(fi,..., fs) ={(w1,...,w,) € k" : fi(wy,...,w,) =0V1 < i< s},

es decir es el conjunto de todas las soluciones del sistema de ecuaciones f; =

= f, =0.

Un subconjunto I C k[xy,...,z,]| es un ideal si satisface:

» 0e .
= Si f,g€ I entonces f+ge€l.

» Sifelyh¢€klry,...,z,), entonces hf € I.

Una manera muy natural de definir ideales es por medio de un conjunto finito de
polinomios. El ideal generado por el conjunto de polinomios fi, ..., fs lo expresamos

como I = (fy,..., fs) y se define como
= {thfz . h,l,...,hs S k[xl,...,:vn}}.
i=1

Toda solucién del sistema de ecuaciones polinémicas f; = ... = f; = 0 también

anula a todo polinomio del ideal I = (fi,..., fs). En otras palabras Var(I) =
Var(fi,..., fs)
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Sea una variedad affn V' C k™. Entonces el conjunto

Ideal(V) ={f € R: fi(wy,...,w,) =0V (wq,...,w,) € V}

es decir el conjunto de todos los polinomios que se anulan sobre la variedad dada,

es un ideal.

A.2.1. Ordenamientos de variables y monomios

Si el sistema de ecuaciones polinémicas es lineal, un método muy conocido para
encontrar las soluciones es la eliminacién de Gauss, donde es necesario dar un orden a
las variables para ir elimindndolas y obtener como resultado un sistema triangular.
Por ejemplo el ordenamiento de los monomios lineales podria elegirse z; > x5 >
.-+ > x,. En cambio si el polinomio es de una variable podemos ordenar sus términos
de acuerdo al grado de sus términos, el ordenamiento de los monomios de una
variable serfa por lo tanto --- > 2™ > 2™ > ...22 > z > 1. Ahora bien si
trabajamos con polinomios en varias variables, no lineales, debemos tener en cuenta,
de alguna manera ,el orden de las variables y sus exponentes. Dado un ordenamiento
de variables z; > x5 > - > z,, podemos escribir los monomios como una n-upla de
exponentes, cada monomio x* = z{'x5? ... 2% lo podemos representar por la n-upla
de exponentes a = (v, ..., a,) € Z%,. Esta relacién establece una correspondencia,
biunivoca entre monomios y ZZ,.Cualquier ordenamiento en este espacio nos indica
un ordenamiento de los monomios, es decir si @ > 3, podemos decir también que
x® > 7. Requerimos también que el ordenamiento sea total, es decir para dos
monomios cualquieras siempre podemos decir cual es mayor o si tienen el mismo
orden. Hay muchos ordenamientos posibles, el que utilizaremos es el més apropiado
para la eliminacién de variables, es el Lexicogréfico (Lex).

Sean o = (aq,...,0) y B = (B1,...,0,) € ZZ,. Decimos que o >r., 3 si en

el vector diferencia o — 8 € Z", la primer componente no nula empezando desde la
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izquierda es positiva. Entonces escribimos % >, 2° si a >0, S

Fijando un ordenamiento de monomios, es posible ordenar los términos de un
polinomio sin ambigiiedad. El monomio de mayor orden de un polinomio f =
>, aar® lo llamamos monomio lider, M L(f), a su correspondiente coeficiente (no

nulo) coeficiente lider C'L(f), y término lider al producto LT(f) = CL(f).ML(f).

A.2.2. Bases de Groebner

Un conjunto finito G = {g1,...,¢gs} de un ideal I se dice que es una base de

Groebner si

<LT(91)’ R LT(98)> = <LT(I)>

Esto significa que un conjunto {gi,...,gs} C I es una base de Groebner de I si
y solo si los terminos lideres de cualquier elemento de [ es divisible por un término
lider de los polinomios de la base. El teorema de las bases de Hilbert nos dice que
todo ideal tiene una base finita que lo genera. Fijando un orden de monomios, todo
ideal tiene una base de Groebner, y toda base de Groebner de un ideal es una base
de dicho ideal. La pregunta es como encontrar una base de Groebener para un ideal
dado I. Si este ideal es generado por un conjunto finito, conocido I = (fi,..., fs),
entonces la base de Groebner se puede construir con un nimero finitos de pasos dados
por el algoritmo de Buchberger. Este algoritmo ha sido mejorado he implementado
en varios programas de software matematico y algebraico.

En un anillo de polinomios R se pueden realizar “cocientes” mediante un algo-
ritmo de division sencillo que también se encuentra implementado en los programas
de matematica simbdlica. Es decir, se puede dividir un polinomio f por un conjunto
de polinomios .Y se puede expresar a f con la combinacién , donde los cocientes y el
resto r estdn en R. El cédlculo del resto r permite resolver el problema de pertenencia

de un polinomio en un ideal, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 16 Sea G una base de Groebner de un ideal I. Entonces f € I si y sdlo
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si el resto de la division de f por G es cero.

A.2.3. Teoria de eliminacion

Utilizaremos bases de Groebner como un método sistemético de eliminacién de
variables en un sistema de ecuaciones polinémicas. Hay dos pasos a tener en cuenta
en la eliminacién:

1 Paso de eliminacién. Encontrar un conjunto de ecuaciones en las cuales se haya
eliminado las variables deseadas.

2. Paso de extensién. Determinar las soluciones del sistema reducido y verificar
si también puden ser solucion del sistema de ecuaciones original.

El procedimiento de eliminacién se basa en los siguientes dos teoremas.
Teorema 17 Teorema de Eliminacion.

Sea I C k[zy,...,z,] un ideal y sea G una base de Groebner de I con respecto
al orden lexicografico donde x; > x5 > ---x,. Entonces, para todo 0 < [ < n, el

conjunto
Gl =GN k[l’l+1, Ce ,.Tn]

es una base groebner de la l-ésima eliminacién del ideal I; = I N k[zyq,. .., zy).
En otras palabras, si el ideal contiene polinomios en los cuales estén eliminadas
las | primeras variables, entonces en la base de Groebner tiene un subconjunto donde

también esas variables estan eliminadas.
Teorema 18 Teorema de extension.

Sea I = (f1,..., fs) C Clxy,...,x,] y sea I; la primer eliminacién del ideal 1.

Para cada 1 <1 < s, podemos escribir f; en la forma

fi=gi(xa, ... ,:z:n)levl + términos en los cuales xitiene grado < NV,
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donde N; > 0y g; € Clxy,...,x,] es no nulo. Supongamos tener una solucién
parcial (ag, ..., a,) € Var(ly). Si (ag,...,a,) ¢ Var(gy,...,gs) entonces existe a; €
C tal que (ay,a,9,...,a,) € Var(l).

Este teorema nos dice que la solucién parcial que obtenemos luego del primer
paso de eliminacién puede fallar si se anulan simultdneamente todos los coeficientes
principales ¢;.Un caso especial es cuando uno de estos coeficientes es constante,
el teorema asegura que siempre se puede extender una solucién parcial. Si bien
este teorema se ha enunciado para el caso de eliminar una variable, puede también
utilizarse para la eliminacién de cualquier niimero de variables, el cual debe ser

aplicado en cada paso o etapa de eliminacion.
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