UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR

Estructuras algebraicas para la [ogica fuzzy

Tesis Magister en Matemdtica

Rosana Virginia Entizne Jtten

BaHIA BLANCA ARGENTINA

2009












UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR

Estructuras algebraicas para la [ogica fuzzy

Tesis Magister en Matemdtica

Rosana Virginia Entizne Jtten

BaHIA BLANCA ARGENTINA

2009






Prefacio

Esta Tesis se presenta como parte de los requisitos para optar al grado Académico de
Magister en Matematica, de la Universidad Nacional del Sur, y no ha sido presentada
previamente para la obtencién de otro titulo en esta Universidad u otra. La misma con-
tiene los resultados obtenidos en investigaciones llevadas a cabo en el Departamento de
Matematica, durante el periodo comprendido entre el 1 de agosto de 1992 y el 23 de
marzo de 2009, bajo la direccion de la Mg. Diana M. Brignole, Profesora Asociada Jubi-
lada del Departamento de Matematica y el Dr. Ignacio Dario Viglizzo, Profesor Adjunto
del Departamento de Matematica.

1 de abril de 2009
Departamento de Matemaética

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR

UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR

Secretaria General de Posgrado y Educaciéon Continua

La presente tesis ha sido aprobada el .../.../...
mereciendo la calificacién de ...... ( )




II

Agradecimientos

De corazén, debo agradecer:

A la Mg. Diana M. Brignole que me impulsé a comenzar esta tesis.
Al Dr. Ignacio D. Viglizzo que me obligd a terminarla.

A todos los que pusieron obstaculos en mi camino, porque me ayudaron a ver que
tengo verdaderos amigos a mi lado.

A todos los que me apoyaron en este trabajo, que no puedo nombrar uno a uno,
yva que se duplicaria la cantidad de paginas.

Muy especialmente a la Lic. Susana Gastaminza.



Resumen

En esta tesis se dan las nociones basicas de conjuntos fuzzy presentadas por Zadeh, para
luego abocarse al estudio de la estructura algebraica subyacente.

Esta estructura, esencialmente un reticulo en el cual se ha definido un par adjunto confor-
mado por un producto y un residuo, presenta una gran diversidad segtn las propiedades
del producto en cuestion y su relacion con la estructura de reticulo. Presentamos estos
casos desde el mas general hasta los casos mas particulares, entre ellos el presentado por
Zadeh. Para estos casos particulares analizamos las estructuras légicas asociadas.
Desarrollamos, asimismo, los conceptos de homomorfismos, subédlgebras y productos en
reticulos residuales.

Finalmente, utilizando la nocion de jerarquia de conceptos clésica y fuzzy, damos una
aplicacion a la economia determinando una funcién de pertenencia asociada al contexto.



Abstract

In this dissertation, we give the basic notions of fuzzy sets, as presented by Zadeh, and
the we study the underlying algebraic structure.

This structure, essentially a lattice endowed with a Galois connection formed by a prod-
uct and a residuation, appears in many forms, according to the properties of the product
and its relation to the lattice structure.

We present these cases going from the general to the specific, including the one intro-
duced by Zadeh.

For these particular cases we analyze the associated logics.

We also expand of the concepts of homomorphisms, subalgebras and products of resid-
uated lattices.

Finally, using both, the classic and fuzzy notions of formal concepts analysis, we give an
application to Economic Sciences that helps determine membership functions associated
to a context.
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Introduccion

Si vamos a buscar la base de un desarrollo conciso de la logica y la matemética, debemos
remontarnos a Aristoteles, quien introdujo las denominadas Leyes bdsicas del Pensamien-
to. En la logica formal, hacemos referencia a la ley de identidad, contradiccion, exclusién
del centro y la razon suficiente. Es decir, cualquier proposicién sélo puede ser verdadera
o falsa. En contraposicion a ellas, Heraclito propuso cosas que podrian ser simultdnea-
mente ciertas y falsas; finalmente Platén es quien afirma “hay una tercera region entre
lo verdadero y lo falso donde los opuestos se presentan juntos”. La primera formulaciéon
sistemética de la légica de vaguedades fue desarrollada entre 1917 y 1920 por el filésofo
Jan Lukasiewicz [Luk20], quien agrega a los valores clasicos 0 y 1 un tercer grado de ver-
dad que en su primer trabajo llama “2”. En 1937 el filésofo cuantico Max Black [Bla37]
define el primer conjunto difuso mediante una curva que recogia la frecuencia con que
se pasaba de un estado a su opuesto, pero su idea pasé totalmente inadvertida dado que
se oponia al empirismo légico reinante en esa época. Sin embargo no fue hasta 1965 que
L. A. Zadeh [Zad65], motivado por problemas de teoria de sistemas perfeccion6 la idea
de la l6gica multivaluada de Lukasiewicz, considerando a funciones valuadas en ([0, 1], <)
como funciones caracteristicas de un nuevo tipo de conjuntos, llamados conjuntos fuzzy.
(Esta palabra, fuzzy, es un término fotografico que hace alusién a los bordes “movidos”,
“poco definidos” o “borrosos”. Por ello en la literatura en castellano, también suelen
mencionarse como conjuntos difusos o borrosos.)

El modelo matematico para los conjuntos fuzzy presentado por Zadeh representa el sig-
nificado del lenguaje natural por un cierto tipo de grado. Por ejemplo si consideramos
la proposicion “Juan es joven”, no siempre es posible determinar fehacientemente si es
verdadera o falsa, pero si conocemos el valor x de la edad de Juan, podemos calcular
en qué grado son compatibles x y “ser joven” y es claro, también, que x = 18 es mas
compatible con “ser joven” que x = 25 esto sugiere que la relacion de pertenencia a un
conjunto puede ser en cualquier grado entre 0 (es absolutamente incompatible) y 1 (es
totalmente compatible), es decir, el grado de pertenencia a un conjunto fuzzy es cualquier
nimero en el intervalo real [0, 1].

En palabras del propio Zadeh, en logica fuzzy todo es cuestién de grado, el razonamiento
exacto es un caso limite del razonamiento aproximado, el conocimiento se interpreta

VII



VIII INTRODUCCION

como una coleccién de restricciones eldsticas sobre un conjunto de variables, se opera
con conjuntos en lugar de niimeros. En esencia: la representacién de la informacién imita
el mecanismo de razonamiento aproximado que realiza la mente humana.

Considerando el hecho que un conjunto A cldsico en un universo U puede determinarse
por completo mediante su funcién caracteristica x4 : U — {0, 1}, se define un conjunto
fuzzy A de U por una funcién py : U — [0, 1], y se lo denomina indistintamente A 6 pi4.
La primera de estas notaciones suele llamarse la etiqueta lingiistica del conjunto. Para
cada u € U, pa(u) es el grado de pertenencia del elemento u al conjunto fuzzy etiqueta-
do A. Las funciones cuya imagen sean el conjunto {0, 1} definen claramente conjuntos
clasicos y se ve de este modo, que los conjuntos fuzzy extienden la nocién de conjuntos
clasicos. Dado un concepto fuzzy, pueden darse diferentes funciones que lo modelicen.
Una vez elegida la funcién de pertenencia queda totalmente determinado el conjunto.
Tal eleccién es subjetiva y depende del contexto de trabajo.

Definidos ya los conjuntos fuzzy, para poder operar con ellos se deben definir las fun-
ciones que determinen el grado de pertenencia a la unién, interseccion y complemento,
de modo tal que extiendan las operaciones clasicas. Estas operaciones conjuntistas daran
lugar a la definicion de los conectivos logicos asociados a la 16gica fuzzy. Al introducir
los conjuntos fuzzy, Zadeh los presenta esencialmente como conjuntos clasicos con una
funcién de pertenencia valuada en el intervalo real [0,1]. Los grados de pertenencia se
perciben como valores de verdad de la légica fuzzy con valores de verdad en el intervalo
unitario, y usa la légica de Lukasiewicz para los conectivos proposicionales, sin explicar
el por qué. En la literatura encontramos muchos casos en que debe ser usada la légica
de Lukasiewicz, pero existen muchos otros que no tienen esta restricciéon. Veremos que
existen diferentes extensiones, cada una asociada a una estructura algebraica diferente.

Dos anos mas tarde, Goguen[Gog67] extiende la idea original de Zadeh al marco de la
teoria de reticulos y llama a estos nuevos conjuntos L-fuzzy. En este trabajo apunta que
no existe una necesidad matematica para restringirse al intervalo unitario, ni a la logica
de Lukasiewicz. En la mayoria de las légicas convencionales, los modelos algebraicos son
reticulos distributivos en el cual el infimo se corresponde con la conjuncién y el supremo
con la disyuncion. La implicacion y la negacion definen operaciones adicionales binaria y
unaria respectivamente. Por ejemplo, las algebras de Heyting son modelos para la logica
intuicionista, donde la implicacién se corresponde con el pseudo-complemento relativo.
Como es bien conocido, un complemento relativo puede ser expresado en términos de
conjuncién y orden parcial. En efecto: x — y es el mayor z tal que x Az < y. Para muchos
calculos l6gicos la implicacion en sus modelos puede ser expresada de manera similar.
Siguiendo la idea de Goguen, debe reemplazarse la conjuncién por otra operacion binaria
(que llamaremos multiplicacién) adecuada al modelo.

Analicemos las condiciones que debe cumplir un buen candidato para la funcién de ver-
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dad del conectivo conjuncion. Por nuestro conocimiento intuitivo, podemos requerir que
la funcién sea no decreciente en ambos argumentos, ya que es de esperar que ¢ y
tengan un grado alto de verdad si y sélo si la conjuncion ¢ & 9 lo tiene. Siguiendo la
misma linea de pensamiento asociaremos a 1 la unidad y a 0 el primer elemento.

Llegamos asi a la definicién de t-norma ®: una operacién en [0, 1] que es conmutativa
y asociativa, no decreciente en ambos argumentos con 1 como elemento neutro y 0 co-
mo absorbente. Los ejemplos més conocidos de t-normas continuas son la t-norma de
Lukasiewicz, la de Godel y la t-norma producto. Trataremos estos temas en el capitulo 5.

Queda elegir una funcion de verdad para la implicacién. En la 16gica 2-valuada: la im-
plicacion ¢ = 1 es verdadera si y sélo si el valor de verdad de ¢ es menor o igual al de
1. Generalicemos esta nocién pidiendo que el valor de verdad de ¢ = 1) sea alto sélo si
el valor de verdad de ¢ no es mucho mayor que el de . Esto nos dice que la funciéon de
verdad debe ser no creciente en la primera variable y no decreciente en la segunda. Aun
mas, pedimos sanidad para el Modus Ponens Fuzzy: a partir de una cota inferior para el
grado de verdad de ¢ = ¥ y ¢ queremos establecer una cota inferior para el grado de
verdad de 1. Esta operacién debe ser claramente no decreciente en ambos argumentos
y de modo similar podemos establecer que el 1 sea la unidad y el 0 el elemento neutro
para la operacién en cuestion. Esto garantizara la integralidad de la logica.

Con estas condiciones resulta que (®,=) satisface: Si a < z y b < x = y, entonces
a®b<y.

En particular, tomando a = z se tiene:

siz<x =y, entonces r ® z < y (1)

Por otra parte, uno quiere elegir x = y tan grande como se pueda, entonces cada vez
que x ® z <y, si z es un posible candidato para x = y, uno pide, reciprocamente:

Six®z <y, entonces z < x =y (2)
Claramente, de (1) y (2) resulta:
r®z<ysiysolosiz<uz=y.

Y entonces x = y es el mayor elemento z que satisface r ® z < y.

Se prueba que si ® una t-norma continua, existe una tnica operacién = que satisface
para todo z,y € [0,1], z®z < y si y s6lo si x < x = y, que se denomina residuo asociado
a la t-norma ® y esta definida por: x = y = mazx{z|z ® z < y}.

Las estructuras asi obtenidas m&as empleadas en la literatura y aplicaciones son: las
algebras de Heyting que se encuentran ligadas a trabajos intuicionistas; MV-dlgebras,
relacionadas con la légica fuzzy positivista y las estructuras de semigrupo en el intervalo
unitario real que conforman las t-normas y aparecen relacionadas con el tratamiento
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probabilistico de la logica fuzzy.

Desde un punto de vista sintactico las légicas no clasicas son fragmentos de la logica
clasica. Si dejamos de lado por un momento la logica cuantica, las logicas no clasicas se
caracterizan por el abandono de la ley tertium non datur, manteniendo la integralidad,
la importacién, la exportacion y la ley de Duns Scotus.

Es decir,

a= q) integralidad
a=(8=7)=((a&b)=7) ley de importacién
(a&p)=7)=(a=(B=7) ley de exportacién
(& ~a)=p) ley Duns Scotus

El abandono del principio del tercero excluido (tertium non datur) puede ser expresa-
do de varios modos: Sea ® la operaciéon conmutativa y asociativa que representard la
conjuncién, entonces la idempotencia de esta operacion implica la equivalencia entre la
negacion de la ley del tercero excluido y la no involucién de la negacién. Reciprocamente,
si es valida la doble negacién, el hecho de negar la ley del tercero excluido fuerza la no
idempotencia de la conjuncién.

Sabemos que en el primer caso estamos en la légica intuicionista de Heyting, mientras
que al perder la idempotencia entramos en la Légica lineal de Girard. Si en este segundo
caso agregamos el axioma de divisibilidad, entonces obtenemos los axiomas de Wajsberg
y llegamos a la logica de Lukasiewicz infinito valuada.

Cada una de estas logicas tiene su propio campo de aplicacién: la 16gica intuicionista jue-
ga un rol de gran importancia en la matematica constructivista, la 16gica de Lukasiewicz
admite las antinomias y arroja una luz especial sobre las paradojas de teoria de conjuntos.

Segun Zadeh, contrariamente a la teoria de modelos multivaluada, la 16gica fuzzy toma
como base un reticulo muy especial: el intervalo unitario real. Una vez que los predica-
dos unarios son interpretados como aplicaciones valuadas en el reticulo, la conjuncién y
disyuncion estdn dadas respectivamente por min y max y finalmente la negacion se inter-
preta por la involucién en [0,1]: =2 = 1 —xz. Més tarde vimos que la teoria de conjuntos y
la logica fuzzy tienen un caracter local, y admiten distintas formas de definir operaciones
como la unién, la interseccion o el complemento de los conjuntos fuzzy. Se presenta asi el
problema de precisar la estructura algebraica necesaria , a la que se requiere que admita
un producto y un residuo que cons-tituyan lo que se ha llamado par adjunto.

Citando a Enric Trillas [Tri93] ' “La Idgica fuzzy ha abierto una ventana para, a través

!Cuando Trillas habla de R y F se refiere justamente a la eleccién de un par adjunto (F, R) para
cada caso que dependerd de la estructura légica a analizar.



XI

de la determinacion de la funcion R y de la operacion F' en cada contexto, determinar
la l6gica que un experto humano estd usando, en un momento dado, en un razonamiento
concreto”.

La logica fuzzy ha sido aplicada, histéricamente, en diversas oportunidades. En 1974 por
Mandani para disenar el primer sistema de control difuso experimental para un motor
de vapor. En 1980 una compania danesa (F.L.Smidth & Co. A/S) usa teorfa difusa para
control de un horno de cemento. En 1980 Fuji Electric Co. Ltda (Japén) implementa
un sistema de inyeccion quimica para plantas purificadoras de agua. En 1987 empieza
a funcionar el regulador automético de las operaciones de trenes del metro de sendai
(Japén) disenado por el equipo Hitachi, ésta hace el viaje méas comodo al controlar las
aceleraciones y frenadas en funcién de los pasajeros. En 1990 empiezan en Japon las
aplicaciones domésticas, tales como: lavarropas fuzzy, ollas cocineras de arroz (marca
Zojirushi), cdmaras de video y fotograficas, etc.

Todas estas aplicaciones pueden clasificarse en:

= Control de sistemas: Control de transito de vehiculos, control de compuertas en
plantas hidroeléctricas y térmicas, ascensores, etc.

» Predicciéon y optimizacion: Prediccion de terremotos, optimizacion de horarios, etc.

» Reconocimiento de patrones y vision por ordenador: seguimiento de objetos con
camara, reconocimiento de letra manuscrita, de objetos, compensacién de vibra-
ciones, etc.

» Sistemas de informacién y conocimiento: bases de datos, sistemas expertos, etc.

A futuro se piensa aplicar inteligencia computacional a acustica, vibraciones y proce-
samiento de senales y en evaluacion de recintos.

En el presente trabajo, dedicaremos el capitulo 1 a algunas definiciones basicas de teoria
de conjuntos fuzzy y L-fuzzy.

En el capitulo 2 describiremos la estructura de reticulo residual, a partir de la nocién de
reticulo residual generalizado dada por Turunen, y agregaremos condiciones hasta llegar
a la BL algebra propuesta por Héjek. Se realizardan comparaciones entre MV dlgebras
presentadas por Chang y vistas como reticulo residual.

En el capitulo 3 desarrollaremos los conceptos de homomorfismos, subalgebras y produc-
tos en reticulos residuales.

En el capitulo 4 nos ocuparemos de elementos especiales y posibles descomposiciones de
reticulos residuales.

En el capitulo 5 nos dedicaremos a los reticulos residuales definidos en el intervalo real
unitario, con t-normas como operador de conjuncién y analizaremos las algebras de De
Morgan como posibles reticulos residuales.



XII INTRODUCCION

En el capitulo 6 analizaremos brevemente las estructuras légicas asociadas a las t-normas,
denominada logica basica por Petr Hajek. Distinguiremos especialmente las asociadas a
las t-normas continuas de mayor uso, es decir, la logica intuicionista, la 16gica producto
y la légica de Lukasiewicz.

En el capitulo 7 daremos la nocién de jerarquia de conceptos clasica y fuzzy, con una apli-
cacion a la economia dada por la determinacion de una funcion de pertenencia asociada
al contexto.



Capitulo 1

Algunas definiciones basicas

1.1. Definicién de conjunto fuzzy

La idea original de Zadeh al definir los conjuntos fuzzy es extender la nocién de conjuntos
clasicos (crisp) para poder representar la nocién “pertenece en cierto grado”. Considera,
entonces un conjunto clasico, no vacio, X que llama conjunto referencial o universo de
definicion. Cualquier conjunto clasico A C X queda univocamente determinado por la
funcion caracteristica que se define del siguiente modo:

Definiciéon 1.1. Dado un conjunto referencial X # 0, y A C X, se define la funcidn
caracteristica de A y se nota x4 : X — {0, 1}, por

(z) = 1, siz e A;
Xalt) = 0, en otro caso.

Es decir, se asigna a un elemento del universo el valor 1 si dicho elemento pertenece al
conjunto A en cuestién, y el valor 0 en caso contrario. Mas precisamente: 0 y 1 son los
“valores extremos” de pertenencia. Para permitir representar “cuanto pertenece”, “en
qué medida” satisface las condiciones de A, Zadeh considera funciones con rango en el
intervalo unitario real, [0, 1] C IR, del siguiente modo:

Definicién 1.2. [Zad65] Dado un conjunto de puntos (objetos) X # 0, que denomi-
naremos universo, un conjunto fuzzy A de X estd caracterizado por una funcion de
pertenencia que asocia a cada punto de X un valor en el intervalo real unitario [0, 1], es
decir, pa : X — [0,1]. pa(x) es el grado de pertenencia de x a A. Si pa(x) =0,z & A,
si pa(z) =1, x es un elemento de A. Cuanto mayor sea p4(z), mayor seréd el grado de
pertenencia de x a A, para cada x € X.

Esencialmente un conjunto fuzzy de A de X es una funcién py : X — [0,1]. La elec-
cién de la funcion de pertenencia que define a cada conjunto fuzzy depende del contexto
del trabajo en el que se la desee definir. A un conjunto fuzzy siempre asociamos una
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proposicién y pa(z) es justamente el grado en que el elemento x del dominio X (con-
junto clasico) satisface la proposicién que define el conjunto. A proposiciones atémicas
se asocian funciones de pertenencia continua a a trozos, preferentemente que tomen el
valor 1 al menos en un punto, y cuyos intervalos de crecimiento precedan a los de de-
crecimiento. Para las proposiciones compuestas, asociamos, como es habitual, la unién
fuzzy a la disyuncion, la interseccion a la conjuncién y el complemento a la negacion.
Veremos luego cémo definir estas operaciones. Las funciones asociadas a proposiciones
atémicas de mayor uso son:

0, six <a;
a .
—, six € [a,m];

T — 0.8 1
[(x) = p—
1, en otro caso.

[ S J ]

0.4 4

grados de pertensncia

En el grafico: a =2, m = 4.

o 2 4 L 8 1%
universo

1, siz <a;
r—a . 0.4t 1
Lz)=¢ 1———, sixz € (a,m);
m—a od ]
0, en otro caso. \

0.4 \ 1

grados de pertensncia

En el grafico: a =2, m = 4.

a H 4 L a 19
universo
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( 0, siz <a;
T —a )
p—— six € (a,m];
i six € (m,bl;
[ L en otro caso.

En el grafico:a =2, b=9, m =6.

(0, six < a;

r—a

, siz e (a,bl;

0 S (a, b]

M(z) = 1, siz € (b,c;
d—x

, stz e (¢d;

o ST (c,d]

L 0, en otro caso.

En el grafico:a =2, b=3, ¢c=7, d=9.

(0, siz <a
2
T —a
3 a—+c
2<c—a) , six € (a, 5°
S(x) = r—a\?

1—2( >, sixe (4, c

c—a
(1, en otro caso.

En el graficooa =3, ¢ =7.

gradog de pertenencia

gradog de pertenencia

grados de pertensncia
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0. 1
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0.4

[] 1
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universo
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0. 1

0.4 4
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(1, six < a; I
2
r—a )
1—2( ) , stz e (a, %] g i
c—a
Z= r—a\’ 4o ]
2( ) , size (4o
c—a 1
(0, en otro caso. LE
En el grafico:a =3, ¢ =7T7. 0
‘D 4 [ a 19
unitverso
S(z), six<b; :
SZ(x) = ¥ 1

Z(x), en otro caso.

grados fde pertensncia

En el grafico: b = 4,
Scona=1, c=5y 0.4
Zcona=25, c="T.

unlverso

Ejemplo 1.1. Sea el universo X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, conjunto de casas repre-
sentadas por el nimero x de dormitorios.

Sea A el conjunto fuzzy de casas confortables
para cuatro personas.

Por medio de encuestas, estadisticas, u otros
procedimientos consideramos:
A={(2,0.5),(3,0.8), (4,1),(5,0.7),(6,0.3) }
Los pares (@, pa(z)) si pa(z) =0, se omiten ¢4
en esta representacion.

grados de pertensncia

1 2 3 L3 -1 ] T 8 9 10 1
alturas en metros

Ejemplo 1.2. Sea X = IR, el conjunto de los niimeros reales positivos. Definimos el
conjunto fuzzy A de los nimeros préximos a 5, por: A = {(z, ua(x)), parax € R},
donde 4 esta dada por:
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grados de pertensncia

o 2 4 & a 19
uslverso

Particularmente, el conjunto fuzzy que acabamos de describir recibe el nombre de nimero
fuzzy triangular y es de uso muy frecuente en las aplicaciones.

Notacion 1.1. En el caso de universos finitos un conjunto fuzzy suele indicarse:

A= pa(rr) /oy + pa(xa) /o2 + o + pale,) /2, = ZMA(%‘)/%

y aun en el caso de que X sea numerable, o infinito, se escribe, respectivamente:

A= ZM(%)/% A= /Xu(z')/x

Ejemplo 1.3. Para definir el conjunto fuzzy A de las personas altas de una cierta
poblacién, consideramos como universo de definicion X un intervalo de IR, rango de
alturas posibles (en metros): X = {z : 1 < x < 3} adoptando la siguiente funcién de
pertenencia:

=
.

0, si z < 1.60;
pa(z) =< 5-(xr—1,60), sil60 <z < 1.80;
1, en otro caso.

o
L

grados de partensncia
@
=
.

]
iy

1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
alturas en metros

Los conjuntos fuzzy se definen por medio de una expresion denominada etiqueta lingiiisti-
ca , del tipo de “temperatura baja”, “persona joven”, etc. Estas etiquetas son valores
que asumen las variables lingiiisticas.
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Definicién 1.3. Una variable lingiiistica es una 5-upla (A, T(A), U, G, M) donde A es el
nombre de la variable, T'(A) el conjunto de términos que pueden asociarse a la variable,
U el universo de discurso donde se define T'(A), es decir, el conjunto de valores que puede
tomar, G es una regla sintactica para generar los nombres de los valores de A y M una
regla seméntica para asociar un significado a cada valor.

Ejemplo 1.4. Consideremos A: “velocidad”, entonces T'(A) puede ser “muy baja”,
“baja”,“no baja”, “no alta”, “alta”, “muy alta”. Si estamos hablando de velocidades
de autos en carreteras, el conjunto de valores que tiene sentico considerar podria ser:
U = {x:55 <z < 200}, donde estamos pensando en km/h. Cada término en T'(A)
estd asociado a un conjunto fuzzy en el universo U. La regla sintactica G determina el
orden de las palabras de los valores lingiiisticos de velocidad: como en alta, no alta y muy
alta, donde “no” y “muy” son modificadores que preceden al término primario “alta’.
La regla semantica M asocia cada valor lingiiistico con su significado: “alta es mayor de
180 km/h, y “baja” es menor de 70 km/h. Elegida la funcién de pertenencia asociada a

“alta” y “baja”, G viene dado por los modificadores lingiiisticos.

Definicién 1.4. Un modificador es una funcién m : [0, 1] — [0, 1] que modeliza el efecto
de un adverbio sobre la propiedad que determina el conjunto fuzzy, mediante la com-
posicion de funciones.

Dado un conjunto fuzzy A, algunos de los modificadores son:

no A

NnoA<z) =1- /LA(SU) 0

muy A

pmuy A (1) = (pa())?

2
alturas en metios
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extremadamente A

,ue;vtremadamenteA(x) = (MA(x»g o
1.2 1.4 1.6 1.8 2 .2 2.4
alturas en matros
algo A |
.
g@.ﬁ
#
ZJ: 0.4
. 0.
Halgo A(2) = \/pra(z) 4

1.2 14 1.6 1.8 2 2.2 .4
& o

mas o menos A

Hmas omenosA(x) =9 ﬂA(x) 0

12 1.4 1.6 1.8 2 2.2 1.4
alturas en matros

Definicion 1.5. Dos conjuntos fuzzy A, B C X son iguales si 'y sélo si:

pa(z) = pp(z), Vo € X.
Definicion 1.6. Dados dos conjuntos fuzzy A, B C X se dice que A esta contenido en
B si y solo si:

pa(z) < pp(z), Vo € X.
Definicion 1.7. Dado un universo X y un conjunto fuzzy A, se define el soporte de A

y se nota sop(A) al conjunto (clésico) de los elementos de X que tienen un grado de
pertenencia no nula a A. En simbolos:

sop(A) ={x € X : pa(x) > 0}
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Definicién 1.8. Sea A un conjunto fuzzy de X. El nivel o de A es el conjunto (clésico):
Ay ={z € X : pa(z) > a}, 0<a<l1

Algunos autores denominan a estos conjuntos niveles o débiles definiendo como nivel «
fuerte al conjunto: {x : pa(z) > a}.

Observacion 1.1. Si el soporte de un conjunto fuzzy, convexo A esta contenido en IR
y 4 es una funcion continua entonces A, es un intervalo cerrado de IR.

Teorema 1.1. Principio de resolucién. Dado un conjunto de referencia X, la funcién
de pertenencia de un conjunto fuzzy A puede expresarse por medio de los niveles a por:

pa@) =\ (a A pa, ()

a€e(0,1]

Demostracion:
Dado que 4, (z) = 1siysélosipa(x) > o, resulta aApa, () = asiy sélosi pa(z) > a.
En cualquier otro caso aApa, (z) = 0. El resultado es consecuencia directa de este hecho.
O
Hemos hablado acerca de los conjuntos fuzzy, nombrados por etiquetas lingiiisticas, y
cémo obtener nuevos subconjuntos fuzzy a partir de los modificadores lingtiisticos, pero
no hemos tocado el tema de cémo determinar un conjunto fuzzy. En general, cada apli-
cacién en particular tiene un método de determinacién de funcién de pertenencia para
el conjunto fuzzy buscado. En la literatura los mas frecuentes son:

1. Método horizontal: Se basa en las respuestas de n expertos. La pregunta tiene el

siguiente formato: “;Puede ser x considerado compatible con el concepto A?”. Sélo
cant. de respuestas afirmativas

se acepta un si o no por respuesta. Luego pa(z) =
n

2. Método vertical: basado en el principio de resolucion. Se eligen varios a € [0, 1]
para construir los a-cortes, se identifican los x que pertenecen a cada conjunto
clasico de a-corte y se construye el conjunto fuzzy por el principio de resoluciéon o
el teorema de representacion.

3. Método de comparacién de parejas (Saaty,1980).

4. Métodos basados en la especificacién del problema.
5. Métodos basados en la optimizacion de parametros.
6. Métodos basados en fuzzy clustering.

7. Algoritmo Fuzzy Isodata (Bezdek,1981).
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1.2. Operaciones con conjuntos fuzzy

Recordemos que si A, B C X, son conjuntos clasicos, las operaciones usuales entre con-
juntos, unién, interseccion y complementacién se definen, respectivamente:

AUB={zxeX:z€ Abz e B}, ie: xaun(x)=xalz
ANB={reX:xe€Ayre B} le: xann(r)=xalx
A={re Xz ¢ A} le: xi(r)=1—xa(z)

Para generalizar estas operaciones sobre los conjuntos fuzzy de X, Zadeh propone reem-
plazar las funciones caracteristicas por las funciones de pertenencia, del siguiente modo:

Definicion 1.9. Sean A, B conjuntos fuzzy de X, entonces:

AU B = {(z,pa(x) V pp(x),x € X}, ie: paup(r) = pa(r)V pp(z)
AN B ={(z,pa(x) Nup(x)),z € X}, ie: panp(x) = pa(zr) A pup(z)
A={(2,1— pa(z),r € X}, Le: pg(r)=1—pa(z)

Veamos un ejemplo de estas operaciones.

Ejemplo 1.5. Consideremos los subconjuntos fuzzy A y B dados, respectivamente por:

=
.
=
'

o
L

-]
'

=]
.
L

@
=
.

grados de pertensncia

grados de pertensncia

]
=]

o z 4 5 ] 1% [ z 4 g ] 1%
universo universo

Los siguientes son los graficos correspondientes a las operaciones union e interseccién de
Ay B, respectivamente.
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Sea P(X) el conjunto de las partes o conjuntos clésicos de X. Entonces (P(X),N, U, —)
es un dlgebra de Boole, es decir, es un reticulo distributivo con primer y tltimo elemento
(), X, respectivamente, y en el cual todo elemento tiene un complemento booleano. Es
decir, para todo A € P(X) existe un A € P(X), tal que: AU A = X (1iltimo elemento)
y ANA = () (primer elemento).

Consideremos ahora P4(X) como el conjunto clasico de los subconjuntos fuzzy de X con
las operaciones antes definidas.

Lema 1.1. La relacion C definida en 1.6 determina un orden parcial en Ps(X).

Lema 1.2. Dado un conjunto referencial X, en P5(X) se verifican las siguientes propiedades:

(P51) AU(BUC)=(AuB)UC Propiedad asociativa de U
(P52) AUB=BUA Propiedad conmutativa de U
(P53) AUA=A Propiedad idempotente de U
(Ps4) AUANB)=A Ley de absorcion
(P55) AN(BNC)=(AnB)NC Propiedad asociativa de N
(P56) ANB=BNA Propiedad conmutativa de N
(P57) ANA=A Propiedad idempotente de N
(P8) AN(AUB)=A Ley de absorcion
(P59) AUD=A, AnD=10 0 es el primer elemento
(P510) AUX =X, ANX=A4 X es el altimo elemento
(P511) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Propiedad distributiva
(P512) AN(BUC)=(ANB)U((ANC) Propiedad distributiva
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(P513) AUB=ANDB Ley de De Morgan
(Ps14) ANB=AUB Ley de De Morgan
(P#15) A=A Propiedad involutiva de A

Demostracién: Todas las propiedades son consecuencia de las propiedades de los ope-
radores A y V para nimeros reales y la definicion de A. O

Definicién 1.10. Dado A € P5(X) se define el pseudo complemento de Ay se nota A*
al conjunto fuzzy cuya funcién de pertenencia esta dada por:

fias () = { 0, sipa(r)#0;

1, en otro caso.
Lema 1.3. Si A, B € P4(X), se verifica AN B =10 siy sélo si B C A*.

Demostraciéon: Supongamos en primer lugar que A N B = (), entonces, para todo
x € X, se verifica pa(r) = 06 pp(r) = 0. Si pp(xr) # 0, entonces pg«(x) = 1y se
verifica B C A*.

Reciprocamente, si B C A*, entonces pug(x) A pa(z) < pas A pa(x) = 0, y resulta
BnA=09. m)

Teorema 1.2. (P#(X),N,U,") es un reticulo distributivo pseudo complementado.

Demostracién: Las propiedades (P5l) a (P512) afirman que se trata de un reticulo
distributivo. El Lema 1.3 completa la demostracion. O

El siguiente ejemplo muestra claramente que no es un dlgebra de Boole, ya que en general
AUA#AX |y AN A#0:

Ejemplo 1.6. Consideremos el conjunto fuzzy A y su complemento A definidos en los
siguientes graficos:

o =
L .
=
'

-]
'

a
.
L

grados de pertensncia
=]
=
'

]
=]

universo universo
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Representamos la interseccién a la izquierda y la unién a la derecha. Claramente A y A
no son complementarios en el sentido de Boole, ya que ni su interseccion es el conjunto
vacio, ni su unién el universal.

o =
L .

.:
-
i

grados de pertenencia

grados de pertensncia

]
=]

universo universo

1.3. Relaciones Fuzzy

Dados dos conjunto clasicos X e Y, una relacion binaria de X en Y se define como un
subconjunto del producto cartesiano de X xY. Obviamente, un subconjunto del producto
cartesiano de X x X es una relacion binaria en X. Veamos ahora la generalizacién de
este concepto.

Definiciéon 1.11. Dados dos conjuntos clasicos X e Y, una relacion binaria fuzzy R de
X e Y, es un conjunto fuzzy de X x Y, e igual que antes puede identificarse por su
funcién de pertenencia. Es decir: pur : X x Y — [0,1]. Cuando X =Y, R se dice una
relacion binaria fuzzy sobre X.

Ejemplo 1.7. Si X = IR (conjunto de los nimeros reales), la relaciéon binaria R: “x es
mucho mayor que y” es una relacién fuzzy que en este caso definimos por:

0, siy > x;
1
pr(z,y) = ——g—» en otro caso.

1+

r—y

La representacion matricial de una relacion se generaliza del siguiente modo:
Si X ={x,29,  ,xnt,Y ={y1,¥2, - ,yn} vy R C X x Y, larelacién fuzzy R puede
expresarse por la siguiente matriz m x n:

MR<$17 yl) /’LR(xlv y2> e /’LR(xb yn)
R— tr(22,y1)  pr(T2,92) <o pr(T2,Y0)

PR(Tms Y1) PR(TmY2) - PR(Tm, Un)
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Esta representacion extiende claramente el concepto de matriz asociada a una relacién
binaria en el caso clésico.

Si deseamos expresar la relacién R por medio de un grafo, siendo R una relacién binaria
sobre X, los vértices del grafo son los x; € X, y el arco que va de z; a x; tendra asignado
el nimero pg(x;,y;) € [0, 1].

Observacion 1.2. Como las relaciones fuzzy son conjuntos fuzzy, a ellas se aplican las
operaciones sobre conjuntos ya consideradas: unién, interseccion, complemento, asi como
las relaciones de igualdad e inclusion.

Definicion 1.12. Dadas las relaciones fuzzy R C X x Y, S C Y x Z, Zadeh define la
composicion maz-min de estas relaciones a la relacién fuzzy Ro S C X x Z, definida

por: jimos(w,2) = \/ (ur(z, y) A pr(y, 2)).

Esta definicion original de Zadeh, se generaliza mediante:

Definicion 1.13. Dadas las relaciones fuzzy R C X x Y, S C Y X Z, se define como
composicion maxr-x de estas relaciones a la relacion fuzzy Ro S C X x Z, definida por:

Uros(x,z) = \/(,uR(x,y) * r(y, z)), donde x es una operacién binaria conveniente en

y
0,1], es decir x : [0,1] x [0,1] — [0, 1], por ejemplo, una t-norma.

Ejemplo 1.8. Sea X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} y sea R la relacién binaria fuzzy sobre
X: “x ey estan proximos” definida por:

1, six=1y;
/LR(JZ',y) - 1

| |, en otro caso.
r—Y

y sea S la relacién binaria sobre X: “a? e y? estdn préximos” definida en la forma natural,
a partir de la definicién de R.

La representacién mas adecuada de ambas relaciones es la forma matricial, obteniéndose:

11 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1)7 1/ 1/9
/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 17 1/8
1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
R=|1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5
1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4
1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3
1/8 17 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2
1/9 1/8 1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1
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donde z; =1 € X.
analogamente:

1 1/3 1/8 1/15 1/24 1/35 1/48 1/63 1/80 1/99
1/3 1 1/5 1/12 1/21 1/32 1/45 1/60 1/77 1/96
1/8 1/5 1 1/7 1/16 1/27 1/40 1/55 1/72 1/91
1/15 112 1/7 1 1/9 1/20 1/33 1/48 1/65 1/84
1/24 1/21 1/16 1/9 1 1/11 1/24 1/39 1/56 1/75
1/35 1/32 1/27 1/20 1/11 1 1/13 1/28 1/45 1/64
1/48 1/45 1/40 1/33 1/24 1/13 1 1/15 1/32 1/51
1/63 1/60 1/55 1/48 1/39 1/28 1/15 1 1/17 1/36
1/80 1/77 1/72 1/65 1/56 1/45 1/32 1/17 1  1/19
1/99 1/96 1/91 1/84 1/75 1/64 1/51 1/36 1/19 1

Calculemos algunos elementos de la matriz R o S utilizando en primer lugar la composi-
cién max-min, y luego la max-x:

ros(2,3) =V, (kr(2,y) Aps(y,3)) = VA AL/TIAL/51IAT,..) =1

fros(2,3) =V, (kr(2,y) * ps(y,3)) = V(1 x1/7,1%1/5,1%1,...) =1

Esto significa que existe un y tal que pugr(2,y) =1 = pugr(y, 3).

IMROS(47 1) - \/(IUR(4ﬂ y) A :u5'<y7 1)) -

= (1/AN1)V(1/3A1/3)V(1/2A1/8)V(1A1/15)V (1A1/24)V(1A1/35)V
V(1/2A1/48) v (1/3A1/63)V (1/4A1/80)V (1/5A1/99) =1/3

prors(4,1) = \/ (1r(4,y) * ps(y, 1) =

= (1/4%1)V (1/3%1/3)V (1/2%1/8) V (1% 1/15) V (1 x1/24) V (1% 1/35) V
V(1/2%1/48) V (1/3%1/63) V (1/4%1/80) V (1/5x1/99) < 1

1.4. Conjuntos L-fuzzy

Hemos trabajado a partir de las definiciones originales de Lofti Zadeh, con el concepto
de conjunto fuzzy como extensién del concepto conjunto cldsico. Esta definicién puede
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hacerse aun mas general si no restringimos el codominio de la funcién de pertenencia al
intervalo unitario real [0, 1], sino consideramos un conjunto parcialmente ordenado L.
Las generalizaciones de las Definiciones de conjunto fuzzy 1.2, y soporte 1.7 son, respec-
tivamente, las siguientes:

Definicién 1.14. [Gog67] Dado un conjunto de puntos (objetos) X # 0, que denomi-
naremos uniwverso y un conjunto parcialmente ordenado acotado L con primer y dltimo
elemento 0 y 1 respectivamente, un conjunto L-fuzzy A de X esta caracterizado por una
funcion de pertenencia que asocia a cada punto de X un valor en el conjunto parcialmente
ordenado L, es decir, g : X — L. pa(z) es el grado de pertenencia de x a A.

Igual que para los conjuntos fuzzy, si pa(zr) = 1, x es un elemento de A en el sentido
clasico y si pa(z) = 0, x no pertenece a A. Del mismo modo, cuanto mayor sea p4(z),
mayor sera el grado de pertenencia de = a A, para cada z € X. Una de las diferencias
es que ahora no todos los grados de pertenencia son comparables, dado que L no tiene
por qué ser totalmente ordenado.

Observacion 1.3. Para definir un conjunto L-fuzzy, sélo es necesario que L sea un
conjunto parcialmente ordenado, pero para poder definir las operaciones conjuntistas se
requiere que L sea un reticulo, preferentemente completo y si fuera distributivo, tanto
mejor. De hecho, en [Gog69] trabaja con categorias de L-fuzzy sets, donde L es un
conjunto parcialmente ordenado y analiza las propiedades de acuerdo a que L sea un
reticulo completo o no, distributivo o no.

Ejemplo 1.9. Una empresa fabrica peces-robots con el objeto de mejorar el equilibrio
ecologico. Todos los ‘peces’ tienen chips de reconocimiento para el relevamiento de las
distintas zonas. Es posible dotar estos robots con equipo para neutralizar el petréleo en la
zona, equipo para limpiar cualquier sustancia contaminante en la zona, y finalmente con
equipo para redistribuir las huevas de peces. Todas las variedades posibles de peces-robot
son, entonces:

o: Solo con chip de reconocimiento.

(: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar petréleo.

~: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar cualquier sustancia nociva.

0: Chip de reconocimiento y equipo para redistribuir huevas.

A: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar petréleo y redistribuir huevas.

n: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar cualquier sustancia nociva y
redistribuir huevas.
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Tomando como X el conjunto de todos los peces-robot de la fabrica, y como conjunto
parcialmente ordenado L el dlgebra de Heyting cuyo diagrama de Hasse es:

a / b
definimos, a partir de opiniones de expertos, dos conjuntos L-fuzzy: A: el conjunto de los

peces de reconocimiento y B: el conjunto de los peces de aumento de poblacién icticola,
cuyas funciones de pertenencia damos en las tablas a continuacion:

—
o
[
o
o

pra(z) pp(r) | 0

Definicion 1.15. Dado un universo X y un conjunto fuzzy A, se define el L-soporte de
Ay se nota sopr,(A) al conjunto (clésico) de los elementos de X que tienen un grado de
pertenencia no nula a A. En simbolos: sop(A) = {z € X : pa(x) # 0}

Claramente las Definiciones de igualdad 1.5, orden fuzzy 1.6 y nivel @ 1.8 se mantienen.
Cuando trabajamos con conjuntos fuzzy finitos el soporte del conjunto es exactamente el
nivel «, para el menor grado de pertenencia positivo «. Este hecho no siempre se verifica
para conjuntos L-fuzzy.

Ejemplo 1.10. Continuemos con los peces-robot del Ejemplo 1.9.
SOpL<A> = {07 ﬁa 7> 57 )\} y SOpL(B) = {B: ) 57 )\7 77}
Es claro que A Z By B ¢ A. Consideremos el conjunto C' de los peces-robot econémi-

cos para la limpieza total. Nuevamente, siguiendo el consejo de expertos en esta materia
definimos la funcién de pertenencia:

x |o|B|y|d0|A|n
poe(z) [0 b|1]0[0|1

Vemos que C' C By sopr,(C) = {5, v, n}.

Podemos escribir también los conjuntos clasicos determinados por los niveles a:
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Ay ={o, B, 7,0, A, n} By = {0, 8,7, 0, A, n}
Aa=A{o, 8,7} B, ={6, A, n}

Ay ={o, 0, A} By, ={6, 7. n}

Ac ={o, 8} B. ={\ n}

Aq = {0, 0} By ={v, n}

Ay ={o} By = {n}

Podemos observar que ninguno de estos niveles « coincide con el soporte del conjunto,
como si ocurre en el caso de un conjunto fuzzy finito. Para el conjunto L-fuzzy C' se
verifica Cy, = sopr(C).

Andlogamente se extiende la Definicién 1.16 por:

Definicién 1.16. [Gog67] Dados dos conjuntos clésicos X e Y, una relacion binaria L-
fuzzy R de X e Y, es un conjunto L-fuzzy de X x Y, e igual que antes puede identificarse
por su funcién de pertenencia. Es decir: pug : X x Y — L. Cuando X =Y, R se dice
una relacion binaria L-fuzzy sobre X.

Para definir modificadores fuzzy, las operaciones conjuntistas y la composiciéon de rela-
ciones necesitaremos dotar al conjunto parcialmente ordenado de ciertas operaciones, lo
cual nos conduce a la nocion de reticulo residual que definiremos en el capitulo siguiente.
Veremos que dado un reticulo residual (L, \,V,®,—,0,1,e) podemos definir las opera-
ciones conjuntistas por las funciones de pertenencia del siguiente modo:

Dados pa v pp:
L tans (@) = ja(e) © ()
2. pavs(@) = ((ua(®) = pn(@)) = pn(@) A (15(2) = pa(@)) = pa(a))
3. par(z) = palz) — 0

Del mismo modo, se define la composicion de relaciones por:

Definicién 1.17. [Gog67] Dadas las relaciones fuzzy R C X x Y, S CY x Z, se define
como composicion maxr-® de estas relaciones a la relacion fuzzy Ro S C X x Z, definida
por: jiros(x, z) = \/(MR(x,y) ® pr(Y, 2))-

Yy

Es claro que un conjunto fuzzy, segin la definicion original de Zadeh, es también un
conjunto L-fuzzy, segtin la definicion de Goguen.
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Helena Rasiowa y Nguyen Cat Ho, en [RH92] introducen las nociones de conjunto 7-
fuzzy, v LT-fuzzy, caracterizados respectivamente por una funcién de pertenencia que
asocia a cada punto de X un valor en el conjunto parcialmente ordenado T, es decir,
14 X — T y por una funcién de pertenencia que asocia a cada punto de X un valor
en el reticulo de conjuntos LT, formado por el conjunto vacio y todos los ideales de T'.
LT no sélo es un reticulo completo, sino que se trata de un algebra de Heyting.



Capitulo 2

Reticulos Residuales

Los reticulos residuales son estucturas algebraicas fuertemente ligadas a la légica mate-
matica, si bien fueron considerados por primera vez por M. Ward y R. Dillworth en 1930
investigando la estructura del reticulo de ideales de un anillo. Esencialmente se trata de
un reticulo enriquecido por un par adjunto (®,—). En lo que se refiere a la estructura
algebraica, ® estd asociado a un producto y en lo que respecta a la interpretacién logica,
— se relaciona con la implicacion. Durante anos se trabajé en esta operacién de adjuncion
sin encontrar la conexién que ella representaba entre el dlgebra y la logica. En este
trabajo comenzaremos tomando la definicion de reticulo residual generalizado que figura
en [Tur92], hasta llegar a la de BL dlgebra dada por Hajek en [H&j97], manteniendo una
misma notacion.

En su primer trabajo Ward y Dilworth [DW39] mencionan una residuacién y residua-
cion dual, pero trabajan en un reticulo que es a la vez monoide conmutativo. Esko
Turunen en [Tur92] prueba que la residuacién y la residuacién dual coinciden cuando el
monoide es conmutativo. En ambos casos el reticulo considerado es acotado. Entre la
literatura reciente, Jipsen y Tsinakis en [JT02] definen un reticulo residual o un reticulo
residual-monoide ordenado a un reticulo que es a la vez monoide ordenado, munido de
dos operaciones de residuacion (a derecha y a izquierda). Es decir, difiere de la definicién
anterior de Turunen en que no se le exige al reticulo que sea acotado. La existencia de
una cota inferior en el reticulo asegura, segiin veremos mas adelante, la existencia de
una cota superior y, si esta cota superior coincide con la unidad del monoide el reticulo
residual se denomina integral. Dado un reticulo residual, el conjunto L~ de elementos
menores o iguales que e, el elemento neutro del monoide, con las operaciones heredadas
de L constituyen un reticulo residual que es claramente, integral y se denomina el cono
negativo de L [JT02].

19
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2.1. Reticulos residuales generalizados

Definicién 2.1. [Tur92] Un reticulo residual generalizado L = (L, \,V, ®, —;, —4,0, 1, €)
es un algebra de tipo (2,2,2,2,2,0,0,0), satisfaciendo los siguientes axiomas, para todo
x,y,z € L:

Lil)zV1=1
LI2)z ANl =x
M) z®(y®z)=(r®y) ®=2

si x <y, entonces (x ® 2) < (y ® 2)
si x <y, entonces (2 ®x) < (z®y)
Rl)z@y <z siysdlosiz <y —y2
R2)z@y <z siysdlosiy <z —, 2.

Los axiomas (L1) a (L12) afirman que L es un reticulo, con primer elemento 0 y dltimo
elemento 1. Los axiomas (M1) a (M4) aseguran que (L, ®, e, <) es un monoide ordenado,
donde < es la relacién de orden inducida por A (o por V), es decir: x < ysiiz Ay =x
sii  Vy = y, con elemento neutro e. Finalmente los axiomas (R1) y (R2) establecen
correspondencias de Galois ([Tur92|, [Bir67]).
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Observacién 2.1. En [GJKOO1], un élgebra L = (L, A,V,®, —;, —4,0,1,¢e) de tipo
(2,2,2,2,2/0,0,0), que satisface los axiomas (L1) a (L8), (M1) a (M4) y (R1), (R2), se
denomina FL algebra. Las iniciales hacen alusion a Full Lambeck algebra, ya que conforma
el equivalente algebraico de la semantica de las légicas subestructurales. La diferencia
entre esta FL dlgebra y el reticulo residual generalizado de Turunen radica en las cons-
tantes, ya que para Turunen el 0 y el 1 representan respectivamente el primero y el
ultimo elemento del reticulo.

En una primera lectura la denominacion residuo a derecha o residuo a iquierda puede
parecer arbitraria y hasta oscura, pero si recordamos los origenes veremos claramente
justificado su uso. Si escribimos * @ y < z y existe un elemento ! podemos escribir
r'®r®y <2 '®z o, en forma equivalente, y < 27! ® 2. Hemos “dividido a izquierda”
por z, y escribimos © ® y < z equivalente a y < x \ z, 0, en nuestro caso, y < r —; 2.
Si “dividimos a derecha” por y obtenemos z ® y ® y1 < 2z ® y~ !, lo que se escribe
x < z/y, 0, en nuestro caso, r < Y —4 2.

De los axiomas se sigue que 0 < e < 1: No se puede decir establecer a priori ninguna otra
relacion entre las operaciones cero-arias, pero en general consideraremos 0 # 1 ya que
si fuera vélida esta igualdad el reticulo se reduciria a un inico elemento. Més adelante
definiremos una estructura de reticulo residual para la que e = 1.

Definicién 2.2. [Bir67] Un monoide ordenado M = (M, ®, e, <) es tal que el reducto
(M,®,e) es un monoide y (M, <) un conjunto ordenado y se verifican las leyes de
monotonia: Si x <y, entonces r @2 <Yy®zy 2@z < z®y, cualquiera que sea z € M.

Proposicion 2.1. Propiedades del primer elemento en un reticulo residual generalizado:
) 0@zr=2®0=0
2) 0—-40=0—;0=1.

Demostracion:

1) 0® 2 =2®0 =0, cualquiera sea x € L.
Considerando la desigualdad 0 < x —4 0 que es equivalente, por (R1),a0®z <0,
y 0 < a —,4 0 que es equivalente, por (R2), a x ® 0 < 0, se comprueba la igualdad.

2) 0—;,0=0—40=1.
Considerando la desigualdad z ® 0 < 0, que equivale, por (R1),az <0 —4 0,y
0 ® z <0, que equivale, por (R2), a z <0 —; 0, para todo x € L resulta la tesis.

O

Lema 2.1. Sea L = (L,\,V,®,—,0,1,¢) tal que (L,A\,V,0,1) es un reticulo acotado.
Si (L, ®,e) es un monoide y se satisfacen, para todo z,y,z € L, las condiciones:
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1) (z@2)A((zVy)®@2)=2®2

2) z2Rx)ANz®((xVy)=2Q«

3) (@ —=ay)V(r—a2)V(z—a(yVz)=z—alyVz)
) (x—y) V(e —iz) V(e —i(yVz)=z—i (yV2)
5) (@ —ay)@x)Vy=y

6) (r@(@—iy)Vy=y

) aA(y—a(r®y) =1

)

8) yA(x —i(z®y)) =y.
entonces (L, \,V,®,—;,—4,0,1,¢€) es un reticulo residual generalizado.

Demostracién: Para comprobar que se trata de un reticulo residual debemos verificar
las condiciones de la Definicién 2.1. (L1) a (L12) se satisfacen porque (L, A, V, 0, 1) es un
reticulo acotado, y dado que (L, ®, e) es un monoide se satisfacen (M1) y (M2). Probemos
(M3): Supongamos que = < y, entonces t ® 2 < y® z. Six < yresultazVy =y y
aplicando 1) resulta (z ® 2) A (y ® 2) = 2 ® 2, de donde  ® z < y ® z. Analogamente,
aplicando 2) obtenemos (M4).

Probemos ahora (R1): Sea z ® y < z. Resulta entonces (z ® y) V z = z, por lo tanto,
aplicando 4) obtenemos y —4 z =y —4 (z®y)V2) > (y =4 (r®@y) V (y —4 2). Luego,
por 7) podemos afirmar que y —4 2 >y —4 (r®@y) > .

Para la reciproca supongamos que x < y —, z. Por la ley de monotonia (M3) z ® y <
Yy®(y —az) <z porb).

Para probar (R2), nuevamente consideramos z = (z ® y) V z, aplicando 3) obtenemos
Tz = a o (@®Y)VE) > (@ — (3@ )V (2 —i 2) > 5 — 2. Luego, por 8)
podemos afirmar que * —; z > x —; (r ® y) > y. Para la reciproca supongamos que
x <y —; z. Por (M4) que probamos y ® x < y ® (y —; z) < z, por 6). O

Teorema 2.1. Un dlgebra (L,N,V,®,—;,—4,0,1,e) de tipo (2,2,2,2,2,0,0) es un
reticulo residual generalizado si y sélo si satisface las siquientes ecuaciones:

L) zV(yVz)=(xzVy)Vz
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Por lo tanto, los reticulos residuales generalizados forman una variedad.

Demostracién: Un reticulo residual generalizado satisface (L1) a (L10), (P1) y (P2).
Dadoque z <z Vy,por M3)z®@z<(zVy)Rzy (z@2)A(zVy) ®z)=x® z, es
decir se verifica (RG1). Analogamente, por (M4) resulta (RG2).

Aplicando (R1) a la desigualdad x —4 y < x —4 y obtenemos (x —4 y)®@x < y y resulta
(RG5). Analogamente, aplicando (R2) a © —; y < 2 —; y obtenemos 2 ® (z —; y) <y
y resulta (RG6).

Para probar (RG7), consideremos x ® y < x®y, y por (R1) obtenemos x <y —4 (zr®y)
que es equivalente a (RGT7). (RG8) se sigue aplicando (R2) a la misma desigualdad para
obtener y <z —; (z ®y).

Probar (RG3) es equivalente a probar (x —; y) V (x —; z) < & —; (y V z). Dado
que y < y V z, por (RG6) podemos afirmar que (z —; y) ® x < y < yV z, por lo
tanto, (z —; y) ® v < y V z, aplicando (R2) obtenemos z —; y < = —; (y V z2).
Andlogamente se ve que x —; z < x —; (y V z). De ambas desigualdades podemos
afirmar que (z —; y) V (x —; 2) < x —; (y V 2). Probar (RG4) es equivalente a probar
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(x =4y)V(r —42) <z —4(yVz).Dado que y < yV z, por (RG5) podemos afirmar
que (x =g y) @z <y < yVz por lo tanto, (z —4 y) ® x < y V z, aplicando (R1)
obtenemos x —4 y < x —4 (y V z). Andlogamente se ve que © —4 2 < x —4 (y V 2). De
ambas desigualdades podemos afirmar que (z —4 y)V (x —4 2) <z —4 (yV 2). Para ver
la reciproca, (L1) a (L10) afirman que (L, A, V,0) es un reticulo con primer elemento.
(P1) y (P2) afirman que (L, ®, €) es un monoide. Por el Lema 2.1 el reticulo tiene ultimo
elemento y el resultado sigue de la Proposicion 2.1. O

Observacién 2.2. En [Gal03] puede encontrarse otra base ecuacional para esta variedad
dada por las identidades de monoide, de reticulo y las siguientes, relacionadas con la
residuacion:

Definicién 2.3. [DP02] Dados dos conjuntos parcialmente ordenados, (P, <), (@, =),
dos aplicaciones ¢ : P — ) vy ¥ : Q — P, llamadas respectivamente derecha e izquierda,
establecen una correspondencia de Galois entre Py @ si ¢(z) <y siy sélosi z < 9(y).
¢ se suele llamar el adjunto inferiory 1 el adjunto superior haciendo referencia al lado
de la desigualdad en que aparecen.

Observacidén 2.3. Birkhoff [Bir67] define la correspondencia de Galois, dados dos con-
juntos parcialmente ordenados, (P, <), (Q, =), como dos aplicaciones ¢ : P — Q vy
1 (Q — P que satisfacen las siguiente condiciones para todo x,x1, 29 € P, y,t1,ys € Q:

(G1) Si 27 < x9, entonces ¢(x3) < ¢(x7)
(G2) Si y; = ya, entonces P(y2) < ¥(y1)
(G3) = < Y(o(x)), y 2 o(v(y)).

Veamos la relacion entre ambas definiciones:

Lema 2.2. Dados dos conjuntos parcialmente ordenados, (P, <), (Q,=) y dos aplica-
ciones p: P — Q y1:Q — P, si ¢p(x) <y siy sdlo six <)(y), entonces se satisfacen
(G1), (G2) y (G3) de la Observacion 2.3. Reciprocamente, si ¢ y 1 satisfacen (G1), (G2)
y (G3), entonces establecen una correspondencia de Galois en el sentido de la Definicion
2.3.
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Demostracién: Probemos en primer lugar (G3): Por la propiedad reflexiva podemos
afirmar que ¢(x) < ¢(x) para todo x € P. Aplicando la Definicién 2.3 con y = ¢(x)
resulta z < ¥ (¢(z)). Andlogamente, ¥(y) < ¥(y) para todo y € Q. Aplicando la Defini-
cién 2.3 con x = ¥(y) resulta ¢(Y(y)) < y.
Para probar (G2), consideremos z; < x5, acabamos de ver que x5 < 9(¢(x3)), por la
propiedad transitiva decimos que x; < ¥(¢(x2)) y aplicando la Definiciéon 2.3 resulta
p(x1) 2 P(x2).
Finalmente, para probar (G1), consideremos y; < 99, acabamos de ver que ¢(¢(y1)) < y1,
por la propiedad transitiva decimos que ¢(¥(y1)) = yo y aplicando la Definicién 2.3 re-
sulta ¥(y1) < ¥ (y2).

O

Veamos cudales son las aplicaciones que establecen conexiones de Galois en un reticulo
residual generalizado:

Proposicién 2.2. Sea (L,\,V,®,—;, —4,0,1,e) un reticulo residual generalizado, y
consideremos P = Q) = (L, <), el conjunto L ordenado con el mismo orden del reticulo.
Para cada y € L definimos:

(;Séd) : L — L por gb?(fl)(x) =rQyy %(/d) : L — L por w;d)(z) =y —q 2. (2.1)

Estas aplicaciones establecen, para caday € L una conexion de Galois, que denominare-
mos “a derecha”.
Andlogamente, para cada x € L definimos:

¢ P—Qpor¢(y) =z @y yvP :Q — P por vV (z) =z —,; z. (2:2)

Estas aplicaciones establecen, para cada v € L una conexion de Galois, que denominare-
mos “a izquierda”.

Demostraciéon: Verifiquemos en primer lugar que para cada y € L las aplicaciones
definidas en (2.1) establecen una correspondencia de Galois. Para ello comprobaremos
la condicién de la Definicién 2.3.

Sean x,z € L. Debemos probar que qﬁéd) (x) < zsiysolosix < Tﬁz(/d)(z).

Por la definicion de gzﬁéd) y ¢§d) esta afirmaciéon es equivalente a * @ y < z si y sélo si
x <y —q4 z, que se verifica por (R1).

Sea x € L, veamos que las aplicaciones definidas en (2.2) establecen una correspondencia
de Galois:

Sean y, z € L. Debemos probar que ¢§Z) (y) < zsiysélosiy< wg(f)(z) .

Por la definicién de ¢§j) y ¢>§j ) esta afirmacion es equivalente a * ® y < z si y sélo si
y < x —; z, que se verifica por (R2).
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Observacion 2.4. En la Proposicién 2.2 hemos establecido correspondencias de Ga-
lois para cada residuacion. Birkhoff establece una correspondencia de Galois para las
funciones ¢(z) = z — 0y ¥(y) = y — 0, que hemos generalizado en la siguiente
proposicion:

Proposicién 2.3. Sea (L,A,V,®,—;, —4,0,1,€e) un reticulo residual generalizado. Si
¢ L — L definida por ¢p(x) =x —; z y»: L — L por (x) = x —4 z, para cualquier
z € L, entonces ¢ y 1) establecen una correspondencia de Galois en L.

Demostracién: Sea = < y, entonces z ® (y —; 2) < y ® (y —; z), por (M3). Por
(RG6) y ® (y —; 2) < z y aplicando (R2) a la desigualdad z ® (y —; 0) < z resulta
y —; 2 < x —; 2,0 lo que es lo mismo, ¢(y) < ¢(x). En forma andloga se prueba que
P(y) < P(a).

La expresion z < 1(¢(x)) es equivalente a © < (x —; z) —4 2, que por (R1) es
equivalente a * ® (x —; z) < z, que se verifica por (RG6). Del modo similar se puede
ver que y < B(y)). 0

Lema 2.3. Sea (L,\,V,®,—,—4,0,1,e) un reticulo residual generalizado, entonces se
satisfacen:

1) y—gz=méx{t: t®@y < z}.
2) y = z=méx{t :y®t < z}.
Demostracién:

1) z®y < z es equivalente a © < y —, z, entonces, y —4 z debe ser mayor que
cualquier ¢t que satisfaga t ® y < z. En simbolos: y —4 2 > max{t : t ® y < z}. Por
(M3) si x <y —4 zresulta que z @y < (y —4 2) ®y < z, por el Lema 2.1.5) y
resulta que y —gz € {t:t®@y <z}, dedonde y —4 z =max{t : t @y < z}.

2) r®y < z es equivalente a y < = —; z, entonces, x —; z debe ser mayor que
cualquier ¢ que satisfaga x ® t < z. En simbolos: x —; z > max{t: x®t < z}. Por
(M4) siy <z —; zresulta que r @y < x ® (r —; 2)y < z, por el Lema 2.1.6) y
resulta que v —; z € {t : 2 @t < z}, de donde x —; z = méx{t : x @t < z}.

O

Ejemplo 2.1. Consideremos en el reticulo L indicado por la figura, con la operacion ®
definida por:
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1 ® 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0
c od a 0 a a a a a
b 0 a a a a b
c 0 a a a b c
b d 0 a a a b d
¢ 1 0| a | b ] ¢ | dl1
0

Se ve facilmente que ® es asociativa, ya que el 0 es elemento absorbente y el 1, neutro,
mientras que para x,y ¢ {0,1} resulta x ® y = a salvo para c® d = d ® d = b, que
operado a derecha o izquierda por cualquier otro elemento da a. La tabla refleja también
que la operacion ® es isétona en ambas variables y no conmutativa.

Definimos —; y — del siguiente modo:

—lala|ole|ol ]

ISH
olo|lololol~|lo
Q| | ===
[ ) Ty Uy gy pUY g W
[ T Iy [y Y U U YN
Q= == = =]
e il i sl R
o |oalol|]
olo|ololol~|o
QIO ||~
[N I U pUEY I Y YOS
Q=== ==
Q== ===
e e i il Ll el

Entonces, para cualquier z,y,2z € L se verifican z @ y < zsiysélosiz <y —; 2z y
xRy < zsiysolosiy <z —y 2z Esdecir, L= (L,A,V,®,—;,—4,0,1,1) es un reticulo
residual generalizado.

Proposicién 2.4. [JT02] Sea (L, \,V,®,—;, —4,0,1,¢e) un reticulo residual generaliza-
do. Entonces para cualquier x,y,z € L se verifica: y —q (x —; 2) =1 —; (Y —q 2).

Demostraciéon: Sean x,y,z € L.
De (R1), cualquiera sea s se verifica que y —4 s < y —4 S, y entonces resulta que

(y —as)®y <s. (2.3)
De (R2), ya que cualquiera que sea t se cumple © —; t < x —; t, resulta
r® (x —t) <t. (2.4)

Por (2.4) y (2.3), tomando t =y —4 2y s = 2:
TR (T = (Y —a2)@y<(y—az)@y <z
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y aplicando nuevamente (R2) y (R1) resulta:
T =i (Y —az) Sy —a (T —2)
Por (2.3) y (2.4), tomando s =z —; z y t = z:

TRy —g(x—2)Qy<z®(r—;2) <z,
y de (R1) y (R2) resulta:
Y —a (v —i2) ST = (Y —a 2) 0

Lema 2.4. Sea (L,A\,V,0,1) un reticulo completo, ® una operacion binaria tal que
(L,®,e) es monoide ordenado que satisface para todo x € L y toda familia {t;};c; C L,

rea(\/t)=\@et) v (Vtyez=\({o). (2.5)

jed jeJ jeJ jeJ
Entonces es posible definir:
$—>iy:\/{t:t®x§y} y x—>dy:\/{t:x®t§y}. (2.6)
satisfaciendo las condiciones
rRy<z siysilosi v<y—qz siysolosi y<x—yz, (2.7)
y de manera unica.

Demostraciéon: Dado que el reticulo es completo, todo conjunto no vacio tiene supremo.
Podemos definir entonces ¢ —; y = \{t :t @z <yl yz —qy=\V{t : 2@t < y}.
Veamos que se satisface (2.7).

Sea x ® y < z. Entonces, v € {t : t®y < z},dedonde z < \/{t : t®@y <z} =y —; 2.
Reciprocamente, si z <y —; 2 resulta x < \/{t : t® y < 2}, en consecuencia, por (M3),
xRy <txy<zesder, rRy < z.

Por otra parte, si t®y < z, entonces y € {t : x®t < z},dedondey < \/{t : 2®t < z} =
x —4 z. Supongamos, reciprocamente, que y < x —4 z, es decir, y < \/{t : z @t < z},
en consecuencia y <t para todo t tal que z ®t < z y por (M4) @y <z ®t < z, esto
es, t @y < z.

Hemos definido los operadores —; y —4 y probamos que se satisface (2.7). Para ver la
unicidad supongamos que existen =;, =4 satisfaciendo:

rRy<z siysblosi z<y=gz siysdlosi y<ux=-z, (2.8)

y probemos que x =, y = —; y Yy * =4y = & —4 y para todo x,y € L.
Dado que = =,y < x =4y, por (2.8) afirmamos que (z =, y) ® z < y, aplicando (2.7)
resulta © =4 y < x —4 y. Reciprocamente, consideramos x —4 y < x —4 Yy, que por
(2.7) resulta (z —4y) @ x <y y por (2.8) x =4y < x =4y y resulta la igualdad.
Dado que x =; y < x = y, por (2.8) afirmamos que = ® (x =; y) < y, aplicando (2.7)
resulta x =; y < x —; y. Reciprocamente, consideramos © —; y < x —; y, que por (2.7)
resulta z ® (r —; y) <y y por (2.8) r —; y < x =, y y resulta la igualdad.

O
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Corolario 2.1. En las condiciones del Lema 2.4, (L, \,V,®,—;,—4,0,1,¢€) resulta un
reticulo residual generalizado.

Lema 2.5. Sea (L, A\, V,0,1) un reticulo completo, — 4, —; dos operaciones binarias que
satisfacen, para todo x,y,z, € L:

1) Six<vy, entonces z—gx<z—5y € Y—qz2<1T—y2,
z—=ix<z—=y e y—; 2T =2,

ii) cualquiera sea la familia {t;};c;

r—a (N\t;) =\ —ats), =i (\t)= N\ —ity), (29

jeJ jeJ jeJ jeJ

iii) y
r<y—qgzsiysolosiy<x—;z (2.10)

entonces es posible definir:

x®y:/\{t:x§y—>it}:/\{t:ygx—>dt}, (2.11)

satisfaciendo la condicion de par adjunto, y de manera unica.

Demostracion: Basta probar que se satisface la condicion de par adjunto y la unicidad,
yva que el reticulo completo asegura la existencia del infimo para cualquier subconjunto
no vacio. Recordemos que, por definicién, A 0 = 1.
Observemos en primer lugar que {t : v <y —; t} = {t : y < v —,4 t}. Veamos que se
satisface (R2) y por la condicién (2.10) queda probado (R1):
(=) Seax®y < z. Por (2.11), A{t : 2 <y —; t} < z, entonces y —; ( /\ t) <y —y 2.
z<y—t

Por (2.9), /\ (y —it) =y — ( /\ t) y resulta x <y —; 2.

T<y—t T<y—it
(<) Sea x <y —,; z. Entonces z € {t : © <y —; t} y por lo tanto z ® y < z.

Probemos la unicidad: sean ®1, ®, satisfaciendo (R1) (o (R2)): Dado que z®1y < 2®,y
resulta x <y —4 (r ®; y) que es equivalente a x ®2y < x ®; y. Andlogamente se prueba

que * ®1 Yy < x ®y y y resulta la igualdad.
O

Lema 2.6. En las condiciones del Lema 2.5, si, ademds,
r=1—43x=1—;x, para todo x € L, (2.12)

entonces, para todo x,y,z € L:
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1) l=0—42x=0—;x

2) x <y es equivalente a x —; y =1

)
)
3) x <y es equivalente a x —4y =1
4) 2Qy)Rz=2® (y® 2)

)

Hrl=1®z=u=x.

Demostracion:

1) Por la condicién (2.12) afirmamos que x = 1 —4 z, y por (2.10) x < 1 —4 x
es equivalente a 1 < z —; x, de donde z —; x* = 1. Andlogamente se ve que
T —gr =1

2) x <y=1-—4y, por (2.12) y por (2.10) x < 1 —, y es equivalente a 1 <z —; y,
que es equivalente a z —; y = 1.

3) x <y=1-—;y, por (2.12) y por (2.10) x < 1 —; y es equivalente a 1 < z —, y,
que es equivalente a x —4 y = 1.

4) (x@y)®z < (r®y)® z es equivalente, por (R1) az®y < z —4 (z®y)®2), y por
(R2) y <z —; (2 =4 ((x ®y) ® 2)). Por la Proposicién 2.4, esto es equivalente a
y<z—4(x—; (z0y)®2)), por (R2) es equivalente a y®z <z —; ((zQy)® 2),
y finalmente por (R2) equivale a z ® (y ® z) < (r ® y) ® z. Por un procedimiento
andlogo vemos que (z®y) ® z <z ® (y ® z), y resulta la igualdad.

5) Por (2.12) x < 1 —4 x , que es equivalente, por (R1) a x ® 1 < z. Consideremos
ahora  ® 1 <z ® 1, que por (R2) equivale a 1 <z —; (x® 1), y por la condicién
(2.10) equivale a v <1 —4 (r® 1) = 2 ® 1, por (2.12). De ambas desigualdades,
por la propiedad antisimétrica resulta la igualdad.

Anélogamente se prueba 1 ® x = x.

O

Teorema 2.2. En las condiciones del Lema 2.6, L = (L, \,V,®,—4,—,0,1,¢e) es un
reticulo residual generalizado.

Demostracién: Por el Lema 2.5 sabemos que se satisfacen (L1) a (L12), y (R1) y (R2).
Tomando e = 1 hemos probado (M1) y (M2) en el Lema 2.6. Para ver (M3), notemos
quer@z=N{t:2<z—t}=ANTeyz=AN{s:y<z—;s}=AS.Siz<yy
s €S, entonces r <y < z —4 sy resulta que s € T, es decir, si x < y resulta S C T
y, en consecuencia AT < A S, es decir, x ® z < y ® z. La demostraciéon de (M4) es
analoga. O



2.1. RETICULOS RESIDUALES GENERALIZADOS 31

Proposicién 2.5. [Tur92] Sea L = (L, \,V,®,—;, —4,0,1,¢e) un reticulo residual ge-
neralizado. Entonces st ® es conmutativa, —;=—g.

Demostracién: Sean y, z € L. Dado que y —; 2 < y —; z, por (R1) y la conmutatividad
resulta y ® (y —; 2) < z, y por (R2) y —; 2 <y —4 z. Andlogamente se puede ver que
Yy —q 2 <y —; z, de donde resulta la igualdad. O

Bajo estas condiciones, podemos afirmar, entonces
r®y<z sii r<y—z (2.13)

donde —=—;=—, y se denomina el residuo, con respecto a la operacién binaria ®
denominada producto.

Definicién 2.4. [Tur92] El par (®, —) satisfaciendo (2.13) se dice un par adjunto.

Definicién 2.5. Algunos autores ([HRTO01], [JT02]) definen un producto residuado @ si
existe una operacion — que satisfaga:

rRQy<z siu x<y—z st yYy<xr—=z

y llaman reticulo residual a (L, \,V,® —,e), donde (L,A,V) es un reticulo (no nece-
sariamente acotado), (L, ®, e) un monoide ordenado y — un residuo para ®.

Observacion 2.5. Al definir reticulo residual generalizado probamos en la Proposicion
2.2 que se establece una conexién de Galois a derecha y otra a izquierda para cada
elemento de L. Si ® es conmutativa el residuo es unico y para cada x € L definiendo:

¢m:P—>onrwx(y):x®yygbx:Q—>Ppor(b$(y)=x—>y. (214)

vemos que 1, ¢ establecen una correspondencia de Galois.
En la Proposicion 2.3 se establece una conexion de Galois simétrica que pierde sentido
al ser —,=—,.

Proposicién 2.6. Sea L = (L,A,V) un reticulo y (®,—) un par adjunto para L. En-
tonces, st L tiene primer elemento, necesariamente tiene ultimo elemento.

Demostraciéon: Sea 0 el primer elemento de L, por la Proposicién 2.1, 0 = x ® 0 < 0,
lo que es equivalente a decir que x < 0 — 0, cualquiera que sea x € L. Es decir, 0 — 0
es el dltimo elemento del reticulo. O

Observacion 2.6. Podria pensarse dualmente que la existencia de una cota superior
garantiza la presencia de un primer elemento. Esto no es cierto como lo veremos en el
siguiente ejemplo:



32 CAPITULO 2. RETICULOS RESIDUALES

Ejemplo 2.2. Consideremos el conjunto C' = {27% k € N} U {1}, con el orden natural.
Entonces C = (C, A, V, 1) es un reticulo con ultimo elemento. El producto habitual y —

definida por
{1 six <y
r—y =

y/x  en otro caso,

conforman par adjunto, ya que, tratandose de niimeros reales positivos z.y < z si y sélo
six < z/y, es decir, z < y — z, siempre que y £ z. Si y < z se verifica trivialmente, ya
que .y <y vy x < 1 cualquiera que sea x € C.

Proposicién 2.7. [H6h95| Dada el dlgebra (L, \,V,®,0,1,¢), tal que (L, \,V,0,1) es un
reticulo con primer y ultimo elemento y (L, ®, e, <) un monoide conmutativo ordenado,
si existe una operacion binaria — tal que (®,—) sea un par adjunto, entonces el residuo
— estd univocamente determinado por:

x—>y:\/{z:x®z§y}. (2.15)

Demostracién: Sea Z = {z : x ® z < y}. Dado que x — y < = — y, por (2.13)
r® (r —y) <y, luego v — y € Z y también por (2.13) z < 2 — y, cualquiera que sea
z€Z,dedonde x —y=\/{z: 2@z <y}

La unicidad de la definicion ya estd probada en la Proposicion 2.5. O

Observacién 2.7. El residuo x — y se define por \/ {z: z ® z < y} pero hemos visto
que z — y € {z: 2 ® z < y}, entonces es el tltimo elemento del conjunto [Bir67].

Definicién 2.6. Un reticulo residual (L, \,V,®,—,0, e) es un dlgebra de tipo (2,2,2,2,0,0)
que satisface los axiomas:

L) zV(yVz)=(xVy)Vz
L2)xVy=yVz
L3

rVr==x

Ld) zV(zAhy)=x

(L1)

(L2)

(L3)

(L4)

(L5) s N (yNz)=(xAy) Az
(L6) x ANy=yAz
(LY xzANz==x

(L8) N (zVy =2z

(L9)

L9 zv0==x
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Observacion 2.8. Dado que en las condiciones de la definicion, la Proposicion 2.6
garantiza la existencia del ultimo elemento 1, se infiere de ésta que un reticulo residual
es un reticulo residual generalizado conmutativo, donde —;=—;=—.

A partir de la Proposicién 2.7 se podria deducir que si (L, A,V,0,1) es un reticulo
completo, para cualquier ® tal que (L, ®, e, <) es un monoide ordenado abeliano, puede
definirse una operacién — satisfaciendo la condicién de par adjunto (2.13) que haga a
(L,\,V,®,—,0,1,e) un reticulo residual. Esto, en general, no es cierto como se muestra
a continuacion.

Ejemplo 2.3. Sea el reticulo dado por el diagrama de Hasse y la operacién ® por la tabla:

1 ® 0 al b c]l

0 0 0 0 0 0

a b oC a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 0 b

0 c 0 0 0 c c

1 0 a b c 1

® es asociativa, isétona y conmutativa.

Dado que L es finito, es completo, y por lo tanto existe \/{t : y @ t < z}, cualesquiera
sean y,z € L. Entonces, si se define z — y = \/{t : 2 ® t < y}, la operacién residuo
estd dada segun la siguiente tabla:

[T el B el I el B el
U UG (U (Y Y Y

S| = = = = o

ol == =lo
Q| == =2

—la|lse ol
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Pero no es cierto que (®, —) sea un par adjunto yaque c<c—byc®c=c£b.
Luego, no es posible definir una estructura de reticulo residual en la que el producto
coincida con el dado en la tabla.

Observamos que en el reticulo anterior el producto definido no distribuye con respecto
al supremo. En efecto: c® (a Vb) # (a®c) V (b® c¢).

Mas adelante veremos que la distributividad del producto respecto al supremo es sufi-
ciente para que el par adjunto dote al monoide de una estructura residuada.

Veamos un ejemplo donde la ecuacién z ® (yV z) = (z®y) V (z ® z) es valida para todo
x,y,z € L.

Ejemplo 2.4. Sea el reticulo C, con la operacién ® definida por la tabla:

e 1
& 0 a b c 1
c 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
c 0 0 a b c
a 1 0 a b c 1
0

® es asociativa, is6tona, conmutativa y distribuye con respecto al supremo.
L es finito y por lo tanto es completo, entonces, existe \/{t : y®t < z}, cualesquiera que
sean y, z € L. Definiendo x — y = \/{t : y ® t < z} obtenemos la siguiente tabla:

S| = = o

[EY YUY SR SN W WY

Al ===

I | O =IO
QIO | |2

IR E=1N]

En este caso podemos verificar que (®, —) satisface la condicién de par adjunto (2.13),
y en consecuencia, (L, A\, V,®,—, 0, e) resulta un reticulo residual.
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De los ejemplos anteriores podriamos inferir que la relaciéon de orden debe ser total o,
al menos, el reticulo distributivo. Ninguna de estas dos condiciones son necesarias, como
vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5. El siguiente es un reticulo residual conmutativo, no distributivo:

1
| 0jalblc|d]|l —|0la|blc|d]|l
d 0(0(0[0]0j0J0| [0 T[T[1]|1 /1|1
. al0]0|0][0]0]a a|d|1l]d|ld|1]1
b|0[0[0[0|0|b bld|d|1|1]1]1
a cl0]0]0]0[0]c cld|ld|d]1|1]|1
b d|0|0|0|0|0|d dld|d|d|d|1]1
1/0lalb|c|d]|l 1 0jalblc|d|l

0

Lema 2.7. [Pav79] Sea (L,A,V,0,1) un reticulo completo, @ una operacion binaria
tal que (L,®,e) es monoide ordenado conmutativo que satisface para todo x,y € L y
{titier € L,
re(\/t)=\(zat). (2.16)
iel iel

Entonces es posible definir:

x—>y:\/{t:x®t§y}. (2.17)
satisfaciendo la condicion de par adjunto (2.13), y de manera unica.

Demostraciéon: Dado que el reticulo es completo, para cualquier conjunto no vacio
{t:z@t <y}existe \/{t : 2@t <y} Si{t:z®t <y} =0 consideramos \/ ) =
0. Por otra parte hemos probado en la Proposicién 2.7 que en caso de existir el residuo
(para un producto dado), estd univocamente determinado por (2.15). Por lo tanto sélo
debemos probar que se satisface la condicion de par adjunto, es decir:

rR®y<z siysdlosi x<y-— z

(=)Sea z®y < z. Entonces x € {t : y ®t < z}, y resulta x < y — z.
(<) Seax <y — z. Entonces, por (2.16) y (2.17), 2@y < ( \/ Hey= \/ (t®y) =z

yRt<z YRE<2
Es decir, z ® y < 2. O
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Corolario 2.2. En las condiciones del lema 2.7, (L, \,V,®,—,0,e) resulta un reticulo
residual.

Ejemplo 2.6. Consideremos [0, 1] con el orden natural y z ® y = = - y. Es claro que
([0,1],+,1,<) es un monoide ordenado, y se verifica (2.16). Estamos en las condiciones
del Lema 2.7, y podemos definir de manera tinica x — y de acuerdo a (2.17).

y/x  six #0;
Y \/{ <y} {1 en otro caso.
Observacion 2.9. Si no se satisfacen las condiciones pedidas en el lema, el residuo
obtenido puede no ser unico, o bien no formar par adjunto con el producto. Veamos para
ello dos ejemplos:

Ejemplo 2.7. Veamos un caso finito. Consideremos el reticulo L definido por el diagra-
ma de Hasse, con el producto ® dado por la tabla:

! X |0|lalb]l
0l0l0]0]0

a °b a]010]0a
b 0|00

0 110la|b]|1

Con esta operacién (L, ®,1,<) es un monoide ordenado, pero no satisface (2.16). Si
definimos el residuo segtn (2.17), obtenemos la siguiente tabla:

— |0lal|b|1
O 1111
a [1]1]1]1
b [1]1]1]1
1 {0|lalb]|1l

pero (®,—) no conforman un par adjunto, ya que 1® a #< 0y 1 <a — 0.

Dualmente al Lema 2.7 enunciamos el siguiente:

Lema 2.8. [Pav79| Sea (L, A, V,0,1) un reticulo completo, — una operacion binaria que
satisface, para todo x,y, z,€ L:

i) Six <y, entonces z—r<z—y e y—z<xr—2,
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ii) y cualquiera sea la familia {t;};e; C L

r— (\t) = N\ —t), (2.18)

iel iel
entonces es posible definir:

x®y:/\{t:x§y—>t}, (2.19)
satisfaciendo la condicion de par adjunto, y de manera unica.

Demostracion: Basta probar que se satisface la condicion de par adjunto y la unicidad,
ya que el reticulo completo asegura la existencia del infimo para cualquier {t : z < y — t}
no vacio y, si {t : &« <y — t} = () consideramos A () = 1.

Probemos en primer lugar: t @ y <z siysélosi <y — z.

(=) Seaz®y < z. Por (2.19), A{t:x <y —t} < z, entonces y — ( /\ 1) <y— =z
r<y—t

Por (2.18), /\ (y—t)=y—( /\ t) y resulta x <y — z.

w<y—t z<y—t

(<) Sea z <y — z. Entonces z € {t : 2 <y — t} y por lo tanto z ® y < z.

Veamos ahora la unicidad: Sea T'= {t : © <y — t}.

Dado que r ® y < x ® y resulta por la condicién (2.13) que z < y — (x ® y), entonces
r@yel.

Por (2.13), x ® y < t, cualquiera que seat € T yresultax @y = A{t : 2 <y —t}. O

Ejemplo 2.8. Ejemplo de construccién del producto a partir del residuo: Consideremos
en el reticulo representado por el diagrama de Hasse una operacion binaria definida por
la tabla.

1 —|0]a|blc|1

O |11 1]1]1

a |[1]11]1]1

c b |1]1]1]1]1
c|1|1]1]1]|1

a ob 1 10ja|blc|l
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Esta operacién, que consideramos un residuo, satisface las condiciones del Lema 2.8.
Entonces se puede definir el producto segin (2.19):

ool |ol®
OO OO O
OO
[ev]l Nen) Nev) Nenl Nanl Rl
[en)] Nenl Nen] Ren) Nan) N\
= S| O

Asi definido (®,—) cumple la condicién de par adjunto, es decir, satisface (2.13).

Observacién 2.10. En general (L, A,V,®,—,0,¢e), en las condiciones del Lema 2.8,
no es necesariamente un reticulo residual, ya que no necesariamente (L, ®, e) resulta un
monoide.

En el Ejemplo 2.8, el producto es asociativo e isétono en ambas variables, pero no existe
elemento neutro para la operacién ®. La operaciéon tampoco es conmutativa, pero este
hecho no es de relevancia, ya que, simplemente podria generar un nuevo residuo que
completara la estructura de reticulo residual generalizado.

Ejemplo 2.9. Consideremos la cadena L =0 < a < b < 1, con la operacion — definida
por:

»—@@ol
OISO
ISERSEE IRl IS
[ e -
e e e R

Esta operacién satisface las condiciones del Lema 2.8, lo que nos permite definir z @ y =
N{t:z <y — t}, de este modo obtenemos la tabla:

=l ol®
OO OO O
QLI | OO
o o o of o
—l>~ ol

(L,®,1) es un monoide no conmutativo. Este hecho hace que se puedan definir dos re-
siduos: ¢ —gy=\{t: 2@t <y}lyax—;y=\V{t:t®zx <y}, cuyas tablas son:
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—l=laloll
Q||| O
QIR | =R
S = = = o
el s et Rl
HQQOQ;L
QoI ~O
S| = = o
el R et Bl

QI | R

y (L, A\, V,®, =4, —;,0,1,b) resulta un reticulo residual generalizado.

Ejemplo 2.10. Consideremos ahora la misma cadena L =0 < a < b < 1, con el residuo
definido por:

»—l@@@l
[en) Nenl el il Haw)
ISERSEE NS
| = =] o
el i e

Segin el Lema 28 s @y = AN{t: 2 <y —t}yy®z = A{t:y <z — t}. Dado que
el residuo definido en la tabla satisface © <y — 2 si y sélo si y < x — 2z, garantiza la
conmutatividad de ® que resulta:

—l 2| ol®
OO OO O

TR | O
=l e | Ol

QIR Q|

y, por lo tanto, (L, A, V,®, —,0,b) es un reticulo residual.

Ejemplo 2.11. En el intervalo unitario real definimos el residuo por

1 siz<uy;
T =i Y = .
Yy  en caso contrario.

satisface las condiciones del lema. Definamos el producto segin (2.19):

$®y:/\{t:$§y—>t}:x/\y.
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En efecto: [0,1] con el orden habitual es un conjunto totalmente ordenado, entonces las
posibilidades son dos:

caso 1): x <y:y —; x =x y es el menor t que cumple z < y — t. Ademaés, x Ay = x.
caso 2): x >y. x <y —y, ey es el menor t que lo satisface. Ademds = Ay = y.
En ambos casos x ® y = x A y. Este par adjunto se llama par de Godel, [Tur92].

Observacion 2.11. Si bien los reticulos residuales son de amplia aplicacién en el campo
de la légica algebraica no debemos olvidar que tienen sus raices en teoria de ideales. En
uno de sus trabajos al respecto M. Ward y R. P. Dillworth [DW39] anuncian que las
operaciones de multiplicacion y residuacion que definiran tienen propiedades semejantes
a las denominadas de igual forma en teoria de ideales y notan x ® y con z.y y  — y con
y : x, de este modo la condicién de par adjunto se escribe: z.y < z si y sélosi x < z: .
Entonces, si leemos la formula anterior con igualdades, decimos: z es el producto de x e
y siy sélo si z dividido y es x.

Los siguientes resultados se han recopilado de [Tur92] y [H6h95].

Lema 2.9. Sea (L,\,V,®,—,0,¢e) un reticulo residual. Para todo x,y,z € L, con 1 =
0 — 0, se verifican:

2) ) a@@—y) <y

3) Six <y entoncesr @z <y z
4) Six <y entonces:

i) z—ax<z—y

i) y—z2<zx—2
5) (—y)@y—z)<z—2
6) 1@ ((yVz)=(Ry V(r®:2)

NrRyNz) <(zy) Az =2)
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8) z— (yNz)=(x—y)A(z — 2)
9 (xVy) = z=(x—=2)A(y—2)
10) (z®y) —z=2— (y — 2)

) z—(y—z)=y—(z—2)
12) (= 2)V(y—2) < (xAy) — 2
13) (@ —y)V(e—z)<z—(yV=2)
1) z@(x—y)=y si existez€ L tal quer®@z=1y
15) 2 — (z®@y)=y sii existez€ L tal quex — z=1y

16) 1y <(r®2) = (y®2)

18) (1 —y)@(y—z)<((z®z2) = (y©2) @ (y®2) = (t®2))
19) 2 >y < (y—2) — (z — 2)

20) 2 —y<(z—a)—> (2 —y)

21 — (x®vy)

22) (z-oy®z<z— (Y®2)

23) 2@ (z— 1) =2

24) (z—2)Q@@x—z)=0—0
25) (xVy)@(xAry) <z®yY

26) < (v —vy)—y

)
)
)
)
)
)
) ®
)
)
1) (z—=y)@(z—t) < (r©z) = (yot)
)
)
)
) Y
)
) ©
)
)
) ®
)

27) ((y —z) »z) mx =y — .

Demostracién:

1-1) Dado que z — 1 < 1, considerando 1 ® z < 1 y (2.13) resulta la igualdad.
1-ii) Por (2.13) z ® 0 < 0sii 0 < 2 — 0, lo que se verifica por definicién.

1-iii) Dado que 1 ® 0 =0, resulta 1 ® 0 < z y por (2.13) 1 <0 — x.
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1-iv)

1-v)

5)

6)
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e@r=x<zx ypor (2.13)e <z — x.

Ya que = ® e = x, resulta por la condicién de par adjunto que x < e — z. Como
e — x = e — x, por la misma condicién afirmamos e® (e — x) < z, y considerando
quee »x=e® (e — z) resulta r = e — .

Resulta de x — y < x — y, la condicién (2.13) y la conmutatividad de ®.
Resulta de x ® y <z ® y, la condicién (2.13) y la conmutatividad de ®.

Sea x < y. De 2-ii) y < z — (y® 2) y resulta v < z — (y ® z). Por (2.13),
TRz Y z.

Sea x < y. Por 2-i) 2® (2 — z) < x, entonces z® (z — x) < y, por (2.13). Resulta
z—=ax < z—=y.

Sear <y.Por3)z®(y —2) <y®(y — z). Por 2-) y ® (y — z) < z. Resulta
entonces r ® (y — z) < zypor (213) y — 2z <z — 2.

Considerando z ® (zr — y) ® (y — 2) < y® (y — z) < z, por 2-ii), y por la
condicién de par adjunto (2.13) resulta (z = y) ®@ (y — 2) < x — 2.

Por 2-i), y <z — (z®y)y 2 <z — (z®z). Por 4i) 2 — (z ®@y) <
<z—=((zy)VEez)yr—(zz)<zr—(z®y)V(r®z)), de donde
yVz<zr— (z@y)V(e®z))ypor (213), 20 (yVz) < (z@y)V (r® 2).
Por 3), 2@y < z®(yVz)y 2@z < z®(yVz), de donde (z®y)V(x®2) < z®(yVz)
y resulta la igualdad.

Por3),z®@(yNz)<z@yyzr®(yAz) <z® z Resulta entonces z ® (y A z) <
<(zoy) Az ez).

Dado que y Az < zyyAz <y, por 4i) resulta z — (yANz) <z — zy
r— (yAz) <z —y,en consecuencia r — (yAz) < (x — y) A (z — 2).

Por otro lado (x — y)A(x — 2) <z —yy (r — y)A(z — z) <z — z. Luego, por
3),2@((x = y)A(z—2)) <2z@(r —y)yz@((z = y)A(r — 2)) S2@(r — 2).
Por2-i)z®@(xr—y)<yyz®(r—y) <z Resultaz® ((r = y) A (x — 2)) <y
y2® (2 — ) A (r— 2)) < =

Por (2.13), (z my)AN(z = 2) <z —yy(r = y)A(z — z) <z — zde donde
sigue la igualdad.

Dado que z < zVyey < xzVy, por 4-ii), (zVy) — 2 <z — zy (xVy) — 2 <y — 2,
y, en consecuencia (x Vy) — z < (x — 2) A (y — 2).

En virtud de 6), resulta:

((z = 2)A(y = 2))@(Vy) = ((z = 2)A(y = 2))@2) V(2 = 2)A(y — 2))®Y)
Considerando las desigualdades z ® ((z — 2) A (y — 2)) < 2@ (v — 2) e
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10)

11)
12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)
20)

yR(x—2)AN(y—2) <y® (y— z)y que por el inciso 2-i) z® (z — z) < z e
y® (y — z) < z, resulta entonces, ((r — 2) A (y — 2)) @ (x Vy) < z.
Por (2.13), ((z — 2) A (y — z)) < (x Vy) — z y resulta la igualdad.

(r@y) @@=y —2)=ye@e@—=(y—2)) <y —2) <z por i)
Luego, por (2.13), 2 — (y — 2) < (z ®y) — z.

Para la otra desigualdad consideremos (x ® y) ® ((z ® y) — z) < z por 2-i). Por
(213), 20 ((z®y) = 2)<y—z2y (z®y) — 2z <z — (y — 2), de donde resulta
la igualdad.

Resulta de la Proposicién 2.4.

Por 4-ii), podemos escribir: x — 2z < (x Ay) = zey — z < (r Ay) — z, de donde
resulta (z — 2)V (y — 2) < (z Ay) — 2.

Por 4-1), podemos escribir: ¢ -y <z — (yVz)yzr — z <z — (yV z), de donde
resulta (z —y)V (r — 2) <z — (yV 2).

Por 2-1), z® (2 — y) < y. Sea z tal que z®z = y. Por (2.13) resulta que z < z — y,
ypor3),r®z < x® (x — y), en consecuencia y < r ® (r — y), de donde resulta
la igualdad.

La otra implicacién es trivial.

Por 2-ii) y <2 — (z ® y). Sea z tal que x — z = y, entonces por (2.13) resulta
r®y < zyporporidi),r— (x®y) <z — z=y. Considerando z @y <z Ry y
nuevamente la condicién (2.13), obtenemos: 2 — (x ® y) > y, de donde resulta la
igualdad.

La otra implicacion es trivial.

Por la condicién de par adjunto, probar que z — y < (z ® z) — (y ® 2) es
equivalente a probar (r — y) ® (z ® z) < y ® z, que se verifica por 2-1) y 3).

Para probar (z — y) ® (z — t) < (z ® 2) — (y ® t) usaremos la condicién
de par adjunto (2.13) y probaremos (z — ) ® (z — ) @ (x ® 2) < (y ® t).
(x—=y)Rz—-1)@®z2)=(2®(x —y))® (28 (2 —t)), luego aplicando 2-i),
obtenemos la desigualdad.

Por 16) afirmamos z — y < (z®2) - (y®2)ey -z < (y® 2) — (v ® 2),
aplicando la ley de monotonia que probamos en 3) resulta, (z — y) ® (y — x) <
(r®2) = (y@2)@(y®2) = (r©2)).

Aplicando la condicién (2.13) a la propiedad 5), resulta la proposicion.

(z = 2)®(x — y) < (2 — y) por el inciso 5), la conmutatividad de ®, y la
condicién de par adjunto (2.13), resulta la proposicién.
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21) Dado que y ® x < x ® y, aplicando la condicién (2.13) resulta y < z — (z @ y).

22) Por el inciso anterior, y < z — (y® 2z); por 4-i), x — y <z — (2 — (Y ® 2));
aplicando el inciso 11), vemos que  — (2 — (y®z)) = z — (v — (y®=z)) y resulta
r—y<z—(r— (y®=z)),y por la condicién (2.13), (zr = y)®z <z — (y® 2).

23) r®(x—ux) <z por 2-i). Por 1-iv) y 3), 2® (z — =) > x ® e = x, en consecuencia
) =

® (z—
24) (x = 2)® (r — x) <o — x en virtud de 5).
Por 1-iv),(x — ) ® (95 —x) > e® (r — x) =x — x de donde resulta la igualdad.

25) (xVy) @Ay =(x@((xAy)V(y®(xAy)), por la propiedad 6). Ademés,
@Ay)VyeAy) < (z®y)V(y® )y dada la conmutatividad del
monoide resulta la propiedad.

26) Por el inciso 2-i) afirmamos que x ® (z — y) < y, que por la condicién de par
adjunto (2.13) resulta x < (x — y) — v.

27) s =r — z, entonces s — = = (r — x) — x. Buscamos probar (r — z) -z =71
Por 2-i) r ® (r — z) <z y, en consecuencia r < (r — x) — .
yRr =y® (y — x) < x por 2-i), es decir, y ® r < x, lo que equivale por la
condicién (2.13) ay <r — z, y aplicando 4-ii) resulta (r — z) -z <y —z =r.

O
Lema 2.10. [Hoh95] Sea L = (L, \,V,®,—,0,¢e) un reticulo residual. Se verifican:
1) @) A((zVy)®2)=1®2
2) z A (y— (z@y)) =
3) (z—y)®@z)Vy=y
4) (z—=2)N(z—= (zVy)) =2z — .

Demostracion: Son formas equivalentes de enunciar, respectivamente, las propiedades
3), 2-1), 2-ii) y 4-i) del Lema 2.9.

1) (z@2)A((xVy)®z) =2 ® 2z es equivalente a x ® z < (z V y) ® 2, que se verifica
aplicando 3) a la desigualdad x < z V y.

2) A (y — (x®y)) = x equivale a decir x <y — (x®y), que es la desigualdad 2-ii).
3) ((r —y)®z)Vy=yequivale a (x — y) ® x < y que estd enunciado en 2-i).

4) (z = x)A(z — (xVy)) = z — x resulta de 4-1) aplicado a la desigualdad z < zVy.
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O

Lema 2.11. [H6h95]|Sea L = (L, A\,V,®,—,0,1,¢) tal que (L,A,V,0,1) es un reticulo
acotado. Si (L, ®,e) es un monoide conmutativo y se satisfacen, para todo x,y,z € L,
las condiciones:

D(z—=yVE—2)VE—(yVve))=r—(yV2)

)
2) (z@ (= —y)Vy=y
3) aA(y— (z@y) ==
4) 2)AN((zVy) ®z) =2 2.

entonces (L, \,V,®,—,0,1,e) es un reticulo residual.

Demostraciéon: Para comprobar que se trata de un reticulo residual debemos verificar
las condiciones de la Definicién 2.6. (L1) a (L10) se satisfacen porque (L, A, V, 0, 1) es un
reticulo acotado, dado que (L, ®, e) es monoide conmutativo se satisfacen (M1), (M2) y
(M5). Probemos (M3): Supongamos que = < y, entonces z ® z < y ® z. Si x < y resulta
xVy =y y aplicando 4) resulta (1 ®@2) A (y®2) =x® z, de donde r ® 2 < Yy ® 2.
Probemos ahora (R), la condicién de par adjunto: Sea r®@y < z. Entonces (z®y)Vz = z,
porlotantoy — z =y — ((z®y)Vz) > (y — (z®y) V (y®z), por 1). Resulta entonces
y—z>y— (r®y) > x, por 3). Para la reciproca supongamos que x < y — z. Por la
ley de monotonia que probamos y ® r <y ® (y — z) < z por 2).

Entonces, queda probado que (®,—) es un par adjunto, O

Teorema 2.3. Un dlgebra (L,\,V,®,—,0,1,¢) de tipo (2,2,2,2,0,0,0) es un reticulo
residual si y solo si satisface las siguientes ecuaciones:
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Por lo tanto, los reticulos residuales integrales forman una variedad.

Demostracién: Un reticulo residual satisface (L1) a (L12) y (P1) a (P4) por Definicién
2.6. Del Lema 2.9 por el inciso 13) resulta (RR1), por el 2.i) (RR2) y de 2.ii) resulta
(RR3). La reciproca sigue del Lema 2.11. O

2.2. Reticulos residuales integrales
Muchas légicas admiten la tesis x — =z, esto significa que en el reticulo r — x =1, o

dicho de otro modo, x — z es el ultimo elemento del reticulo, cualquiera que sea z. Con
las condiciones impuestas hasta el momento no es cierto que se verifique en general.

Ejemplo 2.12. Consideremos el reticulo residual L = (L, A, V,®, —,0, 1):
1
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Con las operaciones:

X

=R o O o
el el =l

(=) Nen) Bl NN N K
e i e R

oo | o

OO OO
[ev] New) Naw) ol Nl S

=R R =l

—lolslelo| |

=l O
[ev) N en) Nen) Nen) Nan) Nan)
= =020

Observacién 2.12. En virtud del Lema 2.9.4-ii) si # — x = 1, cualquiera que sea x
en el reticulo, y — x = 1 cualquiera que sea y < x. Aun mas, son validas las siguientes
equivalencias:

Lema 2.12. [H6h95] Sea (L, \,V,®,—,0,e) un reticulo residual, entonces son equiva-
lentes:

1) e=1;
2) 1=a—ysiysolosiz<vy;
3) =1 — x, cualquiera que sea x € L;

4) 1 =1x — x, cualquiera que sea x € L.

Demostracién: 1) = 2): Sea 1 = e. Por (2.13) e <2 — ysiy sélosi e @z < y.
Reemplazando e por 1, y utilizando el axioma (M2), obtenemos 1 < x — y si y sdlo si
z <.

2) = 3): Por 2), 2 <1 — x es equivalente a 1 < 2 — (1 — z). Por el Lema 2.9.11)
x— (1 —2)=1 — (r — x), en consecuencia, z < 1 — x resulta equivalente a 1 <
l—-(r—2x).Por2)1<1— (xr—x)esequivalenteal <z — 2z, y1 <z — xes
equivalente a x < x, lo cual se verifica trivialmente.

Por 2) 1 — z < x es equivalente a 1 < (1 — x) — x, que por la condicién de par adjunto
(2.13) es equivalente a 1 ® (1 — z) < x lo que se verifica por el Lema 2.9.2-i). De ambos
razonamientos resulta la igualdad.

3) = 4): Dado que 1 es el ultimo elemento, sabemos que * — z < 1, resta ver que
1 <z — z. Por (2.13)1 <z — x es equivalente a 1 ® x < z, dado que x = 1 — x resulta
ler=1® (1 —x) <z, por el Lema 2.9.2-1)

4) = 1): Por el Lema 2.9.3), resulta r = v ® e < x ® 1. Dado que  — = = 1, resulta 1
el ultimo elemento del conjunto {t : = ® t < z}, por la Proposicién 2.7 y, por lo tanto,
satisface la condicion r ® 1 < z, es decir, resulta * ® 1 = x y, en consecuencia, e = 1.

O
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Definicién 2.7. [H6h95] Un reticulo residual (L, A, V,®, —, 0, e) se dice integral si e, es
decir, la unidad del monoide, es el iltimo elemento del reticulo.

Definicién 2.8. [JT02] Dado un reticulo residual (L, A,V,®,—,0,¢e) se define el cono
negativo a (L=, A\,V,®,—,0,e),donde L~ ={x € L:z<e}lyx— y=(r—y)Ae.

Lema 2.13. Si (L,\,V,®,—,0,1,¢e) es un reticulo residual, (L=, A\,V,®,—",0,¢€), el
cono negativo de L es un reticulo residual integral.

Demostracion: Para verificar que se trata de un reticulo residual sélo se debe comprobar
(R), ya que (L1) a (M5) se satisfacen trivialmente.

Sean x,y,z € L™. Si x ® y < z entonces < y — z. Dado que x = = A e resulta
r<(y—2)Ne=y—"z.Six<y—" z peroy — z=(y—2)Ne<y—z de
donde = ® y < z y se verifica (R). La integralidad del reticulo residual estd asegurada
por la propia definicion del conjunto L. O

Ejemplo 2.13. Ejemplo de reticulo residual integral.
Sea el algebra L = (L,V,A\,®,—,0,1) dada por el diagrama de Hasse y las tablas
siguientes:

Rl l+n 3T o®
O OO OO OO OO O
| * |+ v ([ SRS =
Sl |+ Fl IR | OIS
RSeS|l |3 IR | Ol

QRN OO OO O

(I (I OO0 O

VNN VI VA RV el Hen) Hen) Ren) Ren) VA

SlH S| (IR | O

RVRMRIT (OO0

—lelelwlonlses|ol]
QR RARLDQ—]® | ® | == =R
el e RV Y VR S Y
[ RV VI VA IS S S S VA
| S| S| = = = = ]
I~ < e N e Ll e Rl Rl S
SN R e e N e e e Y ]
el e e i i e i

[en)l Nen] Nanll e VI RV RV RV -l Naw)
BIRIMR_I-™ | v vw|n |~~~
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Ejemplo 2.14. Sea (R, A, V,0,u) un reticulo acotado. 1 € R, consideremos R + {1} el
reticulo determinado por la relacién de orden x < ysiy sélosiy =16 x <g y. Si se
definen las operaciones binarias ® y — por:

{Osiw#l#y, 1S%x§y,
TRY = rT—y=qysiz=1,
T Ay en otro caso;

u en otro caso ;
entonces (®,—) es un par adjunto.
En efecto: Si x ® y < z pueden ocurrir tres casos:
caso 1): ¢ # 1 # y. Se verifica  ® y < z cualquiera sea z € L e y — 2z > u, ya que
Yy — z < u Unicamente si y = 1. Entonces © <y — 2.
caso 2): x = 1; 2@y < z es equivalente a y < z y resulta y — z = 1 entonces v < y — z.
caso 3): y = 1; t ®y < z es equivalente a x < z. Ademds, resultay — 2z =1 — 2z = 2
entonces r <y — z.
Supongamos ahora que < y — z.
caso 1): y < z, entonces y — z = 1 y la desigualdad =z < y — z es valida para todo
x € L, y se verifica, aplicando la propiedad transitiva que, r @ y < z Ay <y < z. Es
decir, r ®@ y < z.
caso 2): y = 1; o <y — z es equivalente a z < z y como z ® y = x ® 1 = x, resulta
Ty <z
caso 3): y — z = u, entonces y # 1, entonces y € R. Como x <y — z resulta x < u 'y
x,y € R, de donde x ® y = 0 y se verifica x ® y < z.

Veamos ahora que (R + {1}, ®, 1, <) es un monoide conmutativo ordenado:
Probemos en primer lugar la propiedad asociativa. ® (y® z) = (x ® y) ® z. Nuevamente
procederemos por casos:

caso 1)z =110 YyR2)=yez=(10y) =
caso2):y=Lze(1l®2)=10y=(21)® 2.
caso 3):z=Lzazyel)=ry=(rQy) ® 1.
caso4): 2,y, 2 Lz (YR2)=20=0=00z2=(zQy) ® 2.

Se ve facilmente que x @y = y®x para todo z,y € R+ {1} yademds z®1 = 1@z =z,
por lo tanto (R + {1}, ®, 1) es un monoide conmutativo. Resta ver que es ordenado.
Seax <yen R+ {1}:

caso 1): x = 1. Entonces y = 1 y cualquiera que sea z € R+ {1} verifica r ® 2 < y ® 2.
caso 2): y = 1. Entonces y® z = z y  ® z puede ser 0 6 z. De ambas posibilidades surge
TRz YR z.

caso 3): x # 1 # y. Entonces t ® 2 =0ey® 2z =0,de donde 2 ® z < y ® 2.

En cualquier caso Si z <y, entonces 1 ® 2 < y® zy (R+ {1},®,1,<) es un monoide
conmutativo ordenado.

Resulta, finalmente, que (R + {1}, A, V,® —,0) es un reticulo residual integral.
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Ejemplo 2.15. Consideremos el conjunto L = {x = 1/n,n € N} U {0} con el orden
habitual, definimos:

lsiz <y,

0 six#1 :
m@yz{ 717y r—y=qysiz=1,

x Ay en otro caso ; ! ¢
5 en otro caso.
2

Es claro que este ejemplo es una instancia del Ejemplo 2.14

Teorema 2.4. Para que un reticulo residual (L, \,V,®,—,0, €) sea integral es condicion
necesaria y suficiente que x <y si y solo si v — y = 1.

Demostracién: Inmediata a partir del Lema 2.12. 0O

Proposicién 2.8. Sea L = (L,A\,V,®,—,0,1,e) un reticulo residual. Si existe z € L
tal que 1 ® z = e entonces 1 = e.

Demostracién: Sea 1 ® z = e. Por el Lema 2.9.14). 1 ® (1 — e) = e, pero como
1 = e ® 1, reemplazando se obtiene 1 = (1 ® (1 — ¢)) ® 1 y por conmutatividad y
asociatividad resulta 1 = (1®1)® (1 — e). De la desigualdad e < 1, por el Lema 2.9. 3),
1®e<1®1yresultal < 1®1,ycomo 1 es el tltimo elemento 1 = 1® 1. Reemplazando
enl=(1®1)®(l—e) resultal =1 (1 —e)=e. O

Lema 2.14. Sea L = (L,\,V,®,—,0) un reticulo residual integral. Se verifica:

r=1

!
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) z@y=xANy
i) zVz=zV(y®z)
ili) xVz=y— (zV2)

11) Six — y=x — z para todo x € L, entonces y = z.
Andalogamente, si z — x =y — x para todo x € L, entonces y = z.

Demostracion:

1) Considerando 1®0 < z y la condicién de par adjunto (2.13) obtenemos 1 < 0 — z.

)
2) © <1=y — yy por la condicién de par adjunto (2.13) resulta z @ y < y.
3) Trivial a partir de 2) y la condicién de par adjunto (2.13).

)

4) Por el Lema 2.9.2-1) resulta z®(x — y) < y; por 2), 2@ (x — y) < A (x — y) < x,
y resulta entonces que z ® (x — y) < (z A y).

5) Aplicando a 4) el Lema 2.9.4-ii) resulta (zr Ay) — 2z < (z ® (v — y)) — z, pero
(@ —y) —z=2—-(r—=y)—2=(@—=y — (& —2yporla
condicién de par adjunto (2.13) resulta ((zr Ay) — 2) @ (zr — y) <z — 2.

6) v — (x®z) < x — z, por la condicién (2.13) es equivalente az @ (v — (z ® 2)) < 2
lo que se verifica por el Lema 2.9.2-1) y 2.14.2).

7) 0 <y, luego, por el Lema 2.9.4-i) resulta x — 0 < z — y. Considerando x — 0 =
V{it:z@t<0},yx®(rx—y) <zAy=0,resultar —ye{t:z®t <0}y en
consecuencia r — y < x — 0.

8) Por el Lema 2.9.9), (zxVy) =y = (z — y) A (y — y) vy, aplicando el Lema 2.12.4),
resulta la propiedad.

9) Por los Lemas 2.9.10) y 2.122) z mz =2 — (y — 2) = 2®y) oz =1y
nuevamente por el lema 2.12.2) resulta z < z.

10) i) Por el Lema 2.9.25) (zVy)®(zAy) < z®y. Como xVy = 1 resulta z Ay < 2®y.
Por el inciso 2) resulta la otra desigualdad.
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10) i) z=201=z2 (z \/y) Aplicando el Lema 2.9.6) resulta z = (2 @ z) V (2 ® y),
dedondezVz=2V(@®2)V(@y®z) =2V (y® =2).

10) i) zVz=1— (xVz) = (w\/y) — (xVz). Por el Lema 2.9.9) (zVy) — (xVz) =
(x = (zV2)A(y— (zVz)=y— (xVz)), aplicando el Lema 2.12.2).

11) Sea x — y = x — z para todo z € L. Tomando x = z resulta z »y =2 — 2z =1

por Lema 2.12.4) y por Lema 2.12.2) podemos afirmar que z < y. Tomando z =y
resulta 1 =y — y =y — 2z e y < z. Por la propiedad antisimétrica resulta la
igualdad.
Seay — o =2z — x para todo x € L. Tomando x = zresultay — z2 =2 — z=1
por Lema 2.12.4) y por Lema 2.12.2) podemos afirmar que y < z. Tomando z =y
resulta 1 =y — y =2 — yy 2z < y. Por la propiedad antisimétrica resulta la
igualdad.

12) Por Lema 2.14.3) y < (¢ — y) — y y por Lema 2.9.2-1) y la condicién de par
adjunto (2.13) y < (y — x) — . Entonces y < ((z — y) = y) A ((y — =) — x).
Anélogamente = < ((y — z) — z) A ((z — y) — y), y resulta la propiedad.

13) Por los Lemas 2.12. 4) y 2.9. 8), y la ley de absorcién podemos afirmar que: 1 =
r—zr=2—(xAN(xVy) =@ —-2)N(z—(xVy) =1AN(zx — (zVy)) =
r— (xVy).

14) Por los Lemas 2.12. 4) y 2.9. 8), y la ley de absorcién podemos afirmar que: 1 =
r—=zr=((zV@Ay —mz)=(@—-2)AN(zAy) = 2)=1A((zANy) — x) =
(x Ny) — .
B)r<avy<(r—y) =y Ay —2) =)< (r—=y) —y)
O

Observacién 2.13. A partir de 2) del lema anterior y la conmutatividad de ® se infiere
naturalmente que r ® y < z A y. En efecto: @y =y ® o < x, y también, z @ y < y.
Entonces z @y < x Ay.

Lema 2.15. Sea L = (L,A,V,®,—,0,1) tal que (L,A,V,0,1) es un reticulo acota-
do. Si (L,®,1) es un monoide conmutativo y se satisfacen, para todo z,y,z € L, las
condiciones:

) ((z—=y)Ve—=2)Ve—=(Vz))=2z—(EV2)
2) (r@(@—y)Vy=y
3) aA(y— (z®y)) =

)

4) (z2)AN(zVy)®z) =1® z.
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entonces (L, \,V,®,—,0,1) es un reticulo residual integral.

Demostracion: Se satisfacen las condiciones del Lema 2.11, por lo tanto podemos afir-
mar que (L, A,V,®,—,0,1) es un reticulo residual y dado que el tltimo elemento del
reticulo es la unidad del monoide resulta integral. O

Teorema 2.5. Un dlgebra (L, \,V,®,—,0,1) de tipo (2,2,2,2,0,0) es un reticulo resi-
dual integral si y solo si satisface las ecuaciones del Teorema 2.11 y:

PozlxlQr~x

Por lo tanto, los reticulos residuales integrales forman una subvariedad de los reticulos
residuales.

Demostracion: Inmediata a partir del Lema 2.11 y el Lema 2.12. O

2.3. Reticulos residuales lineales

Lema 2.16. [Hoh95] Sea (L, A,V,®,—,0,e) un reticulo residual integral. Entonces son
equivalentes:

D (x—=yVy—z) =1
2) z— (yVz)=(z—y) V(r—=2);
3) (xAy) = 2z=(z—2)V(y—2).

Demostracién: 1) = 2): x — (yVz) > (r — y) V (r — 2), por el Lema 2.9.13).

Veamos © — (yVz) < (x — y)V(z — 2). Por 1) afirmamos que (y — 2)V(z — y) = 1, ,
en consecuencia, (r — (yVz2))®1 = ((z — (yVvz2))@(@y — 2))V((z — (yV2))@(z — y)).
Veamos que (r — (yV2)®@(y —2) <z —zy(r— (yV2)@(kz—-y) <z —v.
2 (- 4V ) ® (Y ) = (£® (2 — (5 2)) ® (y — 2) < (yV 2) ® (y — 2) por
el Lema 2.9.2-1), aplicando el inciso 6) del mismo lema, resulta que (yV 2) ® (y — 2) =
(y@(y — 2))V(z®(y — 2)) < 2V (2®(y — 2)) = z y por la equivalencia de par adjunto
(2.13), y la conmutatividad de ®, podemos afirmar que (x — (yVz))®(y — 2) <z — z.

2) = 1): Por el Lema 2.94-ii) (xVy) a2 <y —zxzy(xVy —y<z—1Y,
ademas, por el lema 2.124): (x — y)V(y — z) > ((zVy) — z)V((xVy —y) =
(xVy) —(zVy) =1

1) = 3): Por 1) tenemos que (x — y) V (y — ) = 1, entonces (x Ay) — 2z =
(xAhy) = 2)®@1=((xAy) = 2)®((r = y)V(y — z)). Por el Lema 2.14.5) y 2)
afirmamos que ((zAy) = 2) @z —y) <z —zy (ztAy) = 2)®(y—2) <y— =z
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Entonces (z Ay) — 2z < (x — z) V (y — z) y considerando el Lema 2.9. 12) resulta la
igualdad.

3) = 1): Por el Lema 2.9.4-1) y el Lema 2.12.4) afirmamos que (z — y) V (y — z) >
(&= (@AY V(y— (@Ay) = (@ Ay) = (zAy) =L =

Observacién 2.14. U. Hohle [H6h95] denomina a la condicién (z — y) V (y — z) =1
ley fuerte de De Morgan. Esta denominaciéon puede ser facilmente justificada observando
el siguiente hecho: si en un reticulo residual integral que satisface esta condicién se define
la operacién — por:

-~z =x — 0, (2.20)

se tienen las leyes de De Morgan.

L. =(zANy) =z V -y,

2. 2(xVy)=—-x Ay

En efecto:

1. Por la Definicién 2.20 y el Lema 2.16, ~(zAy) = (zAy) - 0= (z — 0) V (y — 0) =
-z V y.

2. Por la Definicién 2.20, y el Lema 2.9.9) =(zVy) = (2Vy) - 0= (z = 0) A (y — 0) =
—x A\ —y.

Definicion 2.9. Llamaremos a los reticulos residuales integrales que satisfacen esta
condicion reticulos residuales lineales, siguiendo la notacién de A. Monteiro, [Mon95].
Héjek, [H4j97] los denomina prelineales.

Lema 2.17. Si L = (L,\,V,®,—,0,1) es una cadena, entonces satisface la condicion

de linealidad.

Demostracion: Sea z,y € L, dado que es una cadena se debe cumplir x < y 6y < x. Por
el Lema 2.12.2) resulta z — y = 1 6 y — x = 1, en cualquier caso (z — y)V(y — z) = 1.
O

Definicién 2.10. Sea L = (L, A, V,®,—,0,1) es un reticulo residual, i € L es irreducible
sit=aVbimplicaquei=a 61 =b.

Lema 2.18. Si L = (L,\,V,®,—,0,1) es un reticulo residual lineal finito, no total-
mente ordenado, entonces 1 no es un elemento irreducible.



2.3. RETICULOS RESIDUALES LINEALES 55

Demostraciéon: Supongamos por el absurdo que 1 es irreducible, entonces cubre a un
unico elemento zg, si zp es irreducible cubre a un unico zp, iterando el procedimiento
construimos una cadena zy > 2z; > 2z3--- que tiene primer elemento ¢, que cubre a a
y b incomparables, dado que L es finito y no es totalmente ordenado. En virtud del
Lema 2.14.3) podemos afirmar que b < a — b en consecuencia, a — b = z, donde
ze{bU{r:z €L, c<x <1}, porel Lema 2.12.2).

Andlogamente b — a = z,, donde 2z, € {a}U{x : z € L, ¢ < x < 1} y se deduce
(a—b)V(b—a)e{r:zel, c<ax <1} esdecir (a—b)V(b—a)<1,loque
contradice la linealidad de L. O

Proposicién 2.9. Si L= (L,A\,V,®,—,0,1) es un reticulo residual lineal, entonces se
verifica:
(xAy) = (xhz)=(zAy) — 2.

Demostracién: Aplicando los Lemas 2.9.8) y 2.16.3) resulta (z Ay) — (z A z) =
((x = 2)V(y =) A((z Ay) — 2),ypor el Lema 2.12.4) afirmamos (zAy) — (xAz) =
(x ANy) — z. O

Proposicién 2.10. Si (L, A,V,®,—,0,1) es un reticulo residual lineal, entonces se ve-
rifica:
eVy=(r—y) -y A(y—z)— )

Demostracién: Por el Lema 2.14.12), tenemos xVy < ((y — x) = ) A ((x = y) — y).
Ademds, ((z = y) = YA ((y = 2) = 2) < ((y = =) = (@Vy)A((r = y) — (2Vy)) =
=((y = x)V(r —y)) — (xVy)), por el Lema 2.9.4), entonces podemos afirmar que
(z—=y) =y A(y—2) —2x)<1—(xVy)=xVyy resulta la igualdad. O

Proposicién 2.11. Si L = (L,\,V,®,—,0,1) es un reticulo residual lineal, entonces
se verifica:
(z—=y)—=2)=((y—2)—>2) —2)=1

Demostracién: Sabemos que (r — y) V (y — x) = 1, entonces podemos afirmar
((x —=y)V(y —x)) = 2=1— 2z =z por el Lema 2.12.3), por el inciso 2) del mismo
lema resulta ((z — y) = 2) @ ((y = 2) = 2) < ((r = y) = 2) AN ((y — x) — 2), por
la condicién de par adjunto resulta ((r — y) — 2) < (((y — z) — z) — 2), finalmente,
aplicando el Lema 2.12.2) resulta ((z — y) — 2) — (((y = 2) — 2) — 2) = 1. O

Lema 2.19. Sea L = (L, A\,V,®, —,0,1) un reticulo residual lineal. Entonces, para todo
x,y,z € L se verifican:

1) D)rey<@er)V(yey)
i) (r@r)A(yRy) <Y

2) 2@ (ynz) =@y A(r®?2)
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3) A (yVz)=(xAy)V(zAz)
4) @Vy)@@@Vvy)=@@ez)V(yey)
5 (rAy)@@@Ay)=(ez)A (YY)

Demostracion:

1) -i) Considerando la linealidad 2@y = (z®y)®1l = (2@ y) Q@ ((z = y) V (y — 2)) =

(z@y) @@ —1y)V(ry) ® (y — x)). Por el Lema 2.9.2-1) afirmamos que
Ry —9) <Yy yEy @@y — ) < (r®), entonces z @y <
(z@x)V(y®y).

1) -ii) Escribimos (z® z) A (y @ y) = (
=(z@2)AN(y®y) @ (r —y)V
2.9.6), y por 2-i),((z @ z) A (y ® y))
Anélogamente resulta ((x ® z) A (y
de ® garantiza la tesis.

()N (yoy)e(r—y)V(y—r)=

2) La desigualdad 2 ® (y A 2) < (z ®@y) A (x ® z) estd probada en el Lema 2.9.6).
Consideremos entonces (r@y) A (z®2) = (z@yY)A (z®2)) @ ((y — 2)V(z — y)).
Por el Lema 2.14.4) (xQ@y)®(y — 2) <zQ(yA2)y (zQy)®(z = y) < 2R (2Ay),
de donde (z®@y) A (z® 2) <z ® (y A z), y resulta la igualdad.

3) Ya que en todo reticulo (x Ay) V (z Az) < oA (yV z), sélo debemos probar
(xAy)V(zAz) > xA(yVz). Porel Lema 2.16.2), (zA(yVz)) — (xAy)V(zAz)) =
(zA(yV2) = (@Ay) VAV 2) = (2A2).

En virtud de la Proposicién 2.9 y el Lema 2.9.4-ii) (x A (y V 2)) — (x Ay) =
(@A (yVz)—y=(yVvz) —y.

Anélogamente (z A (yV z)) = (zAz)=(xA(yVz) — 2> (yVz) — 2z Re
sulta nuevamente de la Proposicién 2.16.2) (z A (yV 2)) — (z Ay) V(z A z)) >
(yvz)—=y)V((yVvz) —2z)=(@yVz)—(yVz) =1

4) Aplicando el Lema 2.9, inciso 6) y el inciso 1-iii), afirmamos que: (xVy)® (xVy) =
(rRz)V(eyV(yer)V(yey) =(@ez)V(yey).

5) Por los incisos 2) y 1-ii), (x Ay) @ (z Ay) = (z@z) AN (2 @y)A(yRz)A(yQYy) =
(z@2)A(y®Y).
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Observacion 2.15. Segun el lema anterior, un reticulo residual lineal es necesariamente
distributivo. La reciproca no es cierta. En efecto: consideremos el reticulo representado
en el diagrama de Hasse, con el producto ® y el residuo — definidos en las tablas:

—lo|loe | ol®
olololololo
TS S OO o
S RN E=E N E=lNe)
oo | O
—lolslo|ol]
ool —lo

[ [y Y QN (N YN
[N YWY YWY [ SR (T Wy

S S| = S | S

QIQ | O |
QIR Q|| R

Este reticulo es claramente distributivo pero no satisface la condicion de linealidad. Por
ejemplo: (a — b) V (b —a) =c# 1.

Lema 2.20. Sea L = (L,\,V,®,—,0,1) tal que (L,A,V,0,1) es un reticulo acota-
do. Si (L,®,1) es un monoide conmutativo y se satisfacen, para todo z,y,z € L, las
condiciones:

) (z—y)V(e—2z)V(e—(yVz)=z—(yVz)
2) z@@—y)Vy=y
3Ny — (@®y) =2
4) (z2)AN(zVy)®z)=1® 2.
5) (x—y)V(y—2) =1,
entonces (L, \,V,®,—,0,1) es un reticulo residual lineal.

Demostracién: Por el Lema 2.15, considerando 1) a 6) podemos afirmar que se trata
de un reticulo integral. La condicién de linealidad esta dada por 5). O

Teorema 2.6. Un dlgebra (L, \,V,®,—,0,1) de tipo (2,2,2,2,0,0) es un reticulo resi-
dual lineal st y solo si es un reticulo residual integral que satisface:
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(LIN) (z = y) V (y — 2) = 1.
Por lo tanto, los reticulos residuales lineales forman una sub-variedad de los integrales.

Demostracion: Es inmediata, a partir del Teorema 2.5 y la Definicién 2.9. O

2.4. Reticulos residuales divisibles

Definicién 2.11. Un reticulo residual (L, A,V,®,—,0,¢e) se dice divisible si y s6lo si
para cada par (z,y) € L x L con y < x existe z € L tal que y =z ® z.

Ejemplo 2.16. Veamos un ejemplo de reticulo residual divisible: Consideremos el reticu-
lo definido por el diagrama de Hasse y el producto ® y el residuo — por las siguientes
tablas: 1

c d
a b
0
® 0 a b c d 1 — 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
a 0 a 0 a 0 a a d 1 d 1 d 1
b 0 0 b b b b b a a 1 1 1 1
c 0 a b c b & c 0 a d 1 d 1
d 0 0 b b d d d a a c c 1 1
1 0 a b c d 1 1 0 a b c d 1

Este reticulo residual, dado que el producto coincide con el infimo, es, en particular, un
algebra de Heyting.

Observacion 2.16. Dados x,y € L, con y < x, puede existir mas de un z € L que

verifique y = = ® z.
En efecto: Consideremos el reticulo del Ejemplo 2.16, donde c<cyc=c®c=c® 1.

Ejemplo 2.17. Consideremos en el intervalo unitario real, con el orden habitual, las
siguientes operaciones:

y/x six Ly;

TRY=x-Yy, T—Y=
Y 4 4 {1 en otro caso.
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Entonces ([0, 1], A, V, ®, —, 0, 1) es un reticulo residual divisible. Sabemos, por el Ejemplo
2.6 que se trata de un reticulo residual, y si z < y, entonces x = y - (x/y) =y @ (y — x)
y se ve que el reticulo residual es divisible.

Proposicion 2.12. Todo reticulo residual divisible es integral.

Demostracién: e < 1, entonces existe z tal que e = 1® z, y por el por Teorema 2.12.3)
resulta e = 1. O

Observacion 2.17. La reciproca no es cierta. Consideremos el reticulo del Ejemplo 2.13,
donde a < d, pero no existe x en L tal que a = x ® d.

Lema 2.21. [H6h95] Sea (L, A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Entonces son
equivalentes:

1) (LA, V,®,—,0,1) es divisible;
2) shy=2®(x—y);
) r—ynz)=(@—y)e(zAy) — =)

Demostracién:

1) = 2): Yaque x Ay < x, existe z tal que 2 ® z = = Ay, por el Lema 2.9.14)
r® (x — (xAy)) =x Ay, pero por el Lema 2.9.8) podemos afirmar que x — (z Ay) =
(x = x)AN(r —y)=x — y. Entonces x @ (r — y) =z A y.

2) = 3): (@ =y o(ehy —2) =@ =9 (re @ —y) — 2) Apli-
cando el Lema 2.9, incisos 10) y 11), resulta que: (zr - y) @ ((z ® (x = y)) — 2) =
(r—=y) @@= (z—y —2)=@—-ya(@—y —@—2)

Ademds (z — y) @ ((zr — y) — (. — 2)) = (x = y) A (x — 2), y por el Lema afir-
mamos que 2.9.8) (z — y) ® ((x — y) — (v — 2)) = =z — (y A 2). En consecuencia
(@ —=y)e((@ny) =2 =r—(yAz)

3) = 1): Consideremos y <z y (1 - z)® (1 Az) - y) =1— (x Ay). Por el Lema
2123)resultar @ (z —»y)=1— (zAy)=1—y=y.
O

Observacién 2.18. Hemos visto que la condicién x Ay = = ® (x — y) es equivalente
a la divisibilidad. Podria pensarse que todo reticulo residual totalmente ordenado es di-
visible, ya que dados x,y en el reticulo resulta x < y o bien y < z.

Supongamos, por ejemplo, que x < y, entonces t Ay =x =21 =2 ® (r — y), pero
para cumplir la condicién de divisibilidad deberia verificarse también yAx = y® (y — z),
lo que no siempre ocurre, como se ve en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.18. Consideremos la cadena 0 < a < b < 1, con el producto ® y el residuo
— definidos por:

® 0 a b 1 — 0 a b 1
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
a 0 0 0 a a b b 1 1
b 0 0 0 b b b b 1 1
1 0 a b 1 1 0 a b 1

Aqui a ® (a — b) =aAb, perob® (b — a) #bAa.

Teorema 2.7. Un dlgebra (L, \,V,®,—,0,1) de tipo (2,2,2,2,0,0) es un reticulo resi-
dual divisible si y solo si es un reticulo residual integral que satisface:

DIV) z ANy =z ® (x — y).

Por lo tanto, los reticulos residuales divisibles forman una sub-variedad de los reticulos
integrales.

Demostracion: Sigue inmediatamente del Lema 2.21 y el Teorema 2.5. O

Definicién 2.12. Sea L = (L, A, V,®, —,0, ) un reticulo residual. Un elemento = € L
se dice idempotente si cumple r ® © = x.

Lema 2.22. [Joh82] Sea A = (A, o0,1) un monoide conmutativo en el que todo elemento
es idempotente. Entonces, existe una unica relacion de orden < sobre A satisfaciendo
rAy=zoy yx <I1.

Demostracion: Definamos < por z < y si y s6lo si x oy = x. Dado que todos, los ele-
mentos de A son idempotentes, rox = x y resulta la propiedad reflexiva. La antisimetria
resulta de la conmutatividad de A:siz < yey < zxresultax =rxoy =yox = y.
Finalmente de la asociatividad obtenemos la propiedad transitiva. En efecto: si x <y e
y < zresultax = roy, ey = yoz, entonces roz = (roy)oz = ro(yoz) = xoy = z. Delo
anterior deducimos que < es una relacion de orden y dado que 1 es el neutro del monoide
resultax =xolyxz < 1. Resta ver que z oy = & A y. Usando la propiedad asociativa y
la idempotencia de los elementos de A resulta z o (zoy) = (zox) oy = x oy, entonces
roy < x. Andlogamente se ve que zoy < y.Siz < xyz <y, entonces zoxr = zoy = z.
Usando la propiedad asociativa obtenemos que zo (zoy) = (z0x)oy =zo0y =2y
resulta z < x oy, de donde xoy =x Avy. O

Lema 2.23. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual divisible, entonces:
1) Six es idempotente x Ny = x ®y, cualquiera que sea y € L

2) Six es idempotente e y < x < z, entonces y =y ® z
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3)
4)
5)

@ YNz)=(2Q@Y) A(®z2)
rRy<(z®x)V(y®y)

rAyVz)=(xAy)V(zAz).

Demostracién:

)
2)

3)

Basta ver que z Ay < z ® y. Por el Lema 221.2), x Ay = 2 ® (z — y) =
(r®z)® (x —y)yporel Lema292-), 2@ (z®(xr —y)) <zr®y.

Por el Lema 2.14.2), sabemos que y ® z < y.
Para la otra desigualdad consideremos: y =y Az =y®Rr <y ® 2.

Basta ver que (z®@y) A (z®2) < x® (yAz), ya que por el Lema 2.9.7), se verifica
r® YNz < (r®y)A(x® z). Por los lemas 2.21.2), 2.9.10) y 2.9.2-1), se tiene
(@Y AN(z©2) = (20y) @ ((zQy) = (282)) =18 Y (y — (v = (r©2)))) =
=20 ((z = (z®2)Ay) =20 ((r = (¢©2)) ©((x — (£ ®2)) = y)). Dado que,
por la condicién (2.13) resulta z < z — (x ® z), por el Lema 2.9.4-ii) afirmamos
que (z — (r ® 2)) — y < z — y. Reemplazando en la expresién anterior resulta,
r@((r—=(202)((r—(202) »y) < (202)® (2 —y) =2® (y Az), por
el lema 2.21.2).

Dado que L es divisible existen z y ¢t tales que t = 2 ® (z Vy) yy =t ® (z V y).
Entonces 2 Vy = (2 ® (z Vy)) V (t® (xVy)). Por el Lema 2.9.6), afirmamos
(z@(xVy)) V(2 (xVy)) = (2VE)@(xVy), resulta entonces zVy = (2 V)@ (xVy).
Reemplazando ahora = e y en el producto, z @y = (2 ®@ (x Vy)) @ (t @ (x Vy))
resulta, por el Lema 2.9.6) @y = (2 ®@t®2)V(z0t®1t))@(xVy) Q@ (zVy) =
(2@(xVy)® (2@ (zVy)))V (R (2 VYy)@(te(xVy))) v resulta 2@y < (z@x)V(y®y).

Basta probar x A (y V z) < (z Ay) V (x A z). Por el Lema 2.21.2) afirmamos
que A (yVz) = (yVz)e(yVz) — ). Aplicando el Lema 2.9, incisos
6) y 2-i) resulta A (yVz) = (y@((yVz) - 2)VEo(yVz) — ) <
(y@(y — )V (2® (¢ — x)), por el Lema 2.9.4-ii). Finalmente, por el Lema 2.21.2)
(Y@ @y —2))V(z®(z—x)) = (xAy)V(xAz)y resulta la desigualdad buscada.

O

Teorema 2.8. Si L = (L,A\,V,®,—,0,1) es un reticulo residual divisible y lineal en-
tonces Hyy, el conjunto de los elementos idempotentes con respecto al producto, forman
un dlgebra de Heyting y la implicacion en Hy; coincide con el residuo del reticulo.

Demostracion:
Recordemos que un élgebra de Heyting es un élgebra L = (L, A, V,—,0,1) donde Ay V
son el infimo y el supremo del reticulo , verificandose x Ay < zsiy sélosiz <y — z
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([Mon95]).

Como L es divisible afirmamos, en virtud del Lema 2.23.5), que se trata de un reticulo
distributivo.

Sabemos que ® es una operacion binaria asociativa, conmutativa, isétona e idempotente
en Hjs, ademés satisface x < 1, ya que z ® 1 = x, por lo tanto, en virtud del Lema 2.22
® = A. Es claro, entonces, que x Ay < z siy sélo si x <y — z en virtud de la condicién
de par adjunto (2.13).

Sélo resta ver que el conjunto de los idempotentes es cerrado con respecto a las opera-
ciones. Es decir, debemos verificar que si z,y, € H,,, entonces:

1) (zAy) @ (zAy) =z Ay,
2) xVy)®(@@Vy) =zVy,
3) =y e@@—y =2—y,
4) (m2) ® (-x) = .

En efecto:

1) Aplicando los Lemas 2.23.2) y 2.14.2), podemos afirmar que (z Ay) @ (z Ay) =
(R)AN (YA YR2)AN (YY) =N (z@y) ANy=1xAUy.

2) Aplicando los Lemas 2.9.6) y 2.14.2), podemos afirmar que (z V y) ® (z Vy) =
(z@z)V(Eey)Vyer)V(yey)=zV(rey)Vy=1xVy.

3) Considerando, por los Lemas 2.23.1) y 2.9.2-1) que 2@y =z Ayyz A (x — y) <y,
y por los lemas 2.16.3) y 2.9.2-i), (z = y)V((r —y) = y) = (x A (x — y)) —
y = 1. Entonces, aplicando el Lema 2.9, inciso 6) podemos afirmar que (z — y) =
(z—y)@(x—y)V((r—1y) @ ((xr—y)—y)). Porlos lemas 2.21.2) y 2.23.1),
(=19 (zr —y) —y) =(x—y ANy =(r — y) Ry, entonces por el Lema
2122) (x — y) @ ((z = y) = y) < (z — y) ® (r — y), por el Lema2.14.3) y
resultar — y = (x — y) ® (x — y).

4) Inmediato a partir de 3).

O

Corolario 2.3. Sea L = (L, A\, V,®,—,0, 1) un reticulo residual divisible. St xQ@y = x Ay
para todo x,y € L, entonces L es un algebra de Heyting.

Demostraciéon: Inmediato a partir del teorema anterior, ya que el infimo es idempotente.

O
En 1975 Biichi y Owens introdujeron la nociéon de hoop, que hoy en dia se conoce en la
siguiente forma:



2.4. RETICULOS RESIDUALES DIVISIBLES 63

Definicién 2.13. [GJKOO01] Un élgebra (A, ®, —, 1) de tipo (2,2,0) se dice un hoop si
(A, ®,1) es un monoide conmutativo y se verifican las siguientes identidades:

(Hl) r—ax~1
(H2) 2@ (z —y) Ry ® (y — )
(H3) (z@y) mzmz— (y— 2)

Lema 2.24. Sea (A, ®,—,1) un hoop. Si definimos a < b si y sélo si a — b = 1,
entonces se verifican las siguientes propiedades para todo x,y,z € A:

1) z@y<zsiysilosiz<y—z,

2) z®@(z—y) <y,

3) v <u,

4) Siz <y ey<uz, entonces x =y,

5) Six<yey<z, entonces v < z,

6) r —1=1,

z@y<y,

8) Six <y, entonces t @z <Y z.

9) Six <vy, entonces z — x < z — .

10) Six <y, eziste z € A tal que x =y ® z.
1) zANy=2® (z — y).
Demostracion:

) z@y<zsiysflosi(x®@y) - z=1siysblosiz— (y—z)=1z<y— 2

2) Dado que z — y < x — y, aplicando 1) y la conmutatividad del monoide obtene-
mos que r ® (x — y) < y.

3) Por (H1) x — x = 1, en consecuencia, x < x.

4) Sizx <yey <z resultazr — y =y — x = 1, entonces usando (H2) escribimos:
r=z@l=z@@—-y) =yRly—z)=yxl=y.
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5)

10)

11)
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Six <yey <z tenemos que y — 2z =y — z = 1. Aplicando iterativamente 2)
vemos que x® (x — y)R(y — 2) <y®(y — z) < z, resulta entonces tR1®1 < z,
es decir, z < z.

1 — 2 < xesequivalente a (1 - 2) - =1, pero 1 < (1 — z) — x si y sélo si
1® (1 — x) <z, que se verifica por 2).

r—1=1 o2 —1<1esequivalente a z — 1 < x — z, que es equivalente a
r® (x — 1) < z, pero por (H2) esto es lo mismo que 1 ® (1 — x) < z, que se
verifica por 2). 1 <z — ldadoque 1@z =1y 1).

Dado que x — 1 = 1, resulta que z < 1y, por (H1) z <y — v, que en virtud de
1) es equivalente a z ® y < y.

Si x <y, entonces x — y = 1y, en consecuencia, x = z ® (r — y). Por (H2)
afirmamos que z = y ® (y — x). A partir de esta igualdad podemos escribir:
TR2z=yQ Y —2)®2<Y® 2.

Siz<y,por2) z®(z—x) <zx<y, dedonde z® (z — x) <y y por 1) resulta
que z —x < 2 — .

Searz <y, entoncesr —wy=1lyresultaz =2 1=2® (r > y) =y® (y — z).
Es decir, si x < y existe z € A tal que x = y ® 2.

En virtud de 8) y 9), es valida la demostracién del Lema 2.21.2).

Observacién 2.19. 3), 4) y 5) indican que la relacién definida es una relacién de orden
y, segin 6) la unidad del monoide es el ltimo elemento del conjunto ordenado. Si se
cumple z Vy = (z — y) — y, se denomina hoop de Wajsberg. Esta denominacién se
justifica plenamente al notar que un hoop de Wajsberg es el reducto sin 0 ni supremo de
una MV édlgebra (o dlgebra de Wajsberg).

2.5.

Reticulos residuales de Girard

En la Observacion 2.14 definimos el operador 1-ario —. Listemos algunas propiedades de
este operador en un reticulo residual integral.

Lema 2.25. Sea (L,\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral y ~x = v — 0. En-
tonces se verifican las siguientes propiedades:

1)

T® =0
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2) .0=1, -1=0

3) v < -

4) - =2

5) Six <y, entonces 7y < —x

z@-(z®y) <y

<z —-y < —Y

r— oy =y —

—r = oy = — oy

(5= ) € 5=

“(r®y)=r—y=y—

2@y < = (r®y)

~(z = y) S~z =y

Si —x =1, entonces x = 0.

Demostracion:

1) z® (x — 0) <0 por el Lema 2.9.2-1).

2) =0 =1 por el Lema 2.12.4), =1 = 0 por el Lema 2.12.3).

3) Por el Lema 2.9.2-i), z® (r — 0) < 0 y aplicando (2.13), z < (r — 0) — 0 = —=—z.
)

4) Por el inciso anterior —x < ———z.

Por el Lema 2.9.3) y 2-i), 2 ® ==z < =2 ® 7=~ = -~z @ (—-—x — 0) < 0.
Aplicando la condicién (2.13), resulta =—=—z = —z.

5) Resulta inmediato del Lema 2.9.4-ii) con z = 0.
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6) PorelLema2.9.10)y2-i), 2@ 7 (z®y)=2® (z®y) - 0) =2® (z — (y — 0)) <
y— 0=y

7) Porelinciso 1), (z®y)®-(x®y) = 0. Aplicando iterativamente la condicién (2.13)
y el inciso 4) obtenemos: y ® ~(z ®@y) < x — 0 = -2 = ==z = 7~z — 0. Luego,
TRy (z®y) <0,z @(2@y) <y —0=-y=--y=-7y—0.
—r ® -y @ (x ®@y) < 0y, en consecuencia, " ® 7y < H(r®y) — 0 =
——(x ®y).

8) Resulta inmediato del Lema 2.9.4-i) con z = 0y x < =2 — y resulta de esta
propiedad y del Lema 2.9.11), usando el Lema 2.12.2).

9) Por el Lema 2.9.5) (r — y) ® -y < x — 0 = —x y por la condicién (2.13), resulta
T —y < Yy — .

10) Por los incisos 9) y 3) y el Lema 2.9.4-ii): x — -y < ==y — -z < y — —z.
Analogamente se ve y — —x < . — —y.

Por los incisos 10) y 4) resulta: ==z — ——y = -y — ==z = —y — .

)

12) Resulta inmediato del inciso 10).
) Resulta de los incisos 11) y 12).
)

Por el Lema 2.9.2-i) y el inciso 1), 2 ® (zr — y) ® ~y < y ® =y = 0. Aplicando
la condicién (2.13) y el inciso 4) resulta: * @ =y < =(x — y) = =——(x — y), de
donde, nuevamente por la condicién (2.13): 2@ —y@—-—(x — y) <0y ~y®@--(r —
y) < =z, o, lo que es lo mismo, =—(z — y) < —y — —x = -~ — -y, por el
inciso 11).

15) Aplicando el Lema 2.9.10) y el inciso 10) de este lema, afirmamos: —(z ® y) =
@y 2 0=r—(y—0)=2r—y=y—

16) —x®-y < —z, por el Lema 2.14.2). Ademés, -z < -z V -y = (z — 0) V (y — 0) <
(x ANy) — 0, por el Lema 2.9.12). En virtud de la Observacién 2.13 sabemos que
xRy <xzAyyporbd), ~(xAy) < (r®y). Resulta entonces -z ® -y < =(z®y).

17) Por el Lema 2.14.3), y <z — y, y por 5) =(x — y) < —y. Nuevamente aplicando
el Lema 2.14.3) -y < —x — -y, y por la transitividad de la relacién de orden
resulta —(z — y) <~z — —y.

18) Si =z = 1, entonces z = 0. Dado que =z = 1 resulta ==z = =1 = 0, por 2)
r < =z, de donde resulta z = 0.
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Observacién 2.20. Veamos ejemplos donde no es valida la igualdad para los incisos 3),
6), 7), 14) 16) y 17).

Ejemplo 2.19. Para ello consideraremos el reticulo definido por el diagrama de Hasse,
con las operaciones dadas en las tablas:

! @[0|alblc|dle|f]1 — | 0|la|blc|d|e| f]|1

f olojof[ojo[olo[0]O O [1[t|1f1f1|t]|1]1

e a|{0]0]0|0|0]|0|al]a a el ]1]1]1 /111

b|O0[O|b|b|bD|b|b|D b lala|l|1|1|1]1]1

c d c|0|0|blc|blc|lc]|c clalal|d|l|d|1]1]1

d|{0]|0|b|b|d|d|d]|d dlalalc|c|1]1|1]1

b e|0[0|blc|d|elele elalalblc|d|1]1]1

flOlalblc|dle|f|f fl10lalblc|dle|l1]1

a 1{0falblc|dle|f]1 1 10lal|blcld|el|f]|1
0

) tb<—mb=e.

) i c®@(c®d)=c®-b=c®a=0<a="d.

) ifeome=1Qe=e<0=-f=-(f®e).
) :iod—mb=e—e=1>e=-2b=-=(d—D).
) :b®@-c=a®a=0<a=-b=-(b®c).

17) i=(d—c¢)=-1=0<1l=a—a=-d— —c.

Definicién 2.14. Un reticulo residual integral L = (L, \,V,®, —,0,1) se dice integral
de Girard si verifica, para todo x € L:

(x —0) = 0=u. (2.21)

Observacion 2.21. Un reticulo residual integral es de Girard si y sélo si la negacion es
una involucién, ya que (2.21) es equivalente a decir:

—(—z) = . (2.22)

Teorema 2.9. Un dlgebra (L, \,V,®,—,0,1) de tipo (2,2,2,2,0,0) es un reticulo resi-
dual de Girard si y solo si es un reticulo residual integral que satisface:

(NEG) (z — 0) - 0~ z.

Por lo tanto, los reticulos residuales de Girard forman una sub-variedad de los reticulos
restduales integrales.
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Demostracion: Sigue inmediatamente de la Definicion 2.14 y el Teorema 2.5. O

No todo reticulo residual integral es de Girard, como se ve en el Ejemplo 2.16, donde se
verifica: (¢ — 0) — 0 = 1.

Ejemplo 2.20. Veamos un ejemplo de reticulo de Girard no divisible: Consideremos la
cadena L : 0 < a < b < 1, con el producto ® y el residuo — definidos por las tablas:

=l ol®
[en] Nen) Nev) Nen) Na)
QIO OO
> o o] of o
o RO
RS =1
IO
QI ||
) [ [y g W
[Ny VARG (U S U

En este reticulo residual se satisface la condicién z = (z — 0) — 0, es decir, es un
reticulo de Girard, pero no la condicién de divisibilidad, z Ay = * ® (z — y), para todo
z,y € L.

En efecto: bAa=a#0=b®a=0® (b — a).

Ejemplo 2.21. El ejemplo anterior es totalmente ordenado y, en consecuencia lineal y
distributivo. Un reticulo de Girard tampoco debe ser necesariamente lineal ni distribu-
tivo.

1 XK I[0jalblc|d|e]|l —|0|la|blc|d|e]|l
0O(0l0Oj0O]0O|0O|0O]O O (1|1 1f11]1]/1

€ a|010[0]0|0]0|a alell1|1|1]1]1]1
b10|0|la|lal0|alb b ldle|llele|l]l

b ¢ d c|0]0la|0lalalc clclelellle|l]1
A d|0|0]|0|lalalald d|lblelelell]1]1
e|0|0|lalalal|al|e e lalelelelel|l]|1l

0 1|/0la|blc|d|ell 1 [{0jlalblc|d|e]|l

No es distributivo: d A (bVe) =dANe=d#a=aVa=(dAb)V (dAc).
No satisface la condicién de linealidad: (¢ — d) V (d — ¢) = e Ve # 1.
Lema 2.26. Sea L = (L,\,V,®,—,0,1) un reticulo integral de Girard. Entonces:
ez—y=(@®y—0)—0
2) (wAhy) = 0=(z—=0)V(y—0)
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3) (xVy) = 0=(z—=0)A(y—0)
) (2 —=0)—=(y—0)=y—=z
Demostracion:
1) Por el Lema 2.9.10), (z® (y — 0)) = 0=2— ((y = 0) = 0) =x — v.

2) Por el Lema 2.9.9), (z - 0)V(y —0)) = 0=((x - 0) - 0) A ((y — 0) —0) =
T AYy.

3) Por (2.22) x Vy = —(—-z) V —~(-y) = =(—x A —y) por el inciso anterior. Entonces
—(z Vy) =—-=(-x A —y), y nuevamente por (2.22)resulta —(z V y) = -z A —y.

4) Por el Lema 2.9.11), (r - 0) - (y = 0) =y — ((x - 0) - 0) =y — =.
O

Lema 2.27. Sea (L,\,V,®,—,0,1) un reticulo integral de Girard. Entonces son equi-
valentes:

D (r—y)V(y—z)=1

2) 2@ (YAz)=(x@y) Nz ©2)

Demostracién: 1) = 2): Ya probado en Lema 2.19.

2) = 1): Considerando que, por el Lema 2.9.9) (yVz) - 0= (y—=0)A(z—0)y
por el Lema 2.26.1), x — (yVz) = (z® ((yVz) — 0)) — 0, resulta v — (y Vz) =
(2@ ((y = 0)A(2—=0))) =0 = (0K —-0)AN(z0(2-0)))—=0 =
(z®@ @y —0) - 0)V(z®(z = 0) — 0 = (zr—y)V(r—2). Es decir que
x— (yVz)=(r—y) V(r— z2), que es equivalente a (z — y) V (y — z) = 1, seglin
vimos en el Lema 2.16.

O

Lema 2.28. Sea (L,N\,V,®,—,0,1) un reticulo residual lineal, x,y € L tales que
r=x—0,ey=y— 0 entonces r = y.
Es decir, la negacion tiene a lo sumo un punto fijo.

Demostracién: © -y =2 — (y - 0) =y — (r — 0) = y — x, por el Lema 2.9.11).
Como 1= (zx—vy)V(y—x)=2—y=y— z, por el teorema 2.12.2-ii) = = y. O

Los reticulos residuales de Girard son la interpretacion algebraica de la légica lineal,
|Gir87]. Al igual que la légica intuicionista la légica lineal no modifica los conectivos
l6gicos de la légica clasica, sino que agrega nuevos. Su objetivo es representar la causa-

lidad de la implicacién. Si de A se produce B, no necesariamente continta siendo valida
A.
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2.6. BL algebras

Definicién 2.15. Sea L = (L, A, V, ®, —,0, 1) un reticulo residual conmutativo integral.
Si L es lineal y divisible, se dice una BL-dlgebra.

Teorema 2.10. Un dlgebra (L, \,V,®,—,0,1) de tipo (2,2,2,2,0,0) es una BL dlgebra
sty solo si es un reticulo residual integral que satisface las siguientes ecuaciones:

DIV) z Ay =2 ® (v — y)
(LIN) (z = y)V (y — z) =~ 1.

En consecuencia, las BL-dlgebras forman una sub-variedad de los reticulos residuales
lineales y de los reticulos residuales divisibles. Es claro que también de los reticulos
residuales integrales.

Demostracion: Inmediata a partir del Teorema 2.6 y el Lema 2.21, o bien a partir del
Teorema 2.7 y la Definicion 2.9. O

Ejemplo 2.22. Consideremos nuevamente el intervalo unitario real, con el orden habi-
tual, definimos ahora z ® y = max{0,(zx +y — 1)}, © - y = min{ (1 —x +y),1}. Es
claro que ambas son operaciones en [0,1]. Veamos en primer lugar que (®, —) conforman
un par adjunto y luego que L = ([0,1],A,V,®,—,0,1) es un reticulo residual lineal,
divisible, de Girard.

Son equivalentes: z®y < z, max{ 0, (z4+y—1)} <z, = <min{(1-y+2),1},z <y — z.
Siz <y, resultay - x=1—y+a,porlotantoy®@ (y — 2) =y+(1—y+z)—1=y,
es decir: = y ® (y — x) y L es un reticulo divisible.

r— 0=min{ (1 —z+0),1} =1—=z, por lo tanto (+ - 0) = 0=1—(1—2)=xyL
es un reticulo de Girard.

Dado que es un reticulo Girard, satisface la condicién de linealidad. Por lo tanto, se trata
de una BL algebra ya que es lineal y divisible.

Definicién 2.16. [H4j97] Una BL élgebra (L, A, V,®, —,0,1) se llama dlgebra producto
o II-dlgebra si satisface:

(L) 2z < ((z®2) = (y®@2) — (= y),
(Tly) x A (-x) = 0.
Donde ~x =z — 0.

En [CT97] encontramos la definicién de PL dlgebra (A, ®, —, L) como un algebra de
tipo (2,2,0) tal que definiendo:

T:=1—1,
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—ri=x — 1,
TNy =20 (r—y),
zVy:=((z—y) =y ANy —z) =),
resulta una II-algebra.
Lema 2.29. Sea (L,\,V,®,—,0,1) una Il-dlgebra. Son vdlidas las siguientes propiedades:
1) Six >0, entonces ~z = 0.
2) Siz>0, entonces x @ z =y @ z implica © = y.
3) Siz>0, entonces x @ z <y ® z implica r < y.
Demostracion:

1) Supongamos que z > 0, -z = sup{t € L : x ® t = 0}. Probar que —z = 0 es

equivalente a probar que para que x ® t = 0, es condicién necesaria que t = 0.
Supongamos, entonces, que r ® t = 0.
Por (II;) podemos afirmar que ==t < ((x ®t) — (y®t)) — (x — y). Dado que
r®t=0resulta -t < (0 = (y®t) - (r —y)=1—(r -y =z — vy,
cualesquiera que sean z,y € L. Tomemos z = t,y = 0, la desigualdad se escribe
ahora: ==t < —t, y entonces t A ==t < ¢t A =t = 0, en virtud de (Il,). Por el Lema
2.26.3) sabemos que t A =t =t y concluimos que t = 0.

2) Si z > 0, podemos afirmar que =z = 0 y ==z = 1, usando este hecho y el Lema
2.12. 2) (II;) se escribe: (z ® z) — (y ® z) <  — y. Nuevamente aplicando el
Lema 2.12.2) si 2 ® z < y ® z resulta x < y. Intercambiando = e y obtenemos la
igualdad.

3) Seax®z < y® z, por 2) afirmamos que = < y. Sifueraz =y serlar @z =y z,
en consecuencia r < y.

O

Ejemplo 2.23. Consideremos nuevamente el reticulo residual del Ejemplo 2.6. Sabemos
que L = ([0,1],A,V,®,—,0,1) es un reticulo residual. Sea = < y, debe ser entonces
y # 0 yresultax =y - (x/y), por lo tanto x = y ® (y — x) y L es un reticulo divisible.
Como [0, 1] con el orden habitual es una cadena, en virtud del Lema 2.17, satisface la
condiciéon de linealidad. Por lo tanto, se trata de una BL dlgebra ya que es lineal y
divisible.

Resta ver que satisface las condiciones de II-dlgebra. Si z = 0 resulta =—=0 = 0 y (II;)
se cumple trivialmente. Si x = 0,z # 0, la desigualdad se verifica en virtud del Lema
2.9.(4.1). Supongamos, finalmente que = # 0,z # 0 y reemplacemos ® y — por las
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definiciones del producto - y su residuo adjunto. Tenemos entonces:

() a1
(($®Z)—>(?/®Z))—>(ﬂfﬁy):w=1,

y la desigualdad se verifica trivialmente.
Para probar (Ily), si * = 0 es trivial, si z # 0 utilizaremos el hecho de ser un reticulo
divisible: z Az =2 ® (v — —x) =2 - (~z/x) Al =2-0=0.

Definicion 2.17. Un algebra producto que con el orden asociado a A es una cadena se
dice un dalgebra producto linealmente ordenada o 11— dlgebra linealmente ordenada.

Definicién 2.18. Un élgebra (S, -) se dice un semigrupo si:

(S1) z-(y-2)=(z-y) 2

se dice un semigrupo abeliano (o conmutativo) si satisface la identidad:
(S2) v-y=~y-x

Una estructura (5, -, <) se dice un semigrupo abeliano linealmente ordenado si (S, -) es un
semigrupo abeliano, (S, <) es un conjunto linealmente ordenado, y para todo z,y,z € S
satisface:

(S3) Sixz <vy, entonces -z <y-z

Definicién 2.19. Un 4dlgebra (G,-, 7! 1) se dice un grupo si satisface las siguientes
identidades:

(G1) - (y-2) = (z-y)- 2
(G2) z-1=1l-z~ux
(G3) z o lmat -zl

Definicién 2.20. Un grupo (G,-,',1) se dice un grupo abeliano (o conmutativo) si
satisface la identidad:

(G4) z-y~y-x

Definicién 2.21. Una estructura (G, -, 7!, 1, <) se dice un grupo abeliano linealmente
ordenado o o-gruposi (G, -, 71 1) es un grupo abeliano, (G, <) es un conjunto linealmente
ordenado, y para todo x,y, z € GG satisface:

(G5) Sixz <y, entoncesw -z <y-z
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Definicién 2.22. Dado un o-grupo (G,-,,1,<) el conjunto PosG = {x € G : z > 0}
con las restricciones de las operaciones definidas en G se dice el cono positivo. Anéloga-
mente, Neg G = {x € G : x < 0}, con las restricciones de las operaciones definidas en G
se dice el cono negativo.

Lema 2.30. Un semigrupo abeliano linealmente ordenado (S, -) es el cono positivo (neg-
ativo) de un o-grupo (G, ;71 1) si y sélo si satisface:

1) para cada x <y existe un unico z tal que x -z =y
2) x <z -y para todo x,y € S

Teorema 2.11. [H&j97] Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un dlgebra producto. Entonces existe
un grupo abeliano G= (G, +¢a, —a,0g, <q) tal que el cono negativo de G es el conjunto

L\{0} =NegG={g€G:9<g0g}, y, para todo g,h € L\ {0} se cumple:
1) 0g =1

2) gtch=g®h

3) g<gh siysdlosig<h.
Mas ain, para h <g g, se verifica g — h =h —¢ g.

Demostracion:
Dado que (L, ®,1) es un monoide conmutativo, por las definiciones de Og y +¢ resulta
(L\ {0}, +¢,05) un monoide conmutativo. Por el Lema 2.9.14) y la divisibilidad de L
para cada x < y € L, ecuacién z ® z = y tiene solucién z = x — y, y dicha solucion
es unica por el Lema 2.29. Resulta entonces, que (L \ {0}, +¢, —¢,0c) es la parte no
positiva de un tnico grupo abeliano G, salvo isomorfismos.

O

2.7. MYV Aalgebras

Definicién 2.23. Sea L = (L, A, V,®, —, 0, 1) un reticulo residual integral. Si L satisface
la condicién:
(x—y)—y=xVy (2.23)

se dice una MV dlgebra.

Ejemplo 2.24. Consideremos el reticulo definido en el Ejemplo 2.22. Como [0, 1] es una
cadena podemos considerar los siguientes casos:

caso 1)z <yaVy=yy(r—y —y=1—-y=y,

caso2):x >y aVy=zy(r —y) —y=(l—2z+y) —» y =min{l, 1 - (1—z+y)+y} = .
En cualquier caso x Vy = (z — y) — y y el reticulo resulta una MV algebra.
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Ejemplo 2.25. Sea a un elemento tal que 0 = a" < a" ' < --- < a®> <a < a = 1.
Si 0, ={1=ada,a® a? - ,a" = 0}, la operacién a®* @ a” = a*™" hace a {C,,®,1,<)
un monoide conmutativo ordenado. Dado que es finito es completo y satisface (2.16),
entonces definimos el residuo por (2.17), segtiin el Lema 2.7. Este residuo, dadas las
caracteristicas de C,, resulta:

r—s

cat 9< q" 1 G e > g
CLS—>CLT:\/{tZCLS®t§CLr}:CL/\{q a” ®a _(1}: S1 8275 .
a'~7, en caso contrario.

El par (®,—) es claramente un par adjunto y C, = (C,, A,V,®, —,0,1) es un reticulo
residual integral.

1—a" =a" sis>r, esdecir,sia® <a’;
(@ —a") —a" = .
a"~("=%) = @°, en caso contrario,

es decir, (a® — a") — a” = a® V da’", y en consecuencia C es una MV algebra.

Observacién 2.22. Dada la condiciéon z Vy = (r — y) — y es claro que toda MV
algebra es un reticulo de Girard.

Por otra parte, xt A y = y A x = =(=(y A x)), por ser reticulo de Girard, y por la
Definicién 2.23 resulta igual a =((-y — —x) — —z). Aplicando el Lema 2.26 .1) y .4),
y usando la propiedad involutiva de la negacién, obtenemos: —((—y — —z) — —x) =
—=((ny — ) ® x) = (-y — ) @2 = (r — y) ®x y finalmente aplicando la
conmutatividad del producto llegamos a que z Ay = 2 ® (r — y) y resulta que toda MV
algebra es un reticulo integral divisible. Veamos que estas dos condiciones son suficientes
para que un reticulo residual integral sea una MV algebra.

Teorema 2.12. [H6h95] Para que un reticulo residual integral (L,\,V,®,—,0,1) sea
MV dlgebra es condicion necesaria y suficiente que sea de Girard y divisible.

Demostracion:
Hemos visto que una MV algebra es un reticulo residual divisible de Girard. Veamos que
esta condicion es suficiente. Para ello basta probar que se satisface tVy = (x — y) — y.
Por el Lema 2.26.3) y el Lema 2.21.2), s Vy = yVz = ~=(yVz) = 2(-yA—x) = 2 (-y®
(-y — —x)). Aplicando el Lema 2.26.4) resulta =(—y ® (x — y)) que por el Lema 2.9.10)
es: (R @ —y) 20=-y—=((z—=y) =0 =-y—-(@x—y =@—-y -y

O
Chang [Chab8], buscando un modelo algebraico para la légica multivaluada, define ori-
ginalmente una MV algebra del siguiente modo:
Un algebra (A, ®,®,,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es una MV algebra si satisface las siguien-
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tes ecuaciones:

MV9E:z® (yPz2)~(zDy) D2 MVI:z0(yoz)~(z0y) ®z2

MV2:xdy~ydua MV2:z0yryou

MV3:z@ 2’ =1 MV3:zoa =0

MV4:zplr1l MV4: x201l~zx

MV5: 20~ MV5: 20~ 0

MV6: (z @ y) =2’ @y MV6": (zoy) =2 &y

MVT: 2" ~ x

MVS8: 0 ~ 1

Definiendo:

rV.y:=(x0y)dy 2.24)
TAy=(r@Y) Oy 2.25)

MV9: zV.y=yV.x MVY:z A y~yA.x

MV10: (x Ve y) Ve z =z Ve (y Ve 2) MVI0: (. Acy) Ae 2 = x Ae (Y Ae 2)

MV1L: 2® (yAcz) = (2 DY) Ae (2D 2) MV11: 20 (yVez) = (xOy) Ve (O 2)

Teorema 2.13. La Definicion 2.23 es equivalente a la definicion original de Chanyg.

Demostracién: Veamos en primer lugar que en un reticulo residual integral que satis-
face: x Vy = (r — y) — vy, si definimos:

r@y=(r—0) —y, (2.26)
rTOY=rQvY, (2.27)
' =x—0, (2.28)

se verifican las ecuaciones dadas por Chang.

MV1 a MV5 se verifican trivialmente. Demostremos las restantes:

MV2 2@y =(z—=0)—=y=(2—0—((y—0—-0)=Hy—0)—=((r—=0)—0)=
(y—0)—zx=ydux.
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MV3 2@ 2’ =(r—0)— (z—0)=1.

MV4iz@l=(r—0)—1=1

MV5 2@ 0= (z—0)—0=uz.

MV7 2" = (2 — 0) - 0=2® 0 =z, por MV5.

MVE (z0y) =(x@y)—=0=0—(y—0)=2"—>y =@ —0)—y =Y.
MV6 (z@y) =@"@y") =" 0y) =20y.

MV8 0'=0—0=1.

Para ver que se satisfacen MV9, MV10, MV9 y MV10/, es suficiente probar que:

zVey=((2®(Yy—0) =0 —-y=@—-((y—0) -0 —-y=(r—-y —y=
xVuy.

A partir de (2.24) y (2.25) y usando las propiedades que acabamos de probar resulta
Ay = (z®yY)oy = (2'0y) oy = (('oy")ay) = (@' V.y'). Segin acabamos
de ver (' V.y') = ((x = 0)V (y — 0)) — 0 =0, por el Teorema 2.12.
MV11 2B (yAcz) = (. — 0) — (yAz) = ((z — 0) = y)A((x — 0) — 2) = (zBY)A(2D2).
MV 2@ (yVez) =2 (yVz)=(zQy)V(r®z)=(x0y) V. (z© 2).

Sea ahora un &lgebra (A, @, ®,,0, 1) satisfaciendo MV1 a MV11’. Si definimos:

r—y=ady (2.29)
TRY=r0yY (2.30)
r<ysiysblosiz' Gy=1, (2.31)

entonces (L, A\, V,®,—,0,1) es una MV algebra.

Veamos en primer lugar que < es una relacién de orden: Por MV3 es vélida la propiedad
reflexiva. Para demostrar la propiedad antisimétrica utilizamos MV4', MVY', (2.31) y
(2.25) del siguiente modo: Sean z < y,y < x entonces t = O 1 =206 (2’ Py) =
TAY=YyNez=yO Y Dx)=1y.

Para probar la transitividad consideremos x < y, y < z, es decir, por (2.31) y (2.25),
Yoy=1yz=(20y)dy. Entonces: 2’ &z =2"® ((20¢)dy) = (' dy)d (20Y) =
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16 (z0y) =1, por MV4, y resulta x < z, por (2.31).
Por MV4, 2/ & 1 = 1 para todo = € L y, en consecuencia 1 es el ultimo elemento para
la relacién de orden determinada por (2.31). Por MV8, 0 @z = 1@z =ax®d1 =1y
resulta 0 el primer elemento de L.
Dado que < es una relacion de orden en L, podemos definir x V y el supremo de x e y
determinado por <y x Ay, el infimo de z e y por <. Probemos ahora que tVy =2z V. .y
VTAYy=xN:Yy.
Usando MV1 a MV3, MV6 y MV7 vemos que ' & ((z ©y') ®y) = (¢’ @y) D (z0y) =1,
es decir, © < x V. y segin (2.24) y (2.31). Entonces, y <y V.x =z V. y, por MVO.
Sea ahora z tal que x < z, y < z, veamos z < x V., y, es decir (z @y )®y) @2z = 1. Por
MVE’, (2.25) y MVLL: ((z 0y) @y) @z= (2 0y)oy)®z= (@' @y ) 0y)® 2z =
(XA )Bz= (' D2)N(Y B2) = 1A.1 = (180)®1 = 1. Esto completa la demostracién
dexVy=uzV.y.
Por (2.31), MV6’ y MV3 escribimos: ((z@¢y')0y) @rx=(xdy) ey dr=(xdy) &
(x@y') =1y de (2.25) resulta que 2 A,y < z. Entonces, por MV, x A,y =y Acx < .
Supongamos ahora que z < x y z < y, debemos probar que z < x A. ¥y, o lo que es
equivalente, /@ (zA.y) = 1. Aplicando MV 11, 2’&(xAy) = (Z/@x)A (2 By) = 1AL = 1.
Asi probamos que z Ay = x A, y.
En virtud de MV1’, 2’ y 4’ se satisfacen los axiomas de monoide conmutativo, veamos
que esta operacién respeta el orden, es decir que (z ® z) < (y ® z), cada vez que
x < y. Sean, entonces, x < y, entonces y = ' Vy = x V. y. Por MV11" escribimos
20y=z0(xV.y)=(202)V.(20y), 0lo que es lo mismo: 2@y =(z@x)V(zQvy),
es decir, z®x < z®y, que por la conmutatividad del monoide equivale a 1 ® z < y ® 2.
Sélo resta ver que se satisface la condicién de par adjunto: z @y < zsii (rOy) Gz =1
sid @y @z=1s6i2@ (Y dz)=1siix<y— =z

O

Observacidén 2.23. Aplicando las definiciones (2.25), (2.30) y (2.29), obtenemos z Ay =
zAy=(x®Y)Oy=(r — y)®y, y resulta por el Lema 2.21.2) que toda MV &lgebra,
segun la definicién de Chang, es un reticulo integral divisible.

Previamente a la publicacién de Chang en 1958, Wajsberg [Waj35] habia enunciado un
sistema basado en implicaciones que es una variante equivalente a las MV algebras.

Definicién 2.24. [Tur92] [CDM98|Un dlgebra A = (A, —,0) de tipo (2,0) es un dlgebra
de Wagsberg, si definiendo

—r=x—0 y 1=0—0, (2.32)
se verifican las siguientes identidades:
WhH1—yry
(W2) (z —y) = ((y = 2) = (z = 2)) = 1
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(W3) ((x = y) = y) = ((y = x) — x)
(W4) (2 — —y) = (y — z) = 1.

Rodriguez, en su tesis doctoral [Rod80], presenta las dlgebras de Wajsberg como algebras
de Sales satisfaciendo una ley de negacién légica, ya que (W1), (W2) y (W3) constituyen
una axioméatica para las dlgebras de Sales, siendo (W3) la llamada Ley de Sales. Las
algebras de Sales fueron estudiadas por primera vez en la Tesis Doctoral de Antoni
Torrens [Tor80].

Lema 2.31. Sea A = (A, —,0) un dlgebra de Wajsberg. Si definimos
x <y siysolosir—y=1, (2.33)
entonces < es un orden parcial en A.

Demostracién: Por (W1), afirmamos que para todoz € A,z w2 =1 — (z — z) =
(1—-1)— ((1 =z)— (1 —x)), que por (W2) es 1. Por lo tanto, en virtud de (2.33),
x < .

Supongamos * < y e y < z, entonces * — y =y — x = 1, aplicando (W1) escribimos:
r=1—-2=WHy—2) 2. Por(W3) (y >2) =@ —y —y=1-—=y,
nuevamente aplicando (W1) obtenemos = = y.

Para verificar la propiedad transitiva supongamos z < y e y < z, es decir: x — y = 1
ey — z=1. Por (W2) y (W1) escribimos: 1 = (z = y) — ((y — 2) — (z — 2)) =
l-((y—2)—=(r—2)=1—(r—2)=x— z, es decir, z < z. O

Lema 2.32. Sea A = (A, —,0) un dlgebra de Wajsberg,entonces se satisfacen, para todo
x,y,z € A, las siguientes propiedades:
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10) Six <y, entonces z — x < z — y.
1) 2 —(y—z2)=y—(r—2).
Demostracion:
1)  — x =1 es equivalente, por (2.33) a x < z, y se verifica por el Lema 2.31.
2) -1=1—0=0, por (W1).
3) —x=-2x—0=-2—-1<1—z=uzx por2), (W4 y (W1), respectivamente.

4) Por 1) y (W1) escribimos ¢ - 1 =2 — (z - 2z) = (1 - z) — (1 = z) — z),
aplicando (W3), (1 - z) - ((1 - z) - 2)=(1 - z) - ((x — 1) — 1) y por
WhHy (W2), I —=z)=(z—=1)=D)=>0-2)=(r—-1)=>(1—=1)=1

5) Aplicando (W1) podemos escribir, + — (y — z) =1 — (v — (y — x)) =
(y = 1) = (1 =)= (y— ) =1, por4)ypor (W2).

6) Por3),0 =2 =0— ((x — 0) — 0) =1, por 5).

7) Por (W4) (—y — —x) — (v — y) = 1 que por (2.33) es equivalente a (—y — —x) <
(x — ).
Usando esta misma propiedad escribimos (——x — —=—y) < (-y — —z), que por 3)
resulta: x — y < -y — —x y se comprueba la igualdad.

8)  — (y — x) =1, por 5), y por (2.33) resulta z <y — x.

9) Si x <y, por (2.33) + — y = 1, por las ecuaciones (W2) y (W1) escribimos
l=@—=9) =y =2 —>@@—=2)=1->(y =2 — (& —=2)=
(y — z) — (x — z) y aplicando nuevamente (2.33) resultay — z < x — z.

10) Six <y, por (2.32) y aplicando el inciso anterior, -y < —z, aplicando nuevamente
el inciso anterior, =z — —z < =y — =z y, por el inciso 7) resulta z — z < z — y.

11) Por (W2) podemos escribir (z — (y — 2)) — (((y — 2) — 2) — (x — 2)) =1,
que por (2.33) resulta x — (y — 2) < (y — 2) — 2) — (x — z). Por (W3)
(y —2)— 2z = (2 — y) — y. Entonces por el inciso 5) y — ((y — 2) — z) =
y— ((z = y) —y) =1 ypor (233) y < (y — z) — 2z Aplicando el inciso
10) a esta desigualdad ((y — 2) — 2) — (x — z) <y — (v — 2) y resulta
r—(y—z)<y—(z—2).
Analogamente se ve que y — (r — 2) <z — (y — z) y resulta la igualdad.
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Lema 2.33. Sea A = (A, —,0) un dlgebra de Wajsberg. Si se define:
r®y=-(r — -y, (2.34)
entonces (®,—) es un par adjunto.

Demostracién: Por (2.34), debemos verificar ~(z — —y) < zsiy sélosi z <y — z.
Supongamos en primer lugar que —(z — —y) < z, o lo que es lo mismo por (2.33),
-(r — -y) — z = 1. Por (W1) podemos escribir y — 2z =1 — (y — 2) =
(= = =y) = 2) = (y = 2). Por (W2) y (2.33), (=(z — —w) — 2) = (y = 2) 2
y — —(z — —y) = (x — —y) — -y, por el Lema 2.32.7). Por (W4) (x — —y) — —y =
(—my — x) — = > x, por el Lema 2.32.8). Por lo tanto, x <y — z.

Supongamos ahora que z < y — z, por el Lema 2.32, inciso 9) decimos que x — —y >
(y—2)—y=(-2z— -y — wy=(~y — —z) > =z > -z por el Lema 2.32.8).
Aplicando el mismo lema, inciso 9), resulta ~(xr — —y) < ==z y por (2.34)y el Lema
2.32.3) podemos escribir z ®@ y < z. O

Lema 2.34. Sea A = (A, —,0) un dlgebra de Wajsberg, si definimos el producto por
(2.34) y 1 por (2.32), entonces:

) z@y=y®=z

3

)
2) 20 Y®z)=(0y)®z2
Jrel==x

)

4) Six <y, entonces t @ z <Y z.

Demostracion:

1) Por el Lema 2.32.3) y 7) podemos escribir z @ y = =(z — —y) = =(-—x — —y) =
(y— ~2) =y O .

2) Aplicando (2.34) escribimos 2@ (y®z) = =(z — ~(y®z2)) = =~(x — =(=(y — —2)),
por el Lema 2.32.3) y 7) resulta =(z — —(=(y — —z)) = =(x — (2 — —y)) vy
aplicando inciso 11) obtenemos —(z — (z — —w)) = (2 — ~(-(z — y))) =
2@ (r®y) = (r®y)® z, por el inciso anterior de este lema.

3) Por el Lema 2.32.2) escribimos 2 ® 1 = =(x — 1) = =~(x — 0) = =~z = z, por
el mismo lema, inciso 3).

4) Si z < y, aplicando el Lema 2.32.9) dos veces resulta y — -z < x — -z y
—(z — —2) < =(y — —2), que es equivalente por (2.34) az ® z <y ® 2.
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Corolario 2.4. En las condiciones del lema anterior, (A, ®,1 <) es un monoide con-
mutativo ordenado.

Lema 2.35. Sea A = (A, —,0) un dlgebra de Wajsberg, si definimos la relacion de
orden (2.33), y el producto por (2.34), entonces:

Demostracion:

1) Porel Lema2.32.8) y < (z — y) — y, por el mismo lemay (W3),z2 < (y —» z) —» x =
(x — y) — y. Supongamos ahora que z < t e y < t, entonces, aplicando dos veces
el Lema 2.32.9) resultax -y >t — vy, (v —y) -y < (t = y) — y. Por (W3),
(2.33) y (W1) podemos decir que (t - y) - y=(y —t) —t=1—1t=1t. Por
propiedad transitiva resulta (r — y) — y < t.

2) Por (2.34), x ® (v — y) = =(xr — —(x — y)), aplicando el Lema 2.32.7) y 3)
obtenemos ~((z — y) — ~z) = ~((-y — —2) — ~z) = ~(~yV-z) = =("T VoY),
por el inciso anterior. —x < —x V -y, por el Lema 2.32.3) y 9), 2 = —-—x >
—(—z V —y). Andlogamente y > —(—x V —y). Supongamos ahora que t < x y
t < y, nuevamente por el Lema 2.32.9) =t > —x y =t > —y y, en consecuencia
—t > —xV -y, de donde t < —=(—x VvV —y). Resulta entonces que z Ay = z® (x — y).

3) = <1, por el Lema 2.32.4) y (2.34).
4) 0 <z, por el Lema 2.32.6) y (2.34).
(]

Corolario 2.5. En las condiciones del lema anterior, (A, \,V,0,1) es un reticulo dis-
tributivo acotado.

Demostracion: El hecho de ser reticulo acotado sigue inmediatamente del lema anterior,
y resulta distributivo por la definicién del infimo y los lemas 2.21 y 2.23. O

Teorema 2.14. Dada un dlgebra de Wajsberg (A, —,0), si se define el producto x®@y =
(x — (y — 0)) — 0 entonces (A, \,V,®,—,0,1) es una MV dlgebra segin la Definicion
2.23.

Demostracion: Es inmediata a partir del Corolario 2.4 y Corolario 2.5. O
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Observacién 2.24. Font, Rodriguez y Torrens ([FRT84]) prueban que toda MV algebra
segun la definiciéon de Chang, es un algebra de Wajsberg y viceversa. Cignoli, Mundici y
Ottaviano dan otra demostracién de este hecho en [CDM9S].

Lema 2.36. En toda MV dlgebra se verifica:
r—(z®y)=(xr—0)Vy. (2.35)

Demostracién: (r - 0)Vy =y V(z — 0) = (y — (z — 0)) — (x — 0). Aplicando
el Lema 2.264) (y — (r — 0)) —» (r = 0) =2 — ((y — (x — 0)) — 0)2.9.10) y 11)
resulta: (z - 0)Vy=2— (z®y) -0 - 0=2 — (z®y). O

Corolario 2.6. Toda MV dlgebra es lineal.

Demostracion:
Es claro, en virtud del Teorema 2.12 que toda MV dlgebra es un reticulo de Girard
divisible. Por el Lema 2.21 afirmamos que L satisface:

r@(YyAz) =Ry A(re:2)

y finalmente, el lema 2.26 asegura que esta propiedad en un reticulo de Girard es equi-
valente a satisfacer la ley fuerte de De Morgan. O

Corolario 2.7. Toda MV dlgebra es BL dlgebra.

Demostracion: El Teorema 2.12 afirma que toda MV algebra es un reticulo residual
divisible, el Corolario 2.6 que satisface la condicion de linealidad, por lo tanto, segin la
Definicién 2.15 es una BL algebra. O

Observacion 2.25. Al igual que Chang introduce las MV algebras como representacion
algebraica de la 16gica multivaluada, Hajek [H4j97] introduce las BL algebras, basado en
un conjunto de axiomas que constituyen lo que denomina la Ldgica Bdsica-Basic Logic.
En virtud del corolario 2.7, toda MV algebra es BL. algebra, pero la reciproca no es cierta
como se puede ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.26. Consideremos el reticulo definido por el diagrama de Hasse y las opera-
ciones dadas por las tablas: 1

a b



2.7. MV ALGEBRAS 83

—lQ |0 |la|loe|o®
olololooloolo oo
Qoo |olol|ololole
TN | T O T O O o
ole|lo|lole|lo|ole|olo
Qoo | ool o A
Dol | ool olola
Qo |lo|oe o+

QOO || T OO

| U[H|[ T X O[T RO

Qoo —=S
el e i e i e s e

QU |Q [P |||~
ol ol R RYQ|~®
N e e Y e e e i
NalN T Na il N e Na i e i N Nad

(S NN NN Ne N NN Nl He N N Nl e\

»—xm\am&ovgol
[en) Bl Henl ol BN NN No W NI Nl Nan)
UV I RQ (|~ ||

Puede verificarse que este reticulo residual es integral, divisible y lineal, sin embargo no
satisface la condicién x Vy = (z — y) — y. En efecto: (d wa) ma=c—a=9g#d=
dV a.

Teorema 2.15. Si L = (L, \,V,®,—,0,1) es una MV dlgebra, entonces By, el conjun-
to de los elementos idempotentes con respecto al producto, forman un dlgebra de Boole
y la implicacion en By coincide con el residuo del reticulo.

Demostracion: Es consecuencia del Teorema 2.8, y la involucion de la negacién. O

Corolario 2.8. Sea L = (L,\,V,®,—,0,1) una MV dlgebra, si t®@y = x Ay para todo
x,y € L, entonces L es un dlgebra de Boole.

Demostracion: Inmediato a partir del teorema anterior y el corolario del teorema de
Glivenko, en [Mon95], considerando que z A x = x para todo x € L. O

Ejemplo 2.27. Consideremos el reticulo definido por el mismo diagrama de Hasse del
Ejemplo 2.26, pero las operaciones dadas por las siguientes tablas:
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En las tablas se comprueba que es un reticulo integral de Girard, divisible, es decir, una

MYV iélgebra. Los elementos idempotentes (0, ¢, e, 1) conforman Bs.

(&

(&

010

010]0]01]0

e
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2.8. Resumen

Las estructuras residuadas han sido estudiadas con muy diversas motivaciones. En este
trabajo hemos pretendido realizar el camino desde la primera definiciéon de monoide or-
denado reticulado con residuo a izquierda y a derecha, hasta el algebra de Boole. En
cada caso, los axiomas independientes se han combinado de formas diversas, y asi surgen
diferentes estructuras.

En esta seccion hemos intentado resumir las denominaciones méas frecuentes interrela-
cionandolas y resaltando en la clasificacion las que hemos mencionado en el presente
trabajo.

» FL Full-Lambeck dlgebra: [GJKOO01]
(L, \,V,®, —, —q,0,1), tal que: (L, A, V) es un reticulo, (L, ®, 1, <) es un monoide
ordenado y se satisface

rR@y<zsiysélosiz <y —gzsiysdlosiy<z—;z
» FL, Reticulo residual acotado: [Ono]
FL algebra (L, A, V,®, —;, —4,0,1), tal que: (L, A,V,0,1) es un reticulo acotado.

» RRG Reticulo residual generalizado: [Tur92]
(L, \,V,®,—,—4,0,1, ), tal que: (L, A, V,0, 1) es un reticulo acotado, (L, ®, e, <)
es un monoide ordenado y se satisface

rR@y<zsiysblosiz <y —gzsiysdlosiy<z—;z

» RLM Residuated lattice ordered monoid: [Gal04]
(L, \,V,®, —, —q,€), tal que: (L, A, V) es un reticulo, (L, ®,e) es un monoide y
se satisface

ry<zsiysolosiz <y—ygzsiysélosiy<xz—;z

» FL, Reticulo residual conmutativo no acotado: [Ono]
FL algebra (L, A\,V,®, —;, —4,0, 1), tal que: (L, ®,1, <) es un monoide ordenado
conmutativo.

» DFL FL algebras distributivas:
FL algebra (L, A\,V,®, —;, —4,0, 1), tal que: (L, A, V) es un reticulo distributivo.

= RFL FL &lgebras representables:
Productos subdirectos de FL cadenas 6 bien FL algebras tal que satisfacen:

1<[u—i((zVy) —iz)Qu]V[ve ((zVy) —iy) —qv]
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psMTL: pseudo Monoidal t-norm logic: [FGIO1]
FL, tal que (z —iy) V(y =iz) =1, (. =ay) V(y —ax) =1

psBL-GBL pseudo Basic logic, BL generalizada,: [FGI0O1], [NGI02],[JT02]
FL,, tal que 2 Ay = 2 ® (x —4 y) = (z —; y) ® . Son reticulos residuales
generalizados divisibles.

psMV-GMYV pseudo Multi Valuada 6 MV generalizada: [JT02], [Gal03], [GIO1]
psBL donde zVy = (y —; ) mqgx = (y =g ) = x

GL Monoide-reticulo de Girard: [H6h95]
Reticulo residual (L, A, V,®,—,—,0,1) tal que =—z = x.

CanRL RL cancelativos: [BCG03]
RL satisfacen: z = (z =4 y) ®vy, y =y (x —; x)

LG Grupos ordenados reticulos, I-grupos: [AF88], [Ge89]
RL que satisfacen 1 =2 ® (1 —; x) .

LG~ Cono negativo: [JT02]
BL cancelativas, integrales, generalizadas.

FL.,-CRL Reticulo residual comutativo: [KO01], [HRT02]
FL, v FL,.

IRL Reticulo residual integral: [H6h95]
CRL donde e = 1.

MTL-RL®Monoidal t-norm logic: [BT01]
FLe, tal que (x — y) V (y — x) = 1, es decir, reticulo residual con ley fuerte de
De Morgan [H6h95] o lineal.

BL BL &lgebras:[H&j97]
ML divisibles o psBL conmutativas, lineales.

HA-Br pseudo algebras de Heyting o algebras de Brouwer: [Mon95]
FL donde z Ay = x ® y. Si FL,, es algebra de Heyting.

RBr Algebras de Brouwer prelineales o hoops basicos idempotentes:

GBA Algebras de Boole generalizadas:
Algebras de Brouwer donde zVy = (x — y) — y o hoops de Wajsberg idempotes-
ntes, es decir, t @ r = x.

GA algebras de Godel o Heyting lineales: [H&j97], [Mon95]
BL, con x ® x = x 6 Heyting con prelinealidad.
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» I algebras producto: [H4j97], [Cin01]
BL donde =z < (2 — (z ®y)) — (y @ =)

» BA algebras de Boole: [H6h95], [DP02]
Heyting donde =—2 =2 6 MV donde x ® v =

OGeneralizado

Distributivo Integral |

Representable  Pistr.Integ.

Lineal

G i)'del
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Algunas subvariedades de reticulos residuales, ordenadas por inclusién.



Capitulo 3

Homomorfismos, Subalgebras y
Productos

3.1. Teoria de Homomorfismos

3.1.1. Homomorfismos

La definicién de homomorfismo en algebra universal, segin podemos encontrarla en S.
Burris y H.P. Sankappanavar es la siguiente:

Definicién 3.1. [BS81] Si A y B son dlgebras del mismo tipo F, una aplicacién a : A — B
es un homomorfismo de A en B si af®(ay, - ,a,) = fB(aay, -, aa,), para cada f
n-aria en &, y cada n-upla (ay,--- ,a,) € A". Si ademés « es epiyectiva, entonces B es
una imagen homomorfa de A.

La instancia de esta definicién para la variedad de los reticulos residuales resulta:

Definicién 3.2. Sean dos reticulos residuales: Ly = (Lq, Ay, V1, ®1, —1,01, 11, €1) y Ly =
(Lo, Ao, Vo, ®9, —9, 09, 15, €9). Una funcién h : Ly — Lo es un homomorfismo de L en
Ly si se verifican:

89
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h7) h(el) = €9.

Si h es sobreyectiva se denomina epimorfismo y Lo es una imagen homomorfa de L. Si
es inyectiva monomorfismo y si es biyectiva, isomorfismo.

Notacion 3.1. Si existe un isomorfismo entre L; y Ls, diremos que L y Ly son isomorfos
v lo notaremos L; = L.

Observacién 3.1. A fin de simplificar la escritura, pondremos L para representar
(L,\,V,®,—,0,1,€) y L para representar (L;, A;, Vi, ®;, =, 04, 1;, €;)

Observacién 3.2. Emulando la linea de trabajo seguida en [Mon95] analizaremos la
interdependencia de las condiciones:

= h; no es consecuencia de hy, hs, hs, hy, hs, hg:

Sean L el dlgebra de Boole con un dtomo, Ly el reticulo residual del Ejemplo 2.12 y
h : Ly — Ly definida por h(0) = 0, h(1) = 1. h satisface hy, ha, hs, ha, hs y hg, pero
h(el) 7é (&)

= h5 no es consecuencia de hy, ho, hs, ha, he v h7:

Sean Ly y Lg dos reticulos residuales, Ly con mds de un elemento (es decir, 0 # 1s).
h : Ly — Lo definida por h(z) = 1s, para todo = € L. h satisface hy, ho, hs, hy vy hg,
pero h(Ol) 7é 02

= hy4 no es consecuencia de hy, hs, hs, hs, he v hy:

Sean Ly y Lo dos reticulos residuales, L, con mas de un elemento (es decir, 0y # 1).
h : Ly — Lo definida por h(z) = 0y, para todo x € Ly, x # 11, h(1y) = 15. h satisface
hi, ha, hs, hs y he, pero no hy.

» Si Ly y Ly son reticulos residuales integrales, y se verifica hy, entonces se verifica
he.

En efecto:
Por el Lema 2.12.4), h(1) = h(z —1 x). Por hy, h(z —1 ) = h(x) —9 h(z) = 1.

= hg3, hy no son consecuencia de hy, ho, hs, hg v hr:

Sea L la cadena 07 < a <17y Ls la cadena 0, < b < 1,
con las operaciones definidas por las siguientes tablas:

®1 01 a 11 —1 01 a 11
01 0, 0, 0, 0q I L L

a 04 04 a a a 1; 1;
11 01 a 11 11 01 a 11
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X2 05 b 15 —9 09 b 1,
09 09 09 0 09 19 19 15

b 0y b b b 0y 19 1o
12 02 b 12 12 02 b 12

y h definida por la siguiente tabla:

T 0y |ally
h(Z‘) 02 b 12

Se verifican hy, ho, hs, hg pero:
h(a) ® h(a) =b®yb=0%# 05 = h(a ®; a)
h(a) —9 h(01> = b —9 02 = 02 7é b = h(a) = h(a —1 01)

Veamos ahora las condiciones que debe verificar una funcién h : L; — Ls para ser un
homomorfismo de reticulos residuales, segtn la clase a la que pertenezcan L; y Ly. En
cualquier caso, si se verifican hy y hs, entonces es claro que h(—yx) = —9h(x).

= Si son reticulos integrales basta verificar hy, ho, hs, hy y hs.
hg es consecuencia directa de hy v el lema 2.12.4).
= Si son reticulos lineales basta verificar hy, hs, hy v hs (6 ha, hs, ha y hs).

Dado que son reticulos lineales, se trata de reticulos integrales y por ello se verifica hg,
como valen las leyes de De Morgan, segtin la Observacién 2.14, se verifica hy. En efecto:

hz Viy) = h(=1(mx A 1y)) = —e(h(12) Ag h(1y)) = —2(—2h(z) A ~2h(y)) =
h(x) Vs h(y).

= Si son reticulos de Girard basta verificar hy, hg, hy, hs.

Ya que son reticulos de Girard, son reticulos integrales y vale hg. Por el Lema 2.26.2)
y 3) se verifican las leyes de De Morgan y se verifica hy razonando igual que en el caso
anterior.

= Si son reticulos divisibles basta verificar hs, hs, hy, hs.

Nuevamente se trata de reticulos integrales y se verifica hg, por ser divisible (segin la
Observacién 2.12) y por el Lema 2.21.2), de h3 y hy resulta hy.

= Sison BL algebras basta verificar hg, hy, hs.
Resulta del hecho de ser reticulos lineales y divisibles.

» Sison MV élgebras basta verificar hy, hs, hy, hs.
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he es consecuencia de la integralidad, mientras que hy resulta de la definicién de MV
algebra y hy.

Ejemplo 3.1. Consideremos las cadenas L1: 0 < p < 1 con las operaciones definidas por:

®1 0 P 1 —1 1 0 D 1

0 0 0 1 0 1 1 1

P10l p|p p | 0] 1] 1

1 10 p |1 1 0| p | 1
y la cadena Lo: 0 < a < b < ¢ < 1, con las operaciones:

Q9 0 a b c 1 —9 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
a 0 0 0 0 a a c 1 1 1 1
b 0 0 b c b b a a 1 1 1
c 0 0 c c c c a a a 1 1
1 0 a b c 1 1 0 a b c 1

Sea h la funcion definida por la siguiente tabla:

h(x) 0

Entonces h es un monomorfismo de reticulos residuales.

3.1.2. Filtros en reticulos residuales integrales

Definicién 3.3. [Pav79][H6h95] Sea L = (L, A,V,®,—,0,1) un reticulo residual inte-
gral, F' C L es un filtro de reticulo residual integral si satisface las siguientes condiciones:

(FO) 1€ F
(F1) Siz <y, z € F, entonces y € F
(F2) Siz,y € F, entonces t @y € F

Observacion 3.3. En esta tesis trabajaremos sobre filtros de reticulos residuales inte-
grales, y los llamaremos simplemente filtros. En caso de posibles confusiones hablaremos
de filtros de reticulos y filtros de reticulos residuales.
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Observacion 3.4. Llamamos filtro propio a un filtro propiamente contenido en el reticu-
lo. Salvo que se haga alguna aclaracién en especial, a lo largo de este capitulo cada vez
que se mencione un filtro nos referiremos siempre a un filtro propio. Es claro que F' es
un filtro propio si y solo si 0 € F.

Lema 3.1. Sea F' un filtro. F' es propio si y solo si no existe v € L tal que x y v — 0
pertenezcan a F simultdneamente.

Demostracién: Supongamos que z,x — 0 € F, entonces, por (F2) y el Lema 2.9.2-1)
podemos escribir: 0 =z ® (x — 0) € F.
Si F no es propio, 0 e Fy0—0=1¢€ F. O

Lema 3.2. Siz,y € F entonces:
1) xAyeF
2) x—-yeF
Demostracion:
1) Resulta de (F2), (F1) y el Lema 2.14.2): 2 @y <z A y.
2) Resulta de (F1) y el Lema 2.14.3): y <z — v.

O
Si bien la imagen homomorfa de un filtro, no es necesariamente un filtro en la variedad
de los reticulos, un homomorfismo de reticulos residuados preserva esta estructura, como
se verifica en el siguiente lema.

Lema 3.3. Sean (L1, A\1,V1,®1,—1,01,11), (L, Ao, Vo, o, —9, 09, 12) dos reticulos re-
siduales integrales, h : L1 — Lo un epimorfismo de reticulos residuales. Si F' es un filtro
de Ly, entonces h(F') es un filtro de Lo.

Demostracién: Dado que h es homomorfismo h(1y) = 15 y se verifica (F0). Para probar
(F1) supongamos que h(x) € h(F')y z € Ly tal que h(z) < z. Como h es un epimorfismo,
existe y € L tal que h(y) = zy 2 = h(y) = h(z) Vo h(y) = h(z V1Y), por he. Como z € F'
yaViy>zresultaxz Viy € Fy z€ h(F). (F2) resulta sencillamente por hs. O

Observacién 3.5. Del Lema 3.2.1) se sigue que todo filtro de reticulo residual es filtro
de reticulo, pero la reciproca en general no es vélida.
En efecto: Si consideramos en el Ejemplo 2.13 el filtro de reticulo principal generado por
p, es decir,

F(p) ={p,q,r,s,t,u,v,1}

vemos que p@p=0¢ F.
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Lema 3.4. Sea (L,A\,V,®,—,0,1), un reticulo residual F(a) el filtro de reticulo gene-
rado por a es filtro de reticulo residual si y solo si a es idempotente.

Demostracién: Supongamos en primer lugar que a es idempotente. (FO0) y (F1) se
verifican trivialmente, debemos probar (F2). Sean x,y € F(a), entonces a < z, a < y.
En virtud del Lema 2.9.3) escribimos ¢ = a®a < x ®y vy, en consecuencia x @ y € F(a).

Para ver la reciproca supongamos que F'(a) es filtro y, sabiendo que a € F(a), por (F2)
necesariamente a ® a € F(a) y, por lo tanto, a < a ® a. Aplicando ahora el Lema 2.14.2)
resulta la igualdad. O

Corolario 3.1. Los filtros de un reticulo residual integral finito, son los filtros de reticulo
principales generados por los elementos idempotentes.

Demostraciéon: Si L es reticulo residual finito, sus filtros de reticulo seran los filtros
principales, pero para que sea filtro de reticulo residual, segin la proposicién anterior,
debe ser generado por un elemento idempotente. O

Lema 3.5. Si (L, \,V,®,—,0,1), es un reticulo residual lineal no totalmente ordenado,
entonces tiene al menos un filtro principal no trivial.

Demostraciéon: En virtud del Lema 2.18 L\ {1} posee al menos dos elementos maximales
distintos, sean a y b, en especial, 1 = a V b. Sea F, = {z € L : Vb= 1}, veamos que
F, es un filtro. (FO) y (F1) se verifican trivialmente. Comprobemos (F2). Sean z,y tales
que x Vb =yVb=1 veamos que (z®y) Vb =1 Dado que Vb =yVb=1,
bastara con probar que 1 = (z Vb) ® (y Vb) < (x ® y) V b. Por la Condicién (2.13)
(Vb)) @ (yVb) < (r®y)Vbesequivalente a Vb < (yVb) — ((z ®y) Vb) y esto
se verifica six < (yVb) — (z®@y)Vd) yb<(yVvVb) — ((r®y)Vb). Por el Lema
2122) 2 < (yVb) — ((x®y) Vb) es equivalente a v — ((y Vb) — (zr®y) Vb)) =1,
que por el Lema 2.9.10) puede escribirse (x ® (y Vb)) — ((z @ y) Vb) = 1 y nuevamente
aplicando el Lema 2.12.2) vemos que es equivalente a © ® (y V b) < (x ® y) V b, pero
por el Lema 2.9.6) z® (y Vb) = (x ®y) V (x @ b), y resulta que debemos probar que
(z@y)V(r®d) < (r®y) Vb Esto se verifica yaque: r @y <zQyyaz®b<by
aplicando supremo a ambos desigualdades obtenemos el resultado deseado.

Para ver que b < (z ®y) Vb < (yVb) — ((z ®y) Vb) basta aplicar el Lema 2.14.3).
Hemos probado que F, es un filtro. Vemos que es un filtro propio ya que 0V b # 1. Dado
que es finito, existe ag = A{z : x € F,}, de este modo F, = F'(ap), un filtro principal. O

Corolario 3.2. Si L es un reticulo lineal no totalmente ordenado, entonces tiene al
menos un elemento idempotente.

Demostracion: Inmediata, a partir del Lema 3.4 y el Lema 3.5. O

Lema 3.6. La interseccion de filtros es un filtro.
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Demostraciéon: Sea {F;};c; una familia de filtros y F' = ﬂ F;.

iel
Dado que 1 € F; para todo i € I resulta que 1 € F'y se verifica (F0).
Para verificar (F1) observemos que si x <y, = € F, entonces x € F; para todo i € [y,
en consecuencia, por (F1), y € F}, para todo i € I, es decir, y € F.
Con un argumento similar, si e y son elementos de F', entonces x e y son elementos
de F; para todo ¢ € I, y aplicando (F2) x ® y € F; para todo i € I y, en consecuencia
TRy e F. O

Lema 3.7. Sea F un filtro. x,y € F si y solo si x Ny € F.

Demostraciéon: Si z,y € F por el Lema 3.2 resulta x Ay € F. Para la implicacion
contraria basta aplicar (F1). O

Definicion 3.4. Si S es un subconjunto no vacio de L, el filtro generado por S es la
interseccion de todos los filtros que contienen a S. Afirmamos que se trata de un filtro
en virtud del Lema 3.6.

Notaremos con (S) al filtro generado por S.

Observacién 3.6. En el conjunto F(L) de todos los filtros ' de L consideramos la
relacion de orden parcial determinada por la inclusiéon de conjuntos. Segin esta relacion
de orden, el filtro generado por S es el menor filtro que contiene a S. Es decir, se verifica
el siguiente lema:

Lema 3.8. Si L = (L,A,V,®,—,0,1) es un reticulo residual integral y S C L, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) F=(S)
2) F satisface las siguientes condiciones:

(FG1) SC F,
(FG2) F es un filtro,
(FG3) Si G es un filtro tal que S C G, entonces F' C G.
Demostracién: 1)=- 2) Por la definicién de interseccién se cumple (FG1) y por la propia

definicién de filtro generado (Definicién 3.4) se cumple (FG2). Supongamos entonces que
G es un filtro que contiene a S, por la definicién de (S) resulta F' C G.

2)=- 1) Supongamos ahora que F' satisface (FG1),(FG2) y (FG3). Por (FG1), (FG2)
y la definicién de (S) resulta (S) C F. Ahora bien, (S) es un filtro que contiene a S,
entonces aplicando (FG3) resulta F' C (S) y obtenemos la igualdad. O
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Lema 3.9. [Tur99] Si S es un subconjunto no vacio de un reticulo residual integral L,
entonces

Sp={x e L: existen s1,---,s, € S satisfaciendo s; ® --- ® s, < v}
es un filtro que contiene a S.

Demostraciéon: S C Sy es trivial. Veamos que Sy es un filtro.
(FO) se satisface ya que s < 1 para todo s € S, (F1) se satisface por la propiedad
transitiva de <y, finalmente (F2) por la monotonia del operador ®. O

Teorema 3.1. Si S es un subconjunto no vacio de un reticulo residual integral L, en-
tonces Sy = (S), el filtro generado por S.

Demostracion: Por el Lema 3.1 S; es un filtro que contiene a S. Para ver que es el
menor, consideremos un filtro G tal que S C GG y un elemento x tal que s;®---®s, < z,
para algunos sp,---,s, € 9, dado que S C G aplicando (F1) y (F2) se concluye que
x € G, esdecir, Sy C Gy Sp=(9). O

Siguiendo la construccién de filtro generado para algebras de Heyting dada en [Mon95],
enunciamos el siguiente lema:

Lema 3.10. Sea F un filtro de un reticulo residual integral L, x € L tal que x @ x = x.
Notemos (F,x) al filtro generado por F'U{z}. Entonces (F,z) ={y:z —y € F}.

Demostracién: Sea F,) = {y : © — y € F}, por el Lema 3.8 probaremos que F(,
satisface (FG1), (FG2) y (FG3).

(FG1): Debemos probar que F'U{x} C F;). Seay € F, por el Lema 2.9.1-i), y <2 — y
y resulta x — y € F', por (F1). Resulta entonces que y € F{;). Ademas r -z =1¢€ F
por (F0), y se satisface lo que queremos probar.

(FG2): Veamos ahora que F{g) es un filtro: (FO) se verifica por el Lema 2.9.1). Para ver
(F1) seay1 <y, y1 € Fiy), por el Lema 2.9.2-1) resulta . — y; <@ — 3. Como y; € Fly)
resulta * — y; € F, y aplicando (F1) para F resulta x — yo € F'y, en consecuencia,
Y2 € Flpy. Es decir, F{,) satisface (F1). Finalmente, sean y, 2z € F{;), entonces x — v,
x — z € F. Por (F2) para F resulta que (z — y) ® (x — z) € F. Por el Lema 2.9.18),
y considerando que z ® x = z podemos escribir x — (y® z) = (z®z) = (Yy®2z) >
(z —y)®(z — 2) € F, por (F1) para F resulta que t — (y®z2) € F ey ® z € Fy).

(FG3): Sea G un filtro tal que FU{z} C G.Siy € Fy) resultax — y € I’ C G. Entonces
xz,x —y € Gy por (F2) para G resulta z ® (zr — y) € G. Ademas, por el Lema 2.9.2-i)
resulta z ® (r — y) < y y aplicando (F2) a G resulta y € G. Hemos probado, entonces,
que F(x) CG. O
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Observacién 3.7. Si x € F resulta (F,z) = F. En efecto: sean x, + — y € F. Por el
Lema 2.9.2-) z ® (x — y) < y; por (F2) x ® (x — y) € F y por (F1), y € F.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.2. Consideremos el reticulo residual del Ejemplo 2.26. F' = {f,1} es un
filtro. b es un elemento idempotente. (F,b) = {y : b — y € {f,1}} = {b,d,e, f, 9,1}
y puede verificarse en las tablas que satisface (F0), (F1) y (F2). a no es un elemento
idempotente. {y : a — y € {f,1}} = {a,c,d, f, g, 1} es filtro de reticulo, pero no satisface
(F2).

En el Lema 3.10, para caracterizar al filtro generado por un filtro y un elemento x,
hemos necesitado la idempotencia de x para probar que se satisface (F2). Para obtener
un resultado aplicable a un elemento x cualquiera, introduzcamos las potencias n-ésimas
de z:

Definicion 3.5. Definimos por recurrencia la n-ésima potencia de x, x™, del siguiente
modo:

20 =1,

n+1

" = 2" ® x, para todo n € INy.

Consideremos el conjunto F® = {y : existen € IN tal que 2" — y € F}. Las de-
mostraciones de (FG1) y (FG3) del Lema 3.10 siguen siendo vélidas. Para (FG2) las
demostraciones de (F0) y (F1) son las mismas. Veamos cémo demostrar (F2).
Consideremos y, 2 € F®) entonces Existen n y m tales que 2" — y, 2™ — 2z € F.
por (F2) para F resulta que (z" — y) ® (2™ — z) € F. Por el Lema 2.9.18), escribi-
mos "M — (y®z) > (2" — y) @ (¢ — z) € F, y por (F1) de F resulta que
"M — (y®2) € F, de donde y ® z € F@),

Este razonamiento demuestra el siguiente lema:

Lema 3.11. Sea F' un filtro de un reticulo residual integral L, x € L. Notemos (F, ) al
filtro generado por F'U {x}. Entonces (F,x) ={y: existe n € N tal que 2" — y € F}.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.3. Volvamos al Ejemplo 2.26. F' = {f, 1} es un filtro. Los elementos a y ¢
no son idempotentes.
(Fya) ={y: existen € N tal que a" -y € {f,1}} = L, yaque a® a = 0.

(F,g) ={y: existe n € N tal que g — y € {f,1}} = {b,d,e, f,9,1} C L.
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Observacion 3.8. Si z es un elemento idempotente, ™ = = y por lo tanto el Lema 3.10
es un caso particular del Lema 3.11.

Dado que 1 € F' para todo filtro F', podemos considerar el filtro generado por un elemento
a € L, que notamos (a), como el filtro generado por {1} U {a}. Es decir: (a) = ({1}, a),
resulta entonces que, (a) = {z : existe n € IN tal que a" — x = 1} y dado que L es un
reticulo residual integral tenemos que: (a) = {x : existe n € IN tal que a™ < z}.

3.1.3. Sistemas deductivos en reticulos residuales integrales

Definicién 3.6. [Tur99] Sea (L, A,V,®,—,0, 1) un reticulo residual. ) € D C L es un
sistema deductivo si satisface:

(D1) 1€ D,
(D2) Siz, x — y € D entonces y € D.

Observacién 3.9. En [CT97] los autores llaman filtro implicativo a un subconjunto de
un reticulo residual que satisfaga (D1) y (D2).

Observacién 3.10. Si 0 € D, entonces D = L. Por (D1) sabemos que 1 € D, ademés
por el Lema 2.12.2) 0 — y = 1, para todo y € L. Es decir, 0 € D y 0 — y € D, para
todo y € L, en consecuencia, aplicando (D2), resulta y € D, para todo y € L.

Lema 3.12. Sea D un sistema deductivo. D es propio si y solo si no existe x € L tal
que x y x — 0 pertenezcan a D simultaneamente.

Demostracién: Supongamos que =,z — 0 € D, entonces, por (D2)0€ Dy D = L.
Si D no es propio, 0 e Dy 0 —0=1€ D. O

Observacién 3.11. (D2) es equivalente a:
(D) z € D, y& D, entonces v — y & D.

En efecto: Supongamos que z € D, y ¢ Dy (D2). Si 2 — y € D, entonces y € D, lo
que contradice la hipdtesis, en consecuencia x — y € D.

Reciprocamente, si x,z — y € D y (D’), entonces si fuera y ¢ D resultaria v — y ¢ D,
lo que contradice la hipotesis.

Observacion 3.12. Si D es un sistema deductivo, entonces se verifican:
1) Size D, y¢ D, entonces v — y & D,
2) Size D, ye D, entonces x —y € D,

3) Six ¢ D, y € D, entonces v — y € D.
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1) sigue de la Observacién 3.11, supongamos ahora que y € D. Por el Lema 2.14.3)
y <z —yyporel Lema2122)y — (r —y) =1y 1€ D por (D1). Entonces y € D,
y — (x — y) € D, por (D2) resultaz — y € D yaseaquex € D 6 = ¢ D, lo que prueba
2)y 3).
En cambio, si x € D, y € D, no se puede afirmar nada, como muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.4. En el ejemplo 2.26 F(f) = {f, 1} es un sistema deductivo a & F(f), ¢ &
F(f), ademas,a = c=1€ F(f)yc—a=g¢ F(f).

Mas adelante retomaremos esta idea.

Lema 3.13. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual y ) C D C L. D es sistema
deductivo si y solo si D es filtro de reticulo residual.

Demostracién: Supongamos que D es un sistema deductivo. (F0) se verifica trivial-
mente por (D1), para verificar (F1) observemos que si x < y y x € D resulta, por el
Lema 2.12.2) x - y=1¢€ D y por (D2) y € D.

Sean z,y € D, aplicando el Lema 2.12.2) y el Lema 2.9.10) podemos escribir: 1 =
(z®y) — (x®y) =2 — (y — (x®y)). Aplicando iterativamente (D2), como z y 1 €
D, resulta x @y € D.

Supongamos ahora que D es un filtro. Igual que en la implicacién anterior (D1) se veri-
fica trivialmente de (FO0).

Sean z, * — y € D. Por el Lema 2.9.2-1) z ® (x — y) < y; por (F2) z®@ (x - y) € Dy
por (F1), y € D. O

Corolario 3.3. La interseccion de sistemas deductivos es un sistema deductivo.

Demostraciéon: Por este lema, una familia de sistemas deductivos es una familia de
filtros. Por el Lema 3.6 la interseccion de filtros es un filtro y nuevamente por este lema,
este filtro es un sistema deductivo. O

Definicion 3.7. Si S es un subconjunto no vacio de L, el sistema deductivo generado
por S es la interseccion de todos los sistemas deductivos que contienen a S.
Notaremos con ((S)) al sistema deductivo generado por S.

Observacién 3.13. En el conjunto 8D(L) de todos los sistemas deductivos D de L
consideramos la relacion de orden parcial determinada por la inclusién de conjuntos.
Segun esta relacién de orden, el sistema deductivo generado por S es el menor sistema
deductivo que contiene a S. Es decir, se verifica el siguiente lema:

Lema 3.14. Si L = (L, A,V,®,—,0,1) es un reticulo residual integral y S C L, las
siquientes condiciones son equivalentes:
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2) D satisface las siguientes condiciones:

(SDG1) S C D,
(SDG2) D es un sistema deductivo,
(SDG3) Si G es un sistema deductivo tal que S C G, entonces D C G.

Demostracion: Trivial. O
Lema 3.15. 57 S es un subconjunto no vacio de un reticulo residual integral L, entonces
Sqe=A{x € L: existen s1,---,s, €S, tales que s; — (sg — (- (s, = x)--+)) =1}

es un sistema deductivo de L que contiene a S.

Demostraciéon: Sean x € L, s1,---,s, € S. La condicién
s (52 (o (30— ) ) = 1

es equivalente a $1 ® + -+ ® s, < x, por los Lemas 2.9.10) y 2.12.2) . Es decir, S; = (S5).
Finalmente, por el Lema 3.13 es sistema deductivo. O

Teorema 3.2. Sea S un subconjunto no vacio de un reticulo residual integral L, entonces
Sq = ((5)), el sistema deductivo generado por S.

Demostracion: Inmediata del Teorema 3.1 y el Lema 3.15. O

Observacién 3.14. Claramente {1} y L son sistemas deductivos. Si D es sistema de-
ductivo, entonces para cada x € L se tiene que x € D si y s6lo si 2™ € D cualquiera que
sea n numero natural.

En efecto, dado que un sistema deductivo es filtro, en virtud de (F2), si € D necesa-
riamente " € D. Para ver la reciproca basta aplicar (F1).

Lema 3.16. Sea (L, A\,V,®, —,0,1) un reticulo residual lineal, a,b € L tal que aVb =1,
entonces a* V b? = 1.

Demostraciéon: Dado que aVb = 1, resulta (aVb)®1 = (aVb)®@(aVb) = a®*Vb*V (a®D),
por el Lema 2.9.6). Veamos que a ® b < a? V b?. Por el Lema 2.12.2) probaremos la
igualdad: (a®b) — (a?Vb?) = 1. Por el Lema 2.9.10) afirmamos que (a®b) — (a*Vb?) =
(a — (b— (a®> Vb?))), que por el Lema 2.16.2) resulta (a — (b — a?)) V (a — (b — b?)).
Aplicando ahora el Lema 2.9.11) obtenemos (b — (a — a?)) V (a — (b — b?)).

Dado que =z ® x = 22, cualquiera que sea x € L, por la condicién de par adjunto
resulta a < a — a® y por el Lema 2.94-i) b — a < b — (a — a*). Andlogamente
a—b<a— (b—1?). Por la linealidad de L afirmamos 1 = (a — b) V (b — a) <
(a— (b= b))V (b— (a— a?)

Conclufmos, entonces, que a® V b? V (a ® b) = a* V b? y, en consecuencia, > Vb? =1 O
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Corolario 3.4. En las condiciones del Lema, a™ vV 0" = 1, para todo n € IN.

Demostracién: Sabemos que a?V b2 = 1, es inmediato ver que a' V2" = 1, cualquiera
que sea k € IN. Sea n € N. dado que n < 2" resulta a®" < a”. Del mismo modo %" < b,
En consecuencia 1 = a?" Vv b*" < a" vV b". Es decir, a" V b" = 1. O

Observacién 3.15. a° V° =1V 1 =1, para todo a,b € L.

Lema 3.17. Sea L un reticulo residual integral y F un filtro de L, entonces para todo
x,y € L se verifican:

n

D @@vyr=\a"*ay"

2) Si existen ng,ny, € N, 2, 2, € L tales que 2" ® z, <t yy™ ® 2z, < t, entonces

(zVy)=t™ @z, @2, <t.

Demostracién: 1) Se verifica trivialmente para n = 1. Supongamos valido para n y
probémoslo para n + 1.
Por la Definicién 3.5 (z V y)"™!

Vit ey)e(zvy) = (

(xVy)" @ (xVy). Ademés, (x Vy)" @ (x Vy) =

(z"* @ y*) ®w> v <\n/ (" " ®y’“)) ®y =

<=

k=0 k=0 k=0

n n n n+1

\/ (l‘n+1_k ® ykz) V. \/ (l’n_k ® yk-i-l) _ \/(xn+1—k ® yk) V. \/ (xn—i-l—k ®yk ) _
k=0 k=0 k=0 ko=1

n+1

(l‘(n+1)_k ® yk).

<

k=0

Ng+Ny

2)Por el inciso anterior, (z V y)™ ™™ @ 2z, ® z, = ( \/ (zn=t (k) @ yk)) Rz, ®zyy
k=0

serd (z V y)" ™ ® z, ® z, <t siy sélo si todos los términos lo son. Consideremos uno

cualquiera de ellos: 2"t @k @ 2, ® zy. Si k < ny resulta etk @k @ 2, ® Zy =
(2" ®z) @M PN @Y Rz, <term P eyrez, <t

Si k> n, resulta y* <y y 2"t @b @ 2 ® 2z, = 2R R 2, @ (Y@ 2,) <
et R @ 2, @ (Y @ 2,) <a TR Rz, @t < L.

Corolario 3.5. Siz™ ® 2z, =0 e y™ ® z, = 0, entonces (z V y)"* ™™ & 2, ® z, = 0.

Demostracién: Basta tomar ¢ = 0 en el enunciado anterior. O
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3.1.4. Congruencias y cocientes

Recordemos la definicién de congruencia del algebra universal, tal como la encontramos
en el libro de S. Burris y H.P. Sankappanavar:

Definicién 3.8. [BS81] Sea A un dlgebra de tipo F y 6 una relacién de equivalencia en
A. Entonces 0 es una congruencia en A si para cada f € Fy cada elemento a;,b; € A, si
se verifica a;0b; para 1 < i < n, entonces f(ay, ag, -+ ,a,)0f4(by, by, -+ ,by) se verifica.

Para la variedad de los reticulos residuales resulta:

Definicién 3.9. Sea L = (L,,A,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral y ¢ una
relacién de equivalencia en L. Entonces 0 es una congruencia en L si para cada x, 2/, yy’ €
L tal que x0y vy 2’0y’ se verifican:

(xA2")0(yNY),
(zva)o(yVvy),
(z@2)0(yey),
(

r— )0y —y).

(C1)
(C2)
(C3)
(C4)

Lema 3.18. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral, F' un filtro propio de
L. Entonces la relacion =p definida por:

x=pysiysolosi(r—y) ANy—zx)eF (3.1)
es una congruencia no trivial en L.
Demostracion: En efecto:
i) =p es una relacién de equivalencia en L.

La propiedad reflexiva es consecuencia del Lema 2.12.4), la simetria estd dada por la
propia definicién. Probemos la propiedad transitiva. Sean (r — y) A (y — x) € F
y(y — 2)AN(z —y) € F. Por (F1) x — y,y — z € F, aplicando (F2) resulta
(x = y)®(y — 2) € Fyporel Lema 2.9.5) y (F1), z — 2 € F. Andlogamente se ve
que z — x € F'y por el Lema 3.7 resulta (z — 2) A (2 — x) € F.

i) Siz=p a2’y y=ry, entonces (z Ay) =r (' ANY').

Six =p 2 ey = ¢/, entonces x — 2/ € Fey — y € F. Por el Lema 2.9.8)
(xhy) = (@ ANY)=((xANy) — 2)A((x Ny) — ). Ademds, por el Lema 2.9.12)
(@Ay) =2’ 2@—a)Vy—a)zz—a'y ((My) Y)=@@—-y)Vy—y)=

y — y'. De la misma manera resulta (2’ Ay') — (x Ay) € F. Entonces por el Lema 3.7
y (F1) resulta (z Ay) =r (' A Y).
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iii) Siz =p a2’ yy=py, entonces (zVy)=r (2’ V).

Siz =p 2’ ey =p ¢/, entonces x — 2’ € Fey — y € F. Por el Lema 2.9.9) se
tiene: (zVy) — (2’ Vy)=(x — @ VYY) Ay — (@ Vy)). Ademas considerando
el Lema 2.9.13) resulta x — (2’ V') > (x — 2/)V (r — ¢') > x — 2/ y también
y— (@Vy)=(y—2)V(y—y)>y—y. Entonces por el Lema 3.7 y (F1) resulta
(xVy) =F (@' VY).

iv) Siz =p a2’ ey =py/, entonces (z Q@ y) =f (' @Y).

Six=pa2' ey=py, entonces x — 2’ € F ey — ¢y € F. Aplicando la condicién de par
adjunto (2.13) y el Lema 2.9.2-1) y 3) se tiene: 2@ (z — 2')@y®(y — ') < 2'®Yy/, esto es,
(2@y)@(z =)@y —y) <2'®@y. Ademds (z — 2)®(y — ¥) < (z0y) — (2'QY).
Entonces por el Lema 3.7 y (F2), resulta (z @ y) =r (' @ ¥/).

v) Siz =2’ ey=ry, entonces (x — y) =p (' — /).

Probaremos que si © = 2/, entonces (z — z) =p (¢ — 2) y (2 — x) = (2 — ), para
todo z € L. Luego, aplicando la propiedad transitiva de la congruencia, resulta lo que
queremos demostrar.

Como = =p o/, entonces v’ -z € Fyxz — 2’ € F.

Por el Lema 2.9.4-1) 2/ — x < 2/ — ((x — z) — 2), que por el Lema 2.9.11) resulta
¥ —x < (xr— z2) — (¢ — z). Por (F1) para F resulta (r — 2) — (¢/ — 2) € F.
Andalogamente se obtiene ((z' — z) — (r — 2z) € F. Entonces, por el Lema 3.7,
(r — 2) =p (¢ — y2).

Por el Lema 2.9.20) ' — z < (2 — ') — (2 — x), aplicando (F1) para F resulta
(z = 2') = (2 — x) € F. Andlogamente (z — x) — (z — ') € F. Entonces, por el
Lema 3.7, (z = z) =p (2 — 2/).

vi) 0#p 1.

0#plyaque (0—=1)A(1—0)=0¢F. O

En algebra universal, dado un homomorfismo h : A — B se define la congruencia no
trivial ker(h) del siguiente modo:

Definicion 3.10. Dado un homomorfismo h : A — B se denomina nicleo - o kernel de
h y se nota ker(h) a la relacién binaria:

ker(h) = {(a,b) € A* : h(a) = h(b)}.

Veremos que ker(h) es una congruencia que coincide con la dada en la Definicién 3.18
para el filtro ntcleo.
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Definicion 3.11. Dado un homomorfismo h : L; — Ly se denomina filtro nicleo - o
filtro kernel de h y se nota Ker(h) a la imagen completa inversa de 1o, es decir:

Ker(h) =h '{12}] C L,

Observemos en primer lugar que dado un homomorfismo h, el filtro niicleo Ker(h) es un
filtro (o un sistema deductivo):

Lema 3.19. Ker(h) tiene las siguientes propiedades:

1) 1, € Ker(h).

)
2) Sixz <,y yux € Ker(h), entonces y € Ker(h).
3) Sixz,y € Ker(h) entonces x @,y € Ker(h).

)

4) Six,x —1y € Ker(h), entonces y € Ker(h).

Demostracion:

2) Si z <; y, entonces h(z) <o h(y), y como = € Ker(h), entonces h(x) = 1. En
consecuencia h(y) = 1y y resulta y € Ker(h).

3) Siz,y € Ker(h), entonces h(xz) = h(y) = 1a, de donde h(x ®, y) = h(z) ®2 h(y) =
12 (o) 12 = 12 y resulta = &1 Yy e K@T(h)

4) Si z,x —; y € Ker(h), entonces h(z) = h(z —1 y) = 1o, luego, 15 = h(z) ®2
h(z —1 y) = h(x ®1 (r —1 y)) < h(y), por el Lema 2.9.2-i), de donde h(y) = 15 ¥,
por lo tanto, y € Ker(h).

O

Lema 3.20. Sea h : Ly — Ly un epimorfismo. h es isomorfismo si y sélo si Ker(h) =

{1}

Demostracién:

Supongamos que x; € Ker(h), entonces h(z1) = 1o = h(1;), entonces h inyectiva implica
x1 = 1y y, en consecuencia, Ker(h) = {1;}.

Para ver la reciproca, sea h(x1) = h(y;). Entonces: 1o = h(z1) —2 h(y1) = h(z1 —1 1),
por lo tanto x; —1 y; € Ker(h), pero Ker(h) = {1;} y resulta x; —1 y; = 11, es decir
1 <1 y1. Analogamente y; <; z1 y de alli la igualdad. O

Lema 3.21. Sean Ly = (L1, A1, V1, ®1, —1,01, 11), Ly = (L2, Ag, Vo, ®2, —2, 09, 19) dos
reticulos residuales y h : Ly — Lo un homomorfismo de reticulos residuales. entonces
son equivalentes:
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2) v =1y, y >z € Ker(h)
3) (x —1y) N\ (y —12) € Ker(h).

Demostracién:
1) = 2): Si h(z) = h(y), por hy y hg resulta 1y = h(z) —2 h(y) = h(x —1 y), es decir
x —1y € Ker(h). Andlogamente, y —; = € Ker(h).

2) = 3): Supongamos que r —; y,y —1 x € Ker(h), entonces por el Lema 3.19.3)
(x —1 y) ®1 (y —1 x) € Ker(h). Por los lemas 2.12.1) y 3.19.2), (x —1 y) ®1 (y —1
x) <y (x =1 9) A1 (y —1 x) € Ker(h).

3) = 1): Si(x —1 y) A1 (y —1 ) € Ker(h), entonces 1y = h((x —1 y) A1 (y —1 ) =
W =1 y) A by =1 @) = () =2 h(y)) A2 (h(y) —2 h(x)) . Entonces h(x) — h(y) =
h(y) —2 h(z) = 15 y por el Lema 2.12.2) resulta h(z) = h(y).

|

Corolario 3.6. Si L, Ly son divisibles, cualquiera de los enunciados anteriores es equi-
valente a:

4) Emisten z,t € Ker(h) tal que x ®1 2 = y @1 t.

Demostracion:

Veamos 2) = 4): Supongamos que © —; y,y —; © € Ker(h), por el Lema 2.21.2)
x®1 (x —1 y) = x A1 y. Andlogamente y ®, (y —1 =) = y A1 x. Es decir, tomando
z=ux —1y,t =1y —1 x se verifica la proposicién.

4) = 1): Seax®12 = y®4t, con z,t € Ker(h). Entonces h(z) = h(x)®31y = h(z®,2) =
h(y ®1 1) = h(y) ©2 12 = h(y). O

Teorema 3.3. Sean Ly y Ly dos reticulos residuales, h : Ly — Lg un homomorfismo,
entonces (x,y) € ker(h) siy sélo si x =gern) Y-

Demostracion:
Sigue directamente de la Definicion 3.18 y el Lema 3.21. O

Observacidén 3.16. Esta caracterizacion de la congruencia ker(h) mediante un filtro, no
es posible en cualquier variedad, como se puede ver en el siguiente ejemplo de reticulos:
Consideremos L la cadena {0, p, 1}. Definimos hy, hy : L — L por las siguientes tablas:

z |0|p|l z |0|p|l
hi(z) |0 | p|1 ho(z) [0 0|1

Ker(hy) = Ker(hy) = {1} pero ker(hy) es la identidad, mientras que (0,p) € ker(hs).
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Notacion 3.2. En lo que sigue, dado que no lleva a ningin tipo de confusion y con el
solo fin de simplificar la notacién escribiremos L/F por L/ =p.

Observacion 3.17. Entonces, si F' es un filtro en L, en virtud del Lema 3.18 resulta que
L/ F puede ser provisto de la estructura de reticulo residual integral inducida por el paso
a cociente, siendo (L/F, Ap,Vp, @p,—p,[0]F, [1]F) tal que la aplicacién qp : L — L/F
es un homomorfismo sobreyectivo. Mas atin, es valido el siguiente corolario:

Corolario 3.7. [H6h95] Sea (L, A,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral no trivial.
Entonces existe una aplicacion biyectiva entre el conjunto F(L) de los filtros en L y el
conjunto Q(L) de todos los cocientes del reticulo residual.

Demostracion:

Sean Q(L) y F(L) respectivamente el conjunto de los cocientes y los filtros de L y las
aplicaciones ¥ : F(L) — Q(L) definida por W(F) = L/F y & : Q(L) — F(L) por
®(L/0) = Ker(qyp), donde gy es el epimorfismo candnico asociado a 6. Probaremos que
((I) 9] \I’) = [dgr(L) y (\I/ 9] (I)) == [dQ(L).

En primer lugar veamos que (PoW) = Idgr): (PoV)(F) = ®(L/F) = Ker(qr) = F. En
efecto: Ker(qp) ={z: (r - 1)AN(1—-zx)e F}={z: 1Az e F}={rv:xce€ F}=F.
Calculemos ahora (Vo ®)(L/0) = V(Ker(q)) = L/Ker(qs) = L/6. En efecto: Por el
Teorema 3.3 a =ger(g,) b €s equivalente a (a,b) € ker(gy). Ademas, (a,b) € ker(q) <
lalg = [blg < (a,b) € 0. Es decir, Ker(qy) = 6 y resulta lo que queriamos probar. |

Lema 3.22. [H6h95] Sean L, Ly, Ly tres reticulos residuales. hY) : [ — L1, h® . L — Ly
dos epimorfismos tales que Ker(h") = Ker(h®), entonces Ly es isomorfo a Ls.

Demostracién:
Sean Ker(h) = Ker(hV) = Ker(h?) y qx el epimorfismo canénico. Resulta entonces
que L/Ker(h) es isomorfo a Ly y a Ly, de donde L; es isomorfo a L.

A K2
Ll L L2

L/Ker(h)

Observacién 3.18. Petr Hajek en [H4j97] define la relacién de equivalencia:

rpysiysolosi (v —vy)y (y—x)€F. (3.2)
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Por el Lema 3.7, esta definiciéon coincide con la que hemos visto.
Esko Turunen en [Tur99] define la relacion de equivalencia:

rrpysiysolosi (zr—y)®(y—x)€F. (3.3)

Veamos que esta relacién es exactamente la misma que definida en el Lema 3.18.

En efecto: Si & ~p y resulta (zr — y) A (y — ) > (v — y) ® (y — x) € F' y aplicando
(F1), x =p y.

Si x =p y por el Lema 3.7 (z — y), (y — ) € F y aplicando (F2), resulta = ~p y.

Ejemplo 3.5. Hallemos todas las imagenes homomorfas del reticulo residual del Ejemplo
2.26. Como es finito todos los filtros de reticulo son principales, pero F'(a), F(d) y F(g)
no son filtros de reticulo residual. Analicemos qué ocurre con cada cociente:

n F(b) = (b) ={b.d.e, f 9,1},
L/{b) es el dlgebra de Boole con un atomo, donde [0] = {0,a,c} y [1] = (b).
» F(c) = () = {c, [, 1},

f}/>(c>, es la MV-algebra [0] < [a] < [1], donde [0] = {0,b, e}, [a] = {a,d,g},[1] =

= Fle) = (e) = {e,9, 1},

%/>(e> es el dlgebra de Heyting [0] < [b] < [1], donde [0] = {0,a,c}, [b] = {b,d, f},[1] =

« F(f) = () ={/1},
L/([), donde [0] = {0}, [a] = {a}, [b] = {b, e}, [c] = {c},[d] = {d, g}, [1] = (f)-

Ademiés L/(c) y L/(e), son dos imagenes homomorfas con la misma cantidad de ele-
mentos, pero no isomorfas. En efecto, si existiera un isomorfismo h : L/(c) — L/{e),
entonces h([a]) = [b] pero h(a) @ h(a) =b®@b=0>by h(a® a) = h(0) = 0.

Observacion 3.19. La estructura de reticulo residual integral, lineal, o divisible se
preserva por cocientes, en particular el cociente de una BL algebra es una BL algebra,
como era de esperar, dado que conforman variedades.

3.2. Subreticulos residuales

La definicién de subdlgebra en algebra universal, segiin se puede encontrar en el libro de
S. Burris y H.P. Sankappanavar es la siguiente:
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Definicién 3.12. [BS81] Sean A y B dos dlgebras del mismo tipo. B es una subdlgebra
de A si B C Ay toda operacién fundamental en B es la restriccion de la correspondiente
operacion de A, es decir para cada f, fB es la restriccién de fA a B. Un subuniverso de
A es un subconjunto B C A cerrado respecto bajo las operaciones fundamentales de A.

La instancia de esta definicion para la variedad de los reticulos residuales resulta:

Definicién 3.13. Sean A = (A, A\, V,®,—,0,1) y B = (4, A, V,®,—,0, 1) dos reticulos
residuales. B es un subreticulo residual de A si B C A. y se satisfacen las siguientes
condiciones:

SR1) Six,y € B, entonces x ANy € B

SR2) Six,y € B, entonces xt Vy € B

(SR1)
(SR2)
(SR3) Siz,y € B, entonces x @ y € B
(SR4)

SR4) Si x,y € B, entonces x — y € B

A partir de la signatura se comprueba que se satisfacen las siguientes condiciones:
(SR5) 0 e B
(SR6) 1 € B.

Ejemplo 3.6. Si consideramos el reticulo residual del Ejemplo 2.4 todos los subuniver-
sos son: {0,1}, {0,b,1}, {0,a,b,¢,1}.
Para el Ejemplo 2.13, algunos son: {0, 1}, {0, p, s, 1}, {0,q,s,1}, {0,7,s,1}, {0,p,q,7,s,1}.

Observacion 3.20. De la definicion surge claramente que todo subreticulo residual es
un subreticulo acotado. La reciproca no es cierta. Consideremos nuevamente el Ejemplo
2.4. {0,a,1} es subdlgebra para la estructura de reticulo, pero no para la de reticulo
residual, ya que no es cerrado con respecto a la operacién —. En efecto, a,0 € {0, a, 1},
peroa — 0=c ¢ {0,a,1}.

Lema 3.23. Sea L = (L, A, V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Para verificar que
S C L es un subuniverso es suficiente verificar:

1) Si L es integral: SR1, SR2, SR3, SR4 y SR5.

2) Si L es lineal: SR3, SR4 y SR5.

4

)
)
3) Si L es divisible: SR2, SR3, SR4 y SR5.
) Si L es de Girard: SR1, SR3, SR4 y SR5 ¢ SR2, SR3, SR4 y SR5.
)

5) Si L es BL dlgebra: SR3, SR4 y SR5.
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6)

Si L es MV dlgebra: SR4 y SR5.

Demostracién:

1)
2)

Si L es integral, por el Lema 2.12.4) 1 = 0 — 0, entonces de SR5 sigue SR6.

Si L es lineal, entonces es integral y ya vimos que de SR5 sigue SR6. Considerando
la Proposicion 2.10 y SR4, vemos que S es cerrado con respecto al supremo. Por la
Observacién 2.14, son validas las Leyes de De Morgan poniendo —z = x — 0. Por
SR4 y SR5 S es cerrado con respecto a la negacion y como acabamos de ver que
es cerrado con respecto al supremo, es también cerrado con respecto al infimo.

Si L es divisible, entonces es integral por el Lema 2.12 y de SR5 se sigue SR6.
Ademés, de acuerdo al Lema 2.21.2) z Ay = 2 ® (xr — y) y SR1 se satisface por
SR3 y SRA4.

Si L es de Girard, entonces es integral y de SR5 se sigue SR6. Ademas el Lema
2.26.2) y 3) asegura que se verifican las Leyes de De Morgan, nuevamente por SR4

y SR5 S es cerrado con respecto a la negacion y concluimos que alcanza con probar
SR1 6 SR2.

Si L es BL algebra, entonces es lineal y divisible, por la linealidad basta probar
SR1, SR3, SR4 y SR5, pero SR1 se verifica gracias a SR4 y SR5 por ser divisible.

Si L es MV algebra, hemos probado que se satisfacen las siguientes igualdades:
zAy=z®(x —y),zVy=(r —y) - y),zQy=(r—(y—0) —0,l =2 — =z
En consecuencia si se verifican SR4 y SR5, S es subdlgebra.

O

Definicién 3.14. Sea (L, A\,V,®,—,0,¢e) un reticulo residual y 0 ¢ X C L. El sub-
reticulo S generado por X es la interseccién de todos los subreticulos que lo contienen.
Si |X| < oo, entonces S es finitamente generado.

Lema 3.24. Dado un homomorfismo h : Ly — Ly, h(Ly), la imagen homomorfa de Ly,
es subdlgebra (o subreticulo residual) de L.

Demostracién: 04, 1; € Ly, por hs resulta h(0;) = 0y y por hg, h(1;) = 1,5, de donde
02, 15 € Ly. Sean h(x),h(y) € h(L;). Por hy) sabemos que h(x) Ag h(y) = h(z Ay y); por
hs) que h(z) Vo h(y) = h(z V1 y); por hs) que h(x) @3 h(y) = h(x ®, y) y finalmente por
ha) que h(z) —2 h(y) = h(z —1y). =

Corolario 3.8. Dado un homomorfismo h : Ly — Ly, h(Ly),

1)

St Ly es lineal, la imagen homomorfa de Ly es lineal.
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2) Si Ly es diwisible, la imagen homomorfa de Ly es divisible.

3

Si Ly es Girard, la imagen homomorfa de Ly es Girard.

4) Si Ly es BL dlgebra, la imagen homomorfa de Ly es BL dlgebra.

)
)
)
5) Si Ly es MV dlgebra, la imagen homomorfa de Ly es MV dlgebra.

Demostracion: Es inmediata a partir de la definicién. O

Definicion 3.15. Dado un homomorfismo h : Ly — Ls si h es inyectivo, o monomor-
fismo, la imagen homomorfa de L; es una subalgebra de Ly isomorfa a L; y se dice que
hay una inmersion de Ly en L.

3.3. Producto directo de reticulos residuales

Definicién 3.16. [BS81] Dadas dos algebras del mismo tipo F, A; y Ay se define A
el producto directo de Ay y As y se nota A = A; x Ay al dlgebra, cuyo universo es el
producto cartesiano de A; y Ay, y tal que para f € F,, y a; € Ay, a, € Ay, 1 <i <n,

fAlXA2((a1,a'1),-“ 7((1”’@;)) = (fAl(al,--- 7an)afA2(a/17"' 7(1:1)).

La Definicién 3.16, para la variedad de reticulos residuales, resulta en la siguiente defini-
cion:

Definicién 3.17. Dados dos reticulos residuales Ly = (L1, A1, V1, ®1,—1,01,11,€1) y
Ly = (Lo, Na, Vo, ®a, —9, 09, 19, €2) se define L el producto directo de Ly y Ly y se nota
L =L; x Ly al reticulo residual L = (L; X Ly, A,V,®,—,0,1,¢e), cuyo universo es el
producto cartesiano de Lq y Lo, con las operaciones definidas por:

1) x Ay = (21,22) A (Y1,Y2) = (X1 A1 Y1, T2 N2 Ya),
2) xVy=(x1,22) V (Y1,92) = (1 V1 y1,22 V2 y2),
4) x —y= (901,372) (ylay2) 2(901 —1 Y1,T2 —2 y2)7

5) 0= (04,0,),

)
)
3) 2@y = (21,22) ® (y1,42) = (21 @1 Y1, T2 @2 Y2),
)
)
6) 1= (14, 15),

) e = (er, e2).

Dado que los reticulos residuales conforman una variedad, es claro que el producto de
reticulos residuales es un reticulo residual.
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Ejemplo 3.7. Realicemos un producto: sean los reticulos residuales dados por:

L]_I
1o
Y
02
R |0y |[1] | =201
0 10[0]O0 0O |1]1]1
v 1010 ]~y Yoy 1)1
1 0[~]1 1 [0[~][1
Lzl
L
« 35}
01 @ ]0[alB]1] [=]0]alB]1
0 10[0|0]O O |1 |11]1]1
a [0]la |0« a |11
g 1010|873 O |lala|l]|l
1 |0la|p]1 1 |0ja|pf|1

Construyamos ahora el reticulo Ly x Ls.
Para facilitar las tablas usaremos la siguiente notacién: 0 = (01,05),a = (01, @),b =

(7702)70 = (01,6),d = (01712)’(3:(770‘)7 f:<7’6)>g = (7a 12>>h = (11702)7i =
(Li,a),j = (11,8),1 = (11, 12).

Realicemos un calculo a modo de muestra:
e® f = (%04)@)(%5) = (’Y®1%Oé®2ﬂ) = (02,01) =0.
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Del mismo modo procedemos con el residuo:

(1176) :]

:(’Y_H 7705_)26)

€_>f:(770‘>_)(776>

1
1

1
J

1

1
1

1

J

J

flg|y
glyg

1

e

d|g

919

Jlyg

d|d

1

hilflg

e

d| f

a

9149

Jlg|J

b

(&

9

hldjd|lg|d|d|g|g|lg|l
c

Seguin hemos visto, los reticulos residuales integrales, lineales, divisible, de Girard, BL

algebras y MV algebras forman variedades, por lo tanto, es inmediato ver que se conser-

van por producto directo.
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Observacién 3.21. Hemos definido el producto directo L; ® Ly. Dado que este producto
es asociativo ([BS81]), resulta natural extenderlo al producto de una familia indexada
de reticulos residuales.

Definicién 3.18. Dada {L;};c;, una familia indexada de reticulos residuales tales que
para cada i € I, L; = (L;, Ay, Vi, @i, —4, 04, €5, 1;), se define L el producto directo de L,
i € I'ysenota L = [[,.;L; al reticulo residual L = ([[.; Li, A, V,®,—,0,¢,), cuyo
universo es el producto cartesiano de L; para cada i € I, con las operaciones definidas
por:

zi)ier N (Yi)ier = (T3 Ni Yi)ier,
Ti)ier V (Yi)ier = (@ Vi Yi)ier,

Ti)ier @ (Yi)ier = (@ Qi Yi)ier,

Definicién 3.19. La aplicacién 7; : HL,; — L;, j € I, definida por 7;((x;)ier) = x5, es
icl
la j-éstma proyeccion de HL,'.

il

Lema 3.25. La aplicacion ; : HLi — Lj, j € I, es un epimorfismo.
iel

Definicion 3.20. Un subreticulo residual L de HLZ' es un producto subdirecto si la
iel
proyecciéon 7; : HLi — L; es un epimorfismo para todoj € I. Es decir, 7;(L) = L;,
iel
para todo j € I.

3.4. Ultrafiltros y sistemas deductivos categoéricos
Definicién 3.21. Sea (L, A, V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. En el conjunto

F(L) de todos los filtros propios F' de L, ordenado por inclusién de conjuntos, un elemento
maximal se dice un ultrafiltro de reticulo residual.
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Definicién 3.22. En el conjunto 8D(L) de todos los sistemas deductivos propios D
de L, ordenado por inclusién de conjuntos, un elemento maximal se dice un sistema
deductivo categorico de reticulo residual.

Si retomamos la idea de la Observacién 3.12 en el Ejemplo 2.5 vemos que el tinico sistema
deductivo que es maximal es {1}. Por ejemplo, a y ¢ no pertenecen a {1} y tampoco
a— cnic— a,perosi (a®a) — cy (c®c) — a. Consideremos, ademds, el Lema
2.9.10), segun el cual (z ® ) — y = x — (¢ — y). Estos hechos motivan la siguiente
definicion:

Definicion 3.23. Definimos x -~ y por recurrencia del siguiente modo:
rtoy=y
Ly =12 — (r 2> y), para todo n € Ny

Lema 3.26. v 2> y = 2" — y.

Demostraciéon: Demostraremos el resultado por induccién. Si n = 0, entonces 2" = 1

y por el Lema 2.21.3) resulta y = 1 — y = 2" — y. Supongamos que se verifica
xr -ty =2% — y y veamos que es valido paran =k + 1. 2 45 y =2 — (v > y) =
r — (2% — y) = 21 — g, por el Lema 2.9.10). O

Lema 3.27. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual y ) C U C L. U es sistema
deductivo categorico si y solo si dados x & U,y & U existe n € N tal que v 2~y € U.

Demostracion: Sea U un sistema deductivo categérico y x,y tales que x ¢ U, y ¢ U.
Como U es maximal ((U,z)) = (U,z) = L, entonces cualquiera que sea z € L resulta
z € (U, x), es decir, en virtud del Lema 3.11, existe n € IN tal que 2™ — z € U, cualquiera
que sea z € L, en particular se verifica 2" — y € U, es decir x -~ y € U.

Para ver la reciproca consideremos a U satisfaciendo que dados « ¢ U,y ¢ U existe
n € N tal que z 2~ y € U. Sabemos, por el Lema 3.13 que U es filtro. U C (U, x) C L.
x € (Uz)yx ¢ U, dado que 0 ¢ U resulta, por hipétesis, que existe n € IN tal que
x 20 € U, es decir ™ — 0 € U, en consecuencia, aplicando el Lema 3.11, 0 € (U, x),
es decir, (U,z) = L y U resulta sistema deductivo categérico. O

Lema 3.28. Si U es un ultrafiltro y x ¢ U, para cada y ¢ U existen n € N,z € U tales
que y" ® z < x.

Demostracién: Como U es ultrafiltro ey ¢ U, resultax € (U, y) = L, y en consecuencia,
por el Lema 3.9, existen uy,--- ,u, € UU{y} tal que uy ® - - @ u,, € U. Suponiendo que
Uy = Uy = -+ = U, =Y, y considerando que u,11 ®---Q@u, = z € U, resulta que existen
n € N,z € U tales que y" ® 2z < . O
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Corolario 3.9. Si U es un ultrafiltro de L, para cada y ¢ U existen n € N, z € U tales
que y" ® z = 0.

Demostracion: Inmediata, a partir del teorema con z = 0. O

Definicién 3.24. Un filtro (sistema deductivo) propio P se dice primo si satisface la
propiedad adicional:

(F4) SizVye P, entonces t € P 6y € P.

Lema 3.29. Sea L = (L,A,V,®,0,1) un reticulo residual lineal y F C L un filtro
(sistema deductivo) propio. F' es primo si y sdlo si para todo par de filtros Fy, Fy tal que
F=FNF, setiene F=F o F =F,.

Demostraciéon: Sean F' un filtro primo y Fi, F5 dos filtros tales que F' = F} N Fs.
Supongamos, por el absurdo, que F # Fy v F # Fy, es decir, existen z,y € F tales
que x € i\ Fey e F,\ F. Como z < zVy, por(F1) es claro que =z Vy € F;
andlogamente x Vy € F; y, en consecuencia zVy € FyNFy, = F. Como F' es primo debe
ser necesariamente x € F' 6 y € F. Lo cual es un absurdo ya que supusimos que x ¢ F
ey & F.

Reciprocamente, supongamos que F' = Fy N Fy implica FF = F; 6 FF' = Fy yseaxVy € F.
Consideremos Fy = (F,z) y Fy, = (F,y) y veamos en primer lugar que F' = Fy N F5. Es
claro que F' C Fy N Fy; sea z € F1 N Fy, como z € Fy, en virtud del Lema 3.11 existe
ng € N tal que 2" — 2z € F, andlogamente existe n, € IN tal que y"™ — 2z € F. Sea
n = ng Vn,, como z" < 2" en virtud del Lema 2.9.4.ii) se cumple 2™ — 2z < 2" — z y
aplicando (F1) resulta que 2™ — z € F. Analogamente y" — z € F. Como F' es cerrado
con respecto al infimo, resulta (" Vy") — z = (2" — 2) A (y" — z) € F. Por otra parte
(xVy)" >a™Vy"ypor el Lema 2.9.4.1) resulta que (2" Vy") — 2 < (x Vy)" — z, ¥
aplicando nuevamente (F1) tenemos que (z Vy)" — z € F. Como z Vy € F, resulta
(xVy)" € F'y dado que F' es un sistema deductivo, z € F. Hemos probado entonces que
F = Fy N Fy, por hipotesis resulta F' = F) o FF = Fy deloqueresultax € F 6y e F. O

Lema 3.30. Sea L = (L,A,V,®,0,1) un reticulo residual lineal y F C L un filtro
(sistema deductivo) propio. F' es primo si y solo si para todo x,y € L se tienex — y € F
oy—x€kF.

Demostracién: Dado que L es lineal, se cumple, (z — y) V (y — x) = 1 para todo
x,y € L. Por (F0) 1 € F, es decir (x — y)V(y — z) € F. En consecuencia, si I es primo
necesariamente serd © — y € F' 6 y — x € F. Para ver la reciproca supongamos que
x — y € F, por la Proposicién 210 x Vy < (x — y) — y y por (F1), (t - y) -y € F
y aplicando (D2) concluimos que y € F. O

Lema 3.31. Sea L un reticulo residual lineal. Si P es un filtro primo de L, entonces
L/P es una cadena.
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Demostracién: Sean [z],[y] € L/P. Como L satisface la condicién de linealidad sabe-
mos que (z — y)V(y — x) = 1: Ademads, dado que = =p y es una congruencia, afirmamos
que ([z] — [y]) V ([y] — [z]) = [1], es decir, (x — y) V (y — x) € P. Considerando que
P es un filtro primo debe ser v — y € Péy — x € P. Si x — y € P, entonces
[z] — [y] = [1] v, en consecuencia [z] < [y]. Andlogamente, si y — = € P, entonces
ly] < [z]. Es decir, L/P es una cadena. O

Lema 3.32. Sea L = (L, A\, V,®,—,0,1) un reticulo residual lineal, P un filtro (sistema
deductivo) primo de L y F un filtro (sistema deductivo) propio tal que P C F, entonces
F es primo.

Demostraciéon: Sea x Vy € F. Dado que L es lineal, se cumple (zr — y)V (y — x) =1
y, en consecuencia (r — y)V (y — x) € P, como P es primo v — y € P C F
6y — x € P CF. Aplicando el Lema 3.30 resulta que F' es primo. O

Lema 3.33. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual. Entonces, si L satisface la
condicion de linealidad, entonces la familia de todos los filtros que contienen a un filtro
primo estd totalmente ordenada por la relacion C.

Demostracién: Sea P un filtro primo y F(P) la familia de todos los filtros que contienen
a P. Dado que el propio P € F(P) afirmamos F(P) # (). Sean, entonces Fy, I, € F(P)
tales que Fy € Fy ni Fy € Fy. Luego existen x € F} \ Fy e y € Fy \ F;. Adem&s por
la condicién de linealidad (z — y) V (y — ) = 1 y dado que P es primo debe ser
x—y€Pby— xe P. Supongamos que x — y € P C Fj. Por el Lema 3.13 y (D2)
resulta y € Fi, lo cual es un absurdo. Andlogamente suponiendo y — z € P concluimos
que x € F,. En consecuencia, no existen dos filtros incomparables y F(P) resulta una
cadena.

O

Observacién 3.22. En [Mon96] Antonio Monteiro prueba que un algebra de Heyting
satisface la condicion de linealidad si y sélo si la familia de todos los filtros que contienen
a un filtro primo esta totalmente ordenada por inclusion. Recordemos que un reticulo
residual divisible para el que ® es idempotente constituye un dlgebra de Heyting. Para el
caso de reticulos residuales integrales en general, acabamos de probar que la condicion de
linealidad es suficiente para afirmar que la familia de todos los filtros que contienen a un
filtro primo esta totalmente ordenada por inclusion, pero no es necesaria. Si Analizamos
el Ejemplo 2.5 el tnico filtro propio es P = {1}, que es filtro primo y, F(P), la familia
de todos los filtros que lo contienen es exactamente { P} y estd totalmente ordenada por
inclusion, pero el reticulo no satisface la condicién de linealidad ya que, por ejemplo,
(a — ¢)V (c — a) =d# 1. Otro modo de ver este hecho es que el reticulo ni siquiera
es distributivo, y sabemos por el Lema 2.19.3) que si es lineal debe ser distributivo. Si
analizamos el Ejemplo 2.13, vemos que todos los filtros propios que posee son: {1}, P, =
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{1,u}, P, ={1,v}, Py ={1,u,v,t}. P;, P, y P3son los filtros primos y se ve claramente
que (F(Py), C), (F(Ps),C) y (F(P3), C) estan bien ordenadas, pero el reticulo no satisface
la condicion de linealidad, ya que (¢ — 7) V (r — ¢) = s Vs = s # 1. Este reticulo si es
distributivo, pero no es divisible.

Lema 3.34. Todo filtro (sistema deductivo) estd contenido en un wultrafiltro (sistema
deductivo categorico).

Demostracién: Sea F' un filtro y consideremos F(F') la familia de todos los filtros
propios que lo contienen. Sea (C(F'), C) una cadena en (F(F),C) y C = U S.
SeC(F)
C es un filtro. En efecto:
(F0) se verifica ya que 1 € F', para todo F' € C(F).
Sea x < y, x € C, entonces existe algin F, € C(F) tal que x € F,. Aplicando (F1)
resulta y € F, y, en consecuencia y € C.
Sean ahora z,y € C entonces existen Fy, F, € C(F) tales que x € F,, y € F,. Dado
que C(F) es una cadena necesariamente debe ser F, C F, 6 F,, C F,. Supongamos que
F, C F,, entonces z,y € F, y aplicando (F2) resulta z®y € F,, C C, es decir, 2@y € C.
Es claro que cualquier filtro en C(F') estard contenido en C'y, por lo tanto C' es cota
superior de la cadena. Para ver que es propio notemos que si 0 € C, entonces existe
algin S € C(F) tal que 0 € S, lo cual es imposible dado que los S son filtros propios.
Hemos visto que todo subconjunto totalmente ordenado de F(F') tiene cota superior.
Entonces, aplicando el Lema de Zorn concluimos que existen elementos maximales en
F(F). Es claro que un elemento maximal Up en F(F') es maximal en F(L), ya que si U
es un filtro tal que Up C U, resulta U € F(F) y U = Up. Es decir existe un ultrafiltro
Urp tal que F C U. O

Lema 3.35. Todo ultrafiltro (sistema deductivo categorico) es primo.

Demostracion: Sea U un ultrafiltro y consideremos z V y € U. Supongamos, por el
absurdo, que x € U, y € U. Por el Corolario 3.9 existen n,,n, € N, z,,2, € U tales que
" @z, =0y y™ ®z, = 0. Aplicando finalmente el Corolario 3.5 resulta (z V y)" " @
(2 ® z,) = 0y, en consecuencia, por la Observaciéon 3.4 zVy ¢ U. O

Observacion 3.23. La reciproca no es cierta. Es decir, existen filtros primos que no son
maximales. En efecto: en el Ejemplo 2.19 (e) = {c, e, f, 1} es filtro primo, no ultrafiltro
ya que esta contenido en (b) = {b,c,d, e, f,1}.

Corolario 3.10. Todo filtro (sistema deductivo) estd contenido en un filtro (sistema
deductivo) primo.

Demostracion: Sigue inmediatamente de los Lemas 3.34 y 3.35. O

Corolario 3.11. Todo reticulo residual integral contiene al menos un filtro (sistema
deductivo) primo.
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Demostracién: Es claro que {1} es filtro (sistema deductivo) propio de L, y aplicando
el corolario 3.10 resulta la proposicion. O

Definicién 3.25. Un reticulo residual (L, A,V,®,—,0,1), es simple si {1} es el tinico
filtro propio.

Ejemplo 3.8. Los reticulos residuales de los Ejemplos 2.14 y 2.15 son simples. En ambos
casos si x # 1 resulta x ® r = 0 y, en consecuencia, si 1 # x € F, entonces 0 € F'y F no
es propio.

Lema 3.36. Sea (L, A\,V,® —,0,1) un reticulo residual integral. Para que L sea simple
es condicion necesaria y suficiente que las unicas congruencias sean las triviales.

Demostracién: Resulta evidente en virtud del Corolario 3.7. O

Observacion 3.24. El lema anterior da la equivalencia entre la Definicién 3.25 y la que
se encuentra en [BS81]: un algebra es simple si las tnicas congruencias que admite son
las triviales.

Lema 3.37. Sea (L,\,V,®,—,0,1) un reticulo residual divisible finito. Son equiva-
lentes:

1) L/F =2{0,1};
2) F es un ultrafiltro generado por un datomo idempotente.

Demostracién: Si L es divisible, por el Lema 2.19.5) resulta distributivo y dado que es
finito todos sus filtros son principales. Por la Propiedad 3.4 sabemos que estan generados
por un elemento idempotente. Sea F' = F,, con a ® a = a.

Por otra parte, L/F = {0, 1} significa que para todo x € L resulta x =p 1 6 x = 0, es
decir: (z = )AN1—2)=1Ax=2€ F6(x - 0OAN0—z)=(r —=0)Al=2x—0€F,
que es equivalente ax € Fox — 0 € F.

1) = 2): Sélo resta probar que a es un atomo. Sea 0 < b < a, entonces b ¢ F', por
ii)b — 0 € F, es decir, a < b — 0y por la condicién de par adjunto (2.13 ) resulta
a® b= 0. Aplicando el Lema 2.19.1) afirmamos que a ® b = a A b = 0, pero a Ab =0,
de donde b =0y a es un atomo.

2) = 1): Sea a un atomo idempotente, sabemos que F, = F es filtro por ser a
idempotente, y como a es atomo es ultrafiltro. Sea = € L, y supongamos que x ¢ F,
si probamos que * — 0 € F' queda demostrada la proposicién. Dado que a es atomo
xANa=06xANa=a. Comozx¢F resulta a £ zy, en consecuencia x A a = 0. Por la
observacion 2.13 r®a < zAa =0, de donde x ®a = 0 y por la condiciéon de par adjunto
a<zx—0,esdecirx —0€F.

O
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Definicién 3.26. Siguiendo la terminologia introducida por Chang [Chab8] diremos
que un reticulo residual integral (L, A, V,®,—,0,1) es localmente finito si todo elemento
distinto de la unidad en el reticulo es nilpotente, es decir, si para cada elemento x € L,
satisfaciendo x # 1 existe algin niimero natural n tal que 2™ = 0.

Observacién 3.25. En algebra universal [BS81] un élgebra se dice localmente finita si
todas sus subalgebras finitamente generadas son finitas. Esta definicion y la considerada
por Chang no son equivalentes, ya que un reticulo residual que sea algebra de Heyting
finita cumple, obviamente la condicion de ser finitas todas sus subalgebras finitamente
generadas, pero como todos sus elementos son idempotentes no existe n € IN tal que
x™ = 0 para ningin x del algebra, salvo x = 0. Puede verse en el Ejemplo 2.16.

Lema 3.38. Si (L, A,V,®,—,0,1) un reticulo residual es localmente finito, entonces es
simple.

Demostracién: Dado que L es localmente finito, para cada x € L existe n € IN tal que
2™ = 0. Consideremos un filtro tal que {1} C F' y un elemento x € F' tal que = # 1.
Aplicando (F2) resulta que existe un n € N tal que 2™ = 0 € F'y el filtro no es propio.Od

Teorema 3.4. [Tur99| Sea (L, A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral, F' un filtro
en L. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) F es un ultrafiltro
2) (L/F,Ap,Vp,®@p,—F,|[0]r, [1]r) es localmente finito

Demostracién: 1) = 2): Supongamos que F' es un ultrafiltro. Vamos a probar que
(L/F,Np,VF,®F,—F,[0]r, [1]F) es localmente finito. Consideremos [z] # [1], es decir,
x & F. (Ya que [z] = [1] siy s6losi (z — 1) A (1 — z) € F aplicando los Lemas 2.9.1)
y 2.12.3) vemos que (x — 1) A (1 — x) = z). Dado que F es maximal, por el corolario
del Lema 3.28 existen y € F,n € IN tal que " ® y = 0. Por la condicién de par adjunto
2.13 afirmamos y < 2" — 0 y por (F1) 2" — 0 € F, de donde [z"] = [z]" = [0].

2) = 1): Supongamos ahora que (L/F,Ap,Vp, ®p, —p, [0]r, [1]F) es localmente finito y
sea G un filtro tal que FF C G. Seax € G\ F. x # 1, ya que 1 € F, por lo tanto, como
L/F eslocalmente finito, existe n € N tal que, [z]" = [0], o lo que es lo mismo, [z"] = [0].
Es decir (2" — 0) A (0 — 2™) = 2" — 0 € F C G, de donde 2" — 0 € G. Ademas de
x € G resulta 2" € G y aplicando el Lema 2.9.2-i) afirmamos 2" @ (2" — 0) < 0 y por
(F1) y(F2), 0 € G, lo que ratifica la maximalidad de F. O

Lema 3.39. [H6h95] Sea (L,A,V,®,0,1) un reticulo residual integral, entonces para
cada elemento x € L,x # 1 existe un filtro primo P tal que v ¢ P.
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Demostracién: Sea z € L, x # 1 y consideremos F(z), el conjunto de todos los filtros
de L que no contengan a x. Dado que {1} es filtro y como = # 1 resulta {1} € F(x),
entonces F(x) # (). Sea (C(x), C) una cadena en (F(z),C) y C = U F.
FeC(x

Por un razonamiento anédlogo al empleado en el Lema 3.34 se prueba oiu)e C esun filtro y
que cualquier filtro en C(z) estd contenido en C'. Es decir, C' es cota superior de la cadena.
Como todo subconjunto totalmente ordenado de F(z) tiene cota superior, aplicando el
Lema de Zorn, tiene elementos maximales. Sea P uno de ellos. Veamos que P es un filtro
primo. SeayVz € P,y ¢ P,z ¢ P. Por el Lema 3.28 existen n,,n, € Ny t,,t. € P tales
que y™ @t, < xy 2" ®t, <z, aplicando el Lema 3.10 resulta (yV z)"™ ™ @1t, ®t, < z,
es decir, en virtud de (F1) y (F2), z € P, lo que contradice el hecho de que P € F(z). O

Lema 3.40. [Tur99] Sea (L, A,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral, x € L, x # 1.
Son equivalentes:

1) Eziste un ultrafiltro U tal que x ¢ U.
2) Eziste un numero natural n tal que (z" — 0)™ # 0 para todo nimero natural m.

Demostraciéon: 1) = 2): Sea U un ultrafiltro tal que x ¢ U. Entonces por el corolario
del Lema 3.28 existen n € N,y € U tales que 2" ® y = 0. Luego por la condicién
de par adjunto, y < ™ — 0, que, considerando (F1) hace 2" — 0 € U y por (F2)
(z" — 0)™ € U para cualquier m € IN y, en consecuencia (z" — 0)™ # 0, para todo
m € IN.

2) = 1): Supongamos ahora (z™ — 0)™ # 0, para todo m € IN y sea F' el conjunto de
todos los elementos y del reticulo L tales que existe m € N satisfaciendo (2" — 0)™ < y.
F' es un filtro.

En efecto: (FO) y (F1) se verifican trivialmente. Para verificar (F2) basta observar que
(z™ — 0)™tm: = (2" — 0)"™ ® (2" — 0)™ < y ® z por el Lema 2.9.3).

Por el Lema 3.34 existe un filtro maximal U tal que F' C U y, como z™ — 0 € F resulta
" —=0eUyaxgU,yaquesiz € U, 2" ® (™ — 0) € U y, en consecuencia, 0 € U, es
decir, U no seria filtro propio. O

Corolario 3.12. [H6h95] Sea (L, A,V,®,—,0,1) una BL dlgebra (es decir, un reticulo
residual lineal, divisible), v € L, x # 1. Son equivalentes:

1) Existe un ultrafiltro U tal que x ¢ U.
2) Euziste un numero natural n tal que (z" — 0) — = # 1.

Demostracién: 1) = 2): Supongamos que no existe n € IN tal que (2" — 0) — z # 1,
es decir, para todo n € N resulta (" — 0) — x = 1, y por el Lema 2.12.2) 2" — 0 < x.
En virtud de los Lemas 2.9.10) y 2.21.2) podemos escribir las siguientes igualdades:
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@ (2" - 0) =21 (x — (2" - 0)) = 2 A (2" — 0) = 2" — 0. Resulta que
r® (2" —0)=2" = 0y, (z" — 0)"™ = (z@(2"™ — 0))" = 2" @ (z"*! — )" H!
(xn—b—l ® (xn—i-l N O)) ® (z.n—i-l N O)n — (xn+1 A O) ® (.CCTH_l N O)n =0 ® (xn—b—l N 0>n — 0’
y por el Lema 3.40 afirmamos que no existe un ultrafiltro U tal que x € U.

2) = 1): Supongamos ahora que existe un nimero natural n tal que (" — 0) — x # 1.
Por la condicién de linealidad afirmamos que ((z" — 0) — )V (z — (2" — 0)) =1,y
por el Lema 2.9.10) ((z" — 0) — z) V (2" — 0) = 1.

Aplicando el corolario del Lema 3.16 afirmamos ((z" — 0) — z)™ V (2" — 0)™ = 1,
y dado que (z" — 0) — x # 1y, en consecuencia ((z" — 0) — z)™ # 1 debe ser
(z"™1 — 0)™ # 0, cualquiera que sea m € IN. Aplicando, finalmente, el Lema 3.40
resulta lo que queriamos probar. O

Lema 3.41. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral, P el conjunto de los

filtros primos de L, y H L/P = (H L/P,A\,V,®,—,([0]p)pep, ([1]p) pep), entonces la

pPeP pPeP
aplicacion

¢:L— []L/P.

Pe?P

que a cada x € L le asigna ([x]p)pep €s un monomorfismo de reticulos residuales.

Demostraciéon: En primer lugar recordemos que, dado que trabajamos con reticulos
residuales integrales y hemos probado que conforman una variedad, L/P y HL /P son

Pc?
reticulos residuales integrales. Por la Observacién 3.2 no es necesario que verifiquemos

he. Veamos que se satisfacen las restantes:
h1) d(xAy) = ([x Aylp)per = ([z]p Ap [y]p) per = ([2]p) Per A ([y]P) Per = d() A B(y).
ha) d(xVy) = ([2Vylp)per = ([x]p Ve [y]p)per = ([2]p) per V ([y]p) Per = d(2) V $(y).
hs) d(xAy) = ([@ylp)per = ([z]p@p[Ylp) Per = ([2]p) Per @ ([y]p) Per = d(2) @ (y).

ha) d(x — y) = ([r — ylp)per = ([z]p —p [WP)Per = ([z]P)Per — ([Y]P)Per =

o(z) — 9(y).
hs) ¢(0) = ([0]p) peo-

Veamos que es inyectivo: supongamos que ([z]p)per = ([2']p)pep, entonces resulta
(x — a') A (2 — x) € P para todo P € P, en especial para la interseccién de todos
ellos, que, segun el Lema 3.39, es {1} y en virtud del Lema 2.12.2) afirmamos = = 2’ y,
en consecuencia, la aplicacion resulta un monomorfismo. O
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Observacion 3.26. Hemos visto en el Lema 3.41 que hay una inmersion de L, en

HL/ P. Ademés L/, la imagen homomorfa de L, es tal que sus proyecciones son epi-

Pe?
morfismos en todas las coordenadas, por lo tanto podemos afirmar que L es producto

subdirecto de reticulos residuales, en el sentido de la Definicién 3.20.

Teorema 3.5. [Tur99] Sea (L, A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Son equiva-
lentes:

1) L es lineal.

2) L es un subreticulo residual de un producto de reticulos residuales integrales lineal-
mente ordenados.

Demostracién: 1) = 2): Sea P el conjunto de todos los filtros primos de L. Por el Lema
3.31 afirmamos que L/P es un reticulo residual totalmente ordenado, para todo P € P.
La aplicacién que a cada z € L le asigna ([z]p)pep s un monomorfismo de reticulos
residuales, en virtud del Lema 3.41 y, por el Lema 3.24 su imagen es una subalgebra.

2) = 1): En virtud del Lema 2.12.2) todo reticulo residual totalmente ordenado es lineal
v tanto el producto como los subreticulos residuales de reticulos residuales lineales son
también lineales. O

Observacion 3.27. Siguiendo el razonamiento de la Obsevacién 3.26, podemos afirmar
que para que L sea lineal es condicién necesaria y suficiente que sea producto subdirecto
de reticulos residuales linealmente ordenados.

Definicién 3.27. [H6h95] Un reticulo residual integral (L,A,V,®,—,0,1) es semi-
simple si la interseccién de todos los filtros maximales es el filtro trivial, es decir:

ﬂ{U : U es ultrafiltro en L} = {1}.

En [BS81] se denomina algebra semisimple a un édlgebra isomorfa a un producto subdi-
recto de algebras simples. Considerando que segiin demostramos en el Lema 3.38 todo
reticulo residual localmente finito es simple, probaremos la equivalencia entre ambas
proposiciones a partir del Teorema 3.4:

Lema 3.42. [Tur99] Sea (L,A,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Son equiva-
lentes:

1) L es semi-simple;

2) L es subreticulo de un producto de reticulos residuales integrales localmente finitos.
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Demostracién: 1) = 2): Sea U el conjunto de todos los ultrafiltros de L. Por el Teorema
3.4 afirmamos que L/U es localmente finito, para todo U € U, veamos que la aplicacién
que a cada x € L le asigna ([z]y)yey es un monomorfismo de reticulos residuales.
Supongamos que([x]y)veu = ([#']v)veu, entonces resulta (r — ') A (' — x) € U para
todo U € U, propio, de donde (z — ') A (¢ — x) = 1 y, en consecuencia, la aplicacién
resulta un monomorfismo.

2) = 1): Supongamos que L es subreticulo residual de un producto directo de reticulos
localmente finitos. Sean, entonces {L;};c; una familia de reticulos localmente finitos tal

que L es subreticulo de H L;.SeaU = LN (l—ILZ x {1;}). Claramente satisface (FO0)(F1)
iel i#j
y (F2), es decir, se trata de un filtro (o sistema deductivo). Sean z,y ¢ U. Buscamos
n € N tal que = y € U. La tnica condicién que debe satisfacer es que mi(x RN y) = 1.
En efecto: Como = ¢ U, m;(z) # 1y dado que Lj es localmente finito, existe n € IN tal que
7i(z)" = 0. Ademss, 7;(z = y) = mj(z" — y) = 7;(2") — 7;(y) = (7;(2))" — 7;(y) =
0 — m;(y) = 1. Por el Lema 3.27 afirmamos que U es un sistema deductivo categérico,
o0, lo que es lo mismo, un ultrafiltro y ﬂ U={1}. O
Ueu

Lema 3.43. Sea (L,N\,V,®,—,0,1) un reticulo residual divisible. Si L es localmente
finito, entonces es MV dlgebra.

Demostracion: Dado que L es reticulo residual divisible, para probar que es MV élge-
bra, en virtud del Teorema 2.12 sélo resta ver que es de Girard, es decir que para cada
x € L se verifica -z = x.

Por el Lema 2.25.3) y 4) resulta © < ==z y =—=—z = —x. Dado que L es divisible,
debe existir z € L tal que z ® ==z = -z, y, en consecuencia —(z ® -—x) = —u.
Por el Lema 2.9.10) z — (—-——2) = z — -z = —. Supongamos que para k € IN
se verifica =x = 2*¥ — —x, entonces, aplicando nuevamente el Lema 2.9.10) resulta
M —p =2 — (2F - —2) = 2 - —w = —x. Es decir, 2" — -1 = -z, cualquiera
que sea n € IN. Si z # 1, por ser localmente finito existiria ny € IN tal que 2" = 0y,
en consecuencia, =x = 0 — —x = 1, para todo x € L. Resulta entonces que z = 1y
——r = . d

Teorema 3.6. [Tur99| Sea (L, \,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral semi-simple.
Entonces son equivalentes:

1) (L,A,V,®,0,1) es divisible;
2) (L,\,V,®,0,1) es MV dlgebra.

Demostracién: 1) = 2) : Si L es semi-simple y divisible, entonces, por los Lemas 3.42
y 3.43 resulta una MV algebra.
2) = 1): Trivial, a partir del teorema 2.12. O
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Lema 3.44. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) una MV dlgebra. Entonces son equivalentes:
1) (L,A,V,®,—,0,1) es semi-simple:
2) Para todo x € L, si x # 1, existe un nimero natural n tal que (x — 0) — 2™ # 1.

Demostraciéon: 1) = 2): Dado que L es MV dlgebra, por el corolario 2.6 resulta lin-
eal. Dado que es semi-simple, para cada x € L, x # 1, existe un ultrafiltro que no lo
contiene y, por el Corolario 3.12 es equivalente a decir que existe un n € IN tal que
(2" —0) — x # L.

Por el Lema 2.25.11) y usando que la negacién es una involucién escribimos:

-=((z" = 0) - 2)=(2"—0) -z =-02"—0) - ao=-12— 2" —0) =
- — 2" Es decir, siz # 1, (x — 0) — 2" # 1.

2) = 1): Nuevamente usando el Corolario 3.12, resulta la semi-simplicidad. O

Recordemos que a partir del Teorema 2.8, podemos caracterizar las algebras de Heyt-
ing como reticulos residuales divisibles, lineales, cuyo producto es idempotente. En este
caso podemos referirnos al algebra quitando el simbolo ® de la signatura. Escribimos,
entonces, el siguientes corolario:

Corolario 3.13. Sea (L,\,V,—,0,1) un dglgebra de Heyting. Son equivalentes:
1) (L,A,V,—,0,1) es semi-simple;
2) (L,N\,V,0,1) es un dlgebra de Boole.

Demostraciéon: Sabemos que toda algebra de Boole es semi-simple y, por supuesto, de
Heyting, sélo hay que probar que un algebra de Heyting semi-simple es BL algebra.

En efecto: Por el Lema 3.6 resulta una MV algebra, que por ser Heyting tiene todos sus
elementos idempotentes, es decir, es un dlgebra de Boole. O

Lema 3.45. [H4j97] Toda BL dlgebra es producto subdirecto de BL dlgebras linealmente
ordenadas.

Demostracion:

Sea P el sistema de todos los filtros primos de L.

Para FF € Psea Lp=L/Fy L* =lpepLp.

L* es producto directo de reticulos residuales linealmente ordenados Ly para todo F filtro
primo de L. Para x € L, sea i(x) el elemento ([x]r)pey de L*. Claramente esta inmersién
preserva las operaciones, resta probar que es inyectiva. Si z,y € F' 'y x # y, entonces
x £y oy £ x. Supongamos (porque es lo mismo) que x £ y, en consecuencia, r — y # 1
en L, en virtud del Lema 3.39, sea F' un filtro primo en L que no contiene a x — v,
entonces en L/F [x]r £ [y|r, de donde [z]r # [y]F vy, en consecuencia i(z) # i(y). O



Capitulo 4

Elementos Especiales

En este capitulo, salvo que hagamos una mencién especial al respecto, nos referiremos
siempre a reticulos residuales integrales. Hemos distinguido los elementos regulares, den-
sos y booleanos de un reticulo residual, siguiendo a Antonio Monteiro [Mon95]. También
distinguimos los elementos idempotentes y analizamos las relaciones entre ellos.

4.1. Elementos regulares

Definicién 4.1. Sea L = (L, A, V,®, —,0, 1) un reticulo residual integral, un elemento
x € L es un elemento regular si v = (xr — 0) — 0. Notamos con R(L) al conjunto de
todos los elementos regulares del reticulo.

Lema 4.1. x € R(L) si y solo si x =y — 0, para algin y € L.

Demostracion: Si z es regular, la condicion se satisface con y = x — 0. Supongamos
que x =y — 0 para algin y € L y veamos que necesariamente x = (x — 0) — 0.
Por el Lema 2.25.4) escribimos: (z - 0) - 0=((y - 0) - 0) 0=y - 0==x O

Observacién 4.1. R(L) # (. Por el Lema 2.25.2) se ve que {0,1} C R(L). Podria
pensarse que {0,1} C R(L), pero es factible la igualdad, como se ve en el Ejemplo 2.12.

Ejemplo 4.1. Consideremos el reticulo de la Observacion 2.15. Los elementos regulares
son: 0,a,b,1, vemos que ® y — son operaciones en R(L), no asi V ya que a,b, € R(L),
pero a V b = ¢ no es un elemento regular.

En el Ejemplo 2.26 los elementos regulares son: 0, a,c, e, g, 1, y es cerrado con respecto a
todas las operaciones del reticulo residual. Como el reticulo original es una BL algebra,
entonces también lo es R(L), que ademds es un reticulo de Girard, y en consecuencia,
una MV dlgebra.

Lema 4.2. SiL = (L,A,V,®,—,0,1) es lineal, entonces R(L) es un reticulo acotado
cerrado con respecto al residuo.

125
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Demostracién: Sabemos ya que {0,1} C R(L). Sean entonces x,y € R(L). Por el

Lema 4.1 existen z,t € L talesque x =2z — 0, y =t — 0.

x ANy € R(L): Porel Lema 2.9.9) 2 Ay=(2—0)A(t —-0)=(2Vt)—0.

xVy € R(L): Porel Lema 2.16.3) xt Vy = (2 = 0) V(t = 0) = (z At) — 0.

x—y€ R(L): Porel Lema 29.10) 2 - y=(2—0) = (t—=0)=((z—0)®t) — 0.
O

Corolario 4.1. Si L es un dlgebra de Heyting lineal, entonces R(L) es un dlgebra de
Boole.

Demostracién: A partir del Lema es inmediato que se trata de un subuniverso, resta
probar que los elementos son complementados. Dado que toda algebra de Heyting es
divisible, por el Teorema 2.7 escribimos t Az =2 ® (r — —x) =2z ® (x — (x — 0)) =
(2@ (r®zr)—0)=2r8(r—0)=r®z=0.

xV-rx=-—zV-x=-(xwAzr)=-0=1 O

Observacion 4.2. Si consideramos el Ejemplo 2.26, que lo presentamos como una BL
algebra que no es MV dlgebra, los elementos regulares son 0, a, ¢, e, g, 1, y conforman una

MYV algebra. 1
c < / g
a°\ / ¢
0
& 0 a c e g 1 — 0 a c e g 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
a 0 0 a 0 0 a a g 1 1 g 1 1
c 0 a c 0 a c c e g 1 e g 1
e 0 0 0 e e e e c c c 1 1 1
g 0 0 a e e g g a c c g 1 1
1 0 a c e g 1 1 0 a c e g 1

Este resultado no es valido en general. Consideremos la cadena 0 < a < b < ¢ < 1 con
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las operaciones definidas por:

—lo |l |ol®
olo|lo|lololo
Qo|loolole
o o|lolol oo
e lololola
o SR | O -
RIS R =
oo |~lo
QIO O |2
S N e Y ]
[T ey [y sy pyary o)
el i el Rl

El conjunto de elementos regulares es: R(L) = {0,b,¢,1}, pero c® ¢ = a ¢ R(L). Es
decir, no es cerrado por ®.

Lema 4.3. Sea L = H L; un reticulo residual. x = (x;);er es reqular en L si y sdlo si
il

x; es reqular en L; para todo i € 1.

Demostracién: Sea x = (x;);c;. La afirmacion resulta inmediatamente de la Definicién

3.18, ya que =z = (——x;)ies- O

Lema 4.4. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual totalmente ordenado, tal que ®
es el producto drdstico. Entonces R(L) = {0,a,1} es una MV dlgebra, donde a = x — 0,
para cualquier x tal que 0 # x # 1.

Demostraciéon: El producto drastico se define:

x, siy=1;
rTQ@y=< vy, siz=1;
0, en otro caso.

Sea x tal que 0 # x # 1 y consideremos: * — 0 = \/{t : 2 @t =0} = \/{t : t < 1}.
Vemos entonces que la negacion de cualquier elemento distinto de cero y uno, es una
constante, notemos a = x — 0. Por el Lema 4.1 R(L) = {0,a, 1}. Las operaciones estan
definidas por:

® 0 a 1 — 0 a 1
0 0 0 0 0 1 1 1
a 0 0 a a a 1 1
1 0 a 1 1 0 a 1
y se ve en las tablas que (R(L),A,V,®,—,0,1) es una MV algebra. O

Lema 4.5. Sea L = HLi un producto de reticulos residuales con producto drdstico.
iel
Entonces R(L) = H R(L;) es una MV dlgebra.

icl
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Demostracion: Inmediata a partir de los Lemas 4.3 y 4.4. O

4.2. Elementos densos

Definicién 4.2. [Ras74] Sea L = (L, A, V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Un
elemento x € L se dice denso si x — 0 = 0. Notamos Dg(L) al conjunto de los elementos
densos del reticulo.

Lema 4.6. Sea (L, A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Si x es denso, entonces
x =1y V —y para algin elemento y € L.

Demostraciéon: Si —x = 0, entonces t =x V0 =2z V —x. O

Observacion 4.3. La reciproca en general no es cierta. En el ejemplo 2.26 se puede ver
que g =gV g, g—0=a#0.

Ejemplo 4.2. En el Ejemplo 2.12 los elementos densos son a,b,c,1 y se cumple que
r = x V —x, en todos los casos, pero no existe y # x tal que x = y V —y. La existencia
de tal y es imposible si z es irreducible en el reticulo, como a,b y 1, pero no es el caso
de c. En la Observacién 2.15, el diagrama de Hasse coincide, pero los elementos densos
son sélo ¢ y 1 y como ¢ no es irreducible podemos escribir ¢ =aV —a =bV —b = cV —c.
En 2.26 los elementos densos son f,1y se cumple f =bV =b= fV —f.

Lema 4.7. Sea (L,\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1) z es denso;

3) ® z # 0 para todo z # 0.

Demostracién: 1) = 2): Por el Lema 2.25.2) ==z = -0 = 1.
2) = 1): Por el Lema 2.25.4) y 2)-z = =~z = =1 = 0.

1) = 3): Por la condicién (2.13), 2 ® z = 0 si y sélo si < z — 0 = =z, entonces, por el
Lema 2.25.5) ==z < =z,

Por el Lema 2.25.3) z < ==z < =z, y como z es denso, resulta =z = 0 y, en consecuencia,
z=0.

3)=1)x=20—-0=V{t:z2®t =0} Siz®z+#0 para todo z # 0, necesariamente
-z = 0. O
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Lema 4.8. Sea L = (L, \,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral no trivial y Dg(L)
el conjunto de los elementos densos de L. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1) 0¢ Ds(L)

2 1€Ds( )

)

)

3) Six <y, x € Dg(L), entonces y € Dg(L)

4) Six,y € Dg(L), entonces x @y € Dg(L)
)

5) Sixz, v —y € Dg(L), entonces y € Dg(L).
Demostracion:
1) 0 ¢ Dg(L): Por el Lema 2.25.2), =0 =1 # 0.

2) 1 € Dg(L): Por el Lema 2.25.2), =1 = 0.

3) Stz <y, x € Dg(L), entonces y € Dg(L): Por el Lema 2.25.5), -y < -z = 0, en
consecuencia —y = 0.

4) Si z,y € Dg(L), entonces x @ y € Dg(L): Por el Lema 2.9.10), =(z ® y) =

5) Siz, v — y € Dg(L), entonces y € Dg(L): Por el Lema 2.9.2-1) y 10), y — 0 <
(r@(@—y)>0=r—((r—y) =0=2-0=0.

O

Lema 4.9. Sea L = (L,\,V,®,—,0,1) un reticulo residual integral, entonces el con-
gunto Ds(L) de los elementos densos de L es cerrado con respecto al producto, el residuo
y el supremo.

Demostracién: Sean z,y € Dg(L). Por el Lema 4.8.4) y 5) podemos afirmar que
Dado que # < x V y, aplicando el Lema 4.8.3) resulta = Vy € Dg(L). O

En general no es cierto que si x,y € Dg(L) resulte x Ay € Dg(L) como se puede apreciar
en el Ejemplo 2.12, donde a,b € Dg(L), pero a A b = 0. Veamos qué condiciones son
necesarias par que sea cerrado con respecto al infimo.

Lema 4.10. Sea L = (L, A\, V,®,—,0,1) un reticulo residual divisible, entonces el con-
gunto Dg(L) de los elementos densos de L es cerrado con respecto al producto, el residuo,
el supremo y el infimo.
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Demostraciéon: Por el Lema 4.9 s6lo debemos probar que es cerrado respecto al infimo.
Sean x,y € Dg(L). Como L es divisible, por el Lema 2.21.2) podemos escribir x Ay =
r®(x — y),y como x,y € Dg(L), por el Lema 4.9 resulta x — yy 2®(z — y) € Dg(L),
en consecuencia, x Ay € Dg(L). O

Lema 4.11. Sea L = (L, A\,V,®, —,0,1) un reticulo residual lineal, entonces el conjunto
Dg(L) de los elementos densos de L es cerrado con respecto al producto, el residuo, el
supremo y el infimo.

Demostracion: Por el Lema 4.9 sélo debemos probar que es cerrado respecto al infimo.
Sea x,y € Dg(L), como L es lineal, por el Lema 2.16.3) podemos escribir =(z A y) =
-V -y, como x,y € Dg(L), resultaz — 0=y — 0 =0y —zV-y = 0, en consecuencia,
x ANy € Dg(L). O

Lema 4.12. SiL = (L,A\,V,®,—,0,1) es un reticulo de Girard, entonces Dg(L) = {1}.

Demostracién: 1 € Dg(L), por el Lema 4.8. Si « € Dg(L), entonces, por el Lema 4.7
-z = 1 y como se trata de un reticulo residual de Girard z = ——x = 1. O

Observacién 4.4. La condicién Dg(L) = {1} es necesaria mas no es suficiente para
afirmar que L es un reticulo residual de Girard. Este hecho se ve en el reticulo del
Ejemplo 2.18, que no es de Girard y, sin embargo el tinico elemento denso es el 1.

4.3. Elementos idempotentes

Lema 4.13. Sea L = (L,\,V,®,—,0,1) una BL dlgebra, y sea x un elemento idempo-
tente en L. Entonces, cualquiera que sea y en L se tiene:

=y V(z—y —y =1

Demostracién: Por el Lema 2.16.2) podemos escribir (z — y) V ((z — y) — y) =
(x A (x — y)) — y. Dado que z es idempotente, y en virtud del Lema 2.23.1), resulta
(A (z—y)—y=(x®(x—y) >y=(rAy) —y=1, porel Lema 2.21.2). O

Corolario 4.2. En las condiciones del Lema, —x V —-—x = 1.
Demostracion: Inmediata, con y = 0. O

Lema 4.14. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) una BL dlgebra, y sea x € L un elemento idempo-
tente. Entonces —x también es idempotente.

Demostracién: Por el lema anterior y el Lema 2.12.1) escribimos ~z = -z ® 1
-z ® (—x V =—x). Aplicando el Lema 2.9.6) y Lema 2.25.1) resulta: -z ® (—x V =—x)
(-2 ®@-x)V (-2 ®-(-x) = (-r®—2) V0 =2 ® -z Es decir ~z = -z ® . O
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Observacion 4.5. Es claro que el conjunto de los elementos idempotentes en un reticulo
residual integral es no vacio, ya que 0 y 1 son idempotentes.

Sea xy un elemento idempotente en L, entonces, en virtud del Lema 4.14, ¢+ = o — 0 es
también un elemento idempotente.

Ademas, cualquiera que sea x en L se satisface x = (z A1) V (x A—i), ya que L es reticulo
distributivo por ser BL algebra, e 1 V =i = 1.

Observacién 4.6. Podria esperarse que (z — y) Ai = (x A1) — (y A1), pero no es
cierto como se puede comprobar en el Ejemplo 2.26, donde (a — b)) Ac=gAc=a #
a—0=(aNc)— (bAc),siendo c = —e, con e® e = e.

Lema 4.15. Sean L = (L, A, V,®,—,0,1) una BL dlgebra, i un elemento idempotente,
[0,7] ={X € L:\<i} y las operaciones

r®;y=(rRy)Ai
xi}y:(xﬁy)/\i.
Entonces [0,1] = ([0,1], A, V, ®;, i>,0,z'), es una BL dlgebra.
Demostracion:
Sii =1 el resultado es trivial.
Supongamos 0 # i # 1y x,y € [0,4]. Entonces:
r@y=(TyYNi=r®y. Yaquez®y <z Ay.
:L’—i>y:(x—>y)/\i.

Veamos que (®;, —) es un par adjunto. Consideremos x,y, z € [0,1], entonces:

Six®;y < zentonces r ®y < z lo que es equivalente a x < y — z y, en consecuencia,
xNi < (y — z) Ad. Ademds, como x € [0,4] resulta que x = z Ai < (y — 2) Ai o
equivalentemente x <y 5 2

Supongamos ahora que z <y — z, es decir x = A i < (y — 2) Ai < (y — 2), y por lo
tanto x < (y — 2), lo que es equivalente a  ® y < z y, en consecuencia a r ®; y < z.

i, el ultimo elemento de [0, i] satisface z®i = z, por el Lema 2.23.1). Dado que ® coincide
con ®; podemos garantizar que ([0, 7], ®;,7) es monoide ordenado y, en consecuencia, que

{[0,4], A, V, ®;, —,0,1) es reticulo residual integral, por el Corolario 2.2.
Para probar que es BL algebra resta ver que es divisible y lineal.
Sea x,y € [0,7], entonces z Ay = (x Ay) Ni = (z® (x — y)) Ai. Por el Lema 2.19.2)

(z@ (@ —y))ANi=(xANi)®((x — y)Ai) =2 ®; (x> y), y se satisface la condicién de
divisibilidad.
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Para ver la condicién de linealidad debemos probar que (x 5 y) V (y LN x) = i. Apli-
cando el Lema 2.19.3) resulta (z - y) V (y - z) = (z — y) AV ((y — @) A i) =
(= y)V(y—2))Ai=1Ai=i Afirmamos entonces que ([0,i],A,V,®;, —,0,i) es
una BL algebra. O

Corolario 4.3. Sea L = (L, A, V,®,—,0,1) una BL dlgebra, i un elemento idempotente.
Entonces [0, —i] = ([0, i), A, V, ®_;, —, 0, =) es una BL dlgebra.

Demostracién: Por el Lema 4.14 sabemos que —7 es un elemento idempotente, e in-
mediatamente a partir del Lema 4.15 resulta la tesis. O

Teorema 4.1. [BE97| Toda BL dlgebra L puede representarse como un producto de la
forma [0,1] x [0, -], siendo i la negacion de un elemento idempotente.

Demostracién:

Por el Lema4.15, el Corolario 4.3 y el Teorema 2.10 afirmamos que [0, i] x [0, —i] es una
BL &lgebra.

La aplicacion h : L — [0,14] x [0, ] definida por h(z) = (z A4,z A —i) es naturalmente
un homomorfismo, ademas verifica:

Si(y, z) € 10,14]x[0, =], entonces h(yVz) = (y, 2), yaque (yVz)Ai = (yAi)V(zAi) =
yV0 =y, porquede y € [0,7] resultay < iy yAi=yydez € [0,iresulta z < —i
y zAy < =i Ai=0. Andlogamente (y V z) A =i = z. Es decir, h es epiyectiva.

Si h(z) = h(y), resulta (zAi,x A—i) = (yAi,y A=), es decir, tAT = yAi, cA—i =
yA—i. Como i = —i’, con ¢’ idempotente, por el Corolario 4.2 resulta =i’V —-—i' =1,
lo que es equivalente a iV—i = 1. Entonces © = zA1 = zA(iV—i) = (zAi)V(zA—1) =
(yNi)V(yA—i)=yA(iV—i)=yA1l=y. Esdecir, h es inyectiva.

Resulta entonces que h : L — [0,1] x [0, ] es un isomorfismo de reticulos residuales, y
[0,1i] x [0, —i] es una BL algebra isomorfa a L. O

Observacion 4.7. Si 0 y 1 son las tnicas negaciones de elementos idempotentes la
descomposicién indicada resulta trivial. La existencia de elementos idempotentes cuya
negacién no sea nula garantiza una descomposicion no trivial.

Ejemplo 4.3. Consideremos el Ejemplo 2.26. De acuerdo con las operaciones definidas,
los elementos que son negaciones de idempotentes son: 0,¢,e,1 y, en consecuencia las
posibles descomposiciones son las siguientes:

(1) [0,0] x [0, 1], que es la descomposicion trivial.

(2) [0,c] x [0, €]
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® 0 a c — 0 a c
a 0 0 0 0 0 c c c
0 a 0 0 a a a c c
c 0 a c c 0 a c
f ® | 0] b | e ST 0]b e
b 0 0 0 0 0 e e e
]O b 0 b b b 0 e e
e 0 b e e 0 b e

En estas cadenas observamos que los tinicos elementos idempotentes que son negacion
de idempotentes son el primer y el ultimo elemento de cada una.
La aplicacién que realiza el isomorfismo estd dada en la siguiente tabla:

x 0 a b c d e f g 1
A() | 0,0) | (@,0= (0.) | (:0) | (@:0) | (0,6) | (©,0) | (@s€) | (. )
Ejemplo 4.4. Consideremos el algebra de Heyting H determinada por el siguiente dia-

grama de Hasse, donde el producto coincide con el infimo y el residuo estd dado por la
tabla:

1 — | 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
b e a 0 1 1 1 1
b 0 c 1 c 1
c 0 b b 1 1
a 1 0 a b c 1
0

Los tinicos elementos negaciones de idempotentes son 0 y 1, por lo cual la descomposicién
indicada resulta trivial.

Hemos establecido una descomposicion para las BL algebras. Esto generaliza un resulta-
do de Hohle [H6h95]: Dada una MV élgebra L todo elemento idempotente i determina la
descomposicion de L en producto de MV algebras. L = L; ® L; o, un resultado similar
obtuvo J.A. Rodriguez en su tesis doctoral para MV algebras, [Rod80] y R. Cignoli y A.
Torrens para PL-édlgebras en [CT97].

Veamos en qué condiciones es posible establecer esta descomposicién.

Lema 4.16. Sea (L, \,V,®,—,0,1) un reticulo residual, x un elemento idempotente de
L. Entonces
r<x—ysiysolosiz<y.
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Demostracién: Resulta de la condicién de par adjunto (2.13). O

Del lema resultan los siguientes corolarios de demostracién inmediata:

Corolario 4.4. Sea (L,A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual y x un elemento idempotente
de L. Entonces x < —x si y solo si x = 0.

Corolario 4.5. Sea (L, A\,V,®,—,0,1) un reticulo residual y x un elemento idempotente
de L. Entonces v £ —x si y solo si x # 0.

Corolario 4.6. Sea L = (L, \,V,®,—,0,1) un reticulo residual, x un elemento idem-
potente de L. Si L es una cadena y x # 0, entonces x > —ux.

Observacion 4.8. Es claro, entonces, en virtud de los corolarios anteriores que en una
cadena que sea un reticulo residual divisible (que por ser totalmente ordenado es lineal,
segin el Lema 2.17), la inica negacién de un elemento idempotente es el 0. Es decir, son
indescomponibles segtin nuestra propuesta.

4.4. Elementos nilpotentes

Definicién 4.3. Sea (L,A,V,®,—,0,1) un reticulo residual,  # 0 es un elemento
nilpotente de orden n si existe n € N tal que z" = 0.

Lema 4.17. Sea (L,A,V,®,—,0,1) un reticulo residual, x € L, entonces —(——z)" =
2", cualquiera que sea n € IN.

Demostracién: Probaremos este lema por induccién. Si n = 1 la proposicion se verifi-

n—1 n—1

ca, segtin vimos en el Lema 2.25.4). Supongamos que se verifica =(——x)""! = —z" 1y
probemos —(—=—z)" = —a™.
—\<—|—\[L‘)n = <T(—|ﬁaj7 <—|—\$)n_1)> —- 0=z — ((ﬁ—\x)n_l — O) = Oy — (.fn_l — O) =

s (= 0) =" = (T Y1) > 0=2"—0=—a" O

Corolario 4.7. Sea (L, \,V,®,—,0,1) un reticulo residual. Si x es un elemento nilpo-
tente de orden n, entonces —=—x es un elemento nilpotente del mismo orden.

Demostracién: Si 2" = 0, entonces 1 = —z" = —(—=—2)", de donde (-—z)" = 0. Es
decir ==z es nilpotente y su orden de nilpotencia es menor o igual que el de x.
Analogamente se obtiene la otra desigualdad. O
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4.5. Elementos booleanos

Definicién 4.4. Sea (L, A, V,®,—,0, 1) un reticulo residual, llamaremos elemento booleano
a x, si existe algun elemento y satisfaciendo:

ANy =0
zVy=1

Lema 4.18. En una BL dlgebra si x es booleano y ~x = x — 0,
)zv-z=1,zA-2=0
2) ——x es booleano
3) v = -z
Demostracion:
1) 2V —-x =1, z A —x = 0: Por ser z booleano existe y tal que xt Ay =0,z Vy = 1.

Considerando que ~z =z — 0 = \/{t : z®t = 0} y que por ser integral se verifica
r®@t<xAtesclaro que y < —x y, en consecuencia, 1 =xVy < zV —x. Es decir

xV -z =1
Ademés, por ser L un reticulo lineal, por el Lema 2.16.3), ~(z A—z) = =z V—-—x >
-z V z, de donde —=(z A —z) = 1y, en consecuencia x A =z = 0. En efecto:

xA-x<-—xA-x=-(-xVzr)=-1=0.

2) Veamos que =z es booleano: por el Lema 2.16.2) y 3), podemos escribir =—x V -z =
(xAx)=-0=1y "z A-z=-(-zVzr)=-1=0.

3) Para probar que x = ——z, recordemos que por el Lema 2.19.3) el reticulo es
distributivo y por este motivo y usando los incisos anteriores podemos escribir: r =
ANl =a2xAN(-2V-2)=(zxAN-2)V(zA-z) =0V (zA-z) =
(mx A——z)V (e A——z) = (mx V) A—-—x =1A -z = -,

O

Observacién 4.9. El inciso 3) del Lema 4.18 puede enunciarse diciendo: en una BL
algebra, todo elemento z booleano es regular.

Lema 4.19. En una BL dlgebra todo elemento booleano es idempotente.

Demostraciéon: Debemos probar que si x es booleano, entonces © ® xr = x. Basta
considerar que = x ® 1, por el Lema 2.12.1) por el Lema 2.9.6) obtenemos z =z ® 1 =
r@(xV-rx)=(r®z)V(r®-z)=r®z yaquez® -z =0, por el Lema 2.25.1). O
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Corolario 4.8. En una BL dlgebra un elemento x es booleano si y solo si x es negacion
de idempotente.

Demostracién: Supongamos, en primer lugar, que x es booleano. Por el Lema 4.18
escribimos © = ——z. Dado que z es idempotente, ~x también lo es, por el Lema 4.14,
en consecuencia x es negacién de un idempotente.
Supongamos ahora que x = =i donde ¢ ® ¢ = 7. Por el Lema 4.13, =iV =i = 1, es decir,
x V ——t = 1. Por otra parte x A ==t = =i A =—i. Como ¢ es idempotente, por el Lema
4.14 —i es idempotente y por el Lema 2.23.1) =i A =—i = =i ® —(—i) = 0, por el Lema
2.25.1). Es decir, x V =il y 2 A =—i = 0, en consecuencia, x es un elemento booleano.
O

Observacion 4.10. En una MV élgebra, por ser la negaciéon una involucién, cualquier
elemento idempotente es un elemento booleano. (Es decir, los elementos idempotentes
de una MV algebra conforman un dlgebra de Boole, segiin vimos en el Teorema 2.15),
[Chabg].

Teorema 4.2. Para que una BL dlgebra (L, \,V,®,—,0, 1), sea descomponible en pro-
ducto de BL dlgebras, es condicion necesaria y suficiente que exista un elemento booleano
no trivial en L. En ese caso, si x es el elemento booleano, resulta L = [0, z] x [0, —x].

Demostracion: Inmediata a partir del teorema 4.1 y el corolario 4.8. O

Probaremos ahora que toda BL algebra finita con méds de un atomo es isomorfa a un
producto directo de BL algebras. De este modo resultara que toda BL algebra con n
atomos es el producto de n BL algebras, no necesariamente cadenas.

Teorema 4.3. [BE97] Toda BL dlgebra finita L = (L,A,V,®,—,0,1), con mds de un
dtomo tiene al menos un elemento booleano no trivial.

Demostraciéon: Por el Corolario 3.2, dado que toda BL algebra es lineal, existe un
elemento idempotente ag € L y por el Corolario 4.8, —ag € L es el elemento booleano
buscado.

O

Corolario 4.9. Un reticulo residual finito lineal es descomponible si y sélo si posee mas
de un dtomo.

Demostracion:

La condicién suficiente se deduce del teorema. Por otra parte, para la condicion necesaria
observemos que si un reticulo L es descomponible, entonces existe xz en L tal que L =
[0,z] x [0, ~z]. Sean a un atomo de [0,z] y b un atomo de [0, —z]. Es claro que (a,0) y
(0,b) son atomos de L. O



Capitulo 5

Casos Particulares

5.1. t-normas

La idea principal de la légica fuzzy es reemplazar el conjunto de posibles valores de verdad
{0, 1} asociado a la légica clasica por otro que lo contenga, generalizando las operaciones
que en ¢l se realizan. En la mayoria de los trabajos sobre logica fuzzy y sus aplicaciones
el conjunto antes mencionado es el intervalo real unitario [0, 1] y los operadores que se
consideran son las llamadas t-normas para la conjunciéon y t-conormas para la disyuncién.
Esta denominacion es una abreviatura de normas triangulares y proviene de la teoria
de espacios métricos probabilisticos. En estos espacios métricos, definidos originalmente
por Menger ([Men42]) a cada par de puntos p y ¢ se asocia la funcién de distribucién
de probabilidad F),,, donde F),,(z) se interpreta como la probabilidad de que la distancia
entre p y ¢ sea menor o igual que x, para cada valor real x. La desigualdad triangular toma
la forma: F,(z+vy) > T(Fpe(x), Fyr(y)), siendo T una t-norma. En [SS61], se generaliza
este concepto y la desigualdad triangular toma la forma: Fy,. > 7(F,,, F}), donde 7 es una
operacion continua y asociativa en el espacio de funciones de distribucion. En este trabajo
también se ve que diferentes t-normas llevan a espacios métricos probabilisticos con
diferentes geometrias y propiedades topoldgicas, lo cual implica que un amplio repertorio
de t-normas generardn un amplio repertorio de espacios. En [Acz48] J. Aczél enuncia el
siguiente teorema:

Teorema 5.1. Sea J un intervalo abierto propio de IR, entonces la funcion A : JxJ — J
es asociativa, continua y estrictamente mondotona si y solo si admite la representacion
Az, y) = a Y alz) + aly)), donde a : J — IR es continua y estrictamente mondtona.

En [SS63], mediante el teorema de Aczél se construyen familias de t-normas y se deducen
propiedades y relaciones entre las t-normas. También se encuentra la relacion entre ellas
y las llamadas cépulas, que habian sido definidas previamente por Sklar ([Sk196]).

Lofti Zadeh en su trabajo original ([Zad65]) toma el intervalo real unitario como conjunto
de posibles valores de verdad, como operador de conjunciéon la t-norma minimo y su

137
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t-conorma dual, mdzrimo como operador de disyuncién. Es decir, en el intervalo real
unitario, que con el orden natural es un reticulo completo, si se define una t-norma
resulta que ([0,1],7’, 1, <) es un monoide ordenado y si ademas satisface T'(z,\/,c; vi) =
Vier T'(x,y;), se puede aplicar el Lema 2.7 para construir un reticulo residual.

Es importante notar que el intervalo real unitario no es sélo un reticulo acotado completo,
sino que es totalmente ordenado, continuo y la suma acotada y el producto son dos
operaciones en [0, 1].

Definicién 5.1. Una operacién 7" : [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] es una norma triangular, segin
Drewniak, [Dre89] o cdpula, segin Frank([Fra75]), si es asociativa, conmutativa y no
decreciente en ambas variables. T' se dice una t-norma si y solo si tiene como identidad
el 1, y una t-conorma siy solo si tiene como identidad el 0.

Schweizer y Sklar, [SS61], [SS63] dan la siguiente definicién de t-norma:

Definicion 5.2. Una t-norma es una operacién binaria definida sobre el intervalo real
[0, 1] que satisface:

(T1) T(z,1) ==z, T(0,0)=0
(T2) T(x,y) = T(y, )
(
(T

T3) Six <2,y <y entonces T(x,y) < T(x',y)

4) T(x,T(y, 2)) = T(T(x,y), 2)
Klement, [K1e97] dice:

Definicién 5.3. Una norma triangular (t-norma) es una operacién 7' : [0, 1] — [0,1]
asociativa, conmutativa y no decreciente en la segunda variable, que tiene a 1 como
elemento neutro.

Lema 5.1. Las Definiciones 5.1, 5.2 y 5.3 son equivalentes.

Demostracion: Las condiciones de asociatividad, conmutatividad y el 1 como elemento
neutro figuran en las tres definiciones. Solo debemos ver que es suficiente que sea no
decreciente en la segunda variable para que lo sea en ambas y que esta condicion, junta-
mente con T'(x,1) = x bastan para ver que 0 es el elemento absorbente.

Supongamos que 7" es no decreciente en la segunda variable. Sea x < 2’ e y < y/, entonces,
por la conmutatividad de T escribimos: T(z,y) < T'(z,y') = T(y,z) < T(y,2') =
T(2',y"). Probemos ahora la existencia del elemento absorbente basdndonos en la exis-
tencia de unidad y la isotonia: 0 < T'(z,0) < 7T'(1,0) = 0. O

Observacién 5.1. De la Definicién 5.1.2) deducimos que una t-norma 7' satisface
T(x, Vi ¥i) = Ve T(w,y:) siy sélo si T(V,e;vi,y) = Vier T(2i,y). O, equivalente-
mente lim,_,-T(x,y) = T(xo,y) y limy—,,-T(x,y) = T(x,y0). Este hecho motiva la
siguiente definicién.
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Definicion 5.4. Sea T una t-norma. 7' se dice continua a izquierda si para todo x,y €
[0,1] y cualquier familia {y;};c; C [0, 1] satisface:

T(x, \/ yi) = \/ T(x,y;).

Observacidén 5.2. Si bien Frank llama a las t-normas cépulas, en [SS61] podemos hallar
la siguiente definicién de cépula:

Definicién 5.5. Una cdpula 2-dimensional es una funcién C' : [0,1] x [0,1] — [0, 1],
continua, que satisface las siguientes condiciones:

(C1) C(0,0) =0, C(a,1)=C(1,a) = a,
(C2) sia<e b<d, entonces C(a,b) < C(c,d),
(C3) sia <e¢, b<d,entonces C(a,d) + C(c,b) < C(a,b) + C(c,d).

Puede observarse que las condiciones (C1) y (C2) pedidas para cépulas coinciden con las
1), 2) y 3) de la Definicién 5.2, pero ambos son conceptos diferentes, ya que las cépulas
no son necesariamente asociativas y las t-normas no necesariamente continuas.

Un ejemplo de cépula que no es t-norma, dado que no es asociativa es:

Cla,y)=v-y+a-y-(1-2) (1-y).
Un ejemplo de t-norma que no es copula, dado que no es continua, es:

min(z,y) six=146y=1

Tw(x,y) = {

0 en otro caso.

Definicién 5.6. [SS61], [SS63] Una t-conorma , es una operacién binaria definida sobre
el intervalo real [0, 1] que satisface:

(S1) S(z,0) =z, S(1,1)=1
(S2) S(z,y) = S(y,2)

(S3) Siz < ',y <y entonces S(z,y) < S(x',1)
(54) S(z,5(y,2)) = S(S(x,y),2)

Observacion 5.3. Las Definiciones 5.1 y 5.6 son equivalentes, en forma dual al Lema
5.1.

Observacién 5.4. En [AFS06] dan el nombre de s-normas a las t-conormas. Esta deno-
minacion tiene sentido dado que ambas son normas triangulares con un elemento neutro.
En este trabajo hemos preferido llamarlas t-conormas, dada la relacién dual entre las
t-normas y las t-conormas.



140 CAPITULO 5. CASOS PARTICULARES

Definicién 5.7. [TAT95] Una negacion fuerte es una funcién n : [0, 1] — [0, 1], continua,
estrictamente decreciente, que satisface:

n(0) =1, n(n(x)) = =. (5.1)

En [BBS03] se llega a esta definicién por restricciones sucesivas, llamando negacion fuzzy
a una funcién c : [0,1] — [0, 1], monétona decreciente tal que ¢(0) = 1y ¢(1) = 0. Si
¢ es continua y estrictamente decreciente se dice negacion fuzzy estricta y si ademas es
involutiva se denomina negacion fuzzy fuerte.

Lema 5.2. Sin:[0,1] — [0,1] es una negacion fuerte, entonces n(1) = 0.

Demostracién: Por la Definicién 5.7, n(0) = 1, reemplazando el 1 resulta, n(l) =
n(n(0)) = 0, por la misma razon. O

Ejemplo 5.1. La negacién fuerte mas utilizada es n(x) = 1 — z, y es miembro de la
familia de negaciones fuertes n,(x) = ¥/1 — x®, para a = 1.

Lema 5.3. [K1e97] Si T' es una norma, S definida por:
S(a,y) = n(T (n(x),n(y))), (5.2)

resulta asociativa, conmutativa, no decreciente en ambas variables y tiene como elemento
neutro el 0, es decir, es una conorma.

Demostracién: Para probar la asociatividad consideremos S(z, S(y, z)), por (5.2) y la
definicion de negacién resulta

n(T(n(x),n(S(y, 2)))) = n(T(n(z), n(n(T(n(y), n(2)))))) = n(T(n(z),T(n(y),n()))),
por la asociatividad de T resulta
n(T(T(n(x),n(y)),n(2)))-
Dado que la negacién es involutiva podemos escribir
n(T(n(n(T(n(x),n(y)))), n(2))),
reemplazando nuevamente por (5.2) obtenemos
n(T(n(S(z,y)),n(2))) = S(S(x,y), 2).

S(a,y) = n(T(n(x), n(y))) = n(T(n(y), n(x))) = Sy, z).
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Six <2’ ey <y entonces n(z') < n(x)y n(y) < n(y).

Dado que T es no decreciente en ambas variables afirmamos
T(n(2'),n(y)) < T(n(x),n(y)),
y nuevamente aplicando n resulta
n(T'(n(x),n(y))) < n(T(n(z"),n(y))),
que por (5.2) es S(z,y) < S(2, ).

S(x,0) = n(T(n(x),n(0))) = n(T(n(x),1)) = n(n(x)) = z.

O
Dualmente enunciamos el siguiente lema, cuya demostracion es andloga:
Lema 5.4. S5 S es una conorma, T definida por:
T(x,y) = n(S(n(x),n(y))) (5.3)

resulta asociativa, conmutativa, no decreciente an ambas variables y tiene como elemento
neutro el 1, es decir, es una norma.

Este hecho motiva la siguiente definicién:

Definicién 5.8. [TAT95] Una t-norma 7' y una t-conorma S son n-duales si existe una
negacién fuerte n tal que S(z,y) = n(T'(n(z),n(y))).

Definicién 5.9. Si T'y S son n duales, la terna (7,5, n) se dice una terna de De Morgan

Esta denominacion estd ampliamente justificada ya que las t-normas se utilizan para
definir la interseccién de conjuntos fuzzy, las t-conormas para definir la unién y la ne-
gaciéon para definir el complemento; y si 7"y S son n-duales se verifican las leyes de De
Morgan.

Definicién 5.10. Si Ty S son n-duales para la negacién fuerte n : [0, 1] — [0, 1] definida
por n(z) = 1 — z, entonces se denominan normas duales. La condiciéon de dualidad se
escribe entonces: S(z,y) =1—-T(1 —xz,1 —y).
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Ejemplo 5.2. Los operadores t-norma, y sus correspondientes t-conormas duales, mas

habituales en la literatura son:

Minimo (Zadeh - Gédel):

Ty (z,y) = min(z,y)

Producto aritmético (Mandani):

Tp(z,y) =z-y

Producto acotado (Lukasiewicz):

Ti(z,y)=(x+y—1)VvO0

Producto drastico (weakest product):

Tw(x,y) = {

min(z,y) siz=16y=1

0 en otro caso.

Maéximo:

(5.4) Su(z,y) = max(z,y) (5.8)
Suma probabilistica:

(5.5) Sp(z,y)=c+y—a-y (5.9)
Suma acotada:

(5.6) Sp(x,y) =(zr+y) A1 (5.10)
Conorma dréstica (strongest conorm):

max(z,y) six=06y=0

1 en otro caso.
(5.7) (5.11)

Probaremos que minimo, producto aritmético, produto acotado y producto drastico con
t-normas y que maximo, suma acotada, suma probabilistica y conorma drastica son sus
correspondientes conormas duales usando el Lema 5.3.

Minimo
min(0,0) =0

1) min(z,1) =z,

2) min(z,y) = min(y, x)

)
)
)
)

w

Six <a',y <y entonces min(z,y) < min(z’,y')

4) min(z,min(y, z)) = min(min(z,y), z)
En efecto: hay seis casos posibles:

r<y<z
min(x, min(y, z)) = min(x,y) = x = min(z, z) = min(min(z,y), 2)
r< z<y:
min(z, min(y, z)) = min(x, z) = x = min(x, z) = min(min(x,y), 2)
y<axz<z
min(x, min(y, z)) = min(x,y) = y = min(y, z) = min(min(z,y), 2)
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y<z<ua
min(z, min(y, z)) = min(x,y) = y = min(y, z) = min(min(x,y), z)

z<ax <y

min(z, min(y, z)) = min(x, z) = z = min(z, z) = min(min(z,y), )

2y <
min(z, min(y, z)) = min(x, z) = z = min(y, z) = min(min(x,y), 2)

5) 1 —min(l —z,1 —y) = maz(x,y). En efecto: hay dos casos posibles:

z <y
l—min(l—z,1-y)=1—-(1—-y) =y =maz(z,y)
y <@
1—min(l—z,1—y)=1—(1—-12)=2=mazx(z,y)

Producto aritmético

r-1=u=x, 0-0=0

l-1l—-2z)- 1l-y)=1-1l-2az—y+z-y)=ax+y—x-y

Producto acotado

(
(
(
(

T1
T2

(x+1-1)VO=2z, (z+0-1)V0=0

(z+y—1)Vv0o=(y+2—-1)VO0

T3) Siz <z',y <y entonces (rt+y—1)v0O< (2 +y —1)VvO0

)
)
)
)

si T(x,T(y,z)) = 0.
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T4) Para probar la asociatividad veamos en primer lugar que T'(T'(x,y), z) = 0 si y sélo

Supongamos que T'(T(x,y),z) = 0. Siy+2z—1 < 0 es claro que T'(x,T(y, z)) = 0.
SiT(y,z) # Oresulta T'(x,T(y, 2)) = (v+(y+2—1)—1)V0 = ((z+y—1)+2—1)VO0.
Siz+y—1<0esclaro que T(z,T(y, z)) = 0, en caso contrario T'(z,y) = z+y—1,

como T'(T(x,y),z) =0resulta (v +y—1)+2—-1<0y T(z,T(y,2)) = 0.

Debido a la conmutatividad probada en 2) con lo demostrado podemos afirmar la

equivalencia.

Supongamos ahora que T(T(z,y),z) # 0y T(z,T(y,z)) # 0, podemos afirmar
entonces que T'(T'(x,y),2) = (r+y—1)+2—-1y T(2,T(y,2)) =x+(y+2—1)—1,

y, en consecuencia, que T(T(z,y), z) = T(z,T(y, 2)).



144 CAPITULO 5. CASOS PARTICULARES

(TH) 1—((1—2)+(1—y)— 1) VO)=(z+y) Al
Si(l—2)+(1—y)—1<0,esdecir, 1 <z+yy se verifica la igualdad.
Si(1—z)+(1—y)—1 > 0, resulta 1—(((1—2)+(1—y)—1)V0) = 1—-(1—a+1—y—1) =
l-1l+z—14+y+l=s+y=(r+y) AL

Producto drastico
(T1) Tw(x,1) =2, Tw(0,0)=0

(T3) Supongamos que z < 2,y < 'y Tw(z',y') = 0, entonces pueden ocurrir dos casos
caso 1: &' =06y =0,dedonde t =06y =0y Tw(x,y) =0.
caso 2: ' A1 4y, 2’ £#0#y yax#1+#y, dedonde Ty (x,y) =0.
Si Tw(z,y) # 0 pueden ocurrir dos casos:
caso 1: x = 1, entonces @’ =1y Tw(z,y) =y <y =Tw(, ).
caso 2: y = 1, implica y = 1y Tw(z,y) =x <2’ =Ty (2, y)
En cualquiera de los cuatro casos Ty (z,y) < Tw(2',y').

(T4) Tw(z, Tw(y,2)) = Tw(Tw(z,y), 2).
En efecto: hay ocho posibilidades:

x=1,y#1, z# 1, entonces: Ty (z, Tw(y,2)) =0 =Tw(Tw(x,y), 2)
x#1,y=1, z#1, entonces: Ty (z,Tw(y,2)) =0=Tw(Tw(x,y), 2)
r#1,y#1, z=1, entonces: Ty (z,Tw(y,2)) =0=Tw(Tw(x,y), 2)
x=1y=1, z # 1, entonces: Ty (z, Tw(y,2)) =z = Tw(Tw(z,y), 2)
x=1,y#1, z=1, entonces: Ty (z,Tw(y,2)) =y =Tw(Tw(z,y), z)
x#1,y=1, z=1, entonces: Ty (z,Tw(y,2)) =z =Tw(Tw(z,y), 2)
rx#1,y#1, z#1, entonces: Tw(x, Tw(y, 2)) =0=Tw(Tw(z,y), 2)
r=1y=1, z=1, entonces: Ty (z,Tw(y,2)) =1 =Tw(Tw(z,y), 2).

Sizx=06y=0resultal —Ty(l—2,1—y) =1—min(l —z,1—y) = max(z,y) =
Sw(z,y). En cualquier otro caso Ty (1 — x,1 —y) = 0y Sw(z,y) = 1, lo cual
verifica también que 1 — Ty (1 — 2,1 —y) = Sw(x,y).

Observacidén 5.5. Hemos afirmado que en ([0, 1], 7, 1) se puede definir un residuo si T
es una t-norma continua a izquierda. De las t-normas antes mencionadas solo Ty no es
continua. Veamos que no se verifica Ty (x, \/ t;) = \/ Tw(x,t;).

iel iel
Si consideramos x # 1, t; = 1—1/i, i € N, Ty (z, ;) = 0 para todo t;, pero Ty (z, \/tl) = .

icl
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El orden natural en el intervalo real [0, 1] induce una relacién de orden en el conjunto de
las t-normas:

Definicién 5.11. Dadas dos t-normas 77 y Ty se dice 17 < T3 si Ti(z,y) < Ta(x,y),
para todo (z,y) € [0,1] x [0, 1]. Esta relacién se denomina orden puntual.

Lema 5.5. TL < Tp

Demostraciéon: Si z =0 6 y = 0 resulta 77 (x,y) = Tr(x,y). Supongamos x # 0 # y.
Si Tp(x,y) = max(z +y —1,0) = 0, se cumple que Tt (z,y) < T (z,y).

Si Tp(x,y) = max(zx +y—1,0) # 0, dado que x,y € [0,1] resulta (z —1)- (1 —y) <0y
en consecuencia z —z -y +y—1 <0, de donde T (z,y) =x+ (y—1) < x-y =Tp(z,y).
En cualquier caso T, < Tp. O

Lema 5.6. Sea (T, <) el conjunto de todas las t-normas ordenado por el orden puntual,
entonces Ty y Ty son, respectivamente, el primero y el ultimo elemento.

Demostraciéon: Si x,y € (0,1), entonces Ty (z,y) = 0 y es claro que 0 < T'(x,y),
cualquiera que sea la t-norma 7. Si y = 1 resulta, por la Definicién 5.2.1) Ty (x,1) =
x = T(x,1) cualquiera que sea la t-norma 7. Por la Definicién 5.2.2) T'(z,y) = T(y, x) v,
en consecuencia Ty (1,y) = Tw(y,1) =y =T(y,1) = T(1,y). En consecuencia Ty < T,
para toda 7" € 7.

Por la Definicién 5.2.1) y 3), si y < 1, entonces T'(z,y) < T(z,1) = z. Si z < 1, por
la misma definicién .2) T(x,y) = T(y,z) < T(y,1) = y. En consecuencia T'(z,y) <
min(z,y) = Ty(z,y), para toda T € T. O

Corolario 5.1. Ty <Tp <Tp < Ty
Demostracion: Inmediata a partir del Lema 5.10 y 5.6. O

Corolario 5.2. Si T es una t-norma, se verifica que T'(z,0) = T(0,y) = 0, cualesquiera
que sean x,y € [0, 1].

Demostraciéon: T'(z,0) < Ty (x,0) = min(x,0) = 0, y en consecuencia T'(x,0) = 0.
T(0,y) = 0 por la conmutatividad de la t-norma. O

Lema 5.7. Sea Ty, T dos t-normas, S1, So sus t-conormas n-duales, respectivamente.
Si Ty <15, entonces Sy < 5.

Demostracién: Supongamos que 17 < Ty. Entonces T'(x,y) < Ty(z,y), para todo
(x,y) € ]0,1] x [0, 1], en especial T (n(x),n(y)) < Ta(n(x),n(y)), como n es decreciente
resulta n(T1(n(x),n(y))) > n(Te(n(x),n(y))), es decir Se(z,y) < Si(x,y), y resulta la
tesis. O

Dualmente enunciamos el siguiente resultado:
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Lema 5.8. Sea (S8, <) el conjunto de todas las t-conormas ordenado por el orden puntual,
entonces Sy; y Sy son, respectivamente, el primero y el ultimo elemento, mds aun,Sy <
Sp <51 < Sw.

Demostracion:
Inmediata a partir de los Lemas 5.10 y 5.7 y el Corolario 5.1. O

Definicion 5.12. Sea T una t-norma. Si T es continua, se dice una t-norma continua.

Observacién 5.6. Nuevamente, por la Definicién 5.2.2) basta pedir que T' sea continua
en una de sus variables, para garantizar la continuidad en ambas.

Definicién 5.13. [Kle97] Sea T" una t-norma. Si para todo z € (0,1], y < z implica
T(x,y) < T(xz,z), entonces T es una t-norma estrictamente mondtona. Si ademds es
continua se dice estricta.

Notacién 5.1. Sea T una t-norma. Notamos
r =,
" =T (2", x).

Lema 5.9. Sean T una t-norma, y dos elementos a,b € (0,1). Si a < b, entonces
a™ < b", para todo n € IN.

Demostracion:

Lo probaremos por induccion. Es claro que la afirmacion es valida para n = 1, suponga-
mos que vale para n = k y probémoslo para n =k + 1.

a*tt = T(a* a) < T(V*,b) = 0P L. O

Definicién 5.14. [Kle97] Sea T una t-norma. x es nilpotente para T si x # 0y existe
n € N tal que 2" = 0.

Definicién 5.15. [Kle97] Sea T" una t-norma continua. T' es una t-norma nilpotente si
para cada x € (0,1) existe n € IN tal que 2" = 0.

Definicién 5.16. [Kle97] Sea T una t-norma. 7" es una t-norma arquimedeana si para
cada par (z,y) € (0,1)? existe n € IN tal que 2" < .

Definicién 5.17. [Kle97] Sea T una t-norma. = € (0,1) es un divisor de cero si existe
y € (0,1) tal que T'(z,y) = 0.

Definicién 5.18. [Kle97] Sea T" una t-norma. 7" satisface la ley de cancelacion si cada
vez que T(z,y) =T (x,2) y « > 0, se tiene y = z.

Lema 5.10. [AFS06] Sea T una t-norma, si T es arquimedeana y continua
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(1) Sia # 1, entonces lim,_.ox" =0,
(2) T(z,y) < min(z,y), para todo(x,y) € (0,1)2.
Demostracién:

(1) En virtud del Lema 5.6 podemos afirmar que T'(z,z) < z, e inductivamente veri-
ficar que 2" < 2", entonces afirmamos que la sucesiéon {2"},cn es mondtona no
creciente. Supongamos que lim,, _..x" =y # 0, entonces " > y para todo n > ny,
y como la sucesién es no creciente, se tiene que x™ > y para todo n € IN, lo cual
contradice la propiedad arquimedeana.

(2) Por el Lema 5.6 podemos afirmar que T'(x,y) < min(x,y). Supongamos que x > y,
si fuera T'(z,y) = y se verificaria T'(z",y) = y para todo n € IN. Podriamos
escribir, entonces: y = lim, .7 (z",y) = T(lim,_.z",y) = T(0,y) =0, lo cual
es un absurdo.

O
En [Kol97] se define t-norma arquimedeana continua a una t-norma 7', continua que
satisface T'(z,x) < x. Veamos que esta definicién es equivalente a la Definicién 5.16,
continua.

Corolario 5.3. Para que una t-norma continua T sea arquimedeana es condicion nece-
saria y suficiente que T'(z,x) < x para todo x € (0,1).

Demostracion:
En el lema hemos probado que la condicién es necesaria.
Supongamos ahora que 7T es una t-norma continua tal que T (w,m) < x para todo
€ (0,1) y veamos que para todo par de elementos x,y existe n € IN tal z" < y.
Si x < y tomando n = 2 se verifica. Supongamos, entonces que x > y. Definimos
recursivamente la siguiente sucesion: o = z, x,41 = T(z,, x,). Por hipdtesis esta suce-
sion es estrictamente decreciente y acotada inferiormente, por lo tanto tiene limite. Es
claro que el término general de esta sucesién es 22", sea z = lim,ex 2. T(2,2) =
T(limpen 22", limpen %) = limpen (2%, limpen 27) = limpex (limpen T(2?", 2%"))
limpen (limmpmen 22" 12") = limpen 2 = 2. Si 2 # 0 debe verificarse T(z, 2) < 2, lo que
contradice la continuidad de 7. Como lim,cy 2" = 0 e y > 0 existe ng tal que 22" <y
para todo n > ng y T resulta arquimedeana en el sentido de la Definicion 5.16. O

Lema 5.11. [K1e97] Sea T una t-norma, si T es arquimedeana y continua, las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(A1) T es nilpotente,

(A2) T tiene al menos un elemento nilpotente,
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(A3) T tiene al menos un divisor de cero,
(A4) T no es estricta,

(A5) T no satisface la ley de cancelacién

Demostracion:

(A1) = (A2) es trivial.

(A2) = (A3). Por (A2) existe al menos un elemento nilpotente, sea x, por lo tanto existe
n € N tal que 2" = 0. De acuerdo con la Notacién 5.1, 2" = T'(2" ', z), de donde, x
(6 2™1) es un divisor de cero.

(A3) = (A4): T tiene al menos un divisor de cero, sea x, entonces existe y tal que
T(z,y) = 0. Como T es arquimedeana, existe n tal que " < y, por la definicién de t-
norma debe ser T'(x,2™) < T'(x,y) = 0, en consecuencia, T'(z,2™) = T'(x,y), con z" < y.
(A4) = (A5): Como T no es estricta, existen x,y, z tales que x > 0, y < zy T(x,y) =
T(x,z) y es claro que no se satisface la ley de cancelacién.

(A5) = (A4): Por ser t-norma se verifica T'(x,y) < T(x, z) cada vez que y < z y dado
que T no satisface la ley de cancelacién, existen z,y, z tales que T'(z,y) = T'(x, z), con
y # z, x > 0, es decir, no es estrictamente mondtona.

(A4) = (A3): Como T no es estricta, existen z,y, z tales que x > 0,y < z y T(z,y) =
T(z,z). Por la continuidad de T" podemos hallar u tal que y = T'(u, z). En efecto: dado
que 7(0,z) = 0 < y < z = T(1,2), aplicando el teorema del valor medio, podemos
afirmar que existe u € [0, 1] tal que y = T'(u, 2).

Utilizando este resultado, la conmutatividad y la asociatividad de T" escribimos: T'(z, z) =
T(x,y) =T(x,T(u,2)) =T(u,T(z,2)).

Por el Lema 5.10, si T'(z, z) # 0 podemos afirmar que T'(u,T(z, z)) < T'(z, z), es decir
T(x,z) < T(x,z), lo cual es un absurdo y,en consecuencia T'(x, z) = 0, con x > 0,z > 0.
(A3) = (A2): Sean z,y > 0 tal que T'(x,y) = 0, entonces T'(z,y) = T(z,0), cony >0y
T no es estrictamente mondtona.

(A2) = (Al): Supongamos que existe un elemento nilpotente de orden m, sea . Como
T es arquimedeana, dado cualquier y € (0, 1), existe n € IN tal que y"* < z. En virtud
del Lema 5.9 afirmamos que (y™")™ < 2™ = 0 e y resulta nilpotente, de orden menor o
igual a n-m. O

Listemos ahora algunas propiedades de las t-normas:

Lema 5.12. [TAT95] Sea T : [0,1] x [0,1] — [0, 1] no decreciente y tal que T(z,1) = z,
entonces T'(x,x) = x si y sélo si T(x,y) = Ty (z,y)

Demostracién: Si T'(z,y) = min(x,y) trivialmente se satisface T'(z, z) = .
Por la Definicién 5.2.3) afirmamos T'(min(z,y), min(z,y)) < T(x,y) y por el Lema
5.6 sabemos T'(z,y) < Ty(z,y). En las condiciones de este lema, podemos afirmar:
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Ty (z,y) = min(z,y) = T(min(z,y), min(x,y)) < T(z,y) < Ty(z,y). En consecuencia,
T(z,y) = Tu(z,y). O

Lema 5.13. [TAT95] Sea T : [0,1] x [0,1] — [0,1] no decreciente y tal que T(x,1) =
x, S la conorma dual asociada a T, entonces T'(x,y) - S(x,y) = Tp(z,y) si y solo si

T<xay) = TM(zvy) (6 S(‘T’y) = SM($>y))

Demostracién: Supongamos, en primer lugar que T'(z,y) = Ty(x,y) y, en consecuen-
cia, S(x,y) = Sy (z,y). De donde T'(z,y) - S(z,y) = min(z,y) - mazx(z,y) = x -y, por la
ley de tricotomia. Resulta entonces T'(z,y) = Tp(x,y).

Reciprocamente, consideremos T'(x,y) - S(z,y) = x - y. Por la Observacién 5.10 afir-
mamos que S(z,y) = 1 —T(1 —z,1 — y). Sea, en primer lugar, z = y = u, entonces
wu = T(u,u)-S(u,u) =T(u,u)(1-T(1—u, 1—u)). Consideremos ahora r = y = 1—u, re-
sulta entonces (1—u)-(1—u) = T(1—u, 1—u)-S(1—u,1—u) = T(1—u, 1 —u)-(1-T'(u, u)).
En consecuencia, u?> — (1 — u)? = T(u,u) — T(1 —u,1 — u), o lo que es lo mismo,
T(1—u,1—u)=T(u,u) — 2u + 1. Reemplazando lo obtenido en la primera igualdad,
u? = T(u,u) - (1 — T(u,u) + 2u — 1) de donde: (T'(u,u))?* — 2uT(u,u) + u*> = 0, es
decir, (T(u,u) — u)* = 0, luego, T'(u,u) = u, cualquiera que sea u € [0,1], lo que hace
T(x,y) = Ty(z,y) en virtud del Lema 5.12. O

Lema 5.14. [TAT95] Dados x,y,z € [0,1], T(x,y) = Ty (x,y) es la dnica t-norma que
satisface cualquiera de las siguientes condiciones:

1) T(x+z,y+2)=T(x,y) + 2,
2) T(x+2z,y+2)>T(z,y) +
) < T(x,y) +

0)

4) T(x+z,y+ 2) =T(x,

3) T(x+z,y+=z
+ T (z,2).

Demostracién: Dado que min(z+z,y+z2) = min(z,y) +min(z, z) = min(z,y) = z, si
T(x,y) = Ta(z,y) se verifican las condiciones enunciadas. Veamos que vale la reciproca:

1) Sea T'(x + z,y + z) = T(x,y) + z para todo x,y,z € [0,1], y x = y = 0, entonces
resulta 7'(z, z) = z, y aplicando el lema 5.12 afirmamos T'(z,y) = min(x,y).

2) SiT(x+z,y+z) >T(x,y) + 2z para todo z,y, z € [0,1] Sea x = y = 0, entonces
T(z,z) > z, pero, por la Definicién 5.1, z =T(1,z) > T(z, z), es decir z = T(z, z).
Nuevamente, aplicando el Lema 5.12 sabemos que T'(z,y) = min(z,y).

3) Sea T'(x + z,y + z) < T(x,y) + z para todo z,y,z € [0,1] y 2 = 1 — . Entonces
y+(1l—2)=T(Ly+(1—2) =T+ (1—2),y+(1—2)) <T(r,y)+ (1 —x), es
decir y+ (1 —z) < T(x,y)+ (1 —x), por lo tanto: y < T'(z,y). Si z =1 —y, por un
razonamiento analogo resulta © < T'(x,y). En consecuencia, min(z,y) < T'(z,y),
es decir, Ty (z,y) < T(z,y). Aplicando el Lema 5.6 resulta T'(x,y) = Ty(z,y).
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4) Sea T'(x + z,y+2) = T(x,y) + T(z, z), para todo z,y, z € [0, 1]. Por la monotonia
de T, resulta T(z,z) < T(1,2z) = z, de donde T'(x + z,y + z) < T(z,y) + z y por
el inciso anterior, afirmamos que T'(z,y) = Ty (z,y).

O

Ecuacion de Frank: Entre las ecuaciones que relacionan las operaciones suma, t-norma
y t-conorma una de las de mayor utilidad es:

T(x,y)+ S(x,y) =x+y,

donde la t-norma T y la t-conorma .S son continuas. Facilmente puede comprobarse que
Tar y Sar satisfacen la ecuacién. Frank ([Fra79]) probé que T'y S deben de ser normas
duales y que las unicas t-normas sin elementos idempotentes en (0, 1) que satisfacen esta
igualdad son el producto aritmético Tp, el producto drastico Ty y la familia T, para
€ (0,1) U (1, +00) definida por:
x
Ta(fL',y) — ZLZOQ (1+ (Oé —1) -(Ogy—l))’
0g & a—1

cuya familia de t-conormas asociadas es:

1
Sa(z,y) =1———"-log (1 +
log «

<ar—a>-<ay—a>).

a®-a¥ - (a—1)

Enunciaremos a continuacién un teorema establecido en distintos trabajos por C.H.Ling
([Lin65]) y G.Krause ([Kra81]), que describe completamente las t-normas:

Teorema 5.2. Toda operacion binaria en [0,1] satisfaciendo 1) a 5) de la definicion
5.2, es de uno de los siquientes tipos:

(1) T(z,y) = min(z,y),
(2) T(x,y) = t7 ' (t(zx) + (( y)), con t : [0,1] — [0,400) estrictamente decreciente,

continua y biyectiva y t(1) = 0 (caso de t-normas estrictas),

(3) T(x,y) =t (t(x) + t(y)), cont:[0,1] — [0,£(0)] estrictamente decreciente, con-
tinua y biyectiva y t(0) < +o00,t(1) = 0,t7(x) = 0 si © > t(0) (caso de t-normas
arquimedeanas no estrictas),

(4) Eziste una coleccion a lo sumo numerable {T;};c; de t-normas del tipo (2) ¢ (3) y
una coleccion de subintervalos disjuntos {(a;, b;)}ier en [0,1] tal que

a; + (b — a;) - T <ﬂ, - ai) , o si(x,y) € [ai, bl

bi—ai bi—(lz'

T(z,y) =
min(x,y), en otro caso

(caso de t-normas sumas ordinales).
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Observacion 5.7. En las aplicaciones légicas la t-norma juega el papel de la conjuncion
y la t-conorma de la disyuncién. Si bien en otras aplicaciones el rol de la conorma puede
ser de relevancia, en nuestro caso no nos dedicaremos a ella ya que nuestro interés se
centrard en el operador de implicacion y no existe una relacion dual entre la conjuncion
y la disyuncion con respecto a la implicacion.

Ya hemos considerado que en el monoide ordenado ([0, 1], 7,1, <), donde < es el orden
natural de IR, si T" es continua a izquierda, puede definirse una operaciéon binaria — en
[0, 1] satisfaciendo:

T(x,y) <z siysélosi z<y— 2z

Es decir, de modo tal que (7', —) sea un par adjunto. Algunos autores ([Tur92]) llaman
a este residuo cuasi inversa de T. Daremos a continuacién el enunciado del Lema 2.7,
para el reticulo completo [0, 1] y la t-norma 7.

Lema 5.15. Si T es una t-norma continua a izquierda, es decir, si satisface

T(IL‘, \/yz) = \/T(ZL‘, yi)' (512)

el icl

entonces en el monoide ([0,1],T,1) se puede definir la operacion

r—y=\/{t: T(x,y) <y} (5.13)
y ([0,1], A\, V, T, —,0,1) resulta un reticulo residual integral.

Demostracién: De acuerdo al Lema 2.16, dado que T satisface la igualdad (5.12),
si se define la operacién — segin (5.13), el par (7, —) satisface la condicién (2.13)
y ([0,1],A,V, T, —,0,1) resulta un reticulo residual. Por la Definicién 5.2 (1) y (2) el
elemento neutro para T coincide con el tltimo elemento de [0, 1] como reticulo y, en
consecuencia, se trata de un reticulo residual integral, en el sentido de la Definicién 2.7.

O

Lema 5.16. Si T es una t-norma continua, entonces ([0,1], A\, V,T,—,0,1) es una BL
algebra.

Demostraciéon: Segén la Definicién 2.15 debemos probar que ([0, 1], A, vV, T, —,0,1) es
un reticulo residual, lineal y divisible. Por el Lema 5.15 sabemos que se trata de un
reticulo residual integral. La condicién de linealidad es consecuencia de que [0, 1] es una
cadena. Resta ver que es divisible, es decir, que dados x,y € [0,1], si x < y existe
z € [0,1] tal que x = T'(y, z). Sean, entonces x,y € [0, 1], tales que z < y. Consideremos
la funcién: f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = T'(z,y). Por la continuidad 7', f es una
funcién continua que satisface f(0) =0, f(1) = y. Aplicando el teorema de Bolzano, esta
funcion debe tomar cualquier valor intermedio en algin punto de su definicién. Dado que
x <y debe existir z € [0, 1] tal que f(z) = x, dado que f(2) = T(z,y) resulta x = T'(z,y)
y afirmamos que es un reticulo residual divisible, en el sentido de la Definicién 2.11. O
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Lema 5.17. Si T es una t-norma estricta, entonces Ds([0,1]) = (0, 1].

Demostracion: Dado que es estricta, si z # 0 resulta 0 < 2z y, en consecuencia
0 = T(x,0) < T(z,2) cualquiera que sea x # 0, en virtud del Lema 4.7. 3) resulta
que x es un elemento denso. O

Ejemplo 5.3. Los residuos asociados a los operadores de t-norma vistos son, respecti-
vamente:

Implicacién de Godel (asociado al operador de Zadeh):

1 siz<y

y en otro caso.

Implicacién de Goguen (asociado al operador de Mandani):

Rp(x,y) = % A1

Implicacién de Lukasiewicz (asociado al operador de Lukasiewicz):
Rp(z,y) =1 —z+y) AL

Observacion 5.8. En el Ejemplo 5.2 hemos mencionado Ty, la t-norma dréstica, pero
no hemos calculado el operador de implicacion, dado que Ty, no es continua a izquierda
y, en consecuencia, no es valido el Lema 2.7.

A partir de la t-norma continua a izquierda 7" hemos definido un residuo — y este residuo
nos habilita para definir el operador unario — igual que en la Observacion 2.14. Si T es
una t-norma continua, entonces la funcién N : [0,1] — [0,1], por N(z) = = — 0, es
decreciente, y satisface todas las propiedades enunciadas en el Lema 2.25. En especial:
N(0) =1, N(N(z)) > z, debido a este hecho algunos autores llaman a esta funcién
precomplemento ([H&j97]).

Ejemplo 5.4. Las negaciones asociadas a los operadores de t-norma vistos son, respec-
tivamente:

Negacion de Godel (asociado al operador de Zadeh):

1 siz=0
N]\/[<$):{

0 en otro caso.

Negacion de Goguen (asociado al operador de Mandani):

1 six=0
Np(z) =
P() {O en otro caso .
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Negacién de Lukasiewicz (asociado al operador de Lukasiewicz):

Np(z)=1—u.

5.1.1. Otras implicaciones a partir de las t-normas:

El objetivo, siempre, es buscar una estructura légica que generalice la logica clasica. En la
l6gica booleana si A entonces B es equivalente a no A ¢ B, de este modo —x =x — 0 =
1 — x, entonces otra posibilidad de extensién para la implicacién fuzzy [0, 1]-valuada es
definir el operador I por:

IT(xvy) :S(l—l‘,y) :1—T<1‘,1—y).

Para este operador siempre es valida la ley de contraposicion, tomando -A =1 — A.
En efecto:

Irl—y,1—2)=1-TA-y,1—(1—-2)=1-T(1—-y,x) =1-T(z,1 —y) = Ir(z,y),

y las implicaciones asociadas resultantes son:

implicacién de Zadeh (asociado al minimo u operador de Zadeh):

‘[TM(ZC’y> = maw(l - T, y)v

implicaciéon de Mandani (asociado producto aritmético u operador de Mandani):

ITP(x7y) =1-ux +$y7

implicacién de Lukasiewicz (asociado producto acotado u operador de Lukasiewicz):

I (z,y) = L=z +y) AL

implicacién dréstica (asociado producto drastico):
1l—2, siy=1

I, (z,y) =<y, siz=0
1, en otro caso.

En general, y aunque ambas implicaciones sean extensiones de la implicacion clésica,
no coincide el operador I con el operador Rr. En los ejemplos vistos notamos que Ir
estd definida para la norma drastica (que no es continua y en consecuencia no admite
definicién de Ry) y que sélo coincide para T}, que es una T-norma nilpotente.
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5.2. Algebra de De Morgan y de Kleene

La nocién de conjunto fuzzy fue introducida por Zadeh en 1965, pero diez anos antes
de este hecho, ya estaban elaboradas las técnicas y establecidos los resultados adecuados
para el estudio de estos conjuntos graduados, segun la denominacién que les asignara
Moisil, [Moi72]. La nueva légica de Zadeh requeria de un élgebra A = (A, A, V,—,0,1),
donde 0,1 € A, A,V son operaciones binarias definidas sobre A y — es una operacion
unaria definida en A. El problema fundamental era determinar un conjunto finito de
igualdades validas en toda algebra de este tipo, a partir de las cuales debia ser posible
demostrar todas las demés igualdades validas en todas las algebras del mismo tipo, es
decir, una base ecuacional para estas algebras. Un segundo problema era encontrar un
procedimiento para definir con un niimero finito de calculos si una igualdad dada era o no
valida en todas las dlgebras de este tipo, es decir, establecer la decidibilidad de la l6gica.
En los primeros trabajos se supuso que un algebra de De Morgan bastaba responder al
primer problema fundamental, pero ambos problemas fueron resueltos por J. Kalman en
su Tesis Doctoral, realizada en Harvard, en 1955, utilizando una estructura de algebra
de Kleene.

Definicién 5.19. [Moi35] Un reticulo de De Morgan es un sistema A = (A, A, V, ) tal
que (A, A,V,) es un reticulo distributivo munido de una operacién unaria — tal que se
satisfacen las leyes de De Morgan 2.14.

Definicién 5.20. [Mon78] Un dlgebra de De Morgan es un sistema A = (A, A,V,—, 1)
tal que (A, A,V, =) es un reticulo de De Morgan y 1 es el ultimo elemento. Es decir, se
verifica x V 1 = 1, para todo x € A.

Las algebras de DeMorgan fueron estudiadas por Bialynicky-Birula y Rasiowa bajo la
denominacién de élgebras quasi Boole, [BBR57].

Lema 5.18. Sea un dlgebra de De Morgan (A, A\,V,—,1). Existe 0 € A que satisface
x A0 =0, para todo x € A.

Demostracién:
Sea 0 = =1, entonces t A0 = ==z A=l = =(—-z V1) =-(=1)=0. g

Un ejemplo frecuente de dlgebra de De Morgan es el intervalo [0, 1] con las operaciones
definidas clasicamente. Es decir

aAb=min(a,b)
aVb=mazx(a,b)

a=1—a
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Bialjnicki-Birula, en 1957 ([BB57]) demostré que toda algebra de De Morgan con maés
de un elemento es isomorfa a una subalgebra de un producto cartesiano de algebras
M, = (P({a,b}),Nn, U, {a,b}), donde N, U representan respectivamente la interseccién
y la unién y ’ estd definido por: " = {a,b}, {a} = {a}, {0} = {b}, {a, b}’ = 0. También
proboé que My es un algebra caracteristica para las algebras de De Morgan, es decir, que
basta probar que una igualdad se verifica en M, para garantizar que dicha igualdad es
vélida para toda agebra de De Morgan. Pero en M, no se verifica xNaz’ C zNa’N(yUy'),
como se ve facilmente considerando x = {a} y y = {b}.

En 1938 St. Kleene ([Kle38]) consider6 un calculo proposicional con tres conectivos que
tiene por matriz caracteristica a Mz, un conjunto con tres elementos y tres operaciones,
en el que se satisface esta igualdad para todo x y todo y y es, ademds, un algebra de De
Morgan.

La igualdad z A =x = 2 A =x A (y V —y) es conocida como la igualdad de Kalman , dado
que fue este matematico, quien trabajo con las algebras de De Morgan que la verifican
v las denominé algebras de Kleene.

Tal vez la igualdad A =z = x A =~z A (y V —y) parezca en cierto modo caprichosa. Si la
escribimos como desigualdad resulta: x A —x < y V =y y es facil ver que se verifica en el
intervalo [0, 1] con las operaciones = A y = méx{z,y},z Ay = min{z,y},~z =1— =z, ya
que min{z, ~z} < 0.5 y max{y, -y} > 0.5, cualesquiera sean z,y € [0, 1]. Mas adelante
analizaremos la interpretaciéon de estos valores (z A =y x V —z) para la légica fuzzy.

Definicién 5.21. [Kal58] Sea un reticulo de De Morgan (A, A,V,,—). Si se verifica
x N\ -z <yV -y para todo z,y € A se denomina un reticulo de Kleene.

Definicién 5.22. [Kal58] Sea un dlgebra de De Morgan (A, A,V,—,1). Si se verifica
x A -z <yV -y para todo z,y € A se denomina un dlgebra de Kleene.

Ejemplo 5.5. Sea n un ntmero natural. A el conjunto de todos los divisores naturales
de n. Definimos:

x Ay = (x,y), el médximo comuin divisor de z e y,

xVy = [z,y], el minimo comin multiplo de z e y,

—r = —.
x

En la tesis doctoral antes mencionada Kalman prueba que toda algebra de Kleene con

mas de un elemento es isomorfa a una subalgebra de un producto cartesiano de algebras

Ms, v que M3 es un algebra caracteristica para las algebras de Kleene.
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Aun més, prueba que si un algebra A contiene una subélgebra isomorfa a M3, entonces,
para que una igualdad sea valida en A es necesario y suficiente que sea valida en Ms, y
por lo tanto en todas las algebras de Kleene.

Dado que la matriz M; utilizada por Kleene es un algebra caracteristica para las dlgebras
de Kleene, resulta que el conjunto de identidades puede ser caracterizado por un con-
junto finito de ecuaciones, a partir de las cuales se deducen todas las demas utilizando
las reglas de la logica. Es decir, se trata de una variedad.

De este modo Kalman responde a los problemas mencionados, pero ain no se cuenta
con un operador en el algebra que permita representar la implicacion logica.

5.2.1. Algebras de De Morgan con implicaciéon

Un &lgebra de De Morgan (A, A,V,—, 1) no tiene implicacién definida y por lo tan-
to no aparece naturalmente la nociéon de par adjunto. Si bien un &algebra de Boole
(A, A, V, 7,0, 1),asociada a la logica cldsica, tampoco cuenta entre sus operaciones funda-
mentales con un operador de implicacién, es bien conocida la definicién de x — y = -~z Vy
y su buen comportamiento en las inferencias. Analizaremos cuales son los operadores de
implicacién que se utilizan con mayor frecuencia en un algebra de De Morgan definida
sobre [0, 1].

Recordemos que cada = € A es un valor de verdad asociado a una proposicién y, con-
secuentemente, -z el valor de verdad asociado a su negacién. Si max{z, -z} = 1, se
infiere que o bien la proposicién es absolutamente valida o bien es absolutamente fal-
sa. Es decir, tiene un “comportamiento clasico”. Si, en cambio, méx{z, -z} = 0.7 (por
mencionar un valor menor que 1), podemos afirmar que la proposicién o su negacién son
“0.7 confiables”. Un anélisis similar puede realizarse a partir de min{z, =z} con 0, que
si continuamos con los mismos valores resulta min{z, -z} = 0.3. Estos razonamientos
motivan las siguientes definiciones:

Definicién 5.23. [Yag80] Sea (L, A,V,—,1) un édlgebra de De Morgan. La medida de
clasicidad k es una funcién k : L — L, definida por: k(z) =z V —z.

Definicién 5.24. [Yag80] Sea (L,A,V,—, 1) un édlgebra de De Morgan. La medida de
difusion es una funcién f : L — L, definida por: por f(z) =z A —z.

Lema 5.19. Sea (L,\,V,—) un dlgebra de De Morgan, la funcion k definida en L sa-
tisface las siguientes propiedades:

1) k(z) ANE(y) > k(z Ay)
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Demostracion:

1) k() NE(y) = (xVaz)A(yVy)=(@Ay)V(EA-y) V(e Ay)V(cr A-y) >
(xAY)V (~x A —y) = k(z Ay)

2) k(k(x)) = (k(z) V-k(z)) = (xV-z)V-o(zV-x) = ((zV-x)V (e A-—x)) =
(xV (2 V (~zA-2)) =2V -z =k(x)

O
Buscando siempre generalizar la implicacién booleana, algunos de los operadores de
implicacién propuestos en la literatura son:

1) Implicacién de Kleene-Dienes: [BJ80]

T—gy="aVYy (5.14)
2) Implicacién de Zadeh: [Zad73]
r—zy=(r—gy) ANk(x) (5.15)
3) Wilmott: [Wil80]
r—wy=(r—ky) Nk(x) Ak(y) (5.16)

Definicién 5.25. Sea una operacién binaria — en (L, A, V, =), dlgebra de De Morgan.
Se dice que — conserva la clasicidad si:

k(a — b) > k(a) A k(b) (5.17)

Lema 5.20. Sea (L,A,V,—) un dlgebra de De Morgan, entonces las implicaciones de
Kleene-Dienes, de Zadeh y de Willmott, satisfacen (5.17).

Demostracion:

1) k(x =g y) = k(mzVy) = (a2 Vy Va(-xVy) = (mxVy) V(mz A -y)

AVARI

(mzVyVomz) A(maVyV-y) = (aVyVa)A(-eVyVoy) = (k@) Vy) A (- VE(y))
k(x) A k(y)

2) k(z =z y) = k((z =k y) Nk(z) = ~((z =k y) Nk(2) V (2 =k y) Ak(2)) =
“(z =k y) vV k(@) V(@ =k y) Ak(2) = ( (# =k y) vV =k(z) V(2 =k y)) A
(=g y) vV ok(z) VE@) > k@ -k y) Ak(k(z) = k@ —k y) A k() >

k(@) A kly) A k(z) = k(z) A k().
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k = (x \V =
ﬁ(a? —zy)Vok(y) vV (z —z y) Nk(y) = (=(x —zy)Vk(y) V(z—zy) A
(—(x =z y) vV -k(y) VE(y) > klx —z y) Nk(k(y) = klz —z y) Ak(y) >
k(x) Nk(y) Ak(y) = k() A k(y)

Observacion 5.9. Realizando operaciones sencillas es facil ver que en un algebra de De
Morgan con implicaciéon, donde — es la implicacion de Kleene-Dienes, Zadeh 6 Willmott,
se satisfacen las siguientes igualdades:

r— (xV-x)=xV-x

)
)
)
)
5) (xV-z) —zr=ux
)
)
)
)

En efecto: consideremos en primer lugar la impliacion de Kleene-Dienes:

—_

l—-axz==-1Vex=0Vzr==z

2z —-0=—2V0=—x

w

—r—z=-(-x)Ve=zVr==zx

) z—(xV-x)=—aV(zV-z)=cV-w

D

r—x="cVr=xVx
7 x—(xA-x)=-xV(rA-x) =2
8) (xN—z)—mzr==(xAN-2x)Ve=(axV-x)Ve=zV -

9

)
)
)
) @
5) (xV-z) mrz==(xV-x)Ve=(-xA-—x)Ve=(xAz)Vr=uz
)
) @
)
) x— x=-xV-xr=-z
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Las verificaciones para las implicaciones de Zadeh y de Willmott resultan triviales viendo
que k(0) = k(1) =1, 2 ANk(z) =z, "~z ANk(z) = —x y k(k(x)) = k(x).

La proposicién 6) muestra que légica asociada a este sistema no satisface la ley de
integralidad, ya que x — = # 1. Si z es tal que k(z) = 1, es decir, un elemento de
“comportamiento cldsico”, 4) se escribe x — 1 =1,y 8) 0 — x = 1. Es decir, coinciden
con las enunciadas para algebras de Boole.

Veamos que con estas implicaciones no es posible convertir un algebra de De Morgan
en un reticulo residual. Consideremos en primer lugar que el producto coincide con el
infimo, es decir, * ® y = min{z, y}.

En virtud del Lema 2.7, podemos afirmar que el tnico reticulo residuado asociado a
® = A es un algebra de Heyting, y, por lo tanto, divisible. Tomemos My, entonces el
residuo definido gracias al Lema 2.7 esta dado por la tabla:

H@‘QOJ/
OO O =D
ISERSEE Rl S
S = S =
e e e R

y podemos verificar con facilidad que —a # a — 0.

Veamos ahora qué ocurre con las implicaciones de Kleene-Dienes, Zadeh y Willmott. Da-
do que todas ellas satisfacen las condiciones del Lema 2.8, es posible definir un producto
r®@y=N\{t:z <y —t} Intentemos calcular 0.6 ® 0.7y 0.7 ® 0.6.

) zery=Nt:x<y—gt}=A\{t:z<max{l —y,t}}.
0.6 @k 0.7 = At : 0.6 < max{l — 0.7,1}} = 0.6.
0.7®k 0.6 = A{t: 0.7 <méax{1 —0.6,t}} = 0.7.

2 x@zy=Nt:e<y—zt} = Nt:o<(y—x ) Nk(y)}
0.6 @7 0.7 = A{t: 0.6 < min{méx{l — 0.7,¢},0.7}} = 0.6.
0.7®70.6 = A{t:0.7 < min{max{l — 0.6,¢}, max{t,1 —t}}} = 0.7.

) x@wy=Nt:z<y—-wtt=A{t:2<(y—>xt)Nk(y) Nk(t)}.
0.6 @y 0.7 = A{t:0.6 < min{méax{1 —0.7,¢},0.7, max{t,1 —t}}} = 0.6.
0.7®w 0.6 = A{t: 0.7 < min{max{1 — 0.6, ¢}, méx{¢t,1 — t},0.7}} = 0.7,
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Segin hemos comprobado, el producto obtenido en cualquiera de los casos no es conmu-
tativo, es decir, no resulta un reticulo residual.



Capitulo 6
Légica bésica para PC(®)

Dado un reticulo L, al fijar un producto ® en L establecemos un célculo proposicional
(PC(®)) cuyos valores de verdad son los elementos del reticulo L, donde el producto del
reticulo es la conjuncion y la implicacién esta dada por el residuo asociado al producto
en L.

En los capitulos anteriores hemos analizado las estructuras algebraicas partiendo desde el
reticulo residual generalizado de Turunen, hasta llegar a las obtenidas en el intervalo real
unitario [0, 1], a partir de las t-normas continuas de uso mas extendido, es decir, la norma
minimo 7T}, la norma producto Tp y la suma acotada 77, que generan respectivamente
un algebra de Heyting lineal, un algebra producto y una MV dlgebra. En el presente
capitulo estudiaremos las estructuras logicas asociadas a estas t-normas. Seguiremos los
conceptos presentados por Peter Héjek en [H4j97].

6.1. Definiciones previas

Definicién 6.1. [Men97] Una teoria formal T estd definida cuando se satisfacen las
siguientes condiciones:

(T1) Existe un conjunto numerable (S), llamado el conjunto de simbolos de la teoria 7T.
En este conjunto incluimos las variables (V), las constantes (K) y los conectivos
l6gicos (O), a cada conectivo 16gico corresponde un tinico nimero natural n, lla-
mado la aridad del conectivo. Una sucesién finita de simbolos es una expresion en

JT.

(T2) Existe un subconjunto (P) de las expresiones que se denomina las formulas bien
formadas de T o lenguaje de T.

(T3) Existe un subconjunto (A) del conjunto de férmulas bien formadas llamado los
azriomas de T. Si se puede decidir efectivamente si una férmula bien formada es o
no un axioma de la teoria, T de dice una teoria aziomdtica.

161



162 CAPITULO 6. LOGICA BASICA PARA PC(®)

(T4) Existe un conjunto finito (R) de relaciones entre las férmulas bien formadas,
Ry, , R, llamado reglas de inferencia. Para cada R; existe un unico nimero na-
tural j tal que para cualquier conjunto de j férmulas bien formadas y cada féormula
bien formada ¢, se puede decidir efectivamente si las j formulas bien formadas
estan o no en relacién R; con ¢. En caso afirmativo, se dice que ¢ es consecuencia
directa de las j férmulas bien formadas, en virtud de R;.

Definicion 6.2. Una demostracion en T es una sucesion de férmulas ¢4, - - -, @, tal que
cada miembro de la sucesién es o bien un axioma de la teoria o es consecuencia de los
anteriores por modus ponens. Si ¢ = ¢, la sucesién anterior se dice una demostracion
para ¢ en J y se escribe F¢ ¢. En tal caso se dice que ¢ es una formula demostrable
o teorema. Dado un conjunto de formulas I' se escribe I' F5 ¢ si existe una sucesion
de formulas ¢q,--- , p, tal que cada miembro de la sucesién es o bien un axioma de la
teoria o es consecuencia de los anteriores por modus ponens o pertenece al conjunto I'.
Si I' = {¢} simplemente notamos v g .

Definicion 6.3. Dada una teoria axiomatica T, un modelo para el lenguaje de T es
A=(Af,--,c,--). Donde A es un conjunto no vacio llamado dominio o universo,
cada f es una funcion en el dominio, es decir, una aplicacion de A™ en A para cada
conectivo légico de aridad n, y cada ¢ es un elemento del dominio, denominado elemento
distinguido correspondiendo con las constantes de la teoria. Los elementos distinguidos
usualmente son considerados como funciones 0-arias.

Claramente un modelo para una teoria es un algebra. Los modelos se utilizan para in-
tepretar que una teoria debe cumplimentar ciertos aspectos. Para interpretar las variables
libres asignamos libremente valores en el conjunto A, segin la siguiente definicion.

Definicion 6.4. Dado un modelo 21 para una teoria T, una asignacion en 2l es una
funcién a que asigna un elemento de A a cada variable de la teorfa, y una funcién n aria
a cada conectivo légico n ario de la teoria.

Definicion 6.5. Dado un modelo 2 y una asignacién a para una teoria T, una evalua-
cion e en 2 es una extension inductiva de la asignacién a, que asigna a cada formula de
T el elemento de A obtenido a partir de las asignaciones de cada término de la formula.

Definicion 6.6. Una formula ¢ es verdadera para una cierta interpretacion en T si
e(p) = 1 para alguna evaluacion e, y se escribe =5, . Una férmula ¢ es una 1-tautologia
o férmula semanticamente vdlida de T si e(p) = 1 para toda evaluacién e, en este caso
se escribe =g .

Observacion 6.1. Es claro, entonces, que una 1-tautologia es una féormula que es vélida
para toda evaluacion y, en consecuencia, para todo modelo.
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Una teoria axiomadtica, en general, es indecidible, es decir, no es posible escribir un pro-
grama de computacion tal que, dado una férmula de primer orden como entrada, pueda
terminar después de un ntmero finito de pasos, informando si la férmula en cuestién es
verdadera o falsa, en forma correcta. Sin embargo si es posible generar todas las formulas
validas mediante un programa de computacion, es decir, es recursivamente numerable.

El modo usual de mostrar que la coleccién de teoremas es recursivamente numerable
es dar un sistema de demostracion sano y completo. Es decir, tal que toda féormula de-
mostrable sea vélida y que toda férmula semanticamente valida tenga una demostracion.

6.2. Ldgica Basica (BL)

Daremos a continuacién, una teoria axiomatica formal para el calculo proposicional
PC(®), asociado al intervalo unitario real [0, 1], cuyo producto es una t-norma continua
®. Es decir, buscamos una teoria axiomatica tal que un reticulo residual, BL. algebra en
este caso, sea un modelo para la misma.

Las variables, estan representadas por letras pq,ps,...; la tnica constante es 0 y las
funciones simbolo estan dadas por los conectivos & , =-.

Las formulas se definen de modo usual, es decir: son féormulas la constante y todas las
variables proposicionales. Si ¢, son formulas, entonces ¢ & ¢ y ¢ = 1 son férmulas.
Para simplificar la escritura introducimos las abreviaturas: ¢ —~ v para ¢ & (¢ = ¥) y

o — ¢ para (¢ = ¥) = ¥) ~ (¥ = ) = »).

Dado un modelo 2 y una asignacién a para la teoria BL, la evaluacion e en 2 esta dada
por:
e(0) =0,
e(z;) = alx),
e(p & ¢) = e(p) @ e(y),
e(p = ) = e(p) — e(y).

Buscamos un conjunto de axiomas A tal que el reticulo residual ([0, 1], A, V,®,—,0, 1),
donde ® es una t-norma continua y — su residuo asociado, sea un modelo para toda
evaluacion. Si verificamos que son 1-tautologias para cualquier BL algebra, lo seran para
este reticulo residual, ya que por el Lema 5.16 sabemos que es integral, divisible y que
satisface la condicion de prelinealidad, es decir, una BL algebra.

Lema 6.1. Las siguientes formulas son 1-tautologias en BL.
(AL) (p=v) = (= x) = (¢=X))
(A2) (p &¥) = ¢
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(A3)
(A4)

(P &)= (¥ &y)
(¢

a (
(
(

V)= (v~ p)

©
AS), (o= (¥ =x)) = (v & ¥) = Xx)
)

(A5)y (¢ &)= x) = (¢ = (V= x))

(A6) (¢ =v) = x) = (v=¢)=x)=X)
(A7) 0= ¢

Demostracién:

Buscamos probar que las proposiciones enunciadas tienen valor 1 para toda evaluacion.
Sea la asignacion e(¢) = z,e(v) =y y e(x) = 2.

(A1) e((p = v) = (¥ = x) = (¢ = X)) =
= (e(p) = e(¥)) = ((e(¥)) = e(x)) = (e(p) = e(x))) =
==y = ((y—2 —(z—2)
En el Lema 2.9.(5) hemos probado que (x — y) ® (y — z) < & — z, que por la
condicién (2.13) puede escribirse (z — y) < (y — 2) — (v — z) y por el Lema
212.(9) (5 > y) — ((y — 2) — (& — 2)) = 1.

(A2) e((p &) = @) = (e(p) ®e(y)) — e(p) = (z®y) — .
Dada la integralidad del reticulo, de los Lemas 2.14.(2) y 2.12.(2) podemos afirmar
que (z®y) —x=1.

(A3) e((p & ¥) = (¥ & @) = (e(p) ®e(yh)) — (e(¢) @ e(p)) = (z®@Y) — (y ® z).
En la Definicién 5.2.(T2) afirmamos que T'(z,y) = T(y,x), es decir 1 @ y = y @ x,
y por el Lema 2.12.(4) resulta la proposicion.

(A4) Segun las abreviaturas, escribimos:

el & (p=v)) = W & (=) =

= (e(p) @ (e(p) = €e(¥))) — (e(¥) ® (e(v) — e(p))) =

=@ @ —=y) =Wy —).

La estructura de BL algebra asegura la divisibilidad del reticulo, aplicando el Lema
2.21.(2), afirmamos * @ (z — y) =z ANy=y ANz =y® (y — z).

(A9 el = (W = x) = (w&y) = x) = (2 = (y = 2) = (@Y — 2), ¥
e(((p &) =x)=(p={W=x))=((zey) = 2) = (r—=(y = 2))
Esta afirmacion sigue simplemente de la conexién de Galois (2.13).

(A6) e(((p=v)=x) = ((v=9)=x) = X)) =
((e(p) = e(®)) — e(x)) — (((e(¥)) — e(p)) — e(x)) — e(x)) =
(z—=y)—2) = ((y = 2) = 2) = 2)
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La estructura de BL &lgebra asegura la linealidad del reticulo, y la Proposicién
2.11 afirma que ((z —y) = 2) = (((y = z) = 2) — 2) = 1.

(A7) e(0= ¢) =0 — z = 1. Es el inciso (1) del Lema 2.14.

Lema 6.2. Si ¢ y o = 1 son tautologias, entonces i también lo es.

Demostracién: Por el Lema 2.9.(26), escribimos z < (x — y) — ¥, entonces resulta
e(r) < e(x — y) — e(y). Aplicando la hipdtesis, tenemos que 1 < 1 — e(y) y por el
Lema 2.12.(3), podemos afirmar e(y) = 1. O

En el Lema 6.1; (A1) nos da la propiedad transitiva de la implicacion; (A2), la ley de
simplificacion para el conectivo &; (A3), la conmutatividad de &; (A4), considerando
la abreviatura ¢ & (¢ = ) = ¢ —~ 1, nos da la conmutatividad de —~; (A5), la
conexién de Galois; (A6) nos provee de una variante de la demostracién por casos que
sera de utilidad para asegurar la estructura de reticulo y la linealidad y (A7) nos permite
enunciar el ex falso quodlibet. Finalmente el Lema 6.2 nos habilita para enunciar la ley
de modus ponens.

Estos razonamientos nos llevan a formular los axiomas de la llamada ldgica basica, es
decir, PC(®), cuando ® es una t-norma continua:

Definicion 6.7. Las siguientes féormulas son axiomas de la 1égica basica BL:

(Al) (¢ =)= (¥ =x) = (¢=X))
(A2) (p & ¥) =

(A3) (¢ &) = (¥ & o)

(Ad) V) = (b ~ @)

(

(AB)a (p= (v = X)) = (¢ & V) = X)

(AS)y ((p &) = x) = (p= (¥ = X))

(A6) (p=v)=x)= (¥ =¢)=Xx)=x)
(A7) 0=

La regla de inferencia es el Modus Ponens:

(RI) ¢, p = Fpr o

Corolario 6.1. (del Lema 6.2) Toda formula probable en BL es una tautologia en BL.
(BL es sano.)
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Lema 6.3. Sea ¢ una formula en BL, entonces se verifica: Fgr (p = ¢).
Demostracion:

L((((p&kp)=90)&yp)=p)=((g&¢)=¢) = (=)

2. ((p&p)=p) &)= (p&((p&p) =)
3 (p&((p&p)=p)=v¢
4. (& p)=p) &)= (p& (¢ & p) =) =

(P& ((p&p)=0v)=9)=((r&p)=p) & o) =)

(
(
(¢
((
((
(p& ((p&)=9))=¢)=(((p&p)=p) &)= ¢)
((
((
(

5.

6. ((p&p)=p)&p)=¢
7. ((p&p)=9)=(p=9)
8. (p&yp)=vp

9. p= o

(A5)p
(A3)

(A2)

Lema 6.4. Sean ¢, dos formulas en la teoria BL , entonces g o = (¥ = ¢).

Demostracién:
L (p&t) =
2. (p&v)=9)=(p=W=9)

3. 0= W =0y)

Corolario 6.2. Si g, ¢ , entonces Fgp (Y = ¢), cualquiera sea v en BL.

Demostracion:

Probaremos que si Fgy, @, entonces Fgr, ¥ = ¢, cualquiera que sea 1) € BL.

1. ¢
2. p= (V=)

3. Y=

Lema 6.4

MP: 1,2
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Lema 6.5. Sean las férmulas .1, x € BL:
1) Fpr(e=@=x)= W= (p=Xx),
2) Fpr (o~ ) =1,

3) Fero= (0= (¥ &),
4) Fpr (b & (W =x)) = (¢= (¢ & X)),
5) For (W =x)= (¢ &) = (¢ & X)),
)

6) Frr (¥ =x) = (¥ ~¢) = Xx).

Demostracion:
1)
L(p=@=x)=(r&y)=x) (A5)q
2. (W& )= (&)= (((p&¥)=x)= (¥ & p) = X)) (A1)
3. (&)= (p &) (A3)
4. &Y)=x)= (¢ & ¢)=x) MP: 2,3

€ €

= @W=x)=(p&y)=x) =

(p&Y)=x)= (VW& p)=x) = (p= @ =x) = (¥ &yp)=xX)) (A1)

(p&P)=x)=(V&e)=x)=(p=W=Xx)= (¥ &) =X) MP: 1,5
)

(
(
(
((
((
((

6. ((
((p= W =x)= (¥ &¢)=x)
((
((
((
((
(

7. MP: 4,6
8. (W& )= x)= (v=(p=x)) (A5),
9. ((¢=W=x) = (¥ &) =x)) =
(W& p)=x)=W=(p=x)=(¢=W=x)= W= (=X) (A1)
10. (W& e)=x)=W=(e=x) = (¢=W=X) = ¥=(p=X) MP: 7,9
1. (¢=W=x))= W= (p=Yx%)) MP: 8,10
2)
L (p=v)=(¢g=1) Lema 6.3
2. ((p=¢)=(e=9) = (p=(g=v)=>19)) 1)

3. o= (p=>v) =) MP: 1,2
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Lo(p=((e=v)=19) = (¢ & (p=v)) =) (A)a
5. (p&(p=v) =19 MP: 3,4
6. (p ~Y) =1 abrev. a 5
3)
L(p&y)= @&y (A3)
2. (&)= W &)= (p= (= (¥ &) (A5)s
3. o= W= (Y &) MP: 1,2
4)
L (& (W=x)=x 2)
2. x=(p=(p&x)) 3)
3 (W& W=x)=x) =
(x=(e=(p&x)) = (V& [¥=x)=(¢=(p&X))) (A1)
4L (x=(p=(&x)= (& ¥ =x)=(e=(r&X)) MP: 1,3
5. (W& (¥ =x) = (¢= (¢ &X)) MP: 2.4
5)
Lp=W=(p&x))= (&)= (p&X)) (A5)a
2. (w=x) &)= (W & (¥=x)) (A3)
3. W& (W=x)= (= (r&x)) 4)
4L (h=x) &)= W& W =x)) =
(W& W=x)=(¢=(p&x)) = ([=x) &)= (¢=(p&X))) (A1)
5. (W& (h=x))=(p=(p&x)) = (¥=x) &) = (¢= (¢ & X)) MP: 2,4
6. (v=x)&v)=(p= (v &x)) MP: 3.5
T (=x) &)= (e=(p&x) = (¥=x)= W=(¢=(p&X))) (A5),
8. W=x)= W= (r=(r&x)) MP: 6,7
9. W=(p=(p&x)=(¢= (= (r&x)) 1)
10. (b=x)= W= (p=(p&x))= (A1)
(

(p=(e=(&X))==W=(E&X)) = ((Y=x)= (= ¥=(&X))
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H. (= (p= (& X)) = (= W= (r&X))) =

(v=x)=(p= (= (p&X))) MP: 8,10
12. (Ww=x)=(p= W= (p & X)) MP: 9,11
B. (v=x)=(=W=(&x))) = (A1)

(= W=(&x))=(p&)=(p&x))) = (¥=x)= (p&¥) = (v &X))))

M ((p=W=(p&x))=(p&d)=(p&x))) =

(¥ =x)= (¢ &) = (¢ &X))) MP: 12,13
1. (Y =x) = (¢ &)= (¢ & X)) MP: 14,1
6)
L (¢=x)={=Xx) L.6.3
2. W=9)=((v=x)= @ =x) de 1. por Cor 6.2
3 (W=9)= W= (¥=x)=x) de 3. por 1)
4L W& @W=9))=((=x)=X) de 3. por (A5)
5. (¥ ~¢)= (¥ =x) = X)) de 4. por def. de ~
6. (¥=x)= (¥ ~9)=X) de 5. por 1)
O

Daremos a continuacién una variante del teorema de la deduccion que se verifica para la
logica BL. Para ello, introduciremos ¢" del modo habitual:

Definiciéon 6.8. Sea ¢ una férmula en BL.
Y =9
Pl =g kgn

Teorema 6.1. [H4j97] Sean ¢ y ¢ formulas en BL. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1) ¢ gL,

2) Existe n € N tal que Fpp o™ = 1.
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Demostracion:

1) = 2): Dado que ¢ Fpg, 9, existe una demostracién =, - -+ , v, en BL tal que 7 es v
y 71 es ¢. Probaremos 2) por induccién sobre la longitud de la demostracién.

Si la demostracion consta de una tunica férmula, es decir, si k =1 ¢ es ¢ y por el Lema
6.3 afirmamos o' = 1.

Sea una demostracion de longitud k y supongamos que la afirmacion es valida para
cualquier demostracion de longitud 7 < k. Tenemos entonces que 7, es . Las posibili-
dades son tres:

(a) 1 es ¢, entonces 2) se verifica por el Lema 6.3,
(b) % es un axioma de BL, entonces 2) se verifica por el Lema 6.4

(c) 1 es consecuencia de férmulas anteriores por modus ponens.
En este caso dos féormulas de la demostracion son 7; y v, := v = ¥, con ¢,7 < k
y, en consecuencia, por la hipétesis inductiva, existe n; € IN tal que Fgr ™ =
y n; € N tal que Fp, ¢ = (7; = 1). Podemos escribir, entonces, la siguiente

demostracion:
L™=y
2. ¢" = (3 =)
3. (¢ & i) = de 2. por (A5)
4 (" & ™) = (" & ) por L.6.5.5 a 1.
5. (M & ") = de 3. y 4. por (A1)
6. T = de 5.

2) = 1): Supongamos que Fpgg ¢" = ¢ para algin n € IN. Por la definicién de ¢"
escribimos: Fpy (¢ & ") = 1) que, por (A5), y el Lema 6.5.5) podemos escribir:
Far (o = (¢" ' = 1)), entonces, por modus ponens resulta: ¢ b ("' = 1),
iterando el procedimiento obtenemos ¢ gy, 9.

6.2.1. Algebra de Lindenbaum

Consideremos la teoria axiomatica BL.
Sitpr = 1ykltpgL 1=y, en virtud del axioma (Al) y aplicando modus ponens dos
veces podemos ver que Fgr, ¢ = X, esto nos permite definir en BL la relacién de orden:

Definicién 6.9. Dados ¢, 1), € BL definimos < por: ¢ <1 siy sélo si Fgp (o = )
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Teniendo en cuenta el Lema 6.3, que nos garantiza la reflexividad, y el axioma (A1) que
nos da la transitividad podemos definir en forma simétrica la relacién de equivalencia:

Definicion 6.10. Dados ¢, 1, € BL definimos la relacion de = en BL por: ¢ = 1 siy
sélosibFpr (0= )y gL (V= 0).

Sea Lpy = BL/ = el conjunto de todas las clases de férmulas 16gicamente equivalentes
en BL. < induce una relacién de orden < en Lp;, definida por [p] < [¢] siy sblo si p <),

donde ¢ € [p] y ¥ € [¢].

Lema 6.6. La relacion definida por [p] = [¢] si y sdlo sip<1), donde ¢ € [p] y ¢ € [¢],
establece un orden en Lpgy,.

Demostracion:

En efecto: supongamos que ¢ < 1, o = o' v 1 2 1/, probaremos que ¢’ < ¢ :
Le=19 (H)
2. ¢' =0 (H)
3= (H)
4 (p=v)= (b =1) = (p=1) (A1)
5. (W =19) = (p=7)) MP: 1,4
6. p = MP: 5,3
7. (@=0)=(e=¢)=(¢=1)) (A1)
8. (p=v) = (¢ =) MP: 2,7
9. ¢ =1/ MP: 6,8

Hemos probado que la relacién esta bien definida. Dado que [p] < [¢)] si y sélo si p <11)
y que < es una relacion de orden en BL, resulta que < es una relacion de orden en Lgy. O

Definimos I = {p € L : Fp; ¢}. En virtud del Corolario 6.2 del Lema 6.4, (Lpy, <,T)
es un conjunto ordenado con ltimo elemento.

Lema 6.7. Sean las formulas ¢,1. SiFpr ¢ ybFpr 1, entonces Fpr, o —~ 1.

Demostracién:
1. ¢ H
2. H

3. p =1 por Cor. 6.2)
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4oo=((p=>¢)=(p& (p=19))) Lem 6.5.3)
5. (p=1) = (p & (p=1)) MP:1,4
6. ¢ & (p=1) MP:3,5
7o~ def. ~

O

Vamos a definir ahora operaciones en Ly, para ello demostremos antes:
Lema 6.8. Sean las férmulas ., x € BL:

1) Fpr ((p=4¢) = (¢ = (¢ ~ 1)),

2) Fer (¢ ~¥) = (x = ¢),

3) For (v =) ~(¢=x) = (¢= (¥~ X)),

4) Fpr e = (¢ —¢),
5) Fer ((p=x) ~ (W =X) = (¢ —¥) = x)),

)

6) Fpr (¢ = ¢) — (¥ = o).

Demostracion:
1)
L (p&(p=1v)=(p&(p=1)) Lema 6.3
2. o= ((p=9)= (@& (v =19))) de 1. por (A5),
(=)= (p=(p & (p=1))) de 2. por L.6.5.1)
L (p=9)=(p=(p~v)) abrev. a 3.
2)
L (g~9¢)= W~ (A4)
2. (o ~¥) = de 1. por (A1) y Lema 6.5.2)
3. x= (g ~v)=9) de 2. por Cor. 6.2
4L (p~Y)=(x=v) de 3. por Lema 6.5.1)
3)

L@W=x)=@=%—~x) 1)
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o= (((p=9) =

W= W~x)=(¢=v)= (= ~x))

W= ~x)=((g=¢) ~(e=x) = (¢= (¥ ~X)))
W=x)=(((¢=9¢) ~(¢=x)=(¢= ¥ ~X)))
xX=v)=Kx=Kx~1v)
x=Kx~¥)=(¢=x)=(¢=Kx~1v))
x=Kx~v)=(((¢=x) ~(@=v)=(¢=KXx~1))
( (p=v))=(¢=K~1v)

( (p=1v))=(¢= ¥ ~x)))

(

(o= (W ~x)

(((p=x) ~
(((e=x) ~

(p=x)) =

X =)=
X =)=
(o= 1) ~

(=)= (p=19

o= ((p=) =9

)
)
(W= )= (=)
)

= ((=9) =9

V) ~ (v = ¢) = )

o= (p—1)

(p=v)=v) ~ (v =9) =)=
o =)= (¢ =) =)
e=1v)= (¢ =) =1)
— ) =)=
— ) =)=

=)=

(=) =)

(v =x)= (¢ —v)=x))
(((p=x) ~ W =x)= (¢ —¥) = X))

= (((e=x) ~W=x) = (¢ —¥)=X))

(
(
(
((
((
(

Analogamente obtenemos:

(¥ = X)) = (¢~ ¢¥) = ¢)))
(o~ v) =)

W=¢)=(((p=x) ~

(p=x)~@W=x) =

173

(Al) y L.6.5.1
de 2. por L.6.5.6) y (Al
de 1.y 3. por (Al

1

)
)
)
)
(A1)
de 6. por L.6.5.6) y (A1)
de 5.y 7. por (A1)
de 8. por (A4)

)

de 4 y 9 por (A6

L.6.3

de 1. por L.6.5.1)
C.6.2

de 3. por L.6.5.1)
3)a2y4

abrev. a 5.

L.6.5.2) y (Ad)
abrev. a 1.

por L.6.5.1)
(A1)

Lema 6.5.6) a 4

(Al)a3.y5.

de 6.y 7. por (A6)
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6)

L(e=v)=(¢=v)— (¥=09) 4)
2 W=9)=(¢=9) — ¥ =) 4)
3. (p=9)— (W=9¢) de 1. y 2. por (A6)

O
En virtud de Lema 6.5.2), ¢ & (¢ = 1) es cota inferior para ¢ y ¥ y es la mayor de
las cotas inferiores por el Lema 6.3.3). Escribimos entonces [¢] M [¢)] = [¢ & (¢ = ¢)].
Los incisos 4) y 5) y la notacién que acabamos de introducir nos permiten afirmar que
((p =) = )N (Y = ¢) = ¢) es la menor de las cotas superiores para ¢ y .
Escribimos [¢] U [¢)] = [((¢ = ¥) = )] N [(( = ¢) = ¢)]. De estos razonamientos se
infiere que (Lgp, ML, 0,1) es un reticulo acotado.

Lema 6.9. Sea la aplicacion x : Lg, X Lg;, — Lpy, definida por: [¢] x [¢] = [¢ & 9],
donde ¢ € ||, € [¢], con ¢ y b dos formulas en BL. x es una operacién en Lpy,.

Demostracion:
Sean ¢ = ¢ y ¢ =)', veamos que ¢ & 1 = ¢ & .

1. o= ¢ H
2. =1 0
3 (W=9)=(p&)=(p &) Lema 6.8.5)
4 (&)= (p &) MP: 2,3

(
(p=¢)= (¥ &p)= @ &¢)) Lema 6.8 .5)
W & @) = (¢ & ¢) MP: 1,5
(p &) = (¥ & ¢) (A3)
(&)= (p &) = (g &) = (W &) = (¢ &) = (U & ))) (A1)
9. (v &)= W &)= (&)= (¥ & ¢)) MP: 4,8
10. (¢ & P) = (V' & o) MP: 7,9
1L (" & ¢') = (¢ &) (A3)
12. (W &)= (W' & @) = (¥ & ¢') = (¢ &)= (¥ &)= (¢ &) (A1)
(" & @) = (¢ &) = (' & ) = (¢ &) MP: 12,6
(

V& ) = (¢ &) MP: 13,11

(
13. ((

14.
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15. ((p &) = (¥ & @) = (¥ & @) = (¢ &¢)) = ((p & ¥) = (¢ &) (A1)
16. (" & @) = (¢ & ) = (¢ & ) = (¢ & ) MP: 10,15
17. (p & ¥) = (¢ &Y' MP: 14,16

Analogamente se prueba = (¢' & ¥') = (¢ & ©), de donde resulta (¢" & ¢') = (¢ & V),
y * una operacién bien definida.
O

Lema 6.10. La operacion  satisface las propiedades asociativa y conmutativa, 1 es el
elemento neutro y es compatible con la relacion <, es decir, (Lgr,*, I, =) es un monoide
conmutativo ordenado.

Demostracion:
Propiedad asociativa: ([RV97]) Cualquiera sea 6 € BL son equivalentes, en virtud de
(AD), v (AD)y:

(p &) &x)=0
(p &) = (x=19)
= (Y= (x=9)
= (Y & x) =9)
(P& (W &x) =19

Propiedad conmutativa: por el axioma esquema (A3)

[I] es el elemento neutro. En efecto:

LI=(p=(p&]) Lema 6.8. 3)
2.1 def.
3. p=(p &I MP: 1,2

y por el axioma-esquema (A2) resulta ¢ & I= ¢

= es compatible con x por el Lema 6.8.5) O

Lema 6.11. Sea la aplicacion —: Ly, x L, — Lpy, definida por: [o] — [¢] = [p = 1],
donde ¢ € [p], ¥ € [Y], con ¢ y ¢ dos formulas en BL. — es una operacion en Lpy,.

Demostracion:
Sean ¢ = ¢ y 1 =)', veamos que p = ) = ¢ = .

1. = H



176 CAPITULO 6. LOGICA BASICA PARA PC(®)

2. =9 H
3. (p=v)= (=)= (p=17) (A1)
4L ((p=¢)=((W=>¢)=(¢=¢)) = ((b=¢)=(¢=¢) = (¢=17)) L651)
5. (=)= ((p=v)= (v =) MP: 3,4
6. (p=v)=(p=7) MP: 1,5
T (=)= (e=¢)= (=) (A1)
8. (p=v) = (¢ =1 MP: 2,7
9. (p=v)=(e=¢))=(((¢=¢)= (@ =¢)=(p=¢)=(=1v)) (A]
10. ((¢=¢)= (¢ =¢)) = (=)= (¢ =1)) MP: 6,9
11. (p=vY) = (¢ =) MP: 8,10

Analogamente - (¢’ = ') = (p & ¢), y resulta (¢’ = ') = (p = ¢), y la operacién
— bien definida.
O

Lema 6.12. (x,+—) conforman un par de Galois.

Demostracion:
La condicién (2.13) en Lpy, se escribe: [¢]  [1] = [x] siy s6lo si [p] = [¢] — [x].

Demostremos una de las implicaciones:

Supongamos que [p] * [¢)] =< [x], equivalentemente escribimos: ¢ & 1 < x, es decir,
(p & 1) = x, aplicando la regla de inferencia a esta férmula junto con el axioma (A5),
podemos afirmar que ¢ = (¢ = x), es decir, p<) = Xy, en consecuencia, [¢] < [¢ = x],
de donde [p] = [1)] = [x].

La otra implicaciéon se demuestra andlogamente, utilizando el axioma (A5),. O

Corolario 6.3. (Lpy,M,U,*,—,[0],[1]) es una BL dlgebra, donde M y U son respecti-
vamente el infimo y el supremo determinados por la relacion de orden <.

Demostracion:

Hemos demostrado que (Lpp,M, U, x,+,[0],[I]) es un reticulo residual conmutativo
integral. Por la propia definicién de M es divisible y por el axioma (A6), en virtud de es
lineal. O

Definicién 6.11. (Lgy, M, U, %+, [0],[I]) se dice el dlgebra de Lindenbaum Lpy,.

Corolario 6.4. FEl dlgebra de Lindenbaum de Ly, es una BL dlgebra.
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Lema 6.13. La aplicacion [-|pr, que a cada ¢ € BL le asigna [plpr, € Lpr es una
evaluacion.

Demostracion:
En virtud del lema 6.9 podemos afirmar que [p & ¥|pr = [¢|pr * [¥]sL y por el Lema
6.11 afirmamos que [¢ = ¥]pr = [¢]pr — [¢]sL. Resta probar que [0]p; = O.
Consideremos [0|p — [¢]BL-
Aplicando el Lema 6.11 obtenemos [0]pr, — [¢|pr. = [0 = ¢|pL, y por (A7) podemos
afirmar que [0]pr = [¢]BL, cualquiera sea [¢|pr, € Lpyp, es decir, [0]g, = 0.

O

6.2.2. Completud

Lema 6.14. Si ¢ es una tautologia para todas las BL dlgebras linealmente ordenadas,
entonces es tautologia para toda BL dlgebra.

Demostracion:

Sea  una férmula en BL que es 1-tautologia para toda Bl algebra L, linealmente orde-
nada, entonces la evaluacion de ¢ es 1 para toda BL dlgebra linealmente ordenada L,, es
decir e, (¢) = 1. Sea L una BL élgebra cualquiera. Queremos verificar que ez (¢) = 1z.
Considerando el Lema 3.45 podemos afirmar que existe una inmersion i de L en el pro-
ducto directo de una cierta familia L de BL algebras linealmente ordenadas, es decir, en
I7,ccle. Entonces i(er(9)) = (er.(¢))reee = (1r.)reer = lm,, .. .- En consecuencia,

er(p) = 1. =
Teorema 6.2. (completud) BL es completa. Es decir: Para cada formula ¢ son equiva-
lentes:

1) ¢ es un teorema de BL;
2) Para cada BL dlgebra linealmente ordenada Le ¢ es Le-tautologia;

3) Para cada BL dlgebra L, ¢ es L-tautologia.

Demostracion:

1) = 2) y 2) = 3) ya estan establecidas por los Lemas 6.2 y 6.14.

Para probar 3) = 1) supongamos que para cada BL-algebra ¢ es 1-tautologia, en especial

lo es para el algebra de Lindenbaum Lpy. Es decir e(¢) = [¢|pr = I, entonces Fpp, ¢.
O

6.3. Estructuras légicas asociadas a las t-normas

En este capitulo hemos formulado una teoria axiomatica de modo tal que cualquier BL
algebra sea un modelo de la teoria para toda evaluacién. Consideraremos especialmente
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la BL dlgebra ([0, 1], A, V,®, —,0, 1), cuando ® es una de las T-normas continua men-
cionadas en el Ejemplo 5.2. ([Tur92], [H4;j97]).

PC(Ty): Célculo proposicional asociado al operador de Zadeh:

El operador de Zadeh es T), es decir, la norma minimo. Por la idempotencia de cada
elemento, la BL dlgebra resulta un algebra de Heyting lineal, pseudo Boole, de Brouwer
o de Godel. Este hecho agrega a los axiomas de la Definicién 6.7, el siguiente:

(GL) ¢ = (p& )
Llamaremos G L a esta teoria.
Lema 6.15. GL verifica (¢ &) = (¢ —~ ).

Demostracion:
Debemos probar que (¢ & ¥) = (¢ —~ ¥), y que (¢ —~ ) = (¢ & ¥).

1) (p &) = (¢~ ),

L Y= (p=1) L.6.4
2. (W=(=9)=(&v)=(p&(p=1)) L.6.5.5)
3. (p &)= (p& (p=1v)) MP:1..2.
4 (o &)= (¢ ~v) abrev. a 3.
2) (b ~) = (¢ & o).
Lp=v)= (&)= (p &) L.6.5.5)
2. (p &)= ((p=1) = (p & 1)) de 1. por L.6.5.1)
3. 0= (p &) (GL)
4. o= ((¢=1Y) = (¢ & V)) de 1.y 3. por (Al)
5. (v &(p=1) = (p &) de 4. por (A5)
6. (p ~v) = (¢ &) abrev. a 5.
O

Dado que en esencia la conjuncién coincide con el producto, suele los axiomas de G'L
suelen escribirse utilizando sélo el operador conjuncién.

Definicién 6.12. Las siguientes férmulas son axioma-esquemas de PC(T)), GL o légica
de Godel:
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(AL) (p=v) = (¥ =x) = (¢= X))

(A2) (¢ ~¥) = ¢

(A3) (¢ ~¥) = (¥ ~¢)

(Ad) (¢~ (=)= W~ (¥ =9)

(AB)a (o= (¥ =X)) = (¢ ~¥) = x)

(AB)y ((p ~¥) = x) = (¢ = (¥ = X))

(A6) ((¢=v)=x) = (W=¢)=x)=X)
(A7) 0=

(GL) ¢ = (¢ ~ 9

La regla de inferencia es el Modus Ponens:

(RI) ¢, o= Far v

179

Teorema 6.3. GL es sana y completa. Es decir: Para cada formula ¢ son equivalentes:

1) ¢ es un teorema de GL;

2) Para cada dlgebra de Heyting linealmente ordenada Le ¢ es Le-tautologia;

3) Para cada dlgebra de Heyting lineal L, ¢ es L-tautologia.

Demostracion:

En virtud del teorema 6.2, basta verificar que el algebra de Lindenbaum de GL es un

algebra de Heyting lineal, lo cual es trivial a partir del Lema 6.15.

La logica de Godel esta estrechamente vinculada con la ldgica intuicionista:

O

Definicion 6.13. La [dgica intuicionista I tiene como conectivos a =, ~,—,~ y los

siguiente axioma-esquemas:

(e=v)=>((Y=>x)=(¢=X)

(e=x)=((¥=x)= (¢ —v)= X))
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(Ls) (¢~ )=

(I) (x=v) = (x=v)= (= (¢~ 1))
(Is) (¢ = (¥ =x) = (¢ ~¥)=X)

(Zy) ((p ~¥) =x) = (= (¥ =X))

(10) (¢ ~~ ) =¥

() (p= (Y ~~1p)) =~

Lema 6.16. La logica de Godel satisface todos los axiomas de la logica intuicionista

Demostracion: Sea una evaluacion e. Listaremos los lemas que permiten afirmar que
toda evaluacion de cada axioma-esquema es 1, es decir, cada axioma es una 1-tautologia.

(I;) Lema 2.9.(19) y Lema 2.12.(2).
(I3) ,(I3) Lema 2.14.(13).
(s
(5
(
(

)

) Lema 2.9.(9).

)
I7) Lema 2.9.(8).

)

)

)

,(Is) Lema 2.14.(14).
1) ,(Iy) Condicién de par adjunto (2.13).
(10
(111

Lema 2.9.(2-i), con y = 0, y Lema 2.14.(1).

Lema 2.9.(2-i), con y = 0.

O

Esta logica tiene el teorema de la deduccion en su forma clasica, es decir, satisface, para
cada teoria 7" sobre GL y férmulas ¢,1, AU {p} F ¢ siy sélo si A F (¢ = ). Este
hecho caracteriza a la logica GL, como veremos en el siguientes teorema.

Teorema 6.4. GL es la unica l6gica PC(®) que tiene el teorema de la deduccion en
su forma clasica, es decir, GL verifica el teorema de la deduccion y si PC(®) tiene el
teorema de la deduccion, entonces © @ y = min{z,y}.

Demostracion:

Para verificar que GL tiene el teorema de la deduccion en su forma clasica basta con
notar que ¢" = ¢ para todo n € IN.

Supongamos que la l6gica PC(®) tiene el teorema de la deduccién y veamos que se
satisface el axioma (GL).
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1. ¢ H
2. (p &)= (p &) L.6.3
3. o= (= (p & ) de 1. por (A5)
4. p= (v & @) MP:1.,3.
5. 0 & MP:1. 4.

Hemos probado ¢ F (¢ & ¢). Como suponemos valido el teorema de la deduccién,
podemos afirmar que F ¢ = (¢ & @), es decir, se verifica el axioma GL.

Este hecho hace que la evaluacién del producto resulte el minimo.

En efecto: sean z,y € [0,1] y supongamos que x < y. Es claro que y < 1. Por la
monotonia del producto escribimos r =r®r < r®y < r® 1 =z, de donde se infiere
r=1x®uy, es decir, x ® y = min{x,y}. O

PC(Tp): Célculo proposicional asociado al operador de Mandani:

El operador de Mandani es Tp, es decir, la norma producto, la BL. algebra resulta un
algebra producto. La logica asociada se denomina ldgica producto y se nota II o bien
PL. En [CT97] se encuentra un detallado analisis de la 16gica producto, utilizando como
contrapartida algebraica las PL-algebras. En dicho trabajo se prueba que para que una
ecuacion sea valida en una PL dlgebra cualquiera es condicién necesaria y suficiente que
lo sea en la PL algebra construida a partir del cono negativo del I-grupo (Z,+, —, 0).
La légica IT agrega a los axiomas de la Definicién 6.7, los siguientes:

(M) ~~x = (e & x) = (¥ & X)) = (¢ = 1))
(I12) (p ~~¢) =0
Donde ~ ¢ es una abreviatura para ¢ = 0

Definicion 6.14. Los axiomas para la logica producto 11 son los siguientes:

(A1) (p =)= ((¥=x) = (¢ = X))
(A2) (p &) = ¢

(A3) (p &) = (¥ & ¢)

(A4)

A4

(
(
(
(P& (p=1)= W& (¥=19))
(AD)s (p= (¥ =X)) = ((¢ & ¥) = X)
(A5)y ((p &¥) = x) =

(b= (¥=X))
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(A6) ((p=1v) = x) = (L =¢)=Xx) =X)
(A7) 0=¢

(1) ~~x = (((p & x) = (P & X)) = (¢ = V)
(112) (¢ ~~¢) =0

Lema 6.17. Los axiomas de la l6gica 11 son I-tautologias sobre el dlgebra producto
([0,1], A, V,+,—.,0,1).

Demostracion:
Basta demostrar que los axiomas (I11) y (II2) son tautologia, lo cual es trivial a partir
de la definicién de algebra producto y se encuentra verificado en el Ejemplo 2.23. O

Observacidn 6.2. El axioma (I12) es tautologia para la 16gica G L. Veamos que el axioma

(IT1) no lo es. Consideremos e(x) > 0, e(x) = 0,1, e(¢) = 0,6 y e(¢p) = 0,2. Resulta

entonces que e(~~ x = (¢ & x) = W & x)) = (¢ = ¥))) =0,6 - 0,2=0,2 # 1.

Teorema 6.5. PL es sana y completa. Es decir: Para cada formula ¢ son equivalentes:
1) ¢ es un teorema de PL;

2) Para cada dlgebra producto linealmente ordenada Le ¢ es Le-tautologia;

3) Para cada dlgebra de producto L, ¢ es L-tautologia.

Demostracion:
En virtud del teorema 6.2, basta verificar que el algebra de Lindenbaum de PL es un
algebra producto, lo cual es trivial a partir de los axiomas (II1) y (I12). O

PC(Ty): Célculo proposicional asociado al operador de Lukasiewicz

El operador de Lukasiewicz es T}, la BLi algebra resulta una MV dlgebra 6 dalgebra de
Lukasiewicz, o de Wagjsberg. De este hecho proviene el llamar a la t-norma asociada,
t-norma de Lukasiewicz, aunque este operador no figure explicitamente en sus trabajos.
Esta légica se denomina ldgica de Lukasiewiczy se nota L. Agrega a la Definicion 6.7 el
siguiente axioma:

(L) ~~ o=

Lema 6.18. Los aziomas de la ldgica BL y (L) son I-tautologias sobre la MV dlgebra
([0,1], A, V, Ty, —1,0,1).
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Demostracion:

El Corolario 2.7 afirma que toda MV algebra es BL dlgebra, y, en consecuencia, podemos
afirmar que los axiomas (Al) a (A7) son 1-tautologias.

Veamos el axioma (L): segin el Ejemplo 5.4 y en virtud del Lema 2.12.4) podemos
afirmar que e(~~ ¢ = ¢) = (1 — (1 —e(p)) —1 e(p) = 1, segin vimos en la definicién
de negacion para la t-norma de Lukasiewicz, en el Ejemplo 5.4. O
Definicion 6.15. Los axiomas para la l6gica de Lukasiewicz son los siguientes:

D) o= (V=19

12) (¢=v)= (¥ =x) = (¢=X))

(13) (v =~ih) = (V= 9)

1) ((p=v) =)= (b= ¢) = ¢)

Lema 6.19. PC(T}) satisface los axiomas de Lukasiewicz.

Demostracion:

Para demostrar esta afirmacién mencionaremos los lemas que nos permiten afirmar que
cada axioma es 1-tautologia.

(L1) Lema 2.12.2) y Lema 2.14.3).

(L2) Lema 2.12.2) y Lema 2.9.4-ii).

(L3) Lema 2.12.2) y Lema 2.26.4).

(L4) Definicién 2.23.

La logica proposicional de Lukasiewicz es sana y completa. Es decir:

Teorema 6.6. (completud) L es completa. Es decir: Para cada férmula ¢ son equiva-
lentes:

1) ¢ es un teorema de L;
2) Para cada MV dlgebra linealmente ordenada Lo ¢ es Le-tautologia;

3) Para cada MV dlgebra L, ¢ es L-tautologia.
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Demostracion:

En virtud del Teorema 6.2 basta probar que el algebra de Lindenbaum es una MV
algebra.

Por el Teorema 2.12 debemos ver que es divisible y Girard. Sabemos que es divisible,
porque es BL algebra. Finalmente, el axioma (L) nos permite afirmar que se trata de un
reticulo de Girard. O
Es conocido el teorema de completud para la logica de Lukasiewicz dada por Chang en
[Chab8]|, que afirma que para que una ecuacién sea valida en cualquier MV élgebra es
condicién necesaria y suficiente que lo sea para el intervalo [0, 1]. Puede encontrarse una
demostracién diferente dada por Cignoli y Mundici en [CD97al,[CD97b] y [CDM9S].



Capitulo 7

Jerarquia de conceptos

La jerarquia de conceptos fue introducida con la intencion de formalizar la logica a partir
de considerar un concepto determinado por su extension, es decir, el conjunto de todos
los objetos que pertenecen al concepto y su intension, conformada por todos los atributos
comunes a dichos objetos. Presentaremos las definiciones establecidas por Rudolph Wille
[Wil82].

El primer objetivo de este capitulo es utilizar la nocién de teoria de conceptos fuzzy para
la definicion de funciones de pertenencia a un cierto conju nto fuzzy. Mas precisamente,
para definir el grado de pertenencia al conjunto fuzzy “tener la propiedad P” consi-
deraremos la cardinalidad de la extension del concepto cuya intension es, justamente,
P.

7.1. Jerarquia de conceptos clasicos

Definicién 7.1. [Wil82] Una terna (G, M, I) se dice un contexto si G es un conjunto de
objetos, M un conjunto de atributos e I C G x M, es decir es una relacién binaria entre
G y M. Se indica por gIm que el objeto g posee la propiedad m. Para cada A C G
notaremos A; al conjunto definido por: A; = {m € M : (Vg € A) gIm}. Andlogamente
si BCM,By={geG:(Vme B)glm}.

Observacion 7.1. La utilizacién de las letras G y M para notar respectivamente los

conjuntos de objetos y atributos. Esta notacion es la original utilizada por Wille y hace
referencia a las iniciales de Gegensténde (objetos) y Merkmale (atributos).

Definicién 7.2. Dado un contexto (G, M,I), un par (A,B), con A C G,B C M es
un concepto si Ay = By By = A. A se dice la extension del concepto (A, B) y B la
intension.

Lema 7.1. Dado un contexto (G, M,I), las aplicaciones ¢ : P(G) — P(M), definidas
por ¢(A) = Ay y o : P(M) — P(G) por ¢(B) = Ba establecen una conezion de Galois
entre P(G) y P(M).

185
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Demostracién: Usaremos para esta demostracion la Definicién 2.3. Sea A C ¢(B) y
b € B. Cualquiera que sea a € A resulta a € ¥(B), dado que por la Definicién 7.1
Y(B) ={g € G: (¥Ym € B)gIm} entonces (Va € A)alby, en consecuencia, b € ¢(A).
Es decir, B C ¢(A).

Reciprocamente, supongamos que ¢p(A) 2 B'Y a € A. Cualquiera que sea b € B resulta
b e ¢(A), dado que por 7.1 ¢p(A) = {m € M : (Vg € A) gIm} entonces (Vb € B)alby,
en consecuencia, a € ¥(B). Es decir, A C (B). O

Definicién 7.3. Dado un contexto (G, M, I), los operadores de construccion og'y o,
son aplicaciones ¢¢ : P(G) — P(G), tal que pg(A) = ¥ o ¢(A), o : P(M) — P(M),
tal que ppr(B) = ¢ 0 h(B).

Lema 7.2. Dado un contexto (G, M, 1), las siguientes condiciones son equivalentes:
1) (A, B) es un concepto;

2) A es un punto fijo de g y B es un punto fijo de @y, es decir pg(A) = Ay

Demostracién: Para que (A, B) sea un concepto, es condicién necesaria y suficiente que
¢(A) = By ¥(B) = A. Observemos que, dado que ¢ y v establecen una correspondencia
de Galois entre P(G) y P(M), se verifica siempre A C ¢ o ¢p(A), es decir, A C pg(A) v
B C ¢pop(B), es decir B C ¢y (B).

Si (A, B) es un concepto, entonces pg(A) = ¥(p(a)) =(B) = Ay ou(B) = ¢(1(b)) =
»(A) = B.

Si Ay B son puntos fijos para ¢g v ¢, respectivamente, resulta ¢(A) = ¢(1(p(A)))
qsyy B = QOM(B) = Bg1 = As.

o

Corolario 7.1. Dado un contexto (G, M, 1), si A es punto fijo para o (6 B es punto fijo
para @y ), entonces (A, Ay) ( respectivamente (Ba, B)) es un concepto para (G, M,I).

Demostracion: La demostracion es inmediata a partir del lema anterior. O

Notacién 7.1. Dado un contexto (G, M, I) notamos B(G, M, I) al conjunto de todos
los conceptos asociados a dicho concepto. Nuevamente B es la inicial de Begriff, que
significa concepto en aleman.

Para construir un reticulo de conceptos para un contexto dado, necesitaremos los si-
guientes resultados:

Lema 7.3. [DP02] Sean (G,M,I) un contexto, A,C,A; C G y B,D,B; C M, para
jedJ

1) AC By siy sdlo si A; O B.
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2) AC Aqy B C By
3) Si AC C, entonces Cy C Ay. St B € D, entonces Dy C Bs.
4) Ay = A1 By = Bji2
By)2 = ()(Ba);
5 A = A . (U 7)2 2)j
) (g] ])1 Q]( 1)] jeJ jeJ
Demostracién:

1) Demostrado en el Lema 7.1.

2), 3) y 4) son equivalentes a 1), segiin lo demostrado en el Lema 2.2.

5) (JADr ={me M:(vge|JA)gIm} ={m e M: (Vg€ A;)(VA)) gIm} =

JjeJ jeJ
ﬂ{m eEM:(Vge Aj)glm} = ﬂ(Al)j. Anéalogamente (U Bj)s = ﬂ(Bz)j.
JjeJ JjeJ JjeJ JjeJ

Definicién 7.4. Dado un contexto (G, M, I), en B(G, M, ), el conjunto de todos los
conceptos asociados, definimos la relacién: (A, B) < (C, D) siy s6losi A C C.

Lema 7.4. (A, B) < (C, D), segin la Definicion 7.4 si y solo si D C B.

Demostracion: Segin la Definicién 7.1, Ay = B, B, = A, C; = Dy Dy = C. Si
A C (), entonces por el Lema 7.3.3) A; DO C es equivalente a D C B. Analogamente se
ve que si D C B resulta A C C. O

Lema 7.5. Dado un contexto (G, M,I), (B(G,M,I),<) es un conjunto parcialmente
ordenado, donde < es la relacion indicada por la Definicion 7.4.

Demostraciéon: La relacion de la Definicién 7.4 es una relacion de orden parcial. Las
propiedades reflexiva y transitiva se deducen facilmente de la reflexion y transitividad
de la relacién de inclusion. Probemos la propiedad antisimétrica: sea (A, B) < (C, D)
y (C,D) < (A,B), entonces A C By B C C, de donde A = B, pero (A,B) y (C,D)
son conceptos, por lo tanto A3 = By Cqy = D, en consecuencia B = Dy (A, B) =
(C, D). O

Lema 7.6. Dado un contexto (G, M,I), el conjunto B(G,M,I) con las operaciones:
(A7B) A (CuD> = ((Amc)v(BUD)Zl) Y (AuB) v (C,D) = <(AUC)127(BQD)) 2
el reticulo (B(G,M,I),N\,V) , donde N,V son respectivamente el infimo y el supremo
dados por <, la relacion definida por (7.4).
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Demostracién: Veamos en primer lugar que Si {(A;, B;)};es es una familia de concep-

tos, ((U A1z, ﬂ B;)y (ﬂ A; (U Bj)21) son conceptos.

jedJ jedJ jeJ jeJ

Aplicando el Lema 7.3 .2) y .5) y la Definicion 7.1 escribimos:

(L Az = (4D = A1 = B;

JjeJ JjeJ JjeJ JjeJ
() B2= (A2 = (A1
jed JjeJ JjeJ
Andlogamente se ve que ((U Bj)212 = ﬂ Ay (ﬂ Aj)r = (U Bj)21, para concluir que
jeJ jeJ jeJ jeJ
((U Ao, ﬂ B;) es un concepto. El otro razonamiento es similar.
jeJ jeJ
Verifiquemos ahora que \/(Aj, B;) = ((U Aj)az, ﬂ B;).
JjeJ jeJ jeJ
Para todo j € J A; C U A; C (U Aj)12, por el Lema 7.3.2), por lo tanto, para todo
jeJ jeJ
J€J (A, B) < (([JA2[)B)
jeJ jeJ

Supongamos que existe (A4, B) tal que (4;, B;) < (A, B) para todo j € J. Resulta en-
tonces que U A; C A, de donde (U A)12 CAipa =By =Ay ((U A1z, ﬂ B;) < (A, B).

JjeJ JjeJ JjeJ JjeJ
Por un procedimiento andlogo verificamos que /\(Aj, B;) = (ﬂ Aj, (U Bj)21) O
jeJ jeJ jeJ

En virtud de este lema, podemos escribir la siguiente definiciéon

Definicién 7.5. Dado un contexto (G, M, I), el reticulo de conceptos para dicho contexto
es (B(G,M,I),N\,V,(Mz, M), (G,Gy)), definido como en el Lema 7.6, que resulta un
reticulo completo, con primer elemento (Mz, M) y ultimo elemento (G, Gy).

Ejemplo 7.1. (R. Wille) Plancta || peq. | med. | gr. || cer. | lej. || luna | nol. |
G es el conjunto de los planetas Me X X X

del sistema solar, M: ser de tamaiio _V¢ X X X
Ti X X
X X

pequeno, ser de tamano mediano, ser o i
de tamano grande, estar cerca del sol, Tu ” > ”
estar lejos del sol, tener luna y no ten- —g, X » »
er luna. La relacién entre objetos y Ur X x x
propiedades se indica marcando con  Ne X X X

Pl X X X

una cruz si el par estd en relacion, en
la tabla:
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Los conceptos de este contexto son, entonces:

co: ({Me, Ve, Ti, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, Pl}, 0})

cs: ({Pl}, {pequeno, lejos, tiene luna} )

co . ({Ju, Sa}, {grande, lejos, tiene luna}

c10: ({Ur, Ne}, {mediano, lejos, tiene luna} ))

c11: (0, {pequeno, mediano, grande, cerca, lejos, tiene luna, no tiene luna} )

c1: ({Me, Ve, Ti, Ma, Pl}, {pequetio} )
¢y ({Ti, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, Pl}, {tiene luna})
c3: ({Me, Ve, Ti, Ma}, {pequeno, cerca})
cy: ({Ti, Ma, }, {pequeno, tiene luna})
cs: ({Ju, Sa, Ur, Ne, Pl}, {lejos, tiene luna} )
ce: ({Me, Ve}, {pequeno, cerca, no tiene luna})
cr: ({Ti, Ma}, {pequeno, cerca, tiene luna} )

(

(

y se representan por medio del siguente diagrama de Hasse:

Observacién 7.2. Podria pensarse que el primer elemento siempre debe ser (0, M)
y el tltimo (G, ), lo cual no es cierto y se verifica sencillamente considerando G =
{1,2}, M ={a,b,c}, I ={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a)}. En este caso el reticulo de concep-
tos es By y sus elementos son exactamente ({1}, M)y (G,{a}).

El reticulo de conceptos es, segin Wille, una respuesta bésica a dos problemas im-
portantes relativos a un contexto dado: La clasificacion apropiada de los objetos y
la dependencia de los atributos. Wille considera en particular contextos multivaluados
(G, M, W, I) para representar atributos que puedan tomar distintos valores ya sean no-
minales (cerca, lejos, pequeno, mediano, etc.) o numéricos.

7.1.1. Contexto multivaluado

Definicién 7.6. Un contexto multivaluado (G, M, W, I) es una 4-upla tal que G es un
conjunto de objetos, M un conjunto de atributos, W un conjunto de valores e I es una
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relacién binaria entre Gy M x W, tal que, si gI(m,w;) y gI(m,ws), necesariamente
w; = wy, cualesquiera que sean g € G, m € M. Se indica por gI(m,w) que el objeto g
posee la propiedad m en grado w, o que g toma el valor w para el atributo m. Si el objeto
g no posee el atributo m, escribimos g/(m,0). Usualmente asumimos que un contexto
n-valuado es completo, es decir, para cada g € G y cada m € M existe un w € W tal
que gl (m,w). Si |W|=mn, (G,M,W,I) es un contexto n-valuado.

Observacion 7.3. Las consideraciones previas nos llevan a observar que dado un con-
texto multivaluado (G, M, W,I), I : G x M — W, la aplicacién que asigna a cada par
(g,m) el grado w en que el objeto g posee el atributo m es una funcién. Podemos escribir
entonces I(g,m) = w.

Notaremos B" al subconjunto de M x W, que consiste en pares (m,w) tales que existe
algin g € G tal que gI(m,w).

Definimos:

Para A C G, A = ﬂ{(m,w)EMxW:w:](g,m)}.
geA

Para BY C M x W, BY = ﬂ {9eG:w=1(g9,m)}.

(m,w)eBY

Definicién 7.7. Dado un contexto multivaluado (G, M, I, W), un par (A, BY), con
ACG@G, BY C M xW esun concepto multivaluado si Ay = By BY = A. A se dice la
extension multivaluada del concepto (A, BY) y BY la intension multivaluada.

Del mismo modo que en el caso 2-valuado, podemos enunciar el siguiente Lema:

Lema 7.7. Dado un contexto multivaluado (G, M,I,W), ¢ : P(G) — P(M x W),
definidas por ¢(A) = Ay y o : P(M x W) — P(G) por (BY) = BY establecen una
conexion de Galois.

Demostracion:

Haremos una demostracion analoga a la vista en el Lema 7.1. Supongamos, en primer
lugar que A C ¥ (B"), entonces para todo a € A resulta a € Gy w = (g, m), para todo
(m,w) € BY. Es decir, para todo (m,w) € BY resulta w = I(g,m), para todo g € A, y
en consecuencia para todo (m,w) € BV, g € ¢(A), o equivalentemente, B C ¢(A).
Reciprocamente, si BY C ¢(A), resulta que cualquiera que sea (m,w) € BY se verifica
w = I(g,m) para todo g € A y, en consecuencia A C ¢(BY). O

En cualquier caso un contexto multivaluado puede reducirse a un contexto clasico con-
siderando (G, M, W,I) = (G, M x W,I), es decir, para cada atributo y cada grado de
pertenencia se define un nuevo atributo. Con un razonamiento inverso, dado un contexto
clasico en el cual ciertos atributos sean diferentes grados de una misma propiedad, pueden
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agruparse asignando a cada atributo original un determinado grado de pertenencia, como
se ve en el siguiente ejemplo:

~

Ejemplo 7.2. Consideremos el Ejemplo 7.1. “ser pequeno”, “ser mediano” y “ser grande”
son diferentes grados de “tamano”, en consecuencia los agruparemos en el atributo t: “ser
de tamano grande”, del mismo modo agrupamos las distancias al sol en c:“estar cerca
del sol”, y la propiedad de tener luna o no en I:“tener luna” y W = {1,2,3}. Con estos
nuevos datos, la tabla se transforma, pero veremos que los conceptos de este contexto
multivaluado coinciden con los obtenidos anteriormente:

co: ({Me, Ve, Ti, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, Pl}, (0})
G |tlell] ¢ ({Me, Ve Ti, Ma, PI}, {(t, 1)})
Me | 131 co: ({Ti, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, Pl}, {(l ,3)})
Ve |[1] 3] 1 cz: ({Me, Ve, Ti, Ma}7 {(t, 1), (c,3)})
T: |[13]3 cy: ({Ti, Ma}, {(t,1),(,3)})
Ma |13 3 cs: ({Ju, Sa, Ur, Ne, Pl}, {(c,1),(l,3)})
Ju |3 1] 3 c6: ({Me, Ve}, {(t,1),(c,3),(,1)})
Sa 313 cr: ({Ti, Ma}, {(t, 1), (c,3),(,3)})
Ur |2 1] 3 s ({Pl},{(t, 1), (c,1), ( ,3)})
Ne |2 1] 3 co: ({Ju, Sa}, {(t,3), (c,1),(,3)}
Pl 113 10 ({Ur, Ne}, {(t,2),(c,1),(,3)}))
11 - (®7 {(t ) 3)7 (t ) 2)? ( )7 (C ) 3)7 (C ) 1)? (l ) 3)’ (l ) 1>})

7.2. Obtencion de funciones de pertenencia

En la Definicion 7.3 hemos establecido operadores de construccion para obtener los
conceptos clasicos. Definiremos a continuacion los constructores para un contexto mul-
tivaluado y veremos cémo aplicarlos para definir funciones de pertenencia apropiadas al
contexto.

Definicién 7.8. Dado un contexto multivaluado (G, M, W, ), con |G| < oo, un cons-
tructor jerdrquico para el elemento m de M es una aplicaciéon kg : P(G) — P(G),
utilizando la notaciéon de la Observacion 7.3, definida por:

km(a) ={g € G :1(g,m) < I(a,m)},

si AC G, BC M, resulta:
km(A) = | £m(a).
a€cA

Mas sencillamente explicado, k(@) es el conjunto de todos los objetos que estan rela-
cionados con m, en menor o igual grado que a y £,,(A) es el conjunto de todos los objetos
que estan relacionados con m, en menor o igual grado que alguno de los elementos de A.
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Ejemplo 7.3. Volvamos al ejemplo de los planetas y consideremos el caso multivaluado

presentado en el Ejemplo 7.2.
Para A = {Ma, Ne} y la propiedad t resulta r;(A) = {Me,Ve,Ti, Ma,Ur, Ne, Pl}.

Si |G| < oo, es claro que cualquiera que sea m € M, para todo g € G resulta

[fim(9)]
Gl

lkm(9)] < |G|, y, en consecuencia 0 < < 1. Este hecho nos permite dar la si-

guiente definicién:

Definicién 7.9. Sea (G, M, W, I) un contexto multivaluado tal que |G| < oco. Sim € M,

entonces fi,, : G — [0, 1], definida por j,,(g) = |F&ré|9)’

que determina el subconjunto fuzzy de G: “tener la propiedad m”.

es una funcién de pertenencia

Ejemplo 7.4. Construyamos la funcién de pertenencia para B = {t}:
1 =1I(Me,t)=1(Ve,t)=I1(Ti,t) =I(Ma,t) = 1(Pl,t),

por lo tanto

ri(Me) = ki (Ve) = k(Ti) = ky(Ma) = ky(Pl) = {Me, Ve, Ti, Ma, Pl},
y resulta

p(Me) = pu(Ve) = (1) = pu(Ma) = 5/9.

2=1(Ur,t) = I(Ne,t),

por lo tanto

ki(Ur) = ky(Ne) = {Me,Ve,Ti, Ma,Ur, Ne, Pl},

y resulta

m(Ur) = pe(Ne) =7/9.

I(Ju,t) = I(Sa,t)

por lo tanto

ki(Ju) = ky(Sa) = {Me, Ve, Ti,Ma, Ju, Sa,Ur, Ne, Pl},

y resulta

w(Ju) = py(Sa) =9/9 = 1.

Es decir, la funcién de pertenencia esta dada por la siguiente tabla:

Me| Ve | Ti | Ma| Ju| Sa| Ur | Ne | Pl
it} 5/915/9(15/9|5/9| 1 1 [7/917/9]5/9

Una vez determinadas las funciones de pertenencia realizamos las operaciones conjun-
tistas utilizando las definiciones originales de Zadeh.



7.2. OBTENCION DE FUNCIONES DE PERTENENCIA 193

7.2.1. Aplicacion a la teoria de desarrollo

El problema bésico de la teoria de desarrollo reside justamente en la propia medicién del
desarrollo en si y la definicion de los aspectos que abarca. Las distintas clasificaciones
que es posible encontrar en la literatura abarcan desde aspectos puramente econémicos
hasta nociones bioldgicas, sociales y politicas. De cualquier modo se suele identificar a
un pais econémicamente desarrollado mediante un alto ingreso per capita. Aplicaremos
la nocion de conceptos multivaluados para analizar el grado de desarrollo mediante un
conjunto de variables y sus interrelaciones.

Ejemplo 7.5. Consideraremos como universo un conjunto de paises que cubran un
amplio espectro: India, Nicaragua, Indonesia, Brasil, Méjico Espana, Inglaterra, Corea
y Africa Oriental.

Listemos una serie de propiedades, que tomaremos como atributos en distintos grados:

p1: Ingreso per capita. (a: alto, b: medio, ¢: bajo)

p2: Participacion relativa en la distribucién del ingreso, del 40 % maés pobre de la

poblacién. (d: alta, e: baja)
ps: Participacion relativa en la distribucién del ingreso, del 20 % més rico de la
poblacion. (f: alta, g: baja)
p4: Paridad de poder de compra. (h: alta, i: media, j: baja)
ps: Paridad de poder de compra creciente. (k: alta, [: baja)

pe: Porcentaje de la poblacion que no trabaja en agricultura en base al promedio.
(m: alto, n: bajo)

pr: Porcentaje de exportaciéon manufacturada, en base al promedio.
(0: alto, p: bajo)

ps: Porcentaje de poblacién menor de 15 anos. (g: alto, r: bajo)
Po: Porcentaje de poblacién en edad productiva. (s: alto, t: bajo)
p1o: Porcentaje de poblacion senil. (u: alto, v: bajo)
p11: Porcentaje de poblacion extremadamente pobre. (w: alto, x: bajo)

pi2: Porcentaje de poblacion pobre. (y: alto, z: bajo)



194 CAPITULO 7. JERARQUIA DE CONCEPTOS

Tomando como fuente Development Report ([WBI95]) establecemos el contexto:

G = {India, Nicaragua, Indonesia, Brasil, Méjico, Espana, Inglaterra, Corea, Africa Oriental }
M:{a7 b7 C? d? 67 f7 97 h’ i?j? k? l7 m7 n? 07p7 q7 T? 87 t? /111’ /Uﬂ w? x? y? Z}
Utilizaremos las abreviaturas India: I;, Nicaragua: N;, Indonesia: I,,, Brasil: B,., Méjico:

M., Espana: E, Inglaterra: I,, Corea: C,, Africa Oriental: A,, para describir la relacién
I C M x W en el siguiente cuadro:

I e | Ni [To [Be [Me [E L [Co| Ao [ [[Ta|Ni[Tn[Br [ M [E[1[ColA|
a [ x| x x el [ x[ [x[x[] [x] [ |
b X X X o X | x X X
c X | X | X p | x X X | X | X
d X | x| X X q X | x
€ X T X X X X
/ X S X X
9 X X X t X X | X X
h X X X [ X X X X X
i X X v %

J X w X X X
k| x X z || % X X
[ X X X X X Y < | = >
Lm I x][ [x] [ [x] [x]x ][z x[xTx[x]x X

que puede pasarse a un contexto multivaluado, considerando W = {1, 2, 3}, por:

| [l Ta | Ni|[L | B, [ M |E[L [Co| A, |
111222 [3[3]3]1
pe |21 1] 11 [2]2]2]2
ps 112222 1]|1]1]1
pa |1l 11223331
ps |12 122 1]2]1]2
e | 112 122 1]2]1]1
pr 2111212221
ps 212 222 [1][1]1]2
po | L1 1|11 ]2 2221
poll L] 11122221
pul 2| 1211 [1[1]1]2
pel 2| 22221112
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Para obtener los conceptos comenzamos con los paises de a uno. Tomemos, por ejemplo,
India. De la tabla inferimos que esta relacionada con:

(P1,1), (P2,2), (P3,1), (Pa,1)(P5,1), (P6;1), (P7,2), (Ps,2), (Pa;1) ,(P10,1), (P11,2),y (P12,2)

Dado que es el unico pais en estas condiciones, obtenemos el concepto:

({India}, {(p1,1), (P2,2), (P3,1), (P4,1), (P5,1), (P6,1), (P7,2), (Ps,2); (P9;1) ,(P10,1), (P11,2), (P12,2)})

Con el mismo procedimiento obtenemos:

({Nicaragua}, {(p1,1), (p2,1), (P3,2), (P4,1); (P5,2), (P6,2), (P7,1), (Ps,2), (P9, 1) +(P10,1), (P11,1), (P12,2)})
({IndoneSia} ) {(p172)v (p271)v (p372)7 (p4’1)’ (p571)’ (p671)v (p771)7 (p8a2)’ (p971) 7(p10»1), (p1172)v (p1272)})
({Brasil}, {(p1,2), (p2,1), (p3,2), (P4,2), (15,2), (P6,2), (P7,2), (Ps,2), (Po,1) , (P10,1), (P11,1), (P12,2)})

y de modo similar procedemos con Méjico, Espana, Inglaterra, Corea y Africa Orien-
tal. En el caso de Espana, dado que comparte exactamente las propiedades con Corea,
obtenemos el concepto:

({Espaiia, Corea}, {(p1,3), (p2,2), (P3,1), (P4,3), (P5;1), (P6;1), (P7,2), (Ps,1), (P9,2) , (P10,2); (P11,1), (P12,1)})

Luego de haber recorrido completa la lista de paises, procedemos a realizar las uniones de
las extensiones, agotando todas las posibilidades. En virtud del Lema 7.6 las intensiones
seran las correspondientes intersecciones y hallaremos las extensiones por la definicion
de supremo entre conceptos. Por ejemplo, si unimos India y Nicaragua obtenemos, por
intersecciones, que estan relacionados con (py,1), (ps,1), (ps,2), (po,1) ,(p10,1) ¥ (P12,2),
pero estas propiedades las satisface también Africa Oriental, por lo tanto, obtenemos el
concepto:

({India, Nicaragua, Africa Oriental} , {(p1,1), (p4,1), (ps,2), (P9,1) ,(p10,1), (P12,2)})

En el caso de unir India e Indonesia, obtenemos directamente el concepto formado por
la union de la extensiones y la intersecciéon de las intensiones. Es decir:

({India, Indonesia}, {(p4,1), (p5,1), (P6,1), (Ps,2), (P9,1) ,(P10,1), (P11,2), (P12:2)})

Continuamos este procedimiento hasta agotar las posibilidades. En este caso obtuvimos
53 conceptos, que forman un reticulo con primer elemento ((), M) y tltimo elemento
(G, 0), donde MV es el conjunto de todos elementos de M x V que estan relacionados
con algin objeto g, es decir: MV = Ugea{((m,w) : gI(m,w)}. La lista completa de
conceptos del reticulo pueden encontrarse en el Anexo.
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Aplicando el operador k obtenemos las funciones de pertenencia para cada atributo. El
proceso realizado se puede encontrar en el apéndice. Resumiremos las funciones en la
siguiente tabla:

L e [N | L [B [M [ B[ L [Co|A |
pe | 1/311/312/3]2/3[2/3] 1 [ 1] 1 [1/3
pa | 1 | 4/9[4/9[4/9 49 1 | 1 | 1 | 1
pr 59 L [ 1 | 1 [ 1 [5/9(5/9]5/9][5/9
un 4791 4/9 [4/92/3[2/3] 1 | 1 | 1 [4/9
e |49 1 [4/9] 1 [ 1 [4/9] 1 [4/9] 1
fm | 5/9] 1 [5/9] 1 | 1 [5/9] 1 |[5/9]5/9
fo | 1 |4/9(4/9] 1 [4/9] 1 | 1 | 1 [4/9
e | L | 1 [ 1T [ 1 |1 [1/3][1/3]1/3] 1
s |5/915/9(5/9(5/9 1 | 1 | 1 | L |5/9
fa | 5/95/9(5/915/9] 1 | 1 | 1 | 1 |5/9
me | T [2/3 1 [2/3(2/3[2/3(2/32/3] 1
g || T T [ 1T [ 1|1 [1/3[1/3[1/3] 1

A partir de estos valores obtenemos las funciones de pertenencia para los restantes con-
juntos utilizando los operadores A y V sugeridos por Zadeh. Los resultados hallados y
permiten hacer las siguientes observaciones:

1. Considerando la conjuncion de py, ps v p3 observamos que aquellos paises que pre-
sentan un bajo o alto nivel de ingreso, presentan una distribucién del ingreso mas
equitativa que los paises con ingresos medios, cuya distribucion se torna méas de-
sigual (una excepcion la constituye Nicaragua). Esta observacion avala la Hipétesis
de Kuznets [Kuzbb], que senala que la distribucién del ingreso presenta una for-
ma funcional de U invertida, graficando grado de desarrollo en las abscisas contra
grado de desigualdad en la distribucién del ingreso en las ordenadas, considerando
unicamente el ingreso per capita como indicador del grado de desarrollo.

2. La conjuncién de py, p2 ¥ p4, sin embargo, deja de avalar la Hipotesis de Kuznets,
con lo que estamos frente a un hecho ineludible del desarrollo: Un tnico indicador
(el ingreso per capita) es insuficiente para este tipo de anélisis. Observamos que, de
todas formas, la relacién entre altos ingresos / alto poder de compra / equitativa
distribucion del ingreso sigue manteniéndose para aquellos paises que tienen altos
niveles de ingreso. La relacién se mantiene, atiin cuando el ingreso sea corregido por
su poder de compra.

3. Los resultados anteriores se mantienen al analizar el grado de pobreza en un sistema
(pobreza extrema o pobreza), a partir de la conjuncién de py, p11 y pio.
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El analisis econémico realizado por la Dra. Silvia London es tan rico como extenso y
excede a los objetivos del presente trabajo. Puede consultarse en [BEL99].

La relacién establecida entre la jerarquia de conceptos y la teoria de conjuntos fuzzy
permite obtener conclusiones de relevancia, en especial en el caso en que la informacion
sobre las distintas variables esté proporcionada por tablas cualitativas. El enfoque de la
jerarquia de conceptos da lugar a la clasificacién de los elementos del universo asi como
a establecer la dependencia entre dichos atributos.

7.3. Jerarquia de conceptos fuzzy

Buscamos en esta seccion extender lo dicho para el caso clasico, a la teoria de conjuntos
L-fuzzy. Veremos que no se puede establecer una jerarquia de conceptos para un reticulo
no completo, ni tampoco utilizar los operadores de derivacion en forma directa. Haremos
uso del teorema de punto fijo de Tarski [Tar55], para lo cual necesitaremos que el reticulo
L sea completo.

Teorema 7.1. Sea (L, <) un reticulo completo y ¢ : L — L una aplicacion que preserva
el orden. Entonces a® := \/[{x € L : x < ¢(x)} es el mayor punto fijo de ¢. Dualmente
e := N\{z € L:p(x) <z} es el menor punto fijo de .

Adn mds, (P,<), donde P es el conjunto de todos los puntos fijos de o, es un reticulo
completo.

Demostracion:

Sea H={x € L:x < ¢(x)}. Dado que L es completo, tiene primer elemento y resulta
0 < (0)y H # (). Para todo x € H se verifica z < a®, como ¢ preserva el orden podemos
afirmar que z < p(x) < ¢(a®), es decir, para todo = € H, se verifica x < ¢(a), de donde
a®* = \{r e L:x <)} < pla),es decir, a® € H. Dado que p(a®) < ¢o(p(a®))
resulta que p(a®) € H, de donde p(a®) < a®. Esto demuestra que a® es un punto fijo
para ¢. Veamos que es el mayor de los puntos fijos.

Sea (3 un punto fijo, resulta que ¢(3) = [y, en consecuencia € H. Por lo tanto f < a°.
La demostracion para a, es dual.

Sea ahora X C P, un subconjunto no vacio de P. Dado que P C L y L es completo,
podemos afirmar la existencia de s = sup X y que el segmento [s,1] es un reticulo
completo, con el orden de L.

Sea z € X, entonces x < sy dado que ¢ es creciente afirmamos que ¢(z) < ¢(s). Siendo
x € X C P, resulta z = ¢(x) < ¢(s) vy, en consecuencia s = sup X < ¢(s).

Es claro que si s < z resulta ¢(s) < ¢(2) v s < ¢(z). Podemos considerar ¢, la
restriccion de ¢ al intervalo [s, 1]. De este modo estamos nuevamente en las condiciones
del teorema, ya que [s,1] es un reticulo completo y ¢, preserva el orden, y podemos
afirmar que B, = N\{z € [s,1] : ps(x) < x} = s, es punto fijo de p;, y, en consecuencia,
de ¢. Es decir, el conjunto X tiene supremo en P.
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Dualmente construimos el infimo de X y dado que se trata de un subconjunto no vacio
arbitrario, queda demostrado que P, el conjunto de los puntos fijos de ¢, es un reticulo
completo. O

Definicién 7.10. [JFGI8| Una cuadrupla (L, G, M, I) se dice un contexto L-fuzzy si L
es un reticulo completo, complementado, en el que esta definida una conorma S, G es un
conjunto de objetos, M un conjunto de atributos e I una relaciéon binaria L-fuzzy entre
G y M. Se indica por p;(g,m) el grado en que el objeto g posee la propiedad m.

Para cada subconjunto L-fuzzy A de G , indicamos con 4 su funcién de pertenencia y
para cada subconjunto L-fuzzy B de M, notaremos jip.

Notaremos A; al subconjunto L-fuzzy de M, cuya funcién de pertenencia esta definida
por:

,uAl /\S NA/ :U’I 97 ))’

geG

analogamente Bg es subconjunto L-fuzzy de GG, cuya funcién de pertenencia esta definida
por:

s (9) = N\ S(us(m), pi(g,m)).

meM

Esta nocion de conjuntos derivados se suele denominar derivacion ponderada por com-
plementacion.

Lema 7.8. Los operadores de derivacion L-fuzzy dados en la Definicion 7.10 coinciden
con los dados para el caso clasico en la Definicion 7.1

Demostracién Sea L ={0,1}

1= pa,(m /\S far, iir(g,m)) siy sélo si para todo g € G, S(par, ur(g, m)), siy sélo
geG
st par =16 pus(g,m)=1. Es decir, Ay ={m e M : (Vg € A) gIm}.

La demostracién para By es analoga. O

Lema 7.9. Dado un contexto L-fuzzy (L,G, M, I), se verifican:
1) Si ACC, entonces Ay 2 Cy;
2) Si B C D, entonces By 2 Da.

Demostracion:

1) Si A C C,resulta pa(g) < pc (g) para todo g € G, de donde pa(g) > per(g) y, en

consecuencia, /\S(MA/(g) /\S wer(g), (g, m)) y resulta Ay O Cf.
geG geG
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2) Se demuestra andlogamente.

O
Las demas propiedades demostradas para el caso clasico, en el Lema 7.3 pueden no ser
validas como lo veremos en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 7.6. Sea G = M = L = {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}, con la negacién n(z) = 1—uz,
la conorma supremo y la relacién fuzzy I C G x M definida por I(g,m) = (g +m) A 1.

Dado el subconjunto L-fuzzy

A ={(0,1),(0.2,1),(04,0.6), (0.6,1),(0.8,1),(1,1) },
calculamos

A; ={(0,0),(0.2,0.2),(0.4,0.4), (0.6,0.6), (0.8,0.8), (1, 1) }
y luego
A2 = {(0,0.6), (0.2,0.6), (0.4,0.8), (0.6,0.8), (0.8, 1), (1, 1)}
Dado que X =Y en este ejemplo vemos que A € Ao, Ay # A121, B € Ba1, By # Bajs.

Definicién 7.11. Dado un contexto L-fuzzy (L, G, M, I), los operadores de construccion
L-fuzzy oc v @, son aplicaciones g : LY — LY, tal que pg(A) = Aqa, oar : LM — LM
tal que @y (B) = Bas.

Lema 7.10. Dado un contexto L-fuzzy (L,G, M, 1), las aplicaciones g : LY — LC,
definida por ¢(A) = Ao y oar o LM — LM por o)(B) = Bay verifican:

1) Si A C C, entonces pg(A) C oa(C);
2) Si B C D, entonces ¢ (B) C (D).

Demostraciéon: Inmediata a partir del Lema 7.9. O

Dado que estamos trabajando en jerarquia L-fuzzy, el reticulo L es completo y, en con-
secuencia lo son LY y L™, Estamos, entonces, en las condiciones del Teorema de punto
fijo de Tarski 7.1 y podemos afirmar, en virtud de este teorema, que L, el conjunto de

puntos fijos por ¢ y L,,, €l conjunto de puntos fijos por ¢, son reticulos completos.

Definicién 7.12. Dado un contexto L-fuzzy (L, G, M, I), un par (A, Ay), o un par(Bs, B)
con A, B subconjutos L-fuzzy respectivamente de G y M, es un concepto L-fuzzysi A es
punto fijo para ¢g 0 B es punto fijo para ¢,;. A se dice la extension L-fuzzy del concepto
(A, B) y B la intension L-fuzzy.

Lema 7.11. Dado un contexto L-fuzzy (L, G, M, I), los conjuntos {(A, Ay) : A € Ly}
y{(Bs,B): B € Ly, } coinciden.
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Demostracién: Consideremos (A, Ay), con A € L,,. (A1)2 = pa(A) = A, es decir,
considerando A; = B tiene la forma (B, B). Resta ver que B es punto fijo de ¢,;. En
efecto: @M(B) = oum(Ar) = (A1)21 = A121 = (Alz)l = (pc(A)r = A1 = B.

Anélogamente se ve la otra inclusion. O

Notacién 7.2. Dado un contexto L-fuzzy (L, G, M, I) notamos B (G, M, I) al conjunto
de todos los conceptos L-fuzzy asociados a dicho concepto.

Nuevamente buscamos construir un reticulo de conceptos L-fuzzy para un contexto L-
fuzzy dado.

En virtud del Lema 7.11, y el teorema de punto fijo de Tarsky, podemos escribir la
siguiente definicion:

Definicién 7.13. Dado un contexto (L, G, M, I), el reticulo de conceptos fuzzy para di-
cho contexto es (B, (G, M,I),\,V,(Ms, M), (G,G1)), que resulta un reticulo completo,
con primer elemento (Ma, M) y dltimo elemento (G, Gq).

Si L, G y M son conjuntos finitos, de cardinalidad k,m,n respectivamente es posible
calcular los k™ subconjuntos fuzzy de LX y comprobar si son puntos fijos para ¢. Notamos
P ={A € LY : p(A) = A}, y para cada A € P construimos el concepto (A, A;),
calculando de este modo el reticulo completo. De cualquier modo, este método resulta
lento cuando se tiene una base de datos extensa. Realicemos un ejemplo ficticio a modo
de ilustracién, sobre la idea original de [BGW86], y los calculos de [BFG96]:

Ejemplo 7.7. Consideremos una pequena encuesta realizada en tres cursos acerca de la
preferencia por tres diferentes areas: ciencias, sociales y arte. Se pidi6 a los docentes de
los cursos que anotaran la cantidad de estudiantes que preferian cada una de las areas,
obteniendo el siguiente cuadro:

Ci | Cy | Cs

ciencias | 36 | 36 | O

sociales | 54 | 30 | 18
arte 60 | 12 | 42

En primer lugar, a fin de obtener valores entre 0 y 1, dividimos por el nimero mayor, es
decir, por 60. Obtenemos entonces la relacion fuzzy I:

1 Cy | Cy | C
ciencias | 0.6 | 0.6 | 0O
sociales | 0.9 | 0.5 ] 0.3

arte 1 10207

Luego de analizar los 11® subconjuntos fuzzy posibles hallamos que 16 son puntos fijos
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para g, v los detallamos en la siguiente tabla:

A Aq SOG<A) = A1z
O | {(c,0.3),(5,0.3),(a,0.3)} | {(C1,0.7),(Cs,0.7),(C3,0.7)} | {{c,0.3),(s,0.3), (a,0.3
& | 1{(c,0.3),(5,0.3),(a,04)} | {{C1,0.7),(Cs,0.6),(C3,0.7)} | {{c,0.3),(s,0.3), (a,0.4
O | {(c,0.3),(s,0.3),(a,05)} | {(C1,0.7),(C5,0.5),(C5,0.7)} | {{c,0.3),(s,0.3),(a,0.5
@ [{(c,0.3),(5,0.3),(a,0.6)} | {(C1,0.7),(C2,0.4),(C5,0.7)} | {{c,0.3),(s,0.3), (a, 0.6
3 [ {(c,0.3),(5,0.3),(a,0.7)} | {(C1,0.7),(C2,0.3),(C5,0.7)} | {{c,0.3),(s,0.3), {a,0.7
@ | {(c,0.4),(s,04),(a,04)} | {{C1,0.6), (Cs,0.6),(C5,0.6)} | {{c,0.4),(s,0.4), (a,0.4
& | {{c,04),(s,0.4),(a,0.5)} | {(C1,0.6),(C5,0.5),(C5,0.6)} | {(c,0.4),(s,0.4),{a,0.5
{(c,0.4), (5,0.4), (a,0.4)} | {(C1,0.6),(C,0.4),(C5,0.6)} | {{c,0.4),(s,0.4),(a,0.4
® | {{c,04),(s,04),(a,0.7)} | {(C1,0.6),(C2,0.3),(C3,0.6)} | {(c,0.4),(s,0.4),{a,0.7
@ | {{c,0.5),(s,0.5),(a,0.5)} | {{C1,0.6),(Cs,0.5),(C3,0.5)} | {{(c,0.5),(s,0.5), {a,0.5
® | {(c,0.5),(s,0.5),(a,0.6)} | {(C1,0.6),(C2,0.4),(C5,0.5)} | {{c,0.5),(s,0.5), (a,0.6
® | {{(c,0.5),(s,0.5),(a,0.7)} | {(C1,0.6),(C2,0.3),(C5,0.5)} | {{(c,0.5),(s,0.5), (a,0.7
® | {(c,0.6),(s,0.5),(a,0.5)} | {(C1,0.6),(C2,05),(C3,0.4)} | {{c,0.6),(s,0.5), (a,0.5
® | {{c,0.6),(s,0.6),(a,0.6)} | {(C1,0.6),(Cs,0.4),(C3,0.4)} | {{c,0.6),(s,0.6), (a,0.6
@ | {{(c,0.6),(s,0.6), (a,0.7)} | {(C1,0.6),(C,0.3),(C5,0.4)} | {{(c,0.6), (s,0.6), {a,0.7
@ | {{c,0.6),(s,0.7),(a,0.7)} | {{C1,0.6),(C2,0.3),(C3,0.3)} | {{(c,0.6),(s,0.7), {a,0.7

o

\/@\

//
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7.4. Apéndice

7.4.1. Listado de los 52 Conceptos del Ejemplo 7.5
®

(®7 {(p1, 1)7 (ph 2)7 (p1, 3)7 (p27 1 )
(p6, 1), (ps, 2), (p7, 1), (p7,2),
(P12, 1), (P12, 2)})

~_ —
s
3
(V]
V)
~—
s
s
w
—_
~_ —

) (p37 2)? (p47 1)? (p47 2)? (p47 3>7 (p57 1)? (p57 2)7
2), (P9, 1), (9, 2), (P10, 1), (P10, 2), (P11, 1), (P11, 2),

®

({ta}, {(p1. 1), (p2,2), (p3, 1), (P, 1), (p5, 1), (p6, 1), (P7,2), (Ps. 2), (Po, 1), (P10, 1), (P11, 2), (P12,2)})
®

<{Ni}7 {(pl’ 1)7 (pZ’ 1)? (p3’ 2): (p4’ 1)? (p57 2)? (pfi? 2)? (p7> 1)7 (p87 2)7 (p97 1)7 (plﬂa 1)’ <p117 1)’ <p12a 2)})
®

({L} {(p1,2), (p2, 1), (p3,2), (P4, 1), (p5, 1), (P6, 1), (p7, 1), (P8, 2), (P9, 1), (P10, 1), (P11, 2), (P12, 2) })
®

({BT}> {(pl’ 2): (pZ’ 1)7 (p3> 2)7 (p4> 2)? (p5> 2)7 (p67 2)’ (p77 2)’ (p87 2)a (p97 1)a (ploa 1)7 (plla 1)> <p127 2)})
O,

({Me}, {(p1,2), (P2, 1), (P3,2), (P4, 2), (P5,2), (P6, 2), (p7, 1), (s, 2), (P9, 2), (P10, 2), (P11, 1), (P12, 2) })
@

( {E87 Co}v {(ph 3)’ (an 2)’ (p37 1)’ (p4v 3)’ (p5v 1)’ (va 1)7 (p77 2)’ (pSv 1)’ (pg, 2)’ (plo, 2)7 (plly 1)) (p12> 1)} )
({L}, {(p1,3), (p2,2), (3. 1), (P4, 3), (5, 2), (D6, 2), (P7.2), (ps, 1), (P9, 2), (P10:2), (P11, 1), (P12, 1)})
®

( {A0}> {(ph 1)7 (p27 2)7 (p?n 1)7 (p4> 1)) (p5> 2)? (pﬁv 1)? (p77 1)7 <p87 2)7 (p97 1)7 (pl(): 1)’ (p117 2)7 (p12a 2)})
<{Id7 In}> {(p47 1)7 (p57 1)7 (p67 1)7 (p87 2)7 (p9> 1)? (p107 1)7 (p117 2)7 (p127 2)})

©

({Ia: B+ }. {(p7,2). (s, 2), (P9, 1), (P10, 1), (P12, 2) })
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©)

({Ni, Aot {(p1, 1), (P, 1), (05, 2), (p7, 1), (Ps, 2), (po, 1), (P10, 1), (P12,2)})

({Im Ao}v {(p4v 1)’ (p(iv 1)» (p77 1)’ (p87 2)’ <p9a 1)’ (plo, 1)7 (pll, 2): (p127 2)} )

({12, Ao}, {(p1,1), (P2, 2), (p3, 1), (p1, 1), (6, 1), (s, 2), (Po, 1), (P10, 1), (P11, 2), (p12,2) })
©

({Ni’ In}’ {(p27 1)’ (p3’ 2)’ <p4’ 1)’ (]97, 1)> (ps, 2)7 (p9a 1)7 (Plo, 1): (p12> 2)} )

({N&, B, }. {(p2, 1), (p3, 2). (p5,2), (Ps; 2), (ps, 2), (P9, 1), (P10, 1), (P11, 1), (P12, 2)})
<

({Ni; M}, {(p2, 1), (p3,2), (P5,2), (P6, 2), (p7, 1), (P 2), (P11, 1), (P12, 2)})

<{In7 BT}7 {<p17 2)7 <p27 1)7 (p?n 2)7 (p87 2>7 (p97 1)7 (p10> 1)? (p127 2)} )

©

( {Ina Me}a {(p17 2)7 (an 1)? (p?n 2>7 (p7a 1)7 (pSa 2)7 (p127 2)} )

({8 Mc}, {(p1,2), (P2, 1), (13, 2), (P4, 2), (P, 2), (6, 2), (P8, 2), (P11, 1), (P12, 2)})
@

( {Mea Ig}v {(pfn 2)’ (p6> 2)’ (p97 2)’ (P107 2)7 (plla 1)} )

©

<{BT’IQ}7 {(p57 2)7 (pﬁy 2)7 (p7: 2)7 (p117 1)})

©

({Br, Ao}, {(p5,2), (ps, 2), (P9, 1), (P10, 1), (P12, 2)})

~—~
= ®

Mea A0}7 {(p5’ 2): (p% 1)7 (p8> 2)? (p127 2)} )
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©

({Es, 1y, Co}s {(P1,3), (P2,2), (p3, 1), (P4, 3), (P7,2), (P8, 1), (P9, 2), (P10, 2), (P11, 1), (P12, 1) })
({10, Es, Co}, {(p2,2), (3, 1), (p5, 1), (ps; 1), (p7,2)})

<

({Ia: N, I}, { (P4, 1), (P8 2), (P9, 110, 1), (P12, 2) })

({Id> L, B, A0}7 {(p47 1)’ (p67 1)’ (p87 2)’ (p97 1)a (plﬂa 1)’ (plla 2)7 (p127 2>})
({Ni, L, Br }, {(p2, 1), (p3, 2), (ps, 2), (po, 1), (P10, 1), (p12,2)})

©

( {Nia By, Me}v {(an 1)’ (p37 2)’ (p57 2)’ (pGa 2)7 (pSa 2)7 (plla 1)7 <p12, 2>})
©

( {Im By, Me}? {(ph 2)7 (p27 1)7 (p37 2)7 (p87 2)7 <p127 2)} )

©

( {Idv Ni, Ao}a {(plv 1)7 (p4v 1)7 (pSv 2)? (p9a 1)7 (plo, 1)7 (p127 2)} )

©

({Ni, Me, Aok, {(p5,2), (p7,1), (ps, 2), (P12, 2)})

( {Bm Me, Ao}v {(p5> 2)’ (p87 2)’ (p127 2)} )

©

<{Ni’ In, Ao}’ {<p47 1)7 <p77 1)? (p87 2)7 (p97 1)7 (Plo, 1)? (p127 2)} )

©

( {Nialna Me}7 {<p2a 1)7 (pg, 2)7 (p7, 1)7 (p87 2)7 (p127 2)} )

G

({1 Es, Coy Ao, {(p2,2), (13, 1), (p6: 1) })



7.4. APENDICE 205

( {Bra Es, Igﬂ 00}7 {(p77 2)7 (p117 1)} )

({Me’ Es, Ig, Co}» {(Pg, 2)7 (Plo, 2)7 (p117 1)} )

( {Id7 In, Es, Co}a {(p57 1)7 (p67 1)})

({Id> Esa Ig’ Co}7 {(p2> 2)7 (p3> 1)7 (p5> 1)7 (p67 1)7 (p77 2)} )
({10, Ni T, Ao}, {(Pas 1), (P8 2), (P9s 1), (D105 1), (P12,2)})
({Nia I, By, Me}v {(pQ, 1)? (pg, 2)7 (p87 2)7 (p127 2)}>
<{Ni7 By, Me, Ig}ﬂ {<p57 2)7 (p67 2)7 (plh 1)} )

( {Nia In, Me, Ao}> {(p% 1)7 (p87 2)7 (p127 2)} )
({IdaEsalgacon}v{(p272>7 (pg,l)})
({IdaBraE&Ingo}v{(p772)})
({IdalnaEsyCon}v{(p671)})

( {Id7 Ny, Ins Brs Ao}a {(p& 2)? (p97 1)7 (pl()a 1)7 <p127 2)})
({NiaBmMengvAo}»{(p5a2)})
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D})

Iy, Co}, { (P11,

)}

2

BT’7 Mea Ao}a {(pSa 2)7 (p12,
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7.4.2. Proceso de obtencién de las funciones de pertenencia
usando el operador x

a
ke(In) = {In, Ni, Af.O} fa(In) =3/9
kq(Ni) = {In, Ni, Af.O} ta(Ni) = 3/9
kq(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} ta(Ind) = 6/9
kq(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} ta(Br) =6/9
kq(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} ta(Me) = 6/9
kq(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} ta(Es) =
Kq(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} te(Ing) =1
kq(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} ta(Co) =1
Kq(Af.O) = {In, Ni, Af O} pa(Af.O) =3/9
d:
kq(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pa(In) =1
kq(Ni) = {Ni, Ind, Br, Me} pa(Ni) =4/9
kq(Ind) = {Ni, Ind, Br, Me} pa(Ind) = 4/9
kq(Br) = {Ni, Ind, Br, Me} pa(Br) =4/9
kq(Me) = {Ni, Ind, Br, Me} pa(Me) = 4/9
kq(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pa(Es) =1
kq(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pa(Ing) = 1
kq(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} ta(Co) =
kq(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pa(AL.O) = 1
f:
k¢(In) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} pr(In) =5/9
k¢(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pp(Ni) =1
k¢(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Ind) =
k¢(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} py(Br) =
k(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Me) =
ky(Es) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Es) =5/9
k¢(Ing) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Ing) =5/9
kf(Co) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Co) =5/9
k¢(Af.O) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Af.O) =5/9
h.
kn(In) = {In, Ni, Ind, Af.O} pp(In) = 4/9
k¢(Ni) = {In, Ni, Ind, Af.O} pn(Ni) =4/9
ky(Ind) = {In, Ni, Ind, Af.O} pn(Ind) =4/9
k¢(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} pn(Br) =6/9
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k¢(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} pn(Me) =6/9
k¢(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pn(Es) =1
k¢(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pn(Ing) =1
Iif(CO) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pn(Co) =1
kr(Af.O) = {In, Ni, Ind, Af O} pn(A£.0) =4/9
k:
ki (In) = {In, Ind, Es, Co} pr(In) =4/9
kk(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pue(Ni) =1
ki (Ind) = {In, Ind, Es, Co} pr(Ind) = 4/9
ki(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Br) =1
kr(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pr(Me) =1
ki (Es) = {In, Ind, Es, Co} i (Es) =4/9
ki(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} prp(Ing) =1
kk(Co) = {In, Ind, Es, Co} i (Co) =4/9
kk(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pup(AfO) =1
ij( n) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} o (In) = 5/9
Km(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} fm (Ni) =1
Km(Ind) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} tm(Ind) = 5/9
Km(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} tm(Br) =1
km(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} tm(Me) = 1
Km(Es) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} pm(Es) =5/9
km(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} o (Ing) = 1
km(Co) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} pm(Co) =5/9
Km(Af.O) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} pm (A£f.0) =5/9
0:
Ko(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} fo(In) =1
ko(Ni) = {Ni, Ind, Me, Af O} to(Ni) =4/9
Ko(Ind) = {Ni, Ind, Me, Af.O} to(Ind) = 4/9
ko(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} fo(Br) =1
ko(Me) = {Ni, Ind, Me, Af. O} to(Me) = 4/9
ko(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} po(Es) =1
Ko(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} to(Ing) =1
ko(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} to(Co) =1
Ko(Af.O) = {Ni, Ind, Me, Af. O} to(Af.O) =4/9
q:

kq(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} pg(In) =1
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kq(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

kq(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

kqe(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

kq(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

kqe(Es) = {Es, Ing, Co}

kq(Ing) = {Es, Ing, Co}

kq4(Co) = {Es, Ing, Co}

kq(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
s:

ks(In) = {In, Ni, Ind, Br Af.O}

)
ks(Ni) = {In, Ni, Ind, Br Af.O}
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Ky(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
kw(Ni) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co}

Ky(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
kw(Br) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co}

kw(Me) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co}

rw(Es) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co}

kw(Ing) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co}

kw(Co) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co}

Ky (Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

piq(Me) = 1
o (Es) = 3/9
fo(Ing) = 3/9
1(Co) = 3/9
pye(ALO) =1

11w(ALO) = 1
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) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
i) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
y(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
4(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

y:
ky(In
(N
E
y(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}
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,(Es) = {Es, Ing, Co}

Ing) = {Es, Ing, Co}

Co) = {Es, Ing, Co}

Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O}

=

Y

=

Y

Ry

pry(In) =1
py(Ni) =1
piy(Ind) =1
py(Br) =1
piy(Me) =
i (Es) = 3/9
1 (Ing) = 3/9
11(Co) = 3/9

py(Af.O) =1



Capitulo 8

Conclusiones

En la presente tesis, que comenzaramos a preparar bajo la direccién de la Mg. Diana M.
Brignole [BE96], hemos procurado recoger las diferentes notaciones y extensiones que ha
merecido el estudio de los reticulos residuados, tanto posteriores como anteriores a la
aparicién de la teorfa de conjuntos fuzzy [Zad65]. Hemos procurado munirlo de variados
ejemplos y dar las demostraciones detalladamente a fin de que pueda ser de utilidad
como introduccion al estudio de estas variedades. Con esta intencién partimos de la es-
tructura de reticulo mas general, que siguiendo a Pavelka denominamos reticulo residual
generalizado, y fuimos agregando condiciones para luego describir los reticulos residuales
integrales, lineales, divisibles, de Girard, BL dlgebras y MV dlgebras hasta llegar al in-
tervalo unitario real en el cual analizamos las diferentes estructuras dadas por distintas
t-normas y, en especial, las dadas por el minimo, el producto y la t-norma de Lukasiewicz.

Hemos iniciado el capitulo 1 dando la definicién original de Zadeh [Zad65], que genera-
liza la nocién de funcién caracteristica x a una funciéon de pertenencia . Esta funcion
de pertenencia, a priori, s6lo debe satisfacer dos condiciones: su dominio A debe es-
tar incluido en el universo X y su imagen debe ser un subconjunto del intervalo real
[0,1] (los grados en que cada elemento del dominio satisface la propiedad que define el
conjunto A). Entonces, al modelizar una cierta situacién el primer problema que se pre-
senta es decidir qué funcién de pertenencia asociar al conjunto fuzzy que se pretende
definir. Cuando X C IR todas las posibles situaciones asociadas a proposiciones simples
pueden modelizarse a utilizando funciones continuas a trozos, crecientes, decrecientes
o bien con un tinico valor maximo que puede tomarlo en todo un intervalo de X. Las
funciones I'; L, A y II satisfacen estas condiciones y S, Z y SZ son ademas diferencia-
bles. Incluimos, también un caso discreto. Todas ellas se encuentran disponibles en las
aplicaciones que tanto Matlab como Mathematica dedican a la teoria fuzzy. Asimismo
hemos listado los modificadores fuzzy y las operaciones conjuntistas que se encuentran
a disposicién en dichos programas.

Dado que el objetivo principal de esta tesis es el estudio de la estructura algebraica aso-
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ciada, no nos extendimos mas en los conceptos basicos. Sélo hemos dado las definiciones
de relacién binaria fuzzy y de conjuntos L-fuzzy, para luego utilizarlas en una aplicacion.

En el capitulo 2 presentamos la definicién de conjunto fuzzy y sus operaciones. Estas
operaciones conjuntistas pueden ser definidas debido a la estructura algebraica ordenada
del intervalo real unitario. En realidad, sélo se necesita que el conjunto de posibles valores
de verdad conformen un reticulo residual. Esta estructura algebraica no es exclusiva de
la teoria de conjuntos fuzzy, ni se originé con ella, ya que se trata de un reticulo en el cual
se ha definido una implicaciéon. Esta idea habia aparecido previamente de la mano de
Ward y Dillworth ([DW39)]), trabajando en la estructura del reticulo de los ideales de un
anillo. Es un hecho sabido que si el tal anillo no es abeliano, se pueden considerar ideales
a izquierda y a derecha, hecho que genera una residuacion a izquierda y otra residuacion
a derecha. Esko Turunen llama a esta estructura reticulo residual generalizado. Luego
de dar la definicién que figura en [Tur92], realizamos la comparacién con la que se en-
cuentra en el libro de Galatos, Jipsen, Kowalski y Ono [GJKOO01], quienes consideran un
reticulo no necesariamente acotado. Encontramos luego una base ecuacional, diferente a
la que puede hallarse en la tesis de J. Galatos, [Gal03], debido a lo cual afirmamos que
los reticulos residuales generalizados, o FIL dlgebras, conforman una variedad.

Dado que en un reticulo residual, el producto y el residuo conforman un par adjunto que
definen una correspondencia de Galois, hemos dado las definiciones de esta correspon-
dencia que presentan Davey y Priestley en [DP02] y Birkhoff en [Bir67], verificando que
son equivalentes. Luego establecimos las correspondencias existentes entre la residuacion
a derecha y la residuacion a izquierda. Jan Pavelka en [Pav79] da las condiciones para
construir un par adjunto a partir de un producto o una implicacién. Hemos generalizado
este resultado para un producto no abeliano y analizado si el reticulo original con el par
adjunto se convierte en un reticulo residual.

Luego probamos que si el producto es abeliano, existe un tnico residuo, esta estructura
se denomina reticulo residual. Vimos que se trata de una subvariedad y recopilamos
propiedades tutiles para posteriores demostraciones.

Al agregar a los axiomas ley de conservacion de la verdad, que se refleja en el reticulo
por medio de la ecuacién & — x = 1, se obtiene una estructura que Hoéhle [Hoh95]
denomina reticulo residual integral y conforma una subvariedad de la anterior. Luego de
caracterizar la condicion de integralidad dimos ejemplos finitos y no finitos para esta
estructura y demostramos mas propiedades que son utilizadas posteriormente, para las
cuales es requisito la integralidad del reticulo residuado.

Al agregar a los axiomas la condicién que Héjek [H4j97] llama de prelinealidad y Hohle
[Hoh95] ley fuerte de De Morgan, es decir (x — y) V (y — x) = 1, se obtiene una subva-
riedad de los reticulos integrales, que, siguiendo a Antonio Monteiro [Mon96] llamamos
lineales. Vemos que toda cadena es necesariamente un reticulo residual lineal, y que si
un reticulo residual lineal finito no es totalmente ordenado, entonces su ultimo elemento
no puede ser irreducible. Este hecho es de gran utilidad para descomponer BL dlgebras.
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Seguidamente dimos la nocion de reticulo residual divisible, denominacién que proviene
claramente de los origenes de la residuacién en problemas de divisibilidad en anillos.
Esta subvariedad tiene como requisito la equivalencia entre la nocién ser menor y ser
multiplo. Luego de caracterizarla probamos que también forma una subvariedad de los
reticulos integrales. Establecimos, asimismo, la relaciéon que tienen con un hoop, segun
la definicién que se puede encontrar en [GJKOO1].

A partir de un reticulo residual integral, la existencia de un elemento 0 permite definir
un operador unario —-x = x — 0, que llamamos negacion. Demostramos las propiedades
de este operador que son de utilidad para proposiciones posteriores. Si esta negacion es
involutiva, es decir, si se cumple —(—x) = z, el reticulo se denomina de Girard, debido
a esto afirmamos que se trata de una subvariedad de los reticulos residuales integrales,
que no tiene ninguna relacién particular con las subvariedades de reticulos divisibles o
lineales.

Siguiendo a Hajek, denominamos BL dlgebra a un reticulo residual lineal y divisible.
Ulrich Hohle [Hoh95] denomina a esta estructura dlgebra de Hdjek. Vemos que las BL
algebras son subvariedad tanto de los reticulos lineales como de los divisibles. De entre
las BL algebras distinguimos a las dlgebras producto y vimos que son el cono negativo de
un grupo abeliano.

También siguiendo a Héjek definimos una MV dlgebra como un reticulo residual integral
que satisface (z — y) — y = 2 Vy. Es claro que forman una subvariedad de los reticulos
de Girard y también de los divisibles. Ain mas, caracterizamos las MV algebras como
reticulo residual divisible de Girard. Esta estructura, asociada a la légica multivalua-
da, fue definida originariamente por Chang en [Cha58]. Dimos esta definicién original y
comparamos ambas, dando las definiciones de las operaciones de cada una de las defini-
ciones, en funcién de las operaciones de la otra. Realizamos el mismo procedimiento con
las dlgebras de Wagsberg, definidas segin Turunen [Tur92| y comparadas también con las
dlgebras de Sales que menciona Rodriguez en su tesis doctoral [Rod80]. Finalmente, a
modo de resumen, presentamos un listado de las estructuras mencionadas en el capitulo,
con el diagrama de Hasse que muestra la relacion entre las variedades.

En el capitulo 3, sabiendo que todas las estructuras analizadas son variedades, escribimos
las definiciones de homomorfismo, subalgebra y producto analizando las caracteristicas
particulares, seguin la variedad en que se esté trabajando. Dimos la definicién de filtro,
que no coincide con la de filtro de reticulo ya que aunque todo filtro de reticulo residual
es filtro de reticulo, no todo filtro de reticulo es un filtro en la variedad de los reticu-
los residuales. Listamos algunos resultados del algebra universal, interpretandolos en la
variedad de los reticulos residuales integrales. Dimos, asimismo, la definicién de sistema
deductivo y vimos que es una nocion equivalente a la de filtro de reticulo residual. Ob-
servamos, asimismo, que la nocién de filtro primo y su caracterizacion coinciden con
las respectivas para reticulos, y que todo filtro que contiene un filtro primo, es primo.
Antonio Monteiro, en [Mon96|, prueba que en un dlgebra de Heyting lineal, la familia
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de todos los filtros que contienen a un filtro primo estd linealmente ordenada. Dado que
un algebra de Heyting es un reticulo residual integral con producto idempotente, hemos
generalizado este resultado para cualquier reticulo residual lineal.

Siguiendo esta linea de trabajo, interpretamos la nocién de congruencia y cociente en la
variedad de los reticulos residuales integrales, y también las de subalgebra y producto
directo.

Del mismo modo trabajamos con la nocién de ultrafiltro, que en la variedad de los reticu-
los residuales es equivalente a la de sistema deductivo categérico. Probamos asi que todo
filtro esta contenido en un ultrafiltro, y todo ultrafiltro es primo.

En lo que respecta a la nociéon de simplicidad, la definicion de Hohle no coincide con
la dada por Burris y Sankappanavar en [BS81], pero hemos demostrado la equivalencia
entre ambas. Probamos, asimismo, que en un reticulo residual divisible, el cociente por
un ultrafiltro generado por un atomo idempotente es isomorfo a {0,1}, y en un reticulo
residual integral el cociente es localmente finito. Finalmente caracterizamos a los reticu-
los lineales como productos subdirectos de cadenas; a los semi-simples como productos
subdirectos de integrales localmente finitos. A las MV algebras como reticulos residuales
divisibles semi-simples y a las algebras de Boole como algebras de Heyting semi-simples.

En el capitulo 4, siguiendo a Antonio Monteiro [Mon95], analizamos ciertos elementos en
reticulos residuales integrales que tienen un comportamiento especial. En primer lugar
hablamos de los elementos tales que x = (r — 0) — 0, los llamamos elementos requlares
y los caracterizamos como la negacién de otro elemento. Probamos que los elementos
regulares de un algebra de Heyting lineal conforman un algebra de Boole.

Hablamos luego de los elementos cuya negaciéon es 0, los llamamos elementos densos
y probamos que si el reticulo es lineal o divisible, el conjunto de los elementos densos
es cerrado con respecto a todas las operaciones binarias. Probamos también que en un
reticulo de Girard el tinico elemento denso es el 1.

Demostramos a continuacion propiedades de los elementos idempotentes que utilizamos
luego para caracterizar los elementos booleanos, es decir, los elementos x para los cuales
existe un complemento booleano y; més precisamente tales que t Ay =0y zVy = 1.
Utilizamos luego estos elementos para la representacion de una BL algebra.
Analizamos también los elementos nilpotentes que son de utilidad en el estudio de las t-
normas nilpotentes. El teorema final de este capitulo afirma que para que una BL algebra
sea descomponible es condicion necesaria y suficiente que exista un elemento booleano
no trivial. Este resultado nos llevara a demostrar que toda BL algebra finita, con mas
de un atomo, es isomorfa a un producto directo de BL algebras con un tinico atomo.

En el capitulo 5 nos abocamos al estudio de casos particulares. En primer lugar traba-
jamos con la nocién de t-norma, que, de la mano de Schweizer y Sklar [SS61] y procedente
de la teoria de probabilidades brinda un abanico de productos diferentes para munir a
la cadena [0,1] de una estructura de reticulo residual, que verificamos, estd asegurada
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siempre que la t-norma sea continua a izquierda. Probamos, ademas que si dicha t-norma
es continua, la estuctura que obtenemos es una BL &lgebra.

Vimos las nociones de conorma y de negacion que constituyen lo que se denomina ternas
de De Morgan, ya que verifican las leyes de De Morgan: 1 —(T'(z,y)) = S((1—x), (1—y))
v 1= (S(r,y) = T((1 — ), (1 - y)).

Describimos particularmente la t-norma minimo, llamada también operador de Zadeh o
de Godel; el producto aritmético, llamado operador de Mandani; el producto acotado u
operador de Lukasiewicz y el producto dréstico.

Usando los resultados de Pavelka [Pav79], asociada a cada t-norma (producto) definimos
una implicacién y una negacion. Vimos entonces que solo en el caso de la t-norma de
Lukasiewicz se generaliza la definicién material de implicacion de la légica clésica, es de-
cir, x — y = -z V y. Si utilizamos -z = 1 — z, y como disyuncién la conorma asociada,
para cada t-norma definimos una nueva implicacion.

Cerramos este capitulo con las nociones de dlgebra de De Morgan y de Kleene, dado que
histéricamente fueron precursoras en esta teoria. Principalmente el problema del algebra
de De Morgan es la falta de implicacién. Analizamos, entonces, las implicaciones mas
utilizadas para estas dlgebras y verificamos que ninguna de ellas mune al algebra de un
residuo.

En el capitulo 6, luego de dar las definiciones previas de teoria formal, de lenguaje y
de demostracién, hemos seguido a Peter Hajek para dar los lineamientos generales de
la 1égica asociada a una BL algebra, con sus particularizaciones respectivas para las t-
normas estudiadas previamente, dando un teorema de completud para cada caso.
Verificamos que el operador de Zadeh estda asociado a la légica intuicionista, también
llamada ldgica de Gddel y genera un algebra de Heyting, el operador de Mandani a la
logica producto y genera un algebra producto o II algebra, el operador de Lukasiewicz,
también llamado suma truncada, esta asociado a la légica de Lukasiewicz o multivaluada
y genera una MV &lgebra.

En el capitulo 7, finalmente, y en busca de un método para definir una funcion de perte-
nencia adecuada para una cierta aplicacion, estudiamos la jerarquia de conceptos clasica
y multivaluada. Dimos la definiciéon de jerarquia de conceplos clasica de Rudolph Wille
[Wil82] y la extensién que ¢l mismo da a jerarquias multivaluadas. Definimos entonces un
constructor jerdrquico de funciones de pertenencia y lo aplicamos a la teoria de desarro-
llo econémico, realizando mejoras sobre un trabajo que fuera presentado en el SIGEF’99
congress [BEL99].

Dado que trabajamos con teorias fuzzy y existiendo la jerarquia de conceptos fuzzy,
dedicamos la ultima seccion de este capitulo a exponer la definicién que se encuentra en
[BEGI6] y [JFGI8], conjuntamente con un ejemplo.

Justamente, en busca de las definiciones de funciones de pertenencia, y debido al opera-
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dor de construccion jerarquico, hallamos la definiciéon de un nuevo semi-reticulo inferior
para las partes fuzzy de un referencial X, con propiedades muy interesantes en lo que
hace a la definicion de la implicacién y el supremo. No lo hemos incluido en la presente
tesis, ya que hemos dejado el desarrollo de este tema para un proximo trabajo.

Del mismo modo, en el capitulo 2, la variedad maés general que hemos mencionado es
la de los reticulos residuales generalizados, llamados asi por Jan Pavelka [Pav79], pero
luego hemos trabajado con reticulos residuales cuyo producto es conmutativo. Es nuestra
intencién profundizar el estudio de las llamadas FL algebras, extendiendo los resultados
ya conocidos para reticulos con productos abelianos a reticulos con residuo a izquierda
y derecha.
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