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del Departamento de Matemática.
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Muy especialmente a la Lic. Susana Gastaminza.



Resumen
En esta tesis se dan las nociones básicas de conjuntos fuzzy presentadas por Zadeh, para
luego abocarse al estudio de la estructura algebraica subyacente.
Esta estructura, esencialmente un ret́ıculo en el cual se ha definido un par adjunto confor-
mado por un producto y un residuo, presenta una gran diversidad según las propiedades
del producto en cuestión y su relación con la estructura de ret́ıculo. Presentamos estos
casos desde el más general hasta los casos más particulares, entre ellos el presentado por
Zadeh. Para estos casos particulares analizamos las estructuras lógicas asociadas.
Desarrollamos, asimismo, los conceptos de homomorfismos, subálgebras y productos en
ret́ıculos residuales.
Finalmente, utilizando la noción de jerarqúıa de conceptos clásica y fuzzy, damos una
aplicación a la economı́a determinando una función de pertenencia asociada al contexto.



Abstract
In this dissertation, we give the basic notions of fuzzy sets, as presented by Zadeh, and
the we study the underlying algebraic structure.
This structure, essentially a lattice endowed with a Galois connection formed by a prod-
uct and a residuation, appears in many forms, according to the properties of the product
and its relation to the lattice structure.
We present these cases going from the general to the specific, including the one intro-
duced by Zadeh.
For these particular cases we analyze the associated logics.
We also expand of the concepts of homomorphisms, subalgebras and products of resid-
uated lattices.
Finally, using both, the classic and fuzzy notions of formal concepts analysis, we give an
application to Economic Sciences that helps determine membership functions associated
to a context.
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Introducción

Si vamos a buscar la base de un desarrollo conciso de la lógica y la matemática, debemos
remontarnos a Aristóteles, quien introdujo las denominadas Leyes básicas del Pensamien-
to. En la lógica formal, hacemos referencia a la ley de identidad, contradicción, exclusión
del centro y la razón suficiente. Es decir, cualquier proposición sólo puede ser verdadera
o falsa. En contraposición a ellas, Heráclito propuso cosas que podŕıan ser simultánea-
mente ciertas y falsas; finalmente Platón es quien afirma “hay una tercera región entre
lo verdadero y lo falso donde los opuestos se presentan juntos”. La primera formulación
sistemática de la lógica de vaguedades fue desarrollada entre 1917 y 1920 por el filósofo
Jan  Lukasiewicz [Luk20], quien agrega a los valores clásicos 0 y 1 un tercer grado de ver-
dad que en su primer trabajo llama “2”. En 1937 el filósofo cuántico Max Black [Bla37]
define el primer conjunto difuso mediante una curva que recoǵıa la frecuencia con que
se pasaba de un estado a su opuesto, pero su idea pasó totalmente inadvertida dado que
se opońıa al empirismo lógico reinante en esa época. Sin embargo no fue hasta 1965 que
L. A. Zadeh [Zad65], motivado por problemas de teoŕıa de sistemas perfeccionó la idea
de la lógica multivaluada de  Lukasiewicz, considerando a funciones valuadas en ([0, 1],≤)
como funciones caracteŕısticas de un nuevo tipo de conjuntos, llamados conjuntos fuzzy.
(Esta palabra, fuzzy, es un término fotográfico que hace alusión a los bordes “movidos”,
“poco definidos” o “borrosos”. Por ello en la literatura en castellano, también suelen
mencionarse como conjuntos difusos o borrosos.)

El modelo matemático para los conjuntos fuzzy presentado por Zadeh representa el sig-
nificado del lenguaje natural por un cierto tipo de grado. Por ejemplo si consideramos
la proposición “Juan es joven”, no siempre es posible determinar fehacientemente si es
verdadera o falsa, pero si conocemos el valor x de la edad de Juan, podemos calcular
en qué grado son compatibles x y “ser joven” y es claro, también, que x = 18 es más
compatible con “ser joven” que x = 25 esto sugiere que la relación de pertenencia a un
conjunto puede ser en cualquier grado entre 0 (es absolutamente incompatible) y 1 (es
totalmente compatible), es decir, el grado de pertenencia a un conjunto fuzzy es cualquier
número en el intervalo real [0, 1].

En palabras del propio Zadeh, en lógica fuzzy todo es cuestión de grado, el razonamiento
exacto es un caso ĺımite del razonamiento aproximado, el conocimiento se interpreta
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como una colección de restricciones elásticas sobre un conjunto de variables, se opera
con conjuntos en lugar de números. En esencia: la representación de la información imita
el mecanismo de razonamiento aproximado que realiza la mente humana.

Considerando el hecho que un conjunto A clásico en un universo U puede determinarse
por completo mediante su función caracteŕıstica χA : U → {0, 1}, se define un conjunto
fuzzy A de U por una función µA : U → [0, 1], y se lo denomina indistintamente A ó µA.
La primera de estas notaciones suele llamarse la etiqueta lingǘıstica del conjunto. Para
cada u ∈ U, µA(u) es el grado de pertenencia del elemento u al conjunto fuzzy etiqueta-
do A. Las funciones cuya imagen sean el conjunto { 0, 1} definen claramente conjuntos
clásicos y se ve de este modo, que los conjuntos fuzzy extienden la noción de conjuntos
clásicos. Dado un concepto fuzzy, pueden darse diferentes funciones que lo modelicen.
Una vez elegida la función de pertenencia queda totalmente determinado el conjunto.
Tal elección es subjetiva y depende del contexto de trabajo.

Definidos ya los conjuntos fuzzy, para poder operar con ellos se deben definir las fun-
ciones que determinen el grado de pertenencia a la unión, intersección y complemento,
de modo tal que extiendan las operaciones clásicas. Estas operaciones conjuntistas darán
lugar a la definición de los conectivos lógicos asociados a la lógica fuzzy. Al introducir
los conjuntos fuzzy, Zadeh los presenta esencialmente como conjuntos clásicos con una
función de pertenencia valuada en el intervalo real [0,1]. Los grados de pertenencia se
perciben como valores de verdad de la lógica fuzzy con valores de verdad en el intervalo
unitario, y usa la lógica de  Lukasiewicz para los conectivos proposicionales, sin explicar
el por qué. En la literatura encontramos muchos casos en que debe ser usada la lógica
de  Lukasiewicz, pero existen muchos otros que no tienen esta restricción. Veremos que
existen diferentes extensiones, cada una asociada a una estructura algebraica diferente.

Dos años más tarde, Goguen[Gog67] extiende la idea original de Zadeh al marco de la
teoŕıa de ret́ıculos y llama a estos nuevos conjuntos L-fuzzy. En este trabajo apunta que
no existe una necesidad matemática para restringirse al intervalo unitario, ni a la lógica
de  Lukasiewicz. En la mayoŕıa de las lógicas convencionales, los modelos algebraicos son
ret́ıculos distributivos en el cual el ı́nfimo se corresponde con la conjunción y el supremo
con la disyunción. La implicación y la negación definen operaciones adicionales binaria y
unaria respectivamente. Por ejemplo, las álgebras de Heyting son modelos para la lógica
intuicionista, donde la implicación se corresponde con el pseudo-complemento relativo.
Como es bien conocido, un complemento relativo puede ser expresado en términos de
conjunción y orden parcial. En efecto: x→ y es el mayor z tal que x∧z ≤ y. Para muchos
cálculos lógicos la implicación en sus modelos puede ser expresada de manera similar.
Siguiendo la idea de Goguen, debe reemplazarse la conjunción por otra operación binaria
(que llamaremos multiplicación) adecuada al modelo.

Analicemos las condiciones que debe cumplir un buen candidato para la función de ver-
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dad del conectivo conjunción. Por nuestro conocimiento intuitivo, podemos requerir que
la función sea no decreciente en ambos argumentos, ya que es de esperar que ϕ y ψ
tengan un grado alto de verdad si y sólo si la conjunción ϕ & ψ lo tiene. Siguiendo la
misma ĺınea de pensamiento asociaremos a 1 la unidad y a 0 el primer elemento.
Llegamos aśı a la definición de t-norma ⊗: una operación en [0, 1] que es conmutativa
y asociativa, no decreciente en ambos argumentos con 1 como elemento neutro y 0 co-
mo absorbente. Los ejemplos más conocidos de t-normas continuas son la t-norma de
 Lukasiewicz, la de Gödel y la t-norma producto. Trataremos estos temas en el caṕıtulo 5.

Queda elegir una función de verdad para la implicación. En la lógica 2-valuada: la im-
plicación ϕ ⇒ ψ es verdadera si y sólo si el valor de verdad de ϕ es menor o igual al de
ψ. Generalicemos esta noción pidiendo que el valor de verdad de ϕ ⇒ ψ sea alto sólo si
el valor de verdad de ϕ no es mucho mayor que el de ψ. Esto nos dice que la función de
verdad debe ser no creciente en la primera variable y no decreciente en la segunda. Aún
más, pedimos sanidad para el Modus Ponens Fuzzy: a partir de una cota inferior para el
grado de verdad de ϕ ⇒ ψ y ϕ queremos establecer una cota inferior para el grado de
verdad de ψ. Esta operación debe ser claramente no decreciente en ambos argumentos
y de modo similar podemos establecer que el 1 sea la unidad y el 0 el elemento neutro
para la operación en cuestión. Esto garantizará la integralidad de la lógica.
Con estas condiciones resulta que (⊗,⇒) satisface: Si a ≤ x y b ≤ x ⇒ y, entonces
a⊗ b ≤ y.
En particular, tomando a = x se tiene:

si z ≤ x⇒ y, entonces x⊗ z ≤ y (1)

Por otra parte, uno quiere elegir x ⇒ y tan grande como se pueda, entonces cada vez
que x⊗ z ≤ y, si z es un posible candidato para x⇒ y, uno pide, rećıprocamente:

Si x⊗ z ≤ y, entonces z ≤ x⇒ y (2)

Claramente, de (1) y (2) resulta:

x⊗ z ≤ y si y sólo si z ≤ x⇒ y.

Y entonces x⇒ y es el mayor elemento z que satisface x⊗ z ≤ y.
Se prueba que si ⊗ una t-norma continua, existe una única operación ⇒ que satisface
para todo x, y ∈ [0, 1], x⊗z ≤ y si y sólo si x ≤ x⇒ y, que se denomina residuo asociado
a la t-norma ⊗ y está definida por: x⇒ y = max{z|x⊗ z ≤ y}.
Las estructuras aśı obtenidas más empleadas en la literatura y aplicaciones son: las
álgebras de Heyting que se encuentran ligadas a trabajos intuicionistas; MV-álgebras,
relacionadas con la lógica fuzzy positivista y las estructuras de semigrupo en el intervalo
unitario real que conforman las t-normas y aparecen relacionadas con el tratamiento
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probabiĺıstico de la lógica fuzzy.

Desde un punto de vista sintáctico las lógicas no clásicas son fragmentos de la lógica
clásica. Si dejamos de lado por un momento la lógica cuántica, las lógicas no clásicas se
caracterizan por el abandono de la ley tertium non datur, manteniendo la integralidad,
la importación, la exportación y la ley de Duns Scotus.
Es decir,

(α⇒ α) integralidad

(α⇒ (β ⇒ γ)) ⇒ ((α&β) ⇒ γ) ley de importación

((α& β) ⇒ γ) ⇒ (α⇒ (β ⇒ γ)) ley de exportación

((α& ∼ α) ⇒ β) ley Duns Scotus

El abandono del principio del tercero exclúıdo (tertium non datur) puede ser expresa-
do de varios modos: Sea ⊗ la operación conmutativa y asociativa que representará la
conjunción, entonces la idempotencia de esta operación implica la equivalencia entre la
negación de la ley del tercero exclúıdo y la no involución de la negación. Rećıprocamente,
si es válida la doble negación, el hecho de negar la ley del tercero exclúıdo fuerza la no
idempotencia de la conjunción.
Sabemos que en el primer caso estamos en la lógica intuicionista de Heyting, mientras
que al perder la idempotencia entramos en la Lógica lineal de Girard. Si en este segundo
caso agregamos el axioma de divisibilidad, entonces obtenemos los axiomas de Wajsberg
y llegamos a la lógica de  Lukasiewicz infinito valuada.
Cada una de estas lógicas tiene su propio campo de aplicación: la lógica intuicionista jue-
ga un rol de gran importancia en la matemática constructivista, la lógica de  Lukasiewicz
admite las antinomias y arroja una luz especial sobre las paradojas de teoŕıa de conjuntos.

Según Zadeh, contrariamente a la teoŕıa de modelos multivaluada, la lógica fuzzy toma
como base un ret́ıculo muy especial: el intervalo unitario real. Una vez que los predica-
dos unarios son interpretados como aplicaciones valuadas en el ret́ıculo, la conjunción y
disyunción están dadas respectivamente por min y max y finalmente la negación se inter-
preta por la involución en [0,1]: ¬x = 1−x. Más tarde vimos que la teoŕıa de conjuntos y
la lógica fuzzy tienen un carácter local, y admiten distintas formas de definir operaciones
como la unión, la intersección o el complemento de los conjuntos fuzzy. Se presenta aśı el
problema de precisar la estructura algebraica necesaria , a la que se requiere que admita
un producto y un residuo que cons-tituyan lo que se ha llamado par adjunto.
Citando a Enric Trillas [Tri93] 1 “La lógica fuzzy ha abierto una ventana para, a través

1Cuando Trillas habla de R y F se refiere justamente a la elección de un par adjunto (F,R) para
cada caso que dependerá de la estructura lógica a analizar.
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de la determinación de la función R y de la operación F en cada contexto, determinar
la lógica que un experto humano está usando, en un momento dado, en un razonamiento
concreto”.

La lógica fuzzy ha sido aplicada, históricamente, en diversas oportunidades. En 1974 por
Mandani para diseñar el primer sistema de control difuso experimental para un motor
de vapor. En 1980 una compañ́ıa danesa (F.L.Smidth & Co. A/S) usa teoŕıa difusa para
control de un horno de cemento. En 1980 Fuji Electric Co. Ltda (Japón) implementa
un sistema de inyección qúımica para plantas purificadoras de agua. En 1987 empieza
a funcionar el regulador automático de las operaciones de trenes del metro de sendai
(Japón) diseñado por el equipo Hitachi, ésta hace el viaje más cómodo al controlar las
aceleraciones y frenadas en función de los pasajeros. En 1990 empiezan en Japón las
aplicaciones domésticas, tales como: lavarropas fuzzy, ollas cocineras de arroz (marca
Zojirushi), cámaras de video y fotográficas, etc.
Todas estas aplicaciones pueden clasificarse en:

Control de sistemas: Control de tránsito de veh́ıculos, control de compuertas en
plantas hidroeléctricas y térmicas, ascensores, etc.

Predicción y optimización: Predicción de terremotos, optimización de horarios, etc.

Reconocimiento de patrones y visión por ordenador: seguimiento de objetos con
cámara, reconocimiento de letra manuscrita, de objetos, compensación de vibra-
ciones, etc.

Sistemas de información y conocimiento: bases de datos, sistemas expertos, etc.

A futuro se piensa aplicar inteligencia computacional a acústica, vibraciones y proce-
samiento de señales y en evaluación de recintos.

En el presente trabajo, dedicaremos el caṕıtulo 1 a algunas definiciones básicas de teoŕıa
de conjuntos fuzzy y L-fuzzy.
En el caṕıtulo 2 describiremos la estructura de ret́ıculo residual, a partir de la noción de
ret́ıculo residual generalizado dada por Turunen, y agregaremos condiciones hasta llegar
a la BL álgebra propuesta por Hájek. Se realizarán comparaciones entre MV álgebras
presentadas por Chang y vistas como ret́ıculo residual.
En el caṕıtulo 3 desarrollaremos los conceptos de homomorfismos, subálgebras y produc-
tos en ret́ıculos residuales.
En el caṕıtulo 4 nos ocuparemos de elementos especiales y posibles descomposiciones de
ret́ıculos residuales.
En el caṕıtulo 5 nos dedicaremos a los ret́ıculos residuales definidos en el intervalo real
unitario, con t-normas como operador de conjunción y analizaremos las álgebras de De
Morgan como posibles ret́ıculos residuales.
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En el caṕıtulo 6 analizaremos brevemente las estructuras lógicas asociadas a las t-normas,
denominada lógica básica por Petr Hájek. Distinguiremos especialmente las asociadas a
las t-normas continuas de mayor uso, es decir, la lógica intuicionista, la lógica producto
y la lógica de  Lukasiewicz.
En el caṕıtulo 7 daremos la noción de jerarqúıa de conceptos clásica y fuzzy, con una apli-
cación a la economı́a dada por la determinación de una función de pertenencia asociada
al contexto.



Caṕıtulo 1

Algunas definiciones básicas

1.1. Definición de conjunto fuzzy

La idea original de Zadeh al definir los conjuntos fuzzy es extender la noción de conjuntos
clásicos (crisp) para poder representar la noción “pertenece en cierto grado”. Considera,
entonces un conjunto clásico, no vaćıo, X que llama conjunto referencial o universo de
definición. Cualquier conjunto clásico A ⊆ X queda uńıvocamente determinado por la
función caracteŕıstica que se define del siguiente modo:

Definición 1.1. Dado un conjunto referencial X 6= ∅, y A ⊆ X, se define la función
caracteŕıstica de A y se nota χA : X → {0, 1}, por

χA(x) =

{

1, si x ∈ A;
0, en otro caso.

Es decir, se asigna a un elemento del universo el valor 1 si dicho elemento pertenece al
conjunto A en cuestión, y el valor 0 en caso contrario. Más precisamente: 0 y 1 son los
“valores extremos” de pertenencia. Para permitir representar “cuánto pertenece”, “en
qué medida” satisface las condiciones de A, Zadeh considera funciones con rango en el
intervalo unitario real, [0, 1] ⊂ IR, del siguiente modo:

Definición 1.2. [Zad65] Dado un conjunto de puntos (objetos) X 6= ∅, que denomi-
naremos universo, un conjunto fuzzy A de X está caracterizado por una función de
pertenencia que asocia a cada punto de X un valor en el intervalo real unitario [0, 1], es
decir, µA : X → [0, 1]. µA(x) es el grado de pertenencia de x a A. Si µA(x) = 0, x 6∈ A,
si µA(x) = 1, x es un elemento de A. Cuanto mayor sea µA(x), mayor será el grado de
pertenencia de x a A, para cada x ∈ X.

Esencialmente un conjunto fuzzy de A de X es una función µA : X → [0, 1]. La elec-
ción de la función de pertenencia que define a cada conjunto fuzzy depende del contexto
del trabajo en el que se la desee definir. A un conjunto fuzzy siempre asociamos una

1
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proposición y µA(x) es justamente el grado en que el elemento x del dominio X (con-
junto clásico) satisface la proposición que define el conjunto. A proposiciones atómicas
se asocian funciones de pertenencia continua a a trozos, preferentemente que tomen el
valor 1 al menos en un punto, y cuyos intervalos de crecimiento precedan a los de de-
crecimiento. Para las proposiciones compuestas, asociamos, como es habitual, la unión
fuzzy a la disyunción, la intersección a la conjunción y el complemento a la negación.
Veremos luego cómo definir estas operaciones. Las funciones asociadas a proposiciones
atómicas de mayor uso son:

Γ(x) =











0, si x ≤ a;
x− a

m− a
, si x ∈ [a,m];

1, en otro caso.

En el gráfico: a = 2, m = 4.

L(x) =











1, si x ≤ a;

1 − x− a

m− a
, si x ∈ (a,m);

0, en otro caso.

En el gráfico: a = 2, m = 4.
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Λ(x) =































0, si x ≤ a;
x− a

m− a
, si x ∈ (a,m];

b− x

b−m
, si x ∈ (m, b];

1, en otro caso.

En el gráfico: a = 2, b = 9, m = 6.

Π(x) =











































0, si x ≤ a;
x− a

b− a
, si x ∈ (a, b];

1, si x ∈ (b, c];

d− x

b− c
, si x ∈ (c, d];

0, en otro caso.

En el gráfico: a = 2, b = 3, c = 7, d = 9.

S(x) =







































0, si x ≤ a;

2

(

x− a

c− a

)2

, si x ∈ (a, a+c
2

];

1 − 2

(

x− a

c− a

)2

, si x ∈ (a+c
2
, c];

1, en otro caso.

En el gráfico: a = 3, c = 7.
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Z =







































1, si x ≤ a;

1 − 2

(

x− a

c− a

)2

, si x ∈ (a, a+c
2

];

2

(

x− a

c− a

)2

, si x ∈ (a+c
2
, c];

0, en otro caso.

En el gráfico: a = 3, c = 7.

SZ(x) =















S(x), si x ≤ b;

Z(x), en otro caso.

En el gráfico: b = 4,
S con a = 1, c = 5 y
Z con a = 5, c = 7.

Ejemplo 1.1. Sea el universo X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, conjunto de casas repre-
sentadas por el número x de dormitorios.

Sea A el conjunto fuzzy de casas confortables
para cuatro personas.
Por medio de encuestas, estad́ısticas, u otros
procedimientos consideramos:
A = {〈2, 0·5〉, 〈3, 0·8〉, 〈4, 1〉, 〈5, 0·7〉, 〈6, 0·3〉}
Los pares 〈x, µA(x)〉 si µA(x) = 0, se omiten
en esta representación.

Ejemplo 1.2. Sea X = IR+, el conjunto de los números reales positivos. Definimos el
conjunto fuzzy A de los números próximos a 5, por: A = {〈x, µA(x)〉, para x ∈ IR+},
donde µA está dada por:
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µA(x) = Λ(x).

Particularmente, el conjunto fuzzy que acabamos de describir recibe el nombre de número
fuzzy triangular y es de uso muy frecuente en las aplicaciones.

Notación 1.1. En el caso de universos finitos un conjunto fuzzy suele indicarse:

A = µA(x1)/x1 + µA(x2)/x2 + ...+ µA(xn)/xn =
n
∑

i=1

µA(xi)/xi.

y aún en el caso de que X sea numerable, o infinito, se escribe, respectivamente:

A =
∞
∑

i=1

µ(xi)/xi. A =

∫

X

µ(x)/x.

Ejemplo 1.3. Para definir el conjunto fuzzy A de las personas altas de una cierta
población, consideramos como universo de definición X un intervalo de IR, rango de
alturas posibles (en metros): X = {x : 1 ≤ x ≤ 3} adoptando la siguiente función de
pertenencia:

µA(x) =







0, si x ≤ 1·60;
5 · (x− 1, 60), si 1·60 < x < 1·80;
1, en otro caso.

Los conjuntos fuzzy se definen por medio de una expresión denominada etiqueta lingǘısti-
ca , del tipo de “temperatura baja”, “persona joven”, etc. Estas etiquetas son valores
que asumen las variables lingǘısticas.
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Definición 1.3. Una variable lingǘıstica es una 5-upla (A, T (A), U,G,M) donde A es el
nombre de la variable, T (A) el conjunto de términos que pueden asociarse a la variable,
U el universo de discurso donde se define T (A), es decir, el conjunto de valores que puede
tomar, G es una regla sintáctica para generar los nombres de los valores de A y M una
regla semántica para asociar un significado a cada valor.

Ejemplo 1.4. Consideremos A: “velocidad”, entonces T (A) puede ser “muy baja”,
“baja”,“no baja”, “no alta”, “alta”, “muy alta”. Si estamos hablando de velocidades
de autos en carreteras, el conjunto de valores que tiene sentico considerar podŕıa ser:
U = {x : 55 ≤ x ≤ 200}, donde estamos pensando en km/h. Cada término en T (A)
está asociado a un conjunto fuzzy en el universo U . La regla sintáctica G determina el
orden de las palabras de los valores lingǘısticos de velocidad: como en alta, no alta y muy
alta, donde “no” y “muy” son modificadores que preceden al término primario “alta”.
La regla semántica M asocia cada valor lingǘıstico con su significado: “alta es mayor de
180 km/h, y “baja” es menor de 70 km/h. Elegida la función de pertenencia asociada a
“alta” y “baja”, G viene dado por los modificadores lingǘısticos.

Definición 1.4. Un modificador es una función m : [0, 1] → [0, 1] que modeliza el efecto
de un adverbio sobre la propiedad que determina el conjunto fuzzy, mediante la com-
posición de funciones.
Dado un conjunto fuzzy A, algunos de los modificadores son:

no A

µno A(x) = 1 − µA(x)

muy A

µmuy A(x) = (µA(x))2
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extremadamente A

µextremadamente A(x) = (µA(x))3

algo A

µalgo A(x) =
√

µA(x)

mas o menos A

µmas o menos A(x) = 3
√

µA(x)

Definición 1.5. Dos conjuntos fuzzy A,B ⊆ X son iguales si y sólo si:

µA(x) = µB(x),∀x ∈ X.

Definición 1.6. Dados dos conjuntos fuzzy A,B ⊆ X se dice que A está contenido en
B si y sólo si:

µA(x) ≤ µB(x),∀x ∈ X.

Definición 1.7. Dado un universo X y un conjunto fuzzy A, se define el soporte de A
y se nota sop(A) al conjunto (clásico) de los elementos de X que tienen un grado de
pertenencia no nula a A. En śımbolos:

sop(A) = {x ∈ X : µA(x) > 0}
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Definición 1.8. Sea A un conjunto fuzzy de X. El nivel α de A es el conjunto (clásico):

Aα = {x ∈ X : µA(x) ≥ α}, 0 < α ≤ 1

Algunos autores denominan a estos conjuntos niveles α débiles definiendo como nivel α
fuerte al conjunto: {x : µA(x) > α}.

Observación 1.1. Si el soporte de un conjunto fuzzy, convexo A está contenido en IR
y µA es una función continua entonces Aα es un intervalo cerrado de IR.

Teorema 1.1. Principio de resolución. Dado un conjunto de referencia X, la función
de pertenencia de un conjunto fuzzy A puede expresarse por medio de los niveles α por:

µA(x) =
∨

α∈(0,1]

(α ∧ µAα
(x))

Demostración:
Dado que µAα

(x) = 1 si y sólo si µA(x) ≥ α, resulta α∧µAα
(x) = α si y sólo si µA(x) ≥ α.

En cualquier otro caso α∧µAα
(x) = 0. El resultado es consecuencia directa de este hecho.

2

Hemos hablado acerca de los conjuntos fuzzy, nombrados por etiquetas lingǘısticas, y
cómo obtener nuevos subconjuntos fuzzy a partir de los modificadores lingǘısticos, pero
no hemos tocado el tema de cómo determinar un conjunto fuzzy. En general, cada apli-
cación en particular tiene un método de determinación de función de pertenencia para
el conjunto fuzzy buscado. En la literatura los más frecuentes son:

1. Método horizontal: Se basa en las respuestas de n expertos. La pregunta tiene el
siguiente formato: “¿Puede ser x considerado compatible con el concepto A?”. Sólo

se acepta un si o no por respuesta. Luego µA(x) =
cant. de respuestas afirmativas

n
.

2. Método vertical: basado en el principio de resolución. Se eligen varios α ∈ [0, 1]
para construir los α-cortes, se identifican los x que pertenecen a cada conjunto
clásico de α-corte y se construye el conjunto fuzzy por el principio de resolución o
el teorema de representación.

3. Método de comparación de parejas (Saaty,1980).

4. Métodos basados en la especificación del problema.

5. Métodos basados en la optimización de parámetros.

6. Métodos basados en fuzzy clustering.

7. Algoritmo Fuzzy Isodata (Bezdek,1981).
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1.2. Operaciones con conjuntos fuzzy

Recordemos que si A,B ⊆ X, son conjuntos clásicos, las operaciones usuales entre con-
juntos, unión, intersección y complementación se definen, respectivamente:

A ∪B = {x ∈ X : x ∈ A ó x ∈ B}, i.e.: χA∪B(x) = χA(x) ∨ χB(x)
A ∩B = {x ∈ X : x ∈ A y x ∈ B}, i.e.: χA∩B(x) = χA(x) ∧ χB(x)
A = {x ∈ X : x 6∈ A}, i.e.: χĀ(x) = 1 − χA(x)

Para generalizar estas operaciones sobre los conjuntos fuzzy de X, Zadeh propone reem-
plazar las funciones caracteŕısticas por las funciones de pertenencia, del siguiente modo:

Definición 1.9. Sean A,B conjuntos fuzzy de X, entonces:

A ∪B = {(x, µA(x) ∨ µB(x)), x ∈ X}, i.e.: µA∪B(x) = µA(x) ∨ µB(x)

A ∩B = {(x, µA(x) ∧ µB(x)), x ∈ X}, i.e.: µA∩B(x) = µA(x) ∧ µB(x)

A = {(x, 1 − µA(x), x ∈ X}, i.e.: µA(x) = 1 − µA(x)

Veamos un ejemplo de estas operaciones.

Ejemplo 1.5. Consideremos los subconjuntos fuzzy A y B dados, respectivamente por:

Los siguientes son los gráficos correspondientes a las operaciones unión e intersección de
A y B, respectivamente.
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Sea P(X) el conjunto de las partes o conjuntos clásicos de X. Entonces (P(X),∩,∪,−)
es un álgebra de Boole, es decir, es un ret́ıculo distributivo con primer y último elemento
∅, X, respectivamente, y en el cual todo elemento tiene un complemento booleano. Es
decir, para todo A ∈ P(X) existe un A ∈ P(X), tal que: A ∪ A = X (último elemento)
y A ∩ A = ∅ (primer elemento).
Consideremos ahora PF(X) como el conjunto clásico de los subconjuntos fuzzy de X con
las operaciones antes definidas.

Lema 1.1. La relación ⊆ definida en 1.6 determina un orden parcial en PF(X).

Lema 1.2. Dado un conjunto referencial X, en PF(X) se verifican las siguientes propiedades:

(PF1) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C Propiedad asociativa de ∪

(PF2) A ∪B = B ∪ A Propiedad conmutativa de ∪

(PF3) A ∪ A = A Propiedad idempotente de ∪

(PF4) A ∪ (A ∩B) = A Ley de absorción

(PF5) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C Propiedad asociativa de ∩

(PF6) A ∩B = B ∩ A Propiedad conmutativa de ∩

(PF7) A ∩ A = A Propiedad idempotente de ∩

(PF8) A ∩ (A ∪B) = A Ley de absorción

(PF9) A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅ ∅ es el primer elemento

(PF10) A ∪X = X, A ∩X = A X es el último elemento

(PF11) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) Propiedad distributiva

(PF12) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) Propiedad distributiva
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(PF13) A ∪B = A ∩B Ley de De Morgan

(PF14) A ∩B = A ∪B Ley de De Morgan

(PF15) A = A Propiedad involutiva de A

Demostración: Todas las propiedades son consecuencia de las propiedades de los ope-
radores ∧ y ∨ para números reales y la definición de A. 2

Definición 1.10. Dado A ∈ PF(X) se define el pseudo complemento de A y se nota A∗

al conjunto fuzzy cuya función de pertenencia está dada por:

µA∗(x) =

{

0, si µA(x) 6= 0;
1, en otro caso.

Lema 1.3. Si A,B ∈ PF(X), se verifica A ∩B = ∅ si y sólo si B ⊆ A∗.

Demostración: Supongamos en primer lugar que A ∩ B = ∅, entonces, para todo
x ∈ X, se verifica µA(x) = 0 ó µB(x) = 0. Si µB(x) 6= 0, entonces µA∗(x) = 1 y se
verifica B ⊆ A∗.
Rećıprocamente, si B ⊆ A∗, entonces µB(x) ∧ µA(x) ≤ µA∗ ∧ µA(x) = 0, y resulta
B ∩ A = ∅. 2

Teorema 1.2. (PF(X),∩,∪,̄ ) es un ret́ıculo distributivo pseudo complementado.

Demostración: Las propiedades (PF1) a (PF12) afirman que se trata de un ret́ıculo
distributivo. El Lema 1.3 completa la demostración. 2

El siguiente ejemplo muestra claramente que no es un álgebra de Boole, ya que en general
A ∪ Ā 6= X , y A ∩ Ā 6= ∅:

Ejemplo 1.6. Consideremos el conjunto fuzzy A y su complemento Ā definidos en los
siguientes gráficos:
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Representamos la intersección a la izquierda y la unión a la derecha. Claramente A y Ā
no son complementarios en el sentido de Boole, ya que ni su intersección es el conjunto
vaćıo, ni su unión el universal.

1.3. Relaciones Fuzzy

Dados dos conjunto clásicos X e Y , una relación binaria de X en Y se define como un
subconjunto del producto cartesiano de X×Y . Obviamente, un subconjunto del producto
cartesiano de X × X es una relación binaria en X. Veamos ahora la generalización de
este concepto.

Definición 1.11. Dados dos conjuntos clásicos X e Y , una relación binaria fuzzy R de
X e Y , es un conjunto fuzzy de X × Y , e igual que antes puede identificarse por su
función de pertenencia. Es decir: µR : X × Y → [0, 1]. Cuando X = Y , R se dice una
relación binaria fuzzy sobre X.

Ejemplo 1.7. Si X = IR (conjunto de los números reales), la relación binaria R: “x es
mucho mayor que y” es una relación fuzzy que en este caso definimos por:

µR(x, y) =















0, si y ≥ x;
1

1 +
10

x− y

, en otro caso.

La representación matricial de una relación se generaliza del siguiente modo:
Si X = {x1, x2, · · · , xm}, Y = {y1, y2, · · · , yn} y R ⊆ X × Y , la relación fuzzy R puede
expresarse por la siguiente matriz m× n:

R =









µR(x1, y1) µR(x1, y2) · · · µR(x1, yn)
µR(x2, y1) µR(x2, y2) · · · µR(x2, yn)

· · · · · · · · · · · ·
µR(xm, y1) µR(xm, y2) · · · µR(xm, yn)
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Esta representación extiende claramente el concepto de matriz asociada a una relación
binaria en el caso clásico.

Si deseamos expresar la relación R por medio de un grafo, siendo R una relación binaria
sobre X, los vértices del grafo son los xi ∈ X, y el arco que va de xi a xj tendrá asignado
el número µR(xi, yj) ∈ [0, 1].

Observación 1.2. Como las relaciones fuzzy son conjuntos fuzzy, a ellas se aplican las
operaciones sobre conjuntos ya consideradas: unión, intersección, complemento, aśı como
las relaciones de igualdad e inclusión.

Definición 1.12. Dadas las relaciones fuzzy R ⊆ X × Y, S ⊆ Y × Z, Zadeh define la
composición max-min de estas relaciones a la relación fuzzy R ◦ S ⊆ X × Z, definida

por: µR◦S(x, z) =
∨

y

(µR(x, y) ∧ µR(y, z)).

Esta definición original de Zadeh, se generaliza mediante:

Definición 1.13. Dadas las relaciones fuzzy R ⊆ X × Y, S ⊆ Y × Z, se define como
composición max-⋆ de estas relaciones a la relación fuzzy R ◦ S ⊆ X × Z, definida por:

µR◦S(x, z) =
∨

y

(µR(x, y) ⋆ µR(y, z)), donde ⋆ es una operación binaria conveniente en

[0, 1], es decir ⋆ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], por ejemplo, una t-norma.

Ejemplo 1.8. Sea X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} y sea R la relación binaria fuzzy sobre
X: “x e y están próximos” definida por:

µR(x, y) =







1, si x = y;
1

|x− y| , en otro caso.

y sea S la relación binaria sobre X: “x2 e y2 están próximos”definida en la forma natural,
a partir de la definición de R.

La representación más adecuada de ambas relaciones es la forma matricial, obteniéndose:

R =





























1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/ 1/9
1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4 1/5
1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3 1/4
1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2 1/3
1/8 1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1 1/2
1/9 1/8 1/7 1/6 1/5 1/4 1/3 1/2 1 1
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donde xi = i ∈ X.
análogamente:

S =

































1 1/3 1/8 1/15 1/24 1/35 1/48 1/63 1/80 1/99
1/3 1 1/5 1/12 1/21 1/32 1/45 1/60 1/77 1/96
1/8 1/5 1 1/7 1/16 1/27 1/40 1/55 1/72 1/91
1/15 1/12 1/7 1 1/9 1/20 1/33 1/48 1/65 1/84
1/24 1/21 1/16 1/9 1 1/11 1/24 1/39 1/56 1/75
1/35 1/32 1/27 1/20 1/11 1 1/13 1/28 1/45 1/64
1/48 1/45 1/40 1/33 1/24 1/13 1 1/15 1/32 1/51
1/63 1/60 1/55 1/48 1/39 1/28 1/15 1 1/17 1/36
1/80 1/77 1/72 1/65 1/56 1/45 1/32 1/17 1 1/19
1/99 1/96 1/91 1/84 1/75 1/64 1/51 1/36 1/19 1

































Calculemos algunos elementos de la matriz R ◦S utilizando en primer lugar la composi-
ción max-min, y luego la max-⋆ :

µR◦S(2, 3) =
∨

y(µR(2, y) ∧ µS(y, 3)) =
∨

(1 ∧ 1/7, 1 ∧ 1/5, 1 ∧ 1, . . . ) = 1

µR◦S(2, 3) =
∨

y(µR(2, y) ⋆ µS(y, 3)) =
∨

(1 ⋆ 1/7, 1 ⋆ 1/5, 1 ⋆ 1, . . . ) = 1

Esto significa que existe un y tal que µR(2, y) = 1 = µR(y, 3).

µR◦S(4, 1) =
∨

y

(µR(4, y) ∧ µS(y, 1)) =

= (1/4∧1)∨(1/3∧1/3)∨(1/2∧1/8)∨(1∧1/15)∨(1∧1/24)∨(1∧1/35)∨
∨ (1/2 ∧ 1/48) ∨ (1/3 ∧ 1/63) ∨ (1/4 ∧ 1/80) ∨ (1/5 ∧ 1/99) = 1/3

µR◦⋆S(4, 1) =
∨

y

(µR(4, y) ⋆ µS(y, 1)) =

= (1/4⋆1)∨ (1/3⋆1/3)∨ (1/2⋆1/8)∨ (1⋆1/15)∨ (1⋆1/24)∨ (1⋆1/35)∨
∨ (1/2 ⋆ 1/48) ∨ (1/3 ⋆ 1/63) ∨ (1/4 ⋆ 1/80) ∨ (1/5 ⋆ 1/99) < 1

1.4. Conjuntos L-fuzzy

Hemos trabajado a partir de las definiciones originales de Lofti Zadeh, con el concepto
de conjunto fuzzy como extensión del concepto conjunto clásico. Esta definición puede
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hacerse aún más general si no restringimos el codominio de la función de pertenencia al
intervalo unitario real [0 , 1], sino consideramos un conjunto parcialmente ordenado L.
Las generalizaciones de las Definiciones de conjunto fuzzy 1.2, y soporte 1.7 son, respec-
tivamente, las siguientes:

Definición 1.14. [Gog67] Dado un conjunto de puntos (objetos) X 6= ∅, que denomi-
naremos universo y un conjunto parcialmente ordenado acotado L con primer y último
elemento 0 y 1 respectivamente, un conjunto L-fuzzy A de X está caracterizado por una
función de pertenencia que asocia a cada punto de X un valor en el conjunto parcialmente
ordenado L, es decir, µA : X → L. µA(x) es el grado de pertenencia de x a A.

Igual que para los conjuntos fuzzy, si µA(x) = 1, x es un elemento de A en el sentido
clásico y si µA(x) = 0, x no pertenece a A. Del mismo modo, cuanto mayor sea µA(x),
mayor será el grado de pertenencia de x a A, para cada x ∈ X. Una de las diferencias
es que ahora no todos los grados de pertenencia son comparables, dado que L no tiene
por qué ser totalmente ordenado.

Observación 1.3. Para definir un conjunto L-fuzzy, sólo es necesario que L sea un
conjunto parcialmente ordenado, pero para poder definir las operaciones conjuntistas se
requiere que L sea un ret́ıculo, preferentemente completo y si fuera distributivo, tanto
mejor. De hecho, en [Gog69] trabaja con categoŕıas de L-fuzzy sets, donde L es un
conjunto parcialmente ordenado y analiza las propiedades de acuerdo a que L sea un
ret́ıculo completo o no, distributivo o no.

Ejemplo 1.9. Una empresa fabrica peces-robots con el objeto de mejorar el equilibrio
ecológico. Todos los ‘peces’ tienen chips de reconocimiento para el relevamiento de las
distintas zonas. Es posible dotar estos robots con equipo para neutralizar el petróleo en la
zona, equipo para limpiar cualquier sustancia contaminante en la zona, y finalmente con
equipo para redistribuir las huevas de peces. Todas las variedades posibles de peces-robot
son, entonces:

σ: Sólo con chip de reconocimiento.

β: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar petróleo.

γ: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar cualquier sustancia nociva.

δ: Chip de reconocimiento y equipo para redistribuir huevas.

λ: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar petróleo y redistribuir huevas.

η: Chip de reconocimiento y equipo para neutralizar cualquier sustancia nociva y
redistribuir huevas.
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Tomando como X el conjunto de todos los peces-robot de la fábrica, y como conjunto
parcialmente ordenado L el álgebra de Heyting cuyo diagrama de Hasse es:

`

` `

` `

`

!
!

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

0

a b

c d

1

definimos, a partir de opiniones de expertos, dos conjuntos L-fuzzy: A: el conjunto de los
peces de reconocimiento y B: el conjunto de los peces de aumento de población ict́ıcola,
cuyas funciones de pertenencia damos en las tablas a continuación:

x σ β γ δ λ η
µA(x) 1 c a d b 0

x σ β γ δ λ η
µB(x) 0 b d a c 1

Definición 1.15. Dado un universo X y un conjunto fuzzy A, se define el L-soporte de
A y se nota sopL(A) al conjunto (clásico) de los elementos de X que tienen un grado de
pertenencia no nula a A. En śımbolos: sopL(A) = {x ∈ X : µA(x) 6= 0}

Claramente las Definiciones de igualdad 1.5, orden fuzzy 1.6 y nivel α 1.8 se mantienen.
Cuando trabajamos con conjuntos fuzzy finitos el soporte del conjunto es exactamente el
nivel α, para el menor grado de pertenencia positivo α. Este hecho no siempre se verifica
para conjuntos L-fuzzy.

Ejemplo 1.10. Continuemos con los peces-robot del Ejemplo 1.9.
sopL(A) = {σ, β, γ, δ, λ} y sopL(B) = {β, γ, δ, λ, η}.

Es claro que A 6⊆ B y B 6⊆ A. Consideremos el conjunto C de los peces-robot económi-
cos para la limpieza total. Nuevamente, siguiendo el consejo de expertos en esta materia
definimos la función de pertenencia:

x σ β γ δ λ η
µC(x) 0 b 1 0 0 1

Vemos que C ⊆ B y sopL(C) = {β, γ, η}.

Podemos escribir también los conjuntos clásicos determinados por los niveles α:
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A0 = {σ, β, γ, δ, λ, η}

Aa = {σ, β, γ}

Ab = {σ, δ, λ}

Ac = {σ, β}

Ad = {σ, δ}

A1 = {σ}

B0 = {σ, β, γ, δ, λ, η}

Ba = {δ, λ, η}

Bb = {β, γ, η}

Bc = {λ, η}

Bd = {γ, η}

B1 = {η}

Podemos observar que ninguno de estos niveles α coincide con el soporte del conjunto,
como śı ocurre en el caso de un conjunto fuzzy finito. Para el conjunto L-fuzzy C se
verifica Cb = sopL(C).

Análogamente se extiende la Definición 1.16 por:

Definición 1.16. [Gog67] Dados dos conjuntos clásicos X e Y , una relación binaria L-
fuzzy R de X e Y , es un conjunto L-fuzzy de X×Y , e igual que antes puede identificarse
por su función de pertenencia. Es decir: µR : X × Y → L. Cuando X = Y , R se dice
una relación binaria L-fuzzy sobre X.

Para definir modificadores fuzzy, las operaciones conjuntistas y la composición de rela-
ciones necesitaremos dotar al conjunto parcialmente ordenado de ciertas operaciones, lo
cual nos conduce a la noción de ret́ıculo residual que definiremos en el caṕıtulo siguiente.
Veremos que dado un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 podemos definir las opera-
ciones conjuntistas por las funciones de pertenencia del siguiente modo:
Dados µA y µB:

1. µA∩B(x) = µA(x) ⊗ µB(x)

2. µA∪B(x) = ((µA(x) → µB(x)) → µB(x)) ∧ ((µB(x) → µA(x)) → µA(x))

3. µA′(x) = µA(x) → 0

Del mismo modo, se define la composición de relaciones por:

Definición 1.17. [Gog67] Dadas las relaciones fuzzy R ⊆ X × Y, S ⊆ Y × Z, se define
como composición max-⊗ de estas relaciones a la relación fuzzy R ◦S ⊆ X ×Z, definida

por: µR◦S(x, z) =
∨

y

(µR(x, y) ⊗ µR(y, z)).

Es claro que un conjunto fuzzy, según la definición original de Zadeh, es también un
conjunto L-fuzzy, según la definición de Goguen.
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Helena Rasiowa y Nguyen Cat Ho, en [RH92] introducen las nociones de conjunto T -
fuzzy, y LT -fuzzy, caracterizados respectivamente por una función de pertenencia que
asocia a cada punto de X un valor en el conjunto parcialmente ordenado T , es decir,
µA : X → T y por una función de pertenencia que asocia a cada punto de X un valor
en el ret́ıculo de conjuntos LT , formado por el conjunto vaćıo y todos los ideales de T .
LT no sólo es un ret́ıculo completo, sino que se trata de un álgebra de Heyting.



Caṕıtulo 2

Ret́ıculos Residuales

Los ret́ıculos residuales son estucturas algebraicas fuertemente ligadas a la lógica mate-
mática, si bien fueron considerados por primera vez por M. Ward y R. Dillworth en 1930
investigando la estructura del ret́ıculo de ideales de un anillo. Esencialmente se trata de
un ret́ıculo enriquecido por un par adjunto (⊗,→). En lo que se refiere a la estructura
algebraica, ⊗ está asociado a un producto y en lo que respecta a la interpretación lógica,
→ se relaciona con la implicación. Durante años se trabajó en esta operación de adjunción
sin encontrar la conexión que ella representaba entre el álgebra y la lógica. En este
trabajo comenzaremos tomando la definición de ret́ıculo residual generalizado que figura
en [Tur92], hasta llegar a la de BL álgebra dada por Hájek en [Háj97], manteniendo una
misma notación.
En su primer trabajo Ward y Dilworth [DW39] mencionan una residuación y residua-
ción dual, pero trabajan en un ret́ıculo que es a la vez monoide conmutativo. Esko
Turunen en [Tur92] prueba que la residuación y la residuación dual coinciden cuando el
monoide es conmutativo. En ambos casos el ret́ıculo considerado es acotado. Entre la
literatura reciente, Jipsen y Tsinakis en [JT02] definen un ret́ıculo residual o un ret́ıculo
residual-monoide ordenado a un ret́ıculo que es a la vez monoide ordenado, munido de
dos operaciones de residuación (a derecha y a izquierda). Es decir, difiere de la definición
anterior de Turunen en que no se le exige al ret́ıculo que sea acotado. La existencia de
una cota inferior en el ret́ıculo asegura, según veremos más adelante, la existencia de
una cota superior y, si esta cota superior coincide con la unidad del monoide el ret́ıculo
residual se denomina integral. Dado un ret́ıculo residual, el conjunto L− de elementos
menores o iguales que e, el elemento neutro del monoide, con las operaciones heredadas
de L constituyen un ret́ıculo residual que es claramente, integral y se denomina el cono
negativo de L [JT02].
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20 CAPÍTULO 2. RETÍCULOS RESIDUALES

2.1. Ret́ıculos residuales generalizados

Definición 2.1. [Tur92] Un ret́ıculo residual generalizado L = 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉
es un álgebra de tipo (2,2,2,2,2,0,0,0), satisfaciendo los siguientes axiomas, para todo
x, y, z ∈ L:

(L1) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

(L2) x ∨ y = y ∨ x

(L3) x ∨ x = x

(L4) x ∨ (x ∧ y) = x

(L5) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

(L6) x ∧ y = y ∧ x

(L7) x ∧ x = x

(L8) x ∧ (x ∨ y) = x

(L9) x ∨ 0 = x

(L10) x ∧ 0 = 0

(L11) x ∨ 1 = 1

(L12) x ∧ 1 = x

(M1) x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y) ⊗ z

(M2) x⊗ e = e⊗ x = x

(M3) si x ≤ y, entonces (x⊗ z) ≤ (y ⊗ z)

(M4) si x ≤ y, entonces (z ⊗ x) ≤ (z ⊗ y)

(R1) x⊗ y ≤ z, si y sólo si x ≤ y →d z

(R2) x⊗ y ≤ z, si y sólo si y ≤ x→i z.

Los axiomas (L1) a (L12) afirman que L es un ret́ıculo, con primer elemento 0 y último
elemento 1. Los axiomas (M1) a (M4) aseguran que 〈L,⊗, e,≤〉 es un monoide ordenado,
donde ≤ es la relación de orden inducida por ∧ (o por ∨), es decir: x ≤ y sii x ∧ y = x
sii x ∨ y = y, con elemento neutro e. Finalmente los axiomas (R1) y (R2) establecen
correspondencias de Galois ([Tur92], [Bir67]).
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Observación 2.1. En [GJKO01], un álgebra L = 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 de tipo
(2,2,2,2,2,0,0,0), que satisface los axiomas (L1) a (L8), (M1) a (M4) y (R1), (R2), se
denomina FL álgebra. Las iniciales hacen alusión a Full Lambeck álgebra, ya que conforma
el equivalente algebraico de la semántica de las lógicas subestructurales. La diferencia
entre esta FL álgebra y el ret́ıculo residual generalizado de Turunen radica en las cons-
tantes, ya que para Turunen el 0 y el 1 representan respectivamente el primero y el
último elemento del ret́ıculo.

En una primera lectura la denominación residuo a derecha o residuo a iquierda puede
parecer arbitraria y hasta oscura, pero si recordamos los oŕıgenes veremos claramente
justificado su uso. Si escribimos x ⊗ y ≤ z y existe un elemento x−1 podemos escribir
x−1⊗x⊗y ≤ x−1⊗z o, en forma equivalente, y ≤ x−1⊗z. Hemos “dividido a izquierda”
por x, y escribimos x⊗ y ≤ z equivalente a y ≤ x \ z, o, en nuestro caso, y ≤ x→i z.
Si “dividimos a derecha” por y obtenemos x ⊗ y ⊗ y−1 ≤ z ⊗ y−1, lo que se escribe
x ≤ z/y, o, en nuestro caso, x ≤ y →d z.

De los axiomas se sigue que 0 ≤ e ≤ 1: No se puede decir establecer a priori ninguna otra
relación entre las operaciones cero-arias, pero en general consideraremos 0 6= 1 ya que
si fuera válida esta igualdad el ret́ıculo se reduciŕıa a un único elemento. Más adelante
definiremos una estructura de ret́ıculo residual para la que e = 1.

Definición 2.2. [Bir67] Un monoide ordenado M = 〈M,⊗, e,≤〉 es tal que el reducto
〈M,⊗, e〉 es un monoide y 〈M,≤〉 un conjunto ordenado y se verifican las leyes de
monotońıa: Si x ≤ y, entonces x⊗ z ≤ y⊗ z y z ⊗ x ≤ z ⊗ y, cualquiera que sea z ∈M .

Proposición 2.1. Propiedades del primer elemento en un ret́ıculo residual generalizado:

1) 0 ⊗ x = x⊗ 0 = 0

2) 0 →d 0 = 0 →i 0 = 1.

Demostración:

1) 0 ⊗ x = x⊗ 0 = 0, cualquiera sea x ∈ L.
Considerando la desigualdad 0 ≤ x→d 0 que es equivalente, por (R1), a 0⊗x ≤ 0,
y 0 ≤ x→d 0 que es equivalente, por (R2), a x⊗ 0 ≤ 0, se comprueba la igualdad.

2) 0 →i 0 = 0 →d 0 = 1.
Considerando la desigualdad x ⊗ 0 ≤ 0, que equivale, por (R1), a x ≤ 0 →d 0, y
0 ⊗ x ≤ 0, que equivale, por (R2), a x ≤ 0 →i 0, para todo x ∈ L resulta la tesis.

2

Lema 2.1. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo acotado.
Si 〈L,⊗, e〉 es un monoide y se satisfacen, para todo x, y, z ∈ L, las condiciones:
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1) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z

2) (z ⊗ x) ∧ (z ⊗ (x ∨ y)) = z ⊗ x

3) (x→d y) ∨ (x→d z) ∨ (x→d (y ∨ z)) = x→d (y ∨ z)

4) (x→i y) ∨ (x→i z) ∨ (x→i (y ∨ z)) = x→i (y ∨ z)

5) ((x→d y) ⊗ x) ∨ y = y

6) (x⊗ (x→i y)) ∨ y = y

7) x ∧ (y →d (x⊗ y)) = x

8) y ∧ (x→i (x⊗ y)) = y.

entonces 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 es un ret́ıculo residual generalizado.

Demostración: Para comprobar que se trata de un ret́ıculo residual debemos verificar
las condiciones de la Definición 2.1. (L1) a (L12) se satisfacen porque 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un
ret́ıculo acotado, y dado que 〈L,⊗, e〉 es un monoide se satisfacen (M1) y (M2). Probemos
(M3): Supongamos que x ≤ y, entonces x ⊗ z ≤ y ⊗ z. Si x ≤ y resulta x ∨ y = y y
aplicando 1) resulta (x⊗ z) ∧ (y ⊗ z) = x⊗ z, de donde x⊗ z ≤ y ⊗ z. Análogamente,
aplicando 2) obtenemos (M4).
Probemos ahora (R1): Sea x ⊗ y ≤ z. Resulta entonces (x ⊗ y) ∨ z = z, por lo tanto,
aplicando 4) obtenemos y →d z = y →d ((x⊗ y)∨ z) ≥ (y →d (x⊗ y)∨ (y →d z). Luego,
por 7) podemos afirmar que y →d z ≥ y →d (x⊗ y) ≥ x.
Para la rećıproca supongamos que x ≤ y →d z. Por la ley de monotońıa (M3) x ⊗ y ≤
y ⊗ (y →d z) ≤ z, por 5).
Para probar (R2), nuevamente consideramos z = (x ⊗ y) ∨ z, aplicando 3) obtenemos
x →i z = x →i ((x ⊗ y) ∨ z) ≥ (x →i (x ⊗ y)) ∨ (x →i z) ≥ x →i z. Luego, por 8)
podemos afirmar que x →i z ≥ x →i (x ⊗ y) ≥ y. Para la rećıproca supongamos que
x ≤ y →i z. Por (M4) que probamos y ⊗ x ≤ y ⊗ (y →i z) ≤ z, por 6). 2

Teorema 2.1. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 2, 0, 0) es un
ret́ıculo residual generalizado si y sólo si satisface las siguientes ecuaciones:

(L1) x ∨ (y ∨ z) ≈ (x ∨ y) ∨ z

(L2) x ∨ y ≈ y ∨ x

(L3) x ∨ x ≈ x

(L4) x ∨ (x ∧ y) ≈ x

(L5) x ∧ (y ∧ z) ≈ (x ∧ y) ∧ z
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(L6) x ∧ y ≈ y ∧ x

(L7) x ∧ x ≈ x

(L8) x ∧ (x ∨ y) ≈ x

(L9) x ∨ 0 ≈ x

(L10) x ∧ 0 ≈ 0

(P1) x⊗ (y ⊗ z) ≈ (x⊗ y) ⊗ z

(P2) x⊗ e ≈ e⊗ x ≈ x

(RG1) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) ≈ x⊗ z

(RG2) (z ⊗ x) ∧ (z ⊗ (x ∨ y)) ≈ z ⊗ x

(RG3) (x→i y) ∨ (x→i z) ∨ (x→i (y ∨ z)) ≈ x→i (y ∨ z)

(RG4) (x→d y) ∨ (x→d z) ∨ (x→d (y ∨ z)) ≈ x→d (y ∨ z)

(RG5) ((x→d y) ⊗ x) ∨ y ≈ y

(RG6) (x⊗ (x→i y)) ∨ y ≈ y

(RG7) x ∧ (y →d (x⊗ y)) ≈ x

(RG8) y ∧ (x→i (x⊗ y)) ≈ y.

Por lo tanto, los ret́ıculos residuales generalizados forman una variedad.

Demostración: Un ret́ıculo residual generalizado satisface (L1) a (L10), (P1) y (P2).
Dado que x ≤ x ∨ y, por (M3) x⊗ z ≤ (x ∨ y) ⊗ z y (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z, es
decir se verifica (RG1). Análogamente, por (M4) resulta (RG2).
Aplicando (R1) a la desigualdad x→d y ≤ x→d y obtenemos (x→d y)⊗x ≤ y y resulta
(RG5). Análogamente, aplicando (R2) a x →i y ≤ x →i y obtenemos x⊗ (x →i y) ≤ y
y resulta (RG6).
Para probar (RG7), consideremos x⊗y ≤ x⊗y, y por (R1) obtenemos x ≤ y →d (x⊗y)
que es equivalente a (RG7). (RG8) se sigue aplicando (R2) a la misma desigualdad para
obtener y ≤ x→i (x⊗ y).
Probar (RG3) es equivalente a probar (x →i y) ∨ (x →i z) ≤ x →i (y ∨ z). Dado
que y ≤ y ∨ z, por (RG6) podemos afirmar que (x →i y) ⊗ x ≤ y ≤ y ∨ z, por lo
tanto, (x →i y) ⊗ x ≤ y ∨ z, aplicando (R2) obtenemos x →i y ≤ x →i (y ∨ z).
Análogamente se ve que x →i z ≤ x →i (y ∨ z). De ambas desigualdades podemos
afirmar que (x →i y) ∨ (x →i z) ≤ x →i (y ∨ z). Probar (RG4) es equivalente a probar
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(x →d y) ∨ (x →d z) ≤ x →d (y ∨ z). Dado que y ≤ y ∨ z, por (RG5) podemos afirmar
que (x →d y) ⊗ x ≤ y ≤ y ∨ z, por lo tanto, (x →d y) ⊗ x ≤ y ∨ z, aplicando (R1)
obtenemos x→d y ≤ x→d (y ∨ z). Análogamente se ve que x→d z ≤ x→d (y ∨ z). De
ambas desigualdades podemos afirmar que (x→d y)∨ (x→d z) ≤ x→d (y∨z). Para ver
la rećıproca, (L1) a (L10) afirman que 〈L,∧,∨, 0〉 es un ret́ıculo con primer elemento.
(P1) y (P2) afirman que 〈L,⊗, e〉 es un monoide. Por el Lema 2.1 el ret́ıculo tiene último
elemento y el resultado sigue de la Proposición 2.1. 2

Observación 2.2. En [Gal03] puede encontrarse otra base ecuacional para esta variedad
dada por las identidades de monoide, de ret́ıculo y las siguientes, relacionadas con la
residuación:

(RG′1) x ≈ x ∧ (y →d ((x⊗ y) ∨ z))

(RG′2) y ≈ y ∧ (x→i ((x⊗ y) ∨ z))

(RG′3) x⊗ (y ∨ z) ≈ (x⊗ y) ∨ (x⊗ z)

(RG′4) (y ∨ z) ⊗ x ≈ (y ⊗ x) ∨ (z ⊗ x)

(RG′5) ((y →d x) ⊗ y) ∨ x ≈ x

(RG′6) (y ⊗ (y →i x)) ∨ x ≈ x.

Definición 2.3. [DP02] Dados dos conjuntos parcialmente ordenados, 〈P,≤〉, 〈Q,�〉,
dos aplicaciones φ : P → Q y ψ : Q→ P , llamadas respectivamente derecha e izquierda,
establecen una correspondencia de Galois entre P y Q si φ(x) � y si y sólo si x ≤ ψ(y).
φ se suele llamar el adjunto inferior y ψ el adjunto superior haciendo referencia al lado
de la desigualdad en que aparecen.

Observación 2.3. Birkhoff [Bir67] define la correspondencia de Galois, dados dos con-
juntos parcialmente ordenados, 〈P,≤〉, 〈Q,�〉, como dos aplicaciones φ : P → Q y
ψ : Q→ P que satisfacen las siguiente condiciones para todo x, x1, x2 ∈ P, y, t1, y2 ∈ Q:

(G1) Si x1 ≤ x2, entonces φ(x2) � φ(x1)

(G2) Si y1 � y2, entonces ψ(y2) ≤ ψ(y1)

(G3) x ≤ ψ(φ(x)), y � φ(ψ(y)).

Veamos la relación entre ambas definiciones:

Lema 2.2. Dados dos conjuntos parcialmente ordenados, 〈P,≤〉, 〈Q,�〉 y dos aplica-
ciones φ : P → Q y ψ : Q→ P , si φ(x) � y si y sólo si x ≤ ψ(y), entonces se satisfacen
(G1), (G2) y (G3) de la Observación 2.3. Rećıprocamente, si φ y ψ satisfacen (G1), (G2)
y (G3), entonces establecen una correspondencia de Galois en el sentido de la Definición
2.3.
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Demostración: Probemos en primer lugar (G3): Por la propiedad reflexiva podemos
afirmar que φ(x) � φ(x) para todo x ∈ P . Aplicando la Definición 2.3 con y = φ(x)
resulta x ≤ ψ(φ(x)). Análogamente, ψ(y) ≤ ψ(y) para todo y ∈ Q. Aplicando la Defini-
ción 2.3 con x = ψ(y) resulta φ(ψ(y)) � y.
Para probar (G2), consideremos x1 ≤ x2, acabamos de ver que x2 ≤ ψ(φ(x2)), por la
propiedad transitiva decimos que x1 ≤ ψ(φ(x2)) y aplicando la Definición 2.3 resulta
φ(x1) � φ(x2).
Finalmente, para probar (G1), consideremos y1 � y2, acabamos de ver que φ(ψ(y1)) � y1,
por la propiedad transitiva decimos que φ(ψ(y1)) � y2 y aplicando la Definición 2.3 re-
sulta ψ(y1) ≤ ψ(y2).

2

Veamos cuáles son las aplicaciones que establecen conexiones de Galois en un ret́ıculo
residual generalizado:

Proposición 2.2. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual generalizado, y
consideremos P = Q = 〈L,≤〉, el conjunto L ordenado con el mismo orden del ret́ıculo.
Para cada y ∈ L definimos:

φ(d)
y : L→ L por φ(d)

y (x) = x⊗ y y ψ(d)
y : L→ L por ψ(d)

y (z) = y →d z. (2.1)

Estas aplicaciones establecen, para cada y ∈ L una conexión de Galois, que denominare-
mos “a derecha”.
Análogamente, para cada x ∈ L definimos:

φ(i)
x : P → Q por φ(i)

x (y) = x⊗ y y ψ(i)
x : Q→ P por ψ(i)

x (z) = x→i z. (2.2)

Estas aplicaciones establecen, para cada x ∈ L una conexión de Galois, que denominare-
mos “a izquierda”.

Demostración: Verifiquemos en primer lugar que para cada y ∈ L las aplicaciones
definidas en (2.1) establecen una correspondencia de Galois. Para ello comprobaremos
la condición de la Definición 2.3.
Sean x, z ∈ L. Debemos probar que φ

(d)
y (x) ≤ z si y sólo si x ≤ ψ

(d)
y (z).

Por la definición de φ
(d)
y y φ

(d)
y esta afirmación es equivalente a x ⊗ y ≤ z si y sólo si

x ≤ y →d z, que se verifica por (R1).
Sea x ∈ L, veamos que las aplicaciones definidas en (2.2) establecen una correspondencia
de Galois:
Sean y, z ∈ L. Debemos probar que φ

(i)
x (y) ≤ z si y sólo si y ≤ ψ

(i)
x (z) .

Por la definición de φ
(i)
x y φ

(i)
x esta afirmación es equivalente a x ⊗ y ≤ z si y sólo si

y ≤ x→i z, que se verifica por (R2).

2
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Observación 2.4. En la Proposición 2.2 hemos establecido correspondencias de Ga-
lois para cada residuación. Birkhoff establece una correspondencia de Galois para las
funciones φ(x) = x → 0 y ψ(y) = y → 0, que hemos generalizado en la siguiente
proposición:

Proposición 2.3. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual generalizado. Si
φ : L → L definida por φ(x) = x →i z y ψ : L → L por ψ(x) = x →d z, para cualquier
z ∈ L, entonces φ y ψ establecen una correspondencia de Galois en L.

Demostración: Sea x ≤ y, entonces x ⊗ (y →i z) ≤ y ⊗ (y →i z), por (M3). Por
(RG6) y ⊗ (y →i z) ≤ z y aplicando (R2) a la desigualdad x ⊗ (y →i 0) ≤ z resulta
y →i z ≤ x →i z, o lo que es lo mismo, φ(y) ≤ φ(x). En forma análoga se prueba que
ψ(y) ≤ ψ(x).
La expresión x ≤ ψ(φ(x)) es equivalente a x ≤ (x →i z) →d z, que por (R1) es
equivalente a x ⊗ (x →i z) ≤ z, que se verifica por (RG6). Del modo similar se puede
ver que y ≤ φ(ψ(y)). 2

Lema 2.3. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual generalizado, entonces se
satisfacen:

1) y →d z = máx{t : t⊗ y ≤ z}.

2) y →i z = máx{t : y ⊗ t ≤ z}.

Demostración:

1) x ⊗ y ≤ z es equivalente a x ≤ y →d z, entonces, y →d z debe ser mayor que
cualquier t que satisfaga t⊗ y ≤ z. En śımbolos: y →d z ≥ máx{t : t⊗ y ≤ z}. Por
(M3) si x ≤ y →d z resulta que x ⊗ y ≤ (y →d z) ⊗ y ≤ z, por el Lema 2.1.5) y
resulta que y →d z ∈ {t : t⊗ y ≤ z}, de donde y →d z = máx{t : t⊗ y ≤ z}.

2) x ⊗ y ≤ z es equivalente a y ≤ x →i z, entonces, x →i z debe ser mayor que
cualquier t que satisfaga x⊗ t ≤ z. En śımbolos: x→i z ≥ máx{t : x⊗ t ≤ z}. Por
(M4) si y ≤ x →i z resulta que x ⊗ y ≤ x ⊗ (x →i z)y ≤ z, por el Lema 2.1.6) y
resulta que x→i z ∈ {t : x⊗ t ≤ z}, de donde x→i z = máx{t : x⊗ t ≤ z}.

2

Ejemplo 2.1. Consideremos en el ret́ıculo L indicado por la figura, con la operación ⊗
definida por:
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a a

a

a

a

a

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

b

c d

1

a

0

⊗ 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 a a a a a
b 0 a a a a b
c 0 a a a b c
d 0 a a a b d
1 0 a b c d 1

Se ve fácilmente que ⊗ es asociativa, ya que el 0 es elemento absorbente y el 1, neutro,
mientras que para x, y 6∈ {0, 1} resulta x ⊗ y = a salvo para c ⊗ d = d ⊗ d = b, que
operado a derecha o izquierda por cualquier otro elemento da a. La tabla refleja también
que la operación ⊗ es isótona en ambas variables y no conmutativa.
Definimos →i y →d del siguiente modo:

→d 0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a 0 1 1 1 1 1
b 0 1 1 1 1 1
c 0 1 1 1 1 1
d 0 b 1 1 1 1
1 0 a b c d 1

→i 0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a 0 1 1 1 1 1
b 0 1 1 1 1 1
c 0 c 1 1 1 1
d 0 c 1 1 1 1
1 0 a b c d 1

Entonces, para cualquier x, y, z ∈ L se verifican x ⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y →i z y
x⊗y ≤ z si y sólo si y ≤ x→d z. Es decir, L = 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, 1〉 es un ret́ıculo
residual generalizado.

Proposición 2.4. [JT02] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual generaliza-
do. Entonces para cualquier x, y, z ∈ L se verifica: y →d (x→i z) = x→i (y →d z).

Demostración: Sean x, y, z ∈ L.
De (R1), cualquiera sea s se verifica que y →d s ≤ y →d s, y entonces resulta que

(y →d s) ⊗ y ≤ s. (2.3)

De (R2), ya que cualquiera que sea t se cumple x→i t ≤ x→i t, resulta

x⊗ (x→i t) ≤ t. (2.4)

Por (2.4) y (2.3), tomando t = y →d z y s = z:
x⊗ (x→i (y →d z)) ⊗ y ≤ (y →d z) ⊗ y ≤ z
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y aplicando nuevamente (R2) y (R1) resulta:
x→i (y →d z) ≤ y →d (x→i z).

Por (2.3) y (2.4), tomando s = x→i z y t = z:

x⊗ (y →d (x→i z)) ⊗ y ≤ x⊗ (x→i z) ≤ z,
y de (R1) y (R2) resulta:

y →d (x→i z) ≤ x→i (y →d z). 2

Lema 2.4. Sea 〈L,∧,∨, 0, 1〉 un ret́ıculo completo, ⊗ una operación binaria tal que
〈L,⊗, e〉 es monoide ordenado que satisface para todo x ∈ L y toda familia {tj}j∈J ⊆ L,

x⊗ (
∨

j∈J

tj) =
∨

j∈J

(x⊗ tj) y (
∨

j∈J

tj) ⊗ x =
∨

j∈J

(tj ⊗ x). (2.5)

Entonces es posible definir:

x→i y =
∨

{t : t⊗ x ≤ y} y x→d y =
∨

{t : x⊗ t ≤ y}. (2.6)

satisfaciendo las condiciones

x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y →d z si y sólo si y ≤ x→i z, (2.7)

y de manera única.

Demostración: Dado que el ret́ıculo es completo, todo conjunto no vaćıo tiene supremo.
Podemos definir entonces x →i y =

∨{t : t ⊗ x ≤ y}, y x →d y =
∨{t : x ⊗ t ≤ y}.

Veamos que se satisface (2.7).
Sea x⊗ y ≤ z. Entonces, x ∈ {t : t⊗ y ≤ z}, de donde x ≤ ∨{t : t⊗ y ≤ z} = y →i z.
Rećıprocamente, si x ≤ y →i z resulta x ≤ ∨{t : t⊗ y ≤ z}, en consecuencia, por (M3),
x⊗ y ≤ t⊗ y ≤ z, es decir, x⊗ y ≤ z.
Por otra parte, si x⊗y ≤ z, entonces y ∈ {t : x⊗t ≤ z}, de donde y ≤ ∨{t : x⊗t ≤ z} =
x →d z. Supongamos, rećıprocamente, que y ≤ x →d z, es decir, y ≤ ∨{t : x ⊗ t ≤ z},
en consecuencia y ≤ t para todo t tal que x⊗ t ≤ z y por (M4) x⊗ y ≤ x⊗ t ≤ z, esto
es, x⊗ y ≤ z.
Hemos definido los operadores →i y →d y probamos que se satisface (2.7). Para ver la
unicidad supongamos que existen ⇒i, ⇒d satisfaciendo:

x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y ⇒d z si y sólo si y ≤ x⇒i z, (2.8)

y probemos que x⇒i y = x→i y y x⇒d y = x→d y para todo x, y ∈ L.
Dado que x⇒d y ≤ x⇒d y, por (2.8) afirmamos que (x⇒d y) ⊗ x ≤ y, aplicando (2.7)
resulta x ⇒d y ≤ x →d y. Rećıprocamente, consideramos x →d y ≤ x →d y, que por
(2.7) resulta (x→d y) ⊗ x ≤ y y por (2.8) x→d y ≤ x⇒d y y resulta la igualdad.
Dado que x ⇒i y ≤ x ⇒i y, por (2.8) afirmamos que x⊗ (x ⇒i y) ≤ y, aplicando (2.7)
resulta x⇒i y ≤ x→i y. Rećıprocamente, consideramos x→i y ≤ x→i y, que por (2.7)
resulta x⊗ (x→i y) ≤ y y por (2.8) x→i y ≤ x⇒i y y resulta la igualdad.

2
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Corolario 2.1. En las condiciones del Lema 2.4, 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 resulta un
ret́ıculo residual generalizado.

Lema 2.5. Sea 〈L,∧,∨, 0, 1〉 un ret́ıculo completo, →d,→i dos operaciones binarias que
satisfacen, para todo x, y, z,∈ L:

i) Si x ≤ y, entonces z →d x ≤ z →d y e y →d z ≤ x→d z,
z →i x ≤ z →i y e y →i z ≤ x→i z,

ii) cualquiera sea la familia {tj}j∈J

x→d (
∧

j∈J

tj) =
∧

j∈J

(x→d tj), x→i (
∧

j∈J

tj) =
∧

j∈J

(x→i tj), (2.9)

iii) y
x ≤ y →d z si y sólo si y ≤ x→i z (2.10)

entonces es posible definir:

x⊗ y =
∧

{t : x ≤ y →i t} =
∧

{t : y ≤ x→d t}, (2.11)

satisfaciendo la condición de par adjunto, y de manera única.

Demostración: Basta probar que se satisface la condición de par adjunto y la unicidad,
ya que el ret́ıculo completo asegura la existencia del ı́nfimo para cualquier subconjunto
no vaćıo. Recordemos que, por definición,

∧ ∅ = 1.
Observemos en primer lugar que {t : x ≤ y →i t} = {t : y ≤ x →d t}. Veamos que se
satisface (R2) y por la condición (2.10) queda probado (R1):

(⇒) Sea x⊗y ≤ z. Por (2.11),
∧{t : x ≤ y →i t} ≤ z, entonces y →i (

∧

x≤y→it

t) ≤ y →i z.

Por (2.9),
∧

x≤y→it

(y →i t) = y →i (
∧

x≤y→it

t) y resulta x ≤ y →i z.

(⇐) Sea x ≤ y →i z. Entonces z ∈ {t : x ≤ y →i t} y por lo tanto x⊗ y ≤ z.

Probemos la unicidad: sean ⊗1,⊗2 satisfaciendo (R1) (o (R2)): Dado que x⊗1 y ≤ x⊗1 y
resulta x ≤ y →d (x⊗1 y) que es equivalente a x⊗2 y ≤ x⊗1 y. Análogamente se prueba
que x⊗1 y ≤ x⊗2 y y resulta la igualdad.

2

Lema 2.6. En las condiciones del Lema 2.5, si, además,

x = 1 →d x = 1 →i x, para todo x ∈ L, (2.12)

entonces, para todo x, y, z ∈ L:
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1) 1 = x→d x = x→i x

2) x ≤ y es equivalente a x→i y = 1

3) x ≤ y es equivalente a x→d y = 1

4) (x⊗ y) ⊗ z = x⊗ (y ⊗ z)

5) x⊗ 1 = 1 ⊗ x = x.

Demostración:

1) Por la condición (2.12) afirmamos que x = 1 →d x, y por (2.10) x ≤ 1 →d x
es equivalente a 1 ≤ x →i x, de donde x →i x = 1. Análogamente se ve que
x→d x = 1.

2) x ≤ y = 1 →d y, por (2.12) y por (2.10) x ≤ 1 →d y es equivalente a 1 ≤ x →i y,
que es equivalente a x→i y = 1.

3) x ≤ y = 1 →i y, por (2.12) y por (2.10) x ≤ 1 →i y es equivalente a 1 ≤ x →d y,
que es equivalente a x→d y = 1.

4) (x⊗y)⊗z ≤ (x⊗y)⊗z es equivalente, por (R1) a x⊗y ≤ z →d ((x⊗y)⊗z), y por
(R2) y ≤ x →i (z →d ((x⊗ y) ⊗ z)). Por la Proposición 2.4, esto es equivalente a
y ≤ z →d (x→i ((x⊗y)⊗z)), por (R2) es equivalente a y⊗z ≤ x→i ((x⊗y)⊗z),
y finalmente por (R2) equivale a x⊗ (y ⊗ z) ≤ (x⊗ y) ⊗ z. Por un procedimiento
análogo vemos que (x⊗ y) ⊗ z ≤ x⊗ (y ⊗ z), y resulta la igualdad.

5) Por (2.12) x ≤ 1 →d x , que es equivalente, por (R1) a x ⊗ 1 ≤ x. Consideremos
ahora x⊗ 1 ≤ x⊗ 1, que por (R2) equivale a 1 ≤ x→i (x⊗ 1), y por la condición
(2.10) equivale a x ≤ 1 →d (x ⊗ 1) = x ⊗ 1, por (2.12). De ambas desigualdades,
por la propiedad antisimétrica resulta la igualdad.
Análogamente se prueba 1 ⊗ x = x.

2

Teorema 2.2. En las condiciones del Lema 2.6, L = 〈L,∧,∨,⊗,→d,→i, 0, 1, e〉 es un
ret́ıculo residual generalizado.

Demostración: Por el Lema 2.5 sabemos que se satisfacen (L1) a (L12), y (R1) y (R2).
Tomando e = 1 hemos probado (M1) y (M2) en el Lema 2.6. Para ver (M3), notemos
que x ⊗ z =

∧{t : x ≤ z →i t} =
∧

T e y ⊗ z =
∧{s : y ≤ z →i s} =

∧

S. Si x ≤ y y
s ∈ S, entonces x ≤ y ≤ z →d s y resulta que s ∈ T , es decir, si x ≤ y resulta S ⊆ T
y, en consecuencia

∧

T ≤ ∧

S, es decir, x ⊗ z ≤ y ⊗ z. La demostración de (M4) es
análoga. 2
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Proposición 2.5. [Tur92] Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual ge-
neralizado. Entonces si ⊗ es conmutativa, →i=→d.

Demostración: Sean y, z ∈ L. Dado que y →i z ≤ y →i z, por (R1) y la conmutatividad
resulta y ⊗ (y →i z) ≤ z , y por (R2) y →i z ≤ y →d z. Análogamente se puede ver que
y →d z ≤ y →i z, de donde resulta la igualdad. 2

Bajo estas condiciones, podemos afirmar, entonces

x⊗ y ≤ z sii x ≤ y → z (2.13)

donde →=→i=→d y se denomina el residuo, con respecto a la operación binaria ⊗
denominada producto.

Definición 2.4. [Tur92] El par (⊗,→) satisfaciendo (2.13) se dice un par adjunto.

Definición 2.5. Algunos autores ([HRT01], [JT02]) definen un producto residuado ⊗ si
existe una operación → que satisfaga:

x⊗ y ≤ z sii x ≤ y → z sii y ≤ x→ z

y llaman ret́ıculo residual a 〈L,∧,∨,⊗ →, e〉, donde 〈L,∧,∨〉 es un ret́ıculo (no nece-
sariamente acotado), 〈L,⊗, e〉 un monoide ordenado y → un residuo para ⊗.

Observación 2.5. Al definir ret́ıculo residual generalizado probamos en la Proposición
2.2 que se establece una conexión de Galois a derecha y otra a izquierda para cada
elemento de L. Si ⊗ es conmutativa el residuo es único y para cada x ∈ L definiendo:

ψx : P → Q por ψx(y) = x⊗ y y φx : Q→ P por φx(y) = x→ y. (2.14)

vemos que ψ, φ establecen una correspondencia de Galois.
En la Proposición 2.3 se establece una conexión de Galois simétrica que pierde sentido
al ser →i=→d.

Proposición 2.6. Sea L = 〈L,∧,∨〉 un ret́ıculo y (⊗,→) un par adjunto para L. En-
tonces, si L tiene primer elemento, necesariamente tiene último elemento.

Demostración: Sea 0 el primer elemento de L, por la Proposición 2.1, 0 = x ⊗ 0 ≤ 0,
lo que es equivalente a decir que x ≤ 0 → 0, cualquiera que sea x ∈ L. Es decir, 0 → 0
es el último elemento del ret́ıculo. 2

Observación 2.6. Podŕıa pensarse dualmente que la existencia de una cota superior
garantiza la presencia de un primer elemento. Esto no es cierto como lo veremos en el
siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.2. Consideremos el conjunto C = {2−k, k ∈ N} ∪ {1}, con el orden natural.
Entonces C = 〈C,∧,∨, 1〉 es un ret́ıculo con último elemento. El producto habitual y →
definida por

x→ y =

{

1 si x ≤ y

y/x en otro caso,

conforman par adjunto, ya que, tratándose de números reales positivos x.y ≤ z si y sólo
si x ≤ z/y, es decir, x ≤ y → z, siempre que y 6≤ z. Si y ≤ z se verifica trivialmente, ya
que x.y ≤ y y x ≤ 1 cualquiera que sea x ∈ C.

Proposición 2.7. [Höh95] Dada el álgebra 〈L,∧,∨,⊗, 0, 1, e〉, tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un
ret́ıculo con primer y último elemento y 〈L,⊗, e,≤〉 un monoide conmutativo ordenado,
si existe una operación binaria → tal que (⊗,→) sea un par adjunto, entonces el residuo
→ está uńıvocamente determinado por:

x→ y =
∨

{z : x⊗ z ≤ y}. (2.15)

Demostración: Sea Z = {z : x ⊗ z ≤ y}. Dado que x → y ≤ x → y, por (2.13)
x⊗ (x → y) ≤ y, luego x → y ∈ Z y también por (2.13) z ≤ x → y, cualquiera que sea
z ∈ Z, de donde x→ y =

∨{z : z ⊗ x ≤ y}.
La unicidad de la definición ya está probada en la Proposición 2.5. 2

Observación 2.7. El residuo x → y se define por
∨ {z : x⊗ z ≤ y} pero hemos visto

que x→ y ∈ {z : x⊗ z ≤ y}, entonces es el último elemento del conjunto [Bir67].

Definición 2.6. Un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 es un álgebra de tipo (2,2,2,2,0,0)
que satisface los axiomas:

(L1) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

(L2) x ∨ y = y ∨ x

(L3) x ∨ x = x

(L4) x ∨ (x ∧ y) = x

(L5) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

(L6) x ∧ y = y ∧ x

(L7) x ∧ x = x

(L8) x ∧ (x ∨ y) = x

(L9) x ∨ 0 = x
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(L10) x ∧ 0 = 0

(M1) x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y) ⊗ z

(M2) x⊗ e = x

(M3) si x ≤ y, entonces (x⊗ z) ≤ (y ⊗ z)

(M5) x⊗ y = y ⊗ x

(R) x⊗ y ≤ z, si y sólo si x ≤ y → z.

Observación 2.8. Dado que en las condiciones de la definición, la Proposición 2.6
garantiza la existencia del último elemento 1, se infiere de ésta que un ret́ıculo residual
es un ret́ıculo residual generalizado conmutativo, donde →d=→i=→.

A partir de la Proposición 2.7 se podŕıa deducir que si 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo
completo, para cualquier ⊗ tal que 〈L,⊗, e,≤〉 es un monoide ordenado abeliano, puede
definirse una operación → satisfaciendo la condición de par adjunto (2.13) que haga a
〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual. Esto, en general, no es cierto como se muestra
a continuación.

Ejemplo 2.3. Sea el ret́ıculo dado por el diagrama de Hasse y la operación ⊗ por la tabla:

a a

a

a

a

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

0

a b c

1 ⊗ 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 0 b
c 0 0 0 c c
1 0 a b c 1

⊗ es asociativa, isótona y conmutativa.
Dado que L es finito, es completo, y por lo tanto existe

∨{t : y ⊗ t ≤ z}, cualesquiera
sean y, z ∈ L. Entonces, si se define x → y =

∨{t : x ⊗ t ≤ y}, la operación residuo
está dada según la siguiente tabla:

→ 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 1 1 1 1 1
b 1 1 1 1 1
c 1 1 1 1 1
1 0 a b c 1
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Pero no es cierto que (⊗,→) sea un par adjunto ya que c ≤ c→ b y c⊗ c = c 6≤ b.
Luego, no es posible definir una estructura de ret́ıculo residual en la que el producto
coincida con el dado en la tabla.

Observamos que en el ret́ıculo anterior el producto definido no distribuye con respecto
al supremo. En efecto: c⊗ (a ∨ b) 6= (a⊗ c) ∨ (b⊗ c).
Más adelante veremos que la distributividad del producto respecto al supremo es sufi-
ciente para que el par adjunto dote al monoide de una estructura residuada.
Veamos un ejemplo donde la ecuación x⊗ (y∨ z) = (x⊗ y)∨ (x⊗ z) es válida para todo
x, y, z ∈ L.

Ejemplo 2.4. Sea el ret́ıculo C, con la operación ⊗ definida por la tabla:

a

a

a

a

a

0

a

b

c

1
⊗ 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 a b
c 0 0 a b c
1 0 a b c 1

⊗ es asociativa, isótona, conmutativa y distribuye con respecto al supremo.
L es finito y por lo tanto es completo, entonces, existe

∨{t : y⊗ t ≤ z}, cualesquiera que
sean y, z ∈ L. Definiendo x→ y =

∨{t : y ⊗ t ≤ z} obtenemos la siguiente tabla:

→ 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a c 1 1 1 1
b b c 1 1 1
c a b c 1 1
1 0 a b c 1

En este caso podemos verificar que (⊗,→) satisface la condición de par adjunto (2.13),
y en consecuencia, 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 resulta un ret́ıculo residual.
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De los ejemplos anteriores podŕıamos inferir que la relación de orden debe ser total o,
al menos, el ret́ıculo distributivo. Ninguna de estas dos condiciones son necesarias, como
vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5. El siguiente es un ret́ıculo residual conmutativo, no distributivo:

b

b

b

b

b

b

�����

!
!

!
!

@
@

@
@

HHHHH

0

a

b

c

d

1

⊗ 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 0 a
b 0 0 0 0 0 b
c 0 0 0 0 0 c
d 0 0 0 0 0 d
1 0 a b c d 1

→ 0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 d d 1 1
b d d 1 1 1 1
c d d d 1 1 1
d d d d d 1 1
1 0 a b c d 1

Lema 2.7. [Pav79] Sea 〈L,∧,∨, 0, 1〉 un ret́ıculo completo, ⊗ una operación binaria
tal que 〈L,⊗, e〉 es monoide ordenado conmutativo que satisface para todo x, y ∈ L y
{ti}i∈I ⊆ L,

x⊗ (
∨

i∈I

ti) =
∨

i∈I

(x⊗ ti). (2.16)

Entonces es posible definir:

x→ y =
∨

{t : x⊗ t ≤ y}. (2.17)

satisfaciendo la condición de par adjunto (2.13), y de manera única.

Demostración: Dado que el ret́ıculo es completo, para cualquier conjunto no vaćıo
{t : x ⊗ t ≤ y} existe

∨{t : x ⊗ t ≤ y}. Si {t : x ⊗ t ≤ y} = ∅ consideramos
∨ ∅ =

0. Por otra parte hemos probado en la Proposición 2.7 que en caso de existir el residuo
(para un producto dado), está uńıvocamente determinado por (2.15). Por lo tanto sólo
debemos probar que se satisface la condición de par adjunto, es decir:

x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y → z.

(⇒)Sea x⊗ y ≤ z. Entonces x ∈ {t : y ⊗ t ≤ z}, y resulta x ≤ y → z.

(⇐) Sea x ≤ y → z. Entonces, por (2.16) y (2.17), x⊗y ≤ (
∨

y⊗t≤z

t) ⊗ y =
∨

y⊗t≤z

(t⊗ y) = z.

Es decir, x⊗ y ≤ z. 2
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Corolario 2.2. En las condiciones del lema 2.7, 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 resulta un ret́ıculo
residual.

Ejemplo 2.6. Consideremos [0, 1] con el orden natural y x ⊗ y = x · y. Es claro que
〈[0, 1], ·, 1,≤〉 es un monoide ordenado, y se verifica (2.16). Estamos en las condiciones
del Lema 2.7, y podemos definir de manera única x→ y de acuerdo a (2.17).

x→ y =
∨

{t : x · t ≤ y} =

{

y/x si x 6= 0;

1 en otro caso.

Observación 2.9. Si no se satisfacen las condiciones pedidas en el lema, el residuo
obtenido puede no ser único, o bien no formar par adjunto con el producto. Veamos para
ello dos ejemplos:

Ejemplo 2.7. Veamos un caso finito. Consideremos el ret́ıculo L definido por el diagra-
ma de Hasse, con el producto ⊗ dado por la tabla:

a a

a

a

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

0

a b

1 ⊗ 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 a
b 0 0 0 b
1 0 a b 1

Con esta operación 〈L,⊗, 1,≤〉 es un monoide ordenado, pero no satisface (2.16). Si
definimos el residuo según (2.17), obtenemos la siguiente tabla:

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 1 1 1 1
b 1 1 1 1
1 0 a b 1

pero (⊗,→) no conforman un par adjunto, ya que 1 ⊗ a 6=≤ 0 y 1 ≤ a→ 0.

Dualmente al Lema 2.7 enunciamos el siguiente:

Lema 2.8. [Pav79] Sea 〈L,∧,∨, 0, 1〉 un ret́ıculo completo, → una operación binaria que
satisface, para todo x, y, z,∈ L:

i) Si x ≤ y, entonces z → x ≤ z → y e y → z ≤ x→ z,
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ii) y cualquiera sea la familia {ti}i∈I ⊆ L

x→ (
∧

i∈I

ti) =
∧

i∈I

(x→ ti), (2.18)

entonces es posible definir:

x⊗ y =
∧

{t : x ≤ y → t}, (2.19)

satisfaciendo la condición de par adjunto, y de manera única.

Demostración: Basta probar que se satisface la condición de par adjunto y la unicidad,
ya que el ret́ıculo completo asegura la existencia del ı́nfimo para cualquier {t : x ≤ y → t}
no vaćıo y, si {t : x ≤ y → t} = ∅ consideramos

∧ ∅ = 1.
Probemos en primer lugar: x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y → z.

(⇒) Sea x⊗ y ≤ z. Por (2.19),
∧{t : x ≤ y → t} ≤ z, entonces y → (

∧

x≤y→t

t) ≤ y → z.

Por (2.18),
∧

x≤y→t

(y → t) = y → (
∧

x≤y→t

t) y resulta x ≤ y → z.

(⇐) Sea x ≤ y → z. Entonces z ∈ {t : x ≤ y → t} y por lo tanto x⊗ y ≤ z.

Veamos ahora la unicidad: Sea T = {t : x ≤ y → t}.
Dado que x ⊗ y ≤ x ⊗ y resulta por la condición (2.13) que x ≤ y → (x ⊗ y), entonces
x⊗ y ∈ T .
Por (2.13), x⊗ y ≤ t, cualquiera que sea t ∈ T y resulta x⊗ y =

∧{t : x ≤ y → t}. 2

Ejemplo 2.8. Ejemplo de construcción del producto a partir del residuo: Consideremos
en el ret́ıculo representado por el diagrama de Hasse una operación binaria definida por
la tabla.

a a

a

a

a

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

0

a b

c

1 → 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 1 1 1 1 1
b 1 1 1 1 1
c 1 1 1 1 1
1 0 a b c 1
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Esta operación, que consideramos un residuo, satisface las condiciones del Lema 2.8.
Entonces se puede definir el producto según (2.19):

⊗ 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 0 b
c 0 0 0 0 c
1 0 0 0 0 1

Aśı definido (⊗,→) cumple la condición de par adjunto, es decir, satisface (2.13).

Observación 2.10. En general 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉, en las condiciones del Lema 2.8,
no es necesariamente un ret́ıculo residual, ya que no necesariamente 〈L,⊗, e〉 resulta un
monoide.
En el Ejemplo 2.8, el producto es asociativo e isótono en ambas variables, pero no existe
elemento neutro para la operación ⊗. La operación tampoco es conmutativa, pero este
hecho no es de relevancia, ya que, simplemente podŕıa generar un nuevo residuo que
completara la estructura de ret́ıculo residual generalizado.

Ejemplo 2.9. Consideremos la cadena L = 0 < a < b < 1, con la operación → definida
por:

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a b 1 1 1
b a a 1 1
1 0 a b 1

Esta operación satisface las condiciones del Lema 2.8, lo que nos permite definir x⊗ y =
∧{t : x ≤ y → t}, de este modo obtenemos la tabla:

⊗ 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 a
b 0 a b b
1 0 a b 1

〈L,⊗, 1〉 es un monoide no conmutativo. Este hecho hace que se puedan definir dos re-
siduos: x→d y =

∨{t : x⊗ t ≤ y} y x→i y =
∨{t : t⊗ x ≤ y}, cuyas tablas son:
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→i 0 a b 1
0 1 1 1 1
a b 1 1 1
b a a 1 1
1 0 a b 1

→d 0 a b 1
0 1 1 1 1
a a 1 1 1
a a a 1 1
1 0 a b 1

y 〈L,∧,∨,⊗,→d,→i, 0, 1, b〉 resulta un ret́ıculo residual generalizado.

Ejemplo 2.10. Consideremos ahora la misma cadena L = 0 < a < b < 1, con el residuo
definido por:

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 0 1 1 1
b 0 a 1 1
1 0 a b 1

Según el Lema 2.8 x ⊗ y =
∧{t : x ≤ y → t} y y ⊗ x =

∧{t : y ≤ x → t}. Dado que
el residuo definido en la tabla satisface x ≤ y → z si y sólo si y ≤ x → z, garantiza la
conmutatividad de ⊗ que resulta:

⊗ 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 a a a
b 0 a b b
1 0 a b 1

y, por lo tanto, 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, b〉 es un ret́ıculo residual.

Ejemplo 2.11. En el intervalo unitario real definimos el residuo por

x→i y =

{

1 si x ≤ y;

y en caso contrario.

satisface las condiciones del lema. Definamos el producto según (2.19):

x⊗ y =
∧

{t : x ≤ y → t} = x ∧ y.
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En efecto: [0, 1] con el orden habitual es un conjunto totalmente ordenado, entonces las
posibilidades son dos:

caso 1): x ≤ y: y →i x = x y es el menor t que cumple x ≤ y → t. Además, x ∧ y = x.

caso 2): x > y. x ≤ y → y, e y es el menor t que lo satisface. Además x ∧ y = y.

En ambos casos x⊗ y = x ∧ y. Este par adjunto se llama par de Gödel, [Tur92].

Observación 2.11. Si bien los ret́ıculos residuales son de amplia aplicación en el campo
de la lógica algebraica no debemos olvidar que tienen sus ráıces en teoŕıa de ideales. En
uno de sus trabajos al respecto M. Ward y R. P. Dillworth [DW39] anuncian que las
operaciones de multiplicación y residuación que definirán tienen propiedades semejantes
a las denominadas de igual forma en teoŕıa de ideales y notan x⊗ y con x.y y x→ y con
y : x, de este modo la condición de par adjunto se escribe: x.y ≤ z si y sólo si x ≤ z : y.
Entonces, si leemos la fórmula anterior con igualdades, decimos: z es el producto de x e
y si y sólo si z dividido y es x.

Los siguientes resultados se han recopilado de [Tur92] y [Höh95].

Lema 2.9. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 un ret́ıculo residual. Para todo x, y, z ∈ L, con 1 =
0 → 0, se verifican:

1) i) x→ 1 = 1

ii) x⊗ 0 = 0

iii) 0 → x = 1

iv) e ≤ x→ x

v) e→ x = x

2) i) x⊗ (x→ y) ≤ y

ii) y ≤ x→ (x⊗ y)

3) Si x ≤ y entonces x⊗ z ≤ y ⊗ z

4) Si x ≤ y entonces:

i) z → x ≤ z → y

ii) y → z ≤ x→ z

5) (x→ y) ⊗ (y → z) ≤ x→ z

6) x⊗ (y ∨ z) = (x⊗ y) ∨ (x⊗ z)

7) x⊗ (y ∧ z) ≤ (x⊗ y) ∧ (x⊗ z)
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8) x→ (y ∧ z) = (x→ y) ∧ (x→ z)

9) (x ∨ y) → z = (x→ z) ∧ (y → z)

10) (x⊗ y) → z = x→ (y → z)

11) x→ (y → z) = y → (x→ z)

12) (x→ z) ∨ (y → z) ≤ (x ∧ y) → z

13) (x→ y) ∨ (x→ z) ≤ x→ (y ∨ z)

14) x⊗ (x→ y) = y sii existe z ∈ L tal que x⊗ z = y

15) x→ (x⊗ y) = y sii existe z ∈ L tal que x→ z = y

16) x→ y ≤ (x⊗ z) → (y ⊗ z)

17) (x→ y) ⊗ (z → t) ≤ (x⊗ z) → (y ⊗ t)

18) (x→ y) ⊗ (y → x) ≤ ((x⊗ z) → (y ⊗ z)) ⊗ ((y ⊗ z) → (x⊗ z))

19) x→ y ≤ (y → z) → (x→ z)

20) x→ y ≤ (z → x) → (z → y)

21) y ≤ x→ (x⊗ y)

22) (x→ y) ⊗ z ≤ x→ (y ⊗ z)

23) x⊗ (x→ x) = x

24) (x→ x) ⊗ (x→ x) = x→ x

25) (x ∨ y) ⊗ (x ∧ y) ≤ x⊗ y

26) x ≤ (x→ y) → y

27) ((y → x) → x) → x = y → x.

Demostración:

1-i) Dado que x→ 1 ≤ 1, considerando 1 ⊗ x ≤ 1 y (2.13) resulta la igualdad.

1-ii) Por (2.13) x⊗ 0 ≤ 0 sii 0 ≤ x→ 0, lo que se verifica por definición.

1-iii) Dado que 1 ⊗ 0 = 0, resulta 1 ⊗ 0 ≤ x y por (2.13) 1 ≤ 0 → x.
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1-iv) e⊗ x = x ≤ x, y por (2.13) e ≤ x→ x.

1-v) Ya que x ⊗ e = x, resulta por la condición de par adjunto que x ≤ e → x. Como
e→ x = e→ x, por la misma condición afirmamos e⊗(e→ x) ≤ x, y considerando
que e→ x = e⊗ (e→ x) resulta x = e→ x.

2-i) Resulta de x→ y ≤ x→ y, la condición (2.13) y la conmutatividad de ⊗.

2-ii) Resulta de x⊗ y ≤ x⊗ y, la condición (2.13) y la conmutatividad de ⊗.

3) Sea x ≤ y. De 2-ii) y ≤ z → (y ⊗ z) y resulta x ≤ z → (y ⊗ z). Por (2.13),
x⊗ z ≤ y ⊗ z.

4-i) Sea x ≤ y. Por 2-i) z⊗ (z → x) ≤ x, entonces z⊗ (z → x) ≤ y, por (2.13). Resulta
z → x ≤ z → y.

4-ii) Sea x ≤ y. Por 3) x ⊗ (y → z) ≤ y ⊗ (y → z). Por 2-i) y ⊗ (y → z) ≤ z. Resulta
entonces x⊗ (y → z) ≤ z y por (2.13) y → z ≤ x→ z.

5) Considerando x ⊗ (x → y) ⊗ (y → z) ≤ y ⊗ (y → z) ≤ z, por 2-ii), y por la
condición de par adjunto (2.13) resulta (x→ y) ⊗ (y → z) ≤ x→ z.

6) Por 2-ii), y ≤ x → (x ⊗ y) y z ≤ x → (x ⊗ z). Por 4-i) x → (x ⊗ y) ≤
≤ x→ ((x⊗ y) ∨ (x⊗ z)) y x→ (x⊗ z) ≤ x→ ((x⊗ y) ∨ (x⊗ z)), de donde
y ∨ z ≤ x→ ((x⊗ y) ∨ (x⊗ z)) y por (2.13), x⊗ (y ∨ z) ≤ (x⊗ y) ∨ (x⊗ z).
Por 3), x⊗y ≤ x⊗(y∨z) y x⊗z ≤ x⊗(y∨z), de donde (x⊗y)∨(x⊗z) ≤ x⊗(y∨z)
y resulta la igualdad.

7) Por 3), x⊗ (y ∧ z) ≤ x⊗ y y x⊗ (y ∧ z) ≤ x⊗ z. Resulta entonces x⊗ (y ∧ z) ≤
≤ (x⊗ y) ∧ (x⊗ z).

8) Dado que y ∧ z ≤ z y y ∧ z ≤ y, por 4-i) resulta x → (y ∧ z) ≤ x → z y
x→ (y ∧ z) ≤ x→ y, en consecuencia x→ (y ∧ z) ≤ (x→ y) ∧ (x→ z).
Por otro lado (x→ y)∧(x→ z) ≤ x→ y y (x→ y)∧(x→ z) ≤ x→ z. Luego, por
3), x⊗((x→ y)∧(x→ z)) ≤ x⊗(x→ y) y x⊗((x→ y)∧(x→ z)) ≤ x⊗(x→ z).
Por 2-i) x⊗ (x→ y) ≤ y y x⊗ (x→ y) ≤ z. Resulta x⊗ ((x→ y) ∧ (x→ z)) ≤ y
y x⊗ ((x→ y) ∧ (x→ z)) ≤ z.
Por (2.13), (x → y) ∧ (x → z) ≤ x → y y (x → y) ∧ (x → z) ≤ x → z de donde
sigue la igualdad.

9) Dado que x ≤ x∨y e y ≤ x∨y, por 4-ii), (x∨y) → z ≤ x→ z y (x∨y) → z ≤ y → z,
y, en consecuencia (x ∨ y) → z ≤ (x→ z) ∧ (y → z).
En virtud de 6), resulta:
((x→ z)∧(y → z))⊗(x∨y) = (((x→ z)∧(y → z))⊗x)∨(((x→ z)∧(y → z))⊗y)
Considerando las desigualdades x ⊗ ((x → z) ∧ (y → z)) ≤ x ⊗ (x → z) e
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y ⊗ ((x→ z) ∧ (y → z)) ≤ y ⊗ (y → z) y que por el inciso 2-i) x⊗ (x → z) ≤ z e
y ⊗ (y → z) ≤ z, resulta entonces, ((x→ z) ∧ (y → z)) ⊗ (x ∨ y) ≤ z.
Por (2.13), ((x→ z) ∧ (y → z)) ≤ (x ∨ y) → z y resulta la igualdad.

10) (x ⊗ y) ⊗ (x → (y → z)) = y ⊗ (x ⊗ (x → (y → z))) ≤ y ⊗ (y → z) ≤ z por 2-i).
Luego, por (2.13), x→ (y → z) ≤ (x⊗ y) → z.
Para la otra desigualdad consideremos (x ⊗ y) ⊗ ((x ⊗ y) → z) ≤ z por 2-i). Por
(2.13), x⊗ ((x⊗ y) → z) ≤ y → z y (x⊗ y) → z ≤ x→ (y → z), de donde resulta
la igualdad.

11) Resulta de la Proposición 2.4.

12) Por 4-ii), podemos escribir: x→ z ≤ (x∧ y) → z e y → z ≤ (x∧ y) → z, de donde
resulta (x→ z) ∨ (y → z) ≤ (x ∧ y) → z.

13) Por 4-i), podemos escribir: x→ y ≤ x→ (y ∨ z) y x→ z ≤ x→ (y ∨ z), de donde
resulta (x→ y) ∨ (x→ z) ≤ x→ (y ∨ z).

14) Por 2-i), x⊗(x→ y) ≤ y. Sea z tal que x⊗z = y. Por (2.13) resulta que z ≤ x→ y,
y por 3), x⊗ z ≤ x⊗ (x→ y), en consecuencia y ≤ x⊗ (x→ y), de donde resulta
la igualdad.
La otra implicación es trivial.

15) Por 2-ii) y ≤ x → (x ⊗ y). Sea z tal que x → z = y, entonces por (2.13) resulta
x⊗ y ≤ z y por por 4-i), x→ (x⊗ y) ≤ x→ z = y. Considerando x⊗ y ≤ x⊗ y y
nuevamente la condición (2.13), obtenemos: x → (x⊗ y) ≥ y, de donde resulta la
igualdad.
La otra implicación es trivial.

16) Por la condición de par adjunto, probar que x → y ≤ (x ⊗ z) → (y ⊗ z) es
equivalente a probar (x→ y) ⊗ (x⊗ z) ≤ y ⊗ z, que se verifica por 2-i) y 3).

17) Para probar (x → y) ⊗ (z → t) ≤ (x ⊗ z) → (y ⊗ t) usaremos la condición
de par adjunto (2.13) y probaremos (x → y) ⊗ (z → t) ⊗ (x ⊗ z) ≤ (y ⊗ t).
(x→ y)⊗ (z → t)⊗ (x⊗ z) = (x⊗ (x→ y))⊗ (z⊗ (z → t)), luego aplicando 2-i),
obtenemos la desigualdad.

18) Por 16) afirmamos x → y ≤ (x ⊗ z) → (y ⊗ z) e y → x ≤ (y ⊗ z) → (x ⊗ z),
aplicando la ley de monotońıa que probamos en 3) resulta, (x → y) ⊗ (y → x) ≤
((x⊗ z) → (y ⊗ z)) ⊗ ((y ⊗ z) → (x⊗ z)).

19) Aplicando la condición (2.13) a la propiedad 5), resulta la proposición.

20) (z → x) ⊗ (x → y) ≤ (z → y) por el inciso 5), la conmutatividad de ⊗, y la
condición de par adjunto (2.13), resulta la proposición.



44 CAPÍTULO 2. RETÍCULOS RESIDUALES

21) Dado que y ⊗ x ≤ x⊗ y, aplicando la condición (2.13) resulta y ≤ x→ (x⊗ y).

22) Por el inciso anterior, y ≤ z → (y ⊗ z); por 4-i), x → y ≤ x → (z → (y ⊗ z));
aplicando el inciso 11), vemos que x→ (z → (y⊗z)) = z → (x→ (y⊗z)) y resulta
x→ y ≤ z → (x→ (y⊗ z)), y por la condición (2.13), (x→ y)⊗ z ≤ x→ (y⊗ z).

23) x⊗ (x→ x) ≤ x por 2-i). Por 1-iv) y 3), x⊗ (x→ x) ≥ x⊗ e = x, en consecuencia
x⊗ (x→ x) = x.

24) (x→ x) ⊗ (x→ x) ≤ x→ x en virtud de 5).
Por 1-iv),(x→ x)⊗ (x→ x) ≥ e⊗ (x→ x) = x→ x de donde resulta la igualdad.

25) (x ∨ y) ⊗ (x ∧ y) = (x ⊗ (x ∧ y)) ∨ (y ⊗ (x ∧ y)), por la propiedad 6). Además,
(x ⊗ (x ∧ y)) ∨ (y ⊗ (x ∧ y)) ≤ (x ⊗ y) ∨ (y ⊗ x) y dada la conmutatividad del
monoide resulta la propiedad.

26) Por el inciso 2-i) afirmamos que x ⊗ (x → y) ≤ y, que por la condición de par
adjunto (2.13) resulta x ≤ (x→ y) → y.

27) s = r → x, entonces s→ x = (r → x) → x. Buscamos probar (r → x) → x = r
Por 2-i) r ⊗ (r → x) ≤ x y, en consecuencia r ≤ (r → x) → x.
y ⊗ r = y ⊗ (y → x) ≤ x por 2-i), es decir, y ⊗ r ≤ x, lo que equivale por la
condición (2.13) a y ≤ r → x, y aplicando 4-ii) resulta (r → x) → x ≤ y → x = r.

2

Lema 2.10. [Höh95] Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 un ret́ıculo residual. Se verifican:

1) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z

2) x ∧ (y → (x⊗ y)) = x

3) ((x→ y) ⊗ x) ∨ y = y

4) (z → x) ∧ (z → (x ∨ y)) = z → x.

Demostración: Son formas equivalentes de enunciar, respectivamente, las propiedades
3), 2-i), 2-ii) y 4-i) del Lema 2.9.

1) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z es equivalente a x⊗ z ≤ (x ∨ y) ⊗ z, que se verifica
aplicando 3) a la desigualdad x ≤ x ∨ y.

2) x∧ (y → (x⊗ y)) = x equivale a decir x ≤ y → (x⊗ y), que es la desigualdad 2-ii).

3) ((x→ y) ⊗ x) ∨ y = y equivale a (x→ y) ⊗ x ≤ y que está enunciado en 2-i).

4) (z → x)∧(z → (x∨y)) = z → x resulta de 4-i) aplicado a la desigualdad x ≤ x∨y.
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2

Lema 2.11. [Höh95]Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo
acotado. Si 〈L,⊗, e〉 es un monoide conmutativo y se satisfacen, para todo x, y, z ∈ L,
las condiciones:

1) ((x→ y) ∨ (x→ z)) ∨ (x→ (y ∨ z)) = x→ (y ∨ z)

2) (x⊗ (x→ y)) ∨ y = y

3) x ∧ (y → (x⊗ y)) = x

4) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z.

entonces 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 es un ret́ıculo residual.

Demostración: Para comprobar que se trata de un ret́ıculo residual debemos verificar
las condiciones de la Definición 2.6. (L1) a (L10) se satisfacen porque 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un
ret́ıculo acotado, dado que 〈L,⊗, e〉 es monoide conmutativo se satisfacen (M1), (M2) y
(M5). Probemos (M3): Supongamos que x ≤ y, entonces x⊗ z ≤ y⊗ z. Si x ≤ y resulta
x ∨ y = y y aplicando 4) resulta (x⊗ z) ∧ (y ⊗ z) = x⊗ z, de donde x⊗ z ≤ y ⊗ z.
Probemos ahora (R), la condición de par adjunto: Sea x⊗y ≤ z. Entonces (x⊗y)∨z = z,
por lo tanto y → z = y → ((x⊗y)∨z) ≥ (y → (x⊗y)∨ (y⊗z), por 1). Resulta entonces
y → z ≥ y → (x⊗ y) ≥ x, por 3). Para la rećıproca supongamos que x ≤ y → z. Por la
ley de monotońıa que probamos y ⊗ x ≤ y ⊗ (y → z) ≤ z por 2).
Entonces, queda probado que (⊗,→) es un par adjunto, 2

Teorema 2.3. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0, 0) es un ret́ıculo
residual si y sólo si satisface las siguientes ecuaciones:

(L1) x ∨ (y ∨ z) ≈ (x ∨ y) ∨ z

(L2) x ∨ y ≈ y ∨ x

(L3) x ∨ x ≈ x

(L4) x ∨ (x ∧ y) ≈ x

(L5) x ∧ (y ∧ z) ≈ (x ∧ y) ∧ z

(L6) x ∧ y ≈ y ∧ x

(L7) x ∧ x ≈ x

(L8) x ∧ (x ∨ y) ≈ x

(L9) x ∨ 0 ≈ x
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(L10) x ∧ 0 ≈ 0

(L11) x ∨ 1 ≈ 1

(L12) x ∧ 1 ≈ x

(P1) x⊗ (y ⊗ z) ≈ (x⊗ y) ⊗ z

(P2) x⊗ y ≈ y ⊗ x

(P3) x⊗ e ≈ x

(P4) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) ≈ x⊗ z

(RR1) ((x→ y) ∨ (x→ z)) ∨ (x→ (y ∨ z)) ≈ x→ (y ∨ z)

(RR2) (x⊗ (x→ y)) ∨ y ≈ y

(RR3) x ∧ (y → (x⊗ y)) ≈ x.

Por lo tanto, los ret́ıculos residuales integrales forman una variedad.

Demostración: Un ret́ıculo residual satisface (L1) a (L12) y (P1) a (P4) por Definición
2.6. Del Lema 2.9 por el inciso 13) resulta (RR1), por el 2.i) (RR2) y de 2.ii) resulta
(RR3). La rećıproca sigue del Lema 2.11. 2

2.2. Ret́ıculos residuales integrales

Muchas lógicas admiten la tesis x → x, esto significa que en el ret́ıculo x → x = 1, o
dicho de otro modo, x→ x es el último elemento del ret́ıculo, cualquiera que sea x. Con
las condiciones impuestas hasta el momento no es cierto que se verifique en general.

Ejemplo 2.12. Consideremos el ret́ıculo residual L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉:

a a

a

a

a
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!
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!
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@
@

0

a b

c

1
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Con las operaciones:

⊗ 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 a b c 1
b 0 b 1 1 1
c 0 c 1 1 1
1 0 1 1 1 1

→ 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 0 a b c 1
b 0 0 a a 1
c 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1

Observación 2.12. En virtud del Lema 2.9.4-ii) si x → x = 1, cualquiera que sea x
en el ret́ıculo, y → x = 1 cualquiera que sea y ≤ x. Aún más, son válidas las siguientes
equivalencias:

Lema 2.12. [Höh95] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 un ret́ıculo residual, entonces son equiva-
lentes:

1) e = 1;

2) 1 = x→ y si y sólo si x ≤ y;

3) x = 1 → x, cualquiera que sea x ∈ L;

4) 1 = x→ x, cualquiera que sea x ∈ L.

Demostración: 1) ⇒ 2): Sea 1 = e. Por (2.13) e ≤ x → y si y sólo si e ⊗ x ≤ y.
Reemplazando e por 1, y utilizando el axioma (M2), obtenemos 1 ≤ x → y si y sólo si
x ≤ y.

2) ⇒ 3): Por 2), x ≤ 1 → x es equivalente a 1 ≤ x → (1 → x). Por el Lema 2.9.11)
x→ (1 → x) =1 → (x → x), en consecuencia, x ≤ 1 → x resulta equivalente a 1 ≤
1 → (x → x). Por 2) 1 ≤ 1 → (x → x) es equivalente a 1 ≤ x → x, y 1 ≤ x → x es
equivalente a x ≤ x, lo cual se verifica trivialmente.
Por 2) 1 → x ≤ x es equivalente a 1 ≤ (1 → x) → x, que por la condición de par adjunto
(2.13) es equivalente a 1⊗ (1 → x) ≤ x lo que se verifica por el Lema 2.9.2-i). De ambos
razonamientos resulta la igualdad.

3) ⇒ 4): Dado que 1 es el último elemento, sabemos que x → x ≤ 1, resta ver que
1 ≤ x→ x. Por (2.13)1 ≤ x→ x es equivalente a 1⊗x ≤ x, dado que x = 1 → x resulta
1 ⊗ x = 1 ⊗ (1 → x) ≤ x, por el Lema 2.9.2-i)

4) ⇒ 1): Por el Lema 2.9.3), resulta x = x⊗ e ≤ x⊗ 1. Dado que x → x = 1, resulta 1
el último elemento del conjunto {t : x ⊗ t ≤ x}, por la Proposición 2.7 y, por lo tanto,
satisface la condición x⊗ 1 ≤ x, es decir, resulta x⊗ 1 = x y, en consecuencia, e = 1.

2
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Definición 2.7. [Höh95] Un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 se dice integral si e, es
decir, la unidad del monoide, es el último elemento del ret́ıculo.

Definición 2.8. [JT02] Dado un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 se define el cono
negativo a 〈L−,∧,∨,⊗,→−, 0, e〉, donde L− = {x ∈ L : x ≤ e} y x→− y = (x→ y) ∧ e.
Lema 2.13. Si 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 es un ret́ıculo residual, 〈L−,∧,∨,⊗,→−, 0, e〉, el
cono negativo de L es un ret́ıculo residual integral.

Demostración: Para verificar que se trata de un ret́ıculo residual sólo se debe comprobar
(R), ya que (L1) a (M5) se satisfacen trivialmente.
Sean x, y, z ∈ L−. Si x ⊗ y ≤ z entonces x ≤ y → z. Dado que x = x ∧ e resulta
x ≤ (y → z) ∧ e = y →− z. Si x ≤ y →− z, pero y →− z = (y → z) ∧ e ≤ y → z, de
donde x ⊗ y ≤ z y se verifica (R). La integralidad del ret́ıculo residual está asegurada
por la propia definición del conjunto L−. 2

Ejemplo 2.13. Ejemplo de ret́ıculo residual integral.
Sea el álgebra L = 〈L,∨,∧,⊗,→, 0, 1〉 dada por el diagrama de Hasse y las tablas
siguientes:

a a

a

a

a

a a

a

a
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!
!!

!
!!

@
@@

@
@@

@
@@

@
@@

p

q r

s

t

0

u v

1

⊗ 0 p q r s t u v 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
p 0 0 0 0 0 p p p p
q 0 0 0 0 0 q q q q
r 0 0 0 0 0 r r r r
s 0 0 0 0 0 s s s s
t 0 p q r s t t t t
u 0 p q r s t u t u
v 0 p q r s t t v v
1 0 p q r s t u v 1

→ 0 p q r s t u v 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
p s 1 1 1 1 1 1 1 1
q s s 1 s 1 1 1 1 1
r s s s 1 1 1 1 1 1
s s s s s 1 1 1 1 1
t 0 p q r s 1 1 1 1
u 0 p q r s v 1 v 1
v 0 p q r s u u 1 1
1 0 p q r s t u v 1

.
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Ejemplo 2.14. Sea 〈R,∧,∨, 0, u〉 un ret́ıculo acotado. 1 6∈ R, consideremos R + {1} el
ret́ıculo determinado por la relación de orden x ≤ y si y sólo si y = 1 ó x ≤R y. Si se
definen las operaciones binarias ⊗ y → por:

x⊗ y =

{

0 si x 6= 1 6= y,

x ∧ y en otro caso;
x→ y =











1 si x ≤ y,

y si x = 1,

u en otro caso ;

entonces (⊗,→) es un par adjunto.
En efecto: Si x⊗ y ≤ z pueden ocurrir tres casos:
caso 1): x 6= 1 6= y. Se verifica x ⊗ y ≤ z cualquiera sea z ∈ L e y → z ≥ u, ya que
y → z < u únicamente si y = 1. Entonces x ≤ y → z.
caso 2): x = 1; x⊗y ≤ z es equivalente a y ≤ z y resulta y → z = 1 entonces x ≤ y → z.
caso 3): y = 1; x ⊗ y ≤ z es equivalente a x ≤ z. Además, resulta y → z = 1 → z = z
entonces x ≤ y → z.
Supongamos ahora que x ≤ y → z.
caso 1): y ≤ z, entonces y → z = 1 y la desigualdad x ≤ y → z es válida para todo
x ∈ L, y se verifica, aplicando la propiedad transitiva que, x ⊗ y ≤ x ∧ y ≤ y ≤ z. Es
decir, x⊗ y ≤ z.
caso 2): y = 1; x ≤ y → z es equivalente a x ≤ z y como x ⊗ y = x ⊗ 1 = x, resulta
x⊗ y ≤ z.
caso 3): y → z = u, entonces y 6= 1, entonces y ∈ R. Como x ≤ y → z resulta x ≤ u y
x, y ∈ R, de donde x⊗ y = 0 y se verifica x⊗ y ≤ z.

Veamos ahora que 〈R + {1},⊗, 1,≤〉 es un monoide conmutativo ordenado:
Probemos en primer lugar la propiedad asociativa. x⊗ (y⊗z) = (x⊗y)⊗z. Nuevamente
procederemos por casos:
caso 1): x = 1; 1 ⊗ (y ⊗ z) = y ⊗ z = (1 ⊗ y) ⊗ z.
caso 2): y = 1; x⊗ (1 ⊗ z) = 1 ⊗ y = (x⊗ 1) ⊗ z.
caso 3): z = 1; x⊗ (y ⊗ 1) = x⊗ y = (x⊗ y) ⊗ 1.
caso 4): x, y, z 6= 1; x⊗ (y ⊗ z) = x⊗ 0 = 0 = 0 ⊗ z = (x⊗ y) ⊗ z.

Se ve fácilmente que x⊗ y = y⊗x para todo x, y ∈ R+{1} y además x⊗1 = 1⊗x = x,
por lo tanto 〈R + {1},⊗, 1〉 es un monoide conmutativo. Resta ver que es ordenado.
Sea x ≤ y en R + {1}:
caso 1): x = 1. Entonces y = 1 y cualquiera que sea z ∈ R + {1} verifica x⊗ z ≤ y ⊗ z.
caso 2): y = 1. Entonces y⊗ z = z y x⊗ z puede ser 0 ó z. De ambas posibilidades surge
x⊗ z ≤ y ⊗ z.
caso 3): x 6= 1 6= y. Entonces x⊗ z = 0 e y ⊗ z = 0, de donde x⊗ z ≤ y ⊗ z.
En cualquier caso Si x ≤ y, entonces x ⊗ z ≤ y ⊗ z y 〈R + {1},⊗, 1,≤〉 es un monoide
conmutativo ordenado.
Resulta, finalmente, que 〈R + {1},∧,∨,⊗ →, 0〉 es un ret́ıculo residual integral.
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Ejemplo 2.15. Consideremos el conjunto L = {x = 1/n, n ∈ N} ∪ {0} con el orden
habitual, definimos:

x⊗ y =

{

0 si x 6= 1 6= y;

x ∧ y en otro caso ;
x→ y =











1 si x ≤ y,

y si x = 1,
1
2

en otro caso.

Es claro que este ejemplo es una instancia del Ejemplo 2.14

Teorema 2.4. Para que un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 sea integral es condición
necesaria y suficiente que x ≤ y si y sólo si x→ y = 1.

Demostración: Inmediata a partir del Lema 2.12. 2

Proposición 2.8. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 un ret́ıculo residual. Si existe z ∈ L
tal que 1 ⊗ z = e entonces 1 = e.

Demostración: Sea 1 ⊗ z = e. Por el Lema 2.9.14). 1 ⊗ (1 → e) = e, pero como
1 = e ⊗ 1, reemplazando se obtiene 1 = (1 ⊗ (1 → e)) ⊗ 1 y por conmutatividad y
asociatividad resulta 1 = (1⊗1)⊗ (1 → e). De la desigualdad e ≤ 1, por el Lema 2.9. 3),
1⊗e ≤ 1⊗1 y resulta 1 ≤ 1⊗1, y como 1 es el último elemento 1 = 1⊗1. Reemplazando
en 1 = (1 ⊗ 1) ⊗ (1 → e) resulta 1 = 1 ⊗ (1 → e) = e. 2

Lema 2.14. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0〉 un ret́ıculo residual integral. Se verifica:

1) 0 → x = 1

2) x⊗ y ≤ y

3) x ≤ y → x

4) x⊗ (x→ y) ≤ x ∧ y

5) ((x ∧ y) → z) ⊗ (x→ y) ≤ x→ z

6) x→ (x⊗ z) ≤ x→ z

7) Si x ∧ y = 0, entonces x→ y = x→ 0.

8) x→ y = (x ∨ y) → y

9) Si x = y → x e y ⊗ z ≤ x, entonces z ≤ x.

10) Si x ∨ y = 1, entonces
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i) x⊗ y = x ∧ y
ii) x ∨ z = x ∨ (y ⊗ z)

iii) x ∨ z = y → (x ∨ z)

11) Si x→ y = x→ z para todo x ∈ L, entonces y = z.
Análogamente, si z → x = y → x para todo x ∈ L, entonces y = z.

12) x ∨ y ≤ ((x→ y) → y) ∧ ((y → x) → x).

13) x→ (x ∨ y) = 1.

14) (x ∧ y) → x = 1.

15) x ≤ ((x→ y) → y).

Demostración:

1) Considerando 1⊗0 ≤ x y la condición de par adjunto (2.13) obtenemos 1 ≤ 0 → x.

2) x ≤ 1 = y → y y por la condición de par adjunto (2.13) resulta x⊗ y ≤ y.

3) Trivial a partir de 2) y la condición de par adjunto (2.13).

4) Por el Lema 2.9.2-i) resulta x⊗(x→ y) ≤ y; por 2), x⊗(x→ y) ≤ x∧(x→ y) ≤ x,
y resulta entonces que x⊗ (x→ y) ≤ (x ∧ y).

5) Aplicando a 4) el Lema 2.9.4-ii) resulta (x ∧ y) → z ≤ (x ⊗ (x → y)) → z, pero
(x ⊗ (x → y)) → z = x → ((x → y)) → z) = (x → y) → (x → z) y por la
condición de par adjunto (2.13) resulta ((x ∧ y) → z) ⊗ (x→ y) ≤ x→ z.

6) x→ (x⊗z) ≤ x→ z, por la condición (2.13) es equivalente a x⊗ (x→ (x⊗ z)) ≤ z
lo que se verifica por el Lema 2.9.2-i) y 2.14.2).

7) 0 ≤ y, luego, por el Lema 2.9.4-i) resulta x → 0 ≤ x → y. Considerando x → 0 =
∨{t : x⊗ t ≤ 0}, y x⊗ (x→ y) ≤ x ∧ y = 0, resulta x→ y ∈ {t : x⊗ t ≤ 0} y, en
consecuencia x→ y ≤ x→ 0.

8) Por el Lema 2.9.9), (x∨ y) → y = (x→ y)∧ (y → y) y, aplicando el Lema 2.12.4),
resulta la propiedad.

9) Por los Lemas 2.9.10) y 2.12.2) z → x = z → (y → x) = (z ⊗ y) → x = 1 y
nuevamente por el lema 2.12.2) resulta z ≤ x.

10) i) Por el Lema 2.9.25) (x∨y)⊗(x∧y) ≤ x⊗y. Como x∨y = 1 resulta x∧y ≤ x⊗y.
Por el inciso 2) resulta la otra desigualdad.
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10) ii) z = z ⊗ 1 = z ⊗ (x∨ y). Aplicando el Lema 2.9.6) resulta z = (z ⊗ x) ∨ (z ⊗ y),
de donde x ∨ z = x ∨ (x⊗ z) ∨ (y ⊗ z) = x ∨ (y ⊗ z).

10) iii) x∨ z = 1 → (x∨ z) = (x∨ y) → (x∨ z). Por el Lema 2.9.9) (x∨ y) → (x∨ z) =
(x→ (x ∨ z)) ∧ (y → (x ∨ z) = y → (x ∨ z)), aplicando el Lema 2.12.2).

11) Sea x → y = x → z para todo x ∈ L. Tomando x = z resulta z → y = z → z = 1
por Lema 2.12.4) y por Lema 2.12.2) podemos afirmar que z ≤ y. Tomando x = y
resulta 1 = y → y = y → z e y ≤ z. Por la propiedad antisimétrica resulta la
igualdad.
Sea y → x = z → x para todo x ∈ L. Tomando x = z resulta y → z = z → z = 1
por Lema 2.12.4) y por Lema 2.12.2) podemos afirmar que y ≤ z. Tomando x = y
resulta 1 = y → y = z → y y z ≤ y. Por la propiedad antisimétrica resulta la
igualdad.

12) Por Lema 2.14.3) y ≤ (x → y) → y y por Lema 2.9.2-i) y la condición de par
adjunto (2.13) y ≤ (y → x) → x. Entonces y ≤ ((x → y) → y) ∧ ((y → x) → x).
Análogamente x ≤ ((y → x) → x) ∧ ((x→ y) → y), y resulta la propiedad.

13) Por los Lemas 2.12. 4) y 2.9. 8), y la ley de absorción podemos afirmar que: 1 =
x→ x = x → (x ∧ (x ∨ y)) = (x → x) ∧ (x → (x ∨ y)) = 1 ∧ (x → (x ∨ y)) =
x→ (x ∨ y).

14) Por los Lemas 2.12. 4) y 2.9. 8), y la ley de absorción podemos afirmar que: 1 =
x→ x = ((x ∨ (x ∧ y) → x) = (x → x) ∧ ((x ∧ y) → x) = 1 ∧ ((x ∧ y) → x) =
(x ∧ y) → x.

15) x ≤ x ∨ y ≤ ((x→ y) → y) ∧ ((y → x) → x) ≤ (x→ y) → y).

2

Observación 2.13. A partir de 2) del lema anterior y la conmutatividad de ⊗ se infiere
naturalmente que x ⊗ y ≤ x ∧ y. En efecto: x ⊗ y = y ⊗ x ≤ x, y también, x ⊗ y ≤ y.
Entonces x⊗ y ≤ x ∧ y.

Lema 2.15. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo acota-
do. Si 〈L,⊗, 1〉 es un monoide conmutativo y se satisfacen, para todo x, y, z ∈ L, las
condiciones:

1) ((x→ y) ∨ (x→ z)) ∨ (x→ (y ∨ z)) = x→ (y ∨ z)

2) (x⊗ (x→ y)) ∨ y = y

3) x ∧ (y → (x⊗ y)) = x

4) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z.
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entonces 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual integral.

Demostración: Se satisfacen las condiciones del Lema 2.11, por lo tanto podemos afir-
mar que 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual y dado que el último elemento del
ret́ıculo es la unidad del monoide resulta integral. 2

Teorema 2.5. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0) es un ret́ıculo resi-
dual integral si y sólo si satisface las ecuaciones del Teorema 2.11 y:

(P5) x⊗ 1 ≈ 1 ⊗ x ≈ x

Por lo tanto, los ret́ıculos residuales integrales forman una subvariedad de los ret́ıculos
residuales.

Demostración: Inmediata a partir del Lema 2.11 y el Lema 2.12. 2

2.3. Ret́ıculos residuales lineales

Lema 2.16. [Höh95] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 un ret́ıculo residual integral. Entonces son
equivalentes:

1) (x→ y) ∨ (y → x) = 1;

2) x→ (y ∨ z) = (x→ y) ∨ (x→ z);

3) (x ∧ y) → z = (x→ z) ∨ (y → z).

Demostración: 1) ⇒ 2): x→ (y ∨ z) ≥ (x→ y) ∨ (x→ z), por el Lema 2.9.13).
Veamos x→ (y∨z) ≤ (x→ y)∨(x→ z). Por 1) afirmamos que (y → z)∨(z → y) = 1, y,
en consecuencia, (x→ (y∨z))⊗1 = ((x→ (y∨z))⊗(y → z))∨((x→ (y∨z))⊗(z → y)).
Veamos que (x → (y ∨ z)) ⊗ (y → z) ≤ x → z y (x → (y ∨ z)) ⊗ (z → y) ≤ x → y.
x⊗ ((x→ (y ∨ z)) ⊗ (y → z)) = (x⊗ (x→ (y ∨ z))) ⊗ (y → z) ≤ (y ∨ z) ⊗ (y → z) por
el Lema 2.9.2-i), aplicando el inciso 6) del mismo lema, resulta que (y ∨ z) ⊗ (y → z) =
(y⊗(y → z))∨(z⊗(y → z)) ≤ z∨(z⊗(y → z)) = z y por la equivalencia de par adjunto
(2.13), y la conmutatividad de ⊗, podemos afirmar que (x→ (y∨z))⊗(y → z) ≤ x→ z.

2) ⇒ 1): Por el Lema 2.9.4-ii) (x ∨ y) → x ≤ y → x y (x ∨ y) → y ≤ x → y,
además, por el lema 2.12.4): (x → y) ∨ (y → x) ≥ ((x ∨ y) → x) ∨ ((x ∨ y) → y) =
(x ∨ y) → (x ∨ y) = 1.

1) ⇒ 3): Por 1) tenemos que (x → y) ∨ (y → x) = 1, entonces (x ∧ y) → z =
((x ∧ y) → z) ⊗ 1 = ((x ∧ y) → z) ⊗ ((x → y) ∨ (y → x)). Por el Lema 2.14.5) y 2)
afirmamos que ((x ∧ y) → z) ⊗ (x→ y) ≤ x→ z y ((x ∧ y) → z) ⊗ (y → z) ≤ y → z.
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Entonces (x ∧ y) → z ≤ (x → z) ∨ (y → z) y considerando el Lema 2.9. 12) resulta la
igualdad.

3) ⇒ 1): Por el Lema 2.9.4-i) y el Lema 2.12.4) afirmamos que (x→ y) ∨ (y → x) ≥
(x→ (x ∧ y)) ∨ (y → (x ∧ y)) = (x ∧ y) → (x ∧ y) = 1. 2

Observación 2.14. U. Höhle [Höh95] denomina a la condición (x → y) ∨ (y → x) = 1
ley fuerte de De Morgan. Esta denominación puede ser fácilmente justificada observando
el siguiente hecho: si en un ret́ıculo residual integral que satisface esta condición se define
la operación ¬ por:

¬x = x→ 0, (2.20)

se tienen las leyes de De Morgan.

1. ¬(x ∧ y) = ¬x ∨ ¬y,

2. ¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y.

En efecto:

1. Por la Definición 2.20 y el Lema 2.16, ¬(x∧y) = (x∧y) → 0 = (x→ 0) ∨ (y → 0) =
¬x ∨ ¬y.

2. Por la Definición 2.20, y el Lema 2.9.9) ¬(x∨y) = (x∨y) → 0 = (x→ 0) ∧ (y → 0) =
¬x ∧ ¬y.

Definición 2.9. Llamaremos a los ret́ıculos residuales integrales que satisfacen esta
condición ret́ıculos residuales lineales, siguiendo la notación de A. Monteiro, [Mon95].
Hájek, [Háj97] los denomina prelineales.

Lema 2.17. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es una cadena, entonces satisface la condición
de linealidad.

Demostración: Sea x, y ∈ L, dado que es una cadena se debe cumplir x ≤ y ó y ≤ x. Por
el Lema 2.12.2) resulta x→ y = 1 ó y → x = 1, en cualquier caso (x→ y)∨(y → x) = 1.

2

Definición 2.10. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual, i ∈ L es irreducible
si i = a ∨ b implica que i = a ó i = b.

Lema 2.18. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual lineal finito, no total-
mente ordenado, entonces 1 no es un elemento irreducible.
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Demostración: Supongamos por el absurdo que 1 es irreducible, entonces cubre a un
único elemento z0, si z0 es irreducible cubre a un único z1, iterando el procedimiento
constrúımos una cadena z0 > z1 > z2 · · · que tiene primer elemento c, que cubre a a
y b incomparables, dado que L es finito y no es totalmente ordenado. En virtud del
Lema 2.14.3) podemos afirmar que b ≤ a → b en consecuencia, a → b = zb donde
zb ∈ {b} ∪ {x : x ∈ L, c ≤ x < 1}, por el Lema 2.12.2).
Análogamente b → a = za, donde za ∈ {a} ∪ {x : x ∈ L, c ≤ x < 1} y se deduce
(a → b) ∨ (b → a) ∈ {x : x ∈ L, c ≤ x < 1}, es decir (a → b) ∨ (b → a) < 1, lo que
contradice la linealidad de L. 2

Proposición 2.9. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual lineal, entonces se
verifica:

(x ∧ y) → (x ∧ z) = (x ∧ y) → z.

Demostración: Aplicando los Lemas 2.9.8) y 2.16.3) resulta (x ∧ y) → (x ∧ z) =
((x→ x) ∨ (y → x)) ∧ ((x ∧ y) → z), y por el Lema 2.12.4) afirmamos (x∧y) → (x∧z) =
(x ∧ y) → z. 2

Proposición 2.10. Si 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual lineal, entonces se ve-
rifica:

x ∨ y = ((x→ y) → y) ∧ ((y → x) → x).

Demostración: Por el Lema 2.14.12), tenemos x∨y ≤ ((y → x) → x)∧ ((x→ y) → y).
Además, ((x→ y) → y)∧((y → x) → x) ≤ ((y → x) → (x∨y))∧((x→ y) → (x∨y)) =
= ((y → x) ∨ (x → y)) → (x ∨ y)), por el Lema 2.9.4), entonces podemos afirmar que
((x→ y) → y) ∧ ((y → x) → x) ≤ 1 → (x ∨ y) = x ∨ y y resulta la igualdad. 2

Proposición 2.11. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual lineal, entonces
se verifica:

((x→ y) → z) → (((y → x) → z) → z) = 1.

Demostración: Sabemos que (x → y) ∨ (y → x) = 1, entonces podemos afirmar
((x → y) ∨ (y → x)) → z = 1 → z = z, por el Lema 2.12.3), por el inciso 2) del mismo
lema resulta ((x → y) → z) ⊗ ((y → x) → z) ≤ ((x → y) → z) ∧ ((y → x) → z), por
la condición de par adjunto resulta ((x → y) → z) ≤ (((y → x) → z) → z), finalmente,
aplicando el Lema 2.12.2) resulta ((x→ y) → z) → (((y → x) → z) → z) = 1. 2

Lema 2.19. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal. Entonces, para todo
x, y, z ∈ L se verifican:

1) i) x⊗ y ≤ (x⊗ x) ∨ (y ⊗ y)

ii) (x⊗ x) ∧ (y ⊗ y) ≤ x⊗ y

2) x⊗ (y ∧ z) = (x⊗ y) ∧ (x⊗ z)
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3) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

4) (x ∨ y) ⊗ (x ∨ y) = (x⊗ x) ∨ (y ⊗ y)

5) (x ∧ y) ⊗ (x ∧ y) = (x⊗ x) ∧ (y ⊗ y).

Demostración:

1) -i) Considerando la linealidad x⊗y = (x⊗y)⊗1 = (x⊗ y) ⊗ ((x→ y) ∨ (y → x)) =
((x ⊗ y) ⊗ (x → y)) ∨ ((x ⊗ y) ⊗ (y → x)). Por el Lema 2.9.2-i) afirmamos que
(x ⊗ y) ⊗ (x → y) ≤ (y ⊗ y) y (x ⊗ y) ⊗ (y → x) ≤ (x ⊗ x), entonces x ⊗ y ≤
(x⊗ x) ∨ (y ⊗ y).

1) -ii) Escribimos (x⊗ x) ∧ (y ⊗ y) = ((x⊗ x) ∧ (y ⊗ y)) ⊗ ((x→ y) ∨ (y → x)) =
= (((x⊗ x) ∧ (y ⊗ y)) ⊗ (x → y)) ∨ (((x⊗ x) ∧ (y ⊗ y)) ⊗ (y → x)). Por el Lema
2.9.6), y por 2-i),((x⊗ x) ∧ (y ⊗ y)) ⊗ (x→ y) ≤ ((x⊗ x) ⊗ (x→ y) ≤ x⊗ y.
Análogamente resulta ((x⊗ x) ∧ (y ⊗ y)) ⊗ (y → x) ≤ y ⊗ x y la conmutatividad
de ⊗ garantiza la tesis.

2) La desigualdad x⊗ (y ∧ z) ≤ (x⊗ y) ∧ (x⊗ z) está probada en el Lema 2.9.6).
Consideremos entonces (x⊗y)∧ (x⊗z) = ((x⊗y)∧ (x⊗z))⊗ ((y → z)∨ (z → y)).
Por el Lema 2.14.4) (x⊗y)⊗(y → z) ≤ x⊗(y∧z) y (x⊗y)⊗(z → y) ≤ x⊗(z∧y),
de donde (x⊗ y) ∧ (x⊗ z) ≤ x⊗ (y ∧ z), y resulta la igualdad.

3) Ya que en todo ret́ıculo (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ≤ x ∧ (y ∨ z), sólo debemos probar
(x∧y)∨(x∧z) ≥ x∧(y∨z). Por el Lema 2.16.2), (x∧(y∨z)) → ((x∧y)∨(x∧z)) =
((x ∧ (y ∨ z)) → (x ∧ y)) ∨ ((x ∧ (y ∨ z)) → (x ∧ z)).
En virtud de la Proposición 2.9 y el Lema 2.9.4-ii) (x ∧ (y ∨ z)) → (x ∧ y) =
(x ∧ (y ∨ z)) → y ≥ (y ∨ z) → y.
Análogamente (x ∧ (y ∨ z)) → (x ∧ z) = (x ∧ (y ∨ z)) → z ≥ (y ∨ z) → z. Re-
sulta nuevamente de la Proposición 2.16.2) (x ∧ (y ∨ z)) → ((x ∧ y) ∨ (x ∧ z)) ≥
((y ∨ z) → y) ∨ ((y ∨ z) → z) = (y ∨ z) → (y ∨ z) = 1.

4) Aplicando el Lema 2.9, inciso 6) y el inciso 1-iii), afirmamos que: (x∨y)⊗(x∨y) =
(x⊗ x) ∨ (x⊗ y) ∨ (y ⊗ x) ∨ (y ⊗ y) = (x⊗ x) ∨ (y ⊗ y).

5) Por los incisos 2) y 1-ii), (x∧ y)⊗ (x∧ y) = (x⊗ x)∧ (x⊗ y)∧ (y⊗ x)∧ (y⊗ y) =
(x⊗ x) ∧ (y ⊗ y).

2
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Observación 2.15. Según el lema anterior, un ret́ıculo residual lineal es necesariamente
distributivo. La rećıproca no es cierta. En efecto: consideremos el ret́ıculo representado
en el diagrama de Hasse, con el producto ⊗ y el residuo → definidos en las tablas:

a a

a

a

a

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

0

a

1

b

c

⊗ 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 a 0 a a
b 0 0 b b b
c 0 a b c c
1 0 a b c 1

→ 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a b 1 b 1 1
b a a 1 1 1
c 0 a b 1 1
1 0 a b c 1

Este ret́ıculo es claramente distributivo pero no satisface la condición de linealidad. Por
ejemplo: (a→ b) ∨ (b→ a) = c 6= 1.

Lema 2.20. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 tal que 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo acota-
do. Si 〈L,⊗, 1〉 es un monoide conmutativo y se satisfacen, para todo x, y, z ∈ L, las
condiciones:

1) ((x→ y) ∨ (x→ z)) ∨ (x→ (y ∨ z)) = x→ (y ∨ z)

2) (x⊗ (x→ y)) ∨ y = y

3) x ∧ (y → (x⊗ y)) = x

4) (x⊗ z) ∧ ((x ∨ y) ⊗ z) = x⊗ z.

5) (x→ y) ∨ (y → z) = 1,

entonces 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual lineal.

Demostración: Por el Lema 2.15, considerando 1) a 6) podemos afirmar que se trata
de un ret́ıculo integral. La condición de linealidad está dada por 5). 2

Teorema 2.6. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0) es un ret́ıculo resi-
dual lineal si y sólo si es un ret́ıculo residual integral que satisface:
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(LIN) (x→ y) ∨ (y → z) ≈ 1.

Por lo tanto, los ret́ıculos residuales lineales forman una sub-variedad de los integrales.

Demostración: Es inmediata, a partir del Teorema 2.5 y la Definición 2.9. 2

2.4. Ret́ıculos residuales divisibles

Definición 2.11. Un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 se dice divisible si y sólo si
para cada par (x, y) ∈ L× L con y ≤ x existe z ∈ L tal que y = x⊗ z.

Ejemplo 2.16. Veamos un ejemplo de ret́ıculo residual divisible: Consideremos el ret́ıcu-
lo definido por el diagrama de Hasse y el producto ⊗ y el residuo → por las siguientes
tablas:

a

a a

a a

a

!
!

!
!

!
!

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

@
@

@

0

a b

c d

1

⊗ 0 a b c d 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 a 0 a 0 a
b 0 0 b b b b
c 0 a b c b c
d 0 0 b b d d
1 0 a b c d 1

→ 0 a b c d 1
0 1 1 1 1 1 1
a d 1 d 1 d 1
b a a 1 1 1 1
c 0 a d 1 d 1
d a a c c 1 1
1 0 a b c d 1

Este ret́ıculo residual, dado que el producto coincide con el ı́nfimo, es, en particular, un
álgebra de Heyting.

Observación 2.16. Dados x, y ∈ L, con y ≤ x, puede existir más de un z ∈ L que
verifique y = x⊗ z.
En efecto: Consideremos el ret́ıculo del Ejemplo 2.16, donde c ≤ c y c = c⊗ c = c⊗ 1.

Ejemplo 2.17. Consideremos en el intervalo unitario real, con el orden habitual, las
siguientes operaciones:

x⊗ y = x · y, x→ y =

{

y/x si x 6≤ y;

1 en otro caso.
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Entonces 〈[0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual divisible. Sabemos, por el Ejemplo
2.6 que se trata de un ret́ıculo residual, y si x ≤ y, entonces x = y · (x/y) = y⊗ (y → x)
y se ve que el ret́ıculo residual es divisible.

Proposición 2.12. Todo ret́ıculo residual divisible es integral.

Demostración: e ≤ 1, entonces existe z tal que e = 1⊗ z, y por el por Teorema 2.12.3)
resulta e = 1. 2

Observación 2.17. La rećıproca no es cierta. Consideremos el ret́ıculo del Ejemplo 2.13,
donde a ≤ d, pero no existe x en L tal que a = x⊗ d.

Lema 2.21. [Höh95] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Entonces son
equivalentes:

1) 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es divisible;

2) x ∧ y = x⊗ (x→ y);

3) x→ (y ∧ z) = (x→ y) ⊗ ((x ∧ y) → z).

Demostración:
1) ⇒ 2): Ya que x ∧ y ≤ x, existe z tal que x ⊗ z = x ∧ y, por el Lema 2.9.14)

x⊗ (x→ (x∧ y)) = x∧ y , pero por el Lema 2.9.8) podemos afirmar que x→ (x ∧ y) =
(x→ x) ∧ (x→ y) = x→ y. Entonces x⊗ (x→ y) = x ∧ y.

2) ⇒ 3): (x → y) ⊗ ((x ∧ y) → z) = (x → y) ⊗ ((x ⊗ (x → y)) → z). Apli-
cando el Lema 2.9, incisos 10) y 11), resulta que: (x→ y) ⊗ ((x⊗ (x→ y)) → z) =
(x→ y) ⊗ (x→ ((x→ y) → z)) = (x→ y) ⊗ ((x→ y) → (x→ z)).
Además (x → y) ⊗ ((x → y) → (x → z)) = (x → y) ∧ (x → z), y por el Lema afir-
mamos que 2.9.8) (x → y) ⊗ ((x → y) → (x → z)) = x → (y ∧ z). En consecuencia
(x→ y) ⊗ ((x ∧ y) → z) = x→ (y ∧ z).

3) ⇒ 1): Consideremos y ≤ x y (1 → x) ⊗ ((1 ∧ x) → y) = 1 → (x∧ y). Por el Lema
2.12.3) resulta x⊗ (x→ y) = 1 → (x ∧ y) = 1 → y = y.

2

Observación 2.18. Hemos visto que la condición x ∧ y = x ⊗ (x → y) es equivalente
a la divisibilidad. Podŕıa pensarse que todo ret́ıculo residual totalmente ordenado es di-
visible, ya que dados x, y en el ret́ıculo resulta x ≤ y o bien y ≤ x.
Supongamos, por ejemplo, que x ≤ y, entonces x ∧ y = x = x ⊗ 1 = x ⊗ (x → y), pero
para cumplir la condición de divisibilidad debeŕıa verificarse también y∧x = y⊗(y → x),
lo que no siempre ocurre, como se ve en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.18. Consideremos la cadena 0 < a < b < 1, con el producto ⊗ y el residuo
→ definidos por:

⊗ 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 a
b 0 0 0 b
1 0 a b 1

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a b b 1 1
b b b 1 1
1 0 a b 1

Aqúı a⊗ (a→ b) = a ∧ b, pero b⊗ (b→ a) 6= b ∧ a.

Teorema 2.7. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0) es un ret́ıculo resi-
dual divisible si y sólo si es un ret́ıculo residual integral que satisface:

(DIV) x ∧ y ≈ x⊗ (x→ y).

Por lo tanto, los ret́ıculos residuales divisibles forman una sub-variedad de los ret́ıculos
integrales.

Demostración: Sigue inmediatamente del Lema 2.21 y el Teorema 2.5. 2

Definición 2.12. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 un ret́ıculo residual. Un elemento x ∈ L
se dice idempotente si cumple x⊗ x = x.

Lema 2.22. [Joh82] Sea A = 〈A, ◦, 1〉 un monoide conmutativo en el que todo elemento
es idempotente. Entonces, existe una única relación de orden ≤ sobre A satisfaciendo
x ∧ y = x ◦ y y x ≤ 1.

Demostración: Definamos ≤ por x ≤ y si y sólo si x ◦ y = x. Dado que todos, los ele-
mentos de A son idempotentes, x◦x = x y resulta la propiedad reflexiva. La antisimetŕıa
resulta de la conmutatividad de A: si x ≤ y e y ≤ x resulta x = x ◦ y = y ◦ x = y.
Finalmente de la asociatividad obtenemos la propiedad transitiva. En efecto: si x ≤ y e
y ≤ z resulta x = x◦y, e y = y◦z, entonces x◦z = (x◦y)◦z = x◦(y◦z) = x◦y = x. De lo
anterior deducimos que ≤ es una relación de orden y dado que 1 es el neutro del monoide
resulta x = x ◦ 1 y x ≤ 1. Resta ver que x ◦ y = x∧ y. Usando la propiedad asociativa y
la idempotencia de los elementos de A resulta x ◦ (x ◦ y) = (x ◦ x) ◦ y = x ◦ y, entonces
x◦y ≤ x. Análogamente se ve que x◦y ≤ y. Si z ≤ x y z ≤ y, entonces z ◦x = z ◦y = z.
Usando la propiedad asociativa obtenemos que z ◦ (x ◦ y) = (z ◦ x) ◦ y = z ◦ y = z y
resulta z ≤ x ◦ y, de donde x ◦ y = x ∧ y. 2

Lema 2.23. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual divisible, entonces:

1) Si x es idempotente x ∧ y = x⊗ y, cualquiera que sea y ∈ L

2) Si x es idempotente e y ≤ x ≤ z, entonces y = y ⊗ z
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3) x⊗ (y ∧ z) = (x⊗ y) ∧ (x⊗ z)

4) x⊗ y ≤ (x⊗ x) ∨ (y ⊗ y)

5) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).

Demostración:

1) Basta ver que x ∧ y ≤ x ⊗ y. Por el Lema 2.21.2), x ∧ y = x ⊗ (x → y) =
(x⊗ x) ⊗ (x→ y) y por el Lema 2.9.2-i), x⊗ (x⊗ (x→ y)) ≤ x⊗ y.

2) Por el Lema 2.14.2), sabemos que y ⊗ z ≤ y.
Para la otra desigualdad consideremos: y = y ∧ x = y ⊗ x ≤ y ⊗ z.

3) Basta ver que (x⊗ y)∧ (x⊗ z) ≤ x⊗ (y ∧ z), ya que por el Lema 2.9.7), se verifica
x ⊗ (y ∧ z) ≤ (x ⊗ y) ∧ (x ⊗ z). Por los lemas 2.21.2), 2.9.10) y 2.9.2-i), se tiene
(x⊗y)∧ (x⊗z) = (x⊗y)⊗ ((x⊗y) → (x⊗z)) = x⊗ (y⊗ (y → (x→ (x⊗z)))) =
= x⊗ ((x→ (x⊗ z))∧ y) = x⊗ ((x→ (x⊗ z))⊗ ((x→ (x⊗ z)) → y)). Dado que,
por la condición (2.13) resulta x ≤ z → (x ⊗ z), por el Lema 2.9.4-ii) afirmamos
que (x → (x ⊗ z)) → y ≤ z → y. Reemplazando en la expresión anterior resulta,
x⊗ ((x→ (x⊗ z)) ⊗ ((x→ (x⊗ z)) → y)) ≤ (x⊗ z) ⊗ (z → y) = x⊗ (y ∧ z), por
el lema 2.21.2).

4) Dado que L es divisible existen z y t tales que x = z ⊗ (x ∨ y) y y = t ⊗ (x ∨ y).
Entonces x ∨ y = (z ⊗ (x ∨ y)) ∨ (t ⊗ (x ∨ y)). Por el Lema 2.9.6), afirmamos
(z⊗(x∨y))∨(t⊗(x∨y)) = (z∨t)⊗(x∨y), resulta entonces x∨y = (z∨t)⊗(x∨y).
Reemplazando ahora x e y en el producto, x ⊗ y = (z ⊗ (x ∨ y)) ⊗ (t ⊗ (x ∨ y))
resulta, por el Lema 2.9.6) x⊗ y = ((z ⊗ t⊗ z) ∨ (z ⊗ t⊗ t)) ⊗ (x ∨ y) ⊗ (x ∨ y) =
(z⊗(x∨y)⊗(z⊗(x∨y)))∨(t⊗(x∨y)⊗(t⊗(x∨y))) y resulta x⊗y ≤ (x⊗x)∨(y⊗y).

5) Basta probar x ∧ (y ∨ z) ≤ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z). Por el Lema 2.21.2) afirmamos
que x ∧ (y ∨ z) = (y ∨ z) ⊗ ((y ∨ z) → x). Aplicando el Lema 2.9, incisos
6) y 2-i) resulta x ∧ (y ∨ z) = (y ⊗ ((y ∨ z) → x))) ∨ (z ⊗ ((y ∨ z) → x)) ≤
(y ⊗ (y → x)) ∨ (z ⊗ (z → x)), por el Lema 2.9.4-ii). Finalmente, por el Lema 2.21.2)
(y⊗ (y → x))∨ (z⊗ (z → x)) = (x∧ y)∨ (x∧ z) y resulta la desigualdad buscada.

2

Teorema 2.8. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual divisible y lineal en-
tonces HM , el conjunto de los elementos idempotentes con respecto al producto, forman
un álgebra de Heyting y la implicación en HM coincide con el residuo del ret́ıculo.

Demostración:
Recordemos que un álgebra de Heyting es un álgebra L = 〈L,∧,∨,→, 0, 1〉 donde ∧ y ∨
son el ı́nfimo y el supremo del ret́ıculo , verificándose x ∧ y ≤ z si y sólo si x ≤ y → z
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([Mon95]).
Como L es divisible afirmamos, en virtud del Lema 2.23.5), que se trata de un ret́ıculo
distributivo.
Sabemos que ⊗ es una operación binaria asociativa, conmutativa, isótona e idempotente
en HM , además satisface x ≤ 1, ya que x⊗ 1 = x, por lo tanto, en virtud del Lema 2.22
⊗ = ∧. Es claro, entonces, que x∧ y ≤ z si y sólo si x ≤ y → z en virtud de la condición
de par adjunto (2.13).
Sólo resta ver que el conjunto de los idempotentes es cerrado con respecto a las opera-
ciones. Es decir, debemos verificar que si x, y,∈ HM , entonces:

1) (x ∧ y) ⊗ (x ∧ y) = x ∧ y,

2) (x ∨ y) ⊗ (x ∨ y) = x ∨ y,

3) (x→ y) ⊗ (x→ y) = x→ y,

4) (¬x) ⊗ (¬x) = ¬x.

En efecto:

1) Aplicando los Lemas 2.23.2) y 2.14.2), podemos afirmar que (x ∧ y) ⊗ (x ∧ y) =
(x⊗ x) ∧ (x⊗ y) ∧ (y ⊗ x) ∧ (y ⊗ y) = x ∧ (x⊗ y) ∧ y = x ∧ y.

2) Aplicando los Lemas 2.9.6) y 2.14.2), podemos afirmar que (x ∨ y) ⊗ (x ∨ y) =
(x⊗ x) ∨ (x⊗ y) ∨ (y ⊗ x) ∨ (y ⊗ y) = x ∨ (x⊗ y) ∨ y = x ∨ y.

3) Considerando, por los Lemas 2.23.1) y 2.9.2-i) que x⊗y = x∧y y x ∧ (x→ y) ≤ y,
y por los lemas 2.16.3) y 2.9.2-ii), (x→ y) ∨ ((x→ y) → y) = (x ∧ (x → y)) →
y = 1. Entonces, aplicando el Lema 2.9, inciso 6) podemos afirmar que (x→ y) =
((x→ y) ⊗ (x→ y)) ∨ ((x→ y) ⊗ ((x→ y) → y)). Por los lemas 2.21.2) y 2.23.1),
(x → y) ⊗ ((x → y) → y) = (x → y) ∧ y = (x → y) ⊗ y, entonces por el Lema
2.12.2) (x → y) ⊗ ((x → y) → y) ≤ (x → y) ⊗ (x → y), por el Lema2.14.3) y
resulta x→ y = (x→ y) ⊗ (x→ y).

4) Inmediato a partir de 3).

2

Corolario 2.3. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual divisible. Si x⊗y = x∧y
para todo x, y ∈ L, entonces L es un álgebra de Heyting.

Demostración: Inmediato a partir del teorema anterior, ya que el ı́nfimo es idempotente.
2

En 1975 Büchi y Owens introdujeron la noción de hoop, que hoy en d́ıa se conoce en la
siguiente forma:
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Definición 2.13. [GJKO01] Un álgebra 〈A,⊗,→, 1〉 de tipo (2,2,0) se dice un hoop si
〈A,⊗, 1〉 es un monoide conmutativo y se verifican las siguientes identidades:

(H1) x→ x ≈ 1

(H2) x⊗ (x→ y) ≈ y ⊗ (y → x)

(H3) (x⊗ y) → z ≈ x→ (y → z)

Lema 2.24. Sea 〈A,⊗,→, 1〉 un hoop. Si definimos a ≤ b si y sólo si a → b = 1,
entonces se verifican las siguientes propiedades para todo x, y, z ∈ A:

1) x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y → z,

2) x⊗ (x→ y) ≤ y,

3) x ≤ x,

4) Si x ≤ y e y ≤ x, entonces x = y,

5) Si x ≤ y e y ≤ z, entonces x ≤ z,

6) x→ 1 = 1,

7) x⊗ y ≤ y,

8) Si x ≤ y, entonces x⊗ z ≤ y ⊗ z.

9) Si x ≤ y, entonces z → x ≤ z → y.

10) Si x ≤ y, existe z ∈ A tal que x = y ⊗ z.

11) x ∧ y = x⊗ (x→ y).

Demostración:

1) x⊗ y ≤ z si y sólo si (x⊗ y) → z = 1 si y sólo si x→ (y → z) = 1 x ≤ y → z.

2) Dado que x → y ≤ x → y, aplicando 1) y la conmutatividad del monoide obtene-
mos que x⊗ (x→ y) ≤ y.

3) Por (H1) x→ x = 1, en consecuencia, x ≤ x.

4) Si x ≤ y e y ≤ x, resulta x → y = y → x = 1, entonces usando (H2) escribimos:
x = x⊗ 1 = x⊗ (x→ y) = y ⊗ (y → x) = y ⊗ 1 = y.
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5) Si x ≤ y e y ≤ z, tenemos que y → z = y → z = 1. Aplicando iterativamente 2)
vemos que x⊗(x→ y)⊗(y → z) ≤ y⊗(y → z) ≤ z, resulta entonces x⊗1⊗1 ≤ z,
es decir, x ≤ z.

1 → x ≤ x es equivalente a (1 → x) → x = 1, pero 1 ≤ (1 → x) → x si y sólo si
1 ⊗ (1 → x) ≤ x, que se verifica por 2).

6) x → 1 = 1, x → 1 ≤ 1 es equivalente a x → 1 ≤ x → x, que es equivalente a
x ⊗ (x → 1) ≤ x, pero por (H2) esto es lo mismo que 1 ⊗ (1 → x) ≤ x, que se
verifica por 2). 1 ≤ x→ 1 dado que 1 ⊗ x = 1 y 1).

7) Dado que x → 1 = 1, resulta que x ≤ 1 y, por (H1) x ≤ y → y, que en virtud de
1) es equivalente a x⊗ y ≤ y.

8) Si x ≤ y, entonces x → y = 1 y, en consecuencia, x = x ⊗ (x → y). Por (H2)
afirmamos que x = y ⊗ (y → x). A partir de esta igualdad podemos escribir:
x⊗ z = y ⊗ (y → x) ⊗ z ≤ y ⊗ z.

9) Si x ≤ y, por 2) z ⊗ (z → x) ≤ x ≤ y, de donde z ⊗ (z → x) ≤ y y por 1) resulta
que z → x ≤ z → y.

10) Sea x ≤ y, entonces x→ y = 1 y resulta x = x⊗ 1 = x⊗ (x→ y) = y ⊗ (y → x).
Es decir, si x ≤ y existe z ∈ A tal que x = y ⊗ z.

11) En virtud de 8) y 9), es válida la demostración del Lema 2.21.2).

2

Observación 2.19. 3), 4) y 5) indican que la relación definida es una relación de orden
y, según 6) la unidad del monoide es el último elemento del conjunto ordenado. Si se
cumple x ∨ y = (x → y) → y, se denomina hoop de Wajsberg. Esta denominación se
justifica plenamente al notar que un hoop de Wajsberg es el reducto sin 0 ni supremo de
una MV álgebra (o álgebra de Wajsberg).

2.5. Ret́ıculos residuales de Girard

En la Observación 2.14 definimos el operador 1-ario ¬. Listemos algunas propiedades de
este operador en un ret́ıculo residual integral.

Lema 2.25. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral y ¬x = x → 0. En-
tonces se verifican las siguientes propiedades:

1) x⊗ ¬x = 0
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2) ¬0 = 1, ¬1 = 0

3) x ≤ ¬¬x

4) ¬¬¬x = ¬x

5) Si x ≤ y, entonces ¬y ≤ ¬x

6) x⊗ ¬(x⊗ y) ≤ ¬y

7) ¬¬x⊗ ¬¬y ≤ ¬¬(x⊗ y)

8) ¬x ≤ x→ y, x ≤ ¬x→ y

9) x→ y ≤ ¬y → ¬x

10) x→ ¬y = y → ¬x

11) ¬¬x→ ¬¬y = ¬y → ¬x

12) x→ ¬¬y = ¬y → ¬x

13) ¬¬x→ ¬¬y = x→ ¬¬y

14) ¬¬(x→ y) ≤ ¬¬x→ ¬¬y

15) ¬(x⊗ y) = x→ ¬y = y → ¬x

16) ¬x⊗ ¬y ≤ ¬(x⊗ y)

17) ¬(x→ y) ≤ ¬x→ ¬y

18) Si ¬x = 1, entonces x = 0.

Demostración:

1) x⊗ (x→ 0) ≤ 0 por el Lema 2.9.2-i).

2) ¬0 = 1 por el Lema 2.12.4), ¬1 = 0 por el Lema 2.12.3).

3) Por el Lema 2.9.2-i), x⊗ (x→ 0) ≤ 0 y aplicando (2.13), x ≤ (x→ 0) → 0 = ¬¬x.

4) Por el inciso anterior ¬x ≤ ¬¬¬x.
Por el Lema 2.9.3) y 2-i), x⊗ ¬¬¬x ≤ ¬¬x⊗ ¬¬¬x = ¬¬x⊗ (¬¬x→ 0) ≤ 0.
Aplicando la condición (2.13), resulta ¬¬¬x = ¬x.

5) Resulta inmediato del Lema 2.9.4-ii) con z = 0.
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6) Por el Lema 2.9.10) y 2-i), x⊗ ¬(x⊗ y) = x⊗ ((x⊗ y) → 0) = x⊗ (x→ (y → 0)) ≤
y → 0 = ¬y.

7) Por el inciso 1), (x⊗y)⊗¬(x⊗y) = 0. Aplicando iterativamente la condición (2.13)
y el inciso 4) obtenemos: y⊗¬(x⊗ y) ≤ x→ 0 = ¬x = ¬¬¬x = ¬¬x→ 0. Luego,
¬¬x⊗ y ⊗ ¬(x⊗ y) ≤ 0, ¬¬x⊗ ¬(x⊗ y) ≤ y → 0 = ¬y = ¬¬¬y = ¬¬y → 0.
¬¬x ⊗ ¬¬y ⊗ ¬(x ⊗ y) ≤ 0 y, en consecuencia, ¬¬x ⊗ ¬¬y ≤ ¬(x ⊗ y) → 0 =
¬¬(x⊗ y).

8) Resulta inmediato del Lema 2.9.4-i) con z = 0 y x ≤ ¬x → y resulta de esta
propiedad y del Lema 2.9.11), usando el Lema 2.12.2).

9) Por el Lema 2.9.5) (x → y) ⊗ ¬y ≤ x → 0 = ¬x y por la condición (2.13), resulta
x→ y ≤ ¬y → ¬x.

10) Por los incisos 9) y 3) y el Lema 2.9.4-ii): x→ ¬y ≤ ¬¬y → ¬x ≤ y → ¬x.
Análogamente se ve y → ¬x ≤ x→ ¬y.

11) Por los incisos 10) y 4) resulta: ¬¬x→ ¬¬y = ¬y → ¬¬¬x = ¬y → ¬x.

12) Resulta inmediato del inciso 10).

13) Resulta de los incisos 11) y 12).

14) Por el Lema 2.9.2-i) y el inciso 1), x ⊗ (x → y) ⊗ ¬y ≤ y ⊗ ¬y = 0. Aplicando
la condición (2.13) y el inciso 4) resulta: x ⊗ ¬y ≤ ¬(x → y) = ¬¬¬(x → y), de
donde, nuevamente por la condición (2.13): x⊗¬y⊗¬¬(x→ y) ≤ 0 y ¬y⊗¬¬(x→
y) ≤ ¬x, o, lo que es lo mismo, ¬¬(x → y) ≤ ¬y → ¬x = ¬¬x → ¬¬y, por el
inciso 11).

15) Aplicando el Lema 2.9.10) y el inciso 10) de este lema, afirmamos: ¬(x ⊗ y) =
(x⊗ y) → 0 = x→ (y → 0) = x→ ¬y = y → ¬x.

16) ¬x⊗¬y ≤ ¬x, por el Lema 2.14.2). Además, ¬x ≤ ¬x ∨ ¬y = (x→ 0) ∨ (y → 0) ≤
(x ∧ y) → 0, por el Lema 2.9.12). En virtud de la Observación 2.13 sabemos que
x⊗ y ≤ x∧ y y por 5), ¬(x∧ y) ≤ ¬(x⊗ y). Resulta entonces ¬x⊗¬y ≤ ¬(x⊗ y).

17) Por el Lema 2.14.3), y ≤ x → y, y por 5) ¬(x → y) ≤ ¬y. Nuevamente aplicando
el Lema 2.14.3) ¬y ≤ ¬x → ¬y, y por la transitividad de la relación de orden
resulta ¬(x→ y) ≤ ¬x→ ¬y.

18) Si ¬x = 1, entonces x = 0. Dado que ¬x = 1 resulta ¬¬x = ¬1 = 0, por 2)
x ≤ ¬¬x, de donde resulta x = 0.

2
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Observación 2.20. Veamos ejemplos donde no es válida la igualdad para los incisos 3),
6), 7), 14) 16) y 17).

Ejemplo 2.19. Para ello consideraremos el ret́ıculo definido por el diagrama de Hasse,
con las operaciones dadas en las tablas:

a

a a

a

a

a

a

a

!
!!

!
!!

@
@@

@
@@

b

c d

1

e

f

a

0

⊗ 0 a b c d e f 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 0 0 a a
b 0 0 b b b b b b
c 0 0 b c b c c c
d 0 0 b b d d d d
e 0 0 b c d e e e
f 0 a b c d e f f
1 0 a b c d e f 1

→ 0 a b c d e f 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
a e 1 1 1 1 1 1 1
b a a 1 1 1 1 1 1
c a a d 1 d 1 1 1
d a a c c 1 1 1 1
e a a b c d 1 1 1
f 0 a b c d e 1 1
1 0 a b c d e f 1

3) : b < ¬¬b = e.

6) : c⊗ ¬(c⊗ d) = c⊗ ¬b = c⊗ a = 0 < a = ¬d.

7) : ¬¬f ⊗ ¬¬e = 1 ⊗ e = e < 0 = ¬¬f = ¬¬(f ⊗ e).

14) : ¬¬d→ ¬¬b = e→ e = 1 > e = ¬¬b = ¬¬(d→ b).

16) : ¬b⊗ ¬c = a⊗ a = 0 < a = ¬b = ¬(b⊗ c).

17) :¬(d→ c) = ¬1 = 0 < 1 = a→ a = ¬d→ ¬c.

Definición 2.14. Un ret́ıculo residual integral L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 se dice integral
de Girard si verifica, para todo x ∈ L:

(x→ 0) → 0 = x. (2.21)

Observación 2.21. Un ret́ıculo residual integral es de Girard si y sólo si la negación es
una involución, ya que (2.21) es equivalente a decir:

¬(¬x) = x. (2.22)

Teorema 2.9. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0) es un ret́ıculo resi-
dual de Girard si y sólo si es un ret́ıculo residual integral que satisface:

(NEG) (x→ 0) → 0 ≈ x.

Por lo tanto, los ret́ıculos residuales de Girard forman una sub-variedad de los ret́ıculos
residuales integrales.
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Demostración: Sigue inmediatamente de la Definición 2.14 y el Teorema 2.5. 2

No todo ret́ıculo residual integral es de Girard, como se ve en el Ejemplo 2.16, donde se
verifica: (c→ 0) → 0 = 1.

Ejemplo 2.20. Veamos un ejemplo de ret́ıculo de Girard no divisible: Consideremos la
cadena L : 0 < a < b < 1, con el producto ⊗ y el residuo → definidos por las tablas:

⊗ 0 a b 1
0 0 0 0 0
a 0 0 0 a
b 0 0 b b
1 0 a b 1

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a b 1 1 1
b a a 1 1
1 0 a b 1

En este ret́ıculo residual se satisface la condición x = (x → 0) → 0, es decir, es un
ret́ıculo de Girard, pero no la condición de divisibilidad, x∧ y = x⊗ (x→ y), para todo
x, y ∈ L.
En efecto: b ∧ a = a 6= 0 = b⊗ a = b⊗ (b→ a).

Ejemplo 2.21. El ejemplo anterior es totalmente ordenado y, en consecuencia lineal y
distributivo. Un ret́ıculo de Girard tampoco debe ser necesariamente lineal ni distribu-
tivo.

a

a a

a

a

a

a

!
!!

!
!!

@
@@

@
@@

a

b dc

e

1

0

⊗ 0 a b c d e 1
0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 0 0 a
b 0 0 a a 0 a b
c 0 0 a 0 a a c
d 0 0 0 a a a d
e 0 0 a a a a e
1 0 a b c d e 1

→ 0 a b c d e 1
0 1 1 1 1 1 1 1
a e 1 1 1 1 1 1
b d e 1 e e 1 1
c c e e 1 e 1 1
d b e e e 1 1 1
e a e e e e 1 1
1 0 a b c d e 1

No es distributivo: d ∧ (b ∨ c) = d ∧ e = d 6= a = a ∨ a = (d ∧ b) ∨ (d ∧ c).

No satisface la condición de linealidad: (c→ d) ∨ (d→ c) = e ∨ e 6= 1.

Lema 2.26. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo integral de Girard. Entonces:

1) x→ y = (x⊗ (y → 0)) → 0

2) (x ∧ y) → 0 = (x→ 0) ∨ (y → 0)
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3) (x ∨ y) → 0 = (x→ 0) ∧ (y → 0)

4) (x→ 0) → (y → 0) = y → x.

Demostración:

1) Por el Lema 2.9.10), (x⊗ (y → 0)) → 0 = x→ ((y → 0) → 0) = x→ y.

2) Por el Lema 2.9.9), ((x→ 0) ∨ (y → 0)) → 0 = ((x→ 0) → 0) ∧ ((y → 0) → 0) =
x ∧ y.

3) Por (2.22) x ∨ y = ¬(¬x) ∨ ¬(¬y) = ¬(¬x ∧ ¬y) por el inciso anterior. Entonces
¬(x ∨ y) = ¬¬(¬x ∧ ¬y), y nuevamente por (2.22)resulta ¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y.

4) Por el Lema 2.9.11), (x→ 0) → (y → 0) = y → ((x→ 0) → 0) = y → x.

2

Lema 2.27. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo integral de Girard. Entonces son equi-
valentes:

1) (x→ y) ∨ (y → x) = 1;

2) x⊗ (y ∧ z) = (x⊗ y) ∧ (x⊗ z).

Demostración: 1) ⇒ 2): Ya probado en Lema 2.19.

2) ⇒ 1): Considerando que, por el Lema 2.9.9) (y ∨ z) → 0 = (y → 0) ∧ (z → 0) y
por el Lema 2.26.1), x → (y ∨ z) = (x ⊗ ((y ∨ z) → 0)) → 0, resulta x→ (y ∨ z) =
(x ⊗ ( ( y → 0 ) ∧ ( z → 0 ) ) ) → 0 = ( (x ⊗ (y → 0) ) ∧ (x⊗ (z → 0) ) ) → 0 =
((x ⊗ (y → 0)) → 0) ∨ ((x ⊗ (z → 0)) → 0) = (x→ y) ∨ (x→ z). Es decir que
x → (y ∨ z) = (x → y) ∨ (x → z), que es equivalente a (x→ y) ∨ (y → x) = 1, según
vimos en el Lema 2.16.

2

Lema 2.28. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal, x, y ∈ L tales que
x = x→ 0, e y = y → 0 entonces x = y.
Es decir, la negación tiene a lo sumo un punto fijo.

Demostración: x → y = x → (y → 0) = y → (x → 0) = y → x, por el Lema 2.9.11).
Como 1 = (x→ y) ∨ (y → x) = x→ y = y → x, por el teorema 2.12.2-ii) x = y. 2

Los ret́ıculos residuales de Girard son la interpretación algebraica de la lógica lineal,
[Gir87]. Al igual que la lógica intuicionista la lógica lineal no modifica los conectivos
lógicos de la lógica clásica, sino que agrega nuevos. Su objetivo es representar la causa-
lidad de la implicación. Si de A se produce B, no necesariamente continúa siendo válida
A.
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2.6. BL álgebras

Definición 2.15. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual conmutativo integral.
Si L es lineal y divisible, se dice una BL-álgebra.

Teorema 2.10. Un álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 2, 2, 0, 0) es una BL álgebra
si y sólo si es un ret́ıculo residual integral que satisface las siguientes ecuaciones:

(DIV) x ∧ y ≈ x⊗ (x→ y)

(LIN) (x→ y) ∨ (y → x) ≈ 1.

En consecuencia, las BL-álgebras forman una sub-variedad de los ret́ıculos residuales
lineales y de los ret́ıculos residuales divisibles. Es claro que también de los ret́ıculos
residuales integrales.

Demostración: Inmediata a partir del Teorema 2.6 y el Lema 2.21, o bien a partir del
Teorema 2.7 y la Definición 2.9. 2

Ejemplo 2.22. Consideremos nuevamente el intervalo unitario real, con el orden habi-
tual, definimos ahora x ⊗ y = máx{ 0, (x + y − 1)}, x → y = mı́n{ (1 − x + y), 1}. Es
claro que ambas son operaciones en [0,1]. Veamos en primer lugar que (⊗,→) conforman
un par adjunto y luego que L = 〈[0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual lineal,
divisible, de Girard.
Son equivalentes: x⊗y ≤ z, máx{ 0, (x+y−1)} ≤ z, x ≤ mı́n{ (1−y+z), 1},x ≤ y → z.
Si x ≤ y, resulta y → x = 1− y + x, por lo tanto y⊗ (y → z) = y + (1− y + x)− 1 = y,
es decir: x = y ⊗ (y → x) y L es un ret́ıculo divisible.
x → 0 = mı́n{ (1 − x + 0), 1} = 1 − x, por lo tanto (x → 0) → 0 = 1 − (1 − x) = x y L
es un ret́ıculo de Girard.
Dado que es un ret́ıculo Girard, satisface la condición de linealidad. Por lo tanto, se trata
de una BL álgebra ya que es lineal y divisible.

Definición 2.16. [Háj97] Una BL álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 se llama álgebra producto
o Π-álgebra si satisface:

(Π1) ¬¬z ≤ ((x⊗ z) → (y ⊗ z)) → (x→ y),

(Π2) x ∧ (¬x) = 0.

Donde ¬x = x→ 0.

En [CT97] encontramos la definición de PL álgebra 〈A,⊙,→,⊥〉 como un álgebra de
tipo (2, 2, 0) tal que definiendo:

⊤ :=⊥→⊥,
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¬x := x→⊥,

x ∧ y := x⊙ (x→ y),

x ∨ y := ((x→ y) → y) ∧ ((y → x) → x),

resulta una Π-álgebra.

Lema 2.29. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una Π-álgebra. Son válidas las siguientes propiedades:

1) Si x > 0, entonces ¬x = 0.

2) Si z > 0, entonces x⊗ z = y ⊗ z implica x = y.

3) Si z > 0, entonces x⊗ z < y ⊗ z implica x < y.

Demostración:

1) Supongamos que x > 0, ¬x = sup{t ∈ L : x ⊗ t = 0}. Probar que ¬x = 0 es
equivalente a probar que para que x ⊗ t = 0, es condición necesaria que t = 0.
Supongamos, entonces, que x⊗ t = 0.
Por (Π1) podemos afirmar que ¬¬t ≤ ((x ⊗ t) → (y ⊗ t)) → (x → y). Dado que
x ⊗ t = 0 resulta ¬¬t ≤ (0 → (y ⊗ t)) → (x → y) = 1 → (x → y) = x → y,
cualesquiera que sean x, y ∈ L. Tomemos x = t, y = 0, la desigualdad se escribe
ahora: ¬¬t ≤ ¬t, y entonces t ∧ ¬¬t ≤ t ∧ ¬t = 0, en virtud de (Π2). Por el Lema
2.26.3) sabemos que t ∧ ¬¬t = t y conclúımos que t = 0.

2) Si z > 0, podemos afirmar que ¬z = 0 y ¬¬z = 1, usando este hecho y el Lema
2.12. 2) (Π1) se escribe: (x ⊗ z) → (y ⊗ z) ≤ x → y. Nuevamente aplicando el
Lema 2.12.2) si x ⊗ z ≤ y ⊗ z resulta x ≤ y. Intercambiando x e y obtenemos la
igualdad.

3) Sea x⊗ z < y⊗ z, por 2) afirmamos que x ≤ y. Si fuera x = y seŕıa x⊗ z = y⊗ z,
en consecuencia x < y.

2

Ejemplo 2.23. Consideremos nuevamente el ret́ıculo residual del Ejemplo 2.6. Sabemos
que L = 〈[0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual. Sea x < y, debe ser entonces
y 6= 0 y resulta x = y · (x/y), por lo tanto x = y ⊗ (y → x) y L es un ret́ıculo divisible.
Como [0, 1] con el orden habitual es una cadena, en virtud del Lema 2.17, satisface la
condición de linealidad. Por lo tanto, se trata de una BL álgebra ya que es lineal y
divisible.
Resta ver que satisface las condiciones de Π-álgebra. Si z = 0 resulta ¬¬0 = 0 y (Π1)
se cumple trivialmente. Si x = 0, z 6= 0, la desigualdad se verifica en virtud del Lema
2.9.(4.i). Supongamos, finalmente que x 6= 0, z 6= 0 y reemplacemos ⊗ y → por las
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definiciones del producto · y su residuo adjunto. Tenemos entonces:

((x⊗ z) → (y ⊗ z)) → (x→ y) =

(y

x

)

∧ 1
(y · z
x · z

)

∧ 1
= 1,

y la desigualdad se verifica trivialmente.
Para probar (Π2), si x = 0 es trivial, si x 6= 0 utilizaremos el hecho de ser un ret́ıculo
divisible: x ∧ ¬x = x⊗ (x→ ¬x) = x · (¬x/x) ∧ 1 = x · 0 = 0.

Definición 2.17. Un álgebra producto que con el orden asociado a ∧ es una cadena se
dice un álgebra producto linealmente ordenada o Π−álgebra linealmente ordenada.

Definición 2.18. Un álgebra 〈S, ·〉 se dice un semigrupo si:

(S1) x · (y · z) ≈ (x · y) · z

se dice un semigrupo abeliano (o conmutativo) si satisface la identidad:

(S2) x · y ≈ y · x

Una estructura 〈S, ·,≤〉 se dice un semigrupo abeliano linealmente ordenado si 〈S, ·〉 es un
semigrupo abeliano, 〈S,≤〉 es un conjunto linealmente ordenado, y para todo x, y, z ∈ S
satisface:

(S3) Si x ≤ y, entonces x · z ≤ y · z

Definición 2.19. Un álgebra 〈G, ·,−1 , 1〉 se dice un grupo si satisface las siguientes
identidades:

(G1) x · (y · z) ≈ (x · y) · z

(G2) x · 1 ≈ 1 · x ≈ x

(G3) x · x−1 ≈ x−1 · x ≈ 1

Definición 2.20. Un grupo 〈G, ·,−1 , 1〉 se dice un grupo abeliano (o conmutativo) si
satisface la identidad:

(G4) x · y ≈ y · x

Definición 2.21. Una estructura 〈G, ·,−1 , 1,≤〉 se dice un grupo abeliano linealmente
ordenado o o-grupo si 〈G, ·,−1 , 1〉 es un grupo abeliano, 〈G,≤〉 es un conjunto linealmente
ordenado, y para todo x, y, z ∈ G satisface:

(G5) Si x ≤ y, entonces x · z ≤ y · z
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Definición 2.22. Dado un o-grupo 〈G, ·,−1 , 1,≤〉 el conjunto PosG = {x ∈ G : x ≥ 0}
con las restricciones de las operaciones definidas en G se dice el cono positivo. Análoga-
mente, Neg G = {x ∈ G : x ≤ 0}, con las restricciones de las operaciones definidas en G
se dice el cono negativo.

Lema 2.30. Un semigrupo abeliano linealmente ordenado 〈S, ·〉 es el cono positivo (neg-
ativo) de un o-grupo 〈G, ·,−1 , 1〉 si y sólo si satisface:

1) para cada x ≤ y existe un único z tal que x · z = y

2) x ≤ x · y para todo x, y ∈ S

Teorema 2.11. [Háj97] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un álgebra producto. Entonces existe
un grupo abeliano G= 〈G,+G,−G, 0G,≤G〉 tal que el cono negativo de G es el conjunto
L \ {0} = Neg G = {g ∈ G : g ≤G 0G}, y, para todo g, h ∈ L \ {0} se cumple:

1) 0G = 1

2) g +G h = g ⊗ h

3) g ≤G h si y sólo si g ≤ h.

Más aún, para h ≤G g, se verifica g → h = h−G g.

Demostración:
Dado que 〈L,⊗, 1〉 es un monoide conmutativo, por las definiciones de 0G y +G resulta
〈L \ {0},+G, 0G〉 un monoide conmutativo. Por el Lema 2.9.14) y la divisibilidad de L
para cada x ≤ y ∈ L, ecuación x ⊗ z = y tiene solución z = x → y, y dicha solución
es única por el Lema 2.29. Resulta entonces, que 〈L \ {0},+G,−G, 0G〉 es la parte no
positiva de un único grupo abeliano G, salvo isomorfismos.

2

2.7. MV álgebras

Definición 2.23. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Si L satisface
la condición:

(x→ y) → y = x ∨ y (2.23)

se dice una MV álgebra.

Ejemplo 2.24. Consideremos el ret́ıculo definido en el Ejemplo 2.22. Como [0, 1] es una
cadena podemos considerar los siguientes casos:
caso 1): x ≤ y: x ∨ y = y y (x→ y) → y = 1 → y = y,
caso 2): x > y: x∨y = x y (x→ y) → y = (1−x+y) → y = mı́n{1, 1−(1−x+y)+y} = x.
En cualquier caso x ∨ y = (x→ y) → y y el ret́ıculo resulta una MV álgebra.
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Ejemplo 2.25. Sea a un elemento tal que 0 = an < an−1 < · · · < a2 < a < a0 = 1.
Si Cn = {1 = a0, a, a2, a3, · · · , an = 0}, la operación as ⊗ ar = as+r hace a 〈Cn,⊗, 1,≤〉
un monoide conmutativo ordenado. Dado que es finito es completo y satisface (2.16),
entonces definimos el residuo por (2.17), según el Lema 2.7. Este residuo, dadas las
caracteŕısticas de Cn resulta:

as → ar =
∨{t : as ⊗ t ≤ ar} = a

∧

{q : as ⊗ aq ≤ ar}
=

{

1 si s ≥ r;

ar−s, en caso contrario.

El par (⊗,→) es claramente un par adjunto y Cn = 〈Cn,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo
residual integral.

(as → ar) → ar =

{

1 → ar = ar si s ≥ r, es decir, si as ≤ ar;

ar−(r−s) = as, en caso contrario,

es decir, (as → ar) → ar = as ∨ ar, y en consecuencia C es una MV álgebra.

Observación 2.22. Dada la condición x ∨ y = (x → y) → y es claro que toda MV
álgebra es un ret́ıculo de Girard.
Por otra parte, x ∧ y = y ∧ x = ¬(¬(y ∧ x)), por ser ret́ıculo de Girard, y por la
Definición 2.23 resulta igual a ¬((¬y → ¬x) → ¬x). Aplicando el Lema 2.26 .1) y .4),
y usando la propiedad involutiva de la negación, obtenemos: ¬((¬y → ¬x) → ¬x) =
¬¬((¬y → ¬x) ⊗ ¬¬x) = (¬y → ¬x) ⊗ x = (x → y) ⊗ x y finalmente aplicando la
conmutatividad del producto llegamos a que x∧ y = x⊗ (x→ y) y resulta que toda MV
álgebra es un ret́ıculo integral divisible. Veamos que estas dos condiciones son suficientes
para que un ret́ıculo residual integral sea una MV álgebra.

Teorema 2.12. [Höh95] Para que un ret́ıculo residual integral 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 sea
MV álgebra es condición necesaria y suficiente que sea de Girard y divisible.

Demostración:
Hemos visto que una MV álgebra es un ret́ıculo residual divisible de Girard. Veamos que
esta condición es suficiente. Para ello basta probar que se satisface x∨y = (x→ y) → y.
Por el Lema 2.26.3) y el Lema 2.21.2), x∨y = y∨x = ¬¬(y∨x) = ¬(¬y∧¬x) = ¬(¬y⊗
(¬y → ¬x)). Aplicando el Lema 2.26.4) resulta ¬(¬y⊗ (x→ y)) que por el Lema 2.9.10)
es: (¬y ⊗ (x→ y)) → 0 = ¬y → ((x→ y) → 0) = ¬y → ¬(x→ y) = (x→ y) → y.

2

Chang [Cha58], buscando un modelo algebraico para la lógica multivaluada, define ori-
ginalmente una MV álgebra del siguiente modo:
Un álgebra 〈A,⊕,⊙,′ , 0, 1〉 de tipo (2,2,1,0,0) es una MV álgebra si satisface las siguien-
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tes ecuaciones:

MV1: x⊕ (y ⊕ z) ≈ (x⊕ y) ⊕ z

MV2: x⊕ y ≈ y ⊕ x

MV3: x⊕ x′ ≈ 1

MV4: x⊕ 1 ≈ 1

MV5: x⊕ 0 ≈ x

MV6: (x⊕ y)′ ≈ x′ ⊙ y′

MV7: x′′ ≈ x

MV8: 0′ ≈ 1

MV1′: x⊙ (y ⊙ z) ≈ (x⊙ y) ⊙ z

MV2′: x⊙ y ≈ y ⊙ x

MV3′: x⊙ x′ ≈ 0

MV4′: x⊙ 1 ≈ x

MV5′: x⊙ 0 ≈ 0

MV6′: (x⊙ y)′ ≈ x′ ⊕ y′

Definiendo:
x ∨c y := (x⊙ y′) ⊕ y (2.24)

x ∧c y := (x⊕ y′) ⊙ y (2.25)

MV9: x ∨c y ≈ y ∨c x

MV10: (x ∨c y) ∨c z ≈ x ∨c (y ∨c z)

MV11: x⊕ (y∧c z) ≈ (x⊕ y)∧c (x⊕ z)

MV9′: x ∧c y ≈ y ∧c x

MV10′: (x ∧c y) ∧c z ≈ x ∧c (y ∧c z)

MV11′: x⊙ (y∨c z) ≈ (x⊙y)∨c (x⊙z)

Teorema 2.13. La Definición 2.23 es equivalente a la definición original de Chang.

Demostración: Veamos en primer lugar que en un ret́ıculo residual integral que satis-
face: x ∨ y = (x→ y) → y, si definimos:

x⊕ y = (x→ 0) → y, (2.26)

x⊙ y = x⊗ y, (2.27)

x′ = x→ 0, (2.28)

se verifican las ecuaciones dadas por Chang.

MV1′ a MV5′ se verifican trivialmente. Demostremos las restantes:

MV2 x⊕y = (x→ 0) → y = (x→ 0) → ((y → 0) → 0)) = (y → 0) → ((x→ 0) → 0) =
(y → 0) → x = y ⊕ x.
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MV1 x⊕ (y ⊕ z) = (x→ 0) → ((y → 0) → z) = (y → 0) → ((x→ 0) → ((z → 0) → 0)) =
(y → 0) → ((z → 0) → ((x → 0) → 0)) = (z → 0) → ((y → 0) → x) =
z ⊕ (y ⊕ x) = (x⊕ y) ⊕ z.

MV3 x⊕ x′ = (x→ 0) → (x→ 0) = 1.

MV4 x⊕ 1 = (x→ 0) → 1 = 1.

MV5 x⊕ 0 = (x→ 0) → 0 = x.

MV7 x′′ = (x→ 0) → 0 = x⊕ 0 = x, por MV5.

MV6′ (x⊙ y)′ = (x⊗ y) → 0 = x→ (y → 0) = x′′ → y′ = (x′ → 0) → y′ = x′ ⊕ y′.

MV6 (x⊕ y)′ = (x′′ ⊕ y′′)′ = (x′ ⊙ y′)′′ = x′ ⊙ y′.

MV8 0′ = 0 → 0 = 1.

Para ver que se satisfacen MV9, MV10, MV9′ y MV10′, es suficiente probar que:

x ∨c y = ((x⊗ (y → 0)) → 0) → y = (x → ((y → 0) → 0) → y = (x → y) → y =
x ∨ y.

A partir de (2.24) y (2.25) y usando las propiedades que acabamos de probar resulta
x∧c y = (x⊕y′)⊙y = (x′⊙y)′⊙y′′ = ((x′⊙y′′)⊕y′)′ = (x′∨c y

′)′. Según acabamos
de ver (x′ ∨c y

′)′ = ((x→ 0) ∨ (y → 0)) → 0 = 0, por el Teorema 2.12.

MV11 x⊕(y∧cz) = (x→ 0) → (y∧z) = ((x→ 0) → y)∧((x→ 0) → z) = (x⊕y)∧c(x⊕z).

MV11′ x⊙ (y ∨c z) = x⊗ (y ∨ z) = (x⊗ y) ∨ (x⊗ z) = (x⊙ y) ∨c (x⊙ z).

Sea ahora un álgebra 〈A,⊕,⊙,′ , 0, 1〉 satisfaciendo MV1 a MV11′. Si definimos:

x→ y = x′ ⊕ y (2.29)

x⊗ y = x⊙ y (2.30)

x ≤ y si y sólo si x′ ⊕ y = 1, (2.31)

entonces 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es una MV álgebra.

Veamos en primer lugar que ≤ es una relación de orden: Por MV3 es válida la propiedad
reflexiva. Para demostrar la propiedad antisimétrica utilizamos MV4′, MV9′, (2.31) y
(2.25) del siguiente modo: Sean x ≤ y, y ≤ x entonces x = x ⊙ 1 = x ⊙ (x′ ⊕ y) =
x ∧c y = y ∧c x = y ⊙ (y′ ⊕ x) = y.
Para probar la transitividad consideremos x ≤ y, y ≤ z, es decir, por (2.31) y (2.25),
x′⊕ y = 1 y z = (z⊙ y′)⊕ y. Entonces: x′⊕ z = x′⊕ ((z⊙ y′)⊕ y) = (x′⊕ y)⊕ (z⊙ y′) =
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1 ⊕ (z ⊙ y′) = 1, por MV4, y resulta x ≤ z, por (2.31).
Por MV4, x′ ⊕ 1 = 1 para todo x ∈ L y, en consecuencia 1 es el último elemento para
la relación de orden determinada por (2.31). Por MV8, 0′ ⊕ x = 1 ⊕ x = x ⊕ 1 = 1 y
resulta 0 el primer elemento de L.
Dado que ≤ es una relación de orden en L, podemos definir x ∨ y el supremo de x e y
determinado por ≤ y x∧ y, el ı́nfimo de x e y por ≤. Probemos ahora que x∨ y = x∨c y
y x ∧ y = x ∧c y.
Usando MV1 a MV3, MV6 y MV7 vemos que x′⊕ ((x⊙y′)⊕y) = (x′⊕y)⊕ (x⊙y′) = 1,
es decir, x ≤ x ∨c y según (2.24) y (2.31). Entonces, y ≤ y ∨c x = x ∨c y, por MV9.
Sea ahora z tal que x ≤ z, y ≤ z, veamos z ≤ x∨c y, es decir ((x⊙ y′)⊕ y)′⊕ z = 1. Por
MV6’, (2.25) y MV11: ((x⊙ y′) ⊕ y)′ ⊕ z = ((x⊙ y′)′ ⊙ y′) ⊕ z = ((x′ ⊕ y′′) ⊙ y′) ⊕ z =
(x′∧cy

′)⊕z = (x′⊕z)∧c (y′⊕z) = 1∧c1 = (1⊕0)⊙1 = 1. Esto completa la demostración
de x ∨ y = x ∨c y.
Por (2.31), MV6’ y MV3 escribimos: ((x⊕ y′)⊙ y)′ ⊕ x = (x⊕ y′)′ ⊕ y′ ⊕ x = (x⊕ y′)′ ⊕
(x⊕ y′) = 1 y de (2.25) resulta que x∧c y ≤ x. Entonces, por MV9’, x∧c y = y ∧c x ≤ y.
Supongamos ahora que z ≤ x y z ≤ y, debemos probar que z ≤ x ∧c y, o lo que es
equivalente, z′⊕(x∧cy) = 1. Aplicando MV11, z′⊕(x∧cy) = (z′⊕x)∧c(z

′⊕y) = 1∧c1 = 1.
Aśı probamos que x ∧ y = x ∧c y.
En virtud de MV1′, 2′, y 4′ se satisfacen los axiomas de monoide conmutativo, veamos
que esta operación respeta el orden, es decir que (x ⊗ z) ≤ (y ⊗ z), cada vez que
x ≤ y. Sean, entonces, x ≤ y, entonces y = x ∨ y = x ∨c y. Por MV11′ escribimos
z⊙ y = z⊙ (x∨c y) = (z⊙ x)∨c (z⊙ y), o lo que es lo mismo: z⊗ y = (z⊗ x)∨ (z⊗ y),
es decir, z⊗ x ≤ z⊗ y, que por la conmutatividad del monoide equivale a x⊗ z ≤ y⊗ z.
Sólo resta ver que se satisface la condición de par adjunto: x⊗ y ≤ z sii (x⊙ y)′ ⊕ z = 1
sii x′ ⊕ y′ ⊕ z = 1 sii x′ ⊕ (y′ ⊕ z) = 1 sii x ≤ y → z.

2

Observación 2.23. Aplicando las definiciones (2.25), (2.30) y (2.29), obtenemos x∧y =
x∧c y = (x⊕ y′)⊙ y = (x→ y)⊗ y, y resulta por el Lema 2.21.2) que toda MV álgebra,
según la definición de Chang, es un ret́ıculo integral divisible.

Previamente a la publicación de Chang en 1958, Wajsberg [Waj35] hab́ıa enunciado un
sistema basado en implicaciones que es una variante equivalente a las MV álgebras.

Definición 2.24. [Tur92] [CDM98]Un álgebra A = 〈A,→, 0〉 de tipo (2, 0) es un álgebra
de Wajsberg, si definiendo

¬x = x→ 0 y 1 = 0 → 0, (2.32)

se verifican las siguientes identidades:

(W1) 1 → y ≈ y

(W2) (x→ y) → ((y → z) → (x→ z)) ≈ 1
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(W3) ((x→ y) → y) ≈ ((y → x) → x)

(W4) (¬x→ ¬y) → (y → x) ≈ 1.

Rodriguez, en su tesis doctoral [Rod80], presenta las álgebras de Wajsberg como álgebras
de Sales satisfaciendo una ley de negación lógica, ya que (W1), (W2) y (W3) constituyen
una axiomática para las álgebras de Sales, siendo (W3) la llamada Ley de Sales. Las
álgebras de Sales fueron estudiadas por primera vez en la Tesis Doctoral de Antoni
Torrens [Tor80].

Lema 2.31. Sea A = 〈A,→, 0〉 un álgebra de Wajsberg. Si definimos

x ≤ y si y sólo si x→ y = 1, (2.33)

entonces ≤ es un orden parcial en A.

Demostración: Por (W1), afirmamos que para todo x ∈ A, x → x = 1 → (x → x) =
(1 → 1) → ((1 → x) → (1 → x)), que por (W2) es 1. Por lo tanto, en virtud de (2.33),
x ≤ x.
Supongamos x ≤ y e y ≤ x, entonces x → y = y → x = 1, aplicando (W1) escribimos:
x = 1 → x = (y → x) → x. Por (W3) (y → x) → x = (x → y) → y = 1 → y,
nuevamente aplicando (W1) obtenemos x = y.
Para verificar la propiedad transitiva supongamos x ≤ y e y ≤ z, es decir: x → y = 1
e y → z = 1. Por (W2) y (W1) escribimos: 1 = (x → y) → ((y → z) → (x → z)) =
1 → ((y → z) → (x→ z)) = 1 → (x→ z) = x→ z, es decir, x ≤ z. 2

Lema 2.32. Sea A = 〈A,→, 0〉 un álgebra de Wajsberg,entonces se satisfacen, para todo
x, y, z ∈ A, las siguientes propiedades:

1) x→ x = 1

2) ¬1 = 0

3) x = ¬¬x

4) x→ 1 = 1

5) x→ (y → x) = 1

6) 0 → x = 1

7) ¬y → ¬x = x→ y

8) x ≤ y → x

9) Si x ≤ y, entonces y → z ≤ x→ z. Si z = 0 resulta ¬y ≤ ¬x.
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10) Si x ≤ y, entonces z → x ≤ z → y.

11) x→ (y → z) = y → (x→ z).

Demostración:

1) x→ x = 1 es equivalente, por (2.33) a x ≤ x, y se verifica por el Lema 2.31.

2) ¬1 = 1 → 0 = 0, por (W1).

3) ¬¬x = ¬x→ 0 = ¬x→ ¬1 ≤ 1 → x = x, por 2), (W4) y (W1), respectivamente.

4) Por 1) y (W1) escribimos x → 1 = x → (x → x) = (1 → x) → ((1 → x) → x),
aplicando (W3), (1 → x) → ((1 → x) → x) = (1 → x) → ((x → 1) → 1) y por
(W1) y (W2), (1 → x) → ((x→ 1) → 1) = (1 → x) → ((x→ 1) → (1 → 1)) = 1.

5) Aplicando (W1) podemos escribir, x → (y → x) = 1 → (x → (y → x)) =
(y → 1) → ((1 → x) → (y → x)) = 1, por 4) y por (W2).

6) Por 3), 0 → x = 0 → ((x→ 0) → 0) = 1, por 5).

7) Por (W4) (¬y → ¬x) → (x→ y) = 1 que por (2.33) es equivalente a (¬y → ¬x) ≤
(x→ y).
Usando esta misma propiedad escribimos (¬¬x→ ¬¬y) ≤ (¬y → ¬x), que por 3)
resulta: x→ y ≤ ¬y → ¬x y se comprueba la igualdad.

8) x→ (y → x) = 1, por 5), y por (2.33) resulta x ≤ y → x.

9) Si x ≤ y, por (2.33) x → y = 1, por las ecuaciones (W2) y (W1) escribimos
1 = (x → y) → ((y → z) → (x → z)) = 1 → ((y → z) → (x → z)) =
(y → z) → (x→ z) y aplicando nuevamente (2.33) resulta y → z ≤ x→ z.

10) Si x ≤ y, por (2.32) y aplicando el inciso anterior, ¬y ≤ ¬x, aplicando nuevamente
el inciso anterior, ¬x→ ¬z ≤ ¬y → ¬z y, por el inciso 7) resulta z → x ≤ z → y.

11) Por (W2) podemos escribir (x → (y → z)) → (((y → z) → z) → (x → z)) = 1,
que por (2.33) resulta x → (y → z) ≤ ((y → z) → z) → (x → z). Por (W3)
(y → z) → z = (z → y) → y. Entonces por el inciso 5) y → ((y → z) → z) =
y → ((z → y) → y) = 1, y por (2.33) y ≤ (y → z) → z. Aplicando el inciso
10) a esta desigualdad ((y → z) → z) → (x → z) ≤ y → (x → z) y resulta
x→ (y → z) ≤ y → (x→ z).
Análogamente se ve que y → (x→ z) ≤ x→ (y → z) y resulta la igualdad.

2
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Lema 2.33. Sea A = 〈A,→, 0〉 un álgebra de Wajsberg. Si se define:

x⊗ y = ¬(x→ ¬y), (2.34)

entonces (⊗,→) es un par adjunto.

Demostración: Por (2.34), debemos verificar ¬(x→ ¬y) ≤ z si y sólo si x ≤ y → z.
Supongamos en primer lugar que ¬(x → ¬y) ≤ z, o lo que es lo mismo por (2.33),
¬(x → ¬y) → z = 1. Por (W1) podemos escribir y → z = 1 → (y → z) =
(¬(x→ ¬y) → z) → (y → z). Por (W2) y (2.33), (¬(x → ¬y) → z) → (y → z) ≥
y → ¬(x → ¬y) = (x → ¬y) → ¬y, por el Lema 2.32.7). Por (W4) (x → ¬y) → ¬y =
(¬y → x) → x ≥ x, por el Lema 2.32.8). Por lo tanto, x ≤ y → z.
Supongamos ahora que x ≤ y → z, por el Lema 2.32, inciso 9) decimos que x→ ¬y ≥
(y → z) → ¬y = (¬z → ¬y) → ¬y = (¬y → ¬z) → ¬z ≥ ¬z, por el Lema 2.32.8).
Aplicando el mismo lema, inciso 9), resulta ¬(x → ¬y) ≤ ¬¬z y por (2.34)y el Lema
2.32.3) podemos escribir x⊗ y ≤ z. 2

Lema 2.34. Sea A = 〈A,→, 0〉 un álgebra de Wajsberg, si definimos el producto por
(2.34) y 1 por (2.32), entonces:

1) x⊗ y = y ⊗ x

2) x⊗ (y ⊗ z) = (x⊗ y) ⊗ z

3) x⊗ 1 = x

4) Si x ≤ y, entonces x⊗ z ≤ y ⊗ z.

Demostración:

1) Por el Lema 2.32.3) y 7) podemos escribir x⊗ y = ¬(x→ ¬y) = ¬(¬¬x→ ¬y) =
¬(y → ¬x) = y ⊗ x.

2) Aplicando (2.34) escribimos x⊗(y⊗z) = ¬(x→ ¬(y⊗z)) = ¬(x→ ¬(¬(y → ¬z)),
por el Lema 2.32.3) y 7) resulta ¬(x → ¬(¬(y → ¬z)) = ¬(x → (z → ¬y)) y
aplicando inciso 11) obtenemos ¬(z → (x → ¬y)) = ¬(z → ¬(¬(x → y))) =
z ⊗ (x⊗ y) = (x⊗ y) ⊗ z, por el inciso anterior de este lema.

3) Por el Lema 2.32.2) escribimos x ⊗ 1 = ¬(x → ¬1) = ¬(x → 0) = ¬¬x = x, por
el mismo lema, inciso 3).

4) Si x ≤ y, aplicando el Lema 2.32.9) dos veces resulta y → ¬z ≤ x → ¬z y
¬(x→ ¬z) ≤ ¬(y → ¬z), que es equivalente por (2.34) a x⊗ z ≤ y ⊗ z.

2
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Corolario 2.4. En las condiciones del lema anterior, 〈A,⊗, 1 ≤〉 es un monoide con-
mutativo ordenado.

Lema 2.35. Sea A = 〈A,→, 0〉 un álgebra de Wajsberg, si definimos la relación de
orden (2.33), y el producto por (2.34), entonces:

1) x ∨ y = (x→ y) → y

2) x ∧ y = x⊗ (x→ y)

3) x ≤ 1

4) 0 ≤ x.

Demostración:

1) Por el Lema 2.32.8) y ≤ (x→ y) → y, por el mismo lema y (W3), x ≤ (y → x) → x =
(x→ y) → y. Supongamos ahora que x ≤ t e y ≤ t, entonces, aplicando dos veces
el Lema 2.32.9) resulta x → y ≥ t → y, (x → y) → y ≤ (t → y) → y. Por (W3),
(2.33) y (W1) podemos decir que (t → y) → y = (y → t) → t = 1 → t = t. Por
propiedad transitiva resulta (x→ y) → y ≤ t.

2) Por (2.34), x ⊗ (x → y) = ¬(x → ¬(x → y)), aplicando el Lema 2.32.7) y 3)
obtenemos ¬((x→ y) → ¬x) = ¬((¬y → ¬x) → ¬x) = ¬(¬y∨¬x) = ¬(¬x∨¬y),
por el inciso anterior. ¬x ≤ ¬x ∨ ¬y, por el Lema 2.32.3) y 9), x = ¬¬x ≥
¬(¬x ∨ ¬y). Análogamente y ≥ ¬(¬x ∨ ¬y). Supongamos ahora que t ≤ x y
t ≤ y, nuevamente por el Lema 2.32.9) ¬t ≥ ¬x y ¬t ≥ ¬y y, en consecuencia
¬t ≥ ¬x∨¬y, de donde t ≤ ¬(¬x∨¬y). Resulta entonces que x∧y = x⊗ (x→ y).

3) x ≤ 1, por el Lema 2.32.4) y (2.34).

4) 0 ≤ x, por el Lema 2.32.6) y (2.34).

2

Corolario 2.5. En las condiciones del lema anterior, 〈A,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo dis-
tributivo acotado.

Demostración: El hecho de ser ret́ıculo acotado sigue inmediatamente del lema anterior,
y resulta distributivo por la definición del ı́nfimo y los lemas 2.21 y 2.23. 2

Teorema 2.14. Dada un álgebra de Wajsberg 〈A,→, 0〉, si se define el producto x⊗y =
(x→ (y → 0)) → 0 entonces 〈A,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es una MV álgebra según la Definición
2.23.

Demostración: Es inmediata a partir del Corolario 2.4 y Corolario 2.5. 2
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Observación 2.24. Font, Rodriguez y Torrens ([FRT84]) prueban que toda MV álgebra
según la definición de Chang, es un álgebra de Wajsberg y viceversa. Cignoli, Mundici y
Ottaviano dan otra demostración de este hecho en [CDM98].

Lema 2.36. En toda MV álgebra se verifica:

x→ (x⊗ y) = (x→ 0) ∨ y. (2.35)

Demostración: (x → 0) ∨ y = y ∨ (x → 0) = (y → (x → 0)) → (x → 0). Aplicando
el Lema 2.26.4) (y → (x → 0)) → (x → 0) = x → ((y → (x → 0)) → 0)2.9.10) y 11)
resulta: (x→ 0) ∨ y = x→ ((x⊗ y) → 0) → 0 = x→ (x⊗ y). 2

Corolario 2.6. Toda MV álgebra es lineal.

Demostración:
Es claro, en virtud del Teorema 2.12 que toda MV álgebra es un ret́ıculo de Girard
divisible. Por el Lema 2.21 afirmamos que L satisface:

x⊗ (y ∧ z) = (x⊗ y) ∧ (x⊗ z)

y finalmente, el lema 2.26 asegura que esta propiedad en un ret́ıculo de Girard es equi-
valente a satisfacer la ley fuerte de De Morgan. 2

Corolario 2.7. Toda MV álgebra es BL álgebra.

Demostración: El Teorema 2.12 afirma que toda MV álgebra es un ret́ıculo residual
divisible, el Corolario 2.6 que satisface la condición de linealidad, por lo tanto, según la
Definición 2.15 es una BL álgebra. 2

Observación 2.25. Al igual que Chang introduce las MV álgebras como representación
algebraica de la lógica multivaluada, Hájek [Háj97] introduce las BL álgebras, basado en
un conjunto de axiomas que constituyen lo que denomina la Lógica Básica-Basic Logic.
En virtud del corolario 2.7, toda MV álgebra es BL álgebra, pero la rećıproca no es cierta
como se puede ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.26. Consideremos el ret́ıculo definido por el diagrama de Hasse y las opera-
ciones dadas por las tablas:
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⊗ 0 a b c d e f g 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 a 0 0 a 0 a
b 0 0 b 0 b b b b b
c 0 a 0 c a 0 c a c
d 0 0 b a b b d b d
e 0 0 b 0 b e b e e
f 0 a b c d b f d f
g 0 0 b a b e d e g
1 0 a b c d e f g 1

→ 0 a b c d e f g 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a g 1 g 1 1 g 1 1 1
b c c 1 c 1 1 1 1 1
c e g e 1 g e 1 g 1
d a c g c 1 g 1 1 1
e c c f c f 1 f 1 1
f 0 a e c g e 1 g 1
g a c d c f g f 1 1
1 0 a b c d e f g 1

Puede verificarse que este ret́ıculo residual es integral, divisible y lineal, sin embargo no
satisface la condición x ∨ y = (x→ y) → y. En efecto: (d→ a) → a = c→ a = g 6= d =
d ∨ a.

Teorema 2.15. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es una MV álgebra, entonces BM , el conjun-
to de los elementos idempotentes con respecto al producto, forman un álgebra de Boole
y la implicación en BM coincide con el residuo del ret́ıculo.

Demostración: Es consecuencia del Teorema 2.8, y la involución de la negación. 2

Corolario 2.8. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una MV álgebra, si x⊗ y = x∧ y para todo
x, y ∈ L, entonces L es un álgebra de Boole.

Demostración: Inmediato a partir del teorema anterior y el corolario del teorema de
Glivenko, en [Mon95], considerando que x ∧ x = x para todo x ∈ L. 2

Ejemplo 2.27. Consideremos el ret́ıculo definido por el mismo diagrama de Hasse del
Ejemplo 2.26, pero las operaciones dadas por las siguientes tablas:
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⊗ 0 a b c d e f g 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 a 0 0 a 0 a
b 0 0 0 0 0 b 0 b b
c 0 a 0 c a 0 c a c
d 0 0 0 a 0 b a b d
e 0 0 b 0 b e b e e
f 0 a 0 c a b c d f
g 0 0 b a b e d e g
1 0 a b c d e f g 1

→ 0 a b c d e f g 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a g 1 g 1 1 g 1 g 1
b f f 1 f 1 1 1 1 1
c e g e 1 g e 1 g 1
d d f g f 1 g 1 1 1
e c c f c f 1 f 1 1
f b d e f g e 1 g 1
g a c d c f g f 1 1
1 0 a b c d e f g 1

En las tablas se comprueba que es un ret́ıculo integral de Girard, divisible, es decir, una
MV álgebra. Los elementos idempotentes (0, c, e, 1) conforman B2.

a a

a
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c e

1 ⊗ 0 c e 1
0 0 0 0 0
c 0 c 0 c
e 0 0 e e
1 0 c e 1

→ 0 c e 1
0 1 1 1 1
c e 1 e 1
e c c 1 1
1 0 c e 1
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2.8. Resumen

Las estructuras residuadas han sido estudiadas con muy diversas motivaciones. En este
trabajo hemos pretendido realizar el camino desde la primera definición de monoide or-
denado reticulado con residuo a izquierda y a derecha, hasta el álgebra de Boole. En
cada caso, los axiomas independientes se han combinado de formas diversas, y aśı surgen
diferentes estructuras.
En esta sección hemos intentado resumir las denominaciones más frecuentes interrela-
cionándolas y resaltando en la clasificación las que hemos mencionado en el presente
trabajo.

FL Full-Lambeck álgebra: [GJKO01]
〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1〉, tal que: 〈L,∧,∨〉 es un ret́ıculo, 〈L,⊗, 1,≤〉 es un monoide
ordenado y se satisface

x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y →d z si y sólo si y ≤ x→i z

FLω Ret́ıculo residual acotado: [Ono]
FL álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1〉, tal que: 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo acotado.

RRG Ret́ıculo residual generalizado: [Tur92]
〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1, e〉, tal que: 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo acotado, 〈L,⊗, e,≤〉
es un monoide ordenado y se satisface

x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y →d z si y sólo si y ≤ x→i z

RLM Residuated lattice ordered monoid: [Gal04]
〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, e〉, tal que: 〈L,∧,∨〉 es un ret́ıculo, 〈L,⊗, e〉 es un monoide y
se satisface

x⊗ y ≤ z si y sólo si x ≤ y →d z si y sólo si y ≤ x→i z

FLe Ret́ıculo residual conmutativo no acotado: [Ono]
FL álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1〉, tal que: 〈L,⊗, 1,≤〉 es un monoide ordenado
conmutativo.

DFL FL álgebras distributivas:
FL álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→i,→d, 0, 1〉, tal que: 〈L,∧,∨〉 es un ret́ıculo distributivo.

RFL FL álgebras representables:
Productos subdirectos de FL cadenas ó bien FL álgebras tal que satisfacen:

1 ≤ [u→i ((x ∨ y) →i x) ⊗ u] ∨ [v ⊗ ((x ∨ y) →i y) →d v]
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psMTL: pseudo Monoidal t-norm logic: [FGI01]
FLω tal que (x→i y) ∨ (y →i x) = 1, (x→d y) ∨ (y →d x) = 1

psBL-GBL pseudo Basic logic, BL generalizada,: [FGI01], [NGI02],[JT02]
FLω, tal que x ∧ y = x ⊗ (x →d y) = (x →i y) ⊗ x. Son ret́ıculos residuales
generalizados divisibles.

psMV-GMV pseudo Multi Valuada ó MV generalizada: [JT02], [Gal03], [GI01]
psBL donde x ∨ y = (y →i x) →d x = (y →d x) →i x

GL Monoide-ret́ıculo de Girard: [Höh95]
Ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→,¬, 0, 1〉 tal que ¬¬x = x.

CanRL RL cancelativos: [BCG+03]
RL satisfacen: x = (x→d y) ⊗ y, y = y ⊗ (x→i x)

LG Grupos ordenados ret́ıculos, l-grupos: [AF88], [Ge89]
RL que satisfacen 1 = x⊗ (1 →i x) .

LG− Cono negativo: [JT02]
BL cancelativas, integrales, generalizadas.

FLeω-CRL Ret́ıculo residual comutativo: [KO01], [HRT02]
FLe y FLω.

IRL Ret́ıculo residual integral: [Höh95]
CRL donde e = 1.

MTL-RLCMonoidal t-norm logic: [BT01]
FLeω tal que (x → y) ∨ (y → x) = 1, es decir, ret́ıculo residual con ley fuerte de
De Morgan [Höh95] o lineal.

BL BL álgebras:[Háj97]
ML divisibles o psBL conmutativas, lineales.

HA-Br pseudo álgebras de Heyting o álgebras de Brouwer: [Mon95]
FL donde x ∧ y = x⊗ y. Si FLω es álgebra de Heyting.

RBr Álgebras de Brouwer prelineales o hoops básicos idempotentes:

GBA Álgebras de Boole generalizadas:
Álgebras de Brouwer donde x∨ y = (x→ y) → y o hoops de Wajsberg idempotes-
ntes, es decir, x⊗ x = x.

GA álgebras de Gödel o Heyting lineales: [Háj97], [Mon95]
BL, con x⊗ x = x ó Heyting con prelinealidad.
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Π álgebras producto: [Háj97], [Cin01]
BL donde ¬¬x ≤ (x→ (x⊗ y)) → (y ⊗ ¬¬y)

BA álgebras de Boole: [Höh95], [DP02]
Heyting donde ¬¬x = x ó MV donde x⊗ x = x
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������������������������������������ ��������Π ��������

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ
MV

��������

????????????????

tttttttttttttttttttttBA
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Algunas subvariedades de ret́ıculos residuales, ordenadas por inclusión.



Caṕıtulo 3

Homomorfismos, Subálgebras y
Productos

3.1. Teoŕıa de Homomorfismos

3.1.1. Homomorfismos

La definición de homomorfismo en álgebra universal, según podemos encontrarla en S.
Burris y H.P. Sankappanavar es la siguiente:

Definición 3.1. [BS81] Si A y B son álgebras del mismo tipo F, una aplicación α : A→ B
es un homomorfismo de A en B si αfA(a1, · · · , an) = fB(αa1, · · · , αan), para cada f
n-aria en F, y cada n-upla (a1, · · · , an) ∈ An. Si además α es epiyectiva, entonces B es
una imagen homomorfa de A.

La instancia de esta definición para la variedad de los ret́ıculos residuales resulta:

Definición 3.2. Sean dos ret́ıculos residuales: L1 = 〈L1,∧1,∨1,⊗1,→1, 01, 11, e1〉 y L2 =
〈L2,∧2,∨2,⊗2,→2, 02, 12, e2〉. Una función h : L1 → L2 es un homomorfismo de L1 en
L2 si se verifican:

h1) h(x ∧1 y) = h(x) ∧2 h(y)

h2) h(x ∨1 y) = h(x) ∨2 h(y)

h3) h(x⊗1 y) = h(x) ⊗2 h(y)

h4) h(x→1 y) = h(x) →2 h(y)

h5) h(01) = 02

h6) h(11) = 12

89
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h7) h(e1) = e2.

Si h es sobreyectiva se denomina epimorfismo y L2 es una imagen homomorfa de L1. Si
es inyectiva monomorfismo y si es biyectiva, isomorfismo.

Notación 3.1. Si existe un isomorfismo entre L1 y L2, diremos que L1 y L2 son isomorfos
y lo notaremos L1

∼= L2.

Observación 3.1. A fin de simplificar la escritura, pondremos L para representar
〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉 y Li para representar 〈Li,∧i,∨i,⊗i,→i, 0i, 1i, ei〉
Observación 3.2. Emulando la ĺınea de trabajo seguida en [Mon95] analizaremos la
interdependencia de las condiciones:

h7 no es consecuencia de h1, h2, h3, h4, h5, h6:

Sean L1 el álgebra de Boole con un átomo, L2 el ret́ıculo residual del Ejemplo 2.12 y
h : L1 → L2 definida por h(0) = 0, h(1) = 1. h satisface h1, h2, h3, h4, h5 y h6, pero
h(e1) 6= e2

h5 no es consecuencia de h1, h2, h3, h4, h6 y h7:

Sean L1 y L2 dos ret́ıculos residuales, L2 con más de un elemento (es decir, 02 6= 12).
h : L1 → L2 definida por h(x) = 12, para todo x ∈ L1. h satisface h1, h2, h3, h4 y h6,
pero h(01) 6= 02

h4 no es consecuencia de h1, h2, h3, h5, h6 y h7:

Sean L1 y L2 dos ret́ıculos residuales, L2 con más de un elemento (es decir, 02 6= 12).
h : L1 → L2 definida por h(x) = 02, para todo x ∈ L1, x 6= 11, h(11) = 12. h satisface
h1, h2, h3, h5 y h6, pero no h4.

Si L1 y L2 son ret́ıculos residuales integrales, y se verifica h4, entonces se verifica
h6.

En efecto:
Por el Lema 2.12.4), h(1) = h(x→1 x). Por h4, h(x→1 x) = h(x) →2 h(x) = 1.

h3, h4 no son consecuencia de h1, h2, h5, h6 y h7:

Sea L1 la cadena 01 ≤ a ≤ 11 y L2 la cadena 02 ≤ b ≤ 12

con las operaciones definidas por las siguientes tablas:

⊗1 01 a 11

01 01 01 01

a 01 01 a
11 01 a 11

→1 01 a 11

01 11 11 11

a a 11 11

11 01 a 11
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⊗2 02 b 12

02 02 02 02

b 02 b b
12 02 b 12

→2 02 b 12

02 12 12 12

b 02 12 12

12 02 b 12

y h definida por la siguiente tabla:

x 01 a 11

h(x) 02 b 12

Se verifican h1, h2, h5, h6 pero:
h(a) ⊗2 h(a) = b⊗2 b = b 6= 02 = h(a⊗1 a)
h(a) →2 h(01) = b→2 02 = 02 6= b = h(a) = h(a→1 01)

Veamos ahora las condiciones que debe verificar una función h : L1 → L2 para ser un
homomorfismo de ret́ıculos residuales, según la clase a la que pertenezcan L1 y L2. En
cualquier caso, si se verifican h4 y h5, entonces es claro que h(¬1x) = ¬2h(x).

Si son ret́ıculos integrales basta verificar h1, h2, h3, h4 y h5.

h6 es consecuencia directa de h4 y el lema 2.12.4).

Si son ret́ıculos lineales basta verificar h1, h3, h4 y h5 (ó h2, h3, h4 y h5).

Dado que son ret́ıculos lineales, se trata de ret́ıculos integrales y por ello se verifica h6,
como valen las leyes de De Morgan, según la Observación 2.14, se verifica h2. En efecto:
h(x ∨1 y) = h(¬1(¬1x ∧1 ¬1y)) = ¬2(h(¬1x) ∧2 h(¬1y)) = ¬2(¬2h(x) ∧2 ¬2h(y)) =
h(x) ∨2 h(y).

Si son ret́ıculos de Girard basta verificar h1, h3, h4, h5.

Ya que son ret́ıculos de Girard, son ret́ıculos integrales y vale h6. Por el Lema 2.26.2)
y 3) se verifican las leyes de De Morgan y se verifica h2 razonando igual que en el caso
anterior.

Si son ret́ıculos divisibles basta verificar h2, h3, h4, h5.

Nuevamente se trata de ret́ıculos integrales y se verifica h6, por ser divisible (según la
Observación 2.12) y por el Lema 2.21.2), de h3 y h4 resulta h1.

Si son BL álgebras basta verificar h3, h4, h5.

Resulta del hecho de ser ret́ıculos lineales y divisibles.

Si son MV álgebras basta verificar h1, h3, h4, h5.
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h6 es consecuencia de la integralidad, mientras que h2 resulta de la definición de MV
álgebra y h4.

Ejemplo 3.1. Consideremos las cadenas L1: 0 < p < 1 con las operaciones definidas por:

⊗1 0 p 1
0 0 0 1
p 0 p p
1 0 p 1

→1 0 p 1
0 1 1 1
p 0 1 1
1 0 p 1

y la cadena L2: 0 < a < b < c < 1, con las operaciones:

⊗2 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 b c b
c 0 0 c c c
1 0 a b c 1

→2 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a c 1 1 1 1
b a a 1 1 1
c a a a 1 1
1 0 a b c 1

Sea h la función definida por la siguiente tabla:

x 0 p 1
h(x) 0 b 1

Entonces h es un monomorfismo de ret́ıculos residuales.

3.1.2. Filtros en ret́ıculos residuales integrales

Definición 3.3. [Pav79][Höh95] Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual inte-
gral, F ⊂ L es un filtro de ret́ıculo residual integral si satisface las siguientes condiciones:

(F0) 1 ∈ F

(F1) Si x ≤ y, x ∈ F , entonces y ∈ F

(F2) Si x, y ∈ F , entonces x⊗ y ∈ F

Observación 3.3. En esta tesis trabajaremos sobre filtros de ret́ıculos residuales inte-
grales, y los llamaremos simplemente filtros. En caso de posibles confusiones hablaremos
de filtros de ret́ıculos y filtros de ret́ıculos residuales.
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Observación 3.4. Llamamos filtro propio a un filtro propiamente contenido en el ret́ıcu-
lo. Salvo que se haga alguna aclaración en especial, a lo largo de este caṕıtulo cada vez
que se mencione un filtro nos referiremos siempre a un filtro propio. Es claro que F es
un filtro propio si y sólo si 0 6∈ F .

Lema 3.1. Sea F un filtro. F es propio si y sólo si no existe x ∈ L tal que x y x → 0
pertenezcan a F simultáneamente.

Demostración: Supongamos que x, x → 0 ∈ F , entonces, por (F2) y el Lema 2.9.2-i)
podemos escribir: 0 = x⊗ (x→ 0) ∈ F .
Si F no es propio, 0 ∈ F y 0 → 0 = 1 ∈ F . 2

Lema 3.2. Si x, y ∈ F entonces:

1) x ∧ y ∈ F

2) x→ y ∈ F

Demostración:

1) Resulta de (F2), (F1) y el Lema 2.14.2): x⊗ y ≤ x ∧ y.

2) Resulta de (F1) y el Lema 2.14.3): y ≤ x→ y.

2

Si bien la imagen homomorfa de un filtro, no es necesariamente un filtro en la variedad
de los ret́ıculos, un homomorfismo de ret́ıculos residuados preserva esta estructura, como
se verifica en el siguiente lema.

Lema 3.3. Sean 〈L1,∧1,∨1,⊗1,→1, 01, 11〉, 〈L2,∧2,∨2,⊗2,→2, 02, 12〉 dos ret́ıculos re-
siduales integrales, h : L1 → L2 un epimorfismo de ret́ıculos residuales. Si F es un filtro
de L1, entonces h(F ) es un filtro de L2.

Demostración: Dado que h es homomorfismo h(11) = 12 y se verifica (F0). Para probar
(F1) supongamos que h(x) ∈ h(F ) y z ∈ L2 tal que h(x) ≤ z. Como h es un epimorfismo,
existe y ∈ L tal que h(y) = z y z = h(y) = h(x)∨2h(y) = h(x∨1 y), por h2. Como x ∈ F
y x ∨1 y ≥ x resulta x ∨1 y ∈ F y z ∈ h(F ). (F2) resulta sencillamente por h3. 2

Observación 3.5. Del Lema 3.2.1) se sigue que todo filtro de ret́ıculo residual es filtro
de ret́ıculo, pero la rećıproca en general no es válida.
En efecto: Si consideramos en el Ejemplo 2.13 el filtro de ret́ıculo principal generado por
p, es decir,

F (p) = {p, q, r, s, t, u, v, 1}
vemos que p⊗ p = 0 6∈ F.
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Lema 3.4. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉, un ret́ıculo residual F (a) el filtro de ret́ıculo gene-
rado por a es filtro de ret́ıculo residual si y sólo si a es idempotente.

Demostración: Supongamos en primer lugar que a es idempotente. (F0) y (F1) se
verifican trivialmente, debemos probar (F2). Sean x, y ∈ F (a), entonces a ≤ x, a ≤ y.
En virtud del Lema 2.9.3) escribimos a = a⊗ a ≤ x⊗ y y, en consecuencia x⊗ y ∈ F (a).

Para ver la rećıproca supongamos que F (a) es filtro y, sabiendo que a ∈ F (a), por (F2)
necesariamente a⊗ a ∈ F (a) y, por lo tanto, a ≤ a⊗ a. Aplicando ahora el Lema 2.14.2)
resulta la igualdad. 2

Corolario 3.1. Los filtros de un ret́ıculo residual integral finito, son los filtros de ret́ıculo
principales generados por los elementos idempotentes.

Demostración: Si L es ret́ıculo residual finito, sus filtros de ret́ıculo serán los filtros
principales, pero para que sea filtro de ret́ıculo residual, según la proposición anterior,
debe ser generado por un elemento idempotente. 2

Lema 3.5. Si 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉, es un ret́ıculo residual lineal no totalmente ordenado,
entonces tiene al menos un filtro principal no trivial.

Demostración: En virtud del Lema 2.18 L\{1} posee al menos dos elementos maximales
distintos, sean a y b, en especial, 1 = a ∨ b. Sea Fa = {x ∈ L : x ∨ b = 1}, veamos que
Fa es un filtro. (F0) y (F1) se verifican trivialmente. Comprobemos (F2). Sean x, y tales
que x ∨ b = y ∨ b = 1, veamos que (x ⊗ y) ∨ b = 1. Dado que x ∨ b = y ∨ b = 1,
bastará con probar que 1 = (x ∨ b) ⊗ (y ∨ b) ≤ (x ⊗ y) ∨ b. Por la Condición (2.13)
(x ∨ b) ⊗ (y ∨ b) ≤ (x ⊗ y) ∨ b es equivalente a x ∨ b ≤ (y ∨ b) → ((x ⊗ y) ∨ b) y esto
se verifica si x ≤ (y ∨ b) → ((x ⊗ y) ∨ b) y b ≤ (y ∨ b) → ((x ⊗ y) ∨ b). Por el Lema
2.12.2) x ≤ (y ∨ b) → ((x ⊗ y) ∨ b) es equivalente a x → ((y ∨ b) → ((x ⊗ y) ∨ b)) = 1,
que por el Lema 2.9.10) puede escribirse (x⊗ (y ∨ b)) → ((x⊗ y)∨ b) = 1 y nuevamente
aplicando el Lema 2.12.2) vemos que es equivalente a x ⊗ (y ∨ b) ≤ (x ⊗ y) ∨ b, pero
por el Lema 2.9.6) x ⊗ (y ∨ b) = (x ⊗ y) ∨ (x ⊗ b), y resulta que debemos probar que
(x ⊗ y) ∨ (x ⊗ b) ≤ (x ⊗ y) ∨ b. Esto se verifica ya que: x ⊗ y ≤ x ⊗ y y x ⊗ b ≤ b y
aplicando supremo a ambos desigualdades obtenemos el resultado deseado.
Para ver que b ≤ (x⊗ y) ∨ b ≤ (y ∨ b) → ((x⊗ y) ∨ b) basta aplicar el Lema 2.14.3).
Hemos probado que Fa es un filtro. Vemos que es un filtro propio ya que 0∨ b 6= 1. Dado
que es finito, existe a0 =

∧{x : x ∈ Fa}, de este modo Fa = F (a0), un filtro principal. 2

Corolario 3.2. Si L es un ret́ıculo lineal no totalmente ordenado, entonces tiene al
menos un elemento idempotente.

Demostración: Inmediata, a partir del Lema 3.4 y el Lema 3.5. 2

Lema 3.6. La intersección de filtros es un filtro.
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Demostración: Sea {Fi}i∈I una familia de filtros y F =
⋂

i∈I

Fi.

Dado que 1 ∈ Fi para todo i ∈ I resulta que 1 ∈ F y se verifica (F0).
Para verificar (F1) observemos que si x ≤ y, x ∈ F , entonces x ∈ Fi para todo i ∈ I y,
en consecuencia, por (F1), y ∈ Fi, para todo i ∈ I, es decir, y ∈ F .
Con un argumento similar, si x e y son elementos de F , entonces x e y son elementos
de Fi para todo i ∈ I, y aplicando (F2) x ⊗ y ∈ Fi para todo i ∈ I y, en consecuencia
x⊗ y ∈ F . 2

Lema 3.7. Sea F un filtro. x, y ∈ F si y sólo si x ∧ y ∈ F.

Demostración: Si x, y ∈ F por el Lema 3.2 resulta x ∧ y ∈ F . Para la implicación
contraria basta aplicar (F1). 2

Definición 3.4. Si S es un subconjunto no vaćıo de L, el filtro generado por S es la
intersección de todos los filtros que contienen a S. Afirmamos que se trata de un filtro
en virtud del Lema 3.6.
Notaremos con 〈S〉 al filtro generado por S.

Observación 3.6. En el conjunto F(L) de todos los filtros F de L consideramos la
relación de orden parcial determinada por la inclusión de conjuntos. Según esta relación
de orden, el filtro generado por S es el menor filtro que contiene a S. Es decir, se verifica
el siguiente lema:

Lema 3.8. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual integral y S ⊆ L, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1) F = 〈S〉

2) F satisface las siguientes condiciones:

(FG1) S ⊆ F ,

(FG2) F es un filtro,

(FG3) Si G es un filtro tal que S ⊆ G, entonces F ⊆ G.

Demostración: 1)⇒ 2) Por la definición de intersección se cumple (FG1) y por la propia
definición de filtro generado (Definición 3.4) se cumple (FG2). Supongamos entonces que
G es un filtro que contiene a S, por la definición de 〈S〉 resulta F ⊆ G.

2)⇒ 1) Supongamos ahora que F satisface (FG1),(FG2) y (FG3). Por (FG1), (FG2)
y la definición de 〈S〉 resulta 〈S〉 ⊆ F . Ahora bien, 〈S〉 es un filtro que contiene a S,
entonces aplicando (FG3) resulta F ⊆ 〈S〉 y obtenemos la igualdad. 2
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Lema 3.9. [Tur99] Si S es un subconjunto no vaćıo de un ret́ıculo residual integral L,
entonces

Sf = {x ∈ L : existen s1, · · · , sn ∈ S satisfaciendo s1 ⊗ · · · ⊗ sn ≤ x}
es un filtro que contiene a S.

Demostración: S ⊆ Sf es trivial. Veamos que Sf es un filtro.
(F0) se satisface ya que s ≤ 1 para todo s ∈ S, (F1) se satisface por la propiedad
transitiva de ≤ y, finalmente (F2) por la monotońıa del operador ⊗. 2

Teorema 3.1. Si S es un subconjunto no vaćıo de un ret́ıculo residual integral L, en-
tonces Sf = 〈S〉, el filtro generado por S.

Demostración: Por el Lema 3.1 Sf es un filtro que contiene a S. Para ver que es el
menor, consideremos un filtro G tal que S ⊆ G y un elemento x tal que s1⊗· · ·⊗sn ≤ x,
para algunos s1, · · · , sn ∈ S, dado que S ⊆ G aplicando (F1) y (F2) se concluye que
x ∈ G, es decir, Sf ⊆ G y Sf = 〈S〉. 2

Siguiendo la construcción de filtro generado para álgebras de Heyting dada en [Mon95],
enunciamos el siguiente lema:

Lema 3.10. Sea F un filtro de un ret́ıculo residual integral L, x ∈ L tal que x⊗ x = x.
Notemos 〈F, x〉 al filtro generado por F ∪ {x}. Entonces 〈F, x〉 = {y : x→ y ∈ F}.

Demostración: Sea F(x) = {y : x → y ∈ F}, por el Lema 3.8 probaremos que F(x)

satisface (FG1), (FG2) y (FG3).

(FG1): Debemos probar que F ∪{x} ⊆ F(x). Sea y ∈ F , por el Lema 2.9.1-i), y ≤ x→ y
y resulta x → y ∈ F , por (F1). Resulta entonces que y ∈ F(x). Además x → x = 1 ∈ F
por (F0), y se satisface lo que queremos probar.

(FG2): Veamos ahora que F(x) es un filtro: (F0) se verifica por el Lema 2.9.1). Para ver
(F1) sea y1 ≤ y2, y1 ∈ F(x), por el Lema 2.9.2-i) resulta x→ y1 ≤ x→ y2. Como y1 ∈ F(x)

resulta x → y1 ∈ F , y aplicando (F1) para F resulta x → y2 ∈ F y, en consecuencia,
y2 ∈ F(x). Es decir, F(x) satisface (F1). Finalmente, sean y, z ∈ F(x), entonces x→ y,
x→ z ∈ F . Por (F2) para F resulta que (x → y) ⊗ (x → z) ∈ F . Por el Lema 2.9.18),
y considerando que x ⊗ x = x podemos escribir x → (y ⊗ z) = (x⊗ x) → (y ⊗ z) ≥
(x→ y) ⊗ (x→ z) ∈ F , por (F1) para F resulta que x→ (y ⊗ z) ∈ F e y ⊗ z ∈ F(x).

(FG3): Sea G un filtro tal que F ∪{x} ⊆ G. Si y ∈ F(x) resulta x→ y ∈ F ⊆ G. Entonces
x, x→ y ∈ G y por (F2) para G resulta x⊗ (x→ y) ∈ G. Además, por el Lema 2.9.2-i)
resulta x⊗ (x→ y) ≤ y y aplicando (F2) a G resulta y ∈ G. Hemos probado, entonces,
que F(x) ⊆ G. 2
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Observación 3.7. Si x ∈ F resulta 〈F, x〉 = F . En efecto: sean x, x → y ∈ F . Por el
Lema 2.9.2-i) x⊗ (x→ y) ≤ y; por (F2) x⊗ (x→ y) ∈ F y por (F1), y ∈ F.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.2. Consideremos el ret́ıculo residual del Ejemplo 2.26. F = {f, 1} es un
filtro. b es un elemento idempotente. 〈F, b〉 = {y : b → y ∈ {f, 1}} = {b, d, e, f, g, 1}
y puede verificarse en las tablas que satisface (F0), (F1) y (F2). a no es un elemento
idempotente. {y : a→ y ∈ {f, 1}} = {a, c, d, f, g, 1} es filtro de ret́ıculo, pero no satisface
(F2).

En el Lema 3.10, para caracterizar al filtro generado por un filtro y un elemento x,
hemos necesitado la idempotencia de x para probar que se satisface (F2). Para obtener
un resultado aplicable a un elemento x cualquiera, introduzcamos las potencias n-ésimas
de x:

Definición 3.5. Definimos por recurrencia la n-ésima potencia de x, xn, del siguiente
modo:

x0 = 1,

xn+1 = xn ⊗ x, para todo n ∈ N0.

Consideremos el conjunto F (x) = {y : existe n ∈ N tal que xn → y ∈ F}. Las de-
mostraciones de (FG1) y (FG3) del Lema 3.10 siguen siendo válidas. Para (FG2) las
demostraciones de (F0) y (F1) son las mismas. Veamos cómo demostrar (F2).
Consideremos y, z ∈ F (x), entonces Existen n y m tales que xn → y, xm → z ∈ F .
por (F2) para F resulta que (xn → y) ⊗ (xm → z) ∈ F . Por el Lema 2.9.18), escribi-
mos xn+m → (y ⊗ z) ≥ (xn → y) ⊗ (xm → z) ∈ F , y por (F1) de F resulta que
xn+m → (y ⊗ z) ∈ F , de donde y ⊗ z ∈ F (x).

Este razonamiento demuestra el siguiente lema:

Lema 3.11. Sea F un filtro de un ret́ıculo residual integral L, x ∈ L. Notemos 〈F, x〉 al
filtro generado por F ∪ {x}. Entonces 〈F, x〉 = {y : existe n ∈ N tal que xn → y ∈ F}.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.3. Volvamos al Ejemplo 2.26. F = {f, 1} es un filtro. Los elementos a y g
no son idempotentes.
〈F, a〉 = {y : existe n ∈ N tal que an → y ∈ {f, 1}} = L, ya que a⊗ a = 0.

〈F, g〉 = {y : existe n ∈ N tal que gn → y ∈ {f, 1}} = {b, d, e, f, g, 1} ⊂ L.
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Observación 3.8. Si x es un elemento idempotente, xn = x y por lo tanto el Lema 3.10
es un caso particular del Lema 3.11.
Dado que 1 ∈ F para todo filtro F , podemos considerar el filtro generado por un elemento
a ∈ L, que notamos 〈a〉, como el filtro generado por {1} ∪ {a}. Es decir: 〈a〉 = 〈{1}, a〉,
resulta entonces que, 〈a〉 = {x : existe n ∈ N tal que an → x = 1} y dado que L es un
ret́ıculo residual integral tenemos que: 〈a〉 = {x : existe n ∈ N tal que an ≤ x}.

3.1.3. Sistemas deductivos en ret́ıculos residuales integrales

Definición 3.6. [Tur99] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual. ∅ ⊂ D ⊆ L es un
sistema deductivo si satisface:

(D1) 1 ∈ D,

(D2) Si x, x→ y ∈ D entonces y ∈ D.

Observación 3.9. En [CT97] los autores llaman filtro implicativo a un subconjunto de
un ret́ıculo residual que satisfaga (D1) y (D2).

Observación 3.10. Si 0 ∈ D, entonces D = L. Por (D1) sabemos que 1 ∈ D, además
por el Lema 2.12.2) 0 → y = 1, para todo y ∈ L. Es decir, 0 ∈ D y 0 → y ∈ D, para
todo y ∈ L, en consecuencia, aplicando (D2), resulta y ∈ D, para todo y ∈ L.

Lema 3.12. Sea D un sistema deductivo. D es propio si y sólo si no existe x ∈ L tal
que x y x→ 0 pertenezcan a D simultáneamente.

Demostración: Supongamos que x, x→ 0 ∈ D, entonces, por (D2) 0 ∈ D y D = L.
Si D no es propio, 0 ∈ D y 0 → 0 = 1 ∈ D. 2

Observación 3.11. (D2) es equivalente a:

(D′) x ∈ D, y 6∈ D, entonces x→ y 6∈ D.

En efecto: Supongamos que x ∈ D, y 6∈ D y (D2). Si x → y ∈ D, entonces y ∈ D, lo
que contradice la hipótesis, en consecuencia x→ y 6∈ D.
Rećıprocamente, si x, x → y ∈ D y (D′), entonces si fuera y 6∈ D resultaŕıa x → y 6∈ D,
lo que contradice la hipótesis.

Observación 3.12. Si D es un sistema deductivo, entonces se verifican:

1) Si x ∈ D, y 6∈ D, entonces x→ y 6∈ D,

2) Si x ∈ D, y ∈ D, entonces x→ y ∈ D,

3) Si x 6∈ D, y ∈ D, entonces x→ y ∈ D.
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1) sigue de la Observación 3.11, supongamos ahora que y ∈ D. Por el Lema 2.14.3)
y ≤ x→ y y por el Lema 2.12.2) y → (x → y) = 1 y 1 ∈ D por (D1). Entonces y ∈ D,
y → (x→ y) ∈ D, por (D2) resulta x→ y ∈ D ya sea que x ∈ D ó x 6∈ D, lo que prueba
2) y 3).
En cambio, si x 6∈ D, y 6∈ D, no se puede afirmar nada, como muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3.4. En el ejemplo 2.26 F (f) = {f, 1} es un sistema deductivo a 6∈ F (f), c 6∈
F (f), además, a→ c = 1 ∈ F (f) y c→ a = g 6∈ F (f).

Más adelante retomaremos esta idea.

Lema 3.13. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual y ∅ ⊂ D ⊆ L. D es sistema
deductivo si y sólo si D es filtro de ret́ıculo residual.

Demostración: Supongamos que D es un sistema deductivo. (F0) se verifica trivial-
mente por (D1), para verificar (F1) observemos que si x ≤ y y x ∈ D resulta, por el
Lema 2.12.2) x→ y = 1 ∈ D y por (D2) y ∈ D.
Sean x, y ∈ D, aplicando el Lema 2.12.2) y el Lema 2.9.10) podemos escribir: 1 =
(x⊗ y) → (x⊗ y) = x→ (y → (x⊗ y)). Aplicando iterativamente (D2), como x y 1 ∈
D, resulta x⊗ y ∈ D.

Supongamos ahora que D es un filtro. Igual que en la implicación anterior (D1) se veri-
fica trivialmente de (F0).
Sean x, x→ y ∈ D. Por el Lema 2.9.2-i) x⊗ (x→ y) ≤ y; por (F2) x⊗ (x→ y) ∈ D y
por (F1), y ∈ D. 2

Corolario 3.3. La intersección de sistemas deductivos es un sistema deductivo.

Demostración: Por este lema, una familia de sistemas deductivos es una familia de
filtros. Por el Lema 3.6 la intersección de filtros es un filtro y nuevamente por este lema,
este filtro es un sistema deductivo. 2

Definición 3.7. Si S es un subconjunto no vaćıo de L, el sistema deductivo generado
por S es la intersección de todos los sistemas deductivos que contienen a S.
Notaremos con 〈〈S〉〉 al sistema deductivo generado por S.

Observación 3.13. En el conjunto SD(L) de todos los sistemas deductivos D de L
consideramos la relación de orden parcial determinada por la inclusión de conjuntos.
Según esta relación de orden, el sistema deductivo generado por S es el menor sistema
deductivo que contiene a S. Es decir, se verifica el siguiente lema:

Lema 3.14. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo residual integral y S ⊆ L, las
siguientes condiciones son equivalentes:
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1) D = 〈〈S〉〉

2) D satisface las siguientes condiciones:

(SDG1) S ⊆ D,

(SDG2) D es un sistema deductivo,

(SDG3) Si G es un sistema deductivo tal que S ⊆ G, entonces D ⊆ G.

Demostración: Trivial. 2

Lema 3.15. Si S es un subconjunto no vaćıo de un ret́ıculo residual integral L, entonces

Sd = {x ∈ L : existen s1, · · · , sn ∈ S, tales que s1 → (s2 → (· · · (sn → x) · · · )) = 1}

es un sistema deductivo de L que contiene a S.

Demostración: Sean x ∈ L, s1, · · · , sn ∈ S. La condición

s1 → (s2 → (· · · (sn → x) · · · )) = 1

es equivalente a s1 ⊗ · · · ⊗ sn ≤ x, por los Lemas 2.9.10) y 2.12.2) . Es decir, Sd = 〈S〉.
Finalmente, por el Lema 3.13 es sistema deductivo. 2

Teorema 3.2. Sea S un subconjunto no vaćıo de un ret́ıculo residual integral L, entonces
Sd = 〈〈S〉〉, el sistema deductivo generado por S.

Demostración: Inmediata del Teorema 3.1 y el Lema 3.15. 2

Observación 3.14. Claramente {1} y L son sistemas deductivos. Si D es sistema de-
ductivo, entonces para cada x ∈ L se tiene que x ∈ D si y sólo si xn ∈ D cualquiera que
sea n número natural.
En efecto, dado que un sistema deductivo es filtro, en virtud de (F2), si x ∈ D necesa-
riamente xn ∈ D. Para ver la rećıproca basta aplicar (F1).

Lema 3.16. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal, a, b ∈ L tal que a∨b = 1,
entonces a2 ∨ b2 = 1.

Demostración: Dado que a∨b = 1, resulta (a∨b)⊗1 = (a∨b)⊗(a∨b) = a2∨b2∨(a⊗b),
por el Lema 2.9.6). Veamos que a ⊗ b ≤ a2 ∨ b2. Por el Lema 2.12.2) probaremos la
igualdad: (a⊗b) → (a2∨b2) = 1. Por el Lema 2.9.10) afirmamos que (a⊗b) → (a2∨b2) =
(a→ (b→ (a2 ∨ b2))), que por el Lema 2.16.2) resulta (a→ (b→ a2))∨ (a→ (b→ b2)).
Aplicando ahora el Lema 2.9.11) obtenemos (b→ (a→ a2)) ∨ (a→ (b→ b2)).
Dado que x ⊗ x = x2, cualquiera que sea x ∈ L, por la condición de par adjunto
resulta a ≤ a → a2 y por el Lema 2.9.4-i) b → a ≤ b → (a → a2). Análogamente
a → b ≤ a → (b → b2). Por la linealidad de L afirmamos 1 = (a → b) ∨ (b → a) ≤
(a→ (b→ b2)) ∨ (b→ (a→ a2)).
Conclúımos, entonces, que a2 ∨ b2 ∨ (a⊗ b) = a2 ∨ b2 y, en consecuencia, a2 ∨ b2 = 1 2



3.1. TEORÍA DE HOMOMORFISMOS 101

Corolario 3.4. En las condiciones del Lema, an ∨ bn = 1, para todo n ∈ N.

Demostración: Sabemos que a2 ∨ b2 = 1, es inmediato ver que a2k ∨ b2k

= 1, cualquiera
que sea k ∈ N. Sea n ∈ N. dado que n ≤ 2n resulta a2n ≤ an. Del mismo modo b2

n ≤ bn.
En consecuencia 1 = a2n ∨ b2n ≤ an ∨ bn. Es decir, an ∨ bn = 1. 2

Observación 3.15. a0 ∨ b0 = 1 ∨ 1 = 1, para todo a, b ∈ L.

Lema 3.17. Sea L un ret́ıculo residual integral y F un filtro de L, entonces para todo
x, y ∈ L se verifican:

1) (x ∨ y)n =
n
∨

k=0

(xn−k ⊗ yk)

2) Si existen nx, ny ∈ N, zx, zy ∈ L tales que xnx ⊗ zx ≤ t y yny ⊗ zy ≤ t, entonces

(x ∨ y)nx+ny ⊗ zx ⊗ zy ≤ t.

Demostración: 1) Se verifica trivialmente para n = 1. Supongamos válido para n y
probémoslo para n+ 1.
Por la Definición 3.5 (x ∨ y)n+1 = (x ∨ y)n ⊗ (x ∨ y). Además, (x ∨ y)n ⊗ (x ∨ y) =
n
∨

k=0

(xn−k ⊗ yk ) ⊗ (x ∨ y ) =

(

n
∨

k=0

(xn−k ⊗ yk ) ⊗ x

)

∨
(

n
∨

k=0

(xn−k ⊗ yk )

)

⊗ y =

n
∨

k=0

(xn+1−k ⊗ yk ) ∨
n
∨

k=0

(xn−k ⊗ yk+1 ) =
n
∨

k=0

(xn+1−k ⊗ yk) ∨
n+1
∨

ko=1

(xn+1−ko ⊗ yko

) =

n+1
∨

k=0

(x(n+1)−k ⊗ yk).

2)Por el inciso anterior, (x ∨ y)nx+ny ⊗ zx ⊗ zy =

(

nx+ny
∨

k=0

(xnx+(ny−k) ⊗ yk)

)

⊗ zx ⊗ zy y

será (x ∨ y)nx+ny ⊗ zx ⊗ zy ≤ t si y sólo si todos los términos lo son. Consideremos uno
cualquiera de ellos: xnx+(ny−k)⊗yk ⊗zx⊗zy. Si k ≤ ny resulta xnx+(ny−k)⊗yk ⊗zx⊗zy =
(xnx ⊗ zx) ⊗ x(ny−k) ⊗ yk ⊗ zy ≤ t⊗ x(ny−k) ⊗ yk ⊗ zy ≤ t.
Si k > ny resulta yk ≤ yny y xnx+(ny−k) ⊗ yk ⊗ zx ⊗ zy = xnx+ny−k ⊗ zx ⊗ (yk ⊗ zy) ≤
xnx+ny−k ⊗ zx ⊗ (yny ⊗ zy) ≤ xnx+ny−k ⊗ zx ⊗ t ≤ t.

2

Corolario 3.5. Si xnx ⊗ zx = 0 e yny ⊗ zy = 0, entonces (x ∨ y)nx+ny ⊗ zx ⊗ zy = 0.

Demostración: Basta tomar t = 0 en el enunciado anterior. 2
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3.1.4. Congruencias y cocientes

Recordemos la definición de congruencia del álgebra universal, tal como la encontramos
en el libro de S. Burris y H.P. Sankappanavar:

Definición 3.8. [BS81] Sea A un álgebra de tipo F y θ una relación de equivalencia en
A. Entonces θ es una congruencia en A si para cada f ∈ F y cada elemento ai, bi ∈ A, si
se verifica aiθbi para 1 ≤ i ≤ n, entonces fA(a1, a2, · · · , an)θfA(b1, b2, · · · , bn) se verifica.

Para la variedad de los ret́ıculos residuales resulta:

Definición 3.9. Sea L = 〈L, ,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral y θ una
relación de equivalencia en L. Entonces θ es una congruencia en L si para cada x, x′, y y′ ∈
L tal que xθy y x′θy′ se verifican:

(C1) (x ∧ x′) θ (y ∧ y′),

(C2) (x ∨ x′) θ (y ∨ y′),

(C3) (x⊗ x′) θ (y ⊗ y′),

(C4) (x→ x′) θ (y → y′).

Lema 3.18. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, F un filtro propio de
L. Entonces la relación ≡F definida por:

x ≡F y si y sólo si (x→ y) ∧ (y → x) ∈ F (3.1)

es una congruencia no trivial en L.

Demostración: En efecto:

i) ≡F es una relación de equivalencia en L.

La propiedad reflexiva es consecuencia del Lema 2.12.4), la simetŕıa está dada por la
propia definición. Probemos la propiedad transitiva. Sean (x → y) ∧ (y → x) ∈ F
y (y → z) ∧ (z → y) ∈ F . Por (F1) x → y, y → z ∈ F , aplicando (F2) resulta
(x → y) ⊗ (y → z) ∈ F y por el Lema 2.9.5) y (F1), x → z ∈ F . Análogamente se ve
que z → x ∈ F y por el Lema 3.7 resulta (x→ z) ∧ (z → x) ∈ F .

ii) Si x ≡F x′ y y ≡F y′, entonces (x ∧ y) ≡F (x′ ∧ y′).

Si x ≡F x′ e y ≡F y′, entonces x → x′ ∈ F e y → y′ ∈ F . Por el Lema 2.9.8)
(x ∧ y) → (x′ ∧ y′) = ((x ∧ y) → x′) ∧ ((x ∧ y) → y′). Además, por el Lema 2.9.12)
(x ∧ y) → x′ ≥ (x → x′) ∨ (y → x′) ≥ x → x′ y ((x ∧ y) → y′) = (x → y′) ∨ (y → y′) ≥
y → y′. De la misma manera resulta (x′ ∧ y′) → (x ∧ y) ∈ F . Entonces por el Lema 3.7
y (F1) resulta (x ∧ y) ≡F (x′ ∧ y′).
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iii) Si x ≡F x′ y y ≡F y′, entonces (x ∨ y) ≡F (x′ ∨ y′).

Si x ≡F x′ e y ≡F y′, entonces x → x′ ∈ F e y → y′ ∈ F . Por el Lema 2.9.9) se
tiene: (x ∨ y) → (x′ ∨ y′) = (x → (x′ ∨ y′)) ∧ (y → (x′ ∨ y′)). Además considerando
el Lema 2.9.13) resulta x → (x′ ∨ y′)) ≥ (x → x′) ∨ (x → y′) ≥ x → x′ y también
y → (x′ ∨ y′) = (y → x′) ∨ (y → y′) ≥ y → y′. Entonces por el Lema 3.7 y (F1) resulta
(x ∨ y) ≡F (x′ ∨ y′).

iv) Si x ≡F x′ e y ≡F y′, entonces (x⊗ y) ≡F (x′ ⊗ y′).

Si x ≡F x′ e y ≡F y′, entonces x→ x′ ∈ F e y → y′ ∈ F . Aplicando la condición de par
adjunto (2.13) y el Lema 2.9.2-i) y 3) se tiene: x⊗(x→ x′)⊗y⊗(y → y′) ≤ x′⊗y′, esto es,
(x⊗y)⊗(x→ x′)⊗(y → y′) ≤ x′⊗y′. Además (x→ x′)⊗(y → y′) ≤ (x⊗y) → (x′⊗y′).
Entonces por el Lema 3.7 y (F2), resulta (x⊗ y) ≡F (x′ ⊗ y′).

v) Si x ≡F x′ e y ≡F y′, entonces (x→ y) ≡F (x′ → y′).

Probaremos que si x ≡F x′, entonces (x→ z) ≡F (x′ → z) y (z → x) ≡F (z → x′), para
todo z ∈ L. Luego, aplicando la propiedad transitiva de la congruencia, resulta lo que
queremos demostrar.
Como x ≡F x′, entonces x′ → x ∈ F y x→ x′ ∈ F .
Por el Lema 2.9.4-i) x′ → x ≤ x′ → ((x → z) → z), que por el Lema 2.9.11) resulta
x′ → x ≤ (x → z) → (x′ → z). Por (F1) para F resulta (x → z) → (x′ → z) ∈ F .
Análogamente se obtiene ((x′ → z) → (x → z) ∈ F . Entonces, por el Lema 3.7,
(x→ z) ≡F (x′ → yz).
Por el Lema 2.9.20) x′ → x ≤ (z → x′) → (z → x), aplicando (F1) para F resulta
(z → x′) → (z → x) ∈ F . Análogamente (z → x) → (z → x′) ∈ F . Entonces, por el
Lema 3.7, (z → x) ≡F (z → x′).

vi) 0 6≡F 1.

0 6≡F 1 ya que (0 → 1) ∧ (1 → 0) = 0 6∈ F . 2

En álgebra universal, dado un homomorfismo h : A → B se define la congruencia no
trivial ker(h) del siguiente modo:

Definición 3.10. Dado un homomorfismo h : A→ B se denomina núcleo - o kernel de
h y se nota ker(h) a la relación binaria:

ker(h) = {(a, b) ∈ A2 : h(a) = h(b)}.

Veremos que ker(h) es una congruencia que coincide con la dada en la Definición 3.18
para el filtro núcleo.
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Definición 3.11. Dado un homomorfismo h : L1 → L2 se denomina filtro núcleo - o
filtro kernel de h y se nota Ker(h) a la imagen completa inversa de 12, es decir:

Ker(h) = h−1[{12}] ⊆ L1

Observemos en primer lugar que dado un homomorfismo h, el filtro núcleo Ker(h) es un
filtro (o un sistema deductivo):

Lema 3.19. Ker(h) tiene las siguientes propiedades:

1) 11 ∈ Ker(h).

2) Si x ≤1 y y x ∈ Ker(h), entonces y ∈ Ker(h).

3) Si x, y ∈ Ker(h) entonces x⊗1 y ∈ Ker(h).

4) Si x, x→1 y ∈ Ker(h), entonces y ∈ Ker(h).

Demostración:

1) h(11) = 12.

2) Si x ≤1 y, entonces h(x) ≤2 h(y), y como x ∈ Ker(h), entonces h(x) = 12. En
consecuencia h(y) = 12 y resulta y ∈ Ker(h).

3) Si x, y ∈ Ker(h), entonces h(x) = h(y) = 12, de donde h(x⊗1 y) = h(x)⊗2 h(y) =
12 ⊗2 12 = 12 y resulta x⊗1 y ∈ Ker(h).

4) Si x, x →1 y ∈ Ker(h), entonces h(x) = h(x →1 y) = 12, luego, 12 = h(x) ⊗2

h(x→1 y) = h(x⊗1 (x→1 y)) ≤ h(y), por el Lema 2.9.2-i), de donde h(y) = 12 y,
por lo tanto, y ∈ Ker(h).

2

Lema 3.20. Sea h : L1 → L2 un epimorfismo. h es isomorfismo si y sólo si Ker(h) =
{11}.

Demostración:
Supongamos que x1 ∈ Ker(h), entonces h(x1) = 12 = h(11), entonces h inyectiva implica
x1 = 11 y, en consecuencia, Ker(h) = {11}.
Para ver la rećıproca, sea h(x1) = h(y1). Entonces: 12 = h(x1) →2 h(y1) = h(x1 →1 y1),
por lo tanto x1 →1 y1 ∈ Ker(h), pero Ker(h) = {11} y resulta x1 →1 y1 = 11, es decir
x1 ≤1 y1. Análogamente y1 ≤1 x1 y de alĺı la igualdad. 2

Lema 3.21. Sean L1 = 〈L1,∧1,∨1,⊗1,→1, 01, 11〉, L2 = 〈L2,∧2,∨2,⊗2,→2, 02, 12〉 dos
ret́ıculos residuales y h : L1 → L2 un homomorfismo de ret́ıculos residuales. entonces
son equivalentes:
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1) h(x) = h(y)

2) x→1 y, y →1 x ∈ Ker(h)

3) (x→1 y) ∧1 (y →1 x) ∈ Ker(h).

Demostración:
1) ⇒ 2): Si h(x) = h(y), por h4 y h6 resulta 12 = h(x) →2 h(y) = h(x →1 y), es decir
x→1 y ∈ Ker(h). Análogamente, y →1 x ∈ Ker(h).

2) ⇒ 3): Supongamos que x →1 y, y →1 x ∈ Ker(h), entonces por el Lema 3.19.3)
(x →1 y) ⊗1 (y →1 x) ∈ Ker(h). Por los lemas 2.12.1) y 3.19.2), (x →1 y) ⊗1 (y →1

x) ≤1 (x→1 y) ∧1 (y →1 x) ∈ Ker(h).

3) ⇒ 1): Si (x →1 y) ∧1 (y →1 x) ∈ Ker(h), entonces 12 = h((x→1 y) ∧1 (y →1 x)) =
h(x→1 y)∧2 h(y →1 x) = (h(x) →2 h(y))∧2 (h(y) →2 h(x)) . Entonces h(x) →2 h(y) =
h(y) →2 h(x) = 12 y por el Lema 2.12.2) resulta h(x) = h(y). 2

Corolario 3.6. Si L1, L2 son divisibles, cualquiera de los enunciados anteriores es equi-
valente a:

4) Existen z, t ∈ Ker(h) tal que x⊗1 z = y ⊗1 t.

Demostración:
Veamos 2) ⇒ 4): Supongamos que x →1 y, y →1 x ∈ Ker(h), por el Lema 2.21.2)
x ⊗1 (x →1 y) = x ∧1 y. Análogamente y ⊗1 (y →1 x) = y ∧1 x. Es decir, tomando
z = x→1 y, t = y →1 x se verifica la proposición.

4) ⇒ 1): Sea x⊗1z = y⊗1 t, con z, t ∈ Ker(h). Entonces h(x) = h(x)⊗2 12 = h(x⊗1z) =
h(y ⊗1 t) = h(y) ⊗2 12 = h(y). 2

Teorema 3.3. Sean L1 y L2 dos ret́ıculos residuales, h : L1 → L2 un homomorfismo,
entonces (x, y) ∈ ker(h) si y sólo si x ≡Ker(h) y.

Demostración:
Sigue directamente de la Definición 3.18 y el Lema 3.21. 2

Observación 3.16. Esta caracterización de la congruencia ker(h) mediante un filtro, no
es posible en cualquier variedad, como se puede ver en el siguiente ejemplo de ret́ıculos:
Consideremos L la cadena {0, p, 1}. Definimos h1, h2 : L→ L por las siguientes tablas:

x 0 p 1
h1(x) 0 p 1

x 0 p 1
h2(x) 0 0 1

Ker(h1) = Ker(h2) = {1} pero ker(h1) es la identidad, mientras que (0, p) ∈ ker(h2).
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Notación 3.2. En lo que sigue, dado que no lleva a ningún tipo de confusión y con el
sólo fin de simplificar la notación escribiremos L/F por L/ ≡F .

Observación 3.17. Entonces, si F es un filtro en L, en virtud del Lema 3.18 resulta que
L/F puede ser provisto de la estructura de ret́ıculo residual integral inducida por el paso
a cociente, siendo 〈L/F,∧F ,∨F ,⊗F ,→F , [0]F , [1]F 〉 tal que la aplicación qF : L → L/F
es un homomorfismo sobreyectivo. Más aún, es válido el siguiente corolario:

Corolario 3.7. [Höh95] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral no trivial.
Entonces existe una aplicación biyectiva entre el conjunto F(L) de los filtros en L y el
conjunto Q(L) de todos los cocientes del ret́ıculo residual.

Demostración:
Sean Q(L) y F(L) respectivamente el conjunto de los cocientes y los filtros de L y las
aplicaciones Ψ : F(L) → Q(L) definida por Ψ(F ) = L/F y Φ : Q(L) → F(L) por
Φ(L/θ) = Ker(qθ), donde qθ es el epimorfismo canónico asociado a θ. Probaremos que
(Φ ◦ Ψ) = IdF(L) y (Ψ ◦ Φ) = IdQ(L).
En primer lugar veamos que (Φ◦Ψ) = IdF(L): (Φ◦Ψ)(F ) = Φ(L/F ) = Ker(qF ) = F . En
efecto: Ker(qF ) = {x : (x→ 1) ∧ (1 → x) ∈ F} = {x : 1 ∧ x ∈ F} = {x : x ∈ F} = F .
Calculemos ahora (Ψ ◦ Φ)(L/θ) = Ψ(Ker(qθ)) = L/Ker(qθ) = L/θ. En efecto: Por el
Teorema 3.3 a ≡Ker(qθ) b es equivalente a (a, b) ∈ ker(qθ). Además, (a, b) ∈ ker(qθ) ⇔
[a]θ = [b]θ ⇔ (a, b) ∈ θ. Es decir, Ker(qθ) = θ y resulta lo que queŕıamos probar. 2

Lema 3.22. [Höh95] Sean L,L1, L2 tres ret́ıculos residuales. h(1) : L→ L1, h
(2) : L→ L2

dos epimorfismos tales que Ker(h(1)) = Ker(h(2)), entonces L1 es isomorfo a L2.

Demostración:
Sean Ker(h) = Ker(h(1)) = Ker(h(2)) y qK el epimorfismo canónico. Resulta entonces
que L/Ker(h) es isomorfo a L1 y a L2, de donde L1 es isomorfo a L2.

L1 L
h(1)

oo h(2)
//

qK

��

L2

L/Ker(h)

h2

<<xxxxxxxxxxxxxxxxxx

h1

bbDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

2

Observación 3.18. Petr Hájek en [Háj97] define la relación de equivalencia:

x ≈F y si y sólo si (x→ y) y (y → x) ∈ F. (3.2)
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Por el Lema 3.7, esta definición coincide con la que hemos visto.
Esko Turunen en [Tur99] define la relación de equivalencia:

x ≈F y si y sólo si (x→ y) ⊗ (y → x) ∈ F. (3.3)

Veamos que esta relación es exactamente la misma que definida en el Lema 3.18.
En efecto: Si x ≈F y resulta (x → y) ∧ (y → x) ≥ (x → y) ⊗ (y → x) ∈ F y aplicando
(F1), x ≡F y.
Si x ≡F y por el Lema 3.7 (x→ y), (y → x) ∈ F y aplicando (F2), resulta x ≈F y.

Ejemplo 3.5. Hallemos todas las imágenes homomorfas del ret́ıculo residual del Ejemplo
2.26. Como es finito todos los filtros de ret́ıculo son principales, pero F (a), F (d) y F (g)
no son filtros de ret́ıculo residual. Analicemos qué ocurre con cada cociente:

F (b) = 〈b〉 = {b, d, e, f, g, 1},

L/〈b〉 es el álgebra de Boole con un átomo, donde [0] = {0, a, c} y [1] = 〈b〉.

F (c) = 〈c〉 = {c, f, 1},

L/〈c〉, es la MV-álgebra [0] < [a] < [1], donde [0] = {0, b, e}, [a] = {a, d, g}, [1] =
〈c〉.

F (e) = 〈e〉 = {e, g, 1},

L/〈e〉 es el álgebra de Heyting [0] < [b] < [1], donde [0] = {0, a, c}, [b] = {b, d, f}, [1] =
〈e〉.

F (f) = 〈f〉 = {f, 1},

L/〈f〉, donde [0] = {0}, [a] = {a}, [b] = {b, e}, [c] = {c}, [d] = {d, g}, [1] = 〈f〉.

Además L/〈c〉 y L/〈e〉, son dos imágenes homomorfas con la misma cantidad de ele-
mentos, pero no isomorfas. En efecto, si existiera un isomorfismo h : L/〈c〉 → L/〈e〉,
entonces h([a]) = [b] pero h(a) ⊗ h(a) = b⊗ b = b y h(a⊗ a) = h(0) = 0.

Observación 3.19. La estructura de ret́ıculo residual integral, lineal, o divisible se
preserva por cocientes, en particular el cociente de una BL álgebra es una BL álgebra,
como era de esperar, dado que conforman variedades.

3.2. Subret́ıculos residuales

La definición de subálgebra en álgebra universal, según se puede encontrar en el libro de
S. Burris y H.P. Sankappanavar es la siguiente:
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Definición 3.12. [BS81] Sean A y B dos álgebras del mismo tipo. B es una subálgebra
de A si B ⊆ A y toda operación fundamental en B es la restricción de la correspondiente
operación de A, es decir para cada f , fB es la restricción de fA a B. Un subuniverso de
A es un subconjunto B ⊆ A cerrado respecto bajo las operaciones fundamentales de A.

La instancia de esta definición para la variedad de los ret́ıculos residuales resulta:

Definición 3.13. Sean A = 〈A,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 y B = 〈A,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 dos ret́ıculos
residuales. B es un subret́ıculo residual de A si B ⊆ A. y se satisfacen las siguientes
condiciones:

(SR1) Si x, y ∈ B, entonces x ∧ y ∈ B

(SR2) Si x, y ∈ B, entonces x ∨ y ∈ B

(SR3) Si x, y ∈ B, entonces x⊗ y ∈ B

(SR4) Si x, y ∈ B, entonces x→ y ∈ B

A partir de la signatura se comprueba que se satisfacen las siguientes condiciones:

(SR5) 0 ∈ B

(SR6) 1 ∈ B.

Ejemplo 3.6. Si consideramos el ret́ıculo residual del Ejemplo 2.4 todos los subuniver-
sos son: {0, 1}, {0, b, 1}, {0, a, b, c, 1}.
Para el Ejemplo 2.13, algunos son: {0, 1}, {0, p, s, 1}, {0, q, s, 1}, {0, r, s, 1}, {0, p, q, r, s, 1}.

Observación 3.20. De la definición surge claramente que todo subret́ıculo residual es
un subret́ıculo acotado. La rećıproca no es cierta. Consideremos nuevamente el Ejemplo
2.4. {0, a, 1} es subálgebra para la estructura de ret́ıculo, pero no para la de ret́ıculo
residual, ya que no es cerrado con respecto a la operación →. En efecto, a, 0 ∈ {0, a, 1},
pero a→ 0 = c 6∈ {0, a, 1}.

Lema 3.23. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Para verificar que
S ⊆ L es un subuniverso es suficiente verificar:

1) Si L es integral: SR1, SR2, SR3, SR4 y SR5.

2) Si L es lineal: SR3, SR4 y SR5.

3) Si L es divisible: SR2, SR3, SR4 y SR5.

4) Si L es de Girard: SR1, SR3, SR4 y SR5 ó SR2, SR3, SR4 y SR5.

5) Si L es BL álgebra: SR3, SR4 y SR5.



3.2. SUBRETÍCULOS RESIDUALES 109

6) Si L es MV álgebra: SR4 y SR5.

Demostración:

1) Si L es integral, por el Lema 2.12.4) 1 = 0 → 0, entonces de SR5 sigue SR6.

2) Si L es lineal, entonces es integral y ya vimos que de SR5 sigue SR6. Considerando
la Proposición 2.10 y SR4, vemos que S es cerrado con respecto al supremo. Por la
Observación 2.14, son válidas las Leyes de De Morgan poniendo ¬x = x→ 0. Por
SR4 y SR5 S es cerrado con respecto a la negación y como acabamos de ver que
es cerrado con respecto al supremo, es también cerrado con respecto al ı́nfimo.

3) Si L es divisible, entonces es integral por el Lema 2.12 y de SR5 se sigue SR6.
Además, de acuerdo al Lema 2.21.2) x ∧ y = x ⊗ (x → y) y SR1 se satisface por
SR3 y SR4.

4) Si L es de Girard, entonces es integral y de SR5 se sigue SR6. Además el Lema
2.26.2) y 3) asegura que se verifican las Leyes de De Morgan, nuevamente por SR4
y SR5 S es cerrado con respecto a la negación y conclúımos que alcanza con probar
SR1 ó SR2.

5) Si L es BL álgebra, entonces es lineal y divisible, por la linealidad basta probar
SR1, SR3, SR4 y SR5, pero SR1 se verifica gracias a SR4 y SR5 por ser divisible.

6) Si L es MV álgebra, hemos probado que se satisfacen las siguientes igualdades:
x∧ y = x⊗ (x→ y), x∨ y = (x→ y) → y), x⊗ y = (x→ (y → 0) → 0, 1 = x→ x.
En consecuencia si se verifican SR4 y SR5, S es subálgebra.

2

Definición 3.14. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, e〉 un ret́ıculo residual y ∅ ⊂ X ⊆ L. El sub-
ret́ıculo S generado por X es la intersección de todos los subret́ıculos que lo contienen.
Si |X| <∞, entonces S es finitamente generado.

Lema 3.24. Dado un homomorfismo h : L1 → L2, h(L1), la imagen homomorfa de L1,
es subálgebra (o subret́ıculo residual) de L2.

Demostración: 01, 11 ∈ L1, por h5 resulta h(01) = 02 y por h6, h(11) = 12, de donde
02, 12 ∈ L2. Sean h(x), h(y) ∈ h(L1). Por h1) sabemos que h(x)∧2 h(y) = h(x∧1 y); por
h2) que h(x)∨2 h(y) = h(x∨1 y); por h3) que h(x)⊗2 h(y) = h(x⊗1 y) y finalmente por
h4) que h(x) →2 h(y) = h(x→1 y). 2

Corolario 3.8. Dado un homomorfismo h : L1 → L2, h(L1),

1) Si L1 es lineal, la imagen homomorfa de L1 es lineal.
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2) Si L1 es divisible, la imagen homomorfa de L1 es divisible.

3) Si L1 es Girard, la imagen homomorfa de L1 es Girard.

4) Si L1 es BL álgebra, la imagen homomorfa de L1 es BL álgebra.

5) Si L1 es MV álgebra, la imagen homomorfa de L1 es MV álgebra.

Demostración: Es inmediata a partir de la definición. 2

Definición 3.15. Dado un homomorfismo h : L1 → L2 si h es inyectivo, o monomor-
fismo, la imagen homomorfa de L1 es una subálgebra de L2 isomorfa a L1 y se dice que
hay una inmersión de L1 en L2.

3.3. Producto directo de ret́ıculos residuales

Definición 3.16. [BS81] Dadas dos álgebras del mismo tipo F, A1 y A2 se define A
el producto directo de A1 y A2 y se nota A = A1 × A2 al álgebra, cuyo universo es el
producto cartesiano de A1 y A2, y tal que para f ∈ Fn y ai ∈ A1, a

′
i ∈ A2, 1 ≤ i ≤ n,

fA1×A2((a1, a
′
1), · · · , (an, a

′
n)) = (fA1(a1, · · · , an), fA2(a′1, · · · , a′n)).

La Definición 3.16, para la variedad de ret́ıculos residuales, resulta en la siguiente defini-
ción:

Definición 3.17. Dados dos ret́ıculos residuales L1 = 〈L1,∧1,∨1,⊗1,→1, 01, 11, e1〉 y
L2 = 〈L2,∧2,∨2,⊗2,→2, 02, 12, e2〉 se define L el producto directo de L1 y L2 y se nota
L = L1 × L2 al ret́ıculo residual L = 〈L1 × L2,∧,∨,⊗,→, 0, 1, e〉, cuyo universo es el
producto cartesiano de L1 y L2, con las operaciones definidas por:

1) x ∧ y = (x1, x2) ∧ (y1, y2) = (x1 ∧1 y1, x2 ∧2 y2),

2) x ∨ y = (x1, x2) ∨ (y1, y2) = (x1 ∨1 y1, x2 ∨2 y2),

3) x⊗ y = (x1, x2) ⊗ (y1, y2) = (x1 ⊗1 y1, x2 ⊗2 y2),

4) x→ y = (x1, x2) → (y1, y2) = (x1 →1 y1, x2 →2 y2),

5) 0 = (01, 02),

6) 1 = (11, 12),

7) e = (e1, e2).

Dado que los ret́ıculos residuales conforman una variedad, es claro que el producto de
ret́ıculos residuales es un ret́ıculo residual.
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Ejemplo 3.7. Realicemos un producto: sean los ret́ıculos residuales dados por:

L1 :

a

a

a

02

γ

12

⊗2 0 γ 1
0 0 0 0
γ 0 0 γ
1 0 γ 1

→2 0 γ 1
0 1 1 1
γ γ 1 1
1 0 γ 1

L2 :

a a

a

a

!
!!

!
!!

@
@@

@
@@

01

α β

11

⊗1 0 α β 1
0 0 0 0 0
α 0 α 0 α
β 0 0 β β
1 0 α β 1

→1 0 α β 1
0 1 1 1 1
α β 1 β 1
β α α 1 1
1 0 α β 1

Construyamos ahora el ret́ıculo L1 × L2.
Para facilitar las tablas usaremos la siguiente notación: 0 = (01, 02), a = (01, α), b =
(γ, 02), c = (01, β), d = (01, 12), e = (γ, α), f = (γ, β), g = (γ, 12), h = (11, 02), i =
(11, α), j = (11, β), 1 = (11, 12).

Realicemos un cálculo a modo de muestra:
e⊗f = (γ, α)⊗ (γ, β) = (γ⊗1 γ, α⊗2β) = (02, 01) = 0.
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b b

b

b

b b

b

b

b b

b

b
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@
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@
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!
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!
!

!
!
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!
!
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@

@
@

@
@

@
@

0

a c

d

b

e f

g

h

i j

1

⊗ 0 a b c d e f g h i j 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a 0 a 0 0 a a 0 a 0 a 0 a
b 0 0 0 0 0 0 0 0 b b b b
c 0 0 0 c c 0 c c 0 0 c c
d 0 a 0 c d a c d 0 a c d
e 0 a 0 0 a a 0 a b e b e
f 0 0 0 c c 0 c c b b f f
g 0 a 0 c d a c d b e f g
h 0 0 b 0 0 b b b h h h h
i 0 a b 0 a e b e h i h i
j 0 0 b c c b f f h h j j
1 0 a b c d e f g h i j 1

Del mismo modo procedemos con el residuo:
e→ f = (γ, α) → (γ, β) = (γ →1 γ, α→2 β) = (11, β) = j.

→ 0 a b c d e f g h i j 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a j 1 j j 1 1 j 1 j 1 j 1
b g g 1 g g 1 1 1 1 1 1 1
c i i i 1 1 i 1 1 i i 1 1
d h i h j 1 i j 1 h i j 1
e f g j f g 1 j 1 j 1 j 1
f e e i g g i 1 1 i i 1 1
g b e h f g i j 1 h i j 1
h d d g d d g g g 1 1 1 1
i c d f c d g f g j 1 j 1
j a a e d d e g g i i 1 1
1 0 a b c d e f g h i j 1

Según hemos visto, los ret́ıculos residuales integrales, lineales, divisible, de Girard, BL
álgebras y MV álgebras forman variedades, por lo tanto, es inmediato ver que se conser-
van por producto directo.
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Observación 3.21. Hemos definido el producto directo L1⊗L2. Dado que este producto
es asociativo ([BS81]), resulta natural extenderlo al producto de una familia indexada
de ret́ıculos residuales.

Definición 3.18. Dada {Li}i∈I , una familia indexada de ret́ıculos residuales tales que
para cada i ∈ I, Li = 〈Li,∧i,∨i,⊗i,→i, 0i, ei, 1i〉, se define L el producto directo de Li,
i ∈ I y se nota L =

∏

i∈I Li al ret́ıculo residual L = 〈∏i∈I Li,∧,∨,⊗,→, 0, e, 〉, cuyo
universo es el producto cartesiano de Li para cada i ∈ I, con las operaciones definidas
por:

1) (xi)i∈I ∧ (yi)i∈I = (xi ∧i yi)i∈I ,

2) (xi)i∈I ∨ (yi)i∈I = (xi ∨i yi)i∈I ,

3) (xi)i∈I ⊗ (yi)i∈I = (xi ⊗i yi)i∈I ,

4) (xi)i∈I → (yi)i∈I = (xi →i yi)i∈I ,

5) 0 = (0i)i∈I ,

6) 1 = (1i)i∈I ,

7) e = (ei)i∈I .

Definición 3.19. La aplicación πj :
∏

i∈I

Li → Lj, j ∈ I, definida por πj((xi)i∈I) = xj, es

la j-ésima proyección de
∏

i∈I

Li.

Lema 3.25. La aplicación πj :
∏

i∈I

Li → Lj, j ∈ I, es un epimorfismo.

Definición 3.20. Un subret́ıculo residual L de
∏

i∈I

Li es un producto subdirecto si la

proyección πj :
∏

i∈I

Li → Lj es un epimorfismo para todo j ∈ I. Es decir, πj(L) = Lj,

para todo j ∈ I.

3.4. Ultrafiltros y sistemas deductivos categóricos

Definición 3.21. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. En el conjunto
F(L) de todos los filtros propios F de L, ordenado por inclusión de conjuntos, un elemento
maximal se dice un ultrafiltro de ret́ıculo residual.
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Definición 3.22. En el conjunto SD(L) de todos los sistemas deductivos propios D
de L, ordenado por inclusión de conjuntos, un elemento maximal se dice un sistema
deductivo categórico de ret́ıculo residual.

Si retomamos la idea de la Observación 3.12 en el Ejemplo 2.5 vemos que el único sistema
deductivo que es maximal es {1}. Por ejemplo, a y c no pertenecen a {1} y tampoco
a → c ni c → a, pero śı (a ⊗ a) → c y (c ⊗ c) → a. Consideremos, además, el Lema
2.9.10), según el cual (x ⊗ x) → y = x → (x → y). Estos hechos motivan la siguiente
definición:

Definición 3.23. Definimos x −→n y por recurrencia del siguiente modo:

x −→0 y = y

x −→n+1 y = x→ (x −→n y), para todo n ∈ N0

Lema 3.26. x −→n y = xn → y.

Demostración: Demostraremos el resultado por inducción. Si n = 0, entonces xn = 1
y por el Lema 2.21.3) resulta y = 1 → y = xn → y. Supongamos que se verifica
x −→k y = xk → y y veamos que es válido para n = k + 1. x −→k+1 y = x → (x −→k y) =
x→ (xk → y) = xk+1 → y, por el Lema 2.9.10). 2

Lema 3.27. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual y ∅ ⊂ U ⊆ L. U es sistema
deductivo categórico si y sólo si dados x 6∈ U, y 6∈ U existe n ∈ N tal que x −→n y ∈ U .

Demostración: Sea U un sistema deductivo categórico y x, y tales que x 6∈ U , y 6∈ U .
Como U es maximal 〈〈U, x〉〉 = 〈U, x〉 = L, entonces cualquiera que sea z ∈ L resulta
z ∈ 〈U, x〉, es decir, en virtud del Lema 3.11, existe n ∈ N tal que xn → z ∈ U , cualquiera
que sea z ∈ L, en particular se verifica xn → y ∈ U , es decir x −→n y ∈ U .

Para ver la rećıproca consideremos a U satisfaciendo que dados x 6∈ U, y 6∈ U existe
n ∈ N tal que x −→n y ∈ U . Sabemos, por el Lema 3.13 que U es filtro. U ⊆ 〈U, x〉 ⊆ L.
x ∈ 〈U, x〉 y x 6∈ U , dado que 0 6∈ U resulta, por hipótesis, que existe n ∈ N tal que
x −→n 0 ∈ U , es decir xn → 0 ∈ U , en consecuencia, aplicando el Lema 3.11, 0 ∈ 〈U, x〉,
es decir, 〈U, x〉 = L y U resulta sistema deductivo categórico. 2

Lema 3.28. Si U es un ultrafiltro y x 6∈ U , para cada y 6∈ U existen n ∈ N, z ∈ U tales
que yn ⊗ z ≤ x.

Demostración: Como U es ultrafiltro e y 6∈ U , resulta x ∈ 〈U, y〉 = L, y en consecuencia,
por el Lema 3.9, existen u1, · · · , ur ∈ U ∪{y} tal que u1 ⊗ · · · ⊗ ur ∈ U . Suponiendo que
u1 = u2 = · · · = un = y, y considerando que un+1 ⊗ · · ·⊗ur = z ∈ U , resulta que existen
n ∈ N, z ∈ U tales que yn ⊗ z ≤ x. 2
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Corolario 3.9. Si U es un ultrafiltro de L, para cada y 6∈ U existen n ∈ N, z ∈ U tales
que yn ⊗ z = 0.

Demostración: Inmediata, a partir del teorema con x = 0. 2

Definición 3.24. Un filtro (sistema deductivo) propio P se dice primo si satisface la
propiedad adicional:

(F4) Si x ∨ y ∈ P , entonces x ∈ P ó y ∈ P .

Lema 3.29. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal y F ⊆ L un filtro
(sistema deductivo) propio. F es primo si y sólo si para todo par de filtros F1, F2 tal que
F = F1 ∩ F2 se tiene F = F1 ó F = F2.

Demostración: Sean F un filtro primo y F1, F2 dos filtros tales que F = F1 ∩ F2.
Supongamos, por el absurdo, que F 6= F1 y F 6= F2, es decir, existen x, y ∈ F tales
que x ∈ F1 \ F e y ∈ F2 \ F . Como x ≤ x ∨ y, por(F1) es claro que x ∨ y ∈ F1

análogamente x∨ y ∈ F2 y, en consecuencia x∨ y ∈ F1 ∩F2 = F . Como F es primo debe
ser necesariamente x ∈ F ó y ∈ F . Lo cual es un absurdo ya que supusimos que x 6∈ F
e y 6∈ F .
Rećıprocamente, supongamos que F = F1∩F2 implica F = F1 ó F = F2 y sea x∨y ∈ F .
Consideremos F1 = 〈F, x〉 y F2 = 〈F, y〉 y veamos en primer lugar que F = F1 ∩ F2. Es
claro que F ⊆ F1 ∩ F2; sea z ∈ F1 ∩ F2, como z ∈ F1, en virtud del Lema 3.11 existe
nx ∈ N tal que xnx → z ∈ F , análogamente existe ny ∈ N tal que yny → z ∈ F . Sea
n = nx ∨ny, como xn ≤ xnx , en virtud del Lema 2.9.4.ii) se cumple xnx → z ≤ xn → z y
aplicando (F1) resulta que xn → z ∈ F . Análogamente yn → z ∈ F . Como F es cerrado
con respecto al ı́nfimo, resulta (xn ∨ yn) → z = (xn → z)∧ (yn → z) ∈ F . Por otra parte
(x ∨ y)n ≥ xn ∨ yn y por el Lema 2.9.4.i) resulta que (xn ∨ yn) → z ≤ (x ∨ y)n → z, y
aplicando nuevamente (F1) tenemos que (x ∨ y)n → z ∈ F . Como x ∨ y ∈ F , resulta
(x∨y)n ∈ F y dado que F es un sistema deductivo, z ∈ F . Hemos probado entonces que
F = F1 ∩ F2, por hipótesis resulta F = F1 o F = F2 de lo que resulta x ∈ F ó y ∈ F . 2

Lema 3.30. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal y F ⊆ L un filtro
(sistema deductivo) propio. F es primo si y sólo si para todo x, y ∈ L se tiene x→ y ∈ F
ó y → x ∈ F .

Demostración: Dado que L es lineal, se cumple, (x → y) ∨ (y → x) = 1 para todo
x, y ∈ L. Por (F0) 1 ∈ F , es decir (x→ y)∨(y → x) ∈ F . En consecuencia, si F es primo
necesariamente será x → y ∈ F ó y → x ∈ F . Para ver la rećıproca supongamos que
x → y ∈ F , por la Proposición 2.10 x ∨ y ≤ (x → y) → y y por (F1), (x → y) → y ∈ F
y aplicando (D2) conclúımos que y ∈ F . 2

Lema 3.31. Sea L un ret́ıculo residual lineal. Si P es un filtro primo de L, entonces
L/P es una cadena.
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Demostración: Sean [x], [y] ∈ L/P . Como L satisface la condición de linealidad sabe-
mos que (x→ y)∨(y → x) = 1: Además, dado que x ≡P y es una congruencia, afirmamos
que ([x] → [y]) ∨ ([y] → [x]) = [1], es decir, (x → y) ∨ (y → x) ∈ P . Considerando que
P es un filtro primo debe ser x → y ∈ P ó y → x ∈ P . Si x → y ∈ P , entonces
[x] → [y] = [1] y, en consecuencia [x] ≤ [y]. Análogamente, si y → x ∈ P , entonces
[y] ≤ [x]. Es decir, L/P es una cadena. 2

Lema 3.32. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal, P un filtro (sistema
deductivo) primo de L y F un filtro (sistema deductivo) propio tal que P ⊆ F , entonces
F es primo.

Demostración: Sea x ∨ y ∈ F . Dado que L es lineal, se cumple (x→ y) ∨ (y → x) = 1
y, en consecuencia (x → y) ∨ (y → x) ∈ P , como P es primo x → y ∈ P ⊆ F
ó y → x ∈ P ⊆ F . Aplicando el Lema 3.30 resulta que F es primo. 2

Lema 3.33. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual. Entonces, si L satisface la
condición de linealidad, entonces la familia de todos los filtros que contienen a un filtro
primo está totalmente ordenada por la relación ⊆.

Demostración: Sea P un filtro primo y F(P ) la familia de todos los filtros que contienen
a P . Dado que el propio P ∈ F(P ) afirmamos F(P ) 6= ∅. Sean, entonces F1, F2 ∈ F(P )
tales que F1 6⊆ F2 ni F2 6⊆ F1. Luego existen x ∈ F1 \ F2 e y ∈ F2 \ F1. Además por
la condición de linealidad (x → y) ∨ (y → x) = 1 y dado que P es primo debe ser
x → y ∈ P ó y → x ∈ P . Supongamos que x → y ∈ P ⊆ F1. Por el Lema 3.13 y (D2)
resulta y ∈ F1, lo cual es un absurdo. Análogamente suponiendo y → x ∈ P conclúımos
que x ∈ F2. En consecuencia, no existen dos filtros incomparables y F(P ) resulta una
cadena.

2

Observación 3.22. En [Mon96] Antonio Monteiro prueba que un álgebra de Heyting
satisface la condición de linealidad si y sólo si la familia de todos los filtros que contienen
a un filtro primo está totalmente ordenada por inclusión. Recordemos que un ret́ıculo
residual divisible para el que ⊗ es idempotente constituye un álgebra de Heyting. Para el
caso de ret́ıculos residuales integrales en general, acabamos de probar que la condición de
linealidad es suficiente para afirmar que la familia de todos los filtros que contienen a un
filtro primo está totalmente ordenada por inclusión, pero no es necesaria. Si Analizamos
el Ejemplo 2.5 el único filtro propio es P = {1}, que es filtro primo y, F(P ), la familia
de todos los filtros que lo contienen es exactamente {P} y está totalmente ordenada por
inclusión, pero el ret́ıculo no satisface la condición de linealidad ya que, por ejemplo,
(a → c) ∨ (c → a) = d 6= 1. Otro modo de ver este hecho es que el ret́ıculo ni siquiera
es distributivo, y sabemos por el Lema 2.19.3) que si es lineal debe ser distributivo. Si
analizamos el Ejemplo 2.13, vemos que todos los filtros propios que posee son: {1}, P1 =
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{1, u}, P2 = {1, v}, P3 = {1, u, v, t}. P1, P2 y P3 son los filtros primos y se ve claramente
que 〈F(P1),⊆〉, 〈F(P2),⊆〉 y 〈F(P3),⊆〉 están bien ordenadas, pero el ret́ıculo no satisface
la condición de linealidad, ya que (q → r) ∨ (r → q) = s ∨ s = s 6= 1. Este ret́ıculo śı es
distributivo, pero no es divisible.

Lema 3.34. Todo filtro (sistema deductivo) está contenido en un ultrafiltro (sistema
deductivo categórico).

Demostración: Sea F un filtro y consideremos F(F ) la familia de todos los filtros

propios que lo contienen. Sea 〈C(F ),⊆〉 una cadena en 〈F(F ),⊆〉 y C =
⋃

S∈C(F )

S.

C es un filtro. En efecto:
(F0) se verifica ya que 1 ∈ F , para todo F ∈ C(F ).
Sea x ≤ y, x ∈ C, entonces existe algún Fx ∈ C(F ) tal que x ∈ Fx. Aplicando (F1)
resulta y ∈ Fx y, en consecuencia y ∈ C.
Sean ahora x, y ∈ C entonces existen Fx, Fy ∈ C(F ) tales que x ∈ Fx, y ∈ Fy. Dado
que C(F ) es una cadena necesariamente debe ser Fx ⊆ Fy ó Fy ⊆ Fx. Supongamos que
Fx ⊆ Fy, entonces x, y ∈ Fy y aplicando (F2) resulta x⊗y ∈ Fy ⊆ C, es decir, x⊗y ∈ C.
Es claro que cualquier filtro en C(F ) estará contenido en C y, por lo tanto C es cota
superior de la cadena. Para ver que es propio notemos que si 0 ∈ C, entonces existe
algún S ∈ C(F ) tal que 0 ∈ S, lo cual es imposible dado que los S son filtros propios.
Hemos visto que todo subconjunto totalmente ordenado de F(F ) tiene cota superior.
Entonces, aplicando el Lema de Zorn conclúımos que existen elementos maximales en
F(F ). Es claro que un elemento maximal UF en F(F ) es maximal en F(L), ya que si U
es un filtro tal que UF ⊆ U , resulta U ∈ F(F ) y U = UF . Es decir existe un ultrafiltro
UF tal que F ⊆ U . 2

Lema 3.35. Todo ultrafiltro (sistema deductivo categórico) es primo.

Demostración: Sea U un ultrafiltro y consideremos x ∨ y ∈ U . Supongamos, por el
absurdo, que x 6∈ U, y 6∈ U . Por el Corolario 3.9 existen nx, ny ∈ N, zx, zy ∈ U tales que
xnx ⊗ zx = 0 y yny ⊗ zy = 0. Aplicando finalmente el Corolario 3.5 resulta (x∨ y)nx+ny ⊗
(zx ⊗ zy) = 0 y, en consecuencia, por la Observación 3.4 x ∨ y 6∈ U . 2

Observación 3.23. La rećıproca no es cierta. Es decir, existen filtros primos que no son
maximales. En efecto: en el Ejemplo 2.19 〈e〉 = {c, e, f, 1} es filtro primo, no ultrafiltro
ya que está contenido en 〈b〉 = {b, c, d, e, f, 1}.

Corolario 3.10. Todo filtro (sistema deductivo) está contenido en un filtro (sistema
deductivo) primo.

Demostración: Sigue inmediatamente de los Lemas 3.34 y 3.35. 2

Corolario 3.11. Todo ret́ıculo residual integral contiene al menos un filtro (sistema
deductivo) primo.
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Demostración: Es claro que {1} es filtro (sistema deductivo) propio de L, y aplicando
el corolario 3.10 resulta la proposición. 2

Definición 3.25. Un ret́ıculo residual 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉, es simple si {1} es el único
filtro propio.

Ejemplo 3.8. Los ret́ıculos residuales de los Ejemplos 2.14 y 2.15 son simples. En ambos
casos si x 6= 1 resulta x⊗ x = 0 y, en consecuencia, si 1 6= x ∈ F , entonces 0 ∈ F y F no
es propio.

Lema 3.36. Sea 〈L,∧,∨,⊗ →, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Para que L sea simple
es condición necesaria y suficiente que las únicas congruencias sean las triviales.

Demostración: Resulta evidente en virtud del Corolario 3.7. 2

Observación 3.24. El lema anterior da la equivalencia entre la Definición 3.25 y la que
se encuentra en [BS81]: un álgebra es simple si las únicas congruencias que admite son
las triviales.

Lema 3.37. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual divisible finito. Son equiva-
lentes:

1) L/F ∼= {0, 1};

2) F es un ultrafiltro generado por un átomo idempotente.

Demostración: Si L es divisible, por el Lema 2.19.5) resulta distributivo y dado que es
finito todos sus filtros son principales. Por la Propiedad 3.4 sabemos que están generados
por un elemento idempotente. Sea F = Fa, con a⊗ a = a.
Por otra parte, L/F ∼= {0, 1} significa que para todo x ∈ L resulta x ≡F 1 ó x ≡F 0, es
decir: (x→ 1)∧(1 → x) = 1∧x = x ∈ F ó (x→ 0)∧(0 → x) = (x→ 0)∧1 = x→ 0 ∈ F ,
que es equivalente a x ∈ F ó x→ 0 ∈ F .

1) ⇒ 2): Sólo resta probar que a es un átomo. Sea 0 ≤ b < a, entonces b 6∈ F , por
ii) b → 0 ∈ F , es decir, a ≤ b → 0 y por la condición de par adjunto (2.13 ) resulta
a ⊗ b = 0. Aplicando el Lema 2.19.1) afirmamos que a ⊗ b = a ∧ b = 0, pero a ∧ b = b,
de donde b = 0 y a es un átomo.

2) ⇒ 1): Sea a un átomo idempotente, sabemos que Fa = F es filtro por ser a
idempotente, y como a es átomo es ultrafiltro. Sea x ∈ L, y supongamos que x 6∈ F ,
si probamos que x → 0 ∈ F queda demostrada la proposición. Dado que a es átomo
x ∧ a = 0 ó x ∧ a = a. Como x 6∈ F resulta a 6≤ x y, en consecuencia x ∧ a = 0. Por la
observación 2.13 x⊗a ≤ x∧a = 0, de donde x⊗a = 0 y por la condición de par adjunto
a ≤ x→ 0, es decir x→ 0 ∈ F .

2
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Definición 3.26. Siguiendo la terminoloǵıa introducida por Chang [Cha58] diremos
que un ret́ıculo residual integral 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es localmente finito si todo elemento
distinto de la unidad en el ret́ıculo es nilpotente, es decir, si para cada elemento x ∈ L,
satisfaciendo x 6= 1 existe algún número natural n tal que xn = 0.

Observación 3.25. En álgebra universal [BS81] un álgebra se dice localmente finita si
todas sus subálgebras finitamente generadas son finitas. Esta definición y la considerada
por Chang no son equivalentes, ya que un ret́ıculo residual que sea álgebra de Heyting
finita cumple, obviamente la condición de ser finitas todas sus subálgebras finitamente
generadas, pero como todos sus elementos son idempotentes no existe n ∈ N tal que
xn = 0 para ningún x del álgebra, salvo x = 0. Puede verse en el Ejemplo 2.16.

Lema 3.38. Si 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual es localmente finito, entonces es
simple.

Demostración: Dado que L es localmente finito, para cada x ∈ L existe n ∈ N tal que
xn = 0. Consideremos un filtro tal que {1} ⊂ F y un elemento x ∈ F tal que x 6= 1.
Aplicando (F2) resulta que existe un n ∈ N tal que xn = 0 ∈ F y el filtro no es propio.2

Teorema 3.4. [Tur99] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, F un filtro
en L. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) F es un ultrafiltro

2) 〈L/F,∧F ,∨F ,⊗F ,→F , [0]F , [1]F 〉 es localmente finito

Demostración: 1) ⇒ 2): Supongamos que F es un ultrafiltro. Vamos a probar que
〈L/F,∧F ,∨F ,⊗F ,→F , [0]F , [1]F 〉 es localmente finito. Consideremos [x] 6= [1], es decir,
x 6∈ F . (Ya que [x] = [1] si y sólo si (x → 1) ∧ (1 → x) ∈ F aplicando los Lemas 2.9.1)
y 2.12.3) vemos que (x → 1) ∧ (1 → x) = x). Dado que F es maximal, por el corolario
del Lema 3.28 existen y ∈ F, n ∈ N tal que xn ⊗ y = 0. Por la condición de par adjunto
2.13 afirmamos y ≤ xn → 0 y por (F1) xn → 0 ∈ F , de donde [xn] = [x]n = [0].

2) ⇒ 1): Supongamos ahora que 〈L/F,∧F ,∨F ,⊗F ,→F , [0]F , [1]F 〉 es localmente finito y
sea G un filtro tal que F ⊂ G. Sea x ∈ G \ F . x 6= 1, ya que 1 ∈ F , por lo tanto, como
L/F es localmente finito, existe n ∈ N tal que, [x]n = [0], o lo que es lo mismo, [xn] = [0].
Es decir (xn → 0) ∧ (0 → xn) = xn → 0 ∈ F ⊂ G, de donde xn → 0 ∈ G. Además de
x ∈ G resulta xn ∈ G y aplicando el Lema 2.9.2-i) afirmamos xn ⊗ (xn → 0) ≤ 0 y por
(F1) y(F2), 0 ∈ G, lo que ratifica la maximalidad de F . 2

Lema 3.39. [Höh95] Sea 〈L,∧,∨,⊗, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, entonces para
cada elemento x ∈ L, x 6= 1 existe un filtro primo P tal que x 6∈ P .
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Demostración: Sea x ∈ L, x 6= 1 y consideremos F(x), el conjunto de todos los filtros
de L que no contengan a x. Dado que {1} es filtro y como x 6= 1 resulta {1} ∈ F(x),

entonces F(x) 6= ∅. Sea 〈C(x),⊆〉 una cadena en 〈F(x),⊆〉 y C =
⋃

F∈C(x)

F .

Por un razonamiento análogo al empleado en el Lema 3.34 se prueba que C es un filtro y
que cualquier filtro en C(x) está contenido en C. Es decir, C es cota superior de la cadena.
Como todo subconjunto totalmente ordenado de F(x) tiene cota superior, aplicando el
Lema de Zorn, tiene elementos maximales. Sea P uno de ellos. Veamos que P es un filtro
primo. Sea y∨ z ∈ P, y 6∈ P, z 6∈ P . Por el Lema 3.28 existen ny, nz ∈ N y ty, tz ∈ P tales
que yny ⊗ ty ≤ x y znz ⊗ tz ≤ x, aplicando el Lema 3.10 resulta (y∨ z)ny+nz ⊗ ty ⊗ tz ≤ x,
es decir, en virtud de (F1) y (F2), x ∈ P , lo que contradice el hecho de que P ∈ F(x). 2

Lema 3.40. [Tur99] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, x ∈ L, x 6= 1.
Son equivalentes:

1) Existe un ultrafiltro U tal que x 6∈ U .

2) Existe un número natural n tal que (xn → 0)m 6= 0 para todo número natural m.

Demostración: 1) ⇒ 2): Sea U un ultrafiltro tal que x 6∈ U . Entonces por el corolario
del Lema 3.28 existen n ∈ N, y ∈ U tales que xn ⊗ y = 0. Luego por la condición
de par adjunto, y ≤ xn → 0, que, considerando (F1) hace xn → 0 ∈ U y por (F2)
(xn → 0)m ∈ U para cualquier m ∈ N y, en consecuencia (xn → 0)m 6= 0, para todo
m ∈ N.

2) ⇒ 1): Supongamos ahora (xn → 0)m 6= 0, para todo m ∈ N y sea F el conjunto de
todos los elementos y del ret́ıculo L tales que existe m ∈ N satisfaciendo (xn → 0)m ≤ y.
F es un filtro.
En efecto: (F0) y (F1) se verifican trivialmente. Para verificar (F2) basta observar que
(xn → 0)my+mz = (xn → 0)my ⊗ (xn → 0)mz ≤ y ⊗ z por el Lema 2.9.3).
Por el Lema 3.34 existe un filtro maximal U tal que F ⊆ U y, como xn → 0 ∈ F resulta
xn → 0 ∈ U y x 6∈ U , ya que si x ∈ U , xn ⊗ (xn → 0) ∈ U y, en consecuencia, 0 ∈ U , es
decir, U no seŕıa filtro propio. 2

Corolario 3.12. [Höh95] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una BL álgebra (es decir, un ret́ıculo
residual lineal, divisible), x ∈ L, x 6= 1. Son equivalentes:

1) Existe un ultrafiltro U tal que x 6∈ U .

2) Existe un número natural n tal que (xn → 0) → x 6= 1.

Demostración: 1) ⇒ 2): Supongamos que no existe n ∈ N tal que (xn → 0) → x 6= 1,
es decir, para todo n ∈ N resulta (xn → 0) → x = 1, y por el Lema 2.12.2) xn → 0 ≤ x.
En virtud de los Lemas 2.9.10) y 2.21.2) podemos escribir las siguientes igualdades:
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x ⊗ (xn+1 → 0) = x ⊗ (x → (xn → 0)) = x ∧ (xn → 0) = xn → 0. Resulta que
x⊗ (xn+1 → 0) = xn → 0 y, (xn → 0)n+1 = (x⊗(xn+1 → 0))n+1 = xn+1 ⊗ (xn+1 → 0)n+1 =
(xn+1 ⊗ (xn+1 → 0)) ⊗ (xn+1 → 0)n = (xn+1 ∧ 0) ⊗ (xn+1 → 0)n = 0 ⊗ (xn+1 → 0)n = 0,
y por el Lema 3.40 afirmamos que no existe un ultrafiltro U tal que x ∈ U .

2) ⇒ 1): Supongamos ahora que existe un número natural n tal que (xn → 0) → x 6= 1.
Por la condición de linealidad afirmamos que ((xn → 0) → x) ∨ (x → (xn → 0)) = 1, y
por el Lema 2.9.10) ((xn → 0) → x) ∨ (xn+1 → 0) = 1.
Aplicando el corolario del Lema 3.16 afirmamos ((xn → 0) → x)m ∨ (xn+1 → 0)m = 1,
y dado que (xn → 0) → x 6= 1 y, en consecuencia ((xn → 0) → x)m 6= 1 debe ser
(xn+1 → 0)m 6= 0, cualquiera que sea m ∈ N. Aplicando, finalmente, el Lema 3.40
resulta lo que queŕıamos probar. 2

Lema 3.41. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, P el conjunto de los

filtros primos de L, y
∏

P∈P

L/P = 〈
∏

P∈P

L/P ,∧,∨,⊗,→, ([0]P )P∈P, ([1]P )P∈P〉, entonces la

aplicación

φ : L→
∏

P∈P

L/P ,

que a cada x ∈ L le asigna ([x]P )P∈P es un monomorfismo de ret́ıculos residuales.

Demostración: En primer lugar recordemos que, dado que trabajamos con ret́ıculos

residuales integrales y hemos probado que conforman una variedad, L/P y
∏

P∈P

L/P son

ret́ıculos residuales integrales. Por la Observación 3.2 no es necesario que verifiquemos
h6. Veamos que se satisfacen las restantes:

h1) φ(x∧y) = ([x∧y]P )P∈P = ([x]P ∧P [y]P )P∈P = ([x]P )P∈P∧ ([y]P )P∈P = φ(x)∧φ(y).

h2) φ(x∨y) = ([x∨y]P )P∈P = ([x]P ∨P [y]P )P∈P = ([x]P )P∈P∨ ([y]P )P∈P = φ(x)∨φ(y).

h3) φ(x∧y) = ([x⊗y]P )P∈P = ([x]P ⊗P [y]P )P∈P = ([x]P )P∈P⊗([y]P )P∈P = φ(x)⊗φ(y).

h4) φ(x → y) = ([x → y]P )P∈P = ([x]P →P [y]P )P∈P = ([x]P )P∈P → ([y]P )P∈P =
φ(x) → φ(y).

h5) φ(0) = ([0]P )P∈P.

Veamos que es inyectivo: supongamos que ([x]P )P∈P = ([x′]P )P∈P, entonces resulta
(x→ x′) ∧ (x′ → x) ∈ P para todo P ∈ P, en especial para la intersección de todos
ellos, que, según el Lema 3.39, es {1} y en virtud del Lema 2.12.2) afirmamos x = x′ y,
en consecuencia, la aplicación resulta un monomorfismo. 2



122 CAPÍTULO 3. HOMOMORFISMOS, SUBÁLGEBRAS Y PRODUCTOS

Observación 3.26. Hemos visto en el Lema 3.41 que hay una inmersión de L, en
∏

P∈P

L/P . Además L′, la imagen homomorfa de L, es tal que sus proyecciones son epi-

morfismos en todas las coordenadas, por lo tanto podemos afirmar que L es producto
subdirecto de ret́ıculos residuales, en el sentido de la Definición 3.20.

Teorema 3.5. [Tur99] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Son equiva-
lentes:

1) L es lineal.

2) L es un subret́ıculo residual de un producto de ret́ıculos residuales integrales lineal-
mente ordenados.

Demostración: 1) ⇒ 2): Sea P el conjunto de todos los filtros primos de L. Por el Lema
3.31 afirmamos que L/P es un ret́ıculo residual totalmente ordenado, para todo P ∈ P.
La aplicación que a cada x ∈ L le asigna ([x]P )P∈P es un monomorfismo de ret́ıculos
residuales, en virtud del Lema 3.41 y, por el Lema 3.24 su imagen es una subálgebra.

2) ⇒ 1): En virtud del Lema 2.12.2) todo ret́ıculo residual totalmente ordenado es lineal
y tanto el producto como los subret́ıculos residuales de ret́ıculos residuales lineales son
también lineales. 2

Observación 3.27. Siguiendo el razonamiento de la Obsevación 3.26, podemos afirmar
que para que L sea lineal es condición necesaria y suficiente que sea producto subdirecto
de ret́ıculos residuales linealmente ordenados.

Definición 3.27. [Höh95] Un ret́ıculo residual integral 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es semi-
simple si la intersección de todos los filtros maximales es el filtro trivial, es decir:

⋂

{U : U es ultrafiltro en L} = {1}.

En [BS81] se denomina álgebra semisimple a un álgebra isomorfa a un producto subdi-
recto de álgebras simples. Considerando que según demostramos en el Lema 3.38 todo
ret́ıculo residual localmente finito es simple, probaremos la equivalencia entre ambas
proposiciones a partir del Teorema 3.4:

Lema 3.42. [Tur99] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Son equiva-
lentes:

1) L es semi-simple;

2) L es subret́ıculo de un producto de ret́ıculos residuales integrales localmente finitos.
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Demostración: 1) ⇒ 2): Sea U el conjunto de todos los ultrafiltros de L. Por el Teorema
3.4 afirmamos que L/U es localmente finito, para todo U ∈ U, veamos que la aplicación
que a cada x ∈ L le asigna ([x]U)U∈U es un monomorfismo de ret́ıculos residuales.
Supongamos que([x]U)U∈U = ([x′]U)U∈U, entonces resulta (x → x′) ∧ (x′ → x) ∈ U para
todo U ∈ U, propio, de donde (x → x′) ∧ (x′ → x) = 1 y, en consecuencia, la aplicación
resulta un monomorfismo.
2) ⇒ 1): Supongamos que L es subret́ıculo residual de un producto directo de ret́ıculos
localmente finitos. Sean, entonces {Li}i∈I una familia de ret́ıculos localmente finitos tal

que L es subret́ıculo de
∏

i∈I

Li. Sea U = L∩(
∏

i6=j

Li×{1j}). Claramente satisface (F0)(F1)

y (F2), es decir, se trata de un filtro (o sistema deductivo). Sean x, y 6∈ U . Buscamos
n ∈ N tal que x

n→ y ∈ U . La única condición que debe satisfacer es que πj(x
n→ y) = 1.

En efecto: Como x 6∈ U, πj(x) 6= 1 y dado que Lj es localmente finito, existe n ∈ N tal que

πj(x)n = 0. Además, πj(x
n→ y) = πj(x

n → y) = πj(x
n) → πj(y) = (πj(x))n → πj(y) =

0 → πj(y) = 1. Por el Lema 3.27 afirmamos que U es un sistema deductivo categórico,

o, lo que es lo mismo, un ultrafiltro y
⋂

U∈U

U = {1}. 2

Lema 3.43. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual divisible. Si L es localmente
finito, entonces es MV álgebra.

Demostración: Dado que L es ret́ıculo residual divisible, para probar que es MV álge-
bra, en virtud del Teorema 2.12 sólo resta ver que es de Girard, es decir que para cada
x ∈ L se verifica ¬¬x = x.
Por el Lema 2.25.3) y 4) resulta x ≤ ¬¬x y ¬¬¬x = ¬x. Dado que L es divisible,
debe existir z ∈ L tal que z ⊗ ¬¬x = ¬x, y, en consecuencia ¬(z ⊗ ¬¬x) = ¬x.
Por el Lema 2.9.10) z → (¬¬¬x) = z → ¬x = ¬x. Supongamos que para k ∈ N

se verifica ¬x = zk → ¬x, entonces, aplicando nuevamente el Lema 2.9.10) resulta
zk+1 → ¬x = z → (zk → ¬x) = z → ¬x = ¬x. Es decir, zn → ¬x = ¬x, cualquiera
que sea n ∈ N. Si z 6= 1, por ser localmente finito existiŕıa n0 ∈ N tal que zn0 = 0 y,
en consecuencia, ¬x = 0 → ¬x = 1, para todo x ∈ L. Resulta entonces que z = 1 y
¬¬x = x. 2

Teorema 3.6. [Tur99] Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral semi-simple.
Entonces son equivalentes:

1) 〈L,∧,∨,⊗, 0, 1〉 es divisible;

2) 〈L,∧,∨,⊗, 0, 1〉 es MV álgebra.

Demostración: 1) ⇒ 2) : Si L es semi-simple y divisible, entonces, por los Lemas 3.42
y 3.43 resulta una MV álgebra.
2) ⇒ 1): Trivial, a partir del teorema 2.12. 2
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Lema 3.44. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una MV álgebra. Entonces son equivalentes:

1) 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es semi-simple:

2) Para todo x ∈ L, si x 6= 1, existe un número natural n tal que (x→ 0) → xn 6= 1.

Demostración: 1) ⇒ 2): Dado que L es MV álgebra, por el corolario 2.6 resulta lin-
eal. Dado que es semi-simple, para cada x ∈ L, x 6= 1, existe un ultrafiltro que no lo
contiene y, por el Corolario 3.12 es equivalente a decir que existe un n ∈ N tal que
(xn → 0) → x 6= 1.
Por el Lema 2.25.11) y usando que la negación es una involución escribimos:
¬¬((xn → 0) → x) = (xn → 0) → x = ¬¬(xn → 0) → ¬¬x = ¬x → ¬(xn → 0) =
¬x→ xn. Es decir, si x 6= 1, (x→ 0) → xn 6= 1.
2) ⇒ 1): Nuevamente usando el Corolario 3.12, resulta la semi-simplicidad. 2

Recordemos que a partir del Teorema 2.8, podemos caracterizar las álgebras de Heyt-
ing como ret́ıculos residuales divisibles, lineales, cuyo producto es idempotente. En este
caso podemos referirnos al álgebra quitando el śımbolo ⊗ de la signatura. Escribimos,
entonces, el siguientes corolario:

Corolario 3.13. Sea 〈L,∧,∨,→, 0, 1〉 un álgebra de Heyting. Son equivalentes:

1) 〈L,∧,∨,→, 0, 1〉 es semi-simple;

2) 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un álgebra de Boole.

Demostración: Sabemos que toda álgebra de Boole es semi-simple y, por supuesto, de
Heyting, sólo hay que probar que un álgebra de Heyting semi-simple es BL álgebra.
En efecto: Por el Lema 3.6 resulta una MV álgebra, que por ser Heyting tiene todos sus
elementos idempotentes, es decir, es un álgebra de Boole. 2

Lema 3.45. [Háj97] Toda BL álgebra es producto subdirecto de BL álgebras linealmente
ordenadas.

Demostración:
Sea P el sistema de todos los filtros primos de L.
Para F ∈ P sea LF = L/F y L⋆ = ΠF∈PLF .
L⋆ es producto directo de ret́ıculos residuales linealmente ordenados LF para todo F filtro
primo de L. Para x ∈ L, sea i(x) el elemento ([x]F )F∈U de L⋆. Claramente esta inmersión
preserva las operaciones, resta probar que es inyectiva. Si x, y ∈ F y x 6= y, entonces
x 6≤ y o y 6≤ x. Supongamos (porque es lo mismo) que x 6≤ y, en consecuencia, x→ y 6= 1
en L, en virtud del Lema 3.39, sea F un filtro primo en L que no contiene a x → y,
entonces en L/F [x]F 6≤ [y]F , de donde [x]F 6= [y]F y, en consecuencia i(x) 6= i(y). 2



Caṕıtulo 4

Elementos Especiales

En este caṕıtulo, salvo que hagamos una mención especial al respecto, nos referiremos
siempre a ret́ıculos residuales integrales. Hemos distinguido los elementos regulares, den-
sos y booleanos de un ret́ıculo residual, siguiendo a Antonio Monteiro [Mon95]. También
distinguimos los elementos idempotentes y analizamos las relaciones entre ellos.

4.1. Elementos regulares

Definición 4.1. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, un elemento
x ∈ L es un elemento regular si x = (x → 0) → 0. Notamos con R(L) al conjunto de
todos los elementos regulares del ret́ıculo.

Lema 4.1. x ∈ R(L) si y sólo si x = y → 0, para algún y ∈ L.

Demostración: Si x es regular, la condición se satisface con y = x → 0. Supongamos
que x = y → 0 para algún y ∈ L y veamos que necesariamente x = (x→ 0) → 0.
Por el Lema 2.25.4) escribimos: (x→ 0) → 0 = ((y → 0) → 0) → 0 = y → 0 = x 2

Observación 4.1. R(L) 6= ∅. Por el Lema 2.25.2) se ve que {0, 1} ⊆ R(L). Podŕıa
pensarse que {0, 1} ⊂ R(L), pero es factible la igualdad, como se ve en el Ejemplo 2.12.

Ejemplo 4.1. Consideremos el ret́ıculo de la Observación 2.15. Los elementos regulares
son: 0, a, b, 1, vemos que ⊗ y → son operaciones en R(L), no aśı ∨ ya que a, b,∈ R(L),
pero a ∨ b = c no es un elemento regular.
En el Ejemplo 2.26 los elementos regulares son: 0, a, c, e, g, 1, y es cerrado con respecto a
todas las operaciones del ret́ıculo residual. Como el ret́ıculo original es una BL álgebra,
entonces también lo es R(L), que además es un ret́ıculo de Girard, y en consecuencia,
una MV álgebra.

Lema 4.2. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es lineal, entonces R(L) es un ret́ıculo acotado
cerrado con respecto al residuo.

125
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Demostración: Sabemos ya que { 0, 1} ⊆ R(L). Sean entonces x, y ∈ R(L). Por el
Lema 4.1 existen z, t ∈ L tales que x = z → 0, y = t→ 0.
x ∧ y ∈ R(L): Por el Lema 2.9.9) x ∧ y = (z → 0) ∧ (t→ 0) = (z ∨ t) → 0.
x ∨ y ∈ R(L): Por el Lema 2.16.3) x ∨ y = (z → 0) ∨ (t→ 0) = (z ∧ t) → 0.
x→ y ∈ R(L): Por el Lema 2.9.10) x→ y = (z → 0) → (t→ 0) = ((z → 0) ⊗ t) → 0.

2

Corolario 4.1. Si L es un álgebra de Heyting lineal, entonces R(L) es un álgebra de
Boole.

Demostración: A partir del Lema es inmediato que se trata de un subuniverso, resta
probar que los elementos son complementados. Dado que toda álgebra de Heyting es
divisible, por el Teorema 2.7 escribimos x∧¬x = x⊗ (x→ ¬x) = x⊗ (x→ (x→ 0)) =
(x⊗ (x⊗ x) → 0) = x⊗ (x→ 0) = x⊗ ¬x = 0.
x ∨ ¬x = ¬¬x ∨ ¬x = ¬(¬x ∧ x) = ¬0 = 1 2

Observación 4.2. Si consideramos el Ejemplo 2.26, que lo presentamos como una BL
álgebra que no es MV álgebra, los elementos regulares son 0, a, c, e, g, 1, y conforman una
MV álgebra.
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@@

@
@
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@

@
@@

0

a e

c g

1

⊗ 0 a c e g 1
0 0 0 0 0 0 0
a 0 0 a 0 0 a
c 0 a c 0 a c
e 0 0 0 e e e
g 0 0 a e e g
1 0 a c e g 1

→ 0 a c e g 1
0 1 1 1 1 1 1
a g 1 1 g 1 1
c e g 1 e g 1
e c c c 1 1 1
g a c c g 1 1
1 0 a c e g 1

Este resultado no es válido en general. Consideremos la cadena 0 < a < b < c < 1 con
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las operaciones definidas por:

⊗ 0 a b c 1
0 0 0 0 0 0
a 0 0 0 0 a
b 0 0 0 0 b
c 0 0 0 a c
1 0 a b c 1

→ 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a c 1 1 1 1
b c c 1 1 1
c b c c 1 1
1 0 a b c 1

El conjunto de elementos regulares es: R(L) = {0, b, c, 1}, pero c ⊗ c = a 6∈ R(L). Es
decir, no es cerrado por ⊗.

Lema 4.3. Sea L =
∏

i∈I

Li un ret́ıculo residual. x = (xi)i∈I es regular en L si y sólo si

xi es regular en Li para todo i ∈ I.

Demostración: Sea x = (xi)i∈I . La afirmación resulta inmediatamente de la Definición
3.18, ya que ¬¬x = (¬¬xi)i∈I . 2

Lema 4.4. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual totalmente ordenado, tal que ⊗
es el producto drástico. Entonces R(L) = {0, a, 1} es una MV álgebra, donde a = x→ 0,
para cualquier x tal que 0 6= x 6= 1.

Demostración: El producto drástico se define:

x⊗ y =







x, si y = 1;
y, si x = 1;
0, en otro caso.

Sea x tal que 0 6= x 6= 1 y consideremos: x → 0 =
∨{t : x ⊗ t = 0} =

∨{t : t < 1}.
Vemos entonces que la negación de cualquier elemento distinto de cero y uno, es una
constante, notemos a = x→ 0. Por el Lema 4.1 R(L) = {0, a, 1}. Las operaciones están
definidas por:

⊗ 0 a 1
0 0 0 0
a 0 0 a
1 0 a 1

→ 0 a 1
0 1 1 1
a a 1 1
1 0 a 1

y se ve en las tablas que 〈R(L),∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es una MV álgebra. 2

Lema 4.5. Sea L =
∏

i∈I

Li un producto de ret́ıculos residuales con producto drástico.

Entonces R(L) =
∏

i∈I

R(Li) es una MV álgebra.
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Demostración: Inmediata a partir de los Lemas 4.3 y 4.4. 2

4.2. Elementos densos

Definición 4.2. [Ras74] Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Un
elemento x ∈ L se dice denso si x→ 0 = 0. Notamos DS(L) al conjunto de los elementos
densos del ret́ıculo.

Lema 4.6. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Si x es denso, entonces
x = y ∨ ¬y para algún elemento y ∈ L.

Demostración: Si ¬x = 0, entonces x = x ∨ 0 = x ∨ ¬x. 2

Observación 4.3. La rećıproca en general no es cierta. En el ejemplo 2.26 se puede ver
que g = g ∨ ¬g, g → 0 = a 6= 0.

Ejemplo 4.2. En el Ejemplo 2.12 los elementos densos son a, b, c, 1 y se cumple que
x = x ∨ ¬x, en todos los casos, pero no existe y 6= x tal que x = y ∨ ¬y. La existencia
de tal y es imposible si x es irreducible en el ret́ıculo, como a, b y 1, pero no es el caso
de c. En la Observación 2.15, el diagrama de Hasse coincide, pero los elementos densos
son sólo c y 1 y como c no es irreducible podemos escribir c = a∨¬a = b∨¬b = c∨¬c.
En 2.26 los elementos densos son f, 1 y se cumple f = b ∨ ¬b = f ∨ ¬f.

Lema 4.7. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1) x es denso;

2) ¬¬x = 1;

3) x⊗ z 6= 0 para todo z 6= 0.

Demostración: 1) ⇒ 2): Por el Lema 2.25.2) ¬¬x = ¬0 = 1.

2) ⇒ 1): Por el Lema 2.25.4) y 2)¬x = ¬¬¬x = ¬1 = 0.

1) ⇒ 3): Por la condición (2.13), x⊗ z = 0 si y sólo si x ≤ z → 0 = ¬z, entonces, por el
Lema 2.25.5) ¬¬z ≤ ¬x.
Por el Lema 2.25.3) z ≤ ¬¬z ≤ ¬x, y como x es denso, resulta ¬x = 0 y, en consecuencia,
z = 0.

3) ⇒ 1): ¬x = x→ 0 =
∨{t : x⊗ t = 0}. Si x⊗ z 6= 0 para todo z 6= 0, necesariamente

¬x = 0. 2
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Lema 4.8. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral no trivial y DS(L)
el conjunto de los elementos densos de L. Se satisfacen las siguientes propiedades:

1) 0 6∈ DS(L)

2) 1 ∈ DS(L)

3) Si x ≤ y, x ∈ DS(L), entonces y ∈ DS(L)

4) Si x, y ∈ DS(L), entonces x⊗ y ∈ DS(L)

5) Si x, x→ y ∈ DS(L), entonces y ∈ DS(L).

Demostración:

1) 0 6∈ DS(L): Por el Lema 2.25.2), ¬0 = 1 6= 0.

2) 1 ∈ DS(L): Por el Lema 2.25.2), ¬1 = 0.

3) Si x ≤ y, x ∈ DS(L), entonces y ∈ DS(L): Por el Lema 2.25.5), ¬y ≤ ¬x = 0, en
consecuencia ¬y = 0.

4) Si x, y ∈ DS(L), entonces x ⊗ y ∈ DS(L): Por el Lema 2.9.10), ¬(x ⊗ y) =
x→ (y → 0) = x→ 0 = 0.

5) Si x, x → y ∈ DS(L), entonces y ∈ DS(L): Por el Lema 2.9.2-i) y 10), y → 0 ≤
(x⊗ (x→ y)) → 0 = x→ ((x→ y) → 0) = x→ 0 = 0.

2

Lema 4.9. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual integral, entonces el con-
junto DS(L) de los elementos densos de L es cerrado con respecto al producto, el residuo
y el supremo.

Demostración: Sean x, y ∈ DS(L). Por el Lema 4.8.4) y 5) podemos afirmar que
x⊗ y ∈ DS(L) y x→ y ∈ DS(L).
Dado que x ≤ x ∨ y, aplicando el Lema 4.8.3) resulta x ∨ y ∈ DS(L). 2

En general no es cierto que si x, y ∈ DS(L) resulte x∧y ∈ DS(L) como se puede apreciar
en el Ejemplo 2.12, donde a, b ∈ DS(L), pero a ∧ b = 0. Veamos qué condiciones son
necesarias par que sea cerrado con respecto al ı́nfimo.

Lema 4.10. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual divisible, entonces el con-
junto DS(L) de los elementos densos de L es cerrado con respecto al producto, el residuo,
el supremo y el ı́nfimo.
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Demostración: Por el Lema 4.9 sólo debemos probar que es cerrado respecto al ı́nfimo.
Sean x, y ∈ DS(L). Como L es divisible, por el Lema 2.21.2) podemos escribir x ∧ y =
x⊗(x→ y), y como x, y ∈ DS(L), por el Lema 4.9 resulta x→ y y x⊗(x→ y) ∈ DS(L),
en consecuencia, x ∧ y ∈ DS(L). 2

Lema 4.11. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual lineal, entonces el conjunto
DS(L) de los elementos densos de L es cerrado con respecto al producto, el residuo, el
supremo y el ı́nfimo.

Demostración: Por el Lema 4.9 sólo debemos probar que es cerrado respecto al ı́nfimo.
Sea x, y ∈ DS(L), como L es lineal, por el Lema 2.16.3) podemos escribir ¬(x ∧ y) =
¬x∨¬y, como x, y ∈ DS(L), resulta x→ 0 = y → 0 = 0 y ¬x∨¬y = 0, en consecuencia,
x ∧ y ∈ DS(L). 2

Lema 4.12. Si L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 es un ret́ıculo de Girard, entonces DS(L) = {1}.

Demostración: 1 ∈ DS(L), por el Lema 4.8. Si x ∈ DS(L), entonces, por el Lema 4.7
¬¬x = 1 y como se trata de un ret́ıculo residual de Girard x = ¬¬x = 1. 2

Observación 4.4. La condición DS(L) = {1} es necesaria mas no es suficiente para
afirmar que L es un ret́ıculo residual de Girard. Este hecho se ve en el ret́ıculo del
Ejemplo 2.18, que no es de Girard y, sin embargo el único elemento denso es el 1.

4.3. Elementos idempotentes

Lema 4.13. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una BL álgebra, y sea x un elemento idempo-
tente en L. Entonces, cualquiera que sea y en L se tiene:

(x→ y) ∨ ((x→ y) → y) = 1.

Demostración: Por el Lema 2.16.2) podemos escribir (x → y) ∨ ((x → y) → y) =
(x ∧ (x → y)) → y. Dado que x es idempotente, y en virtud del Lema 2.23.1), resulta
(x ∧ (x→ y)) → y = (x⊗ (x→ y)) → y = (x ∧ y) → y = 1, por el Lema 2.21.2). 2

Corolario 4.2. En las condiciones del Lema, ¬x ∨ ¬¬x = 1.

Demostración: Inmediata, con y = 0. 2

Lema 4.14. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una BL álgebra, y sea x ∈ L un elemento idempo-
tente. Entonces ¬x también es idempotente.

Demostración: Por el lema anterior y el Lema 2.12.1) escribimos ¬x = ¬x ⊗ 1 =
¬x⊗ (¬x∨¬¬x). Aplicando el Lema 2.9.6) y Lema 2.25.1) resulta: ¬x⊗ (¬x∨¬¬x) =
(¬x⊗ ¬x) ∨ (¬x⊗ ¬(¬x)) = (¬x⊗ ¬x) ∨ 0 = ¬x⊗ ¬x. Es decir ¬x = ¬x⊗ ¬x. 2



4.3. ELEMENTOS IDEMPOTENTES 131

Observación 4.5. Es claro que el conjunto de los elementos idempotentes en un ret́ıculo
residual integral es no vaćıo, ya que 0 y 1 son idempotentes.
Sea x0 un elemento idempotente en L, entonces, en virtud del Lema 4.14, i = x0 → 0 es
también un elemento idempotente.
Además, cualquiera que sea x en L se satisface x = (x∧ i)∨ (x∧¬i), ya que L es ret́ıculo
distributivo por ser BL álgebra, e i ∨ ¬i = 1.

Observación 4.6. Podŕıa esperarse que (x → y) ∧ i = (x ∧ i) → (y ∧ i), pero no es
cierto como se puede comprobar en el Ejemplo 2.26, donde (a → b) ∧ c = g ∧ c = a 6=
a→ 0 = (a ∧ c) → (b ∧ c), siendo c = ¬e, con e⊗ e = e.

Lema 4.15. Sean L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una BL álgebra, i un elemento idempotente,
[0, i] = {λ ∈ L : λ ≤ i} y las operaciones

x⊗i y = (x⊗ y) ∧ i

x
i→ y = (x→ y) ∧ i.

Entonces [0, i] = 〈[0, i],∧,∨,⊗i,
i→, 0, i〉, es una BL álgebra.

Demostración:

Si i = 1 el resultado es trivial.

Supongamos 0 6= i 6= 1 y x, y ∈ [0, i]. Entonces:

x⊗i y = (x⊗ y) ∧ i = x⊗ y. Ya que x⊗ y ≤ x ∧ y.

x
i→ y = (x→ y) ∧ i.

Veamos que (⊗i,
i→) es un par adjunto. Consideremos x, y, z ∈ [0, i], entonces:

Si x⊗i y ≤ z entonces x⊗ y ≤ z lo que es equivalente a x ≤ y → z y, en consecuencia,
x ∧ i ≤ (y → z) ∧ i. Además, como x ∈ [0, i] resulta que x = x ∧ i ≤ (y → z) ∧ i o

equivalentemente x ≤ y
i→ z.

Supongamos ahora que x ≤ y
i→ z, es decir x = x ∧ i ≤ (y → z) ∧ i ≤ (y → z), y por lo

tanto x ≤ (y → z), lo que es equivalente a x⊗ y ≤ z y, en consecuencia a x⊗i y ≤ z.
i, el último elemento de [0, i] satisface x⊗i = x, por el Lema 2.23.1). Dado que ⊗ coincide
con ⊗i podemos garantizar que 〈[0, i],⊗i, i〉 es monoide ordenado y, en consecuencia, que

〈[0, i],∧,∨,⊗i,
i→, 0, i〉 es ret́ıculo residual integral, por el Corolario 2.2.

Para probar que es BL álgebra resta ver que es divisible y lineal.
Sea x, y ∈ [0, i], entonces x ∧ y = (x ∧ y) ∧ i = (x ⊗ (x → y)) ∧ i. Por el Lema 2.19.2)

(x⊗ (x→ y))∧ i = (x∧ i)⊗ ((x→ y)∧ i) = x⊗i (x
i→ y), y se satisface la condición de

divisibilidad.
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Para ver la condición de linealidad debemos probar que (x
i→ y) ∨ (y

i→ x) = i. Apli-

cando el Lema 2.19.3) resulta (x
i→ y) ∨ (y

i→ x) = ((x → y) ∧ i) ∨ ((y → x) ∧ i) =

((x→ y) ∨ (y → x)) ∧ i = 1 ∧ i = i. Afirmamos entonces que 〈[0, i],∧,∨,⊗i,
i→, 0, i〉 es

una BL álgebra. 2

Corolario 4.3. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 una BL álgebra, i un elemento idempotente.

Entonces [0,¬i] = 〈[0,¬i],∧,∨,⊗¬i,
¬i→, 0,¬i〉 es una BL álgebra.

Demostración: Por el Lema 4.14 sabemos que ¬i es un elemento idempotente, e in-
mediatamente a partir del Lema 4.15 resulta la tesis. 2

Teorema 4.1. [BE97] Toda BL álgebra L puede representarse como un producto de la
forma [0, i] × [0,¬i], siendo i la negación de un elemento idempotente.

Demostración:
Por el Lema4.15, el Corolario 4.3 y el Teorema 2.10 afirmamos que [0, i] × [0,¬i] es una
BL álgebra.
La aplicación h : L → [0, i] × [0,¬i] definida por h(x) = (x ∧ i, x ∧ ¬i) es naturalmente
un homomorfismo, además verifica:

Si (y, z) ∈ [0, i]×[0,¬i], entonces h(y∨z) = (y, z), ya que (y∨z)∧i = (y∧i)∨(z∧i) =
y∨0 = y, porque de y ∈ [0, i] resulta y ≤ i y y∧ i = y y de z ∈ [0,¬i]resulta z ≤ ¬i
y z ∧ y ≤ ¬i ∧ i = 0. Análogamente (y ∨ z) ∧ ¬i = z. Es decir, h es epiyectiva.

Si h(x) = h(y), resulta (x∧i, x∧¬i) = (y∧i, y∧¬i), es decir, x∧i = y∧i, x∧¬i =
y∧¬i. Como i = ¬i′, con i′ idempotente, por el Corolario 4.2 resulta ¬i′∨¬¬i′ = 1,
lo que es equivalente a i∨¬i = 1. Entonces x = x∧1 = x∧(i∨¬i) = (x∧i)∨(x∧¬i) =
(y ∧ i) ∨ (y ∧ ¬i) = y ∧ (i ∨ ¬i) = y ∧ 1 = y. Es decir, h es inyectiva.

Resulta entonces que h : L → [0, i] × [0,¬i] es un isomorfismo de ret́ıculos residuales, y
[0, i] × [0,¬i] es una BL álgebra isomorfa a L. 2

Observación 4.7. Si 0 y 1 son las únicas negaciones de elementos idempotentes la
descomposición indicada resulta trivial. La existencia de elementos idempotentes cuya
negación no sea nula garantiza una descomposición no trivial.

Ejemplo 4.3. Consideremos el Ejemplo 2.26. De acuerdo con las operaciones definidas,
los elementos que son negaciones de idempotentes son: 0, c, e, 1 y, en consecuencia las
posibles descomposiciones son las siguientes:

(1) [0, 0] × [0, 1], que es la descomposición trivial.

(2) [0, c] × [0, e]
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a

a

a

0

a

c ⊗ 0 a c
0 0 0 0
a 0 0 a
c 0 a c

→ 0 a c
0 c c c
a a c c
c 0 a c

a

a

a

0

b

e ⊗ 0 b e
0 0 0 0
b 0 b b
e 0 b e

→ 0 b e
0 e e e
b 0 e e
e 0 b e

En estas cadenas observamos que los únicos elementos idempotentes que son negación
de idempotentes son el primer y el último elemento de cada una.
La aplicación que realiza el isomorfismo está dada en la siguiente tabla:

x 0 a b c d e f g 1
h(x) (0, 0) (a, 0 = (0, b) (c, 0) (a, b) (0, e) (c, b) (a, e) (c, e)

Ejemplo 4.4. Consideremos el álgebra de Heyting H determinada por el siguiente dia-
grama de Hasse, donde el producto coincide con el ı́nfimo y el residuo está dado por la
tabla:

a a

a

a

a

!
!

!
!

!
!

@
@

@
@

@
@

a

b c

1

0

→ 0 a b c 1
0 1 1 1 1 1
a 0 1 1 1 1
b 0 c 1 c 1
c 0 b b 1 1
1 0 a b c 1

Los únicos elementos negaciones de idempotentes son 0 y 1, por lo cual la descomposición
indicada resulta trivial.

Hemos establecido una descomposición para las BL álgebras. Esto generaliza un resulta-
do de Höhle [Höh95]: Dada una MV álgebra L todo elemento idempotente i determina la
descomposición de L en producto de MV álgebras. L = Li ⊗ Li→0, un resultado similar
obtuvo J.A. Rodŕıguez en su tesis doctoral para MV álgebras, [Rod80] y R. Cignoli y A.
Torrens para PL-álgebras en [CT97].
Veamos en qué condiciones es posible establecer esta descomposición.

Lema 4.16. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual, x un elemento idempotente de
L. Entonces

x ≤ x→ y si y sólo si x ≤ y.
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Demostración: Resulta de la condición de par adjunto (2.13). 2

Del lema resultan los siguientes corolarios de demostración inmediata:

Corolario 4.4. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual y x un elemento idempotente
de L. Entonces x ≤ ¬x si y sólo si x = 0.

Corolario 4.5. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual y x un elemento idempotente
de L. Entonces x 6≤ ¬x si y sólo si x 6= 0.

Corolario 4.6. Sea L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual, x un elemento idem-
potente de L. Si L es una cadena y x 6= 0, entonces x > ¬x.

Observación 4.8. Es claro, entonces, en virtud de los corolarios anteriores que en una
cadena que sea un ret́ıculo residual divisible (que por ser totalmente ordenado es lineal,
según el Lema 2.17), la única negación de un elemento idempotente es el 0. Es decir, son
indescomponibles según nuestra propuesta.

4.4. Elementos nilpotentes

Definición 4.3. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual, x 6= 0 es un elemento
nilpotente de orden n si existe n ∈ N tal que xn = 0.

Lema 4.17. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual, x ∈ L, entonces ¬(¬¬x)n =
¬xn, cualquiera que sea n ∈ N.

Demostración: Probaremos este lema por inducción. Si n = 1 la proposición se verifi-
ca, según vimos en el Lema 2.25.4). Supongamos que se verifica ¬(¬¬x)n−1 = ¬xn−1 y
probemos ¬(¬¬x)n = ¬xn.
¬(¬¬x)n = (T (¬¬x, (¬¬x)n−1)) → 0 = ¬¬x→ ((¬¬x)n−1 → 0) = ¬¬x→ (xn−1 → 0) =
xn−1 → (¬¬x→ 0) = xn−1 → ¬x = (T (xn−1, x)) → 0 = xn → 0 = ¬xn. 2

Corolario 4.7. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual. Si x es un elemento nilpo-
tente de orden n, entonces ¬¬x es un elemento nilpotente del mismo orden.

Demostración: Si xn = 0, entonces 1 = ¬xn = ¬(¬¬x)n, de donde (¬¬x)n = 0. Es
decir ¬¬x es nilpotente y su orden de nilpotencia es menor o igual que el de x.
Análogamente se obtiene la otra desigualdad. 2
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4.5. Elementos booleanos

Definición 4.4. Sea 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉 un ret́ıculo residual, llamaremos elemento booleano
a x, si existe algún elemento y satisfaciendo:

x ∧ y = 0
x ∨ y = 1

Lema 4.18. En una BL álgebra si x es booleano y ¬x = x→ 0,

1) x ∨ ¬x = 1, x ∧ ¬x = 0

2) ¬¬x es booleano

3) x = ¬¬x.

Demostración:

1) x ∨ ¬x = 1, x ∧ ¬x = 0: Por ser x booleano existe y tal que x ∧ y = 0, x ∨ y = 1.
Considerando que ¬x = x→ 0 =

∨{t : x⊗ t = 0} y que por ser integral se verifica
x⊗ t ≤ x ∧ t es claro que y ≤ ¬x y, en consecuencia, 1 = x ∨ y ≤ x ∨ ¬x. Es decir
x ∨ ¬x = 1.
Además, por ser L un ret́ıculo lineal, por el Lema 2.16.3), ¬(x∧¬x) = ¬x∨¬¬x ≥
¬x ∨ x, de donde ¬(x ∧ ¬x) = 1 y, en consecuencia x ∧ ¬x = 0. En efecto:
x ∧ ¬x ≤ ¬¬x ∧ ¬x = ¬(¬x ∨ x) = ¬1 = 0.

2) Veamos que ¬¬x es booleano: por el Lema 2.16.2) y 3), podemos escribir ¬¬x ∨ ¬x =
¬(¬x ∧ x) = ¬0 = 1 y ¬¬x ∧ ¬x = ¬(¬x ∨ x) = ¬1 = 0.

3) Para probar que x = ¬¬x, recordemos que por el Lema 2.19.3) el ret́ıculo es
distributivo y por este motivo y usando los incisos anteriores podemos escribir: x =
x ∧ 1 = x ∧ (¬x ∨ ¬¬x ) = (x ∧ ¬x ) ∨ (x ∧ ¬¬x ) = 0 ∨ (x ∧ ¬¬x ) =
(¬x ∧ ¬¬x) ∨ (x ∧ ¬¬x) = (¬x ∨ x) ∧ ¬¬x = 1 ∧ ¬¬x = ¬¬x.

2

Observación 4.9. El inciso 3) del Lema 4.18 puede enunciarse diciendo: en una BL
álgebra, todo elemento x booleano es regular.

Lema 4.19. En una BL álgebra todo elemento booleano es idempotente.

Demostración: Debemos probar que si x es booleano, entonces x ⊗ x = x. Basta
considerar que x = x⊗ 1, por el Lema 2.12.1) por el Lema 2.9.6) obtenemos x = x⊗ 1 =
x⊗ (x ∨ ¬x) = (x⊗ x) ∨ (x⊗ ¬x) = x⊗ x, ya que x⊗ ¬x = 0, por el Lema 2.25.1). 2
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Corolario 4.8. En una BL álgebra un elemento x es booleano si y sólo si x es negación
de idempotente.

Demostración: Supongamos, en primer lugar, que x es booleano. Por el Lema 4.18
escribimos x = ¬¬x. Dado que x es idempotente, ¬x también lo es, por el Lema 4.14,
en consecuencia x es negación de un idempotente.
Supongamos ahora que x = ¬i donde i⊗ i = i. Por el Lema 4.13, ¬i∨¬¬i = 1, es decir,
x ∨ ¬¬i = 1. Por otra parte x ∧ ¬¬i = ¬i ∧ ¬¬i. Como i es idempotente, por el Lema
4.14 ¬i es idempotente y por el Lema 2.23.1) ¬i ∧ ¬¬i = ¬i ⊗ ¬(¬i) = 0, por el Lema
2.25.1). Es decir, x ∨ ¬¬i1 y x ∧ ¬¬i = 0, en consecuencia, x es un elemento booleano.

2

Observación 4.10. En una MV álgebra, por ser la negación una involución, cualquier
elemento idempotente es un elemento booleano. (Es decir, los elementos idempotentes
de una MV álgebra conforman un álgebra de Boole, según vimos en el Teorema 2.15),
[Cha58].

Teorema 4.2. Para que una BL álgebra 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉, sea descomponible en pro-
ducto de BL álgebras, es condición necesaria y suficiente que exista un elemento booleano
no trivial en L. En ese caso, si x es el elemento booleano, resulta L = [0, x] × [0,¬x].

Demostración: Inmediata a partir del teorema 4.1 y el corolario 4.8. 2

Probaremos ahora que toda BL álgebra finita con más de un átomo es isomorfa a un
producto directo de BL álgebras. De este modo resultará que toda BL álgebra con n
átomos es el producto de n BL álgebras, no necesariamente cadenas.

Teorema 4.3. [BE97] Toda BL álgebra finita L = 〈L,∧,∨,⊗,→, 0, 1〉, con más de un
átomo tiene al menos un elemento booleano no trivial.

Demostración: Por el Corolario 3.2, dado que toda BL álgebra es lineal, existe un
elemento idempotente a0 ∈ L y por el Corolario 4.8, ¬a0 ∈ L es el elemento booleano
buscado.

2

Corolario 4.9. Un ret́ıculo residual finito lineal es descomponible si y sólo si posee más
de un átomo.

Demostración:
La condición suficiente se deduce del teorema. Por otra parte, para la condición necesaria
observemos que si un ret́ıculo L es descomponible, entonces existe x en L tal que L =
[0, x] × [0,¬x]. Sean a un átomo de [0, x] y b un átomo de [0,¬x]. Es claro que (a, 0) y
(0, b) son átomos de L. 2



Caṕıtulo 5

Casos Particulares

5.1. t-normas

La idea principal de la lógica fuzzy es reemplazar el conjunto de posibles valores de verdad
{0, 1} asociado a la lógica clásica por otro que lo contenga, generalizando las operaciones
que en él se realizan. En la mayoŕıa de los trabajos sobre lógica fuzzy y sus aplicaciones
el conjunto antes mencionado es el intervalo real unitario [0, 1] y los operadores que se
consideran son las llamadas t-normas para la conjunción y t-conormas para la disyunción.
Esta denominación es una abreviatura de normas triangulares y proviene de la teoŕıa
de espacios métricos probabiĺısticos. En estos espacios métricos, definidos originalmente
por Menger ([Men42]) a cada par de puntos p y q se asocia la función de distribución
de probabilidad Fpq, donde Fpq(x) se interpreta como la probabilidad de que la distancia
entre p y q sea menor o igual que x, para cada valor real x. La desigualdad triangular toma
la forma: Fpq(x+ y) ≥ T (Fpq(x), Fqr(y)), siendo T una t-norma. En [SS61], se generaliza
este concepto y la desigualdad triangular toma la forma: Fpr ≥ τ(Fpq, Fqr), donde τ es una
operación continua y asociativa en el espacio de funciones de distribución. En este trabajo
también se ve que diferentes t-normas llevan a espacios métricos probabiĺısticos con
diferentes geometŕıas y propiedades topológicas, lo cual implica que un amplio repertorio
de t-normas generarán un amplio repertorio de espacios. En [Acz48] J. Aczél enuncia el
siguiente teorema:

Teorema 5.1. Sea J un intervalo abierto propio de IR, entonces la función A : J×J → J
es asociativa, continua y estrictamente monótona si y sólo si admite la representación
A(x, y) = a−1(a(x) + a(y)), donde a : J → IR es continua y estrictamente monótona.

En [SS63], mediante el teorema de Aczél se construyen familias de t-normas y se deducen
propiedades y relaciones entre las t-normas. También se encuentra la relación entre ellas
y las llamadas cópulas, que hab́ıan sido definidas previamente por Sklar ([Skl96]).
Lofti Zadeh en su trabajo original ([Zad65]) toma el intervalo real unitario como conjunto
de posibles valores de verdad, como operador de conjunción la t-norma mı́nimo y su

137
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t-conorma dual, máximo como operador de disyunción. Es decir, en el intervalo real
unitario, que con el orden natural es un ret́ıculo completo, si se define una t-norma
resulta que 〈[0, 1], T, 1,≤〉 es un monoide ordenado y si además satisface T (x,

∨

i∈I yi) =
∨

i∈I T (x, yi), se puede aplicar el Lema 2.7 para construir un ret́ıculo residual.

Es importante notar que el intervalo real unitario no es sólo un ret́ıculo acotado completo,
sino que es totalmente ordenado, continuo y la suma acotada y el producto son dos
operaciones en [0, 1].

Definición 5.1. Una operación T : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] es una norma triangular, según
Drewniak, [Dre89] o cópula, según Frank([Fra75]), si es asociativa, conmutativa y no
decreciente en ambas variables. T se dice una t-norma si y sólo si tiene como identidad
el 1, y una t-conorma si y sólo si tiene como identidad el 0.

Schweizer y Sklar, [SS61], [SS63] dan la siguiente definición de t-norma:

Definición 5.2. Una t-norma es una operación binaria definida sobre el intervalo real
[0, 1] que satisface:

(T1) T (x, 1) = x, T (0, 0) = 0

(T2) T (x, y) = T (y, x)

(T3) Si x ≤ x′, y ≤ y′ entonces T (x, y) ≤ T (x′, y′)

(T4) T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z)

Klement, [Kle97] dice:

Definición 5.3. Una norma triangular (t-norma) es una operación T : [0, 1]2 → [0, 1]
asociativa, conmutativa y no decreciente en la segunda variable, que tiene a 1 como
elemento neutro.

Lema 5.1. Las Definiciones 5.1, 5.2 y 5.3 son equivalentes.

Demostración: Las condiciones de asociatividad, conmutatividad y el 1 como elemento
neutro figuran en las tres definiciones. Sólo debemos ver que es suficiente que sea no
decreciente en la segunda variable para que lo sea en ambas y que esta condición, junta-
mente con T (x, 1) = x bastan para ver que 0 es el elemento absorbente.
Supongamos que T es no decreciente en la segunda variable. Sea x ≤ x′ e y ≤ y′, entonces,
por la conmutatividad de T escribimos: T (x, y) ≤ T (x, y′) = T (y′, x) ≤ T (y′, x′) =
T (x′, y′). Probemos ahora la existencia del elemento absorbente basándonos en la exis-
tencia de unidad y la isotońıa: 0 ≤ T (x, 0) ≤ T (1, 0) = 0. 2

Observación 5.1. De la Definición 5.1.2) deducimos que una t-norma T satisface
T (x,

∨

i∈I yi) =
∨

i∈I T (x, yi) si y sólo si T (
∨

i∈I xi, y) =
∨

i∈I T (xi, y). O, equivalente-
mente limx→x−

0
T (x, y) = T (x0, y) y limy→y0−T (x, y) = T (x, y0). Este hecho motiva la

siguiente definición.
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Definición 5.4. Sea T una t-norma. T se dice continua a izquierda si para todo x, y ∈
[0, 1] y cualquier familia {yi}i∈I ⊆ [0, 1] satisface:

T (x,
∨

i∈I

yi) =
∨

i∈I

T (x, yi).

Observación 5.2. Si bien Frank llama a las t-normas cópulas, en [SS61] podemos hallar
la siguiente definición de cópula:

Definición 5.5. Una cópula 2-dimensional es una función C : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1],
continua, que satisface las siguientes condiciones:

(C1) C(0, 0) = 0, C(a, 1) = C(1, a) = a,

(C2) si a ≤ c, b ≤ d, entonces C(a, b) ≤ C(c, d),

(C3) si a ≤ c, b ≤ d, entonces C(a, d) + C(c, b) ≤ C(a, b) + C(c, d).

Puede observarse que las condiciones (C1) y (C2) pedidas para cópulas coinciden con las
1), 2) y 3) de la Definición 5.2, pero ambos son conceptos diferentes, ya que las cópulas
no son necesariamente asociativas y las t-normas no necesariamente continuas.
Un ejemplo de cópula que no es t-norma, dado que no es asociativa es:

C(x, y) = x · y + x · y · (1 − x) · (1 − y).

Un ejemplo de t-norma que no es cópula, dado que no es continua, es:

TW (x, y) =

{

min(x, y) si x = 1 ó y = 1

0 en otro caso.

Definición 5.6. [SS61], [SS63] Una t-conorma , es una operación binaria definida sobre
el intervalo real [0, 1] que satisface:

(S1) S(x, 0) = x, S(1, 1) = 1

(S2) S(x, y) = S(y, x)

(S3) Si x ≤ x′, y ≤ y′ entonces S(x, y) ≤ S(x′, y′)

(S4) S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z)

Observación 5.3. Las Definiciones 5.1 y 5.6 son equivalentes, en forma dual al Lema
5.1.

Observación 5.4. En [AFS06] dan el nombre de s-normas a las t-conormas. Esta deno-
minación tiene sentido dado que ambas son normas triangulares con un elemento neutro.
En este trabajo hemos preferido llamarlas t-conormas, dada la relación dual entre las
t-normas y las t-conormas.
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Definición 5.7. [TAT95] Una negación fuerte es una función n : [0, 1] → [0, 1], continua,
estrictamente decreciente, que satisface:

n(0) = 1, n(n(x)) = x. (5.1)

En [BBS03] se llega a esta definición por restricciones sucesivas, llamando negación fuzzy
a una función c : [0, 1] → [0, 1], monótona decreciente tal que c(0) = 1 y c(1) = 0. Si
c es continua y estrictamente decreciente se dice negación fuzzy estricta y si además es
involutiva se denomina negación fuzzy fuerte.

Lema 5.2. Si n : [0, 1] → [0, 1] es una negación fuerte, entonces n(1) = 0.

Demostración: Por la Definición 5.7, n(0) = 1, reemplazando el 1 resulta, n(1) =
n(n(0)) = 0, por la misma razón. 2

Ejemplo 5.1. La negación fuerte más utilizada es n(x) = 1 − x, y es miembro de la
familia de negaciones fuertes nα(x) = α

√
1 − xα, para α = 1.

Lema 5.3. [Kle97] Si T es una norma, S definida por:

S(x, y) = n(T (n(x), n(y))), (5.2)

resulta asociativa, conmutativa, no decreciente en ambas variables y tiene como elemento
neutro el 0, es decir, es una conorma.

Demostración: Para probar la asociatividad consideremos S(x, S(y, z)), por (5.2) y la
definición de negación resulta

n(T (n(x), n(S(y, z)))) = n(T (n(x), n(n(T (n(y), n(z)))))) = n(T (n(x), T (n(y), n(z)))),

por la asociatividad de T resulta

n(T (T (n(x), n(y)), n(z))).

Dado que la negación es involutiva podemos escribir

n(T (n(n(T (n(x), n(y)))), n(z))),

reemplazando nuevamente por (5.2) obtenemos

n(T (n(S(x, y)), n(z))) = S(S(x, y), z).

S(x, y) = n(T (n(x), n(y))) = n(T (n(y), n(x))) = S(y, x).
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Si x ≤ x′ e y ≤ y′ entonces n(x′) ≤ n(x) y n(y′) ≤ n(y).

Dado que T es no decreciente en ambas variables afirmamos

T (n(x′), n(y′)) ≤ T (n(x), n(y)),

y nuevamente aplicando n resulta

n(T (n(x), n(y))) ≤ n(T (n(x′), n(y′))),

que por (5.2) es S(x, y) ≤ S(x′, y′).

S(x, 0) = n(T (n(x), n(0))) = n(T (n(x), 1)) = n(n(x)) = x.

2

Dualmente enunciamos el siguiente lema, cuya demostración es análoga:

Lema 5.4. Si S es una conorma, T definida por:

T (x, y) = n(S(n(x), n(y))) (5.3)

resulta asociativa, conmutativa, no decreciente an ambas variables y tiene como elemento
neutro el 1, es decir, es una norma.

Este hecho motiva la siguiente definición:

Definición 5.8. [TAT95] Una t-norma T y una t-conorma S son n-duales si existe una
negación fuerte n tal que S(x, y) = n(T (n(x), n(y))).

Definición 5.9. Si T y S son n duales, la terna (T, S, n) se dice una terna de De Morgan

Esta denominación está ampliamente justificada ya que las t-normas se utilizan para
definir la intersección de conjuntos fuzzy, las t-conormas para definir la unión y la ne-
gación para definir el complemento; y si T y S son n-duales se verifican las leyes de De
Morgan.

Definición 5.10. Si T y S son n-duales para la negación fuerte n : [0, 1] → [0, 1] definida
por n(x) = 1 − x, entonces se denominan normas duales. La condición de dualidad se
escribe entonces: S(x, y) = 1 − T (1 − x, 1 − y).
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Ejemplo 5.2. Los operadores t-norma, y sus correspondientes t-conormas duales, más
habituales en la literatura son:

Mı́nimo (Zadeh - Gödel):

TM(x, y) = min(x, y) (5.4)

Producto aritmético (Mandani):

TP (x, y) = x · y (5.5)

Producto acotado ( Lukasiewicz):

TL(x, y) = (x+ y − 1) ∨ 0 (5.6)

Producto drástico (weakest product):

TW (x, y) =

{

min(x, y) si x = 1 ó y = 1

0 en otro caso.

(5.7)

Máximo:

SM(x, y) = max(x, y) (5.8)

Suma probabiĺıstica:

SP (x, y) = x+ y − x · y (5.9)

Suma acotada:

SL(x, y) = (x+ y) ∧ 1 (5.10)

Conorma drástica (strongest conorm):

SW (x, y) =

{

max(x, y) si x = 0 ó y = 0

1 en otro caso.

(5.11)

Probaremos que mı́nimo, producto aritmético, produto acotado y producto drástico con
t-normas y que máximo, suma acotada, suma probabiĺıstica y conorma drástica son sus
correspondientes conormas duales usando el Lema 5.3.

Mı́nimo

1) min(x, 1) = x, min(0, 0) = 0

2) min(x, y) = min(y, x)

3) Si x ≤ x′, y ≤ y′ entonces min(x, y) ≤ min(x′, y′)

4) min(x,min(y, z)) = min(min(x, y), z)
En efecto: hay seis casos posibles:

x ≤ y ≤ z:
min(x,min(y, z)) = min(x, y) = x = min(x, z) = min(min(x, y), z)

x ≤ z ≤ y:
min(x,min(y, z)) = min(x, z) = x = min(x, z) = min(min(x, y), z)

y ≤ x ≤ z:
min(x,min(y, z)) = min(x, y) = y = min(y, z) = min(min(x, y), z)
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y ≤ z ≤ x:
min(x,min(y, z)) = min(x, y) = y = min(y, z) = min(min(x, y), z)

z ≤ x ≤ y:
min(x,min(y, z)) = min(x, z) = z = min(x, z) = min(min(x, y), z)

z ≤ y ≤ x:
min(x,min(y, z)) = min(x, z) = z = min(y, z) = min(min(x, y), z)

5) 1 −min(1 − x, 1 − y) = max(x, y). En efecto: hay dos casos posibles:

x ≤ y:
1 −min(1 − x, 1 − y) = 1 − (1 − y) = y = max(x, y)

y ≤ x:
1 −min(1 − x, 1 − y) = 1 − (1 − x) = x = max(x, y)

Producto aritmético

(T1) x · 1 = x, 0 · 0 = 0

(T2) x · y = y · x

(T3) Si x ≤ x′, y ≤ y′ entonces x · y ≤ x′ · y′

(T4) x · (y · z) = (x · y) · z

(T5) 1 − (1 − x) · (1 − y) = 1 − (1 − x− y + x · y) = x+ y − x · y

Producto acotado

(T1) (x+ 1 − 1) ∨ 0 = x, (x+ 0 − 1) ∨ 0 = 0

(T2) (x+ y − 1) ∨ 0 = (y + x− 1) ∨ 0

(T3) Si x ≤ x′, y ≤ y′ entonces (x+ y − 1) ∨ 0 ≤ (x′ + y′ − 1) ∨ 0

(T4) Para probar la asociatividad veamos en primer lugar que T (T (x, y), z) = 0 si y sólo
si T (x, T (y, z)) = 0.
Supongamos que T (T (x, y), z) = 0. Si y+ z− 1 ≤ 0 es claro que T (x, T (y, z)) = 0.
Si T (y, z) 6= 0 resulta T (x, T (y, z)) = (x+(y+z−1)−1)∨0 = ((x+y−1)+z−1)∨0.
Si x+y−1 ≤ 0 es claro que T (x, T (y, z)) = 0, en caso contrario T (x, y) = x+y−1,
como T (T (x, y), z) = 0 resulta (x+ y − 1) + z − 1 ≤ 0 y T (x, T (y, z)) = 0.
Debido a la conmutatividad probada en 2) con lo demostrado podemos afirmar la
equivalencia.
Supongamos ahora que T (T (x, y), z) 6= 0 y T (x, T (y, z)) 6= 0, podemos afirmar
entonces que T (T (x, y), z) = (x+y−1)+z−1 y T (x, T (y, z)) = x+(y+z−1)−1,
y, en consecuencia, que T (T (x, y), z) = T (x, T (y, z)).
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(T5) 1 − (((1 − x) + (1 − y) − 1) ∨ 0) = (x+ y) ∧ 1
Si (1 − x) + (1 − y) − 1 ≤ 0, es decir, 1 ≤ x+ y y se verifica la igualdad.
Si (1−x)+(1−y)−1 ≥ 0, resulta 1−(((1−x)+(1−y)−1)∨0) = 1−(1−x+1−y−1) =
1 − 1 + x− 1 + y + 1 = x+ y = (x+ y) ∧ 1.

Producto drástico

(T1) TW (x, 1) = x, TW (0, 0) = 0

(T2) TW (x, y) = TW (y, x)

(T3) Supongamos que x ≤ x′, y ≤ y′ y TW (x′, y′) = 0, entonces pueden ocurrir dos casos
caso 1: x′ = 0 ó y′ = 0, de donde x = 0 ó y = 0 y TW (x, y) = 0.
caso 2: x′ 6= 1 6= y′, x′ 6= 0 6= y′ y x 6= 1 6= y, de donde TW (x, y) = 0.
Si TW (x, y) 6= 0 pueden ocurrir dos casos:
caso 1: x = 1, entonces x′ = 1 y TW (x, y) = y ≤ y′ = TW (x′, y′).
caso 2: y = 1, implica y′ = 1 y TW (x, y) = x ≤ x′ = TW (x′, y′)
En cualquiera de los cuatro casos TW (x, y) ≤ TW (x′, y′).

(T4) TW (x, TW (y, z)) = TW (TW (x, y), z).
En efecto: hay ocho posibilidades:

x = 1, y 6= 1, z 6= 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = 0 = TW (TW (x, y), z)

x 6= 1, y = 1, z 6= 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = 0 = TW (TW (x, y), z)

x 6= 1, y 6= 1, z = 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = 0 = TW (TW (x, y), z)

x = 1, y = 1, z 6= 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = z = TW (TW (x, y), z)

x = 1, y 6= 1, z = 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = y = TW (TW (x, y), z)

x 6= 1, y = 1, z = 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = x = TW (TW (x, y), z)

x 6= 1, y 6= 1, z 6= 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = 0 = TW (TW (x, y), z)

x = 1, y = 1, z = 1, entonces: TW (x, TW (y, z)) = 1 = TW (TW (x, y), z).

(T5) 1 − TW (1 − x, 1 − y) = SW (x, y):
Si x = 0 ó y = 0 resulta 1−TW (1−x, 1−y) = 1−min(1−x, 1−y) = max(x, y) =
SW (x, y). En cualquier otro caso TW (1 − x, 1 − y) = 0 y SW (x, y) = 1, lo cual
verifica también que 1 − TW (1 − x, 1 − y) = SW (x, y).

Observación 5.5. Hemos afirmado que en 〈[0, 1], T, 1〉 se puede definir un residuo si T
es una t-norma continua a izquierda. De las t-normas antes mencionadas sólo TW no es

continua. Veamos que no se verifica TW (x,
∨

i∈I

ti) =
∨

i∈I

TW (x, ti).

Si consideramos x 6= 1, ti = 1−1/i, i ∈ N, TW (x, ti) = 0 para todo ti, pero TW (x,
∨

i∈I

ti) = x.
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El orden natural en el intervalo real [0, 1] induce una relación de orden en el conjunto de
las t-normas:

Definición 5.11. Dadas dos t-normas T1 y T2 se dice T1 ≤ T2 si T1(x, y) ≤ T2(x, y),
para todo (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1]. Esta relación se denomina orden puntual.

Lema 5.5. TL ≤ TP

Demostración: Si x = 0 ó y = 0 resulta TL(x, y) = TP (x, y). Supongamos x 6= 0 6= y.
Si TL(x, y) = max(x+ y − 1, 0) = 0, se cumple que TL(x, y) ≤ TM(x, y).
Si TL(x, y) = max(x+ y − 1, 0) 6= 0, dado que x, y ∈ [0, 1] resulta (x− 1) · (1 − y) ≤ 0 y
en consecuencia x− x · y+ y− 1 ≤ 0, de donde TL(x, y) = x+ (y− 1) ≤ x · y = TP (x, y).
En cualquier caso TL ≤ TP . 2

Lema 5.6. Sea 〈T,≤〉 el conjunto de todas las t-normas ordenado por el orden puntual,
entonces TW y TM son, respectivamente, el primero y el último elemento.

Demostración: Si x, y ∈ (0, 1), entonces TW (x, y) = 0 y es claro que 0 ≤ T (x, y),
cualquiera que sea la t-norma T . Si y = 1 resulta, por la Definición 5.2.1) TW (x, 1) =
x = T (x, 1) cualquiera que sea la t-norma T . Por la Definición 5.2.2) T (x, y) = T (y, x) y,
en consecuencia TW (1, y) = TW (y, 1) = y = T (y, 1) = T (1, y). En consecuencia TW ≤ T ,
para toda T ∈ T.
Por la Definición 5.2.1) y 3), si y ≤ 1, entonces T (x, y) ≤ T (x, 1) = x. Si x ≤ 1, por
la misma definición .2) T (x, y) = T (y, x) ≤ T (y, 1) = y. En consecuencia T (x, y) ≤
min(x, y) = TM(x, y), para toda T ∈ T. 2

Corolario 5.1. TW ≤ TL ≤ TP ≤ TM

Demostración: Inmediata a partir del Lema 5.10 y 5.6. 2

Corolario 5.2. Si T es una t-norma, se verifica que T (x, 0) = T (0, y) = 0, cualesquiera
que sean x, y ∈ [0, 1].

Demostración: T (x, 0) ≤ TM(x, 0) = min(x, 0) = 0, y en consecuencia T (x, 0) = 0.
T (0, y) = 0 por la conmutatividad de la t-norma. 2

Lema 5.7. Sea T1, T2 dos t-normas, S1, S2 sus t-conormas n-duales, respectivamente.
Si T1 ≤ T2, entonces S2 ≤ S1.

Demostración: Supongamos que T1 ≤ T2. Entonces T1(x, y) ≤ T2(x, y), para todo
(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1], en especial T1(n(x), n(y)) ≤ T2(n(x), n(y)), como n es decreciente
resulta n(T1(n(x), n(y))) ≥ n(T2(n(x), n(y))), es decir S2(x, y) ≤ S1(x, y), y resulta la
tesis. 2

Dualmente enunciamos el siguiente resultado:
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Lema 5.8. Sea 〈S,≤〉 el conjunto de todas las t-conormas ordenado por el orden puntual,
entonces SM y SW son, respectivamente, el primero y el último elemento, más aún,SM ≤
SP ≤ SL ≤ SW .

Demostración:
Inmediata a partir de los Lemas 5.10 y 5.7 y el Corolario 5.1. 2

Definición 5.12. Sea T una t-norma. Si T es continua, se dice una t-norma continua.

Observación 5.6. Nuevamente, por la Definición 5.2.2) basta pedir que T sea continua
en una de sus variables, para garantizar la continuidad en ambas.

Definición 5.13. [Kle97] Sea T una t-norma. Si para todo x ∈ (0, 1], y < z implica
T (x, y) < T (x, z), entonces T es una t-norma estrictamente monótona. Si además es
continua se dice estricta.

Notación 5.1. Sea T una t-norma. Notamos

x1 = x,

xn+1 = T (xn, x).

Lema 5.9. Sean T una t-norma, y dos elementos a, b ∈ (0, 1). Si a ≤ b, entonces
an ≤ bn, para todo n ∈ N.

Demostración:
Lo probaremos por inducción. Es claro que la afirmación es válida para n = 1, suponga-
mos que vale para n = k y probémoslo para n = k + 1.
ak+1 = T (ak, a) ≤ T (bk, b) = bk+1. 2

Definición 5.14. [Kle97] Sea T una t-norma. x es nilpotente para T si x 6= 0 y existe
n ∈ N tal que xn = 0.

Definición 5.15. [Kle97] Sea T una t-norma continua. T es una t-norma nilpotente si
para cada x ∈ (0, 1) existe n ∈ N tal que xn = 0.

Definición 5.16. [Kle97] Sea T una t-norma. T es una t-norma arquimedeana si para
cada par (x, y) ∈ (0, 1)2 existe n ∈ N tal que xn < y.

Definición 5.17. [Kle97] Sea T una t-norma. x ∈ (0, 1) es un divisor de cero si existe
y ∈ (0, 1) tal que T (x, y) = 0.

Definición 5.18. [Kle97] Sea T una t-norma. T satisface la ley de cancelación si cada
vez que T (x, y) = T (x, z) y x > 0, se tiene y = z.

Lema 5.10. [AFS06] Sea T una t-norma, si T es arquimedeana y continua
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(1) Si x 6= 1, entonces limn→∞x
n = 0 ,

(2) T (x, y) < min(x, y), para todo(x, y) ∈ (0, 1)2.

Demostración:

(1) En virtud del Lema 5.6 podemos afirmar que T (x, x) ≤ x, e inductivamente veri-
ficar que xn ≤ xn−1, entonces afirmamos que la sucesión {xn}n∈N es monótona no
creciente. Supongamos que limn→∞x

n = y 6= 0, entonces xn > y para todo n > n0,
y como la sucesión es no creciente, se tiene que xn > y para todo n ∈ N, lo cual
contradice la propiedad arquimedeana.

(2) Por el Lema 5.6 podemos afirmar que T (x, y) ≤ min(x, y). Supongamos que x > y,
si fuera T (x, y) = y se verificaŕıa T (xn, y) = y para todo n ∈ N. Podŕıamos
escribir, entonces: y = limn→∞T (xn, y) = T (limn→∞x

n, y) = T (0, y) = 0, lo cual
es un absurdo.

2

En [Kol97] se define t-norma arquimedeana continua a una t-norma T , continua que
satisface T (x, x) < x. Veamos que esta definición es equivalente a la Definición 5.16,
continua.

Corolario 5.3. Para que una t-norma continua T sea arquimedeana es condición nece-
saria y suficiente que T (x, x) < x para todo x ∈ (0, 1).

Demostración:
En el lema hemos probado que la condición es necesaria.
Supongamos ahora que T es una t-norma continua tal que T (x, x) < x para todo
x ∈ (0, 1) y veamos que para todo par de elementos x, y existe n ∈ N tal xn < y.
Si x ≤ y tomando n = 2 se verifica. Supongamos, entonces que x > y. Definimos
recursivamente la siguiente sucesión: x0 = x, xn+1 = T (xn, xn). Por hipótesis esta suce-
sión es estrictamente decreciente y acotada inferiormente, por lo tanto tiene ĺımite. Es
claro que el término general de esta sucesión es x2n

, sea z = limn∈N x2n

. T (z, z) =
T (limn∈N x2n

, limm∈N x2m

) = limn∈N (x2n

, limm∈N x2m

) = limn∈N (limm∈N T (x2n

, x2m

)) =
limn∈N (limm∈N x2n+2m

) = limn∈N z = z. Si z 6= 0 debe verificarse T (z, z) < z, lo que
contradice la continuidad de T . Como limn∈N x2n

= 0 e y > 0 existe n0 tal que x2n

< y
para todo n > n0 y T resulta arquimedeana en el sentido de la Definición 5.16. 2

Lema 5.11. [Kle97] Sea T una t-norma, si T es arquimedeana y continua, las siguientes
proposiciones son equivalentes:

(A1) T es nilpotente,

(A2) T tiene al menos un elemento nilpotente,
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(A3) T tiene al menos un divisor de cero,

(A4) T no es estricta,

(A5) T no satisface la ley de cancelación

Demostración:
(A1) ⇒ (A2) es trivial.
(A2) ⇒ (A3). Por (A2) existe al menos un elemento nilpotente, sea x, por lo tanto existe
n ∈ N tal que xn = 0. De acuerdo con la Notación 5.1, xn = T (xn−1, x), de donde, x
(ó xn−1) es un divisor de cero.
(A3) ⇒ (A4): T tiene al menos un divisor de cero, sea x, entonces existe y tal que
T (x, y) = 0. Como T es arquimedeana, existe n tal que xn < y, por la definición de t-
norma debe ser T (x, xn) ≤ T (x, y) = 0, en consecuencia, T (x, xn) = T (x, y), con xn < y.
(A4) ⇒ (A5): Como T no es estricta, existen x, y, z tales que x > 0, y < z y T (x, y) =
T (x, z) y es claro que no se satisface la ley de cancelación.
(A5) ⇒ (A4): Por ser t-norma se verifica T (x, y) ≤ T (x, z) cada vez que y ≤ z y dado
que T no satisface la ley de cancelación, existen x, y, z tales que T (x, y) = T (x, z), con
y 6= z, x > 0, es decir, no es estrictamente monótona.
(A4) ⇒ (A3): Como T no es estricta, existen x, y, z tales que x > 0, y < z y T (x, y) =
T (x, z). Por la continuidad de T podemos hallar u tal que y = T (u, z). En efecto: dado
que T (0, z) = 0 ≤ y < z = T (1, z), aplicando el teorema del valor medio, podemos
afirmar que existe u ∈ [0, 1] tal que y = T (u, z).
Utilizando este resultado, la conmutatividad y la asociatividad de T escribimos: T (x, z) =
T (x, y) = T (x, T (u, z)) = T (u, T (x, z)).
Por el Lema 5.10, si T (x, z) 6= 0 podemos afirmar que T (u, T (x, z)) < T (x, z), es decir
T (x, z) < T (x, z), lo cual es un absurdo y,en consecuencia T (x, z) = 0, con x > 0, z > 0.
(A3) ⇒ (A2): Sean x, y > 0 tal que T (x, y) = 0, entonces T (x, y) = T (x, 0), con y > 0 y
T no es estrictamente monótona.
(A2) ⇒ (A1): Supongamos que existe un elemento nilpotente de orden m, sea x. Como
T es arquimedeana, dado cualquier y ∈ (0, 1), existe n ∈ N tal que yn < x. En virtud
del Lema 5.9 afirmamos que (yn)m ≤ xm = 0 e y resulta nilpotente, de orden menor o
igual a n ·m. 2

Listemos ahora algunas propiedades de las t-normas:

Lema 5.12. [TAT95] Sea T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] no decreciente y tal que T (x, 1) = x,
entonces T (x, x) = x si y sólo si T (x, y) = TM(x, y)

Demostración: Si T (x, y) = min(x, y) trivialmente se satisface T (x, x) = x.
Por la Definición 5.2.3) afirmamos T (min(x, y),min(x, y)) ≤ T (x, y) y por el Lema
5.6 sabemos T (x, y) ≤ TM(x, y). En las condiciones de este lema, podemos afirmar:
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TM(x, y) = min(x, y) = T (min(x, y),min(x, y)) ≤ T (x, y) ≤ TM(x, y). En consecuencia,
T (x, y) = TM(x, y). 2

Lema 5.13. [TAT95] Sea T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] no decreciente y tal que T (x, 1) =
x, S la conorma dual asociada a T , entonces T (x, y) · S(x, y) = TP (x, y) si y sólo si
T (x, y) = TM(x, y) (ó S(x, y) = SM(x, y)).

Demostración: Supongamos, en primer lugar que T (x, y) = TM(x, y) y, en consecuen-
cia, S(x, y) = SM(x, y). De donde T (x, y) ·S(x, y) = min(x, y) ·max(x, y) = x · y, por la
ley de tricotomı́a. Resulta entonces T (x, y) = TP (x, y).
Rećıprocamente, consideremos T (x, y) · S(x, y) = x · y. Por la Observación 5.10 afir-
mamos que S(x, y) = 1 − T (1 − x, 1 − y). Sea, en primer lugar, x = y = u, entonces
u·u = T (u, u)·S(u, u) = T (u, u)(1−T (1−u, 1−u)). Consideremos ahora x = y = 1−u, re-
sulta entonces (1−u)·(1−u) = T (1−u, 1−u)·S(1−u, 1−u) = T (1−u, 1−u)·(1−T (u, u)).
En consecuencia, u2 − (1 − u)2 = T (u, u) − T (1 − u, 1 − u), o lo que es lo mismo,
T (1 − u, 1 − u) = T (u, u) − 2u + 1. Reemplazando lo obtenido en la primera igualdad,
u2 = T (u, u) · (1 − T (u, u) + 2u − 1) de donde: (T (u, u))2 − 2uT (u, u) + u2 = 0, es
decir, (T (u, u) − u)2 = 0, luego, T (u, u) = u, cualquiera que sea u ∈ [0, 1], lo que hace
T (x, y) = TM(x, y) en virtud del Lema 5.12. 2

Lema 5.14. [TAT95] Dados x, y, z ∈ [0, 1], T (x, y) = TM(x, y) es la única t-norma que
satisface cualquiera de las siguientes condiciones:

1) T (x+ z, y + z) = T (x, y) + z,

2) T (x+ z, y + z) ≥ T (x, y) + z,

3) T (x+ z, y + z) ≤ T (x, y) + z,

4) T (x+ z, y + z) = T (x, y) + T (z, z).

Demostración: Dado que min(x+z, y+z) = min(x, y)+min(z, z) = min(x, y) = z, si
T (x, y) = TM(x, y) se verifican las condiciones enunciadas. Veamos que vale la rećıproca:

1) Sea T (x + z, y + z) = T (x, y) + z para todo x, y, z ∈ [0, 1], y x = y = 0, entonces
resulta T (z, z) = z, y aplicando el lema 5.12 afirmamos T (x, y) = min(x, y).

2) Si T (x + z, y + z) ≥ T (x, y) + z para todo x, y, z ∈ [0, 1] Sea x = y = 0, entonces
T (z, z) ≥ z, pero, por la Definición 5.1, z = T (1, z) ≥ T (z, z), es decir z = T (z, z).
Nuevamente, aplicando el Lema 5.12 sabemos que T (x, y) = min(x, y).

3) Sea T (x + z, y + z) ≤ T (x, y) + z para todo x, y, z ∈ [0, 1] y z = 1 − x. Entonces
y+ (1− x) = T (1, y+ (1− x)) = T (x+ (1− x), y+ (1− x)) ≤ T (x, y) + (1− x), es
decir y+ (1−x) ≤ T (x, y) + (1−x), por lo tanto: y ≤ T (x, y). Si z = 1− y, por un
razonamiento análogo resulta x ≤ T (x, y). En consecuencia, min(x, y) ≤ T (x, y),
es decir, TM(x, y) ≤ T (x, y). Aplicando el Lema 5.6 resulta T (x, y) = TM(x, y).
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4) Sea T (x+ z, y+ z) = T (x, y) + T (z, z), para todo x, y, z ∈ [0, 1]. Por la monotońıa
de T , resulta T (z, z) ≤ T (1, z) = z, de donde T (x + z, y + z) ≤ T (x, y) + z y por
el inciso anterior, afirmamos que T (x, y) = TM(x, y).

2

Ecuación de Frank: Entre las ecuaciones que relacionan las operaciones suma, t-norma
y t-conorma una de las de mayor utilidad es:

T (x, y) + S(x, y) = x+ y,

donde la t-norma T y la t-conorma S son continuas. Fácilmente puede comprobarse que
TM y SM satisfacen la ecuación. Frank ([Fra79]) probó que T y S deben de ser normas
duales y que las únicas t-normas sin elementos idempotentes en (0, 1) que satisfacen esta
igualdad son el producto aritmético TP , el producto drástico TW y la familia Tα, para
α ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) definida por:

Tα(x, y) =
1

log α
· log

(

1 +
(αx − 1) · (αy − 1)

α− 1

)

,

cuya familia de t-conormas asociadas es:

Sα(x, y) = 1 − 1

log α
· log

(

1 +
(αx − α) · (αy − α)

αx · αy · (α− 1)

)

.

Enunciaremos a continuación un teorema establecido en distintos trabajos por C.H.Ling
([Lin65]) y G.Krause ([Kra81]), que describe completamente las t-normas:

Teorema 5.2. Toda operación binaria en [0, 1] satisfaciendo 1) a 5) de la definición
5.2, es de uno de los siguientes tipos:

(1) T (x, y) = min(x, y),

(2) T (x, y) = t−1(t(x) + t(y)), con t : [0, 1] → [0,+∞) estrictamente decreciente,
continua y biyectiva y t(1) = 0 (caso de t-normas estrictas),

(3) T (x, y) = t−1(t(x) + t(y)), con t : [0, 1] → [0, t(0)] estrictamente decreciente, con-
tinua y biyectiva y t(0) < +∞, t(1) = 0, t−1(x) = 0 si x ≥ t(0) (caso de t-normas
arquimedeanas no estrictas),

(4) Existe una colección a lo sumo numerable {Ti}i∈I de t-normas del tipo (2) ó (3) y
una colección de subintervalos disjuntos {(ai, bi)}i∈I en [0, 1] tal que

T (x, y) =







ai + (bi − ai) · Ti

(

x− ai

bi − ai

,
y − ai

bi − ai

)

, si (x, y) ∈ [ai, bi]
2

min(x, y), en otro caso

(caso de t-normas sumas ordinales).
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Observación 5.7. En las aplicaciones lógicas la t-norma juega el papel de la conjunción
y la t-conorma de la disyunción. Si bien en otras aplicaciones el rol de la conorma puede
ser de relevancia, en nuestro caso no nos dedicaremos a ella ya que nuestro interés se
centrará en el operador de implicación y no existe una relación dual entre la conjunción
y la disyunción con respecto a la implicación.

Ya hemos considerado que en el monoide ordenado 〈[0, 1], T, 1,≤〉, donde ≤ es el orden
natural de IR, si T es continua a izquierda, puede definirse una operación binaria → en
[0, 1] satisfaciendo:

T (x, y) ≤ z si y sólo si x ≤ y → z.

Es decir, de modo tal que (T,→) sea un par adjunto. Algunos autores ([Tur92]) llaman
a este residuo cuasi inversa de T . Daremos a continuación el enunciado del Lema 2.7,
para el ret́ıculo completo [0, 1] y la t-norma T .

Lema 5.15. Si T es una t-norma continua a izquierda, es decir, si satisface

T (x ,
∨

i∈I

yi) =
∨

i∈I

T (x , yi). (5.12)

entonces en el monoide 〈[0, 1], T, 1〉 se puede definir la operación

x→ y =
∨

{t : T (x, y) ≤ y} (5.13)

y 〈[0, 1],∧,∨, T,→, 0, 1〉 resulta un ret́ıculo residual integral.

Demostración: De acuerdo al Lema 2.16, dado que T satisface la igualdad (5.12),
si se define la operación → según (5.13), el par (T,→) satisface la condición (2.13)
y 〈[0, 1],∧,∨, T,→, 0, 1〉 resulta un ret́ıculo residual. Por la Definición 5.2 (1) y (2) el
elemento neutro para T coincide con el último elemento de [0, 1] como ret́ıculo y, en
consecuencia, se trata de un ret́ıculo residual integral, en el sentido de la Definición 2.7.

2

Lema 5.16. Si T es una t-norma continua, entonces 〈[0, 1],∧,∨, T,→, 0, 1〉 es una BL
álgebra.

Demostración: Segón la Definición 2.15 debemos probar que 〈[0, 1],∧,∨, T,→, 0, 1〉 es
un ret́ıculo residual, lineal y divisible. Por el Lema 5.15 sabemos que se trata de un
ret́ıculo residual integral. La condición de linealidad es consecuencia de que [0, 1] es una
cadena. Resta ver que es divisible, es decir, que dados x, y ∈ [0, 1], si x ≤ y existe
z ∈ [0, 1] tal que x = T (y, z). Sean, entonces x, y ∈ [0, 1], tales que x ≤ y. Consideremos
la función: f : [0, 1] → [0, 1] definida por f(z) = T (z, y). Por la continuidad T , f es una
función continua que satisface f(0) = 0, f(1) = y. Aplicando el teorema de Bolzano, esta
función debe tomar cualquier valor intermedio en algún punto de su definición. Dado que
x ≤ y debe existir z ∈ [0, 1] tal que f(z) = x, dado que f(z) = T (z, y) resulta x = T (z, y)
y afirmamos que es un ret́ıculo residual divisible, en el sentido de la Definición 2.11. 2
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Lema 5.17. Si T es una t-norma estricta, entonces DS([0, 1]) = (0, 1].

Demostración: Dado que es estricta, si z 6= 0 resulta 0 < z y, en consecuencia
0 = T (x, 0) < T (x, z) cualquiera que sea x 6= 0, en virtud del Lema 4.7. 3) resulta
que x es un elemento denso. 2

Ejemplo 5.3. Los residuos asociados a los operadores de t-norma vistos son, respecti-
vamente:

Implicación de Gödel (asociado al operador de Zadeh):

RM(x, y) =

{

1 si x ≤ y

y en otro caso.

Implicación de Goguen (asociado al operador de Mandani):

RP (x, y) =
y

x
∧ 1

Implicación de  Lukasiewicz (asociado al operador de  Lukasiewicz):

RL(x, y) = (1 − x+ y) ∧ 1.

Observación 5.8. En el Ejemplo 5.2 hemos mencionado TW , la t-norma drástica, pero
no hemos calculado el operador de implicación, dado que TW no es continua a izquierda
y, en consecuencia, no es válido el Lema 2.7.

A partir de la t-norma continua a izquierda T hemos definido un residuo → y este residuo
nos habilita para definir el operador unario ¬ igual que en la Observación 2.14. Si T es
una t-norma continua, entonces la función N : [0, 1] → [0, 1], por N(x) = x → 0, es
decreciente, y satisface todas las propiedades enunciadas en el Lema 2.25. En especial:
N(0) = 1, N(N(x)) ≥ x, debido a este hecho algunos autores llaman a esta función
precomplemento ([Háj97]).

Ejemplo 5.4. Las negaciones asociadas a los operadores de t-norma vistos son, respec-
tivamente:

Negación de Gödel (asociado al operador de Zadeh):

NM(x) =

{

1 si x = 0

0 en otro caso.

Negación de Goguen (asociado al operador de Mandani):

NP (x) =

{

1 si x = 0

0 en otro caso .
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Negación de  Lukasiewicz (asociado al operador de  Lukasiewicz):

NL(x) = 1 − x.

5.1.1. Otras implicaciones a partir de las t-normas:

El objetivo, siempre, es buscar una estructura lógica que generalice la lógica clásica. En la
lógica booleana si A entonces B es equivalente a no A ó B, de este modo ¬x = x→ 0 =
1 − x, entonces otra posibilidad de extensión para la implicación fuzzy [0, 1]-valuada es
definir el operador IT por:

IT (x, y) = S(1 − x, y) = 1 − T (x, 1 − y).

Para este operador siempre es válida la ley de contraposición, tomando ¬A = 1 − A.
En efecto:

IT (1− y, 1−x) = 1−T (1− y, 1− (1−x)) = 1−T (1− y, x) = 1−T (x, 1− y) = IT (x, y),

y las implicaciones asociadas resultantes son:

implicación de Zadeh (asociado al mı́nimo u operador de Zadeh):

ITM
(x, y) = max(1 − x, y),

implicación de Mandani (asociado producto aritmético u operador de Mandani):

ITP
(x, y) = 1 − x+ x.y,

implicación de  Lukasiewicz (asociado producto acotado u operador de  Lukasiewicz):

ITL
(x, y) = (1 − x+ y) ∧ 1,

implicación drástica (asociado producto drástico):

ITW
(x, y) =











1 − x, si y = 1

y, si x = 0

1, en otro caso.

En general, y aunque ambas implicaciones sean extensiones de la implicación clásica,
no coincide el operador IT con el operador RT . En los ejemplos vistos notamos que IT
está definida para la norma drástica (que no es continua y en consecuencia no admite
definición de RT ) y que sólo coincide para TL que es una T -norma nilpotente.
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5.2. Álgebra de De Morgan y de Kleene

La noción de conjunto fuzzy fue introducida por Zadeh en 1965, pero diez años antes
de este hecho, ya estaban elaboradas las técnicas y establecidos los resultados adecuados
para el estudio de estos conjuntos graduados, según la denominación que les asignara
Moisil, [Moi72]. La nueva lógica de Zadeh requeŕıa de un álgebra A = 〈A,∧,∨,¬, 0, 1〉,
donde 0, 1 ∈ A, ∧,∨ son operaciones binarias definidas sobre A y ¬ es una operación
unaria definida en A. El problema fundamental era determinar un conjunto finito de
igualdades válidas en toda álgebra de este tipo, a partir de las cuales deb́ıa ser posible
demostrar todas las demás igualdades válidas en todas las álgebras del mismo tipo, es
decir, una base ecuacional para estas álgebras. Un segundo problema era encontrar un
procedimiento para definir con un número finito de cálculos si una igualdad dada era o no
válida en todas las álgebras de este tipo, es decir, establecer la decidibilidad de la lógica.
En los primeros trabajos se supuso que un álgebra de De Morgan bastaba responder al
primer problema fundamental, pero ambos problemas fueron resueltos por J. Kalman en
su Tesis Doctoral, realizada en Harvard, en 1955, utilizando una estructura de álgebra
de Kleene.

Definición 5.19. [Moi35] Un ret́ıculo de De Morgan es un sistema A = 〈A,∧,∨,¬〉 tal
que 〈A,∧,∨, 〉 es un ret́ıculo distributivo munido de una operación unaria ¬ tal que se
satisfacen las leyes de De Morgan 2.14.

Definición 5.20. [Mon78] Un álgebra de De Morgan es un sistema A = (A,∧,∨,¬, 1)
tal que 〈A,∧,∨,¬〉 es un ret́ıculo de De Morgan y 1 es el último elemento. Es decir, se
verifica x ∨ 1 = 1, para todo x ∈ A.

Las álgebras de DeMorgan fueron estudiadas por Bialynicky-Birula y Rasiowa bajo la
denominación de álgebras quasi Boole, [BBR57].

Lema 5.18. Sea un álgebra de De Morgan 〈A,∧,∨,¬, 1〉. Existe 0 ∈ A que satisface
x ∧ 0 = 0, para todo x ∈ A.

Demostración:
Sea 0 = ¬1, entonces x ∧ 0 = ¬¬x ∧ ¬1 = ¬(¬x ∨ 1) = ¬(¬1) = 0. 2

Un ejemplo frecuente de álgebra de De Morgan es el intervalo [0, 1] con las operaciones
definidas clásicamente. Es decir

a ∧ b = min(a, b)

a ∨ b = max(a, b)

¬a = 1 − a
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Bialjnicki-Birula, en 1957 ([BB57]) demostró que toda álgebra de De Morgan con más
de un elemento es isomorfa a una subálgebra de un producto cartesiano de álgebras
M4 = 〈P({a, b}),∩,∪,′ , {a, b}〉, donde ∩, ∪ representan respectivamente la intersección
y la unión y ′ está definido por: ∅′ = {a, b}, {a}′ = {a}, {b}′ = {b}, {a, b}′ = ∅. También
probó que M4 es un álgebra caracteŕıstica para las álgebras de De Morgan, es decir, que
basta probar que una igualdad se verifica en M4 para garantizar que dicha igualdad es
válida para toda ágebra de De Morgan. Pero en M4 no se verifica x∩x′ ⊆ x∩x′∩(y∪y′),
como se ve fácilmente considerando x = {a} y y = {b}.

En 1938 St. Kleene ([Kle38]) consideró un cálculo proposicional con tres conectivos que
tiene por matriz caracteŕıstica a M3, un conjunto con tres elementos y tres operaciones,
en el que se satisface esta igualdad para todo x y todo y y es, además, un álgebra de De
Morgan.

La igualdad x∧¬x = x∧¬x∧ (y ∨¬y) es conocida como la igualdad de Kalman , dado
que fue este matemático, quien trabajó con las álgebras de De Morgan que la verifican
y las denominó álgebras de Kleene.

Tal vez la igualdad x∧¬x = x∧¬x∧ (y ∨¬y) parezca en cierto modo caprichosa. Si la
escribimos como desigualdad resulta: x ∧ ¬x ≤ y ∨ ¬y y es fácil ver que se verifica en el
intervalo [0, 1] con las operaciones x ∧ y = máx{x, y}, x ∧ y = mı́n{x, y},¬x = 1 − x, ya
que mı́n{x,¬x} ≤ 0.5 y máx{y,¬y} ≥ 0.5, cualesquiera sean x, y ∈ [0, 1]. Más adelante
analizaremos la interpretación de estos valores (x ∧ ¬ y x ∨ ¬x) para la lógica fuzzy.

Definición 5.21. [Kal58] Sea un ret́ıculo de De Morgan 〈A,∧,∨, ,¬〉. Si se verifica
x ∧ ¬x ≤ y ∨ ¬y para todo x, y ∈ A se denomina un ret́ıculo de Kleene.

Definición 5.22. [Kal58] Sea un álgebra de De Morgan 〈A,∧,∨,¬, 1〉. Si se verifica
x ∧ ¬x ≤ y ∨ ¬y para todo x, y ∈ A se denomina un álgebra de Kleene.

Ejemplo 5.5. Sea n un número natural. A el conjunto de todos los divisores naturales
de n. Definimos:

x ∧ y = (x, y), el máximo común divisor de x e y,

x ∨ y = [x, y], el mı́nimo común múltiplo de x e y,

¬x =
n

x
.

En la tesis doctoral antes mencionada Kalman prueba que toda álgebra de Kleene con
más de un elemento es isomorfa a una subálgebra de un producto cartesiano de álgebras
M3, y que M3 es un álgebra caracteŕıstica para las álgebras de Kleene.
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Aún más, prueba que si un álgebra A contiene una subálgebra isomorfa a M3, entonces,
para que una igualdad sea válida en A es necesario y suficiente que sea válida en M3, y
por lo tanto en todas las álgebras de Kleene.

Dado que la matriz M3 utilizada por Kleene es un álgebra caracteŕıstica para las álgebras
de Kleene, resulta que el conjunto de identidades puede ser caracterizado por un con-
junto finito de ecuaciones, a partir de las cuales se deducen todas las demás utilizando
las reglas de la lógica. Es decir, se trata de una variedad.

De este modo Kalman responde a los problemas mencionados, pero aún no se cuenta
con un operador en el álgebra que permita representar la implicación lógica.

5.2.1. Álgebras de De Morgan con implicación

Un álgebra de De Morgan 〈A,∧,∨,¬, 1〉 no tiene implicación definida y por lo tan-
to no aparece naturalmente la noción de par adjunto. Si bien un álgebra de Boole
〈A,∧,∨,¬, 0, 1〉,asociada a la lógica clásica, tampoco cuenta entre sus operaciones funda-
mentales con un operador de implicación, es bien conocida la definición de x→ y = ¬x∨y
y su buen comportamiento en las inferencias. Analizaremos cuáles son los operadores de
implicación que se utilizan con mayor frecuencia en un álgebra de De Morgan definida
sobre [0, 1].

Recordemos que cada x ∈ A es un valor de verdad asociado a una proposición y, con-
secuentemente, ¬x el valor de verdad asociado a su negación. Si máx{x,¬x} = 1, se
infiere que o bien la proposición es absolutamente válida o bien es absolutamente fal-
sa. Es decir, tiene un “comportamiento clásico”. Si, en cambio, máx{x,¬x} = 0.7 (por
mencionar un valor menor que 1), podemos afirmar que la proposición o su negación son
“0.7 confiables”. Un análisis similar puede realizarse a partir de mı́n{x,¬x} con 0, que
si continuamos con los mismos valores resulta mı́n{x,¬x} = 0.3. Estos razonamientos
motivan las siguientes definiciones:

Definición 5.23. [Yag80] Sea (L,∧,∨,¬, 1) un álgebra de De Morgan. La medida de
clasicidad k es una función k : L→ L, definida por: k(x) = x ∨ ¬x.

Definición 5.24. [Yag80] Sea (L,∧,∨,¬, 1) un álgebra de De Morgan. La medida de
difusión es una función f : L→ L, definida por: por f(x) = x ∧ ¬x.

Lema 5.19. Sea (L,∧,∨,¬) un álgebra de De Morgan, la función k definida en L sa-
tisface las siguientes propiedades:

1) k(x) ∧ k(y) ≥ k(x ∧ y)

2) k(k(x)) = k(x)
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Demostración:

1) k(x) ∧ k(y) = (x ∨ ¬x) ∧ (y ∨ ¬y) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y) ∨ (¬x ∧ y) ∨ (¬x ∧ ¬y) ≥
(x ∧ y) ∨ (¬x ∧ ¬y) = k(x ∧ y)

2) k(k(x)) = (k(x) ∨ ¬k(x)) = ((x ∨ ¬x) ∨ ¬(x ∨ ¬x)) = ((x ∨ ¬x) ∨ (¬x ∧ ¬¬x)) =
(x ∨ (¬x ∨ (¬x ∧ ¬¬x))) = x ∨ ¬x = k(x)

2

Buscando siempre generalizar la implicación booleana, algunos de los operadores de
implicación propuestos en la literatura son:

1) Implicación de Kleene-Dienes: [BJ80]

x→K y = ¬x ∨ y (5.14)

2) Implicación de Zadeh: [Zad73]

x→Z y = (x→K y) ∧ k(x) (5.15)

3) Wilmott: [Wil80]
x→W y = (x→K y) ∧ k(x) ∧ k(y) (5.16)

Definición 5.25. Sea una operación binaria → en (L,∧,∨,¬), álgebra de De Morgan.
Se dice que → conserva la clasicidad si:

k(a→ b) ≥ k(a) ∧ k(b) (5.17)

Lema 5.20. Sea (L,∧,∨,¬) un álgebra de De Morgan, entonces las implicaciones de
Kleene-Dienes, de Zadeh y de Willmott, satisfacen (5.17).

Demostración:

1) k(x →K y) = k(¬x ∨ y) = (¬x ∨ y) ∨ ¬(¬x ∨ y) = (¬x ∨ y) ∨ (¬¬x ∧ ¬y) =
(¬x∨y∨¬¬x)∧(¬x∨y∨¬y) ≥ (¬x∨y∨x)∧(¬x∨y∨¬y) = (k(x)∨y)∧(¬x∨k(y)) ≥
k(x) ∧ k(y).

2) k(x →Z y) = k((x →K y) ∧ k(x)) = ¬((x →K y) ∧ k(x)) ∨ ((x →K y) ∧ k(x)) =
¬(x →K y) ∨ ¬k(x) ∨ ((x →K y) ∧ k(x)) = (¬(x →K y) ∨ ¬k(x) ∨ (x →K y)) ∧
(¬(x →K y) ∨ ¬k(x) ∨ k(x)) ≥ k(x →K y) ∧ k(k(x) = k(x →K y) ∧ k(x) ≥
k(x) ∧ k(y) ∧ k(x) = k(x) ∧ k(y).
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3) k(x →W y) = k((x →Z y) ∧ k(y)) = ¬((x →Z y) ∧ k(y)) ∨ ((x →Z y) ∧ k(y)) =
¬(x→Z y) ∨ ¬k(y) ∨ ((x →Z y) ∧ k(y)) = (¬(x→Z y) ∨ ¬k(y) ∨ (x→Z y)) ∧
(¬(x →Z y) ∨ ¬k(y) ∨ k(y)) ≥ k(x →Z y) ∧ k(k(y) = k(x →Z y) ∧ k(y) ≥
k(x) ∧ k(y) ∧ k(y) = k(x) ∧ k(y).

2

Observación 5.9. Realizando operaciones sencillas es fácil ver que en un álgebra de De
Morgan con implicación, donde → es la implicación de Kleene-Dienes, Zadeh ó Willmott,
se satisfacen las siguientes igualdades:

1) 1 → x = x

2) x→ 0 = ¬x

3) ¬x→ x = x

4) x→ (x ∨ ¬x) = x ∨ ¬x

5) (x ∨ ¬x) → x = x

6) x→ x = x ∨ ¬x

7) x→ (x ∧ ¬x) = ¬x

8) (x ∧ ¬x) → x = x ∨ ¬x

9) x→ ¬x = ¬x

En efecto: consideremos en primer lugar la impliación de Kleene-Dienes:

1) 1 → x = ¬1 ∨ x = 0 ∨ x = x

2) x→ 0 = ¬x ∨ 0 = ¬x

3) ¬x→ x = ¬(¬x) ∨ x = x ∨ x = x

4) x→ (x ∨ ¬x) = ¬x ∨ (x ∨ ¬x) = x ∨ ¬x

5) (x ∨ ¬x) → x = ¬(x ∨ ¬x) ∨ x = (¬x ∧ ¬¬x) ∨ x = (¬x ∧ x) ∨ x = x

6) x→ x = ¬x ∨ x = x ∨ ¬x

7) x→ (x ∧ ¬x) = ¬x ∨ (x ∧ ¬x) = ¬x

8) (x ∧ ¬x) → x = ¬(x ∧ ¬x) ∨ x = (¬x ∨ ¬¬x) ∨ x = x ∨ ¬x

9) x→ ¬x = ¬x ∨ ¬x = ¬x
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Las verificaciones para las implicaciones de Zadeh y de Willmott resultan triviales viendo
que k(0) = k(1) = 1, x ∧ k(x) = x, ¬x ∧ k(x) = ¬x y k(k(x)) = k(x).

La proposición 6) muestra que lógica asociada a este sistema no satisface la ley de
integralidad, ya que x → x 6= 1. Si x es tal que k(x) = 1, es decir, un elemento de
“comportamiento clásico”, 4) se escribe x → 1 = 1, y 8) 0 → x = 1. Es decir, coinciden
con las enunciadas para álgebras de Boole.

Veamos que con estas implicaciones no es posible convertir un álgebra de De Morgan
en un ret́ıculo residual. Consideremos en primer lugar que el producto coincide con el
ı́nfimo, es decir, x⊗ y = mı́n{x, y}.

En virtud del Lema 2.7, podemos afirmar que el único ret́ıculo residuado asociado a
⊗ = ∧ es un álgebra de Heyting, y, por lo tanto, divisible. Tomemos M4, entonces el
residuo definido gracias al Lema 2.7 está dado por la tabla:

→ 0 a b 1
0 1 1 1 1
a 0 1 b 1
b 0 a 1 1
1 0 a b 1

y podemos verificar con facilidad que ¬a 6= a→ 0.

Veamos ahora qué ocurre con las implicaciones de Kleene-Dienes, Zadeh y Willmott. Da-
do que todas ellas satisfacen las condiciones del Lema 2.8, es posible definir un producto
x⊗ y =

∧{t : x ≤ y → t}. Intentemos calcular 0.6 ⊗ 0.7 y 0.7 ⊗ 0.6.

1) x⊗K y =
∧{t : x ≤ y →K t} =

∧{t : x ≤ máx{1 − y, t}}.
0.6 ⊗K 0.7 =

∧{t : 0.6 ≤ máx{1 − 0.7, t}} = 0.6.

0.7 ⊗K 0.6 =
∧{t : 0.7 ≤ máx{1 − 0.6, t}} = 0.7.

2) x⊗Z y =
∧{t : x ≤ y →Z t} =

∧{t : x ≤ (y →K t) ∧ k(y)}.
0.6 ⊗Z 0.7 =

∧{t : 0.6 ≤ mı́n{máx{1 − 0.7, t}, 0.7}} = 0.6.

0.7 ⊗Z 0.6 =
∧{t : 0.7 ≤ mı́n{máx{1 − 0.6, t},máx{t, 1 − t}}} = 0.7.

3) x⊗W y =
∧{t : x ≤ y →W t} =

∧{t : x ≤ (y →K t) ∧ k(y) ∧ k(t)}.
0.6 ⊗W 0.7 =

∧{t : 0.6 ≤ mı́n{máx{1 − 0.7, t}, 0.7,máx{t, 1 − t}}} = 0.6.

0.7 ⊗W 0.6 =
∧{t : 0.7 ≤ mı́n{máx{1 − 0.6, t},máx{t, 1 − t}, 0.7}} = 0.7.
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Según hemos comprobado, el producto obtenido en cualquiera de los casos no es conmu-
tativo, es decir, no resulta un ret́ıculo residual.



Caṕıtulo 6

Lógica básica para PC(⊗)

Dado un ret́ıculo L, al fijar un producto ⊗ en L establecemos un cálculo proposicional
(PC(⊗)) cuyos valores de verdad son los elementos del ret́ıculo L, donde el producto del
ret́ıculo es la conjunción y la implicación está dada por el residuo asociado al producto
en L.
En los caṕıtulos anteriores hemos analizado las estructuras algebraicas partiendo desde el
ret́ıculo residual generalizado de Turunen, hasta llegar a las obtenidas en el intervalo real
unitario [0, 1], a partir de las t-normas continuas de uso más extendido, es decir, la norma
mı́nimo TM , la norma producto TP y la suma acotada TL, que generan respectivamente
un álgebra de Heyting lineal, un álgebra producto y una MV álgebra. En el presente
caṕıtulo estudiaremos las estructuras lógicas asociadas a estas t-normas. Seguiremos los
conceptos presentados por Peter Hájek en [Háj97].

6.1. Definiciones previas

Definición 6.1. [Men97] Una teoŕıa formal T está definida cuando se satisfacen las
siguientes condiciones:

(T1) Existe un conjunto numerable (S), llamado el conjunto de śımbolos de la teoŕıa T.
En este conjunto inclúımos las variables (V), las constantes (K) y los conectivos
lógicos (O), a cada conectivo lógico corresponde un único número natural n, lla-
mado la aridad del conectivo. Una sucesión finita de śımbolos es una expresión en
T.

(T2) Existe un subconjunto (P) de las expresiones que se denomina las fórmulas bien
formadas de T o lenguaje de T.

(T3) Existe un subconjunto (A) del conjunto de fórmulas bien formadas llamado los
axiomas de T. Si se puede decidir efectivamente si una fórmula bien formada es o
no un axioma de la teoŕıa, T de dice una teoŕıa axiomática.
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(T4) Existe un conjunto finito (R) de relaciones entre las fórmulas bien formadas,
R1, · · · , Rn llamado reglas de inferencia. Para cada Ri existe un único número na-
tural j tal que para cualquier conjunto de j fórmulas bien formadas y cada fórmula
bien formada ϕ, se puede decidir efectivamente si las j fórmulas bien formadas
están o no en relación Ri con ϕ. En caso afirmativo, se dice que ϕ es consecuencia
directa de las j fórmulas bien formadas, en virtud de Ri.

Definición 6.2. Una demostración en T es una sucesión de fórmulas ϕ1, · · · , ϕn tal que
cada miembro de la sucesión es o bien un axioma de la teoŕıa o es consecuencia de los
anteriores por modus ponens. Si ϕ = ϕn la sucesión anterior se dice una demostración
para ϕ en T y se escribe ⊢T ϕ. En tal caso se dice que ϕ es una fórmula demostrable
o teorema. Dado un conjunto de fórmulas Γ se escribe Γ ⊢T ϕ si existe una sucesión
de fórmulas ϕ1, · · · , ϕn tal que cada miembro de la sucesión es o bien un axioma de la
teoŕıa o es consecuencia de los anteriores por modus ponens o pertenece al conjunto Γ.
Si Γ = {ψ} simplemente notamos ψ ⊢T ϕ.

Definición 6.3. Dada una teoŕıa axiomática T, un modelo para el lenguaje de T es
A = 〈A, f, · · · , c, · · ·〉. Donde A es un conjunto no vaćıo llamado dominio o universo,
cada f es una función en el dominio, es decir, una aplicación de An en A para cada
conectivo lógico de aridad n, y cada c es un elemento del dominio, denominado elemento
distinguido correspondiendo con las constantes de la teoŕıa. Los elementos distinguidos
usualmente son considerados como funciones 0-arias.

Claramente un modelo para una teoŕıa es un álgebra. Los modelos se utilizan para in-
tepretar que una teoŕıa debe cumplimentar ciertos aspectos. Para interpretar las variables
libres asignamos libremente valores en el conjunto A, según la siguiente definición.

Definición 6.4. Dado un modelo A para una teoŕıa T, una asignación en A es una
función a que asigna un elemento de A a cada variable de la teoŕıa, y una función n aria
a cada conectivo lógico n ario de la teoŕıa.

Definición 6.5. Dado un modelo A y una asignación a para una teoŕıa T, una evalua-
ción e en A es una extensión inductiva de la asignación a, que asigna a cada fórmula de
T el elemento de A obtenido a partir de las asignaciones de cada término de la fórmula.

Definición 6.6. Una fórmula ϕ es verdadera para una cierta interpretación en T si
e(ϕ) = 1 para alguna evaluación e, y se escribe |=Te

ϕ. Una fórmula ϕ es una 1-tautoloǵıa
o fórmula semánticamente válida de T si e(ϕ) = 1 para toda evaluación e, en este caso
se escribe |=T ϕ.

Observación 6.1. Es claro, entonces, que una 1-tautoloǵıa es una fórmula que es válida
para toda evaluación y, en consecuencia, para todo modelo.
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Una teoŕıa axiomática, en general, es indecidible, es decir, no es posible escribir un pro-
grama de computación tal que, dado una fórmula de primer orden como entrada, pueda
terminar después de un número finito de pasos, informando si la fórmula en cuestión es
verdadera o falsa, en forma correcta. Sin embargo śı es posible generar todas las fórmulas
válidas mediante un programa de computación, es decir, es recursivamente numerable.
El modo usual de mostrar que la colección de teoremas es recursivamente numerable
es dar un sistema de demostración sano y completo. Es decir, tal que toda fórmula de-
mostrable sea válida y que toda fórmula semánticamente válida tenga una demostración.

6.2. Lógica Básica (BL)

Daremos a continuación, una teoŕıa axiomática formal para el cálculo proposicional
PC(⊗), asociado al intervalo unitario real [0, 1], cuyo producto es una t-norma continua
⊗. Es decir, buscamos una teoŕıa axiomática tal que un ret́ıculo residual, BL álgebra en
este caso, sea un modelo para la misma.
Las variables, estan representadas por letras p1, p2, . . . ; la única constante es 0I y las
funciones śımbolo están dadas por los conectivos & , ⇒.
Las fórmulas se definen de modo usual, es decir: son fórmulas la constante y todas las
variables proposicionales. Si ϕ, ψ son fórmulas, entonces ϕ & ψ y ϕ⇒ ψ son fórmulas.
Para simplificar la escritura introducimos las abreviaturas: ϕ ⌢ ψ para ϕ & (ϕ ⇒ ψ) y
ϕ ⌣ ψ para ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) ⌢ ((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ).

Dado un modelo A y una asignación a para la teoŕıa BL, la evaluación e en A está dada
por:

e(0I ) = 0,

e(xi) = a(xi),

e(ϕ & ψ) = e(ϕ) ⊗ e(ψ),

e(ϕ⇒ ψ) = e(ϕ) → e(ψ).

Buscamos un conjunto de axiomas A tal que el ret́ıculo residual 〈[0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1〉,
donde ⊗ es una t-norma continua y → su residuo asociado, sea un modelo para toda
evaluación. Si verificamos que son 1-tautoloǵıas para cualquier BL álgebra, lo serán para
este ret́ıculo residual, ya que por el Lema 5.16 sabemos que es integral, divisible y que
satisface la condición de prelinealidad, es decir, una BL álgebra.

Lema 6.1. Las siguientes fórmulas son 1-tautoloǵıas en BL.

(A1) (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ))

(A2) (ϕ & ψ) ⇒ ϕ
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(A3) (ϕ & ψ) ⇒ (ψ & ϕ)

(A4) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ψ ⌢ ϕ)

(A5)a (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ χ)

(A5)b ((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ))

(A6) ((ϕ⇒ ψ) ⇒ χ) ⇒ (((ψ ⇒ ϕ) ⇒ χ) ⇒ χ)

(A7) 0I ⇒ ϕ

Demostración:
Buscamos probar que las proposiciones enunciadas tienen valor 1 para toda evaluación.
Sea la asignación e(ϕ) = x, e(ψ) = y y e(χ) = z.

(A1) e((ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ))) =
= (e(ϕ) → e(ψ)) → ((e(ψ) → e(χ)) → (e(ϕ) → e(χ))) =
= (x→ y) → ((y → z) → (x→ z)).
En el Lema 2.9.(5) hemos probado que (x → y) ⊗ (y → z) ≤ x → z, que por la
condición (2.13) puede escribirse (x → y) ≤ (y → z) → (x → z) y por el Lema
2.12.(2) (x→ y) → ((y → z) → (x→ z)) = 1.

(A2) e((ϕ & ψ) ⇒ ϕ) = (e(ϕ) ⊗ e(ψ)) → e(ϕ) = (x⊗ y) → x.
Dada la integralidad del ret́ıculo, de los Lemas 2.14.(2) y 2.12.(2) podemos afirmar
que (x⊗ y) → x = 1.

(A3) e((ϕ & ψ) ⇒ (ψ & ϕ)) = (e(ϕ) ⊗ e(ψ)) → (e(ψ) ⊗ e(ϕ)) = (x⊗ y) → (y ⊗ x).
En la Definición 5.2.(T2) afirmamos que T (x, y) = T (y, x), es decir x⊗ y = y ⊗ x,
y por el Lema 2.12.(4) resulta la proposición.

(A4) Según las abreviaturas, escribimos:

e((ϕ & (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ψ & (ψ ⇒ ϕ))) =
= (e(ϕ) ⊗ (e(ϕ) → e(ψ))) → (e(ψ) ⊗ (e(ψ) → e(ϕ))) =
= (x⊗ (x→ y)) → (y ⊗ (y → x)).
La estructura de BL álgebra asegura la divisibilidad del ret́ıculo, aplicando el Lema
2.21.(2), afirmamos x⊗ (x→ y) = x ∧ y = y ∧ x = y ⊗ (y → x).

(A5) e((ϕ ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ χ)) = (x → (y → z)) → ((x ⊗ y) → z), y
e(((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ))) = ((x⊗ y) → z) → (x→ (y → z)).
Esta afirmación sigue simplemente de la conexión de Galois (2.13).

(A6) e(((ϕ⇒ ψ) ⇒ χ) ⇒ (((ψ ⇒ ϕ) ⇒ χ) ⇒ χ)) =
= ((e(ϕ) → e(ψ)) → e(χ)) → (((e(ψ) → e(ϕ)) → e(χ)) → e(χ)) =
= ((x→ y) → z) → (((y → x) → z) → z).
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La estructura de BL álgebra asegura la linealidad del ret́ıculo, y la Proposición
2.11 afirma que ((x→ y) → z) → (((y → x) → z) → z) = 1.

(A7) e(0I ⇒ ϕ) = 0 → x = 1. Es el inciso (1) del Lema 2.14.

2

Lema 6.2. Si ϕ y ϕ⇒ ψ son tautoloǵıas, entonces ψ también lo es.

Demostración: Por el Lema 2.9.(26), escribimos x ≤ (x → y) → y, entonces resulta
e(x) ≤ e(x → y) → e(y). Aplicando la hipótesis, tenemos que 1 ≤ 1 → e(y) y por el
Lema 2.12.(3), podemos afirmar e(y) = 1. 2

En el Lema 6.1; (A1) nos da la propiedad transitiva de la implicación; (A2), la ley de
simplificación para el conectivo &; (A3), la conmutatividad de &; (A4), considerando
la abreviatura ϕ& (ϕ ⇒ ψ) = ϕ ⌢ ψ, nos da la conmutatividad de ⌢ ; (A5), la
conexión de Galois; (A6) nos provee de una variante de la demostración por casos que
será de utilidad para asegurar la estructura de ret́ıculo y la linealidad y (A7) nos permite
enunciar el ex falso quodlibet. Finalmente el Lema 6.2 nos habilita para enunciar la ley
de modus ponens.
Estos razonamientos nos llevan a formular los axiomas de la llamada lógica básica, es
decir, PC(⊗), cuando ⊗ es una t-norma continua:

Definición 6.7. Las siguientes fórmulas son axiomas de la lógica básica BL:

(A1) (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ))

(A2) (ϕ & ψ) ⇒ ϕ

(A3) (ϕ & ψ) ⇒ (ψ & ϕ)

(A4) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ψ ⌢ ϕ)

(A5)a (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ χ)

(A5)b ((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ))

(A6) ((ϕ⇒ ψ) ⇒ χ) ⇒ (((ψ ⇒ ϕ) ⇒ χ) ⇒ χ)

(A7) 0I ⇒ ϕ

La regla de inferencia es el Modus Ponens:

(RI) ϕ, ϕ⇒ ψ ⊢BL ψ

Corolario 6.1. (del Lema 6.2) Toda fórmula probable en BL es una tautoloǵıa en BL.
(BL es sano.)
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Lema 6.3. Sea ϕ una fórmula en BL, entonces se verifica: ⊢BL (ϕ⇒ ϕ).

Demostración:

1. ((((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) & ϕ) ⇒ ϕ) ⇒ (((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) ⇒ (ϕ⇒ ϕ)) (A5)b

2. (((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) & ϕ) ⇒ (ϕ & ((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ)) (A3)

3. (ϕ & ((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ)) ⇒ ϕ (A2)

4. ((((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) & ϕ) ⇒ (ϕ & ((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ))) ⇒
(((ϕ & ((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ)) ⇒ ϕ) ⇒ ((((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) & ϕ) ⇒ ϕ)) (A1)

5. ((ϕ & ((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ)) ⇒ ϕ) ⇒ ((((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) & ϕ) ⇒ ϕ) MP: 4,2

6. (((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) & ϕ) ⇒ ϕ MP: 5,3

7. ((ϕ & ϕ) ⇒ ϕ) ⇒ (ϕ⇒ ϕ) MP: 1,6

8. (ϕ & ϕ) ⇒ ϕ (A2)

9. ϕ⇒ ϕ MP: 7,8

2

Lema 6.4. Sean ϕ, ψ dos fórmulas en la teoŕıa BL , entonces ⊢BL ϕ⇒ (ψ ⇒ ϕ).

Demostración:

1. (ϕ & ψ) ⇒ ϕ (A2)

2. ((ϕ & ψ) ⇒ ϕ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ ϕ)) (A5)b

3. ϕ⇒ (ψ ⇒ ϕ) MP: 1,2

2

Corolario 6.2. Si ⊢BL ϕ , entonces ⊢BL (ψ ⇒ ϕ), cualquiera sea ψ en BL.

Demostración:
Probaremos que si ⊢BL ϕ, entonces ⊢BL ψ ⇒ ϕ, cualquiera que sea ψ ∈ BL.

1. ϕ (H)

2. ϕ⇒ (ψ ⇒ ϕ) Lema 6.4

3. ψ ⇒ ϕ MP: 1,2

2
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Lema 6.5. Sean las fórmulas ϕ, ψ, χ ∈ BL:

1) ⊢BL (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ)),

2) ⊢BL (ϕ ⌢ ψ) ⇒ ψ,

3) ⊢BL ϕ⇒ (ψ ⇒ (ψ & ϕ)),

4) ⊢BL (ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)),

5) ⊢BL (ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ)),

6) ⊢BL (ψ ⇒ χ) ⇒ ((ψ ⌢ ϕ) ⇒ χ).

Demostración:

1)

1. (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ χ) (A5)a

2. ((ψ & ϕ) ⇒ (ϕ & ψ)) ⇒ (((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ)) (A1)

3. (ψ & ϕ) ⇒ (ϕ & ψ) (A3)

4. ((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ) MP: 2,3

5. ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ χ)) ⇒
((((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ))) (A1)

6. (((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ)) MP: 1,5

7. ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ)) MP: 4,6

8. ((ψ & ϕ) ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ)) (A5)b

9. ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ψ & ϕ) ⇒ χ)) ⇒
((((ψ & ϕ) ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ))) ⇒ ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ)))) (A1)

10. (((ψ & ϕ) ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ))) ⇒ ((ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ))) MP: 7,9

11. (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ χ)) MP: 8,10

2)

1. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ) Lema 6.3

2. ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ)) 1)

3. ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) MP: 1,2
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4. (ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ)) ⇒ ((ϕ & (ϕ⇒ ψ)) ⇒ ψ) (A5)a

5. (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) ⇒ ψ MP: 3,4

6. (ϕ ⌢ ψ) ⇒ ψ abrev. a 5

3)

1. (ϕ & ψ) ⇒ (ψ & ϕ) (A3)

2. ((ϕ & ψ) ⇒ (ψ & ϕ)) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ψ & ϕ))) (A5)b

3. ϕ⇒ (ψ ⇒ (ψ & ϕ)) MP: 1,2

4)

1. (ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ χ 2)

2. χ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)) 3)

3. ((ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ χ) ⇒
((χ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)))) (A1)

4. (χ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) MP: 1,3

5. (ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)) MP: 2,4

5)

1. (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ)) (A5)a

2. ((ψ ⇒ χ) & ψ) ⇒ (ψ & (ψ ⇒ χ)) (A3)

3. (ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)) 4)

4. (((ψ ⇒ χ) & ψ) ⇒ (ψ & (ψ ⇒ χ))) ⇒
(((ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ (((ψ ⇒ χ) & ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)))) (A1)

5. ((ψ & (ψ ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ (((ψ ⇒ χ) & ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) MP: 2,4

6. ((ψ ⇒ χ) & ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)) MP: 3,5

7. (((ψ ⇒ χ) & ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)))) (A5)b

8. (ψ ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) MP: 6,7

9. (ψ ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) 1)

10. ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)))) ⇒ (A1)

(((ψ ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ)))) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))))))
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11. (((ψ ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ)))) ⇒
((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) MP: 8,10

12. (ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) MP: 9,11

13. ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ)))) ⇒ (A1)

(((ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ)))) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ))))

14. ((ϕ⇒ (ψ ⇒ (ϕ & χ))) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ))) ⇒
((ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ))) MP: 12,13

15. (ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & χ)) MP: 14,1

6)

1. (ψ ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ χ) L.6.3

2. (ψ ⇒ ϕ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ χ)) de 1. por Cor 6.2

3. (ψ ⇒ ϕ) ⇒ (ψ ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ χ)) de 3. por 1)

4. (ψ & (ψ ⇒ ϕ)) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ χ)) de 3. por (A5)

5. (ψ ⌢ ϕ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ χ)) de 4. por def. de ⌢

6. (ψ ⇒ χ) ⇒ ((ψ ⌢ ϕ) ⇒ χ) de 5. por 1)

2

Daremos a continuación una variante del teorema de la deducción que se verifica para la
lógica BL. Para ello, introduciremos ϕn del modo habitual:

Definición 6.8. Sea ϕ una fórmula en BL.

ϕ1 = ϕ

ϕn+1 = ϕ & ϕn

Teorema 6.1. [Háj97] Sean ϕ y ψ fórmulas en BL. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1) ϕ ⊢BL ψ,

2) Existe n ∈ N tal que ⊢BL ϕ
n ⇒ ψ.
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Demostración:

1) ⇒ 2): Dado que ϕ ⊢BL ψ, existe una demostración γ1, · · · , γk en BL tal que γk es ψ
y γ1 es ϕ. Probaremos 2) por inducción sobre la longitud de la demostración.
Si la demostración consta de una única fórmula, es decir, si k = 1 ϕ es ψ y por el Lema
6.3 afirmamos ϕ1 ⇒ ψ.
Sea una demostración de longitud k y supongamos que la afirmación es válida para
cualquier demostración de longitud j < k. Tenemos entonces que γk es ψ. Las posibili-
dades son tres:

(a) ψ es ϕ, entonces 2) se verifica por el Lema 6.3,

(b) ψ es un axioma de BL, entonces 2) se verifica por el Lema 6.4

(c) ψ es consecuencia de fórmulas anteriores por modus ponens.
En este caso dos fórmulas de la demostración son γi y γj := γi ⇒ ψ, con i, j < k
y, en consecuencia, por la hipótesis inductiva, existe ni ∈ N tal que ⊢BL ϕ

ni ⇒ γi

y nj ∈ N tal que ⊢BL ϕnj ⇒ (γi ⇒ ψ). Podemos escribir, entonces, la siguiente
demostración:

1. ϕni ⇒ γi

2. ϕnj ⇒ (γi ⇒ ψ)

3. (ϕnj & γi) ⇒ ψ de 2. por (A5)

4. (ϕnj & ϕni) ⇒ (ϕnj & γi) por L.6.5.5 a 1.

5. (ϕnj & ϕni) ⇒ ψ de 3. y 4. por (A1)

6. ϕnj+ni ⇒ ψ de 5.

2) ⇒ 1): Supongamos que ⊢BL ϕn ⇒ ψ para algún n ∈ N. Por la definición de ϕn

escribimos: ⊢BL (ϕ & ϕn−1) ⇒ ψ que, por (A5)a y el Lema 6.5.5) podemos escribir:
⊢BL (ϕ ⇒ (ϕn−1 ⇒ ψ)), entonces, por modus ponens resulta: ϕ ⊢BL (ϕn−1 ⇒ ψ),
iterando el procedimiento obtenemos ϕ ⊢BL ψ.

2

6.2.1. Álgebra de Lindenbaum

Consideremos la teoŕıa axiomática BL.
Si ⊢BL ϕ ⇒ ψ y ⊢BL ψ ⇒ χ, en virtud del axioma (A1) y aplicando modus ponens dos
veces podemos ver que ⊢BL ϕ⇒ χ, esto nos permite definir en BL la relación de orden:

Definición 6.9. Dados ϕ, ψ,∈ BL definimos ⊳ por: ϕ ⊳ ψ si y sólo si ⊢BL (ϕ⇒ ψ)
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Teniendo en cuenta el Lema 6.3, que nos garantiza la reflexividad, y el axioma (A1) que
nos da la transitividad podemos definir en forma simétrica la relación de equivalencia:

Definición 6.10. Dados ϕ, ψ,∈ BL definimos la relación de ∼= en BL por: ϕ ∼= ψ si y
sólo si ⊢BL (ϕ⇒ ψ) y ⊢BL (ψ ⇒ ϕ).

Sea LBL = BL/ ∼= el conjunto de todas las clases de fórmulas lógicamente equivalentes
en BL. ⊳ induce una relación de orden � en LBL definida por [ϕ] � [ψ] si y sólo si ϕ ⊳ψ,
donde ϕ ∈ [ϕ] y ψ ∈ [ψ].

Lema 6.6. La relación definida por [ϕ] � [ψ] si y sólo si ϕ⊳ψ, donde ϕ ∈ [ϕ] y ψ ∈ [ψ],
establece un orden en LBL.

Demostración:
En efecto: supongamos que ϕ ⊳ ψ, ϕ ∼= ϕ′ y ψ ∼= ψ′, probaremos que ϕ′ ⊳ ψ′ :

1. ϕ⇒ ψ (H)

2. ϕ′ ⇒ ϕ (H)

3. ψ ⇒ ψ′ (H)

4. (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ⇒ ψ′)) (A1)

5. ((ψ ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ⇒ ψ′)) MP: 1,4

6. ϕ⇒ ψ′ MP: 5,3

7. (ϕ′ ⇒ ϕ) ⇒ ((ϕ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′)) (A1)

8. (ϕ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′) MP: 2,7

9. ϕ′ ⇒ ψ′ MP: 6,8

Hemos probado que la relación está bien definida. Dado que [ϕ] � [ψ] si y sólo si ϕ ⊳ ψ
y que ⊳ es una relación de orden en BL, resulta que � es una relación de orden en LBL. 2

Definimos II = {ϕ ∈ L : ⊢BL ϕ}. En virtud del Corolario 6.2 del Lema 6.4, 〈LBL,�, II〉
es un conjunto ordenado con último elemento.

Lema 6.7. Sean las fórmulas ϕ, ψ. Si ⊢BL ϕ y ⊢BL ψ, entonces ⊢BL ϕ ⌢ ψ.

Demostración:

1. ϕ H

2. ψ H

3. ϕ⇒ ψ por Cor. 6.2)
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4. ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ))) Lem 6.5.3)

5. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) MP:1,4

6. ϕ & (ϕ⇒ ψ) MP:3,5

7. ϕ ⌢ ψ def. ⌢

2

Vamos a definir ahora operaciones en LBL, para ello demostremos antes:

Lema 6.8. Sean las fórmulas ϕ, ψ, χ ∈ BL:

1) ⊢BL ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ ⌢ ψ))),

2) ⊢BL (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (χ⇒ ϕ),

3) ⊢BL ((ϕ⇒ ψ) ⌢ (ϕ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⌢ χ)),

4) ⊢BL ϕ⇒ (ϕ ⌣ ψ),

5) ⊢BL ((ϕ⇒ χ) ⌢ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ χ)),

6) ⊢BL (ϕ⇒ ψ) ⌣ (ψ ⇒ ϕ).

Demostración:

1)

1. (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) Lema 6.3

2. ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ))) de 1. por (A5)b

3. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ))) de 2. por L.6.5.1)

4. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ϕ ⌢ ψ)) abrev. a 3.

2)

1. (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ψ ⌢ ϕ) (A4)

2. (ϕ ⌢ ψ) ⇒ ϕ de 1. por (A1) y Lema 6.5.2)

3. χ⇒ ((ϕ ⌢ ψ) ⇒ ϕ) de 2. por Cor. 6.2

4. (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (χ⇒ ϕ) de 3. por Lema 6.5.1)

3)

1. (ψ ⇒ χ) ⇒ (ψ ⇒ (ψ ⌢ χ)) 1)
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2. (ψ ⇒ (ψ ⌢ χ)) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⌢ χ))) (A1) y L.6.5.1)

3. (ψ ⇒ (ψ ⌢ χ)) ⇒ (((ϕ⇒ ψ) ⌢ (ϕ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⌢ χ))) de 2. por L.6.5.6) y (A1)

4. (ψ ⇒ χ) ⇒ (((ϕ⇒ ψ) ⌢ (ϕ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⌢ χ))) de 1. y 3. por (A1)

5. (χ⇒ ψ) ⇒ (χ⇒ (χ ⌢ ψ)) 1)

6. (χ⇒ (χ ⌢ ψ)) ⇒ ((ϕ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (χ ⌢ ψ))) (A1)

7. (χ⇒ (χ ⌢ ψ)) ⇒ (((ϕ⇒ χ) ⌢ (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ⇒ (χ ⌢ ψ))) de 6. por L.6.5.6) y (A1)

8. (χ⇒ ψ) ⇒ (((ϕ⇒ χ) ⌢ (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ⇒ (χ ⌢ ψ))) de 5. y 7. por (A1)

9. (χ⇒ ψ) ⇒ (((ϕ⇒ χ) ⌢ (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⌢ χ))) de 8. por (A4)

10. ((ϕ⇒ ψ) ⌢ (ϕ⇒ χ)) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⌢ χ)) de 4 y 9 por (A6)

4)

1. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ) L.6.3

2. ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) de 1. por L.6.5.1)

3. (ψ ⇒ ϕ) ⇒ (ϕ⇒ ϕ) C.6.2

4. ϕ⇒ ((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ) de 3. por L.6.5.1)

5. ϕ⇒ (((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) ⌢ ((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ)) 3) a 2 y 4.

6. ϕ⇒ (ϕ ⌣ ψ) abrev. a 5.

5)

1. (((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) ⌢ ((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ)) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) L.6.5.2) y (A4)

2. (ϕ ⌣ ψ) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ) abrev. a 1.

3. (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ ψ) por L.6.5.1)

4. ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ χ)) (A1)

5. ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ ψ) ⇒ (((ϕ⇒ χ) ⌢ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ χ)) Lema 6.5.6) a 4.

6. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (((ϕ⇒ χ) ⌢ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ χ)) (A1) a 3. y 5.

Análogamente obtenemos:

7. (ψ ⇒ ϕ) ⇒ (((ϕ⇒ χ) ⌢ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ ψ)))

8. ((ϕ⇒ χ) ⌢ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ ψ)) de 6. y 7. por (A6)
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6)

1. (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⌣ (ψ ⇒ ϕ)) 4)

2. (ψ ⇒ ϕ) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⌣ (ψ ⇒ ϕ)) 4)

3. (ϕ⇒ ψ) ⌣ (ψ ⇒ ϕ) de 1. y 2. por (A6)

2

En virtud de Lema 6.5.2), ϕ & (ϕ ⇒ ψ) es cota inferior para ϕ y ψ y es la mayor de
las cotas inferiores por el Lema 6.3.3). Escribimos entonces [ϕ] ⊓ [ψ] = [ϕ & (ϕ ⇒ ψ)].
Los incisos 4) y 5) y la notación que acabamos de introducir nos permiten afirmar que
((ϕ ⇒ ψ) ⇒ ψ) ⊓ ((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ) es la menor de las cotas superiores para ϕ y ψ.
Escribimos [ϕ] ⊔ [ψ] = [((ϕ ⇒ ψ) ⇒ ψ)] ⊓ [((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ)]. De estos razonamientos se
infiere que 〈LBL,⊓,⊔, 0I , II 〉 es un ret́ıculo acotado.

Lema 6.9. Sea la aplicación ⋆ : LBL × LBL → LBL, definida por: [ϕ] ⋆ [ψ] = [ϕ & ψ],
donde ϕ ∈ [ϕ], ψ ∈ [ψ], con ϕ y ψ dos fórmulas en BL. ⋆ es una operación en LBL.

Demostración:
Sean ϕ ∼= ϕ′ y ψ ∼= ψ′, veamos que ϕ & ψ ∼= ϕ′ & ψ′.

1. ϕ⇒ ϕ′ H

2. ψ ⇒ ψ′ H

3. (ψ ⇒ ψ′) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & ψ′)) Lema 6.8.5)

4. (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & ψ′) MP: 2,3

5. (ϕ⇒ ϕ′) ⇒ ((ψ′ & ϕ) ⇒ (ψ′ & ϕ′)) Lema 6.8 .5)

6. (ψ′ & ϕ) ⇒ (ψ′ & ϕ′) MP: 1,5

7. (ϕ & ψ′) ⇒ (ψ′ & ϕ) (A3)

8. ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & ψ′)) ⇒ (((ϕ & ψ′) ⇒ (ψ′ & ϕ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ψ′ & ϕ))) (A1)

9. ((ϕ & ψ′) ⇒ (ψ′ & ϕ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ψ′ & ϕ)) MP: 4,8

10. (ϕ & ψ) ⇒ (ψ′ & ϕ) MP: 7,9

11. (ψ′ & ϕ′) ⇒ (ϕ′ & ψ′) (A3)

12. ((ψ′ & ϕ) ⇒ (ψ′ & ϕ′)) ⇒ (((ψ′ & ϕ′) ⇒ (ϕ′ & ψ′)) ⇒ ((ψ′ & ϕ) ⇒ (ϕ′ & ψ′))) (A1)

13. ((ψ′ & ϕ′) ⇒ (ϕ′ & ψ′)) ⇒ ((ψ′ & ϕ) ⇒ (ϕ′ & ψ′)) MP: 12,6

14. (ψ′ & ϕ) ⇒ (ϕ′ & ψ′) MP: 13,11
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15. ((ϕ & ψ) ⇒ (ψ′ & ϕ)) ⇒ (((ψ′ & ϕ) ⇒ (ϕ′ & ψ′)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ′ & ψ′))) (A1)

16. ((ψ′ & ϕ) ⇒ (ϕ′ & ψ′)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ (ϕ′ & ψ′)) MP: 10,15

17. (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ′ & ψ′) MP: 14,16

Análogamente se prueba ⊢ (ϕ′ & ψ′) ⇒ (ϕ & ψ), de donde resulta (ϕ′ & ψ′) ∼= (ϕ & ψ),
y ⋆ una operación bien definida.

2

Lema 6.10. La operación ⋆ satisface las propiedades asociativa y conmutativa, II es el
elemento neutro y es compatible con la relación �, es decir, 〈LBL, ⋆, II ,�〉 es un monoide
conmutativo ordenado.

Demostración:
Propiedad asociativa: ([RV97]) Cualquiera sea δ ∈ BL son equivalentes, en virtud de
(A5)a y (A5)b:

((ϕ & ψ) & χ) ⇒ δ

(ϕ & ψ) ⇒ (χ⇒ δ)

ϕ⇒ (ψ ⇒ (χ⇒ δ))

ϕ⇒ ((ψ & χ) ⇒ δ)

(ϕ & (ψ & χ)) ⇒ δ

Propiedad conmutativa: por el axioma esquema (A3)

[ II ] es el elemento neutro. En efecto:

1. II ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & II)) Lema 6.8. 3)

2. II def.

3. ϕ⇒ (ϕ & II) MP: 1,2

y por el axioma-esquema (A2) resulta ϕ & II ∼= ϕ

� es compatible con ⋆ por el Lema 6.8.5) 2

Lema 6.11. Sea la aplicación 7→: LBL×LBL → LBL, definida por: [ϕ] 7→ [ψ] = [ϕ⇒ ψ],
donde ϕ ∈ [ϕ], ψ ∈ [ψ], con ϕ y ψ dos fórmulas en BL. 7→ es una operación en LBL.

Demostración:
Sean ϕ ∼= ϕ′ y ψ ∼= ψ′, veamos que ϕ⇒ ψ ∼= ϕ′ ⇒ ψ′.

1. ψ ⇒ ψ′ H
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2. ϕ′ ⇒ ϕ H

3. (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ⇒ ψ′)) (A1)

4. ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ⇒ ψ′))) ⇒ ((ψ ⇒ ψ′) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ′))) L.6.5.1)

5. (ψ ⇒ ψ′) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ′)) MP: 3,4

6. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ′) MP: 1,5

7. (ϕ′ ⇒ ϕ) ⇒ ((ϕ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′)) (A1)

8. (ϕ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′) MP: 2,7

9. ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ⇒ ψ′)) ⇒ (((ϕ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′)) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′))) (A1)

10. ((ϕ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′)) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′)) MP: 6,9

11. (ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ′ ⇒ ψ′) MP: 8,10

Análogamente ⊢ (ϕ′ ⇒ ψ′) ⇒ (ϕ & ψ), y resulta (ϕ′ ⇒ ψ′) ∼= (ϕ ⇒ ψ), y la operación
7→ bien definida.

2

Lema 6.12. (⋆, 7→) conforman un par de Galois.

Demostración:
La condición (2.13) en LBL se escribe: [ϕ] ⋆ [ψ] � [χ] si y sólo si [ϕ] � [ψ] 7→ [χ].

Demostremos una de las implicaciones:
Supongamos que [ϕ] ⋆ [ψ] � [χ], equivalentemente escribimos: ϕ & ψ ⊳ χ, es decir,
(ϕ & ψ) ⇒ χ, aplicando la regla de inferencia a esta fórmula junto con el axioma (A5)b

podemos afirmar que ϕ⇒ (ψ ⇒ χ), es decir, ϕ⊳ψ ⇒ χ y, en consecuencia, [ϕ] � [ψ ⇒ χ],
de donde [ϕ] � [ψ] 7→ [χ].

La otra implicación se demuestra análogamente, utilizando el axioma (A5)a. 2

Corolario 6.3. 〈LBL,⊓,⊔, ⋆, 7→, [ 0I ], [ II ]〉 es una BL álgebra, donde ⊓ y ⊔ son respecti-
vamente el ı́nfimo y el supremo determinados por la relación de orden �.

Demostración:
Hemos demostrado que 〈LBL,⊓,⊔, ⋆, 7→, [ 0I ], [ II ]〉 es un ret́ıculo residual conmutativo
integral. Por la propia definición de ⊓ es divisible y por el axioma (A6), en virtud de es
lineal. 2

Definición 6.11. 〈LBL,⊓,⊔, ⋆, 7→, [ 0I ], [ II ]〉 se dice el álgebra de Lindenbaum LBL.

Corolario 6.4. El álgebra de Lindenbaum de LBL es una BL álgebra.
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Lema 6.13. La aplicación [ · ]BL que a cada ϕ ∈ BL le asigna [ϕ]BL ∈ LBL es una
evaluación.

Demostración:
En virtud del lema 6.9 podemos afirmar que [ϕ & ψ]BL = [ϕ]BL ⋆ [ψ]BL y por el Lema
6.11 afirmamos que [ϕ⇒ ψ]BL = [ϕ]BL 7→ [ψ]BL. Resta probar que [0]BL = 0I .
Consideremos [0]BL 7→ [ϕ]BL.
Aplicando el Lema 6.11 obtenemos [0]BL 7→ [ϕ]BL = [0 ⇒ ϕ]BL, y por (A7) podemos
afirmar que [0]BL � [ϕ]BL, cualquiera sea [ϕ]BL ∈ LBL, es decir, [0]BL = 0I .

2

6.2.2. Completud

Lema 6.14. Si ϕ es una tautoloǵıa para todas las BL álgebras linealmente ordenadas,
entonces es tautoloǵıa para toda BL álgebra.

Demostración:
Sea ϕ una fórmula en BL que es 1-tautoloǵıa para toda Bl álgebra L• linealmente orde-
nada, entonces la evaluación de ϕ es 1 para toda BL álgebra linealmente ordenada L•, es
decir eL•

(ϕ) = 1. Sea L una BL álgebra cualquiera. Queremos verificar que eL(ϕ) = 1L.
Considerando el Lema 3.45 podemos afirmar que existe una inmersión i de L en el pro-
ducto directo de una cierta familia L de BL álgebras linealmente ordenadas, es decir, en
ΠL•∈LL•. Entonces i(eL(ϕ)) = (eL•

(ϕ))L•∈L = (1L•
)L•∈L = 1ΠL•∈LL•

. En consecuencia,
eL(ϕ) = 1. 2

Teorema 6.2. (completud) BL es completa. Es decir: Para cada fórmula ϕ son equiva-
lentes:

1) ϕ es un teorema de BL;

2) Para cada BL álgebra linealmente ordenada L• ϕ es L•-tautoloǵıa;

3) Para cada BL álgebra L, ϕ es L-tautoloǵıa.

Demostración:
1) ⇒ 2) y 2) ⇒ 3) ya están establecidas por los Lemas 6.2 y 6.14.
Para probar 3) ⇒ 1) supongamos que para cada BL-álgebra ϕ es 1-tautoloǵıa, en especial
lo es para el álgebra de Lindenbaum LBL. Es decir e(ϕ) = [ϕ]BL = II , entonces ⊢BL ϕ.

2

6.3. Estructuras lógicas asociadas a las t-normas

En este caṕıtulo hemos formulado una teoŕıa axiomática de modo tal que cualquier BL
álgebra sea un modelo de la teoŕıa para toda evaluación. Consideraremos especialmente
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la BL álgebra 〈[0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1〉, cuando ⊗ es una de las T-normas continua men-
cionadas en el Ejemplo 5.2. ([Tur92], [Háj97]).

PC(TM): Cálculo proposicional asociado al operador de Zadeh:

El operador de Zadeh es TM , es decir, la norma mı́nimo. Por la idempotencia de cada
elemento, la BL álgebra resulta un álgebra de Heyting lineal, pseudo Boole, de Brouwer
o de Gödel. Este hecho agrega a los axiomas de la Definición 6.7, el siguiente:

(GL) ϕ⇒ (ϕ&ϕ)

Llamaremos GL a esta teoŕıa.

Lema 6.15. GL verifica (ϕ&ψ) ≡ (ϕ ⌢ ψ).

Demostración:
Debemos probar que (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ ⌢ ψ), y que (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ϕ & ψ).

1) (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ ⌢ ψ),

1. ψ ⇒ (ϕ⇒ ψ) L.6.4

2. (ψ ⇒ (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) L.6.5.5)

3. (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) MP:1.,2.

4. (ϕ & ψ) ⇒ (ϕ ⌢ ψ) abrev. a 3.

2) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ϕ & ψ).

1. (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ϕ & ϕ) ⇒ (ϕ & ψ)) L.6.5.5)

2. (ϕ & ϕ) ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ & ψ)) de 1. por L.6.5.1)

3. ϕ⇒ (ϕ & ϕ) (GL)

4. ϕ⇒ ((ϕ⇒ ψ) ⇒ (ϕ & ψ)) de 1. y 3. por (A1)

5. (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ϕ & ψ) de 4. por (A5)

6. (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ϕ & ψ) abrev. a 5.

2

Dado que en esencia la conjunción coincide con el producto, suele los axiomas de GL
suelen escribirse utilizando sólo el operador conjunción.

Definición 6.12. Las siguientes fórmulas son axioma-esquemas de PC(TM), GL o lógica
de Gödel:
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(A1) (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ))

(A2) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ ϕ

(A3) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ (ψ ⌢ ϕ)

(A4) (ϕ ⌢ (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ψ ⌢ (ψ ⇒ ϕ))

(A5)a (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌢ ψ) ⇒ χ)

(A5)b ((ϕ ⌢ ψ) ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ))

(A6) ((ϕ⇒ ψ) ⇒ χ) ⇒ (((ψ ⇒ ϕ) ⇒ χ) ⇒ χ)

(A7) 0I ⇒ ϕ

(GL) ϕ⇒ (ϕ ⌢ ϕ)

La regla de inferencia es el Modus Ponens:

(RI) ϕ, ϕ⇒ ψ ⊢GL ψ

Teorema 6.3. GL es sana y completa. Es decir: Para cada fórmula ϕ son equivalentes:

1) ϕ es un teorema de GL;

2) Para cada álgebra de Heyting linealmente ordenada L• ϕ es L•-tautoloǵıa;

3) Para cada álgebra de Heyting lineal L, ϕ es L-tautoloǵıa.

Demostración:
En virtud del teorema 6.2, basta verificar que el álgebra de Lindenbaum de GL es un
álgebra de Heyting lineal, lo cual es trivial a partir del Lema 6.15. 2

La lógica de Gödel está estrechamente vinculada con la lógica intuicionista:

Definición 6.13. La lógica intuicionista I tiene como conectivos a ⇒,⌢,⌣,∼ y los
siguiente axioma-esquemas:

(I1) (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ)

(I2) ϕ⇒ (ϕ ⌣ ψ)

(I3) ψ ⇒ (ϕ ⌣ ψ)

(I4) (ϕ⇒ χ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ ⌣ ψ) ⇒ χ)))

(I5) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ ϕ
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(I6) (ϕ ⌢ ψ) ⇒ ψ

(I7) (χ⇒ ϕ) ⇒ ((χ⇒ ψ) ⇒ (χ⇒ (ϕ ⌢ ψ)))

(I8) (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ ⌢ ψ) ⇒ χ)

(I9) ((ϕ ⌢ ψ) ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ))

(I10) (ϕ ⌢∼ ϕ) ⇒ ψ

(I11) (ϕ⇒ (ψ ⌢∼ ψ)) ⇒∼ ϕ

Lema 6.16. La lógica de Gödel satisface todos los axiomas de la lógica intuicionista

Demostración: Sea una evaluación e. Listaremos los lemas que permiten afirmar que
toda evaluación de cada axioma-esquema es 1, es decir, cada axioma es una 1-tautoloǵıa.

(I1) Lema 2.9.(19) y Lema 2.12.(2).

(I2) ,(I3) Lema 2.14.(13).

(I4) Lema 2.9.(9).

(I5) ,(I6) Lema 2.14.(14).

(I7) Lema 2.9.(8).

(I8) ,(I9) Condición de par adjunto (2.13).

(I10) Lema 2.9.(2-i), con y = 0, y Lema 2.14.(1).

(I11) Lema 2.9.(2-i), con y = 0.

2

Esta lógica tiene el teorema de la deducción en su forma clásica, es decir, satisface, para
cada teoŕıa T sobre GL y fórmulas ϕ, ψ, A ∪ {ϕ} ⊢ ψ si y sólo si A ⊢ (ϕ ⇒ ψ). Este
hecho caracteriza a la lógica GL, como veremos en el siguientes teorema.

Teorema 6.4. GL es la única lógica PC(⊗) que tiene el teorema de la deducción en
su forma clásica, es decir, GL verifica el teorema de la deducción y si PC(⊗) tiene el
teorema de la deducción, entonces x⊗ y = min{x, y}.

Demostración:
Para verificar que GL tiene el teorema de la deducción en su forma clásica basta con
notar que ϕn ≡ ϕ para todo n ∈ N.
Supongamos que la lógica PC(⊗) tiene el teorema de la deducción y veamos que se
satisface el axioma (GL).
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1. ϕ H

2. (ϕ & ϕ) ⇒ (ϕ & ϕ) L.6.3

3. ϕ⇒ (ϕ⇒ (ϕ & ϕ)) de 1. por (A5)

4. ϕ⇒ (ϕ & ϕ) MP:1.,3.

5. ϕ & ϕ MP:1.,4.

Hemos probado ϕ ⊢ (ϕ & ϕ). Como suponemos válido el teorema de la deducción,
podemos afirmar que ⊢ ϕ⇒ (ϕ & ϕ), es decir, se verifica el axioma GL.
Este hecho hace que la evaluación del producto resulte el mı́nimo.
En efecto: sean x, y ∈ [0, 1] y supongamos que x ≤ y. Es claro que y ≤ 1. Por la
monotońıa del producto escribimos x = x⊗ x ≤ x⊗ y ≤ x⊗ 1 = x, de donde se infiere
x = x⊗ y, es decir, x⊗ y = min{x, y}. 2

PC(TP ): Cálculo proposicional asociado al operador de Mandani:

El operador de Mandani es TP , es decir, la norma producto, la BL álgebra resulta un
álgebra producto. La lógica asociada se denomina lógica producto y se nota Π o bien
PL. En [CT97] se encuentra un detallado análisis de la lógica producto, utilizando como
contrapartida algebraica las PL-álgebras. En dicho trabajo se prueba que para que una
ecuación sea válida en una PL álgebra cualquiera es condición necesaria y suficiente que
lo sea en la PL álgebra constrúıda a partir del cono negativo del l-grupo 〈Z,+,−, 0〉.
La lógica Π agrega a los axiomas de la Definición 6.7, los siguientes:

(Π1) ∼∼ χ⇒ (((ϕ & χ) ⇒ (ψ & χ)) ⇒ (ϕ⇒ ψ))

(Π2) (ϕ ⌢∼ ϕ) ⇒ 0I

Donde ∼ ϕ es una abreviatura para ϕ⇒ 0I.

Definición 6.14. Los axiomas para la lógica producto Π son los siguientes:

(A1) (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ))

(A2) (ϕ & ψ) ⇒ ϕ

(A3) (ϕ & ψ) ⇒ (ψ & ϕ)

(A4) (ϕ & (ϕ⇒ ψ)) ⇒ (ψ & (ψ ⇒ ϕ))

(A5)a (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((ϕ & ψ) ⇒ χ)

(A5)b ((ϕ & ψ) ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ (ψ ⇒ χ))
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(A6) ((ϕ⇒ ψ) ⇒ χ) ⇒ (((ψ ⇒ ϕ) ⇒ χ) ⇒ χ)

(A7) 0I ⇒ ϕ

(Π1) ∼∼ χ⇒ (((ϕ & χ) ⇒ (ψ & χ)) ⇒ (ϕ⇒ ψ))

(Π2) (ϕ ⌢∼ ϕ) ⇒ 0I

Lema 6.17. Los axiomas de la lógica Π son 1-tautoloǵıas sobre el álgebra producto
〈[0, 1],∧,∨, ·,→·, 0, 1〉.

Demostración:
Basta demostrar que los axiomas (Π1) y (Π2) son tautoloǵıa, lo cual es trivial a partir
de la definición de álgebra producto y se encuentra verificado en el Ejemplo 2.23. 2

Observación 6.2. El axioma (Π2) es tautoloǵıa para la lógicaGL. Veamos que el axioma
(Π1) no lo es. Consideremos e(χ) > 0, e(χ) = 0,1, e(ϕ) = 0,6 y e(ψ) = 0,2. Resulta
entonces que e(∼∼ χ⇒ (((ϕ & χ) ⇒ (ψ & χ)) ⇒ (ϕ⇒ ψ))) = 0,6 → 0,2 = 0,2 6= 1.

Teorema 6.5. PL es sana y completa. Es decir: Para cada fórmula ϕ son equivalentes:

1) ϕ es un teorema de PL;

2) Para cada álgebra producto linealmente ordenada L• ϕ es L•-tautoloǵıa;

3) Para cada álgebra de producto L, ϕ es L-tautoloǵıa.

Demostración:
En virtud del teorema 6.2, basta verificar que el álgebra de Lindenbaum de PL es un
álgebra producto, lo cual es trivial a partir de los axiomas (Π1) y (Π2). 2

PC(TL): Cálculo proposicional asociado al operador de  Lukasiewicz

El operador de  Lukasiewicz es TL, la BL álgebra resulta una MV álgebra ó álgebra de
 Lukasiewicz, o de Wajsberg. De este hecho proviene el llamar a la t-norma asociada,
t-norma de  Lukasiewicz, aunque este operador no figure expĺıcitamente en sus trabajos.
Esta lógica se denomina lógica de  Lukasiewicz y se nota  L. Agrega a la Definición 6.7 el
siguiente axioma:

( L) ∼∼ ϕ⇒ ϕ

Lema 6.18. Los axiomas de la lógica BL y ( L) son 1-tautoloǵıas sobre la MV álgebra
〈[0, 1],∧,∨, TL,→L, 0, 1〉.
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Demostración:
El Corolario 2.7 afirma que toda MV álgebra es BL álgebra, y, en consecuencia, podemos
afirmar que los axiomas (A1) a (A7) son 1-tautoloǵıas.
Veamos el axioma ( L): según el Ejemplo 5.4 y en virtud del Lema 2.12.4) podemos
afirmar que e(∼∼ ϕ ⇒ ϕ) = (1 − (1 − e(ϕ)) →L e(ϕ) = 1, según vimos en la definición
de negación para la t-norma de  Lukasiewicz, en el Ejemplo 5.4. 2

Definición 6.15. Los axiomas para la lógica de  Lukasiewicz son los siguientes:

( L1) ϕ⇒ (ψ ⇒ ϕ)

( L2) (ϕ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (ϕ⇒ χ))

( L3) (∼ ϕ⇒∼ ψ) ⇒ (ψ ⇒ ϕ)

( L4) ((ϕ⇒ ψ) ⇒ ψ)) ⇒ ((ψ ⇒ ϕ) ⇒ ϕ)

Lema 6.19. PC(TL) satisface los axiomas de  Lukasiewicz.

Demostración:
Para demostrar esta afirmación mencionaremos los lemas que nos permiten afirmar que
cada axioma es 1-tautoloǵıa.

( L1) Lema 2.12.2) y Lema 2.14.3).

( L2) Lema 2.12.2) y Lema 2.9.4-ii).

( L3) Lema 2.12.2) y Lema 2.26.4).

( L4) Definición 2.23.

2

La lógica proposicional de  Lukasiewicz es sana y completa. Es decir:

Teorema 6.6. (completud)  L es completa. Es decir: Para cada fórmula ϕ son equiva-
lentes:

1) ϕ es un teorema de  L;

2) Para cada MV álgebra linealmente ordenada L• ϕ es L•-tautoloǵıa;

3) Para cada MV álgebra L, ϕ es L-tautoloǵıa.
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Demostración:
En virtud del Teorema 6.2 basta probar que el álgebra de Lindenbaum es una MV
álgebra.
Por el Teorema 2.12 debemos ver que es divisible y Girard. Sabemos que es divisible,
porque es BL álgebra. Finalmente, el axioma ( L) nos permite afirmar que se trata de un
ret́ıculo de Girard. 2

Es conocido el teorema de completud para la lógica de  Lukasiewicz dada por Chang en
[Cha58], que afirma que para que una ecuación sea válida en cualquier MV álgebra es
condición necesaria y suficiente que lo sea para el intervalo [0, 1]. Puede encontrarse una
demostración diferente dada por Cignoli y Mundici en [CD97a],[CD97b] y [CDM98].



Caṕıtulo 7

Jerarqúıa de conceptos

La jerarqúıa de conceptos fue introducida con la intención de formalizar la lógica a partir
de considerar un concepto determinado por su extensión, es decir, el conjunto de todos
los objetos que pertenecen al concepto y su intensión, conformada por todos los atributos
comunes a dichos objetos. Presentaremos las definiciones establecidas por Rudolph Wille
[Wil82].
El primer objetivo de este caṕıtulo es utilizar la noción de teoŕıa de conceptos fuzzy para
la definición de funciones de pertenencia a un cierto conju nto fuzzy. Más precisamente,
para definir el grado de pertenencia al conjunto fuzzy “tener la propiedad P” consi-
deraremos la cardinalidad de la extensión del concepto cuya intensión es, justamente,
P .

7.1. Jerarqúıa de conceptos clásicos

Definición 7.1. [Wil82] Una terna (G,M, I) se dice un contexto si G es un conjunto de
objetos, M un conjunto de atributos e I ⊆ G×M , es decir es una relación binaria entre
G y M . Se indica por gIm que el objeto g posee la propiedad m. Para cada A ⊆ G ,
notaremos A1 al conjunto definido por: A1 = {m ∈ M : (∀g ∈ A) gIm}. Análogamente
si B ⊆M , B2 = {g ∈ G : (∀m ∈ B) gIm}.
Observación 7.1. La utilización de las letras G y M para notar respectivamente los
conjuntos de objetos y atributos. Esta notación es la original utilizada por Wille y hace
referencia a las iniciales de Gegenstände (objetos) y Merkmale (atributos).

Definición 7.2. Dado un contexto (G,M, I), un par (A,B), con A ⊆ G,B ⊆ M es
un concepto si A1 = B y B2 = A. A se dice la extensión del concepto (A,B) y B la
intensión.

Lema 7.1. Dado un contexto (G,M, I), las aplicaciones φ : P(G) → P(M), definidas
por φ(A) = A1 y ψ : P(M) → P(G) por ψ(B) = B2 establecen una conexión de Galois
entre P(G) y P(M).

185
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Demostración: Usaremos para esta demostración la Definición 2.3. Sea A ⊆ ψ(B) y
b ∈ B. Cualquiera que sea a ∈ A resulta a ∈ ψ(B), dado que por la Definición 7.1
ψ(B) = {g ∈ G : (∀m ∈ B) gIm} entonces (∀a ∈ A) aIb y, en consecuencia, b ∈ φ(A).
Es decir, B ⊆ φ(A).
Rećıprocamente, supongamos que φ(A) ⊇ B Y a ∈ A. Cualquiera que sea b ∈ B resulta
b ∈ φ(A), dado que por 7.1 φ(A) = {m ∈ M : (∀g ∈ A) gIm} entonces (∀b ∈ B) aIb y,
en consecuencia, a ∈ ψ(B). Es decir, A ⊆ ψ(B). 2

Definición 7.3. Dado un contexto (G,M, I), los operadores de construcción ϕG y ϕM ,
son aplicaciones ϕG : P(G) → P(G), tal que ϕG(A) = ψ ◦ φ(A), ϕM : P(M) → P(M),
tal que ϕM(B) = φ ◦ ψ(B).

Lema 7.2. Dado un contexto (G,M, I), las siguientes condiciones son equivalentes:

1) (A,B) es un concepto;

2) A es un punto fijo de ϕG y B es un punto fijo de ϕM , es decir ϕG(A) = A y
ϕM(B) = B.

Demostración: Para que (A,B) sea un concepto, es condición necesaria y suficiente que
φ(A) = B y ψ(B) = A. Observemos que, dado que φ y ψ establecen una correspondencia
de Galois entre P(G) y P(M), se verifica siempre A ⊆ ψ ◦ φ(A), es decir, A ⊆ ϕG(A) y
B ⊆ φ ◦ ψ(B), es decir B ⊆ ϕM(B).
Si (A,B) es un concepto, entonces ϕG(A) = ψ(φ(a)) = ψ(B) = A y ϕM(B) = φ(ψ(b)) =
φ(A) = B.
Si A y B son puntos fijos para ϕG y ϕM , respectivamente, resulta φ(A) = φ(ψ(φ(A))) =
qsy y B = ϕM(B) = B21 = A1. 2

Corolario 7.1. Dado un contexto (G,M, I), si A es punto fijo para ϕG (ó B es punto fijo
para ϕM), entonces (A,A1) ( respectivamente (B2, B)) es un concepto para (G,M, I).

Demostración: La demostración es inmediata a partir del lema anterior. 2

Notación 7.1. Dado un contexto (G,M, I) notamos B(G,M, I) al conjunto de todos
los conceptos asociados a dicho concepto. Nuevamente B es la inicial de Begriff, que
significa concepto en alemán.

Para construir un ret́ıculo de conceptos para un contexto dado, necesitaremos los si-
guientes resultados:

Lema 7.3. [DP02] Sean (G,M, I) un contexto, A,C,Aj ⊆ G y B,D,Bj ⊆ M , para
j ∈ J

1) A ⊆ B2 si y sólo si A1 ⊇ B.
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2) A ⊆ A12

3) Si A ⊆ C, entonces C1 ⊆ A1.

4) A1 = A121

5) (
⋃

j∈J

Aj)1 =
⋂

j∈J

(A1)j

B ⊆ B21

Si B ⊆ D, entonces D2 ⊆ B2.

B2 = B212

(
⋃

j∈J

Bj)2 =
⋂

j∈J

(B2)j

Demostración:

1) Demostrado en el Lema 7.1.

2), 3) y 4) son equivalentes a 1), según lo demostrado en el Lema 2.2.

5) (
⋃

j∈J

Aj)1 = {m ∈ M : (∀g ∈
⋃

j∈J

Aj) gIm} = {m ∈ M : (∀g ∈ Aj) (∀Aj) gIm} =

⋂

j∈J

{m ∈M : (∀g ∈ Aj) gIm} =
⋂

j∈J

(A1)j . Análogamente (
⋃

j∈J

Bj)2 =
⋂

j∈J

(B2)j.

2

Definición 7.4. Dado un contexto (G,M, I), en B(G,M, I), el conjunto de todos los
conceptos asociados, definimos la relación: (A,B) ≤ (C,D) si y sólo si A ⊆ C.

Lema 7.4. (A,B) ≤ (C,D), según la Definición 7.4 si y sólo si D ⊆ B.

Demostración: Según la Definición 7.1, A1 = B, B2 = A, C1 = D y D2 = C. Si
A ⊆ C, entonces por el Lema 7.3.3) A1 ⊇ C1 es equivalente a D ⊆ B. Análogamente se
ve que si D ⊆ B resulta A ⊆ C. 2

Lema 7.5. Dado un contexto (G,M, I), 〈B(G,M, I),≤〉 es un conjunto parcialmente
ordenado, donde ≤ es la relación indicada por la Definición 7.4.

Demostración: La relación de la Definición 7.4 es una relación de orden parcial. Las
propiedades reflexiva y transitiva se deducen fácilmente de la reflexión y transitividad
de la relación de inclusión. Probemos la propiedad antisimétrica: sea (A,B) ≤ (C,D)
y (C,D) ≤ (A,B), entonces A ⊆ B y B ⊆ C, de donde A = B, pero (A,B) y (C,D)
son conceptos, por lo tanto A1 = B y C1 = D, en consecuencia B = D y (A,B) =
(C,D). 2

Lema 7.6. Dado un contexto (G,M, I), el conjunto B(G,M, I) con las operaciones:
(A,B) ∧ (C,D) = ((A ∩ C), (B ∪D)21) y (A,B) ∨ (C,D) = ((A ∪ C)12, (B ∩D)) es
el ret́ıculo 〈B(G,M, I),∧,∨〉 , donde ∧,∨ son respectivamente el ı́nfimo y el supremo
dados por ≤, la relación definida por (7.4).
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Demostración: Veamos en primer lugar que Si {(Aj, Bj)}j∈J es una familia de concep-

tos, ((
⋃

j∈J

Aj)12,
⋂

j∈J

Bj) y (
⋂

j∈J

Aj, (
⋃

j∈J

Bj)21) son conceptos.

Aplicando el Lema 7.3 .2) y .5) y la Definicion 7.1 escribimos:

((
⋃

j∈J

Aj)121 = (
⋃

j∈J

Aj)1 =
⋂

j∈J

(Aj)1 =
⋂

j∈J

Bj

(
⋂

j∈J

Bj)2 = (
⋂

j∈J

(Aj)1)2 = (
⋃

j∈J

Aj)12.

Análogamente se ve que ((
⋃

j∈J

Bj)212 =
⋂

j∈J

Aj y (
⋂

j∈J

Aj)1 = (
⋃

j∈J

Bj)21, para concluir que

((
⋃

j∈J

Aj)21,
⋂

j∈J

Bj) es un concepto. El otro razonamiento es similar.

Verifiquemos ahora que
∨

j∈J

(Aj, Bj) = ((
⋃

j∈J

Aj)12,
⋂

j∈J

Bj).

Para todo j ∈ J Aj ⊆
⋃

j∈J

Aj ⊆ (
⋃

j∈J

Aj)12, por el Lema 7.3.2), por lo tanto, para todo

j ∈ J (Aj, Bj) ≤ ((
⋃

j∈J

Aj)12,
⋂

j∈J

Bj)

Supongamos que existe (A,B) tal que (Aj, Bj) ≤ (A,B) para todo j ∈ J . Resulta en-

tonces que
⋃

j∈J

Aj ⊆ A, de donde (
⋃

j∈J

Aj)12 ⊆ A12 = B2 = A, y ((
⋃

j∈J

Aj)12,
⋂

j∈J

Bj) ≤ (A,B).

Por un procedimiento análogo verificamos que
∧

j∈J

(Aj, Bj) = (
⋂

j∈J

Aj, (
⋃

j∈J

Bj)21) 2

En virtud de este lema, podemos escribir la siguiente definición

Definición 7.5. Dado un contexto (G,M, I), el ret́ıculo de conceptos para dicho contexto
es 〈B(G,M, I),∧,∨, (M2,M), (G,G1)〉, definido como en el Lema 7.6, que resulta un
ret́ıculo completo, con primer elemento (M2,M) y último elemento (G,G1).

Ejemplo 7.1. (R. Wille)
G es el conjunto de los planetas
del sistema solar, M : ser de tamaño
pequeño, ser de tamaño mediano, ser
de tamaño grande, estar cerca del sol,
estar lejos del sol, tener luna y no ten-
er luna. La relación entre objetos y
propiedades se indica marcando con
una cruz si el par está en relación, en
la tabla:

Planeta peq. med. gr. cer. lej. luna no l.

Me × × ×
V e × × ×
Ti × × ×
Ma × × ×
Ju × × ×
Sa × × ×
Ur × × ×
Ne × × ×
Pl × × ×
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Los conceptos de este contexto son, entonces:

c0 : ( {Me, V e, T i, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, P l} , ∅} )
c1 : ( {Me, V e, T i, Ma, P l} , {pequeño} )
c2 : ( {Ti, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, P l} , {tiene luna} )
c3 : ( {Me, V e, T i, Ma} , {pequeño, cerca} )
c4 : ( {Ti, Ma, } , {pequeño, tiene luna} )
c5 : ( {Ju, Sa, Ur, Ne, P l} , {lejos, tiene luna} )
c6 : ( {Me, V e} , {pequeño, cerca, no tiene luna} )
c7 : ( {Ti, Ma} , {pequeño, cerca, tiene luna} )
c8 : ( {Pl} , {pequeño, lejos, tiene luna} )
c9 : ( {Ju, Sa} , {grande, lejos, tiene luna}
c10 : ( {Ur, Ne} , {mediano, lejos, tiene luna} ))
c11 : ( ∅ , {pequeño, mediano, grande, cerca, lejos, tiene luna, no tiene luna} )

y se representan por medio del siguente diagrama de Hasse:
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Observación 7.2. Podŕıa pensarse que el primer elemento siempre debe ser (∅,M)
y el último (G, ∅), lo cual no es cierto y se verifica sencillamente considerando G =
{1, 2}, M = {a, b, c}, I = {(1, a), (1, b), (1, c), (2, a)}. En este caso el ret́ıculo de concep-
tos es B1 y sus elementos son exactamente ({1},M) y (G, {a}).

El ret́ıculo de conceptos es, según Wille, una respuesta básica a dos problemas im-
portantes relativos a un contexto dado: La clasificación apropiada de los objetos y
la dependencia de los atributos. Wille considera en particular contextos multivaluados
(G,M,W, I) para representar atributos que puedan tomar distintos valores ya sean no-
minales (cerca, lejos, pequeño, mediano, etc.) o numéricos.

7.1.1. Contexto multivaluado

Definición 7.6. Un contexto multivaluado (G,M,W, I) es una 4-upla tal que G es un
conjunto de objetos, M un conjunto de atributos, W un conjunto de valores e I es una
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relación binaria entre G y M ×W , tal que, si gI(m,w1) y gI(m,w2), necesariamente
w1 = w2, cualesquiera que sean g ∈ G, m ∈ M . Se indica por gI(m,w) que el objeto g
posee la propiedad m en grado w, o que g toma el valor w para el atributo m. Si el objeto
g no posee el atributo m, escribimos gI(m, 0). Usualmente asumimos que un contexto
n-valuado es completo, es decir, para cada g ∈ G y cada m ∈ M existe un w ∈ W tal
que gI(m,w). Si |W | = n, (G,M,W, I) es un contexto n-valuado.

Observación 7.3. Las consideraciones previas nos llevan a observar que dado un con-
texto multivaluado (G,M,W, I), I : G ×M → W , la aplicación que asigna a cada par
(g,m) el grado w en que el objeto g posee el atributo m es una función. Podemos escribir
entonces I(g,m) = w.

Notaremos BV al subconjunto de M ×W , que consiste en pares (m,w) tales que existe
algún g ∈ G tal que gI(m,w).
Definimos:
Para A ⊆ G, A1 =

⋂

g∈A

{(m,w) ∈M ×W : w = I(g,m)}.

Para BV ⊆M ×W , BV
2

=
⋂

(m,w)∈BV

{g ∈ G : w = I(g,m) }.

Definición 7.7. Dado un contexto multivaluado (G,M, I,W ), un par (A,BV ), con
A ⊆ G, BV ⊆ M ×W es un concepto multivaluado si A1 = B y BV

2
= A. A se dice la

extensión multivaluada del concepto (A,BV ) y BV la intensión multivaluada.

Del mismo modo que en el caso 2-valuado, podemos enunciar el siguiente Lema:

Lema 7.7. Dado un contexto multivaluado (G,M, I,W ), φ : P(G) → P(M × W ),
definidas por φ(A) = A1 y ψ : P(M × W ) → P(G) por ψ(BV ) = BV

2
establecen una

conexión de Galois.

Demostración:
Haremos una demostración análoga a la vista en el Lema 7.1. Supongamos, en primer
lugar que A ⊆ ψ(BV ), entonces para todo a ∈ A resulta a ∈ G y w = I(g,m), para todo
(m,w) ∈ BV . Es decir, para todo (m,w) ∈ BV resulta w = I(g,m), para todo g ∈ A, y
en consecuencia para todo (m,w) ∈ BV , g ∈ φ(A), o equivalentemente, BV ⊆ φ(A).
Rećıprocamente, si BV ⊆ φ(A), resulta que cualquiera que sea (m,w) ∈ BV se verifica
w = I(g,m) para todo g ∈ A y, en consecuencia A ⊆ ψ(BV ). 2

En cualquier caso un contexto multivaluado puede reducirse a un contexto clásico con-
siderando (G,M,W, I) = (G,M ×W, I), es decir, para cada atributo y cada grado de
pertenencia se define un nuevo atributo. Con un razonamiento inverso, dado un contexto
clásico en el cual ciertos atributos sean diferentes grados de una misma propiedad, pueden
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agruparse asignando a cada atributo original un determinado grado de pertenencia, como
se ve en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 7.2. Consideremos el Ejemplo 7.1. “ser pequenõ”, “ser mediano” y “ser grande”
son diferentes grados de “tamaño”, en consecuencia los agruparemos en el atributo t:“ser
de tamaño grande”, del mismo modo agrupamos las distancias al sol en c:“estar cerca
del sol”, y la propiedad de tener luna o no en l:“tener luna” y W = {1, 2, 3}. Con estos
nuevos datos, la tabla se transforma, pero veremos que los conceptos de este contexto
multivaluado coinciden con los obtenidos anteriormente:

G t c l

Me 1 3 1
V e 1 3 1
Ti 1 3 3
Ma 1 3 3
Ju 3 1 3
Sa 3 1 3
Ur 2 1 3
Ne 2 1 3
Pl 1 1 3

c0 : ( {Me, V e, T i, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, P l} , ∅} )
c1 : ( {Me, V e, T i, Ma, P l} , {(t , 1)} )
c2 : ( {Ti, Ma, Ju, Sa, Ur, Ne, P l} , {(l ,3)} )
c3 : ( {Me, V e, T i, Ma} , {(t , 1), (c , 3)} )
c4 : ( {Ti, Ma} , {(t , 1), (l , 3)} )
c5 : ( {Ju, Sa, Ur, Ne, P l} , {(c , 1), (l , 3)} )
c6 : ( {Me, V e} , {(t , 1), (c , 3), (l , 1)} )
c7 : ( {Ti, Ma} , {(t , 1), (c , 3), (l , 3)} )
c8 : ( {Pl} , {(t , 1), (c , 1), (l , 3)} )
c9 : ( {Ju, Sa} , {(t , 3), (c , 1), (l , 3)}
c10 : ( {Ur, Ne} , {(t , 2), (c , 1), (l , 3)} ))
c11 : ( ∅ , {(t , 3), (t , 2), (t , 1), (c , 3), (c , 1), (l , 3), (l , 1)} )

7.2. Obtención de funciones de pertenencia

En la Definición 7.3 hemos establecido operadores de construcción para obtener los
conceptos clásicos. Definiremos a continuación los constructores para un contexto mul-
tivaluado y veremos cómo aplicarlos para definir funciones de pertenencia apropiadas al
contexto.

Definición 7.8. Dado un contexto multivaluado (G,M,W, I), con |G| < ∞, un cons-
tructor jerárquico para el elemento m de M es una aplicación κB : P(G) → P(G),
utilizando la notación de la Observación 7.3, definida por:

κm(a) = {g ∈ G : I(g,m) ≤ I(a,m)},

si A ⊆ G, B ⊆M , resulta:

κm(A) =
⋃

a∈A

κm(a).

Más sencillamente explicado, κm(a) es el conjunto de todos los objetos que están rela-
cionados con m, en menor o igual grado que a y κm(A) es el conjunto de todos los objetos
que están relacionados con m, en menor o igual grado que alguno de los elementos de A.
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Ejemplo 7.3. Volvamos al ejemplo de los planetas y consideremos el caso multivaluado
presentado en el Ejemplo 7.2.
Para A = {Ma,Ne} y la propiedad t resulta κt(A) = {Me, V e, T i,Ma, Ur,Ne, P l}.

Si |G| < ∞, es claro que cualquiera que sea m ∈ M , para todo g ∈ G resulta

|κm(g)| ≤ |G|, y, en consecuencia 0 ≤ |κm(g)|
|G| ≤ 1. Este hecho nos permite dar la si-

guiente definición:

Definición 7.9. Sea (G,M,W, I) un contexto multivaluado tal que |G| <∞. Si m ∈M ,

entonces µm : G → [0, 1], definida por µm(g) =
|κm(g)|
|G| es una función de pertenencia

que determina el subconjunto fuzzy de G: “tener la propiedad m”.

Ejemplo 7.4. Construyamos la función de pertenencia para B = {t}:

1 = I(Me, t) = I(V e, t) = I(Ti, t) = I(Ma, t) = I(Pl, t),

por lo tanto
κt(Me) = κt(V e) = κt(Ti) = κt(Ma) = κt(Pl) = {Me, V e, T i,Ma, P l},

y resulta

µt(Me) = µt(V e) = µt(Ti) = µt(Ma) = 5/9.

2 = I(Ur, t) = I(Ne, t),
por lo tanto
κt(Ur) = κt(Ne) = {Me, V e, T i,Ma, Ur,Ne, P l},

y resulta

µt(Ur) = µt(Ne) = 7/9.

I(Ju, t) = I(Sa, t)

por lo tanto

κt(Ju) = κt(Sa) = {Me, V e, T i,Ma, Ju, Sa, Ur,Ne, P l},

y resulta

µt(Ju) = µt(Sa) = 9/9 = 1.

Es decir, la función de pertenencia está dada por la siguiente tabla:

Me V e T i Ma Ju Sa Ur Ne P l
µ{t} 5/9 5/9 5/9 5/9 1 1 7/9 7/9 5/9

Una vez determinadas las funciones de pertenencia realizamos las operaciones conjun-
tistas utilizando las definiciones originales de Zadeh.
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7.2.1. Aplicación a la teoŕıa de desarrollo

El problema básico de la teoŕıa de desarrollo reside justamente en la propia medición del
desarrollo en śı y la definición de los aspectos que abarca. Las distintas clasificaciones
que es posible encontrar en la literatura abarcan desde aspectos puramente económicos
hasta nociones biológicas, sociales y poĺıticas. De cualquier modo se suele identificar a
un páıs económicamente desarrollado mediante un alto ingreso per capita. Aplicaremos
la noción de conceptos multivaluados para analizar el grado de desarrollo mediante un
conjunto de variables y sus interrelaciones.

Ejemplo 7.5. Consideraremos como universo un conjunto de páıses que cubran un
amplio espectro: India, Nicaragua, Indonesia, Brasil, Méjico España, Inglaterra, Corea
y África Oriental.
Listemos una serie de propiedades, que tomaremos como atributos en distintos grados:

p1: Ingreso per capita. (a: alto, b: medio, c: bajo)

p2: Participación relativa en la distribución del ingreso, del 40 % más pobre de la
población. (d: alta, e: baja)

p3: Participación relativa en la distribución del ingreso, del 20 % más rico de la
población. (f : alta, g: baja)

p4: Paridad de poder de compra. (h: alta, i: media, j: baja)

p5: Paridad de poder de compra creciente. (k: alta, l: baja)

p6: Porcentaje de la población que no trabaja en agricultura en base al promedio.
(m: alto, n: bajo)

p7: Porcentaje de exportación manufacturada, en base al promedio.
(o: alto, p: bajo)

p8: Porcentaje de población menor de 15 años. (q: alto, r: bajo)

p9: Porcentaje de población en edad productiva. (s: alto, t: bajo)

p10: Porcentaje de población senil. (u: alto, v: bajo)

p11: Porcentaje de población extremadamente pobre. (w: alto, x: bajo)

p12: Porcentaje de población pobre. (y: alto, z: bajo)
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Tomando como fuente Development Report ([WBI95]) establecemos el contexto:

G = {India, Nicaragua, Indonesia, Brasil, Méjico, España, Inglaterra, Corea, África Oriental }
M = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l, m, n, o, p, q, r, s, t, u, v, w, x, y, z }

Utilizaremos las abreviaturas India: Id, Nicaragua: Ni, Indonesia: In, Brasil: Br, Méjico:
Me, España: E, Inglaterra: Ig, Corea: Co, África Oriental: Ao, para describir la relación
I ⊆M ×W en el siguiente cuadro:

Id Ni In Br Me E Ig Co Ao

a × × ×
b × × ×
c × × ×
d × × × ×
e × × × × ×
f × × × × ×
g × × × ×
h × × × ×
i × ×
j × × ×
k × × × ×
l × × × × ×
m × × × × ×

Id Ni In Br Me E Ig Co Ao

n × × × ×
o × × × ×
p × × × × ×
q × × ×
r × × × × × ×
s × × × × ×
t × × × ×
u × × × × ×
v × × × ×
w × × × × × ×
x × × ×
y × × ×
z × × × × × ×

que puede pasarse a un contexto multivaluado, considerando W = {1, 2, 3}, por:

Id Ni In Br Me E Ig Co Ao

p1 1 1 2 2 2 3 3 3 1
p2 2 1 1 1 1 2 2 2 2
p3 1 2 2 2 2 1 1 1 1
p4 1 1 1 2 2 3 3 3 1
p5 1 2 1 2 2 1 2 1 2
p6 1 2 1 2 2 1 2 1 1
p7 2 1 1 2 1 2 2 2 1
p8 2 2 2 2 2 1 1 1 2
p9 1 1 1 1 2 2 2 2 1
p10 1 1 1 1 2 2 2 2 1
p11 2 1 2 1 1 1 1 1 2
p12 2 2 2 2 2 1 1 1 2
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Para obtener los conceptos comenzamos con los páıses de a uno. Tomemos, por ejemplo,
India. De la tabla inferimos que está relacionada con:

(p1,1), (p2,2), (p3,1), (p4,1)(p5,1), (p6,1), (p7,2), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1), (p11,2),y (p12,2)

Dado que es el único páıs en estas condiciones, obtenemos el concepto:

( {India} , {(p1,1), (p2,2), (p3,1), (p4,1), (p5,1), (p6,1), (p7,2), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1), (p11,2), (p12,2)})

Con el mismo procedimiento obtenemos:

( {Nicaragua} , {(p1,1), (p2,1), (p3,2), (p4,1), (p5,2), (p6,2), (p7,1), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1), (p11,1), (p12,2)})

( {Indonesia} , {(p1,2), (p2,1), (p3,2), (p4,1), (p5,1), (p6,1), (p7,1), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1), (p11,2), (p12,2)})

( {Brasil} , {(p1,2), (p2,1), (p3,2), (p4,2), (p5,2), (p6,2), (p7,2), (p8,2), (p9,1) , (p10,1), (p11,1), (p12,2)})

y de modo similar procedemos con Méjico, España, Inglaterra, Corea y África Orien-
tal. En el caso de España, dado que comparte exactamente las propiedades con Corea,
obtenemos el concepto:

( {España, Corea} , {(p1,3), (p2,2), (p3,1), (p4,3), (p5,1), (p6,1), (p7,2), (p8,1), (p9,2) , (p10,2), (p11,1), (p12,1)})

Luego de haber recorrido completa la lista de páıses, procedemos a realizar las uniones de
las extensiones, agotando todas las posibilidades. En virtud del Lema 7.6 las intensiones
serán las correspondientes intersecciones y hallaremos las extensiones por la definición
de supremo entre conceptos. Por ejemplo, si unimos India y Nicaragua obtenemos, por
intersecciones, que están relacionados con (p1,1), (p4,1), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1) y (p12,2),
pero estas propiedades las satisface también África Oriental, por lo tanto, obtenemos el
concepto:

( {India, Nicaragua, África Oriental} , {(p1,1), (p4,1), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1), (p12,2)})

En el caso de unir India e Indonesia, obtenemos directamente el concepto formado por
la unión de la extensiones y la intersección de las intensiones. Es decir:

( {India, Indonesia} , {(p4,1), (p5,1), (p6,1), (p8,2), (p9,1) ,(p10,1), (p11,2), (p12,2)})

Continuamos este procedimiento hasta agotar las posibilidades. En este caso obtuvimos
53 conceptos, que forman un ret́ıculo con primer elemento (∅ , MV ) y último elemento
(G , ∅), donde MV es el conjunto de todos elementos de M × V que están relacionados
con algún objeto g, es decir: MV =

⋃

g∈G{((m,w) : gI(m,w)}. La lista completa de
conceptos del ret́ıculo pueden encontrarse en el Anexo.
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Aplicando el operador κ obtenemos las funciones de pertenencia para cada atributo. El
proceso realizado se puede encontrar en el apéndice. Resumiremos las funciones en la
siguiente tabla:

Id Ni In Br Me E Ig Co Ao

µa 1/3 1/3 2/3 2/3 2/3 1 1 1 1/3
µd 1 4/9 4/9 4/9 4/9 1 1 1 1
µf 5/9 1 1 1 1 5/9 5/9 5/9 5/9
µh 4/9 4/9 4/9 2/3 2/3 1 1 1 4/9
µk 4/9 1 4/9 1 1 4/9 1 4/9 1
µm 5/9 1 5/9 1 1 5/9 1 5/9 5/9
µo 1 4/9 4/9 1 4/9 1 1 1 4/9
µq 1 1 1 1 1 1/3 1/3 1/3 1
µs 5/9 5/9 5/9 5/9 1 1 1 1 5/9
µu 5/9 5/9 5/9 5/9 1 1 1 1 5/9
µw 1 2/3 1 2/3 2/3 2/3 2/3 2/3 1
µy 1 1 1 1 1 1/3 1/3 1/3 1

A partir de estos valores obtenemos las funciones de pertenencia para los restantes con-
juntos utilizando los operadores ∧ y ∨ sugeridos por Zadeh. Los resultados hallados y
permiten hacer las siguientes observaciones:

1. Considerando la conjunción de p1, p2 y p3 observamos que aquellos páıses que pre-
sentan un bajo o alto nivel de ingreso, presentan una distribución del ingreso más
equitativa que los páıses con ingresos medios, cuya distribución se torna más de-
sigual (una excepción la constituye Nicaragua). Esta observación avala la Hipótesis
de Kuznets [Kuz55], que señala que la distribución del ingreso presenta una for-
ma funcional de U invertida, graficando grado de desarrollo en las abscisas contra
grado de desigualdad en la distribución del ingreso en las ordenadas, considerando
únicamente el ingreso per capita como indicador del grado de desarrollo.

2. La conjunción de p1, p2 y p4, sin embargo, deja de avalar la Hipótesis de Kuznets,
con lo que estamos frente a un hecho ineludible del desarrollo: Un único indicador
(el ingreso per capita) es insuficiente para este tipo de análisis. Observamos que, de
todas formas, la relación entre altos ingresos / alto poder de compra / equitativa
distribución del ingreso sigue manteniéndose para aquellos páıses que tienen altos
niveles de ingreso. La relación se mantiene, aún cuando el ingreso sea corregido por
su poder de compra.

3. Los resultados anteriores se mantienen al analizar el grado de pobreza en un sistema
(pobreza extrema o pobreza), a partir de la conjunción de p1, p11 y p12.
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El análisis económico realizado por la Dra. Silvia London es tan rico como extenso y
excede a los objetivos del presente trabajo. Puede consultarse en [BEL99].
La relación establecida entre la jerarqúıa de conceptos y la teoŕıa de conjuntos fuzzy
permite obtener conclusiones de relevancia, en especial en el caso en que la información
sobre las distintas variables esté proporcionada por tablas cualitativas. El enfoque de la
jerarqúıa de conceptos da lugar a la clasificación de los elementos del universo aśı como
a establecer la dependencia entre dichos atributos.

7.3. Jerarqúıa de conceptos fuzzy

Buscamos en esta sección extender lo dicho para el caso clásico, a la teoŕıa de conjuntos
L-fuzzy. Veremos que no se puede establecer una jerarqúıa de conceptos para un ret́ıculo
no completo, ni tampoco utilizar los operadores de derivación en forma directa. Haremos
uso del teorema de punto fijo de Tarski [Tar55], para lo cual necesitaremos que el ret́ıculo
L sea completo.

Teorema 7.1. Sea 〈L,≤〉 un ret́ıculo completo y ϕ : L→ L una aplicación que preserva
el orden. Entonces α• :=

∨{x ∈ L : x ≤ ϕ(x)} es el mayor punto fijo de ϕ. Dualmente
α• :=

∧{x ∈ L : ϕ(x) ≤ x} es el menor punto fijo de ϕ.
Aún más, 〈P,≤〉, donde P es el conjunto de todos los puntos fijos de ϕ, es un ret́ıculo
completo.

Demostración:
Sea H = {x ∈ L : x ≤ ϕ(x)}. Dado que L es completo, tiene primer elemento y resulta
0 ≤ ϕ(0) y H 6= ∅. Para todo x ∈ H se verifica x ≤ α•, como ϕ preserva el orden podemos
afirmar que x ≤ ϕ(x) ≤ ϕ(α•), es decir, para todo x ∈ H, se verifica x ≤ ϕ(α), de donde
α• :=

∨{x ∈ L : x ≤ ϕ(x)} ≤ ϕ(α), es decir, α• ∈ H. Dado que ϕ(α•) ≤ ϕ(ϕ(α•))
resulta que ϕ(α•) ∈ H, de donde ϕ(α•) ≤ α•. Esto demuestra que α• es un punto fijo
para ϕ. Veamos que es el mayor de los puntos fijos.
Sea β un punto fijo, resulta que ϕ(β) = β y, en consecuencia β ∈ H. Por lo tanto β ≤ α•.
La demostración para α• es dual.
Sea ahora X ⊆ P , un subconjunto no vaćıo de P . Dado que P ⊆ L y L es completo,
podemos afirmar la existencia de s = supX y que el segmento [s, 1] es un ret́ıculo
completo, con el orden de L.
Sea x ∈ X, entonces x ≤ s y dado que ϕ es creciente afirmamos que ϕ(x) ≤ ϕ(s). Siendo
x ∈ X ⊆ P , resulta x = ϕ(x) ≤ ϕ(s) y, en consecuencia s = supX ≤ ϕ(s).
Es claro que si s ≤ z resulta ϕ(s) ≤ ϕ(z) y s ≤ ϕ(z). Podemos considerar ϕs, la
restricción de ϕ al intervalo [s, 1]. De este modo estamos nuevamente en las condiciones
del teorema, ya que [s, 1] es un ret́ıculo completo y ϕs preserva el orden, y podemos
afirmar que β• =

∧{x ∈ [s, 1] : ϕs(x) ≤ x} = s, es punto fijo de ϕs, y, en consecuencia,
de ϕ. Es decir, el conjunto X tiene supremo en P .
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Dualmente construimos el ı́nfimo de X y dado que se trata de un subconjunto no vaćıo
arbitrario, queda demostrado que P , el conjunto de los puntos fijos de ϕ, es un ret́ıculo
completo. 2

Definición 7.10. [JFG98] Una cuadrupla (L,G,M, I) se dice un contexto L-fuzzy si L
es un ret́ıculo completo, complementado, en el que está definida una conorma S, G es un
conjunto de objetos, M un conjunto de atributos e I una relación binaria L-fuzzy entre
G y M . Se indica por µI(g,m) el grado en que el objeto g posee la propiedad m.

Para cada subconjunto L-fuzzy A de G , indicamos con µA su función de pertenencia y
para cada subconjunto L-fuzzy B de M , notaremos µB.
Notaremos A1 al subconjunto L-fuzzy de M , cuya función de pertenencia está definida
por:

µA1
(m) =

∧

g∈G

S(µA′(g), µI(g,m));

análogamente B2 es subconjunto L-fuzzy de G, cuya función de pertenencia está definida
por:

µB2
(g) =

∧

m∈M

S(µB′(m), µI(g,m)).

Esta noción de conjuntos derivados se suele denominar derivación ponderada por com-
plementación.

Lema 7.8. Los operadores de derivación L-fuzzy dados en la Definición 7.10 coinciden
con los dados para el caso clásico en la Definición 7.1

Demostración: Sea L = {0, 1}
1 = µA1

(m) =
∧

g∈G

S(µA′ , µI(g,m)) si y sólo si para todo g ∈ G, S(µA′ , µI(g,m)), si y sólo

si µA′ = 1 ó µI(g,m) = 1. Es decir, A1 = {m ∈M : (∀g ∈ A) gIm}.
La demostración para B2 es análoga. 2

Lema 7.9. Dado un contexto L-fuzzy (L,G,M, I), se verifican:

1) Si A ⊆ C, entonces A1 ⊇ C1;

2) Si B ⊆ D, entonces B2 ⊇ D2.

Demostración:

1) Si A ⊆ C, resulta µA(g) ≤ µC(g), para todo g ∈ G, de donde µA′(g) ≥ µC′(g) y, en

consecuencia,
∧

g∈G

S(µA′(g), µI(g,m)) ≥
∧

g∈G

S(µC′(g), µI(g,m)) y resulta A1 ⊇ C1.
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2) Se demuestra análogamente.

2

Las demás propiedades demostradas para el caso clásico, en el Lema 7.3 pueden no ser
válidas como lo veremos en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 7.6. Sea G = M = L = {0, 0·2, 0·4, 0·6, 0·8, 1}, con la negación n(x) = 1−x,
la conorma supremo y la relación fuzzy I ⊆ G×M definida por I(g,m) = (g +m) ∧ 1.

Dado el subconjunto L-fuzzy

A = {〈0, 1〉, 〈0·2, 1〉, 〈0·4, 0·6〉, 〈0·6, 1〉, 〈0·8, 1〉, 〈1, 1〉},
calculamos

A1 = {〈0, 0〉, 〈0·2, 0·2〉, 〈0·4, 0·4〉, 〈0·6, 0·6〉, 〈0·8, 0·8〉, 〈1, 1〉}
y luego

A12 = {〈0, 0·6〉, 〈0·2, 0·6〉, 〈0·4, 0·8〉, 〈0·6, 0·8〉, 〈0·8, 1〉, 〈1, 1〉}
Dado que X = Y en este ejemplo vemos que A 6⊆ A12, A1 6= A121, B 6⊆ B21, B2 6= B212.

Definición 7.11. Dado un contexto L-fuzzy (L,G,M, I), los operadores de construcción
L-fuzzy ϕG y ϕM , son aplicaciones ϕG : LG → LG, tal que ϕG(A) = A12, ϕM : LM → LM ,
tal que ϕM(B) = B21.

Lema 7.10. Dado un contexto L-fuzzy (L,G,M, I), las aplicaciones ϕG : LG → LG,
definida por ϕ(A) = A12 y ϕM : LM → LM por ψ(B) = B21 verifican:

1) Si A ⊆ C, entonces ϕG(A) ⊆ ϕG(C);

2) Si B ⊆ D, entonces ϕM(B) ⊆ ϕM(D).

Demostración: Inmediata a partir del Lema 7.9. 2

Dado que estamos trabajando en jerarqúıa L-fuzzy, el ret́ıculo L es completo y, en con-
secuencia lo son LG y LM . Estamos, entonces, en las condiciones del Teorema de punto
fijo de Tarski 7.1 y podemos afirmar, en virtud de este teorema, que LϕG

el conjunto de
puntos fijos por ϕG y LϕM

, el conjunto de puntos fijos por ϕM , son ret́ıculos completos.

Definición 7.12. Dado un contexto L-fuzzy (L,G,M, I), un par (A,A1), o un par(B2, B)
con A,B subconjutos L-fuzzy respectivamente de G y M , es un concepto L-fuzzy si A es
punto fijo para ϕG o B es punto fijo para ϕM . A se dice la extensión L-fuzzy del concepto
(A,B) y B la intensión L-fuzzy.

Lema 7.11. Dado un contexto L-fuzzy (L,G,M, I), los conjuntos {(A,A1) : A ∈ LϕG
}

y {(B2, B) : B ∈ LϕM
} coinciden.
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Demostración: Consideremos (A,A1), con A ∈ LϕG
. (A1)2 = ϕG(A) = A, es decir,

considerando A1 = B tiene la forma (B2, B). Resta ver que B es punto fijo de ϕM . En
efecto: ϕM(B) = ϕM(A1) = (A1)21 = A121 = (A12)1 = (ϕG(A))1 = A1 = B.
Análogamente se ve la otra inclusión. 2

Notación 7.2. Dado un contexto L-fuzzy (L,G,M, I) notamos BL(G,M, I) al conjunto
de todos los conceptos L-fuzzy asociados a dicho concepto.

Nuevamente buscamos construir un ret́ıculo de conceptos L-fuzzy para un contexto L-
fuzzy dado.
En virtud del Lema 7.11, y el teorema de punto fijo de Tarsky, podemos escribir la
siguiente definición:

Definición 7.13. Dado un contexto (L,G,M, I), el ret́ıculo de conceptos fuzzy para di-
cho contexto es 〈BL(G,M, I),∧,∨, (M2,M), (G,G1)〉, que resulta un ret́ıculo completo,
con primer elemento (M2,M) y último elemento (G,G1).

Si L, G y M son conjuntos finitos, de cardinalidad k,m, n respectivamente es posible
calcular los km subconjuntos fuzzy de LX y comprobar si son puntos fijos para ϕ. Notamos
P = {A ∈ LX : ϕ(A) = A}, y para cada A ∈ P construimos el concepto (A,A1),
calculando de este modo el ret́ıculo completo. De cualquier modo, este método resulta
lento cuando se tiene una base de datos extensa. Realicemos un ejemplo ficticio a modo
de ilustración, sobre la idea original de [BGW86], y los cálculos de [BFG96]:

Ejemplo 7.7. Consideremos una pequeña encuesta realizada en tres cursos acerca de la
preferencia por tres diferentes áreas: ciencias, sociales y arte. Se pidió a los docentes de
los cursos que anotaran la cantidad de estudiantes que prefeŕıan cada una de las áreas,
obteniendo el siguiente cuadro:

C1 C2 C3

ciencias 36 36 0
sociales 54 30 18

arte 60 12 42

En primer lugar, a fin de obtener valores entre 0 y 1, dividimos por el número mayor, es
decir, por 60. Obtenemos entonces la relación fuzzy I:

I C1 C2 C3

ciencias 0·6 0·6 0
sociales 0·9 0·5 0·3

arte 1 0·2 0·7

Luego de analizar los 113 subconjuntos fuzzy posibles hallamos que 16 son puntos fijos
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para ϕG, y los detallamos en la siguiente tabla:

A A1 ϕG(A) = A12

i1 {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·3〉} {〈C1, 0·7〉, 〈C2, 0·7), 〈C3, 0·7〉} {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·3〉}
i2 {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·4〉} {〈C1, 0·7〉, 〈C2, 0·6〉, 〈C3, 0·7〉} {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·4〉}
i3 {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·5〉} {〈C1, 0·7〉, 〈C2, 0·5〉, 〈C3, 0·7〉} {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·5〉}
i4 {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·6〉} {〈C1, 0·7〉, 〈C2, 0·4〉, 〈C3, 0·7〉} {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3), 〈a, 0·6〉}
i5 {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·7〉} {〈C1, 0·7〉, 〈C2, 0·3〉, 〈C3, 0·7〉} {〈c, 0·3〉, 〈s, 0·3〉, 〈a, 0·7〉}
i6 {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·4〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·6〉, 〈C3, 0·6〉} {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·4〉}
i7 {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·5〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·5〉, 〈C3, 0·6〉} {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·5〉}
i8 {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·4〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·4〉, 〈C3, 0·6〉} {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·4〉}
i9 {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·7〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·3〉, 〈C3, 0·6〉} {〈c, 0·4〉, 〈s, 0·4〉, 〈a, 0·7〉}
i10 {〈c, 0·5〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·5〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·5〉, 〈C3, 0·5〉} {〈c, 0·5〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·5〉}
i11 {〈c, 0·5〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·6〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·4〉, 〈C3, 0·5〉} {〈c, 0·5〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·6〉}
i12 {〈c, 0·5〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·7〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·3〉, 〈C3, 0·5〉} {〈c, 0·5〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·7〉}
i13 {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·5〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·5〉, 〈C3, 0·4〉} {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·5〉, 〈a, 0·5〉}
i14 {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·6〉, 〈a, 0·6〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·4〉, 〈C3, 0·4〉} {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·6〉, 〈a, 0·6〉}
i15 {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·6〉, 〈a, 0·7〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·3〉, 〈C3, 0·4〉} {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·6〉, 〈a, 0·7〉}
i16 {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·7〉, 〈a, 0·7〉} {〈C1, 0·6〉, 〈C2, 0·3〉, 〈C3, 0·3〉} {〈c, 0·6〉, 〈s, 0·7〉, 〈a, 0·7〉}
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7.4. Apéndice

7.4.1. Listado de los 52 Conceptos del Ejemplo 7.5
m1

( ∅, {(p1, 1), (p1, 2), (p1, 3), (p2, 1), (p2, 2), (p3, 1), (p3, 2), (p4, 1), (p4, 2), (p4, 3), (p5, 1), (p5, 2),
(p6, 1), (p6, 2), (p7, 1), (p7, 2), (p8, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p9, 2), (p10, 1), (p10, 2), (p11, 1), (p11, 2),
(p12, 1), (p12, 2)} )

m2

( {Id}, {(p1, 1), (p2, 2), (p3, 1), (p4, 1), (p5, 1), (p6, 1), (p7, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m3

( {Ni}, {(p1, 1), (p2, 1), (p3, 2), (p4, 1), (p5, 2), (p6, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 1), (p12, 2)} )

m4

( {In}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p4, 1), (p5, 1), (p6, 1), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m5

( {Br}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p4, 2), (p5, 2), (p6, 2), (p7, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 1), (p12, 2)} )

m6

( {Me}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p4, 2), (p5, 2), (p6, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 2), (p10, 2), (p11, 1), (p12, 2)} )

m7

( {Es,Co}, {(p1, 3), (p2, 2), (p3, 1), (p4, 3), (p5, 1), (p6, 1), (p7, 2), (p8, 1), (p9, 2), (p10, 2), (p11, 1), (p12, 1)} )

m8

( {Ig}, {(p1, 3), (p2, 2), (p3, 1), (p4, 3), (p5, 2), (p6, 2), (p7, 2), (p8, 1), (p9, 2), (p10, 2), (p11, 1), (p12, 1)} )

m9

( {Ao}, {(p1, 1), (p2, 2), (p3, 1), (p4, 1), (p5, 2), (p6, 1), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m10

( {Id, In}, {(p4, 1), (p5, 1), (p6, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m11

( {Id,Br}, {(p7, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )
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m12

( {Ni,Ao}, {(p1, 1), (p4, 1), (p5, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m13

( {In,Ao}, {(p4, 1), (p6, 1), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m14

( {Id,Ao}, {(p1, 1), (p2, 2), (p3, 1), (p4, 1), (p6, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m15

( {Ni, In}, {(p2, 1), (p3, 2), (p4, 1), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m16

( {Ni,Br}, {(p2, 1), (p3, 2), (p5, 2), (p6, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 1), (p12, 2)} )

m17

( {Ni,Me}, {(p2, 1), (p3, 2), (p5, 2), (p6, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p11, 1), (p12, 2)} )

m18

( {In,Br}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m19

( {In,Me}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p12, 2)} )

m20

( {Br,Me}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p4, 2), (p5, 2), (p6, 2), (p8, 2), (p11, 1), (p12, 2)} )

m21

( {Me, Ig}, {(p5, 2), (p6, 2), (p9, 2), (p10, 2), (p11, 1)} )

m22

( {Br, Ig}, {(p5, 2), (p6, 2), (p7, 2), (p11, 1)} )

m23

( {Br,Ao}, {(p5, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m24

( {Me,Ao}, {(p5, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p12, 2)} )
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m25

( {Es, Ig,Co}, {(p1, 3), (p2, 2), (p3, 1), (p4, 3), (p7, 2), (p8, 1), (p9, 2), (p10, 2), (p11, 1), (p12, 1)} )

m26

( {Id,Es,Co}, {(p2, 2), (p3, 1), (p5, 1), (p6, 1), (p7, 2)} )

m27

( {Id,Ni, In}, {(p4, 1), (p8, 2), (p9, 110, 1), (p12, 2)} )

m28

( {Id, In,Br,Ao}, {(p4, 1), (p6, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p11, 2), (p12, 2)} )

m29

( {Ni, In,Br}, {(p2, 1), (p3, 2), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m30

( {Ni,Br,Me}, {(p2, 1), (p3, 2), (p5, 2), (p6, 2), (p8, 2), (p11, 1), (p12, 2)} )

m31

( {In,Br,Me}, {(p1, 2), (p2, 1), (p3, 2), (p8, 2), (p12, 2)} )

m32

( {Id,Ni,Ao}, {(p1, 1), (p4, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m33

( {Ni,Me,Ao}, {(p5, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p12, 2)} )

m34

( {Br,Me,Ao}, {(p5, 2), (p8, 2), (p12, 2)} )

m35

( {Ni, In,Ao}, {(p4, 1), (p7, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m36

( {Ni, In,Me}, {(p2, 1), (p3, 2), (p7, 1), (p8, 2), (p12, 2)} )

m37

( {Id,Es,Co,Ao}, {(p2, 2), (p3, 1), (p6, 1)} )
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m38

( {Br,Es, Ig,Co}, {(p7, 2), (p11, 1)} )

m39

( {Me,Es, Ig,Co}, {(p9, 2), (p10, 2), (p11, 1)} )

m40

( {Id, In,Es,Co}, {(p5, 1), (p6, 1)} )

m41

( {Id,Es, Ig,Co}, {(p2, 2), (p3, 1), (p5, 1), (p6, 1), (p7, 2)} )

m42

( {Id,Ni, In,Ao}, {(p4, 1), (p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m43

( {Ni, In,Br,Me}, {(p2, 1), (p3, 2), (p8, 2), (p12, 2)} )

m44

( {Ni,Br,Me, Ig}, {(p5, 2), (p6, 2), (p11, 1)} )

m45

( {Ni, In,Me,Ao}, {(p7, 1), (p8, 2), (p12, 2)} )

m46

( {Id,Es, Ig,Co,Ao}, {(p2, 2), (p3, 1)} )

m47

( {Id,Br,Es, Ig,Co}, {(p7, 2)} )

m48

( {Id, In,Es,Co,Ao}, {(p6, 1)} )

m49

( {Id,Ni, In,Br,Ao}, {(p8, 2), (p9, 1), (p10, 1), (p12, 2)} )

m50

( {Ni,Br,Me, Ig,Ao}, {(p5, 2)} )
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m51

( {Ni,Br,Me,Es, Ig,Co}, {(p11, 1)} )

m52

( {Id,Ni, In,Br,Me,Ao}, {(p8, 2), (p12, 2)} )

m53

( {Id,Ni, In,Br,Me,Es, Ig,Co,Ao}, ∅)

m53

m52

m49 m50

m51

m47 m46 m48 m28 m42 m43 m45 m44

m41 m38 m39 m40 m37 m27 m29 m36 m31 m34 m35 m32 m30 m33

m25 m26 m22 m21 m10 m18 m11 m14 m19 m20 m15 m17 m16 m23 m12 m24 m13
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7.4. APÉNDICE 207

7.4.2. Proceso de obtención de las funciones de pertenencia
usando el operador κ

a:
κa(In) = {In, Ni, Af.O} µa(In) = 3/9
κa(Ni) = {In, Ni, Af.O} µa(Ni) = 3/9
κa(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} µa(Ind) = 6/9
κa(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} µa(Br) = 6/9
κa(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} µa(Me) = 6/9
κa(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µa(Es) = 1
κa(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µa(Ing) = 1
κa(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µa(Co) = 1
κa(Af.O) = {In, Ni, Af.O} µa(Af.O) = 3/9

d:
κd(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µd(In) = 1
κd(Ni) = {Ni, Ind, Br, Me} µd(Ni) = 4/9
κd(Ind) = {Ni, Ind, Br, Me} µd(Ind) = 4/9
κd(Br) = {Ni, Ind, Br, Me} µd(Br) = 4/9
κd(Me) = {Ni, Ind, Br, Me} µd(Me) = 4/9
κd(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µd(Es) = 1
κd(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µd(Ing) = 1
κd(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µd(Co) = 1
κd(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µd(Af.O) = 1

f :
κf (In) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} µf (In) = 5/9
κf (Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Ni) = 1
κf (Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Ind) = 1
κf (Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Br) = 1
κf (Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Me) = 1
κf (Es) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Es) = 5/9
κf (Ing) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Ing) = 5/9
κf (Co) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Co) = 5/9
κf (Af.O) = {In, Es, Ing, Co, Af.O} µf (Af.O) = 5/9

h:
κh(In) = {In, Ni, Ind, Af.O} µh(In) = 4/9
κf (Ni) = {In, Ni, Ind, Af.O} µh(Ni) = 4/9
κf (Ind) = {In, Ni, Ind, Af.O} µh(Ind) = 4/9
κf (Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} µh(Br) = 6/9
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κf (Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Af.O} µh(Me) = 6/9
κf (Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µh(Es) = 1
κf (Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µh(Ing) = 1
κf (Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µh(Co) = 1
κf (Af.O) = {In, Ni, Ind, Af.O} µh(Af.O) = 4/9

k:
κk(In) = {In, Ind, Es, Co} µk(In) = 4/9
κk(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µk(Ni) = 1
κk(Ind) = {In, Ind, Es, Co} µk(Ind) = 4/9
κk(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µk(Br) = 1
κk(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µk(Me) = 1
κk(Es) = {In, Ind, Es, Co} µk(Es) = 4/9
κk(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µk(Ing) = 1
κk(Co) = {In, Ind, Es, Co} µk(Co) = 4/9
κk(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µk(Af.O) = 1

m:
κm(In) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} µm(In) = 5/9
κm(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µm(Ni) = 1
κm(Ind) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} µm(Ind) = 5/9
κm(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µm(Br) = 1
κm(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µm(Me) = 1
κm(Es) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} µm(Es) = 5/9
κm(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µm(Ing) = 1
κm(Co) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} µm(Co) = 5/9
κm(Af.O) = {In, Ind, Es, Co, Af.O} µm(Af.O) = 5/9

o:
κo(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µo(In) = 1
κo(Ni) = {Ni, Ind, Me, Af.O} µo(Ni) = 4/9
κo(Ind) = {Ni, Ind, Me, Af.O} µo(Ind) = 4/9
κo(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µo(Br) = 1
κo(Me) = {Ni, Ind, Me, Af.O} µo(Me) = 4/9
κo(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µo(Es) = 1
κo(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µo(Ing) = 1
κo(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µo(Co) = 1
κo(Af.O) = {Ni, Ind, Me, Af.O} µo(Af.O) = 4/9

q:
κq(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µq(In) = 1
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κq(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µq(Ni) = 1
κq(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µq(Ind) = 1
κq(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µq(Br) = 1
κq(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µq(Me) = 1
κq(Es) = {Es, Ing, Co} µq(Es) = 3/9
κq(Ing) = {Es, Ing, Co} µq(Ing) = 3/9
κq(Co) = {Es, Ing, Co} µq(Co) = 3/9
κq(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µq(Af.O) = 1

s:
κs(In) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µs(In) = 5/9
κs(Ni) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µs(Ni) = 5/9
κs(Ind) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µs(Ind) = 5/9
κs(Br) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µs(Br) = 5/9
κs(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µs(Me) = 1
κs(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µs(Es) = 1
κs(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µs(Ing) = 1
κs(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µs(Co) = 1
κs(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µs(Af.O) = 5/9

u:
κu(In) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µu(In) = 5/9
κu(Ni) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µu(Ni) = 5/9
κu(Ind) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µu(Ind) = 5/9
κu(Br) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µu(Br) = 5/9
κu(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µu(Me) = 1
κu(Es) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µu(Es) = 1
κu(Ing) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µu(Ing) = 1
κu(Co) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µu(Co) = 1
κu(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br Af.O} µu(Af.O) = 5/9

w:
κw(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µw(In) = 1
κw(Ni) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co} µw(Ni) = 6/9
κw(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µw(Ind) = 1
κw(Br) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co} µw(Br) = 6/9
κw(Me) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co} µw(Me) = 6/9
κw(Es) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co} µw(Es) = 6/9
κw(Ing) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co} µw(Ing) = 6/9
κw(Co) = {Ni, Br, Me, Es, Ing, Co} µw(Co) = 6/9
κw(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µw(Af.O) = 1
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y:
κy(In) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µy(In) = 1
κy(Ni) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µy(Ni) = 1
κy(Ind) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µy(Ind) = 1
κy(Br) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µy(Br) = 1
κy(Me) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µy(Me) = 1
κy(Es) = {Es, Ing, Co} µy(Es) = 3/9
κy(Ing) = {Es, Ing, Co} µy(Ing) = 3/9
κy(Co) = {Es, Ing, Co} µy(Co) = 3/9
κy(Af.O) = {In, Ni, Ind, Br, Me, Es, Ing, Co, Af.O} µy(Af.O) = 1



Caṕıtulo 8

Conclusiones

En la presente tesis, que comenzáramos a preparar bajo la dirección de la Mg. Diana M.
Brignole [BE96], hemos procurado recoger las diferentes notaciones y extensiones que ha
merecido el estudio de los ret́ıculos residuados, tanto posteriores como anteriores a la
aparición de la teoŕıa de conjuntos fuzzy [Zad65]. Hemos procurado munirlo de variados
ejemplos y dar las demostraciones detalladamente a fin de que pueda ser de utilidad
como introducción al estudio de estas variedades. Con esta intención partimos de la es-
tructura de ret́ıculo más general, que siguiendo a Pavelka denominamos ret́ıculo residual
generalizado, y fuimos agregando condiciones para luego describir los ret́ıculos residuales
integrales, lineales, divisibles, de Girard, BL álgebras y MV álgebras hasta llegar al in-
tervalo unitario real en el cual analizamos las diferentes estructuras dadas por distintas
t-normas y, en especial, las dadas por el mı́nimo, el producto y la t-norma de  Lukasiewicz.

Hemos iniciado el caṕıtulo 1 dando la definición original de Zadeh [Zad65], que genera-
liza la noción de función caracteŕıstica χ a una función de pertenencia µ. Esta función
de pertenencia, a priori, sólo debe satisfacer dos condiciones: su dominio A debe es-
tar incluido en el universo X y su imagen debe ser un subconjunto del intervalo real
[0,1] (los grados en que cada elemento del dominio satisface la propiedad que define el
conjunto A). Entonces, al modelizar una cierta situación el primer problema que se pre-
senta es decidir qué función de pertenencia asociar al conjunto fuzzy que se pretende
definir. Cuando X ⊆ IR todas las posibles situaciones asociadas a proposiciones simples
pueden modelizarse a utilizando funciones continuas a trozos, crecientes, decrecientes
o bien con un único valor máximo que puede tomarlo en todo un intervalo de X. Las
funciones Γ, L, Λ y Π satisfacen estas condiciones y S, Z y SZ son además diferencia-
bles. Incluimos, también un caso discreto. Todas ellas se encuentran disponibles en las
aplicaciones que tanto Matlab como Mathematica dedican a la teoŕıa fuzzy. Asimismo
hemos listado los modificadores fuzzy y las operaciones conjuntistas que se encuentran
a disposición en dichos programas.
Dado que el objetivo principal de esta tesis es el estudio de la estructura algebraica aso-
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ciada, no nos extendimos más en los conceptos básicos. Sólo hemos dado las definiciones
de relación binaria fuzzy y de conjuntos L-fuzzy, para luego utilizarlas en una aplicación.

En el caṕıtulo 2 presentamos la definición de conjunto fuzzy y sus operaciones. Estas
operaciones conjuntistas pueden ser definidas debido a la estructura algebraica ordenada
del intervalo real unitario. En realidad, sólo se necesita que el conjunto de posibles valores
de verdad conformen un ret́ıculo residual. Esta estructura algebraica no es exclusiva de
la teoŕıa de conjuntos fuzzy, ni se originó con ella, ya que se trata de un ret́ıculo en el cual
se ha definido una implicación. Esta idea hab́ıa aparecido previamente de la mano de
Ward y Dillworth ([DW39]), trabajando en la estructura del ret́ıculo de los ideales de un
anillo. Es un hecho sabido que si el tal anillo no es abeliano, se pueden considerar ideales
a izquierda y a derecha, hecho que genera una residuación a izquierda y otra residuación
a derecha. Esko Turunen llama a esta estructura ret́ıculo residual generalizado. Luego
de dar la definición que figura en [Tur92], realizamos la comparación con la que se en-
cuentra en el libro de Galatos, Jipsen, Kowalski y Ono [GJKO01], quienes consideran un
ret́ıculo no necesariamente acotado. Encontramos luego una base ecuacional, diferente a
la que puede hallarse en la tesis de J. Galatos, [Gal03], debido a lo cual afirmamos que
los ret́ıculos residuales generalizados, o FL álgebras, conforman una variedad.
Dado que en un ret́ıculo residual, el producto y el residuo conforman un par adjunto que
definen una correspondencia de Galois, hemos dado las definiciones de esta correspon-
dencia que presentan Davey y Priestley en [DP02] y Birkhoff en [Bir67], verificando que
son equivalentes. Luego establecimos las correspondencias existentes entre la residuación
a derecha y la residuación a izquierda. Jan Pavelka en [Pav79] da las condiciones para
construir un par adjunto a partir de un producto o una implicación. Hemos generalizado
este resultado para un producto no abeliano y analizado si el ret́ıculo original con el par
adjunto se convierte en un ret́ıculo residual.
Luego probamos que si el producto es abeliano, existe un único residuo, esta estructura
se denomina ret́ıculo residual. Vimos que se trata de una subvariedad y recopilamos
propiedades útiles para posteriores demostraciones.
Al agregar a los axiomas ley de conservación de la verdad, que se refleja en el ret́ıculo
por medio de la ecuación x → x = 1, se obtiene una estructura que Höhle [Höh95]
denomina ret́ıculo residual integral y conforma una subvariedad de la anterior. Luego de
caracterizar la condición de integralidad dimos ejemplos finitos y no finitos para esta
estructura y demostramos más propiedades que son utilizadas posteriormente, para las
cuales es requisito la integralidad del ret́ıculo residuado.
Al agregar a los axiomas la condición que Hájek [Háj97] llama de prelinealidad y Höhle
[Höh95] ley fuerte de De Morgan, es decir (x→ y)∨ (y → x) = 1, se obtiene una subva-
riedad de los ret́ıculos integrales, que, siguiendo a Antonio Monteiro [Mon96] llamamos
lineales. Vemos que toda cadena es necesariamente un ret́ıculo residual lineal, y que si
un ret́ıculo residual lineal finito no es totalmente ordenado, entonces su último elemento
no puede ser irreducible. Este hecho es de gran utilidad para descomponer BL álgebras.
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Seguidamente dimos la noción de ret́ıculo residual divisible, denominación que proviene
claramente de los oŕıgenes de la residuación en problemas de divisibilidad en anillos.
Esta subvariedad tiene como requisito la equivalencia entre la noción ser menor y ser
múltiplo. Luego de caracterizarla probamos que también forma una subvariedad de los
ret́ıculos integrales. Establecimos, asimismo, la relación que tienen con un hoop, según
la definición que se puede encontrar en [GJKO01].
A partir de un ret́ıculo residual integral, la existencia de un elemento 0 permite definir
un operador unario ¬x = x→ 0, que llamamos negación. Demostramos las propiedades
de este operador que son de utilidad para proposiciones posteriores. Si esta negación es
involutiva, es decir, si se cumple ¬(¬x) = x, el ret́ıculo se denomina de Girard, debido
a esto afirmamos que se trata de una subvariedad de los ret́ıculos residuales integrales,
que no tiene ninguna relación particular con las subvariedades de ret́ıculos divisibles o
lineales.
Siguiendo a Hájek, denominamos BL álgebra a un ret́ıculo residual lineal y divisible.
Ulrich Höhle [Höh95] denomina a esta estructura álgebra de Hájek. Vemos que las BL
álgebras son subvariedad tanto de los ret́ıculos lineales como de los divisibles. De entre
las BL álgebras distinguimos a las álgebras producto y vimos que son el cono negativo de
un grupo abeliano.
También siguiendo a Hájek definimos una MV álgebra como un ret́ıculo residual integral
que satisface (x→ y) → y = x∨ y. Es claro que forman una subvariedad de los ret́ıculos
de Girard y también de los divisibles. Aún más, caracterizamos las MV álgebras como
ret́ıculo residual divisible de Girard. Esta estructura, asociada a la lógica multivalua-
da, fue definida originariamente por Chang en [Cha58]. Dimos esta definición original y
comparamos ambas, dando las definiciones de las operaciones de cada una de las defini-
ciones, en función de las operaciones de la otra. Realizamos el mismo procedimiento con
las álgebras de Wajsberg, definidas según Turunen [Tur92] y comparadas también con las
álgebras de Sales que menciona Rodŕıguez en su tesis doctoral [Rod80]. Finalmente, a
modo de resumen, presentamos un listado de las estructuras mencionadas en el caṕıtulo,
con el diagrama de Hasse que muestra la relación entre las variedades.

En el caṕıtulo 3, sabiendo que todas las estructuras analizadas son variedades, escribimos
las definiciones de homomorfismo, subálgebra y producto analizando las caracteŕısticas
particulares, según la variedad en que se esté trabajando. Dimos la definición de filtro,
que no coincide con la de filtro de ret́ıculo ya que aunque todo filtro de ret́ıculo residual
es filtro de ret́ıculo, no todo filtro de ret́ıculo es un filtro en la variedad de los ret́ıcu-
los residuales. Listamos algunos resultados del álgebra universal, interpretándolos en la
variedad de los ret́ıculos residuales integrales. Dimos, asimismo, la definición de sistema
deductivo y vimos que es una noción equivalente a la de filtro de ret́ıculo residual. Ob-
servamos, asimismo, que la noción de filtro primo y su caracterización coinciden con
las respectivas para ret́ıculos, y que todo filtro que contiene un filtro primo, es primo.
Antonio Monteiro, en [Mon96], prueba que en un álgebra de Heyting lineal, la familia
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de todos los filtros que contienen a un filtro primo está linealmente ordenada. Dado que
un álgebra de Heyting es un ret́ıculo residual integral con producto idempotente, hemos
generalizado este resultado para cualquier ret́ıculo residual lineal.
Siguiendo esta ĺınea de trabajo, interpretamos la noción de congruencia y cociente en la
variedad de los ret́ıculos residuales integrales, y también las de subálgebra y producto
directo.
Del mismo modo trabajamos con la noción de ultrafiltro, que en la variedad de los ret́ıcu-
los residuales es equivalente a la de sistema deductivo categórico. Probamos aśı que todo
filtro está contenido en un ultrafiltro, y todo ultrafiltro es primo.
En lo que respecta a la noción de simplicidad, la definición de Höhle no coincide con
la dada por Burris y Sankappanavar en [BS81], pero hemos demostrado la equivalencia
entre ambas. Probamos, asimismo, que en un ret́ıculo residual divisible, el cociente por
un ultrafiltro generado por un átomo idempotente es isomorfo a {0, 1}, y en un ret́ıculo
residual integral el cociente es localmente finito. Finalmente caracterizamos a los ret́ıcu-
los lineales como productos subdirectos de cadenas; a los semi-simples como productos
subdirectos de integrales localmente finitos. A las MV álgebras como ret́ıculos residuales
divisibles semi-simples y a las álgebras de Boole como álgebras de Heyting semi-simples.

En el caṕıtulo 4, siguiendo a Antonio Monteiro [Mon95], analizamos ciertos elementos en
ret́ıculos residuales integrales que tienen un comportamiento especial. En primer lugar
hablamos de los elementos tales que x = (x→ 0) → 0, los llamamos elementos regulares
y los caracterizamos como la negación de otro elemento. Probamos que los elementos
regulares de un álgebra de Heyting lineal conforman un álgebra de Boole.
Hablamos luego de los elementos cuya negación es 0, los llamamos elementos densos
y probamos que si el ret́ıculo es lineal o divisible, el conjunto de los elementos densos
es cerrado con respecto a todas las operaciones binarias. Probamos también que en un
ret́ıculo de Girard el único elemento denso es el 1.
Demostramos a continuación propiedades de los elementos idempotentes que utilizamos
luego para caracterizar los elementos booleanos, es decir, los elementos x para los cuales
existe un complemento booleano y; más precisamente tales que x ∧ y = 0 y x ∨ y = 1.
Utilizamos luego estos elementos para la representación de una BL álgebra.
Analizamos también los elementos nilpotentes que son de utilidad en el estudio de las t-
normas nilpotentes. El teorema final de este caṕıtulo afirma que para que una BL álgebra
sea descomponible es condición necesaria y suficiente que exista un elemento booleano
no trivial. Este resultado nos llevará a demostrar que toda BL álgebra finita, con más
de un átomo, es isomorfa a un producto directo de BL álgebras con un único átomo.

En el caṕıtulo 5 nos abocamos al estudio de casos particulares. En primer lugar traba-
jamos con la noción de t-norma, que, de la mano de Schweizer y Sklar [SS61] y procedente
de la teoŕıa de probabilidades brinda un abanico de productos diferentes para munir a
la cadena [0,1] de una estructura de ret́ıculo residual, que verificamos, está asegurada
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siempre que la t-norma sea continua a izquierda. Probamos, además que si dicha t-norma
es continua, la estuctura que obtenemos es una BL álgebra.
Vimos las nociones de conorma y de negación que constituyen lo que se denomina ternas
de De Morgan, ya que verifican las leyes de De Morgan: 1−(T (x, y)) = S((1−x), (1−y))
y 1 − (S(x, y)) = T ((1 − x), (1 − y)).
Describimos particularmente la t-norma mı́nimo, llamada también operador de Zadeh o
de Gödel; el producto aritmético, llamado operador de Mandani; el producto acotado u
operador de  Lukasiewicz y el producto drástico.
Usando los resultados de Pavelka [Pav79], asociada a cada t-norma (producto) definimos
una implicación y una negación. Vimos entonces que sólo en el caso de la t-norma de
 Lukasiewicz se generaliza la definición material de implicación de la lógica clásica, es de-
cir, x→ y = ¬x ∨ y. Si utilizamos ¬x = 1 − x, y como disyunción la conorma asociada,
para cada t-norma definimos una nueva implicación.
Cerramos este caṕıtulo con las nociones de álgebra de De Morgan y de Kleene, dado que
históricamente fueron precursoras en esta teoŕıa. Principalmente el problema del álgebra
de De Morgan es la falta de implicación. Analizamos, entonces, las implicaciones más
utilizadas para estas álgebras y verificamos que ninguna de ellas mune al álgebra de un
residuo.

En el caṕıtulo 6, luego de dar las definiciones previas de teoŕıa formal, de lenguaje y
de demostración, hemos seguido a Peter Hájek para dar los lineamientos generales de
la lógica asociada a una BL álgebra, con sus particularizaciones respectivas para las t-
normas estudiadas previamente, dando un teorema de completud para cada caso.
Verificamos que el operador de Zadeh está asociado a la lógica intuicionista, también
llamada lógica de Gödel y genera un álgebra de Heyting, el operador de Mandani a la
lógica producto y genera un álgebra producto o Π álgebra, el operador de  Lukasiewicz,
también llamado suma truncada, está asociado a la lógica de  Lukasiewicz o multivaluada
y genera una MV álgebra.

En el caṕıtulo 7, finalmente, y en busca de un método para definir una función de perte-
nencia adecuada para una cierta aplicación, estudiamos la jerarqúıa de conceptos clásica
y multivaluada. Dimos la definición de jerarqúıa de conceplos clásica de Rudolph Wille
[Wil82] y la extensión que él mismo da a jerarqúıas multivaluadas. Definimos entonces un
constructor jerárquico de funciones de pertenencia y lo aplicamos a la teoŕıa de desarro-
llo económico, realizando mejoras sobre un trabajo que fuera presentado en el SIGEF’99
congress [BEL99].
Dado que trabajamos con teoŕıas fuzzy y existiendo la jerarqúıa de conceptos fuzzy,
dedicamos la última sección de este caṕıtulo a exponer la definición que se encuentra en
[BFG96] y [JFG98], conjuntamente con un ejemplo.

Justamente, en busca de las definiciones de funciones de pertenencia, y debido al opera-
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dor de construcción jerárquico, hallamos la definición de un nuevo semi-ret́ıculo inferior
para las partes fuzzy de un referencial X, con propiedades muy interesantes en lo que
hace a la definición de la implicación y el supremo. No lo hemos incluido en la presente
tesis, ya que hemos dejado el desarrollo de este tema para un próximo trabajo.
Del mismo modo, en el caṕıtulo 2, la variedad más general que hemos mencionado es
la de los ret́ıculos residuales generalizados, llamados aśı por Jan Pavelka [Pav79], pero
luego hemos trabajado con ret́ıculos residuales cuyo producto es conmutativo. Es nuestra
intención profundizar el estudio de las llamadas FL álgebras, extendiendo los resultados
ya conocidos para ret́ıculos con productos abelianos a ret́ıculos con residuo a izquierda
y derecha.
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Evaluación, 162
Extensión, 185

multivaluada, 190
Extensión L-fuzzy, 199
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220 ÍNDICE ALFABÉTICO
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de las ei y eii álgebras. In Proceedings of SIGEF’98 congress: Uncertainty
logics: applications & economics and managements, 1998.

[BE99] D. Brignole and R. Entizne. La jerarqúıa de conceptos y la lógica fuzzy. In
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[Rod80] A. J. Rodŕıguez. Un estudio algebraico de los cálculos proposicionales de
Lukasiewicz. Tesis Doctoral. Univ. de Barcelona, 1980.



BIBLIOGRAFÍA 227

[Rus23] B. Russell. Vagueness. Australasian J. Psychol. and Philos., 1:84–92, 1923.

[RV97] R.J.Adillon and V.Verdú. Produc logic and the deduction theorem. 232.
Math.preprint, Universitat de Barcelona, 1997.

[San76] E. Sanchez. Resolution of composite fuzzy relation equation. Inf.Control,
(30):38–48, 1976.

[Skl96] A. Sklar. Random variables, distribution functions and copulas-a personal
look backward and forward. Rüschendorf et al, 1996.
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