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Resumen: Objetivos y aportes originales

Hemos de considerar la estructura de multiplicadores y derivaciones en álgebras de opera-

dores. En procura de que el trabajo no se diluya en especificaciones técnicas tratamos en todo

caso de situarlo en el contexto general de la teorı́a de derivaciones en álgebras de Banach. Por

ello se citará frecuentemente [35], trabajo que adjuntamos a esta tesis, en el Anexo I. Asimismo,

en varias de las secciones de este documento daré los elementos mı́nimos que permı́tan al lector

una mejor comprensión de los temas abordados.

El trabajo está dividido en cuatro capı́tulos principales, a saber: el Capı́tulo 1 de carácter

introductorio, el Capı́tulo 2 acerca derivaciones en álgebras nucleares, el Capı́tulo 3 acerca de

B-derivaciones, y el Capı́tulo 4 sobre (σ, τ)-derivaciones.

Los resultados principales del Capı́tulo 2, publicados en [36], están en la Sección 2.6. La

entidad de este estudio reside en el Teorema 2.5.2, que precisa condiciones fuertemente res-

trictivas de amenabilidad o super-amenabilidad de álgebras nucleares construı́das sobre pares

duales de espacios de Banach. Estudiamos entonces la estructura de las derivaciones de tipo Ha-

damard cuyos resultados principales son Lema 2.6.10, Prop. 2.6.11, Prop. 2.6.12, Prop. 2.6.14,

Prop. 2.6.15 y Teo. 2.6.13.

Los resultados principales del Capı́tulo 3, publicados en [38], los tenemos en las Seccio-

nes 3.2 y 3.3. Consideramos un teorema de estructura y y la descripción exhaustiva de B-

derivaciones sobre l1 (N) en la forma de los teoremas 3.2.1, 3.3.1 y el Corolario 3.3.2.

En el Capı́tulo 4 consideraré dos problemas enunciados por M. Mirzavaziri (cf. [40], 2009)

acerca de estructura de (σ, τ)-derivaciones. La investigación, de carácter algebraica, pudo ha-

cerse en un marco elemental finito-dimensional. Los resultados principales, pu-blicados en [37],

los tenemos en los teoremas 4.2.2, 4.2.3 y 4.2.5.
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Abstract: The matter and our main

contributions

We consider the structure of multipliers and derivations in operator algebras. In order to

avoid a lot of technical specifications and for the sake of clearness we try to put our matter

in the general framework of the theory of derivations on Banach algebras. So, I added my

undergraduated thesis [35], in the Appendix I, where various aspects of the theory are treated

more exhaustively.

The work is divided into four main chapters; the Chapter 1 by way of introduction, the

Chapter 2 about derivations in nuclear algebras, the Chapter 3 about B-derivations and the

Chapter 4 about (σ, τ)-derivations.

The main results of Chapter 2, published in [36], are in Section 2.6. The importance of

this study lies in Theorem 2.5.2, that requires highly restrictive conditions of amenabilithy or

super-amenabilithy of nuclear algebras built on dual pairs of Banach spaces. Then studied the

structure of derivations type Hadamard (Lemma 2.6.10, Prop. 2.6.11, Prop. 2.6.12, Prop. 2.6.14,

Prop. 2.6.15 and Teo. 2.6.13).

The main results of Chapter 3, published in [38], we have them in Sections 3.2 and 3.3. We

consider a structure theorem and the comprehensive description of B−derivations on l1 (N) in

the form of Theorems 3.2.1, 3.3.1 and the Corollary 3.3.2.

In Chapter 4 solve two problems stated by M. Mirzavaziri (cf. [40], 2009) about the struc-

ture of (σ, τ)-derivations. The research, algebraic in nature, could be done in a basic finite-

dimensional framework. The main results, reported in [37], are in the Theorems 4.2.2, 4.2.3 and

4.2.5.
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Capı́tulo 1

Marco general

Fijada un álgebra de Banach U , que asumiremos en general compleja, hay va-

riedad de recursos para desentrañar sus propiedades teóricas o con relación a su

estructura intrı́nseca. Es razonable en principio considerar las clases de U-módulos

a izquierda, a derecha y bilaterales de Banach asociados. Precisamente, si X fuere

un U módulo de Banach a izquierda entonces X es un espacio de Banach per se

sobre el que hay definida una acción U ×X → X , (a, x)→ a ·x, que es C-bilineal,

(ab) · x = a · (b · x) y ‖a · x‖ ≤ ‖a‖ ‖x‖ cualesquiera sean a, b ∈ U y x ∈ X. Asi-

mismo, todo U-módulo de Banach a derecha no es otra cosa que un Uop-módulo de

Banach a izquierda, donde Uop denota el álgebra usual opuesta de U . En este caso

la condición (a ·op b) · x = a · (b · x) válida a, b ∈ U y x ∈ X requiere la identidad

(ba) ·x = a · (b · x), por lo cual indicaremos la acción a derecha de U sobre X en la

forma (a, x)→ x · a, de modo que x · (ba) = (x · b) · a. Si X fuere un U-bimódulo

de Banach entoncesX será U-módulo de Banach tanto a derecha como a izquierda.

Dado un U-bimódulo de Banach X una aplicación lineal D : U →X es una

derivación de bimódulos si verifica la denominada regla de Leibniz, i.e. para cada

a, b ∈ U resulta D(ab) = a ·D(b) +D(a) · b. Evidentemente si X = U tenemos la

noción corriente de derivada, pero el enfoque más general se da naturalmente y es

central para la teorı́a cohomológica de álgebras de Banach.

Hay ciertamente derivaciones no acotadas. Por ejemplo, sea A un álgebra de

Banach con identidad y a un elemento de A no algebraico, es decir, de modo que
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Marco general

a no es raı́z de ningún polinomio complejo. Supongamos que ‖a‖ = 1 y sea B la

subálgebra de A generada por los elementos 1 y a. Sea D : B → B la aplicación

dada por

D
(
α0 + α1a+ α2a

2 + ...+ αna
n
)

= α1 + 2α2a+ ...+ nαna
n−1,

donde αi ∈ C si i = 1, 2, ..., n. Es fácil ver que D es una derivación sobre B, la

cual no es acotada. En efecto, por la submultiplicatividad de la norma es válida la

siguiente desigualdad

‖D (an)‖
‖an‖

≥ n ‖an−1‖
‖an−1‖

= n (n = 1, 2, 3...) .

Por lo tanto, ‖D‖ = sup
{
‖D(x)‖
‖x‖ : x 6= 0

}
=∞ y D no es acotada. Además, D no

es una derivación interna porque B es conmutativa y D 6= 0.

Otro ejemplo de derivaciones no acotadas sobre álgebras de Banach es el si-

guiente: Consideremos el álgebra definida en [13] construida de la siguiente ma-

nera: sea A un álgebra conmutativa provista de una sucesión {ei}∞i=1 de elementos

idempotentes mutuamente ortogonales y de un elemento r ∈ A tal que r2 = 0 y

ejr = rej = 0 para todo j. Sea A0 la completación de A generada respecto de la

norma ∥∥∥∥∥λr +
n∑
j=1

λjej

∥∥∥∥∥ = máx


(

n∑
j=1

|λj|2
) 1

2

,

∣∣∣∣∣λ−
n∑
j=1

λj

∣∣∣∣∣
 ,

toda vez que λ, λ1, ..., λn ∈ C y n ∈ N. Ası́ .A0 deviene álgebra de Banach y su

correspondiente radical de Jacobson es Cr (Ver [3], Example 6, p. 605). Por otra

parte, existe una subálgebra no cerrada B deA0 tal queA0 = B⊕Cr ([3], Theorem

6.1,c)). Consideremos entonces, para x ∈ A0 del tipo x = a + λr la aplicación

D(a + λr) = λr con a ∈ B, λ ∈ C. Ası́ D : A0 → A0 es evidentemente lineal, y

es fácil ver que es una derivación. Más aún, como ker(D) = B necesariamente D

resulta no acotada.

El estudio de derivaciones no acotadas se justifica no solo por un marcado in-

terés propio, sinó también por aplicaciones relevantes a la Fı́sica, en particular en

problemas dinámicos en Mecánica Estadı́stica [53], [54].
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Marco general

Aún en el contexto general de un U-bimódulo de Banach X es muy sencillo

dar ejemplo de derivaciones: fijado x ∈ X la aplicación adx : U → X tal que

adx (a) = a · x − x · a para cada a ∈ U es una derivación. A estas derivaciones

cuya descripción es tan simple se las llama derivaciones internas, y suele indi-

carse N 1 (U , X) al conjunto de derivaciones internas de U con valores en X. Por

ejemplo si X fuere un espacio normado toda derivación D : A → B (X) es ne-

cesariamente interna, donde A es cualquier clase corriente de operadores sobre X

(cf. [7] o Th. 9 en [27]). Evidentemente toda derivación interna adx es acotada,

siendo ‖adx‖ ≤ 2 ‖x‖ para cada x ∈ U . En algunos casos se puede dar alguna

precisión adicional e importante. P. ej. si U = B(X) es el álgebra de operadores

acotados sobre un espacio de Hilbert la norma de una derivación interna adT dada

por un operador T ∈ B(X) es ‖adT‖ = 2 dist (T,C IdX) [59]. Dicho resultado es

válido si X = (Rn, ‖◦‖∞) o si X es el espacio de Banach real de medidas signadas

acotadas µ sobre un espacio compacto Ω tal que υ ∈ X toda vez que υ es medida

absolutamente continua respecto a µ. Sin embargo, el resultado es falso si X = lp

o X = Lp (0, 1) con p ∈ (1,∞) − {2} [23]. Se llama derivación externa a toda

derivación no interna. La estructura de estas suele ser compleja de describir. A ve-

ces no las hay y entonces toda derivación resulta interna. Situaciones ası́ se dan en

el contexto de C∗-álgebras no unitarias simples (i.e. sin ideales biláteros no trivia-

les) [52]. Hay derivaciones externas en C∗-álgebras separables que poseen algún

cociente primitivo no unitario [11].

En el contexto de álgebras B (X) de operadores acotados sobre espacios de Hil-

bert, la imposibilidad probada en 1947 de realizar al operador idéntico en la imagen

de alguna derivación interna ha sido importante por sus connotaciones en Mecánica

Cuántica: expresándose la constante de Plank en unidades apropiadas la ecuación

de Heisenberg para ciertos operadores simétricos P y Q sobre X adopta la forma

QP − PQ = (i/2) IdX [65], [67]. A raı́z de ello el estudio de commutadores, i.e.

operadores que están en la imagen de alguna derivación interna, ası́ como propieda-

des relativas al rango de derivaciones, ha dado lugar a una intensa investigación. En

la profusa literatura sobre este particular, nos limitamos a señalar [18], [19], [6] por
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Marco general

su análisis sistemático de la estructura de commutadores y la enunciación y resolu-

ción de variedad de problemas en la materia. Para una revisión histórica se puede

consultar [64]. En [66] se caracterizan las derivaciones internas cuyos rangos son

densos en las topologı́as débil o ultradébil de operadores y se prueba que la clau-

sura fuerte de cada derivación interna contiene a la clase de operadores compactos.

En [1] se logra determinar la clase de elementos a en una C∗-álgebra con unidad e

tales que e ∈ Im (ada).

De estas consideraciones surgen de inmediato algunos primeros interrogantes

relativos a condiciones bajo las cuales una derivación de bimódulos dada es o no

continua, y en caso de serlo determinar si se trata de una derivación interna. La

investigación sobre en qué medida dependen estas respuestas de la estructura al-

gebraica o topológica de U o de condiciones de X ha abierto sendos capı́tulos del

Análisis Funcional en álgebras de Banach y de Teorı́a de Operadores. En particular,

la cuestión relativa a la continuidad de operadores o derivaciones se enmarca en la

teorı́a más general de Continuidad Automática [8]. Por ejemplo, es conocido que

todo homomorfismo complejo sobre un álgebra de Banach es necesariamente con-

tinuo. Asimismo, cabe señalar que toda derivación de una C∗-álgebra en si misma

es necesariamente continua [51].

El estudio de derivaciones en álgebras de Banach abelianas ha permitido re-

sultados insoslayables. En 1955 se estableció que la imagen de toda derivación

acotada en un álgebra de Banach abeliana está contenida en el radical de Jacobson

de la misma, resultado extendido en 1988 a derivaciones no acotadas [58], [61].

En álgebras de Banach no abelianas esta problemática no está aún suficientemente

comprendida (cf. [8], §5.2, p. 609-635). La noción de radical y la ı́ntima conexión

de esta con la teorı́a de representaciones se conjugan en esta teorı́a para dar in-

formación sobre el álgebra de Banach subyacente. Ası́ en toda álgebra de Banach

abeliana semisimple toda derivación es trivial. Se ha conjeturado que la afirmación

recı́proca es cierta, pero aún la afirmación más débil asegurando la existencia de

derivaciones no triviales en álgebras de Banach radicales y abelianas es falsa [45].

Con la notación anterior sea Z1 (U , X) al conjunto de derivaciones acotadas
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Marco general

de U en X. El cociente H1 (U , X) = Z1 (U , X) /N 1 (U , X) es el primer espacio

de cohomologı́a de Hochschild de U con coeficientes en X. Se trata del cocien-

te del subespacio de Banach Z1 (U , X) de B (U ;X) por el subespacio vectorial

(no necesariamente cerrado) N 1 (U , X) de Z1 (U , X) . Desde luego toda deriva-

ción de U con coeficientes en X es interna si H1 (U , X) es trivial. Los espacios

de cohomologı́a de primer orden asociados a un álgebra de Banach U , ası́ como

espacios de cohomologı́a de orden superior, poseen propiedades que, debidamente

interpretadas, se corresponden con información intrı́nseca dependiente de la estruc-

tura teórica de U .

Dado un U-bimódulo de Banach X hay acciones naturales a izquierda y a dere-

cha de U en X∗ si hacemos 〈x, ax∗〉 = 〈xa, x∗〉 y 〈x, x∗a〉 = 〈ax, x∗〉 para a ∈ U ,

x ∈ X y x∗ ∈ X∗. Acciones de U en duales de orden superior de X se definen

análogamente. Ası́ un álgebra de Banach se dice amenable si H1 (U , X∗) = {0}

cualquiera sea el U-bimódulo de Banach X. La investigación de álgebras amena-

bles constituye un punto de partida importante en el estudio de derivaciones acota-

das sobre álgebras de Banach. Por un lado, si G es un grupo localmente compacto

entonces L1 (G) es amenable si y solo si hay sobre G un promedio invariante [24].

Como siempre, L1 (G) consiste del espacio de funciones complejas absolutamen-

te integrables sobre G respecto de la medida de Haar, munido de la estructura de

álgebra de Banach provista por el producto de convolución. Por otra parte, denomi-

namos promedio invariante a todo funcional µ ∈ L∞ (G)∗ tal que ‖µ‖ = 〈1, µ〉 = 1

y 〈δa ∗ f, µ〉 = 〈f, µ〉 para todo a ∈ G y f ∈ L∞ (G) , con (δa ∗ f) (b) = f (a−1b)

si b ∈ G salvo algún subconjunto de medida de Haar nula. Más generalmente, la

amenabilidad de un álgebra de Banach U es equi-valente a la existencia de una

diagonal virtual para U , o bien a la existencia de una diagonal aproximada para U

[25]. Estas construcciones se hacen en el contexto del producto tensorial proyectivo

U
∧
⊗ U . Por diagonal virtual entendemos un funcional M ∈ (U

∧
⊗ U)∗∗ tal que para

todo a ∈ U es aM = Ma y aπ∗∗ (M) = â, siendo π(a
∧
⊗ b) = ab si a, b ∈ U y

〈a∗, â〉 = 〈a, a∗〉 si a ∈ U y a∗ ∈ U∗. Además, una red {mi}i∈I en U
∧
⊗ U es una

diagonal aproximada para U si ĺımi∈I(ami −mia) = 0 y â = ĺımi∈I aπ (mi) para
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Marco general

cada a ∈ U . En particular, un álgebra de Banach se dice débilmente amenable si

H1 (U ,U∗) = {0}. P. ej. L1 (G) cuando es grupo localmente compacto [26] o toda

C∗-álgebra [16], [17] son débilmente amenables, mientras que las álgebras

A (D) =
{
f ∈ C

(
D
)

: f |D es analı́tica
}
,

H∞ (D) = {f ∈ l∞ (D) : f es analı́tica} ,

o C(n) ([0, 1]) con n ∈ N no lo son. La investigación de álgebras U de Banach 2-

débilmente amenables, 3-débilmente amenables, etc. se ha dado naturalmente (i.e.

cuando los espacios de cohomologı́aH1 (U ,U∗∗) ,H1 (U ,U∗∗∗), etc. son triviales).

Asimismo, un álgebra de Banach es super-amenable o contráctil si H1 (U , X) =

{0} cualquiera sea el U-bimódulo X. En este caso se trata de álgebras necesaria-

mente unitarias. P. ej. dados n1, ..., nk ∈ N el álgebra Mn1 ⊕ ... ⊕Mnk es super-

amenable, mientras que las álgebras de Beurling1 L1 (G,w) sobre un grupo local-

mente compacto G son super-amenables si y solo si G es finito (Cf. [39]. Th. 2.2).

1Si G es grupo localmente compacto y w : G → R>0 es una función continua y submultiplicativa, L1 (G,w)

consiste de las funciones medibles f : G → C tales que fw ∈ L1(G) munido de la norma ‖f‖1,w , ‖fw‖1 .

La condición de submultiplicatividad de w torna a L1 (G,w) en un álgebra de Banach respecto del producto de

convolución usual.
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Capı́tulo 2

Derivaciones en álgebras nucleares

2.1. Operadores nucleares y la propiedad de aproximación I

El estudio de ciertas clases importantes de operadores acotados entre espacios de Banach

tanto como de propiedades de aproximación con una fuerte connotación geométrica, algebraica

y topológica, está relacionada con ciertos productos tensoriales. En particular, esto se aplica a

la clase de operadores nucleares. Precisamente, sean dados X y Y dos espacios de Banach, que

en general asumiremos complejos, y sea 〈◦, ◦〉 : X × Y → C una forma bilineal acotada (i.e.

existe c > 0 tal que |〈x, y〉| ≤ c ‖x‖ ‖y‖ para todo x ∈ X e y ∈ Y ) y no degenerada (i.e. si

〈x, ◦〉 = 0Y ∗ o 〈◦, y〉 = 0X∗ entonces x = 0X o y = 0Y respectivamente). La terna (X, Y, 〈◦, ◦〉)

realiza una dualidad entre los espacios X y Y e indicamos NY (X) al subespacio de B (X) de

operadores Y -nucleares sobre X del tipo T =
∑∞

n=1 xn � yn, donde {xn}∞n=1 e {yn}∞n=1 son

sucesiones de X y Y tales que
∑∞

n=1 ‖xn‖ ‖yn‖ < ∞ y para x0 ∈ X e y0 ∈ Y el operador

acotado de rango finito x0 � y0 ∈ F (X) sobre X se define como (x0 � y0) (x) , 〈x, y0〉x0

en cada x ∈ X.1 En particular, indicaremos N (X) = NX∗ (X). Definimos ahora la norma

nuclear de T mediante

|T | , ı́nf

{
∞∑
n=1

‖xn‖ ‖yn‖ : T (◦) =
∞∑
n=1

〈◦, yn〉xn

}
.

1Notar que hay una inmersión natural Y ↪→ X∗, y → 〈◦, y〉 . De todos modos dicha inclusión puede ser propia

y abusamos en el uso de la notación �, aunque en el contexto adecuado no habrá lugar a confusión.
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2.1 Operadores nucleares y la propiedad de aproximación I Derivaciones en álgebras nucleares

Evidentemente F (X) ⊆ NY (X) . Si bien el adjunto de un operador nuclear es nuclear la

afirmación recı́proca no es cierta (Cf. [48], §8.2.6). Es fácil de ver que NY (X) es un ideal de

B (X) y que |STU | ≤ |‖S‖T | ‖U‖ si S, U ∈ B (X) y T ∈ NY (X) . En particular, |x� y| =

‖x‖ ‖y‖ para cada x ∈ X e y ∈ Y , siendo la norma nuclear la mayor norma posible con dicha

propiedad.

Respecto a las propiedades de aproximación, son de especial interés los espacios de Banach

para los que alguna red de operadores de rango finito converge uniformemente sobre compactos

al operador idéntico. Se dice de estos espacios que poseen la propiedad de aproximación. La

importancia de esta noción estriba en una percepción muy natural, ya que ası́ como la clase de

funciones simples es en general densa en los espacios de Lebesgue clásicos cabe esperar un

rol especial de la clase de operadores de rango finito en materia de densidad o aproximación

en el contexto de espacios de operadores. Por ejemplo, espacios de Banach que tienen alguna

base2 tienen la propiedad de aproximación. Por otra parte, B (H) no tiene la propiedad de

aproximación siH es espacio de Hilbert infinito-dimensional [60]. Los espacios de Banach con

la propiedad de aproximación gozan de cierta propiedad hereditaria, ya que todo subespacio

de Banach complementable también tendrá la propiedad de aproximación. De todos modos, la

propiedad de aproximación no es hereditaria en general, p. ej. c0 o lp para p ∈ [1,∞) − {2}

contienen subespacios sin la propiedad de aproximación (V. [32], Th. 2.d.6 y [33], Th. 1.g.4).

En particular, hay espacios reflexivos que carecen de la propiedad de aproximación.

Si X e Y son espacios de Banach indiquemos Bc (X;Y ) al espacio B (X;Y ) munido de

la topologı́a de la convergencia uniforme sobre compactos. Dada una forma lineal u sobre

B (X;Y ) tendremos u ∈ Bc (X;Y )∗ si y solo si hay sucesiones {xn}∞n=1 en X e {y∗n}
∞
n=1

en Y ∗ tales que
∑∞

n=1 ‖xn‖ ‖y∗n‖ < ∞ y u(T ) =
∑∞

n=1 y
∗
n (T (xn)) si T ∈ B (X;Y ) (V. [10],

Lemma 3, p. 239). Es en esta instancia en que el recurso de los productos tensoriales resulta

apropiado para dar un marco algebraico, tanto para el estudio de operadores nucleares como de

propiedades de aproximación.

2La noción natural de base en un espacio de Banach X es la de base de Schauder, esto es una sucesión

{xn}∞n=1 de elementos de X de modo que para cada x ∈ X hay una única sucesión de escalares complejos

{x∗n (x)}∞n=1 tal que x =
∑∞
n=1 x

∗
n (x)xn ([29]; [4], p. 110). Se dice que {x∗n}

∞
n=1 es la sucesión de coeficientes

funcionales lineales asociada a la base {xn}∞n=1 . Es fácil ver entonces que {
∑m
n=1 xn � x∗n}m∈N ⊆ F (X) y

ĺımm→∞ supx∈K ‖x− (
∑m
n=1 xn � x∗n) (x)‖ = 0 para cada subconjunto compacto K de X.
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2.2. Elementos sobre productos tensoriales

2.2.1. Productos tensoriales

Salvo excepción explı́cita, asumiremos en adelante que todos los espacios vectoriales son

complejos. El producto tensorial de espacios vectoriales X y Y es un par (X ⊗ Y, τ), consti-

tuı́do por un espacio vectorial X ⊗ Y y una aplicación bilineal

τ : X × Y → X ⊗ Y, (x, y)→ x⊗ y,

con la siguiente propiedad universal: Si Z es espacio vectorial y B : X × Y → Z es aplicación

bilineal hay una única aplicación lineal B̂ : X ⊗ Y → Z tal que B̂ ◦ τ = B. Tal producto

tensorial existe y es único salvo isomorfismos (Cf. [29]; [35], Teo. 2.4, p. 7). Los elementos

de X ⊗ Y pueden representarse como sumas finitas de elementos simples de la forma x ⊗ y o

tensores básicos. Por otra parte, si c ∈ C, x ∈ X e y ∈ Y se tiene

c (x⊗ y) = (cx)⊗ y = x⊗ (cy) .

En particular,

0X ⊗ y = x⊗ 0Y = 0X⊗Y .

Ejemplo 2.2.1. SeanX, Y espacios normados, T ∈ F (X;Y ). Si dimT (X) = n sea {y1, ..., yn}

base de T (X). Si y ∈ T (X) existen c1 (y) , ..., cn (y) ∈ C únicos tales que y =
∑n

j=1 cj (y) yj.

Es fácil ver que las aplicaciones cj : Y → C devienen lineales si 1 ≤ j ≤ n. Si hacemos

|y| ,
∑n

j=1 |cj(y)| si y ∈ T (X) entonces (T (X), |◦|) resulta espacio normado. Como T (X)

es finito dimensional la norma |◦| resulta equivalente a la norma de Y relativizada a T (X). En

particular, hay alguna constante α > 0 tal que |y| ≤ α ‖y‖ si y ∈ T (X). Ası́ |cj(y)| ≤ α ‖y‖

si 1 ≤ j ≤ n e y ∈ T (X) y por el teorema de Hahn-Banach cada cj admite alguna extensión a

una forma lineal c∗j sobre Y tal que
∣∣c∗j(y)

∣∣ ≤ α ‖y‖ si y ∈ Y. Pero entonces c∗1, ..., c
∗
n ∈ Y ∗ y si

x ∈ X se tiene T (x) =
∑n

j=1 c
∗
j (T (x)) yj , o bien T =

∑n
j=1 yj � T ∗(c∗j). Definamos entonces

B : Y ×X∗ → F (X;Y ) haciendoB(y, x∗) = y�x∗ si (y, x∗) ∈ Y ×X∗. EvidentementeB es

una aplicación bilineal y hay definida entonces una aplicación lineal B̂ : Y ⊗X∗ → F (X;Y )

tal que B̂ (y ⊗ x∗) = y� x∗ para cada tensor básico y⊗ x∗. Por las observaciones anteriores es

claro que B̂ es suryectiva. Veamos que B̂ es inyectiva, para lo cual supongamos que B̂ (u) = 0
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para cierto u ∈ Y ⊗ X∗, digamos u =
∑s

i=1 yi ⊗ x∗i . Si s = 1 entonces 〈x, x∗1〉 y1 = 0Y para

todo x ∈ X. Es claro entonces que y1 = 0Y o x∗1 = 0X∗ , i.e. u = 0. Supongamos s > 1 y el

resultado cierto para tensores que son suma de 1 hasta s− 1 tensores básicos. Podemos suponer

que el conjunto {y1, ..., ys} es linealmente independiente, ya que en caso de no serlo podemos

extraer un subconjunto máximo linealmente independiente {yi1 , ..., yiα} . Escribimos entonces

yij =
∑α

k=1 c
ik
j yik , donde los escalares cikj ´s están unı́vocamente determinados, α < j ≤ s y

{i1, ..., is} = {1, ..., s} . Entonces

0 = B̂ (u) (2.1)

=
s∑
i=1

yi � x∗i

=
α∑
k=1

yik � x∗ik +
s∑

j=k+1

(
α∑
k=1

cikj yik

)
� x∗ij

=
α∑
k=1

yik �

(
x∗ik +

s∑
j=k+1

cikj x
∗
ij

)

= B̂

(
α∑
k=1

yik ⊗

(
x∗ik +

s∑
j=k+1

cikj x
∗
ij

))
.

Por la hipótesis inductiva, por (2.1) vemos que

α∑
k=1

yik ⊗

(
x∗ik +

s∑
j=k+1

cikj x
∗
ij

)
= 0,

i.e. u = 0 y hay un isomorfismo de espacios vectoriales F (X, Y ) ≈ Y ⊗X∗.

Observación 2.2.1. (Cf. [35], Prop. 2.5, p. 7) Mediante una aplicación sencilla de la universa-

lidad del producto tensorial sigue que si X, Y, Z son espacios vectoriales hay un isomorfismo

de espacios vectoriales

(X ⊗ Y )⊗ Z ≈ X ⊗ (Y ⊗ Z) .

Por otra parte, sean X1, X2, Y1, Y2 espacios vectoriales, T1 ∈ L (X1, Y1), T2 ∈ L (X2, Y2) .

Existe T1 ⊗ T2 ∈ L (X1 ⊗X2, Y1 ⊗ Y2) único tal que

(T1 ⊗ T2) (x1 ⊗ x2) = T1 (x1)⊗ T2 (x2) .
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2.2.2. Producto tensorial inyectivo

Definido el producto tensorial algebraico de dos espacios normados X e Y se procura hacer

de X ⊗ Y un espacio normado. Para ello combinemos el Ej. 2.2.1 y la Obs. 2.2.1, de modo que

si u ∈ Y ⊗ X∗ escribimos |u| ,
∥∥∥B̂ (u)

∥∥∥ . Claramente |◦| define una norma en Y ⊗ X∗ y si

u =
∑s

i=1 yi ⊗ x∗i podemos escribir

|u| = sup
‖x‖=1

∥∥∥∥∥
s∑
i=1

〈x, x∗i 〉 yi

∥∥∥∥∥
= sup
‖x‖=1

sup
‖y∗‖=1

∣∣∣∣∣
s∑
i=1

〈x, x∗i 〉 〈yi, y∗〉

∣∣∣∣∣
= sup
‖x‖=1

sup
‖y∗‖=1

|(y∗ ⊗ ιX (x)) (u)| ,

donde ιX : X ↪→ X∗∗ es la inmersión natural de X en X∗∗ y 〈x∗, ιX(x)〉 = 〈x, x∗〉 para x ∈ X

y x∗ ∈ X∗. Motivados por esta observación en el caso general definimos, para u ∈ X ⊗ Y, su

norma tensorial inyectiva

‖u‖∨ = sup
‖x∗‖=1

sup
‖y∗‖=1

|(x∗ ⊗ y∗) (u)| . (2.2)

La relación (2.2) define efectivamente una norma sobre X ⊗ Y e indicamos entonces X
∨
⊗ Y al

producto tensorial inyectivo o espacio completado correspondiente ([10], Ch. VIII, Prop. 3, p.

223; [35], Prop. 2.7, p. 9).

2.2.3. Producto tensorial proyectivo

Dados espacios normados X , Y, Z sea B(X, Y ;Z) el espacio de aplicaciones bili-neales

acotadas X × Y en Z, munido de la norma

‖b‖ = sup {‖b (x, y)‖ : (x, y) ∈ X × Y, ‖x‖ = ‖y‖ = 1}

para cada b ∈ B(X, Y ;Z). El mismo, con la estructura vectorial natural, es espacio de Banach

si Z lo es. La aplicación

B : X × Y → B (X∗, Y ∗;C) , B (x, y) (x∗, y∗) = 〈x, x∗〉 〈y, y∗〉
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está bien definida y es bilineal. Hay definida una aplicación B̂ : X ⊗ Y → B(X∗, Y ∗;C)

tal que B̂ (x⊗ y) = B (x, y) si (x, y) ∈ X × Y . Observemos que para u ∈ X ⊗ Y resulta∥∥∥B̂ (u)
∥∥∥ = ‖u‖∨ . Asimismo, la aplicación

A : X × Y → B (X, Y ;C)∗ , A (x, y) (b) = b (x, y)

está bien definida, es bilineal y existe

Â : X ⊗ Y → B(X, Y ;C)∗

tal que Â (x⊗ y) = A (x, y) si (x, y) ∈ X × Y . Si u ∈ X ⊗ Y se tiene entonces∥∥∥Â (u)
∥∥∥ = ı́nf

{
n∑
j=1

‖xj‖ ‖yj‖ : u =
n∑
j=1

xj ⊗ yj

}
(2.3)

(cf. [10], p. 226-227). Al valor común en (2.3) lo denotamos ‖u‖∧ y queda ası́ definida ası́ una

nueva norma sobre X⊗Y , la llamada norma proyectiva (V. [35], Prop. 2.7, p. 9). Al correspon-

diente espacio completado X
∧
⊗ Y se lo denomina espacio proyectivo.

Observación 2.2.2. Sean X, Y, Z espacios de Banach. Dado B ∈ B (X, Y ;Z) existe un único

B̃ ∈ B(X
∧
⊗ Y ;Z) tal que B̃ (x⊗ y) = B (x, y) para todo (x, y) ∈ X × Y y

∥∥∥B̃∥∥∥ = ‖B‖ (V.

[35], Prop. 2.10, p. 11). En particular, hay una aplicación natural X
∧
⊗X∗ ↪→ X

∨
⊗X∗.

2.3. Nuclearidad. Propiedad de aproximación II

Proposición 2.3.1. Si (X, Y, 〈◦, ◦〉) es un par de espacios de Banach en dualidad como en §2.1

tal que |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ para (x, y) ∈ X × Y entonces X
∧
⊗ Y es un álgebra de Banach.

Demostración. Para (x1, y1) , (x2, y2) ∈ X × Y sea

Ax1,y1 : X × Y → X
∧
⊗ Y, Ax1,y1 (x2, y2) = 〈x2, y1〉x1 ⊗ y2.

Si (x, y) ∈ X × Y es ‖x⊗ y‖∧ = ‖x‖ ‖y‖ (V. [35], Pro. 2.7, p. 9). Es fácil ver entonces que

Ax1,y1 ∈ B(X, Y ;X
∧
⊗ Y ) y ‖Ax1,y1‖ ≤ ‖x1‖ ‖y1‖ .

Por la Obs. 2.2.2 existe
∧
Ax1,y1 ∈ B(X

∧
⊗Y ) único tal que

∥∥∥∥∧Ax1,y1∥∥∥∥ = ‖Ax1,y1‖ y
∧
Ax1,y1 (x2 ⊗ y2) =

〈x2, y1〉x1⊗y2 si (x2, y2) ∈ X×Y. Pero
∧
A ∈ B(X, Y ;B(X

∧
⊗Y )) y existeA ∈ B(X

∧
⊗Y ;B(X

∧
⊗
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Y )) único tal que
∥∥A∥∥ =

∥∥∥∥∧A∥∥∥∥ y A (x⊗ y) =
∧
Ax,y si (x, y) ∈ X × Y. Fijemos u, v ∈ X ⊗ Y,

digamos u =
∑n

i=1 x
1
i ⊗ y1

i y v =
∑m

j=1 x
2
j ⊗ y2

j . Entonces

∥∥A (u) (v)
∥∥
∧ ≤

∑
1≤i≤n,1≤j≤m

∥∥∥∥∧Ax1i ,y1i (x2
j ⊗ y2

j

)∥∥∥∥
∧

(2.4)

≤
∑

1≤i≤n,1≤j≤m

∣∣〈x2
j , y

1
i

〉∣∣ ∥∥x1
i ⊗ y2

j

∥∥
∧

≤
∑

1≤i≤n,1≤j≤m

∥∥x1
i

∥∥∥∥y1
i

∥∥∥∥x2
j

∥∥∥∥y2
j

∥∥
=

n∑
i=1

∥∥x1
i

∥∥∥∥y1
i

∥∥ m∑
j=1

∥∥x2
j

∥∥∥∥y2
j

∥∥ .
Puesto que (2.4) es válido para toda posible escritura tanto de u como de v deducimos que∥∥A (u) (v)

∥∥
∧ ≤ ‖u‖∧ ‖v‖∧ . Pero A (u) ∈ B(X

∧
⊗ Y ) y X ⊗ Y es denso en X

∧
⊗ Y por lo

cual
∥∥A (u)

∥∥
∧ ≤ ‖u‖∧ . Asimismo, A ∈ B(X

∧
⊗ Y ;B(X

∧
⊗ Y )) e inferimos que

∥∥A∥∥ ≤ 1.

Dados entonces φ, ψ ∈ X
∧
⊗Y definimos φ ·ψ , A (φ) (ψ) . En particular es válida la identidad

A
(
A (φ) (ψ)

)
= A (φ) ◦ A (ψ), de donde sigue enseguida la transitividad de esta operación.

Finalmente, siendo A contractivo sigue la afirmación. �

Observación 2.3.2. Por la Obs. 2.2.2 se puede dar una descripción más precisa de los elementos

del producto tensorial proyectivo. Si u ∈ X
∧
⊗ Y hay sucesiones {xn}∞n=1 en X e {yn}∞n=1 en

Y tales que u =
∑∞

n=1 xn ⊗ yn y
∑∞

n=1 ‖xn‖ ‖yn‖ < ∞ (cf. [50], Prop. B.2.11, p. 251).

En consecuencia, si (X, Y, 〈◦, ◦〉) es un par dual de espacios de Banach como en la Sección

2.1 la aplicación Λ : X
∧
⊗ Y → NY (X) tal que Λ (x⊗ y) = x � y si (x, y) ∈ X × Y es

un homomorfismo acotado suryectivo e induce un isomorfismo isométrico NY (X) ≈ (X
∧
⊗

Y )/ ker (Λ) de álgebras de Banach.

Están dadas las condiciones para caracterizar los espacios de Banach con la propiedad de

aproximación.

Teorema 2.3.3. (Cf. [50], Th. C.1.5, p. 256) Sea X espacio de Banach complejo. Son equiva-

lentes:

(i) X tiene la propiedad de aproximación.
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(ii) Si Y es espacio de Banach la inmersión canónica X
∧
⊗ Y ↪→ X

∨
⊗ Y es inyectiva.

(iii) La aplicación natural X
∧
⊗X∗ ↪→ X

∨
⊗X∗ es inyectiva.

(iv) La aplicación X
∧
⊗X∗ → NX∗ (X), x⊗ x∗ → x� x∗ es un isomorfismo isométrico.

Observación 2.3.4. De la prueba de la Prop. 2.3.1, si X tiene la propiedad de aproximación el

isomorfismo isométrico observado en el Teo. 2.3.3,(iv) es isomorfismo de álgebras de Banach.

Sea u ∈ X
∧
⊗ X∗ − {0}, digamos u =

∑∞
n=1 xn ⊗ x∗n con

∑∞
n=1 ‖xn‖ ‖x∗n‖ < ∞. Más

aún, podemos suponer que {xn} ∈ c0 (X) y {x∗n} ∈ l1 (X∗) (cf. [50], p. 257). Si X tuviere la

propiedad de aproximación finita, como {xn} ∪ {0X} es compacto existirá S ∈ F (X) tal que

sup
n∈N
‖S(xn)− xn‖ <

‖u‖∧
2
∑∞

n=1 ‖x∗n‖
.

Si v =
∑∞

n=1 S(xn)⊗ x∗n vemos que

‖u− v‖∧ ≤
∞∑
n=1

‖S(xn)− xn‖ ‖x∗n‖ < ‖u‖∧ /2,

de donde v 6= 0. Indiquemos S en la forma S =
∑p

m=1 ym � y∗m con {ym}pm=1 ⊆ X e

{y∗m}
p
m=1 ⊆ X∗. Entonces

v =
∞∑
n=1

p∑
m=1

〈xn, y∗m〉 ym ⊗ x∗n =

p∑
m=1

ym ⊗
∞∑
n=1

〈xn, y∗m〉x∗n 6= 0

y existe y∗ ∈ X∗ tal que
∑∞

n=1 〈xn, y∗〉x∗n 6= 0X∗ . En consecuencia existe y∗∗ ∈ X∗∗ tal que

0 6=

〈
∞∑
n=1

〈xn, y∗〉x∗n, y∗∗
〉

=
∞∑
n=1

〈xn, y∗〉 〈x∗n, y∗∗〉 = y∗ ⊗ y∗∗ (u) .

Luego ι(u) 6= 0, donde ι : X
∧
⊗Y ↪→ X

∨
⊗Y es la inmersión canónica. Más aún, con la notación
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del Ejemplo 2.2.1, si w =
∑q

j=1 zj ⊗ z∗j en X ⊗X∗ tenemos∥∥∥B̂ (w)
∥∥∥
B(X)

=
∥∥∥B̂ (w)∗

∥∥∥
B(X∗)

= sup
‖x∗‖=1

∥∥∥x∗ ◦ B̂ (w)
∥∥∥

= sup
‖x∗‖=1

sup
‖x∗∗‖=1

∣∣∣〈x∗ ◦ B̂ (w) , x∗∗
〉∣∣∣

= sup
‖x∗∗‖=1

sup
‖x∗‖=1

∣∣∣∣∣
q∑
j=1

〈zj, x∗〉
〈
z∗j , x

∗∗〉∣∣∣∣∣
= sup
‖x∗∗‖=1

sup
‖x∗‖=1

|(x∗ ⊗ x∗∗) (w)|

= ‖w‖∨

B̂ : X ⊗ X∗ → B (X) es isométrica y se extiende a un isomorfismo isométrico. ˜̂B: X
∨
⊗

X∗ → A (X), dondeA (X) es la clausura en B (X) deF (X) o álgebra uniforme de operadores

aproximables sobre X . En particular, N (X) es ideal de B (X) contenido en A (X) y por la

Prop. 2.3.1 dados x1, x2 ∈ X y x∗1, x
∗
2 ∈ X∗ se tiene

B̂ ((x1 ⊗ x∗1) (x2 ⊗ x∗2)) = 〈x2, x
∗
1〉 B̂ (x1 ⊗ x∗2)

= 〈x2, x
∗
1〉 (x1 � x∗2)

= (x1 � x∗1) ◦ (x2 � x∗2)

= B̂ (x1 ⊗ x∗1) B̂ (x2 ⊗ x∗2) ,

de donde sigue enseguida que B̂ es un homomorfismo de álgebras.

2.4. Álgebras nucleares, biflats, biproyectivas.

Observación 2.4.1. Sean U un álgebra de Banach, X un U-módulo de Banach a izquierda e Y

un U-módulo de Banach a derecha. Aplicando la Obs. 2.2.2 hay definida una estructura de U-

bimódulo de Banach sobre X
∧
⊗Y de manera que a (x⊗ y) = (ax)⊗ y y (x⊗ y) a = x⊗ (ya)

para todo a ∈ U , x ∈ X e y ∈ Y (Cf. [35], Corolario 2.11, p. 12).

Observación 2.4.2. (Cf. [21], Th. 51) Por la Obs. 2.4.1, en las condiciones de la Prop. 2.3.1

por la Obs. 2.2.2 existe ∆ ∈ B((X
∧
⊗ Y )

∧
⊗ (X

∧
⊗ Y );X

∧
⊗ Y ) tal que ∆ (φ⊗ ψ) = φ · ψ para
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φ, ψ ∈ X
∧
⊗ Y. Fijados x0 ∈ X e y0 ∈ Y tales que 〈x0, y0〉 = 1 sabemos que hay definida una

aplicación lineal acotada

Θ : X
∧
⊗ Y→(X

∧
⊗ Y )

∧
⊗ (X

∧
⊗ Y ), Θ (x⊗ y) = (x⊗ y0)⊗ (x0 ⊗ y)

si (x, y) ∈ X ⊗ Y. Es fácil ver que ∆ ◦Θ = Id
X
∧
⊗Y

y

Θ (φ · ψ) = φΘ (ψ) = Θ (φ)ψ,

i.e. Θ es homomorfismo de X
∧
⊗ Y -bimódulos. En consecuencia X

∧
⊗ Y se inscribe en la cla-

se más general de álgebras de Banach U llamadas biproyectivas, i.e. el homomorfismo de U-

bimódulos ∆U : U
∧
⊗ U → U tal que ∆U (a⊗ b) = ab para todo a, b ∈ U es una retracción (i.e.

∆U posee un homomorfismo de U-bimódulos acotado que es inverso a derecha).

Observación 2.4.3. Si U es un álgebra de Banach biproyectiva ∆∗U : U∗ → (U
∧
⊗ U)∗ po-

see un homomorfismo de U-bimódulos acotado que es inverso a izquierda, caracterı́stica que

define a las álgebras de Banach llamadas biflats. Éstas se caracterı́zan por la existencia de un

homomorfismo acotado de U-bimódulos ρ : U →(U
∧
⊗ U)∗∗ tales que ∆∗∗U ◦ ρ es la inmersión

canónica U ↪→ U∗∗. Precisamente, sea η homomorfismo acotado de U-bimódulos de modo que

η ◦∆∗U = IdU∗ . La aplicación ρ , η∗ ◦ ιU es un homomorfismo acotado de U-bimódulos y

∆∗∗U ◦ ρ = (∆∗∗U ◦ η∗) ◦ ιU =
∗
Id
U∗
◦ιU = Id

U∗∗
◦ιU = ιU .

Recı́procamente, sea ρ : U →(U
∧
⊗ U)∗∗ un homomorfismo acotado de U-bimódulos tal que

∆∗∗U ◦ ρ = ιU . Hacemos ahora η , ρ∗ ◦ ι
(U
∧
⊗U)∗

y si (a, a∗) ∈ U × U∗ obtenemos

〈a, (η ◦∆∗U) (a∗)〉 =
〈
ρ (a) , ι

(U
∧
⊗U)∗

(∆∗U (a∗))
〉

= 〈∆∗U (a∗) , ρ (a)〉

= 〈a∗, ιU (a)〉

= 〈a, a∗〉 ,

de donde sigue la afirmación.

Observación 2.4.4. Si U es álgebra de Banach biflats entonces resulta simplicialmente trivial,

es decir Hn (U ,U∗) = {0} si n ∈ N 3. En particular, estas álgebras devienen débilmente
3V. [8], Prop. 2.8.62, p. 298. Respecto a espacios de cohomologı́a de orden superior v. [35], §3.1.1, p. 18.
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amenables y por lo tanto son esenciales 4 y no poseen derivadas puntuales continuas no nulas5

[9]. Si además U fuere abeliana entonces Z1 (U , X) = {0} cualquiera sea el U-bimódulo de

Banach X [2].

2.5. Álgebras nucleares y amenabilidad

Teorema 2.5.1. Sea U un álgebra de Banach. Son equivalentes:

(i) U es amenable.

(ii) U tiene alguna diagonal aproximada.

(iii) U tiene alguna diagonal virtual.

(iv) U tiene una aproximación acotada de la identidad6 y es biflat.

Las tres primeras equivalencias, son la caracterización de álgebras amenables efectuada por

B. E. Johnson hacia 1972 en su importante trabajo [24]. Sobre el particular puede verse también

[35], §3.2, p. 28. La equivalencia entre amenabilidad y la condición de biflat y existencia de

aproximaciones acotadas de la identidad fue establecida en [22].

Teorema 2.5.2. Sea (X, Y, 〈◦, ◦〉) un par dual de espacios de Banach. Son equivalentes:

(i) X
∧
⊗ Y es super-amenable.

(ii) X
∧
⊗ Y es amenable.

(iii) X
∧
⊗ Y tiene aproximación acotada de la identidad.

(iv) X
∧
⊗ Y tiene aproximación acotada a izquierda de la identidad.

4Un álgebra de Banach U es esencial si la cápsula lineal de todos los elementos de la forma ab con a, b ∈ U es

densa en U .
5Una aplicación lineal d : U → C se dice derivación puntual si hay algún homomorfismo ϕ : U → C tal que

d (ab) = d(a)ϕ (b) + ϕ (a) d (b) para todo a, b ∈ U .
6En un álgebra de Banach U una red {as}s∈σ es una aproximación de la identidad a izquierda (resp. a derecha)

si ĺıms∈σ(asx) = x (resp. ĺıms∈σ(xas) = x) para todo x ∈ U . Será aproximación de la identidad si lo es tanto a

derecha como a izquierda.
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(v) NY (X) tiene aproximación acotada a izquierda de la identidad.

(vi) dimC (X) = dimC (Y ) <∞.

Observación 2.5.3. La afirmaciones (i) ⇒ (ii) y (iii) ⇒ (iv) son inmediatas; (ii) ⇒ (iii)

sigue del Teorema 2.5.1; (iv)⇒ (v) es consecuencia de la Obs. 2.3.2. La afirmación (vi)⇒ (i)

es consecuencia del hecho que X
∧
⊗Y ≈Md (C), donde d es la dimensión común de X e Y. La

afirmación (v)⇒ (vi) constituye, en este contexto, la parte más delicada (V. [15], Th. 5).7

7Sea {Sj}j∈J es una aproximación acotada a izquierda de la identidad de NY (X). En primer lugar probare-

mos que IdX = s-ĺımj∈J Sj ; precisamente, fijemos x ∈ X, que podemos suponer no nulo. Como 〈◦, ◦〉 es no

degenerado existe y ∈ Y tal que 〈x, y〉 = ‖x‖ . Si j ∈ J resulta

‖Sj ◦ (x� y)− x� y‖

= ‖Sj(x)� y − x� y‖

≥ ‖Sj(x)− x‖

Por lo anterior, deducimos que ĺımj∈J Sj (x) = x. Es inmediato ahora que la red {Sj}j∈J converge a IdX

uniformemente sobre subconjuntos compactos de X . Luego {Sj}j∈J es una aproximación acotada de la identidad

a izquierda del ideal de operadores compactos K (X) sobre X . Por otra parte, el álgebra de lı́mites uniformes de

operadores de rango finito A (X) es un NY (X)-bimódulo de Banach. Por el teorema de factorización de Cohen

todo operador aproximable será el producto de algún elemento deNY (X) por otro operador aproximable (V. [35],

Teorema 2.12, p. 12). Pero NY (X) ⊆ N (X) y N (X) es un ideal en A (X) , de manera que A (X) = N (X) .

Ahora, hay una única aplicación Tr : X ⊗X∗ → C tal que Tr (x⊗ x∗) = 〈x, x∗〉 para cada (x, x∗) ∈ X ×X∗.

Como |Tr (u)| ≤ ‖u‖∧ por el teorema de Hahn-Banach el operador Tr admite una extensión a una forma lineal

acotada sobreA (X) .AdemásX e Y deben tener la misma dimensión, ya queX ↪→ Y ∗ y por lo tanto dimC (X) ≤

dimC (Y ∗) . Luego, si X fuere infinito dimensional también lo serı́a Y ∗ y por lo tanto también Y. Como también

Y ↪→ X∗ podemos suponer que X e Y son finito-dimensionales. Pero entonces

dimC (X) ≤ dimC (Y ∗) = dim (Y ) ≤ dim (X∗) = dim(X).

Finalmente, supongamos que X e Y son ambos infinito-dimensionales. Para cada n ∈ N hay una proyección Pn

de rango n-dimensional tal que ‖Pn‖ ≤
√
n (cf. [49], Th. 1.14). Podemos representar Pn =

∑n
j=1 xn,j � x∗n,j ,

donde
〈
xn,j , x

∗
n,k

〉
= δj,k para n, j, k ∈ N y 1 ≤ j, k ≤ n. Ası́ Tr (Pn/

√
n) =

√
n para todo n, lo que contradice

la continuidad de la forma lineal Tr .
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2.6. Dv´s en álgebras de operadores nucleares

Por la universalidad del producto tensorial y propiedades inherentes de productos tensoriales

proyectivos como vimos en la Obs. 2.2.2 dado T ∈ B (X) hay un único δT ∈ B(X
∧
⊗ X∗) tal

que

δT (x⊗ x∗) = T (x)⊗ x∗ − x⊗ T ∗ (x∗) si (x, x∗) ∈ X ×X∗. (2.5)

Queda definido un operador δX : B (X) → B(X
∧
⊗ X∗) lineal acotado δX(T ) , δT y es fácil

verificar que R (δX) ⊆ D(X
∧
⊗X∗). Llamaremos B-derivaciones a aquellas que pertenezcan al

rango de δX , que indicaremos DB(X), y volveremos sobre ellas en el Capı́tulo 3. Nada indica

en este contexto que estemos en presencia de derivaciones internas, o al menos eso dista de

ser obvio. Esto quizás no sorprenda, es esperable que la estructura general de derivaciones sea

más compleja en el caso de espacios de Banach generales. Por el Teorema 2.5.2 sabemos que

condiciones de amenabilidad o super-amenabilidad imponen severas restricciones respecto a

derivaciones en álgebras de operadores nucleares soportadas sobre pares de espacios de Banach

en dualidad, ya que entonces ambos espacios deberán tener la misma dimensión finita. En gene-

ral, poco podemos anticipar respecto a la estructura y propiedades de elementos de Z1(X
∧
⊗Y ),

el espacio de derivaciones sobre X
∧
⊗ Y , siendo (X, Y, 〈◦, ◦〉) un par dual de espacios de Ba-

nach. Hemos consignado que un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximación si

posee una base. La existencia de bases en espacios de Banach ha sido problemática y difı́cil de

decidir, pero se sabe que hay espacios de Banach que no tienen base de Schauder [12]. Hemos

señalado que dados una base de Schauder {xn}n=1 de X y x ∈ X se determina una única su-

cesión de escalares {x∗n (x)}∞n=1 tal que x =
∑∞

n=1 x
∗
n (x)xn. Evidentemente {x∗n}n=1 es una

sucesión de aplicaciones lineales sobre X unı́vocamente determinada por la base, resultando

siempre {x∗n}n=1 ⊆ X∗ [4]; [56], Th. 3.1, p. 20). Restringiremos nuestra investigación al ca-

so de espacios de Banach X munidos de una base shrinking {xn}∞n=1, condición bajo la cual

{x∗n}n=1 es base de X∗. P. ej.
{
{δn,m}m∈N : n ∈ N

}
es base shrinking de c0 (N) pero no lo es

de l1 (N) .

Proposición 2.6.1. (cf. [57]) Sean X1, X2 espacios de Banach munidos de bases {x1,n}∞n=1
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y {x2,n}∞n=1 respectivamente y sea α una norma cruzada uniforme8 sobre X1 ⊗ X2. Entonces

X1

α
⊗X2 tiene una base de Schauder {zn}∞n=1.

Demostración. Si m ∈ N sean n ∈ N tal que

(n− 1)2 < m ≤ n2

y

zm , x1,σ1(m) ⊗ x2,σ2(m)

con

σ (m) =


(
m− (n− 1)2 , n

)
si (n− 1)2 + 1 ≤ m ≤ (n− 1)2 + n,

(n, n2 −m+ 1) si (n− 1)2 + n ≤ m ≤ n2.
(2.6)

Para n ∈ N vamos a indicar sin (xi) =
∑n

m=1 x
∗
i,m (xi)xi,m, donde xi ∈ Xi, i = 1, 2. Escribien-

do

Rn , x1 ⊗ x2 −
n∑

i,j=1

x∗1,i (x1)x∗2,j (x2) (x1,i ⊗ x2,j) (2.7)

= x1 ⊗ x2 − s1
n (x1)⊗ s2

n (x2)

= x1 ⊗
(
x2 − s2

n (x2)
)

+
(
x1 − s1

n (x1)
)
⊗ s2

n (x2)

obtenemos

α (Rn) ≤ α
(
x1 ⊗

(
x2 − s2

n (x2)
))

+ α
((
x1 − s1

n (x1)
)
⊗ s2

n (x2)
)

(2.8)

≤ ‖x1‖ .
∥∥x2 − s2

n (x2)
∥∥+

∥∥x1 − s1
n (x1)

∥∥ .∥∥s2
n (x2)

∥∥ .
Es inmediato por (2.8) que α (Rn) → 0 si n → ∞ y x1 ⊗ x2 pertenece a la cápsula lineal

α-cerrada [zn]∞n=1 generada por {zn}∞n=1 . Ası́ X1 ⊗ X2 ⊆ [zn]∞n=1 y X1

α
⊗ X2 = [zn]∞n=1. Por

8Una norma cruzada uniforme α sobre X ⊗ Y es una norma en el sentido usual tal que

α (x⊗ y) = ‖x‖ ‖y‖ si (x, y) ∈ X × Y

y si dados S ∈ B (X) , T ∈ B (Y ) y u ∈ X ⊗ Y se tiene α ((S ⊗ T ) (u)) ≤ ‖S‖ ‖T‖α (u) . Indicamos entonces

X
α
⊗ Y a la completación de X ⊗ Y respecto a la norma α. P. ej. las normas inyectiva y proyectiva son cruzadas

razonables (V. [10], Ch. VIII, Prop. 3 y Prop 8).
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(2.6) si n > 1 tenemos además

s1
n−1 (x1)⊗ s2

n−1 (x2) =

(
(
n−1∑
m=1

x1,m � x∗1,m)⊗ (
n−1∑
m=1

x2,m � x∗2,m)

)
(x1 ⊗ x2)

=
n−1∑
i,j=1

(
x1,i � x∗1,i

)
⊗
(
x2,j � x∗2,j

)
(x1 ⊗ x2)

=
n−1∑
i,j=1

〈
x1, x

∗
1,i

〉 〈
x2, x

∗
2,j

〉
x1,i ⊗ x2,j

=

(n−1)2∑
m=1

〈x1 ⊗ x2, z
∗
m〉 zm

, s(n−1)2 (x1 ⊗ x2) ,

i.e. para n > 1 resulta

s(n−1)2 = s1
n−1 ⊗ s2

n−1. (2.9)

Por otra parte

s(n−1)2+m = s1
n−1 ⊗ s2

n−1 + s1
m ⊗ (s2

n − s2
n−1) si 1 ≤ m ≤ n− 1. (2.10)

Precisamente, escribimos

Sm , s1
n−1 ⊗ s2

n−1 + s1
m ⊗ (s2

n − s2
n−1) (2.11)

=
n−1∑
i,j=1

(
x1,i � x∗1,i

)
⊗
(
x2,j � x∗2,j

)
+

m∑
k=1

(
x1,k � x∗1,k

)
⊗
(
x2,n � x∗2,n

)
=

n−1∑
i,j=1

(x1,i ⊗ x2,j)�
(
x∗1,i ⊗ x∗2,j

)
+

m∑
k=1

(x1,k ⊗ x2,n)�
(
x∗1,k ⊗ x∗2,n

)
.

Para 1 ≤ l ≤ (n− 1)2 se tiene
〈
zl,
(
x∗1,k ⊗ x∗2,n

)〉
= 0 cualquiera sea k ∈ N, y por (2.6) y

(2.11) es

Sm (zl) =
n−1∑
i,j=1

〈
zl, x

∗
1,i ⊗ x∗2,j

〉
(x1,i ⊗ x2,j) = zl,

si (n− 1)2 < l ≤ (n− 1)2 +m entonces

Sm (zl) =
m∑
k=1

〈
zl, x

∗
1,k ⊗ x∗2,n

〉
= zl

27
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y Sm (zl) = 0 si l > (n− 1)2 +m, i.e. s(n−1)2+m = Sm y sigue (2.10). Ahora resulta

s(n−1)2+n+m = s1
n ⊗ s2

n −
(
s1
n − s1

n−1

)
⊗ s2

n−1−m si 1 ≤ m ≤ n− 1; s2
0 = 0. (2.12)

En efecto, hagamos

Tm , s1
n ⊗ s2

n −
(
s1
n − s1

n−1

)
⊗ s2

n−1−m (2.13)

=
n∑

i,j=1

(x1,i ⊗ x2,j)�
(
x∗1,i ⊗ x∗2,j

)
−

n−1−m∑
k=1

(x1,n ⊗ x2,k)�
(
x∗1,n ⊗ x∗2,k

)
.

Si 1 ≤ l ≤ (n− 1)2 es

Tm (zl) =
n∑

i,j=1

〈
zl, x

∗
1,i ⊗ x∗2,j

〉
(x1,i ⊗ x2,j) = zl,

si (n− 1)2 < l ≤ (n− 1)2 + n por (2.6) y (2.13) es

Tm (zl) =
n∑

i,j=1

〈
x1,l−(n−1)2 ⊗ x2,n, x

∗
1,i ⊗ x∗2,j

〉
(x1,i ⊗ x2,j) = zl,

si (n− 1)2 + n < l ≤ (n− 1)2 + n+m por (2.6) y (2.13) es Tm (zl) = zl porque

n− 1−m < n2 − l + 1.

Si (n− 1)2 + n+m < l ≤ n2 entonces (n− 1)2 + n+m+ 1 ≤ l y l−m ≥ n2− n+ 2, o sea

n− 1−m ≥ n2 − l + 1 y ahora Tm (zl) = 0. Asimismo, s(n−1)2+n+m (zl) = 0. Finalmente,

s(n−1)2+n+m (zl) = Tm (zl) = 0

si l > n2 y sigue (2.12). Ahora, por (2.9), (2.10) y (2.12). Por el teorema de acotación uniforme

las sucesiones de operadores {s1
n}
∞
n=1 y {s2

n}
∞
n=1 son acotadas en B (X1) y B (X2) respectiva-

mente. Por (2.7) y (2.9) es claro que ĺımn→∞ sn2 (u) = u para todo u ∈ X1 ⊗ X2. Si u es un

tensor básico, digamos u = x1 ⊗ x2, en las condiciones de (2.10) tenemos también

α
(
s(n−1)2+m (u)− u

)
≤ α

(
s(n−1)2 (u)− u

)
+
∥∥s1

m (x)
∥∥∥∥s2

n (y)− s2
n−1 (y)

∥∥ (2.14)

≤ α
(
s(n−1)2 (u)− u

)
+ ‖x‖ sup

m∈N

∥∥s1
m

∥∥∥∥s2
n (y)− s2

n−1 (y)
∥∥ .

Por (2.14) inferimos que limm→∞s(n−1)2+m (u) = u para cada u ∈ X1 ⊗ X2.
9 El mismo

razonamiento empleamos en las condiciones de (2.12) y, en definitiva, u = ĺımn→∞ sn(u) para

9Siempre dado m ∈ N existe n ∈ N único tal que (n− 1)
2
< m ≤ n2, i.e. n = n(m).
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todo u ∈ X1 ⊗ X2. En particular, como α es norma cruzada uniforme la sucesión {sn}∞n=1

devendrá acotada en B(X1

α
⊗X2).

Dados ahora v ∈ X1

α
⊗ X2 y ε > 0 sea u una combinación lineal finita de elementos de

{zn}∞n=1 tal que α (u− v) ≤ ε/(1 + supn∈N ‖sn‖B(X1

α
⊗X2)

). Existe n0 ∈ N tal que sn (u) = u si

n ≥ n0, de modo que

α (v − sn (v)) ≤ α (v − u) + α (u− sn (v))

≤ α (v − u) + α (sn (u− v))

≤ ε,

de donde v = ĺımn→∞ sn(v) y sigue la tesis. �

Observación 2.6.2. La aplicación σ definida en (2.6) es biyectiva, si n,m ∈ N resulta

σ−1 (n,m) =

 n2 −m+ 1 si 1 ≤ m ≤ n,

(m− 1)2 + n si m > n

y además

σ−1
1 ({n}) =

{
n2 − k + 1

}
1≤k≤n ∪

{
k2 + n

}
k≥n ,

σ−1
2 ({m}) =

{
(m− 1)2 + k

}
1≤k≤m ∪

{
k2 −m+ 1

}
k>m

.

Corolario 2.6.3. Sea X un espacio de Banach con una base shrinking {xn}∞n=1 . Sean σ :

N→ N× N como en (2.6), zm = xσ1(m) ⊗ xσ2(m) y z∗m = x∗σ1(m) ⊗ x∗σ2(m) para cada m ∈

N. Entonces {zm}∞m=1 es base de Schauder de X
∧
⊗ X∗, cuya correspondiente sucesión de

coeficientes lineales asociada es {z∗m}
∞
m=1 .

Teorema 2.6.4. (cf. [5]) En las condiciones del Corolario 2.6.3 si δ ∈ D(X
∧
⊗ X∗) existen

sucesiones únicas {hn}n∈N y {yvu}u,v∈N tales que si u, v ∈ N entonces

δ
(
zσ−1(u,v)

)
= (hu − hv) zσ−1(u,v) +

∞∑
n=1

(
nnu · zσ−1(n,v) − nvn · zσ−1(u,n)

)
. (2.15)
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Más aún, h = h [δ] =
{〈
δ (zn2) , z∗n2

〉}
n∈N, η = η [δ] = (ηmn )∞n,m=1, si n,m ∈ N resulta

〈δ (zm) , z∗n〉 =



hσ1(m) − hσ2(m) si n = m,

η
σ1(n)
σ1(m) si σ1 (n) 6= σ1 (m) y σ2 (n) = σ2 (m) ,

−ησ2(m)
σ2(n) si σ1 (n) = σ1 (m) y σ2 (n) 6= σ2 (m) ,

0 si σ1 (n) 6= σ1 (m) y σ2 (n) 6= σ2 (m) .

y para ρ ∈ X
∧
⊗X∗ se tiene

δ (ρ) =
∞∑
n=1

zm

∞∑
m=1

〈δ (zm) , z∗n〉 〈v, z∗m〉 .

Demostración. Sea
{
hnu,v
}
u,v,n∈N ⊆ C tal que δ

(
zσ−1(u,v)

)
=
∑∞

n=1 h
n
u,vzn si u, v ∈ N. Si

u, v, t ∈ N entonces xu ⊗ x∗v = (xu ⊗ x∗t ) (xt ⊗ x∗v) y

δ (xu ⊗ x∗v) =
∞∑
n=1

hnu,v
(
xσ1(n) ⊗ x∗σ2(n)

)
(2.16)

= δ (xu ⊗ x∗t ) (xt ⊗ x∗v) + (xu ⊗ x∗t ) δ (xt ⊗ x∗v)

=
∑

n∈σ−1
1 ({t})

hnt,v
(
xu ⊗ x∗σ2(n)

)
+

∑
n∈σ−1

2 ({t})

hnu,t
(
xσ1(n) ⊗ x∗v

)
=

t∑
n=1

{
h

(t−1)2+n
u,t zσ−1(n,v) + ht

2−n+1
t,v zσ−1(u,n)

}
+

∞∑
n=t

{
hn

2−t+1
u,t zσ−1(n,v) + hn

2+t
t,v zσ−1(u,n+1)

}
Por (2.16) si u, v, n ∈ N entonces hnu,v = 0 si n /∈ σ−1

1 ({u}) ∪ σ−1
2 ({v}).

Asimismo, evaluando h
σ−1(u,v)
u,v obtenemos

h
(v−1)2+u
u,v = h

(v−1)2+t
t,v + hu

2−t+1
u,t si t ≤ u < v,

h
(v−1)2+u
u,v = h

(v−1)2+t
t,v + h

(t−1)2+u
u,t si u < t < v,

h
(v−1)2+u
u,v = hv

2−v+1
t,v + h

(t−1)2+u
u,t si u < v ≤ t.

(2.17)

En particular, hσ
−1(n,n)
n,n = 0 si n ∈ N. De la misma forma,

h
(u−1)2+t
t,u + hu

2−t+1
u,t = 0 si t < u = v,

ht
2−t+1
t,t = 0 si t = u = v,

ht
2−u+1
t,u + h

(t−1)2+u
u,t = 0 si u = v < t.

(2.18)
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Finalmente,
hu

2−v+1
u,v = h

(v−1)2+t
t,v + hu

2−t+1
u,t si t ≤ v < u,

hu
2−v+1
u,v = ht

2−v+1
t,v + hu

2−t+1
u,t si v < t ≤ u,

hu
2−v+1
u,v = ht

2−v+1
t,v + h

(t−1)2+u
u,t si v < u < t.

(2.19)

Consecuentemente, de (2.17), (2.18) y (2.19) deducimos que

hσ
−1(u,v)
u,v = h

σ−1(u,t)
u,t + h

σ−1(t,v)
t,v (2.20)

si u, v, t ∈ N. Por (2.20) podemos escribir

hσ
−1(u,v)
u,v = h

σ−1(u,1)
u,1 + h

σ−1(1,v)
1,v = h

σ−1(u,1)
u,1 − h

σ−1(v,1)
v,1 . (2.21)

Indiquemos

hn = h
σ−1(n,1)
n,1 , n ∈ N. (2.22)

Ahora para n, u, v ∈ N, n < u, usando (2.16) obtenemos hσ
−1(n,v)
u,v = h

(t−1)2+n
u,t si n ≤ t y

hσ
−1(n,v)
u,v = hn

2−t+1
u,t si t < n, i.e. hσ

−1(n,v)
u,v = h

σ−1(n,t)
u,t . La misma conclusión se verifica si u < n

y deducimos la existencia de sucesiones doblemente indexadas {ηpu}u,p∈N, {zqv}v,q∈N tales que

ηpu = hσ
−1(p,n)
u,n y zqv = hσ

−1(n,q)
n,v si u, v, p, q, n ∈ N. En particular, sabemos que ηnn = znn = 0 si

n ∈ N. Ası́

δ (xu ⊗ x∗v) = hσ
−1(u,v)
u,v zσ−1(u,v) +

∞∑
n=1

(
ηnu · zσ−1(n,v) + znv · zσ−1(u,n)

)
. (2.23)

Como

δu,v δ (xu ⊗ x∗v) = δ (xu ⊗ x∗v) (xu ⊗ x∗v) + (xu ⊗ x∗v) δ (xu ⊗ x∗v)

escribimos

δu,v δ (xu ⊗ x∗v) = δu,v

[
2hσ

−1(u,v)
u,v zσ−1(u,v) +

∞∑
n=1

(
ηnu · zσ−1(n,v) + znv · zσ−1(u,n)

)]
+ (ηvu + znv ) (xu ⊗ x∗v) ,

i.e. ηvu + znv = 0 si u 6= v en N.

Finalmente (2.15) se sigue de (2.21), (2.22) y (2.23). �

Observación 2.6.5. De la prueba del Teorema 2.6.4 es fácil ver que ηmn = δn,m
〈
δ (zn2) , z∗m2

〉
para cada n,m ∈ N.
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Corolario 2.6.6. Dado {vn}∞n=1 ∈ l1 (N) sea v =
∑∞

n=1 vnzn en X
∧
⊗X∗. Entonces

h [adv] = {vn2−n+1 − v1}∞n=1 y ηmn [adv] =

 vm2−n+1 si 1 ≤ n < m,

v(n−1)2+m si n > m.

Definición 2.6.7. Una derivación acotada δ sobre X
∧
⊗ X∗ es derivación de Hadamard si hay

alguna base shrinking deX tal que la correspondiente sucesión n [δ] es nula. IndicamosDH(X
∧
⊗

X∗) a la clase de derivaciones de Hadamard sobre X
∧
⊗X∗.

Observación 2.6.8. Fijada una base shrinking X = {xn}∞n=1 indicaremos la clase de derivacio-

nes de Hadamard sobre X
∧
⊗X∗ respecto a X como DX(X

∧
⊗X∗). Notemos que DH(X

∧
⊗X∗)

consiste de la unión de estas clases. Más información sobre este particular la da el siguiente

teorema:

Teorema 2.6.9. (cf. [5]) Sea X un espacio de Banach con una base shrinking X = {xn}∞n=1 y

sea {zn}∞n=1 la base inducida de X
∧
⊗X∗ como en la Proposición 2.6.1. Entonces

i) DX (X
∧
⊗X∗) es un subespacio de Banach de D(X

∧
⊗X∗)

ii) DX (X
∧
⊗X∗) ↪→M

(
X
∧
⊗X∗, {zn}∞n=1

)
, es decir, existe un isomorfismo isométrico desde

el espacio de las derivaciones X−Hadamard en el espacio de Banach de multiplicadores

de X
∧
⊗X∗ en la base {zn}∞n=1

iii) El espacio de Banach DX (X
∧
⊗X∗) es complementable.

Demostración.

i) Observemos que

DX (X
∧
⊗X∗) =

∞⋂
n=1

{
δ ∈ D(X

∧
⊗X∗) : δ

(
zσ−1(n,n)

)
= 0

}

ii) Por Teorema 2.6.4 dada δ ∈ DX (X
∧
⊗X∗) podemos escribir

δ (ν) =
∞∑
n=1

(
hσ1(n) − hσ2(n)

)
〈ν, z∗m〉 .zn (2.24)
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con υ ∈ X
∧
⊗ X∗. Ası́ la sucesión hδ =

{
hσ1(n) − hσ2(n)

}∞
n=1

es un multiplicador de

X
∧
⊗X∗. En efecto, por 2.24 tenemos que δ = Mhδ , dondeM es el isomorfismo isométrico

algebraico usual (cf. [63]) de M
(
X
∧
⊗X∗, {zn}∞n=1

)
en B(X

∧
⊗X∗) dado por

M ({cn}∞n=1) (ν) =
∞∑
n=1

cn 〈ν, z∗n〉 .zn

si υ ∈ X
∧
⊗X∗.

iii) Sea D⊥X(X
∧
⊗X∗) el conjunto de derivaciones acotadas sobre X

∧
⊗X∗ con h−sucesiones

nulas. Como

D⊥X(X
∧
⊗X∗) =

∞⋂
n=1

{
δ ∈ D(X

∧
⊗X∗) : 〈δ (zn2) , z∗n2〉 = 0

}

deducimos que D⊥X(X
∧
⊗X∗) es un espacio de Banach y por Teorema 2.6.4 tenemos que

D(X
∧
⊗X∗) = DX(X

∧
⊗X∗) +D⊥X(X

∧
⊗X∗)

Luego es inmediato que DX(X
∧
⊗X∗) ∩ D⊥X(X

∧
⊗X∗) = {0} .

�

Lema 2.6.10. (cf. [36])

(i) Si r, s ∈ N resulta

h
[
δxr�x∗s

]
=


{0,−1,−1, ...} if r = s = 1,

{0, 0, ...} if r 6= s,

er if r = s > 1.

(2.25)

(ii) Si r 6= s entonces η
[
δxr�x∗s

]
= ers es la matriz nula en todas las entradas y con solo un 1

en el lugar (s, r). En particular, las derivaciones δxn�x∗n con n ∈ N son derivaciones del

tipo Hadamard.

Demostración.
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(i) Si r, s, n ∈ N tenemos que

δxr�x∗s (xn ⊗ x∗m) = (xr � x∗s) (xn)⊗ x∗m − xn ⊗ (xr � x∗s)
∗ (x∗m) (2.26)

= [〈xn, x∗s〉xr]⊗ x∗m − xn ⊗ [〈xr, x∗m〉 · x∗s]

= δns · (xr ⊗ x∗m)− δmr · (xn ⊗ x∗s) .

Haciendo m = 1 in (2.26) obtenemos

δxr�x∗s (xn ⊗ x∗1) =
∞∑
p=1

hpn,1 · zp (2.27)

= δns · (xr ⊗ x∗1)− δ1
r · (xn ⊗ x∗s)

= δns · zr2 − δ1
r · zσ−1(n,s).

Si r = s = 1 por (2.27) es δx1�x∗1 (xn ⊗ x∗1) = δn1 · z1 − zn2 y la afirmación se verifica. Si

r = s > 1 por (2.27) es δxr�x∗r (xn ⊗ x∗1) = δnr · zr2 y sigue la afirmación. Finalmente, si

r 6= s = n entonces (2.27) resulta

δxr�x∗s (xs ⊗ x∗1) = zr2 − δ1
r · zs2−s+1

y claramente hs
[
δxr�x∗s

]
= 0. Si s /∈ {r, n} entonces δxr�x∗s (xn ⊗ x∗1) = −δ1

r · zσ−1(n,s).

Pero σ−1(n, s) = n2 sı́ y sólo si s = 1 y como r 6= s entonces hn
[
δxr�x∗s

]
= 0.

(ii) Si r, s, n,m ∈ N y n 6= m entonces

nmn
[
δxr�x∗s

]
= 〈δX (xr � x∗s) (zn2) , z∗m2〉

= 〈δX (xr � x∗s) (xn ⊗ x∗1) , x∗m ⊗ x1〉

= 〈δns · (xr ⊗ x∗1)− xn ⊗ (xr � x∗s)
∗ (x∗1) , x∗m ⊗ x1〉

= δns · δmr .

�

Proposición 2.6.11. (cf. [36]) Sean X espacio de Banach, {xn}∞n=1 base shrinking doblemente

acotada de X (i.e. tanto {xn}∞n=1 como {x∗n}
∞
n=1 son acotadas). Dada una sucesión {cn}∞n=1 de

números complejos la serie
∑∞

n=1 cn · δxn�x∗n = 0 en B(X
∧
⊗X∗) si y solo si cn = 0 para todo

n ∈ N.
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Demostración. Dado un tensor básico x⊗ x∗ ∈ X
∧
⊗X∗ y m ∈ N tenemos que(

m∑
n=1

δxn�x∗n

)
(x⊗ x∗) =

m∑
n=1

[〈x, x∗n〉 (xn ⊗ x∗)− 〈xn, x∗〉 (x⊗ x∗n)]

=

(
m∑
n=1

〈x, x∗n〉xn

)
⊗ x∗ − x⊗

(
m∑
n=1

〈xn, x∗〉x∗n

)

y ĺımm→0

(∑m
n=1 δxn�x∗n

)
(x⊗ x∗) ≡ 0. De todos modos, por la hipótesis impuesta a la base

ı́nfn,p∈N ‖xn‖
∥∥x∗p∥∥ > 0 (cf. [56], Corollary 3.1, p. 20). En consecuencia, si n,m, p ∈ N y n 6= p

entonces

∥∥δxn�x∗m∥∥ ≥
∥∥∥∥∥δxn�x∗m

(
xm
‖xm‖

⊗
x∗p∥∥x∗p∥∥

)∥∥∥∥∥
∧

=
‖xn‖
‖xm‖

≥ ı́nf
n∈N
‖xn‖ / sup

m∈N
‖xm‖ > 0,

i.e. la serie
∑∞

n=1 δxn�x∗n no es convergente. En el caso general, la afirmación es inmediata si la

sucesión {cn}∞n=1 es nula salvo finitos ńs. Sino, dados r, s enteros positivos tendremos[
∞∑
n=1

cn · δxn�x∗n

]
(xr ⊗ x∗s) = (cr − cs) (xr ⊗ x∗s) = 0,

i.e. cr = cs y por lo anterior {cn}∞n=1 debe ser la sucesión constante nula.

Proposición 2.6.12. Sean X espacio de Banach, {xn}∞n=1 base shrinking doblemente acotada

de X . Si la serie
∑∞

n=1 cn · δxn�x∗n converge en B(X
∧
⊗ X∗) para cierta sucesión infinita de

escalares {cn}∞n=1 entonces {cn}∞n=1 ∈ c0.

Demostración. Como en la Prop. 2.6.11 basta observar que por la doble acotación de la base

{xn}∞n=1 resulta ı́nfn∈N
∥∥δxn�x∗n∥∥ > 0. �

Teorema 2.6.13. Cada derivación de tipo Hadamard es una B-derivación.

Demostración. Dada δ ∈ DH(X
∧
⊗ X∗) sea {xn}∞n=1 base shrinking de X tal que la sucesión

n [δ] es nula. Dado x ∈ X la serie
∑∞

n=1 〈x, x∗n〉 · hn [δ] · xn converge. En efecto, si p, q ∈ N

35
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entonces∥∥∥∥∥
p+q∑
n=p

〈x, x∗n〉 · hn [δ] · xn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
p+q∑
n=p

〈x, x∗n〉 · (hn [δ]− h1 [δ]) · xn

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥h1 [δ]

p+q∑
n=p

〈x, x∗n〉 · xn

∥∥∥∥∥
(2.28)

=

∥∥∥∥∥δ
[(

p+q∑
n=p

〈x, x∗n〉 · xn

)
⊗ x∗1
‖x∗1‖

]∥∥∥∥∥
∧

+

∥∥∥∥∥h1 [δ]

p+q∑
n=p

〈x, x∗n〉 · xn

∥∥∥∥∥
≤ (‖δ‖+ |h1 [δ]|)

∥∥∥∥∥
p+q∑
n=p

〈x, x∗n〉 · xn

∥∥∥∥∥
i.e. la correspondiente sucesión de sumas parciales es una sucesión de Cauchy. Queda definido

un operador lineal Mh[δ] : x→
∑∞

n=1 〈x, x∗n〉 · hn [δ] · xn, el que es acotado como consecuencia

del Teorema de Banach-Steinhauss. Ası́ h [δ] ∈ M (X, {xn}∞n=1) , i.e. h [δ] es un multiplicador10

de X relativo a la base {xn}∞n=1 (V. [56], Ch. I, §5, p. 40). Más aún, si x∗ ∈ X∗ se tiene

M∗h[δ] (x∗) =
∞∑
m=1

〈xm, x∗〉 · hm [δ] · x∗m,

donde la convergencia de la serie sigue en forma análoga a (4.44), y h [δ] ∈ M (X∗, {x∗m}
∞
m=1) .

10Como {xn}∞n=1 se asume base de X una sucesión {µn}∞n=1 de escalares es multiplicador de un elemento

x ∈ X si existe x{µn}∞n=1
∈ X , necesariamente único, tal que x{µn}∞n=1

=
∑∞
n=1 µn 〈x, x∗n〉xn. La sucesión

{µn}∞n=1 es multiplicador deX respecto a la base {xn}∞n=1 si es multiplicador de cada elemento deX . Indicamos

M (X, {xn}∞n=1) al conjunto de multiplicadores de X respecto a la base {xn}∞n=1. Con la estructura natural de

espacio vectorial complejo, la multiplicación coordenada a coordenada y la norma

‖{µn}∞n=1‖M(X,{xn}∞n=1)
, sup
‖x‖≤1

∥∥x{µn}∞n=1

∥∥
el conjunto M (X, {xn}∞n=1) es un álgebra de Banach abeliana con unidad 1 = {1, 1, 1, ...} (Cf. [56], Ch. I, §5,

Prop. 5.4; [63]).
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Finalmente, si x⊗ x∗ es un tensor básico fijo en X
∧
⊗X∗ podemos escribir

δ (x⊗ x∗) =
∞∑

n,m=1

〈x, x∗m〉 〈xn, x∗〉 δ (xm ⊗ x∗n)

=
∞∑

n,m=1

〈x, x∗m〉 〈xn, x∗〉 δ
(
zσ−1(m,n)

)
=

∞∑
n,m=1

〈x, x∗m〉 〈xn, x∗〉 (hm [δ]− hn [δ])zσ−1(m,n)

=
∞∑

n,m=1

〈x, x∗m〉 〈xn, x∗〉 (hm [δ]− hn [δ]) (xm ⊗ x∗n)

= Mh[δ] (x)⊗ x∗ − x⊗M∗h[δ] (x∗)

y podemos concluir que δ = δMh[δ]
. �

Proposición 2.6.14. (cf. [36]) Sean {cn}∞n=1 ∈ CN y {xn}∞n=1 base shrinking doblemente aco-

tada de X tal que δ =
∑∞

n=1 cn · δxn�x∗n define una derivación del tipo Hadamard.

(i) h [δ] ∈ c, {cn}∞n=1 ∈ c0 y cm = hm [δ]− ĺımn→∞ hn [δ] si m ∈ N.

(ii) δ = δT , donde T ∈ B (X) está definido para x ∈ X mediante

T (x) =
∞∑
n=1

hn [δ] · 〈x, x∗n〉 · xn − x · ĺım
n→∞

hn [δ]

Demostración.

(i) Si m ∈ N resulta δ (xm ⊗ x∗1) = (cm − c1) · zm2 . Ası́ h1 [δ] = 0 y hm [δ] = cm − c1 si

m > 1. Por la Prop. (2.6.12) tenemos que {cn}∞n=1 ∈ c0 y sigue enseguida la afirmación.

(ii) Como h [δ] ∈ c es claro que T es operador lineal acotado sobre X y resulta

T ∗ (x∗) =
∞∑
n=1

hn [δ] · 〈xn, x∗〉 · xn − x∗ · ĺım
n→∞

hn [δ]
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para cada x∗ ∈ X∗. Más aún, si n,m ∈ N por (i) tenemos

δT (xn ⊗ x∗m) = ((hn [δ]− ĺım
k→∞

hk [δ])xn)⊗ x∗m − xn ⊗ ((hm [δ]− ĺım
k→∞

hk [δ])x∗m)

= (hn [δ]− hm [δ]) · (xn ⊗ x∗m)

= (cn − cm) · (xn ⊗ x∗m)

= δ (xn ⊗ x∗m) ,

i.e. δ = δT .

�

Proposición 2.6.15. Sea {hn}∞n=1 ∈ M (X, {xn}∞n=1) ∩M (X∗, {x∗n}
∞
n=1) ∩ c tal que h1 = 0.

Si escribimos h0 , ĺımn→∞ hn la serie
∑∞

n=1 (hn − h0) · δxn�x∗n converge a una derivación de

tipo Hadamard δ sobre X
∧
⊗X∗ tal que h [δ] = {hn}∞n=1 .

Demostración. Si S =
∑∞

k=1 (hk − h0) · xk � x∗k entonces S ∈ B (X) y

‖S‖ ≤ ‖{hn}∞n=1‖M(F,{xn}∞n=1)
+ |h0| .

Sea Sn =
∑n

k=1 (hk − h0) · xk � x∗k, n ∈ N. Dado x ∈ X la sucesión {Sn (x)}∞n=1 converge de-

bido a que {hn}∞n=1 es un multiplicador deX y {xn}∞n=1 es base shrinking deX . Ası́ {‖Sn‖}∞n=1

deviene acotada en virtud del principio de acotación uniforme. Ahora, si fijamos un tensor ele-

mental x⊗ x∗ ∈ X
∧
⊗X∗ y n ∈ N entonces

‖(δSn − δS) (x⊗ x∗)‖∧ =

∥∥∥∥∥∑
k>n

(hk − h0) · 〈x, x∗k〉 · xk ⊗ x∗ − x⊗
∑
k>n

(hk − h0) · 〈xk, x∗〉 · x∗k

∥∥∥∥∥
∧

(2.29)

≤

∥∥∥∥∥∑
k>n

(hk − h0) · 〈x, x∗k〉 · xk

∥∥∥∥∥ ‖x∗‖+ ‖x‖

∥∥∥∥∥∑
k>n

(hk − h0) · 〈xk, x∗〉 · x∗k

∥∥∥∥∥ .
Como {hn}∞n=1 ∈ M (X, {xn}∞n=1) ∩ M (X∗, {x∗n}

∞
n=1) y {xn}∞n=1 es una base shrinking por

(2.29) vemos que ĺımn→∞ (δSn − δS) (x⊗ x∗) = 0. En efecto, como X⊗X∗ es denso en X
∧
⊗

X∗, {‖Sn‖}∞n=1 es acotada y ‖δT‖ ≤ 2 ‖T‖ si T ∈ B (X) resulta δS =
∑∞

n=1 (hn − h0) · δxn�x∗n
y basta considerar la Prop. 2.6.14. �
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Capı́tulo 3

B-Derivaciones

En este capı́tulo seguiremos considerando un espacio de Banach X provisto de una base

shrinking, y mantendremos en general la notación anterior. Introducimos en la Sección 2.6 la

clase DB(X) de B-derivaciones de X. Por ejemplo, dado (x, x∗) ∈ X ×X∗ es fácil ver que

δX (x� x∗) = (x� x∗)⊗ IdX∗ − IdX ⊗ (x∗ � ιX (x)) = adx�x∗ ,

de donde δX (F(X)) ⊆ N 1(X
∧
⊗X∗). En el Teorema (3.2.1) se establecerá la relación precisa

entre B-derivaciones y tensores que puedan implementarlas en cuanto derivaciones internas.

Este resultado se aplica a los espacios c0 y lp, p > 1, dotados con la base natural y además

al espacio Lp ([0, 1]), p > 1, provisto con la base de Haar. Si X no posee una base shrinking

los resultados anteriores generalmente no son ciertos. En el Teorema (3.3.1) explicitaremos una

solución completa del problema cuando X = l1 (N).

3.1. Sobre el núcleo del operador δX .

Lema 3.1.1. (cf. [36]) ker (δX) = C· IdX .

Demostración. La inclusión ⊇ es evidente.

Sea T ∈ B (X) tal que δT = 0 y sea λ ∈ σ (T ) . Si λ pertenece al espectro de compresión

de T sea x∗ ∈ X∗ − {0} tal que x∗ |R(T−λ IdX)≡ 0. Para todo x ∈ X tenemos

〈x, T ∗ (x∗)〉 = 〈T (x) , x∗〉 = 〈λx, x∗〉 = 〈x, λx∗〉 ,
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3.2 B-derivaciones y derivaciones internas B-Derivaciones

i.e. (T ∗ − λ IdX∗) (x∗) = 0. Más aún, como

(T (x)− λx)⊗ x∗ = x⊗ (T ∗ (x∗)− λx∗) = 0,

la norma proyectiva es una norma cruzada y x∗ 6= 0 entonces T = λ IdX .

Si λ ∈ σap (T ) podemos elegir una sucesión {yn}∞n=1 de vectores unitarios de X tal que

T (yn)− λyn → 0. Si y∗ ∈ X∗ entonces

0 = ĺım
n→∞

‖(T (yn)− λyn)⊗ y∗‖∧

= ĺım
n→∞

‖yn ⊗ T ∗(y∗)− λy∗‖∧ = ‖T ∗(y∗)− λy∗‖ .

Concluimos entonces que T = λ IdX . �

3.2. B-derivaciones y derivaciones internas

Teorema 3.2.1. (cf. [38]) Sean X un espacio de Banach con una base shrinking {xn}∞n=1,

T ∈ B(X) tal que δX(T ) ∈ N 1 (U) y sea u ∈ U tal que δX(T ) = adu. Escribiendo u =∑∞
m=1 umzm si n,m ∈ N resulta

〈T (xn) , x∗m〉 =


um2−n+1 if n < m,

0 if n = m,

u(n−1)2+m if n > m.

Demostración. Si m ∈ N existe un único n ∈ N tal que (n− 1)2 < m ≤ n2. Con la notación

de la Prop. 2.6.1 es fácil ver que zm = xσ1(m)⊗x∗σ2(m). Por ([5], Prop. 6, p. 203), dados r, s ∈ N

tenemos que

adu (xr ⊗ x∗s) =
∑

m∈σ−1
2 ({r})

um
(
xσ1(m) ⊗ x∗s

)
−

∑
m∈σ−1

1 (s)

um
(
xr ⊗ x∗σ2(m)

)
(3.1)

=
r∑
i=1

u(r−1)2+i (xi ⊗ x
∗
s) +

∞∑
i=r+1

ui2−r+1 (xi ⊗ x∗s)

−
s∑
i=1

us2−i+1 (xr ⊗ x∗i )−
∞∑
i=s

ui2+s

(
xr ⊗ x∗i+1

)
,
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3.3 B-derivaciones sobre l1 (N) B-Derivaciones

i.e.

δX(T ) (xr ⊗ x∗s) =
∞∑
i=1

[〈T (xr), x
∗
i 〉 (xi ⊗ x∗s)− 〈T (xi) , x

∗
s〉 (xr ⊗ x∗i )] (3.2)

En particular, si r = s observamos que el r-ésimo sumando de la primer suma y el s-ésimo

sumando de la tercer suma de (3.1) son iguales. Ası́, las cuatros sumas de (3.1) interesan sub-

conjuntos mutuamente disjuntos de la base {zn}∞n=1 . El resultado ahora se sigue comparando

los coeficientes de (3.1) y (3.2). �

Ejemplo 3.2.1. (cf. [38]) Sea X , c0 (N) el subespacio de Banach usual de l∞ (N) de sucesio-

nes complejas sobre N que convergen a cero. Si n ∈ N y xn , {δn,m}m∈N entonces {xn}n∈N
es una base shrinking de X . En efecto, X∗ es isomorfo isométricamente a l1 (N) y {x∗n}n∈N es

identificada con la base estandar de l1 (N) . Cualquier T ∈ B(X) es determinado con respecto

a la base {xn}n∈N por una única matriz compleja {am,n}n,m∈N cuyas columnas pertenecen a X ,

sus filas están uniformemente acotadas en l1 (N) y T (z) = {
∑∞

n=1 am,nzn}
∞
m=1 si z = {zn}n∈N

en X . Sea S ∈ B (X) el operador shift, es decir, S ({α1, α2, ...}) , {0, α1, α2, ...} si α ∈ X .

Entonces DS /∈ N 1(c0 (N)
∧
⊗ l1 (N) ). Si DS = adu para algún u ∈ c0 (N)

∧
⊗ l1 (N) escribimos

u =
∑∞

m=1 umzm, donde {zn}∞n=1 es la base del producto tensorial asociada a la base estandar

de X . Por (Teorema 3.2.1) vemos que un2+n+2 = 1 para todo n ∈ N, lo que contradice el

hecho de que um → 0. Ahora, sea T ∈ B (X), T (α) , {
∑∞

n=1 αm+n−1/2
n}m∈N para α ∈ X .

Entonces D(T ) = adv, donde v ,
∑∞

n=1(
∑n

m=1 2−n+m−1xk)⊗ x∗n.

3.3. B-derivaciones sobre l1 (N)

Teorema 3.3.1. (cf. [38]) Sea T ∈ B (l1 (N)) realizado por una matriz compleja infinita a ,

{an,m}n,m∈N con respecto a la base usual {en}n∈N, donde en , {δn,m}m∈N si n ∈ N.1 Entonces,

(i) El subespacio lineal S de U ,l1 (N)
∧
⊗ l∞ (N) generado por ∪∞n=1en ⊗ l∞ (N) es denso en

U .
1Es decir, las filas de a están uniformemente acotadas en l1 (N) y dado z = {zn}n∈N en l1 (N) resulta T (z) =

{
∑∞
n=1 am,nzn}

∞
m=1

.(cf.[30]; [34], Teorema. 2.13(ii)).
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3.3 B-derivaciones sobre l1 (N) B-Derivaciones

(ii) Sea s =
∑∞

n=1 en ⊗ x∗n, con {x∗n}
∞
n=1 ∈ l1 (l∞ (N)) . Si s = 0 entonces x∗n = 0 para todo

n ∈ N.

(iii) Sea δ (T ) ∈ B (l1 (l∞ (N))) tal que

δ (T ) (x∗) ,

{{
∞∑
n=1

(
am,nx

∗
n,k − an,kx∗m,n

)}∞
k=1

}∞
m=1

, x∗ ∈ l1 (l∞ (N)) . (3.3)

Entonces δ (T ) esta bien definido y δ es un operador lineal acotado sobre l1 (N) con

valores en B (l1 (l∞ (N))) .

(iv) Si x∗, y∗ ∈ l1 (l∞ (N)) sea x∗ · y∗ ,
{∑∞

n=1 x
∗
m,ny

∗
n

}∞
m=1

. Ası́ l1 (l∞ (N)) es un álgebra

de Banach asociativa.

(v) Dado x∗ ∈ l1 (l∞ (N)) sea sx∗ ,
∑∞

n=1 en ⊗ x∗n en U . Entonces

δl1(N) (sx∗) =
∞∑
m=1

em ⊗ δm (T ) (x∗) . (3.4)

(vi) δ (T ) ∈ Z1 (l1 (l∞ (N))) .

(vii) Si z∗ ∈ l1 (l∞ (N)) , adz∗ = 0 si y sólo si z∗ = 0.

(viii) δ (T ) ∈ N 1 (l1 (l∞ (N))) si y solo si a∗ ,
{
{am,n}∞n=1

}∞
m=1
∈ l1 (l∞ (N)) .

Demostración.

(i) Como el conjunto l1 (N) ⊗ l∞ (N) es denso en U es suficiente probar que un producto

tensorial básico puede ser aproximado por elementos de S.Dado un tensor básico x⊗x∗ ∈

l1 (N) ⊗ l∞ (N) podemos escribir x =
∑∞

n=1 xnen para una única sucesión compleja

{xn}∞n=1. Por la continuidad de la aplicación x → x ⊗ x∗ de l1 (N) en U y usando la

bilinearidad del producto tensorial tenemos que

x⊗ x∗ = (
∞∑
n=1

xnen)⊗ x∗ =
∞∑
n=1

en ⊗ (xnx
∗).

(ii) Dado β ∈ l∞ (N) y una biyección j : N→ N escribimos

Bβ,j (x, x∗) ,
∞∑
n=1

βnxnx
∗
j(n)
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3.3 B-derivaciones sobre l1 (N) B-Derivaciones

para x ∈ l1 (N) y x∗ ∈ l∞ (N) . Ası́ Bβ,j es una forma bilineal acotada sobre l1 (N) ×

l∞ (N) y existe una única B̃β,j ∈ U∗ tal que

0 = B̃β,j (s) =
∞∑
n=1

Bβ,j (en, x
∗
n) =

∞∑
n=1

βnx
∗
j(n).

Ahora la conclusión es inmediata.

(iii) Como l1 (N)∗ ≈ l∞ (N) es sencillo ver que las columnas de la matriz {an,m}n,m∈N están

uniformemente acotadas en l1 (N) y que T ∗ (x∗) = {
∑∞

n=1 an,mx
∗
n}
∞
m=1 para todo x∗ ∈

l∞ (N) . Más aún,

‖T‖ = sup
n∈N

∞∑
m=1

|an,m| = sup
m∈N

∞∑
n=1

|an,m| .

Sean x∗ ∈ l1 (l∞ (N)) y m, k ∈ N. Entonces

|δm (T ) (x∗) (k)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(
am,nx

∗
n,k − an,kx∗m,n

)∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=1

|am,n| ‖x∗n‖∞ + ‖T‖ ‖x∗m‖∞ ,

o sea δm (T ) (x∗) ∈ l∞ (N) y

‖δm (T ) (x∗)‖∞ ≤
∞∑
n=1

|am,n| ‖x∗n‖∞ + ‖T‖ ‖x∗m‖∞ .

Además, si M ∈ N entonces

M∑
m=1

‖δm (T ) (x∗)‖∞ ≤
∞∑
n=1

‖x∗n‖∞
M∑
m=1

|am,n|+ ‖T‖ ‖x∗‖l1(l∞(N))

≤ 2 ‖T‖ ‖x∗‖l1(l∞(N)) .

Haciendo M →∞ vemos que δ (T ) (x∗) ∈ l1 (l∞ (N)) y

‖δ (T ) (x∗)‖l1(l∞(N)) ≤ 2 ‖T‖ ‖x∗‖l1(l∞(N)) .

En efecto, δ (T ) ∈ B (l1 (l∞ (N))) y ‖δ (T )‖ ≤ 2 ‖T‖ . Además, δ es un operador lineal

acotado sobre l1 (N) con valores en B (l1 (l∞ (N))) .

(iv) Es inmediato.
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3.3 B-derivaciones sobre l1 (N) B-Derivaciones

(v) Tenemos que

δl1(N) (sx∗) =
∞∑
n=1

[T (en)⊗ x∗n − en ⊗ T ∗ (x∗n)] (3.5)

=
∞∑
n=1

[(
∞∑
m=1

am,nem

)
⊗ x∗n − en ⊗

{
∞∑
m=1

am,kx
∗
n,m

}∞
k=1

]

Si N,M ∈ N vemos que

N∑
n=1

M∑
m=1

|am,n| ‖x∗n‖∞ ≤ ‖T‖
∞∑
n=1

‖x∗n‖∞ < +∞,

y {am,n (em ⊗ x∗n)}n,m∈N deviene incondicionalmente convergente en U .

Ası́, por (3.5) podemos escribir

δl1(N) (sx∗) =
∞∑
m=1

em ⊗

[
∞∑
n=1

am,nx
∗
n −

{
∞∑
n=1

an,kx
∗
m,n

}∞
k=1

]

=
∞∑
m=1

em ⊗

{
∞∑
n=1

(
am,nx

∗
n,k − an,kx∗m,n

)}∞
k=1

=
∞∑
m=1

em ⊗ δm (T ) (x∗) .

(vi) Sea x∗, y∗ ∈ l1 (l∞ (N)). Entonces

∞∑
m=1

em ⊗ δm (T ) (x∗ · y∗) = DT (sx∗ · sy∗)

= DT (sx∗) · sy∗ + sx∗ ·DT (y∗)

=
∞∑
m=1

em ⊗ (δm (T ) (x∗) · y∗ + x∗ · δm (T ) (y∗))

y por (ii) δ (T ) ∈ Z1 (l1 (l∞ (N))) .

(vii) Sea z∗ ∈ l1 (l∞ (N)) de modo que adz∗ = 0. Si n ∈ N tenemos

adz∗ ({0, ..., 0, e∗n, 0, ...}) =
{
z∗m,ne

∗
n

}∞
m=1
− {0, ..., 0, z∗n, 0, ...} (3.6)

y z∗m,n = 0 cuando m 6= n en N. Como x∗ · z∗ = z∗ · x∗ para todo x∗ ∈ l1 (l∞ (N))

entonces z∗m,mx
∗
m,n = x∗m,nz

∗
n,n si m,n ∈ N. Consecuentemente z∗n,n = z∗m,m y como

‖z∗m‖∞ → 0 entonces z∗ = 0.

44



3.3 B-derivaciones sobre l1 (N) B-Derivaciones

(viii) Supongamos que δ (T ) ∈ N 1 (l1 (l∞ (N))). Por (vi) existe un único z∗ ∈ l1 (l∞ (N)) tal

que δ (T ) = adz∗ . Por 3.5 y 3.6 deducimos que am,n = z∗m,n si m 6= n en N. En efecto, si

x∗ ∈ l1 (l∞ (N)) y m, k ∈ N por 3.5 vemos que

δm (T ) (x∗)k = (am,m − ak,k)x∗m,k +
∑

n∈N−{m}

am,nx
∗
n,k −

∑
n∈N−{k}

an,kx
∗
m,n,

i.e. δ (T ) (x∗) permanece sin cambios modificando la diagonal {an,n}∞n=1 salvo una cons-

tante. Ası́, podemos reemplazar an,n ↔ an,n − a1,1 + z∗1,1 para cada n ∈ N. Sigue que

z∗m,m − z∗k,k = am,m − ak,k para m, k ∈ N. Ası́, an,n = z∗n,n − z∗1,1 + a1,1 = z∗n,n para todo

n ∈ N y la condición es necesaria. La suficiencia es inmediata.

�

Corolario 3.3.2. Sea T ∈ B (X) tal que δX (T ) ∈ N 1 (U). Entonces δX (T ) es implementable

como derivación interna por un elemento u ∈ U tal que u =
∑∞

n=1 yn ⊗ y∗n de modo que

∞∑
n=1

sup
m∈N

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

yk,ny
∗
k,m

∣∣∣∣∣ < +∞.

Demostración. Sea δX (T ) = adu, u ∈ U . Escribiremos u =
∑∞

n=1 yn ⊗ y∗n, donde no solo∑∞
k=1 ‖yk‖1 ‖y∗k‖∞ < ∞ sinó que

∑∞
n=1 ‖y∗n‖∞ < +∞ y ‖yn‖1 → 0 (cf. [50], p. 257). Si

x∗ ∈ l1 (l∞ (N)) y m,n ∈ N escribimos z∗m,n , 〈yn, x∗m〉 y w∗m,n ,
∑∞

k=1 yk,my
∗
k,n. Si m ∈ N

tenemos

‖z∗m‖∞ ≤ ‖x
∗
m‖∞ sup

n∈N
‖yn‖1 , (3.7)

‖w∗m‖∞ = sup
n∈N

∣∣w∗m,n∣∣ ≤ ∞∑
k=1

|yk,m| ‖y∗k‖∞ (3.8)

Por (3.7) z∗ ∈ l1 (l∞ (N)) y

‖z∗‖l1(l∞(N)) ≤ ‖x
∗‖l1(l∞(N)) sup

n∈N
‖yn‖1 .

Por (3.8) w∗ ∈ l1 (l∞ (N)) y

‖w∗‖l1(l∞(N)) ≤
∞∑
k=1

‖yk‖1 ‖y
∗
k‖∞ .
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3.3 B-derivaciones sobre l1 (N) B-Derivaciones

Además, ∑
m,n,p∈N

∣∣yn,py∗n,m∣∣ ‖x∗m‖∞ =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

‖x∗m‖∞
∞∑
p=1

∣∣yn,py∗n,m∣∣ (3.9)

≤ ‖x∗‖l1(l∞(N))

∞∑
n=1

‖yn‖1 ‖y
∗
n‖∞ < +∞,

y ∑
m,n∈N

|〈yn, x∗m〉| ‖y∗n‖∞ ≤ ‖x
∗‖l1(l∞(N))

∞∑
n=1

‖yn‖1 ‖y
∗
n‖∞ < +∞. (3.10)

Por 3.8 y 3.10 vemos que

adu (sx∗) =
∞∑
p=1

ep ⊗ (w∗ · x∗ − z∗ · y∗)p (3.11)

Por (3.11), (3.4) y el Teorema 3.3.1 (ii) y como y∗ ∈ l1 (l∞ (N)) tenemos

δ (T ) (x∗) = w∗ · x∗ − z∗ · y∗

=

{
∞∑
m=1

w∗p,mx
∗
m − z∗p,my∗m

}∞
p=1

=

{{
∞∑
m=1

x∗m,k

∞∑
n=1

yn,py
∗
n,m −

〈
ym, x

∗
p

〉
y∗m,k

}∞
k=1

}∞
p=1

=

{{
∞∑
m=1

x∗m,k

∞∑
n=1

yn,py
∗
n,m − y∗m,k

∞∑
n=1

ym,nx
∗
p,n

}∞
k=1

}∞
p=1

=

{{
∞∑
m=1

x∗m,k

∞∑
n=1

yn,py
∗
n,m − x∗p,m

∞∑
n=1

yn,my
∗
n,k

}∞
k=1

}∞
p=1

=

{{
∞∑
m=1

x∗m,kw
∗
p,m − x∗p,mw∗m,k

}∞
k=1

}∞
p=1

.

Como w∗ ∈ l1 (l∞ (N)) la afirmación se sigue por Teorema 3.3.1. �
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Capı́tulo 4

(σ, τ )-Derivaciones

4.1. Introducción

Sean U1,U2 álgebras asociativas sobre un cuerpoK, seaX un U2-bimódulo y consi-deremos

sendas aplicaciones lineales σ, τ : U1 → U2 y d : U1 → X. Se dice que d es una (σ, τ)-

derivación de U1 con valores en X si d (ab) = σ (a) d (b) + d (a) τ (b) cualesquiera sean a, b ∈

U1. IndicaremosD(σ,τ) (X) la clase de éstas (σ, τ)-derivaciones. En caso que σ = τ diremos que

d es una σ-derivación y escribiremos D(σ,σ) (X) = Dσ (X) . Ası́ D(σ,τ) (X) es un subespacio

lineal de L (U1, X) y evidentemente estamos ante una generalización natural de la noción de

derivación corriente. Por ejemplo, d ∈ D(σ,τ) (X) si para σ, τ ∈ Hom (U1,U2), x ∈ X y a ∈ U1

definimos d(a) = xτ (a)− σ (a)x. Decimos en este caso que d es la (σ, τ)-derivación interna

implementada por x.

Ya desde un punto de vista algebraico la investigación de (σ, τ)-derivaciones está justifica-

da pues la naturaleza de las mismas refleja propiedades acerca de las estructuras subyacentes.

Construcciones más generales en las que U1 y U2 son simplemente anillos son posibles, objeto

de una intensa investigación y de una profusa literatura. Por ejemplo, si U es anillo de división,

[U : Z(U)] > 4 y si V  U es un subanillo invariante por todas las (σ, τ)-derivaciones inter-

nas implementadas por elementos de U entonces V ⊆ Z(U) [14]. Más aún, sean U un anillo

unitario simple y V un subanillo primitivo de U que contiene a la unidad.1 Dados σ, τ mono-

1Luego U no contiene ideales biláteros no triviales y V admite alguna representación fiel en algún V-módulo

simple a izquierda.
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (σ, τ)-Derivaciones

morfismos de U en U , si V resulta invariante bajo la acción de toda (σ, τ)-derivación entonces

V ⊆ Z (U) ∩ ker (σ − τ) o [U : Z (U)] = 4 y V = ZU(V), donde

ZU(V) = {a ∈ U : ab = ba para cada b ∈ V}

es el centralizador o conmutador de V respecto de U .

Por (σ, τ)-derivaciones y resultados de continuidad automática en álgebras de Banach, C∗-

algebras o von Neumann álgebras v. [41], [42] y [44] respectivamente. Respecto a (σ, τ)-

amenabilidad de C∗-álgebras v. [43].2 Respecto a relaciones de (σ, τ) derivaciones y la identi-

dad v. [47].

4.2. Dos problemas de Mirzavaziri

La dependencia teórica de una (σ, τ)-derivación d respecto de las aplicaciones lineales σ

y τ es objeto de intensa investigación. Por ejemplo, el siguiente teorema establece algunas

condiciones que garantizan continuidad automática, a saber:

Teorema 4.2.1. (cf. [42], Th. 2.1) Sea d ∈ Dσ (X), donde σ : U → V es un homomorfismo de

álgebras. Entonces:

(i) X munido de las acciones a · x = σ (a)x y x · a = xσ (a), con a ∈ U y x ∈ X , es un

U-bimódulo, al que indicamos X̃.

(ii) d : U →X̃ es una derivación en el sentido usual.

(iii) U⊕X̃ es un álgebra sobre U con la estructura vectorial usual, si para (a, x) y (b, y) en

U⊕X̃ escribimos (a, x) · (b, y) , (ab, a · y + x · b) .

(iv) La aplicación ϕd : U →U⊕X̃ , ϕd(a) = (a, d(a)) es monomorfismo.

(v) Sean además U , V y X espacios normados y σ ∈ B (U ,V) . Escibiremos

‖(a, x)‖ , ‖a‖+ sup
‖b‖≤1,‖c‖≤1

{‖x‖ , ‖bx‖ , ‖xc‖} , (a, x) ∈ U ×X.

Entonces U⊕X̃ deviene espacio normado y ϕd es continua si y solo si d es continua.
2Un álgebra de Banach U se dice (σ, τ)-amenable cuando toda (σ, τ)-derivación resulta interna.
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(vi) Si todo monomorfismo de U en un álgebra de Banach es continuo entonces toda σ-

derivación de U con valores en un V-bimódulo de Banach X es continua.

Es nuestro propósito en este capı́tulo el análisis de los siguientes problemas (cf. [40], p. 2):

(A) Dada una (σ, τ)-derivación decidir si σ y τ habrán de ser necesariamente morfismos.

(B) La composición de morfismos con derivaciones produce σ-derivaciones. Decidir si toda

σ-derivación tiene dicha estructura general.

Daremos respuesta a ambos problemas en el contexto de álgebras de matrices finitas. Aún

en este marco simple el análisis reviste alguna dificultad y estimamos que tiene interés propio

[37].

4.2.1. Mn (K) en cuantoMn (Mn (K)) módulo a izquierda

Consideremos la aplicación

Mn (Mn (K))×Mn (K)→Mn (K) , (4.1)

(a, x)→ a · x =
n∑

k,h=1

xk,ha
k,h.

Si {ei,j}1≤i,j≤n es la base canónica deMn(K), x ∈Mn(K) y σ ∈ L (Mn(K)) vemos que

σ (x) =
n∑

i,j=1

σi,j (x) ei,j (4.2)

=
n∑

i,j=1

n∑
k,h=1

xk,hσi,j
(
ek,h
)
ei,j

=
n∑

k,h=1

xk,h

n∑
i,j=1

σi,j
(
ek,h
)
ei,j

=
[
σ
(
ei,j
)]

1≤i,j≤n · x.

La aplicaciónF (σ) = [σ (ei,j)]1≤i,j≤n define un isomorfismo lineal entreL (Mn(K)) yMn (Mn(K)) .

De esta manera, si σ, µ ∈ L (Mn (K)) resulta

F (σ ◦ µ) =
[
F (σ) · µi,j

]
1≤i,j≤n .
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En efecto, por (4.1) y (4.2) si 1 ≤ i, j ≤ n se tiene

F (σ ◦ µ)i,j = (σ ◦ µ)
(
ei,j
)

= σ
(
µ
(
ei,j
))

= σ(
n∑

k,h=1

µi,jk,he
k,h)

=
n∑

k,h=1

µi,jk,hσ(ek,h)

=
n∑

k,h=1

F (σ)k,h µi,jk,h

= F (σ) · µi,j.

Ası́, si a, b ∈ Mn (Mn (K)) hacemos a ∗ b = F (F−1 (a) ◦ F−1 (b)) . Provisto de esta multi-

plicación Mn (Mn (K)) es un álgebra asociativa sobre K, F es un homomorfismo algebraico y

Mn (K) es unMn (Mn (K))-módulo a izquierda.

4.2.2. Caracterización de σ-derivaciones

El objeto de esta sección es caracterizar la clase Dσ(U) de σ-derivaciones sobre algebras de

matrices finitas U = Mn (K) sobre un cuerpo K de caracterı́stica cero.

Teorema 4.2.2. (cf. [37]) La clase de derivaciones Dσ(U) consiste del conjunto de soluciones

del sistema lineal de ecuaciones matriciales del siguiente tipo:

δj,kd
i,h = di,jσk,h + σi,jdk,h, 1 ≤ i, j, k, h ≤ n, (4.3)

donde δj,k denota el sı́mbolo de Kronecker usual.

Demostración. Sea d ∈ Dσ(U), x, y ∈Mn(K), 1 ≤ i, j ≤ n. Entonces

di,j (xy) = [d(x)σ (y) + σ (x) d (y)]i,j

=
n∑
l=1

[di,l(x)σl,j (y) + σi,l (x) dl,j (y)]

=
n∑
l=1

[ ∑
1≤r,s,t,u≤n

dr,si,l σ
t,u
l,j xr,syt,u + σr,si,l d

t,u
l,j xr,syt,u

]

50



4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (σ, τ)-Derivaciones

Para 1 ≤ m, p ≤ n sea em,p =
{
δm,pi,j

}
1≤i,j≤n las matrices canónicas deMn(K). Por la relación

previa, si 1 ≤ p, q,m,w, i, j ≤ n tenemos que

(δp,qd
m,w)i,j = δp,qd

m,w
i,j

= δp,qdi,j (em,w)

= di,j (em,peq,w)

=
n∑
i=1

(
dm,pi,l σ

q,w
l,j + σm,pi,l d

q,w
l,j

)
= (dm,pσq,w + σm,pdq,w)i,j

y sigue (4.3). Recı́procamente, dada una solución
{
dk,h
}

1≤k,h≤n de (4.3) y x ∈Mn(K) escribi-

mos

d(x) =

{ ∑
1≤k,h≤n

dk,hi,j xk,h

}
1≤i,j≤n

.

Claramente d ∈ L (Mn(K)) y para x, y ∈Mn(K) y 1 ≤ i, j ≤ n es

[d(x)σ (y) + σ (x) d (y)]i,j =
n∑
l=1

[di,l(x)σl,j (y) + σi,l (x) dl.j (y)]

=
n∑
l=1

[
n∑

u,v=1

du,vi,l xu,v

n∑
s,t=1

σs,tl,j ys,t

+
n∑

u,v=1

σu,vi,l xu,v

n∑
s,t=1

ds,tl,jys,t

]

=
n∑

u,v,s,t=1

xu,vys,t

n∑
l=1

[
du,vi,l σ

s,t
l,j + σu,vi,l d

s,t
l,j

]
=

n∑
u,v,s,t=1

[
du,vσs,t + σu,vds,t

]
i,j
xu,vys,t

=
n∑

u,v,s,t=1

δv,sd
u,t
i,j xu,vys,t

=
n∑

u,t=1

du,ti,j (xy)u,t

= di,j (xy) ,

es decir, d es una σ-derivación. �
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4.2.3. σ-derivaciones sobreM2 (K)

Por 4.2.2 debemos buscar las soluciones del sistema matricial lineal 4.3. En lo que sigue,

daremos una descripción alternativa de 4.3 sobre M2 (M2(K)) . Este sistema es bastante dificil

de manejar y el punto de vista natural de 4.2.1 ya no es aplicable. Por ello, cabe señalar que

trataremos el sistema 4.3 del Teorema 4.2.3 mediante el producto formal usual de matrices

por bloques. En el contexto de la prueba será claro lo que sucede. Sea x ∈ M2 (K). Sean

a1, a2, a3, a4 ∈ L (M2 (K)) los operadores:

a1(x) = x1,2e
1,1 + x2,2e

2,1, a2(x) = x1,1e
2,1 + x1,2e

2,2,

a3(x) = x1,2e
1,2 + x2,2e

2,2, a4(x) = x2,1e
2,1 + x2,2e

2,2.

Si a, b ∈M2 (K) introduciremos ∆a,b,m ∈ L (M2 (K)) como ∆a,b (x) = ax+ xb y

m(x) =

 x2,2 x2,1

x1,2 x1,1

 .
Teorema 4.2.3. (cf. [37]) El sistema de ecuaciones 4.3 es equivalente al siguiente sistema sobre

M2 (M2(K)) :

(a) σd+ dσ = 2d,

(b) m (σ) d+m (d)σ = 0,

(c) ∆a1(σ),a2(σ) = 0,

(d) ∆a3(σ),a4(σ) = d.

(4.4)

Demostración. Por 4.3 con j = k = 1, 2 tenemos

d1,1 = d1,1σ1,1 + σ1,1d1,1, (4.5)

d1,2 = d1,1σ1,2 + σ1,1d1,2, (4.6)

d1,1 = d1,2σ2,1 + σ1,2d2,1, (4.7)

d1,2 = d1,2σ2,2 + σ1,2d2,2, (4.8)

d2,1 = d2,1σ1,1 + σ2,1d1,1, (4.9)

d2,2 = d2,1σ1,2 + σ2,1d1,2, (4.10)

d2,1 = d2,2σ2,1 + σ2,2d2,1, (4.11)
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d2,2 = d2,2σ2,2 + σ2,2d2,2, (4.12)

y si j 6= k en {1, 2} tenemos que

0 = d1,1σ2,1 + σ1,1d2,1, (4.13)

0 = d1,1σ2,2 + σ1,1d2,2, (4.14)

0 = d1,2σ1,1 + σ1,2d1,1, (4.15)

0 = d1,2σ1,2 + σ1,2d1,2, (4.16)

0 = d2,1σ2,1 + σ2,1d2,1, (4.17)

0 = d2,1σ2,2 + σ2,1d2,2, (4.18)

0 = d2,2σ1,1 + σ2,2d1,1, (4.19)

0 = d2,2σ1,2 + σ2,2d1,2. (4.20)

Ası́, por (4.5) y (4.7), (4.6) y (4.8), (4.9) y (4.11), (4.10) y (4.12) tenemos

σ1,1d1,1 + σ1,2d2,1 = 2d1,1 −
(
d1,1σ1,1 + d1,2σ2,1

)
,

σ1,1d1,2 + σ1,2d2,2 = 2d1,2 −
(
d1,1σ1,2 + d1,2σ2,2

)
,

σ2,1d1,1 + σ2,2d2,1 = 2d2,1 −
(
d2,1σ1,1 + d2,2σ2,1

)
,

σ2,1d1,2 + σ2,2d2,2 = 2d2,2 −
(
d2,1σ1,2 + d2,2σ2,2

)
,

es decir, σd + dσ = 2d. Además por (4.13) y (4.15), (4.14) y (4.16), (4.17) y (4.19), (4.18) y

(4.20):

σ1,2d1,1 + σ1,1d2,1 = −d1,2σ1,1 − d1,1σ2,1, (4.21)

σ1,2d1,2 + σ1,1d2,2 = −d1,2σ1,2 − d1,1σ2,2, (4.22)

σ2,2d1,1 + σ2,1d2,1 = −d2,2σ1,1 − d2,1σ2,1, (4.23)

σ2,2d1,2 + σ2,1d2,2 = −d2,2σ1,2 − d2,1σ2,2. (4.24)

Esto es m (σ) d + m (d)σ = 0. Ahora, ∆a1(σ),a2(σ) (d) = 0 por (4.15), (4.16), (4.19) y (4.20)

mientras que ∆a3(σ),a4(σ) (d) = d por (4.7), (4.8), (4.11) y (4.12). Por otro lado, una solución

d = [di,j] de (4.3) satisface (4.15), (4.16), (4.19), (4.20) y (4.7), (4.8), (4.11), (4.12) porque (c)
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y (d) se verifican. Como consecuencia de (a) obtenemos (4.5), (4.6), (4.9) y (4.10). Finalmente,

por (b) se verifican las identidades (4.21) a (4.24), que junto con (4.15), (4.16), (4.19) y (4.20)

implica (4.13), (4.14), (4.17) y (4.18). �

Observación 4.2.4. La falta de simetria en el sistema (4.4) del Teorema 4.2.3 es aparente. De

hecho, (b) es equivalente a la ecuación σm(d) + dm(σ) = 0. Asimismo, (c) y (d) pueden ser

reemplazados por las ecuaciones ∆a1(σ),a2(σ) (d) = 0 y ∆a3(σ),a4(σ) (d) = 0, donde

a1(x) = x1,1e
1,2 + x2,1e

2,2, a2 (x) = x2,1e
1,1 + x2,2e

1,2,

a3(x) = x1,1e
1,1 + x1,2e

1,2, a4(x) = x1,1e
1,1 + x2,1e

2,1.

4.2.4. Descripción completa de Dσ(U)

Teorema 4.2.5. (cf. [37]) Sea σ ∈ L (Mn(K)), σ (x) =
∑n

i=1 xi,ie
i,i si x ∈ Mn (K) . Exis-

ten σ-derivaciones no triviales sólo si n = 2, donde para una σ-derivación d existen únicas

constantes k1, k2 ∈ K tal que d(x) = k1x1,2e
1,2 + k2x2,1e

2,1 para todo x ∈M2(K).

Demostración. Claramente σi,j = δi,je
i,j si 1 ≤ i, j ≤ n. Ahora observemos que Dσ(U) =

{0} si n 6= 2. Si n = 1 una IdK-derivación deviene derivación y en este contexto, cualquier

derivación es nula. Si n ≥ 3 y d ∈ Dσ(U) por (4.3) di,h = di,jσj,h + σi,jdj,h para todo 1 ≤

i, j, h ≤ n. Pero dados los indices i, h podemos elegir j ∈ {1, ..., n} − {i, h} para concluir que

di,h = 0. Por lo tanto, centramos nuestra atención en el caso n = 2. Consideremos (4.3) con

j = 1 y k = 2. Se dan los siguientes cuatro casos:

(i) Si i = h = 1, σ1,1d2,1 = 0. Por lo tanto, d2,1
1,1 = d2,1

1,2 = 0.

(ii) Si i = 1 y h = 2,

0 = d1,1σ2,2 + σ1,1d2,2 = d2,2
1,1e

1,1 +
(
d1,1

1,2 + d2,2
1,2

)
e1,2 + d1,1

2,2e
2,2.

Entonces d2,2
1,1 = d1,1

2,2 = 0 y d1,1
1,2 + d2,2

1,2 = 0.

(iii) La ecuación correspondiente a i = 2 y h = 1 es trivial dado que σ2,1 = 0.
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(iv) Si i = h = 2,

0 = d2,1σ2,2 + σ2,1d2,2 = d2,1
1,2e

1,2 + d2,1
2,2e

2,2.

Ası́ d21
12 = d21

22 = 0.

Ahora con j = 2 y k = 1 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:

(v) Si i = h = 1,

0 = d1,2σ1,1 + σ1,2d1,1 = d1,2
1,1e

1,1 + d1,2
2,1e2,1.

Ası́ d1,2
1,1 = d1,2

2,1 = 0.

(vi) La ecuación correspondiente a i = 1 y h = 2 es trivial dado que σ1,2 = 0.

(vii) Si i = 2 y h = 1,

0 = d2,2σ1,1 + σ2,2d1,1 = d2,2
1,1e

1,1 +
(
d2,2

2,1 + d1,1
2,1

)
e2,1 + d1,1

2,2e
2,2.

Entonces d2,2
1,1 = d1,1

2,2 = 0 y d2,2
2,1 + d1,1

2,1 = 0.

(viii) Si i = h = 2,

0 = d2,2σ1,2 + σ2,2d1,2 = d1,2
2,1e

2,1 + d1,2
2,2e

2,2.

Entonces d1,2
2,1 = d1,2

2,2 = 0.

Con j = k = 1 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:

(ix) Si i = h = 1,

d1,1 = d1,1σ1,1 + σ1,1d1,1 = 2d1,1
1,1e

1,1 + d1,1
1,2e

1,2 + d1,1
2,1e2,1.

Entonces d1,1
1,1 = d1,1

2,2 = 0.

(x) Si i = 1 y h = 2,

d1,2 = d1,1σ1,2 + σ1,1d1,2 = d1,2
1,1e

1,1 + d1,2
1,2e

1,2.

Entonces d1,2
2,1 = d1,2

2,2 = 0.

(xi) Si i = 2 y h = 1,

d2,1 = d2,1σ1,1 + σ2,1d1,1 = d2,1
1,1e

1,1 + d2,1
2,1e

2,1.

Entonces d2,1
1,2 = d2,1

2,2 = 0.
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(xii) Si i = h = 2, d2,2 = d2,1σ1,2 + σ2,1d1,2 = 0.

Si j = k = 2 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:

(xiii) Si i = h = 1, d1,1 = d1,2σ2,1 + σ1,2d2,1 = 0.

(xiv) Si i = 1 y h = 2,

d1,2 = d1,2σ2,2 + σ1,2d2,2 = d1,2
1,2e

1,2 + d1,2
2,2e

2,2.

Entonces d12
1,1 = d1,2

2,1 = 0.

(xv) Si i = 2 y h = 1,

d2,1 = d2,2σ2,1 + σ2,2d2,1 = d2,1
2,1e

2,1 + d2,1
2,2e

2,2.

Entonces d2,1
1,1 = d2,1

1,2 = 0.

(xvi) Si i = h = 2,

d2,2 = d2,2σ2,2 + σ2,2d2,2 = d2,2
1,2e

1,2 + d2,2
2,1e

2,1 + 2 d2,2
2,2e

2,2.

Entonces d2,2
1,1 = d2,2

2,2 = 0.

Finalmente, la afirmación se sigue por las conclusiones de (i)-(xvi). �

4.2.5. Avances sobre problemas de estructura de σ−derivaciones

Continuaremos con la notación del Teorema 4.2.5. Claramente σ no es un homomorfisrmo

sobre M2(K) pero Dσ(U) no es trivial. Ası́ la respuesta al Problema (A) de §4.2 es negativa,

i.e. en general las σ-derivaciones no son implementadas por homomorfismos. Respecto al pro-

blema (B), consideramos la σ-derivación d(x) = x1,2e
1,2 + x2,1e

2,1 definida para x ∈ M2(K).

Supongamos que existe una derivación δ sobreM2 (K) tal que d = δ◦σ. Se sabe que entonces δ

debe ser una derivación interna, incluso en un contexto más general (cf. [7]). Ası́, si a ∈M2(K)
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es tal que δ = δa tendriamos que

x1,2e
1,2 + x2,1e

2,1 = d(x)

= aσ(x)− σ(x)a

=
(
a1,2e

1,2 − a2,1e
2,1
)

(x2,2 − x1,1)

para todo x ∈ M2(K), lo cual es imposible. Por lo tanto, la respuesta al Problema (B) de §4.2

también es negativa.
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Introducción

El objetivo de esta tesis es dar una introducción a la teorı́a de amenabilidad. La tarea no es

sencilla, pues supone la adecuación de la teorı́a algebraico-homológica de Hochschild al marco

de las álgebras de Banach. La primera requiere las técnicas y la terminologı́a propias del álgebra

tensorial, adaptable al contexto que nos importa ya que estas estructuras pueden ser metrizadas

en cuanto espacios de Banach.

Se impone la siguiente pregunta: tratándose este de un trabajo introductorio a la teorı́a de

amenabilidad en álgebras de Banach, -¿Qué aspectos de la misma se han de considerar funda-

cionales, digamos pilares básicos e insoslayables?- Aún a riesgo de no dar con una respuesta

satisfactoria, esta cuestión nos facilita la tarea, al menos en principio. La teorı́a de amenabilidad

ha sido concebida para comprender la estructura de los denominados grupos paradojales. Es-

tos grupos, también denominados degenerados o no amenos, permı́ten construcciones teóricas

que lógicamente rechaza el sentido común. La cuestión, establecida hacia 1924 por S. Banach

y A. Tarski, fue resuelta satisfactoriamente por B. Johnson en 1972. Se ha podido establecer

entonces que a todo grupo localmente compacto hay asociada salvo isomorfismos una única

álgebra de Banach, de modo que la eventual paradojalidad del grupo equivale a la existencia de

una precisa estructura de la correspondiente álgebra. Tiene sentido entonces hablar de grupos

y de álgebras amenables, constituyendo los teoremas de caracterización de Johnson de ambas

categorı́as la respuesta más acabada a la cuestión que nos habı́amos planteado.

El plan de trabajo ahora es simple; en el Capı́tulo I describimos la construcción de espa-

cios tensoriales, a los que se metriza en cuanto espacios de Banach. Este tópico lo definimos

como preliminar pues da el contexto para todo el trabajo restante. Otras construcciones, como

las medidas de Haar, espacios de medidas complejas, grupos de homologı́a y cohomologı́a, etc.,

se describen en la medida que se las necesita. La amenabilidad propiamente dicha es abordada

66



en el Capı́tulo I. En la Sección I introducimos los elementos necesa-rios de la teorı́a de Hochs-

child y resultados de adecuación de esta en el marco de álgebras de Banach. La caracterización

de álgebras amenables se establece en la Sección I, y la de grupos amenables en la Sección

I. El Capı́tulo I está dedicado al desarrollo de algunos ejemplos, en una lista necesariamente

incompleta.

La lectura de este trabajo supone el conocimiento de elementos de la Teorı́a de Módulos, de

Teorı́a de la Medida, de Análisis Funcional y Topologı́a General. No obstante, hemos procurado

que el material de estudio sea lo más autocontenido posible salvo quizás en alguna aplicación

muy puntual del teorema de factorización de Cohen, sobre el que no hemos abundado para no

distraernos y alejarnos de nuestro propósito principal.

A. P. M. - C. C. P.. Tandil, 2006.
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Preliminares

Módulos sobre álgebras de Banach

En general nos hemos de interesar en la acción de álgebras de Banach sobre bimódulos de

Banach. Salvo que se indique lo contrario, todas las construcciones se harán sobre el cuerpo C

de números complejos. Precisamente, si U es un álgebra de Banach asociativa y E es un espacio

de Banach indicaremos a, b, c, ... a los elementos de U, x, y, z, ... a los elementos de E. Diremos

entonces que E es un U−módulo de Banach a izquierda (resp. a derecha) si E es un U−módulo

a izquierda (resp. a derecha) en el sentido algebraico usual, o sea en cuanto se considere a U

en cuanto anillo. En consecuencia, hay una acción U × E→ E del tipo (a, x) → a · x (resp.

(a, x) → x · a) la cual está regida por las condiciones de todo módulo sobre un anillo sujeta a

las condiciones adicionales:

(i) ‖a · x‖ ≤ ‖a‖ ‖x‖ (resp. ‖x · a‖ ≤ ‖x‖ ‖a‖),

(ii) a · (b · x) = (a · b) · x (resp. (x · a) · b = x · (b · a) = x · (a ·Uop b)),

(iii) λ · (a · x) = (λ · a) · x = a · (λ · x) (resp. (x · a) · λ = x · (λ · a) = (λ · x) · a) si λ ∈ C.

Por (i) se establece la continuidad de la acción de U sobre E. En particular, por abuso de

notación estamos usando la misma nomenclatura para indicar las normas de U y de E. La con-

dición (ii) indica que, en definitiva, hay básicamente dos acciones naturales de U sobre E: la del

anillo U o la del anillo opuesto Uop. Mediante (iii) señalamos que E es una C−álgebra sobre

el anillo U. Si U fuere unitaria y si e indicare el correspondiente elemento unidad asumiremos

que ‖e‖ = 1 y que e · x = x (resp. x · e = x) si x ∈ E. Diremos que E es un U−bimódulo de

Banach si es un U−módulo de Banach tanto a izquierda como a derecha. Eventualmente, si B
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fuere otra álgebra de Banach diremos que E es un (U,B)−bimódulo en caso de ser U−módulo

de Banach a izquierda y B−módulo de Banach a derecha.

Ejemplo 4.2.1. Sea E un U−bimódulo. Consideramos el espacio de Banach B (U,E) de las

aplicaciones lineales acotadas de U en E. Las relaciones

(a · T ) (b) = a · T (b) y (T · a) (b) = T (b · a)− T (a) · b

definen sobre B (U,E) una estructura de U−bimódulo. En efecto, fijados T ∈ B (U,E) y a ∈ U

entonces a · T : U→E es lineal pues el producto de U sobre E distribuye respecto a la suma y

E es una C−álgebra sobre el anillo U. Además

‖(a · T ) (b)‖ = ‖a · T (b)‖ ≤ ‖a‖ ‖T (b)‖ ≤ ‖a‖ ‖T‖ ‖b‖ ,

si b ∈ U, o sea a · T ∈ B (U,E) . En particular, ‖a · T‖ ≤ ‖a‖ ‖T‖ y como

((a · b) · T ) (c) = (a · b) · T (c) = a · (b · T (c)) = a · ((b · T ) (c)) = (a · (b · T )) (c)

para cada a, b, c ∈ U resulta (a · b)·T = a·(b · T ) . Análogamente, la acción de U sobre B (U,E)

a derecha también está bien definida y

((T · a) · b) (c) = (T · a) (c · b)− (T · a) (b) · c

= T ((c · b) · a)− T (a) · (c · b)− {T (b · a) · c− (T (a) · b) · c}

= T (c · (b · a))− T (b · a) · c = (T · (b · a)) (c)

si a, b, c ∈ U, i.e. (T · a) · b = T · (b · a) .

Ejemplo 4.2.2. En particular, si E es un U−módulo de Banach a izquierda (resp. a derecha)

y E∗ es la clase de formas lineales acotadas sobre E entonces E∗ admite una estructura de

Uop−módulo de Banach a derecha (resp. a izquierda). Para ello basta definir para cada a ∈ U,

x ∈ E y x∗ ∈ E∗ las acciones dadas por 〈x, x∗ · a〉 = 〈a · x, x∗〉 (resp. 〈x, a · x∗〉 = 〈x · a, x∗〉)

Productos tensoriales

Como veremos en el Capı́tulo I la caracterización de las llamadas álgebras amenables se

ha de dar en el marco de ciertos productos tensoriales. Estas estructuras fueron estudiadas
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en principio por R. Schatten y A. Grothendieck (cf. [29], [11]). En general, si E1, ...,En,F

fueren espacios vectoriales indicaremos Lna(E1, ...,En,F) al espacio vectorial de funciones

n−multilineales de E1 × ...× En en F.

Definición 4.2.6. Sean E, F espacios vectoriales complejos. Se denomina producto tensorial

de E y F a todo par (V, t) formado por un C−espacio vectorial V, una función bilineal t :

E × F→ V cuya imagen genera a V y se verifica además la siguiente propiedad: Para todo

C−espacio vectorial F y toda B ∈ L2
a (E, F, G) existe una única aplicación lineal B̃ : V→G

tal que B = B̃ ◦ t.

Notemos que si hubiere un producto tensorial de E y F el mismo debe ser único salvo iso-

morfismos de C−espacios vectoriales. En efecto, sean (V1, t1) y (V2, t2) productos tensoriales

de E y F. Hay entonces aplicaciones lineales únicas t̃1 : V1 → V2 y t̃2 : V2 → V1 tales que

t1 = t̃2 ◦ t2 y t2 = t̃1 ◦ t1. Se deduce entonces que t̃1 ◦ t̃2 y IdV2 coinciden sobre la imagen

de t2, que genera a V2 sobre C. Luego t̃1 ◦ t̃2 = IdV2 y, análogamente, t̃2 ◦ t̃1 = IdV1 , i.e.

V1 ≈ V2. A raı́z de esto indicaremos (E⊗ F,⊗) al producto tensorial de V1 y V2, y escribire-

mos ⊗ (x, y) = x⊗ y para cada (x, y) ∈ E× F.

Teorema 4.2.7. Existe (E⊗ F,⊗) .

Demostración. Si M =
⊕
E×F

C cada elemento de M puede interpretarse como una función de

E×F con soporte finito. Seaκ : E×F→M tal queκ : (x, y)→ κx,y, definida porκx,y(x́, ý) =

δx́,ýx,y si x, x́ ∈ E e y, ý ∈ F, donde δ es el sı́mbolo de Kronecker. En particular, M tiene una

estructura natural de C-espacio vectorial. Sea M0 el subespacio de M generado por elementos

de la forma κx1+x2,y−κx1,y−κx2,y, κx,y1+y2−κx,y1−κx,y2 , κλx,y−λκx,y o κx,λy−λκx,y, donde

x, x1, x2 ∈ E, y, y1, y2 ∈ F y λ ∈ C. Sean V = M/M0, p : M→V la proyección al cociente

y sea t = p ◦ κ. Dados un C−espacio vectorial G y B ∈ L2
G(E,F), sea σ ∈ M, digamos

σ =
∑
σ(x, y)κx,y. Escribiremos B0(σ) =

∑
σ(x, y)B(x, y). Notemos que B0 : M→ G

está bien definido porque {κx,y}(x,y)∈E×F es base de M. Además B0 es lineal y M0 ⊆ kerB0.

Si u ∈ V y u = p(σ) escribiremos B̃(u) = B0(σ). Si fuere además u = p(σ́) entonces

σ − σ́ ∈ M0 y B0(σ) = B0(σ́), i.e. queda bien definida una aplicación lineal B̃ : V→ G

tal que
(
B̃ ◦ t

)
(x, y) = B̃(p(κx,y)) = B(x, y) para cada (x, y) ∈ E× F. Notemos que t es
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ciertamente bilineal y que t (E× F) genera a V. Concluı́mos entonces que V ≈ E ⊗ F y sigue

la tesis.

Proposición 4.2.8. Sean E, F, G, Ẽ, F̃, G̃ espacios vectoriales complejos, entonces son válidas

las siguientes propiedades;

(i) (E⊗ F)⊗G ≈ E⊗ (F⊗G) .

(ii) Si S : E→ Ẽ, T : F→ F̃ son lineales existe una única aplicación lineal

S ⊗ T : E⊗ F→ Ẽ⊗ F̃

tal que (S ⊗ T ) (x⊗ y) = S (x)⊗ T (y) para cada (x, y) ∈ E× F.

(iii) Si además U : G→G̃ es lineal hay isomorfismos de espacios vectoriales

B̃ : (E⊗ F)⊗G→ E⊗ (F⊗G) y C̃ : Ẽ⊗
(
F̃⊗ G̃

)
→
(
Ẽ⊗ F̃

)
⊗ G̃

tales que (S ⊗ T )⊗ U = C̃ ◦ [S ⊗ (T ⊗ U)] ◦ B̃.

Demostración. (i) Fijamos z ∈ G y definimos Bz(x, y) = x⊗ (y ⊗ z) , (x, y) ∈ E× F. Como

Bz es bilineal existe B̃z : E⊗ F→ E⊗ (F⊗G) lineal, única, tal que

B̃z (x⊗ y) = x⊗ (y ⊗ z)

para cada x ∈ E e y ∈ F. Sea B : E ⊗ F×G→ E ⊗ (F⊗G), B(u, z) = B̃z (u) .

Entonces B está bien definida y es bilineal, con lo que existe una única aplicación lineal

B̃ : (E⊗ F) ⊗ G→ E ⊗ (F⊗G) tal que B̃(u ⊗ z) = B̃z (u) para cada u y cada z.

Análogamente, fijado x ∈ E sea Cx(y, z) = (x⊗ y) ⊗ z, (y, z) ∈ F×G. Como Cx es

bilineal sea C̃x : F ⊗ G→ (E⊗ F) ⊗ G lineal, única, tal que C̃x (y ⊗ z) = (x⊗ y) ⊗ z

si (y, z) ∈ F×G. Sea ahora

C : E× (F⊗G)→ (E⊗ F)⊗G, C(x, v) = C̃x (v) .

Como C es bilineal existe C̃ lineal, única, tal que C̃ (x⊗ v) = C̃x (v) para cada x y

cada v. Finalmente, bastará ver que B̃ y C̃ son aplicaciones recı́procas. A tal efecto, sea
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x⊗ v ∈ E⊗ (F⊗G) , y sea v =
∑n

j=1 yj ⊗ zj en F⊗G. Tenemos:(
B̃ ◦ C̃

)
(x⊗ v) = B̃

(
C̃x (v)

)
=

n∑
j=1

B̃
(
C̃x (yj ⊗ zj)

)
=

n∑
j=1

B̃ ((x⊗ yj)⊗ zj)

=
n∑
j=1

B̃zj (x⊗ yj)

=
n∑
j=1

x⊗ (yj ⊗ zj) = x⊗ v.

Podemos concluir que B̃ ◦ C̃ = IdE⊗(F⊗G) . Análogamente C̃ ◦ B̃ = Id(E⊗F)⊗G .

(ii) Basta considerar la aplicación bilineal B (x, y) = S (x)⊗T (y) , con (x, y) ∈ E×F, y usar

la propiedad universal que caracteriza al producto tensorial.

(iii) Es inmediato usando la demostración de (i).

Observación 4.2.9. Por la Prop. 4.2.8 nos hemos de referir, en adelante, a productos tensoriales

E1 ⊗ ...⊗ En y a aplicaciones lineales

T1 ⊗ ...⊗ Tn : E1 ⊗ ...⊗ En → F1 ⊗ ...⊗ Fn

cuya existencia sigue a partir de aplicaciones lineales dadas Tj : Ej → Fj, 1 ≤ j ≤ n. No

hará falta especificar el orden en que estas construcciones se hagan, y se ha de tener presente el

sentido de unicidad de los mismos según vimos anteriormente.

Espacios tensoriales normados

Es necesario ahora dotar estas estructuras de una estructura métrica que los realice como

espacios de Banach. No hay una única forma de hacer esto, pero hay al menos dos puntos de
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vista naturales. Sean E1, ...,En espacios de Banach y sea u ∈ E1⊗...⊗En. Indiquemos entonces

α (u) = sup
{∣∣⊗nj=1x

∗
j (u)

∣∣ : ‖x∗1‖E∗1 = ... = ‖x∗n‖E∗n = 1
}
, (4.25)

ω(u) = ı́nf

{∑
j

n∏
i=1

∥∥xij∥∥ si u =
∑
j

x1
j ⊗ ......⊗ xnj

}
.

Proposición 4.2.10. La relación (4.25) define normas sobre E1 ⊗ ... ⊗ En. En particular, se

trata de normas cruzadas, i.e.

α (x1 ⊗ ......⊗ xn) = ω (x1 ⊗ ......⊗ xn) = ‖x1‖ ...... ‖xn‖ si xi ∈ Ei, 1 ≤ i ≤ n.

Si β fuere cualquier otra norma cruzada entonces α ≤ β ≤ ω.

Demostración. Si u = x1 ⊗ ......⊗ xn entonces

∣∣⊗nj=1x
∗
j (u)

∣∣ =
n∏
j=1

∣∣x∗j (xj)
∣∣ ≤ ‖x1‖ ...... ‖xn‖

toda vez que ‖x∗1‖E∗1 = ... = ‖x∗n‖E∗n = 1. Luego α (u) ≤ ‖x1‖ ...... ‖xn‖ . En particular

α(0) = 0. Supongamos u 6= 0, sea dado 0 < ε < 1 y sean x∗j ∈ E∗j funcionales de norma uno

tales que
∣∣x∗j(xj)∣∣ ≥ (1− ε) ‖xj‖ si 1 ≤ j ≤ n. Ası́

(1− ε)n
n∏
j=1

‖xj‖ ≤
n∏
j=1

∣∣x∗j(xj)∣∣ ≤ α (u) .

Como ε puede ser arbitrariamente pequeño entonces α (u) = ‖x1‖ ...... ‖xn‖ . Evidentemente

α ≥ 0, α es subaditiva y α (cu) = |c|α (u) si c ∈ C y u ∈ E1⊗ ...⊗En. Supongamos α (u) = 0

y veamos que u = 0. En efecto, podemos representar u como u =
∑m

k=1 x
k
1⊗ ...⊗xkn y asumir

n > 1. Haremos induccción en m, de modo que ya sabemos cierta la afirmación si m = 1

y podemos suponerla válida si el número de sumandos es menor que cierto m > 1. También

podemos suponer xkj 6= 0 si 1 ≤ j ≤ n y 1 ≤ k ≤ m. Sean x∗j ∈ E∗j unitarias tales que

x∗j(x
1
j) =

∥∥x1
j

∥∥ , 1 ≤ j ≤ n− 1,

(cf. [8], Corollary 1.27, p. 12). Por hipótesis tenemos

0 = ⊗nj=1x
∗
j (u) =

m∑
k=1

n∏
j=1

x∗j(x
k
j ) = x∗n

[
m∑
k=1

xkn

n−1∏
j=1

x∗j(x
k
j )

]
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cualquiera sea el funcional unitario x∗n de E∗n, de modo que

m∑
k=1

xkn

n−1∏
j=1

x∗j(x
k
j ) = 0,

i.e.
{
xkn
}

1≤k≤m es l.d.. Podemos suponer que xmn =
∑m−1

k=1 ckx
k
n para ciertos c1, ..., cm−1 ∈ C.

Entonces

u =
m∑
k=1

xk1 ⊗ ...⊗ xkn

=
m−1∑
k=1

xk1 ⊗ ...⊗ xkn + xm1 ⊗ ...⊗ xmn−1 ⊗
m−1∑
k=1

ckx
k
n

=
m−1∑
k=1

[
xk1 ⊗ ...⊗ xkn−1 + ck

(
xm1 ⊗ ...⊗ xmn−1

)]
⊗ xkn.

Por hipótesis inductiva deducimos que u = 0 y α es una norma. Por otro lado, dados xj ∈

Ej, 1 ≤ j ≤ n, resulta ω(x1 ⊗ ...... ⊗ xn) ≤ ‖x1‖ ...... ‖xn‖ . Podemos suponer cada xj 6= 0 y

si 0 < εj < ‖xj‖ sea x∗j ∈ E∗j tal que
∥∥x∗j∥∥ ≤ 1 y

∣∣x∗j (xj)
∣∣ > εj . Si fuere x1 ⊗ ...... ⊗ xn =

m∑
v=1

y1
v ⊗ ......⊗ ynv obtenemos

n∏
j=1

εj <

∣∣∣∣∣
(

n⊗
j=1

x∗j

)
(x1 ⊗ ......⊗ xn)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∏
j=1

x∗j
(
yji
)∣∣∣∣∣ ≤

m∑
i=1

n∏
j=1

∥∥x∗j∥∥∥∥yji∥∥ .
Luego

n∏
j=1

εj ≤ ω(x1 ⊗ ......⊗ xn) y haciendo εj → ‖xj‖− si 1 ≤ j ≤ n sigue que

n∏
i=1

‖xi‖ ≤ ω (x1 ⊗ ......⊗ xn) .

Es inmediato que ω es una norma, salvo quizás que ha de ser u = 0 si ω (u) = 0. Pero si β es

cualquier norma cruzada sobre
n⊗
j=1

Ej y si u =
s∑
j=1

x1
j ⊗ ...⊗ xnj entonces β(u) ≤

s∑
i=1

n∏
j=1

∥∥xji∥∥.

Luego β (u) ≤ ω(u). En particular, α (u) ≤ ω (u) y α (u) > 0 si u 6= 0.

Definición 4.2.11. Dado z ∈
n⊗
i=1

Ei, escribiremos ‖z‖ω = ω(z) y diremos que ‖z‖ω es la norma

proyectiva de z. La completación de (
n⊗
i=1

Ei, ‖z‖ω) se indicará con
⊗̂

1≤i≤n
Ei. Diremos entonces

que el espacio de Banach
⊗̂

1≤i≤n
Ei es el producto tensorial proyectivo de E1, ...,En.
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Observación 4.2.12. Si E1, ...,En,F son espacios de Banach sea Bn(E1, ...,En,F) el C−espa-

cio vectorial de aplicaciones n−multilineales continuas φ : E1× ...×En → F. Se sabe que una

aplicación n−multilineal φ pertenece a Bn(E1, ...,En,F) si y solo si el número extendido

‖φ‖ = sup
{
‖φ (x1, ..., xn)‖ : ‖x1‖E1

= ... = ‖xn‖En = 1
}

es finito. Por otra parte, (Bn(E1, ...,En,F), ‖◦‖) es un espacio de Banach.

Proposición 4.2.13. Sean E1, ...,En,F espacios de Banach y sea φ ∈ Bn(E1, ...,En,F). Existe

un único operador Tφ ∈ B(
⊗̂

1≤i≤n
Ei,F) tal que

Tφ (x1 ⊗ ...⊗ xn) = φ (x1, ..., xn)

cuando xj ∈ Ej , 1 ≤ j ≤ n y ‖Tφ‖ = ‖φ‖ .

Demostración. Sea φ̃ :
⊗

1≤i≤n
Ei → F lineal tal que φ̃ (x1 ⊗ ...⊗ xn) = φ (x1, ..., xn) si

(x1, ..., xn) ∈ E1 × ...× En. En consecuencia, si u =
s∑
j=1

x1
j ⊗ ...⊗ xnj en

⊗
1≤i≤n

Ei resulta

∥∥∥φ̃ (u)
∥∥∥ ≤ s∑

j=1

∥∥φ (x1
j , ..., x

n
j

)∥∥ ≤ ‖φ‖ s∑
j=1

n∏
j=1

∥∥xji∥∥ ,
de donde

∥∥∥φ̃ (u)
∥∥∥ ≤ ‖φ‖ω(u). Como

⊗̂
1≤i≤n

Ei es espacio de Banach y φ̃ resulta lineal y acotada

sobre el subespacio denso
⊗

1≤i≤n
Ei entonces φ̃ se extiende a un operador acotado Tφ:

⊗̂
1≤i≤n

Ei →

F tal que ‖Tφ‖ ≤ ‖φ‖ . Es claro que Tφ = 0 si φ = 0. Sino, dado 0 < ε < ‖φ‖ existe

(x1, ..., xn) ∈ E1 × ...× En tal que ‖x1‖E1
= ... = ‖xn‖En = 1 y

‖φ‖ − ε < ‖φ (x1, ..., xn)‖ =
∥∥∥φ̃ (x1 ⊗ ...⊗ xn)

∥∥∥ = ‖Tφ (x1 ⊗ ...⊗ xn)‖ ≤ ‖Tφ‖ ,

pues ω (x1 ⊗ ...⊗ xn) ≤ 1. Como ε es arbitrariamente pequeño sigue que ‖Tφ‖ = ‖φ‖ . La

unicidad de Tφ es inmediata.

Corolario 4.2.14. Sean U,B álgebras de Banach, E un U−módulo de Banach a izquierda y F

un B−módulo de Banach a derecha. Entonces E⊗̂F es un (U,B)−bimódulo.

Demostración. Fijados a ∈ U, b ∈ B las aplicaciones fa, gb : E× F→ E⊗ F dadas mediante

fa(x, y) = (ax)⊗ y, gb (x, y) = x⊗ (yb)
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son ambas bilineales y acotadas. Por la Prop. 4.2.13 hay únicos operadores Fa, Gb ∈ B(E⊗̂F)

tales que Fa (x⊗ y) = (a · x)⊗ y y Gb (x⊗ y) = x⊗ (y · b) . Escribiendo

a · (x⊗ y) = Fa (x⊗ y) y (x⊗ y) · b = Gb (x⊗ y)

es fácil ver que las relaciones

a · (x⊗ y) = (a · x)⊗ y, (x⊗ y) · b = x⊗ (yb)

definen una estructura de (U,B)−bimódulo sobre E⊗̂F.
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Amenabilidad

El propósito de este capı́tulo es caracterizar las denominadas álgebras amenables. Ha sido

una importante innovación la consideración de los grupos de homologı́a y cohomologı́a como

un aspecto de la estructura general de álgebras de Banach (cf. [18], [19]). Entre los primeros

estudios en esta dirección cabe mencionar las investigaciones de B. Johnson y J. L. Taylor (cf.

[21], [36]). La escuela de Moscú, dirigida por A. Ya. Helemskii, consideró este tópico desde

un punto de vista diferente, pero muy enriquecedor para el estudio de ciertas propiedades de

amenabilidad hereditarias (v. [15]). Diremos que un álgebra de Banach U se dice amenable si

H1(U,E∗) = {0} para cualquier U−bimódulo de Banach E, donde

H1(U,E∗) =
Z1(U,E∗)
N 1(U,E∗)

es el primer grupo de cohomologı́a de Hochschild. Estamos indicando:

Z1(U,E∗) = {δ ∈ B (U,E∗) : δ(a.b) = a.δ(b) + δ(a).b si a, b ∈ U}

i.e. Z1(U,E∗) consiste de las llamadas derivaciones de U en E∗. Además

N 1(U,E∗) = {δ ∈ B(U,E∗) : δ = adx∗ para cierto x∗ ∈ E∗} ,

donde adx∗(a) = a · x∗ − x∗ · a para cada a ∈ U. Notar que Z1(U,E∗) es un subespacio de

Banach de B (U,E∗) y queN 1(U,E∗) es un subespacio eventualmente no cerrado deZ1(U,E∗).

A los elementos deN 1(U,E∗) les denominaremos derivaciones internas. Entonces, en el caso

de álgebras amenables la estructura de toda derivación con valores en el dual de un espacio de

Banach es la más simple, i.e. la de una derivación interna. De esta manera, conceptos como el

de amenabilidad dan información sobre la estructura de derivaciones sobre álgebras de Banach.

Desde luego nos estamos interesando en una clase particular de operadores y, ciertamente, en

77



general ha de haber derivaciones no internas. Pareciera ser restrictivo un concepto como el de

amenabilidad y, justamente, se podrı́an hacer teorı́as análogas distinguiendo clases diferentes de

la de espacios de Banach duales. En esta dirección hay tres tipos especiales, entre otros, de ame-

nabilidad. Se trata de las llamadas álgebras completamente amenables (o super-amenables),

amenables y débilmente amenables. Precisamente, un álgebra de Banach U es completamen-

te amenable si H1(U,E) = {0} cualquiera sea el U−bimódulo de Banach E. Por otra parte, U

se dice débilmente amenable si H1(U,U∗) = {0}. Evidentemente toda álgebra completamente

amenable es amenable y toda álgebra amenable es débilmente amenable.

La teorı́a de álgebras completamente amenables es la más desarrollada hasta la fecha, mien-

tras que la correspondiente a álgebras débilmente amenables es la que ha mostrado más comple-

jidad. Respecto de estas últimas se han logrado avances en el caso de algunas álgebras especı́fi-

cas. Por ejemplo, la amenabilidad débil de ciertas C∗−álgebras fue establecida en 1983 por U.

Haagerup (cf. [12]). En 2002 se estableció que el álgebra de medidas finitas de BorelM (G)

sobre un grupo localmente compacto G es amenable toda vez que es débilmente amenable (cf.

[6]). En la actualidad, además de investigaciones ligadas a dar un más acabado conocimiento

de estos tipos de amenabilidad, se recurre a nuevos tipos de amenabilidad. Por ejemplo, (v.

[9]), amenabilidad por ideales (un álgebra de Banach U es idealmente amenable si y sólo si

H1(U, I∗) = {0} cualquiera sea el ideal cerrado I de U). Cabe mencionar que está abierta aún

la cuestión acerca de la identificación de álgebras amenables y débilmente amenables en el caso

de álgebras de Banach uniformes sobre un espacio compacto (cf. [1], p. 66). Asimismo, aún se

desconoce la existencia de algún espacio de Banach infinito dimensional E tal que la corres-

pondiente álgebra B (E) de operadores acotados sea amenable. Este problema planteado por B.

Johnson en [21] en 1972, aún no resuelto, muestra con crudeza los lı́mites de una teorı́a todavia

incipiente de amenabilidad. Más aún, se sabe que este resultado es negativo para espacios de

Hilbert y quizás sea más accesible decidir la cuestión para E =lp con p ∈ (1,∞) \ {2} (V.[33],

Open Problems 8 and 9, p. 222-223). Respecto de la amenabilidad de álgebras de operadores

sobre espacios de Banach también se está en una etapa inicial de investigación. Se ha podi-

do decidir la amenabilidad del álgebra de operadores compactos sobre los espacios c0 y lp si

p ∈ (1,∞). Si E es un espacio de Banach general, la amenabilidad de las álgebras K (E) de

operadores compactos sobre E o A (E) de operadores de aproximación finita sobre E ha sido
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establecida bajo condiciones relativamente generales en un profundo artı́culo de N. Grønbæk,

B. Johnson y G. A. Willis (cf. [10]). Sin embargo se desconocen aún condiciones intrı́nsecas de

E que determinen la amenabilidad de dichas álgebras en términos de su análisis funcional.

En esta monografı́a hemos optado por señalar la caracterización de álgebras amenables lo-

grada por B. Johnson en [21], en el Teorema 4.2.33, mediante el recurso de diagonales vir-

tuales y diagonales aproximadas (V. definiciones 4.2.15 y 4.2.16). Esta elección obedece a

varias razones; por un lado el trabajo mencionado de B. Johnson representa sin duda un hito en

el desarrollo de la teorı́a. En dicha memoria B. Johson logra una comprensión acabada de los

denominados grupos amenables. El estudio de estos grupos tiene interés propio, sobre todo a

partir de un celebrado teorema de S. Banach y A. Tarski, relacionado con un problema sobre

teorı́a de la medida planteado por F. Hausdorff (cf. [2], [14]). Resultados sorprendentes y pa-

radojas fáciles de deducir a partir del teorema de Banach- Tarski dieron lugar a la clasificación

de grupos generales en amenables y no amenables. Sin embargo, las razones profundas de per-

tenencia a una u otra clase no se pudieron comprender hasta el advenimiento de la teorı́a de B.

Johnson. En el caso de un grupo localmente compactoG J. G. Wendel demostró, en 1952, que el

álgebra L1 (G) contiene una suerte de codificación con toda la información estructural de G. Es

decir, si G y H son dos grupos localmente compactos, las álgebras de Banach L1 (G) y L1 (H)

son isométricamente isomorfas si y sólo si G y H son grupos topológicos homeomorfos (cf.

[37]). En definitiva, B. Johnson advirtió como caracterizar grupos amenables haciendo uso de

esta suerte de invariantes asociados, en un contexto que admitı́a el empleo conjunto de técnicas

de análisis funcional y de álgebra homológica. Una vez logrados los resultados de B. John-

son en esta dirección la introducción de la noción de amenabilidad ha resultado muy natural,

planteándose luego la caracterización de álgebras amenables generales. Nos ha parecido opor-

tuno abordar el teorema original de Johnson sobre amenabilidad de álgebras del tipo L1 (G) y

también considerar la amenabilidad en general. El empleo del primer grupo de cohomologı́a es

suficiente en principio. No obstante los grupos de cohomologı́a de orden superior suelen dar in-

formación intrı́nseca sobre las álgebras de Banach subyacentes, aunque surgen problemas tanto

al momento de determinarlos como al de interpretar los resultados que dichos grupos sugieren.

Se sabe que, en general, es más simple establecer algunos resultados en el caso de álgebras

con unidad. No obstante, hay una amplia diversidad de álgebras de Banach no unitarias cuyo
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estudio tiene en muchos casos interés propio. Hay diversas maneras de sumergir un álgebra

de Banach no unitaria dada en un álgebra de Banach con unidad. Nosotros vamos a seguir la

construcción usual, i.e., si U es un álgebra de Banach no unitaria indicaremos U] = U× C. En

U] se define la estructura natural de C−álgebra dada mediante las siguientes operaciones: si λ,

µ, τ ∈ C y a, b ∈ A

τ (a, λ) + (b, µ) = (τ · a+ b, τ · λ+ µ) ,

(a, λ) · (b, µ) = (a · b+ µ · a+ λ · b, λ · µ) .

En particular, U] resulta ser un álgebra unitaria sobre C, cuya identidad es e = (0, 1). De-

finiendo ‖(a, λ)‖ = ‖a‖ + |λ| si a ∈ A, λ ∈ C entonces
(
U], ‖·‖

)
es un álgebra de Banach

unitaria, ‖e‖ = 1 y U ↪→ U], de modo que U se sumerge isométricamente en U] realizándose co-

mo un ideal cerrado. Afortunadamente la amenabilidad goza de ciertas propiedades hereditarias

que son deseables. En general, no es cierto que subálgebras de Banach de álgebras amenables

sean amenables. Sin embargo, veremos que el Lema 4.2.18 y el Corolario 4.2.19 nos permi-

tirán remitir, sin pérdida de generalidad, la caracterización de amenabilidad al caso de álgebras

unitarias.

Definición 4.2.15. Por diagonal virtual de U entendemos a todo elemento M ∈
(
U⊗̂U

)∗∗
tal

que π∗∗(M) · a = a y a ·M = M · a si a ∈ U, donde π : U⊗̂U→ U es la aplicación única lineal

tal que π(a⊗ b) = a · b cualquiera sean a, b ∈ U.

Definición 4.2.16. Por diagonal aproximada de U se entiende toda red acotada {mα}α∈A en

U⊗̂U tal que ĺımα∈A(a · mα − mα · a) = 0 y además ĺımα∈A(a · π (mα)) = a para cualquier

a ∈ U.

Observación 4.2.17. Por el Ej. 4.2.2 y el Corolario 4.2.14 hay definidas sendas estructuras de

U−bimódulo en U⊗̂U, en (U⊗̂U)∗∗ y en U∗∗. Además, la existencia de una aplicación π en las

condiciones anteriores está garantizada por la propiedad universal que define a todo producto

tensorial. Por esta razón, las definiciones anteriores son correctas.

Lema 4.2.18. Sea U un álgebra de Banach y sea I un ideal cerrado de U tal que I y U/I son

amenables. Entonces U es amenable.

80



Demostración. Sea E un U−bimódulo de Banach y seaD ∈ Z1 (U,E∗). Entonces la restricción

de D a I es una derivación en Z1 (I,E∗). Como I es amenable existe φ ∈ E∗ tal que Da =

a ·φ−φ ·a si a ∈ I. Sea D̃ = D−adφ. Entonces la restricción de D̃ a I es cero puesD coincide

con adφ en I. Indicando π : U → U/I a la proyección al cociente, haciendo ˜̃D (ψ) = D̃ (a)

si ψ = π (a), queda inducida una aplicación ˜̃D : U/I → E∗. Si ψ = π (a) = π (á) entonces

a − á ∈ I, de modo que D̃ (a) = D̃ (á) y por lo tanto ˜̃D está bien definida. Sea E0 la cápsula

cerrada lineal generada por elementos de la forma a · x · b, con a, b ∈ I y x ∈ E. Sea también

F = {ψ ∈ E∗ : a · ψ = ψ · a = 0 si a ∈ I} .

Entonces F≈ (E/E0)∗, donde≈ indica isomorfismos de U/I−bimódulos de Banach. En efecto,

sea Θ : F→ (E/E0)∗ tal que siψ ∈ F resulta Θ (ψ) (p (x)) = ψ (x) para cualquier x ∈ E,donde

p:E→ E/E0 es la proyección al cociente. Si fuere p(x) = p(x́) entonces x−x́ ∈ E0, y podemos

escribir x− x́ = ĺımn

j(n)∑
j=1

ajn · xjn · bjn con ajn, b
j
n ∈ I, xjn ∈ E. Entonces

〈x, ψ〉 − 〈x́, ψ〉 = 〈x− x́, ψ〉

= ĺım
n

j(n)∑
j=1

〈
ajn · xjn · bjn, ψ

〉
= ĺım

n

j(n)∑
j=1

〈
xjn, b

j
n · ψ · ajn

〉
= 0,

por lo tanto Θ (ψ) está bien definida, resultando Θ (ψ) : E/E0 → C lineal y

|Θ (ψ) (p (x))| = |ψ (x)| ≤ ‖ψ‖ ‖x‖

si x ∈ E. Luego, |Θ (ψ) (p (x))| ≤ ‖ψ‖ ‖p (x)‖ para cualquier x, i.e. ‖Θ (ψ)‖ ≤ ‖ψ‖ y ası́ Θ ∈

B(F, (E/E0)∗). Suponiendo Θ (ψ) = 0 entonces ψ (x) = 0 si x ∈ E, o sea ψ = 0. Por otra parte

dada S ∈ (E/E0)∗ es fácil ver que S ◦ p ∈ F y además Θ (S ◦ p) = S. Por el teorema de la

función abierta concluimos que Θ es un homeomorfismo de espacios de Banach. Si escribimos

π (a) · ψ , a · ψ, ψ · π (b) , ψ · b, (4.26)

donde a, b ∈ U y ψ ∈ F, es fácil verificar que (4.26) define una acción de U/I−bimódulo de

Banach sobre F. En consecuencia, haciendo para a, b ∈ U y λ ∈ (E/E0)∗:

π (a) · λ · π (b) , Θ
(
π (a) ·Θ−1 (λ) · π (b)

)
, (4.27)
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queda definida una acción de U/I−bimódulo de Banach sobre (E/E0)∗. Es fácil verificar que

(4.27) está bien definida y que respecto de la acción resultante Θ deviene en un homomorfismo

de U/I−bimódulos de Banach. Notemos que si a ∈ I y b ∈ U tenemos

a · ˜̃D (π (b)) = a · D̃ (b) = D̃ (a · b)− D̃ (a) · b = 0,

y análogamente ˜̃D (π (b)) · a = 0, o sea ˜̃D (U/I) ⊆ F. Observando que π es un homomorfis-

mo de U−bimódulos se deduce que Θ ◦ ˜̃D ∈ Z1 (U/I, (E/E0)∗). Puesto que U/I se asume

amenable existe un elemento λ ∈ (E/E0)∗ tal que Θ ◦ ˜̃D = adλ. Luego, dado a ∈ U obtenemos

Θ (D (a)− adφ (a)) = Θ D̃ (a) = Θ
˜̃
D (π (a)) = λ · π (a)− π (a) · λ

y usando (4.26)

D̃ (a) = D (a)− adφ (a)

= Θ−1 (λ) · π (a)− π (a) ·Θ−1 (λ)

= Θ−1 (λ) · a− a ·Θ−1 (λ) = adΘ−1(λ) (a) ,

o sea D = adφ+Θ−1(λ).

Corolario 4.2.19. Un álgebra de Banach U es amenable sı́ y sólo sı́ U] es amenable.

Demostración. EvidentementeC es un álgebra amenable. Asumiendo que U es amenable, pues-

to que U es además un ideal cerrado de U] y las álgebras de Banach U]/U y C son isométrica-

mente isomorfas, por el lema (4.2.18) U] resulta amenable. Recı́procamente, sean U] amenable,

E un U-bimódulo y D ∈ Z1 (U,E∗). Notemos que D se extiende naturalmente a una derivación

D̃ sobre U], la cual necesariamente es nula en e. En consecuencia D̃, y por lo tanto D, son

ambas internas.

Álgebra homológica y análisis funcional

Grupos de homologı́a de orden superior

Sean U un álgebra de Banach, X un U−módulo de Banach y consideremos el siguiente

complejo:

⊗̂n1U⊗̂X dn−→ ⊗̂
n−1

1 U⊗̂X dn−1−−→
... d3−→ ⊗̂

2

1U⊗̂X d2−→ U⊗̂X d1−→ X d0−→ 0.
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Estamos indicando d1(a⊗̂x) = x · a− a · x y, si n > 1:

dn(a1⊗̂a2......⊗̂an⊗̂xn) = a2⊗̂ ... ⊗̂an⊗̂ (xa1)

+
n−1∑
i=1

(−1)i a1⊗̂ ... ⊗̂ (aiai+1) ⊗̂...⊗̂an⊗̂x

+ (−1)n a1⊗̂ ... ⊗̂an−1⊗̂ (anx) .

Tenemos que dn es continua y dn ◦ dn+1 = 0 para cualquier n. Indicaremos mediante

Hn (U,X) = ker (dn) / Im (dn+1), al n−grupo de homologı́a de U con coeficientes en X. Más

aún se trata de un espacio vectorial y es un espacio de Banach si Im (dn+1) es cerrado.

Proposición 4.2.20. (⊗̂n1U⊗̂X)∗ ≈ Bn (U,X∗), donde ≈ indica isomorfismo de espacios de

Banach.

Demostración. Sea Λn : (⊗̂n1U⊗̂X)∗ → Bn (U,X∗) tal que

(Λnφ) (a1, ..., an)x = φ(a1⊗̂...⊗̂an⊗̂x),

donde φ ∈ (⊗̂n1U⊗̂X)∗, a1, ..., an ∈ U y x ∈ X. Es fácil ver que Λn está bien definida, que es

lineal y acotada. Dada ψ ∈ Bn (U,X∗), la aplicación

(a1, ..., an, x) Ψ−→ ψ (a1, ..., an)x

es (n+1)−lineal. Por la Proposición 4.2.13 existe una única aplicación ψ̃ ∈ (⊗̂n1U⊗̂X)∗ tal que

ψ̃
(
a1⊗̂...⊗̂an⊗̂x

)
= ψ (a1, ..., an)x

y
∥∥∥ψ̃∥∥∥ = ‖Ψ‖. Definiendo Γn (ψ) = ψ̃ queda definida Γn : Bn (U,X∗)→ (⊗̂n1U⊗̂X)∗. Eviden-

temente Γn es lineal y

‖Γn (ψ)‖ =
∥∥∥ψ̃∥∥∥

= ‖Ψ‖

= sup {|ψ (a1, ..., an)x| : ‖a1‖ = ... = ‖an‖ = ‖x‖ = 1}

≤ sup {‖ψ (a1, ..., an)‖ : ‖a1‖ = ... = ‖an‖ = 1}

= ‖ψ‖ ,
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o sea Γn es acotada. Es fácil verificar que Λn ◦ Γn = IdBn(U,X∗) . Además, si φ ∈ (⊗̂n1U⊗̂X)∗ y

u =
s∑
i=1

ai1⊗̂ ... ⊗̂ain⊗̂xi en ⊗̂n1U⊗̂X tenemos

Γn (Λnφ)u =
s∑
i=1

Λ̃nφ (ai1⊗̂ ... ⊗̂ain⊗̂xi)

=
s∑
i=1

(Λnφ) (ai1, ... , a
i
n)xi

=
s∑
i=1

φ(ai1⊗̂ ... ⊗̂ain⊗̂xi) = φ (u) ,

i.e. Γn ◦ Λn = Id(⊗̂n1U⊗̂X)∗ .

Observación 4.2.21. Por la Prop. 4.2.20, si n ∈ N existe un operador δn que hace conmutativo

al siguiente diagrama:

(
⊗̂n−1

1 U⊗̂X)∗ d∗n−→
(
⊗̂n

1U⊗̂X)∗

↓ Λn−1 ↓ Λn

Bn−1 (U,X∗) δn−→ Bn (U,X∗) .

En particular, indicamos
⊗̂0

1U⊗̂X = X, B0 (U,X∗) = X∗ y Λ0 = IdX∗ .
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Observación 4.2.22. Si Ψ ∈ Bn−1 (U,X∗), a1, ..., an ∈ U, x ∈ X tenemos que

(δnΨ) (a1, ..., an) (x) = Λn

(
d∗n Λ−1

n−1 Ψ
)

(a1, ... , an) (x)

=
(
d∗n Λ−1

n−1 Ψ
) (
a1⊗̂ ... ⊗̂an⊗̂x

)
=
(
Λ−1
n−1 Ψ

)
dn
(
a1⊗̂ ... ⊗̂an⊗̂x

)
=
(
Λ−1
n−1 Ψ

) {
a2⊗̂ ... ⊗̂an⊗̂ (x · a1)

+
n−1∑
i=1

(−1)i a1⊗̂ ... ⊗̂(ai · ai+1)⊗̂ ... ⊗̂an⊗̂x

+ (−1)n a1⊗̂ ... ⊗̂an−1⊗̂ (an · x)
}

= Ψ (a2, ... , an) (x · a1)

+
n−1∑
i=1

(−1)i Ψ (a1, ... , ai · ai+1, ..., an) (x)

+ (−1)n Ψ (a1, ..., an−1) (an · x)

= {a1Ψ (a2, ... , an)

+
n−1∑
i=1

(−1)i Ψ (a1, ... , ai.ai+1, ... , an)

+ (−1)n Ψ (a1, ... , an−1) · an} (x)

o bien,

δnΨ (a1, ..., an) = a1Ψ (a2, ... , an) (4.28)

+
n−1∑
i=1

(−1)i Ψ (a1, ... , ai · ai+1, ... , an)

+ (−1)n Ψ (a1, ... , an−1) · an.

En particular, notar que ker (δ2) = Z1(U,X∗) y δ1(x∗) = adx∗ para cada x∗ ∈ X∗.

Observación 4.2.23. Más generalmente, obtenemos el siguiente complejo

0 δ0

−→ Y δ1

−→ B1 (U,Y) δ2

−→ B2 (U,Y) δ3

−→ ... (4.29)

de modo que si Ψ ∈ Bn−1 (U,Y) se evalúa δnΨ mediante (4.28). El complejo (4.29) puede ser

definido para todo U−módulo de Banach Y. Para cada n resulta δn+1 ◦ δn = 0. Escribiendo
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Zn (U,Y) = ker (δn+1) y N n (U,Y) = Im (δn) queda definido el grupo de cohomologı́a de

orden n de U con coeficientes en Y:

Hn (U,Y) =
Zn (U,Y)

N n (U,Y)
.

Observación 4.2.24. Si n ∈ N resultan ker (δn) = Λn−1 (ker (d∗n)) y Im δn = Λn (Im (d∗n)).

Teoremas de reducción

La teorı́a de Hochschild (cf. [18], [19]) es aplicable en el contexto de álgebras de Banach.

En la Prop. 4.2.25 introduciremos estructuras de U−bimódulo de Banach sobre
⊗̂n

1U⊗̂X y

Bn (U,X) . Luego, en la Prop. 4.2.26 veremos que la evaluación de los grupos de homologı́a

y cohomologı́a de orden superior puede reducirse a la de los grupos de primer orden. Esto no

significa que los grupos de orden superior tengan menor importancia, ya que aunque en teorı́a

el proceso de reducción es posible, en la práctica la evaluación presenta importantes problemas

de cálculo.

Proposición 4.2.25. Hay estructuras de U−bimódulos de Banach sobre
⊗̂n

1U⊗̂X y Bn (U,X) .

Demostración. Notemos que U⊗̂X es un U-bimódulo si escribimos

(a⊗̂x) · b = a⊗̂(x · b), b · (a⊗̂x) = (b · a) ⊗̂x− b⊗̂(a · x) (4.30)

para cualesquiera a, b ∈ U, x ∈ X. Que (4.30) define la estructura requerida se deduce al

linealizar las aplicaciones C-bilineales (a, x)→ a⊗̂(x · b) y (a, x)→ (b · a) ⊗̂x− b⊗̂(a · x) de

U × X→ U⊗̂X vı́a la universalidad del producto tensorial. En particular, si a, b, c ∈ U, x ∈ X

entonces

[
(a⊗̂x) · b

]
· c =

[
a⊗̂(x · b)

]
· c = a⊗̂ ((x · b) · c) = a⊗̂(x · (c · b)) =

(
a⊗̂x

)
· (c · b) ,

y también

c ·
[
b · (a⊗̂x)

]
= c ·

(
(b · a) ⊗̂x

)
− c ·

(
b⊗̂(a · x)

)
= (c · (b · a)) ⊗̂x− c⊗̂ ((b · a) · x)− (c · b) ⊗̂ (a · x) + c⊗̂ (b · (a · x))

= (c · b) · (a⊗̂x).
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Puesto que el producto tensorial es asociativo, por inducción se define una estructura de U−bimódu-

lo sobre
⊗̂n

1U⊗̂X haciendo

(
a1⊗̂...⊗̂an⊗̂x

)
· b = a1⊗̂...⊗̂an⊗̂ (x · b) (4.31)

si a1, ..., an ∈ U,si x ∈ X y si b ∈ U. Por otra parte

b ·
(
a1⊗̂a2⊗̂x

)
= (ba1) ⊗̂

(
a2⊗̂x

)
− b⊗̂

(
a1 ·

(
a2⊗̂x

))
= (ba1) ⊗̂a2⊗̂x− b⊗̂ (a1a2) ⊗̂x+ b⊗̂a1⊗̂ (a2x)

En general;

b ·
(
a1⊗̂...⊗̂an⊗̂x

)
= (ba1) ⊗̂a2⊗̂...⊗̂an⊗̂x

+
n−1∑
i=1

(−1)i b⊗̂a1⊗̂...⊗̂ai.ai+1⊗̂...⊗̂an⊗̂x

+ (−1)p b⊗̂a1⊗̂...⊗̂ (anx) .

La estructura de U−módulo sobre Bn (U,X) se define mediante las fórmulas;

(aT ) (a1, ..., an) = aT (a1, ..., an)

(Ta) (a1, ..., an) = T (aa1, ..., an) +
n−1∑
i=1

(−1)i T (aa1, ..., aiai+1,...an) +

(−1)n T (aa1, ..., an−1) an

Proposición 4.2.26.

(i) Hn+p (U,X) ≈ Hn

(
U,
⊗̂p

1U⊗̂X
)

.

(ii) Hn+p (U,X) ≈ Hn (U,Bp (U,X)) .

Demostración. (i) Formalmente, sabemos que hay isomorfismos

in,p :
⊗̂n

1
U⊗̂

(⊗̂p

1
U⊗̂X

)
→
⊗̂n+p

1
U⊗̂X,

in,p
(
a1⊗̂...⊗̂an⊗̂(an+1⊗̂...⊗̂an+p⊗̂x)

)
= a1⊗̂......⊗̂an+p⊗̂x.
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Entonces existen operadores D́s tales que el siguiente diagrama es conmutativo⊗̂n+1

1 U⊗̂
(⊗̂p

1U⊗̂X
)

Dn+1−−−→
⊗̂n

1U⊗̂
(⊗̂p

1U⊗̂X
)

Dn−→
⊗̂n−1

1 U⊗̂
(⊗̂p

1U⊗̂X
)

↓ in+1,p ↓ in,p ↓ in−1,p⊗̂n+p+1

1 U⊗̂X dn+p+1−−−−→
⊗̂n+p

1 U⊗̂X dn+p−−→
⊗̂n+p−1

1 U⊗̂X

En consecuencia

Hn+p (U,X) =
ker (dn+p)

Im (dnp+1)
=

in,p (kerDn)

in,p (ImDn+1)
≈ Hn (U,Hp (U,X))

(ii) Las aplicaciones

in,p : Bn+p (U,X)→ Bn (U, Lp (U,X))

(in,pφ) (a1, ..., an) (an+1, ..., an+p) = φ (a1, ..., an+p)

definen sendos isomorfismos Bn+p (U,X) ≈ Bn (U,Bp (U,X)). Hay entonces aplicacio-

nes ∆́s para las cuales el siguiente diagrama es conmutativo

Bn+p−1 (U,X) δn+p

−−→ Bn+p (U,X) δn+p+1

−−−−→ Bn+p+1 (U,X)

↓ in−1,p ↓ in,p ↓ in+1,p

Bn−1 (U,Bp (U,X)) ∆n

−→ Bn (U,Bp (U,X)) ∆n+1

−−−→ Bn+1 (U,Bp (U,X))

Ahora

Hn+p (U,X) =
ker (δn+p+1)

Im (δn+p)
=

(in,p)−1 (ker (∆n+1))

(in,p)−1 (Im (∆n))
≈ Hn (U,Bp (U,X))

Sobre el rango de ciertos operadores

De la construcción de los complejos de Hochschild sigue que, para lograr una correcta

adecuación al marco de álgebras de Banach, es necesario precisar condiciones necesarias y

suficientes bajo las cuales los rangos de ciertos operadores sean cerrados. Esto es necesario

pues procuramos garantizar condiciones bajo las cuales algunos cocientes admitan estructuras

de espacios de Banach.
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Lema 4.2.27. Sean X, Y espacios de Banach y S ∈ B(X,Y). Entonces SX es cerrado si y solo

si S∗Y∗ es cerrado.

Demostración. Sean S ∈ B (X,Y), Q : X → X/S−1 (0) la proyección al cociente y J :

S (X)→ Y la inyección natural . Dado α ∈ X/S−1 (0) escribiremos S0 (α) = S (x) si Q (x) =

α. Es fácil ver que queda bien definida una aplicación S0 ∈ B
(
X/S−1 (0) , S(X)

)
. Asimismo,

se obtiene que S = J ◦ S0 ◦Q y S0 es inyectivo. Luego S∗ = Q∗S∗0J
∗ y como Im(S0) es densa

en S(X) entonces S∗0 es inyectivo. Precisamente, si S∗0(Ψ) = 0 para cierto Ψ ∈ S(X) entonces

0 = S∗0(Ψ)(Q(x)) = (Ψ ◦ S0)(Q(x)) = Ψ(S0(Q(x))) = Ψ(S(x)),

de donde Ψ = 0.Veremos que:

(i) J∗ es suryectiva,

(ii) Im(S) = Im(S0),

(iii) Q∗(Im(S∗0)) = Im(S∗) y Q∗ es cerrada,

(iv) Im(S∗0) es cerrada si y solo si Im(S∗) es cerrada.

Luego podremos asumir que S es inyectivo y tiene rango denso. En efecto, si S fuera inyectivo

con rango denso y además asumiéramos que el rango es cerrado, entonces S serı́a un isomor-

fismo. Evidentemente, S∗ devendrá isomorfismo y la condición ha de ser necesaria. Recı́proca-

mente, supongamos que S es inyectiva, tiene rango denso e Im (S∗) es cerrada. Como S tiene

rango denso se deduce que S∗ es inyectiva. Aplicando el Teorema de la función abierta, hay en-

tonces una aplicación T : S∗Y∗ → Y∗ tal que T (S∗) = IY ∗ . Dada y∗ ∈ Y∗, sea |y∗| = ‖S∗y∗‖ .

Luego

‖y∗‖ = ‖TS∗y∗‖ ≤ ‖T‖ ‖S∗y∗‖ = ‖T‖ |y∗|

Ahora (Y∗, |.|) es un espacio normado. Sea BY la bola cerrada unitaria de Y centrada en cero.

Si B0
Y es el polar de BY y µB0

Y
es el funcional de Minkowski asociado entonces µB0

Y
= ‖.‖ en

Y∗ (cf. [5], p. 103,126). Precisamente, si y∗ ∈ Y∗ entonces

µB0
Y
(y∗) = ı́nf{t > 0 : y∗/t ∈ B0

Y}
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Dado t > 0 tal que t−1y∗ ∈ B0
Y, |t−1y∗(y)| ≤ 1 para cualquier y ∈ BY, i.e. ‖y∗‖ ≤ t, i.e.

‖y∗‖ ≤ µB0
Y
(y∗). Si y∗ 6= 0 e y ∈ BY entonces |y∗/ ‖y∗‖ (y)| ≤ 1, i.e. ‖y∗‖ ≥ µB0

Y
(y∗).

Por lo tanto, concluimos que ‖y∗‖ = µB0
Y
(y∗).Evidentemente µB0

Y
(0) = 0. Análogamente, se

verifica que |y∗| = µ(S(BX))0 (y∗) si y∗ ∈ Y∗, donde BX es la bola unitaria cerrada en X y

µ(S(BX))0 es el funcional de Minkowski de (S (BX))0. Luego µB0
Y
≤ ‖T‖ · µ(S(BX))0 , de donde

B00
Y ⊆ ‖T‖ (S (BX))00. Obtenemos entonces

BY ⊆ B00
Y ⊆ ‖T‖ (S (BX))00.

Como S (BX) es convexo y balanceado entonces (S (BX))00 = S (BX)
w

(cf. [?], p. 52, Prop.

3). Asimismo, S (BX)
w

= S (BX) pues S (BX) es convexo en un espacio vectorial localmente

convexo (cf. [22], Prop. 1.3.3, p. 30). Luego S (BX) deviene denso en BY y BY ⊆ B00
Y ⊆

S (r ·BX), donde r = ‖T‖. Desde luego podemos asumir que T es no nulo. Luego

2−nBY ⊆ S (2−n · r ·BX)

si n ≥ 0. Veamos que Y = S (X). Sea y0 ∈ Y, y0 6= 0; definimos ỹ0 = y0/(2 ‖y0‖). Ası́ existe

x1 ∈ r · BX tal que ‖ỹ0 − Sx1‖ < 2−1. Por inducción, dado k ∈ N existe xk ∈ 2−k+1 · r ·

BX tal que ‖ỹ0 − Sx1 − ...− Sxk‖ ≤ 2−k. Por construcción, la serie
∑
xk es absolutamente

convergente. Como X es completo está definido x =
∑
xk. Evidentemente, ỹ0 = Sx, o bien,

y0 = S (2 ‖y0‖x) y se sigue la tesis. Veamos que, efectivamente, la reducción al caso en que el

operador S se asume inyectivo y con rango denso es correcta. En efecto, si Im (S) es cerrada

entonces por (ii) Im (S0) es cerrada y, como S0 es inyectivo, por el teorema de la función abierta

S0 es un isomorfismo. Puesto que

S∗ (Y∗) = Q∗ (S∗0J
∗Y∗) = Q∗

(
S∗0SX

∗
)

= Q∗
((
X/S−1 (0)

)∗)
,

como por (i) J∗ es suryectiva, S∗0 es un isomorfismo y por (iv) Q∗ es cerrada entonces Im (S∗)

es cerrada. Recı́procamente, si Im (S∗) es cerrada por (iv) Im (S∗0) también lo es. Luego, como

S0 es inyectivo y tiene rango denso podemos asegurar que Im (S0) es cerrada y, por (ii) resulta

Im (S) cerrada. Finalmente, (i) es cierto pues dado θ ∈ S(X)
∗

por el Teorema de Hahn-Banach

existe θ̃ ∈ Y∗ tal que θ̃ |S(X)= θ, i.e. J∗θ̃ = θ. El item (ii) es inmediato. Con respecto a (iii),

notemos que es válida la siguiente identidad

Im(Q∗) =
{
x∗ ∈ X∗ : S−1(0) ⊆ ker(x∗)

}
. (4.32)
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Sea entonces {x∗n} ⊆ Im (Q∗) tal que x∗n → x∗ en X∗ y veamos que x∗ ∈ Im (Q∗). Sea

x ∈ S−1(0) y veamos que x∗(x) = 0. En efecto, escribiendo x∗n = Q∗ (ζ∗n) para cada n, donde

ζ∗n ∈ (X/S−1(0))∗, obtenemos

x∗n(x) = Q∗ (ζ∗n) (x) = ζ∗n (Q (x)) = 0,

y haciendo n → ∞ sigue que x∗(x) = 0. Por (4.32) sigue la afirmación. En consecuencia,

por el teorema de la función abierta, Q∗ es cerrada. Por otra parte, como S∗ = Q∗S∗0J
∗ evi-

dentemente Im(S∗) ⊆ Q∗(Im(S∗0)). Además si θ ∈ S(X)
∗
, por (i) existe y∗ ∈ Y∗ tal que

Q∗S∗0θ = Q∗S∗0J
∗y∗ i.e. Q∗S∗0θ = S∗y∗, de donde Q∗(Im(S∗0)) ⊆ Im(S∗). Supongamos ahora

que Im(S∗) es cerrada y sea S∗0αn → β en (X/S−1 (0))
∗. Para cada n sea α̃n ∈ Y∗ tal que

J∗α̃n = αn, i.e. S∗0J
∗α̃n → β. Entonces S∗α̃n → Q∗β. Como Im(S∗) es cerrada existe α̃ ∈ Y∗

tal que Q∗β = S∗α̃. Luego si x ∈ X

β(Q(x)) = α̃(S(x)) = α̃(JS0Q(x)) = (α̃JS0)(Q(x))

Entonces β = α̃JS0 = S∗0(α̃J). Recı́procamente, sea Im(S∗0) cerrada. Por (iii) Im(S∗) deviene

cerrada.

Corolario 4.2.28. Sean X, Y, Z espacios de Banach, S : X → Y, T : Y → Z, operadores

lineales, acotados y sea TS = 0. Entonces TY es cerrado y ker(T ) = Im(S) si y solo si S∗Y∗

es cerrado y ker(S∗) = Im(T ∗).

Demostración. Supongamos que TY es cerrado y ker(T ) = Im(S). Como Im(S) es cerrado

por el Lema 4.2.27 S∗Y∗ es cerrado. Como TS = 0 entonces Im (T ∗) ⊆ ker (S∗). Ahora sea

y∗ ∈ ker (S∗). Dado y ∈ Y sea z∗0 (T (y)) , y∗ (y). Entonces z∗0 está bien definida, pues si

Ty = T ý entonces y − ý ∈ ker (T ) = Im (S). Si x ∈ X verifica que y − ý = S (x) entonces

y∗ (y − ý) = y∗ (S (x)) = 0. Evidentemente z∗0 ∈ T (Y)∗ y por el teorema de Hahn-Banach

existe una extensión z∗ ∈ Z∗ de z∗0 . Asimismo obtenemos

T ∗z∗ = z∗ ◦ T = z∗ |Im(T ) ◦T = z∗0 ◦ T = y∗,

o sea ker (S∗) ⊆ Im (T ∗). Por lo tanto, S∗Y∗ es cerrado y ker(S∗) = Im(T ∗). Recı́procamente,

sea S∗Y∗ cerrado y ker(S∗) = Im(T ∗). Entonces por el Lema 4.2.27 TY deviene cerrado.
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Como Im (S∗) es cerrada por el lema anterior Im (S) es cerrada. Finalmente, notemos que

ker (S∗) = {y∗ ∈ Y∗ : y∗ (Sx) = 0∀x ∈ X} , (4.33)

Im (T ∗) = {y∗ ∈ Y∗ : y∗(y) = 0∀y ∈ ker(T )} .

Dado entonces y0 ∈ Y − S(X) existe, por el teorema de Hahn- Banach, un funcional acotado

y∗ sobre Y tal que y∗(y0) = 1 e y∗ |S(X)= 0. Por (4.33) deducimos que y∗ |ker(T )= 0, de modo

que y0 /∈ ker(T ). Como TS = 0 sigue la tesis.

Sobre la trivialidad de grupos de cohomologı́a

Lema 4.2.29. Sean X un U-módulo de Banach y m ∈ N. Entonces Hn (U,X) = {0} si n ≥ m

y Im (dm) es cerrada si y solo siHn (U,X∗) = {0} para n ≥ m.

Demostración. Supongamos primero que Hn (U,X) = {0} si n ≥ m y Im (dm) es cerrado.

Por el lema (4.2.27) sigue que Im
(
d∗m+1

)
es cerrada y ker

(
d∗m+1

)
= Im (d∗m). Ası́ Im (δm+1)

es cerrada y por (4.2.24) se cumple que Λ−1
m (ker (δm+1)) = Λ−1

m (Im (δm)) o bien,

ker
(
δm+1

)
= Im (δm)

i.e. Hm (U,X∗) = {0} y Im (δm+1) es cerrada. Si suponemos Hn (U,X) = {0} si n ≥ m

entonces ker (dn) = Im (dn+1). En particular, Im (dm+1) es cerrada y Hm+1 (U,X) = {0}

entonces Hm+1 (U,X) = 0 e inductivamente la condición es necesaria. Recı́procamente, si

Hn (U,X∗) = {0} para cualquier n ≥ m entonces ker (δn+1) = Im (δn). En particular, como

Im (δn) = Λn (Im (d∗n)) entonces Im (d∗n) es cerrada, de donde Im (dn) es cerrada si n ≥ m.

Además

ker
(
δn+1

)
= Λn

(
ker
(
d∗n+1

))
= Λn (Im (d∗n)) ,

i.e. ker
(
d∗n+1

)
= Im (d∗n) para cualquier n. Como Im (d∗n) es cerrada entonces Im dn es cerrada

yHn (U,X) = 0. Por el lema (4.2.27) se sigue la tesis si n ≥ m.

Lema 4.2.30. Sea X un U-módulo de Banach, I=X∗. Entonces Hn (U, I) = {0} si y solo si

para cualquier T ∈ Zn (U, I) existe S ∈ Bn−1 (U, I∗∗) tal que δnS = T.
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Demostración. La condición es evidentemente necesaria. Sean los operadores T ∈ Zn (U, I)

y S ∈ Bn−1 (U, I∗∗) tales que δnS = T . La inyección natural i : X ↪→ X∗∗ es un U-módulo

homomorfismo pues si a, b ∈ U y x ∈ X entonces dado x∗ ∈ X∗ resulta

〈x∗, i (axb)〉 = 〈axb, x∗〉 = 〈x, bx∗a〉 = 〈bx∗a, i (x)〉 = 〈x∗, ai (x) b〉

Veamos que δn (i∗S) = T , de donde se seguirá la tesis. En efecto,

δn (i∗ S) (a1, ..., an) = a1 (i∗ S) (a2, ..., an) +
n−1∑
i=1

(−1)i (i∗ S) (a1, ..., aiai+1, ..., an)

+ (−1)n (i∗ S) (a1, ..., an−1) an

= i∗ {a1 S (a2, ..., an) + ...+ (−1)n S (a1, ..., an−1) an}

= i∗δnS (a1, ..., an)

= (i∗T ) (a1, ..., an) ,

i.e. δn (i∗S) = i∗ (δnS) = i∗T = T .

Proposición 4.2.31. Sea U un álgebra de Banach con aproximaciones acotadas de la identidad

a ambos lados, y sea X un U-módulo de Banach sobre el que la acción de U a algún lado es

trivial. EntoncesHn (U,X∗) = {0} si n ∈ N.

Demostración. Supongamos que U actúa trivialmente a derecha sobre X, i.e. xa = 0, si x ∈ X

y a ∈ U. Entonces si ψ ∈ B0 (U,X∗) = X∗ y si a ∈ U, x ∈ X resulta

δ1ψ (a)x = ψ (xa)− ψ (ax) = − (ψa) (x) ,

i.e. δ1ψ (a) = −ψ · a. Asimismo, si T ∈ B1 (U,X∗) y a, b ∈ U, x ∈ X es

δ2T (a, b)x = T (b) (xa)− T (ab)x+ T (a) (bx) = [−T (ab) + T (a)(b)]x,

o sea δ2T (a, b) = −T (ab) + T (a)(b). Veamos que H1 (U,X∗) = {0}, o lo que es equivalen-

te, que ker (δ2) ⊆ Im (δ1). Dado entonces T ∈ ker (δ2) sabemos que T (ab) = T (a) b para

cualquier a, b ∈ U. Sea {eα}α∈A una aproximación acotada de la unidad a izquierda en U. Bas-

tará ver que existe y ∈ X∗ tal que δ1y = T . Como T ∈ B1 (U,X∗) entonces {Teα}α∈A es con-

junto acotado en X∗. Por el teorema de Banach-Alaoglu {Teα}α∈A es σ (X∗,X)−relativamente
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compacto, de modo que considerando eventualmente una subred existe y ∈ X∗ tal que y =

w∗ − ĺımα∈A Teα (cf. [24], Cap. 5, Teorema 2, p. 159). Dados x ∈ X, a ∈ U obtenemos:

(Ta)x = 〈x, Ta〉 =
〈
x, T

(
ĺım
α

(eαa)
)〉

=
〈
x, ĺım

α
T (eαa)

〉
= ĺım

α
〈x, T (eαa)〉

= ĺım
α
〈x, T (eα) a〉 = ĺım

α
〈ax, T (eα)〉

= 〈ax, y〉 = 〈x, ya〉

=
〈
x, δ1 (−y) (a)

〉
= δ1 (−y) (a)x

o sea T = δ1 (−y). Supongamos n > 1. Por las Prop. 4.2.20 y 4.2.26 tenemos(
⊗̂n1U⊗̂X

)∗ ≈ Bn (U,X∗) yHn+p (U,X) ≈ Hn (U,Bp (U,X))

Luego tenemos que

Hn+p (U,X∗) ≈ Hn
(
U,
(
⊗̂p1U⊗̂X

)∗)
,

o bien

Hn (U,X∗) ≈ H1
(
U,
(
⊗̂n−1

1 U⊗̂X
)∗)

.

Por (??) la acción de U a derecha sobre ⊗̂p1U⊗̂X es trivial para cada p ∈ N y la conclusión sigue

como consecuencia del caso anterior.

Observación 4.2.32. Sean X un U-módulo de Banach, U un álgebra de Banach unitaria que

actúa trivialmente a derecha sobre X. Entonces Hn (U,X) = {0} para cualquier n ∈ N. Preci-

samente, por Ob. 4.2.23 tenemos que

0 δ0

−→ X δ1

−→ B1 (U,X) δ2

−→ B2 (U,X) δ3

−→ ...,

δn+1δn = 0 cualquiera sea n y Hn (U,X) = ker (δn+1) / Im (δn) . En particular, si x ∈ X y

a ∈ U tenemos que δ1 (x) a = ax− xa. Además, si a1, a2 ∈ U, ψ ∈ B1(U,X)

δ2ψ (a1, a2) = a1ψ (a2)− ψ (a1a2) + ψ (a1) a2.

Entonces sabemos que H0 (U,X) = ker (δ1). Sean ψ ∈ ker (δ2) y e la correspondiente unidad

de U . Como ψ es una derivación, ψ (e) = ψ (e · e) = e · ψ (e) + ψ (e) · e = ψ (e). En general,

si a, b ∈ U

ψ (ab) = a · ψ (b) + ψ (a) · b = a · ψ (b)
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Luego ψ (a) = a · ψ (e) si a ∈ U. Pero entonces si a ∈ U tenemos que

ψ (a) = a · ψ (e)− ψ (e) · a,

o bien ψ (a) = δ1 (ψ (e)) a, i.e. ψ = δ1 (ψ (e)). Ası́H1 (U,X) = {0}. Ahora si n > 1 y notando

que U actúa trivialmente a la derecha sobre Bn−1 (U,X), por la Prop. 4.2.26, (ii), concluimos

queHn (U,X) = {0}.

Caracterización de álgebras amenables

Teorema 4.2.33. (B. Johnson). Sea U un álgebra de Banach. Son equivalentes:

(i) U es amenable.

(ii) U posee una diagonal virtual.

(iii) U posee una diagonal aproximada.

Demostración. ((i)⇔ (ii)) Supongamos primero que U es amenable y veamos que tiene en-

tonces una diagonal virtual. Ya sabemos que podemos asumir, sin perder generalidad, que

U es unitaria. Si v = eU ⊗ eU en U⊗̂U obtenemos

π∗∗(a · v − v · a) = π∗∗(a · (eU ⊗ eU)− (eU ⊗ eU) · a)

= π∗∗((a · eU)⊗ eU − eU ⊗ (eU · a))

= π∗∗(a⊗ eU − eU ⊗ a)

en U∗∗. Si s = a⊗ eU − eU ⊗ a en (U⊗̂U)∗∗ y x∗ ∈ U∗ obtenemos

π∗∗ (s) (x∗) = (s ◦ π∗)(x∗)

= s(x∗ ◦ π)

= (x∗ ◦ π)(s)

= x∗(π(a⊗ eA − eA ⊗ a))

= x∗(a.eA − eA.a)

= x∗(0)

= 0.
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Ası́ adv : U→ ker(π∗∗) pues adv(a) = a.v− v.a ∈ ker(π∗∗), i.e. adv ∈ Z1(U, ker(π∗∗)).

Consideremos ahora, el espacio de Banach X = (U⊗̂U)∗ / π∗ (U∗) y la proyección

canónica n : (U⊗̂U)∗ → X. Veamos que X∗ ≈ ker(π∗∗), donde ≈ indica un isomor-

fismo de U−bimódulos de Banach. Esto nos permitirá luego usar la amenabilidad de U.

Para ello, si θ ∈ ker(π∗∗) y s ∈
(
U⊗̂U

)∗
, sea Ψ(θ)(n(s)) = θ(s). Si n(s) = n(ś) existe

una sucesión {a∗n}n≥1en U∗ tal que s− ś = ĺımn π
∗(a∗n). Luego,

θ(s)− θ(ś) = θ(s− ś) = ĺım
n→∞

θ(π∗(a∗n)) = ĺım
n→∞

π∗∗(θ)(a∗n) = 0

pues θ ∈ ker(π∗∗). Por lo tanto, θ(s) = θ(ś) y ası́ Ψ(θ) está bien definida. Además

Ψ (θ) : X→ C, es C−lineal y

|Ψ (θ) (n (s))| = |θ (s)| ≤ ‖θ‖ ‖s‖ ,

i.e. |Ψ (θ) (ξ)| ≤ ‖θ‖ ‖ξ‖ cualquiera sea ξ ∈ X. Ası́, Ψ (θ) ∈ X∗ y ‖Ψ (θ)‖ ≤ ‖θ‖. Luego

Ψ ∈ B (ker (π∗∗) ,X∗) .Por otra parte, si a1, a2 ∈ A y θ ∈ ker(π∗∗), como ker (π∗∗) es un

U−bimódulo y n es un homomorfismo de U−bimódulos, podemos escribir

Ψ(a1 · θ · a2)(n(s)) = (a1 · θ · a2)(s)

= 〈s, a1 · θ · a2〉

= 〈a2 · s · a1, θ〉

= Ψ (θ) (n(a2 · s · a1))

= Ψ (θ) (a2 · n(s) · a1) = (a1 ·Ψ (θ) · a2)(n(s)).

Ahora, si Ψ(θ) = 0 entonces θ(s) = 0 cualquiera sea s ∈
(
U⊗̂U

)∗
, o sea θ = 0. Además,

si λ ∈ X∗ entonces n∗(λ) ∈ (U⊗̂U)∗∗ y

〈a∗, π∗∗ (n∗(λ))〉 = 〈π∗ (a∗) , n∗(λ)〉 = 〈n(π∗ (a∗)), λ〉 = 0

para cualquier a∗ ∈ U∗, i.e. n∗(λ) ∈ ker(π∗∗) y

Ψ(n∗(λ)) (n (s)) = n∗(λ) (s) = λ (n (s))

para cualquier s, con lo cual Ψ(n∗(λ)) = λ. Por el Teorema de la Función Abierta de-

ducimos que Ψ es un homeomorfismo de U-bimódulos de Banach. Ahora si E, F son
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U-bimódulos de Banach isomorfos entonces H1(U,E) ≈ H1(U,F) (V. Prop. 4.2.34). En

consecuencia,H1(U, ker(π∗∗)) ≈ H1(U,X) y como U es amenable, resultaH1(U, ker(π∗∗)) =

{0}, i.e. adv es una derivación interna. Existe entonces un elemento w ∈ ker(π∗∗) tal que

adv = adw. Luego a · (v−w)− (v−w) · a = 0 para cualquier a ∈ U. Si M = v−w en

(U⊗̂U)∗∗ entonces

π∗∗ (M) = π∗∗ (v − w) = π∗∗ (v) = eU

y además a ·M = M · a si a ∈ U.

Recı́procamente, supongamos que M es diagonal virtual de U. Sea E un U−bimódulo de

Banach y veamos que H1(U,E∗) = {0}. Para ello, sea dada D ∈ Z1(U,E∗) y veamos

que D es derivación interna. Si x ∈ E, por la C-bilinealidad de la aplicación (a, b) →

〈x, aDb〉 sobre U× U y por la propiedad universal que caracteriza al producto tensorial

sea Λx ∈ (U⊗̂U)∗ única tal que 〈a⊗ b,Λx〉 = 〈x, aDb〉 para todo a, b ∈ U. Si u =
n∑
j=1

aj ⊗ bj en U⊗̂U tenemos

|〈u,Λx〉| ≤
n∑
j=1

|〈x, ajDbj〉| ≤ ‖x‖
n∑
j=1

‖ajDbj‖

≤ ‖x‖
n∑
j=1

‖aj‖ ‖Dbj‖ ≤ ‖D‖ ‖x‖
n∑
j=1

‖aj‖ ‖bj‖ ,

de donde |〈u,Λx〉| ≤ ‖u‖ω ‖D‖ ‖x‖, i.e. Λx ∈ E∗ y ‖Λx‖ ≤ ‖D‖ ‖x‖ para cada x ∈ E.

Queda inducida entonces una aplicación lineal λ : E → C tal que 〈x, λ〉 = 〈Λx,M〉 si

x ∈ E. Más aún, |〈Λx,M〉| ≤ ‖Λx‖ ‖M‖ ≤ ‖D‖ ‖x‖ ‖M‖ y por consiguiente λ ∈ E∗ y

‖λ‖ ≤ ‖D‖ ‖M‖ . Sean ahora a, b, c ∈ U, x ∈ E. Entonces

〈b⊗ c,Λax−xa〉 = 〈ax− xa, bDc〉 = 〈x, bD(c)a− abD(c)〉 , (4.34)

〈b⊗ c, aΛx − Λxa〉 = 〈b⊗ (ca)− (ab)⊗ c,Λx〉 (4.35)

= 〈x, bD (ca)− abD (c)〉

= 〈x, bD(c)a+ bcD(a)− abD(c)〉

De (4.34) y (4.35) resulta

〈b⊗ c,Λax−xa〉+ 〈x, bcD (a)〉 = 〈b⊗ c, aΛx − Λxa〉 . (4.36)
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Por (4.36), dado si v ∈ U⊗̂U podemos escribir

〈v,Λax−xa〉 = 〈v, aΛx − Λxa〉 − 〈x, π (v)D (a)〉 . (4.37)

Sea {νl}l∈L una red acotada en U⊗̂U tal queM = w∗-ĺıml∈L νl (cf. [5], Prop. 4.1, p. 131).

Dado ε > 0 el conjunto

W =
{
N ∈

(
U⊗̂U

)∗∗
: máx {|〈Λax−xa, N −M〉| , |〈aΛx − Λxa,N −M〉|} ≤ ε/2

}
es un w∗− entorno de M en

(
U⊗̂U

)∗∗
. Luego existe l0 ∈ L tal que νl ∈W si l ≥ l0 en L.

Notemos que eU = w-ĺıml∈L:l≥l0 π (νl) en U∗∗. Precisamente, puesto que π∗∗ |U⊗̂U= π, si

a∗ ∈ U∗ podemos escribir

〈a∗, π∗∗ (vl)〉 = 〈a∗, π (vl)〉 = 〈π∗ (a∗) , vl〉 .

Luego

ĺım
l∈L:l≥l0

〈a∗, π∗∗ (vl)〉 = 〈a∗, eU〉 = 〈π∗ (a∗) ,M〉 = 〈a∗, π∗∗(M)〉

y sigue la afirmación. En consecuencia, eU ∈ Co{π (vl)}l≥l0
w
. Pero entonces hay una

sucesión {bn}n≥1 en Co{π (vl)}l≥l0 tal que ‖bn − eU‖ → 0 (cf. [22], Th.1.3.4, p. 30).

Podemos escribir bn = π (νn), con

νn =

k(n)∑
k=1

tnk vlnk en U⊗̂U, 0 ≤ tnk ≤ 1,
k(n)∑
k=1

tnk = 1, n ≥ 1.

Puesto que ∪n≥1

{
vlnk
}

1≤k≤k(n)
⊆W y además por (4.37) para cada n ∈ N es

〈vn,Λax−xa〉 = 〈vn, aΛx − Λxa〉 − 〈x, bnD (a)〉

podemos hacer

〈Λax−xa − (aΛx − Λxa) , vn〉 = −〈x, bnD (a)〉

〈Λax−xa − (aΛx − Λxa) , vn −M〉+ 〈Λax−xa − (aΛx − Λxa) ,M〉 = −〈x, bnD (a)〉

Haciendo n→∞ tenemos que |〈Λax−xa − (aΛx − Λxa) , vn −M〉| ≤ ε. Entonces,

|〈Λax−xa − (aΛx − Λxa) ,M〉+ 〈x,D (a)〉| ≤ ε
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Como ε puede ser arbitrariamente pequeño deducimos que

〈Λax−xa,M〉 = 〈aΛx − Λxa,M〉 − 〈x,D (a)〉

= 〈Λx,Ma− aM〉 − 〈x,D (a)〉

= −〈x,D (a)〉 .

En definitiva,

〈x, λa− aλ〉 = 〈ax− xa, λ〉 = 〈Λax−xa,M〉 = −〈x,D (a)〉 ,

i.e. D(a) = aλ − λa y D se realiza como derivación interna. Siendo D arbitraria, U

deviene amenable.

((ii)⇒ (iii)) Sea M ∈
(
U⊗̂U

)∗∗
tal que a · π∗∗ (M) = a y a ·M = M · a si a ∈ U. Sea

{mα}α∈A una red acotada en U⊗̂U tal que M = w∗ − ĺımα∈Amα. Puesto que

Co {mα}α∈A
w∗

= Co {mα}α∈A

entonces existe una red {nβ}β∈B ⊆ Co {mα}α∈A tal que ĺımβ∈B nβ = M en
(
U⊗̂U

)∗∗
(cf. [5], Corollary 1.5, p.126). Notemos que {nβ}β∈B es acotado y si β ∈ B y a ∈ U es

‖a · nβ − nβ · a‖ = ‖a (nβ −M)− (nβ −M) a‖ ≤ 2 ‖a‖ ‖nβ −M‖ ,

de modo que a · nβ − nβ · a→ 0. Asimismo, a · π∗∗ (nβ)→ a · π∗∗ (M) = a.

((iii)⇒ (ii)) Sea {mα}α∈A una diagonal aproximada de U y veamos que U tiene una diagonal

virtual. Como {mα}α∈A es acotado en
(
U⊗̂U

)∗∗
, pasando eventualmente a una subred

podemos asumir que existe M ∈
(
U⊗̂U

)∗∗
tal que M = w∗ − ĺımα∈Amα (cf. [24], Cap.

5, Teorema 2, p. 159). Sean a ∈ U, φ ∈
(
U⊗̂U

)∗
. Entonces

〈φ, a ·M −M · a〉 = 〈φ · a− a · φ,M〉

= ĺım
α
〈φ · a− a · φ,mα〉 = ĺım

α
〈φ, a ·mα −mα · a〉 = 0
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i.e. a ·M = M · a. Además, si x∗ ∈ U∗ resulta

〈x∗, π∗∗ (M) · a〉 = 〈a · x∗, π∗∗ (M)〉

= 〈π∗ (a · x∗) ,M〉

= 〈(a · x∗) ◦ π,M〉

= ĺım
α
〈(a · x∗) ◦ π,mα〉

= ĺım
α
〈π (mα) , a · x∗〉

= ĺım
α
〈π (mα) · a, x∗〉 = 〈a, x∗〉 = 〈x∗, a〉

i.e. π∗∗ (M) · a = a para cualquier a ∈ U.

Proposición 4.2.34. Si E, F son U-bimódulos de Banach isomorfos entonces

H1(U,E) ≈ H1(U,F).

Demostración. Sea T 0 : E→ F isomorfismo de U−bimódulos, y sean

E δ0
E−→
L1(U,E) δ1

E−→
L2 (U,E)

↓ T 0 ↓ T 1 ↓ T 2

F δ0
F−→
L1(U,F) δ1

F−→
L2 (U,F)

Ası́ tenemos queZ1 (U,E) = ker (δ1
E) y también queZ1 (U,F) = ker (δ1

F). Además T 1 (α) (a) =

T 0 (α (a)) , con a ∈ A,α ∈ L1(U,E). Veamos que T 1 (Z1 (U,E)) = Z1(U,F). En efecto, si

α ∈ Z1 (U,E) y a, b ∈ U entonces

(T 1α)(a · b) = T 0(α(a · b)) = T 0(α(a) · b+ a · α(b))

= T 0(α(a))b+ aT 0(α(b)) = T 1(α)(a) b+ aT 1(α)(b)

entonces T 1(α) ∈ Z1 (U,F). Por otro lado, si δ ∈ Z1 (U,F) resulta (T 0)−1δ ∈ Z1 (U,E) pues

(T 0)−1δ(a · b) = (T 0)−1(a · δ(b) + δ(a) · b)

= a · (T 0)−1δ(b) + (T 0)−1δ(a) · b.
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Además, T 1((T 0)−1δ) = T 0((T 0)−1δ) = δ. Asimismo, se verifican las identidades

N 1(U;E) = δ0
E(E) y N 1(U;F) = δ0

F(F).

En consecuencia T 1(N 1(U,E)) = N 1(U,F). Precisamente si x ∈ E y a ∈ U entonces

T 1(δ0
E(x))(a) = T 0(δ0

E(x)a)

= T 0(a · x− x · a)

= a · T 0(x)− T 0(x) · a = δ0
F(T

0(x))a,

i.e. T 1(δ0
E(x)) = δ0

F(T
0(x)) para cualquier x ∈ E. Además, como T 0 es suryectiva, si y ∈ F e

y = T 0(x) entonces δ0
F(y) = T 1(δE(T 0)−1(y)). En definitiva,

H1(U,F) =
Z1(U,F)

N 1(U,F)
=
T 1(Z1(U,E))

T 1(N 1(U,E))

Sea p : Z1(U,F) → H1(U,F) la proyección al cociente y sea τ : Z1(U,E) → H1(U,F) la

aplicación τ = p ◦ T 1. τ es una aplicación lineal suryectiva. Sea l ∈ Z1(U,E) tal que τ(l) = 0.

Luego T 1(l) ∈ T 1(N 1(U,E)) y como T 1 es inyectiva, l ∈ N 1(U,E). Luego H1(U,E) ≈

H1(U,F).

A continuación veremos que toda álgebra amenable U tiene aproximación acotada de la

identidad, i.e. posee una red {ej}j∈J acotada tal que ĺımj∈J a · ej = ĺımj∈J ej · a = a en U para

cada a ∈ U.

Corolario 4.2.35. Sea U álgebra de Banach amenable. Entonces U tiene una aproximación

acotada de la identidad.

Demostración. Sea A un U−bimódulo de Banach cuyo espacio subyacente es U, de modo que

a ·x = a ·Ux y x ·a = 0, si a ∈ U, x ∈ A. SeaD : U ↪→A∗∗ la inmersión natural y sean a, b ∈ U,

x∗ ∈ A∗. Entonces

〈x∗, D (a) · b+ a ·D (b)〉 = 〈b · x∗, D (a)〉+ 〈x∗ · a,D (b)〉

= 〈b, x∗ · a〉

= 〈a · b, x∗〉 = 〈x∗, D (a · b)〉 ,
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i.e. D ∈ Z1 (U,A∗∗). Sea E∈ A∗∗ tal que D = adE . Luego

a = D (a) = adE (a) = a · E−E · a = a · E

para cualquier a ∈ U. Sea {es}s∈σ ⊆ U acotado tal que E = w∗ − ĺıms∈σ es. En particular,

E ∈ Co {es}s∈σ y hay una sucesión {σn} ⊆ Co {es}s∈σ tal que ‖E − σn‖ → 0 en A∗∗. Dado

a ∈ U resulta

‖a · E − a · σn‖ ≤ ‖a‖ ‖E − σn‖

i.e. ‖a− a · σn‖ → 0, de modo que a · σn → a y {σn} es aproximación acotada de la identidad

en U a la derecha. Análogamente, hay una aproximación acotada de la unidad {un} de U a la

izquierda. Sea τn,m = un + σm − σmun. Dados a ∈ U, n,m ∈ N resulta

‖τn,m · a− a‖ = ‖a− un · a− σm · a+ σm · un · a‖ ≤ ‖a− un · a‖+ ‖σm‖ ‖un · a− a‖ ,

de modo que ĺımn,m→∞ ‖τn,m · a− a‖ = 0. Análogamente, ĺımn,m→∞ ‖a · τn,m − a‖ = 0.

Caracterización de grupos amenables

Ya hemos señalado que la noción de grupo amenable quedó fuertemente motivada por tra-

bajos iniciales de S. Banach y A. Tarski en base a un problema de Hausdorff (cf. [14]). En

particular, a partir del artı́culo [35] de A. Tarski se deduce lo siguiente: si G es un grupo dado,

existirá una medida no negativa µ globalmente definida en partes deG tal que µ (a · E) = µ (E)

si a ∈ G y E ⊆ G si y solo si G posee un promedio invariante por traslaciones. En gene-

ral, las medidas sobre G están definidas en σ−álgebras estrictamente menores que la de todas

las partes de G. P. ej., si G = (R,+) se sabe que para la medida de Lebesgue hay cantidad

de subconjuntos no medibles de R, siendo la misma invariante por traslaciones. Veremos que

sobre el espacio l∞ (G) de aplicaciones acotadas de G en C podemos definir un producto, al

que indicaremos ∗, de modo que (l∞ (G) , ∗) es un álgebra de Banach. Entonces, por promedio

invariante sobre G entenderemos un funcional m ∈ l∞ (G)∗ tal que

〈1,m〉 = ‖m‖ = 1 (4.38)

y

〈δa ∗ φ,m〉 = 〈φ,m〉 (4.39)
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si a ∈ G y φ ∈ l∞ (G) .

La existencia de un promedio invariante sobre un grupo G depende intrı́nsecamente de la

estructura teórica de G. Diremos que un grupo es amenable cuando posea un tal promedio,

siendo no amenable en caso contrario. P. ej., los grupos F2 de dos generadores, los grupos or-

togonal O(3), especial ortogonal SO(3) o Gl(3) de matrices inversibles sobre R3×3 o C3×3 no

son amenables. La teorı́a de amenabilidad concebida por B. Johnson precisa condiciones de

amenabilidad sobre una amplia categorı́a de grupos: la de los grupos localmente compactos. Se

establece que para que un grupo localmente compacto G sea amenable es necesario y suficiente

que la correspondiente álgebra de Banach U = L1
mG

(G) lo sea. En particular, la local compaci-

dad de G, que asumimos siempre separado, permite la construcción de la medida de Haar mG

sobre G (cf. [13], [16]). La misma es no nula, no negativa, boreliana, regular sobre G, única

salvo constantes positivas de modo que mG(a · E) = mG(E) para cada subconjunto de Borel

de G, o bien única tal que mG es invariante a izquierda. En consecuencia, en el contexto de gru-

pos localmente compactos es posible generalizar la noción de promedio invariante, entendiendo

por tal un funcional m ∈
(
L∞mG (G)

)∗ de modo que se verifican (4.38) y (4.39). Respecto a la

condición (4.39), mediante δa indicamos a la medida de Borel sobre G concentrada en a ∈ G.

Luego, si φ ∈ L∞mG (G) indicamos, formalmente, δa ∗ φ a la función sobre G:

(δa ∗ φ) (c) ,
∫
G

φ
(
b−1c

)
dδa (b) .

Razonando como en la Obs. 4.2.46 puede verse que δa ∗ φ ∈ L∞mG (G).

Ası́, siG es un grupo amenable se ha de probar que toda derivación con coeficientes en un U-

bimódulo E es interna. La prueba de que esta condición es necesaria se basará en los siguientes

pilares: (I) Basta hacer una reducción, sin pérdida de generalidad, a cierta clase restringida

de L1
mG

(G)-bimódulos. (I) SiM (G) es el álgebra de Banach de medidas de Borel complejas

acotadas sobre G entonces L1
mG

(G) ↪→M (G) y toda derivación sobre L1
mG

(G) es extendible a

una derivación sobreM (G) . (I) Generar las condiciones para aplicar el teorema de punto fijo

de M. M. Day (cf. [7]). Que la condición es suficiente sigue de una manera un tanto más directa,

una vez que se comprende la estructura de funcionales lineales acotados sobre L∞(G) en (I).
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El proceso de reducción

Formalmente, si f, g ∈ L1
mG

(G) sea (f ∗ g) (a) =
∫
G
f(b) g(b−1a) dmG(b). La función

a→ (f ∗ g) (a) deviene medible sobre G y es absolutamente integrable respecto a la medida de

Haar, resultando
(
L1
mG

(G) , ‖◦‖
)

un álgebra de Banach y L1
mG

(G)∗ ≈ L∞mG (G) . Por la local

compacidad de G el álgebra L1
mG

(G) posee aproximaciones acotadas de la identidad (cf. [27],

p. 321). Por ello, usando la Prop. 4.2.39 y el Lema 4.2.40 podremos reducir la cuestión general

a la de U−bimódulos neo-unitarios, i.e. aquellos bimódulos U−bimódulos de Banach E en los

que todo elemento es representable en la forma axb para ciertos a, b ∈ U, x ∈ E, con lo cual

tendremos (i). Cabe señalar el siguiente teorema de factorización de P. J. Cohen:

Teorema 4.2.36. (cf. [4]) Sea U un álgebra de Banach con una aproximación acotada de la

identidad a izquierda {es} (resp. a la derecha) y sea E un U−módulo de Banach a izquierda

(resp. a derecha) tal que {es} es aproximación de la identidad para E (i.e. es ·x→ x y x·es → x

para todo x ∈ E respectivamente). Entonces para cada elemento x ∈ E existen a ∈ U e y ∈ E

tal que x = a · y (resp. x = y · a).

En particular, no es inmediato ni trivial que sean compatibles las estructuras algebraicas

de módulos y de módulos neo-unitarios. Es oportuna entonces la siguiente consecuencia del

teorema de Cohen:

Corolario 4.2.37. Sea U un álgebra de Banach, E un U−módulo a la izquierda de Banach y sea

{es}s∈σ una aproximación acotada de la unidad de U. Entonces el subconjunto E0 de elementos

de la forma a · x con a ∈ U y x ∈ E en un U-submódulo cerrado de E.

Demostración. Sea F el conjunto de elementos x ∈ E del tipo x =
∑n

i=1 ai · xi, con n ∈ N,

a1, ..., an ∈ U y x1, ..., xn ∈ E. Entonces F es un U−submódulo de E a la izquierda. Más aún,

F es un U-submódulo de Banach a la izquierda de E y {es}s∈σ aproxima la unidad de F. Por el

teorema de Cohen, si y ∈ F sean a ∈ U, x ∈ F tales que y = a.x ∈ F, i.e. F⊆ F y F es cerrado.

En particular, hemos visto que F ⊆ E0 y como E0 ⊆ F sigue la afirmación.

Observación 4.2.38. La Prop. 4.2.39 siguiente es válida en un contexto más general que el

que nos interesa (cf. [3]). Como se observará, usando la terminologı́a algebraica, a partir de

una sucesión exacta corta de complejos es posible definir homomorfismos de conexión y una
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sucesión exacta larga de complejos. Afortunadamente, es posible adaptar estas cons-trucciones

a nuestro marco de trabajo, por lo cual, salvo alguna breve observación al inicio de la prueba y

detalles de nomenclatura, la demostración es en todo algebraica.

Proposición 4.2.39. Sean U un álgebra de Banach, X un U−módulo de Banach, I un U−submódu-

lo de Banach X complementable en cuanto subespacio de Banach en X, i.e. existe K un subes-

pacio de Banach de X tal que X = I⊕ K. Entonces hay morfismos para las cuales la sucesión

... ∂n−→ Hn (U, I) ι∗n−→
Hn (U,X) q∗n−→

Hn (U,X/I) ∂n+1

−−→ Hn+1 (U, I) ι∗n+1−−→
...

es exacta.

Demostración. Sean ι : I ↪→ X la inmersión natural de I en X y q : X→ X/I la proyección al

cociente. Evidentemente se trata, en ambos casos, de homomorfismos acotados de U-módulos.

Puesto que I es complementable sean K un subespacio de Banach de X tal que X = I⊕ K y

PK : X → X la proyección natural. Si x ∈ X sea |x| = ‖x1‖ + ‖x2‖ , siendo x = x1 + x2,

x1 ∈ I, x2 ∈ K. Entonces (X, |.|) es un espacio de Banach y, por el teorema de la función

abierta, las normas |◦|, ‖◦‖ son equivalentes. Hay entonces escalares m1, m2 ambos positivos

tales que m1 ‖x‖ ≤ |x| ≤ m2 ‖x‖ para cualquier x ∈ X. Evidentemente ‖x‖ ≤ |x| para cada x,

de modo que puede elegirse 0 < m1 ≤ 1. En general, ‖PK (x)‖ ≤ |x| ≤ m2 ‖x‖ de modo que

PK ∈ B (X). Escribiremos p : X/I→ X de modo que p (α) = PK (x) si α = q(x) en X/I. Es

fácil ver entonces que p es un inverso acotado a derecha de q, i.e. q ◦ p = IdX/I . En particular,

p no es necesariamente morfismo de U-módulos. Si n es un entero no menor que dos quedan

naturalmente inducidos sendos morfismos de U-módulos ιńs, qńs para los que los siguientes

diagramas conmutan:

0 → Bn(U, I) ιn−→ Bn(U,X) qn−→ Bn(U,X/I) → 0

↑ δnI ↑ δnX ↑ δnX/I
0 → Bn−1(U, I) ιn−1−−→

Bn−1(U,X) qn−1−−→
Bn−1(U,X/I) → 0

↑ δn−1
I ↑ δn−1

X ↑ δn−1
X/I

0 → Bn−2(U, I) ιn−2−−→
Bn−2(U,X) qn−2−−→

Bn−2(U,X/I) → 0

Si ζ ∈ Zn−1(U,X/I) sea ζ1 ∈ Bn−1(U,X) tal que qn−1 (ζ1) = ζ. Ası́ δnX (ζ1) ∈ ker (qn) y existe
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ζ2 ∈ Bn(U, I) único tal que ιn (ζ2) = δnX (ζ1). Como

ιn+1

(
δn+1
I (ζ2)

)
= δn+1

X (ιn (ζ2)) = δn+1
X (δnX (ζ1)) = 0

entonces ζ2 ∈ Zn(U, I) pues ιn+1 es inyectiva y δn+1
X ◦ δnX = 0. Sea

Θn : Zn−1 (U,X/I)→ Hn (U, I) , Θn (ζ) = ζ2 +N n (U, I) .

Análogamente, si ζ = qn−1 (ϑ1) con ϑ1 ∈ Bn−1(U,X) existirá ϑ2 ∈ Bn(U, I) tal que ιn (ϑ2) =

δnX (ϑ1). Como qn−1 (ζ1 − ϑ1) = 0 sea η ∈ Bn−1(U, I) tal que ιn−1 (η) = ζ1 − ϑ1. Ası́

ιn (ζ2 − ϑ2) = δnX (ζ1 − ϑ1) = δnX (ιn−1 (η)) = ιn (δnI (η)) ,

i.e. ζ2 − ϑ2 = δnI (η) y Θn está bien definida. Por otra parte, sea ν ∈ N n−1 (U,X/I), digamos

ν = δn−1
X/I (ν1) con ν1 ∈ Bn−2(U,X/I). Sea ν2 ∈ Bn−2(U,X) tal que qn−2 (ν2) = ν1 y sea

ξ = δn−1
X (ν2). Tenemos qn−1 (ξ) = ν y, si ξ1 ∈ Bn(U, I) es único tal que ιn (ξ1) = δnX (ξ)

entonces ξ1 = 0 pues δnX ◦ δn−1
X = 0 e ιn es inyectiva. Luego Θn (ν) = 0 en Hn (U, I) y queda

inducido un homomorfismo

∂n : Hn−1 (U,X/I)→ Hn (U, I) , ∂n
(
ζ +N n−1 (U,X/I)

)
= ι−1

n δnXq
−1
n−1ζ +N n (U, I) .

Los siguientes morfismos son naturales:

ι∗n : Hn (U, I)→ Hn (U,X) , ι∗n(ς +N n (U, I)) = ιn (ς) +N n (U,X) ,

q∗n : Hn (U,X)→ Hn (U,X/I) , q∗n (ϕ+N n (U,X)) = qn (ϕ) +N n (U,X/I) .

Notemos que Im (ι∗n) ⊆ ker (q∗n) pues qn ◦ ιn = 0, de modo que

q∗n (ι∗n (ς +N n (U, I))) = q∗n (ιn (ς) +N n (U,X)) = N n (U,X/I) .

Si ϕ + N n (U,X) ∈ ker (q∗n) existe ϕ1 ∈ Bn−1(U,X/I) tal que qn (ϕ) = δnX/I (ϕ1) . Sea ς ∈

Bn−1(U,X) tal que ϕ1 = qn−1 (ς) . Luego

qn (δnX (ς)) = δnX/I (qn−1 (ς)) = qn (ϕ) ,

de donde existe ς1 ∈ Bn−1(U, I) tal que ϕ− δnX (ς) = ιn (ς1) . Como ιn+1 es inyectiva y

δn+1
X (ιn (ς1)) = ιn+1

(
δn+1
I (ς1)

)
= 0
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entonces ς1 ∈ Zn(U, I). Además ι∗n(ς1 +N n (U, I)) = ϕ+N n (U,X) , i.e. Im (ι∗n) = ker (q∗n) .

Si χ ∈ Zn−1(U,X) entonces

∂n
(
qn−1 (χ) +N n−1 (U,X/I)

)
= ι−1

n (δnX(χ)) +N n (U, I) = 0,

de donde Im
(
q∗n−1

)
⊆ ker (∂n) . Sea ζ + N n−1 (U,X/I) ∈ ker (∂n) , de modo que existe

λ ∈ Bn−1 (U, I) tal que ι−1
n δnXq

−1
n−1ζ = δnI (λ) . Como

δnX
(
q−1
n−1(ζ)

)
= ιn (δnI (λ)) = δnX (ιn−1 (λ))

entonces q−1
n−1(ζ)− ιn−1 (λ) ∈ Zn−1 (U,X) y

q∗n−1

(
q−1
n−1(ζ)− ιn−1 (λ) +N n−1 (U,X)

)
= ζ +N n−1 (U,X/I) ,

i.e. Im
(
q∗n−1

)
= ker (∂n) . Es inmediato que Im (∂n) ⊆ ker (ι∗n) . Si ς + N n (U, I) ∈ ker (ι∗n)

sea µ ∈ Bn−1 (U,X) tal que ιn (ς) = δnX (µ) . Haciendo µ0 = qn−1 (µ) , como

δnX/I (µ0) = qn (δnX (µ)) = qn (ιn (ς)) = 0

es µ0 ∈ Zn−1(U,X/I) y

∂n
(
µ0 +N n−1 (U,X/I)

)
= ι−1

n (δnX (µ)) +N n (U, I) = ς +N n (U, I) ,

y Im (∂n) = ker (ι∗n) .

Lema 4.2.40. Sea U un álgebra de Banach con una aproximación acotada de la unidad {es}s∈σ.

Sea E un U−bimódulo de Banach y sea E1 = {a.x.b: a, b ∈ U, x ∈ E}. Entonces;

(i) E1 es un U−submódulo cerrado neo-unitario de E.

(ii) E⊥1 es complementable en E∗, donde E⊥1 indica el conjunto anulador de E1.

(iii) Hn (U,E∗) ≈ Hn (U,E∗1) para cualquier n ≥ 1.

Demostración. (i) Se sigue razonando como en el corolario (4.2.37).

(ii) Notamos que B (E∗) ≈
(
E⊗̂E∗

)∗
, ya que si T ∈ B (E∗) la aplicación

gT : E× E∗ → C, gT (x, x∗) = T (x∗) (x) ,
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es C−lineal y acotada. Luego existe una única aplicación T̃ ∈
(
E⊗̂E∗

)∗
tal que

T̃ (x⊗ x∗) = T (x∗) (x) = gT (x, x∗)

si x ∈ E, x∗ ∈ E∗. La aplicación Λ que transforma a T en T̃ define el isomorfismo

requerido de espacios de Banach, i.e. Λ : B (E∗)→
(
E⊗̂E∗

)∗
. Ası́

‖ΛT‖ =
∥∥∥T̃ ∥∥∥ = ‖gT‖

y entonces

‖gT‖ = sup
‖x‖=‖x∗‖=1

|gT (x, x∗)| = sup |T (x∗) x| ≤ ‖T‖ ‖x∗‖ ‖x‖ ≤ ‖T‖ .

Por lo tanto ‖ΛT‖ ≤ ‖T‖, de donde ‖Λ‖ ≤ 1. Si s ∈ σ quedan definidos Ls, Rs ∈ B (E∗)

mediante las fórmulasLs (x∗) = es·x∗ yRs (x∗) = x∗·es. Notar que máx {‖Ls‖ , ‖Rs‖} ≤

‖es‖ para cualquier s ∈ σ. Como Λ es acotado
{
L̃s

}
s∈σ

y
{
R̃s

}
s∈σ

devienen acota-

das en (E⊗̂E∗)∗. Pasando eventualmente a una subred σ′ exiten L̃ = w∗ − ĺıms∈σ′ L̃s y

R̃ = w∗ − ĺıms∈σ′ R̃s. Ası́, si x ∈ E, x∗ ∈ E∗ tenemos que〈
x⊗ x∗, L̃

〉
= ĺım

s∈σ′

〈
x⊗ x∗, L̃s

〉
= ĺım

s∈σ′
〈x, es · x∗〉 ,〈

x⊗ x∗, R̃
〉

= ĺım
s∈σ′

〈
x⊗ x∗, R̃s

〉
= ĺım

s∈σ′
〈x, x∗ · es〉 .

En particular, existen únicos L, R ∈ B (E∗) tales que Λ (L) = L̃ y Λ (R) = R̃,

〈x, L · x∗〉 = ĺım
s∈σ′
〈x, es · x∗〉 y 〈x,R.x∗〉 = ĺım

s∈σ′
〈x, x∗ · es〉 .

Si E2 = {a.x : a ∈ U, x ∈ E}, sabemos que E2 es un U−submódulo cerrado a izquierda

de E. Como

〈a · x,R · x∗〉 = ĺım
s∈σ′
〈a · x, x∗ · es〉 = ĺım

s∈σ′
〈es · a · x, x∗〉 = 〈a · x, x∗〉

entonces 〈a · x, (Id E∗ −R) x∗〉 = 0, i.e. Im (Id E∗ −R) ⊆ E⊥2 . Si x∗ ∈ E⊥2 obtenemos

〈x,R · x∗〉 = ĺım
s∈σ′
〈es · x, x∗〉 = 0,

y deducimos que R
(
E⊥2
)

= {0}. Si x∗ ∈ E⊥2 , como

x∗ = (Id E∗ −R) (x∗) +R (x∗) = (Id E∗ −R) (x∗) ,
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Id E∗ − R es idéntica sobre E⊥2 y E⊥2 ⊆ Im (Id E∗ −R). Ası́ Im (Id E∗ −R) = E⊥2 es

cerrado. Más aún, R2 = R porque

〈
x,R2 x∗

〉
= ĺım

s∈σ′
〈es · x,R x∗〉

= ĺım
s∈σ′

ĺım
t∈σ′
〈et es · x, x∗〉

= ĺım
s∈σ′
〈es · x, x∗〉

= 〈x,R x∗〉 .

Entonces E∗ = Im (Id E∗ −R)⊕ Im (R), y R proyecta E∗ sobre un complemento de E⊥2
en E∗. Para L se obtienen conclusiones análogas. Si E1 = {x.b: x ∈ E2, b ∈ U}, como

en el corolario (4.2.37) E1 deviene un U−submódulo cerrado de E2, y por lo tanto de E.

Como además

〈a.x.b, R L x∗〉 = ĺım
s∈σ′
〈es a x b, L x∗〉

= ĺım
s∈σ′

ĺım
t∈σ′
〈es a x b et, x∗〉

= ĺım
s∈σ′
〈es a x b, x∗〉

= 〈a x b, x∗〉

y 〈x,R L x∗〉 = ĺıms∈σ′ ĺımt∈σ′ 〈es x et, x∗〉 = 0 si x∗ ∈ E⊥1 entonces Id E∗ − R L es un

proyector de E∗ en E⊥1 y deducimos que E∗ = E⊥1 ⊕ (Id E∗ −R L).

(iii) Evidentemente U· (E/E2) = {0}. Reemplazando en la Prop. 4.2.39 X por E∗ e I por E⊥2 ,

como E∗/E⊥2 ≈ E∗2, por la Prop. 4.2.31 obtenemos que

Hn (U, (E/E2)∗) = Hn
(
U,E⊥2

)
= {0} .

Luego

0→ Hn (U,E∗)→ Hn
(
U,E∗/E⊥2

)
= Hn (U,E∗2)→ 0

es exacta, i.e.Hn (U,E∗) ≈ Hn (U,E∗2). Repitiendo el argumento reemplazando E por E2

y E2 por E1 entonces sigue la tesis.
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El proceso de extensión

Dados µ, ν ∈M (G) y un subconjunto E de G escribiremos

Eµ,ν = {(a, b) ∈ G×G : ab ∈ E} .

Entonces Eµ,ν es subconjunto de Borel de G × G y se define (µ ∗ ν) (E) = (µ× ν) (Eµ,ν) .

Recordando que

‖µ‖ , |µ| (G) , sup

{∑
E∈F

|µ (E)| : F ∈ Pf (Mµ (G))

}
,

dondeMµ (G) es la σ−álgebra de subconjuntos µ−medibles de G, entonces (M (G) , ∗) es un

álgebra de Banach. Además L1
mG

(G) ↪→M (G) vı́a la aplicación f ↪→ f dmG, rea-lizándose

L1
mG

(G) como un ideal cerrado deM (G). Si E fuere un L1
mG

(G)−bimódulo nos proponemos

una vı́a que permita extender derivaciones D : L1
mG

(G) → E∗ a derivaciones D̃ : M (G) →

E∗. En particular, será necesario extender la acción inicial sobre E a una acción de M (G)

sobre E.

Definición 4.2.41. Sean U, B álgebras de Banach tales que U ⊂ B y U es ideal cerrado de B.

Dado a ∈ U escribiremos pa (b) = ‖a.b‖+ ‖b.a‖ para b ∈ B. Entonces {pa}a∈U es una familia

de seminormas sobre B, la cual define sobre B la llamada topologı́a estricta inducida por U,

la que denotaremos τU,B.

Lema 4.2.42. (de Extensión) Sea U un álgebra de Banach con una aproximación acotada

de la unidad {eα}α∈A, contenida como ideal cerrado en un álgebra de Banach B. Sea E un

U−bimódulo neo-unitario y sea D ∈ Z1 (U,E∗). Entonces E admite una estructura natural de

B−bimódulo y existe una única D̃ ∈ Z1 (B,E∗) tal que D̃ |U =D y D̃ es (τU,B, w
∗) continua.

Demostración. Sea x ∈ E, digamos x = ay con a ∈ U, y ∈ E. Si b ∈ B escribiremos

bx = (ba) y. Si fuera x = a′y′, con a′ ∈ U e y′ ∈ E entonces

(ba) y = ĺım
α∈A

(beαa) y = ĺım
α∈A

(beα) (ay) = ĺım
α∈A

(beα) (a′y′) = ĺım
α∈A

(beαa′) y′ = (ba′) y′,

de modo que b.x está bien definido. Ası́ E deviene un B−módulo de Banach a izquierda y,

análogamente, E es un B−módulo de Banach a derecha. En consecuencia, E es un B−bimódu-

lo de Banach. Definimos ahora D̃ : B→E∗ como

D̃ (b) =

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
(D (beα)− bD (eα)) .
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Veamos que D̃ está bien definida. Sea x ∈ E, p.ej. x = y.a con y ∈ E y a ∈ U. En efecto:

〈x,D (beα)− bD (eα)〉 = 〈ya,D (beα)− bD (eα)〉

= 〈y, aD (beα)− abD (eα)〉

= 〈y,D (a (beα))−D (a) beα − abD (eα)〉

= 〈eαy,D (ab)〉 − 〈beαy,D (a)〉 → 〈y,D (ab)〉 − 〈by,D (a)〉

pues E es U−neo-unitario. Además si a ∈ U tenemos que

D̃ (a) =

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
(D (aeα)− aD (eα)) =

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
(Da) eα = D (a) .

Por otra parte, dados b ∈ B y a ∈ U tenemos

D̃(b)a =

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
(D (beα) a− bD (eα) a)

=

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
[D (beαa)− beαD (a)− bD (eαa) + beαD (a)]

=

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
[D (beαa)− beαD (a)− b.D (eαa) + beαD (a)]

= D (ba)− bD (a) .

En consecuencia, D̃ es (τU,B, w
∗) continua: sean {bs}s∈σ una red en B, b ∈ B tales que b =

τU,B − ĺıms∈σ bs. Dado x ∈ E podemos escribir x = ay para ciertos a ∈ U e y ∈ E. Tenemos

entonces 〈
x, D̃ (bs − b)

〉
=
〈
ay, D̃ (bs − b)

〉
=
〈
y, D̃ (bs − b) a

〉
= 〈y,D ((bs − b) a)− (bs − b)D (a)〉

= 〈y,D ((bs − b) a)〉 − 〈y (bs − b) , D (a)〉 .

Si y = zc con z ∈ E y c ∈ U entonces sabemos que pa (bs − b) → 0 y pc (bs − b) → 0. En

consecuencia∣∣∣〈x, D̃ (bs − b)
〉∣∣∣ ≤ ‖y‖ ‖D‖ ‖(bs − b) a‖+ ‖z‖ ‖c (bs − b)‖ ‖D (a)‖

≤ ‖y‖ ‖D‖ pa (bs − b) + ‖z‖ pc (bs − b) ‖D (a)‖ ,
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i.e. D̃ bs w
∗
−→ D̃ b. Si b, c ∈ B, como evidentemente d · eα τU,B−−→

d para cada d ∈ B, obtenemos

D̃ (bc) =
(
w∗ − ĺım

α

)(
w∗ − ĺım

β

)
D ((beα) (ceβ))

=
(
w∗ − ĺım

α

)(
w∗ − ĺım

β

)
[beαD (ceβ) +D (beα) ceβ]

= bD̃(c) + D̃(b)c

i.e. D̃ ∈ Z1 (B,E∗). Para ver la unicidad de D̃ supongamos que existe δ ∈ Z1 (B,E∗) tal que

la restricción de δ a U es D y δ es (τU,B, w
∗) continua. Si b ∈ B tenemos

D̃ (b) =

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
[D (beα)− bD (eα)] =

(
w∗ − ĺım

α∈A

)
[δ (beα)− bδ (eα)] .

Dado x ∈ E, si x = ay con a ∈ U e y ∈ E resulta〈
x, D̃ (b)

〉
= ĺım

α∈A
〈ay, δ (beα)− bδ (eα)〉

= ĺım
α∈A
〈a y, δ (b) eα〉

= ĺım
α∈A
〈eαay, δ (b)〉

= 〈ay, δ (b)〉

= 〈x, δ (b)〉 ,

o sea, D̃ (b) = δ (b) y sigue la unicidad de D̃.

Observación 4.2.43. Hay una aplicación natural δ : G → C0(G)∗ tal que δ (a) f = f(a) si

a ∈ G y f ∈ C0(G). Veamos que C [δ (G)] es w∗−denso en C0(G)∗, donde C [δ (G)] denota

la cápsula lineal compleja generada por δ (G) . En efecto, M (G) ≈ C0(G)∗ como sigue del

teorema de representación de Riesz (cf. [5], p. 378). Fijada T0 ∈ BC0(G)∗ [0, 1] existe un único

µ0 ∈ M(G) tal que T0f =
∫
G
fdµ0 y además ‖T0‖ = ‖µ0‖ . Si f1, ..., fn ∈ C0(G) y ε > 0 el

conjunto

W =

{
µ ∈M(G) : máx

1≤j≤n

∣∣∣∣∫
G

fj d (µ− µ0)

∣∣∣∣ ≤ ε

}
es un w∗−entorno de µ0. Veamos que C [δ (G)] ∩ W 6= ∅. En efecto, podemos suponer que

f1, ..., fn son linealmente independientes. Dado b ∈ G sea fb = (f1 (b) , ..., fn (b)) . SiC [fb]b∈G 6=

Cn existirá z ∈ Cn no nulo tal que 〈fb, z〉 = 0 para todo b ∈ G, lo cual es contradictorio con
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la hipótesis de independencia lineal de f1, ..., fn. En consecuencia, existe F ∈ Pf (G) y un

conjunto de escalares {zb}b∈F tales que

(

∫
G

f1µ0, ...,

∫
G

fnµ0) =
∑
b∈F

zb · fb =
∑
b∈F

zb · (f1 (b) , ..., fn (b)) .

Haciendo µ =
∑

b∈F zbδ(b) entonces µ ∈ C [δ (G)] ∩W , pues∫
G

fj dµ0 − µ (fj) =

∫
G

fjdµ0 −
∑
b∈F

zb δ(b)fj =

∫
G

fj dµ0 −
∑
b∈F

zb fj (b) = 0

si j = 1, ..., n.

Observación 4.2.44. Por la Obs. 4.2.43 y el teorema de Riesz sabemos que C [δ (G)] es w∗-

denso en M (G). Más aún, C [δ (G)] es τL1
mG

(G),M(G)-denso en M (G) (cf. [33], p. 236). En

consecuencia es válido el siguiente

Corolario 4.2.45. Si E es un L1
mG

(G)−bimódulo de Banach neo-unitario y L1
mG

(G) D−→ E∗ es

una derivación acotada existe un único D̃ ∈ Z1 (M (G) ,E∗) tal que D̃ |L1
mG

(G)= D, siendo D̃

un operador (τL1
mG

(G),M(G), w
∗) continuo. En particular, D̃ queda determinado por sus valores

sobre δ (G) .

Observación 4.2.46. Notemos que L1
mG

(G) es unM(G)−bimódulo de Banach. Precisamente,

sean f ∈ L1
mG

(G), µ ∈M (G) escribiremos formalmente

(µ ∗ f) (a) =

∫
G

f
(
b−1a

)
dµ(b), (f ∗ µ) (a) =

∫
G

f
(
ab−1

)
∆G (b) dµ (b) . (4.40)

La fórmula (4.40) define sendas funciones de L1
mG

(G) por lo siguiente: Usando el teorema de

Fubini-Tonelli y la invariancia de la medida de Haar tenemos∫∫
G×G

∣∣f (b−1a
)∣∣ d (mG × |µ|) (a, b) =

∫
G

∫
G

∣∣f (b−1a
)∣∣ dmG(a)d |µ| (b) = ‖f‖1 ‖µ‖ <∞.

En consecuencia, por el teorema de Fubini
∫
G
|f (b−1a)| d |µ| (b) < ∞ salvo un conjunto de

mG-medida nula, la función a→ (µ ∗ f) (a) deviene mG−medible y∫
G

|(µ ∗ f) (a)| dmG(a) ≤
∫
G

∫
G

∣∣f (b−1a
)∣∣ d |µ| (b) ≤ ‖f‖1 ‖µ‖ ,

o sea µ∗f ∈ L1
mG

(G) y ‖µ ∗ f‖1 ≤ ‖f‖1 ‖µ‖ . Por otra parte, en (4.40) ∆G : G→ (0,+∞) es

la función modular asociada a la medida de Haar de G. Se trata de un homomorfismo continuo
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único de manera que mG (E · a) = ∆G (a) ·mG (E) para cada subconjunto de Borel E de G.

Que L1
mG

(G) es unM (G)−módulo de Banach a derecha sigue como recién, considerando que

para g ∈ L1
mG

(G) resulta la identidad:∫
G

g(a) dmG(a) =

∫
G

g(a−1) ∆G(a−1) dmG(a).

El teorema de Day

Teorema 4.2.47. (M. M. Day, [7]) Sea G un grupo localmente compacto amenable. Sea E

un espacio vectorial localmente convexo y sea K un subconjunto compacto convexo de E.

Suponemos que G actúa sabre K en forma afı́n, o sea

g · [tx+ (1− t) y] = t(g · x) + (1− t) (g · y)

para cualquier g ∈ G, x, y ∈ K y t ∈ [0, 1]. Más aún, supondremos que la aplicación (g, x)→

g · x de G×K en K es separadamente continua. Entonces existe un elemento x0 ∈ K tal que

g · x0 = x0 para cualquier g ∈ G.

Demostración. Sea x0 ∈ K fijo. Sea A (K) la clase de funciones continuas afines de K en

C. Notar que si ζ ∈ E∗ entonces ζ |K∈ A (K) . Dada ψ ∈ A (K) sea φψ : G → C tal que

φψ (g) = ψ (g · x0) para cualquier g ∈ G. Como (g, x) → g · x es continua sobre G para cada

x ∈ K fijo entonces φψ ∈ Cb (G), ya que

sup
g∈G
|ψ (g · x0)| ≤ sup

y∈K
|ψ (y)| <∞

pues ψ es continua y K compacto. Sea m ∈ L∞ (G)∗ un promedio invariante a izquierda y sea

n = m |Cb(G). Si a ∈ G y φ ∈ Cb (G) entonces la aplicación

c→ (δa ∗ φ) (c) =

∫
G

φ
(
b−1c

)
dδa (b) = φ

(
a−1c

)
define evidentemente un elemento de Cb (G). Como

〈δa ∗ φ, n〉 = 〈δa ∗ φ,m〉 = 〈φ,m〉 = 〈φ, n〉

n es invariante a izquierda y 〈1, n〉 = 〈1,m〉 = 1. Como ‖n‖ ≤ ‖m‖ = 1, entonces ‖n‖ = 1

y n es un promedio invariante sobre Cb (G). Siendo G grupo localmente compacto, sea Pb (G)
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el conjunto de funcionales m ∈ Cb (G)∗ invariantes, en el sentido que estamos desarrollando,

tales que 〈1,m〉 = ‖m‖ = 1.Entonces Pb (G) = Co (δg)g∈G
w∗

, como puede verse como en la

Obs. 4.2.43. Sea {nα}α∈A una red en Co (δg)g∈G tal que n = w∗ − ĺımα∈A nα. Si α ∈ A es fijo

podemos escribir nα =
∑j(α)

j=1 t
α
j δgαj , donde

∑j(α)
j=1 t

α
j = 1 y tαj ∈ [0, 1] para cada α y cada j.

Dado ψ ∈ A (K) tenemos

〈φψ, nα〉 =

∫
G

ψ (g · x0) dnα (g)

=

j(α)∑
j=1

tαj

∫
G

ψ (g · x0) dδgαj (g)

=

j(α)∑
j=1

tαj ψ
(
gαj · x0

)
= ψ

j(α)∑
j=1

tαj g
α
j

 · x0

 = ψ (xα) ,

donde xα =
(∑n

j=1 t
α
j g

α
j

)
· x0 en K. En particular, la red {xα}α∈A en K contiene una subred

{xα′}α′∈A′ convergente a cierto x ∈ K, pues K es compacto. Si ψ ∈ A (K) obtenemos ψ (x) =

ĺımα′∈A′ ψ (xα′) = ĺımα′∈A′ 〈φψ, nα′〉. Veamos entonces que g.x = x para cualquier g ∈ G.

Sean g ∈ G, ζ ∈ E∗, ψg,ζ : K → C tal que ψg,ζ (x) = 〈g.x, ζ〉. Entonces ψg,ζ es continua,

pues x → g.x es continua sobre K para cada g ∈ G fijo. Evidentemente ahora ψg,ζ ∈ A (K).

Además si h ∈ G, tenemos

φψg,ζ (h) = ψg,ζ (h · x0)

= 〈g · (h · x0) , ζ〉

= 〈(g · h) · x0, ζ〉

= ψg,ζ ((g · h) · x0)

= φψg,ζ (g · h)

=

∫
G

φψg,ζ
(
s−1h

)
dδg−1 (s) =

(
δg−1 ∗ φψg,ζ

)
(h) .

Entonces

〈g.x, ζ〉 = ψg,ζ (x) =
〈
φψg,ζ , n

〉
=
〈
δg−1 ∗ φψg,ζ , n

〉
=
〈
φψg,ζ , n

〉
= ψg,ζ (x) = 〈x, ζ〉

para cualquier ζ ∈ E∗, i.e. g · x = x.
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Estructura de funcionales acotadas sobre L∞(G)

Lema 4.2.48. L∞(G)∗ ≈ M (H (L∞(G))), donde ≈ indica isomorfismo isométrico de espa-

cios de Banach.

Demostración. Sean Ψ ∈ L∞(G)∗,F : L∞(G)→ C (H (L∞(G))) la transformada de Gelfand

yH (L∞(G)) el espacio ideal maximal de L∞(G). Entonces tenemos que

C (H (L∞(G))) F−1

−−→ L∞(G) Ψ−→ C

o sea Ψ ◦F−1 ∈ C (H (L∞(G)))∗. Por el teorema de Riesz (cf. [34], Th. 2.14, p. 42) existe una

única aplicación µ = µ (Ψ) ∈M (H (L∞(G))) tal que(
ΨF−1

)
(f) =

∫
H(L∞(G))

f (h) dµΨ (h)

para cualquier f ∈ C (H (L∞(G))). Si F−1 (f) = φ ∈ L∞(G), f (h) = F (φ)h = h (φ) para

cualquier h ∈ H (L∞(G)) y

Ψ (φ) =

∫
H(L∞(G))

h (φ) dµΨ (h) .

Además, puesto que F es un isomorfismo isométrico obtenemos

‖µΨ‖ =
∥∥Ψ F−1

∥∥ = sup
‖f‖C(H(L∞(G)))=1

∣∣ΨF−1f
∣∣ = sup

‖φ‖=1

|Ψ (φ)| = ‖Ψ‖

Sea entonces µ : L∞(G)∗ →M (H (L∞(G))) dada por µ (Ψ) = µΨ. Entonces µ es C−lineal

isométrica. Si σ ∈M (H (L∞(G))) sea

Ψσ (φ) ,
∫
H(L∞(G))

h (φ) dσ (h)

para cualquier φ ∈ L∞(G). Como
∫
H(L∞(G))

|h (φ)| d |σ| (h) ≤ ‖φ‖ ‖σ‖ < ∞ tenemos que

Ψσ está bien definida. Además Ψσ es C−lineal y |Ψσ (φ)| ≤ ‖φ‖ ‖σ‖ para cualquier φ, o sea

‖Ψσ‖ ≤ ‖σ‖, i.e. Ψσ ∈ L∞(G)∗. Necesariamente, σ = µ (Ψσ) , µ es suryectiva y sigue la

tesis.

Caracterización de grupos amenables

Teorema 4.2.49. (Johnson) Sea G un grupo localmente compacto. Entonces G es amenable si

y solo siH1 (L1 (G) ,E∗) = {0} para cualquier L1 (G)−bimódulo de Banach E.
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Demostración. Supongamos que G es amenable y sea E un L1 (G)−bimódulo de Banach, el

que podemos suponer neo-unitario. SeaD ∈ Z1 (L1 (G) ,E∗) y sea D̃ ∈ Z1 (M (G) ,E∗) única

extensión de D continua respecto a la topologı́a estricta de M (G) inducida por L1 (G) y w∗

de E∗. Bastará ver que D̃ es interna. Sea K = Co
{(
D̃δa

)
δa−1 : a ∈ G

}w∗
en E∗. Entonces

K es convexo y es w∗−compacto. En efecto, si σ =
∑n

j=1 tj D̃
(
δaj
)
δa−1
j

es una combinación

convexa de D̃ (δa1) δa−1
1
, ..., D̃ (δan) δa−1

n
y si x ∈ E se tiene que

〈x, σ〉 =
n∑
j=1

tj

〈
δa−1
j
x, D̃

(
δaj
)〉
. (4.41)

Si {eα}α∈A es aproximación acotada de la unidad de L1 (G) y a ∈ G entonces〈
δa−1x, D̃ (δa)

〉
= ĺım

α
〈δa−1x,D (δaeα)− δaD (eα)〉 . (4.42)

Pero para cada α ∈ A se tiene

|〈δa−1x,D (δaeα)− δaD (eα)〉| ≤ ‖δa−1x‖ ‖D (δaeα)− δaD (eα)‖ (4.43)

≤ ‖x‖ [‖D (δaeα)‖+ ‖δaD (eα)‖]

≤ ‖x‖ [‖D‖ ‖δaeα‖+ ‖δa‖ ‖D (eα)‖]

≤ 2 ‖x‖ ‖D‖ ‖δa‖ ‖eα‖

≤ 2 ‖x‖ ‖D‖ sup
α∈A
‖eα‖ .

Por (4.41), (4.42) y (4.43) es

|〈x, σ〉| ≤ 2 ‖D‖
(

sup
α∈A
‖eα‖

)
‖x‖ ,

i.e. como K está contenido en la bola de E∗ centrada en cero y radio 2 ‖D‖ supα∈A ‖eα‖ resulta

w∗−compacto. Ahora consideremos la siguiente acción de G sobre E∗,

a · x∗ = δa · x∗ · δa−1 + (D̃δa) · δa−1 (4.44)
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donde a ∈ G y x∗ ∈ E∗. Si a, b ∈ G tenemos que

(ab) · x∗ = δab · x∗ · δ(ab)−1 + (D̃δab) · δ(ab)−1

= (δa ∗ δb) · x∗ · (δb−1 ∗ δa−1) + D̃ (δa ∗ δb) · (δb−1 ∗ δa−1)

= (δa ∗ δb) · x∗ · (δb−1 ∗ δa−1) +
[
D̃ (δa) · δb + δa · D̃ (δb)

]
(δb−1 ∗ δa−1)

= δa ·
(
δb · x∗ · δb−1 + D̃ (δb) δb−1

)
· δa−1 + D̃ (δa) δa−1

= δa · (b · x∗) δa−1 + D̃ (δa) · δa−1

= a · (b · x∗) .

Como evidentemente e · x∗ = x∗ si x∗ ∈ E∗ (4.44) define una buena acción de G sobre E∗.

En particular, la misma es afı́n sobre E∗. También es w∗-continua en la segunda variable: sean

x∗ = w∗ − ĺımν∈N x
∗
v en E∗, a ∈ G, x ∈ G. Entonces

〈x, a · x∗〉 =
〈
x, δa · x∗ · δa−1 + (D̃δa) · δa−1

〉
= 〈δa−1 · x · δa, x∗〉+

〈
x,
(
D̃δa

)
δa−1

〉
= ĺım

ν∈N
〈δa−1 · x · δa, x∗v〉+

〈
x,
(
D̃δa

)
δa−1

〉
= ĺım

ν∈N

〈
x, δa · x∗v · δa−1 + (D̃δa)δa−1

〉
= ĺım

ν∈N
〈x, a · x∗v〉 .

Respecto a la primera variable, la acción (4.44) es continua respecto a la topologı́a de G y a la

w∗−topologı́a de E∗. En efecto, sea av → a en G, x∗ ∈ E∗ y veamos que

(av − a) · x∗w∗−→0

Para ello, bastará ver que δav → δa enM (G) respecto a la L1(G) topologı́a estricta inducida,

pues entonces

〈x, aυ · x∗〉 =
〈
x, δaυ · x∗ · δa−1

υ
+ (D̃δaυ) · δa−1

υ

〉
=
〈
δa−1
υ
· x · δaυ , x∗

〉
+
〈
δa−1
υ
· x, D̃δaυ

〉
→ 〈δa−1 · x · δa, x∗〉+

〈
δa−1 · x, D̃δa

〉
= 〈x, a · x∗〉 .

Entonces, por la Obs. 4.2.46 sabemos que si f ∈ L1 (G) resultan

(δa ∗ f) (c) = f
(
a−1
v c
)

y (f ∗ δav) (c) = f
(
ca−1

v

)
∆
(
a−1
)
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salvo elementos de un subconjunto de mG− medida nula de G. Dado ν obtenemos:

pf (δav − δa) =

∫
G

∣∣f (a−1
v c
)
− f

(
a−1c

)∣∣ dmG (c) (4.45)

+

∫
G

∣∣f (ca−1
v

)
∆
(
a−1
v

)
− f

(
ca−1

)
∆
(
a−1
)∣∣ dmG (c) .

Si f ∈ Cc(G), como

f
(
a−1
v c
)
→ f

(
a−1c

)
y f

(
ca−1

v

)
∆
(
a−1
v

)
→ f

(
ca−1

)
∆
(
a−1
)

para todo c ∈ G, la afirmación sigue pasando al lı́mite en (4.45) por el teorema de convergencia

mayorada de Lebesgue. En el caso general, basta apelar a la densidad de la clase de funciones

continuas con soporte compacto en L1(G) (cf. [16], Th. 12.10, p. 140). Luego K es invariante

bajo la acción de G definida en (4.44). En efecto, dados a, b ∈ G, tenemos

aD̃ (δb) δb−1 = δaD̃ (δb) δb−1δa−1 + D̃ (δa) δa−1

= D̃ (δaδb) (δb−1δa−1)

= D̃ (δab)
(
δ(ab)−1

)
.

Como la acción es afı́n, sigue la afirmación. Además, por el Teorema de Day, existe x∗0 ∈ K tal

que

ax∗0 = δax
∗
0δa−1 + D̃ (δa) δa−1 = x∗0

para cualquier a ∈ G. De dicha igualdad se obtiene que

D̃ (δa) = x∗0δa − δax∗0 = ad−x∗0 (δa) .

Por último, ya hemos señalado en la Obs. 4.2.44 que {δa : a ∈ G} determina los valores de D̃

sobreM (G) y podemos concluir que D̃, y por lo tantoD, son internas. Recı́procamente, supon-

gamos queL1 (G) es amenable. En principio vamos a definir una estructura deL1 (G)−bimódu-

lo de Banach sobre L∞ (G). Dadas f ∈ L1 (G), φ ∈ L∞ (G) haremos, para a ∈ G salvo quizás

un subconjunto de mG−medida nula,

(f · φ) (a) , (f ∗ φ) (a) =

∫
G

f (b) φ
(
b−1a

)
db. (4.46)
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Es fácil ver que (4.46) define una acción a izquierda de L1 (G) sobre L∞ (G). Por otra parte sea

φ · f ,

∫
G

f dmG

φ.

Sean n ∈ L∞ (G)∗ tal que 〈1, n〉 = 1 y d : L1 (G) → L∞ (G)∗ tal que d (f) = fn − nf .

Entonces, 〈1, d (f)〉 = 〈1, fn− nf〉 = 〈1 ∗ f − f ∗ 1, n〉. Observemos que

1 ∗ f =

∫
G

f dmG

 · 1, (f ∗ 1) (a) =

∫
G

f (b) dmG (b)

para casi toda a ∈ G. Luego 〈1, d (f)〉 = 0 si f ∈ L1 (G). Sea E = L∞ (G) /C · 1. Da-

das f ∈ L1 (G), φ ∈ L∞ (G), si p : L∞ (G) → E es la proyección al cociente definimos〈
p (φ) , d̃ (f)

〉
= 〈φ, d (f)〉. Esta funcional d̃ está bien definida pues si p (φ) = p (ψ) existe

λ ∈ C tal que φ− ψ = λ · 1. Luego

〈φ− ψ, d (f)〉 = 〈λ · 1, d (f)〉 = λ 〈1, d (f)〉 = λ · 0 = 0.

Evidentemente d̃ (f) es C−lineal y∣∣∣〈p (φ) , d̃ (f)
〉∣∣∣ ≤ ‖φ‖ ‖d (f)‖

cualquiera sea el representante φ de p (φ), de donde∣∣∣〈p (φ) , d̃ (f)
〉∣∣∣ ≤ ‖p (φ)‖ ‖d (f)‖ ,

i.e. d̃ (f) es acotada y
∥∥∥d̃ (f)

∥∥∥ ≤ ‖d (f)‖. Queda inducida d̃ : L1 (G) → E∗. Notando que p es

un homomorfismo de L1 (G)−bimódulos si f, g ∈ L1 (G) y φ ∈ L∞ (G) entonces〈
p (φ) , d̃ (f · g)

〉
= 〈φ, d (f · g)〉

= 〈φ, f · d (g) + d (f) · g〉

= 〈φ · f, d (g)〉+ 〈g · φ, d (f)〉

=
〈
p (φ · f) , d̃ (g)

〉
+
〈
p (g · φ) , d̃ (f)

〉
=
〈
p (φ) · f, d̃ (g)

〉
+
〈
g · p (φ) , d̃ (f)

〉
=
〈
p (φ) , f · d̃ (g) + d̃ (f) · g

〉
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Ası́ d̃ ∈ Z1 (L1 (G) ,E∗). Como H1 (L1 (G) ,E∗) = {0} existe η ∈ E∗ tal que d̃ = adη. Sea

ñ = η ◦ p : L∞ (G)→ C, o sea ñ ∈ L∞ (G)∗. Sean m = n− ñ, φ ∈ L∞ (G) y f ∈ L1 (G) tal

que f ≥ 0 c.t.p y ‖f‖1 = 1 entonces

〈f · φ− φ · f,m〉 = 〈φ,m · f − f ·m〉

= 〈φ, (n− ñ) · f − f · (n− ñ)〉

= 〈φ,−d (f) + f · ñ− ñ · f〉

= −
〈
p (φ) , d̃ (f)

〉
+ 〈p (φ) , adη (f)〉 = 0

En consecuencia

〈f ∗ φ,m〉 = 〈f · φ,m〉 = 〈φ · f,m〉 = 〈φ,m〉

porque ‖f‖1 = 1. Dada a ∈ G entonces f ∗ δa ∈ L1 (G) es no negativa c.t.p. y ‖f ∗ δa‖1 = 1.

En consecuencia

〈δa ∗ φ,m〉 = 〈f ∗ (δa ∗ φ) ,m〉 = 〈(f ∗ δa) ∗ φ,m〉 = 〈φ,m〉 , (4.47)

o sea m es invariante a izquierda. Finalmente, usando la notación del Lema 4.2.48, sea µm la

única medida compleja sobre H (L∞(G)) que realiza a m como funcional lineal acotado sobre

L∞(G). Como

‖µm‖ ≥ |µm (H (L∞(G)))| =
∫
H
dµm = m (1) = 1

entonces µm es no nula. Sea p ∈ L∞ (G)∗ única tal que µ (p) = |µm| / ‖µm‖. Entonces ‖p‖ = 1

pues µ es isométrica. Además

p(1) =

∫
H(L∞(G))

h(1) dµp(h) =

∫
H(L∞(G))

d
|µm|
‖µm‖

(h) = 1.

Como µm << |µm|, por el Teorema de Radon-Nikodyn existe una única Um ∈ L1 (|µm|) tal

que dµm = Um d |µm| y |Um (h)| = 1, salvo quizás para valores h‘s en algún subconjunto de

|µm| −medida nula (cf. [34], Th. 6.12, p. 133). Si a ∈ G, φ ∈ L∞ (G), vale 4.47 entonces∫
H(L∞(G))

h(δa ∗ φ) dµm(h) =

∫
H(L∞(G))

h(φ) dµm(h)

i.e. ∫
H(L∞(G))

h(δa ∗ Um (h) φ) d |µm| (h) =

∫
H(L∞(G))

h(Um (h) φ) d |µm| (h)

y podemos concluir que |µm| es invariante a izquierda, o bien que 〈δa ∗ φ, p〉 = 〈φ, p〉 para

cualquier a ∈ G, φ ∈ L∞ (G) .
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Ejemplos de álgebras de Banach

amenables

En gran medida la teorı́a de amenabilidad ha sido concebida, como ya hemos seña-lado,

para dar teoremas de estructura de derivaciones o de operadores multilineales con coeficientes

en módulos de Banach. En algunos casos especı́ficos, como por ejemplo en C∗−álgebras, se

sabe que toda derivación es automáticamente continua (cf. [28], Th. 2.3.1, p. 22). Más aún toda

derivación sobre un álgebra semisimple es necesariamente continua (cf. [20]). Hay algunos

resultados notables, tanto por su profundidad como por la simplicidad de sus demostraciones.

Por ejemplo, si A es un álgebra de Banach, δ es una derivación acotada sobre A y δ2 (a) = 0 para

cierto a ∈ A entonces δ (a) tiene radio espectral nulo (cf.[25], [32]). Este resultado permite dar

una demostración elemental, en el caso de álgebras de Banach unitarias A, de la no existencia

de elementos a, b ∈ A tales que a · b− b · a = 1 (cf. [38], [39]). Esta conclusión está en la base

de la teorı́a de la fı́sica cuántica iniciada en 1924 por Heisenberg y Scrödinger. Por otra parte

es remarcable que, en el caso de álgebras abelianas, toda derivación acotada tiene su imagen

contenida en el radical (cf. [31]). Se dan algunos resultados inesperados, por ejemplo el álgebra

C∞ [0, 1] no admite estructura de álgebra de Banach (cf. [30]). En general no se han logrado aún

resultados satisfactorios respecto a la descripción y propiedades de derivaciones en álgebras de

operadores. Por ello es ciertamente muy apropiado el punto de vista adoptado en la teorı́a de

amenabilidad, aún considerando las limitaciones teóricas todavı́a no superadas. Sin embargo,

permite el logro de resultados que dan una comprensión más acabada de la estructura de clases

de álgebras, superando el análisis de álgebras en particular.

Pasamos revista a continuación a algunos ejemplos, en una lista necesariamente incompleta,

en la que podemos señalar algunas aplicaciones de la teorı́a de amenabilidad, apenas introduci-
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da.

El álgebraMn (C)

Sea A =Mn (C) el álgebra de Banach de matrices n × n con coeficientes complejos. Sea

{ej,k : j, k = 1, ..., n} el conjunto de matrices canónicas unitarias de U y veamos que posee una

diagonal virtual. Para ello definimosm , 1
n

∑n
j,k=1 ej,k⊗ek,j en A⊗ A. Como A⊗ A ↪→ (A⊗ A)∗∗

sabemos que π∗∗ | A = π. Por lo tanto tenemos que

π (m) =
1

n

n∑
j,k=1

π (ej,k ⊗ ek,j) =
1

n

n∑
j=1

n · ej,j = En.

Ası́ obtenemos que a · π (m) = a para cualquier a ∈ A. Luego para m, l ∈ {1, ..., n} tenemos

que

el,m ·m =
1

n

n∑
j,k=1

el,m · ej,k ⊗ ek,j =
1

n

n∑
j=1

el,j ⊗ ej,l =
1

n

n∑
j,k=1

ej,k ⊗ ek,j · el,m = m · el,m

Luego se sigue que a ·m = m · a para cualquier a ∈ A y ası́ m resulta una diagonal virtual de

Mn.

Amenabilidad de grupos finitos

Si G es un grupo finito entonces l∞(G) = CG. Haciendo

m : l∞ (G)→ C, 〈φ,m〉 =
1

|G|
∑
g∈G

φ (g)

es inmediato que m es un promedio invariante.

Amenabilidad de grupos abelianos

La amenabilidad de grupos abelianos puede deducirse usando el siguiente teorema de Kakutani-

Markov
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Teorema 4.2.50. (cf. [23], [26]) Si K es un subconjunto compacto no vacı́o de un espacio

localmente convexo X y F es una familia abeliana de funciones continuas afines de K en K

entonces existe x0 ∈ K tal que f(x0) = x0 para toda f ∈ K.

Notar la similitud formal de los teoremas de Day y de Markov-Kakutani, ambos de punto

fijo. Más especı́ficamente, si G fuere un grupo localmente compacto y abeliano, sea K el con-

junto de todos los promedios sobre L∞ (G). K es convexo y compacto en L∞ (G)∗ . Si g ∈ G

definimos

Tg : L∞ (G)∗ → L∞ (G)∗ , 〈Tgn, φ〉 = 〈δg ∗ φ, n〉 ,

donde φ ∈ L∞ (G) y n ∈ L∞ (G)∗. Cada aplicación Tg es w∗−continua y Tg (K) ⊆ K. Más

aún, es inmediato que Tg·h = Tg ◦ Th para cualquier g, h ∈ G. Por el teorema de Kakutani-

Markov existem ∈ K tal que Tgm = m para cualquier g ∈ G. Ası́m es un promedio invariante

a izquierda sobre L∞ (G).

Amenabilidad de l1(G)

Si G es un grupo, definimos

A = l1 (G) =

{
f ∈ C : ‖f‖ =

∑
r∈G

|f (r)| <∞

}
,

siendo A un espacio de Banach. Si ahora definimos para cualquier t ∈ G y f, g ∈ U el producto

(f ∗ g) (t) =
∑
r.s=t

f (r) g (s) entonces f ∗g está bien definida y A deviene un álgebra de Banach

unitaria, donde la unidad es eA = δe, siendo e el elemento neutro de G y eA (t) = 0 si t 6= e

y eA (t) = 1 si t = e. Veremos que A⊗̂A ≈l1 (G×G). Sea Λ : A⊗̂A→l1 (G×G) tal que

Λ (f ⊗ g) (s, t) = f (s) · g (t) si (s, t) ∈ G×G y f, g ∈ A. Fijadas f, g ∈ A,

‖Λ (f ⊗ g)‖ =
∑
s,t∈G

|f (s) · g (t)| = ‖f‖ ‖g‖ <∞

i.e. Λ (f ⊗ g) ∈ l1 (G×G). En particular, ‖Λ (f ⊗ g)‖ = ‖f ⊗ g‖ω. Si u =
n∑
i=1

fi ⊗ gi, con fi,

gi ∈ A, entonces obtenemos que

‖Λu‖ ≤
n∑
i=1

‖fi ⊗ gi‖ω =
n∑
i=1

‖fi‖ ‖gi‖ ,
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o bien, ‖Λu‖ ≤ ‖u‖ω. La existencia de una aplicación lineal Λ : A⊗̂A→l1 (G×G) tal que

verifique Λ (f ⊗ g) (s, t) = f (s) · g (t) se sigue porque la aplicación B : A× A→l1 (G×G)

tal que B (f, g) (s, t) = f (s) · g (t) para f, g ∈ A y s, t ∈ G es bilineal y además verifica

que ‖B (f, g)‖ ≤ ‖f‖ ‖g‖. Ası́ existe entonces la aplicación Λ : A⊗̂A→l1 (G×G) tal que

Λ (f ⊗ g) = B (f, g) con f, g ∈ A. Sabemos que Λ es acotada y ‖Λu‖ ≤ ‖u‖ω si u ∈ A⊗̂A.

Sea ahora Γ : l1 (G×G)→ A⊗̂A tal que

Γ

 ∑
(a,b)∈G×G

α (a, b) δ(a,b)

 =
∑

(a,b)∈G×G

α (a, b) δa ⊗ δb

Como ‖δa ⊗ δb‖ω = ‖δa‖ ‖δb‖ = 1 entonces Γ está bien definida. Además,

ΛΓ (α) = Λ

 ∑
(a,b)∈G×G

α (a, b) δa ⊗ δb

 =
∑

(a,b)∈G×G

α (a, b) δ(a,b) = α

Por otro lado, si u =
n∑
i=1

fi ⊗ gi en A⊗̂A entonces

ΓΛ (u) = Γ
n∑
i=1

B (fi, gi)

=
n∑
i=1

∑
(a,b)∈G×G

B (fi, gi) (a, b) δa ⊗ δb

=
n∑
i=1

∑
(a,b)∈G×G

fi (a) gi (b) δa ⊗ δb = u

De donde obtenemos que Γ = Λ−1. Además

‖Γ (α)‖ω ≤
∑

(a,b)∈G×G

|α (a, b)| = ‖α‖li(G×G) .

Concluimos ası́ que Λ es un isomorfismo isométrico, pues si u ∈ A⊗̂A tenemos

‖u‖ω = ‖ΓΛu‖ω ≤ ‖Λu‖ ≤ ‖u‖ω .

Ası́ A⊗̂A ≈ l1 (G×G) y por lo tanto, también es válido
(
A⊗̂A

)∗ ≈ l∞ (G×G) .

Veremos que l1 (G) es álgebra de Banach amenable si y solo si G es grupo amenable. Asu-

mamos que A =l1 (G) es amenable. Sea π : A⊗̂A → A lineal y acotada tal que si f, g ∈ A
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entonces π (f ⊗ g) = f∗g . Ası́ tenemos que π∗ : l∞ (G)→
(
A⊗̂A

)∗
y π∗

(
1l∞(G)

)
∈
(
A⊗̂A

)∗
.

Si f, g ∈ A obtenemos

〈
f ⊗ g, π∗

(
1l∞(G)

)〉
=
〈
π (f ⊗ g) , 1l∞(G)

〉
=
〈
f ∗ g, 1l∞(G)

〉
=
∑
a∈G

(f ∗ g) (a)

=
∑
a∈G

∑
b.c=a

f (b) g (c)

=
∑
a∈G

∑
b∈G

f (b) g
(
b−1a

)
=
∑
b∈G

f (b)
∑
a∈G

g
(
b−1a

)
=
〈
f, 1l∞(G)

〉 〈
g, 1l∞(G)

〉
=
〈
f ⊗ g, 1l∞(G) ⊗ 1l∞(G)

〉
i.e. π∗

(
1l∞(G)

)
= 1l∞(G)⊗ 1l∞(G) en

(
A⊗̂A

)∗
. Definimos ahora m (φ) =

〈
1l∞(G) ⊗ φ,M

〉
con

φ ∈ l∞ (G). Es claro que m está bien definido, es lineal, acotado y además

m
(
1l∞(G)

)
=
〈
π∗
(
1l∞(G)

)
,M
〉

=
〈
1l∞(G), π

∗∗ (M)
〉

=
〈
1l∞(G), eδe

〉
=
〈
δe, 1l∞(G)

〉
= 1

y también m verifica

〈φδa,m〉 =
〈
1l∞(G) ⊗ (φδa) ,M

〉
=
〈(

1l∞(G) ⊗ φ
)
δa,M

〉
=
〈
1l∞(G) ⊗ φ, δaM

〉
=
〈
1l∞(G) ⊗ φ,Mδa

〉
=
〈
δa
(
1l∞(G) ⊗ φ

)
,M
〉

=
〈
(δa · 1l∞(G))⊗ φ,M

〉
.
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Pero si f ∈ l1 (G) se tiene

〈
f, δa · 1l∞(G)

〉
=
〈
f ∗ δa, 1l∞(G)

〉
=
∑
b∈G

(f ∗ δa) (b)

=
∑
b∈G

∑
c.d=b

f (c) δa (d)

=
∑
b∈G

f
(
b · a−1

)
=
∑
c∈G

f (c) =
〈
f, 1l∞(G)

〉
,

o sea δa · 1l∞(G) = 1l∞(G). Finalmente, tenemos que

〈φδa,m〉 =
〈
(δa · 1l∞(G))⊗ φ,M

〉
=
〈
1l∞(G) ⊗ φ,M

〉
= m (φ)

i.e. m (φδa) = m (φ), y ası́ concluimos que m es un promedio invariante a izquierda. Recı́pro-

camente, asumamos que m es un promedio invariante a izquierda sobre l∞ (G) y veamos que

existeM ∈
(
A⊗̂A

)∗∗
tal que π∗∗ (M) = eA y a·M = M ·a si a ∈ l1 (G). Dada F ∈ l∞ (G×G)

definimos para cualquier t ∈ G una aplicación en l∞ (G) dada por F̃ (t) = F (t, t−1) y podemos

definir un elemento M ∈
(
A⊗̂A

)∗∗
= (l∞ (G×G))∗ haciendo 〈F,M〉 =

〈
F̃ ,m

〉
. Evidente-

mente M está bien definida, es lineal y

|〈F,M〉| =
∣∣∣〈F̃ ,m〉∣∣∣ ≤ ∥∥∥F̃∥∥∥

l∞(G)
‖m‖ ≤ ‖F‖l∞(G×G)

Ahora, si s ∈ G y f, g ∈ A tenemos

〈F · δs, f ⊗ g〉 = 〈F, δs (f ⊗ g)〉 = 〈F, (s · f)⊗ g〉 ,

〈δs · F, f ⊗ g〉 = 〈F, (f ⊗ g) δs〉 = 〈F, f ⊗ (g · s)〉

o bien, (F · δs) (u, v) = F (s · u, v) y (δs · F ) (u, v) = F (u, v · s). Luego son válidas las si-
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guientes igualdades,

F̃ · δs (t) = F · δs
(
t, t−1

)
= F

(
s · t, t−1

)
,

δ̃s · F (t) = δs · F
(
t, t−1

)
= F

(
t, t−1 · s

)
,

δ̃s · F (s.t) = δs · F
(
s · t, (s · t)−1)

= δs · F
(
s · t, t−1 · s−1

)
= F

(
s · t, t−1 · s−1 · s

)
= F

(
s · t, t−1

)
= F · δs

(
t, t−1

)
= F̃ · δs (t) ,

i.e.
(
δ̃s · F

)
· δs = F̃ · δs para cualquier s ∈ G.Luego,

〈F,M · δs〉 = 〈δs · F,M〉

=
〈
δ̃s · F ,m

〉
=
〈
δ̃s · F , δs ·m

〉
=
〈
δ̃s · F · δs,m

〉
=
〈
F̃ · δs,m

〉
= 〈F, δs ·M〉

y entonces M · δs = δ ·M si s ∈ G. Por otro lado, si θ ∈ l∞ (G) tenemos que

〈θ, π∗∗ (M)〉 = 〈π∗ (θ) ,M〉

=
〈
θ̃πΓ,m

〉
= 〈θ (δe) ,m〉

= 〈θe,m〉

= 〈θe · 1,m〉

= θe 〈1,m〉

= θe

= 〈θ, eA〉

Ası́ M verifica que π∗∗ (M) = eA y también M · δs = δs ·M para cualquier s ∈ G. Por lo tanto,

M es diagonal virtual de
(
A⊗̂A

)∗∗
.
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Sobre promedios invariantes en l∞ (Z)

En general no siempre es posible exhibir promedios invariantes. En este ejemplo, aunque

hacemos uso de un resultado de compacidad, podemos intuir la forma de un promedio invariante

sobre l∞ (Z). A tal efecto, si n ≥ 1 sea m(n) = 1
2n+1

n∑
j=−n

δj en l1 (Z). Ası́
∥∥m(n)

∥∥
1

= 1.

Como l1 (Z) ↪→ l∞ (Z)∗, pasando eventualmente a una subsucesión, existe m ∈ l∞ (Z)∗ tal que

m = w∗ − ĺımnm
(n). Sean φ ∈ l∞ (Z), r ∈ N y suponemos n > r, entonces

〈
φ, δr ·m(n)

〉
=
〈
δr · φ,m(n)

〉
=

1

2n+ 1

n∑
j=−n

φ (j − r)

=
1

2n+ 1

n−r∑
j=−n−r

φ (k)

=
1

2n+ 1

(
−n+r−1∑
j=−n−r

φ (k) +
n−r∑

j=−n+r

φ (k)

)

=
1

2 (n− r) + 1

n−r∑
j=−n+r

φ (k)
2 (n− r) + 1

2n+ 1
+

1

2n+ 1

−n+r−1∑
j=−n−r

φ (k)

En consecuencia

ĺım
n→∞

〈
φ, δr ·m(n)

〉
= 〈φ, δr ·m〉 = 〈φ,m〉 .

Sobre las álgebras de Lebesgue lp(Z), 1 < p <∞.

Dados a, b ∈ lp(Z) sea a · b = {an · bn}n∈Z . Veamos lp(Z) deviene entonces en un álgebra

de Banach. Evidentemente, basta demostrar que ‖a · b‖p ≤ 1 si ‖a‖p ≤ 1 y ‖b‖p ≤ 1. En efecto,
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si q ∈ R es tal que 1/p+ 1/q = 1, dado un subconjunto finito F de Z podemos escribir∑
n∈F

|an · bn|p =
∑
n∈F

|an|p |bn|p

≤

(∑
n∈F

|an|p
2

)1/p(∑
n∈F

|bn|p·q
)1/q

≤

(∑
n∈F

|an|p
)1/p(∑

n∈F

|bn|p+q
)1/q

≤ ‖a‖p

(∑
n∈F

|bn|p
)1/q

≤ ‖a‖p ‖b‖
p/q
p ≤ 1,

de donde es inmediata la afirmación.

Veamos que estas álgebras no son amenables. Bastará ver que cualquier aproximación de la

unidad es no acotada. En efecto, sea R = {ea}a∈A una aproximación acotada de la unidad de

lp(Z). Fijado F ∈ Pf (Z) sea fF =
∑

n∈F en. Como ĺıma∈A (ea · fF ) = fF existe aF ∈ A tal

que ‖ea · fF − fF‖p < 1/2 si a ≥ aF . Luego, si a ≥ aF y m ∈ F tenemos

|ea (m)− 1| ≤

(∑
n∈F

|1− ea (n)|p
)1/p

≤ ‖ea · fF − fF‖p < 1/2.

Luego

‖eaF ‖
p
p ≥

∑
n∈F

|eaF (n)|p +
∑
n/∈F

|eaF (n)|p ≥ ]F/2p,

de donde sigue la conclusión.

Álgebras C-amenables

Si C ≥ 1 y U es un álgebra de Banach, diremos que U es C−amenable si tiene una diagonal

aproximada acotada por C.

El álgebra B (lpn)

Sea B (lpn) el C-espacio vectorial de endomorfismos lineales sobre Cn, munida de la estruc-

tura natural de álgebra de Banach inducida por
(
Cn, ‖◦‖p

)
. SiB = {ej}nj=1 es la base canónica
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de lpn y T ∈ B (lpn) existen escalares únicos tal que Tej =
n∑
i=1

αij · ei con 1 ≤ j ≤ n. Si defi-

nimos Λ (T ) = (αi,j)
n
i,j=1, Λ : B (lpn) → Mn (C) es un isomorfismo algebraico. Dado σ ∈ Sn

indiquemos Aσ a la matriz deMn (C) cuya j-ésima fila es eσj , 1 ≤ j ≤ n. Si {ei,j}1≤i,j≤n es el

conjunto de matrices canónicas enMn (C) tenemos

Aσ =
∑

1≤i,j≤n

δσi,j · ei,j = {δσi,j}
n
i,j=1 =

n∑
i=1

ei,σj .

Si ε ∈ {−1, 1}n, o sea si ε es cualquier n-upla con ±1́s en sus coordenadas, indiquemos Dε =
n∑
j=1

εjej,j.. Entonces

(AσDε)r,s =
n∑
i=1

(ei,σi Dε)r,s =
n∑
i=1

n∑
t=1

δr,ti,σi (Dε)t,s = δsσ(r)εs.

Luego,

AσDε =
n∑
r,s

δsσ(r) εser,s =
n∑
s=1

εs eσ−1(s),s. (4.48)

Análogamente,

DεAσ =
∑
r

εr er,σ(r) =
∑
s

εσ−1s eσ−1(s),s. (4.49)

Escribamos σ (ε) = (εσ(1), ..., εσ(n)) en {−1, 1}n. De (4.48) y (4.49),

AσDε = Dσ−1(ε)Aσ. (4.50)

Escribiremos

G = {DεAσ : σ ∈ Sn, ε ∈ {−1, 1}n} , (4.51)

y veremos que G es un subgrupo irreducible de matrices de Gl (n,C), i.e. contiene un conjunto

de generadores deMn(C). En particular, es evidente que G es finito. Dado que

(Dε1 Aσ1) (Dε2 Aσ2) = Dε1 (Aσ1 Dε2)Aσ2 (4.52)

= Dε1

(
Dσ−1

1 (ε2) Aσ1

)
Aσ2 = Dε1σ

−1
1 (ε2) Aσ1◦σ2 (4.53)

entonces G es cerrado por productos. Hemos usado que Dε1 ·Dε2 = Dε1.ε2 donde

ε1 · ε2 = {ε1 (1) · ε2 (1) , ..., ε1 (n) · ε2 (n)} ∈ {−1, 1}n
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y que Aσ1Aσ2 = Aσ1◦σ2 , donde σ1 ◦ σ2 es el producto de Sn. Además I = D1,...,1A(1,...,n) es la

matriz idéntica (Dε Aσ)−1 = Aσ−1 Dε, pues

(Aσ−1 Dε) (Dε Aσ) = Aσ−1 Aσ = A(1,...,n) = I,

(Dε Aσ) (Aσ−1 Dε) = Dε (Aσ Aσ−1)Dε = DεDε = I

y por (4.50) Aσ−1Dε ∈ G. El producto es asociativo como sigue enseguida de (4.52). G es

grupo irreducible, i.e. contiene un sistema lineal de generadores de Mn. En efecto, sean ε,

έ ∈ {−1, 1}n tal que ε (i) = −έ (i) si i 6= r y ε (r) = −έ (r) con 1 ≤ i, r ≤ n. Si σ ∈ Sn

entonces DεAσ + DέAσ = 2er,σ(r) como σ y r son arbitrarios, er,s ∈ genC (G). Sea ahora

m = 1
|G|
∑
g∈G

g⊗g−1 enMn⊗̂Mn. Si π : Mn⊗̂Mn →Mn tal que π (x⊗ y) = xy con x, y ∈Mn.

Evidentemente π (m) = IdMn . Además si h ∈ G tenemos

h ·m =
1

|G|
∑
g∈G

(h · g)⊗ g−1 =
1

|G|
∑
g∈G

(h · g)⊗ (h · g)−1 h = m · h

ComoMn es la cápsula lineal generada porG sigue que a ·m = m ·a si a ∈Mn ym es diagonal

virtual deMn ⊗Mn, o sea B (lpn) es 1−amenable.

Sobre uniones de álgebras C-amenables

Sean C ≥ 1, U un álgebra de Banach y (Uα)α una familia de subálgebras de U, cerradas,

C−amenables tal que
⋃
α

Uα es densa en U. Entonces U es C−amenable. En efecto, sea F la

familia de todos los subconjuntos finitos de
⋃
α

Uα. Sean F ∈ F y ε > 0. Elegimos Uα tal

que F ⊂ Uα. Dado que Uα es C−amenable, existe mF,ε ∈ Uα⊗̂Uα con ‖mF,ε‖ ≤ C tal que

verifica ‖a ·mF,ε −mF,ε · a‖ < ε y además ‖a · πmF,ε − a‖ < ε para a ∈ F . Ası́ se sigue que

(mF,ε)F∈F , ε>0 es una diagonal aproximada para U acotada por C.

Observación 4.2.51. Notemos que Cn, munido de la estructura de álgebra de Banach definida

mediante a ·b = (a1 · b1, ..., an · bn) para a, b ∈ Cn, es amenable. En efecto, seaM =
∑n

i=1 ei⊗

ei. Entonces M ∈
(
Cn⊗̂Cn

)∗∗
y si a ∈ Cn tenemos

a ·M =
n∑
i=1

a · (ei ⊗ ei) =
n∑
i=1

(ai · ei)⊗ ei =
n∑
i=1

ei ⊗ (ai · ei) = M · a.

Además

π (M) =
n∑
i=1

π (ei ⊗ ei) =
n∑
i=1

ei = 1Cn .

132



Observemos que Cn ↪→ l2(N), que l2(N) ↪→ l2(Z) ya que las proyecciones son funcionales

acotados, y que ∪∞n=1Cn es denso en l2(N). l2(N) es un álgebra de Banach no amenable, como

puede verse razonando como en (I).

Sobre condiciones suficientes de amenabilidad

A continuación esbozaremos una importante construcción mediante la cual se ha podido es-

tablecer la amenabilidad de algunas álgebras de operadores (cf. [10]). Diremos que un sistema

biortogonal finito para un espacio de BanachE es un conjunto de la forma S =
{(
xj, x

∗
j

)
: j, k = 1, ...n

}
con x1, ..., xn ∈ E y x∗1, ..., x

∗
n ∈ E∗ tal que 〈xj, φk〉 = δj,k, con j, k = 1, ..., n. Entonces es

posible definir homomorfismos

θ : Mn (C)→ F(E), θ (A) =
∑

1≤j,k≤n

aj,kxj � x∗k,

donde F(E) indica al álgebra de operadores lineales acotados de rango finito sobre E, A =

(aj,k)1≤j,k≤n en Mn (C) y (x� x∗) (y) = x∗(y)x para x, y ∈ E y x∗ ∈ E∗. Un espacio de

Banach E tiene la Propiedad A si posee una red de sistemas biortogonales finitos {Sλ}α∈Λ

de E, de modo que los correspondientes homomorfismos θλ : Mnλ (C) → F (E) verifican las

siguientes propiedades:

(i) ĺımλ∈Λ θλ (Enλ) = IdE uniformemente sobre subconjuntos compactos de E,

(ii) ĺımλ∈Λ θλ (Enλ)∗ = IdE∗ uniformemente sobre subconjuntos compactos de E∗,

(iii) Para cada ı́ndice λ hay un grupo irreducible Gλ de matrices nλ × nλ de modo que σ̂ ,

supλ∈Λ supg∈Gλ ‖θλ (g)‖ <∞.

Amenabilidad de A (E)

Teorema 4.2.52. Supongamos que E tiene la propiedad A. Entonces el álgebra A (E) de ope-

radores aproximables sobre E es amenable.

Demostración. Sea {Sλ}α∈Λ una red de sistemas biortogonales finitos de E en las condicio-

nes anteriores. Para λ ∈ Λ sea dλ = 1
|Gλ|

∑
g∈Gλ

θλ (g) ⊗̂θλ (g−1). Veamos que la red {dλ}λ∈Λ

133



en A (E) ⊗̂A (E) es una diagonal aproximada de A (E) . La misma deviene acotada por la

condición (iii). Sea π : A (E) ⊗̂A (E) → A (E) el único operador lineal acotado tal que

π(S ⊗ T ) = S ◦ T para cada S, T ∈ A (E) . Escribiremos

Pλ = π (dλ) = θλ (Enλ) =

nλ∑
i=1

xi,λ � x∗i,λ, λ ∈ Λ.

En particular, {Pλ}λ∈Λ deviene acotado en A (E). Dados x ∈ E, x∗ ∈ E∗ resulta

‖Pλ (x� x∗)− x� x∗‖ = sup
‖y‖=1

∥∥∥∥∥x∗ (y)

(
nλ∑
i=1

x∗i,λ (x)xi,λ − x

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖x∗‖ ‖Pλx− x‖ ,
y por (i) deducimos que ĺımλ∈Λ Pλ (x� x∗) = x � x∗. Como {Pλ}λ∈Λ es acotada y F (E) es

denso en A (E) entonces {Pλ}λ∈Λ es aproximación acotada a derecha de la unidad en A (E) .

Más aún,

‖x� x∗ − Pλ · (x� x∗) · Pλ‖ = ‖x� x∗ − Pλ (x)� P ∗λ (x∗)‖

= ‖(x− Pλ (x))� x∗ + Pλ (x)� (x∗ − P ∗λ (x∗))‖

≤ ‖x− Pλ (x)‖ ‖x∗‖+ ‖Pλ (x)‖ ‖x∗ − P ∗λ (x∗)‖ ,

y por (i) y (ii) obtenemos que ĺımλ∈Λ Pλ · (x� x∗) · Pλ = x � x∗. Inferimos como antes que

ĺımλ∈Λ Pλ · T · Pλ = T para todo T ∈ A (E). Puesto que

T ·dλ−dλ ·T = (T − Pλ ◦ T ◦ Pλ)·dλ−dλ ·(T − Pλ ◦ T ◦ Pλ)+Pλ◦T ◦Pλ ·dλ−dλ ·Pλ◦T ◦Pλ

obtenemos que

ĺımλ∈Λ ‖T · dλ − dλ · T‖ ≤ 2 sup
λ∈Λ
‖dλ‖ ĺım

λ∈Λ
‖T − Pλ ◦ T ◦ Pλ‖ ,

de donde sigue la afirmación.

Amenabilidad de A (Lp (Ω,Σ, µ))

Sea (Ω, S, µ) un espacio de medida y sea p ∈ (1,∞). Consideramos

T = {τ = {A1, ..., Anτ} : τ ⊆ Σ, τ es disjunta y µ (Aj) ∈ (0,∞) ∀Aj ∈ τ} .
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Si τ1, τ2 ∈ τ escribiremos τ1 ≤ τ2 si y solo si cada elemento de τ1 es unión de una subfamilia

de τ2. Para cada τ ∈ τ tenemos el correspondiente sistema biortogonal finito

βτ =

{(
1

µ (A)1/p
χA,

1

µ (B)1/q
χB

)
: A,B ∈ τ

}
,

donde q ∈ (1,∞) es tal que 1/p + 1/q = 1. Sea θτ : Mnτ (C) → A (Lp (Ω,Σ, µ)) el corres-

pondiente homomorfismo. En particular,

θτ (Enτ ) =
∑
A∈τ

(χA ⊗ χA)/µ (A) .

Dado K ∈ Σ tal que {K} ≤ τ tenemos

θτ (Enτ )χK =
∑

A∈τ :A∩K 6=∅

1

µ (A)

∫
A

χk dµχA =
∑

A∈τ :A⊆K

µ (A ∩K)

µ (A)
χA = χK .

En particular, θτ (Enτ )
∗ : (Lp)∗ = Lq → Lq y χK ∈ Lq porque µ (K) <∞. Ası́

〈f, θτ (Enτ )
∗ χK〉 = 〈f, χK ◦ θτ (Enτ )〉

= 〈θτ (Enτ ) f, χK〉

=

∫
K

∑
A∈τ

1

µ (A)

∫
A

f dµ χA dµ

=
∑
A∈τ

1

µ (A)

∫
A

f dµ

∫
K∩A

dµ

=
∑

A∈τ :A⊆K

∫
A

f dµ

=

∫
K

f dµ = 〈f, χK〉 ,

i.e. θτ (Enτ )
∗ χK = χK . Análogamente, para cualquier función simple s es válido que ĺımτ∈τ θτ (Enτ ) (s) =

s. Por último, dados f ∈ Lp, ε > 0 sea s una función simple tal que ‖f − s‖p ≤ ε/(σ̂ + 1),

entonces

‖θτ (Enτ ) (f)− f‖p ≤ ‖θτ (Enτ ) (f − s)‖p + ‖θτ (Enτ ) (s)− s‖p + ‖s− f‖p

≤ ‖θτ (Enτ )‖ ‖f − s‖p + ‖θτ (Enτ ) (s)− s‖p + ‖s− f‖p

≤ (‖θτ (Enτ )‖+ 1) ‖s− f‖p + ‖θτ (Enτ ) (s)− s‖p

≤ (σ̂ + 1) ‖s− f‖p + ‖θτ (Enτ ) (s)− s‖p ,
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de donde

ĺım
τ∈τ
‖θτ (Enτ ) (f)− f‖p ≤ (σ̂ + 1) ‖s− f‖p ≤ ε.

Ası́ vemos que T satisface (i) de la Propiedad A, verificándose la condición (ii) en forma análo-

ga. Dado τ ∈ T sea Gτ el grupo irreducible finito de matrices definido en (4.51). Para σ ∈ Snτ ,

ε ∈ {−1, 1}nτ y τ = {A1, ..., Anτ} tenemos que

‖θτ (DεAσ) (f)‖p =

∥∥∥∥∥∥∥
nτ∑
j=1

 εj

µ (Aj)
1/p

∫
Aj

f dµ

 1

µ
(
Aσ(j)

)1/q
χAσ(j)

∥∥∥∥∥∥∥
p

=

 nτ∑
j=1

1

µ (Aj)
p/q

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Aj

f dµ

∣∣∣∣∣∣∣
p

1/p

≤

 nτ∑
j=1

1

µ (Aj)
p/q

µ (Aj)
p/q

∫
Aj

|f |p dµ


1/p

=

 nτ∑
j=1

∫
Aj

|f |p dµ


1/p

= ‖f‖p ,

i.e. σ̂ = supτ∈T supg∈Gτ ‖θτ (g)‖ ≤ 1, i.e. el espacio Lp (Ω,Σ, µ) tiene la Propiedad A y por el

Teorema 4.2.52 concluimos que A (Lp (Ω, S, u)) es 1−amenable.

Amenabilidad de grupos compactos

Supongamos entonces que G es grupo compacto. Entonces la medida de Haar está natural-

mente normalizada (cf. [5], Th. 11.4, p. 155), de modo que si φ ∈ L∞ (G) se tiene∫
G

|φ (a)| dmG (a) ≤ ‖φ‖∞ <∞,
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o bien L∞ (G) ⊆ L1 (G). Sea entonces m : L∞ (G)→ C tal que 〈φ,m〉 =
∫
G

φ (a) dm
G

(a). Si

c ∈ G escribimos

〈δc ∗ φ,m〉 =

∫
G

(δc ∗ φ) (a) dmG (a)

=

∫
G

∫
G

φ
(
b−1a

)
dδc (b) dmG (a)

=

∫
G

∫
G

φ
(
b−1a

)
dmG (a) dδc (b)

=

∫
G

∫
G

φ (a) dmG (a) dδc (b)

= 〈φ,m〉
∫
G

dδc (b)

= 〈φ,m〉 〈1G, δc〉 = 〈φ,m〉 ,

i.e. m es invariante a izquierda. Además m ∈ (L∞ (G))∗ y ‖m‖ ≤ 1. Como 〈1G,m〉 = 1

entonces m es un promedio invariante a izquierda sobre G.

Una propiedad hereditaria

La amenabilidad es un concepto rico en propiedades hereditarias, no obstante lo cual las

mismas deben establecerse con suficiente recaudo. Nos limitamos a señalar la siguiente: Si

A, B son álgebras de Banach unitarias y θ : A → B es un homomorfismo continuo tal que

θ (A) = B y que θ (eU) = eB. Si A es amenable entonces B lo es. En efecto, como el siguiente

diagrama es conmutativo

A⊗̂A θ ⊗ θ−−−→ B⊗̂B

↓ πA ↓ πB
A θ−→ B

entonces π∗∗B (θ ⊗ θ)∗∗ = θ∗∗ π∗∗A . Si M es diagonal virtual de A, sea N = (θ ⊗ θ)∗∗(M).

Entonces

π∗∗B (N) = π∗∗B (θ ⊗ θ)∗∗ (M) = θ∗∗ π∗∗A (M) = θ∗∗ (eA) = eB.
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Sean u ∈ (B⊗̂B)∗, b ∈ B y {an} ⊆ A tales que θ (an) → b. Como u · b = ĺımn u · θ (an) en

(B⊗̂B)∗ entonces

〈u, b ·N〉 = 〈u · b,N〉 = ĺım
n
〈u · θ (an) , (θ ⊗ θ)∗∗ (M)〉 = ĺım

n
〈(θ ⊗ θ)∗ (u · θ (an)) ,M〉

Ası́ si an ∈ A tenemos que (θ ⊗ θ)∗ (u · θ (an)) ∈ (A⊗̂A)∗. Además si a1, a2 ∈ A obtenemos

(θ ⊗ θ)∗ (u · θ (a)) (a1 ⊗ a2) = (u · θ (a)) (θ (a1)⊗ θ (a2))

= u (θ (a · a1)⊗ θ (a2))

= u ((θ ⊗ θ) ((a · a1)⊗ a2))

= u ((θ ⊗ θ) (a (a1 ⊗ a2)))

= ((θ ⊗ θ)∗u) (a (a1 ⊗ a2)) = (((θ ⊗ θ)∗u) a) (a1 ⊗ a2) ,

de donde (θ ⊗ θ)∗ (u · θ (a)) = ((θ ⊗ θ)∗u) a. Asimismo, (θ ⊗ θ)∗ (u (θ (a))) = ((θ ⊗ θ)∗u) a.

En consecuencia

〈u, b ·N〉 = ĺım
n
〈(θ ⊗ θ)∗ (u · θ (an)) ,M〉

= ĺım
n
〈((θ ⊗ θ)∗u) an,M〉

= ĺım
n
〈(θ ⊗ θ)∗u, an ·M〉

= ĺım
n
〈(θ ⊗ θ)∗u,M · an〉

= ĺım
n
〈an ((θ ⊗ θ)∗u) ,M〉

= ĺım
n
〈(θ ⊗ θ)∗ (θ (an)u) ,M〉

= ĺım
n
〈θ (an)u, (θ ⊗ θ)∗∗M〉

= ĺım
n
〈θ (an)u,N〉 = 〈b · u,N〉 = 〈u,N · b〉

Ası́ tenemos que π∗∗B (N) = eB y b ·N = N ·b, entonces N es diagonal virtual de B y B resulta

amenable.

Amenabilidad de ciertas álgebras uniformes

Sean Ω un espacio compacto Hausdorff, C(Ω) el álgebra de Banach usual de funciones con-

tinuas sobre Ω. Si G = {exp(if) : f ∈ CR(Ω)}, G resulta amenable ya que es grupo abeliano,
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i.e. l1(G) es amenable. Sea θ : l1(G) → C(Ω) dada por θ (α) =
∑

h∈G αhe
ih. Entonces θ es

homomorfismo continuo de álgebras. Si A = θ (l1(G)), A es una subálgebra de C(Ω). Además

C ↪→ A, pues si z ∈ C, z = θ (zδ1) con δ1(g) = 1 si g = 1 en G y δ1(g) = 0 si g 6= 1 en G.

Además θ (α) =
∑

h∈G αh e
−ih =

∑
h∈G α−h e

ih = θ (α∗), donde α∗(h) = α (−h) con h ∈ G,

i.e. A ⊂ A∗. Además A separa puntos de Ω, y por el Teorema de Stone-Weierstrass sigue que A

es densa en C(Ω). La amenabilidad de C(Ω) sigue entonces de (I).

El álgebra sobre el disco cerrado unitario de C

SeaA(D) el conjunto de funciones continuas en el disco unitario cerrado D que son analı́ti-

cas en su interior D. Dados x, y ∈ A(D) y ς ∈ D, escribimos

(x ∗ y) (ς) = ς

∫ 1

0

x (ς − tς) y (tς) dt

Entonces (A(D), ‖◦‖∞ , ∗) es una subálgebra de Banach sin unidad de CC(D). Veamos que

A(D) no es amenable. En efecto,C es unA−bimódulo de Banach como sigue definiendo λ·f =

f · λ = λ · f (0) para λ ∈ C y f ∈ A. Sea Df = f (1) (0) para f ∈ A(D). Ası́ D ∈ Z1(A,C) y

es evidente que N 1(A,C) = {0} y C es un módulo dual, de donde sigue la afirmación.

Álgebras débilmente amenables

Es el caso de las álgebras de Banach abelianas y semisimples, como sigue del ya menciona-

do teorema de Singer & Wermer (cf. [31]).
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