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Resumen: Objetivos y aportes originales

Hemos de considerar la estructura de multiplicadores y derivaciones en dlgebras de opera-
dores. En procura de que el trabajo no se diluya en especificaciones técnicas tratamos en todo
caso de situarlo en el contexto general de la teoria de derivaciones en dlgebras de Banach. Por
ello se citard frecuentemente [35]], trabajo que adjuntamos a esta tesis, en el Anexolll Asimismo,
en varias de las secciones de este documento daré los elementos minimos que permitan al lector
una mejor comprension de los temas abordados.

El trabajo estd dividido en cuatro capitulos principales, a saber: el Capitulo |1| de caracter
introductorio, el Capitulo [2| acerca derivaciones en dlgebras nucleares, el Capitulo [3| acerca de
B-derivaciones, y el Capitulo 4sobre (o, 7)-derivaciones.

Los resultados principales del Capitulo [2} publicados en [36], estdn en la Seccién La
entidad de este estudio reside en el Teorema que precisa condiciones fuertemente res-
trictivas de amenabilidad o super-amenabilidad de dlgebras nucleares construidas sobre pares

duales de espacios de Banach. Estudiamos entonces la estructura de las derivaciones de tipo Ha-

damard cuyos resultados principales son Lema [2.6.10] Prop.[2.6.11] Prop.[2.6.12] Prop.[2.6.14]
Prop. 6.1y Teo. 613

Los resultados principales del Capitulo [3| publicados en [38]], los tenemos en las Seccio-
nes y Consideramos un teorema de estructura y y la descripcion exhaustiva de B-
derivaciones sobre /! (N) en la forma de los teoremas y el Corolario m

En el Capitulo | consideraré dos problemas enunciados por M. Mirzavaziri (cf. [40], 2009)
acerca de estructura de (o, 7)-derivaciones. La investigacion, de carécter algebraica, pudo ha-

cerse en un marco elemental finito-dimensional. Los resultados principales, pu-blicados en [37]],

los tenemos en los teoremas 4.2.2] [4.2.3|y 4.2.5]




Abstract: The matter and our main

contributions

We consider the structure of multipliers and derivations in operator algebras. In order to
avoid a lot of technical specifications and for the sake of clearness we try to put our matter
in the general framework of the theory of derivations on Banach algebras. So, I added my
undergraduated thesis [35]], in the Appendix |[, where various aspects of the theory are treated
more exhaustively.

The work is divided into four main chapters; the Chapter [I] by way of introduction, the
Chapter [2] about derivations in nuclear algebras, the Chapter [3| about B-derivations and the
Chapter [ about (o, 7)-derivations.

The main results of Chapter [2] published in [36], are in Section [2.6] The importance of
this study lies in Theorem [2.5.2] that requires highly restrictive conditions of amenabilithy or

super-amenabilithy of nuclear algebras built on dual pairs of Banach spaces. Then studied the
structure of derivations type Hadamard (Lemma[2.6.10] Prop.[2.6.11] Prop.[2.6.12] Prop.[2.6.14]
Prop.[2.6.15] and Teo. [2.6.13).

The main results of Chapter 3] published in [38]], we have them in Sections [3.2]and We

consider a structure theorem and the comprehensive description of B—derivations on {! (N) in
the form of Theorems [3.2.1] [3.3.T]and the Corollary [3.3.2]

In Chapter [ solve two problems stated by M. Mirzavaziri (cf. [40], 2009) about the struc-
ture of (o, 7)-derivations. The research, algebraic in nature, could be done in a basic finite-
dimensional framework. The main results, reported in [37], are in the Theorems 2.2} 4.2.3]and
4.2.51



Capitulo 1

Marco general

Fijada un algebra de Banach U/, que asumiremos en general compleja, hay va-
riedad de recursos para desentrafiar sus propiedades tedricas o con relacioén a su
estructura intrinseca. Es razonable en principio considerar las clases de ¢/-mddulos
a izquierda, a derecha y bilaterales de Banach asociados. Precisamente, si X fuere
un U/ mdédulo de Banach a izquierda entonces X es un espacio de Banach per se
sobre el que hay definida una accion U x X — X, (a,x) — a-x, que es C-bilineal,
(ab)-x=a-(b-z)yla-z|] <|a| || cualesquiera sean a,b € U y z € X. Asi-
mismo, todo ¢/-mddulo de Banach a derecha no es otra cosa que un U/°P-mdédulo de
Banach a izquierda, donde U/°P denota el dlgebra usual opuesta de {/. En este caso
la condicién (@ oy b) - x =a - (b-x) validaa,b € U y x € X requiere la identidad
(ba)-x = a-(b- z), por lo cual indicaremos la accién a derecha de U/ sobre X en la
forma (a,z) — z - a, de modo que x - (ba) = (x - b) - a. Si X fuere un U-bimédulo
de Banach entonces X serd {/-mddulo de Banach tanto a derecha como a izquierda.

Dado un /-bimddulo de Banach X una aplicacion lineal D : U —X es una
derivacion de bimddulos si verifica la denominada regla de Leibniz, i.e. para cada
a,b € U resulta D(ab) = a - D(b) + D(a) - b. Evidentemente si X = U/ tenemos la
nocion corriente de derivada, pero el enfoque mas general se da naturalmente y es
central para la teoria cohomologica de dlgebras de Banach.

Hay ciertamente derivaciones no acotadas. Por ejemplo, sea .4 un algebra de

Banach con identidad y a un elemento de .4 no algebraico, es decir, de modo que



Marco general

a no es raiz de ningdn polinomio complejo. Supongamos que |[a| = 1y sea B la
subdlgebra de A generada por los elementos 1y a. Sea D : B — B la aplicacién

dada por

D (ao +aja+ a4+ ..+ ana”) = ay + 2000 + ... + naya™ !,

donde a; € Csit = 1,2, ...,n. Es facil ver que D es una derivacién sobre B, la
cual no es acotada. En efecto, por la submultiplicatividad de la norma es vélida la

siguiente desigualdad

1D (@)l o nlla™ " _

> =n (n=12,3.).
[la™]] lan=1

Por lo tanto, || D|| = sup {% tx# 0} = 00y D no es acotada. Ademas, D no
es una derivacion interna porque 3 es conmutativa'y D # 0.

Otro ejemplo de derivaciones no acotadas sobre dlgebras de Banach es el si-
guiente: Consideremos el dlgebra definida en [[13]] construida de la siguiente ma-
nera: sea .4 un dlgebra conmutativa provista de una sucesion {e; };-, de elementos
idempotentes mutuamente ortogonales y de un elemento r € A tal que 7> = 0y
e;r = re; = 0 para todo j. Sea A la completacién de A generada respecto de la
norma

AT+ i )‘jej

j=1

Y

1
— méx (Z\Aﬁ) A=) ON
j=1 j=1

toda vez que A\, A1, ..., A\, € Cyn € N. Asi .4, deviene dlgebra de Banach y su

correspondiente radical de Jacobson es Cr (Ver [3], Example 6, p. 605). Por otra
parte, existe una subdlgebra no cerrada B de A, tal que Ay = B® Cr ([3], Theorem
6.1,c)). Consideremos entonces, para x € Ay del tipo x = a + Ar la aplicacion
D(a+ Ar) =Arcona € B, € C. Asi D : Ay — Ay es evidentemente lineal, y
es facil ver que es una derivacién. Mads atn, como ker(D) = B necesariamente D
resulta no acotada.

El estudio de derivaciones no acotadas se justifica no solo por un marcado in-
terés propio, sind también por aplicaciones relevantes a la Fisica, en particular en

problemas dindmicos en Mecdnica Estadistica [53]], [54]].
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Aln en el contexto general de un U/-bimdédulo de Banach X es muy sencillo
dar ejemplo de derivaciones: fijado z € X la aplicacién ad, : U — X tal que
ad, (a) = a-x — x - a para cada a € U es una derivacion. A estas derivaciones
cuya descripcion es tan simple se las llama derivaciones internas, y suele indi-
carse N'' (U, X) al conjunto de derivaciones internas de U con valores en X. Por
ejemplo si X fuere un espacio normado toda derivacion D : A — B(X) es ne-
cesariamente interna, donde 4 es cualquier clase corriente de operadores sobre X
(cf. [[7] o Th. 9 en [27]). Evidentemente toda derivacion interna ad, es acotada,
siendo ||ad,|| < 2|z|| para cada = € U. En algunos casos se puede dar alguna
precision adicional e importante. P. ej. si Y = B(X) es el dlgebra de operadores
acotados sobre un espacio de Hilbert la norma de una derivacién interna ad, dada
por un operador 7" € B(X) es |ladr|| = 2dist (T, CIdx) [59]. Dicho resultado es
valido si X = (R", ||o||) 0 si X es el espacio de Banach real de medidas signadas
acotadas j sobre un espacio compacto € tal que v € X toda vez que v es medida
absolutamente continua respecto a u. Sin embargo, el resultado es falso si X = [?
oX = L”(0,1) conp € (1,00) — {2} [23]. Se llama derivacion externa a toda
derivacion no interna. La estructura de estas suele ser compleja de describir. A ve-
ces no las hay y entonces toda derivacion resulta interna. Situaciones asi se dan en
el contexto de C"*-dlgebras no unitarias simples (i.e. sin ideales bilateros no trivia-
les) [52]. Hay derivaciones externas en C*-dlgebras separables que poseen algin
cociente primitivo no unitario [11].

En el contexto de dlgebras B (X') de operadores acotados sobre espacios de Hil-
bert, la imposibilidad probada en 1947 de realizar al operador idéntico en la imagen
de alguna derivacion interna ha sido importante por sus connotaciones en Mecanica
Cuantica: expresdndose la constante de Plank en unidades apropiadas la ecuacion
de Heisenberg para ciertos operadores simétricos PP y () sobre X adopta la forma
QP — PQ = (i/2)Idx [65], [67]. A raiz de ello el estudio de commutadores, i.e.
operadores que estdn en la imagen de alguna derivacion interna, asi como propieda-
des relativas al rango de derivaciones, ha dado lugar a una intensa investigacion. En

la profusa literatura sobre este particular, nos limitamos a sefialar [18], [19], [6]] por
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su andlisis sistematico de la estructura de commutadores y la enunciacién y resolu-
cion de variedad de problemas en la materia. Para una revision historica se puede
consultar [64]. En [66] se caracterizan las derivaciones internas cuyos rangos son
densos en las topologias débil o ultradébil de operadores y se prueba que la clau-
sura fuerte de cada derivacion interna contiene a la clase de operadores compactos.
En [1] se logra determinar la clase de elementos a en una C"*-4lgebra con unidad e
tales que e € m.

De estas consideraciones surgen de inmediato algunos primeros interrogantes
relativos a condiciones bajo las cuales una derivacion de bimédulos dada es o no
continua, y en caso de serlo determinar si se trata de una derivacion interna. La
investigacion sobre en qué medida dependen estas respuestas de la estructura al-
gebraica o topologica de U o de condiciones de X ha abierto sendos capitulos del
Andlisis Funcional en dlgebras de Banach y de Teoria de Operadores. En particular,
la cuestion relativa a la continuidad de operadores o derivaciones se enmarca en la
teoria mas general de Continuidad Automatica [8]]. Por ejemplo, es conocido que
todo homomorfismo complejo sobre un dlgebra de Banach es necesariamente con-
tinuo. Asimismo, cabe sefialar que toda derivacién de una C*-dlgebra en si misma
es necesariamente continua [51]].

El estudio de derivaciones en dlgebras de Banach abelianas ha permitido re-
sultados insoslayables. En 1955 se establecié que la imagen de toda derivacién
acotada en un 4lgebra de Banach abeliana estd contenida en el radical de Jacobson
de la misma, resultado extendido en 1988 a derivaciones no acotadas [58]], [61]].
En dlgebras de Banach no abelianas esta problematica no esta atn suficientemente
comprendida (cf. [8], §5.2, p. 609-635). La nocién de radical y la intima conexién
de esta con la teoria de representaciones se conjugan en esta teoria para dar in-
formacion sobre el algebra de Banach subyacente. Asi en toda dlgebra de Banach
abeliana semisimple toda derivacion es trivial. Se ha conjeturado que la afirmacion
reciproca es cierta, pero aun la afirmacién mds débil asegurando la existencia de
derivaciones no triviales en dlgebras de Banach radicales y abelianas es falsa [45]].

Con la notacién anterior sea Z' (4, X) al conjunto de derivaciones acotadas

10
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de U en X. El cociente H' (U, X) = Z' (U, X) /N (U, X) es el primer espacio
de cohomologia de Hochschild de U con coeficientes en X. Se trata del cocien-
te del subespacio de Banach Z! (U, X) de B (U; X) por el subespacio vectorial
(no necesariamente cerrado) N'' (U, X) de Z' (U, X) . Desde luego toda deriva-
cién de U con coeficientes en X es interna si H' (U, X) es trivial. Los espacios
de cohomologia de primer orden asociados a un algebra de Banach U/, asi como
espacios de cohomologia de orden superior, poseen propiedades que, debidamente
interpretadas, se corresponden con informacion intrinseca dependiente de la estruc-
tura tedrica de .

Dado un ¢/-bimédulo de Banach X hay acciones naturales a izquierda y a dere-
cha de U en X* si hacemos (z, ax*) = (xa,z*) y (x,x*a) = (ax,x*) para a € U,
r € X ya* € X*. Acciones de U en duales de orden superior de X se definen
andlogamente. Asi un dlgebra de Banach se dice amenable si H' (U, X*) = {0}
cualquiera sea el U/-bimédulo de Banach X. La investigacion de dlgebras amena-
bles constituye un punto de partida importante en el estudio de derivaciones acota-
das sobre dlgebras de Banach. Por un lado, si G es un grupo localmente compacto
entonces L' (G) es amenable si y solo si hay sobre G un promedio invariante [24)].
Como siempre, L' (G) consiste del espacio de funciones complejas absolutamen-
te integrables sobre G respecto de la medida de Haar, munido de la estructura de
algebra de Banach provista por el producto de convolucién. Por otra parte, denomi-
namos promedio invariante a todo funcional p € L™ (G)" tal que ||p|| = (1, u) =1
Y (00 * f, 1) = (f, p) paratodoa € G'y f € L™ (G), con (d, * f) (b) = f (a™'b)
si b € G salvo algin subconjunto de medida de Haar nula. Mds generalmente, la
amenabilidad de un dlgebra de Banach U/ es equi-valente a la existencia de una
diagonal virtual para U, o bien a la existencia de una diagonal aproximada para U
[25]]. Estas construcciones se hacen en el contexto del producto tensorial proyectivo
U (}% U. Por diagonal virtual entendemos un funcional M € (U QAZ) U)™ tal que para
todoa € U es aM = May an** (M) = a, siendo ﬂ(aéb) =absia,b e Uy
(a*,a) = (a,a*) sia € Uy a* € U*. Ademds, una red {m;},., en U (%Z/l es una

diagonal aproximada para U si lim;c;(am; — m;a) = 0y @ = lim;ey am (m;) para

11
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cada a € U. En particular, un dlgebra de Banach se dice débilmente amenable si
HY (U, U*) = {0}. P. ¢j. L' (G) cuando es grupo localmente compacto [26] o toda

C*-éalgebra [16]], [17] son débilmente amenables, mientras que las dlgebras

AD)={feC(D): f|p esanalitica},
H* (D) ={f€l*(D): fesanalitica},

0 C™ ([0,1]) con n € N no lo son. La investigacién de dlgebras &/ de Banach 2-
débilmente amenables, 3-débilmente amenables, etc. se ha dado naturalmente (i.e.
cuando los espacios de cohomologia H' (U, U**) , H' (U,U**), etc. son triviales).
Asimismo, un élgebra de Banach es super-amenable o contrdctil si H' (U, X) =
{0} cualquiera sea el U/-bimédulo X. En este caso se trata de dlgebras necesaria-
mente unitarias. P. ej. dados ny,...,n, € Nel dlgebra M,,, @& ... ® M, es super-
amenable, mientras que las dlgebras de Beurlin L' (G, w) sobre un grupo local-

mente compacto G son super-amenables si y solo si G es finito (Cf. [39]. Th. 2.2).

ISi G es grupo localmente compacto y w : G — R es una funcién continua y submultiplicativa, L' (G, w)
consiste de las funciones medibles f : G — C tales que fw € L*(G) munido de la norma I £1l1 2 | fwl, .
La condicién de submultiplicatividad de w torna a L' (G, w) en un élgebra de Banach respecto del producto de

convolucién usual.

12



Capitulo 2

Derivaciones en algebras nucleares

2.1. Operadores nucleares y la propiedad de aproximacion I

El estudio de ciertas clases importantes de operadores acotados entre espacios de Banach
tanto como de propiedades de aproximacion con una fuerte connotacion geométrica, algebraica
y topoldgica, estd relacionada con ciertos productos tensoriales. En particular, esto se aplica a
la clase de operadores nucleares. Precisamente, sean dados X y Y dos espacios de Banach, que
en general asumiremos complejos, y sea (o,0) : X x Y — C una forma bilineal acotada (i.e.
existe ¢ > 0 tal que |[(x,y)| < c||z] ||y| paratodo z € X ey € Y) y no degenerada (i.e. si
(x,0) = 0y+ 0 (o,y) = Ox~ entonces z = Ox oy = Oy respectivamente). La terna (X, Y, (o, o))
realiza una dualidad entre los espacios X y Y e indicamos Ny (X)) al subespacio de B (X) de
operadores Y -nucleares sobre X del tipo 7' = > >°  x, ® y,, donde {x,} -, e {y,} -, son
sucesiones de X y Y tales que > 7 ||z,| [|yn]| < ooy parazg € X e yo € Y el operador
acotado de rango finito zy ® yo € F (X) sobre X se define como (2o ® ) (z) = (z, o) o
encadaz € X . En particular, indicaremos N (X) = N~ (X). Definimos ahora la norma
nuclear de T' mediante

|T| = inf {Z lzall lgall - T (0) = > <ann>xn} :

n=1

'Notar que hay una inmersién natural Y < X*, y — (o, y) . De todos modos dicha inclusién puede ser propia

y abusamos en el uso de la notacién ®, aunque en el contexto adecuado no habra lugar a confusién.

13



2.1 Operadores nucleares y la propiedad de aproximacion I Derivaciones en algebras nucleares

Evidentemente F (X) C Ny (X). Si bien el adjunto de un operador nuclear es nuclear la
afirmacion reciproca no es cierta (Cf. [48], §8.2.6). Es fdcil de ver que Ny (X) es un ideal de
B(X)yque |STU| < ||IS|IT|||UJ| si S,U € B(X)yT € Ny (X).En particular, |z ® y| =
||| ||y|| para cada x € X e y € Y, siendo la norma nuclear la mayor norma posible con dicha
propiedad.

Respecto a las propiedades de aproximacion, son de especial interés los espacios de Banach
para los que alguna red de operadores de rango finito converge uniformemente sobre compactos
al operador idéntico. Se dice de estos espacios que poseen la propiedad de aproximacion. La
importancia de esta nocion estriba en una percepcion muy natural, ya que asi como la clase de
funciones simples es en general densa en los espacios de Lebesgue cldsicos cabe esperar un
rol especial de la clase de operadores de rango finito en materia de densidad o aproximacion
en el contexto de espacios de operadores. Por ejemplo, espacios de Banach que tienen alguna
bas{] tienen la propiedad de aproximacién. Por otra parte, B(#) no tiene la propiedad de
aproximacion si H es espacio de Hilbert infinito-dimensional [60]. Los espacios de Banach con
la propiedad de aproximaciéon gozan de cierta propiedad hereditaria, ya que todo subespacio
de Banach complementable también tendra la propiedad de aproximacion. De todos modos, la
propiedad de aproximacién no es hereditaria en general, p. ej. ¢o o [? para p € [1,00) — {2}
contienen subespacios sin la propiedad de aproximacién (V. [32], Th. 2.d.6 y [33], Th. 1.g.4).
En particular, hay espacios reflexivos que carecen de la propiedad de aproximacion.

Si X e Y son espacios de Banach indiquemos 5. (X;Y) al espacio B (X;Y) munido de

la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. Dada una forma lineal u sobre

[e'S)
n=1

en Y* tales que >~ ||z, lyill < coyw(T) =00 yi (T(x,)) siT € B(X;Y) (V. [10],

B(X;Y) tendremos u € B.(X;Y)" siy solo si hay sucesiones {z,} -, en X e {y}}

Lemma 3, p. 239). Es en esta instancia en que el recurso de los productos tensoriales resulta
apropiado para dar un marco algebraico, tanto para el estudio de operadores nucleares como de

propiedades de aproximacion.

%La nocién natural de base en un espacio de Banach X es la de base de Schauder, esto es una sucesién
{xn}ff:l de elementos de X de modo que para cada x € X hay una unica sucesion de escalares complejos
{a} (z)}o talque x = Y 00 ak (z) zy, ([29]; [4], p. 110). Se dice que {x}} - es la sucesion de coeficientes

n=1"n
funcionales lineales asociada a la base {x,} ;. Es facil ver entonces que {> " | x, ® z} CF(X)y

meN

lm,,, o0 SUP, e |2 — (X @ © @) (z)]| = 0 para cada subconjunto compacto K de X.

14



2.2 Elementos sobre productos tensoriales Derivaciones en algebras nucleares

2.2. [Elementos sobre productos tensoriales

2.2.1. Productos tensoriales

Salvo excepcion explicita, asumiremos en adelante que todos los espacios vectoriales son
complejos. El producto tensorial de espacios vectoriales X y Y es un par (X ® Y, 7), consti-

tuido por un espacio vectorial X ® Y y una aplicacion bilineal
T: X XY =>XQY, (r,y) >y,

con la siguiente propiedad universal: Si Z es espacio vectorialy B : X x Y — Z es aplicacion
bilineal hay una unica aplicacién lineal B:X®Y — Ztal que Bor = B. Tal producto
tensorial existe y es unico salvo isomorfismos (Cf. [29]; [35], Teo. 2.4, p. 7). Los elementos
de X ® Y pueden representarse como sumas finitas de elementos simples de la forma x ® y o

tensores basicos. Por otra parte, sic € C,x € X ey € Y se tiene
c(x®@y)=(z)®y =2 (cy).

En particular,

Ox ®y =20y =0xgy.

Ejemplo 2.2.1. Sean X, Y espacios normados, 7" € F (X;Y).SidimT(X) = nsea{y1, ..., Yn}
base de T'(X). Siy € T'(X) existen ¢ (), ..., ¢, (y) € C tnicos tales que y = Y7, ¢; (v) y;-
Es facil ver que las aplicaciones ¢; : Y — C devienen lineales si 1 < j < n. Si hacemos
ly| & > i1 lej(y)l siy € T(X) entonces (T'(X), [o]) resulta espacio normado. Como T'(X)

es finito dimensional la norma |o| resulta equivalente a la norma de Y relativizada a 7'(X ). En

particular, hay alguna constante o > 0 tal que |y| < a||y|| siy € T(X). Asi |¢;(y)| < oy

sil<j<mneyeT(X)yporel teorema de Hahn-Banach cada c¢; admite alguna extensién a

una forma lineal ¢} sobre Y tal que |c] (y)| < a|ly|| siy € Y. Pero entonces ¢, ..., ¢}, € Y* y si

x € X setiene T'(z) = Y7, ¢; (T(x)) yj, obien T = Y77 y; © T*(c;). Definamos entonces
B:Y xX* — F(X;Y)haciendo B(y,z*) = y©a*si (y, 2*) € Y x X*. Evidentemente B es
una aplicacion bilineal y hay definida entonces una aplicacion lineal B:Y®X* > F (X;Y)

tal que B (y ® *) = y ® z* para cada tensor basico y ® =*. Por las observaciones anteriores es

claro que Bes suryectiva. Veamos que Bes inyectiva, para lo cual supongamos que B (u) =0

15
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para cierto v € Y ® X*, digamos u = Y ;_, v; ® x}. Si s = 1 entonces (x, z})y; = Oy para

todo x € X. Es claro entonces que y; = Oy 0 27 = Ox~, 1.e. © = 0. Supongamos s > 1y el

resultado cierto para tensores que son suma de 1 hasta s — 1 tensores basicos. Podemos suponer

que el conjunto {yi, ..., ys} es linealmente independiente, ya que en caso de no serlo podemos

extraer un subconjunto maximo linealmente independiente {v;,, ..., ;. } . Escribimos entonces
a i

Yi; = 2 -1 C; Yi,, donde los escalares c;-’“ ‘s estdn univocamente determinados, o < j < sy

{i1,...,is} ={1,...,s} . Entonces

~

0= B (u) 2.1)
=) o
=1
=y, Oz + Y <Z c;i'“yik> o
k=1

j=k+1 \k=1

- Zylk © <x;kk + Z C;kx:1>
k=1

Jj=k+1
(03 S
k=1 j=k+1
Por la hipétesis inductiva, por (2.1)) vemos que
[0 S
Su.e (a4 3 ) <0
k=1 j=k+1

i.e. u = 0y hay un isomorfismo de espacios vectoriales F (X,Y) ~ Y ® X*.

Observacion 2.2.1. (Cf. [35]], Prop. 2.5, p. 7) Mediante una aplicacion sencilla de la universa-
lidad del producto tensorial sigue que si X, Y, Z son espacios vectoriales hay un isomorfismo

de espacios vectoriales

(XRY)Z~=Xe(Y®Z).

Por otra parte, sean X, X, Y], Y5 espacios vectoriales, 77 € L (X;,Y)), To € L(X5,Y5).
Existe 71 @ Ty € L (X; ® X»,Y; ® Y3) tnico tal que

(Tl ® TQ) (271 ® [L’Q) = Tl (il?l) ® T2 (1'2) .

16
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2.2.2. Producto tensorial inyectivo

Definido el producto tensorial algebraico de dos espacios normados X e Y se procura hacer
de X ® Y un espacio normado. Para ello combinemos el Ej. y la Obs. [2.2.1} de modo que
siu € Y ® X* escribimos |u| = H§ (u) H . Claramente |o| define una normaen Y ® X* y si

u=Y:_,y; ®x; podemos escribir

lu| = sup

> (@ad) iy

i=1

= sup sup
llzll=1 [ly*[=1

= sup sup (¥ ®ux (2)) (u)],
llzl=1lly*lI=1

donde ¢y : X < X** es la inmersion natural de X en X** y (z*, 1x(x)) = (z,2*) paraz € X
y x* € X*. Motivados por esta observacion en el caso general definimos, parau € X ® Y, su

norma tensorial inyectiva

[ull, = sup sup [(z" @y") (u)]. (2.2)
=1 lly* =1

Vv
La relaciéon lb define efectivamente una norma sobre X ® Y e indicamos entonces X ® Y al
producto tensorial inyectivo o espacio completado correspondiente ([10], Ch. VIII, Prop. 3, p.

223; [35], Prop. 2.7, p. 9).

2.2.3. Producto tensorial proyectivo

Dados espacios normados X, Y, Z sea B(X,Y; Z) el espacio de aplicaciones bili-neales

acotadas X x Y en Z, munido de la norma

6]l = sup {[|b (2, y) - (z,y) € X XV, [lz] = [lyll = 1}

para cada b € B(X,Y’; Z). El mismo, con la estructura vectorial natural, es espacio de Banach

st Z lo es. La aplicacion

B:X xY = B(X*,Y";C), B(z,y) (z*,y") = (x,2%) (y,y")

17



2.3 Nuclearidad. Propiedad de aproximacion 11 Derivaciones en algebras nucleares

estd bien definida y es bilineal. Hay definida una aplicacién B:X®Y — B(X* Y* C)
tal que B (r®y) = B(x,y) si (z,y) € X x Y. Observemos que para u € X ® Y resulta

H§ (u)H = ||ul|,, . Asimismo, la aplicacién
A: X XY = B(X,Y;C)", A(z,y) (b) = b(z,y)
estd bien definida, es bilineal y existe
A:X®Y > B(X,Y:C)

talque A (z ®y) = A(z,y)si(z,y) € X xY.Siu€ X @Y se tiene entonces

|3 = fnf{i ol gl 0= 3 @yj} 23)
=1 i=1

(cf. [10], p. 226-227). Al valor comtn en (2.3) lo denotamos ||u|, y queda asi definida asi una
nueva norma sobre X ® Y, la llamada norma proyectiva (V. [33]], Prop. 2.7, p. 9). Al correspon-

A
diente espacio completado X ® Y se lo denomina espacio proyectivo.

Observacion 2.2.2. Sean X, Y, Z espacios de Banach. Dado B € B (X,Y; Z) existe un tinico
Be B(X(%)Y'Z) tal que B (z @ y) = B (x,y) paratodo (z,y) € X x Yy HBH = ||B]| (V.

[35]], Prop. 2.10, p. 11). En particular, hay una aplicacion natural X ® X=X ® X*.

2.3. Nuclearidad. Propiedad de aproximacion II

Proposicion 2.3.1. Si (X, Y, (o, o)) es un par de espacios de Banach en dualidad como en
A
tal que |(z,y)| < ||z| ||y|| para (z,y) € X x Y entonces X ® Y es un dlgebra de Banach.

Demostracién. Para (x1,11) , (22,92) € X X Y sea
AN
Apr gy 1 X XY = X QY, Ay, (22,92) = (22, 11) 1 @ 4o
Si (z,y) € X xYes|z®yll, = |z |yl (V. [33], Pro. 2.7, p. 9). Es facil ver entonces que

A\
Aa?l,yl S B(‘X’Y;X ® Y) Yy HAJTL?JIH < Hle HyIH

A A A A
Por la Obs.[2.2.2/existe A,, ,, € B(X®Y) tnico tal que || A = [[Apy i | Y Azy gy (22 @ ) =

x1,Y1

A —
(o, y1) 1Ry si (x2,y2) € X XY.Pero A € B(X,Y; B(XG%Y)) y existe A € B(XQA@Y; B(X®

18
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A

— — AN
Y)) tnico tal que ||A|| = ||A||y A(z @ y) = Ay si (z,y) € X x Y. Fijemos u,v € X @Y,

digamos u = ) ", #; ® y; yv =y ", #7 ® y:. Entonces

AN
Ay (a0 0) 4

A, < >

Y

< Y [ehub||lst ey,

S el e

A

(]

=D Nl w1l 2 N5 51
i=1 j=1

Puesto que (2.4) es vilido para toda posible escritura tanto de v como de v deducimos que
| A (w) (U)HA < lull, [Jv]l - Pero A (u) € B(X & Y)y X ®Y es denso en X QY por lo
cual HZ(U)HA < |lull, . Asimismo, A € B(X GAE) Y;B(X (}Ab Y)) e inferimos que ||A|| < 1.
Dados entonces ¢, € X (}% Y definimos ¢ -1 = A (¢) (v) . En particular es valida la identidad
A(A(¢) () = A(¢) o A(¥), de donde sigue enseguida la transitividad de esta operacion.

Finalmente, siendo A contractivo sigue la afirmacion. |

Observacion 2.3.2. Porla Obs. se puede dar una descripcion mas precisa de los elementos
del producto tensorial proyectivo. Si u € X Q% Y hay sucesiones {z,} - en X e {y,} -, en
Ytales que u = > 0 %0 @ Un Y Yooy @l llynll < oo (cf. [50], Prop. B.2.11, p. 251).
En consecuencia, si (X,Y] (o, 0)) es un par dual de espacios de Banach como en la Seccién
la aplicacion A : X QA@Y — Ny (X)talque A(z®@y) = xOysi(r,y) € X XY es
un homomorfismo acotado suryectivo e induce un isomorfismo isométrico Ny (X) ~ (X Q%

Y')/ ker (A) de édlgebras de Banach.

Estan dadas las condiciones para caracterizar los espacios de Banach con la propiedad de

aproximacion.

Teorema 2.3.3. (Cf. [50], Th. C.1.5, p. 256) Sea X espacio de Banach complejo. Son equiva-

lentes:

(i) X tiene la propiedad de aproximacion.
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A Vv
(ii) SiY es espacio de Banach la inmersion canénica X ® ¥ — X ® Y es inyectiva.
LX) . Ly /\ \/ . .
(iii) La aplicacién natural X ® X* — X ® X* es inyectiva.
A
(iv) La aplicacion X ® X* — Ny« (X), x ® ¥ — = ® z* es un isomorfismo isométrico.

Observacion 2.3.4. De la prueba de la Prop. si X tiene la propiedad de aproximacion el

isomorfismo isométrico observado en el Teo.[2.3.3](iv) es isomorfismo de dlgebras de Banach.
Seau € X ® X* — {0}, digamos u = anl Ty, @ xh con Y ||z, k] < co. Mds

atin, podemos suponer que {z,} € c¢o (X)y {z} € I* (X*) (cf. [50], p. 257). Si X tuviere la

propiedad de aproximacion finita, como {z,,} U {Ox} es compacto existird S € F (X) tal que

[l o
P |S(n) — | < sl
neN 23y =3l
Siv=>>", 5(x,) ®x}; vemos que

lw —vll, < D NS(@a) = zall sl < llul, /2,

n=1
de donde v # 0. Indiquemos S en la forma S = >* _ v, ® vy, con {y,}’ _, € X e

{yx,}* _, € X*. Entonces

p
= m=1 n=1

1 m=1

I
NE

n

y existe y* € X* tal que Y>>, (x,,,y*) z% # Ox-. En consecuencia existe y** € X** tal que

0 # <Z CTE y**> = v @y =y @y (u).

n=1 n=1

AN \
Luego «(u) # 0,donde t : X ®Y — X ®Y es la inmersion candnica. Mds atin, con la notacién
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del Ejemplo2.2.1} siw = 374_, 2; ® 27 en X ® X* tenemos

| 0, = B 0

B(X)

B(X*)

= sup
flz*[|=1

= sup sup ‘<x* o B (w) ,IL‘**>
lz*[[=1 [lz**[|=1

x*o E(w)H

q

= sup sup Z(zj,m><z],x

lle**[|=1 [la=[=1 | ;=4

— sup sup |(@* @2™) (w)]
[lz**[|=1 [|z*||=1

= [lwlly
B:X®X* = B (X) es isométrica y se extiende a un isomorfismo isométrico. B: X é
X* — A(X),donde A (X) eslaclausuraen B (X ) de F (X) o dlgebra uniforme de operadores

aproximables sobre X. En particular, N (X) es ideal de B (X) contenido en A (X) y por la
Prop.[2.3.1dados z1, 2, € X y 27, 25 € X* se tiene

B ((z1 @ 27) (22 ® 73)) = (22, 27) B B (z, ® 5)
= (w2, 77) (21 © 23)
= (21 ©® 27) o (¥2 © x3)

de donde sigue enseguida que B es un homomorfismo de algebras.

24. Algebras nucleares, biflats, biproyectivas.

Observacion 2.4.1. Sean I/ un algebra de Banach, X un ¢/-médulo de Banach a izquierdae Y
un U/-moédulo de Banach a derecha. Aplicando la Obs. hay definida una estructura de /-
bimédulo de Banach sobre X é Y de maneraque a (z ®@ y) = (az) Qyy (x ® y)a =z ® (ya)
paratodoa e U,z € X ey € Y (Cf. [35], Corolario 2.11, p. 12).

Observacion 2.4.2. (Cf. [21], Th. 51) Por la Obs. 2.4.1] en las condiciones de la Prop.
A A AN A
por la Obs.[2.2.2/existe A € B(X ®Y)®@ (X ®@Y); X ®Y) tal que A (¢ ® ) = ¢ - ¢ para
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A
¢, € X ®Y. Fijados zy € X e yy € Y tales que (x¢,yo) = 1 sabemos que hay definida una

aplicacién lineal acotada
A A A A
O: XRY=>(XY)®(X®Y),0®y)=(21y)® (ro®y)

si (z,y) € X @Y. Es facil verque Ao © = Idxé y

©(¢-¥) =90 () =0 (),

A A
i.e. © es homomorfismo de X ® Y -bimddulos. En consecuencia X ® Y se inscribe en la cla-
se mds general de dlgebras de Banach U/ llamadas biproyectivas, i.e. el homomorfismo de U-
AN
bimédulos Ay : U @ U — U tal que Ay (a ® b) = ab para todo a,b € U es una retraccion (i.e.

Ay posee un homomorfismo de U/-bimédulos acotado que es inverso a derecha).

Observacion 2.4.3. Si U es un algebra de Banach biproyectiva A}, : U* — (U QAZ) U)* po-
see un homomorfismo de /-bimédulos acotado que es inverso a izquierda, caracteristica que
define a las dlgebras de Banach llamadas biflats. Estas se caracterizan por la existencia de un
homomorfismo acotado de ¢/-bimédulos p : U — (U é) U)** tales que Aj; o p es la inmersion
canénica U — U™. Precisamente, sea 17 homomorfismo acotado de ¢/-bimédulos de modo que

n o Ay, = Idy- . La aplicacién p = n* o 1y es un homomorfismo acotado de Z/-bimédulos y
Ayop=(Agon)ouw = Idoy = Id ouy = wy.
A
Reciprocamente, sea p : U —(U ® U)*™ un homomorfismo acotado de I/-bimddulos tal que

Ajf o p = 1. Hacemos ahora n £ p* o LY si (a,a*) € U x U* obtenemos

(a, (70 A7) (@) = (p(a) 1, (D5 (@)))
(8 (") p (@)
= ("1 (@)
(

a,a*y,

de donde sigue la afirmacion.

Observacion 2.4.4. Si U/ es algebra de Banach biflats entonces resulta simplicialmente trivial,

es decir H" (U,U*) = {0} si n € NP| En particular, estas dlgebras devienen débilmente

3V. [8], Prop. 2.8.62, p. 298. Respecto a espacios de cohomologia de orden superior v. [35]], §3.1.1, p. 18.
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amenables y por lo tanto son esenciales [| y no poseen derivadas puntuales continuas no nula{]
[9]. Si ademds U fuere abeliana entonces Z' (U, X) = {0} cualquiera sea el ¢/-bimédulo de

Banach X [2]].

2.5. Algebras nucleares y amenabilidad
Teorema 2.5.1. Sea U un dlgebra de Banach. Son equivalentes:

(i) U es amenable.
(ii) U tiene alguna diagonal aproximada.
(iii) U tiene alguna diagonal virtual.

(iv) U tiene una aproximacion acotada de la identidaaﬁ y es biflat.

Las tres primeras equivalencias, son la caracterizacion de dlgebras amenables efectuada por
B. E. Johnson hacia 1972 en su importante trabajo [24]]. Sobre el particular puede verse también
[35], §3.2, p. 28. La equivalencia entre amenabilidad y la condicién de biflat y existencia de

aproximaciones acotadas de la identidad fue establecida en [22].
Teorema 2.5.2. Sea (X,Y, (o, 0)) un par dual de espacios de Banach. Son equivalentes:
A
(i) X ®Y es super-amenable.
AN
(ii) X ® Y es amenable.
AN
(iii) X ® Y tiene aproximacion acotada de la identidad.

A
(iv) X ® Y tiene aproximacion acotada a izquierda de la identidad.

4Un 4dlgebra de Banach U es esencial si la cépsula lineal de todos los elementos de la forma ab con a, b € U es

densaen U.
SUna aplicacién lineal d : U — C se dice derivacién puntual si hay algiin homomorfismo ¢ : U« — C tal que
d (ab) = d(a)p (b) + ¢ (a) d (b) para todo a,b € U.

®En un dlgebra de Banach I/ unared {a,} . esunaaproximacion de la identidad a izquierda (resp. a derecha)

se€o
si limge, (asx) = x (resp. limge, (zas) = ) para todo © € U. Serd aproximacion de la identidad si lo es tanto a

derecha como a izquierda.
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(v) Ny (X) tiene aproximacion acotada a izquierda de la identidad.
(vi) dim¢ (X) = dimg¢ (Y) < 00.

Observacion 2.5.3. La afirmaciones (i) = (i) y (¢i4) = (iv) son inmediatas; (i7) = (i)

sigue del Teorema (1v) = (v) es consecuencia de la Obs. La afirmacién (vi) = (1)
N

es consecuencia del hecho que X ® Y ~ M, (C), donde d es la dimensiéon cominde X e Y. La

afirmacion (v) = (vi) constituye, en este contexto, la parte mas delicada (V. [15], Th. 5)[]

Sea {S; }j 7 € una aproximacion acotada a izquierda de la identidad de Ny (X). En primer lugar probare-
mos que Idxy = s-lim;ec; S;; precisamente, fijemos x € X, que podemos suponer no nulo. Como (o, o) es no

degenerado existe y € Y tal que (x,y) = ||z||. Sij € J resulta

[Sjo(z0y) —zoy|
=|Sj(xz) oy —xz Oy
> ||S(x) — ||

Por lo anterior, deducimos que lim;c; Sj (z) = . Es inmediato ahora que la red {S;},.; converge a Idx
uniformemente sobre subconjuntos compactos de X . Luego {S;} ._ ; es una aproximacion acotada de la identidad
s
a izquierda del ideal de operadores compactos K (X') sobre X. Por otra parte, el dlgebra de limites uniformes de
operadores de rango finito A (X) es un Ny (X)-bimddulo de Banach. Por el teorema de factorizaciéon de Cohen
todo operador aproximable serd el producto de algtin elemento de Ay (X)) por otro operador aproximable (V. [33],
Teorema 2.12, p. 12). Pero Ny (X) C N (X) y N (X) es un ideal en A (X), de manera que A (X) = N (X).
Ahora, hay una dnica aplicacién Tr : X ® X* — C tal que Tr (x ® 2*) = (x, ™) para cada (z,2*) € X x X*.
Como |Tr (u)| < [Jul|, por el teorema de Hahn-Banach el operador Tr admite una extension a una forma lineal
acotada sobre A (X)) . Ademds X e Y deben tener la misma dimension, ya que X < Y™y por lo tanto dim¢ (X) <
dimc (Y*) . Luego, si X fuere infinito dimensional también lo serfa Y y por lo tanto también Y. Como también

Y — X* podemos suponer que X e Y son finito-dimensionales. Pero entonces
dimg (X) < dime (V) = dim (V) < dim (X™*) = dim(X).

Finalmente, supongamos que X e Y son ambos infinito-dimensionales. Para cada n € N hay una proyeccién P,
de rango n-dimensional tal que ||P,|| < +/n (cf. [49], Th. 1.14). Podemos representar P,, = Z;;l Tn,j © Xy js
donde <xn,j, $;k> =,k paran,j k€ Nyl <jk <n.AsiTr(P,/\/n) = /n para todo n, lo que contradice

la continuidad de la forma lineal Tr .
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2.6. Dv’s en algebras de operadores nucleares

Por la universalidad del producto tensorial y propiedades inherentes de productos tensoriales

proyectivos como vimos en la Obs. 2.2.2/dado 7' € B (X) hay un tnico d7 € B(X (}% X*) tal

que

r(z@a)=T)@z" —x@T* (z") si (z,27) € X x X" (2.5)

Queda definido un operador 0x : B (X) — B(X é) X*) lineal acotado dx (T) = d7 y es facil
verificar que R (6x) C D(X <§A§ X*). Llamaremos B-derivaciones a aquellas que pertenezcan al
rango de 0x, que indicaremos Dy (X ), y volveremos sobre ellas en el Capitulo [3| Nada indica
en este contexto que estemos en presencia de derivaciones internas, o al menos eso dista de
ser obvio. Esto quizas no sorprenda, es esperable que la estructura general de derivaciones sea
mads compleja en el caso de espacios de Banach generales. Por el Teorema sabemos que
condiciones de amenabilidad o super-amenabilidad imponen severas restricciones respecto a
derivaciones en dlgebras de operadores nucleares soportadas sobre pares de espacios de Banach
en dualidad, ya que entonces ambos espacios deberan tener la misma dimension finita. En gene-
ral, poco podemos anticipar respecto a la estructura y propiedades de elementos de Z*(X (EA@ Y),
el espacio de derivaciones sobre X (}% Y, siendo (XY, (o, 0)) un par dual de espacios de Ba-
nach. Hemos consignado que un espacio de Banach X tiene la propiedad de aproximacion si
posee una base. La existencia de bases en espacios de Banach ha sido problemadtica y dificil de
decidir, pero se sabe que hay espacios de Banach que no tienen base de Schauder [12]]. Hemos
sefialado que dados una base de Schauder {z,},_;, de X y € X se determina una tnica su-

o0 *

cesion de escalares {z}, (z)} ~ tal que x = ) ° « (z)z,. Evidentemente {z}} _, es una

sucesion de aplicaciones lineales sobre X univocamente determinada por la base, resultando

siempre {x}} _, C X* [4]; [56], Th. 3.1, p. 20). Restringiremos nuestra investigacién al ca-

o0

so de espacios de Banach X munidos de una base shrinking {z,},_,,

condicién bajo la cual
{a3},_, esbase de X*. P.¢j. {{0nm},,cy : 7 € N} es base shrinking de ¢ (N) pero no lo es
de I (N).

Proposicion 2.6.1. (c¢f. [57]) Sean X, X5 espacios de Banach munidos de bases {mlm}ff:l
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y {xan}, | respectivamente y sea o una norma cruzada uniform sobre X1 ® X,. Entonces

X, ® X, tiene una base de Schauder {zn}oy

Demostracion. Sim € Nseann € N tal que

(n—1)> <m < n?

y
Zm = T1,01(m) & L2 09(m)
con
m—(m—17%n) si mn—1°+1<m<(n—-1)7>+n,
o(m)= ( ) ) (2.6)
(n,n?> —m+1) si (n—1)"+n<m<n’
Para n € N vamos a indicar s, (z;) = Y | @7, (%;) Tjm, donde z; € X;, i = 1, 2. Escribien-
do
Rn £ 1 & Ty — Z .’Eii (1’1) x;j (.1'2) (LELZ' X 3327]') (27)
ij=1
=21 ® Ty — 5 (71) ® 82 (22)
=21 @ (22— 55 (22)) + (21— 5, (1)) @ 57, (22)
obtenemos
a(Ry) <oz ® (29— s (12))) + a((z1 — s, (21)) ® 2 (22)) (2.8)

< lay|| - |Jz2 = 55 (@) || + |21 — s (21)]] - [] 53 (22)]] -

Es inmediato por (2.8) que o (R,,) — 0sin — ooy x; ® x5 pertenece a la capsula lineal

0o
n=1"

a-cerrada [z,] | generada por {z,} -, . Asi X1 ® Xo C [z,]°7, y Xu ® X, = (2,72 ,. Por

8Una norma cruzada uniforme o sobre X ® Y es una norma en el sentido usual tal que
a(z@y) = [lz]lyll si (z,y) € X xV

ysidados S € B(X), TeB(Y)yue X ®Y setiene a ((S®T) (u)) < |IS|| |T]| @ (w) . Indicamos entonces
X (% Y ala completacién de X ® Y respecto a la norma «. P. ¢j. las normas inyectiva y proyectiva son cruzadas

razonables (V. [10], Ch. VIII, Prop. 3 y Prop 8).
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(2.6) si n > 1 tenemos ademads

n—1
Sp—1 ($1)®S 1(1’2) - ((Zwl,mQxim Zl'Qm@IQm ) (l‘l®l‘2)
m=1
n—1
- Z (21 ©21,) ® (225 © 73;5) (21 ® 72)
ij=1
n—1
- <l’1,l’1z> <x27x2]>xlz®x2j
ij=1
(n—1)*
= (1 ®@ T9,2,) Zm
m=1

£ S(n—1)2 (1 ® x9),

1.e. paran > 1 resulta

S(n-1)2 = Sh_1 @ 50_. (2.9)
Por otra parte
Stn-1)24m = Sp_1 @ So_q1 + 55, @ (s2 —s5_1)sil<m<n—1. (2.10)
Precisamente, escribimos
Sm = 511171 ® 5271 + 81171 ® (Si - 5271) (2.11)

n—1
Z $1 i O $1 i ($2,j ® $§J) + (ILk © ka) X ($2,n © QUSTL)

6,J =1

.

M5 11>

n—1
Z T i ® .TQJ ('TT,Z ® x;]) + (:El,k’ ® xQ,n) @ (x;k; ® ‘I;,n) .

6,j=1

B
Il

1

.

Paral < | < (n—1)* se tiene (21, (23, ®x3,,)) = 0 cualquiera sea k € N, y por lb y
@.10) es

n—1

S (2) = Y {z, 27, @ 25 ) (115 ® 12;) = 21,
ij=1

si (n—1)° <1< (n— 1)+ m entonces

m
= (2,27, ®a5,) =2
k=1
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Y Sm (z) =0sil> (n—1)*+m, i.e. S(u_1)24m = Sp y sigue (2.10). Ahora resulta
S(n—1)24n+m = st @82 — (s,ll — s,l%l) ®s2 . sil<m<n—1;s5=0. (2.12)

En efecto, hagamos

T2 5,570 = (Sn = Sn1) @ Sp_1, (2.13)
n n—1—-m
=) (@ @) 0 (¢, @a5,) = D (110 ©724) O (2], @ T3y)
ij=1 k=1

Sil<I<(n—1)es

T () = Y (a2, @5 ;) (11, @ 22) = 2,

1,7=1

si(n—1)2<l§(n—1)2+nporyes

L (=) = Z <1’1,z—(n—1)2 ® Tom, T1,; ® 903,;‘> (T1,; ® T2,5) = 2,

ij=1
si(n—1°"4n<1<(mn—12%4n+mpor@Q.6)y(@Q.13) es T, (z) = z porque

n—1—-m<n?—1+1.

Si(n—1)2+n+m <l<n?entonces (n—1)> +n+m+1<Ilyl—m>n?>—n+2,0sea

n—1—m>n®—1+1yahoraT, () = 0. Asimismo, S(,—1)24n+m (%) = 0. Finalmente,
S(n—1)24n+m (Zl) =Tn (Zl) =0

sil > n?y sigue (2.12). Ahora, por (2.9), (2.10) y (2.12). Por el teorema de acotacién uniforme

las sucesiones de operadores {s’} -y {s2} ", son acotadas en B (X;) y B (X5) respectiva-
mente. Por (2.7) y (2.9) es claro que lim,, ,, $,2 (1) = w para todo u € X; ® X5. Si u es un

tensor bésico, digamos u = x; @ x, en las condiciones de (2.10) tenemos también
& (So1)2m () —u) < a <S(n—1)2 (u) — u> + 5w @)|| |52 () — s2_1 ()] (2.14)
< (soay () =) + ol sup s} | 1 () = 524 @]

Por (2.14) inferimos que lim,,—00S(,—1)24+m (u) = u para cada u € X; ® Xg.ﬂ El mismo

razonamiento empleamos en las condiciones de (2.12) y, en definitiva, v = lim,,_,«, s,,(u) para

9Siempre dado m € N existe n € N tnico tal que (n — 1)* < m < n?,i.e.n = n(m).
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todo u € X; ® X5. En particular, como « es norma cruzada uniforme la sucesién {sn}ff:1

devendra acotada en B(X; ® X 9).

«
Dados ahora v € X; ® X5y € > 0 sea v una combinacion lineal finita de elementos de

{zn ), tal que o (u — v) < /(14 sup,,ey HS”’|B(X1§X2))

n > ng, de modo que

. Existe ny € Ntal que s,, (u) = w si

a(v=—s5,) <alw—u)+a(lu—s,(v))

<aw—u)+a(s,(u—0v))

<eg,

de donde v = lim,,_,, s, (v) y sigue la tesis.

Observacion 2.6.2. La aplicacion o definida en (2.6)) es biyectiva, si n, m € N resulta

o t(n,m) =
(m—1)"+n si

y ademas

n?—m+1 si 1<m<n,

m>n

ot ({n}) = {n2 —k+ 1}1§k§n U {k2 + n}k2n>

oyt ({m}) = {(m — 1)2 - k}lgkgm U {k2 —m+ 1}k>m.

Corolario 2.6.3. Sea X un espacio de Banach con una base shrinking {z,} . Sean o :

N — N x N como en @) Zm = Tay(m) @ Toz(m) ¥ Zm = Ty my ® Loy

m) para cada m €

A
N. Entonces {z,},._, es base de Schauder de X @ X*, cuya correspondiente sucesion de

coeficientes lineales asociada es {z}},}°_, .

Teorema 2.6.4. (cf. [5)]) En las condiciones del Corolario

2.6.3

si o € DX é X*) existen

sucesiones unicas v tales que si u,v € N entonces
nfnen Y uJu,veN q )

o

5 (Zg—l(uvv)) = (f)u — f)v) 20—1(1“,) —+ Z (nZ . Zo-—l(n’v) — nz . za—l(um)) . (2.15)
n=1
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Mas aiin, b = b [3] = {{0 (22 ’Zn2>}n€N’ n=nl6] = (1) me sin,m € N resulta
bol(m) - [jo'Q(m) SZ n = m’
o1(n) .
st o1(n) # o1 (m) yoq(n
(Gem) =4 1 (n) # 01 (m) y o2 (n)
—77;;&”)) si o1 (n) =01 (m) yoy(n)
0 si o1 (n)# a1 (m) yoy(n)

\

A
ypara p € X ® X* se tiene

:szzw(zm),zz v

n=1 m=1

Demostracion. Sea {b} ,}

u,v,t € Nentonces z, ® ) = (z,  z}) (z; ® ) y

Iu@'r Zbuv Loy(n) ®x02(”))

*

2 )

=0 (vy @ 27) (1 @ 7)) + (20 @ 77) 0 (1, © 7))

— Z f)zv (:Uu & 1’:;2(71)) + Z f)ut Toi(n) DT )

neoy ' ({t}) n€oy ({t})
t
2
= {bit,t_l) 2o 1) + hfv_”“%fl(um)} +
n=1

n2—t+1 n2+t
§ { u,t Zo— 1(n,v) +b Zafl(u,n—&-l)

n=t

Por (2.16) si u,v,n € N entonces b7, = 0sin ¢ ot {uh) uoyt ({v}).

-1
Asimismo, evaluando b3, ) obtenemos

v—1)2+u v—1 2+t 241 .
i = Ev IR s
(v—1)24u (v—1)2 (t 24w .
(v—1)%+u —v+l tu
hUaU = ;)711 ! + hu,t St

En particular, b7, ,, ™™ — () sin € N. De la misma forma,

t<u<w,
u<t<w,

u<v<t.

—1)2 2_ .
Qe gt =0 st <u=ou,
2 .
ft_tH:O st t=u=wv,
t_”+1+f)ut =0 si u=v<t.
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Finalmente,
Wbl 1(;; Dt b, S g t<wv<u,
b’ 241 _ ii}—vﬂ +h s S PR < u, (2.19)
hu Z_v41 f;iﬁl + h (t=1)*+u st v<u<t.

Consecuentemente, de (2.17)), (2.18) y (2.19) deducimos que

T = b, 0 7, Y (2.20)

si u,v,t € N. Por (2.20) podemos escribir

o= L(u,w -1 ,1 -1 1, -1 ,1 -1 1
u,v( ) 52,1 (u,1) 4 btlj,v (1,v) _ [JZ,1 (w,1) 53,1 (v ). (2.21)
Indiquemos
—1
b, =bho, ", neN. (2.22)
a'fl(n,v) (t71)2+n .
Ahora para n,u,v € N, n < u, usando (2.16) obtenemos by, = by sin <ty
— -1
Z,vl("’”) = f)Zi’ sit <mn,i.e. f)uv ) — [y () La misma conclusién se verifica si u < n

y deducimos la existencia de sucesiones doblemente indexadas {n},}, cn. {37}, ,on tales que
o=1(pm o—1(n . . .
= bin ™"y 3% = by ™ siu,v,p,q,n € N. En particular, sabemos que 1" = 3" = 0 si

n € N. Asi

[e.e]
0 (xu @23) = Bw 2oty + Y (0 20 1) F 30 Zormy) - (223)
n=1
Como
Ouw 0 (Ty ® ) = 0 (24 @ 1) (T ® T) + (T4 @ T3) 6 (T ® T7)
escribimos
5u,v 4] (xu ® l‘:) u,v Qhu vl(“ v Zo— L(u,v) + Z * 2o —1(n,w) +3v Zo— 1(u,n))
+ (m +30) (Ta @ 27)
ie.n. +3 =0siu#venN.
Finalmente (2.13)) se sigue de (2.21), (2.22) y (2.23). [

Observacion 2.6.5. De la prueba del Teorema es fécil ver que 7" = 0y (0 (2n2) , 252

para cadan,m € N.
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Corolario 2.6.6. Dado {v,},~ €' (N)seav="> " vz, en X ® X*. Entonces

n=1

~ " Um2_nt1 St 1 <n<m,
blad,] = {vp2—nt1 —vi},2, vy lady] = ‘
Vn_1)2pm SL N>
A
Definicion 2.6.7. Una derivacion acotada § sobre X ® X* es derivacién de Hadamard si hay

A
alguna base shrinking de X tal que la correspondiente sucesién n [4] es nula. Indicamos Dy (X ®

A
X*) ala clase de derivaciones de Hadamard sobre X ® X*.

Observacion 2.6.8. Fljada una base shrinking X' = {x,,},° 1 indicaremos la clase de derivacio-
nes de Hadamard sobre X ® X* respecto a X como Dx (X ® X*). Notemos que Dy (X ® X*)
consiste de la unién de estas clases. Mds informacion sobre este particular la da el siguiente

teorema:

Teorema 2.6.9. (cf. [5]) Sea X un espacio de Banach con una base shrinking X = {x,} ~ |y

AN
sea {z,},~_, la base inducida de X ® X* como en la Proposicion|2.6.1} Entonces

i) Dy(X é) X*) es un subespacio de Banach de D(X (%) X7)

ii) Dy(X ®X ) > M (X @ X* {zn}e 1), es decir, existe un isomorfismo isométrico desde
el espacio de las derivaciones X —Hadamard en el espacio de Banach de multiplicadores

de X Q% X* enla base {z,},_,

A
iii) El espacio de Banach Dy (X ® X*) es complementable.
Demostracion.
i) Observemos que

Dy(X & X*) ﬂ{éeDX@X) 5(01@,@):0}

ii) Por Teorema[2.6.4/dada 6 € Dy (X (}% X*) podemos escribir

= (D1t = Boai) (3 7) 20 (2.24)
n=1
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A o0
con v € X ® X*. Asi la sucesion hy = {bm(n) - hcfz(n)}

. es un multiplicador de
n=1

AN
X ®X*. En efecto, por|2.24{tenemos que 6 = My, , donde M es el isomorfismo isométrico

algebraico usual (cf. [63]) de M (X (}% X, {zn}flol) en B(X (}% X*) dado por

M ({eadsl) W) = Y (vizn) 2

n=1
. A
siv € X ® X*.

AN N
iii) Sea D3 (X ® X*) el conjunto de derivaciones acotadas sobre X ® X* con h—sucesiones

nulas. Como

DE(X & X*) = ﬁ {5 € D(X ® X*) : {5 (22) , 22) = o}

A
deducimos que Dx (X ® X*) es un espacio de Banach y por Teorema 2.6.4|tenemos que

N A N
D(X ® X*) = Dx(X ® X*) + Dy (X ® X*)

A
Luego es inmediato que Dx (X ® X)NDx(X ®X*) ={0}.

Lema 2.6.10. (cf. [36])

(i) Sir,s € N resulta

{0,—1,—1,..} if r=s=1,
b [0z,00:] =< {0,0,...} if rs, (2.25)

e if r=s>1.

(ii) Sir # s entonces n [5%@96;} = e es la matriz nula en todas las entradas 'y con solo un 1
en el lugar (s, r). En particular, las derivaciones 5,0, conn € N son derivaciones del

tipo Hadamard.

Demostracion.

33



2.6 Dv’s en dlgebras de operadores nucleares Derivaciones en algebras nucleares

(i) Sir,s,n € N tenemos que
0z, 003 (Tn ® 27,) = (2, © 27) (T0) ® 7, — T @ (2, O 27)7 (27,) (2.26)
= [(zn, 23) 0] @ 7, — T @ [T, 27,) - ]
=0y - (z, @ ay,) — 6" - (v, @ 1) .
Haciendo m = 1 in (2.26) obtenemos

Oprcar (n @ %) = th % (2.27)

=0y - (2, @ 27) = 6y - (2, ® 27)
= (5? *Zr2 — 57} " Zo—1(n,s)-
Sir =s=1por (2.27) es 0y 00t (Tn @ T]) = 07 - 21 — 2,2 y la afirmaci6n se verifica. Si

r = s> 1por (2.27) es 6,,cu: (T, ® x7) = 0} - 2,2 y sigue la afirmacién. Finalmente, si

r # s = n entonces (2.27) resulta
5mr®f§ (l‘s ® xik) = Zr2 — 61} T Rs2 541
y claramente b, [0,,0.:| = 0. Si s ¢ {r,n} entonces 8, cpx (Tn @ 27) = =0y * Zo-1(n.9)-
Pero 07! (n, s) = n*siy sélosi s = 1y como r # s entonces b, [0, c0r| = 0.
(ii) Sir,s,n,m € Nyn # m entonces
n' [5%@%;} = <5X (xr © x:) (ZnQ) ) Z;kn?>
= (0x (zr © 77) (zn @ 27) , T, ® 71)
= (05 (2, @ 7)) — 2, ® (w, © 27)" (27) , 77, @ 71)
— on . om.

Proposicion 2.6.11. (cf. [36]) Sean X espacio de Banach, {x,} ., base shrinking doblemente
acotada de X (i.e. tanto {x,}, ., como {x}} | son acotadas) Dada una sucesion {c,} ., de
niimeros complejos la serie Y~ | ¢y - 0y, 00: = 0 en B(X ® X*) siy solo si ¢, = 0 para todo

n € N.
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N
Demostracion. Dado un tensor basico z ® z* € X ® X* y m € N tenemos que

<Z 6%@90;) (@) =) [z,2}) (2, ®27) = (2,07) (x @ ;)]

= (Z (:v,:t’;>$n> rr—r® (Z T, T )

y lim,,, .o (an:1 59;“,@1;) (x ® z*) = 0. De todos modos, por la hipdtesis impuesta a la base
inf,, yen ||| ||x;H > 0 (cf. [56], Corollary 3.1, p. 20). En consecuencia, sin,m,p € Nyn # p

entonces

H(anG)x;‘n Z (Smn@x;*n
|l‘m\| Hw [
_ el Han/SJupHa:mH -0,
”ImH neN meN

i.e. laserie >~ 0, 0. DO es convergente. En el caso general, la afirmacion es inmediata si la

sucesion {c, } - | es nula salvo finitos n8. Sino, dados r, s enteros positivos tendremos

00
E Cp - 6acn®x;§
n=1

i.e. ¢, = ¢, y por lo anterior {c, } ~, debe ser la sucesién constante nula. [

(2, @ 27) = (¢ — ¢s) (v, ®2%) =0,

Proposicion 2.6.12. Sean X espacio de Banach, {x,} ., base shrinking doblemente acotada
A
de X. Si la serie )" | Cp - Oy, 0u: converge en B(X ® X*) para cierta sucesion infinita de

escalares {c,}, | entonces {c,}.~ | € co.

Demostracion. Como en la Prop. [2.6.11| basta observar que por la doble acotacién de la base

> 0. |

{x,} - resulta inf,cn Hémn@x;
Teorema 2.6.13. Cada derivacion de tipo Hadamard es una B-derivacion.

N
Demostracion. Dada 0 € Dy (X ® X*) sea {z,,}  base shrinking de X tal que la sucesién

n[0] es nula. Dado x € X laserie >~ (z,x}) - b, [d] - z, converge. En efecto, si p,qg € N
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entonces

p+q p+q p+q

D woan) b (0] wa| <D0 (@) (0 (6] = b [6]) - | + {1 [6] D (w, 2) -
(2.28)

p+q * ] p+q
= |0 Z(I,CL’Z)ZL}I ® ||£Bi|| + h1[5]2<x’x;>xn

n= 1 d 1A n=

’ p+q ’

< (I8l + 162 [61) | Y {w,23) -

i.e. la correspondiente sucesion de sumas parciales es una sucesion de Cauchy. Queda definido
un operador lineal Mys; : @ — > 7 | (z,x%) - by, [0] - 2, el que es acotado como consecuencia
del Teorema de Banach-Steinhauss. Asi b [§] € M (X, {z,}7,) , i.e. b [0] es un multiplicadol™|
de X relativo a labase {x,,} -, (V. [56], Ch. L, §5, p. 40). Mds atin, si 2* € X* se tiene

v (@) =) (@, ) by [0] - 2,

m=1

donde la convergencia de la serie sigue en forma andloga a (4.44), y b [§] € M (X*, {«¥,}°_,).

%Como {z,},2, se asume base de X una sucesién {y,} -, de escalares es multiplicador de un elemento
x € X siexiste 2,10 € X, necesariamente dnico, tal que xy, yoo = > i, (x,2},) Tn. La sucesion
{pn}oo, es multiplicador de X respecto a la base {x,,},_, si es multiplicador de cada elemento de X . Indicamos
M (X, {z,},—) al conjunto de multiplicadores de X respecto a la base {z,,}, . Con la estructura natural de

espacio vectorial complejo, la multiplicacién coordenada a coordenada y la norma

2 sup [lzpu,ye ||

{in Yz e x, gy
M) T

el conjunto M (X, {z,,},— ) es un dlgebra de Banach abeliana con unidad 1 = {1,1,1,...} (Cf. [56], Ch. 1, §5,
Prop. 5.4; [63]).
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N
Finalmente, si x ® x* es un tensor basico fijo en X ® X* podemos escribir

o0

d(r®@a") = Z (x, 2 ) (T, %) 6 (x, @ )

n,m=1
%)

= 3 (o) {502 6 (zotmm)

n,m=1
0

- Z (x,77,) (Tn, ©) (B [6] = b [6]) 201 ()

n,m=1
o0

= Z (z,77,) (Tn, ") (B [6] = b [0]) (0 @ 7,)

y podemos concluir que 6 = O, - |

Proposicién 2.6.14. (cf. [36]]) Sean {c,,};>, € CVy {x,} 7, base shrinking doblemente aco-

tada de X tal que 6 = > ¢, - Oz, cux define una derivacion del tipo Hadamard.

n=1
(i) Ho)€c {en}, €coyem = [6] — lim, o0 b, [6] sim € N.

(ii) 0 = O, donde T € B (X) estd definido para x € X mediante

T(x) =) 0,0 (z,2}) -2, —x - lim b, [5]

n—oo
Demostracion.

(i) Sim € Nresulta § (z,, ® 23) = (¢p — 1) * Zmz. Asi b1 [0] = 0y b, [0] = ¢ — 1 si
m > 1. Por la Prop. (2.6.12) tenemos que {c,} -, € co y sigue enseguida la afirmacién.

(ii)) Como h [d] € ces claro que T es operador lineal acotado sobre X y resulta

T (%) = Z b [0] - (Tp, ") - &, — 2% - lim b, [J]

n—oo
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para cada x* € X*. Mds aun, si n, m € N por (i) tenemos
Or (20 @ a7,) = (b [0] = lm by [0])2n) ® 27, — 20 @ (b [0] — lim by, [0])27,)
= (Cn = Cm) - (T ® 17,,)
=0(z, @),

ie. 0 = 5T'

Proposicion 2.6.15. Sea {h,} ~ € M(X,{z,} —,) N M (X" {z}:},~,) Nctal que h; = 0.
Si escribimos o = 1im,,_, by, la serie Yor 1 (b = B0) - 0, 0ux converge a una derivacion de

tipo Hadamard 6 sobre X é) X* tal que h [8] = {b,}.~, .
Demostracion. Si S =Y .-, (b — bo) - 2, © x} entonces S € B(X)y

IS1 < 1800k iz + 9ol

Sea S, => 7, (by — bo) - 24 ©®}, n € N. Dado = € X lasucesion {S, (z)} —, converge de-
[Snll oz

deviene acotada en virtud del principio de acotacion uniforme. Ahora, si fijamos un tensor ele-

bido a que {h, } -, es un multiplicador de X y {x,,} -, es base shrinking de X. Asf {

AN
mental z ® ¥ € X ® X* yn € N entonces

(85, = 6) (x @ @), = [ Y bk = ho) - {w,a7) - @ 2" —x® Y (b = bo) - (wp,a") - 2}

k>n k>n

A

(2.29)

<

S (b — o) - (. a”) - 2

k>n

> (b — o) - (w,a7) -

k>n

Como {h,} >, € M(X,{z,} —,) N M(X* {2z}~ )y {zn} —, es una base shrinking por

[l |+ =]

A
2.29) vemos que lim,,_,, (ds, — ds) (x ® 2*) = 0. En efecto, como X®X* es denso en X ®
X A{ISnll}2, esacotaday [|07|| < 2||T||siT € B(X)resultads = >, (b, — bo) - 0, 0mr
y basta considerar la Prop. |
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Capitulo 3

B-Derivaciones

En este capitulo seguiremos considerando un espacio de Banach X provisto de una base
shrinking, y mantendremos en general la notacion anterior. Introducimos en la Seccién la

clase Dg(X) de B-derivaciones de X. Por ejemplo, dado (x,2*) € X x X* es facil ver que

dx(z0x")=(z02") @ Idx — Idx @ (2" © 1x (7)) = adyee,

de donde 0y (F(X)) C NY(X Q% X*). En el Teorema (3.2.1) se establecera la relacién precisa

entre B-derivaciones y tensores que puedan implementarlas en cuanto derivaciones internas.
Este resultado se aplica a los espacios ¢y y [P, p > 1, dotados con la base natural y ademas
al espacio L? ([0, 1]), p > 1, provisto con la base de Haar. Si X no posee una base shrinking
los resultados anteriores generalmente no son ciertos. En el Teorema (3.3.1) explicitaremos una

solucion completa del problema cuando X = [! (N).

3.1. Sobre el nicleo del operador J .
Lema 3.1.1. (cf. [36]]) ker (6x) = C-1dx .

Demostracion. La inclusion D es evidente.
SeaT € B(X)talque 67 = 0ysea A € o (T). Si \ pertenece al espectro de compresion

de T'sea 2* € X* — {0} tal que &* |g(r—x1d5)= 0. Para todo x € X tenemos
(2, 1" (z")) = (T' () ,2") = Az, 2%) = (z, A\z")
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3.2 B-derivaciones y derivaciones internas B-Derivaciones

ie. (T* — Aldx+) (z*) = 0. Mds atin, como
(T(z) = Ar)@z" =2 (T" (") — A\z*) =0,

la norma proyectiva es una norma cruzada y x* # 0 entonces 7' = A Idy .
Si A € 0,y (T') podemos elegir una sucesioén {y,} -, de vectores unitarios de X tal que

T (yn) — Ay, — 0. Siy* € X* entonces
0= lim (T (5) — M) @ 0],
= lm [y, @ T"(y") = Ayl = 1T (") = M|l -

Concluimos entonces que 7' = A Idx . |

3.2. B-derivaciones y derivaciones internas

o0
n=1’

T € B(X) tal que 6x(T) € N'(U) y seau € U tal que 6x(T) = ad,. Escribiendo u =

Teorema 3.2.1. (c¢f. [38]) Sean X un espacio de Banach con una base shrinking {x,}

Zf,j:l U Zm ST N, m € N resulta

Up2_pr1  of n<m,
(T (xn) , 27,) = 0 if n=m,

Uy 12, Uf 1> m

Demostracion. Si m € N existe un tinico n € N tal que (n — 1)* < m < n?. Con la notacién
de la Prop. @es facil ver que 2, = Tg, (m) @ L}y - Por ([S], Prop. 6, p. 203), dados r, s € N

tenemos que

ad, (v, ® x%) = Z Uy (Tory (m) @ %) — Z Uy (T ® ng(m)) (3.1)

meay ' ({r}) meay (s)
= Z Up_1y2p; (T @ T5) + Z Uiz_ry1 (T @ 7))
=1 i=r+1

s 0o
- Zu827i+1 (xr ® m;k) - Z U215 (xr X l’;k+1) ’
=1

i=s
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

1.e.
o

Ox(T) (wr @ a}) = Y [(T(ar),27) (2 @ a%) = (T (x,) ,27) (a0 @ 27)] (3.2)

=1

En particular, si r = s observamos que el r-ésimo sumando de la primer suma y el s-€simo
sumando de la tercer suma de (3.1]) son iguales. Asi, las cuatros sumas de (3.1)) interesan sub-

conjuntos mutuamente disjuntos de la base {z,} -, . El resultado ahora se sigue comparando

los coeficientes de (3.1)) y (3.2). |

Ejemplo 3.2.1. (cf. [38]) Sea X £ ¢, (N) el subespacio de Banach usual de [ (N) de sucesio-
nes complejas sobre N que convergen a cero. Sin € Ny z,, £ {0nm} ey €ntonces {x,}, o
es una base shrinking de X. En efecto, X* es isomorfo isométricamente a I' (N) y {z}}, _ es
identificada con la base estandar de ' (N) . Cualquier 7' € B(X) es determinado con respecto
alabase {zy},y por una tinica matriz compleja {a;n},, ey CUyas columnas pertenecen a X,
sus filas estan uniformemente acotadas en I' (N) y T'(2) = {30 | amnznty 812 = {20} en
en X. Sea S € B(X) el operador shift, es decir, S ({1, as,...}) £ {0,a1,a9,...} sia € X.
Entonces Dg ¢ N'(cq (N) &1 (N)). Si Dg = ad, para algin u € ¢ (N) &1 (N) escribimos
W= )_"_| UpZm, donde {z,} ~  es la base del producto tensorial asociada a la base estandar
de X. Por (Teorema Vemos que u,2.,+o = 1 para todo n € N, lo que contradice el
hecho de que u,, — 0. Ahora, sea T € B(X), T () £ {307 | min—1/2"},, oy Para o € X.
Entonces D(T) = ad,, donde v £ Y00 (3°" _ 27"+m=lp) @ a7,

n=1

3.3. B-derivaciones sobre /' (N)

Teorema 3.3.1. (cf. [38]) Sea T € B (I* (N)) realizado por una matriz compleja infinita a =

{anm}, men cON respecto a la base usual {e,,}, o, donde e, = {05}, . SiN € N.Entonces,

neN’

(i) El subespacio lineal S de U 21" (N) é) [ (N) generado por U2 e, @ 1> (N) es denso en
u.

"Es decir, las filas de a estdn uniformemente acotadas en I' (N) y dado z = {z,,},,c en [* (N) resulta T'(z) =

{fo:l am,nzn}%cz1 .(cf.[30]; [34]], Teorema. 2.13(ii)).
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

(i) Seas=> 7" e, @z} con{z:}>>, €l (I (N)).Sis =0 entonces x}, = 0 para todo

n € N.

(iii) Sea d (T) € B(I* (I°° (N))) tal que

§(T) (x*) & {{Z (amny ) — an7kx;7n)} } , o el (I (N).  (3.3)

k=17 m=1

Entonces & (T') esta bien definido y 0 es un operador lineal acotado sobre I* (N) con

valores en B (I' (I*° (N))).

(iv) Siaz*,y* €' (I°(N)) sea ™ - y* £ {307 ap unt . Asi1' (I° (N)) es un dlgebra

de Banach asociativa.

(v) Dado x* € I' (I (N)) sea s, = > °° . e, @ 2 enU. Entonces

n=1

Sy (547 Zemm z*). (3.4)

(vi) 6(T) e Z (I' I (N))).

(vii) Siz* €' (I (N)), ad,- = 0siy sélo si z* = 0.

(viii) 0 (T) € N* (I* (I*(N))) siy solo si a* £ {{amn}o } > €1 (I1°(N)).
Demostracion.

(i) Como el conjunto ' (N) ® [> (N) es denso en U es suficiente probar que un producto
tensorial basico puede ser aproximado por elementos de .S. Dado un tensor basico r®x* €

' (N) ® [* (N) podemos escribir z = Y > x,e, para una Unica sucesién compleja

n=1

{x,}>2 . Por la continuidad de la aplicacién  — x ® z* de [* (N) en U y usando la

bilinearidad del producto tensorial tenemos que

rx = (Z Tpen) @z = Zen ® (zpz")
n=1 n=1

(ii)) Dado g € [*° (N) y una biyeccién j : N — N escribimos
Bsj (z, 2" Z Bnmnm
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

paraz € ['(N) y z* € [*(N). Asi Bg; es una forma bilineal acotada sobre ' (N) x

[ (N) y existe una tnica Eﬁ’j € U™ tal que

O—ng ZBBJ €n, T,) Zﬁn$

Ahora la conclusion es inmediata.

(iii) Como ' (N)* ~ [* (N) es sencillo ver que las columnas de la matriz {a,,}, men estdn
uniformemente acotadas en I' (N) y que T* (z*) = {3, anma}} - _ para todo z* €

[ (N) . Mas atn,
o0 oo
|T|| = sup Z |y, m| = sup Z | m]| -
neN m=1 meN n=1

Sean z* € [' (I (N)) y m, k € N. Entonces

oo
|0 (T') Z Uy jy — an,kx:n,n)

n=1

Z | 2510 + 1T 2 o »
osea oy, (T)(z*) €l (N)y
16m (T) (z)l oo < D lamnl 5]l + 1T 1251
n=1
Ademas, si M € N entonces
M 9] M
D 16 () @)l < D N5 lloe Y lamal + 1T 12" 1 o
m=1 n=1 m=1
< 2| T 2™ ll2 goo (ayy) -
Haciendo M — oo vemos que 6 (T) (z*) € I' (I°° (N)) y

10 (T) (x*>Hl1(l°°(N)) < 2|7 Hx*Hll(l“’(N)) :

En efecto, § (7)) € B(I* (I (N))) y |6 (T)|| < 2||T|| . Ademds, & es un operador lineal
acotado sobre [! (N) con valores en B (I* (I (N))) .

(iv) Es inmediato.
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

(v) Tenemos que

S (s0) =D [T(en) @ a5 — €, @ T (a)] (3.5)
n=1
f: (f: am,n€m> ® l':, —e ® {f: am,kx;m} ]
n=1 m=1 m=1 k=1

Si N, M € N vemos que

N M 00
DY amal 175l < NTI D Nl < 400,
n=1

n=1m=1

Y {@mn (em ® x3,)}, | o deviene incondicionalmente convergente en .

Ast, por (3.5) podemos escribir

B (52) = D em @ | D mnt, = {Za" kx;n} ]

m=1 n=1 n=1 k=1
- Z em {Z (am,n:ﬂ;k — amkx:‘nm)}
m=1 n=1 k=1
=Y en®0,(T)(2).
m=1
(vi) Seax*,y* €' (I~ (N)). Entonces
D en ® 6, (1) (2" -y") = Dr (s - 5,7)
m=1
= Dy (s3+) * Sy + Sz - D (y")
= en ® (@0 (1) (@) -y + 2" 0 (1) ()
m=1
y por (i) 6 (T') € Z* (I' (I* (N))) .
(vii) Sea z* € [' (I°* (N)) de modo que ad,+ = 0. Sin € N tenemos
ad.- ({0,...,0,€5,0,..}) = {zhen} o —{0,...,0,2,0,..} (3.6)

Y %5, = 0 cuando m # n en N. Como z* - z* = 2* - z* para todo z* € I' (1™ (N))

* _ * s * _ *
entonces 2, Ty, , = Ty, 2, SLm,n € N. Consecuentemente z, , = 2., ., y COMO
|25l — 0 entonces z* = 0.
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

(viii) Supongamos que § (T') € N (I* (I*° (N))). Por (vi) existe un tnico z* € ' (I° (N)) tal
que 6 (T) = ad.~. Por[3.3]y 3.6/ deducimos que ay, , = z;, ,, si m # n en N. En efecto, si
z* € 1* (I (N)) y m, k € N por[3.5 vemos que

O (1) (") = (Amm — Q) Ty gy + Z U — Z WA

neN—{m} neN—{k}

i.e. § (T') (x*) permanece sin cambios modificando la diagonal {a,,,} -, salvo una cons-

. . .
tante. Asi, podemos reemplazar a,, <> a,, — a1 + 27, para cada n € N. Sigue que

Zym = Pk = Qmm — Q. param, k € NOAsi, appn = 2

*

nn — 211 ta11 = z,,, para todo

n € Ny la condicion es necesaria. La suficiencia es inmediata.

Corolario 3.3.2. Sea T € B (X) tal que 6x (T) € N* (U). Entonces 6x (T) es implementable

como derivacion interna por un elemento u € U tal que w =Y~ | Yy, @ Y de modo que

oo oo

*
§ :SUP § yknykm
n=1 k=1

_, meN
Demostracion. Sea dx (T') = ad,, v € U. Escribiremos u = Y, y,, @ v, donde no solo

< +00.

2 Il il < 00 siné que 3207 [lynll.e < +00 Y llymlly — O (cf. [501, p. 257). Si
z* € 1" (1 (N)) y m,n € Nescribimos 2}, . = (Yn, 25,) Y Wi = Y00 Ym¥pp- Sim € N

tenemos
zmllee < l2hllo sUP [l9nll; (3.7)
neN
o
1w o = sup |wh ] < (k! 195 ] (3.8)
neN 1

Por (3.7) z* € I' (I*°(N)) y
Z* 1(]00 S 33* 1(]oo su n :
1271, (1°(N)) [l ], (1°(N)) neg”y Iy
Por 3.8) w* € I' (I (N)) y

el oy < D Il 192l -
k=1
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3.3 B-derivaciones sobre ' (N) B-Derivaciones

Ademas,
m,n,peN n=1 m=1
< 2" ooy Z 1Ynll1 1]l < 400,
n=1
y

D 1w i vl < Ny X Honlly 193]l < o0,
n=1

m,neN

Por[3.8]y[3.10| vemos que

p=1

Por (3.11), (3.4) y el Teorema3.3.1](ii) y como y* € I* (I*° (N)) tenemos

0(T) (z") =w"-a" — 2" y*
— {Z Wy T = 2 my:fn}
m=1 p=1
= { {Z x;,k Z yn,pyz,m - <ym’ x;> yfnk} }
m=1 n=1 k=17 p=1
{{Zx;’kzynpynm ymeymnxpn} }
1 k=1) p=1
= { { fL':n,k Z yn,py: m m;;,m Z YnmYn k} }
m=1 n=1 n=1 k=17 p=1

Como w* € I (I°° (N)) la afirmacién se sigue por Teorema
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Capitulo 4

(o, 7)-Derivaciones

4.1. Introduccion

Sean U, , U, algebras asociativas sobre un cuerpo /C, sea X un Uy-bimddulo y consi-deremos
sendas aplicaciones lineales 0,7 : Uy — Us y d : Uy — X. Se dice que d es una (o, 7)-
derivacion de U, con valores en X si d (ab) = o (a) d (b) + d (a) T (b) cualesquiera sean a, b €
U, . Indicaremos D, -y (X) la clase de éstas (o, 7)-derivaciones. En caso que o = 7 diremos que
d es una o-derivacion y escribiremos D, ) (X) = D, (X). Asi D,y (X) es un subespacio
lineal de £ (U, X) y evidentemente estamos ante una generalizacion natural de la nocién de
derivacién corriente. Por ejemplo, d € D, 1) (X) siparao,7 € Hom (Uy,Us), x € X ya € Uy
definimos d(a) = x7 (a) — o (a) z. Decimos en este caso que d es la (o, 7)-derivacion interna
implementada por x.

Ya desde un punto de vista algebraico la investigacion de (o, 7)-derivaciones estd justifica-
da pues la naturaleza de las mismas refleja propiedades acerca de las estructuras subyacentes.
Construcciones mas generales en las que U, y U son simplemente anillos son posibles, objeto
de una intensa investigacion y de una profusa literatura. Por ejemplo, si i/ es anillo de division,
U : Z(U)] > 4ysiV & U es un subanillo invariante por todas las (o, 7)-derivaciones inter-
nas implementadas por elementos de U entonces V C Z(U) [14]. Més atin, sean U un anillo

unitario simple y V' un subanillo primitivo de ¢/ que contiene a la unidad[] Dados o, 7 mono-

"Luego U no contiene ideales bildteros no triviales y V admite alguna representacion fiel en algin V-médulo

simple a izquierda.
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

morfismos de U en U, si V resulta invariante bajo la accion de toda (o, 7)-derivacion entonces

VCZU)Nker(c—T)o[U:Z(U)] =4yV = Zy(V), donde
Zy(V)={a €U :ab=baparacadab e V}

es el centralizador o conmutador de V respecto de U.

Por (o, 7)-derivaciones y resultados de continuidad automatica en dlgebras de Banach, C*-
algebras o von Neumann dlgebras v. [41], [42] y [44] respectivamente. Respecto a (o, 7)-
amenabilidad de C*-dlgebras v. [43]E] Respecto a relaciones de (o, 7) derivaciones y la identi-

dad v. [47]].

4.2. Dos problemas de Mirzavaziri

La dependencia tedrica de una (o, 7)-derivacion d respecto de las aplicaciones lineales o
y T es objeto de intensa investigacion. Por ejemplo, el siguiente teorema establece algunas

condiciones que garantizan continuidad automatica, a saber:

Teorema 4.2.1. (cf. [42], Th. 2.1) Sea d € D, (X), donde o : U — V es un homomorfismo de

dlgebras. Entonces:

(i) X munido de las acciones a -z = o (a)zyx-a = xzo(a),cona € Uy x € X, es un

U-bimédulo, al que indicamos X .
Gi) d: U — X es una derivacién en el sentido usual.

(iii) U®X es un dlgebra sobre U con la estructura vectorial usual, si para (a,z) y (b,y) en

USX escribimos (a,z) - (b,y) £ (ab,a -y +z-b).
(iv) La aplicacion o, : U —UBX, p4(a) = (a,d(a)) es monomorfismo.
(v) Sean ademas U, V' y X espacios normados y o € I3 (U4,V) . Escibiremos

(@, ) = llall + sup  {Ja]l, [lbx]l, [lzcll}, (a,z) €U x X.
ESNEE!

Entonces /& X deviene espacio normado y ¢4 es continua si y solo si d es continua.

2Un 4lgebra de Banach I se dice (o, 7)-amenable cuando toda (o, 7)-derivacion resulta interna.
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

(vi) Si todo monomorfismo de U/ en un dlgebra de Banach es continuo entonces toda o-

derivacion de U/ con valores en un V-bimddulo de Banach X es continua.
Es nuestro propdsito en este capitulo el andlisis de los siguientes problemas (cf. [40], p. 2):

(A) Dada una (o, 7)-derivacién decidir si o y 7 habran de ser necesariamente morfismos.

(B) La composicion de morfismos con derivaciones produce o-derivaciones. Decidir si toda

o-derivacion tiene dicha estructura general.

Daremos respuesta a ambos problemas en el contexto de dlgebras de matrices finitas. Adn
en este marco simple el anélisis reviste alguna dificultad y estimamos que tiene interés propio

[37].

4.2.1. M, (K) en cuanto M, (M, (K)) médulo a izquierda

Consideremos la aplicacién

M, (M, (K)) x M, (K) — M, (K), 4.1)

(a,2) > a-x= Z T pat".
k,h=1

Si{e"},; j<, es la base canénica de ML, (K), » € M,(K) y o € L (M,,(K)) vemos que

o(r)= Z o () e 4.2)

ij=1

n n
= 30 3 o (M)

ij=1k,h=1

n n
SDIRTS SENCE

k,h=1 ij=1
= [J (ei,j)} 1<ij<n ¥

Laaplicacién F' () = [0 (")), ,, define unisomorfismo lineal entre L (M,,(K)) y M, (ML, (K)) .

De esta manera, si o, i € L (M, (K)) resulta

F(oop) = [F (o) - 'ui,j]lgi,jgn'
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

En efecto, por @.I) y @.2) si 1 <i,j < n se tiene

F(Uoﬂ)i,j = (UO/L)( ij)

=0 (u(c))
= Z M;Jhekh

k,h=1

= Z :ukha

k,h=1

= D> F()" ),
k,h=1
= F (o) pu™.
Asi, si a,b € M, (M, (K)) hacemos a * b = F (F~!(a) o F~!(b)). Provisto de esta multi-
plicacion M, (M, (K)) es un dlgebra asociativa sobre IC, F' es un homomorfismo algebraico y

M, (K) es un M, (M, (K))-médulo a izquierda.

4.2.2. Caracterizacion de o-derivaciones

El objeto de esta seccion es caracterizar la clase D, (U) de o-derivaciones sobre algebras de

matrices finitas &/ = M, () sobre un cuerpo K de caracteristica cero.

Teorema 4.2.2. (cf. [37]) La clase de derivaciones D,(U) consiste del conjunto de soluciones

del sistema lineal de ecuaciones matriciales del siguiente tipo:
§ipd™ = dH oM 4 g™ dR 1 <4 5k h <, (4.3)
donde i, denota el simbolo de Kronecker usual.

Demostracion. Sea d € D,(U),x,y € M, (K),1 <1i,j < n.Entonces

di; (xy) = [d(ﬂf)a (y) + o (x)d(y)l;;

zl Ul ] + 03, (:C) dl,j (y)]

N
Il
—

I
NE

§ : T, 7,8 jt,u
dzlo-ljxrsytu+0-Zld[]l‘rsytu

1 L1<rs5,t,un

~
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

Paral < m,p <mnsea ¢™P = {(5 P } las matrices candnicas de M, (KC). Por la relacion

1<4,5<n

previa, si 1 < p,q, m,w,,7 < n tenemos que

(517 qdm w) = 5p qdm i
= Opqdij (e™™)
= dij (e™Pet™)

n

— E m,p __q,w m,p jq,w

- il Jl] +Ozl d )
=1

= (dmvpgmw + Um,pdq,w%’j

y sigue || Reciprocamente, dada una solucion {dk’h}l <kh<n de 1| y x € M, (K) escribi-

mos
{ E d” T h} .
1<k,h<n 1<i,j<n

Claramente d € L (M, (K)) y paraz,y € M,(K)y1 <i,j <nes

n

[d(@)o (y) + o (@) d )], = D [dia@)or; (y) + o (x) dus (y)

=1

-y [zduwwzazv;ys,t

u,v=1 s,t=1
+ g 0” T 5 dljyst]
u,v=1 s,t=1
. U,V u,v 38,t
= g xuvystg [dilal]—l—a d;’ ]
u,v,s,t=1
n
_ u,v 8,t u,v J8,t
- E [d*“*o%t 4+ o*d LJ T wYs t
u,v,s,t=1
n
u,t
= E 5v,sdi,j LTuwYs,t
u,v,s,t=1
n
1, Y u,t
u,t=1
=d;; (vy),
es decir, d es una o-derivacion. [ |
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4.2 Dos problemas de Mirzavaziri (o, T)-Derivaciones

4.2.3. o-derivaciones sobre M (K)

Por .2.2] debemos buscar las soluciones del sistema matricial lineal 4.3 En lo que sigue,
daremos una descripcion alternativa de sobre My (M»(K)) . Este sistema es bastante dificil
de manejar y el punto de vista natural de ya no es aplicable. Por ello, cabe sefialar que
trataremos el sistema [4.3] del Teorema [4.2.3] mediante el producto formal usual de matrices
por bloques. En el contexto de la prueba serd claro lo que sucede. Sea z € M (K). Sean

ay,asz, as,ay € L (Ms (K)) los operadores:

2,1 2,2

al(:zr) = 2317261’1 + To2€7", CZQ(.T) = .2131716271 + T12€77,

az(z) = {[‘1’261’2 + £E272€2’2, as(z) = lee?’l + IL‘27262’2.

Sia,b € M; (K) introduciremos A, ,,m € L (My (K)) como A,y () = ax +xby

m(:v): To22 T21

T12 T1.1

Teorema 4.2.3. (cf. [37]) El sistema de ecuacionesH.3)es equivalente al siguiente sistema sobre

M (M3(K))
(a) od+ do = 2d,
b) m(oc)d+m(d)oc = 0,
(4) mlo)d+m () s
(C) A(11(0'),a2(o') - Oa
(d) Agy(0),a4(0) = d
Demostracion. Por4.3|con j = k = 1, 2 tenemos
At = ghighl 4 plight 4.5)
A2 = ghlgh? 4 gl gl (4.6)
AWl = g12521 4 g2 g2 “4.7)
dl,Q — d1,20_2,2 4 0,1,2d2,2 (48)
d2,1 — d2,10_1,1 + O_Q,Idl,l (49)
d*? = d*'o"? 4 o*1d"?, (4.10)
d>' = d*?o?! + o*2d>, (4.11)
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d*? = d*?0>? + o*%d>?, (4.12)
ysij # ken{1,2} tenemos que
0=d"'o?" 4 obld>!, (4.13)
0=d"g22 + 01’1d2’2, (4.14)
0=d"?o"! +o"2d", (4.15)
0=d"o"? +o"2d"?, (4.16)
0=d>'o® +obd>, (4.17)
0=d*'o>* +o*d*?, (4.18)
0=d*?o"! + o*2d", (4.19)
0=d*?*c"? + 0>%d". (4.20)

Ast, por @3) y @.7), @.6) y @8), @9 y @.11), @.10) y (@.12) tenemos

oIl g 122t — oght — (dl’lal’l + d1’202’1) :

obIgh2 4 g12g22 — oqh? _ (d1’101’2 + d1’202’2) ’
o2lghl 4 g22021 921 _ (d2’101’1 i d2’202’1) 7
o2Igl2 4 22422 _ 9g22 _ (d2’101’2 4 d2’202’2) 7

es decir, od + do = 2d. Ademas por (#.13) y (@.13), @.14) y (4.16), @.17) y @.19), (¢.18) y
(#.20):

oL2dbL 4 bl — 2l _ gllg2l 4.21)
oL2db2 4 b2 — 12512 _ gllg22 (4.22)
o220 4 G212l = 22501 _ 21,210, (4.23)
o22d12 4 g21g22 = _ 22512 _ 21,22 (4.24)

Esto es m (o) d + m (d) o = 0. Ahora, Ag, (5).as(0) (d) = 0 por (4.15), (4.16), (4.19) y (4.20)

mientras que Ag,(y).qa.(0) (d) = d por (4.7), (4.8), (4.11) y (4.12)). Por otro lado, una solucién
d = [d"7] de (4.3) satisface {@.15), (@.16), 4.19), @.20) y @.7), @.8), @.11), (@.12) porque (c)
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y (d) se verifican. Como consecuencia de (a) obtenemos (4.5)), (4.6), (4.9) y (4.10). Finalmente,
por (b) se verifican las identidades (4.21) a (4.24), que junto con (4.15)), (4.16), (4.19) y (4.20)
implica @#.13), @.14), @.17) y @.18). u

Observacion 4.2.4. La falta de simetria en el sistema (4.4) del Teorema [4.2.3|es aparente. De
hecho, (b) es equivalente a la ecuacién om(d) + dm(o) = 0. Asimismo, (¢) y (d) pueden ser

reemplazados por las ecuaciones A1 (4 q2(o) (d)=0y A3 (6),04(0) (d) = 0, donde

al(x) = :L‘17161’2 + 5(327162’2, a’ () = 1‘27161’1 + :102’261’2,

a3(x) = x17161’1 + I172€1’2, a4(x) = J:Llel’l + xmez’l.

4.2.4. Descripcion completa de D, (i)

Teorema 4.2.5. (cf. [37]) Sea 0 € L (M, (K)), o (z) = >.1 x;e"" si x € M, (K). Exis-
ten o-derivaciones no triviales solo si n = 2, donde para una o-derivacion d existen tinicas

constantes ki, ky € K tal que d(x) = ki1 26" + kaxo1€*! para todo x € M,(K).

Demostracion. Claramente o/ = §; je"/ si 1 < 4,5 < n. Ahora observemos que D,(U) =
{0} sin # 2. Sin = 1 una Idc-derivacion deviene derivacion y en este contexto, cualquier
derivacién es nula. Sin > 3y d € D,(U) por dh = doih 4 B para todo 1 <
i,j,h < n. Pero dados los indices i, h podemos elegir j € {1,...,n} — {i, h} para concluir que
d" = 0. Por lo tanto, centramos nuestra atencién en el caso n = 2. Consideremos con

J =1y k = 2. Se dan los siguientes cuatro casos:
(i) Sii=h=1,0"'d*! =0.Porlo tanto, dy'} = d’; = 0.
() Sit=1yh=2,
0=d"g2? + gllg>? = d%ﬁel,l + (dié + d%g) el? 4 dééem.
Entonces dff = d;é =0y dié + di% = 0.

(iii) La ecuacién correspondiente ai = 2y h = 1 es trivial dado que o>! = 0.
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(iv) Sii=h=2,

2,1 2,1
0 = d®102? 4 g21d22 = g2lel? 1 d2 122

el 1
Ahoracon j = 2y k = 1 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:

(v) Sii=h=1,

120 2l — gl2el1
O0=d o +o°d" =djje” d21€21

(vi) La ecuacién correspondiente ai = 1y h = 2 es trivial dado que o2

(vii) Sit=2yh=1,

=0.

2, 2 2,2 1,1 1,1
0= d*20h 4 022dN = difelt + (d3F + dyy) e + dyye®.

Entonces d?f =dyy; =0y d2 1+ d =0.

(viii) Sii=h=2,

_ 2,212 22412 — L2210 4 gl2.22,
0=d"o"+o77d"=dy + dyne”
Entonces dy? = dy5 = 0
2,1 — Ug2 = U.
Con j = k = 1 en (4.3) tenemos los siguientes cuatro casos:

(ix) Sii=h=1,

11 11
d dll 11+O'11d11 d 11 d 12 d21€21.

Entonces al1 1= d;é =0.

x) Sit=1yh =2,
A2 = g2 g gllghe diﬁel,l +db 3612
Entonces d;f = d;g =0.
(xi) Sit=2yh=1,
42! = @2lghl g g1t d? l’l—i—dg}eﬂ

Entonces al1 h = dg; = 0.
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(xii) Sii=h=2,d*?=d*o"?+0%d"? = 0.
Sij=k=2en tenemos los siguientes cuatro casos:
(xiii) Sii=h=1,d" =d" 20> + oc12d>1 = 0.
xiv) Sii=1yh =2,
d'2 = @252 4 1222 d}:gem 1 d;éez,z.
Entonces di3 = dy} = 0.
xv) Sit=2yh=1,
A2l = 22521 4 22021 dg:}em 1 d%éem.
Entonces dfﬁ = di% =0.
(xvi) Sii=h =2,
d2? = @222 4 2222 dfjgem I dgfem 19 dgéem.

22 _ 22
Entonces dj’} = dy5 = 0.

)

Finalmente, la afirmacidn se sigue por las conclusiones de (i)-(xvi). |

4.2.5. Avances sobre problemas de estructura de o —derivaciones

Continuaremos con la notacién del Teorema [4.2.3] Claramente o no es un homomorfisrmo
sobre M, (K) pero D, (U) no es trivial. Asi la respuesta al Problema (A) de es negativa,
i.e. en general las o-derivaciones no son implementadas por homomorfismos. Respecto al pro-
blema (B), consideramos la o-derivacion d(z) = x12e™? + x4 1e>! definida para x € M, (K).
Supongamos que existe una derivacién § sobre M, (K) tal que d = §oo. Se sabe que entonces 0

debe ser una derivacion interna, incluso en un contexto mas general (cf. [7]]). Asi, si a € M (K)
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es tal que 0 = ¢, tendriamos que

I1’2€1’2 + ZL’2,162’1 = d(z)
=ao(z) —o(x)a

= (0l1,2<‘31’2 - a2,1€2’1) (552,2 - $1,1)

para todo x € M, (K), lo cual es imposible. Por lo tanto, la respuesta al Problema (B) de

también es negativa.
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Introduccion

El objetivo de esta tesis es dar una introduccion a la teoria de amenabilidad. La tarea no es
sencilla, pues supone la adecuacion de la teoria algebraico-homol6gica de Hochschild al marco
de las algebras de Banach. La primera requiere las técnicas y la terminologia propias del algebra
tensorial, adaptable al contexto que nos importa ya que estas estructuras pueden ser metrizadas
en cuanto espacios de Banach.

Se impone la siguiente pregunta: tratindose este de un trabajo introductorio a la teoria de
amenabilidad en dlgebras de Banach, -;Qué aspectos de la misma se han de considerar funda-
cionales, digamos pilares bdsicos e insoslayables?- Atn a riesgo de no dar con una respuesta
satisfactoria, esta cuestion nos facilita la tarea, al menos en principio. La teoria de amenabilidad
ha sido concebida para comprender la estructura de los denominados grupos paradojales. Es-
tos grupos, también denominados degenerados o no amenos, permiten construcciones tedricas
que légicamente rechaza el sentido comtn. La cuestion, establecida hacia 1924 por S. Banach
y A. Tarski, fue resuelta satisfactoriamente por B. Johnson en 1972. Se ha podido establecer
entonces que a todo grupo localmente compacto hay asociada salvo isomorfismos una tnica
algebra de Banach, de modo que la eventual paradojalidad del grupo equivale a la existencia de
una precisa estructura de la correspondiente dlgebra. Tiene sentido entonces hablar de grupos
y de algebras amenables, constituyendo los teoremas de caracterizacion de Johnson de ambas
categorias la respuesta mas acabada a la cuestion que nos habiamos planteado.

El plan de trabajo ahora es simple; en el Capitulo [I] describimos la construccién de espa-
cios tensoriales, a los que se metriza en cuanto espacios de Banach. Este topico lo definimos
como preliminar pues da el contexto para todo el trabajo restante. Otras construcciones, como
las medidas de Haar, espacios de medidas complejas, grupos de homologia y cohomologia, etc.,

se describen en la medida que se las necesita. La amenabilidad propiamente dicha es abordada
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en el Capitulo[ll En la Seccién [[ introducimos los elementos necesa-rios de la teorfa de Hochs-
child y resultados de adecuacion de esta en el marco de dlgebras de Banach. La caracterizacion
de dlgebras amenables se establece en la Seccién [I} y la de grupos amenables en la Seccion
M El Capitulo [ estd dedicado al desarrollo de algunos ejemplos, en una lista necesariamente
incompleta.

La lectura de este trabajo supone el conocimiento de elementos de la Teoria de Médulos, de
Teoria de la Medida, de Anélisis Funcional y Topologia General. No obstante, hemos procurado
que el material de estudio sea lo mds autocontenido posible salvo quizds en alguna aplicacién
muy puntual del teorema de factorizacion de Cohen, sobre el que no hemos abundado para no

distraernos y alejarnos de nuestro propdsito principal.

A.P.M. - C. C. P.. Tandil, 2006.
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Preliminares

Moédulos sobre algebras de Banach

En general nos hemos de interesar en la accion de algebras de Banach sobre bimddulos de
Banach. Salvo que se indique lo contrario, todas las construcciones se haran sobre el cuerpo C
de niimeros complejos. Precisamente, si 4l es un dlgebra de Banach asociativa y [E es un espacio
de Banach indicaremos a, b, ¢, ... alos elementos de 41, x, ¥, z, ... a los elementos de [E. Diremos
entonces que [E es un {{—mddulo de Banach a izquierda (resp. a derecha) si E es un {{—mddulo
a izquierda (resp. a derecha) en el sentido algebraico usual, o sea en cuanto se considere a &l
en cuanto anillo. En consecuencia, hay una accién i x E — E del tipo (a,x) — a - x (resp.
(a,x) — x - a) la cual estd regida por las condiciones de todo médulo sobre un anillo sujeta a

las condiciones adicionales:
(@) [la-z|| <llall ||lz]| (resp. ||z - al| < [|z|| ||a]D,
() a-(b-x)=(a-b)-x(@esp.(x-a)-b=x-(b-a) =x"(a-y» b)),

(i) \-(a-x)=AN-a)-z=a-(A-z)@esp.(x-a) - A=z-(A-a)=(\-x)-a)si\ eC.

Por (i) se establece la continuidad de la accioén de 4 sobre E. En particular, por abuso de
notacion estamos usando la misma nomenclatura para indicar las normas de [y de E. La con-
dicién (ii) indica que, en definitiva, hay basicamente dos acciones naturales de 4 sobre [E: la del
anillo 4 o la del anillo opuesto L[°?. Mediante (iii) sefialamos que E es una C—algebra sobre
el anillo &l. Si 4 fuere unitaria y si e indicare el correspondiente elemento unidad asumiremos
que |le]| = 1yquee-x =z (resp. x - e = x) si z € E. Diremos que E es un {—bimédulo de

Banach si es un #{—mddulo de Banach tanto a izquierda como a derecha. Eventualmente, si ‘B
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fuere otra dlgebra de Banach diremos que E es un (4(,8) —bimddulo en caso de ser {—mddulo

de Banach a izquierda y 56 —mddulo de Banach a derecha.

Ejemplo 4.2.1. Sea E un ${—bimddulo. Consideramos el espacio de Banach 5 (4, E) de las

aplicaciones lineales acotadas de 4l en [E. Las relaciones
(@-T)(b)=a-T(b)y (T-a)(b)=T(b-a)=T(a)-b

definen sobre B (4, E) una estructura de {{—bimddulo. En efecto, fijados T € B(U,E)y a € U
entonces a - 1" : 41 —[E es lineal pues el producto de il sobre E distribuye respecto a la suma y

[E es una C—4lgebra sobre el anillo 4. Ademds
l(a-T) O = lla- T @) < [lal [T} < llall [T ol
sibe i, oseaa-T € B(U, E). En particular, ||a - T|| < ||a|| ||T]| y como

((a-b)-T)(c)=(a-b) - T(c)=a-(b-T(c))=a- ((b-T)(c))=(a-(b-T))(c)
para cada a, b, ¢ € Uresulta (a - b)-T = a-(b- T) . Andlogamente, la accién de & sobre B (41, E)
a derecha también esté bien definida y
(T-a)-b)(c)=(T-a)(c-b) = (T"-a)(b)-c
=T ((c-b)-a)=T(a)-(c-b) ={T'(b-a)-c—(T(a)-b)-c}
—T(c-(b-a) =T (b-a)-c= (T (b-a))(c)
sia,bcetlie (T-a)-b=T-(b-a).

Ejemplo 4.2.2. En particular, si E es un {{—mddulo de Banach a izquierda (resp. a derecha)
y [E* es la clase de formas lineales acotadas sobre [E entonces E* admite una estructura de
$°? —mébdulo de Banach a derecha (resp. a izquierda). Para ello basta definir para cada a € 4,

x € Eyz* € E* las acciones dadas por (x,z* - a) = (a - x,z*) (resp. (z,a - z*) = (x - a,x*))

Productos tensoriales

Como veremos en el Capitulo [I| la caracterizacion de las llamadas dlgebras amenables se

ha de dar en el marco de ciertos productos tensoriales. Estas estructuras fueron estudiadas
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en principio por R. Schatten y A. Grothendieck (cf. [29], [11]). En general, si E;,....E,, F
fueren espacios vectoriales indicaremos L (Eq,...,E,,F) al espacio vectorial de funciones

n—multilineales de E; x ... X E,, en F.

Definicion 4.2.6. Sean E, I espacios vectoriales complejos. Se denomina producto tensorial
de E y IF a todo par (V, t) formado por un C—espacio vectorial V, una funcién bilineal ¢ :
E x F — V cuya imagen genera a V y se verifica ademads la siguiente propiedad: Para todo
C—espacio vectorial F y toda B € £2 (E, F, G) existe una dnica aplicacion lineal B:V =G

talqueBzéot.

Notemos que si hubiere un producto tensorial de E y [F el mismo debe ser tnico salvo iso-
morfismos de C—espacios vectoriales. En efecto, sean (Vy, 1) y (Vs, t2) productos tensoriales
de E y F. Hay entonces aplicaciones lineales tnicas ?1 :V, — Vyy tNQ : Vo — V, tales que
t, = %; oty yty = %Vl o t1. Se deduce entonces que fl o %VQ y Idy, coinciden sobre la imagen
de t5, que genera a V, sobre C. Luego ?1 o }j} = Idy, y, andlogamente, %Vz o %Vl = Idy,, i.e.
V1 & V,. A raiz de esto indicaremos (E ® F, ®) al producto tensorial de V; y Vs, y escribire-

mos ® (z,y) = z ® y para cada (z,y) € E x F.
Teorema 4.2.7. Existe (EQF, ®).

Demostracion. Si M :@(C cada elemento de M puede interpretarse como una funcién de

ExIF
[E xIF con soporte finito. Sea sc : ExF — Mtal que s : (x,y) — ¢, definida por s, , (), y/) =

5%’ siz, 2’ € Eey,y € IF, donde ¢ es el simbolo de Kronecker. En particular, M tiene una
estructura natural de C-espacio vectorial. Sea M, el subespacio de M generado por elementos
delaforma sc, 4o, = 20, 4y Hay ys Hayi4ys — Haays — Hays Hoay — Mgy O Hy ry— Ay, donde
x,x1,22 € E,y,91,y2 € Fy A € C. Sean V= M/Mj, p : M —V la proyeccion al cociente
y seat = p o 3. Dados un C—espacio vectorial G y B € L%(E,F), sea 0 € M, digamos
o = Y o(x,y)s,,. Escribiremos By(c) = Y o(x,y)B(x,y). Notemos que By : M — G
estd bien definido porque {%zﬁy}(x,y) crxr €8 base de M. Ademds Bj es lineal y My C ker B.
Siu € Vyu = p(o) escribiremos B(u) = By(c). Si fuere ademés u = p(c’) entonces
o — 0o € My y By(o0) = By(0), i.e. queda bien definida una aplicacién lineal B : V — G
tal que (E o t> (z,y) = B(p(54.,)) = B(x,y) para cada (z,y) € E x F. Notemos que ¢ es
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ciertamente bilineal y que ¢ (E x IF) genera a V. Concluimos entonces que V ~ E ® F y sigue

la tesis. L]

Proposicion 4.2.8. Sean E, F, G, E, F, G espacios vectoriales complejos, entonces son vdlidas

las siguientes propiedades;
() (E®F)eGrEx(FeG).
@) SiS:E — IE, T : F — T son lineales existe una dnica aplicacion lineal
ST EQF +EQF

talque (S®T) (r®@y) =5 (x) ® T (y) paracada (z,y) € E x F.

(iii) Siademas U : G —G es lineal hay isomorfismos de espacios vectoriales
B:(EQF)®G—-EQ(FeG) y C:E® <IF®@> — (IE@IF) ®G
tales que (S®T) @ U = Co[S® (T ® U)] o B.

Demostracion. (i) Fijamos z € G y definimos B, (z,y) =2 ® (y ® z), (z,y) € E x F. Como
B, es bilineal existe Ez E®F — E® (F ® G) lineal, dnica, tal que

B.(z®y) =2 (y® 2)

paracadazr € Eey € F.SeaB: EQFxG - E® (F®G), B(u,z) = B, (u).
Entonces B esta bien definida y es bilineal, con lo que existe una dnica aplicacién lineal
B:(E®F)®G—-E® (F®G) tal que B(u® z) = B. (u) para cada u y cada z.
Andlogamente, fijado z € E sea C*(y,2) = (x ®y) ® z, (y,2) € F x G. Como C” es
bilineal sea C” : F ® G — (E ® F) ® G lineal, tnica, tal que C* (y ® 2) = (z @ y) ® 2
si (y,2) € F x G. Sea ahora

C:Ex(FRG)—= (EQF)®G, C(z,v)=C"(v).

Como C es bilineal existe C' lineal, tnica, tal que C (z ® v) = C® (v) para cada z y

cada v. Finalmente, bastard ver que B y C' son aplicaciones reciprocas. A tal efecto, sea
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r@veR®(F®G),yseav=>_"_ y; ® 2 enF ®G. Tenemos:
(Eoé) (z ®@wv) :§<éx(v)>
= ZE (636 (yj ®Zj)>
j=1

:Z§((:c®yj)®zj)

Podemos concluir que BoC = ldgg(rec) - Andlogamente CoB= Id(remec -

(ii) Basta considerar la aplicacion bilineal B (z,y) = S (z)®T (y), con (z,y) € E X, y usar

la propiedad universal que caracteriza al producto tensorial.

(iii) Es inmediato usando la demostracion de (i).

]

Observacion 4.2.9. Por la Prop. nos hemos de referir, en adelante, a productos tensoriales

E, ® ... ®E, y aaplicaciones lineales

cuya existencia sigue a partir de aplicaciones lineales dadas 75 : E; — F;, 1 < 57 < n. No
har4 falta especificar el orden en que estas construcciones se hagan, y se ha de tener presente el

sentido de unicidad de los mismos segin vimos anteriormente.

Espacios tensoriales normados

Es necesario ahora dotar estas estructuras de una estructura métrica que los realice como

espacios de Banach. No hay una tnica forma de hacer esto, pero hay al menos dos puntos de
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vista naturales. Sean [+, ..., [E,, espacios de Banachy seau € E;®...®E, . Indiquemos entonces

o (u) = sup { |@7,25 ()] i llgg = - = lolle; =1}, (4.25)
w(u):mf{ZH”x;H siu:Zx]l(X) ...... ®x;‘}
j =1 j

Proposicion 4.2.10. La relacion define normas sobre E1 ® ... ® E,,. En particular, se

trata de normas cruzadas, i.e.
a(r @ ... R Tp) =w (T @ ...... ® xp) = ||z .oovne |zn|| siz; € By, 1 <i<n.

Si B fuere cualquier otra norma cruzada entonces o < < w.

Demostracion. Siu=2;® ...... ® x,, entonces
n
@2} (] =[] |25 (@)] < llaall o
=1
toda vez que ||z]l[z; = ... = [7}llg, = 1. Luego a(u) < [z ...... |x,|| . En particular

a(0) = 0. Supongamos u # 0, sea dado 0 < € < 1y sean z; € E} funcionales de norma uno

tales que

ai(xy)] = (1 =€) ||yl sil < j < n. Asi

(=" [Tl <1
i=1 j=1

Como ¢ puede ser arbitrariamente pequefio entonces « (u) = ||z ...... ||z,|| . Evidentemente

m;(xj)| < a(u).

a >0, aessubaditivay o (cu) = |c]a(u)sice Cyu € E; ®...®E,. Supongamos o (u) = 0
y veamos que u = 0. En efecto, podemos representar v comou = > ;" | @ ... ®2* yasumir
n > 1. Haremos inducccion en m, de modo que ya sabemos cierta la afirmacién si m = 1
y podemos suponerla vdlida si el nimero de sumandos es menor que cierto m > 1. También

k. . . * * . .
podemos suponer 7 # 0si1 <j <nyl <k <m. Seanz; € E; unitarias tales que

5(0}) = |

A1 <5<n—-1,

(ct. [8]], Corollary 1.27, p. 12). Por hipétesis tenemos

o) [z xznx;<x§>]

k=1 j=1

0=z} (u)=)

k=17

m n
=1
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cualquiera sea el funcional unitario z; de E;, de modo que

m n—1

k */ k\ __
anHIj(xJ) =0,
k=1 j=1

: k m __ m—1 k :
Le. {xn}lgkgm es 1.d.. Podemos suponer que z] = ) "} ¢y, para ciertos ci, ..., ¢p—1 € C.

Entonces

u:zm:x’f@)...@:cﬁ

k=1
m—1 m—1
= .2l 2™ ®chxk
n 1 n—1 n
k=1 k=1
m—1

= [x'f@...@a:ﬁfl—i—ck (xi”@...@xﬁll)} ® zF.
k=1

Por hipétesis inductiva deducimos que v = 0 y « es una norma. Por otro lado, dados z; €

E;, 1 <j<n,resultaw(z; ® ...... ® x,) < ||z ..o ||z, || . Podemos suponer cada z; # 0y

si0 < € < |z;]| sea z} € Ej tal que ||x]|

2 (z;)| > ¢;. Si fuere z; ® ...... ® Tp =

Z Yb @ e ® vy, obtenemos

j=1

Es inmediato que w es una norma, salvo quizas que ha de ser u = 0 si w (u) = 0. Pero si ( es

n S
cualquier norma cruzada sobre @ E; y siu = ) 2} ® ... ® x entonces [(u) < Z H Hx] |-
j=1 j=1 i=1j=

Luego 3 (u) < w(u). En particular, o (u) < w (u) y a(u) > 0siu # 0. O

Definicién 4.2.11. Dado = € Q) E;, escribiremos ||z|| , = w(z) y diremos que ||| , es 1a norma
=1

proyectiva de z. La completacion de (Q) E;, ||z|| ) se indicard con @El Diremos entonces

i=1 1<i<n

que el espacio de Banach () E; es el producto tensorial proyectivo de E,, ..., E,,.
1<i<n
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Observacion 4.2.12. Si E,, ..., E,, F son espacios de Banach sea B"(E4, ..., E,, [F) el C—espa-
cio vectorial de aplicaciones n—multilineales continuas ¢ : £, x ... X E,, — . Se sabe que una

aplicacion n—multilineal ¢ pertenece a B"(Ey, ..., E,,F) si y solo si el nimero extendido

¢l = sup {[|¢ (1, @)l : l21llg, = - = ll7allg, =1}
es finito. Por otra parte, (B"(E, ...,E,,F), |[o||) es un espacio de Banach.

Proposicion 4.2.13. Sean E,, ..., E,,, F espacios de Banach 'y sea ¢ € B"(E,, ...,E,,F). Existe
un tinico operador Ty, € B (@EZ, IF) tal que

1<i<n

Ty (21 ® ... @) = ¢ (T1, ..., Tn)
cuando z; € Bj, 1 < j < ny|[[Ty| = /o] .

Demostracion. Sea ¢ : ® E; — F lineal tal que ¢ (21 ® ... @ z,) = ¢ (21, ..., T,) si

1<i<n

S
(1,...,,) € Ey X ... x E,. En consecuencia, siu = ) 2; ® ... ® z} en @ E; resulta
j=1 1<i<n

|6 = Z:; ot el < 161 S TT

Jj=1j=1

J
T;

)

de donde Hgg (u) H < ||¢]| w(u). Como @]El es espacio de Banach y ¢ resulta lineal y acotada
1<i<n

~ —_—
sobre el subespacio denso Q) E; entonces ¢ se extiende a un operador acotado Ty: & E; —
1<i<n 1<i<n

IF tal que || T4|| < ||¢||. Es claro que Ty = 0 si ¢ = 0. Sino, dado 0 < € < ||¢|| existe

(1, ..., xy) € Ey X ... X E, tal que ||m1||]El = .= ||xn||En =1y

loll = € < 6 @1, ozl | = |6 (21 @ . @) | = 1Ty (01 @ @ )| < Ty

pues w (z1 ® ... ® z,) < 1. Como ¢ es arbitrariamente pequefio sigue que ||Ts| = ||¢|| . La

unicidad de 7} es inmediata. ]

Corolario 4.2.14. Sean A, B dlgebras de Banach, E un {\—mdodulo de Banach a izquierda y F
un $B—médulo de Banach a derecha. Entonces EQF es un (4,B) —bimédulo.

Demostracion. Fijados a € 4, b € ‘B las aplicaciones f,, g, : E x F — E ® F dadas mediante

fa(z,y) = (ax) @y, gy (z,y) =z ® (yb)
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son ambas bilineales y acotadas. Por la Prop. 4.2.13| hay tnicos operadores F,, G, € B (E@F)
talesque F, (z®y) = (a-2) Qyy Gy (r ®y) =z ® (y - b) . Escribiendo

a-(z@y)=F.(z@y)y (z0y) b=G(zQy)
es facil ver que las relaciones
a-(r@y)=(a7)Ry, (t@y) b= (yb)

definen una estructura de (41, B) —bimédulo sobre EQF. O
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Amenabilidad

El propésito de este capitulo es caracterizar las denominadas dlgebras amenables. Ha sido
una importante innovacion la consideracion de los grupos de homologia y cohomologia como
un aspecto de la estructura general de dlgebras de Banach (cf. [18], [19]). Entre los primeros
estudios en esta direccidn cabe mencionar las investigaciones de B. Johnson y J. L. Taylor (cf.
[21]], [36]). La escuela de Moscu, dirigida por A. Ya. Helemskii, consideré este topico desde
un punto de vista diferente, pero muy enriquecedor para el estudio de ciertas propiedades de
amenabilidad hereditarias (v. [15]). Diremos que un dlgebra de Banach 4l se dice amenable si
H!(8h, E*) = {0} para cualquier ${—bimddulo de Banach E, donde
ZHU,E*)

HY U EY) = -~

B Ve
es el primer grupo de cohomologia de Hochschild. Estamos indicando:

ZH U E*) = {6 € B(U,E) : 6(a.b) = a.6(b) +6(a).bsia,be U}
i.e. Z'(4, E*) consiste de las llamadas derivaciones de {{ en E*. Ademds

NY U E*) = {6 € B(U,E*) : 6 = ad,- para cierto 2* € E*},

donde ad,«(a) = a - x* — x* - a para cada a € 4. Notar que Z'(4[,[E*) es un subespacio de
Banach de B (4, E*) y que A} (44, E*) es un subespacio eventualmente no cerrado de Z1 (4, E*).
A los elementos de N'! (41, E*) les denominaremos derivaciones internas. Entonces, en el caso
de algebras amenables la estructura de toda derivacion con valores en el dual de un espacio de
Banach es la mas simple, i.e. la de una derivacion interna. De esta manera, conceptos como el
de amenabilidad dan informacion sobre la estructura de derivaciones sobre dlgebras de Banach.

Desde luego nos estamos interesando en una clase particular de operadores y, ciertamente, en
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general ha de haber derivaciones no internas. Pareciera ser restrictivo un concepto como el de
amenabilidad y, justamente, se podrian hacer teorias andlogas distinguiendo clases diferentes de
la de espacios de Banach duales. En esta direccion hay tres tipos especiales, entre otros, de ame-
nabilidad. Se trata de las llamadas algebras completamente amenables (o super-amenables),
amenables y débilmente amenables. Precisamente, un dlgebra de Banach 4l es completamen-
te amenable si H! (U, E) = {0} cualquiera sea el {{—bimddulo de Banach E. Por otra parte, I
se dice débilmente amenable si ' (81, 4*) = {0}. Evidentemente toda dlgebra completamente
amenable es amenable y toda dlgebra amenable es débilmente amenable.

La teoria de algebras completamente amenables es la més desarrollada hasta la fecha, mien-
tras que la correspondiente a dlgebras débilmente amenables es la que ha mostrado més comple-
jidad. Respecto de estas ultimas se han logrado avances en el caso de algunas dlgebras especifi-
cas. Por ejemplo, la amenabilidad débil de ciertas C* —algebras fue establecida en 1983 por U.
Haagerup (cf. [12]]). En 2002 se establecié que el dlgebra de medidas finitas de Borel M (G)
sobre un grupo localmente compacto GG es amenable toda vez que es débilmente amenable (cf.
[6]). En la actualidad, ademas de investigaciones ligadas a dar un mas acabado conocimiento
de estos tipos de amenabilidad, se recurre a nuevos tipos de amenabilidad. Por ejemplo, (v.
[9]), amenabilidad por ideales (un dlgebra de Banach il es idealmente amenable si y sélo si
H(U,T*) = {0} cualquiera sea el ideal cerrado J de 4l). Cabe mencionar que esta abierta atin
la cuestion acerca de la identificacion de algebras amenables y débilmente amenables en el caso
de édlgebras de Banach uniformes sobre un espacio compacto (cf. [1], p. 66). Asimismo, atn se
desconoce la existencia de algin espacio de Banach infinito dimensional E tal que la corres-
pondiente dlgebra B (IE) de operadores acotados sea amenable. Este problema planteado por B.
Johnson en [21]] en 1972, atin no resuelto, muestra con crudeza los limites de una teoria todavia
incipiente de amenabilidad. M4s audn, se sabe que este resultado es negativo para espacios de
Hilbert y quizds sea mds accesible decidir la cuestion para E =I” con p € (1,00) \ {2} (V.[33],
Open Problems 8 and 9, p. 222-223). Respecto de la amenabilidad de algebras de operadores
sobre espacios de Banach también se estd en una etapa inicial de investigacion. Se ha podi-
do decidir la amenabilidad del dlgebra de operadores compactos sobre los espacios ¢y y I? si
p € (1,00). Si E es un espacio de Banach general, la amenabilidad de las dlgebras K (E) de

operadores compactos sobre E o A (E) de operadores de aproximacion finita sobre E ha sido
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establecida bajo condiciones relativamente generales en un profundo articulo de N. Grgnbak,
B. Johnson y G. A. Willis (cf. [10]). Sin embargo se desconocen atin condiciones intrinsecas de
£ que determinen la amenabilidad de dichas dlgebras en términos de su analisis funcional.

En esta monografia hemos optado por sefialar la caracterizaciéon de dlgebras amenables lo-
grada por B. Johnson en [21]], en el Teorema mediante el recurso de diagonales vir-
tuales y diagonales aproximadas (V. definiciones [4.2.15] y 4.2.16)). Esta eleccién obedece a

varias razones; por un lado el trabajo mencionado de B. Johnson representa sin duda un hito en
el desarrollo de la teoria. En dicha memoria B. Johson logra una comprension acabada de los
denominados grupos amenables. El estudio de estos grupos tiene interés propio, sobre todo a
partir de un celebrado teorema de S. Banach y A. Tarski, relacionado con un problema sobre
teoria de la medida planteado por F. Hausdorff (cf. [2], [14]). Resultados sorprendentes y pa-
radojas féciles de deducir a partir del teorema de Banach- Tarski dieron lugar a la clasificacion
de grupos generales en amenables y no amenables. Sin embargo, las razones profundas de per-
tenencia a una u otra clase no se pudieron comprender hasta el advenimiento de la teoria de B.
Johnson. En el caso de un grupo localmente compacto G'J. G. Wendel demostré, en 1952, que el
dlgebra L' (@) contiene una suerte de codificacion con toda la informacién estructural de G. Es
decir, si G'y H son dos grupos localmente compactos, las dlgebras de Banach L' (G) y L' (H)
son isométricamente isomorfas si y sélo si G y H son grupos topolégicos homeomorfos (cf.
[37]). En definitiva, B. Johnson advirtié como caracterizar grupos amenables haciendo uso de
esta suerte de invariantes asociados, en un contexto que admitia el empleo conjunto de técnicas
de andlisis funcional y de dlgebra homoldgica. Una vez logrados los resultados de B. John-
son en esta direccion la introduccion de la nocidon de amenabilidad ha resultado muy natural,
plantedandose luego la caracterizacion de dlgebras amenables generales. Nos ha parecido opor-
tuno abordar el teorema original de Johnson sobre amenabilidad de algebras del tipo L' (G) y
también considerar la amenabilidad en general. El empleo del primer grupo de cohomologia es
suficiente en principio. No obstante los grupos de cohomologia de orden superior suelen dar in-
formacion intrinseca sobre las dlgebras de Banach subyacentes, aunque surgen problemas tanto
al momento de determinarlos como al de interpretar los resultados que dichos grupos sugieren.

Se sabe que, en general, es mas simple establecer algunos resultados en el caso de dlgebras

con unidad. No obstante, hay una amplia diversidad de dlgebras de Banach no unitarias cuyo
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estudio tiene en muchos casos interés propio. Hay diversas maneras de sumergir un algebra
de Banach no unitaria dada en un 4lgebra de Banach con unidad. Nosotros vamos a seguir la
construccion usual, i.e., si il es un dlgebra de Banach no unitaria indicaremos $If =l x C. En
¥ se define la estructura natural de C—4lgebra dada mediante las siguientes operaciones: si \,

u, 7€ Cya,bed

T(a,\) + (byp) = (T-a+b,7- A+ pu),
(@, N)-(byp) =(a-b+p-a+X-bA-pn).

En particular, ${* resulta ser un dlgebra unitaria sobre C, cuya identidad es ¢ = (0,1). De-
finiendo ||(a, A)|| = |la]| + [A| sia € A, A € C entonces (£, ||-||) es un dlgebra de Banach
unitaria, |[e]| = 1y & < 4, de modo que I se sumerge isométricamente en $i* realizandose co-
mo un ideal cerrado. Afortunadamente la amenabilidad goza de ciertas propiedades hereditarias
que son deseables. En general, no es cierto que subalgebras de Banach de dlgebras amenables
sean amenables. Sin embargo, veremos que el Lema y el Corolario nos permi-
tiran remitir, sin pérdida de generalidad, la caracterizacién de amenabilidad al caso de dlgebras

unitarias.

Definicion 4.2.15. Por diagonal virtual de i entendemos a todo elemento M € (ﬂ@ﬂ) " tal
que (M) -a=aya-M = M-asia € {,donde 7 : UL — $l es la aplicacion tinica lineal

tal que 7(a ® b) = a - b cualquiera sean a, b € 4L

Definicion 4.2.16. Por diagonal aproximada de 4l se entiende toda red acotada {mq},., en
URYU tal que limyea(a - mg — Mo - a) = 0y ademds limge(a - 7 (my)) = a para cualquier

a € .

Observacion 4.2.17. Por el E;j. y el Corolario hay definidas sendas estructuras de
$[—bimédulo en URL, en (il@il)** y en U**. Ademads, la existencia de una aplicacién 7 en las
condiciones anteriores estd garantizada por la propiedad universal que define a todo producto

tensorial. Por esta razon, las definiciones anteriores son correctas.

Lema 4.2.18. Sea $l un dlgebra de Banach y sea J un ideal cerrado de 3\ tal que Ty $4/T son

amenables. Entonces 3 es amenable.
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Demostracion. Sea T un $l—bimédulo de Banach y sea D € Z' (4, E*). Entonces la restriccion
de D a J es una derivacion en Z' (J,E*). Como J es amenable existe ¢ € E* tal que Da =
a-¢p—¢-asia € 7. Sea D=D- adg. Entonces la restriccion de D a7 es cero pues D coincide
con ady en J. Indicando 7 : 4l — £[/J a la proyeccién al cociente, haciendo B () = D (a)
si ¢ = 7 (a), queda inducida una aplicacién B : 4/3 — E*. Si¢ = 7 (a) = 7 (d) entonces
a —d € 3, de modo que D (a) = D (d) y por lo tanto B estd bien definida. Sea E, la cdpsula

cerrada lineal generada por elementos de la forma a - x - b, con a,b € Jy x € E. Sea también
F={yeE:a-¢p=1-a=0siacT}.

Entonces F ~ (E/E,)", donde ~ indica isomorfismos de £{/J—bimédulos de Banach. En efecto,
sea® : F — (E/Eq)" talque siv) € Fresulta® (v) (p(z)) = ¢ () para cualquier z € E donde

p:E — E/Eq es la proyeccion al cociente. Si fuere p(z) = p(z) entonces x — 12’ € Eq, y podemos
jm o .

escribir z — 2"= lim,, > a - 27 - b conal, b, € J, x) € E. Entonces
j=1

(z,9) = (2, ¢) = (x — 27¢)
o oy |
por lo tanto © (¢)) estd bien definida, resultando O (¢)) : E/Ey — C lineal y

1© () (p ()] = [ ()| < |9l ]l

si x € E. Luego, |© (¢) (p(x))| < ||| ||p (x)|| para cualquier z, i.e. ||© (¢)|| < ||¥|| y asi © €
B(F, (E/Eq)"). Suponiendo © (¢) = 0 entonces ¢ (z) = 0six € E, 0 seat) = 0. Por otra parte
dada S € (E/Ey)" es fécil ver que S op € Fy ademds © (Sop) = S. Por el teorema de la

funcién abierta concluimos que © es un homeomorfismo de espacios de Banach. Si escribimos

m(a)- Y Ea-p,-m(b) £h-b, (4.26)

donde a,b € Ly 1) € F, es facil verificar que (4.26) define una accién de £1/J—bimédulo de

*-

Banach sobre F. En consecuencia, haciendo para a,b € Ly A € (E/Eg)™:
m(a) A7 (0)£0O (m(a)- O (N) -7 (b)), (4.27)
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queda definida una accién de {/J—bimédulo de Banach sobre (E/Eq)". Es facil verificar que
(4.27) estd bien definida y que respecto de la accién resultante © deviene en un homomorfismo

de $1/J—bimbdulos de Banach. Notemos que si a € Jy b € 4 tenemos

a-D(r®)=a-D®)=D(a-b)—D(a) b=0,

y andlogamente D (r (b)) - a = 0, o sea D (£(/F) C F. Observando que 7 es un homomorfis-
mo de l—bimédulos se deduce que © o D € Z' (/7, (E/Eq)*). Puesto que $/J se asume

amenable existe un elemento A € (E/Eq)” tal que © o D = ad,. Luego, dado a € $f obtenemos
O (D (a) —ady (a)) =O© D (a) =0 D (r(a)) = X7 (a) — 7 (a) - A

y usando (4.26)
D (a) = D (a) — ady (a)

=07'(\)-7m(a)—m(a)- O (N

=0\ -a—a-0""(\) =adg-1(y (a),
osea D = adgio-1(n)- O
Corolario 4.2.19. Un dlgebra de Banach $\ es amenable sy sélo si W es amenable.
Demostracion. Evidentemente C es un dlgebra amenable. Asumiendo que 4{ es amenable, pues-
to que 4 es ademds un ideal cerrado de {* y las dlgebras de Banach U* /4l y C son isométrica-
mente isomorfas, por el lema (4.2.18]) $1f resulta amenable. Reciprocamente, sean $(* amenable,
E un $4-bimédulo y D € Z' (84, E*). Notemos que D se extiende naturalmente a una derivacion

D sobre 4, la cual necesariamente es nula en e. En consecuencia D, y por lo tanto D, son

ambas internas. O]

Algebra homolégica y anilisis funcional

Grupos de homologia de orden superior

Sean 4( un dlgebra de Banach, X un {(—mddulo de Banach y consideremos el siguiente
complejo:

-~nNn

~n, ~ -1, ~ 2~ ~
DUUBK dy &) UBX dyry . dy SUBX dy UDX dy X dy 0.

\Lw&
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Estamos indicando d; (a®z) =2z -a —a-xy,sin > 1:

dn(a1®a2 ...... @an@)xn) = 1y® ... Ra,® (zay)
n—1
) (D) a® ... @ (a,0i11) B...Ba, @

i=1

+(-1D)"a1® ... ®ap_1® (anz).

Tenemos que d,, es continua y d,, o d,,; = 0 para cualquier n. Indicaremos mediante
H, (U, X) = ker(d,) /Im (d,+1), al n—grupo de homologia de il con coeficientes en X. Mds

aun se trata de un espacio vectorial y es un espacio de Banach si Im (d,,;1) es cerrado.

Proposicion 4.2.20. (2U®X)* ~ B" (U, X*), donde ~ indica isomorfismo de espacios de

Banach.
Demostracion. Sea A, : (2]URX)* — B" (U, X*) tal que
(And) (ay,...,an) T = (a1 ®...0a,B2),

donde ¢ € (®,URX), ay,...,a, € Uy x € X. Es ficil ver que A, estd bien definida, que es
lineal y acotada. Dada i) € B™ (4, X*), la aplicacion

(aq, ..., an, T) g v (ay,...,an)x
es (n+ 1)—lineal. Por la Proposicion4.2.13|existe una tnica aplicacién 7;5 € (RTUDX)" tal que
J (a1®...(§>an®x) =1 (ay,....,a,)x

y H@ H = ||¥||. Definiendo T',, (1) = v queda definida T',, : B (4, X*) — (R URX)". Eviden-

temente [',, es lineal y

I @)1 = ||
— v
= sup {[¢ (01, s an) 2] - ]| = . = flan]| = |1z = 1}
< sup {1 (a1, a0) | ar]) = . = flaal] = 1}
= 1ol
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o sea T, es acotada. Es ficil verificar que A,, o T',, = Idgn(yx-) . Ademds, si ¢ € (&, URX)" y

S
S TP
u=>Y a® .. Qa,Rx"en ®; URX tenemos
i=1

Ly (And)u = Zm (@' ... Ral @)

=1

=D (Ao) (ai, ..o, ap)a’
=1
= #ai® .. Bap®a’) = ¢ (u),
i=1
1.e. Fn @) An = Id(@?ﬂ@%)* . L]

Observacion 4.2.21. Por la Prop. si n € N existe un operador 6" que hace conmutativo
al siguiente diagrama:
@ uBx) d (®uBx)
U LA,
Bt (4, X*) 5_’; B (4, X*) .

—~0 _
En particular, indicamos @), U®X = X, B% (U, X*) = X* y Ag = Idy- .
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Observacion 4.2.22. Si ¥ € B" ! (4, X*), ay, ..., a, € U, € X tenemos que

o bien,

(6™W) (a1, ..., an) (z) = Ay (di AL T) (an, .. a) (2)

dr AL ) (a1® @an@@x)

) dy (00® . Ba, )

) (D) a1 ® ... B(a; - 4;41)® ... Rap

.. @an,1®(an-x)}
=V (as, ...,a,) (x-ay)

+ (_1)i\Ij(a17 7ai'ai+l7"'7an) (.T)

3 (1) W (a, e aiai, s an)

—1)" W (ay, ... ,an_1) - ay}(x)

+

v an) = a1V (ag, ..., ap) (4.28)

n—1

+ Z (1) T (a1, oo, Qisay e s )

i=1

+ (=1)" VU (ay, ...,an_1) " Q.

En particular, notar que ker (§?) = Z'(, X*) y 6'(z*) = ad,~ para cada z* € X*.

Observacion 4.2.23. Mas generalmente, obtenemos el siguiente complejo

0 1 1 2 2 3
0 &0 Y & B (WUY) & B(LY) & .. (4.29)

de modo que si U € B" ! (41, Y) se evalia 6" ¥ mediante (4.28). El complejo (4.29) puede ser

definido para todo {{—mddulo de Banach Y. Para cada n resulta 6" o 6" = 0. Escribiendo
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Z" (U,Y) = ker (6"™1) y N™ (4, Y) = Im (6") queda definido el grupo de cohomologia de

orden n de 4 con coeficientes en Y:

H (81, Y) = %.

Observacion 4.2.24. Sin € N resultan ker (6") = A, (ker (d)) y Imd™ = A, (Im (d})).

Teoremas de reduccion

La teoria de Hochschild (cf. [18]], [19]) es aplicable en el contexto de dlgebras de Banach.

En la Prop. 4.2.25| introduciremos estructuras de ${—bimdédulo de Banach sobre @fu@% y
B" (44, X) . Luego, en la Prop. 4.2.26| veremos que la evaluacion de los grupos de homologia

y cohomologia de orden superior puede reducirse a la de los grupos de primer orden. Esto no
significa que los grupos de orden superior tengan menor importancia, ya que aunque en teoria
el proceso de reduccidn es posible, en la prictica la evaluacidn presenta importantes problemas

de calculo.
Proposicion 4.2.25. Hay estructuras de s\—bimddulos de Banach sobre @Tﬂ@)% yB" (U, X).

Demostracion. Notemos que URX es un {-bimédulo si escribimos
(a®z)-b=a®(x-b),b- (a®x) = (b-a) Dz — bR(a - 7) (4.30)

para cualesquiera a,b € U, x € X. Que (4.30) define la estructura requerida se deduce al
linealizar las aplicaciones C-bilineales (a, ) — a®(x-b)y (a,2) — (b-a) @z — b®(a - x) de
U x ¥ — URX via la universalidad del producto tensorial. En particular, si a,b, ¢ € 8, z € X

entonces
[(a®z)-b] -c = [a®(z - b)] -c=a® ((x-b) - ¢) = a®(z - (¢ - b)) = (a®z) - (¢ - b),
y también

c-[b-(a®z)] =c- ((b-a)®z) —c- (bB(a-z))
=(c-(b-a)®z—cR((b-a)-z)—(c-b)®(a-z)+cD(b-(a-x))

= (c-b) - (a®z).
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Puesto que el producto tensorial es asociativo, por induccién se define una estructura de ${—bimaédu-

lo sobre @Tﬂ@% haciendo
(a1<§>...(§>an®x) b= a1R..8a0, (- b) 4.31)
siay,...,a, € Usix € X ysib e L Por otra parte

b- (a1®a2®x) (bay) ® (a2®x) —b® (a1 (a2<§)x))

= (bay) ®asy®z — b® (a1as) @ + bRy @ (agx)
En general;

b- (a1®...®an®x) = (bay) RasR...Ra,x

3
—

+ (—1)ib®a1®...@ai.aHl@...@an@z

=1

+ (=1 b1 ®...® (anz) .

La estructura de {{—mddulo sobre B™ (4L, X) se define mediante las férmulas;
(aT) (a1, ...,a,) = aT (aq, ..., a,)

n—1

(Ta) (a1, ...,an) =T (aaq, ..., a,) + Z (—1)iT (aay, ..., ;@41 an) +

=1

(=1)" T (aay,...,an_1) ay

Proposicion 4.2.26.
@) Hosp (4, %) ~ H, (u, @fu@x).
i) H"P (LX) =~ H™ (U, BP (LU, X)) .
Demostracion. (i) Formalmente, sabemos que hay isomorfismos
inp ® U (® um) ), ux,
Inp (a1®...@an®(an+1®...®an+p®x)) = Q... @)anﬂ,@)x.
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Entonces existen operadores D’s tales que el siguiente diagrama es conmutativo

—n

® ub(®ux) D,y @48 (@uex) D, ® ud(®udx)

E—
i/ in-i—l,p i Z.n,p \L in—l,p
—~n+p+1 —~n+p —~n+p—-1
®, Ux A ®, Udx sy ®, uUdx

En consecuencia

ker (dpip)  inyp (ker Dy)

Im (dpp1) a inp (Im D 1)

%n‘i-p (u7 %) = ~ Hn (u> H;D (ua x))

(ii) Las aplicaciones
PP BT (U, X)) — B (U, LP (U, X))
(i"P@) (a1, ..., an) (g1, oy Qngp) = G (A1, .., Qpgp)

definen sendos isomorfismos B"1? (L, X) ~ B" (U, B (4, X)). Hay entonces aplicacio-

nes A’s para las cuales el siguiente diagrama es conmutativo

Br (LX) g (LX) 4vtl BrH () X)

\L Z'n—l,p \l/ §p \l/ in+1’p

B (B (,X)) AT BU(ULBP (LX) A BY(Y, B (4, X))
Ahora

HP (81, %) = ~ H™ (81, B (41, X))

ker (5"7+1)  (i"®) " (ker (A1)
Im (67+7) (in) ™" (Im (A"))

Sobre el rango de ciertos operadores

De la construccion de los complejos de Hochschild sigue que, para lograr una correcta
adecuacion al marco de dlgebras de Banach, es necesario precisar condiciones necesarias y
suficientes bajo las cuales los rangos de ciertos operadores sean cerrados. Esto es necesario
pues procuramos garantizar condiciones bajo las cuales algunos cocientes admitan estructuras

de espacios de Banach.
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Lema 4.2.27. Sean X, Y espacios de Banachy S € B(X,Y). Entonces SX es cerrado si y solo

si S*Y* es cerrado.

Demostracion. Sean S € B(X,Y), Q : X — X/S71(0) la proyeccién al cociente y J :
S (X) — Y la inyeccién natural . Dado o € X/S~* (0) escribiremos Sy (o) = S (z) si Q (z) =
. Es facil ver que queda bien definida una aplicacién Sy € B <X /S71(0) ,W) . Asimismo,
se obtiene que S = J o Sy 0 Q) y Sy es inyectivo. Luego S* = Q*S§.J* y como Im(S)) es densa

en S(X) entonces S es inyectivo. Precisamente, si S5(V) = 0 para cierto ¥ € S(X) entonces

0= S3(T)(Q()) = (T 0 So)(Q(z)) = ¥ (So(Q(2))) = (S(2)),
de donde ¥ = 0.Veremos que:
(i) J* es suryectiva,
(i) Im(S) = Tm(Sy),
(i) Q*(Im(S5)) = Im(S*) y Q" es cerrada,
(iv) Im(S;) es cerrada si y solo si Im(S*) es cerrada.

Luego podremos asumir que .S es inyectivo y tiene rango denso. En efecto, si S fuera inyectivo
con rango denso y ademads asumiéramos que el rango es cerrado, entonces .S seria un isomor-
fismo. Evidentemente, S* devendra isomorfismo y la condicién ha de ser necesaria. Reciproca-
mente, supongamos que S es inyectiva, tiene rango denso e Im (S5*) es cerrada. Como S tiene
rango denso se deduce que S* es inyectiva. Aplicando el Teorema de la funcién abierta, hay en-
tonces una aplicacion 7" : S*Y* — Y* tal que 7'(S*) = Iy~. Dada y* € Y*, sea |y*| = ||S*y*|| .
Luego
[yl = NTS™y [ < NTWS™y* = 170 Ty

Ahora (Y*,|.]) es un espacio normado. Sea By la bola cerrada unitaria de Y centrada en cero.
Si BY es el polar de By y u By es el funcional de Minkowski asociado entonces ppy = ||.|| en

Y* (cf. [3], p- 103,126). Precisamente, si y* € Y* entonces

ppo(y) = mf{t > 0: y*/t € By}
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Dado t > 0 tal que t~'y* € BY, |t7'y*(y)| < 1 para cualquier y € By, ie. ||y*|| < t, ie.
[yl < ppoly”). Siy® # 0 ey € By entonces |y*/ [y (y)| < 1, ie |ly*|| = ppo(y).
Por lo tanto, concluimos que [|y*|| = ppo(y*).Evidentemente 0 (0) = 0. Andlogamente, se
verifica que |y*| = ps(y)0 (¥*) si y* € Y*, donde Bx es la bola unitaria cerrada en X'y
[i(s(By))o es el funcional de Minkowski de (S (Bx))". Luego po < ||| - p1(s(By)yo, de donde

BY C||T|| (S (Bx))®. Obtenemos entonces
By C BY C || T (S (Bx))™.

Como S (Bx) es convexo y balanceado entonces (S (Bx))® = S (Bx)  (cf. [?], p. 52, Prop.

3). Asimismo, S (Bx) = S (Bx) pues S (Byx) es convexo en un espacio vectorial localmente
convexo (cf. [22], Prop. 1.3.3, p. 30). Luego S (Bx) deviene denso en By y By C Bg{o C

S (r - Bx), donde r = ||T'||. Desde luego podemos asumir que 7" es no nulo. Luego

2_nBY Q S (2—n T Bx)

sin > 0. Veamos que Y = S (X). Sea yy € Y, yo # 0; definimos yo = yo/(2||yo]|). Asi existe

—kt1

x, € 7 - By tal que ||go — Sx1]| < 271. Por induccién, dado k € N existe 7, € 2
Bx tal que ||gjo — Sz — ... — Szy|| < 27F. Por construccién, la serie Y x;, es absolutamente
convergente. Como X es completo estd definido x = ) ;. Evidentemente, gy = Sz, o bien,
Yo = S (2 ||lyol| ) y se sigue la tesis. Veamos que, efectivamente, la reduccién al caso en que el
operador S se asume inyectivo y con rango denso es correcta. En efecto, si Im (5) es cerrada

entonces por (ii) Im (.Sy) es cerrada y, como Sy es inyectivo, por el teorema de la funcién abierta

Sp es un isomorfismo. Puesto que

STV = Q@ (SY) = @ ($5% ) = Q" ((X/571(0)").
como por (i) J* es suryectiva, S; es un isomorfismo y por (iv) Q* es cerrada entonces Im (5*)
es cerrada. Reciprocamente, si Im (S5*) es cerrada por (iv) Im (S§) también lo es. Luego, como
So es inyectivo y tiene rango denso podemos asegurar que Im (Sy) es cerrada y, por (ii) resulta
Im (S) cerrada. Finalmente, (i) es cierto pues dado 6 € S(X) por el Teorema de Hahn-Banach
existe § € Y* tal que 0 |@: 0,ie. J 0 = 0. El item (i1) es inmediato. Con respecto a (iii),

notemos que es valida la siguiente identidad
Im(Q*) = {z* € X*: S7(0) C ker(z")} . (4.32)
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Sea entonces {z}} C Im (Q*) tal que 27 — z* en X* y veamos que z* € Im (Q*). Sea
z € S71(0) y veamos que z*(z) = 0. En efecto, escribiendo z} = Q* (¢}) para cada n, donde

¢t € (X/S710))*, obtenemos

y haciendo n — oo sigue que z*(x) = 0. Por (4.32) sigue la afirmacién. En consecuencia,
por el teorema de la funcion abierta, Q* es cerrada. Por otra parte, como S* = Q*Sj5J* evi-
dentemente Im(S5*) C Q*(Im(S;)). Ademas si 0 € m*, por (i) existe y* € Y* tal que
Q*SE0 = Q*S§J y* ie. Q*SE0 = S*y*, de donde Q*(Im(S5)) C Im(S*). Supongamos ahora
que Im(S*) es cerrada y sea S;c,, — B en (X/S71(0))". Para cada n sea a,, € Y* tal que
J* oy, = ap, i.e. S§J*a, — (. Entonces S*a;,, — Q* /3. Como Im(S*) es cerrada existe a € Y*

tal que Q*3 = S*a. Luego six € X

BRQ(x)) = a(S(z)) = a(JS5Q(x)) = (@ So)(Q(x))

Entonces 5 = aJ Sy = S§(a.J). Reciprocamente, sea Im(S) cerrada. Por (iii) Im(S*) deviene

cerrada. O]

Corolario 4.2.28. Sean X, Y, Z espacios de Banach, S : X — Y, T : Y — Z, operadores
lineales, acotados y sea T'S = 0. Entonces T'Y es cerrado y ker(T') = Im(S) si y solo si S*Y*
es cerrado y ker(S*) = Im(T™).

Demostracion. Supongamos que 7Y es cerrado y ker(7) = Im(.S). Como Im(S) es cerrado
por el Lema[4.2.27] S*Y* es cerrado. Como T'S = 0 entonces Im (7*) C ker (S*). Ahora sea
y* € ker (S*). Dado y € Y sea 2 (T (y)) = y* (y). Entonces z estd bien definida, pues si
Ty = Ty entonces y — i € ker (T') = Im (S). Si x € X verifica que y — vy = S (x) entonces
yv* (y —vy) = y* (S (z)) = 0. Evidentemente z; € T (Y)" y por el teorema de Hahn-Banach

existe una extension z* € Z* de 2. Asimismo obtenemos
T2 =2" 0T = 2" |imr) oT = 250 T =y,

o sea ker (S*) C Im (™). Por lo tanto, S*Y* es cerrado y ker(S5*) = Im(7™). Reciprocamente,
sea S*Y* cerrado y ker(S*) = Im(7™). Entonces por el Lema TY deviene cerrado.
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Como Im (S*) es cerrada por el lema anterior Im (S) es cerrada. Finalmente, notemos que

ker () ={y* € Y* : y* (Sz) = OVz € X}, (4.33)

Im (T") ={y" € Y : y*(y) = OVy € ker(T)}.

Dado entonces yy € Y — S(X) existe, por el teorema de Hahn- Banach, un funcional acotado
y* sobre Y tal que y*(yo) = 1 e y* |sx)= 0. Por (4.33)) deducimos que y* |iex(r)= 0, de modo
que yo ¢ ker(7T). Como T'S = 0 sigue la tesis. O

Sobre la trivialidad de grupos de cohomologia

Lema 4.2.29. Sean X un $\-mddulo de Banach y m € N. Entonces H,, (4,X) = {0} sin > m
yIm (d,) es cerrada si 'y solo si H™ (U, X*) = {0} paran > m.

Demostracion. Supongamos primero que H, (4, X) = {0} sin > m y Im (d,,) es cerrado.
Por el lema (4.2.27) sigue que Im (dy,, ) es cerrada y ker (d;,,;) = Im (d},). Asi Im (6™*)
es cerrada y por (4.2.24) se cumple que A ! (ker (6™ 1)) = A1 (Im (6™)) o bien,

ker (6™) = Im (6™)

ie. H™ (U, X*) = {0} y Im (6™*!) es cerrada. Si suponemos H, (U, X) = {0} sin > m
entonces ker (d,,) = Im (d,41). En particular, Im (d,,11) es cerrada y H,,1 (4, X) = {0}
entonces H™ ™! (U, X) = 0 e inductivamente la condicién es necesaria. Reciprocamente, si
H"™ (U, X*) = {0} para cualquier n > m entonces ker (§"*1) = Im (6™). En particular, como
Im (™) = A, (Im (d?)) entonces Im (d}) es cerrada, de donde Im (d,,) es cerrada si n > m.

Ademas

ker (0"1) = A, (ker (d2,,)) = A, (Im (),

i.e. ker (d,*1 +1) = Im (d¥) para cualquier n. Como Im (d}) es cerrada entonces Im d,, es cerrada

y H, (4, X) = 0. Por el lema (4.2.27) se sigue la tesis si n > m. O

Lema 4.2.30. Sea X un $-mddulo de Banach, I=X*. Entonces H™ (U,T) = {0} si y solo si
para cualquier T € Z" (4, 7) existe S € B" ' (U, T*) tal que 6™S = T.
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Demostracion. La condicién es evidentemente necesaria. Sean los operadores T € Z" (4, J)
y S € B" (U, T*) tales que 6™S = T. La inyeccién natural 7 : X < X** es un 4-médulo

homomorfismo pues si a,b € Ly x € X entonces dado x* € X* resulta
(x*,i (axb)) = (azxb,x*) = (z,bx"a) = (bx"a,i(x)) = (", ai (x)b)

Veamos que 0" (i*S) = T, de donde se seguira la tesis. En efecto,

[y

n—

0" (i* S) (ay, ..oy an) = ay (i* ) (ag, .y an) + > (=1)" (i* S) (a1, ..., Qiait1, ..., an)

1

+(=1)" (@ 9) (a1, -, an-1) an
=i {a1 S (ag,...,an) + ...+ (=1)" S (a1, ...,an_1) an}
=i*0"S (a1, ..., an)

= (0"T) (a1,...,an),
ie. 0" (i*S) =" (6"9) =T =1T. O

Proposicion 4.2.31. Sea 1 un dlgebra de Banach con aproximaciones acotadas de la identidad
a ambos lados, y sea X un 3\-modulo de Banach sobre el que la accion de \ a algiin lado es

trivial. Entonces H" (41, X*) = {0} sin € N.

Demostracion. Supongamos que i actia trivialmente a derecha sobre X, i.e. xa = 0,six € X

y a € 4. Entonces si ¢ € B (U, X*) = X* ysia € U, x € X resulta
0" (a) x =2 (va) — ¢ (az) = — (Ya) (),
i.e. 614 (a) = —1 - a. Asimismo, si T € B! (4, X*) y a,b € U,z € X es
8°T (a,b) x = T(b) (za) — T (ab) z + T(a) (bz) = [~T (ab) + T(a)(b)] z,

o sea 0°T (a,b) = —T (ab) + T'(a)(b). Veamos que H' (4, X*) = {0}, o lo que es equivalen-
te, que ker (%) C Im (6'). Dado entonces T' € ker (§?) sabemos que T (ab) = T (a)b para
cualquier a, b € 4. Sea {e, },, 4 una aproximacion acotada de la unidad a izquierda en 4. Bas-
tard ver que existe y € X* tal que 'y = 7. Como T' € B' (&, X*) entonces {Teq},, 4 s con-

junto acotado en X*. Por el teorema de Banach-Alaoglu {T'e,},, . 4 s o (X*, X) —relativamente
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compacto, de modo que considerando eventualmente una subred existe y € X* tal que y =

w* — lim,e 4 Te,, (cf. [24], Cap. 5, Teorema 2, p. 159). Dados x € X, a € 4 obtenemos:

(Ta)x = (x,Ta) = <:C, T <h/(£n (eaa))>

= m,h’mT(eaa)> = lim (x, T (eqa))

lim (z,T (ey) a) = lim {(az, T (e4))

= (az,y) = (z,ya)
= (x,0" (—y) (a)) = 6" (—y) (a) x

oseaT = 6" (—y). Supongamos n > 1. Por las Prop. 4.2.20|y 4.2.26|tenemos

(B1UDX)" =~ B (4, X%) y H™P (U, X) ~ H" (8, BF (81, X))
Luego tenemos que
P (80, %) ~ H" (u, (@fu@x)*) ,
o bien
Mo (4, X) ~ M (u, (@?“u@ae)*) .
Por (??) la accién de 4 a derecha sobre @fﬂ@% es trivial para cada p € Ny la conclusion sigue

como consecuencia del caso anterior. O]

Observacion 4.2.32. Sean X un {-médulo de Banach, 44 un dlgebra de Banach unitaria que

actda trivialmente a derecha sobre X. Entonces H" (4, X) = {0} para cualquier n € N. Preci-

samente, por Ob. 4.2.23|tenemos que
0 1 pil 2 132 3
08 X & B(LX) & BUX) & ..
§"t1§" = 0 cualquiera sea n 'y H" (U, X) = ker (6"*1) /Im (6™) . En particular, siz € Xy
a € Y tenemos que 8! (z) a = ar — ra. Ademds, si a;,as € U, 1 € B(YU, X)
8% (a1, a2) = a1v (az) — ¥ (araz) + 1 (a1) az.

Entonces sabemos que H° (4, X) = ker (6'). Sean ¢ € ker (6?) y e la correspondiente unidad
de 4. Como v es una derivacion, ¢ (e) = (e-e) =e -1 (e) + 1 (e) - e = ¢ (e). En general,
sia,be i

¥ (ab) =a-¢(b)+¢(a)-b=a-y(b)
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Luego ¢ (a) = a -1 (e) si a € 4. Pero entonces si a € il tenemos que

Y(a)=a-y(e) = (e)-a,

obien (a) = ' (¥ (€)) a,ie. b = 6" (¢ (e)). Asi H! (84, X) = {0}. Ahorasi n > 1y notando
que & actda trivialmente a la derecha sobre B"~! (4, X), por la Prop. 4.2.26| (ii), concluimos
que H" (U4, %) = {0}.

Caracterizacion de algebras amenables

Teorema 4.2.33. (B. Johnson). Sea $\ un dlgebra de Banach. Son equivalentes:
(i) Y es amenable.

(ii) U posee una diagonal virtual.

(iii) Y posee una diagonal aproximada.

Demostracion. ((i) < (ii)) Supongamos primero que { es amenable y veamos que tiene en-
tonces una diagonal virtual. Ya sabemos que podemos asumir, sin perder generalidad, que

{1 es unitaria. Si v = ey ® ey en UDLL obtenemos

™ (a-v—v-a)=1"(a-(ey ®ey) — (ey D ey) - a)

= w**((a-eu) Rey—eyR (Gu'a))

T (a ® ey — ey ® a)
en 4. Sis = a ® ey — ey ® aen (UDL)™ y z* € U* obtenemos

T (s) (¢7) = (s om)(27)

= s(x* o)
~ (z" o m)(s)
¥ (m(a® ey — ey ® a))

= z"(a.e9 — eg.a)



Asi ad, : U — ker(7**) pues ad,(a) = a.v — v.a € ker(7**), i.e. ad, € Z (U, ker(7**)).
Consideremos ahora, el espacio de Banach X = (U®L)* / m y la proyeccion
canénica n : (URL)" — X. Veamos que X* ~ ker(n**), donde ~ indica un isomor-
fismo de ${—bimdédulos de Banach. Esto nos permitird luego usar la amenabilidad de 41.
Para ello, si 6 € ker(7**) y s € (ﬂ@ﬂ)*, sea U(0)(n(s)) = 6(s). Sin(s) = n(s) existe

una sucesién {a;} - en U* tal que s — s'= lim,, 7*(a},). Luego,

O(s) —0(s) =0(s— ) = lim O(n"(a)) = lim 7**(0)(a;) =0

n—oo n—oo n

pues 8 € ker(7m**). Por lo tanto, 6(s) = 0(s) y asi W(0) estd bien definida. Ademads
U (0): X — C, es C—lineal y

(W (0) (n(s))] =16 (s)] < 1]l ]|l

ie. |V (0) (&) < 0] [|£]| cualquierasea & € X. Asi, U (0) € X*y || (0)]] < ||0]]. Luego
U € B (ker (7**),X*) .Por otra parte, si a1, a2 € Ay 0 € ker(7**), como ker (7**) es un

—bimbdulo y n es un homomorfismo de {{—bimddulos, podemos escribir
W(ar-0-az)(n(s)) = (a1 -0 az)(s)
= (s,ay -0 ay)
={(az-s-ay,0)
=V (0) (n(az-s-ar))
= U (0)(az-n(s) - a1) = (a1 - ¥ () - az)(n(s)).

Ahora, si ¥(6) = 0 entonces 6(s) = 0 cualquiera sea s € (ﬂ@ﬂ)* ,osea = 0. Ademas,
si A € X* entonces n*(\) € (UDL)*" y

(@77 (n* (V) = (7" (@) ,n*(N)) = (n(7" (a)),\) = 0

para cualquier s, con lo cual U(n*(\)) = A. Por el Teorema de la Funcion Abierta de-

ducimos que ¥ es un homeomorfismo de 4-bimdédulos de Banach. Ahora si E, F son
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44-bimédulos de Banach isomorfos entonces H!(U, E) ~ H' (L, F) (V. Prop. 4.2.34). En
consecuencia, H' (4, ker(7**)) ~ H' (4, X) y como 4l es amenable, resulta H' (4L, ker(7**)) =
{0}, i.e. ad, es una derivacion interna. Existe entonces un elemento w € ker(7**) tal que
ady = ad,,. Luego a - (v — w) — (v — w) - a = 0 para cualquier a € 4. Si M = v —wen
(URL)** entonces

T (M) =7" (v —w) =7 (v) = ey

yademdsa-M = M -asia € Sl

Reciprocamente, supongamos que M es diagonal virtual de 4. Sea E un {{—bimddulo de
Banach y veamos que H!(4,E*) = {0}. Para ello, sea dada D € Z'(4,E*) y veamos
que D es derivacion interna. Si x € E, por la C-bilinealidad de la aplicacion (a,b) —
(x,aDb) sobre L x 4y por la propiedad universal que caracteriza al producto tensorial
sea A, € (URLN)* tinica tal que (a @ b, A,) = (x,aDb) para todo a,b € . Si u =

n
a; ® b; en UL tenemos
j=1

J

[(u, Aa)] <D [, a;D0;)] < ]| lla; Db
j=1 j=1

<l D Mag |l 1Dv < DIl > e 10511
j=1 j=1

de donde [(u, Ay)| < ||ull, | D] |=], i.e. Ay € E*y ||A.|| < || D] ||z| para cada z € E.
Queda inducida entonces una aplicacién lineal A : E — C tal que (z, \) = (A,, M) si
x € E. Més aun, [(A,, M)| < [|A:]| [|M]| < || D] ||=]| ||M]|| y por consiguiente A € E* y
Al < ||DJ| ||M]] . Sean ahora a, b, ¢ € 4, x € E. Entonces

(b® ¢, Noz—za) = (ax — za,bDc) = (x,bD(c)a — abD(c)), (4.34)

(b®c,al, — Aga) = (bR (ca) — (ab) ® ¢, A,) (4.35)
= (z,bD (ca) — abD (c))
= (x,bD(c)a + beD(a) — abD(c))
De y resulta
(b® ¢, Aoy—za) + {x,0¢D (a)) = (b® ¢, al, — Aya) . (4.36)
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Por (4.36), dado si v € U&4l podemos escribir
(0, Ngz—za) = (v, a0\, — Apa) — (x, 7 (v) D (a)). (4.37)

Sea {1;},., unared acotada en U tal que M = w*-limyey, vy (cf. [5]], Prop. 4.1, p. 131).

Dado € > 0 el conjunto
W = {N € (UBH)™ : max {|(Aug—sas N — M)|, [{ah, — Aya, N — M)|} < 5/2}

es un w*— entorno de M en (ﬂ@ﬂ) . Luego existe [y € Ltalque v, € 2sil > [yen L.
Notemos que ey = w-1ime >y, 7 (1) en 4. Precisamente, puesto que 7** [z, = T, si

a* € U* podemos escribir

(@, 7™ (0) = (a", m (n)) = (7" (a*) , vn) .

Luego

i (a7 () = (" e) = (@7 (@), M) = (", 7" (M)

y sigue la afirmacién. En consecuencia, ey € Co{r (v;)}i>;, . Pero entonces hay una
sucesion {bn}n21 en Co{m (v;)};>1, tal que ||b, — ey|| — O (cf. [22], Th.1.3.4, p. 30).

Podemos escribir b, = 7 (v"), con

k(n) k()
VP= tupenUBU0<H <1, Y =1 n>1
k=1 k=1

Puesto que U,,>; {vlg} ) C 2 y ademas por (4.37) para cadan € Nes

1<k<k(n

(V" Ngg—za) = (V" a, — Apa) — (z,b,D (a))
podemos hacer

(Nog—za — (@A, — Aya) ,0") = — (2,0, D (a))
<Aaa:—xa - (an - Aa:a) 7vn - M> + <Aax—xa - (aAw - Aa:a> 7M> == <ZE, an (CL)>

Haciendo n — oo tenemos que |(Ayz—za — (aA; — Aga) ,v"™ — M)| < e. Entonces,

|[(Auz—za — (aNy — Aga) , M) + (2, D (a))| <€
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Como ¢ puede ser arbitrariamente pequefio deducimos que

<Aaw—ma7 M> = <aA:Jc - Ama7M> - <$, D ((l>>
= (A, Ma —aM) — (x,D (a))
— —(2.D(a)).

En definitiva,
(x, \a — aX) = (ax — za, \) = (Ngz—za, M) = — (x, D (a)),

i.e. D(a) = a\ — Aa y D se realiza como derivacién interna. Siendo D arbitraria, 4l

deviene amenable.

((i1) = (iii)) Sea M € (ﬂ@ﬂ)** talque a - 7 (M) =aya-M = M-asia € il Sea

{ma} e, unared acotada en U tal que M = w* — limaeq mq. Puesto que

Co {mq} v~ Co {ma}

a€A a€cA

entonces existe una red {ng}, p C Co{ma},c, tal que limgepng = M en (il@il) "

(cf. [5]l, Corollary 1.5, p.126). Notemos que {ng} ;. ; es acotadoysi S € Bya € tes
la-ng —ng-al = lla(ng — M) = (ng — M)all <2llal lng — M|,
de modo que a - ng — ng - a — 0. Asimismo, a - 7 (ng) — a - 7 (M) = a.

((79i) = (49)) Sea {mq},c, unadiagonal aproximada de { y veamos que l tiene una diagonal
virtual. Como {m,},., s acotado en (ﬂ@)ﬂ) ", pasando eventualmente a una subred
podemos asumir que existe M &€ (Ll@il) ™ tal que M = w* — lim,e 4 m,, (cf. [24], Cap.
5, Teorema 2, p. 159). Sean a € 4, ¢ € (ﬂ@ﬂ)*. Entonces

(¢,a-M—M~a>=(¢-a—a-q§,M}

=lim{p-a—a-p,my) =lim(p,a-my —my-a) =0
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i.e.a- M = M -a. Ademas, si z* € 4* resulta

(@, 7 (M) -a) = (a- 2", 7 (M))

(m* (a-2*), M)
= ((a-x*)om, M)
= ll'én<(a ~x) o T, My

= lim (7 (Mmy,) ,a - z*)

[0}

= lim (7 (my) - a,z") = (a,2") = (2", a)

«

i.e. 7 (M) - a = a para cualquier a € $l.

Proposicion 4.2.34. Si E, F son U-bimddulos de Banach isomorfos entonces
H(U,E) ~ H (L F).

Demostracion. SeaT° : E — [ isomorfismo de {{—bimédulos, y sean

0 1 1 2
E & L'(WE) & L£2(WE)
110 LT 117

0 1 1 2
F & LWF) & LW

Asi tenemos que Z! (81, E) = ker (6%) y también que Z' (4, F) = ker (6}). Ademds T () (a) =
T (a(a)),cona € A, € LY (U, E). Veamos que T" (2! (U, E)) = Z' (U, F). En efecto, si
a€ Z (U E)ya,b e ientonces

(T"a)(a-b) = T(a(a-b)) = T(a(a) - b+ a- a(b))
— T%(a(a))b + aT"(a(b)) = T"(a)(a) b+ aT"(a) (b)

entonces T () € Z! (U, F). Por otro lado, si § € Z! (U, F) resulta (7°)716 € Z* (U, E) pues

(T°)6(a-b) = (T°)"*(a-6(b) + (a) - b)
= a- (T%)7'6(b) + (T°)"'6(a) - b.
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Ademds, T*((T°)~16) = T°((T°)~16) = §. Asimismo, se verifican las identidades
NS E) = 0g(E) y N (& F) = 05 (F).
En consecuencia T (N1 (U, E)) = N'(8, F). Precisamente si x € E y a €  entonces

T (d5(w))(a) = T°(dg(x)a)
=T%a-x—1-a)

=a-Tx) —T°(z) - a = 5p(T°(x))a,

ie. TH(02(x)) = 6p(T°(x)) para cualquier x € E. Ademds, como T° es suryectiva, siy € F e

y = T°(x) entonces 62(y) = T (6 (T°)*(y)). En definitiva,

1 _ ZYWF)  TYZYYU,E))
H(UWF) = NI F) — TYNY(UE))

Sea p : ZY (U, F) — H' (U, F) la proyeccién al cociente y sea 7 : Z' (U, E) — H'(U, F) la
aplicacion 7 = p o T'. 7 es una aplicacion lineal suryectiva. Sea [ € Z! (4, E) tal que 7(I) = 0.
Luego T'(I) € T'(N*(L,E)) y como T! es inyectiva, I € N'(4,E). Luego H! (U, E) ~
H (U, F). O

A continuacién veremos que toda dlgebra amenable 4 tiene aproximacion acotada de la
identidad, i.e. posee unared {¢;},_; acotada tal que limje; a - €; =limje; €;-a = a en U para

cada a € 4l

Corolario 4.2.35. Sea il dlgebra de Banach amenable. Entonces i\ tiene una aproximacion

acotada de la identidad.

Demostracion. Sea A un {{—bimdédulo de Banach cuyo espacio subyacente es L, de modo que
a-xr=ayryxr-a=0,sia € e A SeaD : i —A* lainmersién natural y sean a, b € $,

x* € A*. Entonces

(", D(a)-b+a-D()=(b-z*,D(a))+ (2" a,D (D))
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ie. D € Z* (U, A™). Sea Fe A™ tal que D = adp. Luego
a=D(a)=adg(a)=a-E—E-a=a-F

para cualquier a € il Sea {e,} ., C 4 acotado tal que £ = w* — lim,c, e,. En particular,

E € Co{es}

seo

y hay una sucesion {0,} C Co{es},., tal que |[E — 0,]| — 0 en A**. Dado

seco

a € Y resulta

la- B —a-ou <]l [|E— ol

ie.|la—a-o,|] — 0,de modo que a- o, — ay {o,} es aproximacion acotada de la identidad
en 4 a la derecha. Andlogamente, hay una aproximacién acotada de la unidad {u,} de {l a la

izquierda. Sea 7, , = Uy, + 0, — O Uy, Dados a € U, n, m € N resulta
||Tn,m'a_a|| =lla—tUp-a—0p-a+ 0oy uy-all < la—uy,-al| + |on||[|un - a—all,

de modo que lim,, ;00 || Tym - @ — a|| = 0. Andlogamente, lim,, ,;, o0 ||@ - Ty — al| = 0. O

Caracterizacion de grupos amenables

Ya hemos sefialado que la nocién de grupo amenable qued6 fuertemente motivada por tra-
bajos iniciales de S. Banach y A. Tarski en base a un problema de Hausdorff (cf. [14]). En
particular, a partir del articulo [35] de A. Tarski se deduce lo siguiente: si G es un grupo dado,
existird una medida no negativa y globalmente definida en partes de G tal que i (a - E) = p (F)
sia € Gy E C G siy solo si G posee un promedio invariante por traslaciones. En gene-
ral, las medidas sobre GG estan definidas en o—algebras estrictamente menores que la de todas
las partes de G. P. ¢j., si G = (R, +) se sabe que para la medida de Lebesgue hay cantidad
de subconjuntos no medibles de R, siendo la misma invariante por traslaciones. Veremos que
sobre el espacio [*° (G) de aplicaciones acotadas de G en C podemos definir un producto, al
que indicaremos *, de modo que (I*° (G) , *) es un dlgebra de Banach. Entonces, por promedio

invariante sobre GG entenderemos un funcional m € [* (G)" tal que

(1,m) = [lm[| =1 (4.38)

(00 * ¢, m) = ($,m) (4.39)
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sia € Gy ¢ €1 (G).

La existencia de un promedio invariante sobre un grupo GG depende intrinsecamente de la
estructura tedrica de G. Diremos que un grupo es amenable cuando posea un tal promedio,
siendo no amenable en caso contrario. P. ej., los grupos Fy de dos generadores, los grupos or-
togonal O(3), especial ortogonal SO(3) o GI(3) de matrices inversibles sobre R**3 o0 C**3 no
son amenables. La teoria de amenabilidad concebida por B. Johnson precisa condiciones de
amenabilidad sobre una amplia categoria de grupos: la de los grupos localmente compactos. Se
establece que para que un grupo localmente compacto GG sea amenable es necesario y suficiente
que la correspondiente dlgebra de Banach U = L} (G) lo sea. En particular, la local compaci-
dad de GG, que asumimos siempre separado, permite la construccion de la medida de Haar mg
sobre G (cf. [13]], [16]). La misma es no nula, no negativa, boreliana, regular sobre G, Gnica
salvo constantes positivas de modo que mg(a - E) = mg(FE) para cada subconjunto de Borel
de G, o bien tnica tal que m es invariante a izquierda. En consecuencia, en el contexto de gru-
pos localmente compactos es posible generalizar la nocién de promedio invariante, entendiendo
por tal un funcional m & (Lf,f - (G))* de modo que se verifican y . Respecto a la
condicion (4.39), mediante J, indicamos a la medida de Borel sobre GG concentrada en a € G.

Luego, si ¢ € Ly, (G) indicamos, formalmente, 4, * ¢ a la funcion sobre G
(04 % @) ( / ) b c d(5 (D).

Razonando como en la Obs.[4.2.46 puede verse que d, * ¢ € Ly (G).

Asi, si G es un grupo amenable se ha de probar que toda derivacion con coeficientes en un LI-
bimédulo E es interna. La prueba de que esta condicidn es necesaria se basard en los siguientes
pilares: Basta hacer una reduccién, sin pérdida de generalidad, a cierta clase restringida
de L}, .(G)-bimédulos. (I) Si M (G) es el dlgebra de Banach de medidas de Borel complejas
acotadas sobre G entonces L,, .(G) < M (G) y toda derivacién sobre L,, .(G) es extendible a
una derivacién sobre M (G . I) Generar las condiciones para aplicar el teorema de punto fijo
de M. M. Day (cf. [7]). Que la condicién es suficiente sigue de una manera un tanto mas directa,

una vez que se comprende la estructura de funcionales lineales acotados sobre L>°(G) en ().
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El proceso de reduccion

Formalmente, si f,g € L}, (G) sea (f xg)(a) = [, f(b) g(b~'a) dme(b). La funcién
a — (f = g) (a) deviene medible sobre GG y es absolutamente integrable respecto a la medida de
Haar, resultando (L;, . (G), [|o||) un dlgebra de Banachy L}, . (G)" ~ L_(G). Por la local
compacidad de G el dlgebra L}nG(G) posee aproximaciones acotadas de la identidad (cf. [27],
p. 321). Por ello, usando la Prop.4.2.39]y el Lema4.2.40| podremos reducir la cuestién general
a la de {—bimddulos neo-unitarios, i.e. aquellos bim6dulos {—bimédulos de Banach E en los
que todo elemento es representable en la forma axb para ciertos a,b € U, z € E, con lo cual

tendremos (i). Cabe sefialar el siguiente teorema de factorizacioén de P. J. Cohen:

Teorema 4.2.36. (cf. [4]) Sea | un dlgebra de Banach con una aproximacion acotada de la
identidad a izquierda {es} (resp. a la derecha) y sea E un \—mddulo de Banach a izquierda
(resp. a derecha) tal que {e;} es aproximacion de la identidad para E (i.e. es-x — vy x-e5 — x
para todo x € E respectivamente). Entonces para cada elemento x € E existena € tley € E

tal que x = a -y (resp. x =y - a).

En particular, no es inmediato ni trivial que sean compatibles las estructuras algebraicas
de modulos y de médulos neo-unitarios. Es oportuna entonces la siguiente consecuencia del

teorema de Cohen:

Corolario 4.2.37. Sea  un dlgebra de Banach, E un $\—modulo a la izquierda de Banach y sea
{€s}se, una aproximacion acotada de la unidad de $\. Entonces el subconjunto &, de elementos

de laformaa-x cona € Uy x € E en un U-submédulo cerrado de E.

Demostracion. Sea F el conjunto de elementos © € E del tipox = > | a; - z;, conn € N,
ai,....an, € yzy, .., x, € E. Entonces I es un ${—submddulo de E a la izquierda. Més aun,

F es un 4-submédulo de Banach a la izquierda de E y {e,} __ aproxima la unidad de FF. Por el

sco

teorema de Cohen, siy € Fseana € 4,z € Ftalesque y = a.x € F,i.e. FC Fy F es cerrado.

En particular, hemos visto que F C [E; y como E; C [ sigue la afirmacion. [

Observacion 4.2.38. La Prop. 4.2.39| siguiente es vdlida en un contexto mas general que el
que nos interesa (cf. [3]). Como se observard, usando la terminologia algebraica, a partir de

una sucesion exacta corta de complejos es posible definir homomorfismos de conexién y una
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sucesion exacta larga de complejos. Afortunadamente, es posible adaptar estas cons-trucciones
a nuestro marco de trabajo, por lo cual, salvo alguna breve observacion al inicio de la prueba y

detalles de nomenclatura, la demostracion es en todo algebraica.

Proposicion 4.2.39. Sean 3l un dlgebra de Banach, X un $1—modulo de Banach, J un \—submdodu-
lo de Banach X complementable en cuanto subespacio de Banach en X, i.e. existe 8 un subes-
pacio de Banach de X tal que X = J & K. Entonces hay morfismos para las cuales la sucesion

O H'W) g ML) g WX/ 0 ML) gy

€s exacta.

Demostracion. Sean ¢ : J — X la inmersion natural de Jen Xy ¢ : X — X/J la proyeccion al
cociente. Evidentemente se trata, en ambos casos, de homomorfismos acotados de $l-modulos.
Puesto que J es complementable sean £ un subespacio de Banachde X talque X =T ® Ky
Pg : X — X la proyeccion natural. Si z € X sea |z| = ||| + ||z2||, siendo x = x1 + 2,
x1 € J, 2 € K. Entonces (X, |.|) es un espacio de Banach y, por el teorema de la funcién
abierta, las normas |o|, ||o|| son equivalentes. Hay entonces escalares m;, my ambos positivos
tales que my ||z|| < |z| < my ||z|| para cualquier x € X. Evidentemente ||x|| < |z| para cada z,
de modo que puede elegirse 0 < m; < 1. En general, || Pg (2)|| < |z| < mq ||z|| de modo que
Py € B(X). Escribiremos p : X/J — X de modo que p (o) = Py (z) si @ = ¢(z) en X/J. Es
fécil ver entonces que p es un inverso acotado a derecha de ¢, i.e. ¢ o p = Idx /5 . En particular,
p no es necesariamente morfismo de {-moédulos. Si n es un entero no menor que dos quedan
naturalmente inducidos sendos morfismos de {-mddulos ¢,,s, ¢,'s para los que los siguientes

diagramas conmutan:

0 = B'(W3) 1 BWX) g BWII) = 0
T 05 T 0% T 0%/

0 = BWD) oy BTUULX) gy BTUUE/D) 0
oy toyt oy

0 B2, 3) ty_g B"2(UX) guo B"UX/T 0
~ BUUD) g BUHUX) gy BUAULR/Y) -

Si¢e Z U, X/T)seay € B U X) tal que ¢, 1 ((1) = C. Asi 6% ((1) € ker (g,,) y existe
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(2 € B™(4U,TJ) unico tal que ¢, (¢2) = 0% ((1). Como
a1 (8571 (G)) = 0% (1n (C2)) = 0% (0% (G1)) = 0
entonces (o € Z"(4, J) pues 4, es inyectiva y 05" 0 0% = 0. Sea
On: 2" (,X/T) = H* (U, T), 6, (0) =G+ N™(L,7).

Anélogamente, si ¢ = ¢, (¥1) con ¥y € B" (4, X) existird ¥5 € B"(4, T) tal que ¢, (U2) =
0% (91). Como q,,—1 (¢; — 1) = 0sean € B (4L, T) tal que ¢,—1 () = ¢ — V5. Asi

tn (G2 = U2) = 0% (G = V1) = 0% (tn—1 (1)) = ta (65 (1)),

ie. (o — ¥y = 04 (n) y O, estéd bien definida. Por otra parte, sea v € N~ (84, X/7), digamos

v = 5;/_31 (1) con vy € B"2(U,X/T). Sea v, € B 2(U, X) tal que g, o (1) = vy y sea

¢ = 6% (vp). Tenemos q,_; (§) = vy, si & € B™(44,7) es dnico tal que ¢, (§) = 0% (€)
entonces & = 0 pues 0% o 8% ' = 0 e ¢, es inyectiva. Luego ©,, (v) = 0 en H" (41, 7F) y queda

inducido un homomorfismo
O H (U, X/T) = HY (8L, T), 0" (CH N, X/T)) = 0 0% CH N (U, T).
Los siguientes morfismos son naturales:

G HT(W,T) = 1 LX) (s AN (L)) = 6 (§) + N (LX)
Gn M (U, X) = H (UL, X/T), g (0 + N (U, X)) = gn (0) + N (U, X/T) .

Notemos que Im (¢) C ker (¢) pues g, o t,, = 0, de modo que
G (1, (¢ + N (4,9))) = gy (e () + N (8, X)) = N (U, X/T) .

S+ A (8, %) € hor () existe o1 € B(8L,%/3) al que g, () = 85 () . Seas €
B (U, X) tal que o1 = g1 () . Luego

tn (0% (5)) = 0%/3 (4n-1 (<)) = an () ,
de donde existe ¢; € B" (4, J) tal que p — 0% (s) = ¢, (61) . Como 1,11 es inyectiva y

O (1 (1)) = tnyr (037 (1)) =0
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entonces ¢; € Z™(U,T). Ademds ¢} (¢ + N (L, T)) = o+ N" (U, X) , i.e. Im (1)) = ker () .
Siy € Z" (U, X) entonces

0" (gn1 () + N1, X/T)) = 0,1 (0R(X)) + N (4,7) = 0,

de donde Im (¢;_;) C ker(9"). Sea ¢ + N" 1 (U,X/T) € ker(9"), de modo que existe
A€ B (4, 7) tal que ¢, 10%q, ¢ = 02 ()\) . Como

0% (¢,21(C)) = 1 (35 (X)) = 0% (tn—1 ()
entonces ¢, () — tn1 (\) € 277 (U X) y
qul (%;11(() —ln-1 (>‘) + anl (ﬂ, %)) = C +Nn71 (ﬂ, %/j) )

1.e. Im (g, _,) = ker . Es inmediato que Im C ker (). Si1¢+ ,J) € ker (¢
i.e. I 1 ker (0") . Es i di Im (0" k ). Si N™ (4, T ker (¢,

sea o € B! (8, %) tal que 1, (5) = 6% (1) . Haciendo g = ¢n_y (1) , como
0%/ (10) = n (3% (12) = Gn (1n (5)) = 0
es o € 27U, X/T) y
0" (o + N1 (84, 2/7)) = 0, (5% (1) + N™ (4,7) = s + N (41,),
y Im (9") = ker (3. O

Lema 4.2.40. Sea A un dlgebra de Banach con una aproximacion acotada de la unidad {e,} ..

Sea E un 4—bimédulo de Banach y sea 1 = {a.x.b: a, b € i\, x € E}. Entonces;
(i) E; es un Y—submoddulo cerrado neo-unitario de [E.
(ii) Ef es complementable en [E*, donde ]ElL indica el conjunto anulador de E;.
(iii) H™ (U, E*) ~ H™ (U, E}) para cualquier n > 1.
Demostracion. (i) Se sigue razonando como en el corolario (4.2.37).
(ii) Notamos que B (E*) ~ (]E@)IE*)*, yaque si 7' € B (E*) la aplicacion

gr :EXE* - C, gr (x,2") =T (z) (x),
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es C—lineal y acotada. Luego existe una tnica aplicacién T e (E@E*) " tal que

T(z@a") =T (z") (x) = gr (z,27)
sixz € E, x* € E*. La aplicacion A que transforma a 7" en T define el isomorfismo
requerido de espacios de Banach, i.e. A : B (E*) — (E@E*)* Asi
IATI = ||T || = llgr
y entonces
lgrll = . g7 (z,2%)] = sup |T (z) x| < [T ||lz*|| [|«[| < [|T].
Por lo tanto ||AT'|| < ||T'||, de donde ||A]| < 1. Si s € o quedan definidos Lg, R € B (E*)
mediante las férmulas L (z*) = e;-x*y R; (2*) = 2*-e,. Notar que méx {|| Ls|| , || Rs|| } <
||les|| para cualquier s € o. Como A es acotado {ZAL;} y {E} devienen acota-
seo 7/ sco __

das en (EQE*)*. Pasando eventualmente a una subred o7 exiten L = w* — limgey Ly y

R = w* — limge,s Rs. Asi, siz € E, x* € [E* tenemos que

<:1: ® x*, Z> = lim <[E ® x*,zs> = lim (x, e, - ),

seo/ seo/

<x ® x*, }~%> = lim <x ® x*, }N%S> =lim (z,z" - e,) .

seol seol

En particular, existen tnicos L, R € B (E*) talesque A (L) = Ly A (R) = R,

*

(x,L-2%) =lim (x,es-2") y (x, R.x™) = lim (x,z" - e4) .

seol seal

SiE; = {a.x:a € U, z € E}, sabemos que E, es un L{—submédulo cerrado a izquierda

de E. Como

(a-z,R-z*)=1im (a-z,2" e5) = lim (e5-a-z,2") = (a-z,z")
seo/ seo’

entonces (a -z, (Idg- — R) 2*) = 0,1i.e. Im (Idg- — R) C E5. Si 2* € E5 obtenemos
(¢, R-x") = llelgll (€5 -, 2") =0,
y deducimos que R (E3) = {0}. Si z* € E3, como
z* = (Idg- — R) (") + R(2") = (Idg- — R) (27) ,
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Id g — R es idéntica sobre E5 y E& C Im (Idg- — R). Asi Im (Idg- — R) = Ei es

cerrado. Més atn, R? = R porque
2 * _ . . %
(z,R x>—£1€r‘171/<65 x, R z")

= lim lim (e; e, - x, z*)
s€ol teal

=l (e )

= (z,Rx").

Entonces E* = Im (Id g« — R) & Im (R), y R proyecta E* sobre un complemento de Ey
en E*. Para L se obtienen conclusiones andlogas. Si E; = {z.b: z € E,, b € U}, como
en el corolario (4.2.37) E; deviene un {{—submddulo cerrado de E, y por lo tanto de E.
Como ademas
(a.x.b,R L z*) = h'em (esax b, La*)
seo/

= limlim (e5 a x b ey, ™)
scol teol

= lim (es a x b, z*)
seal

= (azb,z")

y (z, R L x*) = lim,eq limye,, (s x €, ) = 0'si 2* € Ei entonces Idg- — R L es un

proyector de E* en E{ y deducimos que E* = E{ & (Idg- — R L).

(iii) Evidentemente - (E/E) = {0}. Reemplazando en la Prop. X por E* € J por Ej,
como E*/E5 ~ 3, por la Prop. |4.2.31|obtenemos que

H" (U, (E/Ey)") = H" (U, Ey) = {0}.

Luego
0— H"($LE*) — H" (U, E*/Ey) = H" (S, E}) — 0

es exacta, i.e. H" (U, E*) =~ H"™ (U, E3). Repitiendo el argumento reemplazando E por E,

y Es por E; entonces sigue la tesis.
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El proceso de extension

Dados p, v € M (G) y un subconjunto E de G escribiremos
E,,={(a,b) e GxG:abe E}.
Entonces E,,, es subconjunto de Borel de G x Gy se define (u*v)(E) = (uxv)(E,,).
Recordando que

il = 1 (G) £ sup {Z w(E)]: FePr(M, (G))} :

EeF

donde M, (G) es la o —algebra de subconjuntos ;1—medibles de G, entonces (M (G) , *) es un
dlgebra de Banach. Ademis L,, . (G) < M (G) via la aplicacién f < f dmg, rea-lizindose
L,,.. (G) como un ideal cerrado de M (G). Si E fuere un L,, . (G') —bimédulo nos proponemos
una via que permita extender derivaciones D : L} . (G) — E* a derivaciones D: M (G) —
E*. En particular, serd necesario extender la accion inicial sobre E a una accion de M (G)

sobre [E.

Definicion 4.2.41. Sean i, B algebras de Banach tales que 4l C B y il es ideal cerrado de 8.
Dado a € 4 escribiremos p, (b) = ||a.b|| + [|b.a|| para b € B. Entonces {p,},, €s una familia
de seminormas sobre ‘B, la cual define sobre 5 la llamada topologia estricta inducida por 41,

la que denotaremos Ty 3.

Lema 4.2.42. (de Extension) Sea i\ un dlgebra de Banach con una aproximacion acotada
de la unidad {e.} ., contenida como ideal cerrado en un digebra de Banach 8. Sea E un
$U—bimédulo neo-unitario y sea D € Z' (8, E*). Entonces F admite una estructura natural de

B —bimddulo y existe una unica De Z! (B, E*) tal que D =Dy D es (Tym, w*) continua.

Demostracion. Sea x € E, digamos x = ay cona € U,y € E. Si b € ‘B escribiremos

bx = (ba)y. Si fuera x = aryl, con a’ € i e y/ € E entonces

(ba)y = lfIIAl (beqa)y = lim (bey,) (ay) = lim (bey,) (ary’) = lim (beyal) y! = (bat) y!,
ae

acA acA acA
de modo que b.x estd bien definido. Asi [E deviene un 8—mddulo de Banach a izquierda y,
andlogamente, E es un 8—mddulo de Banach a derecha. En consecuencia, E es un 8 —bimddu-

lo de Banach. Definimos ahora D : %8 —E* como

D (b) = (w* - h’m) (D (beg) — bD (e4)) -

a€cA
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Veamos que D estd bien definida. Sea z € E, p.ej.x =y.acony € Eya € . En efecto:

(2, D (bea) = bD (ea)) = (ya, D (bea) — bD (ea))

= (y,aD (beq) — abD (e,))

= (y, D (a(bes)) — D (a) beo — abD (e,))

= (cay, D (ab)) = (beay, D (a)) — (y, D (ab)) — (by, D (a))

pues E es $l—neo-unitario. Ademas si a € L tenemos que

D(a) = (w* - h’m) (D (aeq) — aD (e)) = (w* - lim) (Da) eq = D (a).

a€cA acA

Por otra parte, dados b € ‘B y a € 4 tenemos

(w —hm) D (bes) a—bD (eq)a)

a€cA

<w - 11m> (beaa) — beaD (a) — bD (eaa) + bea D (a)]

a€cA

w* — hm) (beqa) — bea D (a) — b.D (eqa) + bea D (a)]

a€cA

— D (ba) — bD (a).

En consecuencia, D es (Ty,m,w") continua: sean {b,} ., unared en B, b € B tales que b =
Ty — limye, bs. Dado o € E podemos escribir = ay para ciertos a € { e y € E. Tenemos

entonces

Siy = zccon z € Eyc € 4 entonces sabemos que p, (bs —b) — 0y p.(bs —b) — 0. En

consecuencia

(2.5 by = )| < gl 1P, = 8) all + 2] e (5, = )] 1D (@)]

< Iyl D1l pa (bs = ) + [|2[| pe (bs = 0) [ D (a)],
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ie. D b ii’; Db. Si b, c € B, como evidentemente d - e,, Ty o d para cada d € ‘B, obtenemos

«

D (be) = (w* — h'm> (w* — lién) D ((bey) (cep))

— (w* — h’m) (w* — lféﬂ) [beaD (ceg) + D (bey) cep)

«

bD(c) + D(b)c

ie. D € Z' (B, E*). Para ver la unicidad de D supongamos que existe § € Z' (B, E*) tal que

la restriccion de d atles Dy 6 es (7y ., w*) continua. Si b € B tenemos

a€cA acEA

D (b) = (w* - h’m) [D (beg) — bD (e,)] = (w* - h’m) [0 (bey) — b6 (ea)] -

Dadoz € E,six =aycona € U ey € E resulta

<x, D (b)> = lim (ay, 0 (bea) = b0 (ca))
= gg}‘ (ay,d(b)ey)
= lim (eqay, 5 (b))

= {ay, 0 (b))
= (z,0(0)),

o sea, D (b) = 6 (b) y sigue la unicidad de D. O

Observacion 4.2.43. Hay una aplicacion natural § : G — Cy(G)* tal que 0 (a) f = f(a) si
a € Gy [ € Cy(G). Veamos que C[d (G)] es w*—denso en Cy(G)*, donde C [¢ (G)] denota
la cdpsula lineal compleja generada por 0 (G) . En efecto, M (G) ~ Cy(G)* como sigue del
teorema de representacion de Riesz (cf. [S)], p. 378). Fijada Ty € Bey () [0, 1] existe un tnico

o € M(G) tal que Tof = [, fdpo y ademds || To|| = [|poll - Si f1, ..., fu € Co(G) ye > Oel

/fg (1 — po) <6}

es un w*—entorno de py. Veamos que C [0 (G)] N W # (). En efecto, podemos suponer que

fi,--., fn son linealmente independientes. Dado b € G'seaf, = (f1 (b),..., [, (b)) .SiC[fy], . #

conjunto

1<j<n

WZ{/JGM © mMax

C" existird z € C" no nulo tal que (f,, z) = 0 para todo b € G, lo cual es contradictorio con
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la hipétesis de independencia lineal de fi, ..., f,. En consecuencia, existe F' € Py (G) y un
conjunto de escalares {2}, tales que
/fwo,-- /anO Zb‘szzzb'<f1 (0) .., fu (b)) .
beF beF
Haciendo yt = ), » 26(b) entonces p € C[6 (G)] N W, pues
/fjduo— (fy) = /fgduo Zzb /fjdﬂo—zzbf] )=0
bEF beF

sij=1,...,n

Observacion 4.2.44. Por la Obs. y el teorema de Riesz sabemos que C [0 (G)] es w*-
denso en M (G). Mads atn, C [0 (G)] es TLL,.(G).M(G)-denso en M (G) (cf. [33], p. 236). En

consecuencia es valido el siguiente

Corolario 4.2.45. Si E es un L,, . (G) —bimddulo de Banach neo-unitario y L), (G) D E* es
una derivacion acotada existe un iinico D € Z' (M (G) ,E*) tal que D | L, (&= D, siendo D

un operador (TL%G(G), Mm(@), w*) continuo. En particular, D queda determmado por sus valores

sobre § (G) .

Observacion 4.2.46. Notemos que L, .(G) es un M(G)—bimédulo de Banach. Precisamente,

sean f € L,, .(G), i € M (G) escribiremos formalmente

_ / F(07'a) dud), (f*u)( / Flab™) Ag(d) du(b).  (440)
G

La férmula 1| define sendas funciones de L}nG(G) por lo siguiente: Usando el teorema de

Fubini-Tonelli y la invariancia de la medida de Haar tenemos

/ 1 (b7a) | d (me x Ju]) (ab) = //|f (b7 a) | dma(@)d || (0) = | ], 1]l < oo.

GxG
En consecuencia, por el teorema de Fubini [, [f (b™"a)| d|u| (b)) < oo salvo un conjunto de

me-medida nula, la funcién @ — (u * f) (a) deviene mg—medible y

/Iu*f )| dme(a //!f (b7a)| el ®) < £, el

oseapx fe Ll (G)yllux* fll; <[ fll; ] - Por otra parte, en (4.40) Ag : G — (0, 400) es

la funcion modular asociada a la medida de Haar de GG. Se trata de un homomorfismo continuo
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tinico de manera que m¢ (E - a) = Ag (a) - mg (E) para cada subconjunto de Borel £ de G.
Que L}, (G) esun M (G) —mddulo de Banach a derecha sigue como recién, considerando que

para g € L}, . (G) resulta la identidad:

/G 9(a) dme(a) = /G g(a™Y) Ac(a™) dmg(a).

El teorema de Day

Teorema 4.2.47. (M. M. Day, [7]) Sea G un grupo localmente compacto amenable. Sea E
un espacio vectorial localmente convexo y sea K un subconjunto compacto convexo de E.

Suponemos que G actiia sabre K en forma afin, o sea

g-ltr+(1-t)yl=tlg-z)+(1—-1)(g9-y)

para cualquier g € G, z,y € K yt € |0, 1]. Mds aiin, supondremos que la aplicacion (g, ) —
g-xde G x K en K es separadamente continua. Entonces existe un elemento xo € K tal que

g - o = xo para cualquier g € G.

Demostracion. Sea xy € K fijo. Sea A (K) la clase de funciones continuas afines de K en
C. Notar que si ( € E* entonces ( |x€ A(K).Dadavy € A(K) sea ¢, : G — C tal que
oy (9) = ¥ (g - zo) para cualquier g € G. Como (g, x) — ¢ - x es continua sobre GG para cada

x € K fijo entonces ¢, € C, (G), ya que

sup [ (g - zo)| < sup |4 (y)] < oo
gelG yeK

pues ¢ es continua y K compacto. Sea m € L (G)* un promedio invariante a izquierda y sea

n=mlc,@q)-Siac Gy ¢ e Cy(G) entonces la aplicacién
(04 % @) ( /(b (b~"c) db, (b) = ¢ (a'¢)

define evidentemente un elemento de C}, (G). Como

(00 % ,m) = (00 x &, m) = (P, m) = (¢, n)

n es invariante a izquierda y (1,n) = (1,m) = 1. Como ||n|| < ||m|| = 1, entonces ||n| = 1

y n es un promedio invariante sobre C;, (G). Siendo G grupo localmente compacto, sea P, (G)
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el conjunto de funcionales m € () (G)* invariantes, en el sentido que estamos desarrollando,

tales que (1,m) = ||m|| = 1.Entonces Py (G) = Co (dy) ¢

Obs. 4.2.43| Sea {n,, una red en Co (9 tal que n = w* — limye 4 no. Si @ € A es fijo
acA 9/geG

.
, como puede verse como en la

podemos escribir n, = Ei(:al) t dge, donde Zj(:al) ty = 1y t$ € [0,1] para cada o y cada j.
Dado ¢ € A (K) tenemos

(bor10) = / b (g 20) dna (g)

J(a)
=Yt [wlg-m) iy (9
j:l G

Jj(a)

= 159 (g5 - xo)
j=1

j(e)
=y [[ Dot g5 | - mo| = ¢ (xa),
j=1

donde z, = (Z?:l te gj“) - 79 en K. En particular, la red {z,} ., en K contiene una subred
{®ar} oe 4, convergente a cierto x € K, pues K es compacto. Si ) € A (K') obtenemos 1) (x) =
limyea ¥ (Tor) = lmaear (Pp, nas). Veamos entonces que g.z = x para cualquier g € G.
Seang € G, (¢ € E*, ¢, : K — Ctal que ¢, () = (9., (). Entonces 1), . es continua,
pues © — g¢.x es continua sobre K para cada g € G fijo. Evidentemente ahora ¢, - € A (K).

Ademas si h € G, tenemos

Dy, (h) = Vg (h- z0)
= (g9 (h-1),C)
=((g-h) - 20,¢)
= thgc (9 h) - 20)
= ¢y, (9 N)
- / Do (570) dSyn () = (8,1 % b, ) (B).
&

Entonces
(9-2,C) = V¢ (1) = (Pyy. 1) = (Og-1 % by, s 1) = (Pyy 1) = Dy () = (2,()
para cualquier ¢ € E*,i.e. g-x = . [
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Estructura de funcionales acotadas sobre L>°(G)

Lema 4.2.48. L>(G)* ~ M (H (L*>*(Q))), donde = indica isomorfismo isométrico de espa-

cios de Banach.

Demostracion. SeanV € L>*°(G)*, F : L*(G) — C (H (L*(G))) la transformada de Gelfand

y H (L*°(G)) el espacio ideal maximal de L>°((). Entonces tenemos que

C (M (L*(G))) F-L LI¥(@) ¥ C

oseaWoF e C(H(L®G)))". Porel teorema de Riesz (cf. [34], Th. 2.14, p. 42) existe una
tinica aplicacién p = p (V) € M (H (L>(G))) tal que

(WF) (f) = / £ (h) dp (1)
H(L>=(G))

para cualquier f € C (H (L>(Q))).Si F1(f) = ¢ € L=(G), f(h) = F(¢)h = h(¢) para
cualquier h € H (L>*(G)) y

Vo) = [ (o) dus (h).
H(L>(@))
Ademas, puesto que F es un isomorfismo isométrico obtenemos

ol = ||@ F7H| = sup (WFf| = sup [¥(¢)] = ¥
I llerecros (@) =1 lloll=1

Sea entonces p : L¥(G)* — M (H (L*°(G))) dada por i (V) = pg. Entonces i es C—lineal
isométrica. Si o € M (H (L>(G))) sea

RS NICEY0

para cualquier ¢ € L*°(G). Como fH(Lw(G)) \h ()] dlo|(h) < ||¢] ||o]] < co tenemos que
U, estd bien definida. Ademas U, es C—lineal y |V, (¢)| < [|¢|| ||c|| para cualquier ¢, o sea
|V,] < |lo],ie. ¥, € L>®(G)*. Necesariamente, 0 = 1 (¥, ), p es suryectiva y sigue la

tesis. O]

Caracterizacion de grupos amenables

Teorema 4.2.49. (Johnson) Sea G un grupo localmente compacto. Entonces G es amenable si

y solo si H' (L (G) ,E*) = {0} para cualquier L' (G) —bimédulo de Banach E.
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Demostracion. Supongamos que G es amenable y sea E un L! (G) —bimédulo de Banach, el
que podemos suponer neo-unitario. Sea D € Z* (L' (G),E*) ysea D € Z* (M (G),E*) tinica
extension de D continua respecto a la topologia estricta de M (G) 1nduc1da por L' (G) y w*

de E*. Bastara ver que D es interna. Sea K = Co { (ﬁ5a> 0g-1:a € G} en E*. Entonces

K es convexo y es w*—compacto. En efecto, si 0 = Z;;l t; D (5%.) d,-1 es una combinacién
J

convexa de D (6,,) 6,1, ..., D (5,) 0,1y siz € IE se tiene que

Zt (8,12,D (3,)) (4.41)

Si {€a},c4 €s aproximacién acotada de la unidad de L' (G) y a € G entonces
<5a_1x, D (5a)> — 1im (5,12, D (8aea) — 6aD (€0)) . (4.42)
Pero para cada o € A se tiene

(0a-12, D (da€a) — 0D (€a))| < [[0a-12[ [ D (da€a) — daD (€a) |l (4.43)
< [zl 11D (daea) [| + 100D (ea)l]
< Izl {12 [daeall + 10all 1D (ea) I
< 2[[z[[ [ DI dall leal

< 2|z [l | D] sup [leal| -
acA

or @.41), @.42) y (4.43) es

(2,0} <2|1D)| (supnean) el

acA

i.e. como K estd contenido en la bola de E* centrada en cero y radio 2 || D|| sup,c 4 ||eo || resulta

w*—compacto. Ahora consideremos la siguiente acciéon de G sobre E*,

@ a* =0, 2% a1 + (DS,) - Gt (4.44)
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donde a € Gy z* € E*. Sia, b € G tenemos que

(ab) - & = Gap - & - S(apy-1 + (DSap) - (apy1
= (8 % 0p) - % - (81 % 0g1) + D (0 % 0) - (1 % 64-1)
— (B0 % 00) 0" (s % 64) + [ D (6) -0y 4 00+ D (3)] (1 5 600)
= 0a (G- 0y + D (8) 0y ) 01 + D (30) b
=g (b-2*) 6,1 4+ D (6,) - Ggr
=a-(b-z").
Como evidentemente e - * = z* si 2" € E* define una buena accién de GG sobre E*.

En particular, la misma es afin sobre E*. También es w*-continua en la segunda variable: sean

¥ =w* —lim,en ) en E*, a € G, v € G. Entonces
(x,a-x") = <x,5a -2 81 + (D8,) - 8- 1>

= (0g-1 + T+ 0g, ") <:1c, D6a> o 1>
)

(
—llerlj\lf<(5 T O, T —|—<m, D5a> o 1>

— lim <x §a - &% - 04 + (D5Q)5a71>

veN

= liel}\lf<x’a ).

Respecto a la primera variable, la accion (4.44) es continua respecto a la topologia de G'y a la

w*—topologia de E*. En efecto, sea a, — aen G, x* € E* y veamos que

(a, —a)-x w0

Para ello, bastara ver que d,, — &, en M (G) respecto a la L' (G) topologia estricta inducida,

pues entonces
(x,q, - 1*) = <x Sy - 3" 0yt + (D6,) 5a;1>
= (8,1 - @ Gay 2" + <5a;1 .z, 55%> (Bt By ) <5 .z, ﬁ5a>
= (z,a-2%).
Entonces, por la Obs. sabemos que si f € L' (G) resultan
(Go £) () = £ (a52¢) y (F#60) () =  (caz’) A (a™)
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salvo elementos de un subconjunto de mg— medida nula de G. Dado v obtenemos:

pr B =00 = [ 11 76) £ (a”'4)] dma (0 49
+ / |f (cagl) A (a;l) — f (ca_l) A (a_1)| dmg (c).

Si f € C.(G), como
f (a;lc) — f (a_lc) y f (cagl) A (a;l) — f (ca_l) A (a_l)

para todo ¢ € G, la afirmacién sigue pasando al limite en (4.45]) por el teorema de convergencia
mayorada de Lebesgue. En el caso general, basta apelar a la densidad de la clase de funciones
continuas con soporte compacto en L' (G) (cf. [16], Th. 12.10, p. 140). Luego K es invariante
bajo la accién de G definida en . En efecto, dados a, b € GG, tenemos

aD (6) 8y-1 = 6D (8) 6y-100-1 + D (6,) 641
= D (8,6) (6p-104-1)

= D (6a) (8(ary1) -

Como la accion es afin, sigue la afirmacion. Ademas, por el Teorema de Day, existe zj; € K tal
que

azl = 0,3500-1 4+ D (0,) g1 = T

para cualquier @ € G. De dicha igualdad se obtiene que

D (64) = 2500 — a2y = ad_zz (a) -

Por ultimo, ya hemos sefialado en la Obs. que {0, : a € G} determina los valores de D
sobre M (G) y podemos concluir que D, y por lo tanto D, son internas. Reciprocamente, supon-
gamos que L' (G) es amenable. En principio vamos a definir una estructura de L' (G) —bimédu-
lo de Banach sobre L™ (G). Dadas f € L' (G), ¢ € L™ (G) haremos, para a € G salvo quizés

un subconjunto de m—medida nula,

(- 6) (a) 2 (f * 6) (a) = / () & (b ) db. (4.46)
G
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Es facil ver que (4.46) define una accién a izquierda de L' (G) sobre L™ (G). Por otra parte sea

fA(!me)¢

Seann € L>®(G)" tal que (1,n) = 1yd: L' (G) — L*(GQ)" tal que d(f) = fn — nf.
Entonces, (1,d (f)) = (1, fn —nf) = (1« f — f x 1,n). Observemos que

1*f(/fde)' (f*=1)( /f dmg (b

G
para casi toda a € G. Luego (1,d(f)) = 0si f € L'(G). SeaE = L*(G) /C - 1. Da-
das f € L' (G), ¢ € L*>®(G),si p : L= (G) — E es la proyeccién al cociente definimos

<p (9) ,J(f)> — (¢, d (f)). Esta funcional d est4 bien definida pues si p (¢) = p (¥) existe
A e Ctalque ¢ — ¢ = A - 1. Luego

(0=, d(f)) = A-Ld(f)) =A{1,d(f)) =A-0=0.

Evidentemente d (f) es C—lineal y

(p(0),d(N)| < ol Id ()]

cualquiera sea el representante ¢ de p (¢), de donde

[(p(@). ()| < @I 1)

i.e. d(f) es acotada y Hcﬂf)” < ||d (f)||. Queda inducida d : L' (G) — E*. Notando que p es
un homomorfismo de L' (G) —bimédulos si f, g € L' (G) y ¢ € L™ (G) entonces

(p(6).d(F-9)) = (6,d(f - 9))

= (¢, f-d(g)+d(f)-9)

= (¢ f,d(9) +{g-.d(f))
p(6-£),d(g) + (p(g-0).d(N)

<
(p(0)- £.d(9)) +(9-p(®).d(f))
(p(6).f-d(g)+d(

3

i~

=

s
~
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Asid € Z' (L' (G),E*). Como H! (L* (G),E*) = {0} existe n € E* tal que d = ad,. Sea
ii=nop:L®(G) = C,osean € L (G)".Seanm =n—n, ¢ € L® (G)y f € L' (@) tal
que f > Oc.t.py | f]|; = 1 entonces
(f-o=0-fm)=(dm-f—[f-m)

=(¢,(n—n) f—f (n—1))

= (¢, —d(f)+ f-n—n-f)

=~ (p(9),d())) + (p(8) ,ady () = 0
En consecuencia

(fxo,m)=(f-¢,m) = (¢ f,m)=(d,m)

porque || f||, = 1. Dada a € G entonces f * d, € L' (G) es no negativa c.t.p. y || f * d,]|, = 1.

En consecuencia

(00 @ym) = (f % (00 x @), m) = ((f * 0a) % ¢, m) = (¢, m), (4.47)
0 sea m es invariante a izquierda. Finalmente, usando la notacién del Lema sea i, la
tinica medida compleja sobre H (L>°(G)) que realiza a m como funcional lineal acotado sobre
L>*(G). Como

o]l = Lt (H (L(G)))| = L djtn = m (1) = 1

entonces /i, es no nula. Seap € L> (G)" tnica tal que i (p) = |tm| / || tm]]- Entonces ||p|| = 1

pues p es isométrica. Ademads

. . ‘Mm’ .
= [ sy ) () = [ O

H(L>(G)) | £ |

Como fi,, << |ptm|, por el Teorema de Radon-Nikodyn existe una dnica U,, € L' (|u,,]|) tal
que dpty, = Uy d ] y |Un (R)| = 1, salvo quizés para valores h‘s en algiin subconjunto de

|| —medida nula (cf. [34], Th. 6.12, p. 133). Sia € G, ¢ € L™ (G), vale entonces

[ haed) dunlh) = [ h(6) dun(h)
H(L>(G)) H(L>(G))

ie.
Lo b U (W) )l )= [ WU (1) ) il ()
H(L>(G)) H(L>(G))
y podemos concluir que |u,,| es invariante a izquierda, o bien que (0, * ¢,p) = (¢, p) para
cualquiera € G, ¢ € L* (G). O
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Ejemplos de algebras de Banach

amenables

En gran medida la teoria de amenabilidad ha sido concebida, como ya hemos sefia-lado,
para dar teoremas de estructura de derivaciones o de operadores multilineales con coeficientes
en modulos de Banach. En algunos casos especificos, como por ejemplo en C*—algebras, se
sabe que toda derivacion es automdticamente continua (cf. [28], Th. 2.3.1, p. 22). Mas atn toda
derivacion sobre un algebra semisimple es necesariamente continua (cf. [20]). Hay algunos
resultados notables, tanto por su profundidad como por la simplicidad de sus demostraciones.
Por ejemplo, si 2l es un dlgebra de Banach, d es una derivacion acotada sobre 2l 'y §2 (a) = 0 para
cierto a € 2 entonces 0 (a) tiene radio espectral nulo (cf.[25], [32]). Este resultado permite dar
una demostracion elemental, en el caso de dlgebras de Banach unitarias 2, de la no existencia
de elementos a,b € A talesque a-b —b-a = 1 (cf. [38], [39]). Esta conclusion estd en la base
de la teoria de la fisica cudntica iniciada en 1924 por Heisenberg y Scrodinger. Por otra parte
es remarcable que, en el caso de dlgebras abelianas, toda derivacidon acotada tiene su imagen
contenida en el radical (cf. [31]). Se dan algunos resultados inesperados, por ejemplo el dlgebra
C° [0, 1] no admite estructura de dlgebra de Banach (cf. [30]). En general no se han logrado ain
resultados satisfactorios respecto a la descripcion y propiedades de derivaciones en algebras de
operadores. Por ello es ciertamente muy apropiado el punto de vista adoptado en la teoria de
amenabilidad, ain considerando las limitaciones tedricas todavia no superadas. Sin embargo,
permite el logro de resultados que dan una comprensién més acabada de la estructura de clases
de dlgebras, superando el andlisis de dlgebras en particular.

Pasamos revista a continuacién a algunos ejemplos, en una lista necesariamente incompleta,

en la que podemos sefialar algunas aplicaciones de la teoria de amenabilidad, apenas introduci-
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da.

El algebra M, (C)

Sea 24 =M, (C) el dlgebra de Banach de matrices n X n con coeficientes complejos. Sea
{ejr : j,k =1,...,n} el conjunto de matrices candnicas unitarias de {[ y veamos que posee una
diagonal virtual. Para ello definimos m = L 3%, e;,®ex jen2A © A Como A D A — (A @A)

sabemos que 7** | 2l = 7. Por lo tanto tenemos que
1 < 1 <
S : )= = E ces: = F.
™ (m) o § 7 (e ® ex,j) n -6 n

Jk=1
Asi obtenemos que a - w (m) = a para cualquier a € 2. Luego para m,l € {1,...,n} tenemos

que

n

1 1 1
lm - = — E €L " €jk & Cj = — E €L ®ej=— § €jk & Chj* Elm = M+ ELm
J,k=1 Jj=1 Jik=1

n

Luego se sigue que a - m = m - a para cualquier a € 2l y asi m resulta una diagonal virtual de

M.

Amenabilidad de grupos finitos

Si G es un grupo finito entonces [*°(G) = CY. Haciendo

m: 1™ (G) = C, (¢,m) ZéZQS(g)
geG

es inmediato que m es un promedio invariante.

Amenabilidad de grupos abelianos

La amenabilidad de grupos abelianos puede deducirse usando el siguiente teorema de Kakutani-

Markov
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Teorema 4.2.50. (cf. [23], [26]) Si K es un subconjunto compacto no vacio de un espacio
localmente convexo X y F es una familia abeliana de funciones continuas afines de K en K

entonces existe vo € K tal que f(xy) = x¢ paratoda f € K.

Notar la similitud formal de los teoremas de Day y de Markov-Kakutani, ambos de punto
fijo. Mas especificamente, si G fuere un grupo localmente compacto y abeliano, sea K el con-
junto de todos los promedios sobre L (G). K es convexo y compacto en L™ (G)*. Sig € G

definimos

Ty: L=(G)" = L= (G)", (Tyn,¢) = (5g% d.n)

donde ¢ € L™ (G) yn € L*®(G)". Cada aplicacién T, es w*—continua y T, (K) C K. Mas
aun, es inmediato que Ty, = T, o T}, para cualquier g, h € G. Por el teorema de Kakutani-
Markov existe m € K tal que T,;m = m para cualquier g € G. Asi m es un promedio invariante

a izquierda sobre L™ (G).

Amenabilidad de /!(G)

Si GG es un grupo, definimos

91:11(G)={f€@rHfH=Z!f(7")\<OO},

reG
siendo 2l un espacio de Banach. Si ahora definimos para cualquiert € Gy f, g € i el producto
(f*xg)(t)= > f(r)g(s)entonces f g estd bien definida y 2 deviene un dlgebra de Banach
unitaria, donééST; unidad es ey = I, siendo e el elemento neutro de Gy ey (t) = 0sit # e
y ey (t) = 1sit = e. Veremos que ARA ~I' (G x G). Sea A : ARA —1' (G x G) tal que

Af®@g)(s,t)=f(s)-g(t)si(s,t) e GxGy f,g €U Fijadas f,g € 2,

IA(f@gl= D 1f(s) 9@ =I/llgll < oo

s,teG

ie. A(f ®g) €' (G x G). En particular,

Af@gll=If@gl..Siv=2, fi@g;con fi

g; € 2, entonces obtenemos que

IAul <Y Ifi©gill, =Y Ifill lgill
i=1 =1
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o bien, ||Au| < |ju|l. La existencia de una aplicacién lineal A : ARA —I' (G x G) tal que
verifique A (f ® g) (s,t) = f(s) - g (¢) se sigue porque la aplicacién B : 2 x A —I' (G x G)
tal que B (f,g)(s,t) = f(s)-g(t) para f,g € Ay s,t € G es bilineal y ademas verifica
que ||B(f,9)|| < |If]l lgll. Asi existe entonces la aplicacién A : ARA —1' (G x G) tal que
A(f®g) = B(f,g)con f,g € 2. Sabemos que A es acotada y ||Au|| < [ju]], siu € ADA.
Seaahora T : I' (G x G) — AR tal que

r Z a(a,b) oy | = Z a(a,b)d, ® 0p
(a,b)EGXG (a,b)eGXx@E
Como |0, @ 65|, = [|0al [|65]| = 1 entonces I estd bien definida. Ademds,

AT(@)=A| Y a@b)sesg|= > alab)iuw=a

(a,b)eGXG (a,b)eGXG

Por otro lado, siu = Y f; ® g; en A2 entonces
=1

= FZB(fiagz’>
_Z Z fzygz )5a®6b

=1 (a,b)eGxG

_Z Z fz gi 0q @ 0p = U

=1 (a,b)eGxG

De donde obtenemos que I' = A~1. Ademads

IT@l, < > la(@b)=|a

(a,b)EGXG

li(GXG)
Concluimos asi que A es un isomorfismo isométrico, pues si v € AR tenemos
[ull, = ITAu[l, < [[Aul] < [,

Asi A2 ~ [' (G x G) y por lo tanto, también es valido (2(@91)* ~ (™ (G xG).
Veremos que ! (G) es dlgebra de Banach amenable si y solo si G es grupo amenable. Asu-

mamos que A =I' (G) es amenable. Sea 7 : ARXA — A lineal y acotada tal que si f,g € A
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*

entonces 7 (f ® g) = f*g . Asitenemos que 7* : [*° (G) — (Ql@?l)* y* (Lie(q)) € (Ql@ill)
Si f, g € 2 obtenemos

(f@g.m (ix)) = (7 (f®9), ix))
= (f*g,Lix@)
= Z (f x9g)(a)

a€eG

=> > f) g

a€G b.c=a

=>_ > [ g(t7"a)

acG beG

=> f®)Y g(b7'a)

= (f lix@) (9:Li=@) = ® g, i) @ Lim(a))

ie. 7 (Lio(c)) = Lise(q) ® Lim(cy €n (Q@Ql)* Definimos ahora m (¢) = (1;=(c) @ ¢, M) con

¢ € 1 (Q). Es claro que m esté bien definido, es lineal, acotado y ademads

m (Lie(c) = (7" (Lis@)) » M) = (Lise), @™ (M) = (Li(a), €.) = (0e, lie(@y) = 1

y también m verifica
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Pero si f € I' (G) se tiene

(f, 00 Liscy) = (f * 80, Li(c))
=3 " (f*4a) (b)

beG

=> ") f(e) ba(d)
beG c.d=b

= (e
bed

=> flo)={ 1)
ceG

0sea d, - 1jo(@) = 1j=(). Finalmente, tenemos que

(960, m) = ((60 - Lim(cy) @ ¢, M) = (Lio(y @ ¢, M) = m ()

i.e. m(¢d,) = m(¢), y asi concluimos que m es un promedio invariante a izquierda. Recipro-
camente, asumamos que m es un promedio invariante a izquierda sobre [*° (G) y veamos que
existe M € (ASA) " tal que 7 (M) = eaya-M = M-asia € I' (G).Dada F € [* (G x G)
definimos para cualquier ¢ € G una aplicacién en [ (G) dada por F (t) = F (t,¢™) y podemos
definir un elemento M € (AXA) " = (I (G x G))" haciendo (F, M) = <ﬁ,m>. Evidente-

mente M esta bien definida, es lineal y

|(F, M)| = ‘<F,m>‘ < HFHPO(G) [mll < [ F (i exa)

Ahora, si s € Gy f, g € 2 tenemos

(F-ds, fog)=(F0,(fog)=(F(s-f)®@g),
(0s-F, f@g)=(F(f®g)ds) =(F,f@(g9-5))

o bien, (F'- &) (u,v) = F (s-u,v)y (0s- F) (u,v) = F (u,v-s). Luego son vélidas las si-
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guientes igualdades,

Fo,(t)=F -6, (t,t7") = F(s-t,t7"),
b F(t) =6, F(t,t7") = F(t,t7 - s),

ie. <ﬁ) <0 = f\gs para cualquier s € GG.Luego,

_ <F-6S,m> = (F, 8, - M)

y entonces M - ds = & - M si s € G. Por otro lado, si 6 € [*° (G) tenemos que

Asi M verifica que 7 (M) = ey y también M - §; = 0, - M para cualquier s € G. Por lo tanto,
M es diagonal virtual de (AZA)™" .
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Sobre promedios invariantes en (> (Z)

En general no siempre es posible exhibir promedios invariantes. En este ejemplo, aunque

hacemos uso de un resultado de compacidad, podemos intuir la forma de un promedio invariante

sobre [® (Z). A tal efecto, si n > 1 sea m(™ = 2n1+1 > 0jen I'(Z). Ast ||m(")H1 = 1
j=—n
Como ' (Z) < 1*° (Z)", pasando eventualmente a una subsucesion, existe m € [* (Z)" tal que

m = w* — lim, m™. Sean ¢ € [* (Z), r € Ny suponemos n > r, entonces
<¢7 57" : m(n)> = <5r : ¢7 m(n)>

1 . ,
Tt > 40 -)

1 n—r
T o+l j;_r ¢ (k)
1 —n-+r—1 n—r

B 1 — 2n—r)+1 1 !
_Q(n—r)—i-l,z ¢ (k) 2n+1 +2n—i—1.Z ? (k)

Jj=—n+r Jj=—n-—r
En consecuencia

n—oo

Sobre las algebras de Lebesgue [?(Z), 1 < p < oc.

Dados a,b € IP(Z) sea a - b = {a, - b}, ., . Veamos [P(Z) deviene entonces en un dlgebra

de Banach. Evidentemente, basta demostrar que ||a - b||, < 1si [lal|, < 1y |[b]|,, < 1. En efecto,
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sig € Restal que 1/p+ 1/q = 1, dado un subconjunto finito 7’ de Z podemos escribir

Z | - bol” = Z |anl” [bnl”

nekF neF

<(ger) (Zer)”
<(ger) (Ser)
<lall, (nEF!b !”) "

< all, [16l5"* <

de donde es inmediata la afirmacion.

Veamos que estas dlgebras no son amenables. Bastard ver que cualquier aproximacion de la
unidad es no acotada. En efecto, sea R = {e,},. 4 una aproximacién acotada de la unidad de
IP(Z). Fijado F' € Py(Z) sea fr = >, cpr€n. Como limaey (€, - fr) = fr existe ap € A tal

que ||eq - fr— fF||p < 1/2sia > ap.Luego, sia > ar y m € F tenemos

1/p
lea (m) — 1] < (ZH — €a (n)|p> <llea+ fr — frll, <1/2.

neF

Luego

learlly = D lear (W + D leas ()] = £F/27,

ner ng¢F
de donde sigue la conclusion.

Algebras C-amenables

Si C' > 1y il esun dlgebra de Banach, diremos que 4 es C' —amenable si tiene una diagonal

aproximada acotada por C'.

El algebra B (I?)

Sea B (1) el C-espacio vectorial de endomorfismos lineales sobre C", munida de la estruc-

tura natural de dlgebra de Banach inducida por ((C", o]l p> SiB = {ej} es la base canénica
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de i? y T € B(I2) existen escalares tnicos tal que Te; = > a;; - e; con 1 < j < n. Si defi-
i=1

nimos A (1) = (ai;);,_y, A« B(l5) — M, (C) es un isomorfismo algebraico. Dado o € S,

indiquemos A, a la matriz de M, (C) cuya j-ésimafilaese,,, 1 < j < n.Si{e;;}, ., j<n esel

conjunto de matrices canénicas en M, (C) tenemos

n
n
Ag= D oijij={00 i}y =Y Cia,
=1

1<i,j<n

Sie e {—1,1}", o seasi € es cualquier n-upla con +1%s en sus coordenadas, indiquemos D, =
n

> €je; ;.. Entonces

j=1
(AUDE)T,S = Z (€0 DE)T,S = Z Z 5:,7;- (De)t,s = 6§(r)68'
i=1 i=1 t=1
Luego,
AgDe = 65 €sra = > €5 €qmi(s)s (4.48)
7,8 s=1
Andlogamente,
DEAO' - Z €r Cro(r) = Z €o—1s €o—1(s),s" (4.49)
Escribamos o (€) = (€q(1), ---, €o(n)) €0 {—1,1}". De (4.48) y (4.49),
AsDe = Dy1(0As. (4.50)
Escribiremos
G={DA,:0€8,, ec{-1,1}"}, 4.51)

y veremos que G es un subgrupo irreducible de matrices de Gl (n, C), i.e. contiene un conjunto

de generadores de M, (C). En particular, es evidente que G es finito. Dado que

(Del AUI) <D€2 A02> - Dﬁl (AUl Dez) AUz (4.52)

- D, (Dal_l o Am) A, =D Ao (4.53)

610'1_1(62)

entonces G es cerrado por productos. Hemos usado que D, - D, = D, ., donde

er-ea=1{a(l)-&(1),...,ea(n) -e(n)}e{-1,1}"
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y que A,, Ay, = Asyos,, donde oy o 09 es el producto de S,,. Ademds I = D,

..........

matriz idéntica (D, AU)_l = A,-1 D, pues

(Agr D) (Do Ay) = Agr Ay = Ag

.....

(D Ay) (Ag-1 D) = D, (Ay Ay-1) D = D.D. =1

y por (4.50) A,-1D. € G. El producto es asociativo como sigue enseguida de (#.52)). G es
grupo irreducible, i.e. contiene un sistema lineal de generadores de M,,. En efecto, sean e,
e {-1,1}"talquee(i) = —€(i)sii Zrye(r) = —€(r)conl <i,r <n.Sic e S,
entonces D A, + DA, = 2e,,(;) como o y r son arbitrarios, e, s € gene (G). Sea ahora
m = |G‘ S g®g~ "t en M,&M,,. Si 7 : M,®M,, — M, tal que 7 (z ® y) = 2y con z,y € M,,.

geG
Evidentemente 7 (m) = Id ;. Ademas si h € G tenemos

Z g @g = Zhg ) h=m-h

QGG geG

Como M, es la cdpsula lineal generada por G sigue que a-m = m-a si a € M, y m es diagonal

virtual de M, ® M, o sea B (I?) es 1—amenable.

Sobre uniones de algebras C-amenables

Sean C' > 1, 4 un élgebra de Banach y (ila)a una familia de subdlgebras de 4, cerradas,
C'—amenables tal que | J 4, es densa en 4l. Entonces il es C'—amenable. En efecto, sea F la
familia de todos los su?)conjuntos finitos de (J4,. Sean F' € F y e > 0. Elegimos [, tal
que F' C ,. Dado que 4, es C'—amenable, gxiste Mmpe € U, @4, con Imp|| < C tal que
verifica ||a - mp. — mp, - a|| < ey ademas |la - mp,. — a|| < € para a € F. Asi se sigue que

(MEe) per, o €8 una diagonal aproximada para l acotada por C.

Observacion 4.2.51. Notemos que C", munido de la estructura de algebra de Banach definida
mediante a-b = (a; - by, ..., a, - b,) paraa,b € C", es amenable. En efecto, sea M = Z?:l e

e;. Entonces M € ((C”(B?(C")*}k y sia € C" tenemos

n

a-M:Zn:a-(eié@ei):Z(al e) ®e; = Zez (a; - e;) =M -a.

i=1 =1
Ademas



Observemos que C" — [%(N), que I>(N) — [%(Z) ya que las proyecciones son funcionales
acotados, y que U2 ;C" es denso en [?(N). [*(N) es un dlgebra de Banach no amenable, como

puede verse razonando como en (.

Sobre condiciones suficientes de amenabilidad

A continuacién esbozaremos una importante construccion mediante la cual se ha podido es-

tablecer la amenabilidad de algunas dlgebras de operadores (cf. [10]). Diremos que un sistema

biortogonal finito para un espacio de Banach E es un conjunto de la forma § = { (a:j, :c;‘) k=1, ...

con zy, ...z, € Eyaf,....z; € E* tal que (xj, ¢r) = 0,k con j,k = 1,...,n. Entonces es
posible definir homomorfismos
6:M,(C)— F(E),0(A) = >  ajr; ©},
1<j,k<n

donde F(E) indica al dlgebra de operadores lineales acotados de rango finito sobre E, A =
(@j)1<jpen €0 My (C) y (z ©27) (y) = 2"(y)z paraz,y € Ey 2* € E*. Un espacio de
Banach E tiene la Propiedad A si posee una red de sistemas biortogonales finitos {S\},
de E, de modo que los correspondientes homomorfismos 6, : M,,, (C) — F (E) verifican las

siguientes propiedades:
(i) limyep 05 (E,, ) = Idg uniformemente sobre subconjuntos compactos de E,

(ii) limyep 0 (E,,)" = Idg- uniformemente sobre subconjuntos compactos de E*,

(iii) Para cada indice X\ hay un grupo irreducible G de matrices ny x ny de modo que & =

SUPxeA SUPgea, 10x (9)]| < oo.

Amenabilidad de A (E)

Teorema 4.2.52. Supongamos que E tiene la propiedad A. Entonces el dlgebra A (E) de ope-

radores aproximables sobre [E es amenable.

Demostracion. Sea {Sy},., una red de sistemas biortogonales finitos de [E en las condicio-

nes anteriores. Para A € A sea d) = ﬁ % 0 (9) ®0 (g71). Veamos que la red {d\},_,
g€l
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en A(E)®A (E) es una diagonal aproximada de A (E). La misma deviene acotada por la
condicién (iii). Sea 7 : A(E)®A(E) — A(E) el tnico operador lineal acotado tal que
7(S®T)=SoT paracada S,T € A(E) . Escribiremos

nx
Py=m(dy) =0s(Ep) =Y zin@af,, A€A.

i=1

En particular, { P, },_, deviene acotado en A (E). Dados = € E, z* € E* resulta

v (1) (Z rip (@) i = )

y por (i) deducimos que limyecp Py (# © ) = 2 © 2. Como { Py}, es acotada y F (E) es

[Px(z©a") =z @z = sup
lyll=1

< [lz*|[ | Pz — x|,

denso en A (E) entonces {Py},., es aproximacion acotada a derecha de la unidad en A (E) .

Mas atn,

le©a" =Py (x0a") - B = [lv ©2" = Py(x) © Py («7)]]
= [I(z = Px(2)) © 2" + Py (z) © (2" — Py (7))
< lz = Py @)l lz*l] + [1Px (@) l=* = P ()]

y por (i) y (ii) obtenemos que limycp Py - (x ©® 2*) - P\, = x ® z*. Inferimos como antes que

limyep Py - T - P, = T paratodo T' € A (E). Puesto que
Tedy—dy-T = (T — PyoT o Py)-dy—dy-(T — PyoT o P\)+PyoToPy-dy—dy-PyoToPy
obtenemos que

lmpen |T-dy —dy - T|| < 2?53 x|l 1;31\ |7 — PyxoT o Py,

de donde sigue la afirmacion. [

Amenabilidad de A (L? (Q, 3, u))

Sea (€2, .S, ;1) un espacio de medida y sea p € (1, o). Consideramos

T={r={A,..., A, }: T C X resdisjuntay p(A;) € (0,00) VA; € T}.
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Si 7,79 € T escribiremos 71 < 7, si y solo si cada elemento de 7; es unidén de una subfamilia

de 7». Para cada 7 € 7 tenemos el correspondiente sistema biortogonal finito

1 1
= :A
67' {(H,(A)l/pXA’pJ(B)l/qXB> 7367}7

donde ¢ € (1,00) estalque 1/p+ 1/q = 1. Sea 0, : M,,_ (C) — A(LP (92, %, u)) el corres-

pondiente homomorfismo. En particular,

Or (En,) =Y (XA ® xa)/1t(A).

AeT

Dado K € ¥ tal que { K'} < 7 tenemos

0 (En)xx = Y LA)/Xk duxa= Y %XA:XK'

AeT ANK#o A AeT:ACK

En particular, 0, (E,.)" : (LP)" = LY — L1y xx € L% porque i (K) < 0o. Asi

<f7 07’ (Enr)* XK) = <fa XK © 07’ (Em—»
E..) [.xx)

/Z /fduxAdu

_ /fdu/du

KNA
= Z /fdu

AeT:ACK A

:/fdll’:<f7XK>7
K

ie. 0, (E,)" xx = xx-Andlogamente, para cualquier funcién simple s es vélido que lim..¢, 0, (E,..) (s) =
s. Por dltimo, dados f € LP,e > 0 sea s una funcién simple tal que | f — s||, < €/(7 + 1),

entonces

107 (En,) (f) = Fll, < 167 (En.) (f = $)ll, + 10 (En.) (s) = sll,, + [[s = I,
<10 (Eu ) Lf = sll, + [16- () (s) = sll, + lIs = I,
< (1= (En )| + 1) ls = flI, + [16- (En.) (s) = sll,
<@+ Dlls = Fll, + 116~ (En,) (s) = sl
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de donde
It [0 (B.,) (/) ~ fll, < @+ 1) lls = £, <
Asi vemos que ¥ satisface (i) de la Propiedad A, verificindose la condicién (ii) en forma andlo-

ga. Dado 7 € T sea G el grupo irreducible finito de matrices definido en (4.51). Parac € .5,,_,
ee{-1,1}"y7r={Ay,..., A, } tenemos que

T €; 1
16 (DA (Dl = |30 | =L [ £ |~ v
: j=1 N(Aj)l/ij M(Aa(j))l/q v
p
p\ 1/p
nr 1 /
=Y ——|[ fdu
j=1 M(Aj)p/q A,
1/p
nr 1
< | S0y [y da
j=1 N(Aj) A
1/p
> [ | =151,

—1
J Aj

i.e. 0 = sup,cgsup,eq. |07 (9)]] < 1, i.e. el espacio LP (€2, %, 1) tiene la Propiedad A y por el
Teorema4.2.52|concluimos que A (L (€2, S,u)) es 1—amenable.

Amenabilidad de grupos compactos

Supongamos entonces que G es grupo compacto. Entonces la medida de Haar esté natural-

mente normalizada (cf. [5]], Th. 11.4, p. 155), de modo que si ¢ € L™ (G) se tiene

16 @ldme @ < o] <.
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obien L™ (G) C L' (G). Sea entonces m : L™ (G) — C tal que (¢, m) = [ ¢ (a) dm,, (a). Si
G
¢ € G escribimos

(6. % b, m) = / (6. % 8) (a) dme (a)

— 7/¢(b‘1a) do. (b) dmg (a)

¢ (b~'a) dme (a) do. (b)

¢ (a) dmg (a) dé. (b)

W
Q\ Q\

—~

b, m) G/ s, (b)

- <¢7 m> <1G760> = <¢7 m>7

i.e. m es invariante a izquierda. Ademds m € (L* (G))" y |[[m|] < 1. Como (1g,m) = 1

entonces m es un promedio invariante a izquierda sobre G.

Una propiedad hereditaria

La amenabilidad es un concepto rico en propiedades hereditarias, no obstante lo cual las
mismas deben establecerse con suficiente recaudo. Nos limitamos a sefialar la siguiente: Si
2, B son dlgebras de Banach unitarias y € : 20 — ‘B es un homomorfismo continuo tal que
WQ() = B y que 0 (ey) = ex. Si A es amenable entonces B lo es. En efecto, como el siguiente
diagrama es conmutativo

ARA M BRDB
1 Ty L7
2A i B
entonces 7y (0 ® 0)* = 0" wj". Si M es diagonal virtual de A, sea N = (0 ® 6)**(M).

Entonces

Ty (N) = my (0@ 0)™ (M) = 7 my (M) = 0™ (ea) = ex.
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Seanu € (BRB)*, b€ By {a,} C Atales que 0 (a,,) — b. Como v - b = lim,, u - 0 (a,) en
(BRB)" entonces

(u,b- N) = (u-b,N) zll'rlgn(uﬂ(an),(@@@)** (M)) =lm (0 ®0)" (u-60(a,)), M)

n

Asi si a, € 2 tenemos que (0 @ 0)* (u -0 (a,)) € (ADA)*. Ademds si a;, a; € A obtenemos

(0 ®0)" (u-0(a)) (a1 ®az) = (u-0(a))(0(a1) ® 6 (az))
=u(f(a-a1)®0(az))
u((0®0)((a-a)®az))
u((f®0)(a(a ®az)))
)

= (0 ©0)"u) (a (e @ az)) = (0@ 0) ) a) (a1 @ az),

de donde (0 ® 0)* (u- 0 (a)) = ((6 ® 0)*u) a. Asimismo, (8 ® 0)* (u (6 (a))) = (0 ® 0)*u) a.
En consecuencia
(u,b- N) =1im (0@ 0)" (u- 0 (an)) , M)

= 1im (6 © 0)") a,, M)

= 1im (6 © 0)"u, a, - M)

= 1im (0 © 0)"u, M - ay)

= lim (a, (0 © 0)u), M)

= 1im (6 © )" (6 (a) u) , M)

= 1im (0 (ay) u, (0 @ 0)* M)

n

= lim (0 (a,) u, Ny = (b-u, N) = (u, N - b)

n

Asi tenemos que 73 (N) = eg yb- N = N -b, entonces N es diagonal virtual de B y ‘B resulta

amenable.

Amenabilidad de ciertas algebras uniformes

Sean (2 un espacio compacto Hausdorff, C'(2) el dlgebra de Banach usual de funciones con-

tinuas sobre ). Si G = {exp(if) : f € Cr(Q2)}, G resulta amenable ya que es grupo abeliano,
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ie. ['(G) es amenable. Sea 0 : I*(G) — C(Q) dada por 0 (o) = >, _ ae™. Entonces 6 es
homomorfismo continuo de dlgebras. Si 2l = 6 (I'(G)), 2 es una subélgebra de C(£2). Ademds
C— A puessiz e C,z=0(z01)condi(g) =1sig=1lenGydi(9) =0sig+# lenG.
Ademds 0 (o) =3, oan e =3, o0 e = 0 (a*), donde a*(h) = a (—h) con h € G,

i.e. 2A C A*. Ademas 2 separa puntos de €2, y por el Teorema de Stone-Weierstrass sigue que 2

es densa en C(2). La amenabilidad de C(€2) sigue entonces de ().

El algebra sobre el disco cerrado unitario de C

Sea A(D) el conjunto de funciones continuas en el disco unitario cerrado D que son analiti-

cas en su interior D. Dados z,y € A(D) y s € D, escribimos

(l’*y)(G)ZC/O z (¢ — 1<) y(ts) dt

Entonces (A(D), ||o]|. ,*) es una subdlgebra de Banach sin unidad de Cc(D). Veamos que
A(D) no es amenable. En efecto, C es un .A—bimddulo de Banach como sigue definiendo \- f =
f-A=X-f(0)parareCyfecASeaDf = f1(0)parafc AD).Asi D € Z'(A,C)y

es evidente que N''(A, C) = {0} y C es un médulo dual, de donde sigue la afirmacion.

Algebras débilmente amenables

Es el caso de las algebras de Banach abelianas y semisimples, como sigue del ya menciona-

do teorema de Singer & Wermer (cf. [31]]).
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