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Resumen

Las ecuaciones diferenciales con retardo son utilizadas frecuentemente para mo-
delar problemas en f́ısica, ingenieŕıa o bioloǵıa entre otros. Estas ecuaciones son un
ejemplo de ecuaciones diferenciales funcionales y la complejidad que presentan sus
soluciones es mucho mayor que la observada en ecuaciones diferenciales ordinarias,
incluso para ecuaciones de primer orden. Por la dependencia temporal con el retar-
do, una solución queda determinada a partir de una función inicial definida en un
intervalo de tiempo, el problema que resulta es infinito-dimensional.

Muchas herramientas teóricas conocidas para el estudio de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias se adaptan o generalizan para el estudio de ecuaciones diferenciales
con retardo. Es especialmente interesante, tanto desde el punto de vista teórico co-
mo práctico, el estudio de soluciones oscilatorias en este tipo de ecuaciones. A lo
largo de esta tesis desarrollamos metodoloǵıas que nos permite calcular soluciones
periódicas y determinar su comportamiento dinámico.

La primer metodoloǵıa presentada en esta tesis combina la utilización del méto-
do de análisis homotópico y un método de colocación para calcular la estabilidad de
los ciclos periódicos existentes. Las ventajas que presenta este procedimiento y las
distintas adaptaciones que hemos realizado a los métodos, nos permiten describir es-
cenarios dinámicos interesantes en distintas ecuaciones con retardo. En primer lugar,
analizamos una ecuación de van der Pol realimentada con retardo, observamos dis-
tintas bifurcaciones y resonancias en las que intervienen uno o varios ciclos periódi-
cos. Por otra parte, utilizamos el método de análisis homotópico como herramienta
teórica para probar la existencia de ramas de bifurcaciones de Hopf isocrónicas.

Otro método que permite el estudio de soluciones oscilatorias en ecuaciones dife-
renciales con y sin retardo, es la metodoloǵıa en frecuencia. En esta tesis presentamos
una metodoloǵıa iterativa en frecuencia que generaliza los resultados existentes y
permite, utilizando teoŕıa de singularidades, describir distintos escenarios dinámicos
relacionados con bifurcaciones de Hopf generalizadas. Por último, usamos el método
en frecuencia para estudiar sistemas discretos, demostramos la existencia de bifur-
caciones de gran interés y determinamos en forma anaĺıtica la interacción de las
mismas.

iii





Abstract

Delay differential equations are often used to model problems in physics, en-
gineering and biology among others. These equations are examples of functional
differential equations and their solutions have a much higher complexity than that
observed in ordinary differential equations, even for first order equations. By the
time dependence with the delay, a solution is determined from an initial function
defined in an interval of time, the problem then it is infinite-dimensional.

Many theoretical tools developed for the study of ordinary differential equations
are adapted or generalized to analyze delay differential equations. It is particularly
interesting from both theoretical and practical point of view, the study of oscillatory
solutions in this type of equations. Throughout this thesis we develop methodologies
that allow us to calculate periodic solutions and determine its dynamic behavior.

The first methodology presented in this thesis combines the use of homotopy
analysis method and a collocation method for calculating the stability of existing
periodic cycles. The advantages of this procedure and the adaptations we have made
to the methods, permit us to describe interesting dynamic scenarios in different
equations with delay. First, we analyzed a van der Pol equation with time–delay
feedback, we observed different bifurcations and resonances, which involved one or
more periodic cycles. Also, we use the homotopy analysis method as a theoretical
tool to prove the existence of branches of isochronous Hopf bifurcations.

Another method used in the study of oscillatory solutions in differential equations
with or without delay, is the frequency–domain approach. In this thesis we present a
frequency–domain iterative methodology that generalizes existing results and, if it is
combined with the use of singularity theory, allows us to describe various dynamic
scenarios related to generalized Hopf bifurcations. Finally, we use the frequency–
domain approach to analyze discrete systems with delay, we show the existence of
bifurcations of great interest and we determine analytically the interaction of these
bifurcations.
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viii Índice general

4.3.1. Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.4. Rotaciones. Otras coordenadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.4.1. Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.5. Conclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5. van der Pol con retardo, HAM iterado 51

5.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2. Ecuación de van der Pol con retardo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.3. Uso de iteraciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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dado en (4.6), (· · · ) 2π/ωvib calculado con HAM. . . . . . . . . . . . . 45

4.3. a) Soluciones rotatorias exactas (—) y soluciones aproximadas con
HAM (– –) en ambos sistemas de coordenadas; b) Comparación de
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Introducción

Las ecuaciones diferenciales con retardo son utilizadas frecuentemente para mo-
delar problemas en f́ısica, ingenieŕıa o bioloǵıa entre otros [6, 24, 61]. Estas ecuaciones
constituyen un ejemplo de ecuaciones diferenciales funcionales [35]. La complejidad
presente en estos modelos es mucho mayor que la observada en ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, basta considerar una ecuación de primer orden en una dimensión
que incluya un parámetro y un retardo, para hallar movimiento periódico, cuasi-
periódico o bien comportamiento caótico [71, 83].

Debido a la dependencia temporal con el retardo, una solución queda determi-
nada a partir de una función inicial definida en un intervalo de tiempo, el problema
que resulta es infinito-dimensional. Muchas herramientas conocidas para el estudio
de ecuaciones con retardo son adaptaciones o generalizaciones de resultados y técni-
cas que se emplean para ecuaciones diferenciales ordinarias. Aśı se reeditan en este
contexto cuestiones clásicas como el análisis de bifurcación, la existencia de la va-
riedad centro, la bifurcación de Hopf, la teoŕıa de Floquet, los mapas de Poincaré,
bifurcación de ciclos y el análisis de estabilidad de soluciones de equilibrio en general
[15, 16, 22, 25, 33, 35].

En el estudio de soluciones de ecuaciones diferenciales, las soluciones oscilatorias
son de gran importancia tanto desde el punto de vista teórico como práctico; a lo
largo de esta tesis desarrollamos distintas metodoloǵıas que nos permiten calcular
estas soluciones y determinar su comportamiento dinámico.

Las ecuaciones diferenciales no lineales son generalmente dif́ıciles de resolver por
métodos anaĺıticos. Se conocen distintas técnicas que permiten hallar soluciones de
ecuaciones diferenciales no lineales. Entre ellas encontramos por ejemplo las técnicas
perturbativas que resultan muy convenientes cuando la no-linealidad es débil. Esto se
debe a la necesidad de que existan parámetros pequeños (o grandes) en las ecuaciones
consideradas para obtener desarrollos de las soluciones.

Otros métodos, llamados no-perturbativos, como por ejemplo: el método de
parámetro artificial pequeño de Lyapunov, el método de expansión-δ o el método de
descomposición de Adomian; son, en principio, aplicables en general. Sin embargo
debido a las dificultades para controlar la convergencia, resultan convenientes sólo
para resolver problemas débilmente no lineales.

El método de análisis homotópico es un método anaĺıtico que resuelve los proble-
mas de los métodos anteriores permitiendo controlar la convergencia de las series que
se calculan mediante un parámetro que se introduce artificialmente [49, 50, 52, 53].
La aplicación del método para resolver ecuaciones diferenciales con retardo se ha
considerado en algunas ecuaciones particulares [1, 5, 41, 42]. Sin embargo, la utili-
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2 Caṕıtulo 1. Introducción

zación de este método como herramienta para el análisis de la dinámica relacionada
con soluciones oscilatorias ha sido poco desarrollado en la literatura del tema hasta
la actualidad.

En gran parte de esta tesis implementamos el método de análisis homotópico
para el estudio de soluciones periódicas en ecuaciones diferenciales no lineales. En
particular, desarrollamos una metodoloǵıa que permite encontrar expresiones anaĺıti-
cas de alto orden de soluciones oscilatorias en ecuaciones diferenciales con retardo
e implementamos un método de colocación de Chebyshev apropiado para decidir
sobre la estabilidad de los ciclos [13]. Esto nos permite estudiar ciertos escenarios
dinámicos interesantes en los que intervienen soluciones periódicas.

Además, presentamos una metodoloǵıa iterativa en frecuencia que permite, uti-
lizando teoŕıa de singularidades, el estudio de soluciones oscilatorias locales en ecua-
ciones diferenciales con retardo. La bifurcación de Hopf en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias puede estudiarse en el dominio de la frecuencia por medio
del Teorema Gráfico de Hopf y sus generalizaciones utilizando ideas de la teoŕıa
de sistemas realimentados y técnicas de balance de armónicos [57, 58, 59, 76]. La
metodoloǵıa ha sido extendida para el estudio de bifurcaciones locales de ciclos en
ecuaciones diferenciales con retardo [29, 38, 59]. En esta tesis extendemos este análi-
sis abarcando el estudio de algunas bifurcaciones de Hopf generalizadas en ecuaciones
diferenciales con retardo.

1.1. Esquema de la tesis

En el siguiente caṕıtulo resumimos los conceptos y teoremas básicos de la teoŕıa
de ecuaciones diferenciales con retardo. Enunciamos en particular el teorema de
Hopf para este tipo de ecuaciones y mostramos un método numérico que permite
calcular la estabilidad de ciclos periódicos.

En el caṕıtulo 3 presentamos el método de análisis homotópico puntualizando
las distintas posibilidades y ventajas que presenta este método para la resolución
de ecuaciones diferenciales. Desarrollamos la utilización del método orientado a la
búsqueda de soluciones periódicas en ecuaciones con retardo y probamos algunos
resultados para determinar bifurcaciones de Hopf.

Los siguientes caṕıtulos corresponden a distintas aplicaciones y modificaciones
que hemos realizado para utilizar el método de análisis homotópico en el estudio de
varios sistemas. El caṕıtulo 4 está dedicado al péndulo simple, aunque la ecuación
analizada no contiene retardo este ejemplo nos permite mostrar la potencialidad del
método y las adaptaciones a la búsqueda de soluciones periódicas en distintos siste-
mas de coordenadas. Las aproximación de las soluciones y del peŕıodo de las mismas
resultan muy buenas, tanto en el caso de las oscilaciones como de las rotaciones (los
resultados en este caṕıtulo se encuentran en [8]).

En el caṕıtulo 5 consideramos la ecuación de van der Pol realimentada con retar-
do. Por medio de este ejemplo mostramos algunas dificultades que podemos encon-
trar al utilizar el método de análisis homotópico para hallar soluciones oscilatorias
de ecuaciones con retardo y cómo estas dificultades se pueden resolver con el uso
de iteraciones. Es posible recorrer el espacio de parámetros hallando las soluciones
periódicas y su estabilidad, lo que permite el estudio de la dinámica de la ecuación
en entornos de bifurcaciones complejas en las que intervienen varios ciclos (estos
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resultados se encuentran en [7]).
El caṕıtulo 6 contiene resultados teóricos obtenidos utilizando el método de análi-

sis homotópico. Probamos que en ciertos sistemas conservativos modificados con
retardo las soluciones que surgen en una rama de una bifurcación de Hopf tienen
el mismo peŕıodo, llamamos a este fenómeno bifurcaciones isocrónicas. Mostramos
además dos ejemplos de sistemas mecánicos clásicos a los que se le ha agregado una
realimentación con retardo. Los resultados forman parte de un trabajo enviado para
su publicación.

En los dos caṕıtulos siguientes utilizamos el método en frecuencia para estudiar
sistemas continuos y discretos con retardo. En el caṕıtulo 7 describimos un método
iterativo que generaliza resultados existentes en el análisis de soluciones oscilatorias
locales en sistemas con retardo. Analizamos tres ejemplos que muestran la poten-
cialidad del método y que presentan bifurcaciones que han sido poco estudiadas en
ecuaciones diferenciales con retardo.

Por último, en el caṕıtulo 8 estudiamos un mapa discreto genérico que presen-
ta una bifurcación de doble peŕıodo. Aplicamos un controlador por retardos y el
método en frecuencia para analizar los cambios en la bifurcación y la aparición de
nuevas órbitas cercanas al punto de equilibrio. Presentamos condiciones anaĺıticas
para determinar bifurcaciones de doble peŕıodo y Neimark–Sacker. Determinamos
además la interacción de las bifurcaciones anteriores a través de una resonancia fuer-
te 1:2. Aplicamos los resultados a dos ejemplos de interés en la literatura de sistemas
discretos (algunos de los resultados en este caṕıtulo se encuentran en [28]).





2

Ecuaciones diferenciales con

retardo

2.1. Introducción

En este caṕıtulo presentamos las definiciones y teoremas de la teoŕıa de ecua-
ciones diferenciales con retardos que utilizaremos a lo largo de esta tesis. El libro
de Hale & Verduyn Lunel [35], fundamental en el desarrollo de esta teoŕıa, contiene
las demostraciones de la mayor parte de los teoremas enunciados a continuación. La
exposición se complementa con resultados y observaciones presentados en [6, 44].

2.2. Ecuaciones diferenciales con retardo

Consideremos el espacio de Banach C = C([−τ, 0],Rn) de funciones continuas de
[−τ, 0] en R

n, equipado con la norma

‖φ‖ = sup
−τ≤θ≤0

|φ(θ)|, (2.1)

donde | · | es la norma Euclidiana usual en R
n. Sea x ∈ C([σ0 − r, σ0 + σ],Rn), para

valores σ0 ∈ R y σ ≥ 0. Para t ∈ [σ0, σ0 + σ] sea xt ∈ C la función definida por
xt(θ) = x(t+ θ) con θ ∈ [−τ, 0].

Si f : R × C → R
n, definimos una ecuación diferencial funcional con retardo

(EDFR) como

x′(t) = f(t, xt). (2.2)

Se dice que la ecuación es lineal si f(t, φ) = L(t)φ + h(t), con L(t) : C → R
n lineal

y h(t) ∈ R
n. Si además h = 0 la ecuación es lineal homogénea. Si f(t, φ) = g(φ) y g

no depende expĺıcitamente de t, decimos que la ecuación (2.2) es autónoma.
La ecuación funcional (2.2) contiene distintos tipos de ecuaciones diferenciales,

por ejemplo: ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), si consideramos τ = 0;
ecuaciones diferenciales con uno o varios retardos (EDRs), tanto constantes como
variables; y distintas ecuaciones integrodiferenciales [35]. Veamos algunos ejemplos
de ecuaciones con retardos constantes con las que trabajaremos más adelante.

Ejemplo 1. Sea L : C → R
n el operador lineal Lφ = A0φ(0) +

∑p
j=1Ajφ(−τj),

donde Ai ∈ R
n para 0 ≤ i ≤ n, y 0 < τj ≤ τ, j = 1, . . . , p. La ecuación diferencial
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6 Caṕıtulo 2. Ecuaciones diferenciales con retardo

lineal con retardos que obtenemos es

x′(t) = A0x(t) +

p
∑

j=1

Ajx(t− τj). (2.3)

Utilizando el teorema de representación de Riesz, expresamos la ecuación anterior
en forma integral como

x′(t) =

∫ 0

−τ

d[η(θ)]xt(θ), (2.4)

donde η es una matriz de orden n×n de funciones de variación acotada en [−τ, 0]. La
representación integral anterior es importante para demostrar distintos resultados
teóricos.

Ejemplo 2. Consideremos el operador f : C × R
k → R

n dado por

f(φ;µ) = g(φ(0), φ(−τ);µ), (2.5)

siendo µ ∈ R
k un vector de parámetros y g : Rn × R

n × R
k → R

n una función
no lineal suficientemente suave. Entonces, de acuerdo a (2.2) tenemos la siguiente
ecuación diferencial no lineal con retardo

x′(t) = g(x(t), x(t− τ);µ). (2.6)

En los caṕıtulos siguientes estudiaremos ecuaciones como la presentada en el
Ejemplo 2, con un solo retardo y que puede contener o no parámetros reales. A pesar
de su apariencia inofensiva, estas ecuaciones pueden presentar comportamientos muy
complicados y muy distintos a los que se obtienen para EDOs, por ejemplo, es posible
hallar soluciones periódicas, cuasiperiódicas e incluso comportamiento caótico en una
ecuación de primer orden con un retardo [71]. Mencionamos a continuación algunos
resultados importantes de la teoŕıa general de EDFRs.

Para cada t fijo la ecuación (2.2) relaciona el valor de la derivada de la función
x con los valores de esa función en el intervalo [t − τ, t]. Luego, para plantear un
problema de valores iniciales para la ecuación con retardo en t = t0, es necesario
especificar el valor de x no sólo en t0, sino en todo el intervalo [t0 − τ, t0]. Por lo
tanto, una condición inicial apropiada para la ecuación (2.2) es

xt0 = φ0, φ0 ∈ C. (2.7)

Definición 3. Una función x : R → R
n es una solución de la EDFR (2.2) con

condición inicial (2.7) si existe tM > 0 tal que:

x ∈ C([t0 − τ, t0 + tM),Rn),

x satisface (2.7), y

(t, xt) ∈ R× C y x verifica la ecuación (2.2) para todo t ∈ [t0, t0 + tM).

Para retardos constantes, una técnica básica para hallar soluciones de EDRs,
conocida como método de pasos, permite reducir el problema a una sucesión de
EDOs. Supongamos que consideramos una ecuación del tipo (2.6), con condición
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inicial (2.7). Primer paso, si t ∈ [t0, t0 + τ ], entonces t − τ ∈ [t0 − τ, t0]. Luego, la
EDR se convierte en la EDO

x′(t) = g(x(t), φ0(t− τ);µ), t ∈ [t0, t0 + τ ]. (2.8)

Resolviendo esta ecuación con valor inicial x(t0) = φ0(t0), obtenemos la solución
en el intervalo [t0, t0 + τ ]. Segundo paso, si t ∈ [t0 + τ, t0 + 2τ ], entonces t − τ ∈
[t0, t0 + τ ], y aśı x(t− τ) es la función calculada en el primer paso. Entonces, en el
intervalo [t0 + τ, t0 + 2τ ], nuevamente la ecuación con retardo se convierte en una
EDO que resolvemos usando el valor incial x(t0 + τ). Continuando de esta manera,
considerando el intervalo [t0 + 2τ, t0 + 3τ ], etc., podemos calcular la solución de la
ecuación para cualquier valor de t arbitrario.

Una observación importante tiene que ver con la suavidad de la solución de (2.6)
construida. Supongamos que g tiene derivadas continuas de todo orden. Si la solución
tiene una discontinuidad de orden k en el tiempo t∗, entonces cuando la variable t
pasa a través de t∗ + τ, hay una discontinuidad en la derivada k + 1 de la solución
debido al término x(t − τ) en la EDR, que a su vez se propaga cuando la variable
t crece. Esta es una distinción fundamental entre EDRs y EDOs: Generalmente se
observa una discontinuidad en la primer derivada en un punto inicial t0 y ésta se
propaga a través del intervalo de interés. En las ecuaciones de la forma (2.6) la
solución se suaviza (se vuelve más diferenciable) a medida que t crece.

En la figura 2.1 izquierda, graficamos la solución del problema

x′(t) = −3x(t− 1) + 1, t ≥ 1,
x(t) = 1, t ∈ [0, 1],

(2.9)

obtenida con el método de pasos. Observamos claramente que la solución no es
derivable en t = 1, y que al aumentar t la solución se suaviza.

2.2.1. Teorema de existencia y unicidad. Mapeo solución

Una vez planteado un problema de valores iniciales nos enfrentamos a la cues-
tión de poder asegurar existencia y unicidad de soluciones. En el siguiente teorema
enunciamos condiciones suficientes comparables a las que se conocen para EDOs, si
en la ecuación (2.2) la función f es continua y verifica una condición Lipschitz en φ
entonces para cualquier condición inicial φ0 ∈ C se prueba que existe solución y es
única. Asumiremos de ahora en más que el retardo τ es constante y finito.

Teorema 4 (Existencia y unicidad). Sea Ω ⊂ R× C abierto, f : Ω → R
n continua

y f(t, φ) Lipschitz en φ en cada subconjunto compacto en Ω. Si (t0, φ) ∈ Ω entonces
existe tφ ∈ (t0,∞) ∪ {∞} tal que:

1. existe una solución x de la ecuación (2.2) con condición inicial φ, definida en
el intervalo [t0, tφ),

2. en cualquier intervalo [t0, t1] ⊂ [t0, tφ) esta solución es única (más precisamen-
te, dos soluciones cualesquiera del problema con condición inicial φ coinciden
en un intervalo común en el que ambas existan, i.e., una de estas soluciones
es una prolongación de la otra solución),
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3. si tφ < ∞, entonces x no tiene ĺımite finito cuando t → t−φ , i.e. [t0, tφ) es el
máximo intervalo de existencia de la solución de la ecuación (2.2) con condi-
ción inicial φ,

4. la solución x depende continuamente de f y φ.

Dem. Página 95 de la referencia [44].

El teorema anterior será aplicable a todos los sistemas considerados en esta
tesis. Cabe mencionar sin embargo, que existen teoremas de existencia y unicidad
y de dependencia continua, con condiciones más relajadas que las anteriores, en
particular, es suficiente asumir continuidad de la función f en Ω, ver por ejemplo
[35].

Supongamos que se verifican las condiciones del teorema de existencia y unicidad
enunciado antes. Dada una condición inicial φ0 ∈ C en t0, sea [t0, tφ0

) el intervalo de
existencia de la solución que asegura el teorema. Utilizamos la notación xt(t0, φ0),
para referirnos a segmentos pertenecientes a C de la solución definida antes con
condición inicial φ0 en t0. Podemos definir el mapa solución de la EDFR como el
mapa T (t, t0) : C → C definido para cada t ∈ [t0, tφ) por

T (t, t0)φ0 = xt(t0, φ0). (2.10)

T mapea la función inicial φ0 en otra función xt que se interpreta como la proyección
de la porción de la trayectoria de la solución x en [t − τ, t] sobre el espacio C (ver
figura 2.1).

Consideremos una EDR autónoma y supongamos que cualquier solución se puede
extender infinitamente, es decir tφ = ∞. Se puede probar que el operador T verifica
la relación de semigrupo

T (t2)T (t1) = T (t1 + t2), t2 ≥ t1 ≥ 0, (2.11)

y es claro que T (0) = IC. Además, T es continuo para (t, φ) ∈ R
+ × C. Luego,

la familia de operadores {T (t) : t ≥ 0}, es un semigrupo fuertemente continuo de
transformaciones (en general no es un grupo ya que no se verifica la existencia de
inverso). El operador T puede interpretarse como el flujo de la ecuación, y el espacio
de fases adecuado en ese caso es el espacio de Banach C. La órbita de una función
φ ∈ C es el subconjunto de C dado por {T (t)φ : t ≥ 0}. Esta interpretación puede
tener ventajas cuando analizamos soluciones que difieren en fase, por ejemplo, la
órbita de una solución periódica forma una curva cerrada en C, y cualquier punto
en esa curva representa la misma solución periódica.

2.2.2. Estabilidad

Consideremos la ecuación (2.2) con f verificando las condiciones del teorema de
existencia y unicidad.

Supongamos que f(t, 0) = 0 para todo t ∈ R. Entonces x̂ = 0 es un punto de
equilibrio de la ecuación (2.2). A continuación detallamos distintos tipos de estabi-
lidad del equilibrio, para simplificar la notación definimos un entorno del equilibrio
x̂ en el espacio C como B(x̂, δ) = {φ ∈ C : ‖x̂− φ‖ < δ}, para δ > 0.
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Φ

t0-Τ t1-Τ t1t0
t

x

Figura 2.1: Izquierda: Solución de (2.9) obtenida con el método de pasos. Derecha:
Mapa solución T evaluado en t1 para una solución x con condición inicial φ en t0.

Definición 5. El equilibrio x̂ = 0 de la ecuación (2.2) es Lyapunov estable (esta-
ble) si para cualquier t0 ∈ R, ǫ > 0, existe δ = δ(ǫ, t0) tal que φ ∈ B(0, δ) implica
xt(t0, φ) ∈ B(0, ǫ) para t ≥ t0. La solución de equilibrio es inestable si no es Lyapu-
nov estable. El equilibrio se dice uniformemente estable si δ en la definición anterior
es independiente de t0. El equilibrio trivial x̂ de la ecuación (2.2) se dice asintótica-
mente estable si es estable y existe un δ0 = δ0(t0) > 0 tal que φ ∈ B(0, δ0) implica
x(t0, φ)(t) → 0 cuando t→ ∞.

La noción de solución exponencialmente estable también se puede extender de
la correspondiente para el problema finito dimensional.

Cualquier solución no constante y de la ecuación (2.2) será estable si el equilibrio
x̂ = 0 de la ecuación

x′(t) = f(t, xt + yt)− f(t, yt) (2.12)

es estable. Las demás definiciones se extienden de la misma manera.
Como sucede en la teoŕıa de EDOs, para estudiar ciertas caracteŕısticas locales de

EDRs alrededor de un equilibrio se utiliza el sistema lineal asociado. A continuación
presentamos la teoŕıa correspondiente a sistemas lineales.

2.3. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Comenzamos considerando la siguiente ecuación lineal con un retardo finito y
coeficientes constantes

x′(t) = A0x(t) + A1x(t− τ), (2.13)

donde Aj ∈ Rn×n, j = 0, 1. Analizamos distintos aspectos que muestran un panora-
ma general de la teoŕıa conocida para estas ecuaciones y que pueden ser extendidos
a otras ecuaciones lineales con retardos más generales.

Reemplazando x(t) = eλtv, v ∈ R
n en (2.13) obtenemos la ecuación

(

λI − A0 − A1e
−λτ
)

v = 0, (2.14)

que puede escribirse como ∆(λ)v = 0, siendo ∆(λ) =
(

λI − A0 − A1e
−λτ
)

, la matriz
caracteŕıstica. Como buscamos soluciones no triviales (v 6= 0) se debe verificar la
ecuación det(∆(λ)) = 0. Tenemos entonces las siguientes definiciones.
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Figura 2.2: Autovalores caracteŕısticos para ecuaciones lineales escalares (izquierda
y centro) y una ecuación de dimensión 2 (derecha).

Definición 6. La función dada por

det(∆(λ)) = det
(

λI − A0 − A1e
−λτ
)

, (2.15)

es la función caracteŕıstica correspondiente al sistema lineal (2.13). Las soluciones
λ de la ecuación caracteŕıstica det(∆(λ)) = 0, son los autovalores caracteŕısticos de
(2.13).

La ecuación caracteŕıstica es una ecuación trascendente y, en general, tiene in-
finitas ráıces. El cálculo exacto de estas ráıces puede resultar muy complejo, pero
se pueden demostrar distintos teoremas que describen la naturaleza de las ráıces
caracteŕısticas. Uno de los más significativos es el siguiente.

Teorema 7. Si hay una sucesión {λk} de autovalores de la función caracteŕıstica
(2.15) tales que |λk| → +∞ cuando k → +∞ entonces Re(λk) → −∞ cuando
k → +∞.

De este teorema sigue que existe un número real α tal que todos los autovalo-
res caracteŕısticos λ de (2.13) satisfacen Re(λ) < α. En la figura 2.2 graficamos las
ráıces caracteŕısticas de tres ecuaciones particulares, dos de ellas escalares (izquierda
y centro) y una ecuación de dimensión 2 (derecha). Observamos el comportamien-
to asintótico mencionado en el teorema anterior, aśı como también la existencia
de múltiples autovalores con parte real cero asociados a comportamientos que nos
interesarán más adelante.

Claramente se observa que x̂ = 0 es un equilibrio de la ecuación (2.13). Este equi-
librio se dice hiperbólico si todas las ráıces caracteŕısticas tienen parte real distinta
de cero. La estabilidad del equilibrio se puede determinar utilizando el siguiente
teorema.
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Teorema 8. Supongamos que el retardo τ es finito. El equilibrio trivial x̂ = 0 de la
ecuación (2.13) es exponencialmente asintóticamente estable si y sólo si se verifica

{λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0, det(∆(λ)) = 0} = ∅, (2.16)

donde det(∆(λ)) es la función caracteŕıstica definida antes.

Otros criterios de estabilidad se pueden consultar en [75]. Alĺı, utilizando herra-
mientas de la teoŕıa de variable compleja, es posible determinar la cantidad de ráıces
caracteŕısticas con parte real positiva, y plantear condiciones necesarias y suficientes
para la estabilidad del equilibrio trivial.

En lo que sigue no calcularemos directamente los autovalores caracteŕısticos, nos
interesará particularmente la existencia de autovalores nulos o imaginarios puros y el
comportamiento de estos al variar parámetros que puedan incluirse en la ecuación.

2.3.1. Presencia de parámetros

Si las matrices Ai, i = 0, 1, en la ecuación (2.13) dependen de un parámetro
µ ∈ R, tenemos

x′(t) = A0(µ)x(t) + A1(µ)x(t− τ). (2.17)

La ecuación caracteŕıstica en este caso resulta

det(∆(λ, µ)) = det
(

λI − A0(µ)− A1(µ)e
−λτ
)

= 0. (2.18)

Para cada µ fijo, utilizamos el teorema 8 para determinar la estabilidad del equilibrio
trivial.

Supongamos que el equilibrio trivial es exponencialmente asintóticamente esta-
ble, es decir, que todas las ráıces caracteŕısticas tiene parte real negativa, cuando
µ < µc. Debido a la existencia de infinitas ráıces caracteŕısticas, al variar los paráme-
tros, la pérdida de estabilidad (bifurcación) del equilibrio puede darse de muchas
maneras. Dos de las bifurcaciones más simples son las siguientes:

existe un autovalor real simple que pasa a través de cero y se vuelve positivo
cuando µ crece y pasa a través de µc;

existe un par de autovalores complejos conjugados que pasan del semiplano
izquierdo al derecho cuando µ crece, siendo imaginarios puros cuando µ = µc.

El primer caso corresponde a la condición de una bifurcación estática del equilibrio
(pitchfork, transcŕıtica, etc.), y el segundo caso está asociado a la condición de
bifurcaciones dinámicas y a la presencia de oscilaciones (Hopf, Hopf doble, etc.).
Es importante observar que las posibles bifurcaciones no están limitadas por la
dimensión del sistema como sucede en el caso de EDOs.

Es posible extender la teoŕıa de variedad centro para ecuaciones ordinarias y
descomponer el espacio de fases C utilizando las ráıces caracteŕısticas, para analizar
bifurcaciones en la ecuación (2.17). Sea µ = µc, un valor cŕıtico del parámetro en
el que la ecuación caracteŕıstica (2.18) tiene m ráıces con parte real cero y el resto
de las ráıces caracteŕısticas tienen parte real negativa. En [35] se demuestran los
siguientes resultados. Fijado el valor del parámetro en el valor cŕıtico µc, el espacio
de fases de la ecuación lineal (2.17) puede descomponerse como C = N ⊕ S, donde
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N es el subespacio m–dimensional expandido por los autovectores asociados a los
autovalores caracteŕısticos de (2.17) con parte real cero, S es infinito dimensional
y ambos subespacios son invariantes bajo el campo asociado a la ecuación lineal
(2.17). Los espacios N y S son los análogos en este contexto a las variedades centro
y estable para EDOs.

Sean {λ1, λ2, . . . , λm} las ráıces caracteŕısticas asociadas al espacioN, estas ráıces
serán cero o imaginarias puras. En el segundo caso, es decir si existe una ráız ca-
racteŕıstica iω, también será ráız su conjugada −iω. Si se asume que las ráıces son
simples una base {φ1, φ2, . . . , φm} del espacio N se puede construir de manera simi-
lar a lo que se realiza en EDOs. Si λk = 0, entonces φk = vk, siendo vk la solución
de ∆(0, µc)vk = 0. Si λk = iωk, y vk es solución de ∆(iωk, µc)vk = 0, entonces
φk = Re(eiωktvk), y φk+1 = Im(eiωktvk).

En la siguiente sección analizamos el caso particular de la bifurcación de Hopf
presentado en [33, 35] y serán importantes las siguientes definiciones. Sea C∗ =
C([0, r],Rn∗

), con R
n∗

el espacio n-dimensional de vectores fila. Para φ ∈ C y ψ ∈ C∗,
se define la forma bilineal

(ψ, φ) =
n
∑

i=1

ψj(0)φj(0) +

∫ 0

−τ

ψ(σ + τ)A1φ(σ)dσ. (2.19)

Como se muestra en [35], la forma bilineal anterior se utiliza para definir un sistema
dual a (2.17) dado por

y′(t) = −y(s)A0(µ)− y(s+ τ)A1(µ), s ≤ 0. (2.20)

Este sistema es usualmente denominado el adjunto formal del sistema lineal original.
En [17] y [25] se puede consultar el análisis de bifurcación de tipo Bogda-

nov–Takens utilizando variedad centro y formas normales, y el estudio correspon-
diente para bifurcaciones de Hopf doble se muestra en [15, 16].

Observación 9. El sistema adjunto formal puede representarse utilizando opera-
dores de la siguiente manera

y′(t) = LT (µ)ys, s ≤ 0, (2.21)

siendo ys = y(s+ ξ), 0 ≤ ξ ≤ τ y LT lineal en C∗ × R dado por

LT (µ)ψ = −ψ(0)A0(µ)− ψ(τ)A1(µ). (2.22)

2.4. Sistemas no lineales con un retardo

Con los resultados anteriores es posible estudiar una EDR más general. Sea la
ecuación con un retardo autónoma

x′(t) = g(x(t), x(t− τ), µ), t ≥ 0, (2.23)

siendo x(t) ∈ R
n, g : Rn × R

n × R
k → R

n una función suave, τ > 0 y µ ∈ R
k un

vector de parámetros. Supongamos que existe un subconjunto B ⊆ R
k tal que para

todo µ ∈ B se tiene g(0, 0, µ) = 0, es decir, x̂ = 0 es un equilibrio de la ecuación.
Reescribamos la ecuación anterior de la siguiente manera

x′(t) = A0(µ)x(t) + A1(µ)x(t− τ) + g̃(x(t), x(t− τ), µ), t ≥ 0, (2.24)
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donde Aj(µ) = Dj+1g(z1, z2, µ)|(0,0,µ) , j = 0, 1, y g̃ es una función suave definida

por g̃(x(t), x(t− τ), µ) = g(x(t), x(t− τ), µ)− A0(µ)x(t)− A1(µ)x(t− τ).
La linealización alrededor de x̂ = 0, de la ecuación anterior está dada por

x′(t) = A0(µ)x(t) + A1(µ)x(t− τ). (2.25)

Al igual que en el caso de EDOs, determinamos la estabilidad local del equilibrio
trivial de la ecuación (2.23) analizando la estabilidad de x = 0 en la ecuación lineal
anterior [35, 75].

Utilizando la linealización de la ecuación (2.23) y la teoŕıa en la sección anterior
es posible determinar distintas bifurcaciones locales. En lo que sigue resumimos la
teoŕıa relacionada con la bifurcación de Hopf, fenómeno que nos interesará a lo largo
de toda la tesis. Para coincidir con la notación considerada en [33, 35] utilizamos el
operador lineal L(µ) definido por

L(µ)φ = A0(µ)φ(0) + A1(µ)φ(−τ), (2.26)

y el operador f(xt, µ) = g̃(x(t), x(t− τ), µ), con derivadas continuas de todo orden
en la primer variable.

2.4.1. Bifurcación de Hopf

La primer hipótesis considerada es la siguiente
(H1) La ecuación lineal

x′(t) = L(µ0)xt, (2.27)

tiene una ráız caracteŕıstica imaginaria pura λ0 = iν0, ν0 > 0, y todas las ráıces
caracteŕısticas λj 6= λ0, λ̄0, verifican λj 6= mλ0, para cualquier m entero.

De acuerdo a lo mencionado en la sección anterior se sigue que para los valores
caracteŕısticos (iν0,−iν0) existen dos soluciones linealmente independientes de la
ecuación lineal (2.27) de la forma φ1(t) = b cos ν0t, φ2(t) = b sen ν0t, para algún
vector columna n-dimensional b. De la misma manera, hay dos soluciones linealmente
independientes de la ecuación formal adjunta para µ = µ0, dadas por ψ1(t) =
c cos ν0t, ψ2(t) = c sen ν0t.

Usando la forma bilineal (2.19) se define la matriz 2× 2

(Ψ∗
µ0
,Φµ0

) =

(

(ψ1, φ1) (ψ1, φ2)
(ψ2, φ1) (ψ2, φ2)

)

, (2.28)

donde

Φµ0
= (φ1, φ2), Ψ∗

µ0
=

(

ψ1

ψ2

)

, (2.29)

con φi y ψi las funciones definidas arriba, consideradas en los intervalos [−r, 0] y
[0, r], respectivamente. Se puede probar que la matriz (Ψ∗

µ0
,Φµ0

) es no singular. Si
definimos Ψµ0

= (Ψ∗
µ0
,Φµ0

)−1Ψ∗
µ0
, entonces (Ψµ0

,Φµ0
) = I y podemos descomponer

el espacio C como
C = Pµ0

⊕Qµ0
, (2.30)

siendo Pµ0
= {φ ∈ C : φ = Φµ0

a, a ∈ R
2}, Qµ0

= {φ ∈ C : (Ψµ0
, φ) = 0}. La

descomposición anterior de C define la siguiente proyección

πµ0
C = Pµ0

, (2.31)
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y su complementaria (I − πµ0
)C = Qµ0

.
Como L(µ) es continuamente diferenciable en µ, se verifican las hipótesis del

siguiente lema.

Lema 10. Supongamos que la familia de operadores lineales acotados {L(µ) : µ ∈
R} de C a R

n es continua, junto con su primer derivada respecto de µ. Si λ0 es
una raiz caracteŕıstica simple de x′(t) = L(µ0)xt, entonces existe δ > 0 y una ráız
caracteŕıstica simple λ(µ) de la ecuación x′(t) = L(µ)xt, que es C1 para |µ−µ0| < δ
y λ(µ0) = λ0. Más aún, si C se descompone por λ(µ) como C = Pµ ⊕ Qµ, y πµ es
la proyección correspondiente con rango Pµ, entonces πµ es continua junto con su
primer derivada.

Luego, existe un δ > 0 y una ráız caracteŕıstica simple λ(µ) de la ecuación lineal

x′(t) = L(µ)xt, (2.32)

tal que λ(µ0) = iν0, existe la derivada λ
′(µ) y es continua para |µ−µ0| < δ. Tomando

δ suficientemente pequeño podemos asumir Imλ(µ) 6= 0 para |µ−µ0| < δ, y podemos
obtener una función φµ ∈ C continuamente diferenciable en µ que define una base
de las soluciones de la ecuación (2.32) correspondientes al autovalor λ(µ). La base
será

Φµ = (Re(φµ), Im(φµ)). (2.33)

También se puede definir la base Ψµ de soluciones de la ecuación adjunta, de manera
que (Ψµ,Φµ) = I. Considerando las bases anteriores, C se puede descomponer por
{λ(µ), λ̄(µ)} como C = Pµ ⊕Qµ, con dimPµ = 2 y el operador proyección πµ es C1

en µ.
De acuerdo a las definiciones anteriores, se tiene

Φµ(θ) = Φµ(0)e
B(µ)θ, −r ≤ θ ≤ 0, (2.34)

siendo B(µ) una matriz 2× 2 con autovalores λ(µ) y λ̄(µ). Utilizando un cambio de
coordenadas se asume que

B(µ) = ν0

(

0 1
-1 0

)

+

(

(µ− µ0) · ζ(µ) (µ− µ0) · γ(µ)
−(µ− µ0) · γ(µ) (µ− µ0) · ζ(µ)

)

, (2.35)

donde ζ(µ), γ(µ) ∈ R
k son C1 para |µ − µ0| < δ. Asociada a esta última expresión

se considera la siguiente hipótesis.
(H2) ζ(µ0) 6= 0.
Podemos enunciar ahora la siguiente generalización del teorema de Hopf.

Teorema 11. Supongamos que f(φ, µ) es C2 con respecto a µ y φ, f(0, µ) = 0, ∀µ,
y que se verifican las hipótesis (H1) y (H2). Entonces, existe ǫ > 0 tal que si a ∈ R,
|a| < ǫ, existe Γa ⊆ R

k variedad C1 de codimensión 1 en el espacio a–α, continua y
continuamente diferenciable en a, tal que

Γ0 = {µ ∈ R
k : Re(λ(µ)) = 0, |µ− µ0| < ǫ}, (2.36)

siendo λ(µ) el autovalor considerado en el lema anterior, tal que para cada µ ∈ Γa,
existe una función ω(µ, a), y una función ω(µ, a)–periódica x∗(µ, a) ambas C1 en a
y µ, ω(µ0, 0) = ω0 = 2π/ν0, x

∗(µ0, 0) = 0,

x∗0(µ, a) = Φµ

(

a
0

)

+ o(|a|) cuando |a| → 0, (2.37)
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y x∗(µ, a) es una solución de la ecuación con retardo (2.23). Más aún, para |µ−µ0| <
ǫ, |ω− ω0| < ǫ cada solución ω–periódica de la ecuación (2.23) con |xt| < ǫ es de la
forma anterior, excepto por una traslación en fase.

Demostración. Ver referencia [35].

En el caso k = 1, es decir µ ∈ R, la hipótesis (H2) es equivalente a dλ/dµ|µ=µ0
6=

0. Luego, el teorema anterior es el teorema de bifurcación de Hopf usual, y el conjunto
Γa es una curva suave de la forma µ(a). Si k = 2, entonces se obtendrá una superficie
de bifurcación Γa en el espacio a–µ.

Las condiciones sobre la derivabilidad de la función f pueden relajarse. El enun-
ciado en [33] sólo requiere que f sea C2 en φ y la continuidad de la derivada primera
respecto de µ para toda φ ∈ C, tal que dφ/dθ ∈ C y |dφ/dθ| ≤ K, para alguna
constante K > 0. Además, en [33] se muestra un resultado para determinar la es-
tabilidad local de la solución periódica utilizando los términos no lineales presentes
en la ecuación y la estabilidad del equilibrio trivial.

En este trabajo, nos interesará conocer la estabilidad de soluciones periódicas
no solamente en un entorno de la bifurcación de Hopf, sino también al variar el/los
parámetro/s de la ecuación, para determinar posibles bifurcaciones de ciclos. En
la siguiente sección desarrollamos parte de la teoŕıa de multiplicadores de Floquet
conocida para EDRs y describimos un método para el cálculo numérico de estos
multiplicadores.

2.5. Estabilidad de soluciones periódicas

Consideremos nuevamente la ecuación (2.23), una solución periódica (ciclo) de
peŕıodo minimal p es una función x que verifica la ecuación y además p > 0 es el
menor valor tal que x(t + p) = x(t), para todo t. Un ciclo determina una curva
cerrada en R

n, y además como la EDR es autónoma esta solución define un cilindro
de soluciones en R

n × R, obtenido modificando la fase de la solución periódica.
Cuando hablamos de estabilidad de una solución periódica, no es correcto entonces
referirse a la estabilidad asintótica como fue definida anteriormente. Se define en este
caso la estabilidad orbital, sea γ = {xt, t ∈ R} ⊂ C la órbita de solución periódica x,
se dice que x es estable orbitalmente si para cada ǫ > 0 existe δ > 0 tal que si una
solución y de la ecuación verifica d(y0, γ) < δ, entonces d(yt, γ) < ǫ para todo t ≥ 0
siendo d(y, γ) = ı́nf{||y−φ|| : φ ∈ γ}. La solución x es orbitalmente asintóticamente
estable si es orbitalmente estable y existe b > 0 tal que si d(y0, γ) < b entonces
existe ξ tal que ||yt − xt+ξ|| → 0 cuando t → ∞. De esta manera, la estabilidad
orbital mide cuanto se acercan o se separan las soluciones en el espacio de fases C.
En lo que sigue utilizaremos simplemente estabilidad de un ciclo para referirnos a
la estabilidad orbital definida antes.

Supongamos que existe una solución periódica xP de la ecuación no lineal (2.23).
La linealización alrededor de xP resulta

x′(t) = A0(t)x(t) + A1(t)x(t− τ), (2.38)

siendo Aj(t) = Dj+1g(z1, z2, µ)|(xP (t),xP (t−τ),µ) , j = 0, 1. Cada una de estas matrices

es una función periódica en t de peŕıodo p. Si el equilibrio x = 0 de la ecuación
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anterior es asintóticamente estable entonces xP es asintóticamente estable, de otra
manera es inestable. Para determinar la estabilidad del equilibrio trivial de la ecua-
ción (2.38) se definen multiplicadores de Floquet, análogamente a lo que se realiza
en el caso de EDOs. Antes de continuar con la teoŕıa para este tipo de ecuaciones
observemos que, si g en la ecuación (2.23) es Ck, k ≥ 1, entonces se puede probar
que xP ∈ Ck+1, luego x′P es una solución no trivial de (2.38). Como consecuencia de
esta última observación 1 es siempre un multiplicador caracteŕıstico de (2.38).

Consideremos la ecuación lineal con coeficientes periódicos

x′(t) = A0(t)x(t) + A1(t)x(t− τ),

x(t) = ϕ(t) si − τ ≤ t ≤ 0,
(2.39)

donde x ∈ R
n, τ > 0 es el retardo, ϕ ∈ C([−τ, 0],Rn), y A0,1 son matrices periódicas

de orden n×n con peŕıodo p, i.e. p es el menor número real positivo tal que Ai(t+p) =
Ai(t).

Podemos definir un operador lineal infinito dimensional, conocido como operador
de monodromı́a, asociado a la ecuación (2.39) de manera similar al caso de EDOs
con coeficientes periódicos [35]. Este operador U : C → C se define como

Uφ = T (p, 0)φ, (2.40)

siendo T el mapeo definido en (2.10). Se puede probar que existe un entero m > 0
tal que Um = T (mp, 0) es un operador completamente continuo. Luego, el espectro
de U es un conjunto compacto, a lo sumo numerable del plano complejo, con un
único posible punto de acumulación en cero.

Los elementos distintos de cero en el espectro de U, es decir

Nuc(µI − U) 6= {0}, (2.41)

son los multiplicadores de Floquet de la ecuación (2.39). La solución trivial de la
ecuación (2.39) es asintóticamente estable si y sólo si todos los multiplicadores ca-
racteŕısticos tienen módulo menor que uno.

Al igual que para EDOs con coeficientes periódicos, podemos identificar tres
tipos de pérdida de estabilidad del equilibrio en función de la localización de los
multiplicadores caracteŕısticos cŕıticos (multiplicadores tales que |µ| = 1): bifurca-
ción Neimark-Sacker, fold y flip. En el primer caso existe un par de multiplicadores
µ1,2 = e±iθ0 complejos conjugados que están saliendo del ćırculo unidad. Si eiqθ0 = 1,
para q = 1, 2, 3, 4, se dice que la bifurcación presenta una resonancia fuerte, asocia-
da a dinámicas muy complejas del sistema [45]. En la bifurcación fold o silla nodo
de ciclos, nos encontramos con un multiplicador real que se mueve hacia afuera del
ćırculo unidad a través de 1. Por último, si un multiplicador real sale del ćırculo
unidad esta vez por el valor -1, estamos frente a una bifurcación de tipo flip o doble
peŕıodo.

El desarrollo de un método anaĺıtico general para calcular los multiplicadores de
Floquet de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes periódicos es complejo,
incluso en el caso de EDOs. Una forma de encontrar estos autovalores es construir
un operador finito dimensional que aproxime el operador de monodromı́a. A conti-
nuación desarrollamos los conceptos básicos del método de colocación de Chebyshev
[13], método que utilizaremos en lo que sigue para el cálculo aproximado de autova-
lores.
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2.5.1. Método de colocación de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev de primer tipo están definidos para n ≥ 0 como

Tn(cos(θ)) = cos(nθ). (2.42)

Es claro que |Tn(s)| ≤ 1, ∀s, n ≥ 0. Estos polinomios forman un conjunto ortogonal
en el intervalo [−1, 1], es decir

∫ 1

−1

Tn(s)Tm(s)w(s) dt = 0, si n 6= m, (2.43)

donde w(s) = (1− s2)−1/2. Los puntos de colocación de Chebyshev son puntos en el
intervalo [−1, 1], definidos como tj = cos(jπ/N), para j = 0, 1, . . . , N. Estos valores
corresponden a los máximos y mı́nimos del polinomio TN . Sea m = N+1, el número
de puntos de colocación.

Una matriz de diferenciación espectral para los puntos de colocación de Chebys-
hev se obtiene interpolando un polinomio a través de los puntos de colocación,
derivando este polinomio y evaluando el polinomio resultante en los puntos de co-
locación [12]. Para cualquier orden m, los elementos de la matriz de diferenciación
espectral de Chebyshev D ∈ Mm, están definidos como

D00 =
2N2 + 1

6
, DNN = −2N2 + 1

6
, (2.44)

Djj =
−tj

2(1− t2j)
, j = 1, ..., N − 1, (2.45)

Dij =
ci(−1)i+j

cj(ti − tj)
, i 6= j, i, j = 0, ..., N, (2.46)

donde ci =

{

2 if i = 0, N
1 if i 6= 0, i 6= N

.

Además, si la ecuación es n–dimensional, podemos definir el operador diferencial
D de orden nm× nm como D = D ⊗ In.

Para lo que sigue es necesario definir los polinomios de Chebyshev trasladados,
es decir polinomios de Chebyshev en el intervalo [a, b], tenemos

T ∗
n(s) = Tn

(

2s− (a+ b)

b− a

)

. (2.47)

El método de colocación de Chebyshev nos permite aproximar valores de la
soluciones de la ecuación (2.39) en los puntos de colocación del intervalo solución,
a partir de las condiciones iniciales en los puntos de colocación, sj = (cos(jπ/N)−
1)τ/2, en el intervalo [−τ, 0].

Primero consideramos el caso p = τ analizado en [13]. Sea M1 el conjunto de
m valores de la solución en el intervalo [0, p] y Mϕ el conjunto de m valores de
la función inicial ϕ(t) en [−p, 0]. Como los valores están numerados de derecha a
izquierda la condición de continuidad es M1N = Mϕ0. Reemplazando M1 y Mϕ en
(2.39) se genera

D̂M1 = M̂A0
M1 + M̂A1

Mϕ. (2.48)
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La matriz D̂ se obtiene de D reemplazando las últimas n filas por [0n 0n . . . In],
para asegurar las condiciones de continuidad. Aqúı 0n y In son las matrices n×n de
ceros e identidad, respectivamente. Además, la matriz anterior debe ser multiplicada
por 2/p debido al reescalamiento de los polinomios al intervalo [0, p]. Las matrices
restantes en (2.48) se definen como

M̂A0
=















A0(s0)
A0(s1)

. . .

A0(sN−1)
0n 0n . . . 0n 0n















, (2.49)

M̂A1
=















A1(s0)
A1(s1)

. . .

A1(sN−1)
In 0n . . . 0n 0n















, (2.50)

donde Ai(sj), con j = 0, 1, es la matriz n×n que resulta de evaluar Ai en el j–ésimo
punto de colocación.

Usando el método de colocación definimos una matriz de monodromı́a finito di-
mensional U cuyos autovalores aproximan los multiplicadores de Floquet relevantes
[13]. De la definición de operador de monodromı́a y ya que p = τ, sigue la defini-
ción de U como el mapeo de los valores de la solución en intervalos sucesivos, i.e.
M1 = UMϕ, entonces de (2.48) se obtiene

U =
(

D̂ − M̂A0

)−1

M̂A1
. (2.51)

Podemos calcular ahora nm autovalores. La exactitud de los multiplicadores de
Floquet generalmente mejora al incrementar el número de puntos de colocación.

El estudio dinámico de los ciclos requiere la realización del cálculo de autovalores
en el caso general p 6= τ. Aqúı, nuestra implementación sigue y desarrolla la idea
propuesta en [12] para la aproximación numérica de estos autovalores. No realizamos
un estudio detallado desde el punto de vista numérico de este método de cálculo.

Consideramos 0 < τ < p ≤ 2τ, el resto de los casos puede ser deducido a partir de
éste. Para obtener la solución en un peŕıodo p, con condición inicial ϕ, es necesario
calcular

M1 = UMϕ en [0, τ ],

M2 = UM1 = U2Mϕ en [τ, 2τ ],
(2.52)

con la condición de continuidad M2N = M10. Luego, tenemos expresiones para los
valores de las soluciones en 2m puntos de colocación, m en cada uno de los intervalos
[0, τ ] y [τ, 2τ ].

El operador de monodromı́a actúa en el espacio C. Luego, es necesario adaptar
la definición U y entonces construir un nuevo operador Ũ, que transforme Mϕ en
M̃, para poder representar el operador de monodromı́a y finalmente aproximar sus
autovalores.

Sea M ∈ N tal que 2τ + sM ≤ p ≤ 2τ + sM−1, donde sj son puntos de colocación
en el intervalo [−τ, 0]. Los valores se numeran de derecha a izquierda comenzando
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Figura 2.3: Puntos de colocación y grilla para la interpolación.

en cero. Consideremos la parte de la solución representada por los (N+1− (M−1))
valores de M2 dados por {M2(M−1), . . . ,M2N}, y los primeros M valores de M1,
{M10 . . . ,M1(M−1)}, se considera un valor extra en M1 debido a la condición de
continuidad M2N = M10. La figura 2.3 muestra un ejemplo de esta situación, los
valores en M1 y M2 se grafican como puntos sobre la solución. También observamos
en esa figura el punto 2τ + sM−1 y su valor correspondiente M2(M−1). En la misma
figura, los corchetes limitan la parte de la solución que queremos aproximar. En
el eje horizontal mostramos los puntos de colocación del intervalo [p − τ, p], defini-
mos como s̃j = p + sj. En general el punto de colocación correspondiente al valor
M1(M−1) será mayor que p− τ, aśı para construir la matriz cuadrada se requiere un
extrapolación.

Contruimos una matriz Ū usando las condiciones anteriores y las ecuaciones
(2.52). Ū se construye con las últimas n(N +1− (M−1)) filas de U2 y las n(M−1)
filas de U a partir de la fila n + 1. Se descartan las primeras n filas debido a las
condiciones de continuidad. El nuevo operador mapeaMϕ a los valores de la solución
en el rango [τ+sM−1, 2τ+sM−1], llamamos a estos últimos M̄. Pero este operador no
es el que queremos encontrar, porque las proyecciones de los puntos M̄ no coinciden
con los puntos de colocación s̃j, como se observa claramente en la figura 2.3. Usamos
los valores M̄ de la solución para hallar los valores M̃ de la solución en los puntos
s̃j, y definimos (en forma aproximada) el operador Ũ.

La manera más fácil es realizar la interpolación lineal de valores en M̃ usando los
valores en M̄. Esta interpolación es representada por una matrizML cuyos elementos
están definidos en términos de s̃j y los puntos de colocación sj + τ y sj + 2τ que se
encuentran en el intervalo [τ + sM−1, 2τ + sM−1], que en adelante llamaremos s̄j. De
esta manera, el operador Ũ es aproximadamente MLŪ, y podemos aproximar los
autovalores calculando los autovalores de MLŪ.

Una manera de medir la exactitud de la aproximación es calcular el error del au-
tovalor trivial 1, podemos ver que el error decrece cuando aumentamos la cantidad
de puntos de colocación. Sin embargo, si continuamos aumentando el número de
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puntos el error alcanza un mı́nimo y se estabiliza. Comparamos los autovalores cal-
culados con los obtenidos utilizando DDE-Biftool [23] en algunos casos particulares
y los resultados muestran una buena coincidencia.

La aproximación de los puntos en M̃ también puede realizarse por medio de
interpolación baricéntrica. Esta interpolación está definida como

M̃j =

N
∑

i=0

ηi
s̃j − s̄i

M̄i

N
∑

i=0

ηi
s̃j − s̄i

, (2.53)

donde ηi = (−1)i/2 si i = 0 o i = N y, ηi = (−1)i si i 6= 0, i 6= N.
Como en el caso anterior, podemos definir una matriz MB, que representa la

interpolación en términos de s̃j y s̄j. El operador Ũ en este caso es aproximadamente
MBŪ. El cálculo de los autovalores de MBŪ son comparados con los calculados con
DDE-Biftool. Observamos que la aproximación es mejor que cuando se utilizaba
interpolación lineal, para el mismo número de puntos de colocación.
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Método de análisis homotópico

3.1. Introducción

Los sistemas dinámicos modelados por ecuaciones diferenciales no lineales con
o sin retardo son dif́ıciles de resolver por métodos anaĺıticos. Podemos mencionar
los métodos perturbativos para resolver estas ecuaciones [5, 40, 62]. Estos métodos
requieren de la existencia de parámetros que tomen valores pequeños o muy grandes.
Entre los métodos no perturbativos podemos encontrar el método de parámetro
artificial pequeño de Lyapunov, el método de descomposición de Adomian, el método
de perturbación homotópica [36] y el método de análisis homotópico (HAM, por sus
siglas en inglés Homotopy Analysis Method) [48]. Este último método contiene a los
anteriores y aśı, resulta de gran interés para resolver una gran variedad de ecuaciones.
El HAM ha sido aplicado para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
aśı como también EDRs [1, 42, 48, 49, 50, 51, 53, 70, 73].

El HAM es independiente de la presencia de parámetros y siempre permite trans-
formar un problema no lineal en una cantidad infinita de subproblemas lineales.
Además, a diferencia de otras técnicas anaĺıticas, el HAM provee una manera con-
veniente de garantizar la convergencia de la serie solución, lo que permite obtener
soluciones incluso cuando la ecuación presenta una no linealidad muy fuerte.

Una caracteŕıstica muy importante y una gran ventaja del HAM sobre otros
métodos es su flexibilidad en la elección tanto de una base de funciones como de una
aproximación inicial de la serie solución. Aśı, el HAM provee una gran libertad en la
elección del tipo de subproblema lineal en el que se descompone el problema original.
Es posible resolver un problema utilizando distintas bases de funciones que capturen
diferentes aspectos de las soluciones (comportamiento asintótico, periodicidad, etc.).

En la siguiente sección describimos en forma general cómo se utiliza la homo-
toṕıa para hallar soluciones de ecuaciones diferenciales con retardo y puntualizamos
algunos aspectos caracteŕısticos del HAM. En la sección 3.3 consideramos la adap-
tación del método orientado a la búsqueda de soluciones periódicas, la construcción
en este caso hace recordar al método de Poincaré-Linstedt [79]. Los contenidos de
esta sección será utilizados constantemente en los caṕıtulos siguientes. Por último,
en la sección 3.4 mostramos criterios para detectar bifurcaciones de Hopf utilizando
HAM.

21
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3.2. Descripción general del método

Sea una ecuación diferencial con retardo autónoma de la forma

x′(t) = f(xt), (3.1)

donde x(t) ∈ R
n, xt ∈ C = C([−τ, 0],Rn) está dada por xt(θ) = x(t + θ) para

θ ∈ [−τ, 0] y f : C → R
n es un operador no lineal. En el caso particular en que τ = 0

la ecuación anterior resulta una EDO de orden n.
Supongamos que se verifican las hipótesis del teorema de existencia enunciado en

el caṕıtulo anterior. Luego, existe una solución, que llamaremos xS, de la ecuación
(3.1), bien definida en D ⊆ R, que verifica ciertas condiciones iniciales que llamare-
mos CI. En el caso con retardo dependiendo del problema estudiado, esta condición
puede ser de dos formas: una función definida en el intervalo [−τ, 0], o valores de la
función y sus derivadas en t = 0. Veremos en la siguiente sección que este último es
el caso cuando se buscan soluciones periódicas de la ecuación.

Consideremos la familia de operadores Hq que dependen de un parámetro de
deformación q ∈ [0, 1]

Hq[φ] = (1− q) L[φ− x0]− q h Nq[φ], (3.2)

donde φ es una homotoṕıa que construimos con el método y se encuentra en función
de t y del parámetro q, x0 es una aproximación inicial de la solución que verifica CI,
L es un operador diferencial lineal, h 6= 0 es un parámetro real y Nq es un operador
no lineal que definimos a partir de la ecuación original

Nq[φ] =
∂φ

∂t
− f(φt). (3.3)

El procedimiento se basa en la búsqueda de una función φ, anaĺıtica en q ∈ [0, 1],
tal que:

i. Hq[φ] = 0 para q ∈ [0, 1],

ii. φ verifica las condiciones iniciales CI para todo q ∈ [0, 1].

Si esta función existe, tomando q = 0 resulta

H0[φ] = L[φ− x0] = 0. (3.4)

Entonces, como las funciones φ y x0 verifican las mismas condiciones CI, podemos
tomar φ(0) = x0. (Si el problema está bien condicionado es la única elección posible).
Además, si q = 1 tenemos

H1[φ] = −hN1[φ] = 0, (3.5)

luego φ(1) será solución de la ecuación (3.1) con las condiciones CI. Por lo tanto,
φ define una homotoṕıa entre la aproximación inicial x0 y la solución buscada xS.
Ya que la función φ es anaĺıtica en [0, 1], podemos utilizar el siguiente desarrollo en
serie de Maclaurin

φ(q) =
+∞
∑

k=0

xkq
k, (3.6)
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donde x0 = φ(0) y xk =
1

k!

dkφ(q)

dqk

∣

∣

∣

∣

q=0

. Evaluando en q = 1 resulta la siguiente serie

de la solución

xS =
+∞
∑

k=0

xk. (3.7)

Reemplazando (3.6) en la ecuación Hq[φ] = 0, tomando la k-ésima derivada
respecto de q, evaluando en q = 0 y dividiendo por k! obtenemos

L[xk − xk−1 + δ1kx0] =
h

(k − 1)!

∂k−1Nq[φ]

∂qk−1

∣

∣

∣

∣

q=0

. (3.8)

Además, utilizando la serie para φ y ya que φ(0) verifica las condiciones CI, de-
ducimos condiciones iniciales para cada xk con k ≥ 1. En el lado derecho de (3.8)
intervienen, para cada valor de k fijo, los k términos anteriores x0, . . . , xk−1. Aśı,
obtenemos cada xk en la expansión en serie de φ resolviendo recursivamente la
ecuación diferencial lineal (3.8) con las condiciones iniciales halladas. Por lo tanto,
transformamos el problema original en una cantidad infinita de problemas de valo-
res iniciales lineales. Si realizamos los cálculos hasta un orden fijo obtenemos una
expresión anaĺıtica aproximada de la solución.

Con las definiciones anteriores y algunas condiciones de convergencia se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 12. Sea x0 una función que verifica las condiciones iniciales CI. Sea xk,
para k ≥ 1, la solución de la ecuación (3.8) con las condiciones iniciales corres-
pondientes. Supongamos que la serie

∑+∞

k=0 xk, converge a xS en un cierto dominio
D (que contiene los puntos en que están dadas las condiciones iniciales). Suponga-
mos además que la serie

∑+∞

k=0 L[xk] converge y que Nq es anaĺıtico para q ∈ [0, 1].
Entonces, la función xS verifica las condiciones CI y la ecuación x′(t) = f(xt) en
D.

Demostración. Ver referencia [52].

Como se establece en el teorema anterior, la validez de la expresión de la solución
dada en (3.7) depende fundamentalmente de la posibilidad de asegurar la conver-
gencia de esa serie. En cada problema estudiado L, x0 y el valor de h, deben ser
elegidos apropiadamente de manera de poder asegurar esa convergencia. La posibili-
dad de elegir estos objetos es lo que diferencia el HAM de otros métodos anaĺıticos.
En particular, el parámetro h en (3.2), conocido como parámetro de control de con-
vergencia, fue introducido por Liao, en su tesis doctoral en 1992, en este tipo de
homotoṕıas y ha demostrado ser una herramienta muy importante para controlar la
convergencia de la serie en (3.7) (ver ejemplos en [52, 70]).

A continuación desarrollamos un ejemplo sencillo que muestra el uso del método
y luego, en las siguientes subsecciones, realizamos algunas consideraciones respecto
de la elección de cada uno de los tres objetos: L, x0 y h.

3.2.1. Ejemplo: EDR lineal

Consideremos la ecuación diferencial lineal con un retardo

x′(t) + ax(t− 1) = 0, (3.9)
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con condición inicial x(t) = bt+ c, para t ∈ [0, 1], siendo a, b y c constantes reales.
Debido a que la ecuación diferencial es de primer orden definimos el operador

lineal

L[φ] = ∂φ

∂t
. (3.10)

Además, elegimos la función inicial x0(t) = bt + c. El operador N no lineal que se
define a partir de la ecuación (3.9) es

N [φ] =
dφ

dt
(t, q) + aφ(t− 1, q). (3.11)

Considerando la serie de la función φ

φ(t, q) =
+∞
∑

k=0

xk(t)q
k, (3.12)

reemplazando en la ecuaciónHq[φ] = 0, siendoHq la homotoṕıa en (3.2), y siguiendo
el procedimiento mencionado antes, como ambos operadores son lineales, fácilmente
obtenemos las ecuaciones

L[xk − xk−1 + δ1kx0] = h(x′k−1(t) + axk−1(t− 1)), k ≥ 1. (3.13)

Determinamos las condiciones iniciales para cada término xk considerando lo si-
guiente: la condición inicial está dada en el intervalo [0, 1], y x0 coincide con esa
función en todo el intervalo, por lo tanto, imponemos que cada término xk, con
k ≥ 1, se anule en todo el intervalo [0, 1]. Para verificar esta condición utilizaremos
funciones de Heaviside, que notaremos como u(t).

La ecuación diferencial (3.13) para k = 1 resulta

x′1(t) = h(b+ ab(t− 1) + ac). (3.14)

Integrando esta ecuación y teniendo en cuenta que se debe verificar x1(t) = 0 para
t ∈ [0, 1], definimos

x1(t) = u(t− 1)h

(

(b+ ac)(t− 1) + ab
(t− 1)2

2

)

. (3.15)

Tanto en este término como en los siguientes la constante de integración se fija
utilizando el valor xk(1) = 0.

Continuando los cálculos a partir del término x1, resolviendo las ecuaciones
(3.13), las funciones de Heaviside u(t − n) con n ≥ 1, comienzan a aparecer en
los distintos términos xk. Podemos hallar fórmulas que describen las funciones xk, a
partir de las cuales deducimos la siguiente expresión para la aproximación HAM de
orden n de la solución del problema con valores iniciales original

xap(t) = bt+ c+ u(t− 1)hd1

n−1
∑

i=1

(

(h+ 1)i + 1
)

+

n
∑

j=2

u(t− j)hjaj−1dj

n−j
∑

i=1

(

(j + i− 1)(h+ 1)i + 1
)

, (3.16)
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Figura 3.1: Polinomios en h. Izquierda: a = 1, b = 0,5 y c = 1, para t = 1,8. Derecha:
a = π/2, b = 0 y c = 1, para t = 2.
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Figura 3.2: Solución con HAM (– –) y numérica (—), fijando: a = 1, b = 0,5 y c = 1
(izquierda); a = π/2, b = 0 y c = 1 (derecha).

donde

dj =

(

(b+ ac)
(t− j)j

j!
+ ab

(t− j)j+1

(j + 1)!

)

, 1 ≤ j ≤ n. (3.17)

Para valores dados de las constantes a, b y c, fijemos en (3.16) distintos valores de
t. Obtenemos de esta manera polinomios de orden n en la variable h. En la figura 3.1
mostramos algunos de estos polinomios, también llamados h–curvas, de los cuales
nos ocuparemos en detalle más adelante. Graficamos curvas de varios órdenes en
cada caso y observamos que existen valores de h en los que los polinomios son
cercanos a un valor fijo, independiente de h. En la figura 3.2 comparamos soluciones
HAM con soluciones numéricas en dos ejemplos particulares. En ambas soluciones
utilizamos orden HAM 10 y el valor h = −1.

3.2.2. Operador L y aproximación inicial x0

La elección del operador diferencial lineal L aśı como de la aproximación inicial
x0 es muy importante en el desarrollo del método para la búsqueda de soluciones
de algún tipo espećıfico. Se pueden elegir distintos operadores, incluso el orden de
derivación no necesariamente debe ser el mismo que el de la ecuación (3.1) original
[53].

Desde el punto de vista del estudio de bifurcaciones una elección simple es con-
siderar L como la linealización de la ecuación alrededor de algún punto de equilibrio
que se desee estudiar. Como vimos en el caṕıtulo anterior, al igual que sucede en el
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caso de EDOs, la linealización captura el comportamiento local del sistema en un
entorno de un punto de equilibrio hiperbólico.

Por otro lado, si por medio del estudio dinámico del sistema conocemos carac-
teŕısticas generales de la solución, como por ejemplo periodicidad, comportamiento
asintótico, etc., podemos seleccionar operadores cuyas soluciones capturen este tipo
de comportamiento. Aunque, como ya mencionamos, no existen en principio restric-
ciones respecto del orden del operador, por simplicidad es recomendable utilizar el
de menor orden.

En la práctica generalmente utilizamos operadores L cuyo inverso se puede definir
fácilmente en cierto conjunto de funciones. Resolvemos las ecuaciones utilizando pa-
quetes de cálculo simbólico, como por ejemplo Mathematica, hasta un orden deseado.
Por ejemplo, si buscamos soluciones periódicas podemos considerar los operadores

L[ψ] = d2mψ

dt2m
+ (−1)m+1ψ, m = 1, 2, . . . . (3.18)

y funciones iniciales x0 trigonométricas, mientras que para obtener soluciones ex-
presadas en términos de exponenciales es posible considerar

L[ψ] = dψ

dt
+mψ, m = 1, 2, . . . . (3.19)

y la aproximación inicial x0(t) = e−mt.
En todos los casos se puede utilizar operadores de la forma

L[ψ] = dmψ

dtm
, m = 1, 2, . . . . (3.20)

Este tipo de operadores puede generar desarrollos de las soluciones en distintos
conjuntos de funciones (polinomios, exponenciales, etc.), si consideramos diferentes
funciones iniciales e imponemos condiciones adecuadas.

Una observación interesante que realiza Liao [52] es que la homotoṕıa (3.2) se
puede reescribir utilizando el operador L̄ = L/h. Suponiendo que la norma del
operador existe, la misma se puede modificar utilizando el parámetro h, lo mismo
sucede al considerar la norma del operador inverso, se tiene ||L̄−1|| = |h|||L−1||.
Luego, para cualquier ǫ > 0, podemos encontrar un valor del parámetro h tal que
||L̄−1|| < ǫ. Liao afirma que “la acotación de esta norma y una buena elección de la
solución inicial parecen indicar que siempre se puede hallar un valor del parámetro
de convergencia tal que las series en el teorema 12 sean convergentes, aunque todav́ıa
no se ha podido demostrar esta afirmación en general”.

3.2.3. El parámetro de control de convergencia h

Como ya mencionamos el parámetro h puede ser determinante para asegurar la
convergencia de la serie (3.7) que representa la solución.

En [84] se plantea un criterio para seleccionar un valor óptimo de h utilizando el
error medio cuadrático residual. Ese valor, para la aproximación de orden m

xap =
m
∑

n=0

xn(t), (3.21)
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de la solución de la ecuación (3.1), está dado por

Em(h) =

∫

D

(

x′ap(t)− f ((xap)t)
)2
dt, (3.22)

siendo D el dominio de definición de la solución. Luego, el valor óptimo de h para
este orden de aproximación se calcula como el mı́nimo de Em(h). El criterio resul-
ta muy preciso en general aunque puede resultar costoso computacionalmente para
aproximaciones de alto orden. Dicha dificultad se puede resolver utilizando méto-
dos numéricos para el cálculo de la integral, pero no aśı en el caso en que existan
parámetros indeterminados en la ecuación original.

A partir del teorema 12 sigue que si la serie de la solución xS converge, entonces
el error residual tiende a cero cuando m→ ∞. Podemos definir una región efectiva
Re del parámetro h como

Re =

{

h : ĺım
m→+∞

Em(h) = 0

}

. (3.23)

Luego, en los valores h ∈ Re, la serie solución tiende a una función que es in-
dependiente de h. En los puntos fuera de esta región la serie será divergente. La
elección de distintos valores de h en la región efectiva puede influir en la velocidad
de convergencia.

En general en la práctica es muy dif́ıcil calcular expresiones cerradas para la serie
de la solución xS, aśı, no es posible conocer exactamente la región Re. Sin embar-
go, para un orden fijo podemos obtener aproximaciones de la región efectiva de la
siguiente manera. Si en la solución aproximada hasta orden m se fija un valor de t,
obtenemos un polinomio de orden m en h y lo mismo sucederá con las derivadas res-
pecto de t de xap para t fijo. Graficando este tipo de funciones polinómicas, conocidas
como h–curvas, podremos tener una idea aproximada del lugar en que se encuentra
la región Re y seleccionar un valor apropiado para h. El gráfico de la función Em

también puede darnos información en este sentido. En el ejemplo considerado antes
(EDR lineal) y en los ejemplos que siguen mostramos algunas h–curvas particulares
en las que podemos observar su forma caracteŕıstica. La utilización de las h–curvas
como criterio para elegir un valor de h ha demostrado ser suficientemente bueno en
todos los cálculos realizados en esta tesis.

3.2.3.1. Series de Taylor generalizadas

Una expresión cerrada de una solución con HAM se puede obtener sólo en unos
cuantos casos. Consideremos como un ejemplo el siguiente problema de valores ini-
ciales (que se muestra en [49])

x′ + x2 = 1, x(0) = 0. (3.24)

La solución de esta ecuación es x(t) = tanh t, y se calcula integrando directamen-
te. También se puede obtener fácilmente la siguiente solución perturbativa (para t
pequeño)

x(t) = t− 1

3
t3 +

2

15
t5 − 17

315
t7 + · · · =

∞
∑

m=0

αmt
2m+1. (3.25)

El radio de convergencia de esta serie es π/2.
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Para obtener la solución con HAM elegimos el operador L[φ] = ∂φ/∂t, y la
solución inicial x0(t) = t. La solución de orden m que se obtiene es

xap(t) = t+
m
∑

n=1

µm,n(h)αnt
2n+1, (3.26)

donde

µm,n(h) = (−h)n
m−n
∑

j=0

(

n− 1 + j

j

)

(1 + h)j. (3.27)

Esta expresión es denominada por Liao expansión de Taylor generalizada. Las fun-
ciones µm,n(h) tienen la propiedad

µm,n(−1) = 1 si n ≤ m, y ĺım
m→∞

µm,n(h) =

{

1 si |1 + h| < 1
∞ si |1 + h| > 1

. (3.28)

En [2] y [54] se observa que la expansión de Taylor generalizada anterior parece
corresponder a una traslación en el punto alrededor del cual se realiza el desarrollo,
como sigue

f(t) = ĺım
m→∞

m
∑

n=0

f (n)(t1)

n!
(t− t1)

n

= ĺım
m→∞

m
∑

n=0

f (n)(t1)

n!

n
∑

k=0

(

n

k

)

(t− t0)
k(t0 − t1)

n−k

= ĺım
m→∞

m
∑

n=0

µm,n(f, t0, t1)
f (n)(t0)

n!
(t− t0)

n,

(3.29)

siendo f una función C∞ en un intervalo que contiene los puntos t0 y t1, y

µm,n(f, t0, t1) =

(

f (n)(t0)

n!

)−1 m
∑

k=n

f (k)(t1)

k!

(

k

n

)

(t0 − t1)
k−n. (3.30)

Por ejemplo, si tomamos f(t) = 1/(1 + t) se obtiene

f(t) = ĺım
m→∞

m
∑

n=0

µm+1,n+1(h)(−1)ntn. (3.31)

Esta expresión es la expansión de Taylor alrededor de t0 = −1/h−1. Con−2 < h < 0
tenemos la región de convergencia −1 < t < −1 + 2/|h|. Aśı, con una elección
apropiada del parámetro h, es posible incrementar la región de convergencia de la
solución.

El siguiente resultado (demostrado en [2]) muestra que variando h existirán seg-
mentos de puntos en los cuales las series de Taylor convergen a la función f .

Teorema 13. Sea g : [a, b] → R continua y f : [a, b] → R. Supongamos que todas
las derivadas de f existen y son uniformemente acotadas, i.e., existe M > 0 tal que

máx
t∈[a,b]

|f (k)(t)| ≤M, ∀k. (3.32)
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Sea Gn(t, α) un polinomio de Taylor de grado n de f alrededor de α ∈ (a, b). Su-
pongamos que α = g(h), entonces para cada ǫ > 0 y γ ∈ (a, b) existe N ∈ N y un
intervalo (c, d) tal que para todo h ∈ (c, d) y n ≥ N se verifica

|f(γ)−Gn(γ, g(h))| < ǫ. (3.33)

Corolario 14. Supongamos que f es suficientemente diferenciable en [a, b], g es
continua en [a, b] y Gn(t, g(h)) es el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor
de g(h). Entonces para todo γ ∈ (a, b) la función Gn(γ, g(h)) muestra una región
horizontal cuando n tiende a infinito.

3.3. HAM para soluciones periódicas

La búsqueda y el análisis de soluciones periódicas en ecuaciones diferenciales (con
y sin retardo) es de gran importancia tanto desde el punto de vista teórico como
práctico. Supongamos que contamos con información del sistema a partir de la cual
se presume que existen soluciones periódicas. A continuación se describe una manera
de utilizar el HAM para hallar estas soluciones periódicas en EDRs no lineales.

Consideramos la siguiente ecuación diferencial autónoma de orden n

y(n)(s) = F (y(n−1)(s), . . . , y(s), y(s− τ)), (3.34)

donde y ∈ Cn(R), F es una función escalar no lineal y τ > 0 es un retardo.
Supongamos que existe una solución periódica de la ecuación anterior con fre-

cuencia ω y amplitud a (se considera amplitud al máximo desplazamiento en la
variable y que alcanza la solución en un peŕıodo). Al estudiar soluciones periódicas
podemos independizarnos de la condición inicial en un intervalo. Ya que la ecuación
es autónoma, una solución x de peŕıodo 2π/ω da lugar a un continuo de soluciones
(ver sección 2.5), determinamos una solución particular considerando la condición
de fase: x(0) = a, x′(0) = 0.

Luego de realizar las sustituciones t = ωs, e y = ax, obtenemos la siguiente
ecuación normalizada

ωnax(n)(t) = F (ωn−1ax(n−1)(t), . . . , ax(t), ax(t− ωτ)). (3.35)

En las nuevas variables la solución periódica xP tiene frecuencia y amplitud 1, y las
condiciones de fase resultan

x(0) = 1, x′(0) = 0. (3.36)

Podemos escribir la ecuación (3.35) como N [x, ω, a] = 0, siendo N el operador
diferencial no lineal

N [x, ω, a] = ωnax(n)(t)− F (ωn−1ax(n−1)(t), . . . , ax(t), ax(t− ωτ)). (3.37)

Existe una diferencia respecto a lo desarrollado en la sección 3.2, y es que debido
al cambio de variables agregamos al problema dos constantes que deben ser deter-
minadas: ω y a. Veremos a continuación cómo se adapta el método a esta nueva
situación.
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Consideremos el espacio de funciones

Cn
2π(R) :=

{

x ∈ Cn(R) : x(t) = c0 +
+∞
∑

k=1

ck cos(kt) + dk sen(kt), ck, dk ∈ R

}

,

(3.38)
con n ≥ 2. Este espacio contiene todas las funciones periódicas de frecuencia 1 en
Cn(R), inclúıda la solución buscada xP . Elegimos una función inicial x0 ∈ Cn

2π(R)
que verifique (3.36), por ejemplo x0(t) = cos t. Además, definimos el operador L :
Cn

2π(R) → Cn−2
2π (R) como

L[ψ] = ∂2ψ

∂t2
+ ψ. (3.39)

El núcleo de este operador es el subconjunto de Cn
2π(R) generado por {cos t, sen t}.

Podemos definir un inverso del operador anterior, que llamaremos L−1, en el siguiente
subespacio de C2π(R)

S2π =

{

x ∈ C(R) : x(t) = c0 +
+∞
∑

k=2

ck cos(kt) + dk sen(kt), ck, dk ∈ R

}

. (3.40)

L−1 se calcula utilizando la linealidad y considerando que

L−1[c] = c, c ∈ R; L−1[cos kt] =
cos kt

1− k2
, L−1[sen kt] =

sen kt

1− k2
, k 6= ±1.

(3.41)
De acuerdo a las definiciones anteriores, consideramos la siguiente familia de

operadores

Hq[φ,Ω, A] = (1− q) L[φ− x0]− q h Nq[φ,Ω, A], (3.42)

donde φ es la homotoṕıa que se construye con el método, h 6= 0 es el parámetro de
control de convergencia y Nq es el operador no lineal

Nq[φ,Ω, A] = N [φ,Ω, A]. (3.43)

En este caso se buscan funciones φ, Ω y A, anaĺıticas en q tales que:

i. Hq[φ,Ω, A] = 0 para q ∈ [0, 1],

ii. φ verifica las condiciones iniciales (3.36) para todo q ∈ [0, 1].

Si tales funciones existen, considerando q = 0 obtenemos

H0[φ,Ω, A] = L[φ− x0] = 0. (3.44)

Por la definición del operador lineal (3.39) resulta

φ(t, 0)− x0(t) = c1 cos(t) + c2 sen(t), (3.45)

con c1, c2 ∈ R, de donde sigue que φ(t, 0) = x0(t), ya que ambas funciones verifican
las condiciones iniciales (3.36). Por otro lado, considerando q = 1 resulta

H1[φ,Ω, A] = −hN1[φ,Ω, A] = 0. (3.46)
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Luego, φ(t, 1) = xP (t) es la solución periódica buscada del sistema (3.35), y los
valores de frecuencia y amplitud resultan ω = Ω(1) y a = A(1), respectivamente.
Aśı, cuando el parámetro q vaŕıa de 0 a 1, la función φ vaŕıa de la aproximación
inicial x0 a la solución deseada xP , mientras que las funciones Ω y A vaŕıan de los
valores iniciales ω0 y a0 a los correspondientes valores buscados ω y a.

Para hallar las funciones anaĺıticas φ, Ω y A, consideramos las siguientes series
de Maclaurin

φ(t, q) =
+∞
∑

k=0

xk(t)q
k, Ω(q) =

+∞
∑

k=0

ωkq
k, A(q) =

+∞
∑

k=0

akq
k. (3.47)

Reemplazando estas series en la ecuación Hq[φ,Ω, A] = 0, y siguiendo los pasos
indicados en la sección 3.2, obtenemos las ecuaciones

L[xk − xk−1 + δ1kx0] = Rk[φ,Ω, A], (3.48)

para k ≥ 1, siendo

Rk[φ,Ω, A] =
h

(k − 1)!

∂k−1Nq[φ,Ω, A]

∂qk−1

∣

∣

∣

∣

q=0

. (3.49)

Además, como φ satisface (3.36) para todo q ∈ [0, 1], imponemos en t = 0 las
condiciones

xk(0) = x′k(0) = 0, k ≥ 1. (3.50)

Supongamos que cada término xi ∈ Cn
2π(R), para 0 ≤ i ≤ k − 1. Entonces, la

función Rk[φ,Ω, A] definida antes será continua y periódica en t con frecuencia 1, es
decir, pertenecerá al conjunto Cn

2π(R), y por lo tanto se puede expresar en la forma

Rk[φ,Ω, A] = ck,0 +

mk
∑

m=1

ck,m cosmt+ dk,m senmt, (3.51)

para algún entero mk ≥ 1 ó mk = ∞. De acuerdo a la definición del operador L−1,
para poder resolver la ecuación diferencial (3.48), la función (3.51) debe pertenecer
a S2π. Esto se logra imponiendo la anulación de los coeficientes de cos t y sen t en
esa función. Tenemos entonces las siguientes condiciones adicionales para k ≥ 1

ck,1 =
1

π

∫ 2π

0

Rk[φ,Ω, A] cos t dt = 0,

dk,1 =
1

π

∫ 2π

0

Rk[φ,Ω, A] sen t dt = 0.

(3.52)

La presencia de cos t y sen t en la ecuación (3.48), generaŕıa términos seculares de
la forma t cos t y t sen t. Si k = 1 obtenemos un sistema no lineal con incógnitas
ω0 y a0. En los demás casos el sistema es lineal y podemos resolverlo fácilmente.
Calculamos las soluciones ωk−1 y ak−1 de este sistema para cada valor de k, y luego,
utilizando el operador L−1 resolvemos la ecuación diferencial (3.48) para obtener el
término k–ésimo

xk(t) = xk−1(t)− δ1kx0(t) + ck,0 +

mk
∑

m=2

1

1−m2
(ck,m cosmt+ dk,m senmt)+

c1 cos t+ c2 sen t, (3.53)
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donde c1 y c2 se determinan utilizando las condiciones xk(0) = x′k(0) = 0.
Resolviendo de esta manera obtenemos los coeficientes de las series (3.47) y si

es posible hallar un valor adecuado de h tal que estas series sean convergentes en
q = 1, de acuerdo al teorema 12 obtendremos la solución buscada. En este caso se
construyen tres homotoṕıas, que transforman las aproximaciones iniciales x0, ω0 y
a0 en las soluciones buscadas xP , ω y a.

En la práctica realizamos el procedimiento anterior hasta alcanzar el orden m
deseado, obteniendo las aproximaciones

xap(t) =
m
∑

k=0

xk(t)q
k, ωap =

m
∑

k=0

ωkq
k, aap =

m
∑

k=0

akq
k. (3.54)

En este caso el error medio cuadrático residual resulta

Em(h) =
1

2π

∫ 2π

0

(∆m(t))
2 dt, (3.55)

donde ∆m = N [xap, ωap, aap]. Sin embargo, por cuestiones de cálculo generalmente
utilizaremos las h–curvas mencionadas en la sección anterior correspondientes a las
aproximaciones (3.54) para seleccionar un valor adecuado de h.

Observación 15. A pesar de que la búsqueda está orientada a las órbitas periódi-
cas no es estrictamente necesario utilizar desarrollos HAM en términos de funciones
trigonométricas. Teóricamente podŕıamos desarrollar estas soluciones como una se-
rie de otra base de funciones, sin embargo ya que en general sólo podremos calcular
aproximaciones finitas de las soluciones el primer desarrollo será el más convenien-
te para los cálculos. El error de la aproximación en toda la recta real utilizando
funciones trigonométricas es acotado, lo que no ocurre utilizando, por ejemplo, un
desarrollo polinomial.

3.3.1. Ejemplo: van der Pol

Estudiaremos el ciclo periódico de la ecuación de van der Pol

x′′(t) + ǫ(x2(t)− 1)x′(t) + x(t) = 0, (3.56)

con ǫ > 0, utilizando el HAM descripto en la sección anterior. La ecuación de van der
Pol es un ejemplo muy conocido de los sistemas de Liénard, y es muy interesante en
muchos aspectos. En particular, presenta un ciclo que resulta ser globalmente estable
cuando ǫ > 0. Además, a medida que el parámetro ǫ aumenta, este ciclo toma la
forma caracteŕıstica de una oscilación de relajación. Más adelante estudiaremos una
variante de la ecuación anterior a la que se le aplica un retardo.

En este ejemplo desarrollaremos el lado derecho de la ecuación (3.48) en detalle.
En el caso general, estas funciones se obtienen utilizando distintos resultados referi-
dos a la suma, producto, composición, etc. de series de potencias convergentes (ver
[52]). En las ecuaciones estudiadas en el resto de los caṕıtulos sólo indicaremos parte
del detalle de estos cálculos en caso de ser necesario.

La ecuación normalizada, suponiendo que existe una solución periódica con am-
plitud a y frecuencia ω de la ecuación (3.56), resulta

ω2x′′(t) + ǫω(a2x2(t)− 1)x′(t) + x(t) = 0. (3.57)
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Las condiciones para fijar la fase de la solución son: x(0) = 1 y x′(0) = 0.
Aplicando el HAM desarrollado anteriormente consideramos la familia de ope-

radores
Hq[φ,Ω, A] = (1− q) L[φ− x0]− q hNq[φ,Ω, A], (3.58)

donde h 6= 0 es el parámetro de control de convergencia, x0(t) = cos t es la apro-
ximación inicial (que verifica x0(0) = 1 y x′0(0) = 0), L es el operador diferencial
lineal (3.39) y

Nq[φ,Ω, A] = Ω2(q)
∂2φ(t, q)

∂t2
+ ǫΩ(q)

(

A2(q)φ2(t, q)− 1
) ∂φ(t, q)

∂t
+ φ(t, q), (3.59)

es el operador no lineal definido a partir de la ecuación normalizada.
Buscamos funciones φ, Ω y A, anaĺıticas para q ∈ [0, 1] tales que:

i. Hq[φ,Ω, A] = 0 para q ∈ [0, 1],

ii. φ(0, q) = 1,
∂φ(t, q)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0, para todo q ∈ [0, 1].

Si estas funciones existen, considerando q = 0 y q = 1, obtenemos

H0[φ,Ω, A] = L[φ− x0] = 0, y H1[φ,Ω, A] = −hN1[φ,Ω, A] = 0, (3.60)

respectivamente. De la primera ecuación, por la definición del operador L resulta
φ(t, 0) = x0(t). Por otro lado, a partir de la segunda ecuación tenemos que φ(t, 1)
corresponde a la solución buscada, siendo Ω(1) la frecuencia y A(1) la amplitud de
la misma.

Si las funciones φ, Ω y A son anaĺıticas para q ∈ [0, 1], existirán los siguientes
desarrollos

φ(t, q) =
+∞
∑

k=0

xk(t)q
k, Ω(q) =

+∞
∑

k=0

ωkq
k, A(q) =

+∞
∑

k=0

akq
k. (3.61)

El término k-ésimo en la serie de φ, para k ≥ 1 se determina resolviendo

L[xk − xk−1 + δ1kx0] = Rk[φ,Ω, A], (3.62)

con las condiciones iniciales xk(0) = 0, x′k(0) = 0.
Calcularemos a continuación el lado derecho de la ecuación anterior utilizando

las series en (3.61). Suponiendo que la serie de φ puede derivarse dos veces respecto
a t, por propiedades de la suma y el producto de series convergentes obtenemos

Nq[φ,Ω, A] =
∞
∑

n=0

(

n
∑

j=0

x′′n−j(t)

j
∑

i=0

ωiωj−i

)

qn+

ǫ
∞
∑

n=0

(

n
∑

j=0

(

n−j
∑

i=0

ωix
′
n−j−i(t)

j
∑

m=0

(

m
∑

p=0

apam−p

)(

j−m
∑

q=0

xs(t)xj−m−s(t)
)))

qn−

ǫ
∞
∑

n=0

n
∑

j=0

ωn−jx
′
jq

n +
∞
∑

n=0

xn(t)q
n. (3.63)
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Derivando la ecuación anterior k− 1 veces respecto de q y de acuerdo a la definición
(3.49) resulta

Rk[φ,Ω, A] = h
(

k−1
∑

j=0

(

x′′k−1−j(t)

j
∑

i=0

ωiωj−i+

ǫ
((

k−1−j
∑

i=0

ωix
′
k−1−j−i(t)

)

j
∑

m=0

(

m
∑

p=0

apam−p

)(

j−m
∑

q=0

xs(t)xj−m−s(t)
))

−

ǫωk−1−jx
′
j

)

+ xk−1(t)
)

. (3.64)

Imponiendo las condiciones (3.52) se obtienen los términos ωk y ak en las series
de Ω y A. Considerando k = 1, ya que h 6= 0, ω0 y a0 deben ser solución de

1− ω2
0 = 0,

1− a20
4

= 0,
(3.65)

por lo tanto, los valores iniciales resultan ω0 = 1 y a0 = 2. Luego, la ecuación (3.62)
para k = 1, resulta

x′′1(t) + x1(t) = −hǫ sen(3t), (3.66)

con x1(0) = 0, x′1(0) = 0, resolviendo obtenemos

x1(t) =
hǫ

8
(−3 sen t+ sen(3t)) . (3.67)

Con los términos ya calculados, considerando (3.62) con k = 2, hallamos las
condiciones

hǫ2 − 16ω1 = 0,
a1ǫ = 0,

(3.68)

de donde se sigue que ω1 = hǫ2/16 y a1 = 0. Luego, resolviendo la ecuación diferen-
cial correspondiente con condiciones iniciales x2(0) = 0, x′2(0) = 0, tenemos

x2(t) = − 13

192
h2ǫ2 cos t+

1

384

(

36h2ǫ2 cos(3t)− 10h2ǫ2 cos(5t)
)

+

1

384
hǫ
(

−
(

9hǫ2 + 144h+ 144
)

sen t+
(

3hǫ2 + 48h+ 48
)

sen(3t)
)

. (3.69)

Continuando los cálculos de esta manera, podemos obtener expresiones aproximadas
hasta un orden deseado de la solución periódica, la frecuencia y la amplitud.

La aproximación de orden 2 de la solución de la ecuación (3.56) resulta

xap(t) =

(

2− 26

192
h2ǫ2

)

cos(ωapt) +
1

192
h2ǫ2(36 cos(3ωapt)− 10 cos(5ωapt))+

1

192
hǫ
(

−
(

9hǫ2 + 144h+ 288
)

sen(ωapt) +
(

3hǫ2 + 48h+ 96
)

sen(3ωapt)
)

, (3.70)

siendo ωap = 1 + hǫ2/16. En la figura 3.3 comparamos la aproximación anterior
considerando h = −1, con la aproximación obtenida utilizando el método de Poin-
caré–Lindstedt hasta orden 2 dada por

x(t) =
1

96

(

192 cosωt+ ǫ(72 senωt− 24 sen 3ωt)+

ǫ2(13 cosωt− 18 cos 3ωt+ 5 cos 5ωt)
)

, (3.71)
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siendo ω = 1 − ǫ2/16. Podemos observar la gran coincidencia de ambas soluciones
para ǫ = 0,6.

5 10 15 20
t

-2

-1

1

2

x

Figura 3.3: Aproximaciones de la solución periódica para ǫ = 0,6 : (– –) HAM orden
2, (—) Poincaré–Lindstedt orden 2.

3.4. Bifurcación de Hopf con HAM

Veremos en los siguientes caṕıtulos que el HAM como fue desarrollado antes
permite hallar soluciones periódicas de EDRs y EDOs, ya sea generadas por una
bifurcación de Hopf o por otros fenómenos, locales o globales del sistema. También
mostraremos que es posible hallar múltiples soluciones de la ecuación normalizada
N [x, ω, a] = 0, considerando distintos valores iniciales no nulos ω0, a0, que sean
soluciones del sistema

c1,1(ω0, a0) = 0,
d1,1(ω0, a0) = 0,

(3.72)

donde c1,1 y d1,1 se definen en (3.52). En general, el sistema no lineal anterior es dif́ıcil
de resolver y sólo en algunos casos es posible despejar las incógnitas en función de
los parámetros. El análisis gráfico de este sistema es una herramienta que puede
ayudar a determinar si existen soluciones y/o el cambio en la cantidad de soluciones
variando parámetros.

A continuación analizamos cómo, a partir del análisis de un sistema de la forma
(3.72), es posible obtener condiciones necesarias para la existencia de bifurcaciones
de Hopf. Para deducir estas condiciones consideremos una ecuación con retardo de
la forma

y(n)(s) = F (y(n−1)(s), . . . , y(s), y(s− τ), µ), (3.73)

en la que se encuentra presente un parámetro µ ∈ R. Supongamos que la ecuación
tiene un equilibrio en ŷ = 0, nos interesan las soluciones periódicas alrededor de este
equilibrio (de ser necesario se realiza previamente una traslación en la ecuación para
que el equilibrio sea el trivial).

El desarrollo del HAM realizado en la sección anterior para la búsqueda de
soluciones periódicas es similar con la única diferencia de que el parámetro µ es-
tará presente en cada cálculo. Consideremos la aproximación inicial x0(t) = cos t.
La ecuación normalizada N [cos t, ω0, a0, µ] = 0, se verifica trivialmente al conside-
rar a0 = 0 debido a que x̂ = 0 es un equilibrio de la misma. Luego, para valores
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pequeños de a0 podemos escribir

N [cos t, ω0, a0, µ] = a0Ñ [ω0, a0, µ], (3.74)

siendo

Ñ [ω0, a0, µ] =
∂N [cos t, ω0, a0, µ]

∂a0

∣

∣

∣

∣

a0=0

+O(a0). (3.75)

Utilizando la nueva función Ñ definimos

c(ω0, a0, µ) =
1

π

∫ 2π

0

Ñ [ω0, a0, µ] cos t dt,

d(ω0, a0, µ) =
1

π

∫ 2π

0

Ñ [ω0, a0, µ] sen t dt.

(3.76)

El siguiente lema nos permite relacionar las ráıces caracteŕısticas imaginarias
puras asociadas al equilibrio trivial con las soluciones de un sistema constrúıdo con
las funciones definidas antes.

Lema 16. Supongamos que para un valor cŕıtico del parámetro µ = µc, la ecuación
(3.73) tiene una ráız caracteŕıstica de la forma iωc con ωc > 0, asociada al equilibrio
trivial. Entonces, el sistema de dos ecuaciones

c(ω0, 0, µ) = 0,
d(ω0, 0, µ) = 0,

(3.77)

se verifica cuando ω0 = ωc y µ = µc.

Demostración. La ecuación caracteŕıstica del sistema (3.73) para el equilibrio trivial
resulta

λn −
n−1
∑

k=1

λn−kFk(µ)− e−λτFn(µ) = 0, (3.78)

donde

Fk(µ) =
∂F (u1, u2, ..., un, µ)

∂uk

∣

∣

∣

∣

(u1,...,un,µ)=(0,...,0,µ)

, (3.79)

para 1 ≤ k ≤ n.
Supongamos que n es par. Como el operador no lineal N representa a la ecuación

normalizada, tenemos

Ñ [ω0, 0, µ] = ωn
0 (−1)

n
2 cos t−

∂F (ωn−1
0 a0(−1)

n
2 sen t, . . . , ω0a0 cos t, ω0a0 cos(t− ω0τ), µ)

∂a0

∣

∣

∣

∣

a0=0

. (3.80)

Luego, de acuerdo a las definiciones (3.76), obtenemos

c(ω0, 0, µ) = ωn
0 (−1)

n
2 − ωn−2

0 (−1)
n−2

2 F2(µ) + . . .+ ω0 cosω0τFn(µ),

d(ω0, 0, µ) = ωn−1
0 (−1)

n
2F1(µ) + ωn−3

0 (−1)
n−2

2 F3(µ) + . . .+ ω0 sinω0τFn(µ).
(3.81)
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Las expresiones anteriores coinciden con la parte real e imaginaria de

(iω0)
n −

n−1
∑

k=1

(iω0)
n−kF1(µ)− e−iω0τFn(µ), (3.82)

respectivamente. Esta última a su vez es el lado izquierdo de la ecuación (3.78)
cuando consideramos ráıces de la forma λ = iω0. Por hipótesis, existe una ráız
caracteŕıstica λ = iωc, cuando µ = µc, y aśı, el sistema (3.77) se verifica cuando
ω0 = ωc y µ = µc. El caso n impar se analiza de manera similar, realizando los
cambios correspondientes en las ecuaciones (3.80) y (3.81).

El lema anterior brinda condiciones necesarias para que la ecuación (3.73) pre-
sente una bifurcación de Hopf, expresadas desde el punto de vista del HAM. De
la misma manera, la condición necesaria para la existencia de bifurcación de Hopf
doble tiene su correspondiente en este contexto: si exiten dos ráıces caracteŕısticas
imaginarias puras iωc1 e iωc2 para un valor cŕıtico del parámetro µ = µc, entonces
el sistema (3.77) con µ = µc se verifica en dos valores positivos distintos ωc1 y ωc2.

Para valores del parámetro cercanos al valor cŕıtico, utilizando el sistema no
lineal

c(ω0, a0, µ) = 0,
d(ω0, a0, µ) = 0,

(3.83)

se hallarán valores iniciales no nulos a partir de los cuales podremos construir desa-
rrollos HAM de soluciones periódicas de (3.73). Además, aplicando el teorema de la
función impĺıcita en el sistema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 17. Sea ωc, µc una solución del sistema (3.77). Si

δ =

∣

∣

∣

∣

cω0
cµ

dω0
dµ

∣

∣

∣

∣

(ωc,0,µc)

6= 0, (3.84)

y existe n ≥ 1 tal que n es el primer entero en el cual se verifica

ǫ =

(

cω0

∂nd

∂an0
− dω0

∂nc

∂an0

)∣

∣

∣

∣

(ωc,0,µc)

6= 0. (3.85)

Entonces, para a0 6= 0 suficientemente pequeño, existen soluciones µ = µ(a0), ω0 =
ω0(a0) del sistema (3.83). Además, se tiene

µ = µc −
ǫ

δ
an0 +O(an+1

0 ). (3.86)

De acuerdo a la proposición anterior, para valores pequeños de a0 en entornos de
un posible punto de Hopf, el signo de ǫ/δ determinará si existen condiciones iniciales
HAM para valores del parámetro µ mayores o menores que µc.

En general observamos que si los ciclos tienen amplitud pequeña e intervienen
pocos armónicos, los términos xk en el desarrollo HAM se vuelven rápidamente muy
cercanos a cero con la norma del supremo, para ciertos intervalos del parámetro
de convergencia h. Aśı, las soluciones HAM se corresponden con las soluciones de
amplitud pequeña que surgen de la bifurcación de Hopf. Aunque no existe hasta el
momento una demostración general de este hecho, la observación del mismo permi-
te, utilizando la proposición anterior, analizar el comportamiento de las soluciones
periódicas al variar el parámetro, lo que luego puede ser verificado calculando las
aproximaciones anaĺıticas con HAM.





4

Péndulo simple, más soluciones

periódicas con HAM

4.1. Introducción

En esta sección utilizamos el HAM para hallar las soluciones periódicas de un
péndulo simple. El péndulo simple consiste en una masa puntual, sujeta a un v́ınculo
que permite el movimiento en un plano vertical, a una distancia fija de un punto
y sometida a la atracción de la gravedad. En ausencia de rozamiento es un sistema
conservativo.

Un sistema tan simple presenta, sin embargo, caracteŕısticas dinámicas que lo
vuelven muy interesante. Por un lado, es un sistema no lineal que puede integrarse
expĺıcitamente, pero solamente después de recurrir a la teoŕıa de funciones eĺıpticas
de Jacobi [3, 14]. Por otro lado, su descripción como sistema dinámico nos muestra
un espacio de fases con la estructura de variedad diferenciable con topoloǵıa no
trivial, es un cilindro. Estas caracteŕısticas lo vuelven un ejemplo obligado en casi
cualquier libro de mecánica, mecánica geométrica o sistemas dinámicos.

El sistema considerado aqúı es especialmente interesante desde el punto de vista
de su resolución con HAM. Esto es aśı por dos razones: la primera es que al ser el
espacio de fases una variedad diferenciable resulta útil para ejemplificar cómo hacer
un cambio de coordenadas de tal manera que las órbitas que representan rotaciones
puedan ser ı́ntegramente calculadas en el interior de una única carta, como ocurre
habitualmente con las oscilaciones usando las coordenadas usuales. La segunda razón
es que la presencia de la función sen(θ) en la ecuación da lugar a la aparición de
un problema algebraico referido a las condiciones de arranque del método. Hemos
resuelto este problema recurriendo al desarrollo de Jacobi–Anger.

Además de obtener aproximaciones anaĺıticas de las soluciones periódicas, el
método nos permite obtener expresiones para la frecuencia de las mismas. Se ob-
serva que el peŕıodo correspondiente tiene una buena coincidencia con el peŕıodo
exacto, para un rango de velocidades iniciales muy amplio. De ser necesario, esta
aproximación puede mejorarse aumentando la cantidad de términos calculados. De
esta manera, mostramos que el HAM resulta ser un método adecuado y efectivo
para realizar un estudio exhaustivo de un ejemplo pedagógico.

39
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4.2. Péndulo simple

Consideremos la ecuación de un péndulo simple con distancia al pivote L

θ̈ +
g

L
sen θ = 0, (4.1)

donde g es la aceleración de la gravedad. Definiendo ω =
√

g/L y cambiando la
variable tiempo por ωt, obtenemos la ecuación adimensional

θ̈ + sen θ = 0. (4.2)

El péndulo simple presenta dos equilibrios. El equilibrio trivial alrededor del cual
se desarrolla un centro no lineal (ya que es un centro para el sistema linealizado y el
sistema es conservativo [34]). Las órbitas en un entorno de este equilibrio son ciclos
homotópicos con la identidad en el grupo fundamental del cilindro, estos movimien-
tos suelen denominarse vibraciones. El otro equilibrio es inestable y corresponde al
péndulo invertido. En el sistema existen además dos órbitas homóclinas que unen
el equilibrio inestable con śı mismo. Separadas por estas últimas se encuentran las
llamadas rotaciones, que son órbitas no homotópicas con la identidad. En la figura
4.1 podemos ver un retrato de fases completo representando el espacio de fases de
dos maneras distintas.

Debido a que la enerǵıa:

e =
θ̇2

2
+ 1− cos θ (4.3)

es constante, la ecuación puede resolverse fácilmente por integración directa (ver por
ejemplo [46], [14] o [4] para su versión cuántica). Como ya mencionamos existen tres
tipos de soluciones dependiendo del valor v0 de la velocidad para θ = 0:

1. Si |v0| < 2 el movimiento es oscilatorio. Aqúı el ángulo tiene la siguiente
expresión en función del tiempo

θ(t) = 2 arc sen(λ sn(t+ φ;λ)), (4.4)

siendo λ = v0/2 y φ = K(λ). K es la integral eĺıptica completa de primera
especie

K(λ) =

∫ π/2

0

dϕ
√

1− λ2 sen2 ϕ
=

∫ 1

0

dv
√

(1− v2)(1− λ2v2)
, 0 < λ < 1,

(4.5)
y sn(u;λ) es una función eĺıptica de Jacobi. El peŕıodo de este movimiento es

T = 4K
(v0
2

)

. (4.6)

2. Si |v0| > 2 el movimiento es una rotación. La expresión correspondiente del
ángulo es

θ(t) = 2 arc sen(sn(tλ; 1/λ)). (4.7)

El signo de v0 determina la dirección de rotación, si v0 > 0 el movimiento es
antihorario, mientras que si v0 < 0 es horario. El peŕıodo en este caso resulta

T =
4

v0
K

(

2

v0

)

. (4.8)
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3. Si |v0| = 2 se tiene una órbita homóclina que une el equilibrio inestable con
śı mismo. En este caso el movimiento no es periódico (puede considerarse
como el ĺımite de un ciclo cuando el peŕıodo tiende a infinito), la expresión es
la siguiente

θ(t) = 4 arctan(tanh(t/2)). (4.9)

En la figura 4.1 mostramos varias soluciones oscilatorias y rotatorias, junto con
las órbitas homóclinas del equilibrio inestable (π, 0). A la izquierda vemos la re-
presentación clásica de las distintas soluciones en el espacio (θ, θ̇) y a la derecha
las representamos sobre el cilindro. Observamos claramente que, considerando esta
variedad, las únicas soluciones no periódicas son las órbitas homóclinas, y que éstas
separan los dos tipos de soluciones restantes en el espacio de fases. En lo que si-
gue veremos por qué la segunda representación es más apropiada para el estudio de
soluciones periódicas en el péndulo utilizando el HAM.

Figura 4.1: Soluciones del péndulo simple en el espacio de fases representado en el
plano (izquierda) y en el cilindro (derecha).

4.3. Vibraciones

El péndulo simple es usualmente estudiado en un entorno del equilibrio trivial
utilizando su linealización. Esta aproximación resulta ser un oscilador armónico,
podemos calcular sus soluciones fácilmente, pero las mismas resultan buenas aproxi-
maciones de las exactas sólo para oscilaciones de amplitud cercana a cero. A conti-
nuación aplicamos el HAM como fue desarrollado en el caṕıtulo anterior para hallar
aproximaciones válidas en un rango de amplitudes mucho más amplio.

Consideremos la ecuación del péndulo simple (4.2), supongamos que existe una
solución periódica con frecuencia ω y amplitud a. Reescalando las variables t y θ
(pero manteniendo sus nombres para simplificar la notación) obtenemos

ω2a θ̈(t) + sen(a θ(t)) = 0. (4.10)

La solución θP correspondiente tendrá frecuencia y amplitud 1, e imponemos las
siguientes condiciones de fase:

θ(0) = 1 y θ̇(0) = 0. (4.11)
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A partir de la ecuación (4.10) definimos el operador no lineal

Nq[φ,Ω, A] = N [φ(t, q),Ω(q), A(q)] = Ω(q)2A(q)
∂2φ(t, q)

∂t2
+sen(A(q)φ(t, q)). (4.12)

Utilizando el HAM descripto en el caṕıtulo anterior tomamos el operador lineal

L[φ] = ∂2φ

∂t2
+ φ. (4.13)

y consideramos la aproximación inicial θ0 = cos t, que verifica las condiciones inicia-
les (4.11). Como vimos en la sección 3.3 buscamos funciones anaĺıticas en q ∈ [0, 1]
que verifiquen Hq[φ,Ω, A] = 0 en ese intervalo. Reemplazando en q = 0 tenemos
H0[φ] = 0, de donde resulta φ(t, 0) = θ0(t). Por otro lado, si fijamos en la homotoṕıa
el valor q = 1, resulta que la solución periódica de (4.10) es

θP (t) = φ(t, 1) =
+∞
∑

k=0

θk(t), (4.14)

y tenemos

ω = Ω(1) =
+∞
∑

k=0

ωk, a = A(1) =
+∞
∑

k=0

ak. (4.15)

La ecuación para determinar cada término θk para k ≥ 1 es

L[θk − θk−1 + δ1kθ0] =
h

(k − 1)!

∂k−1Nq[φ,Ω, A]

∂qk−1

∣

∣

∣

∣

q=0

, (4.16)

con condiciones iniciales θk(0) = θ′k(0) = 0.
De acuerdo a los operadores definidos antes, la ecuación diferencial anterior para

el término θ1 resulta

θ̈1(t) + θ1(t) = h(−ω2
0a0 cos t+ sen(a0 cos t)), (4.17)

con θ1(0) = θ̇1(0) = 0. Podemos resolver esta ecuación por el método de variación
de parámetros, de donde obtenemos

θ1(t) =
h

a0
cos t (cos a0 − cos(a0 cos t))−h sen t

(

1

2
ω2
0a0t−

∫ t

0

cos s sen(a0 cos s)ds

)

.

(4.18)
Se observa claramente que la función θ1 aśı definida no es necesariamente periódi-
ca. Podemos cancelar los términos no periódicos fijando valores adecuados de ω0 y
a0. Más precisamente, como mencionamos en el caṕıtulo anterior, si anulamos los
coeficientes de cos t y sen t en el lado derecho de (4.17) obtendremos una función θ1
periódica.

Consideremos los desarrollos de Jacobi–Anger

sen(z cos t) = 2
∞
∑

n=0

(−1)nJ2n+1(z) cos (2n+ 1)t, (4.19)

cos(z cos t) = J0(z) + 2
∞
∑

n=1

(−1)nJ2n(z) cos 2nt, (4.20)
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donde Jn es la función de Bessel de primera clase de orden n. Podemos reescribir la
ecuación (4.17) en la forma

θ̈1(t) + θ1(t) = h

(

−ω2
0a0 cos t+ 2

+∞
∑

n=0

(−1)nJ2n+1(a0) cos((2n+ 1)t)

)

. (4.21)

Luego, el término θ1 será periódico si el coeficiente de cos t en el lado derecho de la
ecuación anterior se anula, esto es, si −ω2

0a0 + 2J1(a0) = 0, lo que implica que

ω0 =

√

2J1(a0)

a0
. (4.22)

Fijando un valor de a0 la ecuación anterior permite obtener un valor de ω0, y calcular
el término periódico θ1. Obtenemos

θ1(t) = 2h
+∞
∑

n=1

(−1)n
J2n+1(a0)

1− (2n+ 1)2
(cos((2n+ 1)t)− cos t) . (4.23)

Ahora, estamos en condiciones de construir la ecuación a partir de la cual calcu-
laremos el término θ2(t), obtenemos

θ̈2(t) + θ2(t) = θ̈1(t) + θ1(t)+

h
(

a0ω
2
0 θ̈1(t)− (ω2

0a1 + 2ω0ω1a0) cos t+ (a0θ1(t) + a1 cos t) cos(a0 cos t)
)

. (4.24)

Reemplazamos en la ecuación anterior ω0 como fue definido en (4.22) y θ1 con la
expresión ya calculada. Usando nuevamente la expansión de Jacobi–Anger adecuada,
podemos calcular el término θ2 resolviendo la ecuación con las condiciones iniciales
θ2(0) = θ̇2(0) = 0. Al igual que en el caso anterior, θ2 será periódico si el coeficiente
de cos t se anula. La condición que resulta relaciona linealmente ω1 con a1

ω1 =
−a1(ω2

0 + J2 − J0)

2ω0a0
+

h

ω0

∞
∑

n=1

J2n+1

1− (2n+ 1)2
(−J2n+2 + J2n + (−1)n(ω2

0 + J2 − J0)), (4.25)

con ω0 definido en (4.22) y cada función de Bessel Ji que interviene es evaluada en
a0. Fijando un valor para a1 podemos obtener el correspondiente valor de ω1 tal que
θ2 resulte periódico.

A esta altura los cálculos a mano se vuelven demasiado extensos, los mismos
pueden programarse fácilmente utilizando programas de cálculo simbólico, como
Mathematica. Sin embargo, dependiendo del sistema, y como sucede en particular
en este caso, el costo computacional es alto. Realizamos los cálculos para valores de
k ≥ 2 con Mathematica considerando sólo algunos términos de las expansiones de
Jacobi–Anger. En particular, utilizamos las siguientes aproximaciones finitas

sen(a0 cos t) = 2(J1(a0) cos(t)− J3(a0) cos(3t)),
cos(a0 cos t) = J0(a0) + 2(−J2(a0) cos(2t) + J4(a0) cos(4t)).

(4.26)
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El error cuadrado medio (en un peŕıodo) para estas aproximaciones es menor que
10−2 para todo a0 < 2,7.

Al realizar los cálculos para los demás valores de k, observamos que la condición
adicional para asegurar periodicidad es una única ecuación (correspondiente a anular
el coeficiente de cos t en el lado derecho de (4.16)), que brindará la relación que deben
verificar los valores ωk−1 y ak−1. Por lo tanto, como en el caso k = 1, fijando el valor
de ak−1 puedemos obtener ωk−1 y θk, y continuar el proceso hasta el orden deseado.

Pero, ¿cómo fijamos los valores ak para k ≥ 0 ? Como ya mencionamos el péndulo
simple tiene un centro no lineal en el equilibrio trivial. Más aún, existe una solución
periódica de (4.2) para cada condición inicial θ(0) ∈ (0, π), θ̇(0) = 0. Luego, si
tomamos a0 ∈ (0, π) y ak = 0 para k ≥ 1, el HAM permite calcular la solución θP
de (4.10) y la frecuencia ω correspondientes a la amplitud a = a0.

4.3.1. Resultados numéricos

Para una oscilación de amplitud a la ecuación de la enerǵıa (4.3) permite calcular
la correspondiente velocidad v0 en θ = 0. Luego, fijando a = arc cos(1 − v20/2) y
utilizando el proceso anterior, podemos obtener las expresiones de la solución y la
frecuencia en función de la velocidad inicial 0 < v0 < 2.

Como un primer ejemplo tomamos v0 = 1,95 y calculamos la aproximación de
la solución correspondiente hasta orden 15. En la figura 4.2 a) graficamos los poli-
nomios en función de h para la frecuencia ω, y los valores θP (0,1) y

...
θ P (0,1) (como

mencionamos en el caṕıtulo 2, podemos utilizar la función y sus derivadas para el
análisis de las h–curvas). Las expresiones de estos polinomios son

ω = 0,270673h15 + 3,12359h14 + 16,9264h13 + 57,1904h12 + 134,906h11+
235,701h10 + 315,718h9 + 331,011h8 + 274,825h7 + 181,545h6 + 95,2529h5+
39,3305h4 + 12,5197h3 + 2,94437h2 + 0,465156h+ 0,573929

θP (0,1) = −0,0914114h16 − 1,0801h15 − 6,00175h14 − 20,828h13 − 50,5537h12−
91,0661h11 − 126,052h10 − 136,917h9 − 118,12h8 − 81,3688h7 − 44,7303h6−
19,4903h5 − 6,63502h4 − 1,71943h3 − 0,323528h2 − 0,0401146h+ 0,995004
...
θ P (0,1) = 40,5402h16 + 469,514h15 + 2553,42h14 + 8657,97h13 + 20492.h12+
35911,1h11 + 48221,1h10 + 50637,2h9 + 42054.h8 + 27737,4h7 + 14497,3h6+
5950,09h5 + 1883,72h4 + 445,934h3 + 74,7369h2 + 7,96799h+ 0,0998334.

(4.27)
Observamos que, de acuerdo a lo mencionado en el caṕıtulo anterior, podemos elegir
fácilmente un h adecuado. Por ejemplo, tomando h = −0,8, la solución para este
valor resulta

θP (t) = 2,88495 cos(0,536173t)− 0,20478 cos(1,60852t)+
0,0154932 cos(2,68086t)− 0,00246577 cos(3,75321t) + 0,000277749 cos(4,82555t)−
0,0000354327 cos(5,8979t) + 5,09679× 10−6 cos(6,97024t)−
7,10179× 10−7 cos(8,04259t) + 1,01719× 10−7 cos(9,11494t)−
1,43853× 10−8 cos(10,1873t) + 2,00188× 10−9 cos(11,2596t)−
2,71269× 10−10 cos(12,332t) + 3,57771× 10−11 cos(13,4043t)−
3,68269× 10−12 cos(14,4767t) + 1,66554× 10−13 cos(15,549t)+
1,96159× 10−14 cos(16,6214t)− 9,50801× 10−15 cos(17,6937t).

(4.28)
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En la figura 4.2 b) comparamos la solución calculada junto con la exacta dada en
(4.4).

Por otro lado, una ventaja que nos da el HAM es que permite calcular aproxi-
maciones de la frecuencia ω en función de la amplitud y por lo tanto de la velocidad
inicial v0. Aśı, obtenemos por ejemplo la siguiente aproximación de orden 1 :

ωvib =

√

2J1(a)

a
+
h

8

(−aJ0(a) + 2J1(a) + aJ4(a))J3(a)
√

2aJ1(a)
, (4.29)

siendo a = arc cos(1− v20/2).
Se conocen distintas aproximaciones del peŕıodo (4.6) que se calculan utilizando

por ejemplo el desarrollo en serie de la integral eĺıptica o el método de balance de
armónicos (ver [9] y [77] y las referencias que señalan). En la figura 4.2 c) compa-
ramos el peŕıodo exacto (4.6) con nuestro resultado 2π/ωvib, fijando h = −0,8. Se
advierte la coincidencia con el resultado exacto para velocidades v0 < 1,9, el error
relativo es menor al 0,5%.
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Figura 4.2: a) Polinomios en función de h para v0 = 1,95. b) Solución exacta (—)
y aproximada con HAM (– –). c) Comparación peŕıodos: (—) exacto dado en (4.6),
(· · · ) 2π/ωvib calculado con HAM.

Según la definición dada en (3.22), calculemos el error medio cuadrático de orden
1 dado por

E1(h) =
1

2π

∫ 2π

0

(

(ω0 + ω1)
2a0(θ̈0(t) + θ̈1(t)) + sen (a0(θ0(t) + θ1(t)))

)2

dt, (4.30)
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con las funciones y cantidades calculadas antes. Para valores arbitrarios de a0 hallar
el mı́nimo de esta función no resulta un cálculo directo ya que las integrales no
son elementales. En la tabla 4.1 mostramos los errores calculados numéricamente
considerando h = −0,8, h = −1 y h = −1,2. Consideramos varios valores de la
velocidad inicial v0, siendo a0 = arc cos(1 − v20/2). Se observa que el error es muy
pequeño para velocidades v0 < 1,95.

Tabla 4.1: Error E1 para distintos valores de v0 y h.

v0 0.55 0.9 1.25 1.6 1.95

h = −0,8 8,15504× 10−6 0,0000567241 0,0000959451 0,00022211 0,016231
h = −1 5,38282× 10−6 0,0000140502 0,0000216898 0,00068958 0,0081467
h = −1,2 3,18443× 10−6 1,10234× 10−7 0,000324206 0,00354331 0,0069755

4.4. Rotaciones. Otras coordenadas

El método como fue desarrollado en la sección anterior está basado en la elección
de valores de la amplitud de las vibraciones. La definición de amplitud que consi-
deramos deja de tener sentido para las rotaciones. Además, considerando el plano
como un cubrimiento del cilindro la función θ que representa una rotación no es
estrictamente periódica ya que el movimiento no ocurre en una sola carta coorde-
nada. Para poder aplicar el HAM para hallar soluciones rotatorias del péndulo en
forma directa mapeamos el cilindro sobre el plano sin el origen (plano punteado). El
objetivo de este cambio de coordenadas es resolver las ecuaciones para una rotación
completa en el dominio de una sola carta. La relación con las coordenadas angulares
es la siguiente

{

u = eθ̇ cos θ,

v = eθ̇ sen θ.
(4.31)

La ecuación del péndulo en las nuevas coordenadas resulta

{

u̇ = −uv(u2 + v2)−1/2 − 1
2
v log(u2 + v2),

v̇ = −v2(u2 + v2)−1/2 + 1
2
u log(u2 + v2).

(4.32)

En este caso, supongamos que existe una solución periódica con frecuencia ω y tal
que (u(0), v(0)) = (eξ, 0). Normalizamos el sistema anterior de manera que la nueva
solución periódica (uP , vP ) tenga frecuencia 1 y verifique (uP (0), vP (0)) = (1, 0) (una
vez más mantenemos los nombres de las variables por simplicidad), obtenemos

{

ωu̇ = −uv(u2 + v2)−1/2 − vξ − 1
2
v log(u2 + v2),

ωv̇ = −v2(u2 + v2)−1/2 + uξ + 1
2
u log(u2 + v2).

(4.33)

Para encontrar las soluciones periódicas del sistema anterior utilizamos el HAM
descripto en la sección 3.3 del caṕıtulo anterior adaptado al caso de sistemas de
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ecuaciones. Utilizamos el operador L definido por

L[φ] =
(

∂
∂t

1
−1 ∂

∂t

)(

φ1

φ2

)

=

(

∂φ1

∂t
+ φ2

−φ1 +
∂φ2

∂t

)

. (4.34)

siendo φ = (φ1, φ2). Debido a la relación de este operador de dos dimensiones con el
operador lineal utilizado en la sección 3.3, definimos fácilmente (en cierto conjunto
de funciones periódicas) el operador inverso L−1 de (4.34) utilizando el operador
inverso para una dimensión ya definido. De acuerdo a las condiciones en t = 0
tomamos como función inicial (u0(t), v0(t)) = (cos t, sen t).

A partir de (4.33) el operador no lineal resulta

Nq[φ,Ω,Ξ] = N [φ(t, q),Ω(q),Ξ(q)] = (4.35)
(

N1

N2

)

=

(

Ω∂φ1/∂t+ φ1φ2(φ
2
1 + φ2

2)
−1/2 + φ2Ξ + 1

2
φ2 log(φ

2
1 + φ2

2)

Ω∂φ2/∂t+ φ2
2(φ

2
1 + φ2

2)
−1/2 − φ1Ξ− 1

2
φ1 log(φ

2
1 + φ2

2)

)

. (4.36)

Con las definiciones anteriores constrúımos la familia de operadores Hq como
en (3.2). Buscamos funciones anaĺıticas que verifiquen Hq[φ,Ω,Ξ] = 0, para q ∈
[0, 1]. Consideramos además φ(0, q) = (1, 0), para q ∈ [0, 1]. Reemplazando en la
homotoṕıa el valor q = 0 tenemos φ(t, 0) = (u0(t), v0(t)). Por otro lado, si q = 1 la
solución periódica de (4.33) será

(

uP (t)
vP (t)

)

=

(

φ1(t, 1)
φ2(t, 1)

)

=

( ∑+∞

k=0 uk(t)
∑+∞

k=0 vk(t)

)

, (4.37)

y además

ω = Ω(1) =
+∞
∑

k=0

ωk, ξ = Ξ(1) =
+∞
∑

k=0

ξk. (4.38)

El sistema de ecuaciones diferenciales para hallar el primer término resulta
{

u̇1(t) + v1(t) = h(−ω0 sen t+ cos t sen t+ ξ0 sen t),
−u1(t) + v̇1(t) = h(ω0 cos t+ sen2 t− ξ0 cos t),

(4.39)

con condición inicial u1(0) = v1(0) = 0. Por la definición del operador inverso de L,
el término (u1(t), v1(t)) será periódico si los coeficientes de cos t y sen t se anulan en
la siguiente expresión

(

∂

∂t
N1 −N2

)∣

∣

∣

∣

q=0

= 2(−ω0 + ξ0) cos(t) +
1

2
(−1 + 3 cos(2t)). (4.40)

Luego, este término será periódico si ω0 = ξ0. Podemos ahora resolver el sistema
(4.39) para obtener

{

u1(t) = h(cos(t) + 1
2
(−1− cos(2t))),

v1(t) = h(sen(t)− 1
2
sen(2t)).

(4.41)

Para cada k ≥ 2, utilizando el operador inverso de L, el término (uk(t), vk(t))
será periódico si los coeficientes de cos t y sen t se anulan en

(

∂

∂t

(

∂k−1N1

∂qk−1

)

− ∂k−1N2

∂qk−1

)

∣

∣

∣

q=0
. (4.42)
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Como en el caso anterior, uno de estos coeficientes se anula para todo k y el restante
relaciona los valores ωk−1 y ξk−1. Es conveniente fijar el valor ξ0 = θ̇(0), y ξk =
0 si k ≥ 1. Fijados los valores de ξk−1 calculamos los términos ωk−1 y (uk, vk).
Tenemos aśı el desarrollo de la solución (uP , vP ) y la frecuencia ω correspondientes
a la condición inicial (eξ, 0) hasta un orden deseado.

De acuerdo a lo anterior y si consideramos ξ0 > 2, en las coordenadas originales
la solución hallada corresponde a la solución rotatoria con velocidad θ̇(0) = ξ > 2
para θ(0) = 0. Dada la simetŕıa de las soluciones rotatorias no es necesario rea-
lizar cálculos para el caso v0 < −2. Sin embargo, su consideración arroja algunas
observaciones interesantes.

Si fijamos un valor θ̇(0) < −2, la frecuencia ω que obtenemos es negativa. Esto
se debe a que el sentido de rotación es distinto. En su representación en el plano
luego del cambio de coordenadas estas soluciones tienen sentido horario, mientras
que las correspondientes a θ̇(0) > 2 tienen el sentido contrario. Para evitar el signo
negativo de la frecuencia, el nuevo sentido de rotación puede traducirse en un cambio
en la condición inicial y el operador lineal utilizados. En este caso es más adecuado
considerar la condición inicial (u0(t), v0(t)) = (cos t,− sen t), y el operador lineal
traspuesto de L en (4.34).

4.4.1. Resultados numéricos

Dado un valor v0 > 2 podemos calcular el movimiento rotatorio correspondiente.
Como en el caso anterior, una vez realizados los cálculos hasta el orden deseado
observamos los polinomios en función del parámetro h y elegimos un valor adecuado
del mismo. En la figura 4.3 a) comparamos la solución exacta (4.7) junto con la
aproximada usando el HAM hasta orden 10 para v0 = 2,5 y v0 = 3. Mostramos las
soluciones tanto en el espacio (u, v) como en el cilindro.

Fijando h = −0,3 en el primero de los valores v0 mencionados la expresión de la
solución resulta

uP (t) = 1,00598 + 7,61297 cos(1,99018t) + 2,83201 cos(3,98036t)+
0,613502 cos(5,97053t) + 0,10334 cos(7,96071t) + 0,0133044 cos(9,95089t)+
0,00129487 cos(11,9411t) + 0,0000891894 cos(13,9312t)+
4,33837× 10−6 cos(15,9214t) + 1,163544× 10−7 cos(17,9116t)+
4,043190× 10−9 cos(19,9018t)− 1,267310× 10−10 cos(21,892t)

vP (t) = 7,61297 sen(1,99018t) + 2,79792 sen(3,98036t) + 0,610272 sen(5,97053t)+
0,103039 sen(7,96071t) + 0,0132836 sen(9,95089t) + 0,00129386 sen(11,9411t)+
0,0000891479 sen(13,9312t) + 4,338662× 10−6 sen(15,9214t)+
1,162647× 10−7 sen(17,9116t) + 4,055239× 10−9 sen(19,9018t)−
1,267310× 10−10 sen(21,892t).

(4.43)
Mientras que para el caso v0 = 3 con h = −0,2 tenemos

uP (t) = 1,70325 + 14,0746 cos(2,61725t) + 3,68573 cos(5,2345t)+
0,551584 cos(7,85176t) + 0,0644068 cos(10,469t) + 0,00556285 cos(13,0863t)+
0,000358114 cos(15,7035t) + 0,0000152767 cos(18,3208t)+
5,073228× 10−7 cos(20,938t) + 4,111218× 10−9 cos(23,5553t)+
4,416404× 10−10 cos(26,1725t)

(4.44)
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Figura 4.3: a) Soluciones rotatorias exactas (—) y soluciones aproximadas con HAM
(– –) en ambos sistemas de coordenadas; b) Comparación de peŕıodos: (—) exacto
en (4.8) y (· · · ) 2π/ωrot calculado con HAM.

vP (t) = 14,0746 sen(2,61725t) + 3,65976 sen(5,2345t) + 0,549794 sen(7,85176t)+
0,0643009 sen(10,469t) + 0,00555781 sen(13,0863t) + 0,000357997 sen(15,7035t)+
0,0000152709 sen(18,3208t) + 5,074780× 10−7 sen(20,938t)+
4,101773× 10−9 sen(23,5553t) + 4,418700× 10−10 sen(26,1725t).

(4.45)
Además, en este caso también es posible calcular aproximaciones de la frecuencia

ω en función de la velocidad inicial v0. La aproximación para orden 8 resulta

ωrot = v0 + 8h+ h2
(

28v0 +
7
2

)

+ h3
(

56v20 + 14v0 +
175
2

)

+ h2
(

28v0 +
7
2

)

+

h4
(

70v30 +
105v2

0

4
+ 2625v0

8
+ 9415

192

)

+ h5
(

56v40 + 28v30 + 525v20 +
1883v0

12
+ 14609

60

)

+

h6
(

28v50 +
35v4

0

2
+

875v3
0

2
+

9415v2
0

48
+ 14609v0

24
+ 437017

4608

)

+

h7
(

8v60 + 6v50 +
375v4

0

2
+

1345v3
0

12
+

2087v2
0

4
+ 62431v0

384
+ 185701

1536

)

+

h8
(

v70 +
7v6

0

8
+

525v5
0

16
+

9415v4
0

384
+

14609v3
0

96
+

437017v2
0

6144
+ 1299907v0

12288
+ 101836543

6193152

)

.

(4.46)
En la figura 4.3 b) comparamos el peŕıodo (4.8) con el calculado a partir de

la aproximación anterior fijando h = −0,15. Para valores de v0 entre 3,2 y 15 el
error relativo de la aproximación no supera el 1%. Para valores v0 < 3,2 el error
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aumenta considerablemente, pero puede mejorarse calculando aproximaciones de
mayor orden.

4.5. Conclusión

En este caṕıtulo aplicamos el HAM para hallar expresiones anaĺıticas de las solu-
ciones oscilatorias y rotatorias del péndulo simple. Para este último caso, mapeamos
el cilindro sobre el plano sin un punto y aplicamos el HAM para estudiar el sistema
de ecuaciones diferenciales resultante. Las aproximaciones de ambos tipos de solu-
ciones resultan muy buenas comparadas con las exactas que se calculan utilizando
funciones eĺıpticas de Jacobi. Además, el método permite obtener expresiones para
la frecuencia de las soluciones periódicas. Observamos que el peŕıodo correspondien-
te es una muy buena aproximación del exacto, en un amplio rango de velocidades
iniciales. De ser necesario, esta aproximación puede mejorarse aumentando la can-
tidad de términos calculados. Mostramos de esta manera que el HAM resulta un
método adecuado y efectivo para estudiar la dinámica y las soluciones de ecuaciones
diferenciales.

En los caṕıtulos siguientes consideraremos una modificación con retardo del
péndulo rotatorio, este último puede ser estudiado de manera similar al caso sim-
ple mostrado aqúı. En general, este método puede ser conveniente para el estudio
de centros no lineales, por ejemplo en sistemas hamiltonianos, para aproximar las
soluciones periódicas y obtener buenas aproximaciones del peŕıodo de las mismas.



5

Ecuación de van der Pol con

retardo, HAM iterado y

bifurcaciones

5.1. Introducción

Por medio de este ejemplo, mostramos que el HAM es una herramienta apro-
piada para estudiar soluciones periódicas en ecuaciones diferenciales no lineales con
retardo. Nos enfocamos en el análisis de bifurcación y estabilidad de soluciones pe-
riódicas. Los resultados no son los más generales que podŕıamos obtener, sin embar-
go, la aplicación de HAM a un sistema espećıfico ilustra las dificultades que pueden
aparecer al estudiar este tipo de ecuaciones y cómo podemos resolver algunas de
esas dificultades.

Las ecuaciones de van der Pol y van der Pol–Duffing han sido estudiadas apli-
cando el HAM en [42, 48]. En [5] se estudia la ecuación de van der Pol con retardo,
aplicando métodos perturbativos se muestra la presencia de bifurcación de Hopf.
Por otro lado, en [81] se analiza la bifurcación de Hopf en la ecuación de van der Pol
realimentada con retardo utilizando formas normales y el teorema de la variedad
centro.

El método de análisis homotópico como fue presentado en la sección 3.3 permite
construir expresiones anaĺıticas de las soluciones periódicas de la ecuación estudia-
da. Para el estudio de este ejemplo implementamos el HAM iterado para mejorar la
eficiencia numérica del método. Además utilizamos iteraciones en el cálculo de múlti-
ples soluciones. Estas modificaciones al HAM clásico, combinadas con la utilización
de paquetes de cálculo simbólico, nos permiten explorar el espacio de parámetros y
encontrar las soluciones oscilatorias del sistema. Además, debido al alto orden de
las aproximaciones de los ciclos obtenidas podemos aplicar el método de colocación
de Chebyshev presentado en el caṕıtulo 2, para estudiar la estabilidad de manera
eficiente.

En el estudio de esta ecuación y su dinámica nos encontramos con distinto
tipo de bifurcaciones, algunas se relacionan con los equilibrios, la bifurcación de
Hopf, bifurcación de Hopf doble, etc., y otras son bifurcaciones de ciclos, fold, flip
y Neimark-Sacker. El análisis de estas bifurcaciones es esencial para determinar el
comportamiento del sistema considerado al variar los parámetros.

51



52 Caṕıtulo 5. van der Pol con retardo, HAM iterado

5.2. Ecuación de van der Pol con retardo

Consideramos la ecuación de van der Pol realimentada con retardo

x′′(t) + ǫ(x2(t)− 1)x′(t) + x(t) = dǫx(t− τ), (5.1)

donde ǫ, d son constantes reales positivas y τ > 0 representa el retardo.
Supongamos que existe una solución periódica con amplitud a y frecuencia ω de

la ecuación anterior. De acuerdo a lo desarrollado en la sección 3.3, la ecuación que
resulta de la normalización es

ω2x′′(t) + ǫω(a2x2(t)− 1)x′(t) + x(t) = dǫx(t− ωτ), (5.2)

la solución periódica correspondiente tiene amplitud y frecuencia 1, y debe verificar
las condiciones de fase: x(0) = 1 y x′(0) = 0.

Consideramos la familia de operadores

Hq[φ,Ω, A] = (1− q)L[φ− x0]− qhNq[φ,Ω, A], (5.3)

donde h 6= 0 es el parámetro de control de convergencia y x0 es una aproximación
inicial que pertenece al espacio C2

2π(R) y verifica x0(0) = 1 y x′0(0) = 0. Además, L
es el operador lineal

L[ψ] = ∂2ψ

∂t2
+ ψ, (5.4)

y Nq es definido a partir de (5.2) como

Nq[φ,Ω, A] = Ω2(q)
∂2φ(t, q)

∂t2
+ ǫΩ(q)(A2(q)φ2(t, q)− 1)

∂φ(t, q)

∂t
+

φ(t, q)− dǫφ (t− Ω(q)τ, q) . (5.5)

Al igual que en la sección 3.3, consideramos las siguientes expresiones en serie

xP (t) = φ(t, 1) =
+∞
∑

k=0

xk(t), ω = Ω(1) =
+∞
∑

k=0

ωk, a = A(1) =
+∞
∑

k=0

ak. (5.6)

Las series anteriores dependerán del parámetro h, y serán convergentes si es posible
fijar un valor adecuado de este parámetro. Calculamos el término xk para k ≥ 1,
utilizando las ecuaciones

L[xk(t)− xk−1(t) + δ1kx0(t)] =
h

(k − 1)!

∂k−1Nq[φ,Ω, A]

∂qk−1

∣

∣

∣

∣

q=0

, (5.7)

y las condiciones iniciales xk(0) = 0, x′k(0) = 0.
La derivada en el lado derecho de la ecuación anterior presenta una diferencia

respecto de los ejemplos trabajados anteriormente que tiene que ver con la presencia
de retardo. La derivada del último término del operador en (5.5) implica la necesidad
de derivar la composición de dos de los desarrollos en serie (5.6). Como suponemos
que las series son convergentes para q ∈ [0, 1] esta derivada se obtiene utilizando la
regla de la cadena.

Resolvemos el problema en (5.7) invirtiendo el operador L teniendo en cuenta
las condiciones indicadas en la sección 3.3 para que cada término resulte periódico.
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Figura 5.1: Cantidad de condiciones iniciales que predice el sistema (5.9) para ǫ = 1.
Curvas de cambio de cantidad de condiciones iniciales (– –) y curvas de puntos de
Hopf (—).

Estas condiciones se verifican en cada paso k fijando valores adecuados de ωk−1 y
ak−1, obteniendo aśı los desarrollos en serie de ω y a.

Si consideramos la aproximación inicial x0(t) = cos(t), la ecuación (5.7) para
k = 1, resulta

x′′1(t) + x1(t) = h
(

(1− ω2
0 − dǫ cos(ω0τ)) cos(t)+

ǫω0

(

1− a20
4

− d

ω0

sen(ω0τ)
)

sen(t)− ǫω0
a20
4
sen(3t)

)

, (5.8)

luego, como h 6= 0, ω0 y a0 deben ser solución del siguiente sistema

1− ω2
0 − dǫ cos(ω0τ) = 0,

1− a20
4

− d

ω0

sen(ω0τ) = 0.
(5.9)

Podemos analizar la primera de estas ecuaciones gráficamente para ω0, y luego po-
demos despejar a0 de la segunda ecuación. El número de soluciones de estas ecua-
ciones nos brinda una primera estimación del número de ciclos para cada valor de
los parámetros (ver figura 5.1). Más adelante veremos cómo se puede mejorar esta
estimación.

Una vez determinados los valores de ω0 y a0, podemos calcular x1 y plantear la
ecuación para x2, a partir de la cual obtendremos un sistema, en este caso lineal,
que nos permitirá determinar ω1 y a1. Continuando de esta manera podemos obte-
ner expresiones anaĺıticas aproximadas de la solución periódica, y desarrollos de la
frecuencia y la amplitud hasta un orden de aproximación arbitrario en q.

Mencionamos anteriormente que las aproximaciones se encuentran en función de
h, y una idea de los valores de este parámetro para el cual las series son convergentes
se consigue observando las h−curvas. En la figura 5.2 a) mostramos varias h–curvas
para una expresión de orden 20 de un ciclo calculado con ǫ = 0,5, τ = 12, y d = 1,35.
En b) graficamos el ciclo correspondiente en función de t para h = −0,6, junto con
la aproximación numérica del mismo calculada con Mathematica, observamos la
similitud entre ambos.
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Figura 5.2: a) Polinomios en función de h. b) (– –) ciclo HAM de orden 20, (—)
aproximación numérica.

5.3. Uso de iteraciones

Como es usual en los métodos de búsqueda de soluciones óptimas, el uso de
iteraciones mejoró en gran medida nuestros resultados con HAM. Utilizamos las
iteraciones con dos objetivos principales, uno relacionado al cálculo de múltiples
soluciones y el otro vinculado al cálculo eficiente de ciclos particulares.

5.3.1. Múltiples soluciones

De acuerdo a lo desarrollado en la sección 3.3, la cantidad de ciclos de la ecuación
normalizada (5.2) que podemos calcular con HAM está asociada directamente a la
cantidad de valores inciales ω0 y a0 que resuelven el sistema

c1,1 =
1

π

∫ 2π

0

N [x0, ω0, a0] cos t dt = 0,

d1,1 =
1

π

∫ 2π

0

N [x0, ω0, a0] sen t dt = 0.

(5.10)

Aśı, los valores iniciales dependen fuertemente de la aproximación inicial x0. Como
hemos mencionado x0 pertenece al espacio C

2
2π(R) y además verifica las condiciones

iniciales x(0) = 1 y x′(0) = 0. Existen entonces infinitas posibilidades de elegir tal
función.

Supongamos que tenemos evidencia de que existen múltiples soluciones periódi-
cas, debido por ejemplo a alguna bifurcación. Sin embargo, tomando como función
inicial x0 = cos t, el sistema (5.9) tiene una única solución ω0, a0. En ese caso, es
posible generar nuevos valores iniciales ω0, a0 por medio de iteraciones de la solución
inicial. Cada iteración está basada en tres pasos:

1. Resolver el HAM con orden 1, obtener la nueva aproximación inicial x̃0 fijando
un valor de h.

2. Generar con x̃0 un sistema de la forma (5.10) y calcular los nuevos valores
iniciales ω0, a0. Existirá al menos un par de valores al igual que en el paso
previo.
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Figura 5.3: Amplitud de los ciclos para ǫ = 1,4142 y τ = 9. (· · · ) sin iteración de
condiciones iniciales, (◦◦◦) con tres iteraciones de condiciones iniciales.

3. Usar la función x̃0 obtenida como entrada para la siguiente iteración.

Si la cantidad de pares de valores iniciales ω0, a0, no aumenta luego de una cantidad
predeterminada de iteraciones detenemos este proceso de generación y continuamos
con el cálculo de la solución periódica. Si la cantidad aumenta utilizamos cada par
de valores obtenidos para el cálculo de la solución periódica correspondiente con
HAM.

Particularmente en el caso de la ecuación de van der Pol con retardo, en algunas
regiones del espacio de parámetros (especialmente si τ toma valores grandes), el
cálculo de los ciclos era a simple vista incompleto cuando (5.9) generaba los valores
iniciales. Por esto fue necesario corregir la generación utilizando iteraciones. En la
figura 5.3 mostramos un ejemplo de los resultados del nuevo proceso de generación
de los valores iniciales. Graficamos la amplitud de los ciclos para ǫ = 1,4142 y τ = 9,
en función de d, con tres iteraciones (ćırculos) y sin iteraciones (puntos). Es claro
que si no realizamos la iteración sólo uno de los ciclos es detectado para d en el
intervalo [0,2455, 0,34].

5.3.2. HAM iterado

Ya que el objetivo principal en este ejemplo es analizar soluciones y sus bifurca-
ciones al variar los parámetros de la ecuación, es importante poder realizar cálculos
de los ciclos con mucha precisión. Esto se lograŕıa fácilmente aumentando la canti-
dad de términos calculados en la aproximación HAM. Sin embargo, a medida que
este orden crece la cantidad de términos que intervienen en los cálculos aumenta en
gran medida. Es por esto que se hace necesario contar con un método más eficiente
que el HAM original para el cálculo de aproximaciones.

El HAM iterado consiste en el cálculo de un número fijo de términos en la ex-
pansión de una solución particular buscada, fijar un valor apropiado de h (elegido
observando las h–curvas de la primera iteración) y usar la función obtenida como
entrada de la siguiente iteración. De esta manera, exploramos el espacio de funciones
2π periódicas de amplitud unitaria transformando iterativamente las aproximacio-
nes de las soluciones. El proceso termina cuando la diferencia entre dos iteraciones
sucesivas es menor que cierto valor de tolerancia.
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Seleccionando un valor del parámetro h, reducimos en gran medida el número de
términos que intervienen en el cálculo. Luego, como esperábamos, el HAM iterado
mejora la velocidad de cálculo del ciclo respecto del procedimiento original. Además,
este proceso no afecta la calidad de la solución como una aproximación de la solu-
ción exacta. De hecho, generalmente provee una mejor aproximación que aquellas
obtenidas con el HAM usual descripto en la sección 3.3.

Como un ejemplo, consideremos en la ecuación analizada ǫ = 0,5, τ = 12 y
d = 0,35. Estos son los valores para el ciclo que mostramos en la figura 5.2. La
tabla 5.1 contiene los valores de ω, a, x′′(0), y x′′′(0) para este ciclo. Estos son
calculados con HAM clásico y HAM iterado, tomando diferentes órdenes y cantidad
de iteraciones, respectivamente. El orden para el HAM iterado es 5 en todos los
casos. Observamos la similitud entre los valores obtenidos con HAM de orden 40 y
HAM iterado con 8 iteraciones, sin embargo el tiempo de cálculo del segundo fue
cercano al 3% del primero.

Tabla 5.1: Valores para el único ciclo obtenido con ǫ = 0,5, τ = 12, y d = 1,35.

HAM sin iteraciones HAM orden 5 con iteraciones

orden 10 orden 20 orden 40 2 iter 4 iter 8 iter

ω 0,920582 0,920284 0,920325 0,920219 0,920322 0,920324
a 3,070616 3,072865 3,072773 3,073421 3,072783 3,072775
x′′(0) −0,753920 −0,753933 −0,753726 −0,753705 −0,753706 −0,753726
x′′′(0) 2,892260 2,911034 2,912385 2,943078 2,912267 2,912386

5.4. Bifurcación de Hopf y Hopf doble

En esta sección obtenemos puntos que verifican las condiciones necesarias para
que la ecuación presente una bifurcación de Hopf. Luego calcularemos las soluciones
periódicas utilizando HAM lo que nos permite calcular los diagramas locales de
bifurcación.

Un cálculo sencillo permite hallar los equilibrios de la ecuación (5.2). Observamos
que, si dǫ 6= 1, x̂ = 0 es el único equilibrio, mientras que si dǫ = 1 existen infinitos
equilibrios no aislados, estudiaremos sólo el primero de estos casos.

Determinamos la estabilidad del equilibrio trivial utilizando la ecuación carac-
teŕıstica

λ2 − ǫλ+ 1− dǫe−τλ = 0. (5.11)

Se sigue que no existen ráıces caracteŕısticas iguales a cero (ya que consideramos
dǫ 6= 1), mientras que existen ráıces imaginarias puras λ = iω, con ω > 0 si se puede
resolver el sistema

1− ω2 − dǫ cos(ωτ) = 0,
−ω + d sen(ωτ) = 0.

(5.12)

Como observamos en la sección 3.4, este sistema coincide con el obtenido conside-
rando a0 = 0 en (5.9).
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Figura 5.4: Superficie S en el espacio d–τ–ǫ; ( — ): curvas de autointersecciones.

A partir del sistema anterior es posible definir una superficie S en el espacio
de parámetros d–τ–ǫ, formada por infinitas hojas (ver figura 5.4). Utilizando las
ecuaciones (5.12) obtenemos las siguientes expresiones para τ y d en función de ω y
del parámetro ǫ,

d =

√

1 + (ǫ2 − 2)ω2 + ω4

ǫ
,

τ =











1

ω

(

2kπ + arctan

(

ǫω

1− ω2

))

si ω 6= 1,

2kπ +
π

2
, si ω = 1.

(5.13)

En la ecuación anterior k ∈ N ∪ {0} y la función arctan está definida de manera
que la función τ resulte continua en ω = 1. Para cada valor de k estas expresiones
determinan una hoja de la superficie S. En los puntos de la superficie se verifica la
condición necesaria para la existencia de bifurcación de Hopf, esto es, la existencia de
un par de ráıces caracteŕısticas imaginarias puras. Además, en las autointersecciones
de S, la existencia de dos pares de ráıces complejas conjugadas imaginarias puras es
un indicador de la posible existencia de bifurcaciones de Hopf dobles.

En lo que sigue consideramos d como parámetro de bifurcación. La condición de
transversalidad de las ráıces caracteŕısticas, esto es, que la derivada de la parte real
de la ráız respecto del parámetro no se anule, se verifica si

τ 6= 1 + ω2
c

d2cǫ
, (5.14)

siendo ωc el valor de la frecuencia en el punto de bifurcación dc. Realizando algunas
operaciones simples con las ecuaciones en el sistema (5.12) obtenemos

ωc1,c2 =

√

2− ǫ2 ± ǫ
√

ǫ2 − 4(1− d2)

2
. (5.15)

En la figura 5.5 graficamos las curvas de posibles puntos de Hopf para tres valores
fijos de ǫ.

Es interesante además poder determinar la existencia de puntos de Hopf doble.
La dinámica alrededor de este tipo de puntos involucra la interacción de más de
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Figura 5.5: Curvas de posibles puntos de Hopf para tres valores fijos de ǫ.

un ciclo, y el comportamiento de los mismos al variar los parámetros es particular-
mente interesante en entornos de puntos de Hopf doble resonante. En la siguiente
proposición determinamos condiciones necesarias para hallar este tipo de puntos de
bifurcación fijando valores adecuados de ǫ.

Proposición 18. Si la ecuación (5.1) presenta una bifurcación de Hopf doble re-
sonante p:q, con p 6= q, entonces existe 0 < ǫc <

√
2 y un par de valores k1,

k2 ∈ N ∪ {0}, tales que se verifica

p

q

(

2k1π + arctan

(

ǫcωc

1− ω2
c

))

= 2k2π + arctan

(

pqǫcωc

q2 − p2ω2
c

)

, (5.16)

siendo

ωc =

√

2− ǫ2c
1 + (p

q
)2
. (5.17)

Demostración. Supongamos que existe una bifurcación de Hopf doble, entonces de
acuerdo a la definición de la superficie S deben existir valores ωc1 y ωc2 tales que

d(ωc1) = d(ωc2) y τ(ωc1) = τ(ωc2), (5.18)

con d y τ definidos en (5.13). Si ωc1 6= ωc2, la primer ecuación implica que

ω2
c1 + ω2

c2 = 2− ǫ2, (5.19)

y existirán intersecciones sólo si ǫ <
√
2. Por otro lado, de la segunda ecuación se

sigue que

ωc2

(

2k1π + arctan

(

ǫωc1

1− ω2
c1

))

= ωc1

(

2k2π + arctan

(

ǫωc2

1− ω2
c2

))

. (5.20)

para un par de valores k1, k2 ∈ N∪{0}. Si la bifurcación de Hopf doble es resonante
p:q, entonces ωc2/ωc1 = p/q, con p, q ∈ N. Si p 6= q, de la ecuación (5.19) obtenemos

ωc =

√

2− ǫ2

1 + (p
q
)2
, (5.21)

y reemplazando en (5.20) resulta (5.16).
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Como ya mencionamos, la proposición anterior nos brinda condiciones necesarias
para la existencia de bifurcación de Hopf doble resonante. Fijados los valores p y
q, la ecuación (5.16) nos permite hallar un valor del parámetro ǫc, si es que existe,
para el cual obtenemos una bifurcación resonante p:q. En relación con la estabilidad
del equilibrio el caso más interesante es el correspondiente a intersecciones de una
misma hoja en la superficie S, es decir, cuando consideramos k1 = k2 en (5.16).

¿Qué sucede con las resonancias del tipo 1:1? De acuerdo a las definiciones en
(5.13), la única posibilidad de que la superficie se autointersecte con la misma fre-
cuencia es considerando ω1 = ω2 = 1. En las demás intersecciones intervienen dos
valores de frecuencia, uno de los cuales es mayor que 1 y el otro menor. Entonces,
considerando el sistema (5.12), se sigue que el mismo tiene una solución doble en
ω = 1 cuando

d = 1, τ = 2kπ +
π

2
, ǫ =

2

τ
. (5.22)

En estos puntos puede existir una bifurcación con resonancia 1:1.
Una vez que hemos determinado un posible punto de Hopf doble, realizaremos

el análisis de las soluciones periódicas alrededor de este tipo de puntos utilizando el
HAM. Es necesario además poder estudiar las bifurcaciones de los ciclos en entornos
de ese punto, lo que hace necesario poder determinar la estabilidad de los mismos.
Como mencionamos anteriormente no se ha podido desarrollar una técnica anaĺıtica
para calcular esta estabilidad en el caso general. Utilizamos entonces el método de
colocación de Chebyshev.

5.4.1. Estabilidad de soluciones periódicas

Para estudiar la estabilidad de las soluciones periódicas xP (con amplitud a y
frecuencia ω) escribimos x(t) = xP (t)+ v(t). Usamos esta sustitución en la ecuación
(5.2) y analizamos la estabilidad del equilibrio v = 0. Si el equilibrio trivial es
asintóticamente estable entonces xP es asintóticamente estable, de otra manera es
inestable. Para determinar la estabilidad de la solución trivial estudiamos la ecuación
lineal con coeficientes periódicos

ω2v′′(t) + ǫω(a2x2P (t)− 1)v′(t) + (2ǫωa2xP (t)x
′
P (t) + 1)v(t) = dǫv(t− ωτ). (5.23)

Usando el método de colocación de Chebyshev, descripto en 2.5, definimos una
matriz de monodromı́a finito dimensional Ũ cuyos autovalores aproximan los multi-
plicadores de Floquet. La exactitud de los multiplicadores de Floquet generalmente
mejora al incrementar el número de puntos de colocación.

Como ya mencionamos, si el peŕıodo del ciclo no es múltiplo del retardo es nece-
sario realizar interpolaciones. La manera más fácil es considerar una interpolación
lineal representada por una matriz ML. Comparamos los autovalores calculados con
los obtenidos utilizando DDE-Biftool [23] en algunos casos particulares y los resul-
tados muestran una buena coincidencia. En la tabla 5.2 mostramos los resultados
obtenidos para un ciclo particular.

Otra interpolación posible es la baricéntrica, análogamente al caso anterior po-
demos definir una matriz MB y aproximar los autovalores del operador Ũ. Los
autovalores obtenidos son comparados con los correspondientes calculados con DDE-
Biftool. Observamos que la aproximación es mejor que cuando se utilizaba interpo-
lación lineal, para el mismo número de puntos de colocación m (ver tabla 5.2). Esta
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última interpolación es la que utilizamos en el cálculo de la estabilidad en lo que
sigue.

Tabla 5.2: Autovalores del ciclo para ǫ = 0,1, τ = 7, y d = 8,3328.

DDE-Biftool
Interpolación lineal Interpolación baricéntrica

m = 40 m = 100 m = 40 m = 100

−1,2202± 0,8640i −1,2203± 0,8614i −1,2204± 0,8633i −1,2209± 0,8638i −1,2204± 0,8638i
1,0000 0,9893 0,9976 0,9975 0,9992
0,8985

0,8898± 0,0022i
0,8974 0,8991 0,8984

0,8880 0,8883 0,8883 0,8881
−0,2232± 0,2750i −0,2192± 0,2692i −0,2225± 0,2741i −0,2228± 0,2752i −0,2231± 0,2750i
−0,0680± 0,1979i −0,0646± 0,1907i −0,0675± 0,1967i −0,0683± 0,1977i −0,0680± 0,1978i
0,1422± 0,0302i 0,1332± 0,0291i 0,1407± 0,0300i 0,1421± 0,0297i 0,1420± 0,0301i
−0,0744± 0,0805i −0,0682± 0,0725i −0,0735± 0,0792i −0,0743± 0,0805i −0,0743± 0,0804i
−0,0247± 0,0835i −0,0208± 0,0730i −0,0240± 0,0819i −0,0255± 0,0834i −0,0246± 0,0834i

5.5. Cercańıas de puntos de Hopf doble

El conocimiento de los ciclos y su estabilidad nos permite detectar y analizar
bifurcaciones en las que ellos intervienen. En este caso nos enfocamos en el análisis
de ciclos cercanos a bifurcaciones de Hopf doble. Para llevar a cabo este análisis,
detectamos parámetros adecuados utilizando la proposición 18, luego, fijado ǫ encon-
tramos todos los ciclos y su estabilidad a lo largo de ĺıneas horizontales del plano d–τ
utilizando las técnicas desarrolladas anteriormente. Podemos detectar de esta mane-
ra bifurcaciones Neimark–Sacker y fold de ciclos, que confirman el comportamiento
dinámico esperado en entornos de cada punto de Hopf doble (ver [45]).

Además del análisis anterior, la utilización del HAM permite calcular una so-
lución periódica asociada al ciclo estable de la ecuación de van der Pol sin retardo
(ver 3.3.1). Podemos estudiar el comportamiento de este ciclo al variar distintos
parámetros y su relación con los ciclos que se originan en las distintas bifurcaciones.

5.5.1. Hopf doble resonante 3:4

De acuerdo a la proposición 18, fijando ǫ = 0,139057, calculamos que existe un
posible punto de bifurcación de Hopf doble resonante 3:4 cuando d = 2,22971 y τ =
7,90083. Los pares de autovalores correspondientes son ±i 1,125888 y ±i 0,844416,
y probamos fácilmente que la condición (5.14) se verifica para las dos frecuencias
correspondientes. El análisis del comportamiento de los ciclos en las cercańıas del
punto de Hopf doble nos permite detectar la ocurrencia de bifurcaciones Neimark–
Sacker (NS). Estas están asociadas a la aparición de toros 2D. La dinámica que
observamos corresponde a uno de los conocidos como casos simples de resonancia
[45].

Describimos qué sucede cuando los parámetros d y τ vaŕıan alrededor del punto
de Hopf doble : en la región I (ver figura 5.6 a)) el equilibrio es estable, al pasar a
la región II sobre los puntos de la curva H1 el sistema sufre una bifurcación de Hopf
supercŕıtica. El ciclo que surge es estable y continúa siendo estable en la región
III. En los puntos de bifurcación de Hopf H2 nace un nuevo ciclo inestable, que
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Figura 5.6: a) Entorno de un punto de Hopf doble fijando ǫ = 0,139057; b) Ampli-
tudes para valores constantes de τ indicados en a).

más adelante se estabiliza debido a una bifurcación NS (curva T2). En la región
IV, ambos ciclos son estables y el toro 2D que aparece en la última bifurcación es
inestable. Continuando, al cruzar la curva T1 el toro deja de existir. En la región
V, encontramos nuevamente un ciclo estable y uno inestable, este último desaparece
debido a la bifurcación de Hopf H1 y el que resta se anula en H2.

Mostramos en la figura 5.6 a) las curvas T1 y T2 en el espacio d–τ, junto con
las curvas de puntos de Hopf H1 y H2, y las regiones mencionadas antes. En la
figura 5.6 b) graficamos las amplitudes de los ciclos para varios valores fijos de τ, los
resultados coinciden con la dinámica descripta que es la que se espera en entornos
de este tipo de bifurcación. En esta figura y en las que siguen los puntos representan
las amplitudes de ciclos estables y los ćırculos corresponden a soluciones periódicas
inestables.

5.5.2. Folds cerca de un punto de Hopf doble

Como ya hemos mencionado existen curvas de posibles puntos de Hopf doble
en los cuales no cambia la estabilidad del equilibrio trivial. Estos son igualmente
interesantes debido a la dinámica de los ciclos que surgen de la bifurcación. Como
un ejemplo, consideremos un entorno de un punto de Hopf doble obtenido para los
valores ǫ = 0,5, τ = 12,254248, y d = 1,511726. Al variar los parámetros en un
entorno de este punto el equilibrio trivial no cambia su estabilidad y los dos ciclos
que surgen son inestables.

En la figura 5.7 a) mostramos la situación en un entorno del punto de Hopf doble
para el valor mencionado de ǫ. Mostramos las curvas de Hopf H1 y H2, y las curvas
de fold de ciclos F1 y F2 calculadas con HAM. En la misma figura indicamos con
puntos los valores de bifurcación fold de ciclos calculados con DDE-Biftool.

En la figura 5.7 b) mostramos las amplitudes de los ciclos existentes para τ = 12.
Observamos dos ramas de ciclos inestables que sugen de las bifurcaciones de Hopf.
En cada rama es posible observar la bifurcación fold de ciclos, antes mencionada.
Las ramas son comparadas con las obtenidas usando DDE-Biftool. Es interesante
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Figura 5.7: a) Entorno de un punto de Hopf doble, para ǫ = 0,5; b) Amplitud de los
ciclos para τ = 12, —: DDE-Biftool, ◦◦◦ : HAM.

observar que a pesar de la inestabilidad original, luego del fold, en una de las ramas
el ciclo de mayor amplitud se vuelve estable.

Notemos que usando HAM hallamos además un ciclo estable que es independiente
de la dinámica local asociada al Hopf doble, este ciclo es una deformación de la
solución periódica bien conocida para el sistema de van der Pol sin delay (ver sección
3.3.1). Cálculos numéricos realizados con rutinas espéćıficas de Matlab para este tipo
de ecuaciones [74], confirman la existencia y estabilidad de este ciclo, no fue posible
calcular esta rama de soluciones utilizando DDE-Biftool.

5.5.3. Hopf doble resonante 1:1

Finalmente, consideramos un posible punto de Hopf doble con resonancia 1:1.
Este tipo de resonancia ha sido estudiada por ejemplo en [43, 78]. Para el punto en
el espacio de parámetros (ǫ, d, τ) = (4/(5π), 1, π5/2), tenemos ω1,2 = 1. Fijando ǫ,
utilizamos el HAM para describir las soluciones periódicas en entornos de este punto
en el espacio d–τ.

Podemos hallar ramas de bifurcación NS que junto con las curvas de Hopf dividen
el entorno del posible punto de Hopf doble en cuatro regiones, que graficamos en
la figura 5.8 a). El equilibrio es inestable en todos los valores de los parámetros
considerados. Cuando cruzamos una curva de Hopf, de la región I a la II o de la
región I a la IV, aparecen ciclos inestables que se estabilizan en bifurcaciones NS
existentes en los puntos de las curvas T2 y T1, respectivamente. En la región III existe
un toro 2D que resulta inestable. Observamos además, como en el caso anterior, un
ciclo estable relacionado al ciclo del sistema sin retardo, Fig. 5.9 a).

Una resonancia 1 : 4 de ciclos aparece en las curvas T1 y T2 (ver figura 5.8 a)),
esto es, el ciclo correspondiente tiene multiplicadores de Floquet e±iπ/2. Aśı, en estos
puntos, el ciclo cambia su estabilidad cuando un par de multiplicadores imaginarios
puros entra al ćırculo unidad. La dinámica en cercańıas de esta resonancia puede ser
muy compleja [45]. En la figura 5.9 b) mostramos esta situación para el punto R1:4

sobre T1, al variar el parámetro d podemos observar como vaŕıan los multiplicadores
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correspondientes a los ciclos en la rama inferior de la figura 5.9 a).

Figura 5.8: a) Entorno de un punto de Hopf doble resonante 1:1, para ǫ = 4/(5π);
b) Amplitudes para valores fijos de τ mostrados en a).

Figura 5.9: a) Amplitudes de los ciclos para ǫ = 4/(5π), τ = 7,91; b) Multiplicadores
correspondientes a los ciclos en la rama inferior de amplitudes en a).

5.6. Conclusión

En este caṕıtulo desarrollamos y aplicamos el HAM iterado para encontrar ex-
presiones anaĺıticas de las soluciones periódicas de una ecuación diferencial no lineal
con retardo. El método nos permite calcular estas soluciones con gran precisión, lo
que observamos al compararlas con las obtenidas por métodos numéricos. Además,
podemos realizar el análisis de estabilidad utilizando las expresiones halladas de las
soluciones. Luego, es posible recorrer grandes regiones del espacio de parámetros y
hallar distintas bifurcaciones. Obtenemos de esta manera distintas pinturas dinámi-
cas del sistema en lo que se refiere a soluciones periódicas, no sólo de amplitud
pequeña sino también asociadas a fenómenos globales.
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A través de este ejemplo hemos mostrado que el HAM es una herramienta apro-
piada para estudiar EDRs no lineales haciendo incapié en el análisis de bifurcaciones
y estabilidad de soluciones periódicas.



6

Isocrońıa en sistemas con retardo

6.1. Introducción

En este caṕıtulo se considera un tipo particular de ecuaciones diferenciales con
retardo relacionadas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Más precisamente consi-
deramos una ecuación diferencial que corresponde a un movimiento en una dimensión
bajo el efecto de una fuerza conservativa. Esta ecuación es de la forma

x′′ = −g(x, β), (6.1)

donde β representa algún parámetro adicional.
Si ∂g/∂x(x̂, β) > 0 en un equilibrio x̂ de (6.1), entonces este equilibrio es un

centro. En un entorno de x̂ en el espacio de fases x–x′ hay órbitas periódicas dis-
tribuidas continuamente. En numerosos trabajos se ha estudiado el caso en el cual
dicho centro es isocrónico, es decir, todas las órbitas tienen al misma frecuencia
[18, 19, 30, 55, 69].

Modificamos la ecuación (6.1) agregando un término lineal proporcional a la
diferencia entre el valor actual y el valor retardado de la posición γf(x(t)−x(t−τ)).
Este esquema ha sido utilizado para controlar sistemas caóticos [66, 67]. Usualmente
la presencia del término con retardo rompe el centro y en ciertos casos se observa una
bifurcación de Hopf al mover alguno de los parámetros γ o β [63]. En este caṕıtulo
mostramos que la situación genérica en este caso es que los ciclos emergentes en
cada rama de la bifurcación tengan la misma frecuencia. A ésto lo llamamos una
bifurcación isocrónica.

En este caso utilizamos el HAM como herramienta teórica para demostrar el
resultado principal, a saber, que las ramas de bifurcación que aparecen debido al
retardo son isocrónicas, por lo menos en un entorno de la bifurcación y bajo ciertas
condiciones genéricas.

El caṕıtulo se organiza de la siguiente manera. En la sección 6.2 mostramos
las condiciones de bifurcación que aparecen debido al retardo, y además enuncia-
mos y demostramos distintos lemas que permiten establecer el resultado principal
del caṕıtulo. En la sección 6.3 estudiamos dos ejemplos, el primero es un oscila-
dor anarmónico con un término cúbico y en el segundo el sistema mecánico es un
péndulo. Aplicaciones interesantes utilizando modelos de péndulos con retardo son
considerados en diversos trabajos actuales, por ejemplo en el caso de un péndulo
simple forzado, ver [85], y en el caso de un péndulo invertido en el carrito y los
distintos controles realimentados que se pueden implementar, ver [47].

65
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6.2. Bifurcación isocrónica

Se considera la ecuación

x′′ + g(x, β) = γf(x− xτ ), (6.2)

donde x(t) ∈ R, β ∈ R es un parámetro, γ 6= 0, τ > 0 representa un retardo y
notamos xτ (t) = x(t− τ). Supongamos que f : R → R es una función anaĺıtica, tal
que f(0) = 0 y f ′(0) 6= 0, mientras que la función g : R× R → R es C1.

Los equilibrios x̂ del sistema son las soluciones de la ecuación g(x̂, β) = 0. La
ecuación caracteŕıstica para el equilibrio x̂ resulta

λ2 +
∂g

∂x
(x̂, β)− γf ′(0)(1− e−λτ ) = 0. (6.3)

La condición necesaria para la existencia de una bifurcación estática (λ = 0) se
verifica si ∂g/∂x(x̂, β) = 0. Por otro lado, la condición necesaria para la existencia
de bifurcación de Hopf resulta

−ω2 +
∂g

∂x
(x̂, β)− γf ′(0)(1− cosωτ) = 0,

γf ′(0) senωτ = 0. (6.4)

Como f ′(0) 6= 0, los puntos solución del sistema anterior tienen la forma

τ =
nπ

ω
, ω =

√

∂g

∂x
(x̂, β)− γf ′(0)(1− (−1)n), n ∈ Z. (6.5)

Además, a partir de la ecuación (6.3) podemos calcular la derivada de Reλ
respecto del paramétro β o de la ganancia del término con retardo γ. En el primer
caso la derivada evaluada en los puntos en (6.5) resulta

dReλ

d β

∣

∣

∣

∣

s=iω

=
(−1)nγτf ′(0)

(γτf ′(0))2 + 4ω2

d

dβ

(

∂g

∂x
(x̂, β)

)

. (6.6)

En el otro caso, la derivada es

dReλ

d γ

∣

∣

∣

∣

s=iω

=
(1− (−1)n)γτf ′(0)2

(γτf ′(0))2 + 4ω2
. (6.7)

En lo que sigue llamamos µ al parámetro (β o γ) que consideramos como paráme-
tro de bifurcación. Al variar µ, en caso de que la derivada correspondiente sea positiva
(negativa) los autovalores complejos conjugados asociados a la bifurcación de Hopf
cruzarán el eje imaginario de izquierda a derecha (derecha a izquierda). En ambos
casos podemos aplicar el teorema de Hopf para ecuaciones con retardo y asegurar la
existencia de soluciones periódicas en la cercańıa del punto de bifurcación [35]. Por
otro lado, si la derivada es cero entonces la bifurcación, si existe, será degenerada.
Notaremos con µ0 al valor cŕıtico en que se da la bifurcación y ωµ0

a la frecuencia
asociada a ese valor.

Las condiciones (6.5) definen curvas en el espacio µ-τ. Los distintos valores de k
definen distintas ramas que pueden intersectarse dando lugar a posibles puntos de
Hopf doble.
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6.2.1. Resultados principales

En esta sección establecemos el resultado principal del caṕıtulo. En el teorema
22 probamos que, bajo ciertas condiciones, las soluciones periódicas de la ecuación
(6.2) tienen la misma frecuencia. En particular, las condiciones enunciadas en el
teorema implican que las soluciones de amplitud pequeña que surgen a partir de
bifurcaciones de Hopf forman (lo que denominamos como) ramas isocrónicas.

Consideremos la ecuación (6.2), mediante un cambio de coordenadas trasladamos
el origen a x̂. Supongamos que existe una solución de la ecuación con frecuencia ω
y amplitud a. Luego de sustituir t por ωt y x por ax, la ecuación resulta

aω2x′′ + g(x̂+ ax, β) = γf(a(x− xωτ )). (6.8)

En las nuevas variables la solución periódica xP tiene frecuencia y amplitud uno.
Fijamos la fase imponiendo las condiciones: x(0) = 1 y x′(0) = 0.

De acuerdo a lo mencionado en la sección 3.3, para hallar xP consideremos la
familia de operadores

Hq[φ,Ω, A] = (1− q)L[φ− x0]− qhNq[φ,Ω, A], (6.9)

donde φ la homotoṕıa que construimos con el método, h 6= 0 es el parámetro de
control de convergencia y x0 es una aproximación inicial de la solución periódica
que verifica x0(0) = 1 y x′0(0) = 0. L es el operador lineal

L[ψ] = ∂2ψ

∂t2
+ ψ, (6.10)

y Nq es el siguiente operador no lineal definido a partir de la ecuación normalizada

Nq[φ,Ω, A] = AΩ2∂
2φ

∂t2
+ g(x̂+ Aφ, β)− γf(A(φ− φΩτ )). (6.11)

Una vez más, buscamos funciones φ, Ω y A, anaĺıticas para q ∈ [0, 1], tales que:

i. Hq[φ,Ω, A] = 0 para q ∈ [0, 1],

ii. φ verifica las condiciones φ(0, q) = 1 y ∂φ/∂t(0, q) = 0 para q ∈ [0, 1].

Si estas funciones existen, tomando q = 0 se sigue que φ(t, 0) = x0(t), debido a las
condiciones en t = 0. Además, si q = 1,

H1[φ,Ω, A] = −h N1[φ,Ω, A] = 0, (6.12)

por lo tanto, xP (t) = φ(t, 1), ω = Ω(1) y a = A(1) serán solución de la ecuación
(6.8). Para hallar las funciones φ, Ω y A consideramos las siguientes expansiones en
series

φ(t, q) =
+∞
∑

k=0

xk(t)q
k, Ω(q) =

+∞
∑

k=0

ωkq
k y A(q) =

+∞
∑

k=0

akq
k. (6.13)

Reemplazando estas series en Hq[φ,Ω, A] = 0, y evaluando en q = 0 las derivadas
k–ésimas respecto de q obtenemos las ecuaciones diferenciales

L[xk(t)− xk−1(t) + δ1kx0(t)] =
h

(k − 1)!

∂k−1Nq[φ,Ω, A]

∂qk−1

∣

∣

∣

∣

q=0

, (6.14)
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con condiciones iniciales xk(0) = x′k(0) = 0 para k ≥ 1.
Considerando que se debe cumplir x0(0) = 1 y x′0(0) = 0, elegimos la aproxima-

ción inicial x0(t) = cos t. Reemplazando en (6.14) para k = 1 tenemos

x′′1(t) + x1(t) =

h(−a0ω2
0 cos t+ g(x̂+ a0 cos t, β)− γf(a0(cos t− cos(t− ω0τ)))), (6.15)

siendo las condiciones iniciales x1(0) = x′1(0) = 0. Suponemos a0 6= 0, ya que en
caso contrario se anula el lado derecho de la ecuación anterior.

En este caso, la solución x1 será periódica si los coeficientes de sen t y cos t en el
término de la derecha de (6.15) son iguales a cero. Luego, ω0 y a0 deben ser solución
del siguiente sistema no lineal de ecuaciones

− a0ω
2
0 +

1

π

∫ 2π

0

g(x̂+ a0 cos t, β) cos t dt

− γ

π

∫ 2π

0

f(a0(cos t− cos(t− ω0τ))) cos t dt = 0, (6.16a)

−γ
π

∫ 2π

0

f(a0(cos t− cos(t− ω0τ))) sen t dt = 0. (6.16b)

Dado que g(x̂ + a0 cos t, β) es par, en el coeficiente de sen t sólo está presente la
función f. Como demostramos en el caṕıtulo 3, las ecuaciones anteriores se reducen
a las ecuaciones de bifurcación (6.4) en el ĺımite a0 → 0.

Si k ≥ 2, el sistema obtenido es lineal y permite calcular fácilmente ωk−1 y
ak−1. Para cada valor de k, una vez resuelto el sistema correspondiente, calculamos
xk, el procedimiento se repite hasta el orden deseado. Por último, utilizando las
h–curvas para fijar un valor del parámetro h adecuado obtenemos la aproximación
de la solución buscada.

Calculamos usando el sistema (6.16), la semilla para generar cada desarrollo con
HAM. El siguiente lema está relacionado con la determinación del valor inicial ω0

en el tipo de ecuaciones con retardo consideradas.

Lema 19. Sea f : R → R anaĺıtica con f ′(0) 6= 0 y a0 6= 0, suficientemente pequeño.
Entonces se cumple

∫ 2π

0

f(a0(cos t− cos(t− ω0τ))) sen t dt = 0 (6.17)

si y solo si ω0τ = mπ, m ∈ Z.

Demostración. Si ω0τ = mπ, m ∈ Z, entonces

f(a0(cos t− cos(t− ω0τ))) = f(a0(1− (−1)m) cos t),

de donde se sigue que la integral (6.17) es 0.
Para probar la otra implicación, consideremos la serie de potencias de la función

anaĺıtica f

f(a0(cos t− cos(t− ω0τ))) =
∞
∑

n=1

f (n)(0)

n!
(a0(cos t− cos(t− ω0τ)))

n. (6.18)
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Reemplazando esta expresión en (6.17) tenemos

∞
∑

n=1

f (n)(0)

n!
an0

∫ 2π

0

(cos t− cos(t− ω0τ))
n sen t dt = 0 (6.19)

Si n es par la integral anterior se anula. Si n = 2k+1 podemos probar que la integral
toma el valor −

(

2k+1
k+1

)

sen(ω0τ) sen(ω0τ/2)
2k. Luego, la ecuación (6.17) resulta

− sen(ω0τ)a0

∞
∑

k=0

f (2k+1)(0)

(k + 1)!k!

(

a0 sen
(ω0τ

2

))2k

= 0. (6.20)

Para valores de a0 suficientemente pequeños la serie en la ecuación anterior no se
anula, ya que f ′(0) 6= 0 y la serie converge uniformemente en un intervalo que
contienen al origen. Por lo tanto, como a0 6= 0 resulta ω0τ = mπ, m ∈ Z.

Consideramos los ciclos que surgen de un punto µ0 de bifurcación de Hopf. El
lema anterior implica que para una amplitud inicial a0 suficientemente pequeña la
frecuencia inicial ω0 sólo depende del retardo τ y de la rama de bifurcación elegida.
De lo anterior tenemos que, para amplitudes iniciales pequeñas, ω0 coincide con la
frecuencia ωµ0

en el punto de bifurcación.
En el siguiente lema demostramos algunas caracteŕısticas especiales que presen-

tan las series construidas con el HAM.

Lema 20. Consideremos el sistema de (infinitas) ecuaciones lineales (6.14), con
condiciones iniciales x0(0) = 1, x′0(0) = 0 y xk(0) = x′k(0) = 0 para todo k ≥ 1. En
estas ecuaciones L es el operador lineal (6.10), N está dado por la expresión (6.11), y
φ, Ω y A son las series (6.13). Supongamos que f es anaĺıtica y g es C1. Supongamos
además que f ′(0) 6= 0. Entonces tomando x0(t) = cos t, imponiendo la anulación de
los términos correspondientes al primer armónico en el miembro de la derecha de
las ecuaciones (6.14) y suponiendo que el valor a0 inicial es suficientemente pequeño
resulta que todas las sucesivas soluciones xk que se obtiene son suma de cosenos, y
ωk = 0 para todo k ≥ 1.

Demostración. Si x0(t) = cos t, tenemos el sistema de condiciones (6.16) para hallar
ω0 y a0. de acuerdo al lema anterior para a0 pequeño resulta ω0τ = mπ, m ∈ Z.
Luego, x0(t− ω0τ) = (−1)m cos t. Se sigue que

N0[φ] = −a0ω2
0 cos t+ g(x̂+ a0 cos t, β)− γf(a0(cos t− (−1)m cos(t))).

Podemos expresar N0[φ] como suma de cosenos, dependiendo de la no linealidad de
f puede ser una suma finita o infinita. Entonces, resolviendo la ecuación diferencial
(6.15) resulta que x1 es de la forma

x1(t) = c1 cos t+ c2 sen t+
∞
∑

k=0
k 6=1

bk cos kt,

pero x1(0) = x′1(0) = 0, por lo tanto c2 = 0, y aśı x1 es suma de cosenos. Observemos
que también lo son las funciones x1(t−mπ) y x′′1(t), esto será útil más adelante.
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Veamos que ω1 = 0. La condición para hallar ω1 viene de considerar los coefi-
cientes de cos t y sen t de

∂N
∂q

∣

∣

∣

∣

q=0

= a1ω
2
0x

′′
0(t) + 2a0ω0ω1x

′′
0(t) + a0ω

2
0x

′′
1(t)+

(a1x0(t) + a0x1(t))
∂g

∂x
(x̂+ a0x0(t), β)− γ

∂f

∂q

∣

∣

∣

∣

q=0

. (6.21)

Debido a la paridad de x0 y x1 el término que contiene sen t se encuentra en

∂f

∂q

∣

∣

∣

∣

q=0

= f ′(a0(x0(t)− x0(t− ω0τ)))(a0x1(t) + a1x0(t)−

a0x1(t− ω0τ)− a1x0(t− ω0τ) + a0ω1τx
′
0(t− ω0τ)), (6.22)

los demás términos son sumas de cosenos. Reemplazando x0 y ω0 obtenemos

∂f

∂q

∣

∣

∣

∣

q=0

= f ′(a0(1− (−1)m) cos t)(a0x1(t) + a1 cos t−

a0x1(t−mπ)− a1(−1)m cos t− a0ω1τ(−1)m sen t), (6.23)

En particular, la condición de que el coeficiente de sen t se anule es

1

2
a0ω1τγ(−1)m

∫ 2π

0

f ′(a0(1− (−1)m) cos(t)) sen2 t dt = 0. (6.24)

Puede probarse que la integral en la ecuación anterior es

2πf ′(0) + 2πa20

∞
∑

n=1

24na
2(n−1)
0 f (2n)(0)

(

1
2

)

n

(

3
2

)

n

(1)2n+2(1)2n
, (6.25)

donde hemos usado los śımbolos de Pochhammer (a)n = Γ(a+n)/Γ(a). Por lo tanto,
como f ′(0) 6= 0 resulta que para a0 suficientemente pequeño la integral en (6.24) es
no nula, de donde se sigue que ω1 = 0. Una vez más, resolviendo la ecuación (6.14),
esta vez para para k = 2 y tomando en cuenta las condiciones iniciales deducimos
que el término x2 es suma de cosenos.

Supongamos que ωk = 0 para 1 ≤ k ≤ n − 1 y xk es suma de cosenos para
1 ≤ k ≤ n.

Veamos que ωn = 0. Como en el caso n = 1, consideremos los coeficientes cos t y
sen t de ∂nN /∂qn|q=0. El término que contiene sen t se encuentra en

∂nf

∂qn

∣

∣

∣

∣

q=0

=

∑

m

n!f (m1+...+mn)(a0(1− (−1)m) cos t)

m1!m2!...mn!

n
∏

j=1

(

1

j!

∂j(Aφ− AφΩτ )

∂qj

∣

∣

∣

∣

q=0

)mj

, (6.26)

donde la suma se realiza sobre todas las n-uplas m = (m1, ...,mn) ∈ N
n tales que

1m1 + 2m2 + ...+ nmn = n (fórmula de Faà di Bruno).
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En las derivadas de cualquier orden de Aφ respecto de q evaluadas en q = 0,
sólo intervienen los términos xk, 0 ≤ k ≤ n, por lo tanto estas derivadas no aportan
términos que contengan sen t. Si escribimos ω = ω0 +

∑∞

k=n ωkq
k, las derivadas de

AφΩτ son de la forma

∂j(AφΩτ )

∂qj

∣

∣

∣

∣

q=0

= j!

j
∑

m=0

aj−mxm(t− ω0τ), si 1 ≤ j < n

∂n(AφΩτ )

∂qn

∣

∣

∣

∣

q=0

= n!
n
∑

m=0

an−mxm(t− ω0τ)− n!a0ωnτx
′
0(t− ω0τ).

(6.27)
Luego, en (6.26) el único término que contiene sen t es el que contiene la derivada
n-ésima de AφΩτ respecto de q, que corresponde al caso mi = 0, i 6= n y mn = 1.
Luego obtenemos la condición

1

2
n!a0ωnτγ(−1)m

∫ 2π

0

f ′(a0(1− (−1)m) cos t) sen2 t dt = 0, (6.28)

de donde, análogamente al caso de la ecuación (6.24), se sigue ωn = 0.

Observación 21. La condición de que a0 sea suficientemte pequeño se cumple en
un entorno de una bifurcación de Hopf. En el caso en que f sea lineal los lemas
anteriores son válidos para cualquier valor de a0.

Usando el lema anterior para valores del parámetro de bifurcación en entornos
de un punto de bifurcaciones de Hopf µ0 del sistema original (6.2), probamos direc-
tamente el siguiente teorema.

Teorema 22. Consideremos la ecuación diferencial (6.2) con f : R → R anaĺıtica
y g : R× R → R de clase C1, γ 6= 0 y τ > 0. Supongamos que la ecuación presenta
una bifurcación de Hopf en el valor µ0 (µ es el parámetro de bifurcación: β o γ) y
que f ′(0) 6= 0. Supongamos además que para algún valor de h las series obtenidas
con HAM para las soluciones periódicas son convergentes. Entonces, en un entorno
de la bifurcación, los ciclos emergentes son isocrónicos. Además, la frecuencia de
estas soluciones coincide con la frecuencia en el punto de bifurcación ωµ0

.

Observación 23. Si la solución periódica existe, en el caso m par, el retardo τ es
múltiplo del peŕıodo de la misma. En teoŕıa de control esta situación es conocida
como esquema de control no invasivo, utilizado para la estabilización de ciclos [39].

6.3. Ejemplos

6.3.1. Oscilador anarmónico

Consideremos la ecuación

x′′ + x+ βx3 = γ(x− xτ ), (6.29)

correspondiente a un oscilador anarmónico al que se le ha agregado un término
retardado.
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En este caso g(x, β) = x+βx3, y f(x−xτ ) = x−xτ . El punto x̂ = 0 es equilibrio
del sistema para todo valor de β. Si β < 0 existen además otros dos equilibrios
x̂ = ±

√

−1/β.

Estudiamos sólo las órbitas alrededor de x̂ = 0. La ecuación de bifurcación (6.3)
para este equilibrio no depende de β. Es por esto que consideramos a la ganancia γ
como parámetro de bifurcación. Para τ > 0 fijo, sea γ0 = (τ 2 − (2n+ 1)2π2)/(2τ 2),
con n ∈ N. Existe una bifurcación de Hopf en los puntos aśı definidos si γ0 6= 0. La
frecuencia en el punto de bifurcación es ωγ0 =

√
1− 2γ0.

Utilizamos el HAM desarrollado anteriormente para hallar las soluciones periódi-
cas que surgen a partir de los puntos de bifurcación de Hopf. Como f es una función
lineal, se verifican las condiciones del teorema 22 para todo valor de a0. Por lo tanto,
las expresiones de las soluciones periódicas que surgen de un punto de bifurcación
γ0, tienen frecuencia ω =

√
1− 2γ0 = (2n+ 1)π/τ.

Las ecuaciones (6.16) para determinar las condiciones iniciales resultan

1− ω2
0 +

3

4
βa20 − γ + γ cosω0τ = 0, (6.30)

γ senω0τ = 0. (6.31)

Resolviendo el sistema anterior en entornos de los puntos de Hopf existentes obte-
nemos ω0 = (2n+ 1)π/τ, y

a0 =

√

4

3β
(ω2

0 − 1 + 2γ) =

√

√

√

√

4

3β

(

(

(2n+ 1)π

τ

)2

− 1 + 2γ

)

. (6.32)

Luego, existirá a0 si β > 0 y γ > γ0, o β < 0 y γ < γ0. En caso de que las soluciones
halladas con HAM sean convergentes, existirán en las regiones mencionadas del
plano γ–τ, a la derecha (izquierda) de las curvas de Hopf si β > 0 (β < 0). Esta
información junto con la estabilidad del equilibrio permite determinar la estabilidad
de las soluciones halladas. Cuando el parámetro continúa variando la estabilidad
puede cambiar debido a una bifurcación de ciclos o a fenómenos globales.

En la figura 6.1 consideramos β < 0, sombreamos la región del plano γ–τ en
que el equilibrio trivial es estable. Graficamos además las curvas de Hopf, en ĺınea
continua los puntos correspondientes a bifurcaciones supercŕıticas (el ciclo que surge
es estable) y en ĺınea punteada los correspondientes a bifurcaciones subcŕıticas. Los
resultados fueron corroborados con el paquete DDE-Biftool. Fijando β = −1 y
τ = 2,5, calculamos un punto de Hopf en γ0 ≈ −0,289568 (punto negro en la figura
6.1). Para varios valores del parámetro γ < γ0 mostramos los perfiles de las soluciones
con orden 10, observamos claramente la isocrońıa de las mismas. Graficamos también
para una de las soluciones, correspondiente a γ = −1, los polinomios en la variable
h mencionados al final de la sección 3.3.

En la figura 6.1 mostramos además los puntos τ = 2nπ, n ∈ N, que resultan de
considerar k par. En estos puntos existe un par de autovalores complejos conjugados
±i pero se anula la derivada en (6.7). El sistema de condiciones iniciales tiene como
solución los valores ω0 = 1 y a0 = 0, y por lo tanto no es posible aplicar el HAM
como fue desarrollado en la sección anterior.
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Figura 6.1: Izquierda: puntos en que existe bifurcación de Hopf supercŕıtica (—) y
subcŕıtica (– –). Derecha arriba: perfiles a partir del punto de Hopf con τ = 2,5
indicado en la figura de la izquierda. Derecha abajo: algunos polinomios en h del
ciclo existente para β = −1, τ = 2,5 y γ = −1.

6.3.2. Péndulo rotatorio con retardo

Consideremos un péndulo de masa m y longitud l restringido a oscilar en un
plano que gira alrededor de un eje vertical con velocidad angular constante ωr. Sea
x la desviación angular del péndulo de la vertical. El Lagrangiano del sistema resulta

L(x, ẋ) =
1

2
m(l2(x′)2 + ω2

r l
2 sen2 x) +mgl cos x. (6.33)

La ecuación de Euler–Lagrange

d

dt

∂L

∂x′
− ∂L

∂x
= 0, (6.34)

permite obtener la siguiente ecuación de movimiento

x′′ +
(g

l
− ω2

r cos x
)

sen x = 0.

Realizando una normalización en el tiempo obtenemos

x′′ + (β − cos x) sen x = 0, (6.35)

donde β = g/(l ω2
r). El comportamiento del péndulo de la ecuación anterior es bien

conocido [34]. Si β > 1 existen dos equilibrios x̂ = 0 y x̂ = π, correspondientes
al péndulo el reposo y al péndulo invertido, respectivamente. Si 0 < β < 1, existe
un tercer equilibrio x̂ = arc cos β, que es un centro, es decir, existe una familia de
órbitas cerradas alrededor de este equilibrio.
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Si consideramos la siguiente función f(x − xτ ) = sen(x − xτ ), obtenemos la
ecuación

x′′ + (β − cos x) sen x = γ sen(x− xτ ), (6.36)

con γ ∈ R. Podemos interpretar esta realimentación como un torque que actúa sobre
el pivote. El torque es siempre perpendicular al plano en que oscila el péndulo.

6.3.2.1. Bifurcaciones de Hopf

Los equilibrios del sistema son las soluciones de la ecuación

(β − cos x̂) sen x̂ = 0, (6.37)

con x̂ ∈ [0, π]. Por lo tanto, el péndulo con retardo (6.36) tiene los mismos equilibrios
que (6.35). La condición necesaria para la existencia de una bifurcación estática
(s = 0) resulta β cos x̂ − 2(cos x̂)2 + 1 = 0. Considerando el equilibrio trivial esta
condición se verifica si β = 1, lo que coincide con el cambio en la cantidad de
equilibrios mencionado antes.

Estudiamos a continuación las soluciones oscilatorias asociadas al equilibrio no
trivial x̂ = arc cos β, tomando γ como parámetro de bifurcación, (en el caṕıtulo
siguiente consideraremos β como parámetro).

Los puntos solución del sistema (6.4) son de la forma

γ0 =
τ 2(1− β2)− n2π2

τ 2(1− (−1)n)
, n ∈ Z, (6.38)

siendo la frecuencia en esos puntos ωγ0 =
√

1− β2 + γ0((−1)n − 1), n ∈ Z. La
derivada en (6.7) no se anula si n es impar y γ 6= 0, en tales casos el sistema
presenta una bifurcación de Hopf en γ0. Considerando τ variable, los puntos en
(6.38) los podemos representar como curvas en el espacio γ–τ. Los distintos valores
de n definen distintas curvas que pueden intersectarse dando lugar a posibles puntos
de Hopf doble.

Mediante un cambio de coordenadas en la ecuación (6.36) trasladamos el origen
a x̂, y utilizamos el HAM descripto anteriormente para analizar las posibles solucio-
nes periódicas de la ecuación. Supongamos que existe una solución periódica de la
ecuación con frecuencia ω y amplitud a, la ecuación normalizada resulta

aω2ẍ+ (β − cos(x̂+ ax)) sen(x̂+ ax) = γ sen a(x− xωτ ). (6.39)

En este caso, las condiciones iniciales (6.16) resultan

− a0ω
2
0 + 2β2J1(a0) + (1− 2β2)J1(2a0)−

2γ
∞
∑

n=0

(−1)nJ2n+1(η) (J2n(ζ) + J2n+2(ζ)) = 0,

γ

∞
∑

n=0

(−1)nJ2n+1(ζ) (J2n(η) + J2n+2(η)) = 0,

(6.40)
donde η = a0(1− cos(ω0τ)) y ζ = a0 sen(ω0τ). Obtuvimos las ecuaciones anteriores
usando las expresiones de Jacobi–Anger (dadas en el caṕıtulo 4) para la composición
de funciones trigonométricas.
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A pesar de la complejidad del sistema considerado, se verifican las condiciones
del teorema 22. Luego, dado un punto γ0 de bifurcación de Hopf, si las series obte-
nidas con HAM son convergentes, es posible asegurar la isocrońıa de las soluciones
periódicas asociadas con esa bifurcación para valores de γ en un entorno de γ0.

En la figura 6.2 mostramos los máximos (en la variable original x) de las solu-
ciones periódicas que surgen de puntos de Hopf, junto con las soluciones numéricas
obtenidas con DDE-Biftool. En la figura de la izquierda consideramos el valor β = 0,5
y τ = 2 mientras que en la derecha utilizamos β = 0,3 y τ = 7. En la figura 6.3
mostramos los perfiles de varias de las soluciones para los dos casos considerados
antes.

Figura 6.2: Máximo de los ciclos: HAM (· · · ) y DDE-Biftool (– –). Izquierda: β = 0,5
y τ = 2. Derecha: β = 0,3 y τ = 7.

Figura 6.3: Izquierda: Perfiles soluciones HAM para β = 0,5 y τ = 2. Derecha:
Perfiles para β = 0,3 y τ = 7.

6.3.3. Más resonancias

El péndulo rotatorio analizado en la subsección anterior presenta además de la
isocrońıa, otros comportamientos muy interesantes.

Como mencionamos, los posibles puntos de Hopf están dados por las curvas
(6.38), si esas curvas se intersectan se verifica una condición necesaria para la exis-
tencia de bifurcación de Hopf doble. Podemos probar que las intersecciones existen
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para valores de k1 y k2 con distinta paridad, y en esos puntos se verifica

(1− β2)(k21 − k22) = γ((1− (−1)k2)k21 − (1− (−1)k1)k22). (6.41)

Cada punto intersección tiene dos frecuencias ωk1 y ωk2 asociadas

ωki =
√

1− β2 + γ((−1)ki − 1). (6.42)

Las frecuencias verifican ωk1/ωk2 = k1/k2. Considerando γ como parámetro de bi-
furcación la derivada en (6.7) se anula si k es par. Por lo tanto, no podemos asegurar
que el sistema presenta bifurcaciones de Hopf doble resonante, sin embargo, para
valores de los parámetros cercanos a esos puntos observamos comportamientos de
las soluciones periódicas asociados a ese tipo de bifurcación.

Como un ejemplo, consideremos el valor β = 0,3. Existe una intersección de las
curvas (6.38) para k1 = 2 y k2 = 3 en el punto (γ, τ) = (−(1 − β2)5/8, 2π/(1 −
β2)) = (−0,56875, 6,9046), alĺı se verifica que el cociente de las frecuencias iniciales
es 2/3. Fijemos un valor del retardo cercano al punto hallado, por ejemplo τ = 7.
En la figura 6.4 a) mostramos las amplitudes de los ciclos existentes al variar γ,
indicamos la estabilidad de los ciclos calculada utilizando el método de colocación
de Chebyshev. Los resultados coinciden con los obtenidos utilizando DDE-Biftool.
Al observar los multiplicadores de Floquet (figura 6.4 b)), se sigue que los ciclos
sufren una bifurcación Neimark–Sacker resonante 1:3, esto es, al variar el parámetro
γ el ciclo pierde su estabilidad cuando un par de multiplicadores cruzan el ćırculo
unidad a través de e±i2/3π, tal resonancia está asociada a la existencia de ciclos de
peŕıodo tres. En la figura 6.4 c), graficamos en el espacio x–x′–xτ (llamado espacio
de pseudofase) la solución inestable hallada con HAM y el ciclo de peŕıodo 3 estable
que lo rodea calculado numéricamente, para el valor γ = −0,505.
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Figura 6.4: a) Máximo de los ciclos para β = 0,3, τ = 7: HAM (· · · ) y DDE-Biftool
(– –). b) Multiplicadores de los ciclos mostrados en a). c) Ciclo inestable (– –) y
ciclo de peŕıodo 3 estable (—) fijando γ = −0,505.





7

Método en el dominio frecuencia.

Ciclos locales en EDRs

7.1. Introducción

En este caṕıtulo proponemos un resultado cuya demostración provee una meto-
doloǵıa que permite estudiar los ciclos locales en sistemas con retardo. El enfoque
está basado en el denominado Teorema Gráfico de Hopf [57, 58, 59], utilizado para
determinar oscilaciones locales en sistemas de EDOs o de EDRs, considerándolos
como sistemas realimentados.

El método original en el dominio frecuencia permite determinar la dirección y
estabilidad de las soluciones periódicas utilizando el criterio de Nyquist y el Teorema
Gráfico de Hopf, ver [56]. Los resultados generales y el lenguaje formal que se utilizan
en el método se encuentran desarrollados con detalle en el libro de Mees [56]. En
ese libro se detallan además las ventajas de considerar los problemas como sistemas
realimentados, sin importar el origen de los mismos, ya sea cuando el problema se
relaciona o no con el diseño de controladores o si fue originalmente dado como un
conjunto de ecuaciones diferenciales.

En sus distintas versiones el método en frecuencia combina la teoŕıa de control
realimentado, el método de balance de armónicos y el criterio de estabilidad gene-
ralizado de Nyquist. La implementación de estas técnicas hacen que sea un método
muy utilizado y de interés para ingenieros que están naturalmente familiarizados
con el lenguaje de la teoŕıa de control.

Los resultados obtenidos utilizando la metodoloǵıa en el dominio frecuencia para
la determinación de existencia de soluciones oscilatorias locales en sistemas con re-
tardo, fue presentado originalmente en el libro de Moiola y Chen [59], considerando
dos tipos de no linealidades particulares. Luego, la metodoloǵıa se aplicó y exten-
dió a distintos casos [38] y finalmente se reformuló abarcando la versión para EDRs
más general en [29]. La metodoloǵıa fue aplicada en interesantes modelos donde se
obtuvieron muy buenos resultados utilizando balances de orden 2. En el trabajo de
Gentile [29], para mejorar la aproximación de las soluciones periódicas, se propone
utilizar balances de mayor orden, utilizando extensas fórmulas desarrolladas hasta
el orden 8 en [59].

Motivados por la eficacia mostrada al aplicar los resultados existentes en numero-
sas aplicaciones y los resultados desarrollados para EDOs en [76], créımos necesario
contar con una metodoloǵıa de tipo algoŕıtmica iterativa que pueda implementarse

79
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con paquetes de cálculo simbólico. Para ello, consideramos un balance de orden n que
conjuntamente con la definición de proyecciones adecuadas conforman un método
de reducción. A partir de esto obtenemos un procedimiento algoŕıtmico que permite
encontrar los coeficientes de una ecuación de bifurcación de soluciones periódicas de
orden n.

La metodoloǵıa propuesta en este caṕıtulo consiste en reescribir la EDR de ma-
nera conveniente como un sistema lineal de entrada–salida, expresado como una
función de transferencia y realimentado con una función no lineal. Luego utilizar
técnicas de balance de armónicos y métodos de reducción para encontrar una ecua-
ción de orden n, que determine la bifurcación local de órbitas periódicas que surgen
de un equilibrio.

Por último analizamos la ecuación de bifurcación de ciclos locales obtenida utili-
zando diferenciación impĺıcita y teoŕıa de singularidades [32], lo cual nos permirá cla-
sificar distintos tipos de bifurcaciones de ciclos. Determinamos finalmente una pintu-
ra detallada de la dinámica local alrededor de un equilibrio, esto es, caracterizamos
regiones en el espacio de parámetros en el que existen o no ciclos locales, o multipli-
cidad de ellos.

En la sección 7.2, con el objeto de estudiar la bifurcación de ciclos reformula-
mos de forma conveniente el sistema con retardo como un sistema de entrada–salida
e introducimos una nueva función de transferencia lineal. Enunciamos el primer
resultado obtenido para sistemas con retardo, presentando el lenguaje formal que
será utilizado a lo largo del caṕıtulo y la aplicación del método en frecuencia en
forma originaria. En la sección 7.3 demostramos el resultado principal del caṕıtulo,
a partir del cual obtenemos una ecuación de bifurcación de orden arbitrario para
un sistema con retardo general. Además, presentamos el algoritmo que se desprende
de la demostración del resultado, y a continuación, utilizando teoŕıa de singularida-
des analizamos distintas condiciones para determinar algunas bifurcaciones de Hopf
degeneradas.

En la sección 7.4 estudiamos tres importantes ejemplos que muestran la poten-
cia de la metoloǵıa propuesta. En el primer ejemplo consideramos la ecuación del
péndulo rotatorio con retardo planteada en el caṕıtulo anterior donde observamos
la isocrońıa de los ciclos. En el segundo ejemplo analizamos una ecuación de primer
orden que presenta una bifurcación de tipo Bautin, y en el tercer ejemplo determi-
namos la existencia de múltiples ciclos y su interacción al variar los parámetros en
un entorno de una bifurcación de Hopf generalizada.

7.2. Sistemas retardados en el dominio frecuencia

Consideremos un sistema autónomo no lineal n-dimensional de la forma

x′(t) = f(x(t), x(t− τ), µ), (7.1)

donde x ∈ R
n, x′ = dx/dt, τ > 0 representa un retardo en el tiempo, µ ∈ R es el

parámetro de bifurcación y f : R2n×R → R
n es una función no lineal Ck con k > 3.

Pueden existir más parámetros que llamaremos auxiliares.

Utilizando una representación entrada-salida escribimos la ecuación anterior co-



7.2. Sistemas retardados en el dominio frecuencia 81

mo un sistema realimentado de n ecuaciones de primer orden

{

x′(t) = A0 x(t) + A1 x(t− τ) + B g(y(t), y(t− τ), µ)
y(t) = −Cx(t) , (7.2)

con x ∈ R
n, A0,1 ∈ R

n×n, B ∈ R
n×p, C ∈ R

m×n y la función g : R2m × R → R
p

definida de manera que

f(x(t), x(t− τ), µ) = A0x(t) + A1x(t− τ) + B g(−Cx(t),−Cx(t− τ), µ). (7.3)

Aqúı, el valor de g representa una variable de entrada que depende de la variable
de salida y ∈ R

m y del parámetro de bifurcación µ. En general m ≤ n, luego la
salida puede descartar cierta parte de la información y reducir considerablemente la
dimensión del sistema facilitando su estudio.

Aplicando transformada de Laplace al sistema anterior y descartando los efectos
de condiciones iniciales, obtenemos el siguiente problema planteado en el dominio
frecuencia

L[y(t)](s) = −G(s, µ)L[g(y(t), y(t− τ), µ)](s), (7.4)

siendo G una matriz de orden m× p definida como

G(s, µ) = C(sI − A0 − A1e
−sτ )−1B. (7.5)

G es la función de transferencia asociada a la realización (A0, A1, B, C). En el caso en
que m = p se debe cumplir que esta matriz sea inversible cuando s = 0. Usando esta
representación la variable de estado x es suprimida y la ecuación que resulta describe
el sistema sólo en función de la entrada y la salida. Esto presenta muchas ventajas
cuando el espacio de estados es de gran dimensión pero sólo existen pocas entradas
y salidas. El problema pensado como un sistema realimentado es un problema de
punto fijo [56].

Observación 24. Existe más de una realización asociada a cada sistema. Para po-
der asegurar que el comportamiento dinámico del sistema original (7.1) y el sistema
realimentado (7.2) es el mismo la realización debe ser controlable y observable, es de-
cir, debe ser minimal. La controlabilidad y obsevabilidad de los sistemas con retardo
es bastante más dif́ıcil que su contraparte en dimensión finita. Varias propiedades de
controlabilidad y observabilidad no equivalentes pueden ser definidas dependiendo
del tipo de representación utilizado para modelar el sistema estudiado [60, 72].

Observación 25. La función g contiene la no linealidad del sistema y también
puede contener términos lineales relacionados con las distintas realizaciones.

Los equilibrios ŷ del sistema (7.2) verifican la ecuación

L[y](s) = −G(0, µ)L[g(y, y, µ)](s),

que por unicidad de la antitransformada de Laplace resulta

y = −G(0, µ)g(y, y, µ). (7.6)
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Cada equilibrio constante x̂ del sistema (7.1) se corresponde con una solución ŷ de
la ecuación anterior. Linealizando (7.4) alrededor del equilibrio ŷ se obtiene

L[y − ŷ](s) = −G(s, µ)L
[

∂g

∂y

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

(y − ŷ) +
∂g

∂yτ

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

(yτ − ŷ)

]

(s)

= −G(s, µ)
(

∂g

∂y
+

∂g

∂yτ
e−sτ

)∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

L[y − ŷ](s),

(7.7)

donde para simplificar la notación llamamos yτ a la segunda variable de la función
g. A partir de la ecuación anterior tenemos la siguiente definición.

Definición 26. La matriz de orden m×m dada por

GJ(s, µ) = G(s, µ)

(

∂g

∂y
+

∂g

∂yτ
e−sτ

)∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

, (7.8)

es la función de transferencia lineal del sistema (7.2).

Considerando esta función de transferencia podemos utilizar la metodoloǵıa en
el dominio frecuencia para la búsqueda de soluciones periódicas del sistema original
de manera análoga a lo desarrollado para EDOs [56, 59].

Observación 27. En [29] se presenta otra función de transferencia que es de mayor
dimensión que la definida aqúı, la reducción de la dimensión simplifica notablemente
los cálculos en los que interviene esta matriz.

A partir de la función de transferencia se definen las funciones caracteŕısticas
λ1(s, µ), . . . , λq(s, µ), con 1 ≤ q ≤ m, como las soluciones de

det(λI −GJ(s, µ)) = 0. (7.9)

La ecuación anterior podŕıa no definir m funciones racionales, y en su lugar definir
q funciones multivaluadas que pueden contener ráıces de orden menor o igual a
m. El siguiente resultado relaciona las ráıces caracteŕısticas del sistema original
(en el dominio tiempo, definidas en el caṕıtulo 1) con las funciones caracteŕısticas
recientemente definidas.

Lema 28. Si una ráız de la ecuación caracteŕıstica del sistema no lineal (7.2) aso-
ciada al equilibrio x̂ toma el valor imaginario puro iω0 cuando µ = µ0, entonces el
correspondiente autovalor de la matriz GJ(s, µ) (evaluada en ŷ) toma el valor −1
cuando µ = µ0 y s = iω0.

Luego, la primer condición necesaria para que el sistema (7.2) exhiba una bifur-
cación de Hopf en µ = µ0 con frecuencia cŕıtica ω = ω0 6= 0, es que exista una ráız
simple de GJ(s, µ), que en lo que sigue llamamos λ̂, tal que λ̂(iω0, µ0) = −1. El
lugar geométrico que describe este autovalor recibe el nombre de lugar geométrico
caracteŕıstico.
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7.2.1. Estudio de bifurcaciones de Hopf

A continuación enunciamos el Teorema Gráfico de Hopf para EDRs [59]. El
teorema se basa en el análisis gráfico del comportamiento de un vector en el plano
complejo (que será definido más adelante) y su relación con el lugar caracteŕıstico
de λ̂.

Teorema 29 (Moiola & Chen, 1996). Sea ŷ un equilibrio localmente único del sis-
tema

{

x′(t) = A0 x(t) + A1 x(t− τ) + B g(y(t), µ)
y(t) = −Cx(t) . (7.10)

Sea λ̂ una función caracteŕıstica simple que toma el valor −1 cuando µ = µ0 y
s = iω0. Supongamos que el vector ξ1(ω, µ) (definido más abajo) es distinto de cero
en un entorno del punto (ω0, µ0) y la semirrecta con origen en −1 y con la dirección
y sentido de ξ1, intersecta por primera vez el contorno de λ̂ en el punto

P̃ = λ̂(iω̃, µ̃) = −1 + ξ1(ω̃, µ̃)θ
2, (7.11)

siendo θ = θ(µ̃) ≥ 0. Supongamos además que la intersección anterior es transversal,
es decir

∣

∣

∣

∣

Re(ξ1) Re(λ̂µ)

Im(ξ1) Im(λ̂µ)

∣

∣

∣

∣

(ω̃,µ̃)

6= 0, (7.12)

y que se verifica
∣

∣

∣

∣

Re(λ̂ω) Re(λ̂µ)

Im(λ̂ω) Im(λ̂µ)

∣

∣

∣

∣

(ω0,µ0)

6= 0. (7.13)

siendo λ̂ω = ∂λ̂/∂ω y λ̂µ = ∂λ̂/∂µ. Por último, supongamos que en un entorno de P̃
no existen otras intersecciones entre alguna función caracteŕıstica λi y la semirrecta
que une −1 con P̃ . Entonces, el sistema (7.10) tiene una solución periódica y de
frecuencia ω = ω̃ + O(θ2), que es única en un entorno de radio O(1) centrado en
ŷ. Además, aplicando una pequeña perturbación alrededor del punto P̃ y usando el
criterio de estabilidad de Nyquist generalizado, se puede determinar la estabilidad
de la solución periódica emergente.

Observación 30. El teorema anterior se puede extender fácilmente al caso en que
la no linealidad dependa sólo del término retardado, ver [59]. La extensión al caso
con no linealidad de la forma g(y(t), y(t− τ), µ), se puede consultar en [29].

Supongamos que existe una ráız caracteŕıstica simple que toma el valor −1 cuan-
do µ = µ0 y s = iω0, resumimos en la tabla 7.1 el cálculo del vector ξ1(ω, µ) para el
sistema general (7.2). Luego, utilizando el método gráfico se calculan numéricamen-
te (con métodos iterativos) valores aproximados de la frecuencia ω̃ y amplitud θ(µ̃)
que resuelven (7.11) para valores de µ̃ cercanos a µ0.

Debido al criterio de Nyquist, la estabilidad de la solución periódica se puede
determinar analizando el comportamiento del vector ξ1 y su relación con el lugar
caracteŕıstico de λ̂ (tanto en el caso de EDOs o EDRs, [59]). Por otro lado, la
estabilidad se puede determinar calculando el siguiente coeficiente a partir de (7.11)

σ1 = −Re

(

wTGJ(iω0, µ0)p1(ω0, µ0)

wT ∂
∂s
GJ(s, µ0, τ0)

∣

∣

s=iω0
v

)

, (7.14)
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que se sigue del correspondiente coeficiente para EDOs calculado en [59].
El signo de este coeficiente junto con el cambio de estabilidad del equilibrio per-

mite determinar la estabilidad del ciclo que emerge en la bifurcacion de Hopf. Como
un ejemplo, consideremos que para valores µ < µ0 el equilibrio del sistema es estable
y que es inestable cuando µ > µ0. En ese caso, si σ1 < 0 (σ1 > 0), la bifurcación
de Hopf es supercŕıtica (subcŕıtica), es decir, existe una solución periódica estable
(inestable) cuando el equilibrio es inestable (estable).

Además, el método en frecuencia permite hallar aproximaciones cuasianaĺıticas
de las soluciones periódicas que resultan de la bifurcación de Hopf. Se obtiene

ỹ(t) = ŷ +
2
∑

j=−2

aje
ijωt, (7.15)

siendo a0 = v0θ
2, a1 = vθ, a2 = v2θ

2 y a−j = āj, j = 1, 2, y cada coeficiente es
evaluado en µ̂, ω̂ y θ(µ̂).

Por la naturaleza local del método, las aproximaciones tienen muy buena preci-
sión cuando se consideran valores del parámetro próximos al valor de bifurcación.
Cuando nos alejamos de la bifurcación, o si se anula el coeficiente σ1, es necesario
utilizar un orden mayor en los cálculos para obtener una ecuación de bifurcación
más precisa.

En la tabla 7.1 y en lo que sigue utilizamos la siguiente notación: sean z1 y
z2 las dos primeras variables de la función g, tenemos los siguientes operadores
multilineales

Dk1k2 =
∂2g

∂zk1∂zk2

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

, Dk1k2k3 =
∂3g

∂zk1∂zk2∂zk3

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

, 1 ≤ k1, k2, k3 ≤ 2,

(7.16)
que representan derivadas evaluadas en el equilibrio ŷ, de orden 2 y 3, respectiva-
mente. Estos operadores serán aplicados a productos tensoriales de orden adecuado,
usamos la notación de producto tensorial (u1, u2), para vectores ui ∈ R

m.
En los distintos coeficientes calculados en la tabla 7.1, se observa la presencia

de exponenciales complejas, estas funciones están asociados a las derivadas de la
función g respecto de la variable retardada, y por lo tanto son inexistentes si la no
linealidad no contiene retardo (como en el sistema (7.10)).

En [59] se presentan fórmulas para aplicar la metodoloǵıa en frecuencia utilizan-
do balances de armónicos hasta orden 8 para EDOs, utilizando el enfoque propuesto
en [29] estas fórmulas se pueden adaptar para estudiar sistemas de EDRs. Sin em-
bargo, como se observa en las aplicaciones mostradas en esos trabajos la presencia
de exponenciales en la parte no lineal complica el análisis y los cálculos en gene-
ral. Motivados por estos trabajos y por la necesidad de describir dinámicas locales
de ciclos en sistemas con retardo con más precisión, presentamos una metodoloǵıa
alternativa.

En la siguiente sección describimos un método iterativo que permite realizar
cálculos de alto orden y que puede ser fácilmente implementado en programas de
cálculo simbólico. Los resultados de este método combinados con herramientas de la
teoŕıa de singularidades, permite el estudio local de EDRs generales, y en particular
determinar la existencia de multiplicidad de ciclos. La estabilidad de los ciclos se
determina utilizando información de la estabilidad del equilibrio y la dirección en la
que surgen las soluciones periódicas al variar el parámetro de bifurcación.
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Tabla 7.1: Cálculo de ξ1.

Paso 1 Calcular los autovectores asociados a λ̂: v de GJ y w de GJ T .
Normalizar v y w, de manera que |v| = 1 y wTv = 1.

Paso 2 Definir H(iω) = (GJ(iω, µ) + I)−1G(iω, µ).

Paso 3 Definir

v0 = −H(0)
2
∑

k1,k2=1

Dk1k2e
−i(k1−k2)ωτ (v, v̄),

v2 = −H(2iω)
1

2

2
∑

k1,k2=1

Dk1k2e
−i(k1+k2−2)ωτ (v, v).

Paso 4 Calcular

p1(ω, µ) =
2
∑

k1,k2=1

(

Dk1k2e
−i(k1−1)ωτ (v0, v) +Dk1k2e

−i(2k2−k1−1)ωτ (v2, v̄)
)

+

1

2

2
∑

k1,k2,k3=1

Dk1k2k3e
−i(k1+k2−k3−1)ωτ (v, v, v̄).

Paso 5 Calcular ξ1(ω, µ) = −wTGJ(iω, µ)p1(ω, µ).

7.3. Ecuación de bifurcación de alto orden con

método en frecuencia iterativo

A continuación se demuestra un resultado para EDRs de la forma (7.1) que
resulta ser muy conveniente en la determinación de soluciones periódicas de alto
orden (extensión del correspondiente para EDOs [76]. Además de las expresiones
anaĺıticas aproximadas de las soluciones, este resultado permite hallar una ecuación
de bifurcación a partir de la cual se determina la existencia y multiplicidad de ciclos
utilizando teoŕıa de singularidades.

Teorema 31. Consideremos una realización minimal del sistema (7.1) de la forma
(7.2) con función de transferencia G. Sea g de clase C2r+1 e ŷ un equilibrio del
sistema. Supongamos que existe una función caracteŕıstica simple λ̂(s, µ) de GJ, tal
que para una única frecuencia ω0 y un valor cŕıtico del parámetro µ0 se verifica
λ̂(iω0, µ0) = −1. Para 1 ≤ q ≤ r, las soluciones de la ecuación

λ̂(iω, µ) + 1−
q
∑

k=1

θ2kξk(ω, µ) = 0, (7.17)

están en correspondencia uno a uno con soluciones periódicas del sistema de ampli-
tud θ pequeña y peŕıodo cercano a 2π/ω0. Las soluciones aproximadas usando balance
de armónicos de orden 2q son de la forma

y(t) = ŷ +

2q
∑

j=−2q

aj(θ, ω, µ)e
ijωt +O(θ2q+1). (7.18)
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Este teorema a diferencia del Teorema Gráfico de Hopf permite determinar la
existencia de múltiples ciclos. Como veremos más adelante, utilizando la ecuación
(7.17) se pueden determinar regiones en las que existe más de un ciclo ĺımite y las
variedades en el espacio de parámetros en que se observa el cambio en la cantidad
de ciclos (al menos localmente).

Demostración. Consideremos una aproximación de una solución periódica con fre-
cuencia ω de la siguiente manera

ỹ(t) = ŷ +

2q
∑

j=−2q

aje
ijωt, (7.19)

con aj ∈ C
m, a−j = āj, ∀j. Luego,

ỹ(t− τ) = ŷ +

2q
∑

j=−2q

aje
−ijωτeijωt. (7.20)

La función g evaluada en ỹ(t), ỹ(t− τ) será una función periódica con frecuencia
ω, para hallar su desarrollo son necesarias las siguientes definiciones. Con la notación
de los operadores multilineales dada en (7.16), definimos Fj como

Fj(z) =
1

j!

2
∑

k1,...,kj=1

Dzk1 ...zkj
(zk1 − ẑk1 , . . . , zkj − ẑkj), (7.21)

siendo z = (z1, z2) ∈ R
2n un vector que contiene las dos primeras variables del

argumento de la función g. En particular, si j = 1 tenemos

F1(z) =
2
∑

i=1

∂g

∂zi

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

(zi − ẑi) =
∂g

∂y

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

(y − ŷ) +
∂g

∂yτ

∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

(yτ − ŷ). (7.22)

Podemos escribir una aproximación de la función g evaluada en la solución pe-
riódica de la siguiente manera

g̃(z̃, µ) = g(ẑ, µ) + F1(z̃) +

2q
∑

j=−2q

cj(a, µ)e
ijωt, (7.23)

donde z̃(t) = (ỹ(t), ỹ(t − τ)), a = (a−2q, ..., a2q) y cj es el j-ésimo coeficiente de

Fourier de la suma

2q+1
∑

n=2

Fn(z̃) (en la aproximación anterior se descartan los armónicos

de orden mayor a 2q que puedan existir).
Reemplazando las aproximaciones ỹ y g̃ en (7.4), usando el método de balance

de armónicos y recordando la definición de GJ(s, µ), obtenemos

(GJ(ijω, µ) + I) aj = −G(ijω, µ)cj, (7.24)

para −2q ≤ j ≤ 2q.
Si j 6= 1, por las condiciones que verifica la función caracteŕıstica λ̂(s, µ) en

(ω0, µ0) el operador GJ(ijω, µ) + I es inversible.
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Si j = 1 resulta
(GJ(iω, µ) + I)a1 +G(iω, µ)c1 = 0. (7.25)

En este caso el operador en el primer término de la ecuación no es inversible en el
punto de bifurcación ω = ω0, µ0 y τ = τ0. Veremos a continuación como resolver
esta última ecuación utilizando proyecciones en espacios adecuados.

Sea v el autovector de GJ(iω, µ) correspondiente a λ̂, tal que ||v|| = 1, este vector
puede depender de los parámetros. Como estamos interesados en soluciones cercanas
al punto de bifurcación, el coeficiente a1 debe encontrarse cerca del autovector v,
por lo tanto consideramos

a1 = v θ + v⊥, (7.26)

siendo θ ∈ R y v⊥ un vector ortogonal a v.
Definamos el operador

L̂ = GJ(iω, µ)− λ̂(iω, µ)I, (7.27)

y notemos Nuc(L̂) = K y Rango(L̂) = R, por hipótesis dim(K) = 1. El vector
v ∈ K y podemos escribir Cm = K ⊕M, de manera que v⊥ ∈ M. Los vectores v y
w son autovectores asociados a λ̂, de los operadores GJ y GJT , respectivamente.

Sea la proyección Q : Cm → K con núcleo R. Considerando w ∈ Nuc(L̂T ) tal
que wTv = 1, se verifica w̄ ∈ R⊥ (i.e. wT z = 0 para z ∈ R), y podemos escribir
Q(z) = (wT z)v. La proyección complementaria I −Q tiene rango R y núcleo K.

Puesto que v ∈ K, entonces (GJ(iω, µ) + I)v = (λ̂(iω, µ) + 1)v, y por definición
de I−Q resulta (I−Q)(GJ(iω, µ)+I)v = 0. Luego, reemplazando a1 en la ecuación
(7.25) y aplicando la proyección I −Q obtenemos

(I −Q)(GJ(iω, µ) + I)v⊥ + (I −Q)G(iω, µ)c1 = 0, (7.28)

el segundo término de esta ecuación pertenece a R (rango de I − Q) y ya que
(I−Q)(GJ(iω, µ)+I) :M → R es inversible en (ω0, µ0), se puede aplicar el teorema
de la función impĺıcita para afirmar que existe v⊥ = v⊥(v, ω, µ) en un entorno del
punto de bifurcación.

Por otro lado, aplicando la proyección Q a la ecuación (7.25) se obtenemos

Q
(

(GJ(iω, µ) + I)(θv + v⊥)
)

+QG(iω, µ)c1 = 0. (7.29)

Teniendo en cuenta los cálculos anteriores y la definición de Q resulta

(λ̂(iω, µ) + 1)(θ + wTv⊥) + wTG(iω, µ)c1 = 0. (7.30)

De esta manera, las ecuaciones (7.24) generan el sistema

(GJ(ijω, µ) + I)aj +G(ijω, µ)cj(a, µ) = 0, si j 6= 1 (7.31a)

(I −Q)(GJ(iω, µ) + I)v⊥ + (I −Q)G(iω, µ)c1(a, µ) = 0, (7.31b)

(λ̂(iω, µ) + 1)(θ + wTv⊥) + wTG(iω, µ)c1(a, µ) = 0, (7.31c)

donde a1 = θv+v⊥, θ ∈ R, v ∈ K con ||v|| = 1 y w ∈ Nuc(L̂T ) verificando wTv = 1.
Haciendo algunos cálculos sencillos (utilizando propiedades del producto tenso-

rial) probamos que los coeficientes cj(a, µ) son de la forma

cj(a, µ) =

2q+1
∑

n=2

1

n!

2
∑

k1,...,kn=1

Dk1...kn

∑

j1+···+jn=j
−2q≤j1,...,jn≤2q

e−iSωτ (aj1 , . . . , ajn), (7.32)
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donde S =
∑n

i=1(ki − 1)ji.
Utilizando estas expresiones para un valor dado de q, las ecuaciones (7.31a) y

(7.31b) quedan expresadas sólo en función de los coeficientes aj. Recordemos que
a−j = āj, por lo tanto sólo se deben resolver 2q + 1 ecuaciones.

Para resolver el sistema para valores de θ pequeños consideramos desarrollos en
potencias de θ para cada aj (comenzando con la potencia 1, ya que cada aj es cero
en el punto de bifurcación). Reemplazando e igualando coeficientes tenemos que los
desarrollos serán de la forma



































a0 = a0,2θ
2 + a0,4θ

4 + . . .+ a0,2qθ
2q,

a1 = vθ + a1,3θ
3 + . . .+ a1,2q−1θ

2q−1,
a2 = a2,2θ

2 + a2,4θ
4 + . . .+ a2,2qθ

2q,
a3 = a3,3θ

3 + a3,5θ
5 + . . .+ a3,2q−1θ

2q−1,
...

a2q = a2q,2qθ
2q.

(7.33)

Es decir, en cada aj con j 6= 0, aparecen sólo las potencias de θ que tienen la
misma paridad que j y son mayores o iguales a j y menores o iguales a 2q, y en
a0 encontramos sólo potencias pares mayores que 1. Comenzando con a1 = θv y
resolviendo las ecuaciones (7.31a) y (7.31b) iterativamente se pueden calcular los
valores aj,k en función de los parámetros. Luego, se pueden obtener los coeficientes
aj y por lo tanto la aproximación de la solución ỹ.

Por último, reemplazando las expresiones de cada aj en la ecuación (7.31c) se
obtiene

θ

(

λ̂(iω, µ) + 1−
q
∑

k=1

ξk(ω, µ)θ
2k

)

= 0, (7.34)

donde ξk(ω, µ) es el opuesto del coeficiente de θ2k+1 en la expresión de la izquierda
en (7.31c) (esa expresión contiene sólo potencias impares de θ por la forma de los
coeficientes aj).

Para cada valor de θ 6= 0 que resuelve la ecuación anterior tenemos una solución
con balance de armónicos de orden 2q del sistema original que aproxima una solución
periódica del sistema.

La demostración anterior otorga un método de resolución iterativo que, como
ya mencionamos, es muy beneficioso en los cálculos de soluciones periódicas de alto
orden.

En la tabla 7.2 se resumen los pasos a seguir para aplicar el método en frecuencia
iterativo para un orden 2q prefijado. En particular, se muestra como obtener expre-
siones de los coeficientes ξi presentes en la ecuación de bifurcación (7.34). Luego,
estudiaremos esta ecuación utilizando derivación impĺıcita y teoŕıa de singularidades.

Observamos que, si la dimensión de la variable de salida y es 1, los vectores v
y w asociados al autovalor λ̂ son 1. En ese caso, el Paso 6.2 de la tabla 7.2 no es
necesario, mientras que los cálculos en el Paso 6.1 se simplifican en gran medida.
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Tabla 7.2: Método en frecuencia iterativo para orden 2q.

Definiciones generales

Paso 1 Calcular los autovectores asociados a λ̂: v de GJ y w de GJ T .
Normalizar v y w, de manera que |v| = 1 y wTv = 1.

Paso 2 Definir H(s, µ) = (GJ(s, µ) + I)−1G(s, µ).

Paso 3 Calcular cj(a, µ) como en (7.32).

Paso 4 Definir: a0 =

q
∑

j=1

a0,2jθ
2j; a2k−1 =

q
∑

j=k

a2k−1,2j−1θ
2j−1,

a2k =

q
∑

j=k

a2k,2jθ
2j , para 1 ≤ k ≤ q,

y a−k = āk, para 1 ≤ k ≤ 2q.
Con las definiciones anteriores calcular a = (a−2q, ..., a2q).

Proceso iterativo

Paso 5 Definir: ak,j = 0 para −2q ≤ k, j ≤ 2q, y definir a1,1 = v.
Usar definiciones en Paso 4 y seguir.

Paso 6 Para j desde 1 hasta q :

Paso 6.1 Calcular a2k,2j como el coeficiente de θ2j en
−H(i2kω, µ)c2k(a, µ), para 0 ≤ k ≤ j.
Calcular a2k−1,2j−1 como el coeficiente de θ2j−1 en
−H(i(2k − 1)ω, µ)c2k−1(a, µ), para 3 ≤ k ≤ j.
Usar definiciones en Paso 4 y seguir.

Paso 6.2 Calcular v⊥ resolviendo (7.31b).
Calcular a1,2j+1 como el coeficiente de θ2j+1 en v⊥.
Usar definiciones en Paso 4 y seguir.

Paso 7 Calcular ξk(ω, µ) como el opuesto del coeficiente de
θ2k+1 en la expresión de la izquierda en (7.31c).

7.3.1. Singularidades

En esta sección se utiliza terminoloǵıa propia de la teoŕıa de singularidades que se
encuentra desarrollada en [32]. Notaremos en itálica términos espećıficos la primera
vez que los utilicemos, las definiciones de los mismos son extensas y se pueden
consultar en [32].

Supongamos que en el sistema (7.1) además del parámetro de bifurcación µ,
existen parámetros auxiliares que denominaremos ρ ∈ R

r. Sea (µ0, ρ) un punto en el
espacio de parámetros en el cual se verifican las hipótesis del teorema 31, y además

(

Re λ̂µ Im λ̂ω − Im λ̂µRe λ̂ω

)∣

∣

∣

(ω0,µ0,ρ)
6= 0. (7.35)
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Entonces, el sistema de dos ecuaciones que se forma al calcular la parte real e
imaginaria de la ecuación de bifurcación (7.34) verifica las hipótesis del teorema de
la función impĺıcita en el punto (ω0, µ0, ρ). Derivando impĺıcitamente, para θ 6= 0
suficientemente pequeño se tienen las siguientes expresiones

µ = µ0 + µ1θ
2 + · · ·+ µqθ

2q, (7.36)

ω = ω0 + ω1θ
2 + · · ·+ ωqθ

2q, (7.37)

donde µk y ωk, para 0 ≤ k ≤ q, son coeficientes que dependen del vector de paráme-
tros ρ.

Realizamos a continuación un análisis equivalente al realizado en [76] para EDOs,
ya que la presencia de retardo no provoca cambios sustanciales en la ecuación de
bifurcación (sólo la aparición de funciones trigonométricas), podemos extender este
análisis al caso de sistemas con retardo sin dificultad. A continuación se muestran los
resultados que utilizaremos de la teoŕıa de singularidades para analizar la ecuación
(7.36).

Supongamos que la ecuación (7.36) evaluada en el punto (µ0, ρ0) es Z2−equivalen-
te a la forma normal

µqθ
2q − (µ− µ0) = 0. (7.38)

Entonces, los coeficientes µk, 1 ≤ k ≤ q − 1, verifican µk(ρ0) = 0, y en un entorno
del punto (µ0, ρ0) se tiene el desarrollo universal

µq(ρ)θ
2q − (µ− µ0) + µ1(ρ)θ

2 + µ2(ρ)θ
4 + · · ·+ µq−1(ρ)θ

2(q−1) = 0. (7.39)

Claramente debe ser µq(ρ) 6= 0, en el entorno del punto (µ0, ρ0) considerado, en caso
de que este coeficiente se anule no se puede determinar la naturaleza de la bifurcación
y es necesario calcular la ecuación de bifurcación de orden 2(q + 1). Detallamos a
continuación los desarrollos para los valores de q que serán necesarios en las siguientes
secciones. Otro desarrollos universales pueden consultarse en [31, 32].

Recordemos que, de acuerdo al teorema 31, cada solución de la ecuación de bi-
furcación se corresponde con una solución periódica. Es por esto que en cada caso se
considera la forma normal y su desarrollo universal. Luego, podemos describir todos
los posibles diagramas de bifurcación de soluciones periódicas locales del sistema
original en el espacio de parámetros. La estabilidad de las soluciones está asociada
a la estabilidad del equilibrio, en lo que sigue suponemos que el equilibrio es estable
cuando µ < µ0, e inestable si µ > µ0. Se indican en cada caso las variedades de tran-
sición, definidas en el espacio de parámetros del desarrollo universal (µ1, . . . , µq−1).
Estas variedades separan subespacios en los que se tiene diagramas de bifurcación
persistentes, y están asociadas a cambios en la cantidad de soluciones periódicas de
amplitud pequeña existentes.

Caso q = 1. Bifurcación de Hopf.

La forma normal es

µ1(ρ)θ
2 − (µ− µ0) = 0. (7.40)

El signo de µ1(ρ) determina el tipo de bifurcación, si µ1(ρ) > 0 (µ1(ρ) < 0) la
bifurcación es supercŕıtica (subcŕıtica).
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H0
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H1L

Μ

H2L

Μ

Figura 7.1: Caso q = 2. Izquierda: Variedad de transición H0. Derecha: Diagramas
persistentes para los valores de µ2 indicados en la figura de la izquierda.

Caso q = 2. Bifurcación de Hopf generalizada (bifurcación de tipo Bautin).

El desarrollo universal de (7.38) en este caso resulta

µ2(ρ)θ
4 − (µ− µ0) + µ1(ρ)θ

2 = 0. (7.41)

Supongamos que µ2(ρ) > 0 en un entorno de ρ0 (el caso µ2(ρ) < 0 se analiza de
manera análoga). La variedad de transición es H0 : µ1 = 0. Como se muestra
en la figura 7.1, si µ1 > 0 existe una solución periódica estable y si µ1 < 0 se
observa un fold de ciclos, siendo estable el ciclo de mayor amplitud e inestable
el ciclo de amplitud más pequeña.

Caso q = 3. Bifurcación de Hopf generalizada.

El desarrollo universal es

µ3(ρ)θ
6 − (µ− µ0) + µ1(ρ)θ

2 + µ2(ρ)θ
4 = 0. (7.42)

Supongamos que µ3(ρ) > 0 en un entorno de ρ0 (el caso µ3(ρ) < 0 se analiza
de manera análoga). De acuerdo a la notación utilizada en [31] para este caso
se definen en el espacio (µ1, µ2) las siguientes variedades de transición

H0 : µ1 = 0, (7.43)

H1 : 3µ1µ3 = µ2
2, µ2/µ3 ≤ 0, (7.44)

D : 4µ1µ3 = µ2
2, µ2/µ3 ≤ 0. (7.45)

En la figura 7.2 se grafican estas curvas y se muestran los distintos diagramas
persistentes en las regiones limitadas por las curvas H0, H1 y D. Para valores
adecuados de los parámetros se pueden observar hasta tres ciclos que coexisten.

Debido a la naturaleza local del método en frecuencia y por lo tanto de la ecua-
ción de bifurcación (7.36), los comportamientos descriptos se corresponden con la
dinámica del sistema original en pequeños entornos del punto (µ0, ρ0) en el espacio
de parámetros y para soluciones periódicas de amplitud pequeña.



92 Caṕıtulo 7. Método en el dominio frecuencia para EDRs
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Figura 7.2: Caso q = 3. Izquierda: Variedades de transición H0, H1 y D. Derecha:
Diagramas persistentes en las distintas regiones indicadas en la figura de la izquierda.

7.4. Ejemplos

A continuación analizamos tres ejemplos en los que mostramos la potencialidad
del método en frecuencia iterativo combinado con la teoŕıa de singularidades. En
particular, en el tercer ejemplo se muestra en detalle la aplicación de la metodoloǵıa,
la utilización de la tabla 7.2 y el análisis de la ecuación de bifurcación y de los ciclos
periódicos correspondientes hasta orden 6 (q = 3).

7.4.1. Péndulo rotatorio con retardo revisitado

Consideremos el péndulo rotatorio con retardo analizado en el caṕıtulo anterior

ẍ(t) + (β − cos x(t)) sen x(t) = γ sen(x(t)− x(t− τ)), (7.46)

donde β > 0, γ ∈ R y τ > 0. La realimentación se puede interpretar como un torque
que actúa sobre el pivote del péndulo. Al agregar la realimentación el equilibrio no
trivial x̂ = arc cos β, resulta ser asintóticamente estable si: 0 < τ

√

1− β2 − 2γ <
π. De esta manera, para valores de los parámetros que verifiquen la desigualdad
anterior, el torque funcionaŕıa como un control estabilizando el equilibrio x̂.

La pérdida de estabilidad de ese equilibrio está asociada a la existencia de bi-
furcaciones de Hopf. A continuación estudiamos estas bifurcaciones considerando β
como parámetro de bifurcación.

Planteamos la ecuación (7.46) utilizando una representación entrada-salida, como
un sistema realimentado de dos ecuaciones de primer orden como sigue

{

ẋ(t) = A0 x(t) + Bg(y(t), y(t− τ), β),
y = −Cx, (7.47)

siendo

x =
( x
ẋ

)

, A0 =
( 0 1

1 0

)

, B =
( 0

1

)

, C = (1 0), (7.48)



7.4. Ejemplos 93

y g : R2 × R → R, es la función definida por

g(y(t), y(t− τ), β) = y(t) + (β − cos y(t)) sen y(t)− γ sen(y(t)− y(t− τ)). (7.49)

Sea la función de transferencia G(s) = C(sI − A0)
−1B = 1/(s2 − 1) asociada a

la realización (A0, B, C). Resolviendo la ecuación ŷ = −G(0)g(ŷ, ŷ, β), obtenemos
los equilibrios del sistema: ŷ = 0, ŷ = π y ŷ = arc cos β. Al igual que en el caṕıtulo
anterior, nos interesa la dinámica asociada al equilibrio ŷ = arc cos β. La matriz
Jacobiana en este punto resulta:

J(β) =

(

∂g

∂y

∂g

∂yτ

)∣

∣

∣

∣

(ŷ,ŷ,µ)

= (2− β2 − γ γ). (7.50)

Linealizando alrededor del equilibrio, obtenemos la función caracteŕıstica

λ(s, β) = GJ(s, β, τ) =
2− β2 − γ + γe−sτ

s2 − 1
. (7.51)

Las condiciones necesarias para que el sistema (7.47) tenga bifurcación local de
ciclos son que exista una única frecuencia ω0 y un valor cŕıtico del parámetro β0 tal
que la función λ(iω, β) verifique:

λ(iω0, β0) = −1, (Reλβ Imλω − Imλβ Reλω)|(ω0,β0)
6= 0. (7.52)

Estas condiciones se cumplen para ω0 = kπ/τ, con k ∈ Z, y

β0 =

(

1− γ(1− (−1)k)−
(

kπ

τ

)2
)1/2

. (7.53)

Dado que el sistema realimentado (7.47) verifica (7.52) en (ω0, β0), utilizando el
método iterativo en la tabla 7.2 es posible calcular la ecuación de bifurcación. En
este caso los autovectores asociados a λ son v = w = 1, lo que simplifica algunos
cálculos.

Considerando una aproximación de orden 4 de la solución, se obtiene la ecuación
de bifurcación de órbitas periódicas locales

λ(iω, β) + 1− ξ1(ω, β)θ
2 − ξ2(ω, β)θ

4 = 0. (7.54)

Las expresiones de ξk(ω, β) ∈ C para k = 1, 2, se calculan utilizando la tabla 7.2. De
acuerdo al teorema 31, las soluciones no nulas de (7.54) están en correspondencia
uno a uno con las soluciones periódicas de amplitud θ pequeña del sistema (7.47)
con peŕıodo cercano a 2π/ω0.

Derivando impĺıcitamente la ecuación (7.54) para θ 6= 0 suficientemente pequeño
obtenemos expansiones de la frecuencia ω y el parámetro β en función de la amplitud
de la órbita θ

ω = ω0 + ω1 θ
2 + ω2 θ

4 +O(θ6), β = β0 + β1 θ
2 + β2 θ

4 +O(θ6). (7.55)

Se obtiene: ω1 = ω2 = 0, y

β1 = −π
2k2
(

11β2
0 + 4γ

(

(−1)k − 1
)

+ 4
)

+ (β2
0 − 1) τ 2

(

5β2
0 + γ

(

(−1)k − 1
)

+ 1
)

β0 ((β2
0 − 1) τ 2 + 4π2k2)

,
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Figura 7.3: Máximo de las soluciones calculadas en los valores indicados de γ y τ.
(· · · , grandes) Dominio frecuencia; (· · · , pequeños) HAM; (– –) DDE-Biftool y (—)
punto de equilibrio.

la expresión de β2 será calculada en cada caso (para valores fijos de γ y τ), debido
a que es muy extensa.

La ecuación para el parámetro β presente en (7.55) se puede analizar con la
teoŕıa de singularidades resumida en la sección anterior. Si β1 6= 0 el signo de
este coeficiente junto con la estabilidad del equilibrio permite conocer la estabilidad
de las soluciones periódicas. Por otro lado, en la expansión correspondiente a ω
observamos que, hasta el orden 4 en θ, la frecuencia de las soluciones periódicas
correspondientes a un valor fijo del retardo no se modifica. En otras palabras, todos
los ciclos que surgen de un mismo punto de una rama de bifurcación comparten la
misma frecuencia, como en el caṕıtulo anterior una vez más nos encontramos con
ciclos isocrónicos, esta vez utilizando otro parámetro de bifurcación.

7.4.1.1. Ejemplos de bifurcación de Hopf

Consideremos γ = −1 y τ = 2; existe una bifurcación de Hopf cuando ω0 = π/2 y
β0 =

√
12− π2/2. La ecuación de bifurcación (7.55) (derecha) para este caso resulta:

β = 0,729794− 6,03605 θ2 + 2,75391 θ4 +O(θ6). Luego, para valores del parámetro
β menores que β0 existe una rama de soluciones periódicas estables que surge del
equilibrio no trivial con frecuencia ω = π/2+O(θ6). En la figura 7.3 a), mostramos
los máximos (en la variable x del sistema original) de las soluciones halladas con la
metodoloǵıa en frecuencia, las mismas son comparadas con las obtenidas utilizando
HAM y las calculadas con DDE-Biftool.

Si consideramos γ = −0,2 y τ = 3, existe una bifurcación de Hopf cuando
ω0 = π/3 y β0 =

√

63/5− π2/3. La ecuación de bifurcación (7.55) (derecha) para
este caso resulta: β = 0,550797 − 3,82249 θ2 + 1,9317 θ4 + O(θ6). Luego, cuando
el parámetro β disminuye obtenemos una rama de soluciones periódicas estables
con frecuencia ω = π/3 + O(θ6). Como en el caso anterior, en la figura 7.3 b)
graficamos los máximos (en la variable x del sistema original) de las soluciones
obtenidas utilizando el método en frecuencia, se observa la gran coincidencia con
las soluciones calculadas utilizando HAM y con las halladas numéricamente con
DDE-Biftool.
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7.4.2. Bifurcación de Bautin en una EDR de primer orden

Consideremos la EDR escalar

ẋ(t) = −δ x(t)− β

(

x(t)

1 + (x(t))n
− kx(t− τ)

1 + (x(t− τ))n

)

, (7.56)

donde los parámetros β, n, δ, k y el retardo τ son positivos. En lo que sigue se con-
siderará δ como parámetro de bifurcación. Esta ecuación con retardo modela la
leucemia mielógena crónica periódica [65]. Este sistema fue estudiado utilizando
formas normales en [37].

Para todos los valores de los parámetros, x = 0 es un equilibrio de la ecuación
(7.56). Existe además otro equilibrio dado por

x̂ =

(

β

δ
(k − 1)− 1

) 1

n

. (7.57)

En [37] se realiza un estudio completo de la estabilidad de este equilibrio, y se
establece que el mismo está bien definido y toma valores que tienen sentido para el
modelo sólo si se considera 1 < k < 2.

Estudiamos a continuación las soluciones periódicas asociadas a x̂ utilizando el
método en frecuencia. Consideramos la realización minimal dada por las matrices

A0 = −(δ + 1), A1 = 0, B = C = 1, (7.58)

y la función no lineal

g(x(t), x(t− τ)) = −x(t) + β

(

x(t)

1 + (x(t))n
− kx(t− τ)

1 + (x(t− τ))n

)

. (7.59)

La matriz de transferencia en este caso resulta G(s, δ) = 1/(s + δ + 1), y se
obtiene la siguiente función de transferencia lineal

GJ(s, δ) = −
(

1 +
δ ((n− 1)(k − 1)β − nδ)

β(k − 1)2
(1− ke−sτ )

)

1

s+ δ + 1
. (7.60)

La dimensión de esta matriz facilita los cálculos en ciertos aspectos, en efecto tene-
mos un solo autovalor caracteŕıstico λ(s, δ) = GJ(s, δ), y los autovectores asociados
son v = w = 1.

Si definimos la constante β1 = δ((n − 1)(k − 1)β − nδ)/(β(k − 1)2), los puntos
en los que se verifica λ(iω, δ) = −1 son soluciones del sistema

δ = β1 (1− k cosωτ)
ω = β1k senωτ

. (7.61)

Realizando algunas operaciones sencillas en el sistema anterior se sigue que

ω =
√

(β1k)2 − (δ − β1)2, (7.62)

y luego de la primera ecuación se obtiene

τ =
1

ω
arc cos

(

β1 − δ

β1k

)

. (7.63)

Considerando valores fijos de los parámetros β, k y n, la ecuación anterior define
una curva en el espacio δ–τ de posibles puntos de Hopf.

En lo que sigue consideramos n = 2 y β = 2,5, y distintos valores de k ∈ (1, 2).
Analizamos bifurcaciones de tipo Bautin utilizando las herramientas desarrolladas
en la sección anterior.
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Figura 7.4: Izquierda: curva de Hopf y punto de bifurcación de Bautin. Derecha:
Comparaciones de las amplitudes calculadas con DDE-Biftool (– –) y dominio fre-
cuencia (· · · ), de los ciclos para: τ = 5,2 (arriba) y τ = 4,8 (abajo).

7.4.2.1. Ejemplos bifurcación de tipo Bautin

Consideremos en primer lugar el valor k = 1,5. Para τ fijo, sea δ el parámetro de
bifurcación y δ0 el valor en que se verifican las hipótesis del teorema 31, siendo ω0 la
frecuencia inicial. Utilizamos la tabla 7.2 con orden 4 para obtener los coeficientes
ξ1,2. Si además, en el punto anterior verificamos

(Reλδ Imλω − Imλδ Reλω)|(ω0,δ0,τ)
6= 0. (7.64)

es posible calcular la ecuación de bifurcación para el parámetro δ. La expresión ge-
neral en función de τ es muy extensa para ser mostrada aqúı, sin embargo nos per-
mite obtener información sobre la dinámica del sistema. Realizando algunos cálculos
numéricos observamos que en el punto (δ0, τ0) = (0,1100351576, 4,9740704569), la
ecuación de bifurcación es Z2–equivalente a

δ2θ
4 − (δ − δ0) = 0. (7.65)

siendo δ2 = 0,0019537383, y la frecuencia cŕıtica ω0 = 0,2624792103. Como el coe-
ficiente δ2 es positivo se sigue que, en un entorno de δ0, si δ1 > 0 se observará un
único ciclo y si δ1 < 0 existirá un fold de ciclos.

En la figura 7.4 izquierda, graficamos la curva de puntos de Hopf en el espacio
de parámetros δ–τ, el equilibrio es estable en la región sombreada(puntos por de-
bajo de la curva). El punto en esa figura corresponde al punto de bifurcación de
Bautin (δ0, τ0). Para τ > τ0 (τ < τ0) resultan valores de δ1 < 0 (δ1 > 0). En la
figura 7.4 derecha, mostramos ejemplos de los diagramas de bifurcación persistentes
mencionados en la sección anterior, indicando la estabilidad de las soluciones pe-
riódicas. Comparamos las amplitudes de las soluciones con cálculos realizados con
DDE-Biftool, observamos la muy buena coincidencia de los cálculos.
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Figura 7.5: Comparaciones de las amplitudes calculadas con DDE-Biftool (– –) y
dominio frecuencia (· · · ), de los ciclos para: τ = 5,25 (izquierda) y τ = 5,35 (dere-
cha).

Como otro ejemplo, consideremos el valor k = 1,01. Utilizando la ecuación de bi-
furcación del parámetro δ, podemos calcular que en el siguiente punto se verifican las
condiciones de bifurcación de tipo Bautin: (δ0, τ0) = (0,0023073665, 5,301432998).
En este punto resulta ω0 = 0,0396791 y δ2 = 0,0000417833. De acuerdo a la teoŕıa de
singularidades el signo de δ2 indica que nos encontramos con la misma dinámica que
en el caso k = 1,5 considerado antes. Nuevamente, para valores de τ > τ0 (τ < τ0)
obtenemos δ1 < 0 (δ1 > 0). En la figura 7.5 graficamos los diagramas de bifurcación
correspondientes a dos valores del retardo cercanos a τ0. La amplitud de las solu-
ciones periódicas que obtenemos son comparadas con las obtenidas numéricamente
con el paquete DDE-Biftool, como esperabamos existe una gran coincidencia en los
ciclos de amplitud pequeña.

Es importante resaltar que la exploración numérica con DDE-Biftool muestra la
existencia de una bifurcación global que conduce a un ciclo ĺımite de gran amplitud
(explosión Canard). La investigación de este tipo de situaciones es muy interesante
y es un área que no ha sido muy explorada en EDR. Este ejemplo proporciona una
oportunidad de comenzar a realizar investigaciones en este sentido.

7.4.3. Otras bifurcaciones de ciclos en una EDR de segundo

orden

Consideremos el sistema

ẋ(t) =
( α −1

1 α

)

x(t) +
(

x1(t)
2 + x2(t)

2
)

( 1 −γ
γ 1

)

x(t)−

κ
( cos β − sen β

sen β cos β

)

(x(t)− x(t− τ)), (7.66)

donde x ∈ R
2, los parámetros verifican α, β ∈ R, γ > 0, κ 6= 0 y τ > 0 representa el

retardo.
El sistema anterior corresponde a la forma normal de una bifurcación de Hopf

subcŕıtica a la que se le aplica una realimentación con retardo del tipo Pyragas.
Sistemas de este tipo se han estudiado en [26, 29, 39] con el objetivo de estabilizar
el ciclo periódico. El agregado de la realimentación provoca el cambio de estabilidad
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buscado en ciertos valores del espacio de parámetros, pero además genera una gran
variedad de escenarios en los que se observa multiplicidad de ciclos periódicos que
complejizan la dinámica.

Para aplicar la metodoloǵıa en frecuencia, se plantea la ecuación anterior utili-
zando la siguiente representación entrada–salida

{

ẋ(t) = (α− κ cos β)x(t) + (κ cos β)x(t− τ) + g(x(t), x(t− τ)),
y = −x, (7.67)

donde g : R4 → R
2, es la función definida por

g(y(t), y(t− τ)) =
( y2 − κ sen β(y2 − y2τ )− (y21 + y22)(y1 − γy2)

−y1 + κ sen β(y1 − y1τ )− (y21 + y22)(γy1 + y2)

)

. (7.68)

La función de transferencia asociada a esta realización resulta

G(s) =
1

s− α + κ cos β(1− e−sτ )
I2. (7.69)

Si αγ 6= 1, el único equilibrio del sistema es el trivial y = (0 0)T . La matriz de
transferencia del sistema linealizado alrededor del equilibrio resulta

GJ(s, α, τ) =
1− κ sen β(1− e−sτ )

s− α + κ cos β(1− e−sτ )

( 0 1
−1 0

)

. (7.70)

Si una de las funciones caracteŕısticas de la matriz anterior verifica

λ̂(iω0, α0) = −1,
(∂Re λ̂

∂α

∂Im λ̂

∂ω
− ∂Re λ̂

∂ω

∂Im λ̂

∂α

)∣

∣

∣

(ω,α)=(ω0,α0)
6= 0, (7.71)

se cumplen las condiciones necesarias para que el sistema (7.67) presente una bifur-
cación local de ciclos. En particular, la función caracteŕıstica

λ̂(s, α) = −i 1− κ sen β(1− e−sτ )

s− α + κ cos β(1− e−sτ )
, (7.72)

toma el valor -1 (condición de la izquierda en la ecuación (7.71)) en los puntos dados
por la siguiente curva en el espacio (α, τ)

τ =
± arc cos(cos β − α

κ
) + β + 2πn

ω
, (7.73)

siendo ω = 1−κ sen β±
√

κ2 − (−α + κ cos β)2. Además, se puede probar que para
valores de κ pequeños, por ejemplo κ ∈ (−0,1, 0,1), se verifican las dos condiciones
necesarias indicadas en (7.71). En la figura 7.6 se muestran curvas de posibles puntos
de Hopf. Observamos que al aumentar el valor del parámetro κ existen valores de τ
en los que encontramos más de un punto de bifurcación de Hopf.

Calculemos los vectores asociados a λ̂. Como v ∈ Nuc(L̂) y ||v|| = 1, resulta
v = 1/

√
2(1,−i)T . Por otro lado, w ∈ Nuc(L̂T ) y wTv = 1, luego tomamos w =

1/
√
2(1, i)T . Con estos operadores se define la proyección

Q =
1

2

( 1 i
−i 1

)

, (7.74)
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Figura 7.6: Curvas de posibles puntos de Hopf para los valores de k indicados.

recordemos que Q : Cm → Nuc(L̂) ortogonal a Rango(L̂).
Consideremos una aproximación de la solución periódica de orden 2q. Reempla-

zando en la función g se observa que los coeficientes cj se calculan solamente a partir

de F3(z) = F3(z1, z2) = −(z21 +z
2
2)
( z1 − γz2
γz1 + z2

)

. Por lo tanto, realizando los cálculos

en la tabla 7.2, si a1 = vθ, para j = 1 se obtiene a02 = a22 = 0, ya que g0 = g2 = 0
y g1 = −2(1 + iγ)θ3v. Luego, utilizando la proyección Q, y ya que g1 es paralelo a
v resulta (I − Q)G(iω0)g1 = 0. De esta última ecuación se sigue que v⊥ = 0, y el
coeficiente a1 no tiene correcciones.

Al realizar el cálculo en forma iterativa, debido a la forma de la función g, resulta
que a1 = vθ y aj = 0 , j 6= 1, independientemente del orden 2q elegido. Además,
como el producto wT (G(iω)g1) en (7.31c) sólo contiene términos de θ3, la ecuación
de bifurcación resulta

λ̂(iω, α) + 1− 2(1 + iγ)

iω − α + (1− e−iωτ )κ cos β
θ2 = 0. (7.75)

Simplificando la ecuación anterior y tomando parte real e imaginaria se obtiene el
siguiente sistema

−α + κ cos β − κ cos(β − ωτ)− 2θ2 = 0,
κ sen β − κ sen(β − ωτ)− 1 + ω − 2γθ2 = 0.

(7.76)

Para valores fijos de los parámetros α, β, κ, τ, las soluciones (ω, θ) del sistema anterior
están en correspondencia uno a uno con las soluciones periódicas del sistema original,

que tienen la forma: y(t) =
√
2θ
( cos tω

sen tω

)

.

Es importante señalar que en las soluciones del sistema anterior la componen-
te θ no es necesariamente un valor pequeño, en caso de no serlo las soluciones
correspondientes no estaŕıan asociadas necesariamente a bifurcaciones locales sino
posiblemente a fenómenos globales. Sin embargo, considerando amplitud θ pequeña
es posible realizar un análisis de bifurcaciones utilizando la teoŕıa de singularidades.

Sea (ω0, α0) un punto en el que se verifican las condiciones necesarias (7.71).
Considerando α como parámetro de bifurcación y para valores de θ pequeño, el
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sistema (7.76) permite calcular desarrollos de α y ω en función de θ hasta cualquier
orden deseado. Como un ejemplo, hasta orden 6 se obtiene

α = α0 −
(

2 +
2κγτ sen(β − τω0)

1 + κτ cos(β − τω0)

)

θ2 +
2κγ2τ 2(κτ + cos(β − τω0))

(1 + κτ cos(β − τω0))3
θ4−

4

3

κγ3τ 3(−1 + 3κ2τ 2 + 2κτ cos(β − τω0)) sen(β − τω0)

(1 + κτ cos(β − τω0))5
θ6,

(7.77)

y la aproximación de la frecuencia

ω = ω0 +
2γ

1 + κτ cos(β − τω0)
θ2 − 2κγ2τ 2 sen(β − τω0)

(1 + κτ cos(β − τω0))3
θ4−

4

3

κγ3τ 3(− cos(β − τω0) + κτ(−2 + cos 2(β − τω0)))

(1 + κτ cos(β − τω0))5
θ6. (7.78)

De acuerdo a la teoŕıa de singularidades presentada en la sección anterior, el desa-
rrollo en (7.77) permitirá estudiar y determinar regiones en el espacio de parámetros
en que el sistema sufre bifurcaciones degeneradas que generan multiplicidad de ci-
clos.

Fijando β = π/4 y γ = −10, se obtiene el diagrama de bifurcación en el espacio
κ–τ que se muestra en la figura 7.7 izquierda. Alĺı se grafican las curvas correspon-
dientes a las variedades de transición:

H0 : α1 = 0,
H1 : 3α1α3 = α2

2, α2/α3 < 0,
D : 4α1α3 = α2

2, α2/α3 < 0.
(7.79)

En el punto (κ0, τ0) = (−0,0475468061, 2,0927529542), intersección de las tres curvas
en el espacio κ–τ, tenemos la forma normal

α3θ
6 − (α− α0) = 0, (7.80)

siendo α3 = −601,643, en cada región comprendida entre las curvas encontramos
distintos escenarios que corresponden al desarrollo universal de la ecuación ante-
rior. Graficamos en la figura 7.7 derecha ejemplos de los diagramas de bifurcación
persistentes hallados. La estabilidad de los ciclos no se indica en los diagramas, sin
embargo la misma se puede determinar considerando que el equilibrio es estable para
valores de α < α0. Para valores de κ pequeños el punto de Hopf (ω0, α0) hallado es
único y los diagramas se corresponden con los predichos.

7.4.3.1. Otras bifurcaciones de ciclos

Como mencionamos anteriormente, al aumentar el valor de κ (en valor absoluto),
existen varios puntos de Hopf para un mismo valor del retardo. A continuación
planteamos una forma alternativa a la utilización de teoŕıa de singularidades, para
estudiar soluciones periódicas que conecten puntos de bifurcación de Hopf a partir
de la ecuación de bifurcación obtenida con el método en frecuencia.
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Figura 7.7: Diagrama de bifurcación en el espacio (κ, τ) con las curvas dadas en
(7.79). Diagramas persistentes en cada región indicada en la figura de la izquierda.

Considerando una vez más la ecuación de bifurcación (7.75), pero despejando
esta vez en función de la frecuencia, tenemos

θ2 =
ω − 1 + κ sen β − κ sen(β − ωτ)

2γ
,

α = κ cos β − κ cos(β − ωτ)− 2θ2.
(7.81)

Si tomamos z = θ2, y calculamos el vector tangente de la curva (α(ω), z(ω)),
podemos determinar distintas condiciones de bifurcación de soluciones periódicas.
Podemos plantear por ejemplo, condiciones de bifurcación de Hopf degenerada, equi-
valentes a las presentadas en la sección anterior. Otras bifurcaciones de ciclos que
no se encuentran entre las anteriores son aquellas que conectan dos puntos de bifur-
cación de Hopf, a continuación consideramos brevemente esta situación.

Las condiciones z = 0, dz
dα

= 0 y d2z
dα2 < 0, que corresponden a la existencia de

un vector tangente horizontal y curvatura negativa, indican la existencia de una
bifurcación de ciclos como la mencionada anteriormente. Es decir, estas condiciones
implican que en un entorno del punto α0 en el que se verifiquen las condiciones an-
teriores existirá una rama de ciclos que conectan dos puntos de bifurcación de Hopf.
Para la ecuación estudiada, de acuerdo al sistema (7.81), las condiciones resultan

κ sen β − κ sen(β − ωτ)− 1 + ω = 0,
1 + κτ cos(β − ωτ) = 0,

c = d2z
dα2 < 0.

(7.82)

En la figura 7.8 arriba izquierda mostramos algunos puntos en el espacio κ–τ
en los que se verifican las condiciones anteriores. Utilizando dos valores fijos del
retardo τ, graficamos en la figuras 7.8 arriba derecha y abajo, los diagramas ca-
racteŕısticos de este tipo de bifurcación. En los diagramas en 7.8 abajo vemos que
existen varias ramas de soluciones periódicas que conectan equilibrios, las mismas
van desapareciendo a medida que κ aumenta.

Considerando condiciones equivalentes a las anteriores hemos podido observar
más escenarios interesantes relacionados con ciclos periódicos. Como un ejemplo,
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Figura 7.8: Izquierda: curvas en que se verifica (7.82). Derecha: diagramas para va-
lores en el segmento inferior (con τ = 4) indicado en la figura de la izquierda. Abajo:
diagramas para valores en el segmento superior, fijando τ = 6. De izquierda a derecha
se toman los valores del parámetro κ = −1,−0,75,−0,5,−0,25, 0, respectivamente.

tomemos τ = 7, en el valor κ0 = 0,372352 se verifican las dos primeras ecuaciones
en (7.82). Para valores de κ en un entorno de κ0 obtenemos los diagramas que se
muestran en la figura 7.9. Como podemos observar, este tipo de análisis requiere
un desarrollo más formal y resulta prometedor para determinar bifurcaciones que
complementen el análisis realizado utilizando la teoŕıa descripta en la sección 7.3.1.
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Figura 7.9: Diagramas para τ = 7. En la figura central se considera κ = κ0, en las
figuras de la izquierda y de la derecha, un valor de κ menor y otro mayor a κ0,
respectivamente.
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Sistemas discretos con retardo

8.1. Introducción

Los sistemas con retardo han adquirido gran importancia en los últimos años; en
particular, muchos investigadores se han enfocado en los esquemas de control que
utilizan realimentación retrasada, conocidos como TDFC (time delay feedback con-
trol) [10, 11, 39, 67]. Dichos esquemas resultan simples y eficientes para diferentes
objetivos de control que dependen de la aplicación particular; además se han utiliza-
do tanto en sistemas continuos [39, 67, 68] como discretos [11, 80, 82]. En sistemas
de EDOs el hecho de utilizar un esquema TDFC hace que el espacio de estados se
vuelva de dimensión infinita. En mapas, el análisis es más simple ya que, si bien se
incrementa el número de estados del sistema, este número sigue siendo finito.

Aunque la realimentación retrasada sirve para distintos objetivos, como la supre-
sión de caos o estabilización de órbitas inestables, la misma puede introducir nuevas
bifurcaciones no deseadas. Esto es razonable debido al mencionado incremento en
la dimensión del sistema. También es posible que se alteren las bifurcaciones ya
existentes, tanto en su ubicación como en lo que respecta a la estabilidad.

El objetivo en este caṕıtulo es estudiar cómo repercute el uso de este tipo de
control en la dinámica de un mapa escalar, que sin realimentación presenta una
bifurcación de doble peŕıodo. Como herramienta de estudio utilizamos el método en
frecuencia [58, 59], cuya aplicación a sistemas discretos se puede hallar en [20, 21].
Mediante este método, obtenemos en forma anaĺıtica condiciones expĺıcitas para la
ocurrencia de bifurcaciones de doble peŕıodo y Neimark-Sacker en el sistema con-
trolado. También calculamos expresiones anaĺıticas de los coeficientes que permiten
determinar la estabilidad de las órbitas. Por último, utilizando el método en fre-
cuencia, demostramos que para ciertos valores del retardo, la interacción entre doble
peŕıodo y Neimark-Sacker se debe a la existencia de la resonancia 1:2. El despliegue
de esta resonancia involucra dinámicas complejas descriptas en [45].

8.2. Método en frecuencia para mapas

Consideremos el sistema en variables de estado

xn+1 = Axn + Bf(xn, µ) (8.1)

donde xn ∈ R
p, A ∈ R

p×p (que puede ser la matriz nula), B ∈ R
p×l, µ ∈ R

s es un
vector de parámetros y f : Rp × R

s → R
l es una función no lineal al menos C3.

103
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Figura 8.1: Representación en bloques de un sistema entrada-salida.

Podemos transformar el sistema anterior en la forma realimentada de la figura 8.1
tomando

G(z, µ) = C[zI − A]−1B (8.2)

y g(yn, µ) = −f(yn, µ), donde yn = Cxn con C ∈ R
m×p. En la figura 8.1, vn es la

entrada que se asume nula, yn ∈ R
m es la salida y z representa una variable compleja.

Como mencionamos en el caṕıtulo anterior, la representación no es única y además,
con la elección apropiada de las matrices C y B, las dimensiones m del espacio de
entrada y l del espacio de salida del sistema equivalente pueden generalmente ser
menores que p. Como se verá en las secciones siguientes, esta reducción generalmente
permite que el análisis de bifurcaciones en el dominio frecuencia sea más sencillo de
realizar que en el dominio tiempo.

Calculamos los puntos fijos ŷ de este sistema resolviendo

ŷ = −G(1, µ)g(ŷ, µ), (8.3)

y el comportamiento dinámico en torno a los mismos se caracteriza mediante la
matriz de lazo abierto G(z, µ)J(µ) con

J(µ) =
∂g(ŷ, µ)

∂y

∣

∣

∣

∣

ŷ

. (8.4)

Considerando z = eiω, obtenemos el diagrama de Nyquist de los autovalores λ(z, µ)
de G(z, µ)J(µ) en el plano complejo. Si el diagrama de Nyquist de uno de los au-
tovalores, que llamaremos λ̂, cruza el punto cŕıtico −1 cuando µ = µ0 y ω = ω0,
pueden darse las siguientes situaciones:

si ω0 = π, el sistema podŕıa presentar una bifurcación de doble peŕıodo (PD).

si eisω0 6= 1 para s = 1, 2, 3, 4, en este caso es posible la aparición de una
bifurcación de Neimark–Sacker (NS).

De existir alguna de las bifurcaciones anteriores, la amplitud y la estabilidad de
la órbita emergente puede calcularse utilizando el método en frecuencia [20, 21]. Si
consideramos sistemas SISO (single–input single–output) el único autovalor está da-
do por λ(z, µ) = G(z, µ)J(µ), y los autovectores correspondientes resultan iden-
ticamente 1. Los cálculos en este caso se reducen considerablemente, en la tabla
8.1 describimos el procedimiento correspondiente a este tipo de sistemas, el mismo
será suficiente para los propósitos de este caṕıtulo. Una formulación más general
puede hallarse en [27].

Si existe bifurcación, determinamos la estabilidad mediante el cálculo del ı́ndice
σ (Paso 7 u 11 en la tabla 8.1). Si σ > 0 (σ < 0), las oscilaciones existen cuando
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el punto fijo es inestable (estable), y las mismas son estables (inestables); en conse-
cuencia, la bifurcación es supercŕıtica (subcŕıtica). En caso que σ = 0, la bifurcación
es degenerada y el comportamiento que presenta el sistema es más complejo (ver
[45]).

8.3. Descripción del problema

Consideremos un mapa escalar

xn+1 = f(xn, µ) + un, (8.5)

donde xn ∈ R es el estado, µ ∈ R es un parámetro, f es una función no lineal suave
(al menos C3 en el primer argumento) y un ∈ R es un control que se aplica al mapa.
Supongamos que en ausencia del control (un = 0), dicho mapa verifica las siguientes
condiciones:

Existe un punto fijo x̂, que es estable para µ ≤ µO e inestable para µ > µO.

Existe un valor µ0 para el cual el punto fijo x̂ sufre una bifurcación de doble
peŕıodo. Esto implica que ∂f(x, µ)/∂x|(x̂,µO) = −1.

Como se muestra en [45], el coeficiente de estabilidad de la órbita emergente está da-
do por la expresión

σPD
O =

1

4
(Dxxf(x̂, µO))

2 +
1

6
Dxxxf(x̂, µO). (8.6)

Si este ı́ndice es negativo, la bifurcación es subcŕıtica, y si el mismo es positivo la
bifurcación es supercŕıtica.

En lo que sigue analizaremos el efecto de aplicar un control con retardo de la
forma:

un = ρ(xn−k − f(xn, µ)), (8.7)

donde ρ ∈ (0, 1) es la ganancia del control y k ∈ N∪ {0} es la cantidad de muestras
retrasadas. Entonces, podemos escribir el sistema controlado completo como

xn+1 = (1− ρ)f(xn, µ) + ρxn−k. (8.8)

El control aplicado es del tipo echo–type [11]. Este control preserva el punto fijo del
mapa y es aplicado para extender el rango de estabilidad del mismo. Para facilitar
el análisis reescribimos el mapa (8.8) como un sistema de k+1 ecuaciones de estado
de primer orden de la forma



















x1,n+1 = (1− ρ)f(x1,n, µ) + ρx2,n,

x2,n+1 = x3,n,
...
xk+1,n+1 = x1,n.

(8.9)
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Tabla 8.1: Método en frecuencia para bifurcaciones PD y NS para sistemas SISO.

Paso 1 Calcular G(·), g(·), ŷ, J(·) y λ̂(·) tales que λ̂(eiω0 , µ0) = −1.

Paso 2 Definir la función H(z, µ) = [I +G(z, µ)J(µ)]−1G(z, µ).

Paso 3 Calcular Q = Dyyg(ŷ, µ) y L = Dyyyg(ŷ, µ).

Paso 4 Si ω0 = π, hallar los coeficientes vPD
0 = −H(1, µ)Q/2, y

pPD(µ) = QvPD
0 + L/6.

Si no, continuar en el Paso 8.

Paso 5 Obtener ξPD(µ) = −G(−1, µ)pPD(µ) y hallar θR tal que
λ(−1, µR) = −1 + ξPD(µR)θ

2
R para µR 6= µ0.

Si la solución existe, ir al Paso 6, si no, el procedimiento termina.

Paso 6 Aproximar la solución perióca como sigue:

yn = ŷ + θ2Rv
PD
0 + θRe

iπn.

Paso 7 Calcular σPD =
−G(−1, µ0)p

PD(µ0)

DzG(−1, µ0)J(µ0)
.

Termina el procedimiento.

Paso 8 Calcular los coeficientes vNS
0 = −H(1, µ)Q/4, vNS

2 = −H(ei2ω, µ)Q/4, y
pNS(ω, µ) = QvNS

0 +QvNS
2 /2 + L/8.

Paso 9 Obtener ξNS(ω, µ) = −G(eiω, µ)pNS(ω, µ) y hallar ωR y θR tal que
λ(eiωR, µR) = −1 + ξNS(ωR, µR)θ

2
R para µR 6= µ0.

Si la solución existe, ir al Paso 10, si no, el procedimiento termina.

Paso 10 Aproximar la solución periódica como sigue:

yn = ŷ + ℜ
(

θ2Rv
NS
0 + θRe

iωRn + θ2Rv
NS
2 ei2ωRn

)

.

Paso 11 Calcular σNS = ℜ
(

G(eiω0 , µ0)p
NS(ω0, µ0)

eiω0DzG(eiω0 , µ0)J(µ0)

)

.

Termina el procedimiento.
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La matriz Jacobiana del sistema anterior en x̂ es

A =















(1− ρ)Dxf(x̂, µ) ρ 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0















, (8.10)

y su ecuación caracteŕıstica resulta

(λ− (1− ρ)Dxf(x̂, µ))λ
k − ρ = 0. (8.11)

Sólo será posible hallar las expresiones anaĺıticas de los autovalores para leyes de
control con pequeños retardos (k = 0, 1 o 2). Para retardos mayores, los autovalores
se calculan en general en forma numérica [11], lo que dificulta la generalización de
los resultados.

Veremos a continuación que el método en frecuencia permite un tratamiento
anaĺıtico de mayor alcance del problema, que además provee condiciones expĺıcitas
para determinar la existencia de bifurcaciones de interés.

8.4. Análisis en el dominio frecuencia

El sistema (8.9) se puede expresar como un sistema realimentado de la forma
(8.1) eligiendo las matrices

A =















0 ρ 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0















, CT = B =











1
0
...
0











. (8.12)

Aśı, la función de transferencia y el bloque no lineal del sistema entrada-salida
equivalente están dados por

G(z) = C[zI − A]−1B =
zk

zk+1 − ρ
, (8.13)

g(yn, µ) = −(1− ρ)f(yn, µ), (8.14)

con yn = x1,n. La derivada de g en ŷ = x̂ está dada por

J(µ) = −(1− ρ)Dyf(ŷ, µ), (8.15)

y por lo tanto

λ̂(z, µ) = G(z, µ)J(µ) = −z
k(1− ρ)Dyf(ŷ, µ)

zk+1 − ρ
. (8.16)

Reemplazando z = eiω, resulta

λ̂(eiω, µ) = −e
iωk(1− ρ)Dyf(ŷ, µ)

eiω(k+1) − ρ
. (8.17)
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Como esperábamos, el análisis de k+1 autovalores en el dominio tiempo original
se trasforma en el estudio de una única función λ en el dominio frecuencia. Para
cada valor de µ y ρ, la ecuación (8.17) representa una curva de Nyquist en el plano
complejo, parametrizada en la frecuencia ω. Podemos determinar la estabilidad del
punto fijo a partir de la cantidad de enciclamientos del punto −1 + 0i por parte
de esta curva, y cada nuevo enciclamiento de este punto que se da al variar los
parámetros indica la ocurrencia de una bifurcación.

En las siguientes subsecciones se aprovecha la mencionada ventaja que propor-
ciona el método en frecuencia para obtener resultados anaĺıticos relacionados con las
dinámicas no lineales que emergen a partir del equilibrio ŷ en el mapa controlado.

8.4.1. Estabilidad del punto fijo

Como mencionamos previamente, la estabilidad del punto fijo se determina ana-
lizando la función λ. Los polos de esta función están dados por

zr = ρ
1

k+1 e
i2πr
k+1 , r = 0, 1, . . . k, (8.18)

pero 0 < ρ < 1, entonces todos los valores anteriores se encuentran dentro del ćırculo
unidad. De acuerdo al criterio de estabilidad de Nyquist, el punto fijo será estable
si el lugar caracteŕıstico λ(eiω, µ) no encierra al punto cŕıtico −1.

Definimos la función normalizada

λ̃(eiω) :=
(1− ρ)eiωk

eiω(k+1) − ρ
, (8.19)

realizamos el análisis de estabilidad determinando los encirclamientos de λ̃(eiω) al-
rededor del punto 1/Dyf(ŷ, µ). De hecho, fijando valores de ρ y k, y variando µ el
diagrama de Nyquist de λ̃(eiω) permanece invariante mientras que el nuevo punto
cŕıtico se mueve a lo largo del eje real, simplificando el análisis.

Podemos calcular fácilmente que el módulo

|λ̃(eiω)| = 1− ρ
√

1− 2ρ cosω(k + 1) + ρ2
, (8.20)

satisface (1 − ρ)/(1 + ρ) ≤ |λ̃(eiω)| ≤ 1 para todo ω. Aśı, la curva de Nyquist
normalizada se encuentra dentro de un anillo en el plano complejo. Los mı́nimos
valores del módulo se obtiene en ω̃n = (2n + 1)/(k + 1)π, n = 0, 1, . . . , k, y los
máximos en ω̃n = 2n/(k + 1)π, n = 0, 1, . . . , k. Aśı, existen k + 1 mı́nimos y k + 1
máximos. En las figuras 8.2 mostramos gráficos t́ıpicos de λ̃ para valores de k pares
e impares.

Para valores pares de k, uno de los máximos siempre se encuentra en el eje real
negativo en λ̃(eiπ) = −1. Esto significa que una condición cŕıtica se establece cuando
1/Dyf(ŷ, µo) = −1. Luego, el punto fijo será estable si Dyf(ŷ, µ) > −1 (no existe
encirclamiento) e inestable si Dyf(ŷ, µ) < −1 (existe un encirclamiento). Para cada
valor de k, la cantidad de intersecciones de λ̃(eiω) con el eje real negativo depende
de los valores de ρ y k.

Los ceros de la parte imaginaria son las soluciones de h(ω) := −(senω+ρ sinωk).
La función h tiene una ráız doble en ω = π si kρ = 1. Si kρ < 1, basados en las
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Figura 8.2: Diagramas de Nyquist. Izquierda: para k = 2. (a) ρ = 0,4, (b) ρ = 0,7.
Derecha: para k = 3. (a) ρ = 0,2, (b) ρ = 0,5. Las pequeñas flechas indican la
dirección a lo largo del contorno de Nyquist.

Figura 8.3: Detalle de la intersección del diagrama de Nyquist con el eje real negativo,
para valores pares de k. (a) kρ < 1, (b) kρ > 1.

propiedades de la curva (que es un tipo de cicloide), podemos demostrar que la
intersección es única (ver figura 8.3 (a)). Además, esta intersección ocurre en uno
de los mı́nimos localizados en λ̃(eiπ) = −(1− ρ)/(1 + ρ). Entonces, ŷ será estable si
Dyf(ŷ, µ) > −(1− ρ)/(1+ ρ) e inestable si Dyf(ŷ, µ) < −(1− ρ)/(1+ ρ). Si kρ > 1,
resulta h′(π) < 0 y, además h(π) = entonces existe un intervalo I = (π − ǫ, π] para
algún ǫ > 0 tal que h(ω) > 0 papa ω ∈ I. Por otro lado, ya que h es continua y
h(π/2) < 0, existe al menos una ráız de esa función en el intervalo (π/2, π). Luego,
es posible afirmar que λ̃(eiω) intersecta el eje real al menos dos veces: en ωo < π (con
λ̃(eiωo) < −(1− ρ)/(1 + ρ)) y para ω = π (en λ̃(eiπ) = −(1− ρ)/(1 + ρ)). Con este
escenario (figura 8.3 (b)), el punto fijo es estable si Dyf(ŷ, µ) > 1/λ̃(eiωo) e inestable
si Dyf(ŷ, µ) < 1/λ̃(eiωo).

Finalmente, observamos que λ̃(1) = 1 para cada k, agregando una nueva con-
dición para la estabilidad del punto fijo (1/Dyf(ŷ, µo) = 1). De esta manera, ŷ
será estable (inestable) si Dyf(ŷ, µ) < 1 (Dyf(ŷ, µ) > 1). Resumimos en la tabla 8.2
todas las condiciones para las cuales ŷ es estable.

8.4.2. Bifurcaciones de doble peŕıodo

Como hemos supuesto en la sección anterior, el mapa original sin control desa-
rrolla una bifurcación PD para µ = µO. A continuación mostramos que el efecto del
control retrasado en las caracteŕısticas de esta bifurcación depende del valor de k.

Proposición 32. El mapa (8.8) exhibe la misma bifurcación PD que el sistema sin
control si se considera una cantidad impar k de retardos en el control. Sin embargo,
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Tabla 8.2: Condiciones de estabilidad del punto fijo ŷ.

Punto fijo estable

k impar −1 < Dyf(ŷ, µ) < 1,

k par −(1 + ρ)/(1− ρ) < Dyf(ŷ, µ) < 1 si kρ < 1,

1/λ̃(eiωo) < Dyf(ŷ, µ) < 1 si kρ > 1,

−1 ≤ λ̃(eiωo) ≤ −(1 + ρ)/(1− ρ).

el nacimiento y las caracteŕısticas (amplitud y estabilidad) de la órbita de peŕıodo
dos pueden ser modificados si k es par.

Demostración. La condición necesaria para la existencia de una bifurcación de doble
peŕıodo en el sistema controlado es

λ̃(eiπ) =
1

Dyf(ŷ, µ0)
. (8.21)

Para afirmar que existe una solución de doble peŕıodo es necesario además verificar
si la ecuación

λ(−1, µR) = −1 + ξPD(µR)θ
2
R, (8.22)

tiene una solución para µR 6= µ0 (Paso 5 de la tabla 8.1). Considerando (8.17) y
ξPD(µ) calculado de acuerdo a la tabla 8.1, obtenemos

(−1)k+1(1− ρ)Dyf(ŷ, µR)

(−1)k+1 − ρ
= −1 +

(−1)k(1− ρ)

(−1)k+1 − ρ
γ(µR)θ

2
R, (8.23)

donde

γ(µ) :=
1

2

(Dyyf(ŷ, µ))
2

(1−Dyf(ŷ, µ))
+

1

6
Dyyyf(ŷ, µ). (8.24)

Podemos determinar la estabilidad de la órbita emergente calculando el coeficiente
σPD, que en este caso, de acuerdo al procedimiento en la tabla 8.1 resulta

σPD = − ((−1)k+1 − ρ)γ(µ0)

((−1)k+1 + kρ)Dyf(ŷ, µ0)
. (8.25)

A continuación analizamos cómo la paridad del retardo implica distintos resultados.

Caso k impar. La condición (8.21) resulta Dyf(ŷ, µ0) = −1, con lo cual la
condición de doble peŕıodo es la misma que para el sistema sin controlador,
luego, µ0 = µO. Además, la ecuación (8.23) da lugar a Dyf(ŷ, µR) + 1 =
−γ(µR)θ

2
R, y entonces

θR =

√

−(1 +Dyf(ŷ, µR))

γ(µR)
. (8.26)
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El coeficiente de estabilidad (8.25) en este caso puede expresarse como

σPD
od =

(1− ρ)

(1 + kρ)
σPD
O . (8.27)

Ya que ρ ∈ (0, 1), el signo del ı́ndice σPD
od es el mismo que el del coeficiente σPD

O

(ver (8.6)). Aśı, la estabilidad de la bifurcación de doble peŕıodo se preserva.

Además, utilizando el método en frecuencia podemos probar que la amplitud
θR de la órbita es la misma que para el mapa sin control. Considerando G(z) =
1/z y g(·) = −f(·), utilizamos el procedimiento descripto en la tabla 8.1. Aśı,
λ(eiω, µ) = −Dyf(ŷ, µ0)e

−iω, y se verifica que ξPD
O (µ) = −γ(µ). Luego, a partir

de la ecuación
λ(−1, µR) = −1 + ξPD

O (µ)θ2R, (8.28)

obtenemos la amplitud buscada, que coindice con la anterior. De esta manera,
hemos probado que para el caso k impar, el control no modifica la bifurcación
PD existente.

Caso k par. De la condición (8.21) se sigue que los puntos de bifurcación PD
están dados por

Dyf(ŷ, µ0) = −1 + ρ

1− ρ
. (8.29)

Luego, el nacimiento de la bifurcación depende ahora del parámetro µ y de la
ganancia ρ. De la ecuación (8.23) obtenemos fácilmente la ecuación

Dyf(ŷ, µR) +
1 + ρ

1− ρ
= −γ(µR)θ

2
R, (8.30)

entonces la amplitud de la posible oscilación es

θR =

√

Dyf(ŷ, µR) +
1+ρ
1−ρ

−γ(µR)
, (8.31)

y a partir de (8.25) el coeficiente de estabilidad se reduce a

σPD
ev =

(1− ρ)

(1− kρ)
γ(µ0). (8.32)

Asumiendo que la bifurcación es no degenerada tenemos σPD
ev 6= 0, lo que impli-

ca γ(µ0) 6= 0, y considerando que γ es una función continua paraDyf(ŷ, µ) 6= 1,
se puede afirmar que existe un entorno B = {µ ∈ R : 0 < |µ − µ0| < ǫ} tal
que: sig(γ(µ)) = sig(γ(µ0)).

Supongamos que kρ < 1. Si γ(µ0) > 0, para µR ∈ B y µR > µ0 (lo que implica
Dyf(ŷ, µR) < −(1 + ρ)/(1 − ρ)), la amplitud θR en (8.31) está bien definida
y el coeficiente σPD

ev indica que la bifurcación es supercŕıtica. Si γ(µ0) < 0, la
solución existirá para Dyf(ŷ, µR) > −(1 + ρ)/(1 − ρ) o lo que es equivalente
µR < µ0, y el signo del coeficiente de curvatura determina que la bifurcación
es subcŕıtica.

Si kρ > 1, mostramos en la sección anterior que el punto fijo se vuelve inestable
para µ = µ0 tal que Dyf(ŷ, µ0) = 1/ ˜λ(eiω0) > −(1 + ρ)/(1 − ρ), con ω0 < π.
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Como la bifurcación PD ocurre cuando el punto fijo ŷ es inestable, la órbita de
peŕıodo dos es también inestable. El análisis de la dirección de la bifurcación
es análogo al caso en que kρ < 1.

Observación 33. Una elección trivial para incrementar la región de estabilidad del
punto fijo seŕıa considerar k = 0 (que correspondeŕıa a un controlador no lineal
sin retardo). En tal caso, el punto fijo ŷ puede ser globalmente estable bajo ciertas
condiciones de la función f . Sin embargo, en la práctica podŕıa suceder que por
limitaciones propias de la medición el controlador demore al menos una muestra en
actuar. En tales aplicaciones, seŕıa más apropiado diseñar el controlador con una
cantidad par de retardos.

8.4.3. Bifurcaciones Neimark–Sacker

Es conocido que los esquemas de control con realimentación retrasada pueden
inducir la ocurrencia de bifurcaciones de Neimark–Sacker [11, 80, 82]. En lo que
sigue obtenemos condiciones de existencia de esta bifurcación utilizando el método
en frecuencia.

Proposición 34. Supongamos que k es par, kρ > 1 y que existe un valor µ0 del
parámetro tal que Dyf(ŷ, µ0) = 1/λ̃(eiω0), con −1 < λ̃(eiω0) < −(1 − ρ)/(1 + ρ).
Supongamos además que se verifican las siguientes condiciones

(i) Dµ[Dyf(ŷ, µ)]|µ=µ0
6= 0,

(ii) σNS 6= 0, donde

σNS = −1− ρ

8
Re
( eiω0k

eiω0(k+1) + kρ

[

(Dyyf(ŷ, µ0))
2 ×

( 2

1−Dyf(ŷ, µ0)
+

(1− ρ)ei2ω0k

ei2ω0(k+1) − (1− ρ)Dyf(ŷ, µ0)ei2ω0k − ρ

)

+Dyyyf(ŷ, µ)
]

)

. (8.33)

Entonces, el mapa (8.8) exhibe una bifurcación NS en un entorno de ŷ.

Demostración. En la sección anterior probamos que la curva del autovalor λ̃(eiω)
intersecta el semieje real negativo en un valor de la frecuencia ω0 < π si k es
par y kρ > 1. Entonces, la condición cŕıtica para la aparición de una bifurcación
NS está dada por Dyf(ŷ, µ0) = 1/λ̃(eiω0). Como λ̃ no depende del parámetro µ,
analizamos la transversalidad de la intersección enfocándonos en el comportamiento
de P (µ) := 1/Dyf(ŷ, µ). La derivada de P en µ = µ0 se puede expresar como

DµP (µ)|µ=µ0
= − Dµ(Dyf(ŷ, µ))

(Dyf(ŷ, µ)2

∣

∣

∣

∣

µ=µ0

6= 0. (8.34)

Entonces, se satisface la condición de trasversalidad si Dµ(Dyf(ŷ, µ))|µ=µ0
6= 0. Esto

implica la hipótesis (i).
Determinamos la estabilidad de la bifurcación utilizando el ı́ndice σNS, que de

acuerdo a lo descripto en la tabla 8.1 está dado por (8.33). Como se puede observar,
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las caracteŕısticas de la órbita emergente dependerán de la combinación de valores
de todos los parámetros (µ, ρ y k). La hipótesis (ii) asegura que la bifurcación es
no degenerada.

A partir de la condición Dyf(ŷ, µ0) = 1/ ˜λ(eiω0), se obtiene

eiω0 − (1− ρ)Dyf(ŷ, µ0)− ρe−iω0k = 0. (8.35)

Haciendo algunos cálculos sencillos, la expresión de la frecuencia cŕıtica resulta

ω0 =
1

k + 1
arc cos

[

1 + ρ2 − (1− ρ)2Dyf(ŷ, µ0)
2

2ρ

]

. (8.36)

Utilizando las partes real e imaginaria de (8.35) y despejando ρ y Dyf(ŷ, µ0) en
función de ω0 resulta

ρ = − sen(ω0)

sen(ω0k)
, Dyf(ŷ, µ0) =

sen(ω0(k + 1))

sen(ω0k) + sin(ω0)
. (8.37)

La ecuación de la derecha establece una relación entre el parámetro µ y la frecuencia
cŕıtica ω0, pues la derivada está evaluada en el equilibrio. Luego, a partir de las
ecuaciones anteriores obtendremos la curva de Neimark–Sacker en el espacio de
parámetros ρ–µ.

Observación 35. Existen valores impares de k en los que (8.35) tiene una solución.
Estos casos no son relevantes desde el punto de vista del control ya que el punto fijo
ya es inestable cuando se produce la bifurcación de NS. Aunque existen múltiples
intersecciones con el semieje real negativo, el que se encuentra más a la izquierda
ocurre cuando ω = π, y aśı ŷ pierde su estabilidad en un bifurcación PD.

8.4.4. Interacción doble peŕıodo. Neimark–Sacker

De acuerdo a los resultados anteriores, el sistema controlado puede tener bifur-
caciones de doble peŕıodo y de Neimark–Sacker para el mismo valor del retardo
k. Las dinámicas complejas observadas simulando diferentes ejemplos y las eviden-
cias numéricas que se muestran por ejemplo en [11] sugieren que estas bifurcaciones
podŕıan interactuar dando lugar a la resonancia 1:2, en esta resonancia dos auto-
valores del sistema (del dominio tiempo) se hallan en el punto −1. El método en
frecuencia provee condiciones expĺıcitas para la ocurrencia de esta singularidad [21].
La resonancia 1:2 es una de las denominadas como resonancias fuertes, que ocurren
cuando la frecuencia cŕıtica ω0 de la bifurcación NS satisface eisω0 = 1 para s = 1,
2, 3 o 4. Una explicación completa del escenario dinámico de estas singularidades
puede hallarse en [45].

Proposición 36. El mapa (8.8) desarrolla una resonancia fuerte 1:2 sólo si k es
par y kρ = 1.

Demostración. De acuerdo a lo que se prueba en [21], las condiciones para detectar la
existencia de una resonancia 1:2 en el dominio frecuencia son λ̃(eiπ) = 1/Dyf(ŷ, µ0)
yDzλ̃(e

iπ) = 0. Usando la definición de λ̃ dada en (8.19) la condición anterior resulta

Dzλ̃(z)
∣

∣

∣

z=eiπ
= (1− ρ)(−1)k+1 kρ+ (−1)k+1

((−1)k+1 − ρ)2
= 0. (8.38)
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Como ρ ∈ (0, 1), existirá la resonancia 1:2 sólo si kρ + (−1)k+1 = 0. Claramente,
no existe solución para valores impares de k. Sin embargo, si consideramos retardos
pares, es posible elegir valores adecuados de k y ρ tales que kρ = 1.

Observación 37. El mapa controlado puede desarrollar una resonancia 1:2 inde-
pendientemente de la no linealidad, considerando k par mayor que cero y ρ = 1/k.
Para el caso ideal k = 0, la bifurcación PD del mapa original se puede modificar
sin crear una resonancia 1:2. Sin embargo, como ya mencionamos el controlador
resultante puede no ser realizable en la práctica debido a limitaciones f́ısicas.

8.5. Ejemplos

A continuación, los resultados de la sección anterior se aplican a dos mapas de
interés. En primer lugar, analizamos el conocido mapa loǵıstico, y luego estudiamos
un modelo de población considerado en [64].

8.5.1. Mapa loǵıstico

Para este sistema tenemos f(x) = µx(1−x). El mapa con control correspondiente
ha sido estudiado en [11], donde las bifurcaciones fueron halladas en forma numérica.
En esta sección obtenemos resultados anaĺıticos que formalizan y generalizan los
estudios numéricos mencionados.

Es bien conocido que el mapa xn+1 = µxn(1− xn) tiene un punto fijo no trivial
x̂ = 1−µ−1 para µ > 1. Este punto fijo es estable para µ < 3, y sufre una bifurcación
de doble peŕıodo para µ = 3, en este valor del parámetro x̂ pasa a ser inestable y
surge una órbita estable de peŕıodo 2 (σPD

O = 9). El objetivo principal es analizar
la efectividad del control echo-type para tratar de modificar la dinámica y que la
órbita de peŕıodo dos exista para valores de µ más grandes, extendiendo aśı el rango
de estabilidad de x̂. El sistema controlado a estudiar es

xn+1 = (1− ρ)µxn(1− xn) + ρxn−k. (8.39)

Aplicando las proposiciones demostradas en la sección anterior y considerando
que Dxf(x̂, µ) = 2 − µ, Dxxf(x̂, µ) = −2µ y Dxxxf(x̂, µ) = 0, se obtienen las
siguientes expresiones de las curvas cŕıticas y de los ı́ndices de estabilidad de los
escenarios dinámicos existentes.

Bifurcación PD. Los puntos cŕıticos y los coeficientes de estabilidad son:

• Caso k impar:

µ = 3, σPD
od =

9(1− ρ)

1 + kρ
, (8.40)

• Caso k par:

µ =
3− ρ

1− ρ
, σPD

ev =
(3− ρ)2

1 + kρ
. (8.41)

Resonancia 1:2. Condición cŕıtica: kρ = 1, siendo k un número par.
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Bifurcación NS. La curva cŕıtica resulta

ρ = − sen(ω0)

sen(ω0k)
, µ = 2− sen(ω0(k + 1))

sen(ω0k) + sen(ω0)
, (8.42)

y el coeficiente de estabilidad correspondiente es

σNS = −(1− ρ)µ2

2
Re
{ eiω0k

eiω0(k+1) + kρ

[ 2

µ− 1
+

(1− ρ)ei2ω0k

ei2ω0(k+1) − (1− ρ)(2− µ)ei2ω0k − ρ

]}

. (8.43)

Como esperábamos, el rango de estabilidad de x̂ no cambia si el controlador
es implementado con una cantidad impar de retardos. Sin embargo, el punto de
bifurcación PD se puede trasladar a valores mayores de µ si k es par. El ı́ndice σPD

ev

es positivo si kρ < 1 y negativo si kρ > 1, lo que implica que la estabilidad de la
oscilación de peŕıodo dos podŕıa cambiar de acuerdo a la combinación de valores de
ρ y k. La condición kρ = 1 con k par corresponde a la resonancia fuerte 1:2, que es
el punto en que las bifurcaciones PD y NS interactúan entre śı.

La figura 8.4 izquierda muestra las curvas de doble peŕıodo y Neimark–Sacker en
el espacio de parámetros ρ–µ, donde se ha fijado k = 2. Observamos que la región
en el espacio de parámetros donde el punto fijo es estable se ha incrementado con
respecto al sistema sin control. Aśı, por ejemplo, el punto fijo pierde su estabilidad
en µ = 3 si ρ = 0 (caso sin control), mientras que este fenómeno ocurre en µ = 3,5
si ρ = 0,2. El rango de estabilidad puede ser aún mayor si consideramos mayores
valores de ρ. Sin embargo, el comportamiento dinámico en un entorno de x̂ será más
complicado cuando el valor de ρ se acerca al punto de resonancia (notado como
R1:2).

En este ejemplo, la bifurcación NS presenta una singularidad Chenciner cerca de
R1:2. Esta singularidad está caracterizada por la condición σNS = 0, y la existencia
de la misma indica que podŕıan existir órbitas múltiples alrededor de x̂ (ver [45]).
Para k = 2 en el punto (ρCh, µCh) ≈ (0,549, 4,823), se verifica la condición de esta
singularidad. Mostramos en la figura 8.4 derecha la coexistencia del punto fijo estable
con diferentes órbitas invariantes (estables e inestables) para µ < µ0 y ρ > 1/2. En
ambos casos, la aparición de una órbita inestable alrededor del punto fijo llama la
atención respecto de un hecho interesante. Aunque la región de estabilidad es mayor,
la base de atracción de x̂ se reduce.

Para completar el análisis, graficamos los diagramas de bifurcación para k = 2
y dos valores diferentes de ρ en la figura 8.5. Para ρ = 0,2, el punto fijo pierde su
estabilidad cuando una órbita estable de peŕıodo 2 emerge alrededor del mismo. Sin
embargo, una bifurcación NS provoca la primer inestabilidad del punto fijo para
ρ = 0,6. El valor anterior de ρ parece ser un valor suficientemente alejado de la
región en la que se encuentran la resonancia fuerte y el punto Chenciner ya que el
punto fijo es el único atractor (estable) para µ < µ0.

En vista de las condiciones cŕıticas de cada una de las bifurcaciones enumeradas
antes, la mayor región de estabilidad del equilibrio x̂ se obtiene considerando preci-
samente el mı́nimo número de retardos pares en la ley de control (k = 2). Cuando
k aumenta, la resonancia 1:2 se traslada sobre la curva PD con menores valores de
ρ (ya que ρ = 1/k), reduciendo la potencial expansión de intervalos de µ estables.
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Figura 8.4: Izquierda: Diagrama de bifurcaciones en el espacio ρ–µ para k = 2. PD:
doble peŕıodo supercŕıtico (+) y subcŕıtico (-). NS: Neimark–Sacker supercŕıtica (+,
oscuro) y subcŕıtica (-, claro). Derecha: Múltiples atractores que rodean el punto fijo
estable: (a) ρ = 0,51 y µ = 4,95 (punto I, figura izq.), (b) ρ = 0,525 y µ = 4,9 (punto
II, figura izq.).

Como un ejemplo, en la figura 8.6 presentamos el espacio de parámetros ρ–µ co-
rrespondiente a k = 6. En este caso, el máximo del rango de estabilidad se reduce
a µ = 3,4, en contraste con µ = 5 obtenido para k = 2. Sin embargo, se puede
deducir que σNS > 0 en la curva cŕıtica NS para µ < 3,4, por lo tanto, las órbitas
invariantes sólo aparecen si x̂ es inestable (bifurcación NS supercŕıtica). Luego, la
base de atracción del punto fijo no es afectada por el controlador.

Los diagramas de bifurcación de la figura 8.6 ilustran cómo el escenario dinámico
puede ser muy distinto al que obtuvimos para k = 2. En el caso particular ρ = 0,2,
el punto fijo pierde su estabilidad en µ0 ≈ 3,357 debido a una bifurcación NS.
La órbita que surge se vuelve inestable cuando µ ≥ 3,674 y podemos hallar una
órbita de peŕıodo dos estable. El mismo fenómeno se describe en [11] para k = 12
y ρ = 0,1, pero la condición para la existencia de bifurcación NS fue calculada sólo
numéricamente.

Finalmente, en la figura 8.7 graficamos curvas cŕıticas en el plano ρ–µ para
distintos valores impares de k. Como probamos anteriormente, para estos valores
del retardo no existe resonancia 1:2 que conecte escenarios PD y NS. Más aún, el
comportamiento dinámico cambia sólo cuando x̂ se vuelve inestable.
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Figura 8.5: Diagramas de bifurcación para k = 2. (a) ρ = 0,2, (b) ρ = 0,6.

Figura 8.6: Izquierda: Diagrama de bifurcaciones para k = 6. PD: doble peŕıodo
supercŕıtico (+) y subcŕıtico (-). NS: Neimark–Sacker supercŕıtica (+, oscuro) y
subcŕıtica (-, claro). Derecha: Diagrama de bifurcación para k = 6. (a) ρ = 0,2, (b)
ρ = 0,6.

8.5.2. Modelo discreto de población

El siguiente mapa corresponde al modelo discreto de población estudiado en [64]

xn+1 = f(xn, b) =
xn

1− bxn + x2n
, (8.44)
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Figura 8.7: Diagrama de bifurcaciones para distintos valores de k impar. La distin-
ción entre NS subcŕıtica y supercŕıtica se usa solamente para describir la dirección de
nacimiento de los ciclos ya que el punto fijo es inestable (debido a la PD bifurcación).

donde xn representa la densidad de población en el año n, y b > 0 es una constante.
El sistema tiene un punto fijo en el origen y otro punto fijo no trivial x̂ = b. En
[64] se observó que este último sufre una bifurcación de doble peŕıodo para b =

√
2,

y el ciclo que existe para b >
√
2 es estable (σO = 1). Además, si se continúa

incrementando el valor del parámetro, se observa que el mapa presenta una cascada
de bifurcaciones de doble peŕıodo.

Aplicando la realimentación con retardo a este mapa, obtenemos

xn+1 = (1− ρ)
xn

1− bxn + x2n
+ ρxn−k. (8.45)

Para este caso, las derivadas de la función no lineal son: Dxf(x̂, b) = 1 − b2,
Dxxf(x̂, b) = 2b(b2 − 2) y Dxxxf(x̂, b) = 6(−b4 + 3b2 − 1).

Como hemos determinado anteriormente, para k impar se mantiene la bifurcación
de doble peŕıodo cuando b =

√
2, y en la misma se genera una órbita de peŕıodo

dos estable (σPD
od = (1 − ρ)/(1 + kρ)). En el caso de retardos pares, utilizando las

condiciones de bifurcación calculadas en las secciones anteriores podemos determinar
que la bifurcación se desplaza hacia valores mayores del parámetro. En particular,
la bifurcación se da en el valor cŕıtico b =

√

2/1− ρ y el coeficiente de estabilidad
en este caso resulta

σPD
ev =

7ρ2 − 4ρ+ 1

(1− kρ)(1− ρ)
. (8.46)

Como el numerador es positivo, si kρ < 1 la bifurcación es supercŕıtica y si kρ > 1
la misma es subcŕıtica.

A partir de las condiciones de bifurcación NS calculamos una curva en el espacio
de parámetros ρ–b, que graficamos en la figura 8.8. En los puntos de esta curva, la
estabilidad se determina calculando el coeficiente σNS correspondiente.

A continuación ilustramos el comportamiento que presenta el sistema para dis-
tintas combinaciones de ρ y b cercanas a las curvas de PD y NS de la figura 8.8
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Figura 8.8: Izquierda: Diagrama de bifurcaciones en dos parámetros. PD: doble
peŕıodo supercŕıtico (+) y subcŕıtico (-). NS: Neimark–Sacker supercŕıtica (+, rojo)
y subcŕıtica (-, verde). La ampliación muestra los puntos de simulaciones. Derecha:
(Punto a) Órbita de peŕıodo 2; ρ = 0,4, b = 1,828 (Para este valor de ρ la bifurcación
de doble peŕıodo se da para bD ≃ 1,826).

izquierda. En la figura 8.8 derecha se observa la órbita de peŕıodo dos estable gene-
rada a partir de la bifurcación PD, donde el punto fijo ha perdido su estabilidad.

En las figuras 8.9 y 8.10 ilustramos la interacción del punto fijo con una órbita
inestable de la bifurcación de Neimark–Sacker subcŕıtica. En primera instancia el
punto fijo es estable y se halla rodeado por dicha órbita (figura 8.9 izquierda); luego,
ésta colapsa con el punto fijo, y como resultado este último se vuelve inestable
(figura 8.9 derecha). La presencia de esta órbita inestable advierte sobre un hecho
importante: si bien la región en el espacio de parámetros donde el punto fijo es estable
se ha incrementado, el dominio de atracción del mismo se ve reducido, pues aparecen
otros atractores que no exist́ıan en el sistema original. En ambos casos, el escenario
se encuentra rodeado por una órbita estable, que es ajena a las bifurcaciones locales
analizadas. Finalmente, en las figuras 8.10 izquierda y 8.10 derecha se observa cómo
el punto fijo pierde la estabilidad y nace una órbita estable que lo rodea, mediante
el mecanismo de bifurcación de Neimark–Sacker supercŕıtica.

8.6. Conclusión

A lo largo de este caṕıtulo presentamos un estudio detallado, utilizando el método
en frecuencia, del comportamiento dinámico exhibido por un mapa escalar bajo
la acción de un controlador con retardo. El escenario dinámico que se observa en
el sistema controlado depende fuertemente de la paridad del retardo k. Esto ha
sido puntualizado en [11] para el caso loǵıstico. En este caṕıtulo mostramos este
comportamiento para un mapa genérico; además hallamos condiciones expĺıcitas
para la ocurrencia de bifurcaciones de doble peŕıodo y Neimark–Sacker, y calculamos
expresiones para los coeficientes de curvatura que indican la estabilidad de las órbitas
emergentes.

Las condiciones de bifurcación halladas permiten ubicar en forma simple en el
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Figura 8.9: Izquierda: (Punto b) ρ = 0,75, b = 1,823. Interacción local de una órbita
inestable con el punto fijo estable. (Azul) Órbita estable exterior. Derecha: (Punto
c) ρ = 0,75, b = 1,84. Se observa la órbita estable exterior.

Figura 8.10: Izquierda: (Punto d) ρ = 0,85, b = 1,78. Derecha: (Punto e) ρ =
0,85, b = 1,785.

espacio de parámetros las bifurcaciones estudiadas. La región de estabilidad del
equilibrio sólo puede extenderse utilizando valores pares del retardo k, pues para
valores impares del retardo el doble peŕıodo aparece en el mismo lugar que en el
sistema sin control. Sin embargo, para valores pares de k surge el fenómeno de
resonancia 1:2, que introduce dinámicas complejas, las cuales pueden resultar no
deseadas. Si bien la región de estabilidad del punto fijo en el espacio de parámetros se
incrementa, su cuenca de atracción se ve afectada por la aparición de otros atractores
que coexisten con dicho punto.
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Conclusiones

En esta tesis presentamos dos metodoloǵıas para el estudio de soluciones oscila-
torias en ecuaciones diferenciales con retardo.

En primer lugar, utilizamos el HAM para estudiar ecuaciones diferenciales con y
sin retardo. Realizamos un análisis completo de las soluciones de un péndulo simple
mostrando la potencialidad del HAM. Además, desarrollamos una metodoloǵıa que
permite encontrar expresiones anaĺıticas de las soluciones periódicas y determinar
su estabilidad. Expresamos en el contexto del HAM las condiciones de bifurcación
de Hopf, y para un sistema particular presentamos distintas bifurcaciones de Hopf
doble que han sido, sólo en algunos casos, estudiadas con otras metodoloǵıas (formas
normales, variedad centro, etc.). El HAM nos permitió observar y luego probar
la existencia de las que denominamos como soluciones isocrónicas en sistemas con
retardo. En particular, determinamos la existencia de ramas de soluciones que tienen
el mismo peŕıodo en ciertos sistemas conservativos realimentados con retardo.

En segundo lugar, presentamos una metodoloǵıa iterativa en frecuencia que ge-
neraliza resultados existentes para el estudio de EDRs. Con esta metodoloǵıa es
posible obtener una ecuación de bifurcación de alto orden, a partir de la cual se
pueden determinar bifurcaciones de Hopf generalizadas utilizando teoŕıa de singu-
laridades. Describimos algunas bifurcaciones locales de soluciones periódicas para
varias ERDs, y observamos comportamientos dinámicos complejos de los ciclos. Por
último, analizamos sistemas discretos con retardo utilizando el método en frecuen-
cia. Determinamos distintas bifurcaciones de órbitas y obtenemos una expresión
anaĺıtica para determinar una resonancia fuerte en este tipo de sistemas.

Implementamos ambas metodoloǵıas con la ayuda de paquetes de cálculo simbóli-
co. Los cálculos computacionales en algunos casos resultan fundamentales.

9.1. Ĺıneas de trabajo futuras

Para dar continuidad al trabajo que ha sido presentado en esta tesis, algunas de
las posibles ĺıneas de trabajo futuras son:

Utilizar el HAM y la metodoloǵıa planteada a partir de este método para
estudiar y describir bifurcaciones en distintos sistemas con retardo, tanto en
sistemas de interés teórico como aquellos que se planteen a partir de aplica-
ciones concretas. En particular, extender la aplicación de estas herramientas
a sistemas de orden mayor a dos.

121
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Utilizar la metodoloǵıa iterativa en frecuencia para hallar y describir distintas
dinámicas complejas en las que intervienen soluciones periódicas. Desarrollar
formas alternativas de estudiar la ecuación de bifurcación obtenida con esta
metodoloǵıa que permitan complementar el análisis mostrado en esta tesis.

Combinar ambas metodoloǵıas aprovechando las ventajas que cada una pre-
senta, para determinar y estudiar dinámicas globales que se observan en EDRs
(y también en EDOs), como por ejemplo: Hopf singular, bifurcaciones de tipo
Canards y MMOs (Mixed Mode Oscillations), entre otras. Estos fenómenos
afectan la dinámica local de las soluciones oscilatorias y resultan dif́ıciles de
analizar en general, lo que los hace más interesantes.
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[47] M. Landry, S. A. Campbell, K. Morris, and C. O. Aguilar. Dynamics of an
inverted pendulum with delayed feedback control. SIAM J. Applied Dynamical
Systems, 4(2):333–351, 2005.

[48] S. Liao. An analytic approximate approach for free oscillations of self-excited
systems. International Journal of Non-linear Mechanics, 39:271–280, 2004.

[49] S. Liao. Beyond Perturbation, Introduction to Homotopy Analysis Method.
Chapman & Hall/CRC, 2004.

[50] S. Liao. On the homotopy analysis method for nonlinear problems. Applied
Mathematics and Computations, 147:499–513, 2004.

[51] S. Liao. Notes on the homotopy analysis method: some definitions and theo-
rems. Commun Nonlinear Sci Numer Simulat, 14:983–997, 2009.

[52] S. Liao. Homotopy Analysis Method in Nonlinear Differential Equations. Sprin-
ger, 2012.

[53] S. Liao and Y. Tan. A general approach to obtain series solutions of nonlinear
differential equations. Studies in Applied Mathematics, 119:297–354, 2007.

[54] C.-s. Liu. The essence of the homotopy analysis method. Applied Mathematics
and Computation, 216:1299–1303, 2010.
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