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Resumen

Las ecuaciones diferenciales con retardo son utilizadas frecuentemente para mo-
delar problemas en fisica, ingenieria o biologia entre otros. Estas ecuaciones son un
ejemplo de ecuaciones diferenciales funcionales y la complejidad que presentan sus
soluciones es mucho mayor que la observada en ecuaciones diferenciales ordinarias,
incluso para ecuaciones de primer orden. Por la dependencia temporal con el retar-
do, una solucién queda determinada a partir de una funcién inicial definida en un
intervalo de tiempo, el problema que resulta es infinito-dimensional.

Muchas herramientas tedricas conocidas para el estudio de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias se adaptan o generalizan para el estudio de ecuaciones diferenciales
con retardo. Es especialmente interesante, tanto desde el punto de vista tedrico co-
mo practico, el estudio de soluciones oscilatorias en este tipo de ecuaciones. A lo
largo de esta tesis desarrollamos metodologias que nos permite calcular soluciones
periddicas y determinar su comportamiento dinamico.

La primer metodologia presentada en esta tesis combina la utilizaciéon del méto-
do de analisis homotopico y un método de colocacion para calcular la estabilidad de
los ciclos periddicos existentes. Las ventajas que presenta este procedimiento y las
distintas adaptaciones que hemos realizado a los métodos, nos permiten describir es-
cenarios dindmicos interesantes en distintas ecuaciones con retardo. En primer lugar,
analizamos una ecuacién de van der Pol realimentada con retardo, observamos dis-
tintas bifurcaciones y resonancias en las que intervienen uno o varios ciclos periédi-
cos. Por otra parte, utilizamos el método de andlisis homotopico como herramienta
tedrica para probar la existencia de ramas de bifurcaciones de Hopf isocronicas.

Otro método que permite el estudio de soluciones oscilatorias en ecuaciones dife-
renciales con y sin retardo, es la metodologia en frecuencia. En esta tesis presentamos
una metodologia iterativa en frecuencia que generaliza los resultados existentes y
permite, utilizando teoria de singularidades, describir distintos escenarios dinamicos
relacionados con bifurcaciones de Hopf generalizadas. Por ultimo, usamos el método
en frecuencia para estudiar sistemas discretos, demostramos la existencia de bifur-
caciones de gran interés y determinamos en forma analitica la interacciéon de las
mismas.
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Abstract

Delay differential equations are often used to model problems in physics, en-
gineering and biology among others. These equations are examples of functional
differential equations and their solutions have a much higher complexity than that
observed in ordinary differential equations, even for first order equations. By the
time dependence with the delay, a solution is determined from an initial function
defined in an interval of time, the problem then it is infinite-dimensional.

Many theoretical tools developed for the study of ordinary differential equations
are adapted or generalized to analyze delay differential equations. It is particularly
interesting from both theoretical and practical point of view, the study of oscillatory
solutions in this type of equations. Throughout this thesis we develop methodologies
that allow us to calculate periodic solutions and determine its dynamic behavior.

The first methodology presented in this thesis combines the use of homotopy
analysis method and a collocation method for calculating the stability of existing
periodic cycles. The advantages of this procedure and the adaptations we have made
to the methods, permit us to describe interesting dynamic scenarios in different
equations with delay. First, we analyzed a van der Pol equation with time—delay
feedback, we observed different bifurcations and resonances, which involved one or
more periodic cycles. Also, we use the homotopy analysis method as a theoretical
tool to prove the existence of branches of isochronous Hopf bifurcations.

Another method used in the study of oscillatory solutions in differential equations
with or without delay, is the frequency—domain approach. In this thesis we present a
frequency—domain iterative methodology that generalizes existing results and, if it is
combined with the use of singularity theory, allows us to describe various dynamic
scenarios related to generalized Hopf bifurcations. Finally, we use the frequency—
domain approach to analyze discrete systems with delay, we show the existence of
bifurcations of great interest and we determine analytically the interaction of these
bifurcations.
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1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales con retardo son utilizadas frecuentemente para mo-
delar problemas en fisica, ingenierfa o biologia entre otros [6, 24, 61]. Estas ecuaciones
constituyen un ejemplo de ecuaciones diferenciales funcionales [35]. La complejidad
presente en estos modelos es mucho mayor que la observada en ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, basta considerar una ecuacién de primer orden en una dimension
que incluya un parametro y un retardo, para hallar movimiento periédico, cuasi-
periédico o bien comportamiento cadtico [71, 83].

Debido a la dependencia temporal con el retardo, una solucion queda determi-
nada a partir de una funcién inicial definida en un intervalo de tiempo, el problema
que resulta es infinito-dimensional. Muchas herramientas conocidas para el estudio
de ecuaciones con retardo son adaptaciones o generalizaciones de resultados y técni-
cas que se emplean para ecuaciones diferenciales ordinarias. Asi se reeditan en este
contexto cuestiones cldsicas como el andlisis de bifurcacién, la existencia de la va-
riedad centro, la bifurcacion de Hopf, la teoria de Floquet, los mapas de Poincaré,
bifurcacién de ciclos y el andlisis de estabilidad de soluciones de equilibrio en general
(15, 16, 22, 25, 33, 35].

En el estudio de soluciones de ecuaciones diferenciales, las soluciones oscilatorias
son de gran importancia tanto desde el punto de vista tedrico como practico; a lo
largo de esta tesis desarrollamos distintas metodologias que nos permiten calcular
estas soluciones y determinar su comportamiento dindamico.

Las ecuaciones diferenciales no lineales son generalmente dificiles de resolver por
métodos analiticos. Se conocen distintas técnicas que permiten hallar soluciones de
ecuaciones diferenciales no lineales. Entre ellas encontramos por ejemplo las técnicas
perturbativas que resultan muy convenientes cuando la no-linealidad es débil. Esto se
debe a la necesidad de que existan parametros pequenios (o grandes) en las ecuaciones
consideradas para obtener desarrollos de las soluciones.

Otros métodos, llamados no-perturbativos, como por ejemplo: el método de
parametro artificial pequeno de Lyapunov, el método de expansién-d o el método de
descomposicién de Adomian; son, en principio, aplicables en general. Sin embargo
debido a las dificultades para controlar la convergencia, resultan convenientes sélo
para resolver problemas débilmente no lineales.

El método de analisis homotdpico es un método analitico que resuelve los proble-
mas de los métodos anteriores permitiendo controlar la convergencia de las series que
se calculan mediante un pardmetro que se introduce artificialmente [49, 50, 52, 53].
La aplicacion del método para resolver ecuaciones diferenciales con retardo se ha
considerado en algunas ecuaciones particulares [1, 5, 41, 42]. Sin embargo, la utili-



2 Capitulo 1. Introduccion

zacion de este método como herramienta para el andlisis de la dindmica relacionada
con soluciones oscilatorias ha sido poco desarrollado en la literatura del tema hasta
la actualidad.

En gran parte de esta tesis implementamos el método de analisis homotépico
para el estudio de soluciones periédicas en ecuaciones diferenciales no lineales. En
particular, desarrollamos una metodologia que permite encontrar expresiones analiti-
cas de alto orden de soluciones oscilatorias en ecuaciones diferenciales con retardo
e implementamos un método de colocaciéon de Chebyshev apropiado para decidir
sobre la estabilidad de los ciclos [13]. Esto nos permite estudiar ciertos escenarios
dindmicos interesantes en los que intervienen soluciones periddicas.

Ademas, presentamos una metodologia iterativa en frecuencia que permite, uti-
lizando teoria de singularidades, el estudio de soluciones oscilatorias locales en ecua-
ciones diferenciales con retardo. La bifurcaciéon de Hopf en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias puede estudiarse en el dominio de la frecuencia por medio
del Teorema Grafico de Hopf y sus generalizaciones utilizando ideas de la teoria
de sistemas realimentados y técnicas de balance de armoénicos [57, 58, 59, 76]. La
metodologia ha sido extendida para el estudio de bifurcaciones locales de ciclos en
ecuaciones diferenciales con retardo [29, 38, 59]. En esta tesis extendemos este andli-
sis abarcando el estudio de algunas bifurcaciones de Hopf generalizadas en ecuaciones
diferenciales con retardo.

1.1. Esquema de la tesis

En el siguiente capitulo resumimos los conceptos y teoremas basicos de la teoria
de ecuaciones diferenciales con retardo. Enunciamos en particular el teorema de
Hopf para este tipo de ecuaciones y mostramos un método numérico que permite
calcular la estabilidad de ciclos periodicos.

En el capitulo 3 presentamos el método de andlisis homotépico puntualizando
las distintas posibilidades y ventajas que presenta este método para la resolucion
de ecuaciones diferenciales. Desarrollamos la utilizacion del método orientado a la
busqueda de soluciones periddicas en ecuaciones con retardo y probamos algunos
resultados para determinar bifurcaciones de Hopf.

Los siguientes capitulos corresponden a distintas aplicaciones y modificaciones
que hemos realizado para utilizar el método de analisis homotdpico en el estudio de
varios sistemas. El capitulo 4 esta dedicado al péndulo simple, aunque la ecuacién
analizada no contiene retardo este ejemplo nos permite mostrar la potencialidad del
método y las adaptaciones a la busqueda de soluciones periédicas en distintos siste-
mas de coordenadas. Las aproximacion de las soluciones y del periodo de las mismas
resultan muy buenas, tanto en el caso de las oscilaciones como de las rotaciones (los
resultados en este capitulo se encuentran en [8]).

En el capitulo 5 consideramos la ecuacién de van der Pol realimentada con retar-
do. Por medio de este ejemplo mostramos algunas dificultades que podemos encon-
trar al utilizar el método de analisis homotdpico para hallar soluciones oscilatorias
de ecuaciones con retardo y céomo estas dificultades se pueden resolver con el uso
de iteraciones. Es posible recorrer el espacio de parametros hallando las soluciones
periddicas y su estabilidad, lo que permite el estudio de la dinamica de la ecuacién
en entornos de bifurcaciones complejas en las que intervienen varios ciclos (estos
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resultados se encuentran en [7]).

El capitulo 6 contiene resultados tedricos obtenidos utilizando el método de anali-
sis homotépico. Probamos que en ciertos sistemas conservativos modificados con
retardo las soluciones que surgen en una rama de una bifurcacion de Hopf tienen
el mismo periodo, llamamos a este fenémeno bifurcaciones isocronicas. Mostramos
ademas dos ejemplos de sistemas mecéanicos cldsicos a los que se le ha agregado una
realimentacién con retardo. Los resultados forman parte de un trabajo enviado para
su publicacion.

En los dos capitulos siguientes utilizamos el método en frecuencia para estudiar
sistemas continuos y discretos con retardo. En el capitulo 7 describimos un método
iterativo que generaliza resultados existentes en el anélisis de soluciones oscilatorias
locales en sistemas con retardo. Analizamos tres ejemplos que muestran la poten-
cialidad del método y que presentan bifurcaciones que han sido poco estudiadas en
ecuaciones diferenciales con retardo.

Por 1ltimo, en el capitulo 8 estudiamos un mapa discreto genérico que presen-
ta una bifurcacion de doble periodo. Aplicamos un controlador por retardos y el
método en frecuencia para analizar los cambios en la bifurcacién y la aparicion de
nuevas Orbitas cercanas al punto de equilibrio. Presentamos condiciones analiticas
para determinar bifurcaciones de doble periodo y Neimark—Sacker. Determinamos
ademas la interaccion de las bifurcaciones anteriores a través de una resonancia fuer-
te 1:2. Aplicamos los resultados a dos ejemplos de interés en la literatura de sistemas
discretos (algunos de los resultados en este capitulo se encuentran en [28]).






2

Ecuaciones diferenciales con
retardo

2.1. Introducciéon

En este capitulo presentamos las definiciones y teoremas de la teoria de ecua-
ciones diferenciales con retardos que utilizaremos a lo largo de esta tesis. El libro
de Hale & Verduyn Lunel [35], fundamental en el desarrollo de esta teoria, contiene
las demostraciones de la mayor parte de los teoremas enunciados a continuaciéon. La
exposicién se complementa con resultados y observaciones presentados en [6, 44].

2.2. Ecuaciones diferenciales con retardo

Consideremos el espacio de Banach C = C'([—7, 0], R") de funciones continuas de
[—7,0] en R", equipado con la norma

ol = sup |p(0)], (2.1)
—7<6<0
donde | - | es la norma Euclidiana usual en R"™. Sea = € C([og — r, 00 + 0], R"), para

valores g € Ry 0 > 0. Para t € [0g,00 + 0] sea x; € C la funcién definida por
z4(0) = z(t +6) con 0 € [—T,0].

Si f: R xC — R", definimos una ecuacion diferencial funcional con retardo
(EDFR) como

2 (t) = f(t, ). (2.2)

Se dice que la ecuacion es lineal si f(t,¢) = L(t)¢ + h(t), con L(t) : C — R™ lineal
y h(t) € R". Si ademés h = 0 la ecuacién es lineal homogénea. Si f(t,¢) = g(d) y ¢
no depende explicitamente de ¢, decimos que la ecuacién (2.2) es autdnoma.

La ecuacién funcional (2.2) contiene distintos tipos de ecuaciones diferenciales,
por ejemplo: ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), si consideramos 7 = 0;
ecuaciones diferenciales con uno o varios retardos (EDRs), tanto constantes como
variables; y distintas ecuaciones integrodiferenciales [35]. Veamos algunos ejemplos
de ecuaciones con retardos constantes con las que trabajaremos mas adelante.

Ejemplo 1. Sea L : C — R" el operador lineal Lo = App(0) + Z?Zl A;jo(—T5),
donde A; e R" para0 <i<n,y0<7; <7, 5=1,...,p. La ecuacion diferencial

5
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lineal con retardos que obtenemos es
2'(t) = Agz(t) + ZA x(t (2.3)

Utilizando el teorema de representacion de Riesz, expresamos la ecuacion anterior
en forma integral como

20 = [ dn(®)e0), 2.40)

T

donde 7 es una matriz de orden n xn de funciones de variacién acotada en [—7, 0]. La
representacion integral anterior es importante para demostrar distintos resultados
tedricos.

Ejemplo 2. Consideremos el operador f : C x R¥ — R™ dado por

F(¢5 1) = g(6(0), ¢(=7); ), (2.5)

siendo 1 € R¥ un vector de pardmetros y g : R® x R” x R¥ — R" una funcién
no lineal suficientemente suave. Entonces, de acuerdo a (2.2) tenemos la siguiente
ecuacion diferencial no lineal con retardo

() = g(x(t), z(t — 7); ). (2.6)

En los capitulos siguientes estudiaremos ecuaciones como la presentada en el
Ejemplo 2, con un solo retardo y que puede contener o no parametros reales. A pesar
de su apariencia inofensiva, estas ecuaciones pueden presentar comportamientos muy
complicados y muy distintos a los que se obtienen para EDOs, por ejemplo, es posible
hallar soluciones periddicas, cuasiperiodicas e incluso comportamiento cadtico en una
ecuacién de primer orden con un retardo [71]. Mencionamos a continuacién algunos
resultados importantes de la teoria general de EDFRs.

Para cada t fijo la ecuacién (2.2) relaciona el valor de la derivada de la funcién
x con los valores de esa funcién en el intervalo [t — 7,¢]. Luego, para plantear un
problema de valores iniciales para la ecuacién con retardo en t = tj, es necesario
especificar el valor de z no sélo en ty, sino en todo el intervalo [ty — T, t,]. Por lo
tanto, una condicién inicial apropiada para la ecuacién (2.2) es

fL’tO = Qb(), (b(] c C (27)

Definicién 3. Una funcién =z : R — R" es una solucién de la EDFR (2.2) con
condicién inicial (2.7) si existe ty; > 0 tal que:

T cC C([to -7, to + tM),Rn),
» 7 satisface (2.7), y
» (t,z;) € R x C y x verifica la ecuacién (2.2) para todo t € [to,to + tar).

Para retardos constantes, una técnica basica para hallar soluciones de EDRs,
conocida como método de pasos, permite reducir el problema a una sucesion de
EDOs. Supongamos que consideramos una ecuacién del tipo (2.6), con condicién
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inicial (2.7). Primer paso, si t € [to,to + 7], entonces t — 7 € [ty — 7, o). Luego, la
EDR se convierte en la EDO

2'(t) = g(x(t), ¢o(t — 7); 1), t € [to,to+ 7). (2.8)

Resolviendo esta ecuacion con valor inicial z(tg) = ¢o(tp), obtenemos la solucién
en el intervalo [to,to + 7|. Segundo paso, si t € [ty + 7,to + 27], entonces t — 7 €
[to,to + 7], y asi x(t — 7) es la funcién calculada en el primer paso. Entonces, en el
intervalo [ty + 7,1y + 27|, nuevamente la ecuacién con retardo se convierte en una
EDO que resolvemos usando el valor incial x(ty + 7). Continuando de esta manera,
considerando el intervalo [tg + 27,tg + 37], etc., podemos calcular la solucién de la
ecuacion para cualquier valor de t arbitrario.

Una observacién importante tiene que ver con la suavidad de la solucién de (2.6)
construida. Supongamos que g tiene derivadas continuas de todo orden. Si la soluciéon
tiene una discontinuidad de orden k en el tiempo t*, entonces cuando la variable ¢
pasa a través de t* + 7, hay una discontinuidad en la derivada k + 1 de la solucién
debido al término x(t — 7) en la EDR, que a su vez se propaga cuando la variable
t crece. Esta es una distincién fundamental entre EDRs y EDOs: Generalmente se
observa una discontinuidad en la primer derivada en un punto inicial tg y ésta se
propaga a través del intervalo de interés. En las ecuaciones de la forma (2.6) la
solucién se suaviza (se vuelve mas diferenciable) a medida que t crece.

En la figura 2.1 izquierda, graficamos la soluciéon del problema

&
"
—
~
N—
I

—3z(t—1)+1, t>1,
W)= 1, telo], (2.9)
obtenida con el método de pasos. Observamos claramente que la soluciéon no es
derivable en t = 1, y que al aumentar ¢ la solucién se suaviza.

2.2.1. Teorema de existencia y unicidad. Mapeo solucion

Una vez planteado un problema de valores iniciales nos enfrentamos a la cues-
tién de poder asegurar existencia y unicidad de soluciones. En el siguiente teorema
enunciamos condiciones suficientes comparables a las que se conocen para EDOs, si
en la ecuacién (2.2) la funcién f es continua y verifica una condicién Lipschitz en ¢
entonces para cualquier condicion inicial ¢y € C se prueba que existe solucién y es
unica. Asumiremos de ahora en mas que el retardo 7 es constante y finito.

Teorema 4 (Existencia y unicidad). Sea 2 C R x C abierto, f: Q — R™ continua
y f(t,¢) Lipschitz en ¢ en cada subconjunto compacto en €. Si (ty, ¢) € 2 entonces
eziste ty € (tg,00) U {oo} tal que:

1. eziste una solucion x de la ecuacion (2.2) con condicion inicial ¢, definida en
el intervalo [to,ts),

2. en cualquier intervalo [to, t1] C [to,ty) esta solucion es inica (mds precisamen-
te, dos soluciones cualesquiera del problema con condicion inicial ¢ coinciden
en un intervalo comun en el que ambas existan, i.e., una de estas soluciones
es una prolongacion de la otra solucion),
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3. sity < 0o, entonces x no tiene limite finito cuando t — ty, tc [to,ts) es el
mazximo intervalo de existencia de la solucion de la ecuacion (2.2) con condi-
cion inicial ¢,

4. la solucion x depende continuamente de f y ¢.
Dem. Pégina 95 de la referencia [44]. O

El teorema anterior sera aplicable a todos los sistemas considerados en esta
tesis. Cabe mencionar sin embargo, que existen teoremas de existencia y unicidad
y de dependencia continua, con condiciones mas relajadas que las anteriores, en
particular, es suficiente asumir continuidad de la funcién f en €2, ver por ejemplo
[35].

Supongamos que se verifican las condiciones del teorema de existencia y unicidad
enunciado antes. Dada una condicién inicial ¢ € C en ty, sea [to, t4,) €l intervalo de
existencia de la solucién que asegura el teorema. Utilizamos la notacion x(to, ¢o),
para referirnos a segmentos pertenecientes a C de la solucién definida antes con
condicion inicial ¢g en ty. Podemos definir el mapa solucion de la EDFR como el
mapa 1'(t,ty) : C — C definido para cada t € [to,t,) por

T'(t,to)do = (o, do)- (2.10)

T mapea la funcién inicial ¢y en otra funcion x; que se interpreta como la proyeccién
de la porcién de la trayectoria de la solucién = en [t — 7,t] sobre el espacio C (ver
figura 2.1).

Consideremos una EDR auténoma y supongamos que cualquier solucién se puede
extender infinitamente, es decir t, = 0o. Se puede probar que el operador 7' verifica
la relacion de semigrupo

T(tg)T(tl) - T(tl —|— tg), tQ Z tl Z O, (211)

y es claro que T(0) = Ic. Ademds, T es continuo para (t,¢) € RT x C. Luego,
la familia de operadores {T'(¢) : t > 0}, es un semigrupo fuertemente continuo de
transformaciones (en general no es un grupo ya que no se verifica la existencia de
inverso). El operador T puede interpretarse como el flujo de la ecuacién, y el espacio
de fases adecuado en ese caso es el espacio de Banach C. La o6rbita de una funcién
¢ € C es el subconjunto de C dado por {T'(t)¢ : t > 0}. Esta interpretacién puede
tener ventajas cuando analizamos soluciones que difieren en fase, por ejemplo, la
orbita de una solucién periédica forma una curva cerrada en C, y cualquier punto
en esa curva representa la misma solucién periddica.

2.2.2. Estabilidad

Consideremos la ecuacién (2.2) con f verificando las condiciones del teorema de
existencia y unicidad.

Supongamos que f(t,0) = 0 para todo ¢ € R. Entonces & = 0 es un punto de
equilibrio de la ecuacién (2.2). A continuacién detallamos distintos tipos de estabi-
lidad del equilibrio, para simplificar la notacién definimos un entorno del equilibrio
Z en el espacio C como B(,0) = {¢p € C : ||z — ¢]| <}, para 6 > 0.
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— /\ T(tnto)d
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Figura 2.1: Izquierda: Solucién de (2.9) obtenida con el método de pasos. Derecha:
Mapa solucion T evaluado en t; para una solucién z con condicién inicial ¢ en t.

Definicién 5. El equilibrio & = 0 de la ecuacién (2.2) es Lyapunov estable (esta-
ble) si para cualquier tyg € R, € > 0, existe § = d(¢, 1) tal que ¢ € B(0,9) implica
x(to, @) € B(0,€) para t > to. La solucién de equilibrio es inestable si no es Lyapu-
nov estable. El equilibrio se dice uniformemente estable si § en la definicion anterior
es independiente de ty. El equilibrio trivial Z de la ecuacién (2.2) se dice asintética-
mente estable si es estable y existe un dy = dy(tp) > 0 tal que ¢ € B(0,dy) implica
x(to, »)(t) — 0 cuando t — oc.

La nocién de solucién exponencialmente estable también se puede extender de
la correspondiente para el problema finito dimensional.

Cualquier solucién no constante y de la ecuacion (2.2) serd estable si el equilibrio
2 = 0 de la ecuacion

o' (t) = f(t,ze+ ) — f(t,u) (2.12)

es estable. Las demas definiciones se extienden de la misma manera.

Como sucede en la teoria de EDOs, para estudiar ciertas caracteristicas locales de
EDRs alrededor de un equilibrio se utiliza el sistema lineal asociado. A continuacién
presentamos la teoria correspondiente a sistemas lineales.

2.3. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Comenzamos considerando la siguiente ecuacion lineal con un retardo finito y
coeficientes constantes

2 (t) = Agx(t) + Ajx(t — 1), (2.13)

donde A; € R,,»,,, 7 = 0, 1. Analizamos distintos aspectos que muestran un panora-
ma general de la teoria conocida para estas ecuaciones y que pueden ser extendidos
a otras ecuaciones lineales con retardos mas generales.

Reemplazando z(t) = e*v, v € R™ en (2.13) obtenemos la ecuacién

(M — Ay — A1) v =0, (2.14)
que puede escribirse como A(A)v = 0, siendo A(X) = (A — Ay — Aje™7) , la matriz

caracteristica. Como buscamos soluciones no triviales (v # 0) se debe verificar la
ecuacion det(A(X)) = 0. Tenemos entonces las siguientes definiciones.
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Figura 2.2: Autovalores caracteristicos para ecuaciones lineales escalares (izquierda
y centro) y una ecuacién de dimensién 2 (derecha).

Definicién 6. La funcion dada por

det(A(N)) = det (A — Ag — Aje7) (2.15)

es la funcién caracteristica correspondiente al sistema lineal (2.13). Las soluciones

A de la ecuacion caracteristica det(A(X)) = 0, son los autovalores caracteristicos de
(2.13).

La ecuacion caracteristica es una ecuaciéon trascendente y, en general, tiene in-
finitas raices. El calculo exacto de estas raices puede resultar muy complejo, pero

se pueden demostrar distintos teoremas que describen la naturaleza de las raices
caracteristicas. Uno de los mas significativos es el siguiente.

Teorema 7. Si hay una sucesion {\z} de autovalores de la funcion caracteristica

(2.15) tales que |\g| — +oo cuando k — 400 entonces Re(\,) — —oo cuando
kE — +o0.

De este teorema sigue que existe un nimero real o tal que todos los autovalo-
res caracteristicos A de (2.13) satisfacen Re(\) < a. En la figura 2.2 graficamos las
raices caracteristicas de tres ecuaciones particulares, dos de ellas escalares (izquierda
y centro) y una ecuacién de dimension 2 (derecha). Observamos el comportamien-
to asintético mencionado en el teorema anterior, asi como también la existencia
de multiples autovalores con parte real cero asociados a comportamientos que nos
interesaran mas adelante.

Claramente se observa que Z = 0 es un equilibrio de la ecuacién (2.13). Este equi-
librio se dice hiperbolico si todas las raices caracteristicas tienen parte real distinta

de cero. La estabilidad del equilibrio se puede determinar utilizando el siguiente
teorema.
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Teorema 8. Supongamos que el retardo T es finito. El equilibrio trivial £ = 0 de la
ecuacion (2.13) es exponencialmente asintoticamente estable si y sélo si se verifica

{A e C:Re(\) >0, det(A(N)) =0} =0, (2.16)
donde det(A(N)) es la funcion caracteristica definida antes.

Otros criterios de estabilidad se pueden consultar en [75]. Alli, utilizando herra-
mientas de la teoria de variable compleja, es posible determinar la cantidad de raices
caracteristicas con parte real positiva, y plantear condiciones necesarias y suficientes
para la estabilidad del equilibrio trivial.

En lo que sigue no calcularemos directamente los autovalores caracteristicos, nos
interesara particularmente la existencia de autovalores nulos o imaginarios puros y el
comportamiento de estos al variar parametros que puedan incluirse en la ecuacion.

2.3.1. Presencia de parametros

Si las matrices A;, i = 0,1, en la ecuacién (2.13) dependen de un pardametro
i€ R, tenemos
2! (t) = Ag(p)z(t) + Ay (p)x(t — 7). (2.17)

La ecuacién caracteristica en este caso resulta
det(A(X, 1)) = det (A — Ag(p) — Ay (p)e ™) = 0. (2.18)

Para cada p fijo, utilizamos el teorema 8 para determinar la estabilidad del equilibrio
trivial.

Supongamos que el equilibrio trivial es exponencialmente asintéticamente esta-
ble, es decir, que todas las raices caracteristicas tiene parte real negativa, cuando
1 < . Debido a la existencia de infinitas raices caracteristicas, al variar los parame-
tros, la pérdida de estabilidad (bifurcacién) del equilibrio puede darse de muchas
maneras. Dos de las bifurcaciones més simples son las siguientes:

= existe un autovalor real simple que pasa a través de cero y se vuelve positivo
cuando p crece y pasa a través de pi;

= existe un par de autovalores complejos conjugados que pasan del semiplano
izquierdo al derecho cuando u crece, siendo imaginarios puros cuando p = fi.

El primer caso corresponde a la condicién de una bifurcacion estatica del equilibrio
(pitchfork, transcritica, etc.), y el segundo caso estd asociado a la condicién de
bifurcaciones dindmicas y a la presencia de oscilaciones (Hopf, Hopf doble, etc.).
Es importante observar que las posibles bifurcaciones no estan limitadas por la
dimensién del sistema como sucede en el caso de EDOs.

Es posible extender la teoria de variedad centro para ecuaciones ordinarias y
descomponer el espacio de fases C utilizando las raices caracteristicas, para analizar
bifurcaciones en la ecuacién (2.17). Sea pu = i, un valor critico del pardmetro en
el que la ecuacién caracteristica (2.18) tiene m raices con parte real cero y el resto
de las raices caracteristicas tienen parte real negativa. En [35] se demuestran los
siguientes resultados. Fijado el valor del parametro en el valor critico p.., el espacio
de fases de la ecuacion lineal (2.17) puede descomponerse como C = N & S, donde
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N es el subespacio m—dimensional expandido por los autovectores asociados a los
autovalores caracteristicos de (2.17) con parte real cero, S es infinito dimensional
y ambos subespacios son invariantes bajo el campo asociado a la ecuacion lineal
(2.17). Los espacios N y S son los andlogos en este contexto a las variedades centro
y estable para EDOs.

Sean {1, \a, ..., A } las raices caracteristicas asociadas al espacio N, estas raices
seran cero o imaginarias puras. En el segundo caso, es decir si existe una raiz ca-
racteristica iw, también sera raiz su conjugada —iw. Si se asume que las raices son
simples una base {¢1, ¢, ..., ¢y} del espacio N se puede construir de manera simi-
lar a lo que se realiza en EDOs. Si A\ = 0, entonces ¢, = vy, siendo vy la solucion
de A0, pe)vg = 0. Si Ay = iwg, ¥ vg es solucion de A(iwy, pie)vpy = 0, entonces
o = Re(e™ uy), v dry1 = Im(e™rtoy).

En la siguiente seccion analizamos el caso particular de la bifurcacién de Hopf
presentado en [33, 35] y serdn importantes las siguientes definiciones. Sea C* =
C([0,7],R™"), con R™ el espacio n-dimensional de vectores fila. Para ¢ € Cy ¢ € C*,
se define la forma bilineal

(6.6) = > 0,0)6,0) + [ (o + 1) A0(0)dor 2.19)

Como se muestra en [35], la forma bilineal anterior se utiliza para definir un sistema
dual a (2.17) dado por

Y (t) = —y(s)Ao(n) —y(s +7)Ar(p), s<0. (2.20)

Este sistema es usualmente denominado el adjunto formal del sistema lineal original.

En [17] y [25] se puede consultar el analisis de bifurcacién de tipo Bogda-
nov—Takens utilizando variedad centro y formas normales, y el estudio correspon-
diente para bifurcaciones de Hopf doble se muestra en [15, 16].

Observacion 9. El sistema adjunto formal puede representarse utilizando opera-
dores de la siguiente manera

y'(t) =L (u)y*, s<0, (2.21)
siendo y* = y(s + &), 0 <& <7y LT lineal en C* x R dado por
LY () = =9 (0)Ag(p) — (1) A (). (2.22)

2.4. Sistemas no lineales con un retardo

Con los resultados anteriores es posible estudiar una EDR més general. Sea la
ecuaciéon con un retardo auténoma

2 (t) = g(x(t),z(t —7),p), t>0, (2.23)

siendo z(t) € R™, g : R x R® x R¥ — R™ una funcién suave, 7 > 0y u € R* un
vector de pardmetros. Supongamos que existe un subconjunto B C R¥ tal que para
todo pu € B se tiene ¢(0,0, 1) = 0, es decir, & = 0 es un equilibrio de la ecuacién.
Reescribamos la ecuacién anterior de la siguiente manera

2'(t) = Ao(p)a(t) + Ar(w)a(t — ) + g(x(t), 2(t = 7), 1), =0, (2.24)
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donde A;(p) = j+1g<21,22,ﬂ)’(00u), j =0,1, y g es una funcién suave definida

por g(x(t), x(t — 1), p) = g(x(t), x(t —7), ) — Ao(p)a(t) — Ar(p)ax(t — 7).
La linealizacion alrededor de & = 0, de la ecuaciéon anterior esta dada por

2(8) = Ap(w)e(t) + Ay(p)a(t — 7). (2.25)

Al igual que en el caso de EDOs, determinamos la estabilidad local del equilibrio
trivial de la ecuacién (2.23) analizando la estabilidad de = = 0 en la ecuacién lineal
anterior [35, 75].

Utilizando la linealizacién de la ecuacién (2.23) y la teoria en la seccién anterior
es posible determinar distintas bifurcaciones locales. En lo que sigue resumimos la
teoria relacionada con la bifurcacion de Hopf, fenémeno que nos interesard a lo largo
de toda la tesis. Para coincidir con la notacién considerada en [33, 35] utilizamos el
operador lineal L(u) definido por

L(p)d = Ao(1)p(0) + Ar (1) p(—7), (2.26)

y el operador f(xy, u) = g(x(t), z(t — 7), 1), con derivadas continuas de todo orden
en la primer variable.

2.4.1. Bifurcacion de Hopf

La primer hipotesis considerada es la siguiente
(H1) La ecuacion lineal

x'(t) = L(po)z, (2.27)

tiene una raiz caracteristica imaginaria pura Ao = iy, Vo > 0, y todas las raices
caracteristicas \j # Ao, \o, verifican \; # mMg, para cualquier m entero.

De acuerdo a lo mencionado en la seccién anterior se sigue que para los valores
caracteristicos (ivg, —ivy) existen dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion lineal (2.27) de la forma ¢1(t) = bcoswpt, ¢o(t) = bsenvyt, para algin
vector columna n-dimensional b. De la misma manera, hay dos soluciones linealmente
independientes de la ecuacién formal adjunta para pu = pg, dadas por ¥, (t) =
ccos vpt, o(t) = csen .

Usando la forma bilineal (2.19) se define la matriz 2 x 2

. | (Wi, b1) (W1, 82)
(Voo Puo) = ( (Yo, 01) (2, P2) ) 7 (2:28)

donde
Dy = (01,¢2), ¥, = ( ZZ ) ) (2.29)

con ¢; y v; las funciones definidas arriba, consideradas en los intervalos [—r,0] y

[0, r], respectivamente. Se puede probar que la matriz (\IIZO, ®,,) es no singular. Si
definimos W, = (V7 , ®,,)~'W*  entonces (V,,, ®,,) = I y podemos descomponer

el espacio C como
C=P,DQu: (2.30)

siendo P,y = {p € C: ¢ = Pypa,a € R*}, Quy = {9 € C: (¥,,0) = 0}. La
descomposicion anterior de C define la siguiente proyeccion

T C = P,

Moo

(2.31)
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y su complementaria (I —7,,)C = Q.
Como L(p) es continuamente diferenciable en pu, se verifican las hipdtesis del
siguiente lema.

Lema 10. Supongamos que la familia de operadores lineales acotados {L(u) : u €
R} de C a R™ es continua, junto con su primer derivada respecto de p. Si N es
una raiz caracteristica simple de x'(t) = L(po)xy, entonces existe 6 > 0 y una raiz
caracteristica simple N(11) de la ecuacion z'(t) = L(p)xy, que es C* para |p— po| < 6
y AMpo) = o Mds atin, si C se descompone por A(p) como C = P, ® Q,, y 7, es
la proyeccion correspondiente con rango P,, entonces m, es continua junto con su
primer derivada.

Luego, existe un ¢ > 0 y una raiz caracteristica simple \(u) de la ecuacién lineal
'(t) = L(p)zy, (2.32)

tal que A(ug) = ivy, existe la derivada N'(p1) y es continua para |u—pug| < 0. Tomando
J suficientemente pequenio podemos asumir Im A(p) # 0 para |u—po| < 9, y podemos
obtener una funcién ¢, € C continuamente diferenciable en y que define una base
de las soluciones de la ecuacién (2.32) correspondientes al autovalor A(u). La base
serd,

P, = (Re(¢y), Im(¢y)). (2.33)

También se puede definir la base ¥, de soluciones de la ecuacién adjunta, de manera
que (¥,,®,) = I. Considerando las bases anteriores, C se puede descomponer por
{A(1), M)} como C = P, & Q,, con dim P, = 2 y el operador proyeccién 7, es C*
en /.

De acuerdo a las definiciones anteriores, se tiene

D,(0) = ®,(0)ePW? <0 <0, (2.34)

siendo B(u) una matriz 2 x 2 con autovalores A(x) y A(u). Utilizando un cambio de
coordenadas se asume que

B(#):VO( 0 1 )+( (12 = o) - C(11) (u—uo)'v(u))’ (2.35)

10 (= po) () (= po) - C(1)

donde (), v(n) € R son C' para |p — | < 8. Asociada a esta tltima expresion
se considera la siguiente hipotesis.

(H2) C(po) # 0.

Podemos enunciar ahora la siguiente generalizacion del teorema de Hopf.

Teorema 11. Supongamos que f(¢, ) es C? con respecto a p y ¢, f(0, 1) =0, Yy,
y que se verifican las hipdtesis (H1) y (H2). Entonces, eziste € > 0 tal que sia € R,
la| < €, existe Ty C R* variedad C* de codimension 1 en el espacio a—«, continua y
continuamente diferenciable en a, tal que

Lo = {n € R*: Re(A(1)) = 0, |1 — pao] < e}, (236)

siendo \(p) el autovalor considerado en el lema anterior, tal que para cada p € Ty,
eziste una funcion w(u,a), y una funcion w(p, a)-periddica x*(u,a) ambas C* en a
Y s W(IUOa O) =W = 27T/V07 $*(ILL0, O) = 07

a

zy(p,a) = @, ( 0 ) +o(la|) cuando |a] — 0, (2.37)
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yx*(p,a) es una solucion de la ecuacion con retardo (2.23). Mds ain, para |pn— o] <
€, |w—wo| < € cada solucion w—periddica de la ecuacion (2.23) con |xy| < € es de la
forma anterior, excepto por una traslacion en fase.

Demostracion. Ver referencia [35]. O

En el caso k = 1, es decir p € R, la hipStesis (H2) es equivalente a d\/du|,_, #
0. Luego, el teorema anterior es el teorema de bifurcacion de Hopf usual, y el conjunto
', es una curva suave de la forma u(a). Si k = 2, entonces se obtendrd una superficie
de bifurcacion I', en el espacio a—pu.

Las condiciones sobre la derivabilidad de la funcién f pueden relajarse. El enun-
ciado en [33] sélo requiere que f sea C? en ¢ y la continuidad de la derivada primera
respecto de p para toda ¢ € C, tal que d¢/df € C y |dp/df| < K, para alguna
constante K > 0. Ademads, en (33| se muestra un resultado para determinar la es-
tabilidad local de la solucion periddica utilizando los términos no lineales presentes
en la ecuacion y la estabilidad del equilibrio trivial.

En este trabajo, nos interesara conocer la estabilidad de soluciones periddicas
no solamente en un entorno de la bifurcacién de Hopf, sino también al variar el/los
pardmetro/s de la ecuacién, para determinar posibles bifurcaciones de ciclos. En
la siguiente seccion desarrollamos parte de la teoria de multiplicadores de Floquet
conocida para EDRs y describimos un método para el calculo numérico de estos
multiplicadores.

2.5. Estabilidad de soluciones periddicas

Consideremos nuevamente la ecuaciéon (2.23), una solucién periddica (ciclo) de
periodo minimal p es una funciéon x que verifica la ecuacién y ademas p > 0 es el
menor valor tal que x(t + p) = z(t), para todo t. Un ciclo determina una curva
cerrada en R”, y ademéas como la EDR es auténoma esta solucion define un cilindro
de soluciones en R x R, obtenido modificando la fase de la solucién periddica.
Cuando hablamos de estabilidad de una soluciéon periédica, no es correcto entonces
referirse a la estabilidad asintética como fue definida anteriormente. Se define en este
caso la estabilidad orbital, sea v = {zy,t € R} C C la 6rbita de solucién periddica x,
se dice que x es estable orbitalmente si para cada € > 0 existe d > 0 tal que si una
solucién y de la ecuacién verifica d(yo,y) < d, entonces d(y;,y) < € para todo ¢t > 0
siendo d(y,v) = inf{|ly—¢|| : ¢ € v}. La solucién x es orbitalmente asintéticamente
estable si es orbitalmente estable y existe b > 0 tal que si d(yo,y) < b entonces
existe £ tal que ||ys — z4v¢|| — 0 cuando ¢ — oo. De esta manera, la estabilidad
orbital mide cuanto se acercan o se separan las soluciones en el espacio de fases C.
En lo que sigue utilizaremos simplemente estabilidad de un ciclo para referirnos a
la estabilidad orbital definida antes.

Supongamos que existe una solucién periédica xp de la ecuacién no lineal (2.23).
La linealizacion alrededor de zp resulta

() = Ao(t)z(t) + As(D)a(t — 7), (2.38)

siendo A;(t) = Dj119(#1, 22, u)\( y»J =0,1. Cada una de estas matrices

mP(t)vxP(t_T)vu
es una funcion periddica en t de periodo p. Si el equilibrio x = 0 de la ecuacién
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anterior es asintéticamente estable entonces xp es asintéticamente estable, de otra
manera es inestable. Para determinar la estabilidad del equilibrio trivial de la ecua-
cién (2.38) se definen multiplicadores de Floquet, andlogamente a lo que se realiza
en el caso de EDOs. Antes de continuar con la teorfa para este tipo de ecuaciones
observemos que, si g en la ecuacién (2.23) es C*, k > 1, entonces se puede probar
que rp € C*L Tuego o5 es una solucién no trivial de (2.38). Como consecuencia de
esta tltima observacion 1 es siempre un multiplicador caracteristico de (2.38).
Consideremos la ecuacion lineal con coeficientes periddicos

() = Ag(t)x(t) + AL (H)x(t — 7),

z(t) =) si —7<t<0, (2.39)

donde z € R™, 7 > 0 es el retardo, ¢ € C([—7,0],R"™), y Ap ;1 son matrices periddicas
de orden nxn con periodo p, i.e. p es el menor nimero real positivo tal que A;(t+p) =
A;(t).

Podemos definir un operador lineal infinito dimensional, conocido como operador
de monodromia, asociado a la ecuacién (2.39) de manera similar al caso de EDOs
con coeficientes periédicos [35]. Este operador U : C — C se define como

Up="T(p,0)o, (2.40)

siendo T" el mapeo definido en (2.10). Se puede probar que existe un entero m > 0
tal que U™ = T'(mp, 0) es un operador completamente continuo. Luego, el espectro
de U es un conjunto compacto, a lo sumo numerable del plano complejo, con un
unico posible punto de acumulacion en cero.

Los elementos distintos de cero en el espectro de U, es decir

Nuc(ul — U) # {0}, (2.41)

son los multiplicadores de Floquet de la ecuacién (2.39). La solucién trivial de la
ecuacion (2.39) es asintGticamente estable si y s6lo si todos los multiplicadores ca-
racteristicos tienen modulo menor que uno.

Al igual que para EDOs con coeficientes periédicos, podemos identificar tres
tipos de pérdida de estabilidad del equilibrio en funcién de la localizacion de los
multiplicadores caracteristicos criticos (multiplicadores tales que || = 1): bifurca-
cién Neimark-Sacker, fold y flip. En el primer caso existe un par de multiplicadores
12 = €% complejos conjugados que estdn saliendo del circulo unidad. Si e®% =1,
para ¢ = 1,2, 3,4, se dice que la bifurcacion presenta una resonancia fuerte, asocia-
da a dindmicas muy complejas del sistema [45]. En la bifurcacién fold o silla nodo
de ciclos, nos encontramos con un multiplicador real que se mueve hacia afuera del
circulo unidad a través de 1. Por ltimo, si un multiplicador real sale del circulo
unidad esta vez por el valor -1, estamos frente a una bifurcacién de tipo flip o doble
periodo.

El desarrollo de un método analitico general para calcular los multiplicadores de
Floquet de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes peridédicos es complejo,
incluso en el caso de EDOs. Una forma de encontrar estos autovalores es construir
un operador finito dimensional que aproxime el operador de monodromia. A conti-
nuacion desarrollamos los conceptos basicos del método de colocacion de Chebyshev
[13], método que utilizaremos en lo que sigue para el calculo aproximado de autova-
lores.
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2.5.1. Meétodo de colocacién de Chebyshev

Los polinomios de Chebyshev de primer tipo estan definidos para n > 0 como
T, (cos(0)) = cos(nd). (2.42)

Es claro que |T},(s)| < 1,Vs,n > 0. Estos polinomios forman un conjunto ortogonal
en el intervalo [—1,1], es decir

/ T.(s)Tn(s)w(s)dt =0, si n#m, (2.43)

1

donde w(s) = (1 — s?)~1/2. Los puntos de colocacién de Chebyshev son puntos en el
intervalo [—1, 1], definidos como ¢; = cos(jm/N), para j =0,1,..., N. Estos valores
corresponden a los maximos y minimos del polinomio T. Sea m = N +1, el nimero
de puntos de colocacion.

Una matriz de diferenciacién espectral para los puntos de colocacion de Chebys-
hev se obtiene interpolando un polinomio a través de los puntos de colocacion,
derivando este polinomio y evaluando el polinomio resultante en los puntos de co-
locacion [12]. Para cualquier orden m, los elementos de la matriz de diferenciacion
espectral de Chebyshev D € M, estan definidos como

D 2N? +1 D 2N?% 4+ 1 (2.44)
00 = — ~ s NN = —— 7 .
6 6
—t.
D=—"2_  j=1..,N—-1 2.45
17 2(1 —t§)7 J ) ’ ) ( )
CZ‘(—].)Z'JFJ' . . .o
D, = ——+ . . 4,7=0,...,N, 2.46
AT i £ 0] (2.46)

2 if 1=0,N
1 if i#0,i# N~

Ademas, si la ecuacion es n—dimensional, podemos definir el operador diferencial
D de orden nm x nm como D = D ® I,,.

Para lo que sigue es necesario definir los polinomios de Chebyshev trasladados,
es decir polinomios de Chebyshev en el intervalo [a, b], tenemos

TH(s) =T, (w) . (2.47)

donde ¢; =

El método de colocacién de Chebyshev nos permite aproximar valores de la
soluciones de la ecuacién (2.39) en los puntos de colocacién del intervalo solucién,
a partir de las condiciones iniciales en los puntos de colocacion, s; = (cos(jm/N) —
1)7/2, en el intervalo [—7,0].

Primero consideramos el caso p = 7 analizado en [13]|. Sea M; el conjunto de
m valores de la solucién en el intervalo [0,p] y M, el conjunto de m valores de
la funcién inicial ¢(f) en [—p,0]. Como los valores estan numerados de derecha a
izquierda la condicién de continuidad es M,y = M,,. Reemplazando M; y M, en
(2.39) se genera

DM, = Mu,M, + Ma, M,. (2.48)
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La matriz D se obtiene de D reemplazando las dltimas n filas por [0, 0, ... I,
para asegurar las condiciones de continuidad. Aqui 0,, y I,, son las matrices n x n de
ceros e identidad, respectivamente. Ademas, la matriz anterior debe ser multiplicada
por 2/p debido al reescalamiento de los polinomios al intervalo [0, p|. Las matrices
restantes en (2.48) se definen como

Ao(So)
Ao(Sl)
MAO = , (2.49)
AO(SNA)
0, 0, .. 0, 0,
Ai(s0)
Al (Sl)
My, = , (2.50)
Al(SN—1)
I, 0, . 0, 0,

donde A;(s;), con j = 0, 1, es la matriz n x n que resulta de evaluar A; en el j—ésimo
punto de colocacion.

Usando el método de colocacién definimos una matriz de monodromia finito di-
mensional U cuyos autovalores aproximan los multiplicadores de Floquet relevantes
[13]. De la definicién de operador de monodromia y ya que p = 7, sigue la defini-
cién de U como el mapeo de los valores de la soluciéon en intervalos sucesivos, i.e.
M, = UM, entonces de (2.48) se obtiene

~ ~ -1 .
U= (D - MAO) M, (2.51)

Podemos calcular ahora nm autovalores. La exactitud de los multiplicadores de
Floquet generalmente mejora al incrementar el nimero de puntos de colocacion.

El estudio dinamico de los ciclos requiere la realizacién del célculo de autovalores
en el caso general p # 7. Aqui, nuestra implementacién sigue y desarrolla la idea
propuesta en [12] para la aproximacién numeérica de estos autovalores. No realizamos
un estudio detallado desde el punto de vista numérico de este método de célculo.

Consideramos 0 < 7 < p < 27, el resto de los casos puede ser deducido a partir de
éste. Para obtener la soluciéon en un periodo p, con condicién inicial ¢, es necesario
calcular

M, =UM, en [0,7],
My =UM, = U*M, en |[r,27],

con la condicion de continuidad Msyy = M. Luego, tenemos expresiones para los
valores de las soluciones en 2m puntos de colocacion, m en cada uno de los intervalos
[0,7] y [r,27].

El operador de monodromia acttia en el espacio C. Luego, es necesario adaptar
la definicién U y entonces construir un nuevo operador U, que transforme M, en
M, para poder representar el operador de monodromia y finalmente aproximar sus
autovalores.

Sea M € N tal que 27 +s3; < p < 27+ 5571, donde s; son puntos de colocacién
en el intervalo [—7,0]. Los valores se numeran de derecha a izquierda comenzando

(2.52)
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Figura 2.3: Puntos de colocacion y grilla para la interpolacion.

en cero. Consideremos la parte de la solucién representada por los (N +1— (M —1))
valores de My dados por {MQ(M_l), ..., Myn}, v los primeros M valores de My,
{Myg ..., My—1)}, se considera un valor extra en M; debido a la condicién de
continuidad M,y = M. La figura 2.3 muestra un ejemplo de esta situacién, los
valores en M; y M se grafican como puntos sobre la solucién. También observamos
en esa figura el punto 27 + sp; 1 y su valor correspondiente My(y;_q). En la misma
figura, los corchetes limitan la parte de la solucién que queremos aproximar. En
el eje horizontal mostramos los puntos de colocacién del intervalo [p — 7, p|, defini-
mos como s5; = p + s;. En general el punto de colocacién correspondiente al valor
M (pr—1y serd mayor que p — 7, asi para construir la matriz cuadrada se requiere un
extrapolacion.

Contruimos una matriz U usando las condiciones anteriores y las ecuaciones
(2.52). U se construye con las tltimas n(N +1— (M —1)) filas de U? y las n(M —1)
filas de U a partir de la fila n 4+ 1. Se descartan las primeras n filas debido a las
condiciones de continuidad. El nuevo operador mapea M, a los valores de la solucién
en el rango [T+sy_1, 27+ $p-1], llamamos a estos tltimos M. Pero este operador no
es el que queremos encontrar, porque las proyecciones de los puntos M no coinciden
con los puntos de colocacién §;, como se observa claramente en la figura 2.3. Usamos
los valores M de la solucién para hallar los valores M de la solucién en los puntos
§;, y definimos (en forma aproximada) el operador U.

La manera més facil es realizar la interpolacién lineal de valores en M usando los
valores en M. Esta interpolacion es representada por una matriz M cuyos elementos
estan definidos en términos de §; y los puntos de colocacién s; 4+ 7 y s; 4+ 27 que se
encuentran en el intervalo [T+ sp_1, 27 + sp—1], que en adelante llamaremos §;. De
esta manera, el operador U es aproximadamente M, U, y podemos aproximar los
autovalores calculando los autovalores de M;U.

Una manera de medir la exactitud de la aproximacion es calcular el error del au-
tovalor trivial 1, podemos ver que el error decrece cuando aumentamos la cantidad
de puntos de colocacién. Sin embargo, si continuamos aumentando el nimero de



20 Capitulo 2. Ecuaciones diferenciales con retardo

puntos el error alcanza un minimo y se estabiliza. Comparamos los autovalores cal-
culados con los obtenidos utilizando DDE-Biftool [23] en algunos casos particulares
y los resultados muestran una buena coincidencia.

La aproximacién de los puntos en M también puede realizarse por medio de
interpolacién baricéntrica. Esta interpolacion esta definida como

M= (2.53)

donde n; = (—1)"/2sii=00i=Ny, n = (—1)"sii#0,i # N.

Como en el caso anterior, podemos definir una matriz Mp, que representa la
interpolacion en términos de s; y 5;. El operador U en este caso es aproximadamente
MpU. El calculo de los autovalores de MzU son comparados con los calculados con
DDE-Biftool. Observamos que la aproximacion es mejor que cuando se utilizaba
interpolacién lineal, para el mismo nimero de puntos de colocacién.
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Método de analisis homotopico

3.1. Introducciéon

Los sistemas dindmicos modelados por ecuaciones diferenciales no lineales con
o sin retardo son dificiles de resolver por métodos analiticos. Podemos mencionar
los métodos perturbativos para resolver estas ecuaciones [5, 40, 62]. Estos métodos
requieren de la existencia de parametros que tomen valores pequenos o muy grandes.
Entre los métodos no perturbativos podemos encontrar el método de parametro
artificial pequeno de Lyapunov, el método de descomposicién de Adomian, el método
de perturbaciéon homotépica [36] y el método de analisis homotépico (HAM, por sus
siglas en inglés Homotopy Analysis Method) [48]. Este iltimo método contiene a los
anteriores y asi, resulta de gran interés para resolver una gran variedad de ecuaciones.
El HAM ha sido aplicado para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
asi como también EDRs [1, 42, 48, 49, 50, 51, 53, 70, 73].

El HAM es independiente de la presencia de parametros y siempre permite trans-
formar un problema no lineal en una cantidad infinita de subproblemas lineales.
Ademas, a diferencia de otras técnicas analiticas, el HAM provee una manera con-
veniente de garantizar la convergencia de la serie solucion, lo que permite obtener
soluciones incluso cuando la ecuacién presenta una no linealidad muy fuerte.

Una caracteristica muy importante y una gran ventaja del HAM sobre otros
métodos es su flexibilidad en la eleccion tanto de una base de funciones como de una
aproximacién inicial de la serie solucién. Asi, el HAM provee una gran libertad en la
eleccion del tipo de subproblema lineal en el que se descompone el problema original.
Es posible resolver un problema utilizando distintas bases de funciones que capturen
diferentes aspectos de las soluciones (comportamiento asintético, periodicidad, etc.).

En la siguiente seccion describimos en forma general como se utiliza la homo-
topia para hallar soluciones de ecuaciones diferenciales con retardo y puntualizamos
algunos aspectos caracteristicos del HAM. En la secciéon 3.3 consideramos la adap-
tacion del método orientado a la busqueda de soluciones periédicas, la construccion
en este caso hace recordar al método de Poincaré-Linstedt [79]. Los contenidos de
esta seccion sera utilizados constantemente en los capitulos siguientes. Por tltimo,
en la seccién 3.4 mostramos criterios para detectar bifurcaciones de Hopf utilizando

HAM.

21
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3.2. Descripcién general del método

Sea una ecuacion diferencial con retardo autéonoma de la forma

a'(t) = f(z), (3.1)

donde z(t) € R", z; € C = C([-7,0],R™) estd dada por z;(0) = z(t + 0) para
0 € [—71,0]y f:C — R™es un operador no lineal. En el caso particular en que 7 = 0
la ecuacién anterior resulta una EDO de orden n.

Supongamos que se verifican las hipdtesis del teorema de existencia enunciado en
el capitulo anterior. Luego, existe una solucién, que llamaremos xg, de la ecuacién
(3.1), bien definida en D C R, que verifica ciertas condiciones iniciales que llamare-
mos CI. En el caso con retardo dependiendo del problema estudiado, esta condicion
puede ser de dos formas: una funcién definida en el intervalo [—7, 0], o valores de la
funcién y sus derivadas en ¢t = 0. Veremos en la siguiente seccién que este ltimo es
el caso cuando se buscan soluciones periddicas de la ecuacion.

Consideremos la familia de operadores H, que dependen de un parametro de
deformacién ¢ € [0, 1]

Hylo] = (1 —q) L[¢ — xo] — q h Ny[o], (3-2)

donde ¢ es una homotopia que construimos con el método y se encuentra en funcion
de t y del parametro ¢, xo es una aproximacion inicial de la solucion que verifica CI,
L es un operador diferencial lineal, i # 0 es un pardmetro real y N, es un operador
no lineal que definimos a partir de la ecuacion original

Nilol = 92~ f(60). (33

El procedimiento se basa en la biisqueda de una funcién ¢, analitica en ¢ € [0, 1],
tal que:

1. H,[¢] =0 para ¢ € [0,1],
ii. ¢ verifica las condiciones iniciales CI para todo ¢ € [0, 1].

Si esta funcion existe, tomando ¢ = 0 resulta
Holé] = L[p — zo] = 0. (3.4)

Entonces, como las funciones ¢ y x( verifican las mismas condiciones CI, podemos
tomar ¢(0) = xo. (Si el problema esta bien condicionado es la tinica eleccién posible).
Ademas, si ¢ = 1 tenemos

Hal¢] = —hMi[¢] = 0, (3.5)

luego ¢(1) sera solucién de la ecuacién (3.1) con las condiciones CI. Por lo tanto,
¢ define una homotopia entre la aproximacién inicial zy y la soluciéon buscada xg.
Ya que la funcién ¢ es analitica en [0, 1|, podemos utilizar el siguiente desarrollo en
serie de Maclaurin

é(q) = wid, (3.6)
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1 d*
donde xzy = ¢(0) y x5, = i dﬂ;&@)

. Evaluando en ¢ = 1 resulta la siguiente serie
q=0

+00
Tg = Z T (3.7)
k=0

Reemplazando (3.6) en la ecuacién H,[¢] = 0, tomando la k-ésima derivada
respecto de ¢, evaluando en ¢ = 0 y dividiendo por k! obtenemos

h 0" N9l
(k—1)! Og¢kt

de la solucién

ﬁ[xk — Tp_1 + (51k:1:0] = (38)

q=0

Ademas, utilizando la serie para ¢ y ya que ¢(0) verifica las condiciones CI, de-
ducimos condiciones iniciales para cada x; con k > 1. En el lado derecho de (3.8)
intervienen, para cada valor de k fijo, los k términos anteriores xg,...,xp_1. Asi,
obtenemos cada xj en la expansion en serie de ¢ resolviendo recursivamente la
ecuacién diferencial lineal (3.8) con las condiciones iniciales halladas. Por lo tanto,
transformamos el problema original en una cantidad infinita de problemas de valo-
res iniciales lineales. Si realizamos los calculos hasta un orden fijo obtenemos una
expresion analitica aproximada de la solucién.

Con las definiciones anteriores y algunas condiciones de convergencia se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 12. Sea xy una funcion que verifica las condiciones iniciales CI. Sea xy,
para k > 1, la solucion de la ecuacion (3.8) con las condiciones iniciales corres-
pondientes. Supongamos que la serie ZE‘S Tk, converge a g en un cierto dominio
D (que contiene los puntos en que estdin dadas las condiciones iniciales). Suponga-
mos ademds que la serie Y ;0 L[xy] converge y que N es analitico para q € [0,1].
Entonces, la funcion xg verifica las condiciones CI y la ecuacion x'(t) = f(x;) en

D.
Demostracion. Ver referencia [52]. O

Como se establece en el teorema anterior, la validez de la expresién de la solucién
dada en (3.7) depende fundamentalmente de la posibilidad de asegurar la conver-
gencia de esa serie. En cada problema estudiado L, xq y el valor de h, deben ser
elegidos apropiadamente de manera de poder asegurar esa convergencia. La posibili-
dad de elegir estos objetos es lo que diferencia el HAM de otros métodos analiticos.
En particular, el pardmetro h en (3.2), conocido como pardmetro de control de con-
vergencia, fue introducido por Liao, en su tesis doctoral en 1992, en este tipo de
homotopias y ha demostrado ser una herramienta muy importante para controlar la
convergencia de la serie en (3.7) (ver ejemplos en [52, 70]).

A continuacién desarrollamos un ejemplo sencillo que muestra el uso del método
y luego, en las siguientes subsecciones, realizamos algunas consideraciones respecto
de la eleccién de cada uno de los tres objetos: L, xg v h.

3.2.1. Ejemplo: EDR lineal

Consideremos la ecuacién diferencial lineal con un retardo

'(t) +ax(t —1) =0, (3.9)
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con condicién inicial z(t) = bt + ¢, para t € [0, 1], siendo a, b y ¢ constantes reales.
Debido a que la ecuacién diferencial es de primer orden definimos el operador
lineal
_9¢

£l¢l = 5.

Ademés, elegimos la funcién inicial xy(t) = bt + ¢. El operador N no lineal que se
define a partir de la ecuacién (3.9) es

(3.10)

N6 = 0 (t.0) + st~ 1.a). 3.11)

Considerando la serie de la funcion ¢

reemplazando en la ecuacién H,[¢] = 0, siendo H,, la homotopia en (3.2), y siguiendo
el procedimiento mencionado antes, como ambos operadores son lineales, facilmente
obtenemos las ecuaciones

Llxg — xp_1 + 01xxo] = h(x)_(t) + axp_1(t — 1)), k> 1. (3.13)

Determinamos las condiciones iniciales para cada término x; considerando lo si-
guiente: la condicion inicial estd dada en el intervalo [0,1], y xy coincide con esa
funcién en todo el intervalo, por lo tanto, imponemos que cada término x;, con
k > 1, se anule en todo el intervalo [0, 1]. Para verificar esta condicién utilizaremos
funciones de Heaviside, que notaremos como u(t).

La ecuacién diferencial (3.13) para k = 1 resulta

2\ (t) = h(b + ab(t — 1) + ac). (3.14)

Integrando esta ecuacién y teniendo en cuenta que se debe verificar x;(t) = 0 para
t € [0, 1], definimos

x1(t) =u(t —1)h <(b +ac)(t—1)+ ab(t _21)2) : (3.15)

Tanto en este término como en los siguientes la constante de integracion se fija
utilizando el valor xj(1) = 0.

Continuando los célculos a partir del término x;, resolviendo las ecuaciones
(3.13), las funciones de Heaviside u(t — n) con n > 1, comienzan a aparecer en
los distintos términos x;. Podemos hallar férmulas que describen las funciones xy, a
partir de las cuales deducimos la siguiente expresion para la aproximacién HAM de
orden n de la soluciéon del problema con valores iniciales original

Tap(t) = bt + ¢+ u(t — 1)hd, ni (h+1)+1)+
Zu(t — j)ha’"d; Z (G+i—1(h+1)"+1), (3.16)

j=2 i=1
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Figura 3.1: Polinomios en h. Izquierda: a =1, b= 0,5y ¢ = 1, para t = 1,8. Derecha:
a=7/2,b=0yc=1, parat=2.
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Figura 3.2: Solucién con HAM (- —) y numérica (—), fijando: a =1, b =05y c=1
(izquierda); a = 7/2, b =0y ¢ =1 (derecha).

U'I

donde

dj = ((b+ac) (t ;!j)] + ab%) , 1<75<n. (3.17)

Para valores dados de las constantes a, b y ¢, fijemos en (3.16) distintos valores de
t. Obtenemos de esta manera polinomios de orden n en la variable h. En la figura 3.1
mostramos algunos de estos polinomios, también llamados h—curvas, de los cuales
nos ocuparemos en detalle mas adelante. Graficamos curvas de varios 6rdenes en
cada caso y observamos que existen valores de h en los que los polinomios son
cercanos a un valor fijo, independiente de h. En la figura 3.2 comparamos soluciones
HAM con soluciones numéricas en dos ejemplos particulares. En ambas soluciones
utilizamos orden HAM 10 y el valor h = —1.

3.2.2. Operador £ y aproximacion inicial z

La eleccion del operador diferencial lineal £ asi como de la aproximacion inicial
xo es muy importante en el desarrollo del método para la busqueda de soluciones
de algun tipo especifico. Se pueden elegir distintos operadores, incluso el orden de
derivacién no necesariamente debe ser el mismo que el de la ecuacién (3.1) original
[53].

Desde el punto de vista del estudio de bifurcaciones una eleccion simple es con-
siderar £ como la linealizacion de la ecuacion alrededor de algin punto de equilibrio
que se desee estudiar. Como vimos en el capitulo anterior, al igual que sucede en el
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caso de EDOs, la linealizacion captura el comportamiento local del sistema en un
entorno de un punto de equilibrio hiperbdlico.

Por otro lado, si por medio del estudio dinamico del sistema conocemos carac-
teristicas generales de la solucion, como por ejemplo periodicidad, comportamiento
asintotico, etc., podemos seleccionar operadores cuyas soluciones capturen este tipo
de comportamiento. Aunque, como ya mencionamos, no existen en principio restric-
ciones respecto del orden del operador, por simplicidad es recomendable utilizar el
de menor orden.

En la practica generalmente utilizamos operadores £ cuyo inverso se puede definir
facilmente en cierto conjunto de funciones. Resolvemos las ecuaciones utilizando pa-
quetes de calculo simbdlico, como por ejemplo Mathematica, hasta un orden deseado.
Por ejemplo, si buscamos soluciones periédicas podemos considerar los operadores

B dew

= g T (=)™, m=1,2,.... (3.18)

L[]
y funciones iniciales z( trigonométricas, mientras que para obtener soluciones ex-
presadas en términos de exponenciales es posible considerar
dip

L= — +myp, m=12, .. (3.19)

y la aproximacién inicial xq(t) = e™™.

En todos los casos se puede utilizar operadores de la forma
m=1,2,.... (3.20)

Este tipo de operadores puede generar desarrollos de las soluciones en distintos
conjuntos de funciones (polinomios, exponenciales, etc.), si consideramos diferentes
funciones iniciales e imponemos condiciones adecuadas.

Una observacion interesante que realiza Liao [52] es que la homotopia (3.2) se
puede reescribir utilizando el operador £ = L/h. Suponiendo que la norma del
operador existe, la misma se puede modificar utilizando el parametro h, lo mismo
sucede al considerar la norma del operador inverso, se tiene ||[L7|| = |A|||L7}]].
Luego, para cualquier ¢ > 0, podemos encontrar un valor del parametro h tal que
[|/£7Y] < e. Liao afirma que “la acotacién de esta norma y una buena eleccién de la
solucién inicial parecen indicar que siempre se puede hallar un valor del parametro
de convergencia tal que las series en el teorema 12 sean convergentes, aunque todavia
no se ha podido demostrar esta afirmacion en general”.

3.2.3. El parametro de control de convergencia h

Como ya mencionamos el parametro h puede ser determinante para asegurar la
convergencia de la serie (3.7) que representa la solucién.

En [84] se plantea un criterio para seleccionar un valor 6ptimo de h utilizando el
error medio cuadratico residual. Ese valor, para la aproximacién de orden m

Tap = Y walt), (3.21)
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de la solucién de la ecuacién (3.1), estd dado por

Epn(h) = /D (21 (8) — £ (zap)))? i, (3.22)

siendo D el dominio de definicién de la solucion. Luego, el valor éptimo de h para
este orden de aproximacién se calcula como el minimo de E,,(h). El criterio resul-
ta muy preciso en general aunque puede resultar costoso computacionalmente para
aproximaciones de alto orden. Dicha dificultad se puede resolver utilizando méto-
dos numéricos para el calculo de la integral, pero no asi en el caso en que existan
parametros indeterminados en la ecuacion original.

A partir del teorema 12 sigue que si la serie de la solucion xg converge, entonces
el error residual tiende a cero cuando m — oo. Podemos definir una region efectiva
R. del parametro h como

R, = {h : lm B (h) = o}. (3.23)

Luego, en los valores h € R,., la serie solucién tiende a una funcién que es in-
dependiente de h. En los puntos fuera de esta regién la serie serd divergente. La
eleccion de distintos valores de h en la region efectiva puede influir en la velocidad
de convergencia.

En general en la practica es muy dificil calcular expresiones cerradas para la serie
de la solucién zg, asi, no es posible conocer exactamente la regién R.. Sin embar-
go, para un orden fijo podemos obtener aproximaciones de la region efectiva de la
siguiente manera. Si en la soluciéon aproximada hasta orden m se fija un valor de ¢,
obtenemos un polinomio de orden m en h y lo mismo sucedera con las derivadas res-
pecto de t de z,, parat fijo. Graficando este tipo de funciones polinémicas, conocidas
como h—curvas, podremos tener una idea aproximada del lugar en que se encuentra
la region R, y seleccionar un valor apropiado para h. El grafico de la funciéon F,,
también puede darnos informaciéon en este sentido. En el ejemplo considerado antes
(EDR lineal) y en los ejemplos que siguen mostramos algunas h—curvas particulares
en las que podemos observar su forma caracteristica. La utilizacion de las h—curvas
como criterio para elegir un valor de h ha demostrado ser suficientemente bueno en
todos los cédlculos realizados en esta tesis.

3.2.3.1. Series de Taylor generalizadas

Una expresion cerrada de una solucién con HAM se puede obtener sélo en unos
cuantos casos. Consideremos como un ejemplo el siguiente problema de valores ini-
ciales (que se muestra en [49])

g +a22=1, z(0)=0. (3.24)

La solucién de esta ecuacion es z(t) = tanht, y se calcula integrando directamen-
te. También se puede obtener facilmente la siguiente solucién perturbativa (para t
pequeno)
1 2 17 -
)=t — =+ =0 — —t"T . =)t 3.25
®) 3 + 15 315 i mz::() ( )

El radio de convergencia de esta serie es /2.
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Para obtener la solucion con HAM elegimos el operador L[¢p] = 0¢/0t, v la
solucién inicial xzo(t) = t. La solucién de orden m que se obtiene es

Tap(t) =+ pranm(R)ont™ (3.26)
donde
L () = (—h)" (” +j>(1+h)ﬂ. (3.27)
7=0

Esta expresion es denominada por Liao expansion de Taylor generalizada. Las fun-
ciones fiy, ,(h) tienen la propiedad

1 si 144/ <1

oo si [14h|>1 (3.28)

Umn(—1)=1 si n<m, y hm fmn(h) = {

En [2] y [54] se observa que la expansion de Taylor generalizada anterior parece
corresponder a una traslacion en el punto alrededor del cual se realiza el desarrollo,
como sigue

m o r(n)
£ = 1im 3L gy

n!
— Y S (k) (t = 10)*(to — 1) (3.20)
n=0 " k=0
m () (¢
= Wlbl_lf&nz:oﬂmn f to7t1)f n(‘ O)(t —to)",

siendo f una funciéon C'*° en un intervalo que contiene los puntos ty y t1, vy

L (frto, 1) = ( )_li 1o ( ) (to —t1)F . (3.30)

Por ejemplo, si tomamos f(t) = 1/(1 + t) se obtiene

f(t) = lim Z Pt g1 () (= 1)"2". (3.31)
Esta expresion es la expansion de Taylor alrededor de tg = —1/h—1. Con —2 < h < 0

tenemos la regién de convergencia —1 < ¢t < —1 + 2/|h|. Asi, con una eleccién
apropiada del pardmetro h, es posible incrementar la regiéon de convergencia de la
solucion.

El siguiente resultado (demostrado en [2]) muestra que variando h existirdn seg-
mentos de puntos en los cuales las series de Taylor convergen a la funcién f.

Teorema 13. Sea g : [a,b] — R continua y f : [a,b] — R. Supongamos que todas
las derivadas de f existen y son uniformemente acotadas, 1.e., existe M > 0 tal que

max [f®(t)| < M, VE. (3.32)

t€(a,b]
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Sea G(t, ) un polinomio de Taylor de grado n de f alrededor de o € (a,b). Su-
pongamos que o = g(h), entonces para cada € > 0 y v € (a,b) existe N € N y un
intervalo (c,d) tal que para todo h € (¢,d) yn > N se verifica

[f(7) = Guly, g(h))] < e (3.33)

Corolario 14. Supongamos que [ es suficientemente diferenciable en |a,b], g es
continua en [a,b] y G,(t,g(h)) es el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor
de g(h). Entonces para todo v € (a,b) la funcion Gy(~,g(h)) muestra una region
horizontal cuando n tiende a infinito.

3.3. HAM para soluciones peridodicas

La buisqueda y el andlisis de soluciones periddicas en ecuaciones diferenciales (con
y sin retardo) es de gran importancia tanto desde el punto de vista tedrico como
practico. Supongamos que contamos con informacién del sistema a partir de la cual
se presume que existen soluciones peridédicas. A continuacion se describe una manera
de utilizar el HAM para hallar estas soluciones periédicas en EDRs no lineales.

Consideramos la siguiente ecuacion diferencial autonoma de orden n

y"M(s) = Fy" V(s),....y(s),y(s — 7)), (3.34)

donde y € C™(R), F' es una funcién escalar no lineal y 7 > 0 es un retardo.

Supongamos que existe una solucién periédica de la ecuacién anterior con fre-
cuencia w y amplitud a (se considera amplitud al maximo desplazamiento en la
variable y que alcanza la solucién en un periodo). Al estudiar soluciones periddicas
podemos independizarnos de la condicién inicial en un intervalo. Ya que la ecuacion
es auténoma, una solucién x de periodo 27 /w da lugar a un continuo de soluciones
(ver seccién 2.5), determinamos una solucién particular considerando la condicién
de fase: z(0) = a, 2/(0) = 0.

Luego de realizar las sustituciones t = ws, e y = ax, obtenemos la siguiente
ecuacién normalizada

whaz™(t) = F(w" taz®™ (1), ... ax(t), az(t — wr)). (3.35)

En las nuevas variables la solucién periddica xp tiene frecuencia y amplitud 1, y las
condiciones de fase resultan

2(0) =1, '(0) = 0. (3.36)

Podemos escribir la ecuacién (3.35) como N|z,w,a] = 0, siendo N el operador
diferencial no lineal

Nz,w,a] = w"az'™(t) — F(w" laz™ (), ..., az(t), azx(t — wT)). (3.37)

Existe una diferencia respecto a lo desarrollado en la secciéon 3.2, y es que debido
al cambio de variables agregamos al problema dos constantes que deben ser deter-
minadas: w y a. Veremos a continuacién cémo se adapta el método a esta nueva
situacién.
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Consideremos el espacio de funciones

+oo
Cy.(R) := {x e C"(R):x(t) =co+ ch cos(kt) + dg sen(kt), cx, di € ]R} :
k=1
(3.39)

con n > 2. Este espacio contiene todas las funciones periddicas de frecuencia 1 en
C™(R), incluida la solucién buscada zp. Elegimos una funcién inicial zy € C%, (R)
que verifique (3.36), por ejemplo xo(t) = cost. Ademds, definimos el operador L :
Cr (R) — C3*(R) como
0%
LV] = —
=00
El ntcleo de este operador es el subconjunto de C%. (R) generado por {cost,sent}.

Podemos definir un inverso del operador anterior, que llamaremos £, en el siguiente
subespacio de Cy,(R)

+ 1. (3.39)

+o00
Sor = {x e CR):x(t) =co+ ch cos(kt) + di sen(kt), ¢, dy, € R} . (3.40)
k=2

L7 se calcula utilizando la linealidad y considerando que

sen kt
1— k2’

cos kt

£ =c ce R L7Meoskt] = 1,

L [sen kt] = k # £1.

(3.41)
De acuerdo a las definiciones anteriores, consideramos la siguiente familia de
operadores

Hq{gbaQaA] = (1_(]) £[¢_x0] —q hNQ[¢7Q7A]7 (342)

donde ¢ es la homotopia que se construye con el método, h # 0 es el parametro de
control de convergencia y NV, es el operador no lineal

N9, Q, Al = N[o, 2, A (3.43)
En este caso se buscan funciones ¢, ) y A, analiticas en ¢ tales que:
1. Hylp,Q, A] = 0 para g € [0,1],
ii. ¢ verifica las condiciones iniciales (3.36) para todo ¢ € [0, 1].
Si tales funciones existen, considerando ¢ = 0 obtenemos
Holo, Q, Al = L[p — x0] = 0. (3.44)
Por la definicién del operador lineal (3.39) resulta
o(t,0) — zo(t) = ¢ cos(t) + casen(t), (3.45)

con ¢1,co € R, de donde sigue que ¢(t,0) = x¢(t), ya que ambas funciones verifican
las condiciones iniciales (3.36). Por otro lado, considerando g = 1 resulta

Hilo, Al = —hN[6, Q, A] = 0. (3.46)
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Luego, ¢(t,1) = zp(t) es la solucién periédica buscada del sistema (3.35), y los
valores de frecuencia y amplitud resultan w = Q(1) y a = A(1), respectivamente.
Asi, cuando el parametro ¢ varia de 0 a 1, la funcién ¢ varia de la aproximacion
inicial g a la solucién deseada xp, mientras que las funciones 2 y A varian de los
valores iniciales wy y ag a los correspondientes valores buscados w y a.

Para hallar las funciones analiticas ¢, 2 y A, consideramos las siguientes series
de Maclaurin

+oo +o0 +oo
ot q) =Y w(t)g", Uq) = wd", Alg) =) arg". (3.47)
k=0 k=0 k=0
Reemplazando estas series en la ecuacién H,l¢p, 2, A] = 0, y siguiendo los pasos
indicados en la seccién 3.2, obtenemos las ecuaciones
Lry — 21 + 01x20] = R0, Q, A], (3.48)
para k > 1, siendo
h "IN [p,Q, A
Rilo,Q, Al = Ll 3.49
k[¢7 ’ ] (k’ _ 1)' (‘9qk*1 0 ( )

Ademads, como ¢ satisface (3.36) para todo ¢ € [0,1], imponemos en t = 0 las
condiciones

z,(0) = 2,(0) =0, k>1. (3.50)

Supongamos que cada término z; € C§ (R), para 0 < i < k — 1. Entonces, la
funcion Ry [, 2, A] definida antes serd continua y periédica en ¢ con frecuencia 1, es
decir, pertenecera al conjunto C% (R), y por lo tanto se puede expresar en la forma

mg
Ri|p, 2, Al = cppo + Z Ck.m cOS Mt + dj; ,, SEL ML, (3.51)

m=1

para algin entero my > 1 6 m;, = 0o. De acuerdo a la definicién del operador £71,
para poder resolver la ecuacién diferencial (3.48), la funcién (3.51) debe pertenecer
a Sy,r. Esto se logra imponiendo la anulacion de los coeficientes de cost y sent en
esa funcion. Tenemos entonces las siguientes condiciones adicionales para k > 1
1 2
1 = —/ Ryi[o,Q, Al costdt = 0,
T J0 (3.52)

)

1 2w
dp1 = —/ Ri[o,Q, Al sent dt = 0.
T Jo

La presencia de cost y sent en la ecuacién (3.48), generaria términos seculares de
la forma tcost y tsent. Si k = 1 obtenemos un sistema no lineal con incégnitas
wo v ag. En los demas casos el sistema es lineal y podemos resolverlo facilmente.
Calculamos las soluciones wy_1 y ax_1 de este sistema para cada valor de k, y luego,
utilizando el operador £7! resolvemos la ecuacién diferencial (3.48) para obtener el
término k—ésimo

my

1
ka(t) = $k_1(t) — 51k$0(t) + Ck,0 + Z
m=2

1 —m?

(Chm cosmt + dj, , sSEL ML) +

cpcost+ cosent, (3.53)
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donde ¢; y ¢y se determinan utilizando las condiciones z;(0) = z7,(0) = 0.

Resolviendo de esta manera obtenemos los coeficientes de las series (3.47) y si
es posible hallar un valor adecuado de h tal que estas series sean convergentes en
q = 1, de acuerdo al teorema 12 obtendremos la solucién buscada. En este caso se
construyen tres homotopias, que transforman las aproximaciones iniciales xg, wy y
ag en las soluciones buscadas zp, w y a.

En la practica realizamos el procedimiento anterior hasta alcanzar el orden m
deseado, obteniendo las aproximaciones

m

Tap(t) = Zxk(t)qk, Wap = Zwqu, Aop = Zaqu. (3.54)
k=0 k=0

k=0

En este caso el error medio cuadratico residual resulta

! / AP dt (3.55)

" or

Epn(h)

donde A, = N|[Zup, Wap, Gap). Sin embargo, por cuestiones de calculo generalmente
utilizaremos las h—curvas mencionadas en la seccién anterior correspondientes a las
aproximaciones (3.54) para seleccionar un valor adecuado de h.

Observacién 15. A pesar de que la busqueda estd orientada a las érbitas periddi-
cas no es estrictamente necesario utilizar desarrollos HAM en términos de funciones
trigonométricas. Tedricamente podriamos desarrollar estas soluciones como una se-
rie de otra base de funciones, sin embargo ya que en general sélo podremos calcular
aproximaciones finitas de las soluciones el primer desarrollo serd el mas convenien-
te para los calculos. El error de la aproximacion en toda la recta real utilizando
funciones trigonométricas es acotado, lo que no ocurre utilizando, por ejemplo, un
desarrollo polinomial.

3.3.1. Ejemplo: van der Pol

Estudiaremos el ciclo peridédico de la ecuacién de van der Pol
2" (t) + e(z*(t) — 1)’ (t) + 2(t) = 0, (3.56)

con € > 0, utilizando el HAM descripto en la seccién anterior. La ecuacion de van der
Pol es un ejemplo muy conocido de los sistemas de Liénard, y es muy interesante en
muchos aspectos. En particular, presenta un ciclo que resulta ser globalmente estable
cuando € > 0. Ademds, a medida que el parametro e aumenta, este ciclo toma la
forma caracteristica de una oscilacion de relajacion. Mas adelante estudiaremos una
variante de la ecuacion anterior a la que se le aplica un retardo.

En este ejemplo desarrollaremos el lado derecho de la ecuacién (3.48) en detalle.
En el caso general, estas funciones se obtienen utilizando distintos resultados referi-
dos a la suma, producto, composicion, etc. de series de potencias convergentes (ver
[52]). En las ecuaciones estudiadas en el resto de los capitulos s6lo indicaremos parte
del detalle de estos célculos en caso de ser necesario.

La ecuacion normalizada, suponiendo que existe una solucién periddica con am-
plitud a y frecuencia w de la ecuacién (3.56), resulta

Wi () + ew(a®2?(t) — 1)’ (t) + x(t) = 0. (3.57)
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Las condiciones para fijar la fase de la solucién son: z(0) =1y 2/(0) = 0.
Aplicando el HAM desarrollado anteriormente consideramos la familia de ope-
radores

HQ[gba QaA] = (1 - Q) £[¢ - :EO] —q hjvl][¢7Q7A]> (358)

donde h # 0 es el parametro de control de convergencia, xo(t) = cost es la apro-
ximacién inicial (que verifica 2¢(0) = 1y z((0) = 0), L es el operador diferencial
lineal (3.39) y

9%o(t, 0o (t,
Nifo. 2,4 = 020 T o) (a2(9)t.0) 1) PLD 4 o1.), (3.59)
es el operador no lineal definido a partir de la ecuaciéon normalizada.

Buscamos funciones ¢,  y A, analiticas para ¢ € [0, 1] tales que:
1. Hylp,Q, A] = 0 para g € [0,1],

ii. ¢(0,q) =1, 99(t,q) = 0, para todo ¢ € [0, 1].
ot o

Si estas funciones existen, considerando ¢ =0 y ¢ = 1, obtenemos
HO[¢aQaA] - ﬁ[qb—l‘o] = 07 y Hl[gvavA] - _hN1[¢7Q7A] = 07 (360)

respectivamente. De la primera ecuacion, por la definicion del operador £ resulta
¢(t,0) = xo(t). Por otro lado, a partir de la segunda ecuacién tenemos que ¢(¢,1)
corresponde a la solucién buscada, siendo (1) la frecuencia y A(1) la amplitud de
la misma.

Si las funciones ¢, Q2 y A son analiticas para ¢ € [0, 1], existirdn los siguientes
desarrollos

00 400 +o00
$(t.q) => m(t)d", Qg =) wd", Al =) ard" (3.61)
k=0 k=0 k=0

El término k-ésimo en la serie de ¢, para k > 1 se determina resolviendo
Llxy — x-1 + 01p20] = R, Q, A], (3.62)

con las condiciones iniciales x(0) = 0, 2}.(0) = 0.

Calcularemos a continuacion el lado derecho de la ecuacién anterior utilizando
las series en (3.61). Suponiendo que la serie de ¢ puede derivarse dos veces respecto
a t, por propiedades de la suma y el producto de series convergentes obtenemos

Nyl 2, A] = f: ( zj: JZZ_] (t) zi: szj-l) q +
T (B (G0 3 (S (Fri0m i)

€ Z Z Wn—j5q" + Z r,(t)q". (3.63)

n=0 j=0 n=0
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Derivando la ecuacién anterior k — 1 veces respecto de g y de acuerdo a la definicion
(3.49) resulta

e

-1

Rk [925, Q, A] = h( (xllc,—l—j (t) Z win_i—F
1=0

i{

Il
o

J
k—1—j j -

Wix;g—l—j—i@)) i ( Em: apam_p> ( $5(t)xj_m—s(t))> _

1=0 m=0 p=0 q
Ewk,1,j$;> + .I'kfl(t)> . (364)

Imponiendo las condiciones (3.52) se obtienen los términos wy y ax en las series
de Q2 y A. Considerando k = 1, ya que h # 0, wy y ag deben ser solucién de

3

Il
=)

N (3.65)
Qg .
20 _
4 Y

por lo tanto, los valores iniciales resultan wy = 1 y ag = 2. Luego, la ecuacién (3.62)
para k = 1, resulta

2 (t) + z1(t) = —hesen(3t), (3.66)
con x1(0) = 0, 21(0) = 0, resolviendo obtenemos
h
x(t) = g (—3sent + sen(3t)) . (3.67)

Con los términos ya calculados, considerando (3.62) con k = 2, hallamos las

condiciones
he? — 16w, = 0,

are =0,

(3.68)

de donde se sigue que w; = he?/16 y a; = 0. Luego, resolviendo la ecuacién diferen-
cial correspondiente con condiciones iniciales 25(0) = 0, 25(0) = 0, tenemos

13 1
To(t) = ———=h’€* cost + — (36h*e® cos(3t) — 10h*e* cos(5t)) +

192 384
%he( — (9he* 4 144h 4 144) sent + (3he® + 48h + 48) sen(3t)). (3.69)

Continuando los calculos de esta manera, podemos obtener expresiones aproximadas
hasta un orden deseado de la solucion periddica, la frecuencia y la amplitud.
La aproximacién de orden 2 de la solucién de la ecuacién (3.56) resulta

26 1
Tap(t) = (2 - @h%z) cos(wept) + 19—2h262(36 c08(3wept) — 10 cos(bwgpt) )+

ﬁhe( — (9h€® + 144h + 288) sen(wqpt) + (3he” + 48h + 96) sen(3wyyt)), (3.70)

siendo w,, = 1 + he?/16. En la figura 3.3 comparamos la aproximacién anterior
considerando h = —1, con la aproximacién obtenida utilizando el método de Poin-
caré—Lindstedt hasta orden 2 dada por

1
x(t) = % (192 cos wt + €(72 senwt — 24 sen 3wt )+
e*(13 coswt — 18 cos 3wt + 5 cosdwt)), (3.71)
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siendo w = 1 — €2/16. Podemos observar la gran coincidencia de ambas soluciones
para € = 0,6.

X
2
\ \
l,
‘ iO ‘5 éOt
_1r
/ /
_2r

Figura 3.3: Aproximaciones de la solucién periédica para e = 0,6 : (— —) HAM orden
2, (—) Poincaré—Lindstedt orden 2.

3.4. Bifurcacién de Hopf con HAM

Veremos en los siguientes capitulos que el HAM como fue desarrollado antes
permite hallar soluciones periédicas de EDRs y EDOs, ya sea generadas por una
bifurcacion de Hopf o por otros fenémenos, locales o globales del sistema. También
mostraremos que es posible hallar multiples soluciones de la ecuacién normalizada
N[z,w,a] = 0, considerando distintos valores iniciales no nulos wy, ag, que sean
soluciones del sistema ( )

c1a(wo,a0) = 0,
dir(wora0) = O, (3.72)

donde ¢ 1 y dy 1 se definen en (3.52). En general, el sistema no lineal anterior es dificil
de resolver y sélo en algunos casos es posible despejar las incognitas en funcion de
los parametros. El analisis grafico de este sistema es una herramienta que puede
ayudar a determinar si existen soluciones y/o el cambio en la cantidad de soluciones
variando parametros.

A continuacién analizamos como, a partir del analisis de un sistema de la forma
(3.72), es posible obtener condiciones necesarias para la existencia de bifurcaciones
de Hopf. Para deducir estas condiciones consideremos una ecuacion con retardo de
la forma

Y™ (s) = Fy" V(s), . y(s),y(s = 7). ), (3.73)

en la que se encuentra presente un parametro p € R. Supongamos que la ecuacion
tiene un equilibrio en § = 0, nos interesan las soluciones periddicas alrededor de este
equilibrio (de ser necesario se realiza previamente una traslacién en la ecuacién para
que el equilibrio sea el trivial).

El desarrollo del HAM realizado en la seccion anterior para la busqueda de
soluciones periddicas es similar con la tnica diferencia de que el parametro p es-
tard presente en cada célculo. Consideremos la aproximacién inicial zo(t) = cost.
La ecuacién normalizada N[cost,wy, ag, pu] = 0, se verifica trivialmente al conside-
rar ag = 0 debido a que £ = 0 es un equilibrio de la misma. Luego, para valores
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pequenos de ag podemos escribir

Nlcost,wy, ag, pu] = aON[w[),ao,,u], (3.74)
siendo
~ ON |cost,wy, agp,
Nlwo, ag, y] = [ 5 waou| O(av). (3.75)
Qo ap=0
Utilizando la nueva funcién N definimos
21 B
c(wo, ag, pt) = — Nlwo, ag, p4] cost dt,
Ty, (3.76)

d(wo, ag, p) = = Nlwo, ag, ] sent dt.
0

El siguiente lema nos permite relacionar las raices caracteristicas imaginarias
puras asociadas al equilibrio trivial con las soluciones de un sistema construido con
las funciones definidas antes.

Lema 16. Supongamos que para un valor critico del parametro i = pi., la ecuacion
(3.73) tiene una raiz caracteristica de la forma iw. con w, > 0, asociada al equilibrio
trivial. Entonces, el sistema de dos ecuaciones

C(Wo, Onu) - 07
d(w()? O,,U) = Oa (377)

se verifica cuando wy = we Y p = fhe-

Demostracion. La ecuacion caracteristica del sistema (3.73) para el equilibrio trivial

resulta
n—I1

X' =Y XTEE () — e M F, () = 0, (3.78)
k=1

donde

sz(,u) _ 9 (u17u27 7unalu’) ’ (379)

8Uk (ul7~--7umﬂ):(07-~-70»/t)

para 1 < k < n.
Supongamos que n es par. Como el operador no lineal N representa a la ecuacién
normalizada, tenemos

N[w07 0, :u] = wg(_l)% cost—
OF (wi tag(—1)2 sent, ..., wyag cost, woag cos(t — woT), 1)

3a0

(3.80)

ap=0

Luego, de acuerdo a las definiciones (3.76), obtenemos

c(wo,0,1) = wi(=1)F —wl2(—=1)"2 Fy(p) + ... + wpcoswor F, (),

d(wo,0,p1) = wi (=12 F(p) +wi3(—1)"7 Fs(u) + ... + wosinwer F, (1)
(3.81)
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Las expresiones anteriores coinciden con la parte real e imaginaria de

n—1

(1wo)™ Z iwo) M () — e T (), (3.82)
k=1

respectivamente. Esta tltima a su vez es el lado izquierdo de la ecuacién (3.78)
cuando consideramos raices de la forma A = iwy. Por hipdtesis, existe una raiz
caracteristica A = iw,, cuando pu = p., y asi, el sistema (3.77) se verifica cuando
Wy = We y i = pe El caso n impar se analiza de manera similar, realizando los
cambios correspondientes en las ecuaciones (3.80) y (3.81). O

El lema anterior brinda condiciones necesarias para que la ecuacién (3.73) pre-
sente una bifurcacion de Hopf, expresadas desde el punto de vista del HAM. De
la misma manera, la condiciéon necesaria para la existencia de bifurcacién de Hopf
doble tiene su correspondiente en este contexto: si exiten dos raices caracteristicas
imaginarias puras iw.; € iwe para un valor critico del parametro p = p., entonces
el sistema (3.77) con u = p. se verifica en dos valores positivos distintos we ¥ wes.

Para valores del parametro cercanos al valor critico, utilizando el sistema no
lineal

c(wo, ag, ) = 0,
(3.83)
d(w07 ao, H) = 07
se hallaran valores iniciales no nulos a partir de los cuales podremos construir desa-
rrollos HAM de soluciones periédicas de (3.73). Ademads, aplicando el teorema de la
funcién implicita en el sistema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 17. Sea w,, . una solucion del sistema (3.77). Si

Cwy  Cp

0= dyy d,

£0, (3.84)

(w6707NC)

y existe n > 1 tal que n es el primer entero en el cual se verifica

J"d d d"c
€= Coomn— — Quo 7
*day *day
Entonces, para ag # 0 suficientemente pequeno, ezisten soluciones = p(ag), wo =
wo(ag) del sistema (3.83). Ademds, se tiene

£0. (3.85)

(wcvoauc)

jo= fic — 5% +O(ag™). (3.86)

De acuerdo a la proposicion anterior, para valores pequenos de ay en entornos de
un posible punto de Hopf, el signo de €/6 determinara si existen condiciones iniciales
HAM para valores del parametro 1 mayores o menores que fi.

En general observamos que si los ciclos tienen amplitud pequena e intervienen
pocos armonicos, los términos z;, en el desarrollo HAM se vuelven rapidamente muy
cercanos a cero con la norma del supremo, para ciertos intervalos del parametro
de convergencia h. Asi, las soluciones HAM se corresponden con las soluciones de
amplitud pequena que surgen de la bifurcacion de Hopf. Aunque no existe hasta el
momento una demostracién general de este hecho, la observacién del mismo permi-
te, utilizando la proposicion anterior, analizar el comportamiento de las soluciones
periddicas al variar el pardmetro, lo que luego puede ser verificado calculando las
aproximaciones analiticas con HAM.






4

Péndulo simple, mas soluciones
periodicas con HAM

4.1. Introducciéon

En esta seccion utilizamos el HAM para hallar las soluciones peridédicas de un
péndulo simple. El péndulo simple consiste en una masa puntual, sujeta a un vinculo
que permite el movimiento en un plano vertical, a una distancia fija de un punto
y sometida a la atraccién de la gravedad. En ausencia de rozamiento es un sistema
conservativo.

Un sistema tan simple presenta, sin embargo, caracteristicas dinamicas que lo
vuelven muy interesante. Por un lado, es un sistema no lineal que puede integrarse
explicitamente, pero solamente después de recurrir a la teoria de funciones elipticas
de Jacobi [3, 14]. Por otro lado, su descripcién como sistema dindmico nos muestra
un espacio de fases con la estructura de variedad diferenciable con topologia no
trivial, es un cilindro. Estas caracteristicas lo vuelven un ejemplo obligado en casi
cualquier libro de mecanica, mecanica geométrica o sistemas dinamicos.

El sistema considerado aqui es especialmente interesante desde el punto de vista
de su resolucién con HAM. Esto es asi por dos razones: la primera es que al ser el
espacio de fases una variedad diferenciable resulta 1til para ejemplificar cémo hacer
un cambio de coordenadas de tal manera que las érbitas que representan rotaciones
puedan ser integramente calculadas en el interior de una tunica carta, como ocurre
habitualmente con las oscilaciones usando las coordenadas usuales. La segunda razon
es que la presencia de la funcién sen(f) en la ecuacién da lugar a la aparicién de
un problema algebraico referido a las condiciones de arranque del método. Hemos
resuelto este problema recurriendo al desarrollo de Jacobi-Anger.

Ademas de obtener aproximaciones analiticas de las soluciones periddicas, el
método nos permite obtener expresiones para la frecuencia de las mismas. Se ob-
serva que el periodo correspondiente tiene una buena coincidencia con el periodo
exacto, para un rango de velocidades iniciales muy amplio. De ser necesario, esta
aproximacién puede mejorarse aumentando la cantidad de términos calculados. De
esta manera, mostramos que el HAM resulta ser un método adecuado y efectivo
para realizar un estudio exhaustivo de un ejemplo pedagdgico.

39
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4.2. Péndulo simple

Consideremos la ecuacién de un péndulo simple con distancia al pivote L

é—l—gsenﬁzo, (4.1)
L
donde g es la aceleracién de la gravedad. Definiendo @ = 4/g/L y cambiando la
variable tiempo por wt, obtenemos la ecuacion adimensional
6+ senf = 0. (4.2)

El péndulo simple presenta dos equilibrios. El equilibrio trivial alrededor del cual
se desarrolla un centro no lineal (ya que es un centro para el sistema linealizado y el
sistema es conservativo [34]). Las drbitas en un entorno de este equilibrio son ciclos
homotépicos con la identidad en el grupo fundamental del cilindro, estos movimien-
tos suelen denominarse vibraciones. El otro equilibrio es inestable y corresponde al
péndulo invertido. En el sistema existen ademas dos orbitas homéclinas que unen
el equilibrio inestable con si mismo. Separadas por estas tultimas se encuentran las
llamadas rotaciones, que son orbitas no homotopicas con la identidad. En la figura
4.1 podemos ver un retrato de fases completo representando el espacio de fases de
dos maneras distintas.

Debido a que la energia: ‘

2
e:%+1—0089 (4.3)
es constante, la ecuacién puede resolverse facilmente por integracion directa (ver por
ejemplo [46], [14] o [4] para su version cuantica). Como ya mencionamos existen tres
tipos de soluciones dependiendo del valor vy de la velocidad para 6 = 0:

1. Si |vg] < 2 el movimiento es oscilatorio. Aqui el dngulo tiene la siguiente
expresion en funcién del tiempo

0(t) = 2arcsen(Asn(t + ¢; \)), (4.4)
siendo A = v9/2 y ¢ = K(A). K es la integral eliptica completa de primera
especie

w/2 d 1 d
K(/\):/ Ld :/ Y L 0<A<1,
0 /1—Asen?¢p 0 /(1 —02)(1—A2?)
(4.5)
y sn(u; \) es una funcién eliptica de Jacobi. El periodo de este movimiento es
T = 4K (%) . (4.6)

2. Si |vg| > 2 el movimiento es una rotacién. La expresion correspondiente del
angulo es
0(t) = 2arcsen(sn(tA; 1/N)). (4.7)

El signo de vy determina la direccion de rotacién, si vg > 0 el movimiento es
antihorario, mientras que si vy < 0 es horario. El periodo en este caso resulta

72k (3) . (4.8)

Vo Vo
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3. Si |vg] = 2 se tiene una érbita homdéclina que une el equilibrio inestable con
si mismo. En este caso el movimiento no es periédico (puede considerarse
como el limite de un ciclo cuando el periodo tiende a infinito), la expresién es

la siguiente
0(t) = 4 arctan(tanh(¢/2)). (4.9)

En la figura 4.1 mostramos varias soluciones oscilatorias y rotatorias, junto con
las 6rbitas homdclinas del equilibrio inestable (7,0). A la izquierda vemos la re-
presentacion clasica de las distintas soluciones en el espacio (9,9) y a la derecha
las representamos sobre el cilindro. Observamos claramente que, considerando esta
variedad, las tinicas soluciones no periodicas son las érbitas homoclinas, y que éstas
separan los dos tipos de soluciones restantes en el espacio de fases. En lo que si-
gue veremos por qué la segunda representacion es mas apropiada para el estudio de
soluciones periddicas en el péndulo utilizando el HAM.

Figura 4.1: Soluciones del péndulo simple en el espacio de fases representado en el
plano (izquierda) y en el cilindro (derecha).
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4.3. Vibraciones

El péndulo simple es usualmente estudiado en un entorno del equilibrio trivial
utilizando su linealizacion. Esta aproximacién resulta ser un oscilador armonico,
podemos calcular sus soluciones facilmente, pero las mismas resultan buenas aproxi-
maciones de las exactas sélo para oscilaciones de amplitud cercana a cero. A conti-
nuaciéon aplicamos el HAM como fue desarrollado en el capitulo anterior para hallar
aproximaciones validas en un rango de amplitudes mucho més amplio.

Consideremos la ecuacién del péndulo simple (4.2), supongamos que existe una
solucién periddica con frecuencia w y amplitud a. Reescalando las variables ¢ y 6
(pero manteniendo sus nombres para simplificar la notacién) obtenemos

w?a 6(t) 4+ sen(a B(t)) = 0. (4.10)

La solucion 6p correspondiente tendra frecuencia y amplitud 1, e imponemos las
siguientes condiciones de fase:

0(0)=1 y 6(0)=0. (4.11)
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A partir de la ecuacién (4.10) definimos el operador no lineal

0?p(t,
N6, 4] = No(t,0),a), A@)] = 20 A)) 0D sen(Ag)ot ). (412
Utilizando el HAM descripto en el capitulo anterior tomamos el operador lineal
92
Llg] = atf + 0. (4.13)

y consideramos la aproximacion inicial #y = cost, que verifica las condiciones inicia-
les (4.11). Como vimos en la seccién 3.3 buscamos funciones analiticas en ¢ € [0, 1]
que verifiquen H,[¢, 2, A] = 0 en ese intervalo. Reemplazando en ¢ = 0 tenemos
Ho[¢] = 0, de donde resulta ¢(t,0) = y(t). Por otro lado, si fijamos en la homotopia
el valor ¢ = 1, resulta que la solucién periédica de (4.10) es

+00
b(t) = (1) = Y u(t), (4.14)
k=0
y tenemos
400 400
D= wp a=A1)=) . (4.15)
k=0 k=0

La ecuacién para determinar cada término 6, para k > 1 es

h 0N[4, 9, A]

£[§k — 0k—1 + 51k90] = (k‘ — 1)' @qk_l

, (4.16)

q=0

con condiciones iniciales 5 (0) = #.(0) = 0
De acuerdo a los operadores definidos antes, la ecuacién diferencial anterior para
el término 60, resulta

01(t) + 0, (t) = h(—w2ag cost + sen(ag cost)), (4.17)

con 61(0) = 01(0) = 0. Podemos resolver esta ecuacién por el método de variacién
de parametros, de donde obtenemos

h 1 !

01(t) = — cost (cosag — cos(agcost)) —hsent (§w§a0t — / cos s sen(ag cos s)ds) .
o 0

(4.18)

Se observa claramente que la funcién 6; asi definida no es necesariamente periodi-
ca. Podemos cancelar los términos no periédicos fijando valores adecuados de wy y
ag. Més precisamente, como mencionamos en el capitulo anterior, si anulamos los
coeficientes de cost y sent en el lado derecho de (4.17) obtendremos una funcién 6,
periodica.

Consideremos los desarrollos de Jacobi—Anger

sen(zcost) = 22 )" Joni1(2) cos (2n + 1)t, (4.19)

cos(zcost) = )+ 2 Z )" Jan(2) cos 2nt, (4.20)
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donde J,, es la funcién de Bessel de primera clase de orden n. Podemos reescribir la
ecuacion (4.17) en la forma

f1(t) + 61(t) = h (—w%ao cost + 2 Jio(—l)"JQnH(ao) cos((2n + 1)25)) . (4.21)

n=0
Luego, el término 6, serd periddico si el coeficiente de cost en el lado derecho de la

ecuacién anterior se anula, esto es, si —wiag + 2.J1(ag) = 0, lo que implica que

2J1 (ao)
Qo ’

Wy = (422)

Fijando un valor de aq la ecuacién anterior permite obtener un valor de wy, y calcular
el término periédico #;. Obtenemos

6.(t) = 2h Z(—n”l‘_]?g—m (cos((2n + 1)t) — cost). (4.23)

Ahora, estamos en condiciones de construir la ecuacién a partir de la cual calcu-
laremos el término 65(t), obtenemos

O(t) + 02(t) = 01(t) + 02(£)+
h <a0w§él (t) — (wia1 + 2wowiag) cost + (aghy(t) + ay cost) cos(ag cos t)) . (4.24)

Reemplazamos en la ecuacién anterior wy como fue definido en (4.22) y ¢, con la
expresion ya calculada. Usando nuevamente la expansion de Jacobi—-Anger adecuada,
podemos calcular el término #, resolviendo la ecuacién con las condiciones iniciales
05(0) = 6,(0) = 0. Al igual que en el caso anterior, 8, serd periédico si el coeficiente
de cost se anula. La condicion que resulta relaciona linealmente wy con ay

—al(wg + J2 - Jo)_'_

wi = 2&)0@0
e i e Tt (—1) R+ s — ), (4.25)
wo <= 1—(2n+1)? 7

con wy definido en (4.22) y cada funcién de Bessel J; que interviene es evaluada en
ap. Fijando un valor para a; podemos obtener el correspondiente valor de w, tal que
05 resulte periddico.

A esta altura los cédlculos a mano se vuelven demasiado extensos, los mismos
pueden programarse facilmente utilizando programas de calculo simbdlico, como
Mathematica. Sin embargo, dependiendo del sistema, y como sucede en particular
en este caso, el costo computacional es alto. Realizamos los calculos para valores de
k > 2 con Mathematica considerando sélo algunos términos de las expansiones de
Jacobi-Anger. En particular, utilizamos las siguientes aproximaciones finitas

sen(agcost) = 2(J1(ag) cos(t) — J3(ag) cos(3t)),

cos(agcost) = Jo(ag) + 2(—Ja(ap) cos(2t) + Ju(ag) cos(4t)). (4.26)
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El error cuadrado medio (en un periodo) para estas aproximaciones es menor que
102 para todo ag < 2,7.

Al realizar los calculos para los demas valores de k, observamos que la condicion
adicional para asegurar periodicidad es una tinica ecuacién (correspondiente a anular
el coeficiente de cost en el lado derecho de (4.16)), que brindaréd la relacién que deben
verificar los valores wy_1 v ax_1. Por lo tanto, como en el caso k = 1, fijando el valor
de aj_; puedemos obtener wy_1 v 0, v continuar el proceso hasta el orden deseado.

Pero, jcomo fijamos los valores a; para k > 0 7 Como ya mencionamos el péndulo
simple tiene un centro no lineal en el equilibrio trivial. Mas aun, existe una solucion
periédica de (4.2) para cada condicién inicial 6(0) € (0,7), 6(0) = 0. Luego, si
tomamos ag € (0,7) v ax = 0 para k > 1, el HAM permite calcular la solucién 0p
de (4.10) y la frecuencia w correspondientes a la amplitud a = aq.

4.3.1. Resultados numéricos

Para una oscilacién de amplitud a la ecuacion de la energia (4.3) permite calcular
la correspondiente velocidad vy en § = 0. Luego, fijando a = arccos(1l — v3/2) y
utilizando el proceso anterior, podemos obtener las expresiones de la solucién y la
frecuencia en funcion de la velocidad inicial 0 < vy < 2.

Como un primer ejemplo tomamos vy = 1,95 y calculamos la aproximacién de
la solucién correspondiente hasta orden 15. En la figura 4.2 a) graficamos los poli-
nomios en funcién de h para la frecuencia w, y los valores 6p(0,1) y @ p(0,1) (como
mencionamos en el capitulo 2, podemos utilizar la funciéon y sus derivadas para el
andlisis de las h—curvas). Las expresiones de estos polinomios son

w = 0,270673h% + 3,12359h + 16,9264A3 + 57,1904A'2 + 134,906h 1+
235,701h10 + 315,718h° + 331,01 1A% + 274,825h7 + 181,545h5 + 95,2520h°+
39,3305h% + 12,5197h% + 2,94437h2 + 0,465156h + 0,573929

0p(0,1) = —0,0914114Ah — 1,0801A — 6,00175h1* — 20,828h'3 — 50,5537h!%—
91,0661h! — 126,052 — 136,917h° — 118,12h% — 81,3688h" — 44,7303h°—
19,4903h° — 6,63502h* — 1,71943h% — 0,323528h2 — 0,0401146A + 0,995004

0 p(0,1) = 40,5402h'6 + 469,514h'° + 2553 4201 + 8657,97h'3 + 20492.h'2+
35911,1h" + 48221,1h'° + 50637,2h° + 42054.h8 + 27737,4h7 + 14497,3h5+
5950,00R° + 1883,72h* + 445,934h3 + 74,7369h? + 7,96799h + 0,0998334.

(4.27)
Observamos que, de acuerdo a lo mencionado en el capitulo anterior, podemos elegir
facilmente un h adecuado. Por ejemplo, tomando h = —0,8, la soluciéon para este

valor resulta

Op(t) = 2,88495 cos(0,536173t) — 0,20478 cos(1,60852¢)+
0,0154932 cos(2,68086t) — 0,00246577 cos(3,75321¢) + 0,000277749 cos(4,82555¢) —
0,0000354327 cos(5,8979t) + 5,09679 x 107 cos(6,97024t)—
7.10179 x 1077 cos(8,04259¢) + 1,01719 x 1077 cos(9,11494¢)—
1,43853 x 1078 cos(10,1873¢) + 2,00188 x 10~° cos(11,2596¢)—
2,71269 x 10710 cos(12,332t) + 3,57771 x 10~ cos(13,4043t)—
3,68269 x 10712 cos(14,4767t) + 1,66554 x 10~ 13 cos(15,549¢)+
1,96159 x 1071 cos(16,6214t) — 9,50801 x 102 cos(17,6937¢).
(4.28)
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En la figura 4.2 b) comparamos la solucién calculada junto con la exacta dada en
(4.4).

Por otro lado, una ventaja que nos da el HAM es que permite calcular aproxi-
maciones de la frecuencia w en funcién de la amplitud y por lo tanto de la velocidad
inicial vy. Asi, obtenemos por ejemplo la siguiente aproximacién de orden 1 :

siendo a = arccos(1 — v3/2).

Se conocen distintas aproximaciones del periodo (4.6) que se calculan utilizando
por ejemplo el desarrollo en serie de la integral eliptica o el método de balance de
arménicos (ver [9] y [77] y las referencias que senalan). En la figura 4.2 ¢) compa-
ramos el perfodo exacto (4.6) con nuestro resultado 27 /w®; fijando h = —0,8. Se
advierte la coincidencia con el resultado exacto para velocidades vy < 1,9, el error
relativo es menor al 0,5 %.

a) b)

0p(0.1) i "
0p(0.1) 27
““““ [e——F . .
-25 -2 -15 =10 =05 5 1.0
N \/ U \j
4t )

I\J

H

|_\

I\)

Figura 4.2: a) Polinomios en funcién de h para vy = 1,95. b) Solucién exacta (—)
y aproximada con HAM (- —). ¢) Comparacién periodos: (—) exacto dado en (4.6),
(++) 2m/w'® calculado con HAM.

Segun la definicién dada en (3.22), calculemos el error medio cuadratico de orden
1 dado por

1 2

Ei(h) = %/0 ' ((wo + w1)%ag(Bo(t) + 61(t)) + sen (ag(Ao(t) + 91(t)))> dt, (4.30)
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con las funciones y cantidades calculadas antes. Para valores arbitrarios de ay hallar
el minimo de esta funcién no resulta un calculo directo ya que las integrales no
son elementales. En la tabla 4.1 mostramos los errores calculados numéricamente
considerando h = —0,8, h = —1 y h = —1,2. Consideramos varios valores de la
velocidad inicial v, siendo ag = arccos(1 — v3/2). Se observa que el error es muy
pequeno para velocidades vy < 1,95.

Tabla 4.1: Error E; para distintos valores de vy v h.

vg 0.55 0.9 1.25 1.6 1.95

h=-08 8,15504 x 10°% 0,0000567241 0,0000959451 0,00022211 0,016231
h=-1 5,38282 x 1075 0,0000140502 0,0000216898  0,00068958 0,0081467
h=-12 3,18443 x 1075 1,10234 x 10~ 0,000324206  0,00354331 0,0069755

4.4. Rotaciones. Otras coordenadas

El método como fue desarrollado en la seccién anterior esta basado en la eleccion
de valores de la amplitud de las vibraciones. La definiciéon de amplitud que consi-
deramos deja de tener sentido para las rotaciones. Ademads, considerando el plano
como un cubrimiento del cilindro la funcién € que representa una rotacién no es
estrictamente periédica ya que el movimiento no ocurre en una sola carta coorde-
nada. Para poder aplicar el HAM para hallar soluciones rotatorias del péndulo en
forma directa mapeamos el cilindro sobre el plano sin el origen (plano punteado). El
objetivo de este cambio de coordenadas es resolver las ecuaciones para una rotacién
completa en el dominio de una sola carta. La relacién con las coordenadas angulares
es la siguiente

v =esend.

_ 8
{ u—e'cose, (4.31)

La ecuacién del péndulo en las nuevas coordenadas resulta

{ u = —uv(u? +0?) 712 — Lolog(u® + v?), (4.32)
0

= —v%(u? +v?) 72 4 Tulog(u® + v?).

En este caso, supongamos que existe una solucion periddica con frecuencia w y tal
que (u(0),v(0)) = (¢4, 0). Normalizamos el sistema anterior de manera que la nueva
solucién periddica (up, vp) tenga frecuencia 1 y verifique (up(0),vp(0)) = (1,0) (una
vez mas mantenemos los nombres de las variables por simplicidad), obtenemos

wit = —uv(u? +v?*) 7% —vg — Lulog(u® +v?), 133
wi = —v?(u? 4+ v?) 2 + ug + tulog(u® + v?). (4:33)

Para encontrar las soluciones periddicas del sistema anterior utilizamos el HAM
descripto en la seccion 3.3 del capitulo anterior adaptado al caso de sistemas de
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ecuaciones. Utilizamos el operador £ definido por

_( & 1 o\ _( Tt
£[¢]—<fl %)<¢2)—(_21+%>. (4.34)

siendo ¢ = (¢1, ¢2). Debido a la relacién de este operador de dos dimensiones con el
operador lineal utilizado en la seccién 3.3, definimos facilmente (en cierto conjunto
de funciones periédicas) el operador inverso £7! de (4.34) utilizando el operador
inverso para una dimension ya definido. De acuerdo a las condiciones en t = 0
tomamos como funcién inicial (ug(t),vo(t)) = (cost,sent).

A partir de (4.33) el operador no lineal resulta

Nal¢, Q. E] = Nlo(t. q),2(q), E(q)] = (4.35)

( N ) _ [ Q0¢1/0t + dr19a(F + $3) 712 + 9= + s log(¢F + ¢3) (4.36)
Ny Qg2 /0t + $3(d7 + ¢3) /2 — 912 — %¢1 log(¢7 + ¢3) ' '

Con las definiciones anteriores construimos la familia de operadores H, como
en (3.2). Buscamos funciones analiticas que verifiquen #H,[¢,Q,Z] = 0, para ¢ €
[0,1]. Consideramos ademés ¢(0,q) = (1,0), para ¢ € [0,1]. Reemplazando en la
homotopia el valor ¢ = 0 tenemos ¢(t,0) = (ug(t), vo(t)). Por otro lado, si ¢ = 1 la
solucién periddica de (4.33) serd

()= (an) - (5200) won

~+00 +oo
w=Q1) =) w,  E=E1)=) & (4.38)
k=0 k=0

y ademas

El sistema de ecuaciones diferenciales para hallar el primer término resulta

{ Uy (t) +v1(t) = h(—wosent + costsent + &ysent),

—up(t) +01(t) = h(wpcost +sen®t — & cost), (4.39)

con condicién inicial u;(0) = v1(0) = 0. Por la definicién del operador inverso de L,
el término (uy(t),v1(t)) serd periddico si los coeficientes de cost y sent se anulan en
la siguiente expresion

0
(@)

Luego, este término serd periddico si wy = &;. Podemos ahora resolver el sistema
(4.39) para obtener

ua (t)

vi(t)

Para cada k > 2, utilizando el operador inverso de L, el término (uy(t), vk (t))
sera perioddico si los coeficientes de cost y sent se anulan en

2 aklel B akleQ
ot 8qk—1 aqk—l

= 2(—wo + &) cos(t) + %(—1 + 3 cos(2t)). (4.40)

(—1 — cos(2t))),

h(cos(t) +
h — = sen(2t)).

(sen(t) (4.41)

DO [ =00 [+

(4.42)

q:0'
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Como en el caso anterior, uno de estos coeficientes se anula para todo £ y el restante
relaciona los valores wy_1 v &_1. Es conveniente fijar el valor £ = 9(0), y & =
0 si k& > 1. Fijados los valores de &_; calculamos los términos wy_1 v (ug, k).
Tenemos asi el desarrollo de la solucién (up,vp) y la frecuencia w correspondientes
a la condicién inicial (ef,0) hasta un orden deseado.

De acuerdo a lo anterior y si consideramos &, > 2, en las coordenadas originales
la solucién hallada corresponde a la solucién rotatoria con velocidad 8(0) = & > 2
para 6(0) = 0. Dada la simetria de las soluciones rotatorias no es necesario rea-
lizar calculos para el caso vy < —2. Sin embargo, su consideraciéon arroja algunas
observaciones interesantes.

Si fijamos un valor 9(0) < =2, la frecuencia w que obtenemos es negativa. Esto
se debe a que el sentido de rotacion es distinto. En su representacion en el plano
luego del cambio de coordenadas estas soluciones tienen sentido horario, mientras
que las correspondientes a 6(0) > 2 tienen el sentido contrario. Para evitar el signo
negativo de la frecuencia, el nuevo sentido de rotacion puede traducirse en un cambio
en la condicién inicial y el operador lineal utilizados. En este caso es mas adecuado
considerar la condicion inicial (ug(t),vo(t)) = (cost,—sent), y el operador lineal
traspuesto de £ en (4.34).

4.4.1. Resultados numéricos

Dado un valor vy > 2 podemos calcular el movimiento rotatorio correspondiente.
Como en el caso anterior, una vez realizados los calculos hasta el orden deseado
observamos los polinomios en funcion del parametro h y elegimos un valor adecuado
del mismo. En la figura 4.3 a) comparamos la solucién exacta (4.7) junto con la
aproximada usando el HAM hasta orden 10 para vy = 2,5 y vp = 3. Mostramos las
soluciones tanto en el espacio (u,v) como en el cilindro.

Fijando h = —0,3 en el primero de los valores vy mencionados la expresién de la
solucién resulta

up(t) = 1,00598 + 7,61297 cos(1,99018t) + 2,83201 cos(3,98036¢)+
0,613502 cos(5,97053t) + 0,10334 cos(7,96071t) 4+ 0,0133044 cos(9,95089¢)+
0,00129487 cos(11,9411¢) + 0,0000891894 cos(13,9312¢)+

4,33837 x 107 cos(15,9214¢) + 1,163544 x 10~ cos(17,9116¢)+

4,043190 x 107 c0s(19,9018t) — 1,267310 x 1071 cos(21,892t)

vp(t) = 7,61297 sen(1,99018t) + 2,79792 sen(3,98036¢) + 0,610272 sen(5,97053t)-+
0,103039 sen(7,96071¢) + 0,0132836 sen(9,95089¢) + 0,00129386 sen(11,9411¢)+
0,0000891479 sen(13,93121) + 4,338662 x 10~ sen(15,9214t)+

1,162647 x 1077 sen(17,9116t) + 4,055239 x 102 sen(19,9018¢)—

1,267310 x 10710 sen(21,392¢).

(4.43)

Mientras que para el caso vy = 3 con h = —0,2 tenemos

up(t) = 1,70325 + 14,0746 cos(2,61725t) + 3,68573 cos(5,2345t)+
0,551584 cos(7,85176t) + 0,0644068 cos(10,469¢) + 0,00556285 cos(13,0863¢)+
0,000358114 cos(15,7035¢) 4 0,0000152767 cos(18,3208t)+
5,073228 x 1077 cos(20,938t) + 4,111218 x 10~° cos(23,5553t)+
4,416404 x 10710 cos(26,1725¢)
(4.44)
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(@)

(b)

Figura 4.3: a) Soluciones rotatorias exactas (—) y soluciones aproximadas con HAM
(— —) en ambos sistemas de coordenadas; b) Comparacién de periodos: (—) exacto
en (4.8) y (--+) 2w /w™" calculado con HAM.

vp(t) = 14,0746 sen(2,61725t) + 3,65976 sen(5,2345t) + 0,549794 sen(7,85176t)+
0,0643009 sen(10,469¢) + 0,00555781 sen(13,0863¢) + 0,000357997 sen(15,7035¢)+
0,0000152709 sen(18,3208¢) + 5,074780 x 10~ sen(20,938¢)+

4,101773 x 10 sen(23,5553t) + 4,418700 x 1010 sen(26,1725t).

(4.45)
Ademas, en este caso también es posible calcular aproximaciones de la frecuencia
w en funcién de la velocidad inicial vy. La aproximacién para orden 8 resulta

WO = g + 8h + h? (28 + 1) + B (5608 + 14vg + 128) + 2 (28v, + 1) +
h (7003 4+ 10500 4 2635w %> + h? (5608 + 2803 + 52507 + 1885w 4 14600) 4

192

6 5 , 35va | 875vi | 941502 | 14609v, | 437017

h? { 28vg + 7t T T a1 T ies )T

7 6 5 , 375v3 | 1345v3 | 2087v3 | 62431vo , 185701

h* (8ug +6vg + =52 + —5 2+ =+ e+ e )

8 (7, Tv§ | 52505 | 9415vF | 14609v3 | 437017vi | 1299907vy , 101836543

ho{vo+ 5+ + 381 T —e6 T e T 1ozss T elosise

(4.46)

En la figura 4.3 b) comparamos el periodo (4.8) con el calculado a partir de

la aproximacién anterior fijando h = —0,15. Para valores de vy entre 3,2 y 15 el

error relativo de la aproximacién no supera el 1%. Para valores vy < 3,2 el error
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aumenta considerablemente, pero puede mejorarse calculando aproximaciones de
mayor orden.

4.5. Conclusion

En este capitulo aplicamos el HAM para hallar expresiones analiticas de las solu-
ciones oscilatorias y rotatorias del péndulo simple. Para este tltimo caso, mapeamos
el cilindro sobre el plano sin un punto y aplicamos el HAM para estudiar el sistema
de ecuaciones diferenciales resultante. Las aproximaciones de ambos tipos de solu-
ciones resultan muy buenas comparadas con las exactas que se calculan utilizando
funciones elipticas de Jacobi. Ademas, el método permite obtener expresiones para
la frecuencia de las soluciones periddicas. Observamos que el periodo correspondien-
te es una muy buena aproximacién del exacto, en un amplio rango de velocidades
iniciales. De ser necesario, esta aproximacién puede mejorarse aumentando la can-
tidad de términos calculados. Mostramos de esta manera que el HAM resulta un
método adecuado y efectivo para estudiar la dinamica y las soluciones de ecuaciones
diferenciales.

En los capitulos siguientes consideraremos una modificacion con retardo del
péndulo rotatorio, este ultimo puede ser estudiado de manera similar al caso sim-
ple mostrado aqui. En general, este método puede ser conveniente para el estudio
de centros no lineales, por ejemplo en sistemas hamiltonianos, para aproximar las
soluciones periddicas y obtener buenas aproximaciones del periodo de las mismas.
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Ecuacion de van der Pol con
retardo, HAM iterado y
bifurcaciones

5.1. Introduccion

Por medio de este ejemplo, mostramos que el HAM es una herramienta apro-
piada para estudiar soluciones periédicas en ecuaciones diferenciales no lineales con
retardo. Nos enfocamos en el andlisis de bifurcacién y estabilidad de soluciones pe-
riodicas. Los resultados no son los mas generales que podriamos obtener, sin embar-
go, la aplicaciéon de HAM a un sistema especifico ilustra las dificultades que pueden
aparecer al estudiar este tipo de ecuaciones y como podemos resolver algunas de
esas dificultades.

Las ecuaciones de van der Pol y van der Pol-Duffing han sido estudiadas apli-
cando el HAM en [42, 48]. En [5] se estudia la ecuacién de van der Pol con retardo,
aplicando métodos perturbativos se muestra la presencia de bifurcacion de Hopf.
Por otro lado, en [81] se analiza la bifurcacién de Hopf en la ecuacién de van der Pol
realimentada con retardo utilizando formas normales y el teorema de la variedad
centro.

El método de anélisis homotépico como fue presentado en la seccion 3.3 permite
construir expresiones analiticas de las soluciones periddicas de la ecuaciéon estudia-
da. Para el estudio de este ejemplo implementamos el HAM iterado para mejorar la
eficiencia numérica del método. Ademas utilizamos iteraciones en el calculo de multi-
ples soluciones. Estas modificaciones al HAM clésico, combinadas con la utilizacion
de paquetes de calculo simbdlico, nos permiten explorar el espacio de parametros y
encontrar las soluciones oscilatorias del sistema. Ademas, debido al alto orden de
las aproximaciones de los ciclos obtenidas podemos aplicar el método de colocacion
de Chebyshev presentado en el capitulo 2, para estudiar la estabilidad de manera
eficiente.

En el estudio de esta ecuacién y su dindmica nos encontramos con distinto
tipo de bifurcaciones, algunas se relacionan con los equilibrios, la bifurcacién de
Hopf, bifurcacion de Hopf doble, etc., y otras son bifurcaciones de ciclos, fold, flip
y Neimark-Sacker. El andlisis de estas bifurcaciones es esencial para determinar el
comportamiento del sistema considerado al variar los parametros.

o1
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5.2. Ecuacion de van der Pol con retardo

Consideramos la ecuacién de van der Pol realimentada con retardo
2" (t) 4+ e(x?(t) — 1)’ (t) + 2(t) = dex(t — 7), (5.1)

donde €, d son constantes reales positivas y 7 > 0 representa el retardo.

Supongamos que existe una solucion peridédica con amplitud a y frecuencia w de
la ecuacién anterior. De acuerdo a lo desarrollado en la seccion 3.3, la ecuacién que
resulta de la normalizacién es

Wi (t) + ew(a®2?(t) — 1)’ (t) + 2(t) = dex(t — wT), (5.2)

la solucion periddica correspondiente tiene amplitud y frecuencia 1, y debe verificar
las condiciones de fase: (0) =1y 2/(0) = 0.
Consideramos la familia de operadores

HQ[(b? Q7 A] = (1 - Q)‘C[¢ - ZE()] - thQ[¢a Q7A]’ (53)

donde h # 0 es el parametro de control de convergencia y xy es una aproximacion
inicial que pertenece al espacio C% (R) y verifica z¢(0) = 1 y x{(0) = 0. Ademds, £
es el operador lineal

_

y N, es definido a partir de (5.2) como
0? 5
Aol 2,4 = 22 TUED. 4 gy ()it - 2D

o(t,q) — degp (t —Qq)7,q). (5.5)

Al igual que en la seccién 3.3, consideramos las siguientes expresiones en serie

rp(t) =0t 1) = xp(t), w=0(1)=) wp a=A1)=> a. (56)

Las series anteriores dependeran del parametro h, y seran convergentes si es posible
fijar un valor adecuado de este parametro. Calculamos el término z; para k > 1,
utilizando las ecuaciones

ho OFIN[6,Q, Al
k—1! g1

E[Ik(t) - :ck,l(t) + 51k$0<t)] =

: (5.7)

q=0

y las condiciones iniciales z(0) = 0, z},(0) = 0.

La derivada en el lado derecho de la ecuacion anterior presenta una diferencia
respecto de los ejemplos trabajados anteriormente que tiene que ver con la presencia
de retardo. La derivada del ultimo término del operador en (5.5) implica la necesidad
de derivar la composicién de dos de los desarrollos en serie (5.6). Como suponemos
que las series son convergentes para ¢ € [0, 1] esta derivada se obtiene utilizando la
regla de la cadena.

Resolvemos el problema en (5.7) invirtiendo el operador £ teniendo en cuenta
las condiciones indicadas en la seccién 3.3 para que cada término resulte periédico.
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Figura 5.1: Cantidad de condiciones iniciales que predice el sistema (5.9) para e = 1.

Curvas de cambio de cantidad de condiciones iniciales (— —) y curvas de puntos de
Hopf (—).

Estas condiciones se verifican en cada paso k fijando valores adecuados de wy_1 y
ap_1, obteniendo asi los desarrollos en serie de w y a.

Si consideramos la aproximacién inicial z((t) = cos(t), la ecuacion (5.7) para
k =1, resulta

i (t) + x1(t) = h<(1 — wj — de cos(woT)) cos(t)+

ai d ag
ew0<1 1w sen(on)) sen(t) — €wo " sen(3t)), (5.8)

luego, como h # 0, wg y ag deben ser solucion del siguiente sistema
1 — w? — decos(wyr) = 0,
2
g

1- T w sen(wot) = 0.

(5.9)

Podemos analizar la primera de estas ecuaciones graficamente para wy, y luego po-
demos despejar ag de la segunda ecuacién. El nimero de soluciones de estas ecua-
ciones nos brinda una primera estimacion del nimero de ciclos para cada valor de
los pardmetros (ver figura 5.1). Més adelante veremos cémo se puede mejorar esta
estimacion.

Una vez determinados los valores de wg vy ag, podemos calcular z; y plantear la
ecuacion para xo, a partir de la cual obtendremos un sistema, en este caso lineal,
que nos permitirda determinar w; y a;. Continuando de esta manera podemos obte-
ner expresiones analiticas aproximadas de la solucion periddica, y desarrollos de la
frecuencia y la amplitud hasta un orden de aproximacion arbitrario en q.

Mencionamos anteriormente que las aproximaciones se encuentran en funcién de
h, y una idea de los valores de este parametro para el cual las series son convergentes
se consigue observando las h—curvas. En la figura 5.2 a) mostramos varias h—curvas
para una expresion de orden 20 de un ciclo calculado con € = 0,5, 7 = 12, y d = 1,35.
En b) graficamos el ciclo correspondiente en funcién de ¢ para h = —0,6, junto con
la aproximacién numeérica del mismo calculada con Mathematica, observamos la
similitud entre ambos.
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Figura 5.2: a) Polinomios en funcién de h. b) (— —) ciclo HAM de orden 20, (—)
aproximacién numeérica.

5.3. Uso de iteraciones

Como es usual en los métodos de busqueda de soluciones éptimas, el uso de
iteraciones mejoré en gran medida nuestros resultados con HAM. Utilizamos las
iteraciones con dos objetivos principales, uno relacionado al calculo de multiples
soluciones y el otro vinculado al célculo eficiente de ciclos particulares.

5.3.1. Muiltiples soluciones

De acuerdo a lo desarrollado en la secciéon 3.3, la cantidad de ciclos de la ecuacion
normalizada (5.2) que podemos calcular con HAM estd asociada directamente a la
cantidad de valores inciales wy y ag que resuelven el sistema

1 2
11 = —/ N[JIQ,Wo,CLQ]COStdt:(],
o, (5.10)
dl,l = %/ N[xg,wo,ao]sentdtzo.
0

Asi, los valores iniciales dependen fuertemente de la aproximacién inicial zy5. Como
hemos mencionado xy pertenece al espacio C3 (R) y ademés verifica las condiciones
iniciales 2(0) = 1 y 2/(0) = 0. Existen entonces infinitas posibilidades de elegir tal
funcién.

Supongamos que tenemos evidencia de que existen multiples soluciones periodi-
cas, debido por ejemplo a alguna bifurcacion. Sin embargo, tomando como funcién
inicial xy = cost, el sistema (5.9) tiene una unica solucién wy, ag. En ese caso, es
posible generar nuevos valores iniciales wy, ag por medio de iteraciones de la solucién
inicial. Cada iteracion estd basada en tres pasos:

1. Resolver el HAM con orden 1, obtener la nueva aproximacién inicial Z, fijando
un valor de h.

2. Generar con Ip un sistema de la forma (5.10) y calcular los nuevos valores
iniciales wy, ag. Existira al menos un par de valores al igual que en el paso
previo.
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Figura 5.3: Amplitud de los ciclos para e = 1,4142 y 7 = 9. (---) sin iteracién de
condiciones iniciales, (-00) con tres iteraciones de condiciones iniciales.

3. Usar la funcién zy obtenida como entrada para la siguiente iteracion.

Si la cantidad de pares de valores iniciales wy, ag, no aumenta luego de una cantidad
predeterminada de iteraciones detenemos este proceso de generacién y continuamos
con el calculo de la solucion periddica. Si la cantidad aumenta utilizamos cada par
de valores obtenidos para el calculo de la solucion periddica correspondiente con
HAM.

Particularmente en el caso de la ecuacién de van der Pol con retardo, en algunas
regiones del espacio de parametros (especialmente si 7 toma valores grandes), el
calculo de los ciclos era a simple vista incompleto cuando (5.9) generaba los valores
iniciales. Por esto fue necesario corregir la generacion utilizando iteraciones. En la
figura 5.3 mostramos un ejemplo de los resultados del nuevo proceso de generacion
de los valores iniciales. Graficamos la amplitud de los ciclos para e = 1,4142 y 7 = 9,
en funcion de d, con tres iteraciones (circulos) y sin iteraciones (puntos). Es claro
que si no realizamos la iteraciéon soélo uno de los ciclos es detectado para d en el
intervalo [0,2455, 0,34].

5.3.2. HAM iterado

Ya que el objetivo principal en este ejemplo es analizar soluciones y sus bifurca-
ciones al variar los parametros de la ecuacién, es importante poder realizar calculos
de los ciclos con mucha precisién. Esto se lograria facilmente aumentando la canti-
dad de términos calculados en la aproximaciéon HAM. Sin embargo, a medida que
este orden crece la cantidad de términos que intervienen en los cdlculos aumenta en
gran medida. Es por esto que se hace necesario contar con un método mas eficiente
que el HAM original para el cdlculo de aproximaciones.

El HAM iterado consiste en el calculo de un nimero fijo de términos en la ex-
pansién de una solucién particular buscada, fijar un valor apropiado de h (elegido
observando las h—curvas de la primera iteracién) y usar la funcién obtenida como
entrada de la siguiente iteracion. De esta manera, exploramos el espacio de funciones
27 periddicas de amplitud unitaria transformando iterativamente las aproximacio-
nes de las soluciones. El proceso termina cuando la diferencia entre dos iteraciones
sucesivas es menor que cierto valor de tolerancia.
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Seleccionando un valor del pardmetro h, reducimos en gran medida el niimero de
términos que intervienen en el célculo. Luego, como esperdbamos, el HAM iterado
mejora la velocidad de calculo del ciclo respecto del procedimiento original. Ademas,
este proceso no afecta la calidad de la soluciéon como una aproximacion de la solu-
cién exacta. De hecho, generalmente provee una mejor aproximacion que aquellas
obtenidas con el HAM usual descripto en la seccién 3.3.

Como un ejemplo, consideremos en la ecuacién analizada ¢ = 0,5, 7 = 12 y
d = 0,35. Estos son los valores para el ciclo que mostramos en la figura 5.2. La
tabla 5.1 contiene los valores de w, a, z”(0), y z”(0) para este ciclo. Estos son
calculados con HAM cléasico y HAM iterado, tomando diferentes érdenes y cantidad
de iteraciones, respectivamente. El orden para el HAM iterado es 5 en todos los
casos. Observamos la similitud entre los valores obtenidos con HAM de orden 40 y
HAM iterado con 8 iteraciones, sin embargo el tiempo de cdlculo del segundo fue
cercano al 3% del primero.

Tabla 5.1: Valores para el tnico ciclo obtenido con € = 0,5, 7 =12, y d = 1,35.

HAM sin iteraciones HAM orden 5 con iteraciones
orden 10 orden 20 orden 40 2 iter 4 iter 8 iter
w 0,920582 0,920284 0,920325 0,920219 0,920322 0,920324

a 3,070616  3,072865  3,072773  3,073421  3,072783  3,072775
2”(0)  —0,753920 —0,753933 —0,753726 —0,753705 —0,753706 —0,753726
27(0)  2,8902260  2,911034  2,912385  2,943078 2912267  2,912386

5.4. Bifurcacién de Hopf y Hopf doble

En esta seccién obtenemos puntos que verifican las condiciones necesarias para
que la ecuacion presente una bifurcaciéon de Hopf. Luego calcularemos las soluciones
periédicas utilizando HAM lo que nos permite calcular los diagramas locales de
bifurcacién.

Un calculo sencillo permite hallar los equilibrios de la ecuacién (5.2). Observamos
que, si de # 1, & = 0 es el unico equilibrio, mientras que si de = 1 existen infinitos
equilibrios no aislados, estudiaremos solo el primero de estos casos.

Determinamos la estabilidad del equilibrio trivial utilizando la ecuacién carac-
teristica

M —eA+1—dee™™ =0. (5.11)

Se sigue que no existen raices caracteristicas iguales a cero (ya que consideramos
de # 1), mientras que existen raices imaginarias puras A = iw, con w > 0 si se puede
resolver el sistema

1 — w? — decos(wt) = 0,

—w + dsen(wt) = 0. (5.12)

Como observamos en la seccion 3.4, este sistema coincide con el obtenido conside-
rando ag = 0 en (5.9).
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Figura 5.4: Superficie S en el espacio d—7—¢; ( — ): curvas de autointersecciones.

A partir del sistema anterior es posible definir una superficie S en el espacio
de pardametros d-7—¢, formada por infinitas hojas (ver figura 5.4). Utilizando las
ecuaciones (5.12) obtenemos las siguientes expresiones para 7 y d en funcién de w y
del parametro e,

V14 (€ = 2)w? +w?

d )
€
1
— (2k7r+ arctan ( i 2)) si w#1, (5.13)
T: w 1 _w
2k7r+g, si w=1.

En la ecuacion anterior £ € N U {0} y la funcién arctan estd definida de manera
que la funcién 7 resulte continua en w = 1. Para cada valor de k estas expresiones
determinan una hoja de la superficie S. En los puntos de la superficie se verifica la
condicién necesaria para la existencia de bifurcacién de Hopf, esto es, la existencia de
un par de raices caracteristicas imaginarias puras. Ademas, en las autointersecciones
de S, la existencia de dos pares de raices complejas conjugadas imaginarias puras es
un indicador de la posible existencia de bifurcaciones de Hopf dobles.

En lo que sigue consideramos d como parametro de bifurcacion. La condicion de
transversalidad de las raices caracteristicas, esto es, que la derivada de la parte real
de la raiz respecto del parametro no se anule, se verifica si

1+ w?
r e (5.14)

C

siendo w, el valor de la frecuencia en el punto de bifurcaciéon d.. Realizando algunas
operaciones simples con las ecuaciones en el sistema (5.12) obtenemos

92—t/ 41—
wcl,cZZ\/ ‘ Ve ( ) (515)

5 .

En la figura 5.5 graficamos las curvas de posibles puntos de Hopf para tres valores
fijos de e.

Es interesante ademas poder determinar la existencia de puntos de Hopf doble.
La dinamica alrededor de este tipo de puntos involucra la interaccién de més de
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Figura 5.5: Curvas de posibles puntos de Hopf para tres valores fijos de e.

un ciclo, y el comportamiento de los mismos al variar los parametros es particular-
mente interesante en entornos de puntos de Hopf doble resonante. En la siguiente
proposiciéon determinamos condiciones necesarias para hallar este tipo de puntos de
bifurcacién fijando valores adecuados de e.

Proposicién 18. Si la ecuacion (5.1) presenta una bifurcacion de Hopf doble re-
sonante p:q, con p # q, entonces existe 0 < €, < /2 y un par de valores ki,
ke € NU {0}, tales que se verifica

p (2k17r + arctan (166%2)> = 2kom + arctan <M) : (5.16)
q w

2 2,42
c q- — pue

2 — ¢
we = ‘/T@Z' (5.17)

Demostracion. Supongamos que existe una bifurcacién de Hopf doble, entonces de
acuerdo a la definicién de la superficie S deben existir valores w.; y wes tales que

stendo

d(we) = dwe) vy T(Wer) = T(We2), (5.18)
con d y 7 definidos en (5.13). Si we # we, la primer ecuacién implica que
wh +wh =26, (5.19)

y existirdn intersecciones sélo si € < v/2. Por otro lado, de la segunda ecuacién se
sigue que

We2 <2k17r + arctan (1 ewi2 )) = We1 (21{:2# + arctan (1 EwiZ )) ) (5.20)
- Wl W2

para un par de valores ki, ks € NU{0}. Si la bifurcaciéon de Hopf doble es resonante
p:q, entonces we/we = p/q, con p,q € N. Si p # ¢, de la ecuacién (5.19) obtenemos

2 — €2
we = ‘/T(g)?’ (5.21)

y reemplazando en (5.20) resulta (5.16). O
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Como ya mencionamos, la proposiciéon anterior nos brinda condiciones necesarias
para la existencia de bifurcacién de Hopf doble resonante. Fijados los valores p y
q, la ecuacién (5.16) nos permite hallar un valor del pardmetro €., si es que existe,
para el cual obtenemos una bifurcacién resonante p:q. En relacién con la estabilidad
del equilibrio el caso méas interesante es el correspondiente a intersecciones de una
misma hoja en la superficie S, es decir, cuando consideramos k; = ko en (5.16).

., Qué sucede con las resonancias del tipo 1:17 De acuerdo a las definiciones en
(5.13), la tnica posibilidad de que la superficie se autointersecte con la misma fre-
cuencia es considerando w; = wy, = 1. En las demads intersecciones intervienen dos
valores de frecuencia, uno de los cuales es mayor que 1 y el otro menor. Entonces,
considerando el sistema (5.12), se sigue que el mismo tiene una solucién doble en
w = 1 cuando

s 2
d=1, 7=2kr+_-, e=-. (5.22)
2 T
En estos puntos puede existir una bifurcacién con resonancia 1:1.

Una vez que hemos determinado un posible punto de Hopf doble, realizaremos
el analisis de las soluciones periddicas alrededor de este tipo de puntos utilizando el
HAM. Es necesario ademaés poder estudiar las bifurcaciones de los ciclos en entornos
de ese punto, lo que hace necesario poder determinar la estabilidad de los mismos.
Como mencionamos anteriormente no se ha podido desarrollar una técnica analitica
para calcular esta estabilidad en el caso general. Utilizamos entonces el método de

colocacion de Chebyshev.

5.4.1. Estabilidad de soluciones periédicas

Para estudiar la estabilidad de las soluciones periédicas xzp (con amplitud a y
frecuencia w) escribimos x(t) = xp(t) +v(t). Usamos esta sustitucién en la ecuacién
(5.2) y analizamos la estabilidad del equilibrio v = 0. Si el equilibrio trivial es
asintéticamente estable entonces zp es asintoticamente estable, de otra manera es
inestable. Para determinar la estabilidad de la solucién trivial estudiamos la ecuacion
lineal con coeficientes periddicos

Wi (t) + ew(a*rh(t) — DV (t) + (Rewazp(t)2p(t) + 1v(t) = dev(t — wr). (5.23)

Usando el método de colocacién de Chebyshev, descripto en 2.5, definimos una
matriz de monodromfa finito dimensional U cuyos autovalores aproximan los multi-
plicadores de Floquet. La exactitud de los multiplicadores de Floquet generalmente
mejora al incrementar el nimero de puntos de colocacion.

Como ya mencionamos, si el periodo del ciclo no es miiltiplo del retardo es nece-
sario realizar interpolaciones. La manera mas facil es considerar una interpolacion
lineal representada por una matriz M. Comparamos los autovalores calculados con
los obtenidos utilizando DDE-Biftool [23] en algunos casos particulares y los resul-
tados muestran una buena coincidencia. En la tabla 5.2 mostramos los resultados
obtenidos para un ciclo particular.

Otra interpolacién posible es la baricéntrica, andlogamente al caso anterior po-
demos definir una matriz Mp y aproximar los autovalores del operador U. Los
autovalores obtenidos son comparados con los correspondientes calculados con DDE-
Biftool. Observamos que la aproximacion es mejor que cuando se utilizaba interpo-
lacién lineal, para el mismo nimero de puntos de colocacién m (ver tabla 5.2). Esta



60 Capitulo 5. van der Pol con retardo, HAM iterado

ultima interpolacion es la que utilizamos en el célculo de la estabilidad en lo que
sigue.

Tabla 5.2: Autovalores del ciclo para e = 0,1, 7 =7,y d = 8,3328.

Interpolacién lineal Interpolacién baricéntrica
m =40 m = 100 m =40 m = 100

DDE-Biftool

—1,2202 £ 0,8640¢  —1,2203 +0,86147  —1,2204 £0,86337 —1,2209 + 0,86387  —1,2204 £ 0,8638:

1,0000 0,893 0,0976 0,9975 0,0992
0,8985 . 0,8974 0,8991 0,8984
0,8880 0,8898 + 0,0022: 0,8883 0,8883 0,8881

—0,2232 £0,2750i —0,2192 4 0,2692i  —0,2225 £ 0,27415  —0,2228 & 0,2752i  —0,2231 % 0,27504
—0,0680 £ 0,1979;  —0,0646 & 0,1907i —0,0675 £ 0,1967; —0,0683 & 0,1977i  —0,0680 + 0,1978;
0,1422 £ 0,0302;  0,1332+£0,02915  0,1407 & 0,0300i  0,1421 +£0,0297;  0,1420 = 0,03014
—0,0744 £ 0,0805; —0,0682 & 0,0725i —0,0735 +£0,0792i —0,0743 & 0,0805i  —0,0743 + 0,0804i
—0,0247 £0,0835:  —0,0208 & 0,0730i  —0,0240 £ 0,0819;  —0,0255 = 0,0834i  —0,0246 + 0,0834i

5.5. Cercanias de puntos de Hopf doble

El conocimiento de los ciclos y su estabilidad nos permite detectar y analizar
bifurcaciones en las que ellos intervienen. En este caso nos enfocamos en el analisis
de ciclos cercanos a bifurcaciones de Hopf doble. Para llevar a cabo este analisis,
detectamos pardametros adecuados utilizando la proposicién 18, luego, fijado € encon-
tramos todos los ciclos y su estabilidad a lo largo de lineas horizontales del plano d—7
utilizando las técnicas desarrolladas anteriormente. Podemos detectar de esta mane-
ra bifurcaciones Neimark—Sacker y fold de ciclos, que confirman el comportamiento
dindmico esperado en entornos de cada punto de Hopf doble (ver [45]).

Ademas del analisis anterior, la utilizacién del HAM permite calcular una so-
lucion periddica asociada al ciclo estable de la ecuacién de van der Pol sin retardo
(ver 3.3.1). Podemos estudiar el comportamiento de este ciclo al variar distintos
parametros y su relacion con los ciclos que se originan en las distintas bifurcaciones.

5.5.1. Hopf doble resonante 3:4

De acuerdo a la proposicion 18, fijando € = 0,139057, calculamos que existe un
posible punto de bifurcacion de Hopf doble resonante 3:4 cuando d = 2,22971 y 7 =
7,90083. Los pares de autovalores correspondientes son +¢1,125888 y =+ 0,844416,
y probamos facilmente que la condicién (5.14) se verifica para las dos frecuencias
correspondientes. El andlisis del comportamiento de los ciclos en las cercanias del
punto de Hopf doble nos permite detectar la ocurrencia de bifurcaciones Neimark—
Sacker (NS). Estas estdn asociadas a la aparicién de toros 2D. La dindmica que
observamos corresponde a uno de los conocidos como casos simples de resonancia
[45].

Describimos qué sucede cuando los parametros d y 7 varian alrededor del punto
de Hopf doble : en la regién I (ver figura 5.6 a)) el equilibrio es estable, al pasar a
la regién 11 sobre los puntos de la curva H; el sistema sufre una bifurcacion de Hopf
supercritica. El ciclo que surge es estable y continta siendo estable en la region
ITI. En los puntos de bifurcacién de Hopf H, nace un nuevo ciclo inestable, que
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Figura 5.6: a) Entorno de un punto de Hopf doble fijando € = 0,139057; b) Ampli-
tudes para valores constantes de 7 indicados en a).

mas adelante se estabiliza debido a una bifurcacién NS (curva T3). En la region
IV, ambos ciclos son estables y el toro 2D que aparece en la tltima bifurcacion es
inestable. Continuando, al cruzar la curva T} el toro deja de existir. En la region
V, encontramos nuevamente un ciclo estable y uno inestable, este tltimo desaparece
debido a la bifurcacion de Hopf H; y el que resta se anula en Hs.

Mostramos en la figura 5.6 a) las curvas T} y 15 en el espacio d—7, junto con
las curvas de puntos de Hopf H; y Hs, y las regiones mencionadas antes. En la
figura 5.6 b) graficamos las amplitudes de los ciclos para varios valores fijos de 7, los
resultados coinciden con la dinamica descripta que es la que se espera en entornos
de este tipo de bifurcacién. En esta figura y en las que siguen los puntos representan
las amplitudes de ciclos estables y los circulos corresponden a soluciones periddicas
inestables.

5.5.2. Folds cerca de un punto de Hopf doble

Como ya hemos mencionado existen curvas de posibles puntos de Hopf doble
en los cuales no cambia la estabilidad del equilibrio trivial. Estos son igualmente
interesantes debido a la dinamica de los ciclos que surgen de la bifurcacién. Como
un ejemplo, consideremos un entorno de un punto de Hopf doble obtenido para los
valores € = 0,5, 7 = 12,254248, y d = 1,511726. Al variar los parametros en un
entorno de este punto el equilibrio trivial no cambia su estabilidad y los dos ciclos
que surgen son inestables.

En la figura 5.7 a) mostramos la situacién en un entorno del punto de Hopf doble
para el valor mencionado de e. Mostramos las curvas de Hopf H; y Hs, y las curvas
de fold de ciclos F7 y F5 calculadas con HAM. En la misma figura indicamos con
puntos los valores de bifurcacion fold de ciclos calculados con DDE-Biftool.

En la figura 5.7 b) mostramos las amplitudes de los ciclos existentes para 7 = 12.
Observamos dos ramas de ciclos inestables que sugen de las bifurcaciones de Hopf.
En cada rama es posible observar la bifurcacion fold de ciclos, antes mencionada.
Las ramas son comparadas con las obtenidas usando DDE-Biftool. Es interesante
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Figura 5.7: a) Entorno de un punto de Hopf doble, para e = 0,5; b) Amplitud de los
ciclos para 7 = 12, —: DDE-Biftool, cco: HAM.

observar que a pesar de la inestabilidad original, luego del fold, en una de las ramas
el ciclo de mayor amplitud se vuelve estable.

Notemos que usando HAM hallamos ademaés un ciclo estable que es independiente
de la dindamica local asociada al Hopf doble, este ciclo es una deformacién de la
solucién periédica bien conocida para el sistema de van der Pol sin delay (ver seccién
3.3.1). Célculos numéricos realizados con rutinas espécificas de Matlab para este tipo
de ecuaciones [74], confirman la existencia y estabilidad de este ciclo, no fue posible
calcular esta rama de soluciones utilizando DDE-Biftool.

5.5.3. Hopf doble resonante 1:1

Finalmente, consideramos un posible punto de Hopf doble con resonancia 1:1.
Este tipo de resonancia ha sido estudiada por ejemplo en [43, 78]. Para el punto en
el espacio de parametros (e,d,7) = (4/(57),1,75/2), tenemos w; 2 = 1. Fijando e,
utilizamos el HAM para describir las soluciones periédicas en entornos de este punto
en el espacio d-.

Podemos hallar ramas de bifurcacién NS que junto con las curvas de Hopf dividen
el entorno del posible punto de Hopf doble en cuatro regiones, que graficamos en
la figura 5.8 a). El equilibrio es inestable en todos los valores de los parametros
considerados. Cuando cruzamos una curva de Hopf, de la region I a la IT o de la
region [ a la IV, aparecen ciclos inestables que se estabilizan en bifurcaciones NS
existentes en los puntos de las curvas 15 y 17, respectivamente. En la region I11 existe
un toro 2D que resulta inestable. Observamos ademas, como en el caso anterior, un
ciclo estable relacionado al ciclo del sistema sin retardo, Fig. 5.9 a).

Una resonancia 1 : 4 de ciclos aparece en las curvas Ty y Ty (ver figura 5.8 a)),
esto es, el ciclo correspondiente tiene multiplicadores de Floquet e*7/2. Asi, en estos
puntos, el ciclo cambia su estabilidad cuando un par de multiplicadores imaginarios
puros entra al circulo unidad. La dinamica en cercanias de esta resonancia puede ser
muy compleja [45]. En la figura 5.9 b) mostramos esta situacién para el punto Rj.4
sobre 77, al variar el parametro d podemos observar como varian los multiplicadores
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correspondientes a los ciclos en la rama inferior de la figura 5.9 a).
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Figura 5.8: a) Entorno de un punto de Hopf doble resonante 1:1, para e = 4/(57);
b) Amplitudes para valores fijos de 7 mostrados en a).
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Figura 5.9: a) Amplitudes de los ciclos para e = 4/(57), 7 = 7,91; b) Multiplicadores
correspondientes a los ciclos en la rama inferior de amplitudes en a).

5.6. Conclusion

En este capitulo desarrollamos y aplicamos el HAM iterado para encontrar ex-
presiones analiticas de las soluciones peridédicas de una ecuacién diferencial no lineal
con retardo. El método nos permite calcular estas soluciones con gran precision, lo
que observamos al compararlas con las obtenidas por métodos numéricos. Ademaés,
podemos realizar el anélisis de estabilidad utilizando las expresiones halladas de las
soluciones. Luego, es posible recorrer grandes regiones del espacio de pardmetros y
hallar distintas bifurcaciones. Obtenemos de esta manera distintas pinturas dinami-
cas del sistema en lo que se refiere a soluciones periddicas, no sélo de amplitud
pequena sino también asociadas a fenémenos globales.
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A través de este ejemplo hemos mostrado que el HAM es una herramienta apro-
piada para estudiar EDRs no lineales haciendo incapié en el analisis de bifurcaciones
y estabilidad de soluciones periédicas.



6

Isocronia en sistemas con retardo

6.1. Introducciéon

En este capitulo se considera un tipo particular de ecuaciones diferenciales con
retardo relacionadas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Mds precisamente consi-
deramos una ecuacion diferencial que corresponde a un movimiento en una dimension
bajo el efecto de una fuerza conservativa. Esta ecuaciéon es de la forma

v = _g<x7ﬁ)7 (61)

donde [ representa algin pardmetro adicional.

Si 0g/0x(z,5) > 0 en un equilibrio Z de (6.1), entonces este equilibrio es un
centro. En un entorno de Z en el espacio de fases x—2’ hay orbitas periddicas dis-
tribuidas continuamente. En numerosos trabajos se ha estudiado el caso en el cual
dicho centro es isocrémico, es decir, todas las orbitas tienen al misma frecuencia
[18, 19, 30, 55, 69].

Modificamos la ecuacién (6.1) agregando un término lineal proporcional a la
diferencia entre el valor actual y el valor retardado de la posicion v f(z(t) —x(t—17)).
Este esquema ha sido utilizado para controlar sistemas cadticos [66, 67]. Usualmente
la presencia del término con retardo rompe el centro y en ciertos casos se observa una
bifurcacién de Hopf al mover alguno de los pardmetros v o 5 [63]. En este capitulo
mostramos que la situacion genérica en este caso es que los ciclos emergentes en
cada rama de la bifurcacion tengan la misma frecuencia. A ésto lo llamamos una
bifurcacién isocronica.

En este caso utilizamos el HAM como herramienta tedrica para demostrar el
resultado principal, a saber, que las ramas de bifurcacién que aparecen debido al
retardo son isocronicas, por lo menos en un entorno de la bifurcaciéon y bajo ciertas
condiciones genéricas.

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la seccién 6.2 mostramos
las condiciones de bifurcacién que aparecen debido al retardo, y ademas enuncia-
mos y demostramos distintos lemas que permiten establecer el resultado principal
del capitulo. En la seccién 6.3 estudiamos dos ejemplos, el primero es un oscila-
dor anarmoénico con un término cibico y en el segundo el sistema mecanico es un
péndulo. Aplicaciones interesantes utilizando modelos de péndulos con retardo son
considerados en diversos trabajos actuales, por ejemplo en el caso de un péndulo
simple forzado, ver [85], y en el caso de un péndulo invertido en el carrito y los
distintos controles realimentados que se pueden implementar, ver [47].

65
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6.2. Bifurcacidon isocronica
Se considera la ecuacién

v +g(x, B) = 1f(x — ), (6.2)

donde z(t) € R, B € R es un pardametro, v # 0, 7 > 0 representa un retardo y
notamos z,(t) = x(t — 7). Supongamos que f: R — R es una funcién analitica, tal
que f(0) =0y f/(0) # 0, mientras que la funcién g: R x R — R es C.

Los equilibrios 2 del sistema son las soluciones de la ecuacién ¢(z,3) = 0. La
ecuacion caracteristica para el equilibrio Z resulta

N+ (3, 8) =y £ 0)(1 = ) =0, (63)
La condicién necesaria para la existencia de una bifurcacién estatica (A = 0) se

verifica si dg/0x(z, ) = 0. Por otro lado, la condicién necesaria para la existencia
de bifurcacién de Hopf resulta

—w? + %(i’, B) —~vf'(0)(1 — coswt) = 0,
vf'(0)senwr = 0. (6.4)

Como f’(0) # 0, los puntos solucién del sistema anterior tienen la forma

7= Z—” W= \/%(i,/@) A F(0)(1 = (=), neZ (6.5)

Ademas, a partir de la ecuaciéon (6.3) podemos calcular la derivada de Re A\
respecto del paramétro [ o de la ganancia del término con retardo ~. En el primer
caso la derivada evaluada en los puntos en (6.5) resulta

C(Clryrs0) d (0,
= PO + R B (%W >> | (6.6)

dRe \
dp

En el otro caso, la derivada es

S=iw

dRe )
dy

1 ()0
R CPS T EN 6.7

S=iw

En lo que sigue llamamos p al parametro (5 o v) que consideramos como parame-
tro de bifurcacion. Al variar u, en caso de que la derivada correspondiente sea positiva
(negativa) los autovalores complejos conjugados asociados a la bifurcacién de Hopf
cruzaran el eje imaginario de izquierda a derecha (derecha a izquierda). En ambos
casos podemos aplicar el teorema de Hopf para ecuaciones con retardo y asegurar la
existencia de soluciones periddicas en la cercanfa del punto de bifurcacién [35]. Por
otro lado, si la derivada es cero entonces la bifurcacion, si existe, sera degenerada.
Notaremos con p al valor critico en que se da la bifurcacién y w,, a la frecuencia
asociada a ese valor.

Las condiciones (6.5) definen curvas en el espacio p-7. Los distintos valores de k
definen distintas ramas que pueden intersectarse dando lugar a posibles puntos de

Hopf doble.
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6.2.1. Resultados principales

En esta seccion establecemos el resultado principal del capitulo. En el teorema
22 probamos que, bajo ciertas condiciones, las soluciones periédicas de la ecuacion
(6.2) tienen la misma frecuencia. En particular, las condiciones enunciadas en el
teorema implican que las soluciones de amplitud pequena que surgen a partir de
bifurcaciones de Hopf forman (lo que denominamos como) ramas isocrénicas.

Consideremos la ecuacion (6.2), mediante un cambio de coordenadas trasladamos
el origen a 2. Supongamos que existe una solucién de la ecuacién con frecuencia w
y amplitud a. Luego de sustituir ¢t por wt y x por az, la ecuacion resulta

aw’x” + g(2 + ax, B) = vf(a(z — 707 )). (6.8)

En las nuevas variables la solucion peridédica xp tiene frecuencia y amplitud uno.
Fijamos la fase imponiendo las condiciones: z(0) = 1y 2/(0) = 0.

De acuerdo a lo mencionado en la seccion 3.3, para hallar xp consideremos la
familia de operadores

HQ[¢7 Q> A] = (1 - Q)‘C[¢ - 370] - thQ[¢7 Qv A]a (69)

donde ¢ la homotopia que construimos con el método, h # 0 es el parametro de
control de convergencia y xy es una aproximacion inicial de la solucion periédica
que verifica z(0) = 1y 2((0) = 0. L es el operador lineal

0?1
=L 6.10
L) =S8+, (6.10)
y N, es el siguiente operador no lineal definido a partir de la ecuacién normalizada
2P0

Una vez més, buscamos funciones ¢, Q0 y A, analiticas para ¢ € [0, 1], tales que:
1. Hylp,Q, A] = 0 para g € [0,1],
ii. ¢ verifica las condiciones ¢(0,q) = 1y 9¢/0t(0,q) = 0 para ¢ € [0, 1].

Si estas funciones existen, tomando ¢ = 0 se sigue que ¢(t,0) = z¢(t), debido a las
condiciones en t = 0. Ademés, si ¢ = 1,

Hilo, Al = —h Ny, Q, Al = 0, (6.12)

por lo tanto, xp(t) = ¢(t,1), w = Q(1) y a = A(1) serén solucién de la ecuacién
(6.8). Para hallar las funciones ¢, 2 y A consideramos las siguientes expansiones en
series

ota) =S md, A= wd v Al =3 " (6.13)

Reemplazando estas series en H,[¢, 2, A] = 0, y evaluando en ¢ = 0 las derivadas
k—ésimas respecto de ¢ obtenemos las ecuaciones diferenciales

h ak_lNQ[¢7 Qu A]
(k—1)! dgb1

E[a:k(t) — xk,l(t) + 51k$0<t)] = s (614)

q=0
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con condiciones iniciales x(0) = 2}.(0) = 0 para k > 1.
Considerando que se debe cumplir z¢(0) =1 y 2((0) = 0, elegimos la aproxima-
cién inicial x(t) = cost. Reemplazando en (6.14) para k = 1 tenemos

7y(t) + 21 (t) =
h(—aow; cost + g(& + agcost, B) — vf(ao(cost — cos(t — we)))), (6.15)

siendo las condiciones iniciales x;(0) = 2{(0) = 0. Suponemos ag # 0, ya que en
caso contrario se anula el lado derecho de la ecuacion anterior.

En este caso, la solucion x; sera periddica si los coeficientes de sent y cost en el
término de la derecha de (6.15) son iguales a cero. Luego, wy y ag deben ser solucién
del siguiente sistema no lineal de ecuaciones

1 27
_a0w3+;/ g(ZT + agcost, B) costdt
0

27
. flap(cost — cos(t — woyT))) costdt =0, (6.16a)
T Jo
v 27
——/ flao(cost — cos(t —wpT))) sent dt = 0. (6.16b)
T Jo

Dado que ¢(& + agcost, 3) es par, en el coeficiente de sent sélo estd presente la
funciéon f. Como demostramos en el capitulo 3, las ecuaciones anteriores se reducen
a las ecuaciones de bifurcacién (6.4) en el limite ag — 0.

Si k > 2, el sistema obtenido es lineal y permite calcular facilmente wy 1 y
ai—1. Para cada valor de k, una vez resuelto el sistema correspondiente, calculamos
xk, el procedimiento se repite hasta el orden deseado. Por iltimo, utilizando las
h—curvas para fijar un valor del parametro h adecuado obtenemos la aproximacion
de la solucion buscada.

Calculamos usando el sistema (6.16), la semilla para generar cada desarrollo con
HAM. El siguiente lema estd relacionado con la determinacién del valor inicial wy
en el tipo de ecuaciones con retardo consideradas.

Lema 19. Sea f: R — R analitica con f'(0) # 0 y ag # 0, suficientemente pequeno.
Entonces se cumple

2

flao(cost — cos(t —wp)))sentdt =0 (6.17)
0

st y solo st wyT = mm, m € Z.

Demostracion. Si wyT = mm, m € Z, entonces
f(ag(cost — cos(t —wor))) = f(apg(l — (=1)") cost),

de donde se sigue que la integral (6.17) es 0.
Para probar la otra implicacion, consideremos la serie de potencias de la funcién
analitica f

()
f !(0)(

n

flag(cost — cos(t — woT))) = Z

n=1

ap(cost — cos(t —wor)))". (6.18)
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Reemplazando esta expresién en (6.17) tenemos

2m
)ag/ (cost — cos(t —wpT))"sentdt =0 (6.19)
0

Si n es par la integral anterior se anula. Si n = 2k+1 podemos probar que la integral

toma el valor — (2;;?) sen(woT) sen(woT/2)?*. Luego, la ecuacién (6.17) resulta

o 2k+1 WoT

2k ( )
—sen(woT)ag E (ao sen (—)) =0. 6.20
k:O (k+1) 'k' 2

Para valores de a( suficientemente pequenos la serie en la ecuacién anterior no se
anula, ya que f'(0) # 0 y la serie converge uniformemente en un intervalo que
contienen al origen. Por lo tanto, como ay # 0 resulta wyr = mm, m € Z. O]

Consideramos los ciclos que surgen de un punto g de bifurcacién de Hopf. El
lema anterior implica que para una amplitud inicial aq suficientemente pequena la
frecuencia inicial wy solo depende del retardo 7 y de la rama de bifurcacién elegida.
De lo anterior tenemos que, para amplitudes iniciales pequenas, wy coincide con la
frecuencia w,,, en el punto de bifurcacion.

En el siguiente lema demostramos algunas caracteristicas especiales que presen-
tan las series construidas con el HAM.

Lema 20. Consideremos el sistema de (infinitas) ecuaciones lineales (6.14), con
condiciones iniciales x¢(0) = 1, 25(0) = 0 y x2,(0) = 25.(0) = 0 para todo k > 1. En
estas ecuaciones L es el operador lineal (6.10), N estd dado por la expresion (6.11), y
&, Q y A son las series (6.13). Supongamos que f es analitica y g es C*. Supongamos
ademds que f'(0) # 0. Entonces tomando xy(t) = cost, imponiendo la anulacion de
los términos correspondientes al primer armonico en el miembro de la derecha de
las ecuaciones (6.14) y suponiendo que el valor ag inicial es suficientemente pequeno
resulta que todas las sucesivas soluciones xy que se obtiene son suma de cosenos, y
wi = 0 para todo k > 1.

Demostracion. Si xy(t) = cost, tenemos el sistema de condiciones (6.16) para hallar
wo y ag. de acuerdo al lema anterior para ag pequeno resulta wor = mm, m € Z.
Luego, xo(t — woT) = (—1)™ cost. Se sigue que

No[¢] = —agwi cost + g(& + ag cost, B) — v f(ag(cost — (—1)" cos(t))).

Podemos expresar Njy[¢] como suma de cosenos, dependiendo de la no linealidad de
f puede ser una suma finita o infinita. Entonces, resolviendo la ecuacion diferencial
(6.15) resulta que x; es de la forma

x1(t) = ¢ cost + cosent + Z by, cos kt,
k=0
kA1

pero x1(0) = 2 (0) = 0, por lo tanto ¢y = 0, y asi x; es suma de cosenos. Observemos
que también lo son las funciones x;(t — mn) y 27 (t), esto sera 1til més adelante.
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Veamos que w; = 0. La condicién para hallar w; viene de considerar los coefi-
cientes de cost y sent de

0
—é/;[ = aywiz)y(t) + 2apwowr ) (t) + aqwix’ (t)+
q=0
dg , . 0
(axa(t) + a0 () 526 + aaa(®). 9) ~ 7 5 IRRCED

Debido a la paridad de zy y z; el término que contiene sent se encuentra en

of

a_q = f/(a()(l’o(t) — .To(t — CL)OT)))(CLO.Tl(t) + alxo(t)—

q=0

aopr1 (t — woT) — a1xo(t — woT) + apwiTxy(t — wot)), (6.22)

los demas términos son sumas de cosenos. Reemplazando xg y wy obtenemos

of

oq| . flao(l — (=1)™) cost)(aor1(t) + ay cost—

q=0

apr(t — mm) — ay(—1)" cost — agwiT(—1)" sent), (6.23)

En particular, la condicién de que el coeficiente de sent se anule es
1 m o ! m 2
§a0w177(—1) f(ap(l — (=1)™) cos(t)) sen” t dt = 0. (6.24)
0

Puede probarse que la integral en la ecuacién anterior es

®_ 9dn, 2” 1) r(2n 0 1 3
27 f'(0) + 27a? Z f2n+2((1))2(n2)” (2)”, (6.25)

donde hemos usado los sfmbolos de Pochhammer (a),, = I'(a+n)/T'(a). Por lo tanto,
como f’(0) # 0 resulta que para a( suficientemente pequeno la integral en (6.24) es
no nula, de donde se sigue que w; = 0. Una vez maés, resolviendo la ecuacién (6.14),
esta vez para para k = 2 y tomando en cuenta las condiciones iniciales deducimos
que el término x5 es suma de cosenos.

Supongamos que wp = 0 para 1 < k < n — 1y z, es suma de cosenos para
1<k <n.

Veamos que w, = 0. Como en el caso n = 1, consideremos los coeficientes cost y
sent de "N /9q"| ;0. El término que contiene sent se encuentra en

a"f -
8q” B
nlf(m1+ +m")(a0(1— — ) cost) B 1 aj A¢ Adar) "
, (6.26
; m1!m2! ]1;[1 ] q=0 ( )

donde la suma se realiza sobre todas las n-uplas m = (my,...,m,) € N” tales que
Imy + 2mgy + ... + nm,, = n (férmula de Faa di Bruno).
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En las derivadas de cualquier orden de A¢ respecto de ¢ evaluadas en ¢ = 0,
solo intervienen los términos x5, 0 < k < n, por lo tanto estas derivadas no aportan
términos que contengan sent. Si escribimos w = wo + Y ;o wiq®, las derivadas de
Apq, son de la forma

9 (Adg, :

& (Adar) — 313 4 (= wo), sil<j<n
8(]] q=0 m=0

0" (Agqs -

—( ﬁQ ) =n! Z AT (t — woT) — nlagw, Tay(t — woT).
aq q=0 m=0

(6.27)
Luego, en (6.26) el tnico término que contiene sent es el que contiene la derivada
n-ésima de A¢q, respecto de g, que corresponde al caso m; = 0,7 # ny m, = 1.
Luego obtenemos la condicion

1 2T
§n!a0wn7’y(—1)m f(ao(1 — (=1)™) cost)sen® t dt = 0, (6.28)
0

de donde, andlogamente al caso de la ecuacién (6.24), se sigue w, = 0. O

Observacién 21. La condicién de que ag sea suficientemte pequeno se cumple en
un entorno de una bifurcacion de Hopf. En el caso en que f sea lineal los lemas
anteriores son validos para cualquier valor de ag.

Usando el lema anterior para valores del parametro de bifurcacién en entornos
de un punto de bifurcaciones de Hopf 1y del sistema original (6.2), probamos direc-
tamente el siguiente teorema.

Teorema 22. Consideremos la ecuacion diferencial (6.2) con f: R — R analitica
yg: Rx R — R de clase C*, v # 0 y 7 > 0. Supongamos que la ecuacién presenta
una bifurcacion de Hopf en el valor g (1 es el parametro de bifurcacion: 8 o ) y
que f'(0) # 0. Supongamos ademds que para algin valor de h las series obtenidas
con HAM para las soluciones periodicas son convergentes. Entonces, en un entorno
de la bifurcacion, los ciclos emergentes son isocronicos. Ademds, la frecuencia de
estas soluciones coincide con la frecuencia en el punto de bifurcacion wy,.

Observacion 23. Si la solucion periddica existe, en el caso m par, el retardo 7 es
multiplo del periodo de la misma. En teoria de control esta situacién es conocida
como esquema de control no invasivo, utilizado para la estabilizacién de ciclos [39].

6.3. Ejemplos
6.3.1. Oscilador anarmodnico
Consideremos la ecuacién
" +x+ B2 =~(x — 1), (6.29)

correspondiente a un oscilador anarmonico al que se le ha agregado un término
retardado.
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En este caso g(x, 8) = z+ 823,y f(x —x,) = v —z,. El punto & = 0 es equilibrio
del sistema para todo valor de 5. Si f < 0 existen ademads otros dos equilibrios
T=44/—1/5.

Estudiamos sélo las 6rbitas alrededor de & = 0. La ecuacién de bifurcacién (6.3)
para este equilibrio no depende de . Es por esto que consideramos a la ganancia
como pardmetro de bifurcacién. Para 7 > 0 fijo, sea v = (72 — (2n + 1)?7%)/(27?),
con n € N. Existe una bifurcacién de Hopf en los puntos asi definidos si vy # 0. La
frecuencia en el punto de bifurcacion es w,, = /1 — 2.

Utilizamos el HAM desarrollado anteriormente para hallar las soluciones periodi-
cas que surgen a partir de los puntos de bifurcacién de Hopf. Como f es una funcién
lineal, se verifican las condiciones del teorema 22 para todo valor de ag. Por lo tanto,
las expresiones de las soluciones peridédicas que surgen de un punto de bifurcacion
70, tienen frecuencia w = /1 — 279 = (2n + 1)7/7.

Las ecuaciones (6.16) para determinar las condiciones iniciales resultan

3
1—w+ Zﬂag — v+ 7y coswor =0, (6.30)
vsenwy = 0. (6.31)

Resolviendo el sistema anterior en entornos de los puntos de Hopf existentes obte-
nemos wo = (2n + )7/, y

aOZ\/%(wg—l—l—Q’y): %((Mf—Hm). (6.32)

Luego, existird ag si >0y vy > 7,0 5 <0y 7y <. En caso de que las soluciones
halladas con HAM sean convergentes, existiran en las regiones mencionadas del
plano v-7, a la derecha (izquierda) de las curvas de Hopf si § > 0 (8 < 0). Esta
informacion junto con la estabilidad del equilibrio permite determinar la estabilidad
de las soluciones halladas. Cuando el parametro continua variando la estabilidad
puede cambiar debido a una bifurcacién de ciclos o a fenémenos globales.

En la figura 6.1 consideramos [ < 0, sombreamos la regiéon del plano v—7 en
que el equilibrio trivial es estable. Graficamos ademas las curvas de Hopf, en linea
continua los puntos correspondientes a bifurcaciones supercriticas (el ciclo que surge
es estable) y en linea punteada los correspondientes a bifurcaciones subcriticas. Los
resultados fueron corroborados con el paquete DDE-Biftool. Fijando f = —1 y
T = 2,5, calculamos un punto de Hopf en vy &~ —0,289568 (punto negro en la figura
6.1). Para varios valores del pardmetro v < 7o mostramos los perfiles de las soluciones
con orden 10, observamos claramente la isocronia de las mismas. Graficamos también
para una de las soluciones, correspondiente a v = —1, los polinomios en la variable
h mencionados al final de la seccién 3.3.

En la figura 6.1 mostramos ademas los puntos 7 = 2nm, n € N, que resultan de
considerar k par. En estos puntos existe un par de autovalores complejos conjugados
+i pero se anula la derivada en (6.7). El sistema de condiciones iniciales tiene como
solucién los valores wy = 1y a9 = 0, y por lo tanto no es posible aplicar el HAM
como fue desarrollado en la seccién anterior.
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Figura 6.1: Izquierda: puntos en que existe bifurcacion de Hopf supercritica (—) y
subcritica (— —). Derecha arriba: perfiles a partir del punto de Hopf con 7 = 2,5
indicado en la figura de la izquierda. Derecha abajo: algunos polinomios en h del
ciclo existente para = —1, 7 =25y v= —1.

6.3.2. Péndulo rotatorio con retardo

Consideremos un péndulo de masa m y longitud [ restringido a oscilar en un
plano que gira alrededor de un eje vertical con velocidad angular constante w,. Sea
x la desviacion angular del péndulo de la vertical. El Lagrangiano del sistema resulta

1
Lz, &) = ém(lz(az:’)2 + w?l? sen® ) + mgl cos x. (6.33)
La ecuacién de FEuler-Lagrange

permite obtener la siguiente ecuacion de movimiento
g
" + <7 —w?cosx ) senz = 0.

Realizando una normalizacion en el tiempo obtenemos
2" + (B — cosx)senx = 0, (6.35)

donde 3 = g/(lw?). El comportamiento del péndulo de la ecuacién anterior es bien
conocido [34]. Si § > 1 existen dos equilibrios & = 0 y & = 7, correspondientes
al péndulo el reposo y al péndulo invertido, respectivamente. Si 0 < § < 1, existe
un tercer equilibrio & = arccos 3, que es un centro, es decir, existe una familia de
6rbitas cerradas alrededor de este equilibrio.
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Si consideramos la siguiente funciéon f(x — x,;) = sen(z — x,), obtenemos la
ecuacion
2" + (8 —cosz)senx = ysen(z — x,), (6.36)

con v € R. Podemos interpretar esta realimentaciéon como un torque que actia sobre
el pivote. El torque es siempre perpendicular al plano en que oscila el péndulo.

6.3.2.1. Bifurcaciones de Hopf

Los equilibrios del sistema son las soluciones de la ecuacién
(B —cosz)sent =0, (6.37)

con z € [0, m]. Por lo tanto, el péndulo con retardo (6.36) tiene los mismos equilibrios
que (6.35). La condicién necesaria para la existencia de una bifurcacién estdtica
(s = 0) resulta Scos® — 2(cos2)? + 1 = 0. Considerando el equilibrio trivial esta
condicién se verifica si f§ = 1, lo que coincide con el cambio en la cantidad de
equilibrios mencionado antes.

Estudiamos a continuacion las soluciones oscilatorias asociadas al equilibrio no
trivial £ = arccos 3, tomando v como pardametro de bifurcacién, (en el capitulo
siguiente consideraremos  como parametro).

Los puntos solucién del sistema (6.4) son de la forma

B 7_2(1 . 32) — n2g2?
R D

neZ. (6.38)

siendo la frecuencia en esos puntos w,, = /1 — 2+ ((—1)"—1),n € Z. La
derivada en (6.7) no se anula si n es impar y 7 # 0, en tales casos el sistema
presenta una bifurcacion de Hopf en ~y. Considerando 7 variable, los puntos en
(6.38) los podemos representar como curvas en el espacio 7—7. Los distintos valores
de n definen distintas curvas que pueden intersectarse dando lugar a posibles puntos
de Hopf doble.

Mediante un cambio de coordenadas en la ecuacién (6.36) trasladamos el origen
a , y utilizamos el HAM descripto anteriormente para analizar las posibles solucio-
nes periddicas de la ecuacién. Supongamos que existe una solucién peridédica de la
ecuaciéon con frecuencia w y amplitud a, la ecuacion normalizada resulta

aw’i + (B — cos(@ + ax)) sen(Z + ax) = ysena(x — ;). (6.39)
En este caso, las condiciones iniciales (6.16) resultan

— agwy +2B8% 1 (ag) + (1 — 2ﬁ2)J1(2a0)—

QVZ )" Ton 1 (1) (Jon(C) + Jons2(C)) = 0,

" Z )" Jant1(C) (Jan(n) + Jant2(n)) = 0,

(6.40)
donde 7 = ap(1 — cos(wyT)) y ¢ = agsen(wp7). Obtuvimos las ecuaciones anteriores
usando las expresiones de Jacobi-Anger (dadas en el capitulo 4) para la composicién
de funciones trigonométricas.
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A pesar de la complejidad del sistema considerado, se verifican las condiciones
del teorema 22. Luego, dado un punto =, de bifurcacién de Hopf, si las series obte-
nidas con HAM son convergentes, es posible asegurar la isocronia de las soluciones
periddicas asociadas con esa bifurcacion para valores de « en un entorno de 7.

En la figura 6.2 mostramos los méximos (en la variable original x) de las solu-
ciones perioddicas que surgen de puntos de Hopf, junto con las soluciones numéricas
obtenidas con DDE-Biftool. En la figura de la izquierda consideramos el valor 5 = 0,5
y 7 = 2 mientras que en la derecha utilizamos § = 0,3 y 7 = 7. En la figura 6.3
mostramos los perfiles de varias de las soluciones para los dos casos considerados
antes.

X X
1.87

L5} B=0.5, =2 p=0.3, =7

ey ey,
"o. ° .‘~. & .._........~
1.25¢ " 1.5 Ve
L) e,
) s
) )
1 1.2
-1.1 -0.95 -0.8 Y -0.55 -0.5 -0.45 Y

Figura 6.2: Maximo de los ciclos: HAM (- - - ) y DDE-Biftool (- —). Izquierda: 5 = 0,5
y 7 =2. Derecha: =03y 7="T.

Figura 6.3: Izquierda: Perfiles soluciones HAM para § = 0,5 y 7 = 2. Derecha:
Perfiles para f =03y 7 =71.

6.3.3. Mas resonancias

El péndulo rotatorio analizado en la subseccion anterior presenta ademas de la
isocronia, otros comportamientos muy interesantes.

Como mencionamos, los posibles puntos de Hopf estan dados por las curvas
(6.38), si esas curvas se intersectan se verifica una condicién necesaria para la exis-
tencia de bifurcacion de Hopf doble. Podemos probar que las intersecciones existen
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para valores de ky y ko con distinta paridad, y en esos puntos se verifica

(1= B)(kf = k3) = 4((1 = (=1)")k{ — (1 = (=1)")k3). (6.41)

Cada punto interseccién tiene dos frecuencias wy, y wg, asociadas

wr = VI— BT A(—1)F — 1), (6.42)

Las frecuencias verifican wy, /wg, = k1/ks. Considerando v como parametro de bi-
furcacion la derivada en (6.7) se anula si k es par. Por lo tanto, no podemos asegurar
que el sistema presenta bifurcaciones de Hopf doble resonante, sin embargo, para
valores de los pardametros cercanos a esos puntos observamos comportamientos de
las soluciones peridédicas asociados a ese tipo de bifurcacion.

Como un ejemplo, consideremos el valor § = 0,3. Existe una interseccién de las
curvas (6.38) para k; = 2y ky = 3 en el punto (v,7) = (—(1 — 5%)5/8,27/(1 —
B%)) = (—0,56875,6,9046), alli se verifica que el cociente de las frecuencias iniciales
es 2/3. Fijemos un valor del retardo cercano al punto hallado, por ejemplo 7 = 7.
En la figura 6.4 a) mostramos las amplitudes de los ciclos existentes al variar -,
indicamos la estabilidad de los ciclos calculada utilizando el método de colocacion
de Chebyshev. Los resultados coinciden con los obtenidos utilizando DDE-Biftool.
Al observar los multiplicadores de Floquet (figura 6.4 b)), se sigue que los ciclos
sufren una bifurcacién Neimark—Sacker resonante 1:3, esto es, al variar el pardmetro
~ el ciclo pierde su estabilidad cuando un par de multiplicadores cruzan el circulo
unidad a través de e*2/37 tal resonancia estd asociada a la existencia de ciclos de
periodo tres. En la figura 6.4 ¢), graficamos en el espacio z—2'—z, (llamado espacio
de pseudofase) la solucién inestable hallada con HAM y el ciclo de periodo 3 estable
que lo rodea calculado numéricamente, para el valor v = —0,505.
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Figura 6.4: a) Méximo de los ciclos para 5 = 0,3, 7 = 7: HAM (- --) y DDE-Biftool
(— —). b) Multiplicadores de los ciclos mostrados en a). ¢) Ciclo inestable (— —) y
ciclo de periodo 3 estable (—) fijando v = —0,505.
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Método en el dominio frecuencia.
Ciclos locales en EDRs

7.1. Introduccion

En este capitulo proponemos un resultado cuya demostracion provee una meto-
dologia que permite estudiar los ciclos locales en sistemas con retardo. El enfoque
estd basado en el denominado Teorema Grafico de Hopf [57, 58, 59|, utilizado para
determinar oscilaciones locales en sistemas de EDOs o de EDRs, considerandolos
como sistemas realimentados.

El método original en el dominio frecuencia permite determinar la direccién y
estabilidad de las soluciones periddicas utilizando el criterio de Nyquist y el Teorema
Gréfico de Hopf, ver [56]. Los resultados generales y el lenguaje formal que se utilizan
en el método se encuentran desarrollados con detalle en el libro de Mees [56]. En
ese libro se detallan ademas las ventajas de considerar los problemas como sistemas
realimentados, sin importar el origen de los mismos, ya sea cuando el problema se
relaciona o no con el diseno de controladores o si fue originalmente dado como un
conjunto de ecuaciones diferenciales.

En sus distintas versiones el método en frecuencia combina la teoria de control
realimentado, el método de balance de armoénicos y el criterio de estabilidad gene-
ralizado de Nyquist. La implementacion de estas técnicas hacen que sea un método
muy utilizado y de interés para ingenieros que estan naturalmente familiarizados
con el lenguaje de la teoria de control.

Los resultados obtenidos utilizando la metodologia en el dominio frecuencia para
la determinacién de existencia de soluciones oscilatorias locales en sistemas con re-
tardo, fue presentado originalmente en el libro de Moiola y Chen [59], considerando
dos tipos de no linealidades particulares. Luego, la metodologia se aplicé y exten-
di6 a distintos casos [38] y finalmente se reformulé abarcando la versién para EDRs
mas general en [29]. La metodologia fue aplicada en interesantes modelos donde se
obtuvieron muy buenos resultados utilizando balances de orden 2. En el trabajo de
Gentile [29], para mejorar la aproximacién de las soluciones periddicas, se propone
utilizar balances de mayor orden, utilizando extensas férmulas desarrolladas hasta
el orden 8 en [59].

Motivados por la eficacia mostrada al aplicar los resultados existentes en numero-
sas aplicaciones y los resultados desarrollados para EDOs en [76], creimos necesario
contar con una metodologia de tipo algoritmica iterativa que pueda implementarse

79
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con paquetes de calculo simbélico. Para ello, consideramos un balance de orden n que
conjuntamente con la definicion de proyecciones adecuadas conforman un método
de reduccién. A partir de esto obtenemos un procedimiento algoritmico que permite
encontrar los coeficientes de una ecuacién de bifurcacion de soluciones periddicas de
orden n.

La metodologia propuesta en este capitulo consiste en reescribir la EDR de ma-
nera conveniente como un sistema lineal de entrada—salida, expresado como una
funcién de transferencia y realimentado con una funcién no lineal. Luego utilizar
técnicas de balance de armoénicos y métodos de reduccion para encontrar una ecua-
cién de orden n, que determine la bifurcacion local de d6rbitas periddicas que surgen
de un equilibrio.

Por tltimo analizamos la ecuacion de bifurcacion de ciclos locales obtenida utili-
zando diferenciacién implicita y teorfa de singularidades [32], lo cual nos permiré cla-
sificar distintos tipos de bifurcaciones de ciclos. Determinamos finalmente una pintu-
ra detallada de la dinamica local alrededor de un equilibrio, esto es, caracterizamos
regiones en el espacio de parametros en el que existen o no ciclos locales, o multipli-
cidad de ellos.

En la seccion 7.2, con el objeto de estudiar la bifurcacién de ciclos reformula-
mos de forma conveniente el sistema con retardo como un sistema de entrada—salida
e introducimos una nueva funciéon de transferencia lineal. Enunciamos el primer
resultado obtenido para sistemas con retardo, presentando el lenguaje formal que
sera utilizado a lo largo del capitulo y la aplicacion del método en frecuencia en
forma originaria. En la seccién 7.3 demostramos el resultado principal del capitulo,
a partir del cual obtenemos una ecuacion de bifurcacién de orden arbitrario para
un sistema con retardo general. Ademas, presentamos el algoritmo que se desprende
de la demostracién del resultado, y a continuacién, utilizando teoria de singularida-
des analizamos distintas condiciones para determinar algunas bifurcaciones de Hopf
degeneradas.

En la seccion 7.4 estudiamos tres importantes ejemplos que muestran la poten-
cia de la metologia propuesta. En el primer ejemplo consideramos la ecuacion del
péndulo rotatorio con retardo planteada en el capitulo anterior donde observamos
la isocronia de los ciclos. En el segundo ejemplo analizamos una ecuacién de primer
orden que presenta una bifurcacién de tipo Bautin, y en el tercer ejemplo determi-
namos la existencia de multiples ciclos y su interaccion al variar los parametros en
un entorno de una bifurcacién de Hopf generalizada.

7.2. Sistemas retardados en el dominio frecuencia

Consideremos un sistema auténomo no lineal n-dimensional de la forma

2(t) = fx(t), 2(t = 7), 1), (7.1)

donde x € R", 2’ = dx/dt, T > 0 representa un retardo en el tiempo, 1 € R es el
pardmetro de bifurcacién y f : R?® x R — R" es una funcién no lineal C* con k > 3.
Pueden existir mas parametros que llamaremos auxiliares.

Utilizando una representacion entrada-salida escribimos la ecuacién anterior co-
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mo un sistema realimentado de n ecuaciones de primer orden

{ ?(t) = Ax(t) + Ava(t —7) + By(y(t), y(t —7), ) (72)
y(t) = —Cu(t) ’ '

con x € R", Agy € R™" B € RV? (' € R™™ y la funcién g : R*™ x R — R?
definida de manera que

flx(t),x(t —7),p) = Agz(t) + Ayz(t — 7) + Bg(—Cux(t), —Cx(t — 7),p). (7.3)

Aqui, el valor de g representa una variable de entrada que depende de la variable
de salida y € R™ y del parametro de bifurcacién u. En general m < n, luego la
salida puede descartar cierta parte de la informacion y reducir considerablemente la
dimension del sistema facilitando su estudio.

Aplicando transformada de Laplace al sistema anterior y descartando los efectos
de condiciones iniciales, obtenemos el siguiente problema planteado en el dominio
frecuencia

Lly®)](s) = =G (s, ) Llg(y(1), y(t = 7), w)](s), (7.4)

siendo G’ una matriz de orden m x p definida como
G(s,p) = C(sl — Ag — A1e ") 'B. (7.5)

G es la funcién de transferencia asociada a la realizacion (Ag, Ay, B, C'). En el caso en
que m = p se debe cumplir que esta matriz sea inversible cuando s = 0. Usando esta
representacion la variable de estado = es suprimida y la ecuacién que resulta describe
el sistema sélo en funcion de la entrada y la salida. Esto presenta muchas ventajas
cuando el espacio de estados es de gran dimension pero sélo existen pocas entradas
y salidas. El problema pensado como un sistema realimentado es un problema de
punto fijo [56].

Observacion 24. Existe mas de una realizacion asociada a cada sistema. Para po-
der asegurar que el comportamiento dindmico del sistema original (7.1) y el sistema
realimentado (7.2) es el mismo la realizacién debe ser controlable y observable, es de-
cir, debe ser minimal. La controlabilidad y obsevabilidad de los sistemas con retardo
es bastante mas dificil que su contraparte en dimensién finita. Varias propiedades de
controlabilidad y observabilidad no equivalentes pueden ser definidas dependiendo
del tipo de representacién utilizado para modelar el sistema estudiado [60, 72].

Observacién 25. La funcién ¢ contiene la no linealidad del sistema y también
puede contener términos lineales relacionados con las distintas realizaciones.

Los equilibrios ¢ del sistema (7.2) verifican la ecuacién

Ly|(s) = =G(0, 1) Llg(y, y, w)](s),

que por unicidad de la antitransformada de Laplace resulta

y=—-G0,1)9(y,y, p)- (7.6)
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Cada equilibrio constante & del sistema (7.1) se corresponde con una solucién g de
la ecuacién anterior. Linealizando (7.4) alrededor del equilibrio ¢ se obtiene

. 0 ) 0 .
Lly=ills) = Gl |5 =i+ 5 <y7—y>] (5)
Y@, Y7 1 (@,9,m) (7.7)
dg ~ 0g _ .
— _G(sp) (—+ 5 ) Lly - 91(s).
dy Oy, (5,12

donde para simplificar la notaciéon llamamos 3, a la segunda variable de la funcion
g. A partir de la ecuacion anterior tenemos la siguiente definicién.

Definicién 26. La matriz de orden m x m dada por

0 0
Ga(s,1) = Gl (4 52

, (7.8)

(9,9:1)

es la funcién de transferencia lineal del sistema (7.2).

Considerando esta funcién de transferencia podemos utilizar la metodologia en
el dominio frecuencia para la buisqueda de soluciones periddicas del sistema original
de manera andloga a lo desarrollado para EDOs [56, 59].

Observacion 27. En [29] se presenta otra funcién de transferencia que es de mayor
dimensién que la definida aqui, la reduccion de la dimension simplifica notablemente
los calculos en los que interviene esta matriz.

A partir de la funciéon de transferencia se definen las funciones caracteristicas
A1(S, 1), ooy Ag(s, ), con 1 < ¢ < m, como las soluciones de

det(\N — GJ(s,p)) = 0. (7.9)

La ecuacién anterior podria no definir m funciones racionales, y en su lugar definir
q funciones multivaluadas que pueden contener raices de orden menor o igual a
m. El siguiente resultado relaciona las raices caracteristicas del sistema original
(en el dominio tiempo, definidas en el capitulo 1) con las funciones caracteristicas
recientemente definidas.

Lema 28. Si una raiz de la ecuacion caracteristica del sistema no lineal (7.2) aso-
ctada al equilibrio T toma el valor imaginario puro iwg cuando | = g, entonces el
correspondiente autovalor de la matriz GJ(s,p) (evaluada en §) toma el valor —1
cuando = [y Yy S = 1Wp.

Luego, la primer condicién necesaria para que el sistema (7.2) exhiba una bifur-
cacién de Hopf en p = pg con frecuencia critica w = wy # 0, es que exista una raiz
simple de GJ(s, 1), que en lo que sigue llamamos A, tal que S\(iwo,,uo) = —1. El
lugar geométrico que describe este autovalor recibe el nombre de lugar geométrico
caracteristico.
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7.2.1. Estudio de bifurcaciones de Hopf

A continuacién enunciamos el Teorema Gréfico de Hopf para EDRs [59]. El
teorema se basa en el analisis grafico del comportamiento de un vector en el plano
complejo (que serd definido més adelante) y su relacién con el lugar caracterfstico
de .

Teorema 29 (Moiola & Chen, 1996). Sea § un equilibrio localmente unico del sis-

tema
{x'(t) = Aga(t) + Ava(t —7) + Byly(t), u)

y(t) = —Cu(b) (7.10)

Sea A una funcion caracteristica simple que toma el valor —1 cuando p = g y
s = iwg. Supongamos que el vector & (w, p) (definido mds abajo) es distinto de cero
en un entorno del punto (wo, j10) y la semirrecta con origen en —1 y con la direccion
y sentido de &, intersecta por primera vez el contorno de A en el punto

P = \iw, i) = —1 + & (@, )62, (7.11)

siendo 0 = O(f1) > 0. Supongamos ademds que la interseccion anterior es transversal,
es decir

Re(gl) Re(/:\u) 0 712
| Tnte) Tagh o " 12
Y que se verifica A A
Re(%‘w) Re(%‘#) O 7 13
) it |7 )

siendo )\, = 85\/8w Y j‘u = 8;\/0,u. Por dltimo, supongamos que en un entorno de P
no existen otras intersecciones entre alguna funcion caracteristica \; y la semirrecta
que une —1 con P. Entonces, el sistema (7.10) tiene una solucion peridédica y de
frecuencia w = @ + O(0%), que es tinica en un entorno de radio O(1) centrado en
§. Ademds, aplicando una pequenia perturbacién alrededor del punto P y usando el
criterio de estabilidad de Nyquist generalizado, se puede determinar la estabilidad
de la solucion periodica emergente.

Observacién 30. El teorema anterior se puede extender facilmente al caso en que
la no linealidad dependa sélo del término retardado, ver [59]. La extension al caso
con no linealidad de la forma g(y(t),y(t — 7), 1), se puede consultar en [29].

Supongamos que existe una raiz caracteristica simple que toma el valor —1 cuan-
do pt = po y 8 = iwp, resumimos en la tabla 7.1 el célculo del vector & (w, i) para el
sistema general (7.2). Luego, utilizando el método grafico se calculan numéricamen-
te (con métodos iterativos) valores aproximados de la frecuencia @ y amplitud 6(f)
que resuelven (7.11) para valores de ji cercanos a .

Debido al criterio de Nyquist, la estabilidad de la solucién peridédica se puede
determinar analizando el comportamiento del vector & y su relacién con el lugar
caracterfstico de A (tanto en el caso de EDOs o EDRs, [59]). Por otro lado, la
estabilidad se puede determinar calculando el siguiente coeficiente a partir de (7.11)

T .
o1 = —Re w gJ(ZWOaMO)p1<WOaUO) ’ (7'14>
wT G J(s, 1o, m0)]

S=iwq
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que se sigue del correspondiente coeficiente para EDOs calculado en [59].

El signo de este coeficiente junto con el cambio de estabilidad del equilibrio per-
mite determinar la estabilidad del ciclo que emerge en la bifurcacion de Hopf. Como
un ejemplo, consideremos que para valores 1 < g el equilibrio del sistema es estable
y que es inestable cuando p > pp. En ese caso, si o7 < 0 (07 > 0), la bifurcacién
de Hopf es supercritica (subcritica), es decir, existe una solucién periédica estable
(inestable) cuando el equilibrio es inestable (estable).

Ademas, el método en frecuencia permite hallar aproximaciones cuasianaliticas
de las soluciones periédicas que resultan de la bifurcacion de Hopf. Se obtiene

2
gt) =g+ ) a;e™ (7.15)

j=-2

siendo ag = vob?, a1 = v0, ay = 120* y a_; = a;, j = 1,2, y cada coeficiente es
evaluado en 1, w y O(j).

Por la naturaleza local del método, las aproximaciones tienen muy buena preci-
sion cuando se consideran valores del parametro préximos al valor de bifurcacion.
Cuando nos alejamos de la bifurcaciéon, o si se anula el coeficiente oy, es necesario
utilizar un orden mayor en los calculos para obtener una ecuacién de bifurcacion
mas precisa.

En la tabla 7.1 y en lo que sigue utilizamos la siguiente notacién: sean z; y
25 las dos primeras variables de la funcion g, tenemos los siguientes operadores
multilineales

9%g Dy
s Drykoks =
90,1

Dklkz - ) 1 S k17k27k3 S 27

8Zk182k2 ( azklc‘?zk282k3 (§,9,1)

(7.16)
que representan derivadas evaluadas en el equilibrio g, de orden 2 y 3, respectiva-
mente. Estos operadores seran aplicados a productos tensoriales de orden adecuado,
usamos la notacién de producto tensorial (u,us), para vectores u; € R™.

En los distintos coeficientes calculados en la tabla 7.1, se observa la presencia
de exponenciales complejas, estas funciones estan asociados a las derivadas de la
funcién g respecto de la variable retardada, y por lo tanto son inexistentes si la no
linealidad no contiene retardo (como en el sistema (7.10)).

En [59] se presentan férmulas para aplicar la metodologia en frecuencia utilizan-
do balances de armoénicos hasta orden 8 para EDOs, utilizando el enfoque propuesto
en [29] estas férmulas se pueden adaptar para estudiar sistemas de EDRs. Sin em-
bargo, como se observa en las aplicaciones mostradas en esos trabajos la presencia
de exponenciales en la parte no lineal complica el andlisis y los cédlculos en gene-
ral. Motivados por estos trabajos y por la necesidad de describir dindamicas locales
de ciclos en sistemas con retardo con mas precision, presentamos una metodologia
alternativa.

En la siguiente seccion describimos un método iterativo que permite realizar
calculos de alto orden y que puede ser facilmente implementado en programas de
calculo simbdlico. Los resultados de este método combinados con herramientas de la
teoria de singularidades, permite el estudio local de EDRs generales, y en particular
determinar la existencia de multiplicidad de ciclos. La estabilidad de los ciclos se
determina utilizando informacion de la estabilidad del equilibrio y la direccion en la

que surgen las soluciones periédicas al variar el pardmetro de bifurcacién.
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Tabla 7.1: Calculo de &.

Paso 1 Calcular los autovectores asociados a A: v de G.J yw de GJT.
Normalizar v y w, de manera que |v| =1y wlv = 1.

Paso 2 Definir H(iw) = (GJ(iw, ) + 1) G (iw, p).

Paso 3 Definir

2
vo=—H(0) Y Dipe 1757 (v, p),
k1,ka=1

2
1 )
vgz—H(in)§ E Dy, pye Rrtha=2er (g, 4y,
ki ka=1

Paso 4 Calcular
2

pl(w“u) = Z (Dklkze_i(kl_l)wT('Uo,U) + DkleG_i(QkQ_kl_l)WT(Ug,T))) +
k1, ka=1
1 |
5 Z Dklk?ki’)6_1(k1+k2_k3_1)w7—(v7 v, 1_))
ki ko, ka=1

Paso 5 Calcular & (w, p) = —w? G J (iw, p)pr (w, 11).

7.3. Ecuacion de bifurcaciéon de alto orden con
método en frecuencia iterativo

A continuacién se demuestra un resultado para EDRs de la forma (7.1) que
resulta ser muy conveniente en la determinaciéon de soluciones periddicas de alto
orden (extension del correspondiente para EDOs [76]. Ademés de las expresiones
analiticas aproximadas de las soluciones, este resultado permite hallar una ecuacion
de bifurcacién a partir de la cual se determina la existencia y multiplicidad de ciclos
utilizando teoria de singularidades.

Teorema 31. Consideremos una realizacion minimal del sistema (7.1) de la forma
(7.2) con funcion de transferencia G. Sea g de clase C* ™' e § un equilibrio del
sistema. Supongamos que existe una funcion caracteristica simple S\(S,M) de GJ, tal
que para una unica frecuencia wo y un valor critico del pardmetro po se verifica

Aiwo, o) = —1. Para 1 < q < r, las soluciones de la ecuacion
q
Aiw, ) +1=> 0%, (w, 1) =0, (7.17)
k=1

estan en correspondencia uno a uno con soluciones periodicas del sistema de ampli-
tud 0 pequenia y periodo cercano a 27 /wy. Las soluciones aproximadas usando balance
de armonicos de orden 2q son de la forma

2q
y(t) =0+ Y a(0,w,p)e + O H). (7.18)

Jj=—2q
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Este teorema a diferencia del Teorema Gréfico de Hopf permite determinar la
existencia de multiples ciclos. Como veremos mas adelante, utilizando la ecuacion
(7.17) se pueden determinar regiones en las que existe més de un ciclo limite y las
variedades en el espacio de parametros en que se observa el cambio en la cantidad
de ciclos (al menos localmente).

Demostracion. Consideremos una aproximacién de una solucion periddica con fre-
cuencia w de la siguiente manera

2q
gt =g+ Y a;e’ (7.19)
J=—2q
con a; € C™, a_; = a;,Vj. Luego,
2q
gt —71)=9+ Z aje” T, (7.20)
J=—2q

La funcién g evaluada en g(t), g(t — 7) serd una funcién periédica con frecuencia
w, para hallar su desarrollo son necesarias las siguientes definiciones. Con la notacion
de los operadores multilineales dada en (7.16), definimos Fj como

2
1 . .
= — E Zkl Zkl Zhiy e ij - ij), (721)
j kj=
17 vy —

siendo z = (z1,22) € R?" un vector que contiene las dos primeras variables del
argumento de la funcién g. En particular, si 7 = 1 tenemos

0
z)zzai

i=1

(2 — %) = g—g

)
(y— i)+ =

(yr—19). (7.22)
(9,911) Iy

(9,94t

(9,9,11)

Podemos escribir una aproximacién de la funcién g evaluada en la solucion pe-
riddica de la siguiente manera

2q

G2 1) =g p) + Fi(2) + ) cjla, p)e?™, (7.23)

J==2q

donde Z(t) = (y(t),9(t — 7)), a = (a_aq,...,a24) v ¢; es el j-ésimo coeficiente de
2q+1

Fourier de la suma Z F,.(2) (en la aproximacién anterior se descartan los arménicos
n=2

de orden mayor a 2¢ que puedan existir).

Reemplazando las aproximaciones § y g en (7.4), usando el método de balance
de arménicos y recordando la definiciéon de G'J(s, i), obtenemos

(GJ(ijw, p) +I)a; = —G(ijw, p)c;, (7.24)

para —2q < j < 2q. X
Si 7 # 1, por las condiciones que verifica la funcién caracteristica A(s, ) en
(wo, o) el operador GJ(ijw, u) + I es inversible.



7.3. FEcuacion de bifurcacion de alto orden con método en frecuencia iterativo 87

Si 7 =1 resulta
(GJ(iw, p) + Iay + G(iw, u)e; = 0. (7.25)

En este caso el operador en el primer término de la ecuacién no es inversible en el
punto de bifurcacion w = wq, o vy 7 = 79. Veremos a continuacién como resolver
esta ultima ecuacion utilizando proyecciones en espacios adecuados.

Sea v el autovector de GJ (iw, 1) correspondiente a A, tal que |[v]| = 1, este vector
puede depender de los parametros. Como estamos interesados en soluciones cercanas
al punto de bifurcacion, el coeficiente a; debe encontrarse cerca del autovector v,

por lo tanto consideramos
ay = vl 4 vt (7.26)

siendo § € R y v+ un vector ortogonal a v.
Definamos el operador

L = GJ(iw, 1) — Aiw, )1, (7.27)
y notemos Nuc(L) = K y Rango(L) = R, por hipétesis dim(K) = 1. EI vector
v € K y podemos escribir C™ = K @ M, de manera que v € M. Los vectores v y
w son autovectores asociados a ;\, de los operadores GJ y GJ7, respectivamente.
Sea la proyecciéon () : C™ — K con nucleo R. Considerando w € N uc(f/T) tal
que wlv = 1, se verifica w € R+ (i.e. wlz = 0 para z € R), y podemos escribir
Q(z) = (wT2)v. La proyeccién complementaria I — @ tiene rango R y niicleo K.
Puesto que v € K, entonces (G.J (iw, 1) + v = (A(iw, i) + 1)v, y por definicién
de I —@Q resulta (I —Q)(GJ (iw, u) +I)v = 0. Luego, reemplazando a; en la ecuacién
(7.25) y aplicando la proyecciéon I — ) obtenemos

(I —Q)(GJ(iw, ) + Do+ (I — Q)G (iw, pu)e; = 0, (7.28)

el segundo término de esta ecuacién pertenece a R (rango de I — @)) y ya que
(I-Q)(GJ(iw, u)+1): M — R es inversible en (wy, o), se puede aplicar el teorema
de la funcién implicita para afirmar que existe v+ = v*(v,w, i) en un entorno del
punto de bifurcacién.

Por otro lado, aplicando la proyeccién @ a la ecuacién (7.25) se obtenemos

Q ((GJ(iw, p) + 1) (v + v1)) + QG(iw, p)er = 0. (7.29)
Teniendo en cuenta los calculos anteriores y la definicion de () resulta
(A(iw, 1) + 1) (0 + wvt) + wT Gliw, p)ey = 0. (7.30)

De esta manera, las ecuaciones (7.24) generan el sistema
(GJ(ijw, 1) + Da; + Glijw, p)es(an) =0, si j#1  (7.31a)
(1 = Q)G (iw, 1) + o™ + (I — Q)G(iw, e (a, 1) = 0, (7.31b)
(Aiw, ) + 1)(0 + w"v") + w"' G(iw, p)er (a, p) = 0, (7.31c)
donde a; = fv+v+, 0 € R, v e K con |[v]| =1y w € Nuc(LT) verificando w”v = 1.

Haciendo algunos célculos sencillos (utilizando propiedades del producto tenso-
rial) probamos que los coeficientes ¢;(a, 1) son de la forma

2q+1 2
1 »
Cj(a’ /L) = E E E Dk1...kn E (& ’LSUJT(Cle, Ce ,Cljn), (732)
n=2 ’ k17"'7kn:1 ]1++]n:_]

_2q§]177]n§2q
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donde S =" (k; — 1)7;.

Utilizando estas expresiones para un valor dado de ¢, las ecuaciones (7.31a) y
(7.31b) quedan expresadas sélo en funcién de los coeficientes a;. Recordemos que
a_j; = aj, por lo tanto sélo se deben resolver 2¢ + 1 ecuaciones.

Para resolver el sistema para valores de 6 pequenos consideramos desarrollos en
potencias de # para cada a; (comenzando con la potencia 1, ya que cada a; es cero
en el punto de bifurcacién). Reemplazando e igualando coeficientes tenemos que los

desarrollos serdn de la forma

4
ag = CL07202 + CL07494 + ...+ a072q02q,
a; = vl + a1,393 + ...+ a172q7162q_1,
o = CL272(92 + (12,404 + ...+ a272q92q, 733
as = CL373‘93 + (13’595 + ...+ (13,2q_192q_1, ( ’ )
— 2
Qzg = Q2q2407.

\

Es decir, en cada a; con j # 0, aparecen sélo las potencias de ¢ que tienen la
misma paridad que j y son mayores o iguales a j y menores o iguales a 2q, y en
ap encontramos sélo potencias pares mayores que 1. Comenzando con a; = 6v y
resolviendo las ecuaciones (7.31a) y (7.31b) iterativamente se pueden calcular los
valores a;; en funcién de los pardmetros. Luego, se pueden obtener los coeficientes
a; y por lo tanto la aproximacién de la solucién g.

Por ultimo, reemplazando las expresiones de cada a; en la ecuaciéon (7.31c) se
obtiene

q
0 (&(z’w,u) +1-) G, u)92’“> =0, (7.34)
k=1
donde & (w, i) es el opuesto del coeficiente de §%! en la expresién de la izquierda
en (7.31c) (esa expresién contiene sélo potencias impares de 6 por la forma de los
coeficientes a;).
Para cada valor de 6 # 0 que resuelve la ecuacion anterior tenemos una solucién
con balance de armonicos de orden 2¢ del sistema original que aproxima una soluciéon

periodica del sistema.
m

La demostracion anterior otorga un método de resolucion iterativo que, como
ya mencionamos, es muy beneficioso en los calculos de soluciones periédicas de alto
orden.

En la tabla 7.2 se resumen los pasos a seguir para aplicar el método en frecuencia
iterativo para un orden 2q prefijado. En particular, se muestra como obtener expre-
siones de los coeficientes §; presentes en la ecuacién de bifurcacién (7.34). Luego,
estudiaremos esta ecuacion utilizando derivacion implicita y teoria de singularidades.

Observamos que, si la dimension de la variable de salida y es 1, los vectores v
y w asociados al autovalor A son 1. En ese caso, el Paso 6.2 de la tabla 7.2 no es
necesario, mientras que los calculos en el Paso 6.1 se simplifican en gran medida.
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Tabla 7.2: Método en frecuencia iterativo para orden 2q.

Paso 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

Paso 6.1

Paso 6.2

Paso 7

Definiciones generales

Calcular los autovectores asociados a \: v de G.J ywde GJT.
Normalizar v y w, de manera que |v| =1y wlv = 1.

Definir H(s,p) = (GJ (s, 1) + )7 G (s, ).

Calcular ¢;(a, ) como en (7.32).

q q

. _ 2j. _ 2j—1
Definir: ag = g C10,2]'9 15 agp—1 = E a2k—1,2j—1‘9 =,
Jj=1 j=k
q
agy, = E agr 207, para 1 < k < g,

j=k
ya_p = ag, para 1 < k < 2q.
Con las definiciones anteriores calcular a = (a_ay, ..., G2q).

Proceso iterativo

Definir: a;; = 0 para —2¢ < k,j < 2q, y definir a;; = v.
Usar definiciones en Paso 4 y seguir.

Para j desde 1 hasta ¢ :

Calcular agy 2; como el coeficiente de 0% en

—H (i2kw, pt)car(a, i), para 0 < k < 7.

Calcular agy,_1.2;-1 como el coeficiente de 6%~ en
—H(i(2k — Vw, p)cop—1(a, ), para 3 < k < j.
Usar definiciones en Paso 4 y seguir.

Calcular v* resolviendo (7.31D).
Calcular a; 9.1 como el coeficiente de #%*1 en v,
Usar definiciones en Paso 4 y seguir.

Calcular & (w, ) como el opuesto del coeficiente de
6?1 en la expresién de la izquierda en (7.31c).

7.3.1. Singularidades

89

En esta seccion se utiliza terminologia propia de la teoria de singularidades que se
encuentra desarrollada en [32]. Notaremos en itélica términos especificos la primera
vez que los utilicemos, las definiciones de los mismos son extensas y se pueden
consultar en [32].

Supongamos que en el sistema (7.1) ademds del parametro de bifurcacién u,
existen parametros auxiliares que denominaremos p € R". Sea (ug, p) un punto en el
espacio de parametros en el cual se verifican las hipotesis del teorema 31, y ademas

(Re j‘u Im A, — Im 5\# Re 5\w>

(wo,t0,p)

£0. (7.35)



90 Capitulo 7. Método en el dominio frecuencia para EDRs

Entonces, el sistema de dos ecuaciones que se forma al calcular la parte real e
imaginaria de la ecuacién de bifurcacién (7.34) verifica las hipétesis del teorema de
la funcién implicita en el punto (wo, o, p). Derivando implicitamente, para 6 # 0
suficientemente pequeno se tienen las siguientes expresiones

po= po+ b+ -+ pgd* (7.36)
w o= wotw@+---+ wq92Q, (7.37)

donde py v wy, para 0 < k < ¢, son coeficientes que dependen del vector de parame-
tros p.

Realizamos a continuacién un andlisis equivalente al realizado en [76] para EDOs,
ya que la presencia de retardo no provoca cambios sustanciales en la ecuacion de
bifurcacién (sélo la aparicién de funciones trigonométricas), podemos extender este
analisis al caso de sistemas con retardo sin dificultad. A continuacion se muestran los
resultados que utilizaremos de la teoria de singularidades para analizar la ecuacién
(7.36).

Supongamos que la ecuacién (7.36) evaluada en el punto (pg, po) es Zo— equivalen-
te a la forma normal

1t — (1 — o) = 0. (7.38)

Entonces, los coeficientes py, 1 < k < g — 1, verifican py(pg) = 0, y en un entorno
del punto (po, po) se tiene el desarrollo universal

1a(P)0" = (1= p10) + 1 (p)0° + pa(p)0* + -+ + pg 1 (p)0* D = 0. (7.39)

Claramente debe ser j1,(p) # 0, en el entorno del punto (1, po) considerado, en caso
de que este coeficiente se anule no se puede determinar la naturaleza de la bifurcacion
y es necesario calcular la ecuacién de bifurcaciéon de orden 2(q + 1). Detallamos a
continuacion los desarrollos para los valores de ¢ que seran necesarios en las siguientes
secciones. Otro desarrollos universales pueden consultarse en [31, 32].

Recordemos que, de acuerdo al teorema 31, cada solucion de la ecuacion de bi-
furcacion se corresponde con una solucién periddica. Es por esto que en cada caso se
considera la forma normal y su desarrollo universal. Luego, podemos describir todos
los posibles diagramas de bifurcaciéon de soluciones periddicas locales del sistema
original en el espacio de parametros. La estabilidad de las soluciones estd asociada
a la estabilidad del equilibrio, en lo que sigue suponemos que el equilibrio es estable
cuando p < pg, e inestable si 1 > pp. Se indican en cada caso las variedades de tran-
sicion, definidas en el espacio de pardmetros del desarrollo universal (y1, ..., ftg—1)-
Estas variedades separan subespacios en los que se tiene diagramas de bifurcacion
persistentes, y estan asociadas a cambios en la cantidad de soluciones periddicas de
amplitud pequena existentes.

= Caso ¢ = 1. Bifurcacion de Hopf.
La forma normal es

1 (p)0 = (1t — o) =0, (7.40)

El signo de p;(p) determina el tipo de bifurcacion, si u1(p) > 0 (u1(p) < 0) la
bifurcacién es supercritica (subcritica).
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(D) / (2)
Ho ./

(1 (2)

Ju U

Figura 7.1: Caso q = 2. Izquierda: Variedad de transicion Hy. Derecha: Diagramas
persistentes para los valores de jo indicados en la figura de la izquierda.

» Caso ¢ = 2. Bifurcacién de Hopf generalizada (bifurcacién de tipo Bautin).

El desarrollo universal de (7.38) en este caso resulta

pa(p)8" = (1t — o) + pa (p)6? = 0. (7.41)

Supongamos que fio(p) > 0 en un entorno de py (el caso pz(p) < 0 se analiza de
manera andloga). La variedad de transiciéon es Hy : g = 0. Como se muestra
en la figura 7.1, si p; > 0 existe una solucion peridédica estable y si p; < 0 se
observa un fold de ciclos, siendo estable el ciclo de mayor amplitud e inestable
el ciclo de amplitud mas pequena.

= Caso ¢ = 3. Bifurcacion de Hopf generalizada.

El desarrollo universal es

13(p)0° — (1 — p10) + 11 (p)60? + p2(p)6* = 0. (7.42)

Supongamos que p3(p) > 0 en un entorno de py (el caso pz(p) < 0 se analiza
de manera andloga). De acuerdo a la notacién utilizada en [31] para este caso
se definen en el espacio (ju1, i2) las siguientes variedades de transicién

H() L = 0, (743)
Hy = 3paps = i, pia/ps <0, (7.44)
D :Apps = p3,  pia/ps < 0. (7.45)

En la figura 7.2 se grafican estas curvas y se muestran los distintos diagramas
persistentes en las regiones limitadas por las curvas Hy, H; y D. Para valores
adecuados de los parametros se pueden observar hasta tres ciclos que coexisten.

Debido a la naturaleza local del método en frecuencia y por lo tanto de la ecua-
cién de bifurcacién (7.36), los comportamientos descriptos se corresponden con la
dindmica del sistema original en pequenos entornos del punto (g, po) en el espacio
de parametros y para soluciones periddicas de amplitud pequena.
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H1 (2) (3
Hy
2
D (3) M
(1) (4)
H 0 #2 “‘\
(4) ¥
u

Figura 7.2: Caso ¢ = 3. Izquierda: Variedades de transicion Hy, H; y D. Derecha:
Diagramas persistentes en las distintas regiones indicadas en la figura de la izquierda.

7.4. Ejemplos

A continuacién analizamos tres ejemplos en los que mostramos la potencialidad
del método en frecuencia iterativo combinado con la teoria de singularidades. En
particular, en el tercer ejemplo se muestra en detalle la aplicacion de la metodologia,
la utilizacién de la tabla 7.2 y el andlisis de la ecuacién de bifurcacién y de los ciclos
periédicos correspondientes hasta orden 6 (¢ = 3).

7.4.1. Péndulo rotatorio con retardo revisitado

Consideremos el péndulo rotatorio con retardo analizado en el capitulo anterior
Z(t) + (B — cosz(t)) senz(t) = ysen(x(t) — x(t — 7)), (7.46)

donde 8 > 0, v € Ry 7 > 0. La realimentacién se puede interpretar como un torque
que actua sobre el pivote del péndulo. Al agregar la realimentacion el equilibrio no
trivial & = arccos 3, resulta ser asintéticamente estable si: 0 < 74/1 — 32 — 2y <
w. De esta manera, para valores de los parametros que verifiquen la desigualdad
anterior, el torque funcionaria como un control estabilizando el equilibrio z.

La pérdida de estabilidad de ese equilibrio esta asociada a la existencia de bi-
furcaciones de Hopf. A continuacién estudiamos estas bifurcaciones considerando
como parametro de bifurcacion.

Planteamos la ecuacién (7.46) utilizando una representacion entrada-salida, como
un sistema realimentado de dos ecuaciones de primer orden como sigue

x(t) = Aox(t)+ Bg(y(t),y(t — 1), B),
{ PN (7.47)

siendo

e (Dam(Vi)e (D) cman
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vy g:R? xR — R, es la funcién definida por

g(y(t),y(t —7),8) = y(t) + (8 — cosy(t)) seny(t) — ysen(y(t) —y(t —7)). (7.49)

Sea la funcién de transferencia G(s) = C(sI — Ag)"'B = 1/(s* — 1) asociada a
la realizacién (Ag, B, C). Resolviendo la ecuacién § = —G(0)g(9y, 9, 5), obtenemos
los equilibrios del sistema: y = 0, § = 7 y y = arccos 3. Al igual que en el capitulo
anterior, nos interesa la dinamica asociada al equilibrio y = arccos 3. La matriz
Jacobiana en este punto resulta:

=5 o)

Linealizando alrededor del equilibrio, obtenemos la funcién caracteristica

=2-p*=7v 7). (7.50)

(9,9,4t)

2— B —ytye
s2—1 '

As,B)=GJ(s,B,7) = (7.51)

Las condiciones necesarias para que el sistema (7.47) tenga bifurcacién local de
ciclos son que exista una unica frecuencia wy y un valor critico del parametro (3, tal
que la funcién A(iw, ) verifique:

A(iwo, Bo) = —1, (ReAgIm A, — ImAgRe Ay)|, 4 # 0 (7.52)

Estas condiciones se cumplen para wy = kxw /7, con k € Z, y

By = <1 — (1 = (=1)%) — (?)2> " : (7.53)

Dado que el sistema realimentado (7.47) verifica (7.52) en (wy, Bo), utilizando el
método iterativo en la tabla 7.2 es posible calcular la ecuacién de bifurcacion. En
este caso los autovectores asociados a A son v = w = 1, lo que simplifica algunos
calculos.

Considerando una aproximacion de orden 4 de la solucion, se obtiene la ecuacién
de bifurcacion de érbitas periddicas locales

Miw, B) + 1 — & (w, B)0% — &(w, B)8* = 0. (7.54)

Las expresiones de & (w, 5) € C para k = 1,2, se calculan utilizando la tabla 7.2. De
acuerdo al teorema 31, las soluciones no nulas de (7.54) estan en correspondencia
uno a uno con las soluciones periédicas de amplitud 6 pequena del sistema (7.47)
con perfodo cercano a 27 /wy.

Derivando implicitamente la ecuacién (7.54) para 6 # 0 suficientemente pequenio
obtenemos expansiones de la frecuencia w y el parametro § en funcion de la amplitud
de la orbita 6

w=wy+w O +w 0 +00°%, B=PH+ B0+ B0+ 0O6°). (7.55)
Se obtiene: w; = wy =0, y

R (A Ay (D =) +4) + (B - DT (58 H (-DF = 1) +1)

Pr= Bo (B3 — 1) 72 1 4n2k2) |
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y=-0.2, 7=3

1.5

1,
05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.25 05 ors B 0 0.25 os B

Figura 7.3: Maximo de las soluciones calculadas en los valores indicados de v y 7.
(---, grandes) Dominio frecuencia; (- - -, pequenos) HAM; (- —) DDE-Biftool y (—)
punto de equilibrio.

la expresion de [y serd calculada en cada caso (para valores fijos de v y 7), debido
a que es muy extensa.

La ecuacién para el parametro [ presente en (7.55) se puede analizar con la
teorfa de singularidades resumida en la secciéon anterior. Si f; # 0 el signo de
este coeficiente junto con la estabilidad del equilibrio permite conocer la estabilidad
de las soluciones periddicas. Por otro lado, en la expansion correspondiente a w
observamos que, hasta el orden 4 en 6, la frecuencia de las soluciones periddicas
correspondientes a un valor fijo del retardo no se modifica. En otras palabras, todos
los ciclos que surgen de un mismo punto de una rama de bifurcaciéon comparten la
misma frecuencia, como en el capitulo anterior una vez mas nos encontramos con
ciclos isocrénicos, esta vez utilizando otro parametro de bifurcacion.

7.4.1.1. Ejemplos de bifurcacion de Hopf

Consideremos v = —1 y 7 = 2; existe una bifurcacion de Hopf cuando wy = 7/2y
Bo = V12 — 72/2. La ecuacion de bifurcacién (7.55) (derecha) para este caso resulta:
B =0,729794 — 6,03605 02 + 2,75391 0* + O(#°). Luego, para valores del parametro
[ menores que [y existe una rama de soluciones periddicas estables que surge del
equilibrio no trivial con frecuencia w = /2 + O(#°). En la figura 7.3 a), mostramos
los méximos (en la variable = del sistema original) de las soluciones halladas con la

metodologia en frecuencia, las mismas son comparadas con las obtenidas utilizando
HAM vy las calculadas con DDE-Biftool.

Si consideramos 7 = —0,2 y 7 = 3, existe una bifurcaciéon de Hopf cuando
wo = 7m/3y Bo = /63/5—m2/3. La ecuacién de bifurcacién (7.55) (derecha) para
este caso resulta: 8 = 0,550797 — 3,82249 6% + 1,931760* + O(#°). Luego, cuando
el pardmetro § disminuye obtenemos una rama de soluciones periddicas estables
con frecuencia w = /3 + O(#°). Como en el caso anterior, en la figura 7.3 b)
graficamos los maximos (en la variable x del sistema original) de las soluciones
obtenidas utilizando el método en frecuencia, se observa la gran coincidencia con
las soluciones calculadas utilizando HAM y con las halladas numéricamente con
DDE-Biftool.
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7.4.2. Bifurcacion de Bautin en una EDR de primer orden

Counsideremos la EDR escalar
x(t) kx(t —7) ) (7.56)

40 =020 - (7o ~ T o=
donde los parametros 3,n, 9,k y el retardo 7 son positivos. En lo que sigue se con-
siderarda 0 como parametro de bifurcacion. Esta ecuacién con retardo modela la
leucemia miel6gena crénica periddica [65]. Este sistema fue estudiado utilizando
formas normales en [37].

Para todos los valores de los parametros, z = 0 es un equilibrio de la ecuacién
(7.56). Existe ademéds otro equilibrio dado por

i = (?(k —1)— 1)5 . (7.57)

En [37] se realiza un estudio completo de la estabilidad de este equilibrio, y se
establece que el mismo esta bien definido y toma valores que tienen sentido para el
modelo sélo si se considera 1 < k < 2.

Estudiamos a continuacion las soluciones periddicas asociadas a = utilizando el
método en frecuencia. Consideramos la realizaciéon minimal dada por las matrices

Ag=—(6+1), A =0, B=C=1, (7.58)

y la funcién no lineal

glz(t), z(t — 7)) = —a(t) + 3 ( - ;”(S()t))n — 5 féé;jj))n) . (7.59)

La matriz de transferencia en este caso resulta G(s,0) = 1/(s + 3 + 1), y se
obtiene la siguiente funcion de transferencia lineal

O0((n—1)(k—=1)8—no 1
(n=D(k=DF =) | |
Bk —1)2 s+0+1
La dimensién de esta matriz facilita los cdlculos en ciertos aspectos, en efecto tene-
mos un solo autovalor caracteristico \(s,d) = GJ(s,0), y los autovectores asociados
son v =w = 1.

Si definimos la constante 8; = §((n — 1)(k — 1)3 — nd)/(B(k — 1)?), los puntos

GJ(s,0) = — (1 + (7.60)

en los que se verifica A(iw,d) = —1 son soluciones del sistema

0 = (1 (1—kcoswr)

w = [iksenwt ’ (7.61)
Realizando algunas operaciones sencillas en el sistema anterior se sigue que

w =/ (P1k)? = (6 — Br)?, (7.62)
y luego de la primera ecuacion se obtiene

1 f1—0
= — : 7.63
T LL}aun:cos( i ) (7.63)

Considerando valores fijos de los parametros [,k y n, la ecuacién anterior define
una curva en el espacio 0—7 de posibles puntos de Hopf.

En lo que sigue consideramos n =2y § = 2,5, y distintos valores de k € (1,2).
Analizamos bifurcaciones de tipo Bautin utilizando las herramientas desarrolladas
en la seccion anterior.
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Figura 7.4: Izquierda: curva de Hopf y punto de bifurcaciéon de Bautin. Derecha:
Comparaciones de las amplitudes calculadas con DDE-Biftool (— —) y dominio fre-
cuencia (---), de los ciclos para: 7 = 5,2 (arriba) y 7 = 4,8 (abajo).

7.4.2.1. Ejemplos bifurcacién de tipo Bautin

Consideremos en primer lugar el valor k = 1,5. Para 7 fijo, sea 0 el pardametro de
bifurcacién y 9y el valor en que se verifican las hipotesis del teorema 31, siendo wy la
frecuencia inicial. Utilizamos la tabla 7.2 con orden 4 para obtener los coeficientes
&1,2. Si ademas, en el punto anterior verificamos

(Re AsIm Ay, — Im As Re Au) 0 50,1y 7 0 (7.64)

es posible calcular la ecuacion de bifurcacién para el parametro d. La expresién ge-
neral en funcién de 7 es muy extensa para ser mostrada aqui, sin embargo nos per-
mite obtener informacién sobre la dinamica del sistema. Realizando algunos calculos
numéricos observamos que en el punto (dg,79) = (0,1100351576,4,9740704569), la
ecuacion de bifurcacion es Zs—equivalente a

520* — (6 — 0g) = 0. (7.65)

siendo 69 = 0,0019537383, vy la frecuencia critica wg = 0,2624792103. Como el coe-
ficiente d, es positivo se sigue que, en un entorno de ¢y, si 6; > 0 se observara un
unico ciclo y si §; < 0 existird un fold de ciclos.

En la figura 7.4 izquierda, graficamos la curva de puntos de Hopf en el espacio
de parametros d—, el equilibrio es estable en la regién sombreada(puntos por de-
bajo de la curva). El punto en esa figura corresponde al punto de bifurcacién de
Bautin (dg, 79). Para 7 > 75 (7 < 79) resultan valores de §; < 0 (6; > 0). En la
figura 7.4 derecha, mostramos ejemplos de los diagramas de bifurcacion persistentes
mencionados en la seccion anterior, indicando la estabilidad de las soluciones pe-
riddicas. Comparamos las amplitudes de las soluciones con calculos realizados con
DDE-Biftool, observamos la muy buena coincidencia de los calculos.
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Figura 7.5: Comparaciones de las amplitudes calculadas con DDE-Biftool (- —) y
dominio frecuencia (---), de los ciclos para: 7 = 5,25 (izquierda) y 7 = 5,35 (dere-
cha).

Como otro ejemplo, consideremos el valor £ = 1,01. Utilizando la ecuacién de bi-
furcacion del parametro d, podemos calcular que en el siguiente punto se verifican las
condiciones de bifurcacién de tipo Bautin: (dg,79) = (0,0023073665, 5,301432998).
En este punto resulta wy = 0,0396791 y 2 = 0,0000417833. De acuerdo a la teoria de
singularidades el signo de 05 indica que nos encontramos con la misma dindmica que
en el caso k = 1,5 considerado antes. Nuevamente, para valores de 7 > 15 (7 < 79)
obtenemos d; < 0 (§; > 0). En la figura 7.5 graficamos los diagramas de bifurcacién
correspondientes a dos valores del retardo cercanos a 7. La amplitud de las solu-
ciones periddicas que obtenemos son comparadas con las obtenidas numéricamente
con el paquete DDE-Biftool, como esperabamos existe una gran coincidencia en los
ciclos de amplitud pequena.

Es importante resaltar que la exploracién numérica con DDE-Biftool muestra la
existencia de una bifurcacion global que conduce a un ciclo limite de gran amplitud
(explosiéon Canard). La investigacién de este tipo de situaciones es muy interesante
y es un area que no ha sido muy explorada en EDR. Este ejemplo proporciona una
oportunidad de comenzar a realizar investigaciones en este sentido.

7.4.3. Otras bifurcaciones de ciclos en una EDR de segundo
orden

Counsideremos el sistema

a —1

=7 7 )x(t)+(x1(t)2+x2(t)2)<i 7 )alt)-
a cos _Senﬂ>(x(t)—w(t—7)), (7.66)

senf3  cosf3
donde x € R?, los parametros verifican o, 3 € R, v > 0, k # 0 y 7 > 0 representa el
retardo.

El sistema anterior corresponde a la forma normal de una bifurcacién de Hopf
subcritica a la que se le aplica una realimentacién con retardo del tipo Pyragas.
Sistemas de este tipo se han estudiado en [26, 29, 39] con el objetivo de estabilizar
el ciclo periddico. El agregado de la realimentacion provoca el cambio de estabilidad
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buscado en ciertos valores del espacio de parametros, pero ademés genera una gran
variedad de escenarios en los que se observa multiplicidad de ciclos periddicos que
complejizan la dinamica.

Para aplicar la metodologia en frecuencia, se plantea la ecuacién anterior utili-
zando la siguiente representacién entrada—salida

{zz-(t) = (o~ mcosAa(t) + (reosBalt —7) Fglalt)alt = 7). o

Yy = -,

donde g : R* — R?, es la funcién definida por

_( ye—wsen B(ys — yar) — (U7 +435) (11 — )
9wlt)ylt =) = ( —y1 + rsen By — yir) — (UF +43) (Y1 + 2) > (768)

La funcién de transferencia asociada a esta realizacion resulta

1
s—a+kcosf(l—esm)

G(s) = L. (7.69)

Si ay # 1, el tnico equilibrio del sistema es el trivial y = (0 0)7. La matriz de
transferencia del sistema linealizado alrededor del equilibrio resulta

~ 1—xsenB(l—e) < 0 1)
GJ(s,a,7) = s—atrcosf—e)\ ~1 0 ) (7.70)
Si una de las funciones caracteristicas de la matriz anterior verifica
- OReAdIm .\  ORe )\ dIm \
A7 = -1 — 0 7.71
(,me aO) ’ ( Ja Ow Ow Oo ) (w,)=(wo,x0) 7& ' ( )

se cumplen las condiciones necesarias para que el sistema (7.67) presente una bifur-
cacion local de ciclos. En particular, la funcion caracteristica

1 —ksen (1 —e7)

(s.0) = i
(s,0) ¥ —a+rcosf(l—e>)

(7.72)

toma el valor -1 (condicién de la izquierda en la ecuacién (7.71)) en los puntos dados
por la siguiente curva en el espacio («, 7)

L +arccos(cos f — <) + 3+ 27”17 (7.73)

w

siendo w = 1 — ksen B4 /K2 — (—a + kcos 3)2. Ademés, se puede probar que para
valores de r pequenos, por ejemplo x € (—0,1,0,1), se verifican las dos condiciones
necesarias indicadas en (7.71). En la figura 7.6 se muestran curvas de posibles puntos
de Hopf. Observamos que al aumentar el valor del parametro x existen valores de 7
en los que encontramos mas de un punto de bifurcacién de Hopf.

Calculemos los vectores asociados a A. Como v € Nuc(L) y |[v]| = 1, resulta
v = 1/v/2(1,—i)T. Por otro lado, w € Nuc(LT) y w'v = 1, luego tomamos w =
1/4/2(1,7)T. Con estos operadores se define la proyeccién

QZ%( —1@ i) (7.74)
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Figura 7.6: Curvas de posibles puntos de Hopf para los valores de k indicados.

~ ~

recordemos que @ : C™ — Nuc(L) ortogonal a Rango(L).

Consideremos una aproximacion de la solucion periédica de orden 2¢g. Reempla-
zando en la funcién g se observa que los coeficientes c¢; se calculan solamente a partir
de F3(z) = F3(z1, 2) = — (22 +z§)< ?21_-172 ) Por lo tanto, realizando los célculos
en la tabla 7.2, si a; = v, para 7 = 1 se obtiene ags = ag = 0, ya que gy = g2 = 0
v g1 = —2(1 +47)03v. Luego, utilizando la proyeccién Q, y ya que g; es paralelo a
v resulta (I — Q)G(iwg)g; = 0. De esta iltima ecuacién se sigue que v+ = 0, y el
coeficiente a; no tiene correcciones.

Al realizar el célculo en forma iterativa, debido a la forma de la funcién g, resulta
que a; = v0 y a; = 0,7 # 1, independientemente del orden 2¢ elegido. Ademads,
como el producto w? (G (iw)g;) en (7.31c) s6lo contiene términos de 62, la ecuacién
de bifurcacion resulta

7 2(141iv)
A 1— ,
(i, o) + iw—a+ (1 —e™)kcosf

0> = 0. (7.75)

Simplificando la ecuacién anterior y tomando parte real e imaginaria se obtiene el
siguiente sistema

—a+ kcos B — Kkcos(f —wr) —20% = 0, (7.76)
ksenf —ksen(f —wr) —1+w—290*> = 0. '

Para valores fijos de los parametros «, 3, k, 7, las soluciones (w, 6) del sistema anterior
estan en correspondencia uno a uno con las soluciones periédicas del sistema original,
que tienen la forma: y(t) = \/§9< ssz Zj )

Es importante senalar que en las soluciones del sistema anterior la componen-
te 0 no es necesariamente un valor pequeno, en caso de no serlo las soluciones
correspondientes no estarian asociadas necesariamente a bifurcaciones locales sino
posiblemente a fenémenos globales. Sin embargo, considerando amplitud 6 pequena
es posible realizar un analisis de bifurcaciones utilizando la teoria de singularidades.

Sea (wp, o) un punto en el que se verifican las condiciones necesarias (7.71).
Considerando o como parametro de bifurcacion y para valores de 6 pequeno, el
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sistema (7.76) permite calcular desarrollos de o y w en funcién de 0 hasta cualquier
orden deseado. Como un ejemplo, hasta orden 6 se obtiene

2ky7sen(B — Twy) \ o - 2672T2(KT + cos(B — Twp)) 4
a=oay— |2+ 0" —
1+ k7 cos(fB — Twp) (14 K7 cos(fB — Twp))?
4 ky373(=1 + 36272 + 2k7 cos(B — Two)) sen(B — Twy)

96
3 (1 + k7 cos(f — Twp))® ’
(7.77)
y la aproximacién de la frecuencia
. 2y e 257272 sen(B — Twy) e
1+ k7 cos(f — Twp) (14 K7 cos(fB — Twp))?
§/1737—3(— cos(f — Twp) + KT(—2 + cos 2(8 — Two)))eﬁ. (7.78)

3 (14 K7 cos(fB — Twp))®

De acuerdo a la teoria de singularidades presentada en la seccién anterior, el desa-
rrollo en (7.77) permitira estudiar y determinar regiones en el espacio de parametros
en que el sistema sufre bifurcaciones degeneradas que generan multiplicidad de ci-
clos.

Fijando f = 7/4 y v = —10, se obtiene el diagrama de bifurcacién en el espacio
K—T que se muestra en la figura 7.7 izquierda. All{ se grafican las curvas correspon-
dientes a las variedades de transicion:

HO L = 0,
Hy :3cia3 = a3,  as/az <0, (7.79)
D :4dajaz = a3, as/ag < 0.

En el punto (kg, 70) = (—0,0475468061, 2,0927529542), interseccién de las tres curvas
en el espacio k-7, tenemos la forma normal

az0® — (o — ag) =0, (7.80)

siendo a3 = —601,643, en cada regién comprendida entre las curvas encontramos
distintos escenarios que corresponden al desarrollo universal de la ecuacién ante-
rior. Graficamos en la figura 7.7 derecha ejemplos de los diagramas de bifurcacion
persistentes hallados. La estabilidad de los ciclos no se indica en los diagramas, sin
embargo la misma se puede determinar considerando que el equilibrio es estable para
valores de a < «. Para valores de k pequenos el punto de Hopf (wp, o) hallado es
unico y los diagramas se corresponden con los predichos.

7.4.3.1. Otras bifurcaciones de ciclos

Como mencionamos anteriormente, al aumentar el valor de x (en valor absoluto),
existen varios puntos de Hopf para un mismo valor del retardo. A continuacién
planteamos una forma alternativa a la utilizacién de teoria de singularidades, para
estudiar soluciones periédicas que conecten puntos de bifurcacion de Hopf a partir
de la ecuacion de bifurcacion obtenida con el método en frecuencia.
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Figura 7.7: Diagrama de bifurcacién en el espacio (k,7) con las curvas dadas en
(7.79). Diagramas persistentes en cada region indicada en la figura de la izquierda.

Considerando una vez més la ecuacién de bifurcaciéon (7.75), pero despejando
esta vez en funcion de la frecuencia, tenemos

0 w—14rsenf — ksen(f — wr)
27 ’ (7.81)
a = kcosfB — kcos(f —wr) — 26%

Si tomamos z = 6% y calculamos el vector tangente de la curva (a(w), z(w)),
podemos determinar distintas condiciones de bifurcacion de soluciones periddicas.
Podemos plantear por ejemplo, condiciones de bifurcacion de Hopf degenerada, equi-
valentes a las presentadas en la seccién anterior. Otras bifurcaciones de ciclos que
no se encuentran entre las anteriores son aquellas que conectan dos puntos de bifur-
cacién de Hopf, a continuacién consideramos brevemente esta situacion.

Las condiciones z = 0, 3—2 =0y fi% < 0, que corresponden a la existencia de
un vector tangente horizontal y curvatura negativa, indican la existencia de una
bifurcacion de ciclos como la mencionada anteriormente. Es decir, estas condiciones
implican que en un entorno del punto aq en el que se verifiquen las condiciones an-
teriores existird una rama de ciclos que conectan dos puntos de bifurcacién de Hopf.
Para la ecuacién estudiada, de acuerdo al sistema (7.81), las condiciones resultan

ksenf —ksen(f —wr) —14+w = 0,

1+ kTcos(f —wr) = 0, (7.82)
c= ;%Z < 0.

En la figura 7.8 arriba izquierda mostramos algunos puntos en el espacio k—7
en los que se verifican las condiciones anteriores. Utilizando dos valores fijos del
retardo 7, graficamos en la figuras 7.8 arriba derecha y abajo, los diagramas ca-
racteristicos de este tipo de bifurcacion. En los diagramas en 7.8 abajo vemos que
existen varias ramas de soluciones periddicas que conectan equilibrios, las mismas
van desapareciendo a medida que x aumenta.

Considerando condiciones equivalentes a las anteriores hemos podido observar
mas escenarios interesantes relacionados con ciclos periédicos. Como un ejemplo,
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6 /
015 0.15 0.15
5
T 0.1 0.10 0.10
4
0.05 0.05 0.05
05 0 -08-06-04-02 00 0.20 -08-06-04-02 00 O.Za/ -08-06-04-02 00 0.20
K
04 04 04 04 04
3 03 03 03
0.2 . 0.2 02
0.1 01 0.1 0.1

f

-15-10-0500 0.5a -15-10-0500 0.50, -15-10-0500 O.5a -15-10-0500 0.50 -15-10-0500 0.50

Figura 7.8: Izquierda: curvas en que se verifica (7.82). Derecha: diagramas para va-
lores en el segmento inferior (con 7 = 4) indicado en la figura de la izquierda. Abajo:
diagramas para valores en el segmento superior, fijando 7 = 6. De izquierda a derecha
se toman los valores del pardametro k = —1, —0,75, —0,5, —0,25, 0, respectivamente.

tomemos 7 = 7, en el valor Ky = 0,372352 se verifican las dos primeras ecuaciones
en (7.82). Para valores de ~ en un entorno de ko obtenemos los diagramas que se
muestran en la figura 7.9. Como podemos observar, este tipo de analisis requiere
un desarrollo mas formal y resulta prometedor para determinar bifurcaciones que
complementen el analisis realizado utilizando la teoria descripta en la seccion 7.3.1.

-02 02 06

Figura 7.9: Diagramas para 7 = 7. En la figura central se considera k = kg, en las
figuras de la izquierda y de la derecha, un valor de x menor y otro mayor a ko,
respectivamente.
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Sistemas discretos con retardo

8.1. Introduccion

Los sistemas con retardo han adquirido gran importancia en los ultimos anos; en
particular, muchos investigadores se han enfocado en los esquemas de control que
utilizan realimentacién retrasada, conocidos como TDFC (time delay feedback con-
trol) [10, 11, 39, 67]. Dichos esquemas resultan simples y eficientes para diferentes
objetivos de control que dependen de la aplicacién particular; ademés se han utiliza-
do tanto en sistemas continuos [39, 67, 68] como discretos [11, 80, 82]. En sistemas
de EDOs el hecho de utilizar un esquema TDFC hace que el espacio de estados se
vuelva de dimensién infinita. En mapas, el analisis es mas simple ya que, si bien se
incrementa el nimero de estados del sistema, este niimero sigue siendo finito.

Aunque la realimentacion retrasada sirve para distintos objetivos, como la supre-
sién de caos o estabilizacion de érbitas inestables, la misma puede introducir nuevas
bifurcaciones no deseadas. Esto es razonable debido al mencionado incremento en
la dimensién del sistema. También es posible que se alteren las bifurcaciones ya
existentes, tanto en su ubicacion como en lo que respecta a la estabilidad.

El objetivo en este capitulo es estudiar como repercute el uso de este tipo de
control en la dindmica de un mapa escalar, que sin realimentacién presenta una
bifurcacién de doble periodo. Como herramienta de estudio utilizamos el método en
frecuencia [58, 59], cuya aplicacién a sistemas discretos se puede hallar en [20, 21].
Mediante este método, obtenemos en forma analitica condiciones explicitas para la
ocurrencia de bifurcaciones de doble periodo y Neimark-Sacker en el sistema con-
trolado. También calculamos expresiones analiticas de los coeficientes que permiten
determinar la estabilidad de las orbitas. Por ultimo, utilizando el método en fre-
cuencia, demostramos que para ciertos valores del retardo, la interaccion entre doble
periodo y Neimark-Sacker se debe a la existencia de la resonancia 1:2. El despliegue
de esta resonancia involucra dindmicas complejas descriptas en [45].

8.2. Meétodo en frecuencia para mapas
Consideremos el sistema en variables de estado

Tpy1 = ATy + Bf<mn; ,u) (8‘1)

donde z,, € R?, A € RP*P (que puede ser la matriz nula), B € RP*!, y € R® es un
vector de pardmetros y f : R? x R® — R! es una funcién no lineal al menos C?.
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+
v, Gz <

g,s1)

Figura 8.1: Representacion en bloques de un sistema entrada-salida.

Podemos transformar el sistema anterior en la forma realimentada de la figura 8.1
tomando

G(z,u) = C[zI — A]'B (8.2)

Y 9(Yn, 1) = —f(Yn, ), donde y,, = Cx,, con C' € R"™*P. En la figura 8.1, v, es la
entrada que se asume nula, y,, € R™ es la salida y z representa una variable compleja.
Como mencionamos en el capitulo anterior, la representacién no es unica y ademas,
con la eleccién apropiada de las matrices C' y B, las dimensiones m del espacio de
entrada y [ del espacio de salida del sistema equivalente pueden generalmente ser
menores que p. Como se vera en las secciones siguientes, esta reduccion generalmente
permite que el andlisis de bifurcaciones en el dominio frecuencia sea més sencillo de
realizar que en el dominio tiempo.
Calculamos los puntos fijos ¢ de este sistema resolviendo

y el comportamiento dinamico en torno a los mismos se caracteriza mediante la
matriz de lazo abierto G(z, u)J(u) con

_ 99(9, 1)

J (1) o

(8.4)
]
Considerando z = ¢, obtenemos el diagrama de Nyquist de los autovalores \(z, p)
de G(z,uu)J(pt) en el plano complejo. Si el diagrama de Nyquist de uno de los au-

tovalores, que llamaremos A, cruza el punto critico —1 cuando p = g y w = wo,
pueden darse las siguientes situaciones:

» si wy = T, el sistema podria presentar una bifurcacién de doble periodo (PD).

m si e £ 1 para s = 1, 2, 3, 4, en este caso es posible la aparicién de una
bifurcacién de Neimark—Sacker (NS).

De existir alguna de las bifurcaciones anteriores, la amplitud y la estabilidad de
la érbita emergente puede calcularse utilizando el método en frecuencia [20, 21]. Si
consideramos sistemas SISO (single—input single—output) el unico autovalor esté da-
do por A(z,u) = G(z,1)J(u), y los autovectores correspondientes resultan iden-
ticamente 1. Los calculos en este caso se reducen considerablemente, en la tabla
8.1 describimos el procedimiento correspondiente a este tipo de sistemas, el mismo
serd suficiente para los propdsitos de este capitulo. Una formulacion mas general
puede hallarse en [27].

Si existe bifurcacion, determinamos la estabilidad mediante el calculo del indice
o (Paso 7 u 11 en la tabla 8.1). Si ¢ > 0 (¢ < 0), las oscilaciones existen cuando
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el punto fijo es inestable (estable), y las mismas son estables (inestables); en conse-
cuencia, la bifurcacién es supercritica (subcritica). En caso que o = 0, la bifurcacién
es degenerada y el comportamiento que presenta el sistema es mds complejo (ver
[45]).

8.3. Descripcién del problema

Consideremos un mapa escalar

Tp41 = f(xny,u) + Up, (85)

donde z,, € R es el estado, 1 € R es un parametro, f es una funcién no lineal suave
(al menos C® en el primer argumento) y u,, € R es un control que se aplica al mapa.
Supongamos que en ausencia del control (u,, = 0), dicho mapa verifica las siguientes
condiciones:

s Existe un punto fijo Z, que es estable para i < pe e inestable para p > ue.

s Existe un valor pg para el cual el punto fijo & sufre una bifurcacién de doble
perfodo. Esto implica que 0f(z, 1) /02| (z,u0) = —1.

Como se muestra en [45], el coeficiente de estabilidad de la érbita emergente esté da-
do por la expresion

057 = 1 (Dacf (2, 10))? + ¢ Dewe (2 o). (8.6)

Si este indice es negativo, la bifurcacién es subcritica, y si el mismo es positivo la
bifurcacién es supercritica.

En lo que sigue analizaremos el efecto de aplicar un control con retardo de la
forma:

Up = p(xn—k - f(*rnuu))? (87>

donde p € (0, 1) es la ganancia del control y £ € NU {0} es la cantidad de muestras
retrasadas. Entonces, podemos escribir el sistema controlado completo como

Tn+1 = (1 - p)f(xnv :u) + PTnk- (8'8)

El control aplicado es del tipo echo—type [11]. Este control preserva el punto fijo del
mapa y es aplicado para extender el rango de estabilidad del mismo. Para facilitar
el anélisis reescribimos el mapa (8.8) como un sistema de k+ 1 ecuaciones de estado
de primer orden de la forma

Tt = (L= p)f(x1n, 1) + proy,

Ton4+1 = T3n,

Tr+1in+1 = L1n-
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Tabla 8.1: Método en frecuencia para bifurcaciones PD y NS para sistemas SISO.

Paso 1 Calcular G(-), g(-), 9, J(-) y A(*) tales que A(e™°, pg) = —1.
Paso 2 Definir la funcién H(z, p) = [I + G(z, u)J (1) G(z, p).

Paso 3 Calcular Q = Dy, g(9, 1) v L = Dyyyg(9, ).

Paso4  Siwg =T, hallar los coeficientes v}™? = —H(1,11)Q/2, y
p"P (1) = Qug” + L/6.
Si no, continuar en el Paso 8.

Paso 5  Obtener 7P (1) = —G(—1, u)p"P () y hallar 0g tal que

A1 pr) = =1+ &P (ur)0% para pir # po.
Si la solucién existe, ir al Paso 6, si no, el procedimiento termina.

Paso 6  Aproximar la solucién periéca como sigue:
Yn = G + 050" + Ope™.

_ G -1 PD
Paso 7 Calcular o7P = (=1, po)p” " (1t0) .
DZG(_17 MO)J(MO)
Termina el procedimiento.

Paso 8  Calcular los coeficientes v)® = —H (1, 1)Q/4, v} = —H (™, 11)Q/4, y
PV (w, ) = Quy™® + Quy® 2+ L/8.

Paso 9 Obtener V5 (w, n) = —G (™, u)p™¥(w, p) y hallar wp y O tal que

A, ug) = =1+ V5 (wr, 11r)0% para jig # po.
Si la solucién existe, ir al Paso 10, si no, el procedimiento termina.

Paso 10  Aproximar la solucién periédica como sigue:
Yo = § + R (0505 + Ope™rn + GF vl Sei2onn) |

G (€™, p10)p™ (wo, o) )
e D, G(e™, o) J (o) )

Termina el procedimiento.

Paso 11 Calcular oV = R (
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La matriz Jacobiana del sistema anterior en Z es

(L=p)Daf(2,n) p O 0
0 01 0
A= : o s (8.10)
0 00 - 1
1 o0 ---

y su ecuacion caracteristica resulta

(A= (1= p) Dy f(, 1) A = p = 0. (8.11)

Sélo serd posible hallar las expresiones analiticas de los autovalores para leyes de
control con pequenos retardos (k = 0, 1 o 2). Para retardos mayores, los autovalores
se calculan en general en forma numérica [11], lo que dificulta la generalizacién de
los resultados.

Veremos a continuacién que el método en frecuencia permite un tratamiento
analitico de mayor alcance del problema, que ademas provee condiciones explicitas
para determinar la existencia de bifurcaciones de interés.

8.4. Analisis en el dominio frecuencia

El sistema (8.9) se puede expresar como un sistema realimentado de la forma
(8.1) eligiendo las matrices

0 p 0 0 .
001 0 0
A= Do |, cf=B=| . |. (8.12)
000 - 1 :
100 -+ 0 0

Asi, la funcién de transferencia y el bloque no lineal del sistema entrada-salida
equivalente estan dados por

k
_ 1p_ __~*
9Wn, 1) = =L = p)f (yn, 1), (8.14)
con Y, = T1,. La derivada de g en § = & esta dada por
J(1) = =1 = p)Dyf (4, 1), (8.15)
y por lo tanto
. (1= p)Dyf (9, 1
M) = Gl ) = - U PPl (5.16)
Reemplazando z = €™, resulta
. iwk 1— D ~
)\(ezw”u) — _6 ( p) yf(yuu) ) (817)

eiwlktl) — p
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Como esperabamos, el analisis de k+ 1 autovalores en el dominio tiempo original
se trasforma en el estudio de una unica funcién A en el dominio frecuencia. Para
cada valor de 1y p, la ecuacién (8.17) representa una curva de Nyquist en el plano
complejo, parametrizada en la frecuencia w. Podemos determinar la estabilidad del
punto fijo a partir de la cantidad de enciclamientos del punto —1 + 0i por parte
de esta curva, y cada nuevo enciclamiento de este punto que se da al variar los
parametros indica la ocurrencia de una bifurcacién.

En las siguientes subsecciones se aprovecha la mencionada ventaja que propor-
ciona el método en frecuencia para obtener resultados analiticos relacionados con las
dindmicas no lineales que emergen a partir del equilibrio ¢ en el mapa controlado.

8.4.1. Estabilidad del punto fijo

Como mencionamos previamente, la estabilidad del punto fijo se determina ana-
lizando la funciéon A. Los polos de esta funcién estan dados por

1 27

zp = pFriertt . r=0,1,...k, (8.18)

pero 0 < p < 1, entonces todos los valores anteriores se encuentran dentro del circulo
unidad. De acuerdo al criterio de estabilidad de Nyquist, el punto fijo serd estable
si el lugar caracteristico A(e™, i) no encierra al punto critico —1.

Definimos la funcién normalizada

N/ iwy . (1 _p)eiWk

realizamos el analisis de estabilidad determinando los encirclamientos de A(e™) al-
rededor del punto 1/D, f(9, 1t). De hecho, fijando valores de p y k, y variando p el
diagrama de Nyquist de 5\(61“) permanece invariante mientras que el nuevo punto
critico se mueve a lo largo del eje real, simplificando el anélisis.

Podemos calcular facilmente que el médulo

- 1—-0p
Ale™)| = , 8.20
A V1 —2pcosw(k+ 1) + p? (8:20)

satisface (1 — p)/(1 4 p) < |A(e™)] < 1 para todo w. Asi, la curva de Nyquist
normalizada se encuentra dentro de un anillo en el plano complejo. Los minimos
valores del mddulo se obtiene en @, = (2n + 1)/(k + )7, n = 0,1,...,k, y los
méximos en @, = 2n/(k+ 1)m, n =0,1,..., k. Asi, existen k£ + 1 minimos y k + 1
maximos. En las figuras 8.2 mostramos graficos tipicos de A para valores de k pares
e impares.

Para valores pares de k, uno de los maximos siempre se encuentra en el eje real
negativo en A(e’") = —1. Esto significa que una condicién critica se establece cuando
1/D, f(9, o) = —1. Luego, el punto fijo serd estable si D, f(§, ) > —1 (no existe
encirclamiento) e inestable si D, f(y, 1) < —1 (existe un encirclamiento). Para cada
valor de k, la cantidad de intersecciones de 5\(6“) con el eje real negativo depende
de los valores de p y k.

Los ceros de la parte imaginaria son las soluciones de h(w) := —(senw+ psin wk).
La funcién h tiene una raiz doble en w = 7 si kp = 1. Si kp < 1, basados en las
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1 1
115Y) oy 1A} / KX} >\
) @ o) _ \\ @ %
-1 0 pey ! -l 0 gy ! -1 0 ry 1 -1 0 Ry !

Figura 8.2: Diagramas de Nyquist. Izquierda: para k = 2. (a) p = 0,4, (b) p = 0,7.
Derecha: para k = 3. (a) p = 0,2, (b) p = 0,5. Las pequenas flechas indican la
direccion a lo largo del contorno de Nyquist.

kp <1

O=T

(2)

Figura 8.3: Detalle de la interseccion del diagrama de Nyquist con el eje real negativo,
para valores pares de k. (a) kp < 1, (b) kp > 1.

propiedades de la curva (que es un tipo de cicloide), podemos demostrar que la
interseccion es tnica (ver figura 8.3 (a)). Ademas, esta interseccién ocurre en uno
de los minimos localizados en A(e™) = —(1 — p)/(1 + p). Entonces, § serd estable si
Dy f(g, ) > —(1=p)/(1+p) e inestable si Dy f(§, n) < —(1—p)/(1+p). Sikp > 1,
resulta A/(r) < 0y, ademds h(m) = entonces existe un intervalo I = (7 — €, 7] para
algiin € > 0 tal que h(w) > 0 papa w € I. Por otro lado, ya que h es continua y
h(m/2) < 0, existe al menos una raiz de esa funcién en el intervalo (7/2, 7). Luego,
es posible afirmar que S\(eiw) intersecta el eje real al menos dos veces: en w, < 7 (con
Aewe) < —(1—p)/(1+p)) y paraw =7 (en A(e™) = —(1 — p)/(1 + p)). Con este

escenario (figura 8.3 (b)), el punto fijo es estable si D, (i, 1) > 1/A(e*) e inestable
i Dyf (5 11) < 1/A(€). ~

Finalmente, observamos que A(1) = 1 para cada k, agregando una nueva con-
dicién para la estabilidad del punto fijo (1/D,f(9,p,) = 1). De esta manera, g
serd estable (inestable) si D, f(y, 1) < 1 (D, f(y, ) > 1). Resumimos en la tabla 8.2
todas las condiciones para las cuales g es estable.

8.4.2. Bifurcaciones de doble periodo

Como hemos supuesto en la seccién anterior, el mapa original sin control desa-
rrolla una bifurcacion PD para 1 = po. A continuacién mostramos que el efecto del
control retrasado en las caracteristicas de esta bifurcacion depende del valor de k.

Proposicién 32. El mapa (8.8) exhibe la misma bifurcacion PD que el sistema sin
control si se considera una cantidad impar k de retardos en el control. Sin embargo,
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Tabla 8.2: Condiciones de estabilidad del punto fijo g.

Punto fijo estable

kimpar —1< D,f(y,pn) <1,

kpar  —=(1+4p)/(1=p) <Dyf(§,pu) <1sikp<1,
1/A(e“) < Dy f(g, 1) < 1sikp>1,
—1<Me™) < =(1+p)/(1=p).

el nacimiento y las caracteristicas (amplitud y estabilidad) de la orbita de periodo
dos pueden ser modificados si k es par.

Demostracion. La condicién necesaria para la existencia de una bifurcacion de doble
periodo en el sistema controlado es

N 1

ANe™) = ————.

Y 5
D, f(9 o)

Para afirmar que existe una soluciéon de doble periodo es necesario ademas verificar
si la ecuacién

(8.21)

M1, pr) = =1+ 7P (ug) %, (8:22)

tiene una solucién para pur # po (Paso 5 de la tabla 8.1). Considerando (8.17) y
EPP (1) calculado de acuerdo a la tabla 8.1, obtenemos

(—1) +((_11;klezy£(@?,uz%) =1+ %W(M)ez, (8.23)
donde . -
(1) = 1 (Dyyf (9, 1)) n lDyyyf(g,M). 520

- 2(1=Dyf(g,p) 6
Podemos determinar la estabilidad de la 6rbita emergente calculando el coeficiente
PP que en este caso, de acuerdo al procedimiento en la tabla 8.1 resulta

PD _ ((_1)k+1 — p)7(o)
T TR S k) Dy f o) (8.25)

A continuacién analizamos cémo la paridad del retardo implica distintos resultados.

» Caso k impar. La condicién (8.21) resulta D, f(y, o) = —1, con lo cual la
condicion de doble periodo es la misma que para el sistema sin controlador,
luego, 119 = po. Ademas, la ecuacién (8.23) da lugar a D, f(y,pr) +1 =
—v(ur)0%, y entonces

Op = \/ o . (8.26)



8.4. Analisis en el dominio frecuencia 111

El coeficiente de estabilidad (8.25) en este caso puede expresarse como

PD (1— P) PD
Ovd (1 + k_p) UO (8 7)

Ya que p € (0,1), el signo del indice 7’P es el mismo que el del coeficiente o5

(ver (8.6)). Asi, la estabilidad de la bifurcacién de doble periodo se preserva.

Ademas, utilizando el método en frecuencia podemos probar que la amplitud
Or de la 6rbita es la misma que para el mapa sin control. Considerando G(z) =
1/zy g(-) = —f(+), utilizamos el procedimiento descripto en la tabla 8.1. Asi,
AMe™, ) = =D, f (4, po)e™ ™, y se verifica que 5P (1) = —v(u). Luego, a partir
de la ecuacion

A(=1, pr) = =1+ 5P (1)0%, (8.28)

obtenemos la amplitud buscada, que coindice con la anterior. De esta manera,
hemos probado que para el caso k impar, el control no modifica la bifurcacién
PD existente.

» Caso k par. De la condicién (8.21) se sigue que los puntos de bifurcacién PD

estan dados por

. 1+
D, f (3. 1o) = —ﬁ. (8.29)

Luego, el nacimiento de la bifurcacién depende ahora del parametro p y de la
ganancia p. De la ecuacién (8.23) obtenemos facilmente la ecuacién

I+p

T = ~(1r)0% (8.30)

Dyf(!% /JJR) +

entonces la amplitud de la posible oscilacion es

Dy f (i r) + 122
eR:\/ of @ im) T ) (8.31)
—(1r)
y a partir de (8.25) el coeficiente de estabilidad se reduce a
po_ (L—p)
= , 32
Oev (1 - kp)W(MO) (8 3 )

Asumiendo que la bifurcacién es no degenerada tenemos o” # 0, lo que impli-
cay(po) # 0,y considerando que 7 es una funcién continua para D, f (7, 1) # 1,
se puede afirmar que existe un entorno B = {u € R : 0 < | — po| < €} tal
que: sig(y(u)) = sig((uo))-

Supongamos que kp < 1. Si y(po) > 0, para ug € By pur > 1o (lo que implica
Dyf(y,ur) < —(1+p)/(1 = p)), la amplitud 0z en (8.31) esta bien definida
y el coeficiente oZ’” indica que la bifurcacién es supercritica. Si y(ug) < 0, la
solucién existird para D, f(y, ur) > —(1+ p)/(1 — p) o lo que es equivalente
Lr < po, v el signo del coeficiente de curvatura determina que la bifurcacion
es subcritica.

Si kp > 1, mostramos en la seccién anterior que el punto fijo se vuelve inestable
para p = po tal que Dy, f(y, po) = 1/A(e0) > —(1 + p)/(1 — p), con wy < 7.
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Como la bifurcacion PD ocurre cuando el punto fijo ¢ es inestable, la o6rbita de
periodo dos es también inestable. El andlisis de la direccién de la bifurcacion
es andlogo al caso en que kp < 1.

]

Observacién 33. Una eleccion trivial para incrementar la regién de estabilidad del
punto fijo serfa considerar k& = 0 (que corresponderia a un controlador no lineal
sin retardo). En tal caso, el punto fijo y puede ser globalmente estable bajo ciertas
condiciones de la funcién f. Sin embargo, en la préactica podria suceder que por
limitaciones propias de la medicion el controlador demore al menos una muestra en
actuar. En tales aplicaciones, seria mas apropiado disenar el controlador con una
cantidad par de retardos.

8.4.3. Bifurcaciones Neimark—Sacker

Es conocido que los esquemas de control con realimentacion retrasada pueden
inducir la ocurrencia de bifurcaciones de Neimark—Sacker [11, 80, 82]. En lo que
sigue obtenemos condiciones de existencia de esta bifurcacién utilizando el método
en frecuencia.

Proposicién 34. Supongamos que k es par, kp > 1 y que existe un valor po del
pardmetro tal que D, f(4,uo) = 1/A(€™°), con —1 < A(e™) < —(1 — p)/(1 + p).
Supongamos ademads que se verifican las siguientes condiciones

(i) DulDyf (5o 11)],_ # 0.
(ii) o # 0, donde

(1 - p)ei?wok > D f( X )]) (8 33)
T (1= ) D, G oyt —p) T Do G 0))- 8

Entonces, el mapa (8.8) exhibe una bifurcacion NS en un entorno de 3.

Demostracion. En la seccién anterior probamos que la curva del autovalor 5\(6“’)
intersecta el semieje real negativo en un valor de la frecuencia wy < 7 si k es
par v kp > 1. Entonces, la condicion critica para la aparicién de una bifurcacion
NS estéd dada por D, f(7, o) = 1/A(¢™0). Como A no depende del pardmetro s,
analizamos la transversalidad de la interseccién enfocandonos en el comportamiento
de P(p) :=1/D,f(y, ). La derivada de P en p = i se puede expresar como

Dy P(p)l, = = — D&%ﬁ{ ;yﬂﬁg)) - #0. (8.34)

Entonces, se satisface la condicién de trasversalidad si D, (D, f(7, 1))|
implica la hip6tesis (7).

Determinamos la estabilidad de la bifurcacién utilizando el indice V¥, que de
acuerdo a lo descripto en la tabla 8.1 estd dado por (8.33). Como se puede observar,

# 0. Esto

H=Ho
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las caracteristicas de la érbita emergente dependeran de la combinacion de valores
de todos los pardmetros (u, p y k). La hipdtesis (i) asegura que la bifurcacion es
no degenerada. B

A partir de la condicién D, f(y, o) = 1/A(e™?), se obtiene

0 — (1= p) Dy f (i), o) — pe~™** = 0. (8.35)
Haciendo algunos célculos sencillos, la expresion de la frecuencia critica resulta
1 1 2 (1-p)>2D,f(9 2
Wy = ATC COS + p ( p) yf(y7 Iuo) ) (836)
kE+1 2p

Utilizando las partes real e imaginaria de (8.35) y despejando p y D, f(9, po) en
funcion de wq resulta

sen(wy(k + 1))
sen(wok) + sin(wp)

sen(wp)

= T en(wok)’ Dy f (g, po) =

(8.37)

La ecuacién de la derecha establece una relacion entre el pardmetro p y la frecuencia
critica wp, pues la derivada estd evaluada en el equilibrio. Luego, a partir de las
ecuaciones anteriores obtendremos la curva de Neimark—Sacker en el espacio de
pardmetros p—p.

m

Observacién 35. Existen valores impares de k en los que (8.35) tiene una solucion.
Estos casos no son relevantes desde el punto de vista del control ya que el punto fijo
ya es inestable cuando se produce la bifurcacién de NS. Aunque existen multiples
intersecciones con el semieje real negativo, el que se encuentra més a la izquierda
ocurre cuando w = m, y asi § pierde su estabilidad en un bifurcacién PD.

8.4.4. Interacciéon doble periodo. Neimark—Sacker

De acuerdo a los resultados anteriores, el sistema controlado puede tener bifur-
caciones de doble periodo y de Neimark—Sacker para el mismo valor del retardo
k. Las dinamicas complejas observadas simulando diferentes ejemplos y las eviden-
cias numéricas que se muestran por ejemplo en [11] sugieren que estas bifurcaciones
podrian interactuar dando lugar a la resonancia 1:2, en esta resonancia dos auto-
valores del sistema (del dominio tiempo) se hallan en el punto —1. El método en
frecuencia provee condiciones explicitas para la ocurrencia de esta singularidad [21].
La resonancia 1:2 es una de las denominadas como resonancias fuertes, que ocurren
cuando la frecuencia critica wy de la bifurcacién NS satisface e®“0 = 1 para s = 1,
2, 3 0 4. Una explicacion completa del escenario dinamico de estas singularidades
puede hallarse en [45].

Proposicién 36. El mapa (8.8) desarrolla una resonancia fuerte 1:2 sdlo si k es
par y kp = 1.

Demostracion. De acuerdo alo que se prueba en [21], las condiciones para detectar la
existencia de una resonancia 1:2 en el dominio frecuencia son A(e'") = 1/D, f (7, tto)
v D A(e™) = 0. Usando la definicién de A dada en (8.19) la condicién anterior resulta

3 k1 kP + (—D**

Dz)\(Z) g - (1 - p)(—l) ((_1>k;+1 _ ;0)2

— 0. (8.38)
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Como p € (0,1), existira la resonancia 1:2 sélo si kp + (—1)k1 = 0. Claramente,

no existe solucién para valores impares de k. Sin embargo, si consideramos retardos
pares, es posible elegir valores adecuados de k y p tales que kp = 1.
O

Observacién 37. El mapa controlado puede desarrollar una resonancia 1:2 inde-
pendientemente de la no linealidad, considerando k par mayor que ceroy p = 1/k.
Para el caso ideal k£ = 0, la bifurcacion PD del mapa original se puede modificar
sin crear una resonancia 1:2. Sin embargo, como ya mencionamos el controlador
resultante puede no ser realizable en la practica debido a limitaciones fisicas.

8.5. Ejemplos

A continuacion, los resultados de la seccién anterior se aplican a dos mapas de
interés. En primer lugar, analizamos el conocido mapa logistico, y luego estudiamos
un modelo de poblacién considerado en [64].

8.5.1. Mapa logistico

Para este sistema tenemos f(x) = pz(1—2z). El mapa con control correspondiente
ha sido estudiado en [11], donde las bifurcaciones fueron halladas en forma numérica.
En esta seccion obtenemos resultados analiticos que formalizan y generalizan los
estudios numéricos mencionados.

Es bien conocido que el mapa x,1 = px,(1 — x,) tiene un punto fijo no trivial
2 =1-—p""! para u > 1. Este punto fijo es estable para p < 3, y sufre una bifurcacién
de doble periodo para = 3, en este valor del parametro & pasa a ser inestable y
surge una 6rbita estable de periodo 2 (c5P = 9). El objetivo principal es analizar
la efectividad del control echo-type para tratar de modificar la dindmica y que la
orbita de periodo dos exista para valores de u mas grandes, extendiendo asi el rango

de estabilidad de z. El sistema controlado a estudiar es
T = (1 — p)pux, (1 — ) + pTop_y. (8.39)

Aplicando las proposiciones demostradas en la seccién anterior y considerando
que D, f(Z,1n) = 2 — p, Dpof(Z,p0) = =210y Dy f(2, 1) = 0, se obtienen las
siguientes expresiones de las curvas criticas y de los indices de estabilidad de los
escenarios dindmicos existentes.

» Bifurcacién PD. Los puntos criticos y los coeficientes de estabilidad son:

e Caso k impar:

9(1 —p)
PD
= =/ 4
12 37 Ood 1—|—]€p ) (8 O)
e Caso k par:
3—p pp_ (3— p)?
= =7 8.41
/’L 1 _ p7 Uev 1 + kp ( )

= Resonancia 1:2. Condicién critica: kp = 1, siendo k£ un ntimero par.
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s Bifurcacién NS. La curva critica resulta

_ sen(wp) o sen(wo(k + 1))
sen(wok)’ sen(wok) + sen(wp)

: (8.42)

y el coeficiente de estabilidad correspondiente es

1— 2 iwok 2
Gvs _ _(d=pn e{ o [ N
2 eZOJO( + ) + k;p ILL — 1
(1 — p)ei2eok ] } (3.43)
20k t1) — (1 — p)(2 — p)eiz=ok — pl S~ :

Como esperabamos, el rango de estabilidad de  no cambia si el controlador
es implementado con una cantidad impar de retardos. Sin embargo, el punto de
bifurcacién PD se puede trasladar a valores mayores de y si k es par. El indice o2”
es positivo si kp < 1 y negativo si kp > 1, lo que implica que la estabilidad de la
oscilacion de periodo dos podria cambiar de acuerdo a la combinacion de valores de
py k. La condicién kp = 1 con k par corresponde a la resonancia fuerte 1:2, que es
el punto en que las bifurcaciones PD y NS interactian entre si.

La figura 8.4 izquierda muestra las curvas de doble periodo y Neimark—Sacker en
el espacio de parametros p—u, donde se ha fijado k£ = 2. Observamos que la region
en el espacio de parametros donde el punto fijo es estable se ha incrementado con
respecto al sistema sin control. Asi, por ejemplo, el punto fijo pierde su estabilidad
en ;1 = 3 si p =0 (caso sin control), mientras que este fenémeno ocurre en p = 3,5
si p = 0,2. El rango de estabilidad puede ser aun mayor si consideramos mayores
valores de p. Sin embargo, el comportamiento dindmico en un entorno de & sera més
complicado cuando el valor de p se acerca al punto de resonancia (notado como
Rl;g).

En este ejemplo, la bifurcacién NS presenta una singularidad Chenciner cerca de
Ri.o. Esta singularidad est4 caracterizada por la condicién ¢ = 0, y la existencia
de la misma indica que podrian existir 6rbitas multiples alrededor de & (ver [45]).
Para k = 2 en el punto (pcn, pion) == (0,549, 4,823), se verifica la condicién de esta
singularidad. Mostramos en la figura 8.4 derecha la coexistencia del punto fijo estable
con diferentes érbitas invariantes (estables e inestables) para p < gy p > 1/2. En
ambos casos, la aparicién de una orbita inestable alrededor del punto fijo llama la
atencion respecto de un hecho interesante. Aunque la regién de estabilidad es mayor,
la base de atraccion de z se reduce.

Para completar el andlisis, graficamos los diagramas de bifurcacion para k = 2
y dos valores diferentes de p en la figura 8.5. Para p = 0,2, el punto fijo pierde su
estabilidad cuando una érbita estable de periodo 2 emerge alrededor del mismo. Sin
embargo, una bifurcacién NS provoca la primer inestabilidad del punto fijo para
p = 0,6. El valor anterior de p parece ser un valor suficientemente alejado de la
region en la que se encuentran la resonancia fuerte y el punto Chenciner ya que el
punto fijo es el inico atractor (estable) para p < py.

En vista de las condiciones criticas de cada una de las bifurcaciones enumeradas
antes, la mayor regién de estabilidad del equilibrio & se obtiene considerando preci-
samente el minimo nimero de retardos pares en la ley de control (k = 2). Cuando
k aumenta, la resonancia 1:2 se traslada sobre la curva PD con menores valores de
p (va que p = 1/k), reduciendo la potencial expansion de intervalos de p estables.
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NS+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 8.4: Izquierda: Diagrama de bifurcaciones en el espacio p—u para k = 2. PD:
doble periodo supercritico (+) y subcritico (-). NS: Neimark—Sacker supercritica (+,
oscuro) y subcritica (-, claro). Derecha: Multiples atractores que rodean el punto fijo
estable: (a) p = 0,51y u = 4,95 (punto I, figura izq.), (b) p = 0,525y . = 4,9 (punto
11, figura izq.).

Como un ejemplo, en la figura 8.6 presentamos el espacio de parametros p—u co-
rrespondiente a k = 6. En este caso, el maximo del rango de estabilidad se reduce
a it = 3,4, en contraste con p = 5 obtenido para k = 2. Sin embargo, se puede
deducir que o > 0 en la curva critica NS para p < 3.4, por lo tanto, las érbitas
invariantes sélo aparecen si Z es inestable (bifurcacién NS supercritica). Luego, la
base de atraccién del punto fijo no es afectada por el controlador.

Los diagramas de bifurcacién de la figura 8.6 ilustran cémo el escenario dindmico
puede ser muy distinto al que obtuvimos para k = 2. En el caso particular p = 0,2,
el punto fijo pierde su estabilidad en py ~ 3,357 debido a una bifurcacion NS.
La érbita que surge se vuelve inestable cuando p > 3,674 y podemos hallar una
érbita de periodo dos estable. El mismo fenémeno se describe en [11] para k = 12
y p = 0,1, pero la condicién para la existencia de bifurcacion NS fue calculada sélo
numéricamente.

Finalmente, en la figura 8.7 graficamos curvas criticas en el plano p—u para
distintos valores impares de k. Como probamos anteriormente, para estos valores
del retardo no existe resonancia 1:2 que conecte escenarios PD y NS. Més atn, el
comportamiento dindmico cambia sélo cuando Z se vuelve inestable.
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Figura 8.6: Izquierda: Diagrama de bifurcaciones para £k = 6. PD: doble periodo
supercritico (+) y subcritico (-). NS: Neimark-Sacker supercritica (+, oscuro) y
subcritica (-, claro). Derecha: Diagrama de bifurcacién para k = 6. (a) p = 0,2, (b)
p = 0,6.

8.5.2. Modelo discreto de poblacion
El siguiente mapa corresponde al modelo discreto de poblacién estudiado en [64]

T

Pt = o) = 70 T

(8.44)
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Figura 8.7: Diagrama de bifurcaciones para distintos valores de k£ impar. La distin-
cién entre NS subcritica y supercritica se usa solamente para describir la direccién de
nacimiento de los ciclos ya que el punto fijo es inestable (debido a la PD bifurcacién).

donde z,, representa la densidad de poblacién en el ano n, y b > 0 es una constante.
El sistema tiene un punto fijo en el origen y otro punto fijo no trivial £ = b. En
[64] se observé que este tltimo sufre una bifurcacién de doble perfodo para b = v/2,
y el ciclo que existe para b > /2 es estable (0o = 1). Ademds, si se continta
incrementando el valor del parametro, se observa que el mapa presenta una cascada
de bifurcaciones de doble periodo.

Aplicando la realimentacion con retardo a este mapa, obtenemos

Ty

m + PLp—k- (845)

Tpi1 = (1= p)

Para este caso, las derivadas de la funcién no lineal son: D, f(%,b) = 1 — b?,
Do f(#,b) = 2b(0* — 2) y Dyyo f (2,0) = 6(—b* + 30> — 1).

Como hemos determinado anteriormente, para k£ impar se mantiene la bifurcacién
de doble periodo cuando b = v/2, y en la misma se genera una érbita de perfodo
dos estable (c£P = (1 — p)/(1 + kp)). En el caso de retardos pares, utilizando las
condiciones de bifurcacion calculadas en las secciones anteriores podemos determinar
que la bifurcacién se desplaza hacia valores mayores del parametro. En particular,
la bifurcacién se da en el valor critico b = \/2/1 — p y el coeficiente de estabilidad

en este caso resulta )

T A= ke) (1 =)
Como el numerador es positivo, si kp < 1 la bifurcacién es supercritica y si kp > 1
la misma es subcritica.

A partir de las condiciones de bifurcacién NS calculamos una curva en el espacio
de parametros p—b, que graficamos en la figura 8.8. En los puntos de esta curva, la
estabilidad se determina calculando el coeficiente o correspondiente.

A continuacion ilustramos el comportamiento que presenta el sistema para dis-
tintas combinaciones de p y b cercanas a las curvas de PD y NS de la figura 8.8

(8.46)
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Figura 8.8: Izquierda: Diagrama de bifurcaciones en dos parametros. PD: doble
periodo supercritico (4) y subcritico (-). NS: Neimark—Sacker supercritica (4, rojo)
y subcritica (-, verde). La ampliacién muestra los puntos de simulaciones. Derecha:
(Punto a) Orbita de perfodo 2; p = 0,4,b = 1,828 (Para este valor de p la bifurcacién
de doble periodo se da para bp ~ 1,826).

izquierda. En la figura 8.8 derecha se observa la érbita de periodo dos estable gene-
rada a partir de la bifurcacion PD, donde el punto fijo ha perdido su estabilidad.

En las figuras 8.9 y 8.10 ilustramos la interaccién del punto fijo con una orbita
inestable de la bifurcaciéon de Neimark—Sacker subcritica. En primera instancia el
punto fijo es estable y se halla rodeado por dicha 6rbita (figura 8.9 izquierda); luego,
ésta colapsa con el punto fijo, y como resultado este ultimo se vuelve inestable
(figura 8.9 derecha). La presencia de esta dérbita inestable advierte sobre un hecho
importante: si bien la regién en el espacio de parametros donde el punto fijo es estable
se ha incrementado, el dominio de atraccion del mismo se ve reducido, pues aparecen
otros atractores que no existian en el sistema original. En ambos casos, el escenario
se encuentra rodeado por una orbita estable, que es ajena a las bifurcaciones locales
analizadas. Finalmente, en las figuras 8.10 izquierda y 8.10 derecha se observa cémo
el punto fijo pierde la estabilidad y nace una érbita estable que lo rodea, mediante
el mecanismo de bifurcacién de Neimark—Sacker supercritica.

8.6. Conclusion

A lo largo de este capitulo presentamos un estudio detallado, utilizando el método
en frecuencia, del comportamiento dinamico exhibido por un mapa escalar bajo
la accion de un controlador con retardo. El escenario dinamico que se observa en
el sistema controlado depende fuertemente de la paridad del retardo k. Esto ha
sido puntualizado en [11] para el caso logistico. En este capitulo mostramos este
comportamiento para un mapa genérico; ademas hallamos condiciones explicitas
para la ocurrencia de bifurcaciones de doble periodo y Neimark—Sacker, y calculamos
expresiones para los coeficientes de curvatura que indican la estabilidad de las 6rbitas
emergentes.

Las condiciones de bifurcacion halladas permiten ubicar en forma simple en el
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Figura 8.9: Izquierda: (Punto b) p = 0,75,b = 1,823. Interaccién local de una érbita
inestable con el punto fijo estable. (Azul) Orbita estable exterior. Derecha: (Punto
c) p=0,75,b = 1,84. Se observa la dérbita estable exterior.

U

NN

Figura 8.10: Izquierda: (Punto d) p = 0,85,b = 1,78. Derecha: (Punto e) p =
0,85,b = 1,785.

espacio de parametros las bifurcaciones estudiadas. La region de estabilidad del
equilibrio s6lo puede extenderse utilizando valores pares del retardo k, pues para
valores impares del retardo el doble periodo aparece en el mismo lugar que en el
sistema sin control. Sin embargo, para valores pares de k surge el fenémeno de
resonancia 1:2, que introduce dindmicas complejas, las cuales pueden resultar no
deseadas. Si bien la region de estabilidad del punto fijo en el espacio de parametros se
incrementa, su cuenca de atraccion se ve afectada por la aparicion de otros atractores
que coexisten con dicho punto.
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Conclusiones

En esta tesis presentamos dos metodologias para el estudio de soluciones oscila-
torias en ecuaciones diferenciales con retardo.

En primer lugar, utilizamos el HAM para estudiar ecuaciones diferenciales con y
sin retardo. Realizamos un andlisis completo de las soluciones de un péndulo simple
mostrando la potencialidad del HAM. Ademas, desarrollamos una metodologia que
permite encontrar expresiones analiticas de las soluciones periédicas y determinar
su estabilidad. Expresamos en el contexto del HAM las condiciones de bifurcacion
de Hopf, y para un sistema particular presentamos distintas bifurcaciones de Hopf
doble que han sido, sélo en algunos casos, estudiadas con otras metodologias (formas
normales, variedad centro, etc.). El HAM nos permitié observar y luego probar
la existencia de las que denominamos como soluciones isocrénicas en sistemas con
retardo. En particular, determinamos la existencia de ramas de soluciones que tienen
el mismo periodo en ciertos sistemas conservativos realimentados con retardo.

En segundo lugar, presentamos una metodologia iterativa en frecuencia que ge-
neraliza resultados existentes para el estudio de EDRs. Con esta metodologia es
posible obtener una ecuacién de bifurcacion de alto orden, a partir de la cual se
pueden determinar bifurcaciones de Hopf generalizadas utilizando teoria de singu-
laridades. Describimos algunas bifurcaciones locales de soluciones periddicas para
varias ERDs, y observamos comportamientos dindmicos complejos de los ciclos. Por
ultimo, analizamos sistemas discretos con retardo utilizando el método en frecuen-
cia. Determinamos distintas bifurcaciones de érbitas y obtenemos una expresion
analitica para determinar una resonancia fuerte en este tipo de sistemas.

Implementamos ambas metodologias con la ayuda de paquetes de calculo simboli-
co. Los cédlculos computacionales en algunos casos resultan fundamentales.

9.1. Lineas de trabajo futuras

Para dar continuidad al trabajo que ha sido presentado en esta tesis, algunas de
las posibles lineas de trabajo futuras son:

s Utilizar el HAM y la metodologia planteada a partir de este método para
estudiar y describir bifurcaciones en distintos sistemas con retardo, tanto en
sistemas de interés tedrico como aquellos que se planteen a partir de aplica-
ciones concretas. En particular, extender la aplicacion de estas herramientas
a sistemas de orden mayor a dos.

121
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= Utilizar la metodologia iterativa en frecuencia para hallar y describir distintas
dindmicas complejas en las que intervienen soluciones periédicas. Desarrollar
formas alternativas de estudiar la ecuacién de bifurcacién obtenida con esta
metodologia que permitan complementar el analisis mostrado en esta tesis.

= Combinar ambas metodologias aprovechando las ventajas que cada una pre-
senta, para determinar y estudiar dinamicas globales que se observan en EDRs
(y también en EDOs), como por ejemplo: Hopf singular, bifurcaciones de tipo
Canards y MMOs (Mixed Mode Oscillations), entre otras. Estos fenémenos
afectan la dinamica local de las soluciones oscilatorias y resultan dificiles de
analizar en general, lo que los hace més interesantes.
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