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Capitulo 1

Introduccion

Esta es una tesis en Ciencias de la Computacion. Trata sobre aleatoriedad de
secuencias infinitas de simbolos. El concepto de aleatoriedad fue formalizado en
el campo de la Teoria de la Computacion en base a nociones de computabilidad,
especificamente en base a maquinas de Turing. Una secuencia es aleatoria si
todos sus prefijos son, esencialmente, algoritmicamente incompresibles. La llamamos
aleatoriedad pura por estar basada en el modelo de computo mas general, las
méquinas de Turing. Variando el poder del modelo de computo utilizado, se obtienen

nociones analogas.

En el caso de la aleatoriedad pura, la teoria estd bien elaborada y relaciona el
concepto de aleatoriedad con pruebas estadisticas infinitas, desarrolla el concepto
de secuencias aleatoriamente independientes e incluso consigue definir instancias
de secuencias aleatorias. Vemos la necesidad de explorar estos conceptos para la
aleatoriedad basada en autémata finitos, y dar resultados andlogos a los ya obtenidos

para la nocién de aleatoriedad pura.

Consideramos la nocién de aleatoriedad basada en autématas finitos, a la que
llamamos aleatoriedad de estado finito. Una secuencia es aleatoria de estado finito si
ningin autémata finito logra comprimir infinitos prefijos de la secuencia. Un teorema
importante (que resulta del trabajo de Schnorr y Stimm [51] y de Dai, Lutz, Lathrop
y Mayordomo [25]) establece que las secuencias aleatorias de estado finito coinciden
con las secuencias que Emile Borel llamé normales: una secuencia es normal si todos
los bloques de simbolos de igual longitud aparecen con la misma frecuencia en el
limite. Por ejemplo, si consideramos el alfabeto binario, el 0 y el 1 aparecen ambos
con frecuencia 1/2, los bloques 00, 01, 10, 11 aparecen con frecuencia 1/4 y asi
siguiendo. El interés de esta nocién es que captura exactamente la condicién maés

basica de aleatoriedad.
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A pesar que la definicién de normalidad fue dada hace més de 100 anos,
existen muchos problemas abiertos. Aqui nos concentraremos especificamente en

los siguientes interrogantes:

= Nos preguntamos cual es la familia de secuencias que pasan todas las pruebas
estadisticas finitas hasta un cierto tamano dado. Para esto introducimos los
collares perfectos en el Capitulo 3. Un collar es la clase de equivalencia de una
palabra finita bajo rotaciones. Los collares perfectos de orden k son aquellos en
los que cada palabra de longitud k ocurre exactamente k veces en posiciones
que son todas diferentes médulo k, para cualquier convencién de la posicion 0.
Por ejemplo, el collar [00011011] es 2-perfecto mientras que [00011110] no lo
es. Damos una biyeccién entre los collares perfectos y los ciclos eulerianos de
un grafo asociado. Y realizamos un conteo de la cantidad de collares perfectos.
Mostramos que cada secuencia periddica infinita cuyo periodo coincide con un
collar perfecto de orden k supera todas las pruebas estadisticas de tamano
menor o igual que k pero no todas las pruebas de mayor tamano. Sobre este

problema, obtuvimos una respuesta completa a los problemas planteados.

= La aleatoriedad de secuencias infinitas también puede definirse en un espacio
restringido de secuencias como los subshifts de tipo finito, este concepto
captura los espacios con restricciones markovianas. Un conjunto S de palabras
infinitas sobre un alfabeto dado es un subshift de tipo finito si existe un
conjunto finito X de bloques prohibidos tal que S coincide con el conjunto
de todas las palabras infinitas que no contienen ocurrencias de los bloques
en X. Si bien la definicién de normalidad para subshifts de tipo finito
habia sido desarrollada con anterioridad y estaba caracterizada por medio de
martingalas ([4], [26]), quedaba pendiente caracterizar esta nocién mediante
incompresibilidad por autématas finitos. Damos una generalizacion de un
teorema de Piatetski-Shapiro, que brinda una caracterizacién de normalidad
en base a una condicién mas laxa que la propia definicién; en el sentido
que solo exige una cota superior sobre las frecuencias de bloques en lugar
de un valor exacto. Esta generalizacién extiende el resultado clésico para
todo subshift de tipo finito. El resultado principal del Capitulo 4 es una
caracterizacion de secuencias normales en estos espacios como aquellas
incompresibles mediante autématas finitos. Queda pendiente determinar si
automatas finitos més poderosos, como los no deterministicos, autématas con
contadores o bidireccionales, logran comprimir alguna secuencia normal. Tal

vez la pregunta més desafiante que queda abierta es determinar si es posible



lograr la caracterizaciéon por incompresibilidad para secuencias normales en
espacios shift mas generales. Creemos que la demostracién que dimos para el
caso de subshifts de tipo finito se puede extender para shifts séficos (un espacio

shift es séfico si los bloques prohibidos constituyen un conjunto regular).

= La nocién de independencia para aleatoriedad pura dice que dos secuencias
son independientes cuando ninguna ayuda a comprimir la otra usando una
maquina de Turing. Para definir independencia de estado finito, es necesario
utilizar el mismo concepto que en aleatoriedad pura, pero ahora en base a
incompresibilidad mediante autématas finitos (concepto introducido en [11]).
En el Capitulo 5 proponemos tres clases de automatas finitos que sirven
para caracterizar pares de palabras normales e independientes en funcion de
las corridas sobre estos autématas. Queda pendiente formular esta nocién
de independencia de estado finito en términos puramente combinatorios, sin

involucrar el uso de autématas.

= Luego de desarrollar la nocion de independencia de estado finito, nos
encontramos con la pregunta ;Es posible computar instancias concretas de
secuencias normales e independientes? En el Capitulo 6 damos un algoritmo
que resuelve afirmativamente esta pregunta. Y que es una adaptacion de un
algoritmo dado por Alan Turing en 1937. Desafortunadamente la complejidad
de este algoritmo resulta doblemente exponencial, en el sentido que para
producir los primeros n simbolos de la salida el algoritmo realiza una cantidad
de operaciones en el orden de O(22n). Queda abierto el problema de encontrar
un algoritmo de complejidad polinomial. También queda abierto el problema
de encontrar un algoritmo que reciba una secuencia normal y produzca otra

secuencia normal e independiente a la dada.

Los resultados se obtuvieron en base a técnicas de matematica discreta. En
particular, para el capitulo 3 extendimos el resultado clasico de N. de Bruijn
que relaciona la definicién combinatoria de las secuencias de Bruijn con caminos
eulerianos en grafos apropiados. El conteo de collares perfectos se basa en una
inversién de Mobius sobre una férmula obtenida por analisis espectral de grafos.

Para dar los resultados de incompresibilidad de palabras normales en subshifts
de tipo finito utilizamos el teorema de Perron-Frobenius que nos habilita a
relacionar la codificaciéon dentro del subshift de tipo finito con la codificacién en
un espacio sin restricciones. Junto a la cota dada por Lempel y Ziv ([57]) para
la relacién de compresién mediante autématas finitos operando en el espacio sin

restricciones en funcién de la entropia de bloques. Por otro lado, dimos un argumento
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combinatorio elemental para demostrar que las secuencias que no son normales
admiten compresion en el subshift.

Para la caracterizacion de pares de palabras normales e independientes
adaptamos las técnicas utilizadas para demostrar la incompresibilidad de secuencias
normales por medio de autématas finitos, pero ahora considerando autématas con
dos cintas de entrada.

Por ltimo, la correctitud del algoritmo que produce un par de palabras normales
e independientes se basa en la cota efectiva de Hardy y Wright ([31]) de la cantidad
de palabras de una longitud dada tengan exceso o defecto de un simbolo respecto
del valor esperado. Se trata de un algoritmo iterativo que en cada paso refina su
salida, de a un bit por vez, manteniendo un invariante que asegura que en el limite

la salida es un par de palabras normales e independientes.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Alfabeto, palabras y secuencias

Un alfabeto es un conjunto finito de al menos dos simbolos. Una palabra sobre
el alfabeto A es una secuencia de elemento de A. A’ es el conjunto de todas las
palabras de ¢ simbolos, A* = Uﬁzo At es el conjunto de todas las palabras finitas y
AY es el conjunto de todas las palabras infinitas sobre A.

Denotamos con A a la palabra vacia. Para una palabra finita w, denotamos con
|lw| a su longitud. Numeramos a las posiciones de una palabra comenzando en 1.
Para una palabra x finita o infinita y un par de posiciones ¢ < j, notamos con x[i..j]
a la palabra formado por los simbolos de = en las posiciones desde i hasta j, en
orden. Dadas dos palabras finitas w y u, definimos el nimero |w|, de ocurrencias
de u en w como

lwly, = {7 : wli..i + |u] — 1] = u}|

y el nimero |w|,, de ocurrencias alineadas con desplazamiento r como
lwlu,r = {i:wli.i+ |u] —1] =wyi=rméd |u|}

El nimero |w]|, de ocurrencias alineadas viene dado por

lwl = Jw]ua

Por ejemplo, |aaaalq, = 3, |aaaaleq =2y |aaaa]qq2 = 1.

2.2. Definicion de normalidad

Como ya dijimos en la introduccidn, la aleatoriedad basada en autématas finitos

(a la que llamamos aleatoriedad de estado finito) coincide con el concepto de

9
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normalidad. Decimos que una palabra x en A% es normal cuando todos los bloques
de la misma longitud aparecen con la misma frecuencia. La formalizacion de este
concepto se debe a Emile Borel [18]. Seguin cémo se contabilicen las apariciones de

bloques, se obtienen tres definiciones diferentes.

A. Normalidad alineada: x es normal si para todo ¢ € N,u € A’

n— o0

B. Normalidad alineada fuerte: = es normal si para todo £,k € N,u € A*

o alk k=14 ndl,

n—00 n

=A™

C. Normalidad no alineada: = es normal si para todo £ € N,u € A¢

z(l...nlly _
’[ ” :‘A|Z

lim
n—o0

Las tres definiciones son equivalentes, para una demostracién de ésto ver el
Teorema 4.2 y el Teorema 4.5 de [20] o en [9].

En el Capitulo 4 demostramos un resultado maés general sobre la equivalencia
entre las diferentes definiciones de normalidad.

Borel demostré que casi todos los nimeros reales (con respecto a la medida de
Lebesgue) satisfacen que su expansién fraccionaria en cada base entera b mayor o
igual a 2 es una palabra normal para el alfabeto {0,1,...6— 1}.

Existen muchos interrogantes sobre normalidad que atn estan abiertos. Entre los
més famosos se encuentra la pregunta de Borel sobre si las constantes matematicas
usuales tales como 7, e 0 /2 son normales en alguna base, asf como la conjetura de
que los niimeros algebraicos irracionales son absolutamente normales.

Uno de los primeros ejemplos de un numero normal se debe a

Champernowne [23], que demostré que la expansion decimal de
0,12345678910112131415161718192021222324252627 . . .

es una palabra normal en el alfabeto {0,...9}. La construccién se puede hacer en
cualquier base entera, obteniendo una palabra normal en el alfabeto correspondiente
a esa base.

La construccién de Champernowne se ha generalizado de muchas maneras

interesantes. También hay otros métodos para obtener ejemplos de secuencias
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normales, una lista de referencias aparece en [20] y se pueden encontrar ejemplos
elegantes con pruebas de normalidad breves pero completas en [9] .

Cabe mencionar que la normalidad es una propiedad esperable de una secuencia
aleatoria, pero no es suficiente para asegurar verdadera aleatoriedad. Decimos

entonces que la normalidad es una nocién débil de aleatoriedad.
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Capitulo 3

Collares perfectos

3.1. Introduccion

Fijemos un alfabeto finito A y sea |A| su cardinalidad. Una palabra es una
secuencia finita de simbolos en el alfabeto. Una rotacién es la operacion que mueve
el simbolo final de una palabra a la primera posicién mientras se desplazan todos los
simbolos restantes a la posicién siguiente, o es la composicién de esta operacién con
si misma un ntimero arbitrario de veces. Una palabra circular, o collar, es la clase de
equivalencia de una palabra bajo rotaciones. En este capitulo presentamos la nocién

de collares perfectos. El material que presentamos aqui fue publicado en [6]:

N. Alvarez, V. Becher, P. Ferrari and S. Yuhjtman. Perfect Necklaces,
Advances of Applied Mathematics 80:48-61, 2016.

Definicién. Un collar es (k,n)-perfecto si tiene longitud n|A|* y cada palabra de
longitud k ocurre exactamente n veces en posiciones que son diferentes modulo n
para cualquier convencién sobre el inicio del collar. Un collar es perfecto si es

(k, k)-perfecto para algun k.

Los collares perfectos son una variante de los célebres collares de Bruijn [27].
Recordemos que un collar de Bruijn de orden k£ en el alfabeto A tiene
longitud |A* y cada palabra de longitud k ocurre exactamente una vez.
Por lo tanto, nuestros collares (k,1)-perfectos coinciden con los collares
de Bruijn de orden k. Para una presentacién de los collares de Bruijn,
incluyendo un relato histérico de su descubrimiento y redescubrimiento,
véase [17]. Observemos que un collar de longitud k|A|*¥ admite k& posibles
descomposiciones en |A|* palabras consecutivas de longitud k (sin solapamiento).

Por lo tanto, un collar es (k,k)-perfecto si y sélo si tiene longitud k|A* y cada

13
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palabra de longitud k ocurre exactamente una vez en cada una de las k posibles
descomposiciones.

Para cada k y n, damos una caracterizacién de collares (k,n)-perfectos en
términos de circuitos eulerianos en ciertos grafos. (Corolario 3.8). Damos una férmula
cerrada para el nimero de collares (k,n)-perfectos (Teorema 3.14). Estos son los
resultados mas elaborados en este capitulo.

Demostramos que toda secuencia aritmética cuya diferencia es coprima con
el tamano del alfabeto induce un collar perfecto (Teorema 3.3). En particular, la
concatenacion de todas las palabras de una misma longitud en orden lexicografico
produce un collar perfecto (Corolario 3.4). Esto proporciona un ejemplo curioso de
collar perfecto para cualquier longitud de palabra.

Las propiedades combinatorias de la concatenacién en orden lexicografico de
todas las palabras de una misma longitud fueron consideradas por primera vez, hasta
donde sabemos, por E. Barbier [8, 7] (véase también [3]). Mds tarde, Champernowne
utilizé esta idea para la construccion de un numero real normal en base 10.
Champernowne trabajé con el alfabeto A = {0,1,...,9} y para cada k, acotd
el nimero de ocurrencias de cada palabra de longitud menor o igual a k£ en la
concatenacion en orden lexicografico de todas las palabras de longitud k. Pero ni
Barbier ni Champernowne mencionaron que cada palabra de longitud k£ se produce
en esta secuencia exactamente k veces, una vez en cada una de las k diferentes

rotaciones.

3.2. Collares perfectos

Sea 6 : A* — A* el operador de rotacion, tal que para cada posicién 1,
(Ow)(i) = w((i + 1) mdd |w|)). Notamos con 6" la aplicacién del operador de
rotacion n veces hacia la izquierda, y con 7", la rotacién n veces hacia la derecha.
Como ya se dijo, un collar es la clase de equivalencia de una palabra bajo rotaciones.
Para denotar un collar, escribimos [w] donde w es cualquiera de las palabras en la
clase de equivalencia. Por ejemplo, si A = {0, 1},

[000] contiene una sola palabra 000, porque para cualquier n, 8™(000) = 000.

[110] contiene tres palabras #°(110) = 110, #*(110) = 101 y 6#%(110) = 011.

Ejemplo 3.1. Sea A = {0,1}. Para mayor claridad, agregamos espacios en los
ejemplos.
Para palabras de longitud 2 existen dos collares perfectos:

[00 01 10 11],

[00 10 01 11].
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El siguiente es un collar perfecto para palabras de longitud 3:
[000 110 101 111 001 010 011 100].
Los siguientes no son collares perfectos,
[00 01 11 10],
[000 101 110 111 010 001 011 100].
Los llamados cddigos Gray no forman collares perfectos, por ejemplo,

[000 001 011 010 110 111 101 100].

3.2.1. Todo collar ordenado es perfecto

Definicién. Dado un alfabeto ordenado A y un entero positivo k, el k-collar
ordenado tiene longitud k|.A|* y se obtiene por la concatenacién de todas las palabras

de longitud k en orden lexicografico.

Para A = {0,1}, los k-collares ordenados para k igual 1, 2 y 3 son los siguientes:

[01],

[00 01 10 11],

[000 001 010 011 100 101 110 111].

Probaremos que para toda longitud de palabra, su correspondiente collar
ordenado es perfecto. Decimos que una biyeccién o : A¥ — AF es un ciclo si
para cada w € AF el conjunto {o7(w) : 0 < j < |A[*} es igual a AF. Para una
palabra w escribimos w(i...j) para denotar la subcadena de w desde la posicién i

hasta la j.

Lema 3.2. Sea A un alfabeto finito, ¢ : A¥ — A* un ciclo y v cualquier palabra en
AF. Sea s = 6%(v)ol(v).. .U‘A‘k_l(v). El collar [s] es perfecto si y sélo si para todo
¢ tal que 0 < ¢ < k, para todo € A’ y para todo y € A*~¢, hay un tnico w € A*
talque w(k—£4...k—1)=zy (o(w))(0...k—L—1)=1y.

Demostracion. Supongamos que [s] es (k,k)-perfecto. Tomemos un ¢ tal que
0< ¢ <k xze A yy e AL Consideremos 6 's, la —(-ésima rotacién de s.
Dado que [s] es (k, k)-perfecto, xy ocurre exactamente una vez en la descomposicién
de 0~ 's en palabras consecutivas de longitud k. Por lo tanto, existe una tinica palabra
w en la descomposicién de s en palabras consecutivas de longitud & cuyos tltimos £
simbolos son iguales a x y tal que los primeros k — ¢ simbolos de o(w) son iguales
avy.

Por el contrario, supongamos que [s] no es (k, k)-perfecto. Entonces, existe algin
¢, 0 < ¢ <k, tal que la descomposicién de §7¢(s) contiene dos palabras iguales de
longitud k. Esto contradice que para cada z € A’ y cada y € A, existe un w € A*
talque w(k—4...k—1) =2y (o(w))0...k—L—-1)=1y.
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Teorema 3.3. Consideremos el alfabeto A = {0,...,b — 1} donde b es un entero
mayor o igual a 2, una longitud de palabra k£ y un entero positivo r coprimo
con b. Identificamos los elementos de A* con el conjunto de enteros médulo b* de
acuerdo a su representacién en base b. Definimos una palabra de longitud kb* como
la yuxtaposicién de los elementos de A correspondientes a la sucesién aritmética

0,7,2r,...,(bF — 1)r. El collar asociado es perfecto.

Demostracion. Dado que r es coprimo con b, el operador “sumar r” define un ciclo
o : AF — Ak Debemos comprobar que satisface la condicién del Lema 3.2. Para
cualquier w tal que w(k —¢...k —1) = x tenemos o(w)(k—¢...k—1) = Z, donde,
abusando de la notacién, & = z +r mdéd b’. Dado que la palabra y# aparece sélo
una vez en el ciclo, esto fija un tnico w = o~ Y(yZ) con wk —£...k—1) ==z y

(c(w)(0...k—£—1)=1y. O

Corolario 3.4. Para cualquier alfabeto ordenado A y cualquier longitud de palabra

k, el k-collar ordenado es perfecto.
Demostracion. Tomar r = 1 en el Teorema 3.3. ]
La siguiente proposicion es inmediata, asi que la enunciamos sin demostracion.

Proposiciéon 3.5. Los siguientes operadores ¢ : A* — A* estdn bien definidos en
los collares y conservan la perfeccion. Es decir, para cada k y n y para cada s € A",

si [s] es (k,n) - perfecto entonces [¢ps] es (k,n)-perfecto.

1. El operador que permuta los digitos: ¢(xq...zx_1) = (Txo ... TZ1k_1) Para

cualquier permutacién 7 : A — A

2. El operador de reflexion: ¢(xq ... 2ux_1) = (Tppe_q - - - To)-

3.3. Caracterizacion y conteo de collares perfectos

Para caracterizar y contar los collares (k,n)-perfectos en el alfabeto A
consideramos circuitos eulerianos en un grafo dirigido apropiado, definido en base a
A, kyn.

Recordemos que un circuito euleriano en un grafo es un camino que comienza y
termina en el mismo nodo y que utiliza todos los arcos exactamente una vez. Una
presentacién exhaustiva del material sobre grafos que usamos en esta seccion puede

ser leido en las monografias [30, 55, 24]. Para el material sobre combinatoria de
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palabras vea los libros [39, 40]. Notamos m | n cuando m divide n y gcd(m,n) para

el maximo divisor comun entre m y n.

Definicién. Sea A un alfabeto con cardinalidad b, sea s una longitud de palabra
y sea n un entero positivo. Definimos el grafo astuto G, como el grafo dirigido,
con nb® nodos, cada nodo es un par (u,v), donde u estd en A° y v es un nimero
entre 0 y n — 1. Hay una arista de (u,v) a (u/,v’) si los dltimos s — 1 simbolos de u
coinciden con los primeros s — 1 simbolos de v’ y (v + 1) mdd n = v'. Observe que
G n es fuertemente regular (todos los nodos tienen un grado de entrada y un grado
de salida igual a b) y es fuertemente conexo (existe un camino entre cada nodo y

cada uno de los nodos restantes).

Para cualquier tamano de alfabeto, el grafo astuto Gy 1 coincide con un grafo
de Bruijn de palabras de longitud £ — 1; por lo tanto, los circuitos eulerianos en
G—1,1 corresponden exactamente a los collares de Bruijn de orden k. Aunque todo
circuito euleriano en el grafo astuto Gj_1 5, resulta en un collar (k, n)-perfecto, cada

collar (k,n)-perfecto puede provenir de varios circuitos eulerianos en este grafo.

3.3.1. De collares perfectos a circuitos eulerianos

De aqui en adelante, fijamos un alfabeto A y escribimos b para denotar

su cardinalidad.

Definicién. Dado un collar de longitud ¢, [ag,a1,...ar—1], definimos su
pertodo como el minimo entero L tal que para todo entero no negativo j,
aj méd ¢ = G(j+1) méd ¢- Observe que el periodo L siempre existe, y necesariamente

L | ¢. Si el periodo coincide con la longitud, decimos que el collar es irreducible.

Definicién. Sean m,n nimeros enteros positivos. Definimos dp,,, = [[p;* donde
{pi} es el conjunto de primos que dividen a m, y «; es el exponente de p; en la

factorizacién de n.

Proposicién 3.6. El periodo L de un collar (k, n)-perfecto satisface lo siguiente:
1. L = jb* para algin j | n.
2. dpp | J
3. El collar irreducible correspondiente de longitud L = jb* es (k, j)-perfecto.

Demostracion. Sea [s] (k,n)-perfecto, con s = ag...ak_q.
1. Dado que [s] tiene longitud nb*, sabemos L | nb*. Comprobemos que b*|L.

Como [s] tiene un periodo L, [ag...ar—1] es un collar donde todas las palabras de
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longitud k ocurren el mismo nimero de veces. En caso contrario, seria imposible que
se produzcan el mismo nimero de veces en [s]. Si cada palabra de longitud k ocurre
j veces en [ag...ar_1], entonces L = jb*. Como jb* | nb¥, concluimos que j | n.

2. La palabra ag...ar_1 ocurre en la posicién 0 en s, pero también en las
posiciones L, 2L,..., (n/j — 1)L. Estas posiciones son de la forma ¢jb* donde
0 < g < n/j. Estos nimeros deben ser todos diferentes modulo n. Equivalentemente,
los n/j ntmeros de la forma gb¥, donde 0 < ¢ < n/j, son todos diferentes
médulo n/j. Esta tltima condicién se cumple exactamente cuando ged (b, n/j) = 1,
que a su vez es equivalente a ged(b,n/j) = 1, que es equivalente a dj ,,|j

3. Como se argumenta en el punto 1, en el collar [ag...ar—1] cada palabra de
longitud k ocurre el mismo nimero de veces. Si las posiciones de dos ocurrencias de
una palabra dada fueran iguales modulo j entonces serian iguales modulo n, pero

esto es imposible porque [s] es (k, n)-perfecto. ]

Proposicién 3.7. Sea N un collar (k, j)-perfecto. Si n es tal que dp,, | j | n entonces
el collar de longitud nb* que se obtiene repitiendo N exactamente n/j veces es (k,n)-

perfecto.

Demostracion. Sea N el collar que se obtiene repitiendo N exactamente n /j veces.
Entonces cada palabra de longitud k se produce en N exactamente j x n/j =n
veces.

Tomemos cualquier palabra w de longitud k y sean ¢, ..., q;, enteros entre 0 y
jbF — 1, las posiciones de las ocurrencias de w en N para alguna convencién sobre
la posicién inicial.

Entonces, w ocurre en N en las posiciones ¢; + jb¥t, donde 0 < t < n/j.
Supongamos que g;, + jb*t; = q;, + jbFta (mod n).

Tomando médulo j concluimos que i; = is porque N es (k, j)-perfecto. Entonces
tenemos que bty = bty (mod n/j). Dado que dy,, | j tenemos ged(b,n/j) = 1, asf

que t1 =t (mod n/j), lo cudl implica que t; = to. O

Corolario 3.8. Dado un alfabeto de b simbolos, con b > 2. Sean k y n nimeros
enteros positivos. Un circuito euleriano en el grafo astuto G_1, induce un collar
(k,n)-perfecto. Cada collar (k,n)-perfecto de periodo jb* corresponde a j circuitos
eulerianos diferentes en G,_1 ;. Por lo tanto, el nimero de circuitos eulerianos en el

grafo astuto G_1 ,, es

e(n)= Y il

db,n'j"n‘

donde p(j) es el nimero de collares (k, j)-perfectos irreducibles.
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3.3.2. El ntimero de circuitos eulerianos en grafos astutos

Sea G un grafo dirigido con n nodos. La matriz de adyacencia de un grafo G es
la matriz A(G) = (a;;);;—; donde a;; es el nimero de aristas entre el nodo i y el

nodo j. El polinomio caracteristico [24] de un grafo G se define como
P(G;x) = determinante(z] — A(G)),

donde I es la matriz de identidad de dimensién n x n.
El teorema BEST (por los autores Bruijn, van Aardenne-Ehrenfest, Smith y

Tutte) da una férmula para el nimero de circuitos eulerianos en grafos dirigidos.

Lema 3.9 (BEST Theorem [30]). Sea G un grafo conexo regular con n nodos. Sea
w un nodo de G y sea 1, (G) el nimero de arboles de cubrimiento orientados hacia

w. El ntimero de circuitos eulerianos en G es

n

rw(G) - H(degree(v) —1)!

v=1

Lema 3.10 (Hutschenreurther, Proposition 1.4 [24]). Sea G un grafo regular con n
nodos y grado b. Para un nodo arbitrario w, el nimero de arboles de cubrimiento

rw(G) es

10
’l”w(G) = E%'P(G, I’)‘x:b.

donde 8% es la derivada con respecto a x.

Dado un grafo G, su grafo de linea I'(G) es un grafo tal que cada nodo de
I'(G) representa un arco de G; y dos nodos de I'(G) son adyacentes si y sélo si sus

correspondientes arcos comparten un nodo comun en G.

Lema 3.11 ([24]). Para todo grafo dirigido G, regular y conectado,
PI(G);z) = 2™ "P(G; ),

donde T'(G) es el grafo de linea de G, m es el niimero de arcos de G y n es el nimero

de nodos de G.
En el siguiente lema notamos A para la palabra vacia, es decir, la tinica palabra
en A°.

Lema 3.12. Sea b cualquier tamarnio de alfabeto, k£ una longitud de palabra, y j un
entero tal que ged(b, k)|j|k. Sea Gg ; el grafo con nodos {(A,0), (A, 1),...(A\,7—1)}
y con b arcos de (\,4) a (A\,i+1 méd j). Entonces, P(Go j;z) = 27 — b.
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Demostracion.

Es facil comprobar que P(Go j;x) = det(z] — A(Go,j)), que es igual a 29 —b/. O

Lema 3.13. Supongamos que tenemos un alfabeto de b simbolos con b > 2. Sea k
una longitud de palabra y sea j un entero positivo tal que ged(b, k)|j|k. El nimero

o . 1
de circuitos eulerianos en el grafo astuto Gy_1; es (b1)7* b=F.

Demostracion. Escribimos I'(G) para denotar el grafo de linea de G. Observar que
para cada s positivo y para cada j, Gs; = I'(Gs—1,). En esta prueba, el valor j

b*~1 nodos, cada uno con un grado de

permanecerd fijo. Dado que Gji_1; tiene j
entrada b (y también grado de salida b), por el Lema 3.9 el nimero de circuitos

eulerianos en Gj_1; es

jbk—1
r(Gi-15) - [] (degree(v) —=1)! = r(Gr_1;) - (b — 1)V

v=1

bkfl

El resto de la prueba se dedica a determinar r(Gj—_1 ;) usando el Lema 3.10.

P(Gr-14;7) = P(T(Gr—2,); v)
_ xbk_lj—bk_ij(Gk_Q’j; )
_ xj(b’ffl—b’“’Q)p(F(Gkig’j); )
_ xj(bk:—l_bk’—Q)xj(bk’—Q_bk—S)P(Gk_?)’j; Q,’)

= l’j(bkil_bkig))P(Gk,g,j; H?)

= :L'j(bkil_bo),P(G()’j; ac)

= /O (T )y,

S P(Ghrgiz) = o d I )

Oz
S s BN (L B S WO B JOF =g i1
= (jb J)x (@ =V)+= jal =
8 . k7 . .
5 PG gid)lomy =07 TG0
Finalmente, por el Lema 3.10,
1 a 1 ‘bk_lfj gi—1 'bk_lfk
r(Gr-1,) ZW%P(Gk—Lj;fE)\x:b = jbk,lbj o=V :

Por lo tanto, el nimero total de circuitos eulerianos en G_1 ; es

PR (b — T = T R, O
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3.3.3. Numero de collares perfectos

Recordemos la Definicién 3.3.1, dp,, = [[p;", donde {p;} es el conjunto de primos
que dividen a ambos b y n, v «; es el exponente de p; en la factorizacién de n. La
funcién de Euler ¢(n) cuenta los enteros positivos menores o iguales a n que son

coprimos con n.

Teorema 3.14. Supongamos que tenemos un alfabeto de b simbolos. Sean k y n

numeros enteros positivos. El nimero de collares (k,n)-perfectos es

LS elideln/i)

db,nljln

donde e(j) = (b!)jbkilb_k es el nimero de circuitos eulerianos en el grafo G_1 ;

Demostracion. Sea p(j) el numero de collares (k, j)-perfectos irreducibles. Luego, el

ntumero de collares (k,n)-perfectos es

> ()

db,n‘j‘n

Sea e(j) el nimero de circuitos eulerianos del grafo astuto Gj_; ;. Por el

Corolario 3.8, para cada j tal que dpp|j|n,

(i)=Y £n(e).

dp,nlll7
Notar que dp, = dp;. Para simplificar la notacién, en el resto de la prueba

abreviamos dp, como d. Entonces, escribiendo j como un multiplo de d, obtenemos

que para todo m tal que md|n,

e(md) =Y _id p(id).

Sea g(m) = e(md) y f(m) = p(md) md. Notando p a la funcién de Mobius,

obtenemos

Fm) =>"u(m/i) g(i).
p(md) md = u(m/i) e(id).

plmd) = S u(m/i) e(id).
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Sy =3 S ulmfi) elid)

d|j|n mln/d ilm

=Y elid) Y plomfi)

iln/d ilm|n/d

ey ; u(a/).

d|jn Jlgln

Aplicando inversién de Mobius,

S g ali = 30wt = 30" ) = ol
ilaln rln/j rin/i

Hemos utilizado la identidad ¢(m) = >, ™u(r), la cuédl es simplemente la

rlm r
inversion de m =}, ¢(r).
Por el Lema 3.13, el ntimero e(j) de circuitos eulerianos en el grafo astuto G_1

es (b)) k. O

3.4. Pruebas de tamano finito y collares perfectos

“Dada una familia finita de pruebas de aleatoriedad hay una secuencia infinita x
que pasa a todas ellas, pero que serd rechazada por una nueva prueba mds refinada”,
propuso Norberto Fava.

Nuestro intento de formalizar esta afirmaciéon nos condujo a pruebas de tamano
finito y secuencias periddicas perfectas. El resultado se resume en la Proposicion 3.15.

Sea (Xo, X1,...) una secuencia de variables aleatorias con valores en un alfabeto
dado A de al menos dos simbolos. Decimos que la secuencia es aleatoria si las
variables estdn uniformemente distribuidas en A y son mutuamente independientes.
Para probar si una muestra (zg,...,Z,—1) € A" viene de una secuencia aleatoria,
consideramos la siguiente configuracién de prueba de hipdtesis. Como es usual,

notamos con R el conjunto de ntiimeros reales.

(a) La hipdtesis
Hy: (Xo,Xi,...) es aleatoria
(b) Un tamano de prueba k y una funcién de prueba t : A¥ — R. Notamos

T =E[t(Xo,..., Xk-1)] = |A7F Z t(Yos -+ Yk—1)s
(yov“aykfl)GAk

donde Ej es la esperanza asociada con la hipdtesis Hy.
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(¢) Una funcién T, : A™ — R definida por

1 n—1
Tn(.ro, e ,l‘nfl) = ’ﬁ E t(xi, e ,I‘H_k_l) — T
i=0
considerando la condicién de periodicidad z,+; = x;j. Es decir, T),(xo, ..., Zn-1) €s

la diferencia en valor absoluto entre la media empirica de t para la muestra y el valor

esperado de t bajo la hipétesis Hyp.

(d) Un error e > 0 y una regla de decision

Si Tn(zo,...,Tp—1) > € entonces rechazar que la muestra (zg,...,%n—1)

cumpla la hipdtesis Hy.

En este caso decimos que la prueba t rechaza la muestra (xo, ..., Tp—1).

Decimos que esta prueba es de tamano k porque el rechazo se decide en base
a una funcién sobre la media empirica de ¢, que es una funcién de k coordenadas
consecutivas. Las pruebas de tamano finito incluyen a la prueba de frecuencia, la
prueba de bloques, cantidad de rachas, méaxima racha de unos, etc. Existen muchas
pruebas (no finitas), como la prueba de la de transformada de Fourier discreta, la
prueba Kolmogorov-Smirnov y muchas otras. Estas pruebas también utilizan alguna
funcién 7}, de la muestra, no necesariamente basado en la media empirica de ¢. La
caracteristica en comun es el uso de la distribucién de Tn(X 1,...,Xpn) bajo Hy para
calcular la probabilidad de rechazo.

Las pruebas para Hg se utilizan para verificar si una secuencia de ndmeros
producido por un generador de numeros aleatorios puede considerarse aleatorio;
ver Knuth [35] y la bateria de pruebas propuestas por L’'Ecuyer y Simard [36]. Un
buen recuento de la historia de las pruebas de hipétesis es dado por Lehmann [37].

FEn las pruebas de hipdtesis convencionales, el tamafio de la muestra n se mantiene
fijo. Suponiendo Hy y repitiendo la prueba j veces con datos independientes, la
proporcién de veces en que la hipdtesis es rechazada converge cuando j — oo a la
probabilidad condicionada a Hy que T, (Xo,...,Xn—1) > €. En cambio, nosotros
tomamos una secuencia infinita, testeamos sus primeros n elementos y registramos
el rechazo para cada n mientras n — oo.

Sea x = (g, 1, ... ) una secuencia infinita de simbolos en A. Fijamos un tamano
de prueba k, una funcién de prueba ¢ de tamano k y un 7,, dado por (c). Decimos
que x pasa la prueba t si

lim T, (xo,...,zn—1) =0. (%)

n—oo
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Es decir, para cada € > 0 hay un n(z,¢) tal que para todo n > n(x,e) tenemos
Tn(l‘o, NN ,.’Enfl) <e.

En otras palabras, fijando la funcién de prueba t de tamano k y el error ¢, la prueba
t rechaza (zo,...,Zn—1) & lo sumo un nimero finito de n’s. Cuando (*) no se cumple,
decimos que t rechaza a x.

La secuencia (Xg, X1,...) de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas en A pasa cualquier prueba de tamafo finito ¢ casi seguramente (con
probabilidad 1). Esto es lo mismo que decir que el conjunto de nimeros reales en
[0, 1] cuya representacion en base |.A| pasa todas las pruebas finitas tiene una medida
de Lebesgue igual a 1.

Decimos que la secuencia infinita x es (k, m)-perfecta si x es periédica con periodo
m| A y el collar [xg. - Ty ap—1] es (k,m)-perfecto. Recordemos que los collares
(k,1)-perfectos son exactamente los collares de Bruijn de orden k, por lo que la
siguiente proposicién considera a las secuencias infinitas de Bruijn de orden k£ como
un caso especial: si x es de Bruijn de orden k£ hay una prueba de tamano k + 1 que

rechaza a x.

Proposicién 3.15. Supongamos que el alfabeto A tiene al menos dos simbolos. Sea
m un entero positivo y x una secuencia infinita (k, m)-perfecta. Entonces, se cumple

lo siguiente:
1. La secuencia infinita x pasa todas las pruebas de tamano j < k.

2. Para todo h > k +log| 4| m, existe una prueba t de tamario h tal que ¢ rechaza

a X.

Demostracion. Sea b la cantidad de simbolos en A. El periodo de z tiene longitud
mbF.
1. Sea ¢t una prueba de tamano k. Para cualquier entero positivo ¢, por

periodicidad,

1 mbFe—1
Tmbke: ‘m Z t(.’l’i,...,xi+k,1)—7’
=0

; mbk—1
= 2 i) = 7|
=0

=0

porque z es (k, m)-perfecta y por la definicién de 7 en (b).
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Tomemos j € {0,...,mb* — 1} y usemos la anterior igualdad para obtener

(M0 + )Ty = 5 Tj < jmédx|t — 7]

< mb*méx |t — 7|,

donde méx |t — 7| = méx,, . .., |t(20,...,2k—1) — T|. Luego,
mbF ;
Toproys < T |t — 7]

IN

1
—méx |t — 7| — 0.
14 {—00

Esto muestra que x pasa la prueba t. Sea t una prueba de tamafio j < k. Para ver

que z también pasa t, definimos ¢ de tamafo k como
t(x(), ce 7$k71) = Z?(l’o, ceey :z:j_l).

2. Sea h un entero tal que h > k+1log, m. Luego b > mb”® y existen mds palabras
w=uwg... wh_1 € A" que los mbF posibles lugares de comienzo. Por lo tanto, existe
al menos una palabra @w de longitud h que no esta presente en la secuencia = y el

test ¢ que considera como indicador a w rechaza x. ]

Pruebas finitas y ndmeros normales. Como enuncié Borel (ver [20]), un
nimero real es simplemente normal en base b* exactamente cuando cada bloque
de longitud k se produce en la expansion de x en base b con frecuencia asintética
b~*. Por lo tanto, un ntimero real es simplemente normal en base b* si su expansién
en base b pasa todas las pruebas de tamano menor o igual a k. Obtuvimos el resultado
que para cada k y b, y para cualquier m, toda secuencia (k, m)-perfecta en el alfabeto
{0,1,...,b— 1} es la expansién en base b de un nimero que es simplemente normal
en base bF.

Borel define la normalidad en base b como simple normalidad en las bases b*,
para todo entero positivo k. De aqui en adelante, un ntimero es normal en base b si
su expansién en base b pasa todas las pruebas estadisticas de tamafio finito.

Entonces, cada instancia de un nimero normal en una base dada proporciona
un ejemplo de una secuencia que pasa todas las pruebas de tamano finito. Existen

varios ejemplos conocidos, como [23, 14] y las referencias en [20].

Pruebas infinitas y secuencias algoritmicamente aleatorias. Martin-Lof
defini6 un conjunto de pruebas basadas en términos de computabilidad [43],

que incluyen a todas las pruebas de tamano finito. Las secuencias infinitas que
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pasan todas esas pruebas se llaman secuencias aleatorias Martin-Lof o secuencias
algoritmicamente aleatorias. Debido a la naturaleza de la definicién, las secuencias
algoritmicamente aleatorias no son computables pero algunas de ellas pueden ser
definidas en el primer nivel de la jerarquia aritmética [28]. Dado que para cada k
y m, toda secuencia (k, m)-perfecta es rechazada por alguna prueba de Martin-Lof,

las secuencias (k, m)-perfectas no son algoritmicamente aleatorias.



Capitulo 4

Incompresibilidad en subshifts

de tipo finito

4.1. Introduccién

Los subshifts de tipo finito son espacios de palabras infinitas que tienen un
conjunto finito F' de bloques prohibidos, es decir que sus palabras son aquellas
que no contienen ninguna ocurrencia de bloques de F. Un ejemplo sencillo es el
shift de la razdn durea definido en el alfabeto {0,1} y donde el conjunto de bloques
prohibidos es F' = {11}, es decir que sus elementos son las palabras infinitas binarias
que no contienen dos 1s consecutivos. Recibe este nombre porque sus palabras se
corresponden exactamente con la representacién estandar en base ¢ = (1 4+ 1/5)/2
(razén durea) de los nimeros reales en [0, 1]. Un nimero 0 < r < 1 se escribe en base
¢ como 15203 ..., sir =32, Bi»~" y donde se pide que no haya dos 1s consecutivos
para asegurar que la representacion sea tnica. Llamamos shift completo al espacio
de todas la palabras infinitas de simbolos en un alfabeto dado, es decir cuando el
conjunto F' es vacio. En adelante nos referiremos a los subshifts de tipo finito como

SFT por sus siglas en inglés.

La normalidad de secuencias infinitas se puede definir para subshifts de tipo
finito en funcién de la medida de Parry correspondiente, que es la tnica medida de

méxima entropia para un subshift de tipo finito.

La representacion en base ¢ es un caso particular de los sistemas de numeracién
en base Pisot, que determinan palabras infinitas en un subshift de tipo finito.
Recientemente Madritsch, Scheerer y Tichy [42] dieron un algoritmo polinomial
para computar un nimero tal que todas sus representaciones en bases de Pisot

son normales.

27
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Dado que la normalidad en el shift completo puede ser caracterizada por
incompresibilidad mediante autématas finitos, nos preguntamos si podemos dar
una caracterizacién similar para subshifts de tipo finito. Para este resultado se
utilizan autématas finitos aumentados con una cinta de salida a los que llamamos
transductores, que no pierden informacion. Esto significa que se puede recuperar la
entrada a partir de la salida y el estado actual. El teorema de caracterizaciéon dice
que una palabra es normal si y sélo si ningtin transductor sin pérdida de informacion
logra comprimir infinitos prefijos de la secuencia. Este teorema aparece en el trabajo
de Lempel y Ziv [57], y también se lo cita como consecuencia de los trabajos de

Schnorr y Stimm [51] y de Dai, Lathrop, Lutz, y Mayordomo [25].

Las secuencias normales en subshifts de tipo finito son aquellas en las que ninguna
martingala adaptada a la medida de Parry y computable mediante autématas finitos
logra una ganancia infinita. Este resultado aparece en [4], en una forma mds general
para martingalas adaptadas a cualquier medida de Markov. Dada la relacién directa
entre predecibilidad y compresibilidad, era esperable lograr una caracterizaciéon de
normalidad en SFT mediante incompresibilidad. Este es el resultado principal de

este capitulo y lo presentamos como el Teorema 4.5.

La dificultad para lograr la prueba de caracterizaciéon radica en dos puntos.
Primero, para comprimir una palabra debemos imponer la restriccion que los
automatas den su salida como una palabra en el subshift considerado. Esto nos
quita libertad a la hora de elegir un método de compresién de estado finito. Por
otro lado, en el caso del shift completo basta con encontrar un bloque que tenga una
frecuencia distinta de la esperada para lograr compresién mediante una aplicacion
directa del algoritmo de Huffman [33]. Esto no es cierto en el caso de subshifts de
tipo finito, donde el hecho de que la frecuencia de un bloque de longitud ¢ difiera de
la esperada no implica que la entropia de bloques de longitud ¢ esté por debajo de

la necesaria para comprimir.

También en este capitulo demostramos que tres formulaciones combinatorias
de normalidad en SFT resultan equivalentes. Este resultado se presenta como
Teorema 4.3. Ademas, en el Teorema 4.4 damos una generalizacién de un teorema de
Piatetski-Shapiro [47] que brinda una caracterizacién de normalidad en base a una
condiciéon mas sencilla que las tres definiciones anteriores. De esta manera, entre los
Teoremas 4.3, 4.4 y 4.5, presentamos cinco formulaciones alternativas y equivalentes

de normalidad en SFT.
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4.2. Subshifts de tipo finito

El shift completo es el conjunto A“ de todas las secuencias infinitas (z,),>0 de
simbolos en A. El shift o es la funcién de A¥ a A“ que mapea cada secuencia (2, )n>0

a la secuencia (z,,)n>1, obtenida eliminando el primer simbolo.

Sea F' C A* un conjunto de palabras finitas que llamaremos bloques prohibidos. El
subshift X es el subconjunto de A“ compuesto por las secuencias que no contienen

ninguna apariciéon de bloques prohibidos en F. Més formalmente, es el conjunto

Xr={z:z[m...n] ¢ F para todos los enteros 0 < m < n}

Un espacio shift de A“ o simplemente un shift es un subconjunto X de A%
que estd cerrado para la topologia producto e invariante bajo el operador shift,
es decir o(X) = X. Esto equivale a la existencia de un subconjunto F' C A* de
bloques prohibidos tales que X = Xp. Se dice que el espacio shift es de tipo finito
si X = X para algin conjunto finito ' de bloques prohibidos. Para un SFT X y
¢ € N, denotamos con B;(X) el conjunto de bloques de longitud ¢ que ocurren en
elementos de X. Por simplicidad, siempre asumimos que F' C A2, es decir que los
bloques prohibidos son todos de longitud 2. Esta simplificacion estd justificada por el
hecho de que siempre es posible codificar una palabra infinita en X, donde la maxima
longitud de un bloque prohibido es ¢, a una palabra en otro SFT X* definido en un
alfabeto de tamanio |By(X)| y en el que los bloques prohibidos son de longitud 2.
Los llamamos SE'T de 1 paso. Un SF'T de 1 paso X puede ser descripto por un grafo
dirigido que consiste de |A| nodos, uno por cada simbolo del alfabeto, y hay un arco
entre los nodos a y b exactamente cuando ab no es un bloque prohibido. Llamamos
G(X) a este grafo y M(X) a su matriz de adyacencia. Un SFT X es irreducible
cuando G(X) es fuertemente conexo, es decir que para todo par de nodos a y b
existe un camino dirigido de a hacia b. En adelante, consideramos siempre SF'Ts

irreducibles.

La entropia topoldgica para un espacio shift X viene dada por

l—00 /{

De la Teoria de Perron-Frobenius [52] se desprende que para un SFT irreducible
h(X) = log A\(M (X)) donde A(M (X)) es el mayor autovalor de la matriz M (X) y

comunmente se lo conoce como valor de Perron.
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Consideramos medidas de probabilidad sobre el conjunto A%, utilizando la o-
algebra inducida por los cilindros [u] con u € A*, donde el cilindro correspondiente

a u es definido como

[u ={x € A : z[1...|u|]] = u}

En lo siguiente, notaremos la medida del cilindro [u] como u(u). La medida estard
bien definida si p(A) = 1y > o4 p(ua) = p(u) para toda u € A*. Una medida es
invariante si (o ~!(X) = u(X) para todo conjunto medible X.

Existe una nocién de entropia para sistemas dinamicos, y en particular para
espacios shifts, llamada entropia métrica o entropia de Kolmogorov-Sinai, que asigna
a cada medida invariante p una entropia h(u). Una medida p invariante en X se dice

que es de méxima entropia si para toda medida ' invariante en X, h(p) > h(y).

Diremos que p es una medida de Markov si p(ualu) = p(uja | up,). Toda
medida de Markov puede definirse en funcién de una matriz estocastica P y una
distribucién estacionaria m, esto es un vector linea tal que 7P = 7. Llamamos a tal

medida (i p y la definimos como

/me(alag . ak) = Walpalag . Pak_lak

La entropia métrica de una medida de Markov es dada por
1
h(/hr,P) = Z m; P;j log PT]
i,JEA
con la convencién que 0log(1/0) = 0.

Un resultado importante en SFTs dado por Parry [45] establece que la medida
de maxima entropia para un SFT X dado es tnica y resulta ser una medida de
Markov. Llamamos a esta medida medida de Parry para el SFT X y la notamos

con 4. La entropia de u% es igual a la entropia topoldgica de X.

4.3. Equivalencia entre definiciones de normalidad en

SFTs

La normalidad en un SE'T X puede ser dada para cualquier medida pu de Markov
sobre la g-dlgebra inducida por los cilindros X. Consideramos tres formulaciones de

normalidad y demostramos que son equivalentes en el Teorema 4.3.
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» Normalidad alineada: © € X es normal si para todo £ € N, w € A¢

o alte
n—oo n

= pi(w)

» Normalidad alineada fuerte: x € X si para todo £,k € N, w € A

lo®(@)[1. .. 00w

= p(w)

lfm Jzft.. nllw _ 1u(w)
n—oo n

Para la nocién clédsica de normalidad (i.e. normalidad en el shift completo), las
tres definiciones son equivalentes. Para una demostracion de esto, ver Teorema 4.2
y Teorema 4.5 de [20].

Antes de demostrar el resultado de equivalencia en SF'T necesitamos un par de
resultados auxiliares. El siguiente lema afirma que la obtencion de una cota superior o
inferior apropiada para las frecuencias asintéticas de todas las palabras de una cierta
longitud es suficiente para demostrar que las frecuencias limite se corresponden con

la medida esperada.

Lema 4.1. Dada una medida p, una palabra infinita x € A y una funcidn

J2[1...08] |
n

ja[1...n]lu

freq(x,n,w) que puede puede ser o bien o bien para w € AL

Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:
(1) lim, o freq(z, n, w) = p(w) para toda w € A°.
(2) limsup,,_,. freq(z,n,w) < p(w) para toda w € A*.
(3) liminf,_, freq(z,n,w) > p(w) para toda w € A*.

Demostracion. (1) = (2) y (1) = (3) Esto es claro porque cuando existe un
limite, tanto su limite inferior como su limite superior coinciden con el limite.

(2) = (1)

Supongamos que limsup,, .. freq(z,n,w) < p(w) para toda w € Af. Para

cualquier v € A¢, sabemos que

lﬂgffreq(x,n,v) = hnII_l}OIéf 1-— Z freq(z, n, w)
weA\{v}

= 1—limsu freq(z,n, w

msup } - freq( )

weA\{v}
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> 1-— Z lim sup freq(z, n, w)

weA\{v} "7
> 1- Y p(w)
weA\{v}
= )

Concluimos que para toda v € A,

lim sup freq(z, n,v) < p(v) < liminf freq(z, n, v)

n—oo n—o0

y sabiendo que el limite inferior es menor o igual al limite superior

lim freq(z,n,v) = limsup freq(x, n,v) = lim sup freq(z, n,v) = u(v)
n—oo n—oo n—oo

para toda v € AL

(3) = (1) La prueba es casi idéntica a la del caso anterior. O

El siguiente lema nos sera de utilidad para manejar frecuencias limite sobre un

cierto subconjunto de prefijos con longitud multiplo de alguna constante.

Lema 4.2. Dado k € N y una funcion freq(z,n,w) que puede ser o bien

o bien
Jz[1. .. njw|]]|w

n
Las siguientes tres afirmaciones son vdlidas
(1) liminf freq(z,n,w) = liminf freq(z, nk,w)
n— 00 n—o0
(2) limsup freq(z,n,w) = limsup freq(xz, nk,w)

(3) lim freq(z,n,w) = lim freq(x,nk,w)si tal limite existe.
n—oo n—oo

Demostracion. (1) Como {nk},>o es una subsecuencia de {n},>o, vale que

liminf freq(x,n,w) < liminf freq(z, nk,w).
n—oo n—oo

Por otro lado,

k|n/k]

n

liniinffreq(a:,n, w) > liniinffreq(x,ktn/kj,w)

= h’niinf freq(z, k|n/k|,w).
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La tultima igualdad proviene del hecho que

T LI

n—oo n
(2) La prueba es, mutatis mutandis, la misma que para el caso (1).

(3) Se deduce de (1) y (2). O

En las pruebas presentadas a continuacién, usamos implicitamente el Lema 4.2
en varias ocasiones.
Ahora si mostramos la equivalencia entre las tres definiciones de normalidad en

SFTs y su medida de Parry, y en general para cualquier medida de Markov.

Teorema 4.3. Fijada una medida de Markov p y una secuencia x en el SFT X,

las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:
(1) = presenta normalidad alineada
(2) x presenta normalidad alineada fuerte
(8) = presenta normalidad no alineada

Demostracion. (1) = (2) Serd suficiente demostrar que si x presenta normalidad
alineada entonces o(z) también presenta normalidad alineada.

Para cualquier w € Af k > 'y 1l < i < k—4{4+1 se define
B(k,w,i) = {v e A* : w[i...i+ |w| — 1] = w}. Haremos uso del hecho que para
una medida invariante p(B(k,w, 1)) = p(w).

Para todo w € A® y r € N.

lo(@)[1...nl|w

lfm inf ~ Yminf lo(x)[1...nr0)|w
n—00 n n—00 nr

r—2
o1 |x[1...nrd)|,
| f - —_—
minf L > X ;

k=0 veB(rl,w,2+lk)

Y

-2

<

p(v)
k=0 veB(lr,w,2+Lk)
r—1
= ——Hw)

S|

Como esta ultima desigualdad vale para cualquier r € N.

oo Jo @)L nd ]

n—oo n

> p(w)
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y usando el Lema 4.1, concluimos que

lm lo(@)[1...nls

n—oo n

(2) = (3). Notar que para todo w € A’

/-1 '
2Ll =o' (@)[L...n— ]|
=0

entonces

o Jzllnll fi o ot @) =l Z )
e Al plw
7=

(3) = (1). Para dos cadenas v,w € A*, definimos |v]y« = maX|w|1 [0)w,i- Y,
dado un € > 0 y un k € N, definimos un conjunto de palabras de longitud k|w| — 1

donde la frecuencia de ocurrencias alineadas de w es mala como
Bad(w, k,¢) = {v € A1 ol > (k= 1)(u(w) + )}

A partir del teorema ergddico para cadenas de Markov [44, Teorema 1.10.2] sabemos

que para todo § > 0 y para todo k suficientemente grande.
p(Bad(w, k,€)) < d

Entonces, tomando k suficientemente grande

|1 ... 7w |lz[(k—1)0+1...nl)]w

limsup —— = limsup
n—00 n n—00 n
(n—1)+1
< limsu zlt...t+kl—2 _
mow o 2 el [
1 (n— 1)e+1
< I kO —2)|wox
< limsup ooy Z lzft...t+ o,

, xl...n—i—k—lﬁ—lv U,
= 3 ( k1)t 1) bl

lz[l...(n+k—1)0—=1]],\ [V]wsx
k-1

IA
]
Y
é‘\
[9)]
5

n—o0 nE
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, 21 0o [0]ws
= ] ’
Z < im sup my 1

veAkt=1 N T
Ulw,*
veAkL-1 B
_ [0]w,x [9]w,«
vEAKR =1\ Bad(w,k,e) vEBad(w,k,e€)
< (u(w)+e) > p(v) + > p(v)
ve AR =1\ Bad(w,k,e) veAR =1\ Bad(w,k,e)
< plw)4+e+0

La desigualdad de la segunda linea proviene de que cada ocurrencia alineada
de w en una posicién j¢+ 1 con k —1 < j < n se cuenta (k — 1)¢ veces como
|lzft...t + k€ — 2]|y2-¢+ para cada (j +1 — k)l +2 < t < jl + 1. Esta técnica fue

utilizada por Cassels en [22].

Dado que la desigualdad vale para cualquier d,& > 0, concluimos que

lz[1...n]

lim sup o < p(w)
n—00 n
y usando el Lema 4.1, logramos probar
A £ R |
s A

4.4. FEl Lema ‘Hot Spot’ en SFTs

El siguiente resultado es una adaptacién en SFTs del teorema de Piatetski-
Shapiro [47] y que fue redescubierto por Borwein y Bailey [19] quienes lo llamaron
“Hot Spot Lemma”. Cabe mencionar que el resultado de Piatetski-Shapiro fue
extendido cambiando la constante C' por una funcién sublineal, ver referencias

en [20].
Teorema 4.4 (Lema “Hot Spot” para subshifts de tipo finito). Dado un SFT X y
una medida de Markov p sobre sus cilindros invariante bajo el operador shift.

o Jaltnd]

n— 00 n

= p(w) para todo w € A*

st y solo si existe una constante C' tal que

lim sup
n—oo

M < Cu(w) para todo w € A*
n
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Demostracion. Dados w € A*, k € Ny e > 0, definimos

Bad(w, k,e) = {v e Aklel

b )| > entw)}
y Good(w, k,e) = Aklw] \ Bad(w, k,¢).
Por el teorema ergddico para cadenas de Markov [44], para todo £ > 0
w(Bad(w, k,e)) < e

para valores de k suficientemente grandes.

Supongamos que existe una constante C' tal que

1...
i sup 121L ol
n—o0

< C - pu(w) paratoda w € A*.

Vamos a probar que
Jx[1...7n|w||w

lim sup ——————— < p(w).
n—00 n
1... 1...nk
pmsup Lol _ e kL
n—00 n n—o00 nk
Jz[1...nklw(]]o [v]w
= limsu
n—)oop Z n k
c Aklw|
1...nk
_ ]fmsup( 3 (L. . nkw(]]. Hv]ﬂw
oo vEGood(w,k,e) "

z|1...nklwl|l|, |v|w
by lallenkiul) ||£>

vEBad(w,k,)

1...nk v
< (1+o)u(w) kmsup Y (1. nk[w]]]
"0 eGood(w, k) n
+ m sup Z lx[1...nklw|]|,
noree vEBad(w,k,e) n
1...nkwl[]].
< Qtou)+ Y limsup Pkl
vE Bad(w,k,e) n—reo n
< (A4ouw)+ > Cu)
vEBad(w,k,e)
< (I+e)p(w)+Ce

Como la tltima desigualdad es vélida para todo € > 0,

1...
g Lm0
n—00 n

< p(w).
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y usando el Lema 4.1

lim M = p(w). O

n—oo n

Utilizando la técnica introducida por Cassels [22], es posible realizar una

demostracién muy similar del lema en el caso de ocurrencias no alineadas. Basta

con definir
Bad(w, k,e) = {v e Aklvl=1 . ’|U|w - ,u(w)' < 5,u(w)}
(k= 1)|w|
y valerse del hecho que:
.zl n]|w , 1 |z[1...n]]y
lIm ———— = lim —— ——|V|w-
R 38 (k= 1)|w] 2 w1
’UGAk‘wl_l

4.5. Incompresibilidad en SFT

Decimos que una palabra infinita = de un SFT X es normal si

1...
i 120l o x )
n—o00 n

4.5.1. Compresibilidad de estado finito

Vamos a explorar cudles son las condiciones para que una secuencia en un SFT
sea incompresible por un transductor de estado finito, logrando un teorema de
caracterizaciéon de palabras normales en un SF'T analogo al resultado conocido para
el shift completo (i.e. normalidad de Borel).

Consideramos transductores deterministas. Nos concentraremos en transductores
que operan en tiempo real, es decir los que procesan exactamente un simbolo
del alfabeto de entrada por cada transicién. Comenzamos con la definicién de un

transductor.
Definicién. Un transductor determinista es una tupla C' = (Q, A, B, d, qp), donde
= () is un conjunto finito de estados

= Ay B son los alfabetos de entrada y salida, respectivamente

0:Q x A— B*x(Q es la funcién de transicién

= gg € Q es el estado inicial.

El transductor C procesa palabras infinitas sobre el alfabeto A: si en el estado p

se procesa el simbolo a, C' se mueve al estado ¢ y genera como salida la palabra v,



38 CAPITULO 4. INCOMPRESIBILIDAD EN SUBSHIFTS DE TIPO FINITO

donde (v, q) = d(p,a). Usamos, en este caso, la notacién p % ¢. Notar que v puede
ser la palabra vacia.
Una corrida finita del transductor es una secuencia finita de transiciones

consecutivas

a1l az|va anlvn
Po——>P1 ——> P2 "Pn-1—7Pn

y escribimos pg % p,, donde u = ajas---a, y v = 01V - - - Uy,.
Decimos que un estado g es alcanzable si existe una corrida finita desde el estado
inicial a gq.

Una corrida infinita del transductor es una secuencia de transiciones consecutivas

ailvy aglvy azlvs

bo b1 b2 p3---

y escribimos pg 219, 5 donde z = a1a9a3 -+ Y Y = V1UV3 - - -.
Una corrida infinita es aceptadora si pg = qo. Esta es la condiciéon de aceptacion
de Biichi cuando todos los estados son aceptadores. Escribimos C(z) para referirnos

a la palabra tal que gy 9@ 0.

En lo sucesivo, un transductor es un transductor determinista a menos que se

indique lo contrario.

Figura 4.1: Un transductor que computa la divisiéon por 3 en base binaria

El transductor representado en la Figura 4.1 realiza la siguiente funcién de
palabras binarias a palabras binarias. Si la entrada x es la expansion binaria de
algin ntmero real « en el intervalo unitario, entonces la salida es la expansién binaria
de /3. Esta funcién no es uno-a-uno porque los racionales con denominador potencia
de 2 tienen dos expansiones binarias posibles. Las dos expansiones binarias 01111 - - -

y 10000 - - - de 1/2 quedan mapeadas a la tinica expansién binaria 0010101 - - - de 1/6.
Definicién. Sea C' = (Q, A, B, 6, qo) un transductor
1. C es uno-a-uno si la funcién x — C(z) es uno-a-uno.

2. C es sin pérdida de informacion si para todo par de palabras diferentes uy y

us, no sucede que go 2% py g0 “2!% p para alguna palabra v y algin estado p.
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3. C es acotado-a-uno si la funcién x — C(x) es acotada-a-uno.

La cualidad de ser sin pérdida de informacion estd definida sobre la estructura
del transductor mientras que ser uno-a-uno o acotado-a-uno depende de la funcién

computada.

Definicién (Incompresibilidad en un SFT). Dado un SFT X y una secuencia x € X,
decimos que z es incompresible en X si no existe un transductor de estado finito

C:X — X tal que

Vo inf |C(z[1...n])]

n—oo n

<1

Definicién (Relacién de compresién).

= La relaciéon de compresion de un transductor uno-a-uno C' sobre una palabra

finita ©u € A* es
|C(u)]

|ul

pc(u) =

= La relacion de compresion de C' sobre una palabra infinita x € A% es
pc(z) = liminf po(z[1...n]).
n—oo

4.5.2. Teorema Principal

Se deduce de los resultados en [51, 25] que las palabras x con relacién de
compresion p(x) igual a 1 son exactamente las palabras normales en el shift completo.
Una prueba directa de este resultado aparece en [15]. En [10, 21] existen extensiones

de esta caracterizacién para no determinismo y memoria extra.

Teorema 4.5 (Teorema Principal). Sea X wun subshift de tipo finito y x una

secuencia en X . La secuencia x es normal en X si y solo es incompresible en X.

El siguiente lema nos permite trabajar con transductores cuyo dominio es un
SFT X y cuyo rango es el shift completo y luego extender los resultados para el caso

en que tanto el dominio como el rango sean iguales a un SF'T dado.

Lema 4.6. Eziste un transductor uno a uno C : X — X tal que pc(x) < 1 si y sélo

si existe un transductor uno a uno C' : X — {0,1}* tal que per(x) < h(X).

Demostracion. De la teoria de Perron-Frobenius sabemos que dada una matriz
primitiva M con valor de Perron A, existe el limite 1im;, . 1/\" Zij Mi(f). Por

lo tanto, hay una constante ¢ tal que para n suficientemente grande

/A" Z Mi(jm <ec.
'hj
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Tomemos p, g € N tales que

Recordar que log A = h(X). Dado que log A < % sabemos que

4
27)<1

q k
lim (A) =0.
k—oo \ 2P

Entonces para toda constante ¢ > 0, existe un ko € N tal que A% ¢ < 2PF para todo
k > ko. Luego, existe un k € N tal que |By(X)| < A*¢ < 2Pk y es posible hallar

una funcién inyectiva del conjunto de palabras en By (X) al conjunto {0, 1}P¥.

Tomemos un transductor C’ que simula la ejecucién de C'y codifica cada bloque

de gk stmbolos de la salida a un bloque en {0, 1}P*. Es facil ver que C’ es uno a uno

Yy que
!
lim inf (C LDl %’ pe(x) < h(X).

N—00 n

Ahora, supongamos que existe un compresor C’ : X — {0,1}%, con una relacién

de compresiéon por < h(X). Otra vez, usando teorfa de Perron Frobenius, sabemos
que Mé%) /A" converge. Por lo tanto, hay una constante d tal que M(%) > d\" cuando

n es suficientemente grande. Tomemos p, ¢ € N tales que

hMX) g perlz)

Vamos a demostrar que es posible implementar una codificacién fija de bloques que
mapea palabras finitas en el alfabeto binario a palabras finitas admisibles en el
SFT X. Utilizamos palabras admisibles en X que estan asociadas a caminos que
comienzan y terminan en el estado 0, esto nos permite concatenarlas libremente.

1

Dado que og X

< %, existe un kg tal que para todo k > ko,

20k < d\PF.

Por lo tanto, existe un k € N tal que 27 < Méfook). Tomando un k& que cumpla lo

anterior, es posible definir un mapeo inyectivo desde el conjunto de palabras binarias
de longitud ¢k a palabras admisibles en X de longitud pk asociadas a caminos que
comienzan y terminan en el nodo 0, y que por lo tanto pueden ser concatenadas

para formar palabras infinitas pertenecientes a X.
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Podemos definir un transductor C' uno a uno que simule C’ y produzca bloques
de pk simbolos por cada bloque de gk producidos por C'. El transductor C' obtenido

mantiene la propiedad de ser uno-a-uno y

T |C(z[1...n])]

n—oo n

Definicién (Entropfa de bloques). Sean u € A", w € A’ y x € A¥.

La frecuencia relativa de w en u es

L
Plw,u) = ~ul,.

La entropia de bloques ¢-ésima de u es

() :% S P(w,u)log

weAL

1
P(w,u)’

La entropia de bloques /-ésima de x es

he(x) = h;ﬁnl}%gf he(z[1...kL]).

La entropia de bloques de x es

h(z) = lim hy(x).

l— 00

El siguiente resultado se debe a Lempel y Ziv y aparece dentro de la demostracién
del Teorema 3 en [57]. Por completitud damos la prueba en base a la presentacién

que hizo Sheinwald en [53].

Teorema 4.7. Dado un alfabeto A y una palabra infinita © € A¥. Para todo

transductor sin pérdida de informacion C : AY — {0,1}%:

po(x) = h(z).

Demostracion. Consideremos un transductor C con o estados. Cuando C lee una
palabra w € Af, produce una salida que depende de su estado actual. Denotamos

con Lo(w) la longitud de la salida mas corta que produce C al leer w, donde el
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minimo se toma sobre los o estados.

Por la desigualdad de Jensen,

hg(x[l...krf])—pc(:v[l...k:ﬁ])g%log ;ZQ_LCW) , "

Demostramos a continuacién la siguiente desigualdad, que Lempel y Ziv llamaron

desigualdad de Kraft generalizada,

Z 9-Lew) < 02(1 +0r¢)

we Al
donde r¢ denota el maximo numero de bits producidos por C en alguna de sus
transiciones. Asociamos con cada w € A’ la salida mas corta posible (cuya longitud
serd Lo (w)), en caso de exista mas de una posibilidad tomamos una arbitraria. Dado
que C' es un transductor sin pérdida de informacion, para cada par de estados p, g
y una salida dada v, puede existir a lo sumo una entrada que inicie la ejecucién en
p, termine en ¢ y produzca v como salida. Esto implica que a lo sumo o2 palabras
de A’ pueden estar asociadas con la misma salida. Por lo tanto, el nimero k; de
palabras en A¢ para las cuales la salida més corta tiene longitud j es a lo sumo 27,

Por lo tanto,

lro
Z 9—Le(w) — Zkﬂ‘j <o} (1+Lre).
wEAL 7=0

A partir de (*) y la desigualdad de Kraft generalizada obtenemos
1
he(z[1... kL)) — po(z[l...kl]) < 7 log(a?(1 + ¢r¢)),
y tomando el limite de £ — oo,

h(z) < pc(z). O

Ahora si podemos dar la demostracién del Teorema Principal.
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Prueba del Teorema 4.5. Supongamos que z es normal en X.

Sea ¢ : [0,1] — R la funcién definida como ¢(p) = —plog p usando la convencién

habitual que 0log0 = 0. Como ¢(p) es una funcién continua y para toda palabra

w € AL im0 P(w, 2[1. .. kf]) = pu(w)

1
h(e) = 7 3 du(w)).
we Al
Para cualquier medida de Markov, ) 4 ¢(u(w)) = h(X1,...,Xy), donde las
X; son variables aleatorias que siguen la distribuciéon conjunta del correspondiente

proceso de Markov.

1
lim hy(x) = lim —h(Xq,..., X))
L—00 l—oo l
1 L
= Elgélo 7 (h(Xl) + ; h(Xi|Xi1)>

— )ir?o%(h(Xl) + (£ — l)h(X2|X1))

= h(X2|X1)
— h(X).

Usando el Teorema 4.7, sabemos que no existe un transductor uno a uno
C": X — {0,1}* con una relacién de compresién menor a h(X). Y a partir del

Lema 4.6, concluimos que no existe transductor C' : X — X tal que pc(z) < 1.

Ahora, supongamos que x no es normal, entonces existe una palabra w € A* tal

que
1...
o Pl
n—o00 n

0 no existe tal limite.

Es posible seleccionar una subsecuencia de posiciones 1 < ny <ng <ng < ...de

modo que
|1 ... 05wy
n;

converge para toda v € A"l y tal que el limite es diferente a u(w) para v = w.
Sea M = #B,,(X) y B ={1,2,... M}. Podemos codificar z con una secuencia
y € B“ tomando palabras alineadas de longitud |w| en 2 y representédndolas con un

solo sfmbolo de B utilizando una funcién biyectiva f : By, |(X) — B. La secuencia y

pertenece a un SET Y con entropia A(Y) = |w| - h(X).
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Para todo simbolo a € B, existe el limite

lim ‘y[l s ni”a
1—00 n; ’
y para b= f(w),
1...n;
lim M o ,uY(b).

1—00 n;
Sea n,nb, ... una subsecuencia de ny,no, ... tal que
/
!/
;i
converge para todo a,b € B.
Sea
; 1...nt
Ty = lim l ; ila
1—00 ni
, 1...n}
freq(ab) = lim vl ilav
1—00 7’LZ-
frei(ab) si 7, 7& 0
Py = ¢

ﬁ en caso contrario

Dado un k € N, ajas...a, € B¥, definimos una funcién de peso

Vamos a construir una codificacién apropiada para B¥ basada en los valores de
W. Es necesario tener cierto cuidado para las palabras en B* en las que W toma un

valor nulo. Sea

S={ueB": W(u)=0}yT=B"\S.

Notar que para todo u € S existe algin 1 < ¢ < k — 1 tal que Py, = 0, lo

cual implica que

lim |y[1 .- n;]‘uzuz+1

1—>00 n;

=0,

Yy a su vez que

—F =0.
it /]l

Si S no es vacio, definimos una funcién inyectiva

Cs: S — {0,1}F donde L = [log|S])].
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Para T, definimos un cédigo libre de prefijos

Cr: T — {0,1}* tal que |Cp(u)| = {10% <Wl(u)ﬂ

la existencia de dicho cédigo estd garantizada por la desigualdad de Kraft, ya que
> uer Wu) =1

0Cs(u) para u € S
Sea code(u) = stu) p

1C7r(u) paraw € T
Tomemos un transductor Cy : Y — {0,1}* que lee palabras alineadas de k

stmbolos en B y las codifica usando la funcién code. Luego,

.. |Ov(yll...n
)t €00
1...n}
<ty GO )
1—00
= hmlnf— Z ly[1...n5]. code(u)
1—00 ueBk
= liminf — (Z lylt o nill - (L+ 1)+ D Jyll . nfllu- (1+ \CT(U)\)>
n; weS ueT
— lmint ( ey el S i+ rcT<u>r>>
1—00 wes 'L weT
= hmlnf—ZHy llw - (1 + |Cr(u)])
i et
1
= hmlnf — Z ly[l...n5. [ 1+ |log W)
i yeT
M
< hmmf*ZHy -]l (2+10g k:—l)
T ver 1521 Puiuiss
(2 + log M) LfJ k!
_ p ~ limsup Z [y . il > 10g(Puusy,)
7 1—00 UGT j:1
ni—1
2+ logM .
< % li :isogp Z log Py, .y
2 M ;
= —Hi lim sup Z wlogﬂlb
k 120 4 beB i
2 + logM
= JF% - Z 7o Pap log Pap
a,beB

Como la ultima desigualdad es vélida para todo k£ € N, y

=Y TaPaplog Pap = h(pir,p) < h(p¥) = h(Y) = |w|h(X).
a,beB
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concluimos que existe un transductor Cy, : Y — {0,1}%, tal que pc, (y) < |w|h(X).
Por dltimos, definimos un transductor C, : X — {0,1}¥, que lee de la

entrada palabras de longitud |w|, las mapea al alfabeto B usando la biyeccién

[ By (X) — By simula luego el comportamiento del transductor C, para producir

una salida en el alfabeto binario.

1
pcx(x) = Wpr(y) < h(X)v

lo cual implica, por el Lema 4.6, que existe un transductor C' : X — X, con relaciéon

de compresion po(z) < 1. O



Capitulo 5

Independencia de estado finito

5.1. Introduccion

En [11] se introduce la nocién de independencia de estado finito para
cualquier par de palabras infinitas. En este capitulo caracterizamos esta nocién de
independencia especificamente para las palabras normales. Tal como define Emile
Borel [18], al considerar un alfabeto con al menos dos simbolos, una palabra infinita
x es normal si todos los bloques de simbolos de la misma longitud ocurren en
x con la misma frecuencia limite. La palabra normal m&s conocida fue dada por

Champernowne en [23],
01234567891011121314151617181920212223...

El libro de Bugeaud [20] da una presentacién completa sobre normalidad e incluye
una lista de referencias de varias construcciones conocidas de palabras normales.
Borel mostré que, de hecho, casi todas las palabras son normales. Y en [11, Teorema
5.1] mostramos que casi todos los pares de palabras normales son independientes.

Uno de los resultados principales de este trabajo, expresado en el Teorema 5.1,
da tres caracterizaciones para independencia de estado finito de palabras normales
basado en diferentes tipos de autématas finitos deterministas. La primera
caracterizacion establece que dos palabras normales son independientes de estado
finito cuando las frecuencias de los estados en la corrida de cualquier autémata finito
determinista con dos cintas de entrada se determina sélo por el autémata, no por
las palabras de entrada.

La segunda caracterizacién considera selectores, que son autématas finitos con
dos cintas de entrada y una cinta de salida. Los simbolos en la cinta de salida
se obtienen como una seleccién de los simbolos en la primera cinta de entrada,

mientras que los simbolos de la segunda cinta de entrada actidan como un oraculo.

47
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La caracterizacion establece que dos palabras normales son independientes de estado
finito exactamente cuando cualquier selector que los tenga como entrada produce
también una palabra normal. Este resultado sobre la selecciéon por autématas finitos
extiende el obtenido por Agafonov [1] y cae fuera de las reglas deterministas que
preservan la normalidad dada por Kamae y Weiss [34].

La tercera caracterizacion dada en el Teorema 5.1 considera mezcladores, que
son autématas finitos con dos cintas de entrada y una cinta de salida tal que,
después de la ejecucion, la cinta de salida contiene todos los simbolos de las dos
palabras normales pero mezcladas. Una presentacién general de autématas finitos
mezcladores se puede leer en [48]. Usamos el término mezclar, no en el sentido
de Diaconis Persis, porque los simbolos no se permutan. En cambio, la nocién de
mezclar que usamos supone dos palabras de entrada que dan como resultado una
nueva palabra que intercala simbolos de cada una de ellas, preservando el orden en
que aparecen en la entrada. La caracterizacién dada en el Teorema 5.1 demuestra que
dos palabras normales son independientes de estado finito cuando todo autémata

mezclador produce una palabra que también es normal.

5.2. Definicién de independencia

5.2.1. k-autématas

ai las |aglaglas | ag | a7
)
0 J by | ba | b3 | by | b5 | bg | b7

Cl|C2|C3|C4|C5|Cs|CT|C8

Figura 5.1: Funcionamiento de un 3-autémata.

Consideramos autématas finitos que se ejecutan sobre una tupla de palabras
infinitas sin condicién de aceptacion. Como se explica a continuacién, el 1nico
requisito para que una corrida sea aceptadora es que todas sus etiquetas sean
palabras infinitas. En particular, consideramos autématas de k cintas, también
conocidos como transductores de k cintas, para k = 2 y k = 3. Y los llamaremos
k-autématas. Una presentacion exhaustiva de estos autématas se puede encontrar en

los libros [46, 49]. Usamos 2-autématas para calcular funciones de palabras infinitas
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a palabras infinitas. Y usamos 3-autéomatas para calcular funciones ya sea de pares
de palabras infinitas a palabras infinitas, o de palabras infinitas a pares de palabras

infinitas.

Damos nombres como compresores, selectores, mezcladores o divisores a algunas
subclases de estos autématas para enfatizar su uso. Para simplificar la presentacion,
asumimos aqui que los alfabetos de entrada y salida de todos los autématas son
el mismo alfabeto A. Un k-autémata es una tupla A = (Q, A,0,1I), donde Q es el
conjunto de estados, A es el alfabeto, § es la relacién de transicion, e I el conjunto de
estados iniciales. La relacién de transicién es un subconjunto de @ x (AU{A})* x Q.
Por lo tanto, una transicién es una tupla (p, g, . . ., ay, q) donde p es su estado inicial,
(a1,...,qp) es su etiqueta y q es su estado final. Cada «a; es aqui un simbolo a; del
alfabeto o la palabra vacfa A. Una transicién se denota como p L%k, ¢ Dos
transiciones son consecutivas si el estado final de la primera es igual al estado inicial

de la segunda.

Una corrida finita es una secuencia finita de transiciones consecutivas

Q1,150 1 Q1,250 2 A1,ny-- Ok n

q0 q1 g2 Qpn—1 ——— Qn

La etiqueta de una corrida es la concatenacion de las etiquetas de sus transiciones.
Mas precisamente, es la tupla (ui,...,u;) donde cada u; para 1 < j < k es igual a

. . . UL yeeey UL
Q1052+ . Tal corrida se denota brevemente como gg —% gy,.

Una corrida infinita es una secuencia infinita de transiciones consecutivas

Q1,150 1 Q1,250 2 a1,3,--,Qk,3

q0 q1 q2 q3 -

La etiqueta de la corrida es la concatenaciéon de las etiquetas de las transiciones.
Maés precisamente, es la tupla (z1,...,z;) donde cada z; para 1 < j < k es igual
a aj1aj2a;3---. Observar que algunas etiquetas x; pueden ser finitas aunque la

corrida sea infinita, ya que algunas transiciones pueden tener etiquetas vacias.

La corrida es aceptadora si su primer estado gp es inicial y cada palabra x;
es infinita. Dicha corrida aceptadora se denota brevemente como gy “:2%%y 0o, La
tupla (z1, ..., k) es aceptada si existe al menos una corrida aceptadora con etiqueta
(T1,...,TL).

En este trabajo sélo consideramos k-autématas deterministas cuya funcién de
transicién estd determinada por un subconjunto de las k cintas. Comenzamos con
algunos definiciones. El soporte de una tupla (o, ..., ap) en (AU{A})* es el conjunto

de las posiciones de la tupla donde aparecen simbolos de A, la f-etiqueta de una
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0,A\,0 1,\1
20,0 A1,1

Figura 5.2: Un 3-autémata 2-determinista (izquierda) y un 3-autémata no
determinista (derecha)

transicién p <=2k ¢ es la tupla (aq,...,qp) y su £-soporte es el soporte de su

{-etiqueta.
Decimos que un k-autémata es £-determinista, con 1 < £ < k, si las siguientes

dos condiciones se satisfacen:

1. el conjunto I de estados iniciales contiene un sélo elemento;

2. para todo estado ¢, todas las transiciones que comienzan en ¢ tienen el mismo

{-soporte pero todas sus f-etiquetas son diferentes.

Si el autéomata es /-determinista, llamamos al ¢-soporte de todas las transiciones
de un estado g el f-soporte de ¢g. Decimos que un autémata es £-completo si para
toda tupla a = (aq,...,ay) y todo estado ¢, existe una transicién que comienza
en ¢ con f-etiqueta igual a a. El /-determinismo (la ¢-completitud, respectivamente)
garantiza que para cada tupla (z1,...,2z,) de palabras infinitas, existe a lo sumo
(al menos, respectivamente) una corrida tal que las primeras ¢ componentes de su
etiqueta son (x1,..., /). Sin embargo, esta corrida podria no ser aceptadora ya que
una de sus etiquetas podria no ser infinita.

El 3-autémata de la izquierda en la figura 5.2 acepta una tripla (z,y,z) de
palabras infinitas sobre el alfabeto {0, 1} cuando z es la unién de los simbolos de x e
y; recordar que la unién de dos palabras infinitas * = ajasas--- ey = b1bobs--- esla
palabra infinita z = a1b1asbsag - - - . Este automata es 2-determinista. El 3-autémata,
que se muestra en la derecha de la figura 5.2 acepta una tripla (x,y, z) de palabras
infinitas sobre el alfabeto {0, 1} siempre que z sea una intercalacién de los simbolos
en z y y. Este autémata es 2-no-determinista. De hecho, la primera condicién sobre
las transiciones no es satisfecha por las dos transiciones ¢ 02,0, QY Qo 200, qo-

Sea A un k-autémata ¢-determinista. Para cada tupla (z1,...,x¢) de palabras
infinitas, existe al menos una tupla (ysi1,...,yx) de palabras infinitas tales
que la k-tupla (x1,...,%¢,Ypt1,...,yx) es aceptada por A. El autémata A
computa entonces una funcién parcial de (A“)¢ a (A“)*=¢ y denotamos la tupla

(Ye+1,---,yk) como A(zq,...,x¢). Los 2-autématas 1-deterministas también son
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llamados transductores secuenciales en la literatura. Cuando un k-autémata es /¢-

determinista, sus transiciones se escriben

a1,e0|Bog1ye5Bk

para remarcar que las primeras £ cintas constituyen la entrada y las k — ¢ restantes
son cintas de salida.

Sea A un 2-autémata 1-determinista. Decimos que A es un compresor si la
funcién (parcial) z — A(x) que mapea x a la salida A(z) es inyectiva.

La relacién de compresién de una palabra infinita x para un compresor A es
definida a partir de la dnica posible corrida aceptadora

u1|vy uz|va uz|vs
q0 q1 q2 qs---

donde x = ujugus - -- de la siguiente manera

ViV ...V
pa(x) = liminf M
n—r00 ”U,l'UQ e Un‘
Esta relacién de compresién para un autémata dado A puede tomar cualquier
valor real no negativo. En particular, puede ser mayor a 1. Una palabra infinita x
es compresible por un 2-autémata 1-determinista A si p4(z) < 1. La relacién de

compresion de una palabra dada x, p(x), es el infimo de las relaciones de compresién

alcanzables por todos los 2-autématas 1-deterministas inyectivos, es decir,
p(x) = inf{pa(z) : A es un 2-autémata 1-determinista inyectivo}

Para toda palabra infinita =, p(z) es menor o igual a 1, dado que existe un
compresor Ay que copia cada simbolo de la entrada a la salida, entonces p4,(z)
es igual a 1. La relacién de compresion de la palabra z = 0“ es p(x) = 0 porque para
todo nimero real positivo ¢ existe un compresor A tal que p4(x) < . Observe que
en este caso la compresién igual a 0 no es alcanzable por ningin compresor A. Se
deduce de los resultados en [51, 25] que las palabras x con relacién de compresién
p(x) igual a 1 son exactamente las palabras normales. Una prueba directa de este

resultado aparece en [15].

5.2.2. Independencia

A grandes rasgos, dos palabras infinitas son independientes de estado finito

si ninguna de ellas sirve para comprimir a la otra utilizando 3-autéomatas 2-
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deterministas. En este contexto, un compresor es un 3-autémata 2-determinista A
tal que al fijar cualquier palabra infinita y, la funcién = — A(z,y) es inyectiva. Esto
garantiza que conociendo la palabra y, z se puede recuperar a partir de A(z,y).
Notar que no pedimos que la funcién (z,y) — A(x,y) sea inyectiva, lo que seria
una suposicién mucho mas fuerte. Por ejemplo, el 3-autéomata 2-determinista C que
mapea las palabras infinitas z e y a la palabra infinita z tal que z[i] = z[i] + yl[i]
mod |A| para cada i > 1 es, de hecho, un compresor pero la funcién (z,y) — C(z,y)

no es inyectiva.

Definicién ([11]). Sea A un compresor. Por simplicidad en la presentacién
asumimos que trabajamos con un unico alfabeto. Sin embargo, es posible tener tres
alfabetos diferentes, uno para cada cinta de entrada y otro para la cinta de salida.
La relacion de compresion condicional de una palabra infinita x con respecto a y

para el automata A es definido a partir de la tnica corrida aceptadora

w1 |wy uz,v2|ws u3,v3|w3

tal que x = ujugugz -+ € Yy = V1U2V3 ... COMO

|w1w2w3 e '|

= lim inf .
pate/y) = Mt s

En el caso que la cinta de entrada y la de salida tuvieran alfabetos A y B
respectivamente de diferentes tamanos, la formula anterior debe ser multiplicada por
log |A|/log |B|. Notar que la cantidad de simbolos de y leidos, es decir |vjvous-- -],
no es considerada para la definicién de p4(z/y).

La relacion de compresion condicional de una palabra infinita x con respecto a
una palabra infinita y, p(z/y), es el infimo de las relaciones de compresion p4(z/y)

para todos los compresores A con entrada z y oraculo y

Definicién ([11]). Dos palabras infinitas = e y, posiblemente sobre diferentes
alfabetos, son independientes de estado finito si p(z/y) = p(x), p(y/z) = p(y) y

las relaciones de compresion de x e y no son cero.

En lo que sigue, en lugar de escribir independencia de estado finito simplemente

escribimos independencia.

Notar que las relaciones de compresion de x e y deben ser distintas de 0. Esto
significa que una palabra x tal que p(z) = 0 no es independiente de ninguna palabra.
Sin este requisito, dos palabras = e y tal que p(z) = p(y) = 0 serfan independientes.

En particular, cada palabra x con p(x) = 0 seria independiente de si misma.
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De la definicién de independencia se deduce que si las palabras infinitas = e y

son independientes, cada sufijo de x es independiente de cada sufijo de y.

5.3. Enunciado del Teorema de Caracterizacion

5.3.1. Frecuencias de estados

Primero presentamos las definiciones para caracterizar independencia en
términos de frecuencias de estados en corridas de 2-autématas 2-deterministas con
palabras normales como entrada.

Sea A un 2-autéomata 2-determinista y sean z e y dos palabras infinitas,
posiblemente sobre diferentes alfabetos. Sea - la corrida de A sobre x e y

a1,b1 a2,b2 as,bs

q1 q2 q3 q4- -

donde cada @; y cada b; es un simbolo o la palabra vacia y cada g; KIHIN Gi+1 €S una
transicion de A.
Con algin abuso de notacién, sea |y[1..n]|4 el nimero de apariciones del estado ¢

en las primeras n transiciones de +; es decir la cardinalidad del conjunto
{i:1<i<n, ¢=q}

. C ey ab p
De igual manera, para cada transicion 7 = p % ¢ sea |y[1..n]|; el nimero de
ocurrencias de 7 en las primeras n transiciones de «; es decir, la cardinalidad del

conjunto
. . ai,Bi
{i:1<i<n, ¢ — g1 =7}

Asociamos con cada 2-autémata 2-determinista y 2-completo A una cadena de
Markov descrita por una matriz estocdstica M. Sean A y B los alfabetos para la
primera y segunda cinta de A. El conjunto de estados de la cadena de Markov es el
conjunto de estados @ de A. La dimensién de la matriz M es |Q| x |Q] y sus filas y
columnas son indexadas por estados de ). Para dos estados p y ¢, la entrada (p, q)
de M es la suma de los pesos de todas las transiciones de p a ¢ donde los pesos
son los siguientes. El peso de una transiciéon de la forma p LN q (respectivamente
p 25 ¢) es 1/|A| (respectivamente 1/|B|), mientras que el peso de una transicién
de la forma p %% q es 1/(|A||B]).

Si el autémata A es fuertemente conexo entonces la cadena de Markov es

irreducible. Por [52, Teorema 1.5, existe una unica distribucién estacionaria, es
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A0
A1

Figura 5.3: Un 2-autémata 2-determinista

Figura 5.4: Otro 2-autémata 2-determinista

decir, un vector de linea w tal que 1M =7y quQ 7(q) = 1. Por definicién, se la
llama distribucion estacionaria asociada al autéomata A. Por ejemplo, la matriz de

la cadena de Markov asociada con el 2-autéomata de la Figura 5.3 es la siguiente

I
= N
S N

y la distribucidn estacionaria es m(q1) = 2/3 y 7(¢q2) = 1/3.

El Teorema 5.1 establece que las frecuencias de estados en una corrida sobre
palabras normales independientes viene dada por la distribucion estacionaria
asociada con el autémata. Esto significa que las frecuencias de los estados no
dependen de las palabras de entrada. Esta afirmacién es andloga a [51, Lema 4.5

pero para 2-autématas 2-deterministas.

El siguiente ejemplo muestra que cuando se utilizan como entrada dos palabras
normales pero no independientes, entonces la frecuencia de los estados en la ejecucion
depende de las palabras dadas. Considere el 2-autémata 2-determinista y 2-completo

de la Figura 5.4. La matriz de la cadena de Markov asociada es

00 1 1
1o 0 1 1

M=~
21110 0
1 100
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y la distribucién estacionaria estd dada por 7w(q1) = 7(q2) = 7(g3) = 7(qs) = 1/4. Si
las palabras de entrada x e y son tales que x = y, la corrida nunca visita el estado ¢o

y, por lo tanto, la frecuencia de este estado a lo largo de la corrida no es igual a 1/4.

5.3.2. Seleccion

Presentamos la definicién de selector que usamos para caracterizar independencia
de palabras normales, que se dard en el Teorema 5.1. Dada una palabra infinita
normal, el problema de seleccién consiste en hallar el modo de seleccionar simbolos
de la palabra para que la palabra formada por los simbolos seleccionados satisfaga
una cierta propiedad. Uno de los primeros resultados obtenidos por Wall [56] muestra
que seleccionando los simbolos de una palabra normal en las posiciones dadas por una
progresién aritmética vuelve a generar una palabra normal. Agafonov [1] extendi6 el
resultado de Wall y demostré que cualquier seleccion mediante autématas finitos
preserva la normalidad (una prueba completa puede leerse en [15, Teorema de
Agafonov] o se puede encontrar una versién mds general en [10, Teorema 7.1]).
Las selecciones admitidas por Agafonov deben ser realizadas por un 2-autémata
1-determinista imparcial. Imparcial significa que la decision de seleccionar o no el
siguiente simbolo solo depende del estado actual y no del siguiente simbolo.

Otras formas de seleccion mediante autéomatas finitos no preservan normalidad.
Por ejemplo [10, Theorem 7.3] muestra que la regla de seleccién bidireccional
“seleccionar simbolos entre dos ceros”, no preserva normalidad.

Para caracterizar la propiedad de independencia, consideramos la seleccién
mediante un autémata finito sobre una palabra infinita, condicionado a otra palabra

infinita que se puede usar en el proceso de seleccién como oraculo.

Definicion. Un selector es un 3-autéomata 2-determinista tal que cada una de sus
transiciones es de alguno de los tipos p 2% ¢ (tipo 1), p A o (tipo II), 0 p A,
(tipo III) para dos simbolos a, b € A. El selector es imparcial si todas las transiciones

que comienzan en un estado dado tiene el mismo tipo.

0, A\ 0,0
1, AN 1M1

Figura 5.5: Un selector imparcial

Una transicion de tipo p aAla, q (tipo I) copia un simbolo de la primera entrada z

a la cinta de salida. Una transicién de los tipos p AR, q (tipoIl)op AbIA, q (tipo III)
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omite un simbolo de la primera entrada z o la segunda entrada y. Esto implica que
la palabra de salida z = S(x,y) se obtiene seleccionando simbolos de z. Lo cual

justifica la terminologia.

Dado que un selector es 2-determinista, todas las transiciones que comienzan en
un dado estado o bien son de tipo I y II, o son de tipo III. Cuando el selector es
imparcial, no es posible que el mismo estado tenga transiciones de tipo I y II. La
elecciéon de copiar o no el simbolo actual de la cinta de entrada solo depende del

estado y no del simbolo.

El autémata que se muestra en la Figura 5.5 es un selector imparcial. Selecciona
simbolos de la primera entrada x que se encuentran en posiciones donde hay un 1

en la segunda entrada y.

5.3.3. Mezcladores

Presentamos la definicion de mezclador que utilizamos para caracterizar
independencia de palabras normales en el Teorema 5.1. Una palabra infinita z es
una mezcla de = e y si se puede factorizar como z = ujviugvoug--- donde las
secuencias de palabras (u;)i>1 y (vi)i>1 satisfacen x = ujugus--- y y = vivgvz - - -.
Nos limitamos a la mezcla de palabras en el mismo alfabeto obtenido por 3-
automatas 2-deterministas. Probaremos que si x e y son palabras normales, x e i son
independientes exactamente cuando cualquier mezcla de ellas también es normal. La
mezcla de los simbolos de = e y debe ser realizado por un autémata determinista
e imparcial que lee x e y. Aqui, imparcial, significa que la eleccién del simbolo a
insertar en la mezcla z, solo depende del estado actual y no de los simbolos leidos

actualmente en las cintas de entrada.

Definicion. Un mezclador es un 3-autémata 2-determinista tal que cada una de
sus  transiciones es de la forma p aAla, qg (tipo 1)

o de la forma p 24 4 (tipo II).

Notar que el determinismo de un mezclador S implica que para cada uno de sus
estados p, todas las transiciones que salen de p tienen el mismo tipo. Una transicion
de tipo I copia un simbolo de la primera entrada x a la salida y una transicion de
tipo II copia un simbolo de la segunda entrada y a la salida. Entonces la tercera

palabra z = S(z,y) se obtiene como mezcla de z e y. Esto justifica la terminologia.

Considere las palabras normales x = 0011010001 - - - , y = 01000110001 - - -

y sea S el mezclador de la Figura 5.6. Entonces, la palabra infinita z = S(x,y) tiene
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1, A1

00 CmE__@ Do

PYETH

Figura 5.6: Un mezclador

la siguiente forma

z =001011000101100010001 - - -
agregamos lineas debajo o sobre los simbolos para marcar de qué palabra provienen.

5.3.4. Teorema de caracterizacién

Teorema 5.1 (Teorema de caracterizaciéon). Sean x e y dos palabras normales en
los alfabetos A y B. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. Las palabras x e y son independientes.

2. Para todo 2-autémata 2-determinista y 2-completo fuertemente conexo A vy
para cada corrida infinita v que tiene como entrada un sufijo de x y un sufijo

de y, la frecuencia de cada estado q en v es

lim ‘7[171”(1 — 7r(q).

n—00 n

donde 7 es la distribucidn estacionaria asociada con A.

3. Para todo selector imparcial S, las salidas S(x,y) y S(y,x) también son

normales.

Ademds, si los alfabetos A y B son iguales, la siguiente afirmacion también es

equivalente.
4. Para todo mezclador S, el resultado de S(x,y) es también normal.

Presentamos la prueba del teorema en la siguiente seccion.

5.4. Prueba del Teorema de Caracterizacion

5.4.1. De independencia a frecuencia de estados

La afirmacién (2) del Teorema 5.1 considera corridas sobre autématas
fuertemente conexos. Si el autémata no es fuertemente conexo, la corrida alcanzard

una componente fuertemente conexa C' maximal (que no tiene transiciones hacia
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otras componentes), es decir, compuesta solamente de estados recurrentes segin la
terminologia para cadenas de Markov. Por lo tanto, esta componente fuertemente
conexa puede ser considerada como un 2-autémata 2-determinista. Ademsds, si las
palabras infinitas x e y son independientes, cada sufijo de = es independiente de
cada sufijo de y. La afirmacién (2) del Teorema 5.1 se puede aplicar a un sufijo de
la corrida que solo visite estados de C'. La frecuencia de ocurrencias de cada estado
en C es dada por la distribucion estacionaria de la cadena de Markov asociada con C'.

El primer lema afirma que se puede suponer que los autématas considerados

obedecen cierta forma normal.

Lema 5.2. Todo 2-autémata (2 -determinista) se puede transformar en otro que
admite exactamente las mismas corridas infinitas y es tal que todas sus transiciones

son de la forma p LN qop Ab, q para algun par de simbolos a y b.

Demostracion. Introduciendo un nuevo estado ¢,, las transiciones de la forma
P ab, q pueden reemplazarse por dos transiciones p aA, Q'Y qa Ab, q. En cada
corrida, la transicién p ab, q serd reemplazada por la corrida p QA Ga Ab, q.
Ademads, si el autémata es 1-determinista, la transformacién preserva esta

caracteristica. O

El siguiente lema da una relacién entre la frecuencia de un estado y la frecuencia
de las transiciones que comienzan en €él. Es el primer paso hacia la caracterizacién a

través de las frecuencias de los estados.

Lema 5.3. Sea ~ la corrida de un 2-autémata 2-determinista A sobre dos
palabras normales independientes. Sea p un estado de A y o y o' dos transiciones
que comienzan en p. Sea (kn)n>0 una secuencia creciente de enteros tal que

limy, 00 [Y[1..kn]|p/kn > 0. Entonces

Ll _ g, DLl

lim .
K] ’p n—oo ‘7[1‘-]%”11

n—o0 |7
Demostracion. Para simplificar suponemos que A es el alfabeto binario {0, 1} pero
la prueba puede extenderse facilmente al caso general. Por el Lema 5.2, se puede
suponer que cada transiciéon de A es de la forma p ad, qoq b, q. En el resto de la
prueba, las transiciones de la forma p ad, q son llamadas de tipo I y las transiciones
de la forma p b, g son llamadas de tipo II. Como el autémata es determinista, todos
las transiciones que comienzan en cada estado g tienen el mismo tipo. Decimos que
un estado ¢ es de tipo I (respectivamente II) si todas las transiciones que comienzan
en g son de tipo I (respectivamente II). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que todas las transiciones que comienzan en p, incluyendo o y ¢/, son de tipo 1.
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Suponemos por contradicciéon que la igualdad requerida no se cumple y vamos
a concluir en que x e y no son independientes. Probaremos que x puede ser
comprimida dada y. Hay una falta de simetria entre x e y porque las transiciones
oy o' son de tipo I. Al reemplazar (k,),>0 por una de sus subsecuencias, se
puede asumir que, para toda transicién 7, lim, o |Y[1..kn]|+/kn existe y que
limy, o0 [V[1..kn)lo/kn 7 imp oo |Y[1.-kn]|o /kn. Como la frecuencia de cada estado
es igual a la suma de las frecuencias de las transiciones que comienzan en él, el limite

limy, o0 |Y[1..kn]|q/kn existe para todo estado ¢. Llamamos a este limite 7(q).

Para cada transicién 7 que comienza en un estado g, se define 7(7) de la siguiente

manera.
; 1.k Lo
lim W[l k:n” si 1imy o0 |Y[1.-kn]|q/kn # 0
5 en otro caso

Dado que limy, o0 [Y[1.-knllo/kn # Umpyoo |Y[1.kn]lo/kn, 7(0) # m(o’).

Ademis, la siguiente igualdad es valida para todo estado q.

Z (1) =1.
T starts at g
Dado que x es normal, basta con mostrar que p(z/y) < 1. Sea ¢ una longitud de
bloque que fijaremos posteriormente. Sea -« una corrida finita de longitud ¢, es decir
que 7 es una secuencia 717y - - - 7¢ de ¢ transiciones consecutivas. Definimos 7(7) de

la siguiente manera.

H m(7;) siy tiene alguna transicién de Tipo I
5 de ti I
m(y)=4" éilgpeo

1 en otro caso

Sea ¢ un estado y v una palabra de longitud ¢. Sea I'y 5 el conjunto de corridas
de longitud ¢, comenzando en el estado ¢ y que lee un prefijo de ¥ en la segunda

cinta,
Too={7:7=q¢ 5 ¢,vC0,ul +|v] = £}.

Notar que los conjuntos I'; 3 no siempre son disjuntos. La palabra v leida de la
segunda cinta durante la corrida v puede ser prefijo de varias palabras ¥. Si v es

prefijo de © y ¥, entonces la corrida v pertenece a I'g5 y T'g 3.
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Veamos que para todo estado g y toda palabra v,

> iy =1

’yEFq,@
Lo probamos por induccién en la longitud de la corrida finita, que llamamos £. Si
¢ = 0, la tnica corrida v € I'gy es la corrida vacia, entonces m(y) = 1. Ahora

supongamos que £ > 1. Distinguimos entre dos casos.

Primer caso: ¢ es de tipo I. Sean 79 = ¢ 02, Gy T = (¢ RN q1 las dos
transiciones que comienzan en el estado ¢. Y factorizamos v como v = v'a donde
vV = o[l...0 —1] y a es el ultimo simbolo de © El conjunto I'y; es igual a la
unién disjunta I'y 5 = 79Iy, o U 711y, & El resultado es consecuencia de la hipétesis

inductiva ya que 7(I'y5) = m(70)7(Lgy) + m(11)7(Ly o) = 7(70) + 7(11) = 1.

Segundo caso: ¢ es de tipo II. Factorizamos © como © = av’, donde a es el primer
simbolo de © y v/ = 0[2...¢ — 1]. La transicién 7 = ¢ Aa, ¢ es la primera de todas
las corridas en I'y3 y I'y5 = 7'y w. El resultado es consecuencia de la hipdtesis

inductiva ya que 7(I'y3) = m(Ly ) = 1.

Dado que Z'yel‘q,@ () = 1, existe, para cada estado ¢ y cada palabra o, un
c6digo libre de prefijos Py = {wy5 : v € Ty} tal que Jwy 5| < [—logm(y)] para
toda corrida v € I'y 3. Estas palabras pueden usarse para definir un compresor C que
se ejecuta de la siguiente manera sobre dos entradas. Simula A y tiene ¢ simbolos
de anticipacion de la segunda cinta. Para cada corrida v de longitud ¢, el compresor
produce w, 5 en la tercera cinta. La eleccién de w,; depende de la palabra de ¢

stmbolos anticipados v.

Finalmente mostramos que p¢(z/y) < 1. La corrida v de A sobre x e y puede
ser factorizada como v = 71y2y3 - -- donde cada corrida finita +; tiene longitud .
La salida del compresor C es entonces wey, g Wy 5,Wys,5; - - - donde las palabras
U1, U9, U3, ... estan compuestas por los correspondientes ¢ simbolos de anticipacion.
Sean €, > 0 dos nuimeros reales positivos. Sea n un entero lo suficientemente grande
como para que |y[1..kp]|r < (14 d)m(q)m(7)k, para toda transicién T que comienza

en ¢. Entonces,

n
|way 5y Wap 5, < Y[~ Tlogm(7)]
i1

n
<n+ Y —logm(v)
=1

<n+ > |y[l.tn]|;log

7 of type I

1
m(T)
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< In %+(1+5) Soowle D) W(T)logi

m(T)
q of type I T starts at ¢

Luego, para todo estado estado gq.

Z (1) log 71(17-) <1

T comienza en ¢

y la desigualdad es estricta para ¢ = p. Como m(p) > 0, para ¢ suficientemente

pequeno, se pueden elegir § y £ tal

Traes) Y w Y ales =<2 Y (o)

m(T) :
q of type I T starts at g g de tipo I

Y obtenemos

w5y ey | S (L =)k > 7(q).
q de tipo I
Dado que 3 ¢ de tipo T 7(q) es el limite de la relacion entre la cantidad de simbolos

leidos de z y la longitud de la corrida, concluimos que pe(z/y) < 1. O

El siguiente lema muestra que, para un par de palabras normales x e y, si
en la corrida de un 2-autémata 2-determinista, las transiciones que comienzan en
cada estado ¢ tienen la misma frecuencia. Entonces la frecuencia de cada estado es

exactamente la mencionada en la afirmacién (2) del Teorema 5.1.

Lema 5.4. Sean x e y dos palabras normales tales que para todo 2-automata 2-
determinista A se cumple que si p es un estado de A, o y o’ son dos transiciones
que comienzan en p y (kn)n>0 es una secuencia creciente de naturales tal que

limy, o0 |Y[1..kn]|p/kn > 0 entonces

n=oo [Y[L.kn]lp  n=oe |[y[LEnllp

Entonces la afirmacion (2) del Teorema 5.1 es cierta.

Demostracion. Sea A un 2-autéomata 2-determinista fuertemente conexo Primero
mostramos que si existe una corrida infinita v en A sobre sufijos ' y 3/ de z e
y, entonces A debe ser 2-completo. Supongamos por contradiccién que A no es 2-
completo. Digamos que x = uz’ y y = vy’. Al agregar algunos estados y transiciones
a A, construimos un 2-autémata determinista A’ que primero lee u y v y luego se
ejecuta como A. La corrida de A’ en x e y es igual a py para alguna corrida finita p.

Primero afirmamos que cada estado ¢ en A tiene una frecuencia distinta de cero. Sea
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M > 0}. La hipdtesis implica que

P el subconjunto de estados {q : liminf,,_,~
todos los estados alcanzables desde un estado en P también pertenecen a P. Dado
que A es fuertemente conexo, todos los estados de A estdan en P. Ahora supongamos
por contradiccion que A no es completo. Se puede completar agregando transiciones
que no se utilizan en la ejecucion . Esto contradice la hipétesis.

Para probar la afirmaciéon sobre las frecuencias de estados, es suficiente
mostrar que para toda secuencia creciente de enteros (kp)n geo tal que
limy, 00 [Y[1..kn]|q/kn existe, este limite es igual a 7(g). Sea (ky)n>0 una secuencia
de este tipo. Reemplacemos (kj)n>0 por una de sus subsecuencias de modo que
limy, 00 [Y[1..kn]|q/ Ky existe para todo estado g. Ya se ha demostrado en el parrafo
anterior que estos limites no pueden ser 0.

Introducimos dos secuencias (vp)n>0 v (v),)n>0 de vectores y una secuencia
(My)n>0 de matrices. Para cada estado g, las entradas indexadas por ¢ de los vectores
estan dadas por v,(q) = |V[1..knllq/kn ¥ v, (¢) = |V[2..kn + 1]|¢/Ky. Para cada par
de estados p y ¢, la entrada (p, q) de M, estan dadas por |y[1..ky]|+/|V[1..kn]|p. Es
facil comprobar que v, M,, = v/, vale para todo n > 1. Ademds, ambas secuencias
(Un)n>0 ¥ (V},)n>0 convergen hacia el mismo vector v(q) = limy, o0 [Y[1..kn]|q/kn- A
partir la hipétesis, la secuencia (My,)n>0 converge a la matriz M de la cadena de
Markov asociada con A. Tomando limites obtenemos vM = v. Por la unicidad de la
distribucién estacionaria de M, v(q) = 7(q) para todo estado q.

O]

Prueba del Teorema 5.1, (1) implica (2). La prueba de que la afirmacién (1) implica

la afirmacién (2) es consecuencia directa de los lemas 5.3 y 5.4. O

5.4.2. De frecuencias de estados a independencia

Para probar que la afirmacién (2) implica la afirmacién (1) en el Teorema 5.1
utilizaremos los siguientes lemas que consideran componentes fuertemente conexas
de autéomatas y distribuciones estacionarias. Una componente fuertemente conexa
de un autémata se llama final si ninguna transiciéon comienza en un estado de esta

componente y finaliza en una componente distinta.

Lema 5.5. Supongamos que se cumple la afirmacion (2) del Teorema 5.1. Entonces,
toda corrida infinita de un 2-automata 2-determinista sobre x e y alcanza una

componente fuertemente conexa final.

Demostracion. Supongamos que la corrida infinita 7y en el 2-autémata 2-determinista

A nunca alcanza una componente fuertemente conexa final. Entonces existe un sufijo
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de la corrida que permanece en una componente fuertemente conexa no final C.
Considere la restriccién A’ de A al conjunto de estados C. Como C no es final, A’

no esta completo. Esto es una contradiccion. O

Lema 5.6. Si A es fuertemente conezo, entonces la restriccion de Ay al conjunto

Q x AF x Bt también es fuertemente conezo.

Demostracion. Sean (q,u,v) y (¢',u',v") dos estados en Q x A* x B¢ Existe una
palabra w en A* U B* y un estado r de A tal que ¢ =% r 0 ¢ =“% r es una corrida
finita en A. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que ¢ “2% r es una
corrida finita en 4. Como A es fuertemente conexo, existe una ejecucién r RUARUEN q.
Entonces

) wwu' u' o' v’ (

(q,u,v ¢ u' )

es una corrida en Ay o. O

Lema 5.7. Si A es fuertemente conexo y w es su distribucion estacionaria, entonces
la distribucion estacionaria de Ay viene dada por 7(g,u,v) = 7(q)/|Al¥|B| para

cada estado (q,u,v) € Q x A* x B,

Demostracion. Sea M = (mpq) la matriz Q x @ de A. Cada entrada my, 4 es igual a
a\ Ab
Ha:p == g}l/IA[ o [{b:p == a}|/|B]

El vector m es el tnico vector que satisface 7M = 7y > o7(q) = 1. Sea
(¢,u,v) un estado fijo. Para cada transicién p QA q, existe una transicién
(p,au’,v) LN (q,u,v) donde u = v'a’ (u’ es el prefijo de longitud &k — 1 de u y

a es su ultimo simbolo. ]

Prueba del Teorema 5.1, (2) implica (1). Sean x e y dos palabras normales tales que
vale la afirmacién (2) del Teorema 5.1. Vamos a probar que z e y son independientes.
Es suficiente con probar que que z no puede ser comprimida con la ayuda de
y, la prueba de que y no puede ser comprimida con la ayuda de x es la misma,
intercambiando los roles de z e y.

Sea C un 3-autémata 2 determinista. Sea qg el estado inicial de C. Sea ~ la
ejecucion de C sobre x e y y sea z la salida de C en la corrida 7, es decir, z = C(x, y).
Sea ¢ > 0 un numero real positivo. Afirmamos que la relacién de compresién pe(z/y)
satisface pc(z/y) > 1 —e. Dado que esto es valido para todo € > 0, se concluye que
pc(x/y) > 1. Se puede asumir que C es fuertemente conexo. De lo contrario, la

corrida sobre x e y en C alcanza, por Lema 5.5, una componente fuertemente conexa
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de C. Haciendo el mismo razonamiento con el sufijo de corrida en esta componente
fuertemente conexa demostramos que los sufijos de « e y no son independientes, lo

que implica que = e y tampoco son independientes.

Sea k un ntmero entero positivo a ser fijado luego. Dado que y es normal, existe
una constante K >0tal quesiuCz,vCyy wC z (u, vy w son prefijos de z, y

y z respectivamente) tales que

u,v|w

qQ —(¢

entonces |v| < K|u|. La corrida 7 se factoriza en

u1,v1 |wy ug,v2|w2 ug,v3|ws

donde |u;| = k para cada entero ¢ > 1. Considerar que las longitudes de cada
palabra v; y cada palabra w; son arbitrarias. Nuestro objetivo es demostrar que

para N suficiente grande |w; ---wy| > (1 —€)|ug - - - un|.

Sea ¢ el entero [kK/c|. Por definicién de ¢, la cardinalidad del conjunto
{i < N : |vj] > £} es menor que eN. De lo contrario, tendriamos

|v1---on| > K|ug - - - un| que contradice la definicién de la constante K.

Los indices i tales que |v;| > ¢ serdn ignorados en el resto de la prueba. Sea v
el prefijo de longitud ¢ de la palabra infinita v;v;+1v;12---. A menos que |v;| > ¢, v;
es un prefijo de v}. Sea v’ € B! una palabra fija de longitud . La cardinalidad del

conjunto

Xy ={uc A*:3p,q p%q,v[v’y lw| < (1 —¢)k}
estd acotada por |Q?|A[*(1~9). El entero k se elige de tal manera que
|A]F — |Q)?|A*( =) sea mayor que (1 — ¢)|A|*. Para distinguir estados que pueden
ocurrir en la secuencia (¢;)i>0, introducimos un nuevo autémata A’. Su conjunto de

estado es @ x {0,...,k — 1} y sus transiciones se definen de la siguiente manera.

’A . 7 . 7A .
(q,i)ﬁ(q/,z—klmodk) 81qﬂ>q’1n¢4
b . . oAb .
(g,1) —>|w (q,1) si g —>|w ¢ in A
Notar que la distribucién estacionaria del nuevo autémata A’ no satisface la

propiedad 7(q,i) = m(q)/k porque algunos estados podrian ser inalcanzables. Sin

embargo ., (g, i) = 1/k para todo 0 < i < k.
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Sea A un 2-autémata 2-determinista y sean k
y £ dos enteros positivos. Introducimos un nuevo autémata Ay . Su conjunto de
estados es Q x ASF x {A\}UQ x A*F x B=!y sus transiciones se definen de la siguiente

manera.

(@, ) 22 (qua, ) sifu] < k

(g1, 0) 25 (qu,vb) i ful =k y o] < £

(., v) ©2 (quld'v) sifd|=k—1, o] =Ly q ¢ in A

(g1, b0') 25 (qu,v'V) siful =k, || =f—1yq> % ¢ in A

Notar que los estados de Q@ x ASF x {A\}UQ x A x B<!son claramente transitorios
(en la terminologia de cadenas de Markov). El propédsito de estos estados es reunir
los primeros k simbolos de x y los primeros ¢ simbolos de y para llegar al estado
(qo, u,v) donde gq es el estado inicial de A y u y v son los prefijos de x e y de longitud
k y £ respectivamente. Por los lemas 5.6 y 5.7, la longitud de la salida durante la

corrida v es al menos (1 — ¢)%kN,

N N
> fwi| = (1—¢) Z |w;]
1 — 5
|w;]
(1—¢) 2N
1 — s
> TR Z Z
(1- 5)2N k
> (1—-9)|AI"(1 —e)k
AT 2
> (1 —¢)'kN. O

5.4.3. Equivalencia entre independencia y propiedad de seleccion

Prueba del Teorema 5.1, (1) implica (3). Debemos probar que la seleccién de una
palabra normal x con un oriculo normal e independiente y conserva la propiedad
de normalidad. Mutatis mutandis, esta prueba es la misma que la dada en [10,
Teorema 7.1, pero ahora se deben considerar 2-autématas 3-deterministas y la

palabra normal y como oraculo consultivo. O

Prueba del Teorema 5.1, (3) implica (1). Supongamos que x

e y no son independientes. Como ya se ha demostrado que las afirmaciones (1)
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y (2) son equivalentes, se puede suponer que la afirmacién (2) no se cumple. Por
el Lema 5.4, existe un autémata 2-determinista con la siguiente propiedad. Sea -y
la corrida de A sobre z e y. Existe un estado p de A, dos transiciones o y ¢’ que

comienzan en p, una secuencia creciente limy,_,o [Y[1..kp]|p/kn > 0y

N O 0 R Y 0
lim —————— # lim ————.
n00 Lally 7 e PYTkally
Dado que A es 2-determinista, se puede suponer que todas las transiciones
que comienzan en ¢ leen simbolos desde la misma cinta. El autémata A se puede
convertir en un selector de la siguiente manera. Las transiciones que comienzan en ¢
seleccionan el digito leido, mientra que todas las demds transiciones no seleccionan
digitos. La desigualdad anterior muestra que la salida del selector obtenido no es

simplemente normal. Esta es una contradiccion con la hipétesis.

O]

Terminamos esta seccién con el siguiente resultado que muestra que la
independencia entre dos palabras normales implica la independencia de una y una

seleccién mediante autématas finitos de la otra.

Proposicién 5.8. Sean x e y dos palabras normales e independientes. Si 1/
. . .’ . . / e
se obtiene mediante la seleccién imparcial de y, entonces x e gy’ son también

independientes.

Demostracién. Probaremos que si z e 3 no son independientes, entonces x e y
tampoco lo son. Suponemos que x e ¥’ no son independientes. Esto significa que z se
puede comprimir con la ayuda de ¢’ o que 1y’ se puede comprimir con la ayuda de z.
Supongamos primero que x puede ser comprimido por un compresor C con la ayuda
de y’. Combinando este compresor con el selector S que selecciona y’ de y obtenemos
un compresor C’ que comprime x con la ayuda y. De hecho, este compresor C’ ignora
los simbolos de y que no son seleccionados por S y simula C sobre los simbolos que
son seleccionados por S.

Supongamos ahora que 3’ puede ser comprimida mediante un compresor C con
la ayuda de z. Afirmamos que y también se puede comprimir con la ayuda de z. El
selector S que selecciona 3’ de y se usa como separador para dividir y en dos palabras:
y' compuesta por los simbolos seleccionados, e y” compuesta por los stmbolos no
seleccionados. Entonces, el compresor C se usa para comprimir 3’ con la ayuda de x
en una palabra z. Finalmente, las palabras z y y” se combinan en una palabra 2’
usando bloques de la misma longitud m. Cada bloque de longitud m contiene m

simbolos de de z o m simbolos de y” y un simbolo adicional que indica si el bloque
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contiene simbolos de z o simbolos de 3”. La combinacién de todos estos autématas

produce un compresor que comprime ¥y con la ayuda de x. ]

5.4.4. Equivalencia entre frecuencia de estados y propiedad de

mezcladores

Si dos palabras normales x e y estan en alfabetos diferentes, entonces su mezcla
S(x,y) no es necesariamente normal. Por ejemplo, si x e y son palabras en diferentes
alfabetos, su unién no es normal; recordar que la unién de dos palabras infinitas
T = aiagas--- e y = bybaby--- es la palabra infinita z = aijbyasbeas---. Por lo
tanto, asumimos que ambas palabras utilizan el mismo alfabeto.

Intercambiando las cintas de entrada y salida de un mezclador S obtenemos un
3-autémata 1-determinista al que llamamos separador correspondiente a S. Si la
salida z = S(z,y) del mezclador S sobre las entradas = e y se utiliza como entrada
para el separador correspondiente, se obtienen las salidas x e y en sus respectivas
cintas. El hecho de que el separador correspondiente sea 1-determinista produce el
siguiente lema que efectivamente requiere que los alfabetos de las dos cintas sean

iguales.

Lema 5.9. Sea & sea un mezclador y q uno de sus estados. Para toda palabra

finita w, hay exactamente una corrida de longitud |w| que comienza en q y produce w.

Prueba del Teorema 5.1, (2) implica (4). Supongamos que z e y son normales. Sea
~ la corrida del mezclador & sobre las entradas x e y, y sea £ una longitud dada.
Para todo estado ¢ de S y toda palabra w de longitud ¢, existe por Lema 5.9 una
unica corrida oy, que comienza en el estado ¢ y que produce w.

Para toda palabra w de longitud ¢, el nimero de apariciones de w en el prefijo

z[1..n] de z viene dado por

2[Lon]fw =Y [L7] oy

q€Q

Veamos que la corrida « alcanza una componente fuertemente conexa final.
Supongamos por contradiccién que la corrida permanece en una componente
fuertemente conexa con al menos una transicién saliente a otra componente. Sea A
el autémata formado por esta componente fuertemente conexa sin las transiciones
de salida. Entonces, no hay una distribucién estacionaria asociada con A y esto es
una contradiccién con la afirmacién (2). Por lo tanto, se puede asumir sin pérdida

de generalidad que S es fuertemente conexo. La proporcién |z[1..n]|,/n estd dada
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por

| |r>/1 n|q’71 n”o'qw
=)

7e0 [y[L. n”q

Mostremos que para cualquiera par de corridas finitas o y ¢’ de una misma longitud ¢

que comienzan en un mismo estado g,

1.. /
n—oo |y[1. anp v \7[1 T nllp

Consideremos el autémata Sy definido de la siguiente manera. El conjunto de estados
de Sy es el conjunto de corridas de longitud ¢ en S. Hay una transicién de una
corrida o a una corrida ¢’ en Sy si existe una transiciéon 7 en S tal que o’ es el sufijo
de longitud ¢ de o7. Un célculo sencillo muestra que la distribucién estacionaria
de mathcal Sy estd dada por m(o) = m(q)/2¢ donde 7 es la distribucién estacionaria
de S. Aplicando la afirmacion (2) a Sy se obtiene la igualdad. Por lo tanto, la relacién
|z[1..n]|,/n también tiene un limite que depende de w. Dado que esto es vélido para

toda longitud ¢, la palabra infinita z es normal. O

Prueba del Teorema 5.1, (4) implica (1). Supongamos
que z e y no son independientes y x es compresible con la ayuda de y. Sea A el
compresor tal que ppatheaia(z/y) < p(x). Consideremos el mezclador S que imita A4
y copia cada digito de z (respectivamente de y) en el momento que es leido por A.
Afirmamos que S(x,y) es compresible, por lo tanto, no es normal. Para comprimir
S(x,y), primero definimos un separado S’ intercambiando las entradas y salidas del
mezclador S. Luego, §'(S(z,y)) = (z,y). Al componer S’ con A podemos comprimir
x usando y y obtener una palabra comprimida z’. Sea m sea el tamano de bloque
utilizado en esta compresién. Finalmente, las palabras y y ' se combinan en una
palabra z intercalando un bloque de m simbolos de x con un bloque de m simbolos
de y. Como la hipotesis asegura que = es compresible, también lo es la palabra z. A
partir de esta palabra z podemos obtener (z’,y), de la cual podemos obtener (z,y)
y luego computar S(z,y).

O



Capitulo 6

Construccion de palabras

independientes

6.1. Introduccién

El resultado principal de este capitulo, expresado en el Teorema 6.1, da
un algoritmo para construir un par de palabras normales independientes de
estado finito, basado en la caracterizacién en términos de mezcladores que se
prueba en el Teorema 5.1. Este algoritmo genera un par de palabras normales
independientes de estado finito (z, y); agregando, en cada paso, un nuevo simbolo que
extiende alternativamente el prefijo de x computado o el prefijo de y computado.
Lamentablemente, la complejidad computacional de este algoritmo es doblemente
exponencial, lo que significa que para obtener el n-ésimo simbolo del par de palabras
el algoritmo realiza un nimero de operaciones que es doblemente exponencial en n.

Nuestra construccion de un par de palabras normales independientes es similar
la construccion de secuencias que representan la expansion fraccionaria de niimeros
absolutamente normales (un nimero es absolutamente normal si su expansién
en cada base entera mayor o igual a 2 es una palabra normal). El algoritmo
presentado aqui es una variante del algoritmo de Turing para el computo de niimeros
absolutamente normales [54, 13|, que también tiene complejidad computacional
doblemente exponencial.

Hubiéramos obtenido un algoritmo muy parecido si en lugar del algoritmo de
Turing hubiéramos considerado la versién recursiva del algoritmo de Siepiriski [12]
cuya complejidad es también doblemente exponencial,

Sin embargo no hemos podido adaptar ninguno de los algoritmos de generacién
de nuimeros absolutamente normales que son mas eficientes. En particular no es

nada evidente como adaptar los algoritmos basados en herramientas analiticas

69
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como los de Schmidt [50], Levin [38, 5], o el mas reciente de Aistleitner, Becher,
Scheerer y Slaman [2], que tienen complejidad simplemente exponencial. Tampoco
logramos adaptar los algoritmos discretos modernos como la variante del algoritmo
de Turing con complejidad casi cuadratica de Becher, Heiber y Slaman [16], o el
algoritmo polinomial basado en martingalas de Figueira y Nies [29] o su versién
poli-logaritmicamente lineal dada por Lutz y Mayordomo [41].

El problema de dar un algoritmo polinomial para generar dos palabras normales
independientes permanece abierto. Tampoco hemos conseguido dar un algoritmo que

dada una secuencia normal genere otra normal independiente.

6.2. Algoritmo

Teorema 6.1. Para todo alfabeto A, hay un algoritmo que calcula un par de palabras

normales independientes en el alfabeto A.

Para probar el Teorema 6.1 damos un algoritmo explicito basado en la
caracterizacion de palabras normales independientes en términos de mezcladores
(afirmaciéon (4) de Teorema 5.1). El algoritmo que presentamos aqui es una
adaptacién del algoritmo de Turing para calcular un ntmero absolutamente
normal [54, 13]. Pero en lugar de computar la expansién de un nimero que es normal
en toda base entera, computamos un par de palabras infinitas normales de modo que
cada mezcla de ellas sea normal. Comenzamos con definiciones auxiliares y algunas

propiedades. Escribimos log para el logaritmo en base e y log, para cualquier otra

base b.

Definicion. 1. Para un mezclador S, un nimero real € > 0, una palabra finita

v € A*, y un entero positivo n, definimos el conjunto
Es(e,v,n) = {(z.9) € 4% x 4% ||S(z, p)[Lnlly — /AP < en}.

2. Asumiendo una enumeracién de todos los mezcladores Sy, So, ..., definimos el

conjunto

t /
F(e,t,l,n) ﬂﬂﬂ (e,7,n
i=1r=1~y€A"

3. Para cada entero positivo n, sea £, = (logyn)/3, t» = n y

En = 2\/(lognlog|A‘ n)/n.

F, = F(ep,tn,ln,n).
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Lema 6.2 (Lema 8 en [54], adaptado del Teorema 148 en [32]). Sean r y n enteros
positivos. Para todo € real tal que 6/|n/r| < e < 1/|A|" y para todo v € A", si
N(v,i,n) = [{w € A" : |w|, = i}| entonces

Z N(v,i,n) + Z N(v,i,n) < 2|A|n+2r—27ﬂe—|A|T52n/6r.
0<i<n/|A|"—en n/|A|"+en<i<n

Para una palabra u € A* escribimos [u] para denotar el conjunto de palabras

infinitas que comienzan con u, y lo llamamos el cilindro determinado por wu.
[u] = {x € A% : z[l..|u|]] = u}.

Notamos con [u] x [v] al producto cartesiano de dos cilindros, y lo llamamos par de

cilindros determinados por (u,v).

Proposicién 6.3. Para todo mezclador S, n,r € N, ¢ > R0 tales que

6/|n/r] <e<1/|A|" y todo v € A",
H(Es(é,’y,n)) >1— 2‘A|2r72r€,‘A‘r€2n/6r.
Demostracion. Consideremos el conjunto

Pe,y,n) = {we A" ‘|w|7 . n/\AM <en}.

Entonces,
Es(e,v,n) = |J Al o)) : Jul + o] = n y Va € [u]vy € [v], S(z.y) € [w]}
weP(e,y,n)
= U s
weP(g,y,n)

Por lo tanto,

WEs(e,yn) = Y w(S ([w]) = |P(e,v,n)| 1A
weP(g,y,n)

Finalmente, el Lema 6.2 nos brinda la cota superior requerida para |P(e,vy,n)|. O

Para cualquier conjunto B, notamos con B su complemento en A% x A%.

Proposicién 6.4. Para todo ¢, t, £ y n, tales que 6/|n/f| <e < 1/|A[,

p(F(e,t,0,n)) > 1 — 2t AP 1o /30,
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Demostracion. Por la definicién 6.2,

14

w(F (e, t,0,n)) SZZZ (Es,(e,7,n)).

i=1 r=1~y€A"

El ntimero de términos de esta suma triple estd acotado por

Zt:i: > 1 —Zt:i:!fl\r < Z 4] ‘A| Lo Z!A\”l ¢ A+

i=1 r=1~y€A" i=1r=1

A partir de la cota inferior dada en la Proposiciéon 6.3 obtenemos que para todo

mezclador S y toda palabra v € AS,
w(Es(e,7,n)) < 2|A[22pe="/(30),
Entonces,
w(F(e,t,,n)) < 2| AP Te=e"n/(30), -

Recordemos los valores dados en la Definicién 6.2, £, = (logj4n)/3, tn = n,

En = 2\/(lognlog|A‘ n)/ny F, = F(en,tn, ln,n).

Proposicién 6.5. Sea ngq = min{n : g, > 6/|n/¢,]}. Entonces para todo

N 2 Nstarts Enatn > 1,
w(Fy) >1—1/n

Demostracion.
Para poder aplicar la Proposicién 6.4 es necesario que 6/|[n/l,] < &, < 1/|A|".
Entonces para todo n > ngue se cumple la desigualdad requerida y aplicando la

Proposicion 6.4 obtenemos

1(Fn) < 2ty |APtn—Le==n/(30)
<ty AP e/ (B60)
— n’A‘(IOg\N n)€f4n(log n)(logm‘ n)/(n 10g\A| n)

— n2 6_4 logn

1

n2

Si tomamos Ngqre como fue definido en la Proposicion 6.5, entonces nnZnsmn F,

es no vacio y contiene unicamente pares de palabras normales independientes.
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De hecho, podemos mostrar que la interseccién de una subsecuencia de F},’s con
n creciendo a lo sumo exponencialmente, también contiene Unicamente pares de
palabras normales independientes. La siguiente definicién fija un ng como log nsart

y define los conjuntos GG,, que se usaran en la prueba del Teorema 6.1.

Definicién. Sea ng = log 4 min{n : ¢, > 6/|n/{;]}. Definimos una secuencia
(Gn)n>0 de conjuntos finitos de pares de cilindros en A¥ x A“, tales que para todo

n, Gp+1 C Gy, como

n
G =) Flaposs
§=0
Lema 6.6. El conjunto (),~,Gn contiene exclusivamente pares de palabras

independientes.

Demostracion. Tomemos el mng de la Definicion 6.2. Supongamos que
(z,y) € ngO Gy. Para demostrar que = e y son independientes, mostramos que
para todo mezclador S, S(x,y) es una secuencia normal. Fijemos una palabra finita
w € A*. Elegimos my tal que si i es el indice de S en la enumeracién de mezcladores,
tmg = 1 Ly > |W|, Mo > 10 Y Emy < 1/]A]1%.

Veamos que para cualquier m mayor que mg se cumple lo siguiente. Sea k el

entero tal que |A|* < m < |A[FTL. Luego, sabiendo que (z,y) € Flap+r,

(S y)[Lmllw _ Sz, y)[L| A

m m
< ]k+ 5m0>
|A|k+1 2
<
— AR Al
_ 24|
A

Esto implica que

g [S@ DLl _ 214]

Concluimos que S(z,y) es normal al aplicar el Teorema 4.6 de [20] que establece que
una palabra x es normal si y solo si existe un nimero positivo C' tal que para toda

palabra finita w,

1.m]|w
h’msup|x[ ml| < ¢

m—o0 m o |A||w| ’

Por lo tanto, tomando C' igual a 2|A| mostramos que S(x,y) es normal.
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Ahora demostramos que ambas palabras z e y son también normales. Considere
el selector S’ definido como el separador que invierte S y luego ignora la segunda
cinta de salida. Es decir, si S(z,y) = 2z entonces §’(z) = x. Usando el Teorema de
Agafonov (ver [15]), que establece que toda seleccién mediante autématas finitos
preserva, normalidad, y dado que xz se obtiene a partir de la palabra normal
S(z,y) mediante el selector de estado finito S’, concluimos que z es normal. Un
argumento similar demuestra que y también es normal. Demostramos que todo par
(z,y) € ngO G, es un par de palabras normales que satisfacen la afirmacién (4) del

Teorema 5.1 y por lo tanto son independientes. ]

6.3. Prueba de correctitud del algoritmo

Prueba del Teorema 6.1. Para mayor claridad, presentamos la prueba usando el
alfabeto A = {0, 1}, por lo tanto |A| = 2. Es facil generalizar la prueba a cualquier
alfabeto de tamano arbitrario. Probamos que el Algoritmo 7 construye un par de
palabras normales independientes.

Del algoritmo es inmediato que la secuencia (I,),>0 tiene la propiedad que para
todo n, Int1 C Iy y p(Lny1) = p(ln)/2.

Mostramos que para todo n, u(I, N Gy) > 0. Probamos por induccién en n que,
w(G,NI,)>27 21

Para el caso base, n = 0, u(GoNIy) =1 > 271

Para el paso inductivo, dado que

- 1
M(F2n0+n+1) < W = 2*2(n0+n+1) < 272(n+1)’

tenemos que

H(G’I’L-‘rl N I’I’L) — M(Gn N In N F2n0+n+1)
> 2—2n—1 _ 2—2(n+1)

— 9-2(n+1)

Entonces, al menos uno de los dos intervalos Gy41 N I2 o Gui1 N IE debe tener

medida mayor a 27 2(n+1)-1,
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Prueba del Teorema 6.1

Algoritmo: Construcciéon de un par de palabras normales independientes

Entrada: Nada

Salida: Una secuencia I, = [uy] X [vp]n>0, tal que up, vy, € {0,1}%,
|un| + |vn| =1y [);>0 In contiene un tnico par de palabras
normales independientes (,7).

Sea &1, 89, ... una enumeracién de los autéomatas mezcladores.
Para cada n > 1, sea £, = (logn)/3, ¢, = 2¢/(lognlogyn)/n y

n
F, = ﬂ ﬂ Esi(ﬁfm% TL), donde
i=1e2<tn

Es, (en,v,n) = {(x,y) € {0,1}* x {0,1}* : ‘ |Si(z,y)[1..n]|, — n/2M| <

™

n}-

Sea ng = log, min{n : €, > 6/|n/l,|}. Notamos con \ a la palabra vacia.

begin
n<+0
Io < ([, [A)
Go + ([AL[A)

repetir para siempre
([un], [vn]) < In

si n es par entonces
I ([un0]; [vn])
I = ([un1], [on])
I ([un), [va0])
I% — ([un], [va1])

GTL+1 — GTL N F2n0+n+l;

si u(I2NGpy1) > 272" entonces
\. Lny1 < I

si no
| Lng1 1)

imprimir 7,

n<n+1

end

Algoritmo 7: Construcciéon de un par de palabras normales independientes
usando autématas mezcladores
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Dado que (I,)n>0 es una secuencia anidada de intervalos de medida positiva pero

estrictamente decreciente, concluimos que

ﬂ[ :ﬂGnmIn

n>0 n>0

contiene un unico par (z,y).
Por el Lema 6.6, todos los elementos de [),,~, G son pares de palabras normales

e independientes. Lo cual concluye la prueba. O

6.4. Complejidad computacional

El Algoritmo 7 calcula una secuencia (Ip)n>0 de pares de cilindros en
{0,1}% x {0,1}* tal que ();5q [, contiene un tnico par (z,y) de palabras infinitas

normales e independientes. Ahora estableceremos su complejidad computacional.

Proposiciéon 6.8. El Algoritmo 7 tiene una complejidad doblemente exponencial:
para computar los primeros n simbolos de salida realiza una cantidad de operaciones

matematicas que es doblemente exponencial en n.

Demostracion. Como en la construccion original de Turing, la complejidad de cada
paso de nuestro algoritmo estd dominada por el calculo del conjunto F), | g2n41,
que es doblemente exponencial. Tener en cuenta que las medidas de los conjuntos
inspeccionados se pueden calcular en tiempo simplemente exponencial, y el resto del
célculo lleva un tiempo constante.

La construccién toma una secuencia de “conjuntos buenos” (Gp)p>0 y una
secuencia (I,)n,>0 de pares de cilindros en {0,1}* x {0,1}*. Para el paso inicial,
n =0, u(Go) = 1, u(lp) =1y u(Go N Iy) = 1. Para los pasos siguientes, refinamos
G, en Gp41 y elegimos una mitad adecuada de I,, para que sea I,11. Ahora veamos
la longitud del prefijo de las mezclas s, que es necesario inspeccionar en el n-ésimo
paso del algoritmo.

En el paso n, Gpy1 = Gp N Fs, vy w(Gny1) > p(Grn) — p(Fs,). El algoritmo

elige la mitad de I, cuya interseccion con Gy41 tiene una medida de al menos

(u(Gr) — u(Fs,)) /2. Necesitamos que esta medida sea positiva para todo n:

((((1(Go) = p(Fip)) /2 = p(F,)) /2 = p(Fy)) /2 .. = l(Fs, 1)) /2> 0
27" — 2 Up(Fy) — . =27 (R, ) > 0

Multiplicando por 2"

1—2u(Fy) —...— 2" 'u(F,, ) >0
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oo
Z2nlu’(F5n—l) < L.
n=1

Por lo tanto, necesitamos » -

12"u(Fs, ) < 1 mientras que la Proposicién 6.5
establece que u(Fs, ) < 1/s2 ;. Luego, necesitamos que s,_1 > 2", esto muestra
la necesidad del crecimiento exponencial de los indices s, utilizados. Notar que el
algoritmo fija s, = 2"*! y el célculo del conjunto Fj, requiere la inspeccién de 257
palabras de longitud s,. Entonces en el paso n el algoritmo realiza una cantidad
de operaciones que es doblemente exponencial en n. Finalmente, observar que en

el paso n el algoritmo genera n simbolos en la forma de dos palabras u,, v,, tales

que |ug| + |vp| = n. O
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