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Resumen

El estudio de la mecéanica cuantica en espacios de configuracion no triviales dista
mucho de estar agotado y constituye un problema de amplio interés actualmente.
Por ejemplo, no existe acuerdo sobre cudl es la ecuaciéon de Schrodinger adecuada
que contemple la dependencia con respecto a la curvatura espacial de la variedad, es
decir el equivalente a una ecuaciéon de Schrodinger para casos de curvatura distinta
de cero, la cual en el limite reproduzca la cuantica usual.

En esta tesis se estudian métodos de cuantizacion inspirados en las integrales
de Feynman para espacios de configuracion que generalizan el euclidiano. En el
caso de grupos de Lie con una métrica bi-invariante, se construye un propagador
infinitesimal por medio de la integracion en el dlgebra de Lie del grupo via el mapa
exponencial. Se obtiene una ecuacién de Schrodinger modificada que incluye un
potencial correspondiente a la curvatura escalar de la variedad.

También se estudian métodos de cuantizacion holomorfa como el desarrollado por
B. C. Hall [57, 59, 61, 62], se los relaciona con la transformada de Segal-Bargmann
y se los conecta con integrales de Feynman, lo cual nos permite obtener resultados
originales. Se define un propagador infinitesimal que genera la evolucién cuantica.
La medida de integracién usada surge de la solucién fundamental de la ecuacion del
calor en la complexificacion de la variedad.

En el caso de variedades riemannianas conexas orientables de curvatura cero
(euclidean space form) se muestra que existe un isomorfismo natural entre el espacio
de Hilbert de funciones de cuadrado integrable en el espacio de configuracion y

el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable en el espacio fase. Los
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12 Resumen

productos escalares son definidos con una medida dada por la solucion fundamental
de la ecuacion del calor en cada espacio.

Este espacio de funciones holomorfas en el espacio fase resulta ser un espacio
de Hilbert con ntcleo reproductor (reproducing kernel Hilbert space). Haciendo uso
de la existencia de un ntcleo reproductor se obtiene el isomorfismo mencionado y
una integral de Feynman que coincide con las expresiones conocidas para el caso
euclidiano, ver [27, 139].

En particular, las euclidean space forms de dimension 3 orientables compactas
presentan especial interés en cosmologia, dado que permiten modelar la parte espa-
cial de los llamados modelos de universo plano [34]. Ver el trabajo mas reciente de J.
Levin et al., en donde se busca desarrollar un modelo cosmoldgico plausible usando
euclidean space forms orientables y compactas de dimensién 3 de acuerdo con los

resutados de observaciones del fondo de radiacién césmico [98, 99, 100, 97].



Abstract

The study of quantum mechanics on nontrivial configuration spaces is far from
being exhausted and it is a topic of current wide interest. For instance, there is no
agreement, on which is the appropriate Schrodinger equation that considers the de-
pendence on the spatial curvature of the manifold, i. e. the equivalent of a Schrédin-
ger equation for cases of non-zero curvature, which in the limit, reproduces the usual
quantum mechanics.

In this thesis, quantization methods inspired by Feynman integrals for confi-
guration spaces, which generalize the Euclidean case, are studied. In the case of
Lie groups with a bi-invariant metric, an infinitesimal propagator is constructed by
integrating in the Lie algebra of the group via the exponential map. A modified
Schrodinger equation is obtained, which includes a potential corresponding to the
scalar curvature of the manifold.

Also, holomorphic quantization methods are studied following Hall [57, 59, 61,
62], specifically in association with the Segal-Bargmann transform and the connec-
tion with Feynman integrals, which allows us to obtain original results. An infinite-
simal propagator is defined, in order to obtain the quantum evolution. The measure
of integration used arises from the fundamental solution of the heat equation in the
complexification of the manifold.

In the case of an orientable connected compact flat Riemannian manifold (eu-
clidean space form) it is shown that there is a natural isomorphism between the
Hilbert space of square integrable complex functions on the configuration space and

the space of square integrable holomorphic functions on the phase space. The scalar

13



14 Abstract

products are defined with a measure given by the fundamental solution of the heat
equation on each space.

This space of holomorphic functions on the phase space turns out to be a re-
producing kernel Hilbert space. Taking advantage of the existence of a reproducing
kernel, the above mentioned isomorphism and a path integral are obtained, the latter
of which coincides with the known expressions in the euclidean case, see [27, 139].

In particular, the 3-dimensional orientable compact euclidean space forms present
a particular interest for cosmology, since they could model the spatial part of the
flat-universe models [34]. See the most recent works of J. Levin et al. [98, 99, 100,
97], which seek to develop a plausible cosmological model using orientable compact
euclidean space forms of dimension 3 in agreement with results of observations made

on the cosmic microwave background radiation.



Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo y el siguiente estan destinados a presentar el marco tedrico intro-
ductorio del trabajo desarrollado en la presente tesis. A modo de introduccién se
comienza en este capitulo presentando diferentes enfoques histéricos al problema de
la cuantizacién en general. En el capitulo 2 se desarrolla la formulacion de integrales

de Feynman.

1.1. Organizacién de la tesis

En el capitulo 1 se describe brevemente el formalismo de la mecédnica clasica
y de la mecanica cudntica. Luego se hace una resena histérica del problema de
la cuantizacion de espacios de configuracion no triviales en general remarcando el
alcance de diferentes métodos de cuantizacion.

En el capitulo 2 se introduce el formalismo de integrales de Feynman, donde se
desarrolla la integral a partir de la formula de Trotter. Se concluye con discusio-
nes sobre los casos de espacios de configuracion distintos al euclidiano, los cuales
motivaron el estudio realizado en esta tesis.

En el capitulo 3 se define un método inspirado en el formalismo de integrales de
Feynman para el caso de grupos de Lie. La integracién es realizada en el dlgebra

de Lie del grupo en consideracion por medio del paso al tangente mediante el mapa
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16 Capitulo 1. Introduccién

exponencial. Se estudia en particular el caso de una particula libre cuyo espacio
de configuracién es el grupo SU(2). Se desarrolla ademds la cuantizacién de una
particula libre sobre la esfera S™ para el caso n = 3 y n = 4. Todos los resulta-
dos presentados en este capitulo son originales, la primera parte de los mismos se
encuentra publicada en [15].

En el capitulo 4 se presenta la conexién con el método de cuantizacion por
medio de funciones holomorfas y con generalizaciones de la transformada de Segal-
Bargmann. Se estudia en particular el oscilador amoénico en esta representacion y
su espectro. Luego en el capitulo 5 se desarrolla un método de integracién funcional
inspirado en integrales de Feynman y en relacion con representaciones holomorfas de
la mecanica cuantica. El formalismo tiene en consideracion propiedades geométricas
de las variedades a cuantizar y mediante el uso del mapa exponencial se desarro-
llan las integrales que representan la evolucion infinitesimal en el espacio tangente
correspondiente. Estos resultados son originales.

En el capitulo 6 se construye explicitamente una métrica que sirve para definir
la cuantizacion por medio de integrales funcionales en variedades Riemannianas de
curvatura cero, como primer paso para la cuantizacién en espacios méas generales. La
integracion se desarrolla de manera distinta a la del capitulo anterior, lo cual hace
al formalismo esencialmente diferente. La medida de integracion proviene de la solu-
cién fundamental de la ecuacion del calor definida en la variedad en consideracion.
Los espacios de Hilbert de funciones holomorfas definidos resultan ser ejemplos de
espacios de Hilbert con nicleo reproductor (Reproducing Kernel Hilbert Spaces). La
existencia de un ntcleo reproductor permite escribir un propagador de Feynman y
obtener asi expresiones para la evolucion cuantica que en el caso euclidiano coinci-
den con las expresiones conocidas, ver por ejemplo [27]. El método de cuantizacién
propuesto en este capitulo es también un desarrollo original de la presente tesis.

Estos resultados se encuentran en el trabajo [16].
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1.2. Aportes mas importantes de la tesis

= Desarrollo de un método de cuantizacién basado en integrales de Feynman
extendiendo el esquema propuesto por W. Reartes en su tesis doctoral [116]
para el caso en que el espacio de configuracién es un grupo de Lie. Aparece un
potencial adicional en la ecuacion de Schrodinger dependiente de la curvatura

escalar del espacio de configuracion corroborando otros resultados previos. Ver

[116).

» Conexiéon del método de cuantizacidén holomorfo desarrollado en esta tesis ba-
sado en integrales de Feynman con el método de cuantizacién holomorfa desa-

rrollado por B. C. Hall et. al. [57].

» Cuantizacién de variedades riemannianas de curvatura cero (euclidean space
forms) por un método original desarrollado en esta tesis que en el caso eucli-
diano coincide con las expresiones conocidas de la integral de Feynman [27].
Para la construccién del propagador de Feynman propuesto se elige una me-
dida de integracion que surge de la solucién fundamental de la ecuacion del

calor en la complexificacion del espacio a cuantizar.

1.3. Cuantizaciéon

Nociones preliminares

En esta seccién, a modo de introduccion, se hara una breve descripcién destacan-
do algunas caracteristicas del formalismo clasico y del formalismo cudntico. Puede
consultarse, por ejemplo, los siguientes libros y apuntes [23, 95, 35, 139, 1, 41, 64].

Es sabido que en el marco de la geometria simpléctica [1], el espacio fase de un
sistema fisico estd descripto por una variedad M junto con una estructura simpléctica
Q). Cada punto de la variedad representa un estado clasico del sistema. Puede decirse

que la descripcién geométrica del espacio fase de un sistema clasico es en general
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una variedad simpléctica (M, 2) y los observables clasicos son funciones suaves en la
variedad M, (Q°(M)). En mecdnica cuéntica la descripcién de un sistema estd dada
por una espacio de Hilbert complejo. Sea ‘H un espacio de Hilbert, en principio puede
identificarse a un elemento |¢) € H como un estado cudntico, pero si se consideran
las ecuaciones que describen la dinamica del sistema no es posible distinguir entre
) v A|¢) con A € C no nulo, por lo cual ambos elementos deben describir el
mismo estado cudntico. Es por eso que los estados son descriptos por rayos en el
espacio de Hilbert. Se considera entonces el espacio proyectivo PH cuyos elementos
|P)c == {A|#) |A € C,|¢) € H}. En esta representacion un estado se encuentra
descripto por un tnico elemento de PH. Esto da lugar al siguiente postulado de la

mecanica cuantica:

Postulado. El sistema fisico estd descripto por un espacio de Hilbert complejo H vy

cada estado del sistema a tiempo t estd representado por un rayo |¢(t))c del espacio

de Hilbert.

En mecéanica clasica se llama observable a una cantidad fisicamente medible, la
cual estd representada por una funcién real f € Q°(M). El resultado de la medicién
del observable estd dado por el valor que toma la funcién en el punto (g,p) del
espacio fase. En cuanto a los observables y al resultado de una medicién en mecénica

cuantica se tiene el siguiente postulado:

Postulado. Todo observable de un sistema fisico esta representado por un operador
lineal autoadjunto actuando sobre el espacio de Hilbert H. El resultado de la medicion

de un observable cudantico serd un autovalor del correspondiente operador.

El siguiente postulado establece la dinamica del sistema. En el formalismo clésico
usualmente se tiene una funcién h llamada hamiltoniano, la cual contiene la infor-
macién dindmica del sistema, cuya evolucién queda determinada por las ecuaciones

dindmicas de movimiento:
df

= Xa(f) = (£}, (11)
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donde {.,.} es el corchete de Poisson. En mecénica cuantica, en cambio la dindmica

estd descripta por la ecuacion de Schrodinger:

Postulado. La dindmica del sistema estda definida por un operador hermitico H
(observable cudntico) llamado operador hamiltoniano. Y la ecuacion de Schrodinger

que determina la evolucion del estado |p(t)) es:

.0
ihis |6(1)) = HIo()) (12)

donde h es la constante de Planck dividido 27. Por lo tanto en la representacion
de Schrodinger, la evolucion temporal de un sistema esta descripta por la ecuacion
de Schrodinger. Si se encuentra la solucion a esta ecuacion, dadas las condiciones de

contorno adecuadas, es posible determinar la evolucion del sistema.

Cuantizaciéon

A nivel microscopico, los comportamientos cuanticos de un sistema fisico se tor-
nan significativos y es necesario el uso de una teoria esencialmente diferente a la
newtoniana, la cual corresponde esperar que en el limite reproduzca los resultados
de la mecénica clésica (principio de correspondencia). Esta relaciéon entre ambas
teorias suele resumirse en la afirmacién de que la mecanica clasica es el limite de la
mecanica cuantica cuando A tiende a cero. Como es sabido, la cuantizacién de un
sistema clésico es un problema delicado y complejo [1] [44].

Por cuantizacion se entiende el procedimiento por el cual se obtiene la descripcion
cudntica correspondiente a un sistema clasico [120], es decir es el intento de deter-
minar la teoria cuantica de un sistema fisico a partir del conocimiento de la teoria
clasica. Dado que diferentes teorias cuanticas pueden tener el mismo limite cuando
h — 0, diferentes cuantizaciones pueden conducir a teorias cuanticas no equivalen-
tes. Existen diferentes teorias que desde los comienzos de la cudntica han abordado
este problema con distinto enfoque. Puede mencionarse a modo de ejemplo, la cuan-

tizacién canénica [23, 1, 29, 95|, la cuantizacién por deformacién [37, 69], el método
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de integrales de camino de Feynman [38, 107, 3, 86, 41] o dentro del contexto de la
geometria simpléctica la cuantizacién geométrica [137, 74, 125, 123, 114, 1]. Dicho
procedimiento de cuantizacion presenta ambigiiedades, lo cual queda establecido por
el teorema de Van Hove [44, 47, 46]. En cuanto a la interpretacién fisica de diferentes
analogos cuanticos a uno clasico puede decirse que la descripcién cuantica de un sis-
tema es mas precisa que su contrapartida clasica. Matematicamente esto implica la
introduccion de estructuras geométricas adicionales en el espacio cotangente, como
por ejemplo la introduccién de polarizaciones en la cuantizacién geométrica. En el
caso de la cuantizacion por deformacién, por otra parte, es necesario introducir una
conexién simpléctica, la cual no estd presente en la descripcién clésica, ver [37], [36].
Diferentes elecciones de estas estructuras dan como resultado cuantizaciones inequi-
valentes de un mismo espacio fase. Analogamente la eleccion de métrica, torsién
y estructura compleja también dan diferentes cuantizaciones de un sistema clasico
dado.

La cuantizacion candnica es un proceso que asigna a los observables de la mecani-
ca clasica sus correspondientes observables cuanticos. Esto es, a funciones reales
f(q,p), donde (q,p) = (q1, -, @n, P1,---,Pn) € R™ x R, (espacio fase), se le asignan
operadores autoadjuntos Q; del espacio de Hilbert L?(R™) de manera tal que:

ql) la correspondencia f — Qs sea lineal
q2) Q1 =1, donde 1 es la funcién constante y I el operador identidad

q3) para toda funcién ¢ : R — R para la cual Qs y ¢(Qf) estén bien definidas,
Qoor = 9(Qy); y

q4) los operadores (), y @, correspondiente a las funciones coordenadas p;, g;,
(7 =1,...,n) estan dados por

ih O

quw = q]wa ijw = _%a_qj

para ¢ € L*(R™, dq).
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Es sabido que la cuantizacién candnica presenta limitaciones para los sistemas
cuyos grados de libertad no son finitos o cuyo espacio de configuracién es una va-
riedad riemanniana arbitraria. Ademas dicho método es dependiente del sistema de
coordenadas utilizado, a diferencia de otros métodos como por ejemplo la cuantiza-
cién geométrica, relacionada con la teoria de representaciones unitarias irreducibles
de grupos de Lie [91]. La cuantizacién geométrica permite estudiar los casos con
curvatura, si bien dicho proceso de cuantizacién esta desarrollado esencialmente pa-
ra casos de dimensién finita y su estudio en teoria de campos constituye una linea
abierta de investigacion.

Los primeros trabajos en cuantizacién geométrica fueron realizados por B. Kos-
tant, J. M. Soriau y I. E. Segal, algunas de cuyas ideas se basaron en trabajos previos
de A. A. Kirillov. Esos resultados, actualmente son conocidos como el proceso de
precuantizacion. El espacio de Hilbert que se obtiene por medio de la precuanti-
zacién es demasiado extenso para representar correctamente un sistema cuantico.
Ver por ejemplo el libro de Woodhouse [137] en donde se explica detalladamente
el esquema de precuantizacién de un fibrado cotangente. Alli se pone de manifiesto
que la precuantizacion conduce a funciones que dependen de p y de ¢, las cuales no
reproducen las reglas de cuantizacién canodnicas. En la cuantizacion geométrica se
parte de un sistema fisico arbitrario cuyo espacio fase es una variedad simpléctica
2n—dimensional N. Para realizar la cuantizacion geométrica de N se debe elegir
una polarizacién, esto es n direcciones en N a lo largo de las cuales las funciones de
onda son constantes. Si N = T* M, se puede elegir como polarizaciéon la polarizacion
vertical siendo constantes las funciones de onda a lo largo de las fibras del fibrado co-
tangente N = T* M. En el caso del fibrado cotangente de un grupo de Lie compacto
Hall demuestra [62] cémo la eleccién de una polarizaciéon compleja en particular da
lugar a una transformada de Segal-Bargmann generalizada similar a las obtenidas
en la presente tesis.

Dada una variedad simpléctica (M, ), el objetivo de la cuantizacién es construir

un espacio de Hilbert H y asociar un operador autoadjunto O para cada observable
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cldsico f en una subdlgebra de Poisson de Q°(M). Ademéas como el conjunto de
operadores O(H) es un &lgebra de Lie junto con el corchete, es razonable pedir que
la correspondencia entre observables clasicos y cuanticos sea un homomorfismo de

algebras de Lie.

Definicién 1.1. Sea (M, Q) una variedad simpléctica. Un conjunto de funciones
{f;} € QM) se dice que es un conjunto completo de observables cldsicos si y solo
si dada otra funcidn g € Q°(M) que verifica que {f;,g} = 0 para todo f;, resulta

que g es constante.

Definicién 1.2. Sea H un espacio de Hilbert. Un conjunto de operadores autoad-
guntos {O;} actuando en H se dice un conjunto completo de operadores si y solo si

todo operador O que conmute con todos ellos es un multiplo de la identidad.

Proposicién 1.1. Si un conjunto de operadores autoadjuntos {O;} en H es un
congunto completo de operadores, entonces H es irreducible bajo la accion de {O;},

es decir, todo subespacio cerrado de H invariante por la accion de {O;} es {0} o H.
No se dard aqui la demostracién pero puede consultarse por ejemplo [35].

Postulado (Irreducibilidad). Si {f;} es un conjunto completo de observables cldsi-
cos de un sistema fisico, luego sus operadores cudnticos asociados forman un conjun-
to completo de observables cudnticos, es decir el espacio de Hilbert H es irreducible

por la accidén de los operadores Oyy,y .

Lamentablemente una cuantizacion de todos los observables clasicos es imposible
en general como queda establecido por los teoremas de Groenewold [51] y van Hove
[73]. A continuacién se define para el caso de la variedad M = R*" el concepto de

full quantization: [1]

Definicién 1.3. Una full quantization de M es un mapa de observables f € Q°(M)

en operadores autoadjuntos f en un espacio de Hilbert H tal que:

i) (f+g9) =f+g
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i) M) =M, AeR

A

i) {f, 9} = (1/i)[f, 4]
w) 1=1
v) §" y p; actuan irreduciblemente en H.

Por el teorema de Stone-Von Neumann (ver por ejemplo [1] pag. 452) la condicién
(v) significa que puede tomarse H = L*(R") y que ¢' y p; estdn dados por ¢; = Q,,
y p;j = (1/1)0/0q;; es decir, la representacion de Schrodinger.

Sin embargo, no existe una cuantizacién que satisfaga las condiciones (i) a (v)
(full quantization). Esto fue demostrado en primer lugar por Groenewold [51] y
posteriormente por van Hove, quien demuestra una versiéon mas refinada de dicho

teorema [73], ver también [44].






Capitulo 2

Cuantizacion de Feynman

2.1. Introducciéon

En el presente capitulo se trata brevemente el desarrollo de integrales de Feynman
(también conocida como integral de caminos o integral funcional). En primer lugar
se estudia el caso de espacios euclidianos y posteriormente se presentan casos de
espacios mas generales de especial interés en la presente tesis.

La integral de caminos o integral funcional fue introducida en primer lugar por
Wiener en el contexto de procesos estocasticos y como método para resolver pro-
blemas relacionados con el movimiento Browniano. Sin embargo posteriormente Ri-
chard Feynman reformula estas integrales para desarrollar un nuevo enfoque de la
mecanica cuantica. Sus ideas fueron inspiradas por Dirac y sus observaciones sobre
el papel del Lagrangiano y el principio de minima acciéon en la mecanica cuantica,
(38, 3].

Uno de los beneficios de la formulacion de Feynman de la mecanica cuantica es
la contribucion al aspecto conceptual de la misma, especialmente en lo que respecta
a la conexién de la mecdnica cudntica con la mecanica clasica [28; 80, 139, 20,
119, 128, 27|. Las cantidades fisicas son expresadas como promedios sobre todos

los caminos posibles, pero ante el limite semiclasico h — 0, las contribuciones mas

25
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significativas provienen de los caminos mas cercanos a la trayectoria clasica esperada.
En la presente tesis se desarrolla un esquema de cuantizacién basado en integrales de
Feynman con el objetivo de plantear la evolucion en espacios diferentes al euclidiano.
En particular en el capitulo 3 se desarrolla el caso del grupo SU(2) y de la esfera
S3 y S*. Posteriormente dentro del contexto de espacios de Hilbert de funciones
holomorfas, (representacién holomorfa de la mecdnica cudntica), se construye la
integral de Feynman en los capitulos 4 y 5. En el capitulo 6 se desarrolla la integral
de Feynman en space forms partiendo de una medida de integracion que proviene

de la solucién de la ecuacion del calor.

2.2. Integral de Feynman

En lo que sigue se expone un desarrollo de la integral de Feynman que es similar
al que puede encontrarse en los libros de L. S. Schulman [121], R. P. Feynman y A.
R. Hibbs [38] o en el texto més reciente de B. C. Hall [64]. Sobre los detalles técnicos
de la construccion de la integral de Feynman pueden consultarse los siguientes libros
de Simon [124], y Reed-Simon [118]). Para ciertos hamiltonianos especiales Nelson
estudia en detalle la convergencia de las integrales y el desarrollo del time-slicing
[108, 107]. Sobre la construccién de integrales de Feynman en contextos mas gene-
rales en los cuales los espacios de configuracién estudiados son espacios simétricos
o grupos de Lie puede consultarse el libro de W. Tomé [130]. Por otro lado, el libro
de H. Kleinert [84] es de especial interés por destacar las aplicaciones de integrales
de Feynman a diversos campos. En particular desarrolla en detalle aplicaciones a
problemas de estadistica, estudio de polimeros (ver también [135]) y finanzas, es-
pecificamente opciones. Dedicado a este ultimo topico en su totalidad es el libro de

E. B. Baaquie [6].
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2.3. Integral de Feynman en espacios euclidianos

En esta seccion se llegara a la expresion de la integral de Feynman aplicando la

formula de Trotter al siguiente hamiltoniano H.

= —%A V(). (2.1)

Se considera aqui la constante de Planck dividido 27 igual a 1 (A = 1). (Ver en el
apéndice B la deduccién de la férmula de Trotter. Puede consultarse ademas [64] y
referencias citadas alli). Considérese el problema de valores iniciales para la ecuacién
de Schrodinger

ot 2m

donde A es el laplaciano en R”, V' es una funcion real medible y 1 y u pertenecen

% _ —i (_LA + V) Vv, (0) = u, (2.2)

a L*(R",C). Se supondra que el potencial V hace que H sea esencialmente auto-
adjunto en Dom(A) N Dom(V'), es decir de extensién analitica dnica. Cualquier
potencial acotado tiene esta propiedad, asi como ciertos potenciales no acotados.
Por la féormula de Trotter vale que

. . N
e‘“ﬁz/z = ]\}I_I)I(l)o (exp {;;AN} exp {— Zﬂ;\?“]) . (2.3)

A continuacion se tomara la masa m = 1. Sea F la transformada de Fourier y

F~! su inversa, puede escribirse el operador laplaciano como sigue:
Ap = FH(=p*) Fib, (2.4)

donde p? es el cuadrado del médulo del momento p = (py, ..., p,). El dominio de A
es el conjunto de aquellas 1 € L?(R",C), tales que (—p*)F también pertenece a

L*(R",C). El operador A es autoadjunto. Llamando K; al operador
K, = explitA], (2.5)
puede escribirse la solucion de la ecuacién de Schrodinger con V' = 0 como sigue

W(t) = Ky, (2.6)
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donde
Ko = (\/2_%@”/@@ (%]m - y[2> u(y)dy. (2.7)

La integral existe para todo u € L' N L2.
El operador de multiplicacién por la funcion V' es autoadjunto también y su
dominio son aquellas funciones u € L? para las cuales Vu € L2 La solucién al

problema de valores iniciales estd dada por

donde
M; = exp(—itV). (2.9)

Finalmente considérese el hamiltoniano total, T. Kato da condiciones para las cua-

les este hamiltoniano es autoadjunto [77]. Si bajo estas condiciones se considera el

o (33 1)) "

entonces por la formula de Trotter, se tiene que

operador

m—0o0

Puede escribirse
1
(v/2mi(t/m))mm

donde se ha escrito zg =z y

(Kt/th/m>mu -

/exp[iS(mo,...,xm,t)]u(xm)dxl...dxm, (2.12)

(1 (w; —w0)? t
S(ZE(), ...,ZL‘m,t) = Z (5(](75/—7’)1])21 - V(IL‘j_l)> E (213)
Teniendo en cuenta que:

() = / dyG(z,y, yuly), (2.14)

donde G(x,y,t) es la funcién de Green, la expresién 2.12 corresponde en el limite

(que segin la ecuacién 2.11 converge en L?), a la expresién de la integral de camino
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de Feynman. En diversos textos de mecanica cuantica suele llamarse propagador a

la funcién G(z,y,t)

1
G(x,y,t) = lim exp|tS(zo, ..., T, t)|day...dx,y,_1. 2.15
(ro008) =t e [ s o) .15

Se ha desarrollado aqui, usando la férmula del producto de Trotter, la integral de
Feynman. A continuacién se dard una interpretacién al aspecto mas complicado de
esta integral funcional, el limite de la expresién (2.15).

Sean x; con j = 0,...,m los valores de un camino z(s) correspondientes a los
puntos s; := je = jt/m, i.e. x; = z(jt/m). Y a su vez esos puntos estan conectados
por segmentos de recta obteniéndose un camino lineal a trozos entre zo y ;. La
cantidad |z; — x;_1|/€ es una aproximacién de la derivada de z(s) con respecto a s.
Y la sumatoria en el exponente puede verse como una suma de Riemann sobre este

camino. Por lo tanto y de forma no rigurosa puede decirse que

i expliS (20, 1)) = /Ot dr (% <fl—f)2 - V(x)) | (2.16)

La expresion en el integrando del miembro de la derecha de la ecuacién (2.16) es el
lagrangiano clésico de una particula L =T —V, donde T' = (1/2)m|v|? es la energia
cinética y V' la energia potencial. La integral del lagrangiano en un intervalo de
tiempo t corresponde a la accién clésica, a la cual se denotard por A(z(-)). Es decir,

dado un camino x(-) se define la accién de z(-) en un intervalo de tiempo [a,b] de

Ax(-), a,b) = /ab dr <% (Z—DQ - V(x)) | (2.17)

En mecéanica lagrangiana se demuestra que las ecuaciones de Newton se deducen

la siguiente manera

como los puntos estacionarios de la accion, es decir las trayectorias clasicas resultan
ser aquellas que minimizan la funcional de la accion.

Puede escribirse entonces la siguiente expresion de la integral de Feynman

z(t)=x

G(z,y,t) = / Dx (1) exp(iA(z(T))), (2.18)

0)=y
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donde Dz es interpretada como la medida de Lebesgue en el espacio de todos los
caminos z(-) que van de z(0) = y a x(t) = x, es decir las integrales sobre los puntos
intermedios se interpreta como la suma de todas las trayectorias posibles que parten
de z(0) y llegan a z(t) en un tiempo ¢. Sin embargo, nétese que la expresién formal
Dz es el limite para m — oo de la integral sobre (R™)™ con respecto a la integral de
Lebesgue dada por dz;...dx,,. Por eso puede decirse que es interpretada como una
medida de Lebesgue en el espacio de caminos, si bien se sabe que al ser un espacio de
Banach infinito dimensional, no existe una medida adecuada (o aditiva) invariante
por traslacion, equivalente a una medida de Lebesgue.

Es interesante que la integral de Feynman, que describe la mecénica cuédntica
del sistema, tenga una dependencia directa de la acciéon proveniente de la mecanica
clasica. Esto presenta una ventaja de este formalismo cudntico frente a otros al

buscar establecer conexiones entre ambas teorias.

2.4. Integral de Feynman en espacios de
configuracion no triviales

En esta tesis se proponen métodos de cuantizacién para espacios de configuracién
no triviales, ya sea el caso de grupos de Lie abordado en el capitulo 3 o el caso de
la cuantizacién de space forms tratado en el capitulo 6. La motivacion del estudio
de diversos espacios de configuraciéon tiene interés tanto matematico como fisico.
Desde el comienzo de la mecanica cuantica pero en particular a lo largo de los
ultimos anos se han escrito numerosos trabajos relacionados con la formulacion de
integrales de Feynman en espacios de configuracién cuya geometria es no trivial.
Dicha formulaciéon no solo seria de utilidad en la formulaciéon de una teoria cuantica
de la gravedad sino que también se ha demostrado su utilidad en la resolucion de

un problema fundamental en la mecdnica cudntica, el &tomo de hidrégeno [31, 32,

8, 13, 70].
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La mayoria de los métodos de cuantizacion son dependientes del sistema de coor-
denadas usado (en general cartesiano) y en algunos casos solo llevan a un resultado
correcto bajo ciertas consideraciones [29]. Sin embargo, la dindmica hamiltoniana
clasica es covariante ante transformaciones generales de coordenadas en una variedad
simpléctica y en este sentido, es independiente de las coordenadas.

Se han realizado trabajos con la intencion de definir correctamente y de forma co-
variante dicha cuantizacién. Ver por ejemplo el trabajo de Shabanov y Klauder [122]
en el cual se definen la integrales de Feynman para el caso de variedades simplécticas
riemannianas haciendo especial énfasis en la eleccion de la medida en el espacio de
caminos para lograr covarianza ante cambio de coordenadas generales en el espacio
fase. Sin embargo, para eludir la dificultad de cuantizar una variedad simpléctica
general con curvatura diferente a cero, realiza un embedding en una variedad eucli-
diana de mayor dimensién (plana) imponiendo ligaduras de segunda clase (second
class constraints [54, 45, 48]), de manera tal que la estructura simpléctica canénica
restringida resulte ser la estructura simpléctica original.

Por otra parte, en los ultimos anos la cuantizacion de sistemas fisicos en grupos y
espacios simétricos ha sido un tépico de amplio interés y desarrollo. Ver por ejemplo
[14, 13] [52, 53]. Bohm y Junker haciendo uso de funciones esféricas zonales han
realizado la construccién de integrales de Feynman para el caso de una particula
sobre grupos compactos y no compactos [13]. También para el grupo euclidiano [14]
y en espacios simétricos [75]. La construccién en este ultimo estd desarrollada para
grupos compactos G actuando en espacios simétricos compactos de la forma G/H,
donde H es un subgrupo masivo de G.

En su tesis doctoral W. Reartes [116] estudia el problema de la cuantizacién de
un sistema dinamico cuyo espacio de configuracion es una variedad Riemanniana.
El esquema propuesto estd inspirado en el método de integrales de camino de Feyn-
man. En particular, desarrolla un esquema de cuantizacion partiendo del formalismo
lagrangiano clasico por medio de un propagador infinitesimal de cardcter geométri-

co. Se obtiene posteriormente una ecuaciéon de evolucion en la cual se ponen de
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manifiesto caracteristicas intrinsecas de la variedad riemanniana en consideracion.
Reartes [116] obtiene resultados que relacionan la curvatura escalar de la métrica de
la variedad y la dindmica de una particula libre sobre ella. En particular, observa
que la curvatura escalar induce un potencial adicional en la ecuacion de Schrédinger
de la forma aR/3, donde R es la curvatura escalar y « un factor que depende de
la naturaleza del objeto propagado, siendo 0 para funciones, 1 para volimenes y en
general « para a—densidades como generalizacién de las 1/2—densidades presentes
también en el formalismo de cuantizacién geométrica. En [116] se destaca ademas
que si se modifica la definicion del laplaciano, el factor adicional queda absorbido en
el nuevo laplaciano. Dichos resultados concuerdan con los resultados obtenidos por

medio de la cuantizacién geométrica [137].



Capitulo 3

Evolucion cuantica en el grupo

SU(2)

3.1. Introduccion

En este capitulo se plantea un esquema de cuantizacion en grupos de Lie y en
particular el caso del grupo SU(2), estos resultados son parte del trabajo de G.
Capobianco y W. Reartes [15].

Se vera que los objetos aqui definidos dependen tunicamente de propiedades
geométricas del espacio de configuracion considerado.

En similitud con los resultados de esta tesis, distintos autores han obtenido
correcciones a la ecuacion de Schrodinger, especificamente potenciales adicionales
proporcionales a la curvatura escalar de la variedad. Dichos potenciales difieren sin
embargo en la constante multiplicativa que acompana a la curvatura escalar, ver por

ejemplo los siguientes trabajos [22, 76, 82, 83, 86, 106, 104, 105].

33
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3.2. Mecanica cuantica en espacios con
curvatura

El papel desempenado en cualquier esquema de cuantizacién por la curvatura
del sistema que se quiere cuantizar ha despertado interés desde los comienzos de la
mecanica cuantica. Se pueden mencionar a modo de ejemplo los siguientes libros y
trabajos [18, 101, 106, 104, 105, 76, 33, 12, 17, 86, 82, 83, 25, 26, 40, 4, 129, 30].

En particular, han sido y siguen siendo de interés los espacios de configuracion
cuya geometria es no trivial. A lo largo de los ultimos 50 anos se han escrito nume-
rosos trabajos relacionados con la formulacién de integrales de Feynman en dichos
espacios. Contar con una formulacion de la mecanica cudntica que incluya estos espa-
cios y considere el papel desempenado por la curvatura no solo seria de utilidad en la
confeccién de una teoria cuantica de la gravedad, sino que también se ha demostrado
su necesidad en la resolucién de un problema tan fundamental como el movimiento
de una particula sujeta a un potencial de Coulomb. Duru y Kleinert reparametrizan
la integral de caminos para resolver el atomo de hidrégeno haciendo uso de nuevas
variables espacio temporales por medio de la transformada de Kustaanheimo-Stiefel,
originalmente usada en mecdnica celeste (ver Duru y Kleinert, [31], [32], Kleinert [84]
y Chaichian [20]). Grosche y Steiner, por otra parte [52, 53], formulan la integral
de Feynman en una variedad con curvatura considerando un lagrangiano efectivo
modificado, el cual resulta de sustraer un potencial del orden de h? al lagrangiano
clasico.

En este capitulo se desarrolla un esquema de cuantizacién en grupos de Lie
basado en las integrales de camino de Feynman. Puede consultarse otra forma de
abordar el estudio de integrales de Feynman sobre ciertos grupos de Lie en los
trabajos de Barut, Inomata y Junker. Estos autores en [8], estudian el caso del
atomo de hidrégeno dentro del marco de las integrales de Feynman sobre el grupo
SU(1,1). Como resultado demuestran que se recupera el espectro estandar del 4tomo

de hidrégeno al tomar apropiadamente el limite al caso flat. También en [9] los
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autores estudian el atomo de hidrégeno en un espacio hiperbdlico. Los trabajos de
De Witt y Berezin [28, 11] constituyen otros ejemplos de construcciones de la integral
de caminos en variedades arbitrarias.

En su tesis doctoral W. Reartes [116, 117], desarrolla un esquema de cuantiza-
cién para variedades riemannianas compactas basado en las integrales de camino de
Feynman dentro del marco de la geometria diferencial y en estrecha relacion con la
cuantizacién geométrica [125, 78, 91, 137]. Demuestra la aparicién de un término
adicional en la ecuacién de Schrodinger, el cual depende de la curvatura escalar de
la variedad espacio de configuracion. En base a estos resultados encuentra una re-
lacion existente entre dicho potencial y el objeto que se esté propagando. A saber,
dicho potencial resulta ser (a/3) R, donde R es la curvatura escalar y donde o toma
distintos valores en funcién de la naturaleza del objeto propagado, siendo 0 para
funciones, 1 para densidades y en general o para a—densidades como generaliza-
cién de las 1/2—densidades. Es interesante notar que si se extiende la definicién
del laplaciano a a—densidades en general, el término de correccion queda absorbido
dentro del nuevo laplaciano. Cabe mencionar que hasta el momento sigue siendo
un problema abierto determinar cudl es la ecuacion equivalente a la de Schrédinger

correspondiente a un espacio con curvatura.

3.3. Esquema general

Se aborda el problema de predecir la evolucién cudntica de una particula libre de
masa m en un grupo de Lie G de dimensién d, equipado con una métrica riemanniana
biinvariante y para ello se comenzara por definir lo que se llamara el propagador de
un paso correspondiente a un time-slice €. En lugar de integrar sobre el grupo, se
realiza la integracién sobre el espacio tangente al grupo en cada punto g € G.

Se ha dicho en el capitulo 2 que en el marco de las integrales de Feynman conocer

la expresion del propagador K permite describir la evolucion temporal de la funcion



36 Capitulo 3. Evolucion cuéntica en el grupo SU(2)

de onda ¥,
Wl b)) = / droK (21, 1[0, to) 1 (20, o), (3.1)

donde |
K (1, 11|70, o) — / exp (%sp:(@p) Dl (). (3.2)

En el presente contexto la expresién del propagador equivale a
g1=9(t) i
Koot = [ o (5:01) Dlato)] (3.3)
90=9(0)
donde S[g] es la accién correspondiente a la trayectoria clésica. La evolucién tem-
poral de la particula en el grupo de Lie G puede describirse mediante la siguiente
integral

Ub(gn) = (g1, 1) = /G K (g1, 90: 1)t (90, 0) dp(go). (3.4)

En lugar de integrar en el grupo, se realiza la integracion sobre el plano tangente

a go, esto es
Up(g1) = ¥(g1,t) = K(g1,exp,, 1;t)¢(expy, 0, 0) expy du(n). (3.5)

Ty G

Utilizando la suryectividad del mapa exponencial se puede formular la integracién
en el tangente [evantando las funciones de onda como pull-back de las funciones
de onda en el grupo por el mapa exponencial. Corresponde aclarar que nuestro
propagador K es el que resulta de integrar sobre todo el tangente a gy y no K el
cual resultaria de integrar sobre la preimagen del pull-back del mapa exponencial

(7=H(@))

Uwlo) = w00 = [ Kl o, m0(ew, 1.0 vl dutn). (35)

Si los sucesivos pasos de la evolucién de la funcién ¢ son calculados por medio
del propagador discreto K el operador evolucién cuantico puede representarse como

el siguiente limite de operadores discretos como sigue

Up = lim Sin (3.7)
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donde la aproximacién discreta S, esta dada por (se toma e =t/N)

500 = ()" [ e ("5 vt i et aut). (38)

2mel 2e
Como se mencioné anteriormente, en este esquema, la funcién de onda es levantada,
via el mapa exponencial, al plano tangente en el punto g (7,G) y posteriormente
se integra, calculando la contribucion a tiempo €, es decir, nos interesa calcular el
efecto que sobre la funcién de onda 1(g) causan las trayectorias sobre el grupo G
que llegan al punto g en un tiempo e.
Se verifica usando la invarianza de la métrica, que la ultima expresiéon puede ser

calculada mediante una integracién sobre g, el algebra de Lie del grupo G, luego

Se(g) = (ﬂy/z /g exp (M) (g exp(n)) exp™ dp(n). (3.9)

2mel 2¢
Mediante sucesivas aplicaciones del operador infinitesimal se obtiene el propaga-

dor de N pasos SV dado por la siguiente expresién integral

SNy(g) =
(2m )NQ/ / exp (iﬁ illnjHQ) P(expy, , (nn)) lﬁ[eXp;k._1 dpi(n;)-
TEL TyoG JTyy_, G 2¢ e =1 !
(3.10)

El operador evoluciéon cuantico a tiempo finito puede ser representado por el

siguiente limite de operadores
U, = ]313305%. (3.11)

Se observa que el operador S, es continuo a la derecha para € = 0 si se define
Sot(g) = 1¥(g). Es més, puede probarse que la expansién de S.1)(g) a primer orden

en € es

Sa0la) = vla) +im (Avlg) - RGVE)) +old.  (12)

Puede apreciarse que la ecuaciéon de Schrodinger obtenida a partir del propaga-
dor propuesto contiene un potencial dependiente de la curvatura escalar anadido al

operador de Laplace-Beltrami.
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3.4. El propagador para SU(2)

Nuestro propdsito es poder calcular el propagador (3.8) o (3.9) en el caso del
grupo SU(2) para una clase amplia de funciones. En primer lugar, puede observar-
se que SU(2) posee una estructura riemanniana natural cuya curvatura escalar es
constante, R = 6. Teniendo presente el difeomorfismo existente entre SU(2) y la

esfera 53, introduciendo coordenadas esféricas en R*

! = sin psin 6y cos b

? = sinpsinf, sinfs, (3.13)
3 = sinpcosb

' = cosp.

Con estas coordenadas se puede parametrizar el espacio tangente a S® sobre el

punto base de coordenadas e = (0,0,0,1) como sigue

n' = psiné; cos by
n® = psiné;sinbs, (3.14)
n”* = pcosb.

La medida de Haar escrita en estas coordenadas es
dp = sin?(p) sin(0,)dpd6,dfs. (3.15)
Finalmente, el propagador de un paso para una funciéon de onda arbitraria v es

m 3/2 00 2 ™ ’me2
Seb(g) = (%) /0 /O /0 eXp( 9

donde se ha simplificado la notacion.

) V(p, 01, 02)dp, (3.16)

Considérese el caso en que se aplica el propagador para una funcién constante,

por ejemplo ¢ =1

S.1 = 22 exp(—ie). (3.17)
€
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Observar que como es de esperar, el resultado no depende del punto en el cual
es calculado.
Es facil construir en este caso el operador evolucién para tiempo finito. Se obtiene

como resultado

olm

Uap = lim S:™p = 5,1 = €'l =¢'sT. (3.18)
n—oo n

Ahora se estudiaran las autofunciones del operador de Laplace en el grupo, cuya

expresion en coordenadas esféricas es

o2 9 0° 0 o
A=_—+2 o+ osc 5o et ) 1
97 + 2 cot(p) o + csc*(p) (891 + cot 64 0. + csc” 6 89%) (3.19)

El operador de Laplace tiene autofunciones u,;, con autovalores —(n? — 1), con

n € N:
Atpim = —(n* = 1) Unim. (3.20)

Si se normalizan convenientemente estas autofunciones, resulta

Unim (p, 01, 02) = ACET (cos(p)) sin' (p) Yo (01, 0), (3.21)
donde 2
—1—1)!
A — -n71712l+1 | n(n— 22
! : ( 2m(n +1)! ’ (322)

CH  son los polinomios de Gegenbauer y Y;,, son las funciones arménicas esféricas
tridimensionales. Ver por ejemplo los libros de Vilenkin y Helgason, [133] y [67].
El valor del propagador de un paso (3.16), calculado en el punto e, resulta ser la

siguiente expresién concisa

Unim(€). (3.23)

2 ne

Sittmim(€) = exp (—i(”2 + 1)6) sin(ne)

Hay que mencionar que ambos miembros de la ecuacién anterior se anulan excepto
que =0y m=0.
Luego, se puede probar que las funciones u,,;,, son autofunciones de S, con au-

tovalores A, (€)

Seunlm - An(E)Unlm (324)
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para todo Um,.
Para estas funciones puede evaluarse el limite necesario para obtener el operador

de evolucién cuantico, obteniéndose como resultado

Uit = ]\}1_{1(1)0 S% Unim (3.25)
2 1)t Rt
= exp (—Zu) exp (—z—) Unim.- (3.26)
2 6
Finalmente usando la relacién de clausura
oo n—1 l
d(cosp —cosp')o(0 —6')d Z Z (P50, N im (p, 0, 0), (3.27)
n=1 1=0 m=—

puede escribirse una expresion para el propagador de Feynman

K(p,0,9.0.0',¢;t) =

co n—1

>N Z exp (—z n= Ut) exp (—z‘%) Tt (00, & Vi (p, 0, 8).  (3.28)

n=1 =0 m=—1

3.5. Cuantizacion en esferas

Cason =3

Sea m € S?, es conocido que para cada [ € Z* hay un autovalor \; = —{( + 1)
del operador de Laplace-Beltrami A y que su correspondiente autoespacio de auto-
funciones tiene dimensién 21 + 1. La expresion del operador A en coordenadas (p, 0)

en el espacio tangente T},,5? es la siguiente
0? 0
A= a2 + cot p8 + Lgt. (3.29)

Ver el libro de Helgason [68]. En la ecuacién anterior Lg: representa al Laplaciano

en S', en este caso, con respecto a la variable 6. Es decir Lg1 = 88—922.
Existe una autofunciéon de A que no depende de la variable 6, a la cual se la
Hamara Uy(p, 0) = Ui (p) v satisface Uj*(0) = 1. Esta funcién verifica lo siguiente

d2Um aug*
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Puede probarse que existe una solucién a este problema (ver [67]).

Sea {U, UM, ..., U™}, r = 2] una base de $*!, el espacio de arménicos esféricos
con autovalor \;. Es conocido, (ver por ejemplo [133] o [67]), que $>! es exactamente
el autoespacio de \;. Sea SO(2) = {K € SO(3) | Km = m} el grupo de isotropfa.

Para cada ¢ =0, ..., 7 sea

1
W (p) = VolS00) /50(2) U Kx)dK, (3.31)
donde z denota los elementos € S? tales que d(m, z) = p (aqui d(m, x) representa la
distancia geodésica). Es claro que el lado derecho de la ecuacién (3.31) no depende
de 6 donde x = (p,0). También puede pensarse Kz en coordenadas polares como

K(p,0) = (p,0 + ¢) y la ecuacién (3.31) puede ser escrita como sigue

W) =5 [ UP (6 + o). (3:32)

T or
De la ecuacién (3.32) inmediatamente se obtiene diferenciando bajo la integral

y teniendo en cuenta que
UM(Kx) = (L UM)(x) (3.33)
donde Lj : S? — S? estd dado por Lxx = Kz y también teniendo en cuenta que
ALy = Ly A, lo siguiente
AW = \W™ (3.34)
en otras palabras, W™ € $3! i = 0,...,r. Pero dado que W/"(p) depende solamente
de p se tiene que

W (p) = iy (3.35)

(2

y dado que UJ*(0) = 1, vale

W (p) = W (O)U5. (3.36)

]
Se tiene que W§" = Uy". Ahora sea

o= Uy
Vo= UM — Wi(0) U (3.37)

3 3
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Luego se tiene que parai=1,...,r

Viro) =0
o
— V™(Kz)dK = 0. 3.38
VOZSO(Q) SO(2) ( ) ( )
De la ultima ecuacion se obtiene
SV (m) ! / Z"ﬂvm( )sin pdpdd
Vi'(m) = ———— [ exp— sin
’ (Vamic)? Jpo D 2¢O WERPEP
= e (3.39)
Ahora nos interesa calcular S.V,™(m).
(S.V™) (m) ! / exp LoV, 0) sin pdpdd
Vi = T xXp 5= Vi (P
(Vamicp Jo P2 pdp

1 [e's) 7/p2 . /'271'
= — dp exp — sin V™ (p, 0)do 3.40
( _M)2/O pesp -sing [ VP(p0)d8 (340)

= 0.
Dado que V/™(m) = 0 para i = 1, ...,r, se tiene la formula general
SV (m) = N(e)V™(m) i=0,1,...,7 (3.41)
Ahora se quiere mostrar que
SV (m') = M)V (m) (3.42)

para todo m’ € S?. Sea m’ = Am, para algin A € SO(3). Puede verse ficilmente

que para todo f € S? es valido que
Se (Lyf) (m) = (Sef) (Am) (3.43)

! . . .
Sea V™ = L4 V™ para i = 0, ...,r, luego usando las ecuaciones anteriores puede

verse que {Vlml} para i = 0, ...,r es una base del espacio 3! y satisface
vi(m') =1 (3.44)

V=0 i=1,..r (3.45)
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(S ) = M@V (). (3.40
Se tiene entonces
V=Y al(m)V, (3.47)
J
por lo tanto
(SVi™) (m') = a] (m" )V} SV (m). (3.48)

De las ecuaciones anteriores (3.40) y (3.42) se obtiene
Vi (m') = ai (m)Vg" = ai(m). (3.49)
Y de las ecuaciones (3.40), (3.41) y (3.44) se obtiene

(8v7) (m') = M@V (m) (3.50)

para i =0, ...,7, lo cual es el resultado que se queria probar.

Cason =4

La idea general es la misma que la del caso n = 3. Se seguira el procedimiento
de una manera muy similar al caso anterior. Sea m € S3. Para todo | € Z" existe
un autovalor \; = —I(l +4 —2) = —[(l 4+ 2) of A. El correspondiente autoespacio

$H*! tiene la siguiente dimension:

Coeay (I+4=3)20+4-2)0 (I +1)(21 +2)!
dim§*' = (4 —2)ll! - 21! (3:51)

El Laplaciano es
2

= a—p2
donde Lg: es el laplaciano en S?. Se denotara genéricamente @ a la variable angular

en S%. Donde S? C T,,5? es definido de la manera usual, S* = {z € T;,5° | |z| = 1}

A + 2cot p(% + Lg> (3.52)

donde |z| = d(m, z) = p es la distancia geodésica. Existe una autofuncién UJ*(p) de

A la cual no depende de 6 y satisface U["(0) = 1. Es la tinica solucién al problema

o2 ouUm -
8p2 + 2 cot pa—p = /\ZUO (353)




44 Capitulo 3. Evolucion cuéntica en el grupo SU(2)

Ur(0) = 1. (3.54)

Sea {Up.U, 1, ...,U,} una base de $*! Para i = 0, ..., se define

W) = W / g (3.55)

donde x € 5% es cualquier elemento que satisface |z| = p y aqui
SO3) ={K € SO(4) | Km =m}. (3.56)

Como en el caso n = 3, puede verse facilmente que AW/* = \W/*, esto es

wm e 5t i =0,...,r. Pero como W/™(p) depende solamente de p, se obtiene que

W (p) = U (p) i=0,..,7 (3.57)

2

y ap = 1,0, = W;(0). Sea

W' o= Uy (3.58)
vmo= U"r—-Wi(0)Us" i=1,...,r (3.59)
luego
Vo) =0i=1,.,r (3.60)
' 1
T /S o Va0 (3.61)

para i = 1,...,m. Ahora se piensa a SO(3) como un fiber bundle (fibracién de Hopf)
7:50(3) — S2. (3.62)

Mads precisamente para un x fijo, se define SO(2) = {K € SO(3) | Kz = z}.
Puede aplicarse el teorema de Fubini a esta fibraciéon. Cada A € SO(3) determina

un z € S% z = Az. La integral (3.61) anterior se puede escribir como

1 1 —
Vol(S2) Vol(SO(2)) /52 dz /;0(2)‘/1' (Kz)dK. (3.63)
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Pero dado que Kz = x, para K € SO(2) se tiene

1
— m =1,.. .64
Vol (57 /s?v; (2)dz  i=1,.,r (3.64)

S2 = SO(3)/SO(2).

Desde aqui se procede nuevamente como en el caso n = 3. Se obtiene que

m _ 1 sz m 2 2
SVyt(m) = ( 27%)3 /R3 exp 261/0 (p) sin” pdpd=0
= \N(e)V"(m) (3.65)
= )\l<€).

Al calcular S V;"(m) para i = 1,...,r, se obtiene

1 ip? ,
S V."(m) = —/ exp — V;™(p, ) sin? pdpd>0
Ry = s A

1 ip?
= W /0 exp % sin? pdp /52 d*0V;™(p, 0) (3.66)
= 0.

Se verifica entonces que

SV (m') = \(e)V™ (m!) (3.67)

1

parai=0,...,r y m,m’ € S* arbitrario.






Capitulo 4

Cuantizacion holomorfa

4.1. Introduccion

En el presente capitulo se describird el espacio de Segal-Bargmann en particular
y las propiedades de espacios de nucleo reproductor en general (reproducing ker-
nel Hilbert spaces). El mismo se encuentra organizado de la siguiente manera. En
principio se presentan aspectos fundamentales de la teoria de espacios de funciones
holomorfas. En primer lugar el espacio de Hilbert considerado es L2(R%, p;). Aqui p;

es la medida gaussiana dada por

dp,(z) = (2mt) =2 /2 dy.

2 = 22 + ...+ 22 Se usa la medida gaussiana en lugar de la de Lebesgue para

Aqui x
simplificar las construcciones siguientes. Mientras que la dimensién d sea finita, el
pasaje de una a otra es natural.

Luego se considera el espacio de Hilbert de Segal-Bargmann HL?(C?, p1;). Aqui

HL*(CY, 1;) denota el espacio de funciones holomorfas en C? que son de cuadrado

integrable con respecto a la medida p; dada por:
dpy(z) = (wt) e /1.

Aqui dz es la medida de Lebesgue de dimensién 2d en C?. Posteriormente se estu-

dia el isomorfismo existente entre dichos espacios de Hilbert. Luego se presenta la

47
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transformada de Segal-Bargmann. Se presenta también la relacién entre el teorema
de Stone-von Neumann y la transformada de Segal-Bargmann.

El parametro ¢ del cual dependen las construcciones del presente capitulo, puede
ser interpretado como la constante de Planck [66]. Si bien la terminologia usada
proviene en gran medida de la fisica, porque es nuestro interés en particular enfatizar
dicha aplicacién, todos estos desarrollos son importantes en analisis arménico en
si mismos.

Se vera también a continuacién que dichas construcciones se han generalizado
de diversas formas a otros espacios, extendiendo el caso euclidiano. De hecho Hall y
Gross en varios de sus trabajos aqui citados, estudian el caso en el cual el espacio
euclidiano es reemplazado por un grupo de Lie y la medida gaussiana por la medida
proveniente del kernel del calor (heat kernel measure). En particular los resultados
de Gross estan relacionados con el andlisis estocastico, especificamente anélisis en
loop groups. Hall en cambio pone énfasis en la relacion entre el kernel del calor y
la cuantizacion geométrica. Ver por ejemplo las secciones 3 y 4.2 de la presente cita
[61].

Por ultimo se aborda la mecanica cuantica dentro de este contexto, se desarrolla
el oscilador armoénico cuantico en la representacion holomorfa y se estudia el espectro
del mismo. Se obtiene a su vez el kernel reproductor asociado al hamitoniano del

oscilador armonico.

4.2. Espacios de Hilbert de funciones holomorfas

En primer lugar, se define a continuacion la nocién de funciéon holomorfa en una

variedad M:

Definicién 4.1. Una funcién f definida en U C M es holomorfa si f o ¢! es
holomorfa en ¢o(UNU,) C C" para todo «.

Se asume a continuacion que el producto escalar es conjugado en la primera com-
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ponente y no en la segunda (convencion usada generalmente en mecénica cudntica).

Definicién 4.2. Sea HL*(U,«) el espacio de funciones holomorfas de cuadrado

integrable con respecto a la medida definida por la funcidn positiva a(z), es decir

HL*(U, o) = {F € H(U)|/ |F(2)]Pa(z)dz < oo} : (4.1)
U
Teorema 4.1. 1. Para todo z € U, existe una constante c, tal que
IF(2)]* < el FlIZ2 0 (4.2)

para todo F € HL*(U, ).

2. HL*(U,a) es un subespacio cerrado de L*(U,a) y por lo tanto un espacio de

Hilbert.

El primer punto establece que la evaluaciéon puntual es continua. Esto es, dado
z, el mapa F € HL?(U,a) — F(z) es una funcional lineal continua en HL?*(U, ).
Esta propiedad es caracteristica de los espacios de funciones holomorfas pero no se

cumple en general para espacios L? no holomorfos.

Teorema 4.2. Sea HL*(U, ), existe entonces una funcion K(z,w), z,w € U con

las siguientes propiedades

1. K(z,w) es holomorfa en z y antiholomorfa en w y satisface

K(w,z) = K(z,w).

2. Para cada z fijo perteneciente a U, K(z,w) es de cuadrado integrable con

respecto a la densidad o(w). Para todo F € HL*(U, ) vale
F(z) = / K(z,w)F(w)a(w)dw.
U

3. 8 F € L*(U,«), sea PF la proyeccion ortogonal de F sobre el subespacio
cerrado HL?*(U, «). Luego

PF(z) = /UK(Z,U))F(w)oz(w)dw.
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4. Para todo z,u € U,
/ K(z,w)K(w,u)a(w)dw = K(z,u).
U
5. Para todo z € U
[F(2)] < K(2,2)||F|]%,

y la constante K(z,z) es optima en el sentido de que para cada z € U existe

F(2) € HL*(U, ), no nulo para el cual vale la igualdad.

6. Dado z € U, si ¢,(.) € HL*(U, ) satisface
F(z) = / ¢.F(w)a(w)dw
U
para todo F € HL*(U, «), entonces ¢,(w) = K(z,w).

Para ver una prueba de este teorema consultar [61].

Este teorema es esencialmente el teorema de Riesz junto con la continuidad de
la evaluacién puntual.

En general el nticleo reproductor puede calcularse explicitamente como se verd a

continuacion.

Teorema 4.3. Sea {e;} una base ortonormal del espacio de Hilbert HL*(U, ).

Luego para todo z,w € U

K(z,w) = Z e;(2)ej(w). (4.3)

Para la demostracion de este teorema puede consultarse también [61]. Es impor-
tante remarcar que no siempre es de utilidad la férmula anterior, dado que para ello
es necesario conocer explicitamente la base ortonormal y ser capaz de computar la

suma (4.3) que permite obtener la expresién del kernel reproductor.
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4.3. Espacio y transformada de Segal-Bargmann

La transformada de Segal-Bargmann es una transformada integral del espacio
L*(RY) en el espacio H(C?) de funciones holomorfas en C?. La transformada es
esencialmente un mapa unitario Cy; de L?(R%) en HL?*(C% 1v;), en donde v; es una
medida gaussiana en C%, y en donde ¢ es un pardmetro positivo, y donde HL?*(C?, ;)
es el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable con respecto a la medida
v;. Desde el punto de vista del andlisis armonico se puede decir que la transformada
de Segal-Bargmann relaciona informacién de la funcién f(x) con su transformada de
Fourier f(€) en una sola funcién holomorfa C, f(x 4 i€). Desde el punto de vista de
la mecanica cudntica se interpreta a la transformada de Segal-Bargmann como un
mapa unitario entre el espacio de Hilbert de configuracién L?(R?) y el espacio fase
HL*(C? vy). El pardmetro t en este caso puede ser interpretado como la constante
de Planck. La transformada de Segal-Bargmann proporciona una descripcion del
estado cuantico de la particula mas cercano en cierto sentido a la descripcion clasica
que la descripcién usual (representacién posicién), dado que la funcién se encuentra
en el espacio fase y no en el espacio de configuraciéon. Como introduccion al uso de

la transformada de Segal-Bargmann en la mecédnica cudntica ver [61] y [39].

Espacio de Segal-Bargmann

Definiciéon 4.3. El espacio de Segal-Bargmann es el espacio de funciones holomor-

fas
HL*(C, ),

donde 1 es la siguiente medida
pu(2) = ()P
y donde |z|* = |21* + ... + |z4|* y t es un mimero positivo.

A continuacion se calcula el nucleo reproductor correspondiente al espacio de

Segal-Bargmann.
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Considérese a continuacién el caso d = 1. Se calculara el kernel reproductor.
{z"}>2, forma una base del espacio de Segal-Bargmann con d = 1. La cual norma-

lizada resulta

{ \/% }:"0 ' (4.4)

La férmula para el kernel reproductor es entonces

n

=z wnh 1 /[zw\” _
K _ § — E — (=) = et 4.5
(2, w) vnltr y/nltn n! ( t ) ‘ (4:5)

Asi, para el caso d > 1 se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.4. Para d > 1, el kernel reproductor del espacio HL*(C?, ;) estd dado
por

K(z,w) = ™/t
donde z.W = z1W1 + ... + zqwq. En particular se tiene la siguiente acotacion puntual
PP < e P2
para todo F' € HL?*(CY, u;) y para todo z € C.

Ver [61] para la prueba de este teorema (seccién 3-2). Para otras derivaciones de
este resultado puede consultarse también la seccion 4 y la seccién 6 de la misma cita

61].

Transformada de Segal-Bargmann

Teorema 4.5. Considérese el mapa Ay : L*(R?, dx) — H(C?, up) dado por

Anf(2) = () / el eBeems /O () da (4.6)
R

1. Para todo f € L*(R% dx), la integral es convergente y es una funcion holo-

morfa de z € R,

2. El mapa Ay es un mapa unitario de L*(R%, dz) en HL?*(C?, py).
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3. Para todo k=1, ..,d

Xe+iP\ 0
A | ———= | A = h— 4.
! ( V2 ) " hazk (1)

X — 1B
Ah (%) Agl = 2k, (48)

donde X, y Py son los operadores de posicion y momento respectivamente.

El punto (3) del teorema anterior pone de manifiesto la relacién con los opera-
dores de aniquilacién y creacion de la mecanica cuantica. Para la prueba de este

teorema pueden consultarse [7] y [61] y referencias citadas en este tltimo.

El espacio de Segal-Bargmann y la mecanica cuantica

El espacio y transformada de Bargmann estan presentes en la teoria de la cuan-
tizacion geométrica, la cual fue introducida por J.M. Souriau y B. Kostant a finales
de la década de los anos '60 [137]. El espacio de Bargmann se obtiene al pensar a
(R?*",w = dp; A dg;) como la variedad de Kahler (C*,w = idz; A dz;) y resulta ser
el espacio de secciones sobre un haz complejo de lineas C™ x C. En este contexto
la transformada de Bargmann surge como la relacién entre dos polarizaciones den-
tro de la construccion de la cuantizacion geométrica. Eligiendo una polarizacién, se
restringe el espacio de funciones obtenido por el proceso de precuantizacion. Exis-
te un mapa entre diferentes polarizaciones llamado pairing map. El mapa entre la
polarizacién de Kahler y la polarizacion vertical es exactamente un multiplo de la
transformada de Segal-Bargmann. El espacio de Segal-Bargmann es un espacio de
Hilbert de funciones en el espacio fase R?® = C" en lugar del espacio de configu-
racion R™. Bargmann considera el espacio de Hilbert de funciones holomorfas tales

—(Imz)?
( )]‘

que [o. [F(z)[Pu(2)dz < oo donde ay(z) = (mt) ™2 exp[—=;

La cantidad |F(z)|?a;(z) puede interpretarse como una “densidad de probabili-

dad en el espacio fase”. Bargmann demostrd que

|F(2)]Pas(2) < (27t) "VF € HL*(C", ay).
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Observar que (27t)™ = (27h)™ es el volumen de la celda semiclasica en el espacio
fase, por eso la desigualdad demostrada por Bargmann tiene la siguiente interpre-
tacion: si F/ es una region del espacio cuyo volumen es p-veces el volumen de la
celda, la particula tiene probabilidad a lo sumo p de estar en E. Esto representa el
principio de incertidumbre de la mecanica cuantica. Hall desarrollé estos resultados
para el caso en el cual el espacio de configuracion es un grupo de Lie compacto K.
El rango de la transformada de Segal-Bargmann en este caso es HL*(K¢, ay) , i.e.

las funciones holomorfas sobre el grupo complexificado K¢ tales que

/K IF(g)Peu(g)dg < oo,

donde dg es la medida de Haar en el grupo y a4 es el nucleo del calor en K¢/K), i.e.
una funcién K-invariante en K¢. Puede consultarse el trabajo de van Leeuwen [131].
Es interesante mencionar que el exponente del nicleo de la transformada de
Bargmann, a saber
22 x?
Sy reaeg)
resulta ser la funcién generatriz de una transformacion canénica (simplectomorfismo)

del espacio fase (R*", w,,) en el espacio fase (C", y1,,) donde p,, es la forma simpléctica
fn = —1 Zdzj N dz;.
j=1

Transformada de Segal-Bargmann y teorema de

Stone-von Neumann

En esta seccién se presenta la relacién de la transformada de Segal-Bargmann
y el teorema de Stone-von Neumann. El teorema de Stone von-Neumann establece
la unicidad de operadores que satisfacen ciertas relaciones de conmutacién. Sean
A 'y B operadores autoadjuntos en H que satisfacen [A, B] = ikl y que actian
irreduciblemente en H (esto es sus tnicos subespacios cerrados invariantes por A
y B son H y {0}). Si se verifican ciertas relaciones de conmutacién exponenciadas

(ver [64]), luego A y B son unitariamente equivalentes a los operadores de posicién
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y momento usuales X y P. Esto es, hay un operador unitario U : H — L*(R) tal
que UAU ' =X yUBU! = P.

Sean A; y Bj; los operadores usuales de posicién y momento X; y P; respec-
tivamente, los cuales en el contexto holomorfo se encuentran representados de la

siguiente forma

1 0
7 0

Dado que A; y B; satisfacen las relaciones de conmutacién exponenciadas [64] y
actian de manera irreducible en HL?(C", ;) (i.e. los tinicos subespacios cerrados de
HL*(C", py) invariantes por A; y B; son {0} y HL*(C", up)), el teorema de Stone—
Von Neumann demuestra que hay un mapa unitario U : HL*(C", up) — L*(R"™),
unico salvo constantes, que mapea esos operadores en los usuales de posicion y mo-
mento (UA;U' = X y UB;U~! = P). Al mapa inverso V : L*(R") — HL*(C", u)

se lo conoce como transformada de Segal-Bargmann .

Teorema 4.6. Sea V' el mapa inverso del mapa U : HL*(C", ) — L*(R™) dado por

el teorema de Stone-von Neumann, y normalizado de manera que V mapee la funcion
do(z) = (wh)~/*e~1#"/Ch) ¢ [2(R™) a la funcidn constante 1 € HL*(C™, up). Luego

V' se computa como sigue

(Vb)(2) = (wh) /1 / o {—% (2 - 2v2e0 +42) } o(x)dz.

La prueba del teorema puede consultarse en [64].

4.4. Generalizaciones de la transformada de
Segal-Bargmann

La transformada de Segal-Bargmann se encuentra presente en diversas areas,

tales como el andlisis arménico, la fisica matematica, la geometria y el analisis
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estocastico. También es importante en particular en mecédnica cuantica y teoria
cuantica de campos (es de destacar su conexién con los estados coherentes, donde
los resultados obtenidos por Klauder son equivalentes a los trabajos de Segal y Barg-
mann, ver [79], [80], [81], [112]). Sin embargo, la transformada de Segal-Bargmann y
en especial su generalizacién es también de interés puramente matematico. La misma
establece una equivalencia entre funciones de cuadrado integrable en un espacio (ya
no necesariamente R") y ciertas funciones holomorfas en la complexificacién de dicho
espacio. Es interesante remarcar, como se vera mas adelante, que esta equivalencia
se logra a través del kernel de la ecuacion del calor.

Los trabajos de Brian Hall [57, 58] y posteriores definieron dicha transformada
en el caso de grupos de Lie compactos y espacios simétricos. Esta generalizacién,
por otra parte, esté relacionada con la cuantizacién geométrica [137], y por lo tanto
es de interés para la fisica matematica.

Hall y Stenzel han generalizado la transformada de Segal-Bargmann a espacios
simétricos compactos y no compactos. Ver [126] y también [66], donde Hall y Mit-
chell estudian la transformada de Segal-Bargmann para espacios simétricos de tipo
compacto (compact type). En los tltimos anos distintos autores han intentado desa-
rrollar el caso de espacios simétricos no compactos, pero hasta el momento sigue
siendo un problema no resuelto.

En el presente capitulo se introduce principalmente la generalizacién de la trans-
formada de Segal-Bargmann a grupos de Lie compactos por B. C. Hall y posterior-
mente se presenta nuestro desarrollo al caso de variedades riemanianas, objeto de
estudio en esta tesis.

Esencialmente la transformada de Segal-Bargmann generalizada para grupos de
Lie o transformada de Hall surge de la siguiente construcciéon. Dado un grupo de Lie
compacto K, se considera su complexificaciéon (K¢) y una medida v, bi-invariante
por la accién de K en K, la cual decae rapidamente al infinito. La transformada
de Segal-Bargmann C, es una isometria de L?(K, ug) en el espacio de funciones

holomorfas de cuadrado integrable en K¢ con respecto a la medida v, donde pug es



4.5. Niicleo del calor y transformada de Segal-Bargmann o7

la medida normalizada en K
C,: L*(K, ug) — HL*(Ke,v).

Dicha transformada existe siempre que la derivada de Radon-Nikodym dv/du$
exista, sea localmente acotada fuera del cero, y decaiga rdpidamente al infinito [5],
donde 1% es la medida de Haar en Kc.

El grupo complejo K¢ se identifica naturalmente con el espacio cotangente 1™ K,

el cual es el espacio fase natural asociado al espacio de configuracién K.

4.5. Ncleo del calor y transformada de
Segal-Bargmann

En esta seccién se exponen brevemente algunos puntos basicos de la teoria de
nucleos del calor en variedades y se definen las transformadas generalizadas desa-
rrolladas por B. C. Hall para el caso de grupos de Lie [131, 49, 50].

En primer lugar se vera que el kernel del calor en R™ es la solucion fundamental
a la ecuacion del calor

ou 1

donde A es el operador de Laplace en R™. La solucién fundamental es

p(z) = (27t) ™% exp (—%:ﬂ) . (4.12)

Existe una relacion directa entre el kernel del calor y el nticleo integral de la trans-
formada de Segal-Bargmann. Por ejemplo para el caso en que el nicleo de la trans-
formada de Segal-Bargmann es A(z,z) = (2m)"/* exp[—1(22% + 2?) + 2z] esto es
Az,z) = L1220 (4.13)
pi(z)
donde la funcién en el denominador se debe interpretar como la continuacion analiti-

ca de la solucion fundamental en C™.
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En la generalizacién a un grupo de Lie compacto K, haciendo uso de la estruc-
tura riemanniana bi-invariante se construye el operador de Laplace-Beltrami que es
la generalizacion natural del operador de Laplace en R™. La ecuacion del calor a
considerar es la que corresponde a este operador con su correspondiente solucion
fundamental en la identidad, a la cual se llamard p; haciendo abuso de notacién. Si
—d/2—z?/2t

K =R? luego el kernel del calor es la gaussiana p;(r) = (27t)

La expresién de la transformada resultante es

AN = [ f(x)%x(—;;dm, (414)

donde g es un elemento perteneciente a la complexificacién K¢ de K. Ver el Apéndice
C en donde se presenta la construccién universal de la complexificacién y ver [57].
Hall demostré que el kernel del calor p; tiene una extensién holomorfa tnica a
K¢ [57]. La ecuacién del calor puede generalizarse a cualquier variedad riemanniana,
sin embargo al no existir una complexificacién natural en general no es trivial la
realizacién del espacio de Hilbert de funciones holomorfas obtenido mediante la

transformada de Segal-Bargmann. Ver los trabajos de Olafsson [110], [111].

Transformadas By C

Sea K¢ la complexificacion de K, la cual es definida en el Apéndice C, donde
el algebra de Lie £c de K¢ es la complexificacién del algebra de Lie £ y K¢ con-
tiene a K como subgrupo. Por ejemplo en el caso en que K = SU(n), se obtiene
K¢ = SL(n,C). La eleccién de un producto interno en ¢ determina un producto in-
terno en €c dado por (X7 + 1Yy, Xy +1iY3) = (X7, Xo) + (V1,Y3) donde X1,Y7, X5, Y5
pertenecen a €. Este producto interno en £c da lugar a una métrica riemanniana
invariante a izquierda en K¢ y por lo tanto un operador de Laplace-Beltrami inva-
riante a izquierda Ag,.. El kernel del calor en K¢ al que se denotard f; es la solucién

fundamental en la identidad de la ecuacién del calor

d_u 1

dt = ZAKC/'Lt’ (415)
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sujeto a la condicién inicial

lim /K F(@)mlg)dg = f(e).

t—0t

Sea ahora la medida promediada v;(g) en K¢ definida como sigue

nlg) = /K (g dz, (4.16)

donde g € K. Esta funciéon puede interpretarse como el kernel del calor en el
espacio simétrico K¢ /K. Esta funcién es K-invariante en K¢. Se tiene entonces tres
diferentes ntcleos del calor en K¢: la funcién holomorfa p; que es la continuacion
analitica del kernel del calor en K la funcién real positiva u; que es el kernel del
calor en K¢; y la funcién real positiva v, la cual es el kernel del calor en K¢/K. En
el contexto de transformada de Segal-Bargmann clasica unidimensional, serian las

siguientes funciones en C:

1 2
_ —z%/2t
2) = e , 4.17
1 e
p(z) = e = (4.18)
1
vi(2) = ——=e It (4.19)

Vit

En el contexto de la mecanica cuantica al parametro ¢ se lo interpreta como la
constante de Planck h.

Ahora se definen a continuacion las transformadas de Segal-Bargmann B; y C;.

Sea dx la medida de Haar en K y HL? (K¢, j1:(g)dg) el espacio de funciones ho-
lomorfas en K¢. Se define la transformada B, : L*(K, p,(z)dz) — HL? (Kc, 1u(g)dg)

como sigue
Bif(o) = [ plgr (@) (420)
K
con g € K¢. Aqui p; es la continuacién analitica de p; de K a K¢. Como p; es el

kernel del calor resulta que B, f es la continuacién analitica de e**/2f.

Teorema 4.7. Para todo t > 0, B; es un isomorfismo isométrico de L*(K, pi(z)dx)
en el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable HL* (Kc, u(g)dg),
donde dg es la medida de Haar en el grupo complexificado K.
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En esta versién de la transformada, las medidas son gaussianas (nucleos del calor)
tanto en K como en K¢. No es obvio, pero cierto, que B, f es siempre convergente
y es una funcién holomorfa de g, ver [57].

Se define la transformada C; como el mapa
Cy: L*(K,dx) — H(Kc),

dado por
Cif9) = [ plaa™) (@) (1.21)

g € Kc. Notar que el mapa C} es esencialmente el mismo mapa que B;. La diferencia
se encuentra en que en cada uno se usa un producto interno diferente en el espacio

dominio.

Teorema 4.8. Para cada t > 0, Cy es un isomorfismo isométrico de L*(K,dz) en

el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable HL*(Kc, vi(g)dg).

La prueba de estos teoremas puede verse en [57].

Esta versién ultima de la transformada de Segal-Bargmann generalizada pro-
puesta por Hall tiene la ventaja de ser mas invariante que la version gaussiana. La
medida dx en K es invariante bajo la accion a izquierda y a derecha de K, como
la medida 14(g)dg en K¢, y la transformada conmuta con la accién a derecha e iz-
quierda de K. Es interesante ver que en el caso R™ no hay diferencias importantes
entre ambas transformadas. Ver apéndice de [57].

El espacio de Segal-Bargmann HL?*(Kc,v(g)dg) v la transformada C; pueden
ser obtenidos dentro del contexto de la cuantizacion geométrica. Ver el ejemplo del

caso R? del libro de Woodhouse, seccién (9.5) [137].

4.6. Nucleo del calor en el circulo

En esta seccidén se obtiene la solucién fundamental de la ecuacidén del calor en el

circulo [131, 50]. En primer lugar se tiene que el operador de Laplace-Beltrami en
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St es
d2
T de?

Si se piensa a las funciones en el circulo como funciones periddicas en ¢ € R,

Agt (4.22)

pueden escribirse las funciones en el circulo como f(ei?). En el espacio complexificado

el laplaciano es
0? 0?
Ac=—+ —.
=02 o

La solucién fundamental de la ecuacién del calor puede obtenerse mediante series

(4.23)

de Fourier. La serie de Fourier de una funcién suave f en el circulo es la siguiente

> Fl(f)e, (4.24)

kEZ

donde Fi(f) es el coeficiente k-ésimo de Fourier de f definido por

1 —i
Filh) =5 [ F@)e o, (4.25)
TJs
Fécilmente se obtiene que
d .
fk (%) = Zkfk<f) (4'26)
La solucién fundamental pg1(t, ¢) satisface la ecuacion del calor
Jpst(t, 1
O 110) _ 2 Asipsi(t.0) (4.27)

y converge a la delta de Dirac en la identidad para ¢t — 0. Tanto la transformada de
Fourier como el operador de Laplace acttian sobre la variable ¢ € S'. Comparando

los coeficientes de Fourier

0 8/)51 1 182p51 1 2
a(]:kpsl) = Fi ( ot ) = Fi <§Aslpsl> = Fk (§W = — 5k Frpst.
(4.28)

: . 12
Por lo tanto los coeficientes de Fourier de pg1 son de la forma ce™2%"* con ¢;, constan-
te. Los valores de estas constantes surgen de la condiciéon de solucién fundamental,

esto es, que converja a la delta de Dirac en el cero

lm [ pgi(t,)e™™Pdp = ™™ =1 (4.29)

t—0t S1
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para todo m € Z. De la ecuacién (4.24), intercambiando el orden de sumatoria y de
integracién, se obtiene 27¢,, = 1. Los coeficientes ¢; son todos iguales a 1/27 y la

solucién fundamental de la ecuacion del calor es

1 b L2
psi(t,0) = 5D et (4.30)
kEZ

4.7. El oscilador armoénico en la representacion
holomorfa

En mecénica clasica el oscilador armoénico describe el movimiento de una particu-

la sujeta al potencial

V(z) = x (4.31)

donde x es la coordenada de la particula y el hamiltoniano expresado en funcién de

coordenadas en el espacio fase es

2
Hp,z) = L + %2, (4.32)

m 2

El oscilador armoénico en mecanica cuantica sirve como modelo para el estudio de
numerosos problemas cuanticos, como el movimiento de un atomo en una molécula
o al describir el campo electromagnético cuantico como una colecciéon infinita de
osciladores arménicos por ejemplo.

En una dimension, la ecuaciéon de Schrodinger del oscilador armoénico tiene la
siguiente expresién

ot 2m8m2+ 2

Introduciendo coordenadas complejas en el espacio fase

a= % (\/?x + himwp> (4.34)
at = % (\/?x — h;wp) : (4.35)

,ha_w_ h? 0%)  mw?

1

(). (4.33)
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el hamiltoniano se escribe como
H(p,z) = hwa’a. (4.36)

En mecdnica cudntica las coordenadas (4.34) y (4.35) se asocian a los operadores

1 mw 1

a=—=1_4/ T+ D 4.37
V2 ( h hmwp> ( )
1 mw 1

= —(/—— ) 4.38
V2 ( h hmwp ( )

los cuales verifican la siguiente relacion de conmutacion

hermiticos

[a,a'] = 1. (4.39)
En términos de estos operadores, el hamiltoniano cudntico puede escribirse como
. RO
H(p,z) = hw aa+§ : (4.40)

y satisface las relaciones de conmutacion

A

(A, 4] = —hwa (4.41)

[H,at) = hwa. (4.42)

Si ¢ € L*(R) es un autovector de H con autovalor ), y af # 0, luego a'v es

autovector con autovalor A + 1. Ademas la funcién
bo(z) = (ry/T) e B, (4.43)
(FL = ﬁmw), es la autofuncion correspondiente al estado fundamental
Ay ="y, (4.44)

by = 0. (4.45)
Las demds autofunciones pueden encontrarse por accién repetida del operador a

1
vVE+1

V1 = aliy. (4.46)
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Mientras que el operador a actiia como sigue

PYp—1 = %&@Dk- (4.47)

Los operadores @ y a' son los operadores aniquilacién y creacién respectivamente.
El estado v es el estado fundamental o vacio. Es conocido que las funciones v (z)
son de la forma ¢y (x) = cipoHy (), donde ¢ es una constante y Hy(z) un polinomio

de Hermite. Las funciones v (x) forman una base ortonormal de L*(R).

Representacion holomorfa

El formalismo holomorfo se relaciona con la idea de asociar variables complejas
a los operadores de creacién y aniquilacién, af, a. Consideremos en primer lugar un

par de variables (z,y) y sea la integral

1= [ dsdysion),

si f es una funcién holomorfa uno puede considerar a x y a y como variables com-
plejas pensando a R? inmerso en C? en donde Imz = Imy = 0. En C? uno puede
realizar el siguiente cambio de variables
T+ 1y , T =y
2=——= Z=—
V2 V2
luego dzdz = idxdy. En las nuevas variables el dominio de integracién es 2/ = Z y la

integral es
I= —2'/ dzdz' f(z,2")

Las variables z y Z deben ser consideradas variables independientes de integra-
cién. El simbolo dzdz corresponde a integrar sobre una superficie de dimension real
2 inmersa en C2.

Se considera entonces el espacio de Hilbert de funciones holomorfas de cuadrado

integrable dado por el siguiente producto escalar

(9,f) = % / dzdze % g(2) f(2). (4.48)
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Este espacio de Hilbert tiene como base ortonormal a {2"/v/n!}.

Ahora se construye la representacion de los operadores de la mecanica cuantica.
En esta seccion se supone h = 1y m = 1 y se omite el nivel de energia correspondien-
te al estado fundamental, w/2. El operador a' es representado por la multiplicacién
por la variable z :

a'f — 2f(2). (4.49)

El operador a es representado por el operador diferencial

) d
af — Ef(z) (4.50)

En primer lugar la representacién es consistente con las relaciones de conmutacion

(4.39)

[%,z] = 1. (4.51)
Luego dadas dos funciones ¢(z) v f(2)
(g./2) = [ e g1, (1.52)
¢ integrando por partes
gifd) = [ s e = [ SRR @

Por lo tanto z y d/dz son operadores hermiticos conjugados con respecto al producto
escalar (4.48) de manera analoga a los operadores a y a'. La representaciéon holomorfa
es isomorfa a la representacion en término de operadores de momento y posicién o
de operadores de aniquilacién y creacion empleada usualmente. El hamiltoniano H

tiene la siguiente representacion

. d
H=wz—. 4.54
wa— ( )
Por otro lado
. d
Hz" = sz,z" = wnz", (4.55)

es decir {2} son autofunciones del hamiltoniano H. Se demuestra que son ortogona-
les con respecto al producto escalar (4.48), lo cual es consistente con la hermiticidad

de H.
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Espectro del oscilador armoénico

Es interesante ver cémo surge naturalmente en la representacién holomorfa el
espectro correcto para el oscilador armoénico. En el relevamiento de antecedentes
realizado no se ha encontrado presente en la literatura.

Partiendo de la ecuacion de Schrodinger

0y d hw
Zha = FLWZE + 7,

esta puede resolverse mediante separacion de variables

b= o(2)B(t),

donde ¢(z) es una funcién holomorfa en z y B(¢) una funcién analitica en ¢ que

representa la variacion temporal. Luego,

"(t "W
ih%é; = wz% + 5
Y de z% = wa se obtiene
(1) = e
Por otro lado, de wa = wz% + % se tiene
Zﬁéj)) =a-— % =n (4.56)
Por lo tanto
¢(z) = 2"

De la condicién de que la solucién debe ser una funciéon holomorfa se deduce que
n € NU{0} y por lo tanto que el espectro de energia correspondiente al oscilador

armonico debe ser E = 3 +n, con n € NU{0}.

Operadores en el espacio de Segal-Bargmann

Suele encontrarse en la literatura distintas expresiones para la transformada de

Segal-Bargmann, las cuales generalmente difieren en los valores de las constantes
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a,b,cy k de la siguiente expresion genérica

Bf(z) =k / R f(z)de. (4.57)

o0

Se elige para la version de la transformada de Segal-Bargmann que se usara a conti-
nuacién k* = %, b=2v2ya=c=1, donde la medida gaussiana es %exp —|2|?dz,
siendo dz la medida de Lebesgue en C".

Por lo tanto la expresién de la transformada de Segal-Bargmann B que se

usard en esta seccion es la siguiente

= (73)31 _+°° f(x)exp [—%2 + V222 — %2 dz. (4.58)

La transformada B actia en el espacio de funciones de cuadrado integrable

L*(R") donde el producto es (f, g) 2 = [pn f()g(x) dz y sobre el espacio de
Fock HL? (C", L exp —|z|*dz) de funciones holomorfas de cuadrado integrable con
respecto a la medida gaussiana p = L exp[—|z|*]dz, donde el producto escalar de

funciones holomorfas alli definido es

(@ Owraeny = 7 [ 9 ()0 (2)e " dz. (4.59)

La transformada de Bargmann B : LQ(R") — HL*(C", Lexp —|z[*dz) es un

isomorfismo unitario. Se verifica que la inversa de la transformada de Bargmann
i HL? <C” exp —|z| dz) — L*(R")

tiene la siguiente expresion

-1 le z)ex —2—2 zZx —x—Qex—zzz
B0 = 2 [ oen |5 emE- G ewla w0

Si se considera a continuacion el hamiltoniano correspondiente a la particula

libre de masa m =1y tomando h =1

1 0

surge el interés en calcular ahora H = BHB™'. Sea ¢(2) € HL? (C", L exp —|z|?dz)

+o0
/ / P(z \/ﬁi—xf— 1>e Vo 2) e dzdr. (4.62)

5
2
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Puede demostrarse, como se menciona en la seccién (4.3), que {\’j—%} constitu-
ye una base del espacio de Bargmann. Puede verse que los elementos de la base
del espacio de Bargmann, son transformados por la inversa de la transformada de
Bargmann en el producto de polinomios de Hermite por funciones exponenciales.
Por ejemplo para el caso de ¢(z) = 1 el polinomio de Hermite asociado es H(2, z)
y para el caso de ¢(z) = z el polinomio de Hermite asociado es H (3, x). También
puede demostrarse que la transformada inversa (4.60) envia las potencias v/22" en

ﬁe‘“’j/zH(n, T).

A su vez,

B (% (as - %)) B™' = 2, (4.63)

es decir, corresponde a multiplicar por z. Y

B <% (x + %)) B~ — d%, (4.64)

lo cual corresponde al operador derivacion respecto de z.
Por otra parte esta transformada de Segal-Bargmann verifica la representacion

holomorfa del oscilador arménico dada por zdilz + %, es decir

1 d? d 1
B(z(2>——)|B'=2—+-. 4.
(5(«- 1)) B o+ 5 (4.65)

4.8. Nucleo del oscilador armoénico

Para el hamiltoniano H = z%, que corresponde al oscilador armoénico renorma-

lizado, el correspondiente kernel es Ky = zwe*” y el simbolo normal [27] es 2w,

donde el kernel reproductor es K(z,w) = e**. Luego

9 _
zaezw = zwe*", (4.66)

Y en general se verifica que (z%)n e = f(z,w) = g(z,w)e*™. De hecho es funcién

tinicamente del producto zw y por lo tanto de 2% + 2, de lo cual se deduce su

invarianza rotacional.
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Para obtener el kernel reproductor del operador H" teniendo en cuenta la rela-
cién entre el kernel el operador y su simbolo normal, es decir Ky /K = H. Luego
Kpyn/K = H". Recursivamente puede escribirse la accién de H™ sobre e* como

sigue. Para H? se tiene

_ 0 _ _ _ _ _
ngzw _ (Za_> (Zwezw) = e + (Zw)Qezw — Hlezw 4 (ZE)QGZW. (467)
z

Anélogamente
H3e®™ = H?e™ + 22w7e”™ + (2w)*e™”, (4.68)

H*e™ = H3™ 4+ (2-2(2w)* + 2(2w)* + 3(2w)* + (2w)*)e™, (4.69)

H%¢™ = H'%e™ + (2-2-2(2w)? + 2 - 2(2w)% + 3 - 2(20)° + 2(2w)* + 3 - 3(2w)*+

+ 3(2w)* + 4(zw)* + (2w)%)e™, (4.70)

H™ = H%™ 4+ (2-2-2-2(zw0)? +2-2-2(zw)* +2-2-3(zw)* + 2 - 2(2w)*+
+3-3-2(2w0)° +3-2(2w)* +4-2(2w0)* + 2(2w)° + 3-3-3(2w)>+

+3-3(zw)* + 3 - 4(zw)* + 3(2w)° + 4 - 4(z2w)* + 4(2w)° + 5(zw)° + (2w)°%)e*™.
(4.71)

Luego se deduce que puede calcularse Kg» = H"e*™ como sigue

H"e™ = [(zw)” + n;l { ((n Z_ Z)) } (zm)i] (), (4.72)

<(Z)> - (k ' Z ! 1) - k!(lgzk:nn—_llz!k)! N (]/i!?nn—_lil) ! (4.73)

es el numero de formas de escoger k elementos de un conjunto de n elementos (en

donde

forma repetida). Y donde {.} es la sumatoria de los ((nii))—elementos cada uno de
los cuales es la productoria de los factores que componen cada elemento ((nll)) . Por
3 ,zw

ejemplo para el caso Kys el coeficiente que acompana a (zw)*e*” es la sumatoria de

los siguientes ((3)) = 10 elementos

3

3-3-3+3-3-24+3-3-1+3-2-24+3-2-1+3-1-14+2-2-2+4+2-2-14+2-1-1+1-1-1,
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los cuales son el producto de las diferentes formas de elegir de manera repetida tres

elementos del conjunto {1, 2, 3}.

4.9. Integral de Feynman holomorfa

Siguiendo un planteo similar al desarrollado por [27] se planteard la integral de
Feynman en representacién holomorfa.

La siguiente expresion corresponde al propagador discreto de m-pasos, en una
variable holomorfa en el plano, para un hamiltoniano con simbolo normal h(z, z)

que permite encontrar la evolucién de un estado ¢(z).
Une¢<z) - /exp<zn—1(2n - Zn—l) -t 20(21 - ZO)
n—1
exp(—i(h(zn, Zo1) + -+ + h(21, 20))€)d(20) [ [ dan- (4.74)
k=0

Es decir, se aproxima
Une(2) = (Ue)"0(2). (4.75)
donde
Ucp(z) = /exp(—z’(z' —z) —ih(z,2)e)p(2)dz. (4.76)
A continuacion se plantea la integral de Feynman haciendo uso de la teoria de

espacios de Hilbert con kernel reproductor.

U(t1*t0)¢(zl) =
/ K (21, 2)(z0) expl—|z0l2]dz0 — i(ts — to) / Kn(21, 70)6(20) expl—|zoldzo,
C C
(4.77)

donde K es el kernel reproductor, H es el hamiltoniano y Kp el correspondiente

kernel asociado al hamiltoniano. Luego

Utts (1) = /@ K (21, 7) (1—z'(t1 —to)%) 6(z0) expl—|z0Fldz0.

(4.78)
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Aproximado a primer orden puede escribirse como

KH(ZhZO)

K (21, 20) $(z0) exp[—|20[*]dzo.

(4.79)

U(t17t0)¢(21) = /(:K(Zl, Zo) exXp |:—i(t1 — tg)

Se busca la evolucién para un intervalo de tiempo finito 7" dividiéndolo en n partes

iguales, es decir T' = ne, se tiene
Ur = lim Uz, (4.80)
n—o0

donde

Utty—t;-1) Uty —t0)0(25) =
/ / Hexp 2] exp [ =iz, 21) (B — t11)] &(z0) exp—|zia[P]da 1. (4.81)
Ci=1

Luego

Urd(z) = % /C exp|—|z06(z0)d20 / exp [yzm /O (2% — ih(z,2)] dt| D=(0),
(4.82)
donde

Dx(t) = [] d=(t) (4.83)






Capitulo 5

Cuantizacion de Feynman en
espacios cotangentes usando el

mapa exponencial

En este capitulo se estudia la evolucién de un estado cudntico cuyo espacio de
configuracion es una variedad riemanniana. Las funciones holomorfas estan defini-
das en el fibrado cotangente de dicha variedad. Se construyen espacios de Hilbert
de funciones holomorfas en los cuales el producto escalar se define haciendo uso del
mapa exponencial. Se plantea la evolucién cuantica por medio de un propagador
infinitesimal y se desarrolla la integral de Feynman holomorfa via el mapa exponen-
cial, realizando la integracién correspondiente a cada paso de la integral de caminos
en el espacio tangente.

En el capitulo siguiente se abordard la integral de Feynman para ciertas varieda-
des riemannianas de curvatura cero (euclidean space forms) desde una perspectiva
distinta a la expuesta en el presente capitulo, resolviendo la integracion directamente

en el espacio cotangente. Ambas formulaciones resultan interesantes de estudiar.

73



74 Capitulo 5. Cuantizaciéon de Feynman via el mapa exponencial

5.1. Geometria de Kahler y geometria
simpléctica

En esta seccién se desarrolla una breve introduccién a la geometria diferencial
compleja y de Kahler, con especial énfasis en la relacion entre la geometria compleja y
la geometria simpléctica [134, 138, 89, 102, 1, 2], lo cual servira de marco tedrico para
la construccién de la integral de Feynman en el contexto de variedades riemannianas.

En primer lugar se dara la definicién de variedad compleja:

Definicién 5.1. Sea M una variedad 2m-dimensional y U; un cubrimiento de M
por abiertos. En cada U; se define una carta coordenada como el par (U;,v;) donde
;U — M es un homeomorfismo de U; en C™. Se dice que (M,{U;,1;}) es
una variedad compleja st para cada interseccion no vacia U; NU; las funciones de
transicion ;= ;o ;" by (U; N U;) — ;(U; NU;) son mapas holomorfos de C™

en st mismo.

Es evidente que una variedad compleja es siempre una variedad real, por lo
contrario no siempre es valido que una variedad real de dimensién par pueda ser
pensada como una variedad compleja, es decir que admita una estructura compleja.

Se definen a continuacién estructuras complejas y casi-complejas:

Definicién 5.2. Sea M una variedad real 2m-dimensional, se define una estructura
casi-compleja J en M como un campo tensorial de tipo (1,1) globalmente definido
que satisface J* = —I. Se dice que la variedad 2m-dimensional M, dotada de una

estructura casi-compleja J, es una variedad casi-compleja.

Definicién 5.3. Dados dos campos vectoriales X eY, se define el tensor de Nijen-

huis como
NX,)Y)=[X Y|+ JJX, Y|+ JX,JY] - [JX,JY]. (5.1)

Una estructura casi-compleja J sobre una variedad M es integrable si y solo si

N(X,Y) = 0 para todo par de campos vectoriales X e Y.
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Definicién 5.4. Sea M una variedad real 2m-dimensional y J una estructura casi-
compleja en M. St N = 0, J es una estructura compleja en M. Se define como

variedad compleja a (M, J) donde J es una estructura compleja en M.

Definicién 5.5. Sea (M, J) una variedad casi-compleja. Si dados dos campos vec-
toriales holomorfos, el corchete de Lie aplicado a estos campos es nuevamente un

campo vectorial, la estructura casi-compleja se dice integrable.

Recuérdese que el corchete de Lie estd definido en el espacio de campos vectoriales
y actia sobre las funciones como [X,Y]f = X(Y(f)) — Y(X(f)). Se definen a
continuaciéon muy brevemente algunas nociones de geometria simpléctica a modo de
introduccion y para dejar en claro la notacién que se usarda mas adelante. Pueden

consultarse los siguientes textos [1, 102, 2].

Definicién 5.6. Una variedad simpléctica (M,w) es una variedad M equipada con

una 2 — forma w cerrada y no degenerada.

Definicién 5.7. Una estructura casi-compleja J en M se dice compatible con la

2-forma w si para todo X,Y € X (M) se verifica
WJX,JY) = w(X,Y)

Definicién 5.8. Una variedad de (casi-)Kahler se define como el triplete (M, J,w)
donde:

1. (M,w) es una variedad simpléctica.
2. (M, J) es una variedad (casi-)compleja.
3. J yw son compatibles.
Teorema 5.1. Las variedades simplécticas son variedades casi-complejas.

La demostracién puede verse en [132].
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Teorema 5.2. Una estructura casi-compleja J en una variedad M es integrable si

y solo st N(X,Y) =0 para todo par de campos X eY en M.

Para una variedad compleja, N = 0, y por lo tanto la estructura casi-compleja
es integrable. Lo reciproco también es vélido, si J es integrable, la variedad M es

compleja, como fue probado por Newlander y Nirenberg en 1957 [109]:

Teorema 5.3. (Newlander-Nirenberg) Sea (M, J) una variedad casi-compleja. Si J

es integrable, luego (M, J) es una variedad compleja.
Para una demostracion de este teorema puede consultarse [72].

Definicién 5.9. Sea M una variedad compleja, con métrica riemanniana g y es-

tructura compleja J. Si g satisface
g(JX,JY) = g(X.Y) (5.2)

para cualquier par de campos vectoriales X e Y, luego g se dice que es una métrica

hermitiana. El par (M, g) es llamado variedad hermitiana.

Similarmente, si (M, J) es una variedad casi-compleja, con una métrica que sa-
tisface la ecuacién (5.2), luego g es una métrica casi-hermitiana y (M, g, .J) es una

variedad casi-hermitiana.
Teorema 5.4. Toda variedad compleja (M, J) admite una métrica hermitiana.

Observar que una variedad simpléctica siempre admite una estructura casi-

hermitiana. Se deduce como corolario del teorema 5.1.

Definicién 5.10. Sea M wuna variedad compleja con métrica hermitiana g y dos-

forma fundamental w. Si w es cerrada,
dw =0,

luego M es una variedad de Kdahler, g la métrica de Kdhler y w la forma de Kahler.
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Como ejemplo, toda variedad compleja de dimension real 2 es una variedad de
Kaéhler. Surge del hecho de que toda variedad compleja es hermitiana y de que w en
una variedad de dimension dos es cerrada.

Toda variedad de Kahler es también simpléctica, dado que la forma de Kahler
es cerrada y no degenerada. Lo contrario no es necesariamente cierto. Se tiene el

siguiente teorema:

Teorema 5.5. Sea (M,w, J) una variedad simpléctica con una estructura compleja

integrable y compatible. Luego M es una variedad de Kahler.

La demostracién puede consultarse en [132].

Tangentes complexificados

Previamente se ha definido la nocién de estructura compleja J, la cual puede
pensarse como un endomorfismo de espacios tangentes reales: en un punto p de M,
J da el mapa lineal J, : T,M — T,M. Complexificando el espacio tangente T,,M, se
tiene el espacio T,M ® C, que es un espacio vectorial complejo isomorfo a C*". El
mapa J, se extiende naturalmente al mapa J : T,M ® C — T,M ® C.

Dado que J? = —1, los autovalores de J en T,M ® C son +i. Sea Tp(l’O)M el
autoespacio de J, con autovalor i y 7T, éo’l)M el autoespacio de J, con autovalor —i.
Ambos subespacios son isomorfos a C™, complejos conjugados uno del otro, y se
tiene la siguiente descomposicion T,M @ C = Tp(l’O)M & Tp(o’l)]\/[ . Esto es valido
para todo p € M y puede ser extendido a todo el fibrado TM, esto es, el fibra-
do tangente complexificado, que se denotard como TcM y se descompone como
TeM = TOOM @ TOYM. Se llamard a T M fibrado tangente holomorfo y a
TOD M fibrado tangente anti-holomorfo.

La descomposicién del fibrado tangente en parte holomorfa y anti-holomorfa es
similar en el caso del fibrado cotangente, siendo Ti:M = T*39 M @ T*O M.

Surge naturalmente la descomposicion de campos vectoriales a valores complejos

sobre variedades complejas en componentes holomorfa y anti-holomorfa. Esto es,
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se definen las proyecciones P9y ¥ P,1) de manera tal que para cualquier campo

vectorial complejo Z en M vale lo siguiente:

Pao(Z) = (2 ~i)2) (5.3)

N = o=

Pon(Z) =z (Z+iJZ). (5.4)

Vale que P ) = Po.1), P o) = Puo)s Pony+ P =1 PoyyPag = PaoPoy = 0.
Se verifica facilmente que J(P,0)(Z)) = iP1,0)(Z) y que J(Po,1)(Z)) = —iPo1)(Z).

5.2. Integral de Feynman en la representacion
holomorfa usando el mapa exponencial

El método de cuantizaciéon propuesto por Gorbunov et al. [43] tiene como carac-
teristica principal la construccién formal de una estructura de Kéhler en fibrados
cotangentes. La métrica en el espacio cotangente T*() se obtiene del levantamiento
de la métrica correspondiente a la variedad base @) (riemanniana) y su expresion
resulta ser una serie formal en potencias de los momentos p cuyos coeficientes son
campos tensoriales en la base.

Aqui se aplica el isomorfismo existente entre funciones holomorfas y los coefi-
cientes tensoriales (del desarrollo en series de Taylor).

En el caso de una variedad () riemanniana, pensada como espacio de configura-
cién, surge naturalmente la pregunta de si su fibrado cotangente posee una estructura
compleja natural. En primer lugar surge la inquietud de saber si existe una métrica
en el cotangente que sea el levantamiento natural de la métrica en (). La respuesta

es afirmativa y esta dada por la siguiente expresion:
G = g;jdr' @ dr’ + g” Dp; ® Dp; (5.5)

Por este método se obtiene una estructura casi-compleja compatible con la estruc-

tura simpléctica del cotangente. Desafortunadamente, esta estructura no resulta
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integrable a menos que la curvatura de @) sea nula. Gorbunov et al. [43] muestran
que formalmente puede hallarse una métrica que permita obtener una estructura
compleja integrable por medio de potencias de la coordenada p en el cotangente.

Usualmente se define el espacio de Hilbert de funciones holomorfas de cuadrado
integrable, integrando sobre la variedad compleja. En este capitulo de la tesis se
procede de manera distinta. Se asigna a cada punto m del cotangente un espacio
de Hilbert integrando en el espacio tangente 7,,P con el objetivo de realizar una
integral euclidiana.

Como ventaja, esta integral euclidiana resulta sencilla de plantear, por ejemplo
en el caso del cilindro o toros se simplifica mucho el calculo. El método desarrollado
por otra parte toma en cuenta los caminos homotdpicos que aparecen en la integral
de Feynman. Por ejemplo, en el caso de S! [116], la funcién de Green que se obtiene al
estudiar una particula libre, cuyo lagrangiano es L = %92 esta dada por la siguiente

expresion
1 ;(0=00)

el 2T . 5.6
v 2T (56)

Sin embargo, no resulta ser la funcién de Green para S!. Estéan tenidos en cuenta

G(97 Ta 90) =

unicamente los caminos homotdépicos con la identidad en Z, identificado con el grupo
de homotopia de S*. Si se considera como la funcién de Green adecuada a aquella

funcion que tiene en cuenta todos los caminos, es decir

G(0,T,0,) = ZG (0,7, 6,), (5.7)

donde
G.(0,T,00) =

;0= 00+27rn)2
, (5.8)
vV 2miT Z

se obtiene finalmente una funciéon de Green que coincide con la que resulta del
propagador infinitesimal propuesto en [116] . En la construccién de dicho propagador

la integracién es realizada en el espacio tangente a S*.
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5.3. Meétrica en T7(Q)

Sea () una variedad riemanniana conexa. Se asume que () es geodésicamente
completa y flat (curvatura cero). También se asume que el mapa exponencial es
suryectivo. () es visto como el espacio de configuracion y el espacio cotangente
P = T*(Q), como el espacio fase del sistema. Se considera en nuestro caso que P
esta equipado con la estructura simpléctica canodnica, w.

Nos interesa en particular un levantamiento natural de la métrica en () a una
métrica en P. Se usa la siguiente construccion.

Sean a(t) = (q1(t),pi(t)) y B(t) = (q2(t),p2(t)) curvas en P que satisfacen
a(0) = B(0) = (¢,p), &/(0) =V y p'(0) = W, esto es V y W son vectores tan-
gentes en (g, p). Se llamara o a la métrica en Q, y o al isomorfismo inducido por o
entre Py T'Q). Luego se obtiene la métrica G en P dada por la siguiente expresién

G(V,W) = o (drV,daW) + o (aﬂ%(m, aﬁ%m)) : (5.9)

en donde dr es la derivada de la proyeccion 7: P — Q' y % las derivadas covariantes.
Las derivadas covariantes son evaluadas en las curvas base ¢;(t) y ¢2(t) respectiva-
mente.

Para todo campo V' y W existe un tnico automorfismo de fibrados vectoriales

J, el cual verifica

G(V, W) = w(V, JW). (5.10)

Es decir, si w#: T*P — TP es el isomorfismo inducido por wy si G*: TP — T*P
es el isomorfismo inducido por G, entonces J esta dado por J = wiG’.

J, obtenido a partir de w y G, es de hecho una estructura casi-compleja. Esto
puede verse usando las coordenadas canénicas (¢,p) = (¢',...,¢", p1,-..,pn). En
estas coordenadas la métrica mencionada anteriormente esta representada por la

siguiente matriz
o+ P
G = , (5.11)
P o1
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donde

. = —o"plL, (5.12)

Uy = oupd/ P, (5.13)

y donde los simbolos I'; son los simbolos de Christoffel de la métrica en las coorde-
nadas de (). Se usara el mismo simbolo ¢ para la matriz asociada a la métrica.

Se observa que el determinante de G es idénticamente igual a uno. Luego el volu-
men riemanniano coincide con el volumen de Liouville, €2 en la variedad simpléctica
P.

De la ecuacién (5.10), se llega a la siguiente expresién matricial de J

-® —g!
J = . (5.14)
c+Vv P
Puede verificarse que J es en efecto una estructura casi-compleja. Luego J? = —1.

Esto significa que en cada punto m = (q,p) el mapa J,,: T,,P — T,,P verifica

J2V = —V. Ademds J es compatible con w como se ve a continuacién

W(JX,JY) = GUX,Y) = G(Y, JX) -
— WY, 2X) = —w(Y, X) = w(X,Y). '

Por supuesto, J es también compatible con G. J es una transformacion candnica y
una isometria.
Ahora interesa encontrar coordenadas locales complejas. Sea T\ P el fibrado tan-

gente complexificado de P en m, esto es
TP =170 pgTOVP, (5.16)

en donde TV P y T, 01 P son las imégenes de las siguientes proyecciénes IT1 y I1™

.
I — EZ‘]. (5.17)

Si se toma un vector V = (¢*,...,4", p1,...,Pn) € T, P, luego I constituye

un isomorfismo natural entre el espacio tangente real T,,P y el espacio tangente
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holomorfo T, 7%1 Op. Se tiene entonces

.0
Ty — ¢
v =z 55 (5.18)

donde las coordenadas complejas inducidas de esta manera son
2 =G +io"™ (pm — pplE,d) (5.19)
y los correspondientes campos vectoriales holomorfos son

9 1/ 0 )
07 2 (aqz TPy wfaw) (5.20)

A continuacion se estudiara la integrabilidad de .J, la cual por el teorema de

Newlander-Niremberg es equivalente a la anulacién del tensor de Nijenhuis N (V, W)

definido como sigue
NV, W) = [V,W]+ J([JV,W] + [V, JW]) = [JV, JW]. (5.21)

Equivalentemente puede chequearse la involutividad de la distribuciéon compleja

T, ,(nl 0 p, Tomando el corchete de Lie de dos vectores base se tiene

[%, %} = iR} pmo’™ (% - %) : (5.22)

Por ello, la distribucion es integrable si y solo si el tensor de curvatura de la
métrica o es idénticamente nulo, esto es, la variedad base es de curvatura cero.
Si esta condicién no se satisface, Gorbunov et al. [43] encontraron una expresion
formal de una métrica de Kéhler, la cual puede usarse en lugar de la métrica G. A

continuacion se asumira que el espacio de configuracion es de curvatura cero.

5.4. El espacio de Hilbert

Con la métrica G el fibrado cotangente P constituye una variedad riemanniana

completa. Luego para todo m € P se tiene un mapa exponencial definido en T, P.
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Aqui se representan los vectores tangentes por sus coordenadas complejas (5.19)
usando la proyeccién IIT, esto es un espacio vectorial de dimensién n. El médulo al

cuadrado |z|? estd dado por la siguiente férmula
12|? = Gpu(2,2) = oy5(mm) 2" 2. (5.23)

Notar que la métrica es evaluada en la proyeccién sobre Q).
El volumen natural en el espacio vectorial T,,P es el pull-back por el mapa
exponencial de la métrica riemanniana (la cual coincide con el volumen de Liouville).

Se tiene entonces la siguiente proposicién:

Proposition 5.4.1. El pullback del volumen riemanniano por el mapa exponencial

al fibrado tangente en el punto m estda dado por
exp,, 2(z) = o(mm) dz. (5.24)
donde o es el determinante de la métrica, y dz es la medida de Lebesgue en C".

Se usara el mapa exponencial para definir un producto de funciones holomorfas.
La construccién es como sigue. Sea m un punto perteneciente a P. Luego, para
funciones holomorfas ¢ y ¢ definidas en P se define el siguiente producto
(6,0),, = o(mm) | dlexpy, 2) ¥(expy, 2) e " dz. (5.25)
T P
Se verifica que es un producto escalar. En lo que sigue se muestra que el conjunto

de funciones holomorfas es de hecho un espacio de Hilbert.

Teorema 5.6. Sea () una variedad con las mismas caracteristicas antes menciona-
das. También se asume que el mapa exponencial es suryectivo. Luego el espacio de
funciones holomorfas en P con la norma asociada al producto escalar (5.25) es un

espacio de Hilbert. Se llamard a este espacio Bp.

Demostracion. Una funcién holomorfa ¢ : P — C induce por pull-back una fun-
cién holomorfa en T, P, esto es ¢ = ¢ o exp,,. El conjunto de funciones holo-

morfas en 7, P con el producto escalar (5.25) constituye un subespacio de Hilbert
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B =HL*C", e ) ¢ LA(C", e *%) (see [61]). Sea {¢;}>°, una sucesién de Cauchy
de funciones holomorfas en P. La sucesién inducida {¢;}2°, converge a una funcién
holomorfa gz~5 en B. La propiedad crucial de estos espacios de funciones holomorfas
es la continuidad del mapa de evaluacion, esto es, para cada z existe una constante

M, tal que para todo (E se tiene
|6(2)]> < M.[|][72. (5.26)

Luego,
[0i(2) = $(2)* < M ||6i — 9I[7. — 0. (5.27)

Luego para n € P se define ¢(n) = ¢(exp,,' n). Esta ¢ estd bien definida porque si
21,29 € expln se tiene ¢;(z1) = ¢i(22), luego por (5.27) ¢(z1) = d(z). |

Puede considerarse a Bp como un subespacio de B usando el pull-back del mapa
exponencial. En B existe una funcién, llamada nicleo reproductor K (z,w) (ver [61]

y capitulo 4 de la presente tesis) con la propiedad siguiente

b(z) = 5 K (z,w) (w) e 1" duw (5.28)

V ¢ € B. Ademés K (w, z) = K(z,w) y satisface la siguiente regla de composicién:

K(z,u) = . K(z,w) K(w,u) e P dw (5.29)

para todo z,u € C". Y para todo z € C*, |¢(2)]> < K(z,2) ||¢|* (para cada z, la
igualdad se realiza para algin (5,2 € B no nulo). Ademsés el nicleo reproductor actia
como un proyector, es decir, si ¢, € L (C™, e*|z|2), denotando por P¢ la proyeccién
ortogonal de gE sobre B, luego
Po(z)= | K(z,w)pw)e ™’ dw. (5.30)
(Cn
El niicleo reproductor K (z,w) es tnico en el siguiente sentido. Dado cualquier

z € C", si F,(-) € B satisface

(w) d(w) e~ "F dw (5.31)

2
—
&
Il
T
o
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para todo ¢ € B, luego F,(w) = K(z,w).
Pero en general el nicleo reproductor K (z,w) no es el pull-back de una funcién
bien definida en P.

En el caso de un nicleo reproductor para Hp, se entiende una funcion
Kp: Px P —C, (5.32)

holomorfa en la primera coordenada y antiholomorfa en la segunda, tal que la si-

guiente ecuacién es vélida para todo ¢ € Bp

o(n) = Kp(n,exp,, w) ¢(exp,, w) e "’ dw. (5.33)
T, P

El siguiente teorema permite obtener el nicleo reproductor

Teorema 5.7. Sea {ej}‘;‘;l una base ortonormal para Bp, luego para m, n € P

Z lej(m)e;(n)] < oo (5.34)

Kp(m,n) = Z e;(m)e;(n). (5.35)

7j=1
Demostracion. Dado que Bp es un subespacio de Hilbert de B, se tiene la siguiente

descomposicién en suma directa
B = Bp @ Bp. (5.36)

Sea {f;}32, una base ortonormal en B de acuerdo con esta descomposicién. Con
esta base, existe un nicleo reproductor K (z,w) en este espacio (ver [61]) dado por

la siguiente formula explicita
K(z,w) =Y fi(2) fi(w). (5.37)
j=1

Luego puede escribirse

K(z,w) = Kp(z,w) + K (z,w). (5.38)
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La contribucién a la integral relacionada con la parte ortogonal de K (z,w) es nula

actuando en una funcién ¢ € Bp. Considerando esto, se obtiene el siguiente resultado

o(n)= | K(exp,,' n,w)d(exp,, w)e " dw
o (5.39)
= Kp(exp ' n, w)é(exp,, w)e " dw
T, P
y Kp(n,q) = K p(exp,! n,exp,! q) es el nicleo reproductor buscado. |

5.5. Mecanica cuantica en el circulo

Considérese el caso de una particula cuyo espacio de configuracion es el circulo
unitario. Luego el espacio fase es un cilindro. En este caso la métrica euclidiana en el
circulo unitario induce una métrica euclidiana en el cilindro. El sistema es interesante
porque la topologia es no trivial, en particular es una variedad no simplemente

conexa. Se eligen las siguientes coordenadas (en cartas) en el cilindro
—T<qg<mT y —00<p<o0. (5.40)

En el plano tangente al cilindro correspondiente al punto (0, 0) se eligen las siguientes

coordenadas que se llamara x e y. Esto es, un vector puede ser escrito como
V=or—+y—. (5.41)

El mapa exponencial envia el punto (x,y) al punto ¢ = 2 méd 27 y p = y en la
carta anterior. Puede identificarse al espacio tangente (real) a un punto dado con el

espacio tangente holomorfo de la siguiente manera. Sea J la estructura compleja,
J = (5.42)

luego por el mapa

1
IV = o (V —iJV) (5.43)
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se obtiene
0 0 d
I (z— — | =z— 5.44
donde la coordenada compleja z es
d 10 0
= ' —=—(=—-i=). A4
z=x+iy y e 2(8(1 lap) (5.45)

Ahora se define el producto escalar en el espacio de funciones holomorfas en el

cilindro
@b = [ F0 e b (5.46)

Se reconoce al espacio de Segal-Bargmann, pero ademas, nuestras funciones son
periddicas. En vista del Teorema 5.6 este espacio de funciones holomorfas periddicas
es un subespacio de Hilbert del espacio B.

Aqui se usa el mismo simbolo (¢ o ) para la funcién holomorfa en el cilindro o

su extension periddica al plano tangente.

5.6. Kerneles

Sea P una variedad de Kahler conexa y ¢, ¢ funciones holomorfas definidas en

P. Se define:
()= | dlexp,, )y (exp,, &)™ expl,(do) (5.47)

TmP

El pullback de la métrica riemanniana, coincide con el volumen de Liouville. Re-
cordar que hay un isomorfismo entre el espacio tangente real y el espacio tangente

holomorfo (este es el subespacio de la polarizacién compleja)
Trp(M) — Te, (M) — TH(M) (5.48)

las flechas son las proyecciones naturales. En definitiva el punto (x,y) es enviado al
nimero complejo z = x + 1y.
Se supone que el mapa exponencial es un difeomorfismo entre la variedad (o un

entorno U de la misma) y un entorno abierto del vector nulo en el tangente en un
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punto my.
0o - | Dy U(expy, e Cdo(e).  (5.09)
exp~ 1 (U)CTmg P
Existe un kernel reproductor K (&, 1) que cumple
otm) = [ K (6. 1)0(exp, )~ dor(n). (5.50)
exp~ 1 (U)CTmo P

Sea {u;(£)} una base del espacio de Hilbert, entonces el kernel reproductor se

puede escribir

K(&n) = Zuz(é‘)uz(n) (5.51)

Sea A un operador entonces

Ad(m) = / K a6, 1) (expr, n)e " do(n), (5.52)
exp~1(U)CTimo P

donde K 4(&,17) es el kernel del operador A y puede calcularse asi

Ka(6.n) =) (Aui()ui(n). (5.53)

La composicion de operadores permite obtener por resultado el kernel

Kap(6,7) = / K€, 0)K5(n,7)e " do(n). (5.54)

exp~ 1 (U)CTomy P
Simbolos normales
Si al operador A se lo escribe en forma normal
A= Apni™2", (5.55)
se le puede asociar el simbolo normal
A(z,2) =) App2™z". (5.56)

Este par de operadores Z y z son los operadores de creacién y aniquilacion. Uno

es el adjunto del otro. Si se eligen las {u;} tales que

dui

- (5.57)

Zu; = zu; Y Zup =

se obtiene facilmente

Ka(z, @) = Az, 0)K (2, ). (5.58)
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Hilbert holomorfo en el cilindro

Se tomara como espacio de fases el cotangente de S', es decir un cilindro. Se
considera el plano tangente al cilindro en un punto de la secciéon nula. En este plano
se eligen coordenadas complejas de acuerdo a las siguientes consideraciones.

Se supone que las coordenadas candnicas tienen las unidades usuales (¢ longitud,
p momento lineal) y que estdn dadas las constantes con unidades de frecuencia y
de masa, que se llamaran w y m respectivamente. Conviene definir las coordenadas

complejas de la siguiente manera

N N P A N el
=05 (q o p) 7 (5.59)

o fme (i ety
=05 (Q+mw p)— ol (5.60)

donde se han definido la posicién y momento adimensionales

mw P
A >0

Con estas definiciones la medida de volumen en el plano resulta

dz  dxdy  dqdp

om or  27h’

(5.62)

Se propone ahora trabajar con el espacio de funciones holomorfas en el cilindro le-
vantadas con el mapa exponencial al plano tangente. Resultan funciones holomorfas
de la coordenada z periddicas en la parte real, coordenada x. Si la coordenada ¢ re-

presenta la longitud sobre un circulo de radio a entonces el periodo en la coordenada

Az = 2ra, /% — 2ra. (5.63)

Se define un producto escalar en el espacio de funciones holomorfas en el cilindro de

adimensional x es

la siguiente manera
1 YSY —2Z
(6:0) = 5= [ B e (5.64)
TJc
En esta expresion las funciones ¢ y 9 en la integral del miembro derecho son

los levantamientos de las ¢ y ¢ al tangente y por simplicidad (y abuso de notacién)
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se llaman de la misma manera. A continuacién se prueba que con este producto
escalar el conjunto de funciones holomorfas en el cilindro de cuadrado integrable es

un espacio de Hilbert. Se lo denota Hp.

Teorema 5.8. El conjunto de funciones holomorfas en el cilindro de cuadrado in-

tegrable con el producto escalar

1 N _
(00 = 5= [ B
es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Considérese el conjunto de funciones holomorfas en el plano, de cua-
drado integrable con el producto escalar dado. A estos espacios se los suele denotar
HL*(C, 1), donde la funcién positiva u es la medida gaussiana. Este es un espacio
de Hilbert llamado espacio de Bargmann [61]. Las funciones que son periédicas en la
variable x, con periodo Az y de cuadrado integrable forman un subespacio vectorial.
Son precisamente los levantamientos de las funciones de Hp.

Se quiere demostrar que es cerrado. Considérese una sucesién convergente de
funciones de este tipo. La convergencia es en HL?(C, u). Es decir ¢, — ¢ en media
cuadratica. Quiere verse ahora que el limite es una funcién periddica, es decir que
verifica ¢(z) = ¢(z + Ax) en casi todo punto. La convergencia en media cuadrética
implica que por lo menos una subsucesién converge en casi todo punto a ¢ [90]. Se
tiene ¢,(2) = &(2) vy dn(z + Azx) — ¢(z + Az). Como ¢,(2) = ¢,(z + Ax) para
todo m entonces ¢(z) = ¢(z + Ax) en casi todo punto. Asi ¢ es periddica, dando

lugar a una funcién bien definida en el cilindro. |

Las funciones

Pu(2) = VA = glemwlfa -y e 7, (5.65)

son periddicas en la variable x con periodo 2ra. El conjunto {¢,} es una base de

‘Hp (aunque no son ortogonales). Si ¢ es holomorfa, debe ser de la forma

P(z) =) enz™ (5.66)
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Se calcula
1 e _
(O, V) = —/e_mzﬁ/“zﬂ(z)e_”dz (5.67)
27T C
s 1 e
= Z Cm — / Zme VA5 ) (5.68)
0 27'[' C

La tltima integral se puede escribir en polares z = re? de la siguiente manera

1 & 2 i : ; 0 /=
Oy = ————— dr r™He /2/ df e~ eminret/a (5.69)
27T(\/§)m A -7
1 o0
= W/ dr r" e g <%,m> : (5.70)
0
donde:
1 T < .y
g(&,m) = 2—/ df e~ e (5.71)
™ —T

Tomando m = 0, la funcién g(&, 0) es constante e igual a 1, como puede compro-
barse desarrollando en serie de Taylor la exponencial e ke o integrando término a
término.

Otra propiedad de g(&, m) es la siguiente,

d .
d—gg(fvm) = —ig(§&,m—1). (5.72)
Teniendo en cuenta que g(0, m) = 0 para todo m # 0. Usando la férmula recur-

siva anterior se obtiene la funcion

glem) = ()" (5.73)

Resulta
(=i

o am (v/2)m /0
<¢n7¢> = Z Cm <_Z\/~§n> . (575)

a

00T2m+16_r2/2 = (_zﬁn) (5.74)

m=0 a
El sistema de funciones es completo, en efecto si ¢ es un polinomio de grado k,
entonces tomando el producto con las primeras k£ + 1 ¢,,’s e igualando a 0 resulta

un sistema con determinante no nulo (de Vandermonde) y por lo tanto ¢ = 0.
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Las funciones ¢, no son ortogonales, en efecto

(¢, Bg) = €2VT (5.76)

Como puede comprobarse utilizando la férmula anterior o integrando directamente.

Teniendo en cuenta que ||¢,|| = ¢”’/%’, y normalizando las funciones ¢,
Go(z) = % = R (5.77)
p

Con estas funciones, el producto escalar resulta

<¢p,¢q> _ o~ (—a/a (5.78)

Se puede encontrar un sistema ortogonal usando Gram-Schmidt. Ordenando los

indices adecuadamente puede escribirse la formula:

~ -1 <$ ) t(n+1)/2]> a]>

=0

donde los corchetes indican la parte entera.

Finalmente resulta el sistema ortonormal

Bu(z) = T (5.80)

Operadores de creacién y aniquilacion

En funcién de la base ortonormal {f3;} el kernel reproductor es

D) = > Bu(2)Ba(w) = (:(w). (5.81)
n=0
Se definen los operadores a™ y a tomando el producto L? en el tangente

a"Y(z) = (G wi) =—Zﬁn /ﬁn Ywip(w)e *dw, (5.82)

ax(z) :< z,—> = —Zﬁn /Bn Je Fdw (5.83)
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Las funciones ¢ y x tienen un desarrollo en serie de la siguiente forma

Z):Zupﬁp(z> y x(z quﬁq (5.84)

Resulta
+ — L o " w— w e_unf) w P p 6_'22 .
_ I — —wd_ﬁ” We"Cdw | B v(2)e—Zdz
B (2@27;/6@”( )y (We™"d /Cﬁn( )x(2)e”**dz, (5.85)

donde la ultima expresion fue obtenida mediante una integracién por partes.

Reemplazando 1 y x por sus desarrollos, resulta

(o) = G D / SR [ B8,

n,p,q=0
d _
_ Z B, / B () By dw, (5.86)
p,q=0

donde se usa la ortonormalidad de las 3;’s.

Por otro lado

_ 1 N —wd—xwe_w“_’w () B (2)e Fdz
) = G 3 [ Bl g e [ TR 680

Otra vez se han reemplazado los desarrollos de ¥ y ¥,

(,ax) = Z upvq/ dﬁq w) B (w) _wwdw/ﬁp )Bn(2)e”#dz

npq 0

—— upvq / dﬁq B, (w)e " duw. (5.88)

Se ha demostrado que
(a*,x) = (¢, ax) (5.89)

o sea que a® y a son adjuntos.
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Operadores adjuntos

El operador A definido por A¢ = e%¢ verifica A¢, = ¢p.1. El operador eids
verifica e'# ¢ = e F¢y, como puede verificarse desarrollando la exponencial en serie

de Taylor. Otro operador interesante, caso general del anterior
B¢, = e—iadiz-i-beicz¢l _ e—z’adiz+b¢l+c = ebral+o g (5.90)

Se obtiene desarrollando la primera exponencial y usando la férmula del binomio.

Se buscan a, b y ¢ para que A y B sean adjuntos. Se tienen los siguientes productos

(Adr, &1) = (Grs1, &) = ' *FY (5.91)

(¢r, Bdy) = gbrall+e) (g, Prae) = ebtalite)+h(l+e) (5.92)

Es decir, debe cumplirse [(k+ 1) = b+ a(l + ¢) + k(I + ¢) para todos los valores de [
y k. Esto ocurre tinicamente sia =1,b=c=0. O sea B = eii v B ¢ = e*¢y.. Se
puede verificar desarrollando en serie de potencias el operador dentro de la integral

e integrando por partes n veces término a término.

Funciones holomorfas peridédicas Una observacion interesante es la propie-
dad que cumplen los coeficientes del desarrollo de funciones holomorfas periddicas.
Supéngase que ¢ es holomorfa y periédica en la parte real de z (se supone con

periodo 1), entonces se cumple que

$(z) =) " =02+ 1) =) alz+1)"=) e (Z) 2* (5.93)

n=0 n=0 n=0
Comparando coeficientes se deduce que para todo k& > 1 se debe verificar lo

siguiente

i (k " 1) ¢y =0, (5.94)
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Espacios de Hilbert y transformada de Segal-Bargmann

Se toma el siguiente producto escalar en Hoy = HpL*(C, ) (acd dz = dxdy es

la medida de Lebesgue en C)

1 — 2
(6:0) = 5= [ BT d (5.95)
T Jc
La transformada de Segal-Bargmann adecuada es
1 > —22 zr—x2
Af(2) = -1 /_ ) g, (5.96)
El mapa A7 : HpL?(C, u) — L%(R) es la inversa de la transformada de Segal-
Bargmann
1 _ _
A(z) = —— / B(z) e~ 22z 212 g (5.97)
275/4 C
En L?*(S') se toma el producto escalar
1 2
(u,v) = —/ u(0)v(6) do. (5.98)
2 Jo

Se toma en L?(S') la base ortonormal u; = €. En HpL?(C, j1) se toma la base
normalizada (no ortogonal) ¢,, = ™. Los productos de los elementos de esta base

SOon
(bpy D) = e~ (M=, (5.99)

Se tiene ademaés

1 2
A7 o, (z) = — e @22, (5.100)

T1/4

Transformacién entre L*(R) y L?(S') Sea el siguiente cambio de variables

20 — 1 _—2—|—x—|—\/x2—|—4

= 101
x 01 =0) 0 . (5.101)
Se tiene la siguiente transformacion
V1—20+ 262 20 — 1
.102
1@ = =59 f(eu—e))’ (5.102)
y las igualdades
> ! 20 —1 \|°1— 26+ 26°
2
= 1
[ wera- (g Fol . a0
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2

/01 O /_Z (i - #> de. (5.104)

2 2222+ 4
Analogamente

X

<—2+:1:+\/x2+4>
-

1 1
r = — cot(m6) 6= 5t arctan(x). (5.105)
7r

Se tiene la siguiente transformacion

flz) — SiII{?T@)f (— cot(mh)) (5.106)

y las igualdades

/_Z |f(@) do = /01 f(- cot(w@))Fm o, (5.107)
/01 r(6)]” do = /Z r (% + %arctan(:v)) 2 m dx. (5.108)

Los tres espacios de Hilbert

Se tienen los siguientes mapas R y B. Se consideran los ntcleos del calor en R y

Ccont=1/2.

L*(R) & L2(R, p) & HL*(C, ) (5.109)
donde p = \/%? e’ y = %e_2|z‘2 son las soluciones de ‘fi—‘t’ = %ARp y ‘fl—‘t‘ = iAcu
respectivamente. Luego

Rf(z) = 74" f(2) = F(x) (5.110)

1 2
BF(z) = / oz — 2)F2)de — —— / G0 P2V dx = (2). (5.111)
R NZ
Y los mapas inversos son

1
R 'F(z) = me_xQ/QF(m) (5.112)

-1 _ 2 —z2-2zx—2|2|?
B ¢(z) = 7T/e o(2)dz. (5.113)
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Los productos escalares correspondientes a cada espacio de Hilbert son

(f9) 2w / f(x (5.114)
(F,G) 1o, = % /R F(2)G(z)e™ da (5.115)

y
(&, V) yrecp = /cb Je 2+ dz. (5.116)

Los tres espacios de Hilbert, caso S!

Se consideran los nticleos del calor en S' y S¢ con t = 1/2.

L(SY & L2(SY, p) B HpL2(SE, 1) (5.117)
f(@) = F(z) = ¢(2) (5.118)

donde
p= % n_f:m eV 4eine (5.119)

es la solucién de la ecuacién del calor
N (5.120)

y donde en este caso el pu; es

a2/t o~ (#2+67) 1

0 inf 7n2t/4 Oa [ —2i —4r2/t ]
(0, ) = 27“/% Z = 3< imh/t, e ), (5.121)

donde V3 (—2i7r9/t, 6_47T2/t> es la funcion theta 3 de Jacobi.

En este caso p; es la solucién (obtenido por separacién de variables) de la si-
guiente ecuacion del calor
—Agip. (5.122)
Luego
f(z) = F(z) (5.123)
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BF(z) = /Tf p(z —x)F(z)dx = % /_7r Z e et P () dr = ¢(2).  (5.124)

—Tr

Los productos escalares son respectivamente

9 = | Falgla)da, (5.125)
. 1 = - —n2/4 inx
(F,G)poorp = o /_ F@G) Y e e dy (5.126)
' 2
(O Dhpinesy = = [ PV di (5.127)

5.7. Integral de Feynman

Sea () una variedad riemanniana, conexa y geodésicamente completa y sea P su
fibrado cotangente, se vio en la seccién (5.3) que hay un levantamiento natural de

la métrica g en ) a una métrica G en P dado por

G = gijda:i ® da’ + ¢” Dp; ® Dp; (5.128)

donde
D= dpia% —dx;V; (5.129)
V= a% +pxﬂ3% (5.130)

donde Ffj son los simbolos de Christoffel de la métrica g.
Ademas, toda variedad simpléctica P es casi-Kéhler, por lo tanto P admite una

estructura casi compleja J compatible, es decir un campo tensorial en P que verifica:
1. J, : T,P = T,P es un endomorfismo V p
2. J2 =1

3. J es compatible con w en P: w(JX,JY) = w(X,Y)
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J permite escribir el tangente complexificado T¢P = TP ® C como la siguiente
suma directa:

T°p =700 pgTODP
tal que

LX=iX VXeT"™pP — JY=-iY VYeI"Pp

para todo p € P. Elegimos J de tal manera que la métrica G = w(-, J-) coincida
con el levantamiento de la métrica en (). Si J es integrable, P es una variedad de
Kahler.

J es integrable cuando la curvatura de la variedad riemanniana () es cero. Sin

embargo se puede construir una métrica G en el caso general ([43])
G = gyda' @ d2’ + 3 Dp; ® Dp. (5.131)

Para el caso en que la variedad ) es de curvatura cero, G y J (definidos en la seccién

5.3) pueden expresarse matricialmente de la siguiente forma

+U @ =
a=|"Y J= g (5.132)
o gt g+ P
= —g"pI; (5.133)
Uy = pkpmgl"FZFZ} (5.134)

Las coordenadas son 2 = &' + ig"™ (pn, — pil'%,2").

Como ejemplo, para el caso unidimensional donde g = f(z), (F = g}(z))), se tiene
(. p . ) )
Z=x+1 - (5.135)
<f (x)  2f(x)?
2 f T 2 "z
o i) S S
B f'(x) 1
REIGE 7@
f'(z) 1
J Pafay 7(@)
2 r/ T 2 'z
f@) + s iy




100 Capitulo 5. Cuantizaciéon de Feynman via el mapa exponencial

Como segundo ejemplo, se considera el caso de Q@ = S*. El cotangente es S* x R.
Considerando el plano tangente al cilindro en un punto m, en ese plano las coorde-
nadas complejas son z = ¢+ ip. El conjunto de funciones holomorfas definidas en el

cilindro de cuadrado integrable con el producto escalar

(000 = 5= [ Fexm ZJ(expy 2)e d: (5.130)

es un espacio de Hilbert. Resulta ser un espacio de Hilbert de funciones holomorfas

en z y periddicas de periodo 27 en la parte real. En este caso G y J son:

10 0 —1
G = J =
01 1 0
Ahora, sea m € P y sean ¢, ¢ funciones holomorfas en P, se definié en dicho
espacio de funciones holomorfas, H(P), el siguiente producto escalar
(0,00 = | dlexpy, 2)(exp,, 2)e " dpu(2), (5.137)
T P
donde du(z) = g(m)d"z, |z|? = 2z, y y exp,, : T,nP — P el mapa exponencial en
m.
Se demostro en este capitulo que el conjunto de funciones holomorfas de cuadrado
integrable con el producto escalar
(0,0),0= | dlexpy, 2)(expy, 2)e” du(z) (5.138)
T P

es un espacio de Hilbert. Llamamos a este espacio HL?*(P).

Propagador infinitesimal

A continuacién se vera la evolucién temporal de la funcién de onda.

Sea el siguiente ntucleo reproductor K: P x P — C.

o(m) = K (m, exp,, z)d(exp,, 2)e 1 du(2). (5.139)

TmP
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Sea H el operador hamiltoniano en HL?(P), representado por el nicleo integral
Kn
Hp(m) = K (m, exp,, z)¢(exp,, z)e 1 du(z). (5.140)

TmP

Sea el operador de evolucion para hamiltonianos independientes del tiempo como

solucién de la ecuacién de Schrodinger
U, = e 1. (5.141)

No es posible sustituir el kernel del hamiltoniano en la expansiéon de Taylor de la

exponencial, pero para intervalos pequenos vale la siguiente aproximacion
Upr =21 —-iHA. (5.142)
Se define el propagador infinitesimal de evolucién de la siguiente manera
uap(m) = K (m, exp,, 2)¢(exp,, z)e 1 e AKu/K (2. (5.143)
T P
A partir de éste, se puede encontrar el operador de evolucién tomando el siguiente
limite

Upp(m) = lm (ug/)"p(m). (5.144)

n—oo






Capitulo 6

Cuantizacion de Feynman en
espacios riemannianos de

curvatura cero

6.1. Introducciéon

La cuantizacion de un sistema cuyo espacio de configuracién es una variedad
diferenciable es un tema de interés actual. De hecho, en el caso de una variedad
riemanianna, no se conoce cual es el esquema de cuantizacién mas apropiado que
contemple la curvatura de la variedad, ver [19, 21, 28, 82, 83, 85, 92, 93, 106]. Estos
problemas tienen motivaciones fisicas y matematicas. Por un lado esta el problema
de la existencia de estructuras involucradas en el proceso de cuantizacién y por otro
lado las posibles aplicaciones a problemas fisicos concretos.

Cuando la variedad es un grupo de Lie compacto, Hall demostré que la cuanti-
zacion del grupo es naturalmente isomorfa a la cuantizacién del espacio cotangente.
El espacio cotangente coincide con la complexifiacion del grupo, ver [57, 60, 66]. En
otras palabras, hay dos estructuras de espacio de Hilbert, una dada por las funcio-

nes en el grupo y la otra por las funciones en la complexificacién del grupo, ambas
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estructuras estan naturalmente relacionadas. Estos problemas han sido explorados
y generalizados en varios trabajos, ver e. g. [57, 58, 60, 63, 126].

Es sabido que el espacio cotangente de una variedad riemanniana admite una
estructura compleja natural, compatible con la forma simpléctica y el levantamiento
natural de la métrica riemanniana si y solo si la variedad es de curvatura cero. Ver
el trabajo de Gorbunov [43], ver también [89].

En el caso de una variedad riemanniana compacta orientable y de curvatura
cero (euclidean space form) se demuestra que existe un isomorfismo natural entre
el espacio de Hilbert de funciones complejas de cuadrado integrable en el espacio
de configuracién y el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable en
el espacio fase. Los productos escalares son definidos con una medida dada por la
solucion fundamental de la ecuacién del calor en cada espacio.

Este espacio de funciones holomorfas en el espacio fase resulta ser un espacio
de Hilbert con kernel reproductor (reproducing kernel hilbert space). Haciendo uso
de la existencia de un nicleo reproductor se obtiene una férmula explicita para el
isomorfismo mencionado anteriormente y para la integral de Feynman, la cual en el
caso euclidiano coincide con las expresiones conocidas, ver [27, 139].

Las euclidean space forms compactas y orientables de dimensién 3 presentan un
interés particular en cosmologia, dado que son adecuados para modelar la parte
espacial de los llamados flat universe models [34]. Ver los trabajos mds recientes
de J. Levin, en donde se busca desarrollar un modelo cosmolégico plausible usando
euclidean space forms orientables y compactas de dimensién 3 en concordancia con
los resultados de las observaciones de la radiacién de fondo césmico de microondas
(cosmic microwave background) [98, 99, 100, 97].

En este capitulo se desarrolla un método de cuantizacién basado en integrales
de Feynman para el caso de variedades riemannianas compactas de curvatura cero
(euclidean space forms). En particular, se verd que en dimensién 3 existen seis clases
difeomérficamente afines para el caso de variedades riemanianas conexas orientables

compactas de curvatura cero, todas ellas se pueden representar mediante la identifi-
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cacién de caras de un poliedro (regién fundamental). Resultan ser el espacio cociente
de R3/T", siendo I' un subgrupo discreto del grupo de isometria F(3) cuya accién es
libre y propiamente discontinua [136].

Se muestra que existe un isomorfismo natural entre el espacio de funciones com-
plejas de cuadrado integrable en la variedad y el espacio de funciones holomorfas
de cuadrado integrable en el espacio fase. En cada espacio, los productos escalares
son definidos por medio de una medida que surge de la soluciéon fundamental de la
ecuacién del calor.

Posteriormente, se construye el espacio de Hilbert de funciones holomorfas en la
complexificacion de la variedad. Este espacio resulta ser un espacio de Hilbert con
ntcleo reproductor (reproducing kernel Hilbert space). Luego se define un propagador
de Feynman basado en la propiedad reproductiva caracteristica de estos espacios. Se
vera que en el caso euclidiano los resultados obtenidos concuerdan con las expresiones
conocidas [27]. Se estudia también el caso S* y se obtiene una expresién aproximada
para el nucleo reproductor luego de invertir una matriz infinita de Vandermonde por

medio de un algoritmo adecuado.

6.2. Variedades riemannianas de curvatura cero

Definicién 6.1. Una space form es una variedad riemanniana completa con curva-

tura seccional constante.

La clasificaciéon completa de space forms solo se conoce para los casos de baja
dimension. Por ejemplo, existen 18 clases de euclidean space forms de dimensién 3
de las cuales diez son compactas y ocho no compactas y para el caso de dimension
4 son 75 las compactas difeomérficamente afines.

Los espacios riemannianos completos de curvatura cero son espacios que tienen
como cubrimiento riemanniano universal los espacios euclidianos de igual dimension.
Estos espacios son de la forma M = E"/I'| es decir el espacio de drbitas de un

subgrupo I' del grupo de isometrias (movimientos rigidos) de R™. Si se identifica
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a E" con R"™ y se usa notacién vectorial, se puede pensar a cada isometria de la
forma x — Az + b donde A € O(n) y b = (b',...,0"), y determinan por lo tanto
una rotacién y una traslacién respectivamente. Como localmente M es isomorfo a
un espacio euclidiano, podrian parecer carentes de interés. Sin embargo, no es el
caso. Historicamente el estudio de estos espacios estd relacionado con el estudio de
estructuras cristalograficas en E? y en E?. Cubrimientos uniformes por poligonos y
poliedros respectivamente. El grupo de simetria asociado a dichas estructuras forma
un subgrupo del grupo de movimientos rigidos. Estos grupos son méds generales
que aquellos que generan ejemplos de variedades de curvatura cero. Bieberbach
demostré en 1911 que el numero posible de clases de isomorfismos de grupos de
movimiento propios discontinuos I' de E™ para los cuales el espacio de orbitas £ /T’
es compacto, es finito para todo n. Estos grupos son los grupos cristalograficos
[136]. Esto implica que para cada dimensién n existe al menos un nimero finito
de variedades compactas riemannianas de curvatura cero. Entre ellas por supuesto
se encuentra el toro T™. La demostracion de estos teoremas puede encontrarse en
el libro de Kobayashi y Nomizu [88] y de Joseph Wolf [136]. En [136] ademads se
brinda una clasificaciéon completa de las variedades riemannianas de curvatura cero
en dimensién 2 y 3. No existe hasta el momento una clasificacién general para el
caso de dimension n.

Si se consideran las space forms de dimension 3 compactas de curvatura nula
conexas y orientables, existen seis clases difeomorficamente afines, como se vera en
la seccién 6.2. Estdn representadas por variedades R?/T'. A cada una de estas clases
corresponde un grupo I' en particular. Puede consultarse el teorema 3. 5. 5 de la pagi-
na 117 del libro de J. Wolf [136] sobre espacios de curvatura constante en donde esta
clasificacion se encuentra en detalle. También se puede consultar la representacion
de las euclidean space forms de dimension 3 en el libro de Kiihnel [94] (pagina 312),
donde se expone graficamente cémo es la realizacion de estas variedades mediante
la identificacién de caras de poliedros en R3.

Se han elegido en este capitulo variedades orientables por razones fisicas. Para
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el caso de variedades no orientables, en principio se puede elegir una métrica rie-
manniana, pero no hay un volumen riemanniano asociado y por lo tanto surgen

complicaciones asociadas a la teoria de integracién.

Variedades riemanianas de curvatura cero

Una variedad riemanniana de curvatura cero conexa completa es el cociente de
R™ por un subgrupo I' del grupo euclidiano E(n), el cual tiene una accién libre y

propiamente discontinua. El siguiente teorema es parte de un teorema mas general

de W. Killing y H. Hopf [136].

Teorema 6.1. Sea M una variedad riemanniana de dimension n > 2 de curvatura
nula. Luego M es completa, conexa si y solo si es isométrica al cociente R" /T con

' C E(n) donde la accion de T es libre y propiamente discontinua.

Estas variedades se conocen como euclidean space forms.

El grupo euclidiano E(n) es el producto semidirecto de los grupos O(n) y R™.
Un elemento v € T' C E(n) se identifica con v = (A,a), A € O(n) y a € R". La
accién del grupo en un elemento x € R" esta dada por vy(z) = Az + a.

En dimensién 1 se tienen tinicamente la recta R y la circunferencia S'. En di-
mensién 2 hay cinco variedades, a saber el plano R2, el cilindro, la cinta de Mdebius
infinita, el toro y la botella de Klein. Las tiltimas dos son compactas y el toro es
la tnica orientable. En dimension 3 hay 18 tipos, de los cuales diez son compactos
con seis orientables y cuatro no-orientables [136, 94]. En dimensiones superiores el
nimero crece significativamente, por ejemplo en dimensién 4 hay 74 tipos compactos.

SiI' C E(n) es una lattice, luego el cociente R"/I" es un n-toro, y es una space
form euclidiana compacta.

Puede probarse que toda variedad riemanniana homogénea es difeomorfa a un
grupo de Lie pero en general una space form no es necesariamente homogénea. En
particular, cuando una space form es homogénea, se tiene el siguiente teorema (pag.

88 [136]):
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Teorema 6.2. Sea M una variedad riemanniana homogénea de dimension n y cur-
vatura cero, luego es isométrica al producto R™ x T"™™ de un espacio euclidiano

con un toro flat riemanniano.

Un subgrupo discreto es un subgrupo que es discreto como subconjunto.
Si I' es un subgrupo cerrado de G, I' se llama uniforme si el espacio cociente
G/T' ={gl' : g € G} es compacto.

El siguiente teorema caracteriza los grupos discontinuos en espacios euclidianos.
Teorema 6.3. Sea I' un subgrupo del grupo euclidiano E(n).

(i) T' actia propia y discontinuamente en el espacio euclidiano R™ si, y solo si, T’

es discreto en E(n).

(i) Si T es cerrado, luego actia libremente en R™ si, y solo si, es libre de torsion

(inico elemento de orden finito es la identidad).

(iii) T' actia propiamente discontinuamente y con cociente compacto en R™ si, y

solo si, I es un subgrupo discreto uniforme de E(n).

Este capitulo se concentra en variedades riemannianas de curvatura cero orien-
tables y compactas.

Las variedades riemannianas de curvatura cero compactas de dimensiéon n son
el cociente de poliedros en R™ identificando caras (ver pag. 99 [136]). El interior
de estos poliedros puede tomarse como una carta, a la cual llamaremos )°. Las
funciones definidas en la variedad son funciones en R", las cuales son invariantes
por la accién del grupo.

Un invariante importante de una space form compacta es su volumen. Este puede
ser definido en términos de una regién fundamental para I' en R™ [103]. El volumen
de una space form R™/T" se define como el volumen de cualquier regién fundamental.
Como regién fundamental para I" podemos tomar c,, la clausura del dominio de

Dirichlet centrado en 7(0)

¢y i={z € R"; [7(0) — z[| < [7(0) — z[| para todoy’ € '},
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donde v(0) es la accién de v en 0 € R™. ¢, es un poliedro convexo n-dimensional en
R"™ cuya frontera son hiperplanos que son bisectores perpendiculares al segmento de
linea [y(0),~/(0)]. Su frontera dc, puede descomponerse en una coleccién localmente
finita de poliedros convexos de dimensiéon n — 1. La space form R™/T" se obtiene de
¢4 identificando puntos en Oc, los cuales son equivalentes médulo I'.

En particular, las seis space forms euclidianas de dimension 3 compactas y orien-
tables son R?*/T;, i = 1..,6 (ver pag. 117 [136] y pdg. 302 [94]). Para el toro T3,
el cual se construye identificando las caras opuestas de un paralelepipedo por tras-
laciones, I'y es aquel generado por tres traslaciones t1, s, t3, en la direcciéon de tres
vectores linealmente independientes. Otras cuatro se obtienen pegando las caras lue-
go de girarlas. Por ultimo el conocido como espacio de Hantzsche-Wendt tiene una
estructura més complicada, tres giros son necesarios (screw motions). I'y es genera-
do por I'; y un screw motion o = ts, las caras del paralelepipedo trasladado son
identificadas luego de una rotaciéon de un angulo de 7, I'3 es generado por I'; y un
screw motion o = t3. I'y es generado por I'y y un screw motion a* = t5. I's es
generado por ['; y un screw motion o = t5. En el ltimo, el espacio de Hantzsche-
Wendt, [' resulta de I'y y dos screw motions adicionales de un dngulo de 7. Las
variedades R3/T'3 y R3/T'5 se obtienen de una lattice construida trasladando una red
hexagonal de dimensién 2 una cierta distancia perpendicular al plano y identificando
caras opuestas con la tapa superior rotada en 27/3 y 7/3 respectivamente. Estos
seis ejemplos se desarrollan en la seccion siguiente.

La familia {c,} forma una estructura cristalina cuyo grupo de simetria contiene
a I" como un subgrupo de indice finito (ver pag. 100 [136]). Podemos elegir al interior
de ¢o (la celda correspondiente a la identidad del grupo) como la carta Q° of R"/T.
La estructura cristalina puede ser generada por traslacién de un conjunto finito de
vectores definiendo una red cristalina (crystal lattice). Este conjunto forma una base
de R™. La base dual multiplicada por 27 es la base de la llamada red reciproca, L.

Sea K un elemento de la red reciproca, luego una funcion con la simetria de la lattice
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tiene una desarrollo de Fourier dado por
flz) = Z cxe™T. (6.1)

Esta funcién esta bien definida en la variedad si es invariante por la accién de I,

esto es (vf)(x) = f(yx) = f(z) para todo v € T.

Space forms euclidianas de dimension tres

Es conocido que para una variedad compacta arbitraria M de dimension 2, exis-
te una métrica riemanniana con curvatura seccional constante K [94] (Ver teorema
7 —25). El signo de K, por el teorema de Gauss-Bonnet, es necesariamente igual al
signo de la caracteristica de Euler de M, x(M). No existe un andlogo tridimensio-
nal de este teorema, dado que hay variedades de dimensién 3 que no admiten una
métrica con curvatura seccional constante, por ejemplo S* x S?, [94]. Sin embargo, en
dimension 3 hay varios ejemplos interesantes de variedades riemannianas topolégica-
mente diferentes que tienen curvatura seccional constante. Se veran a continuacion
algunos ejemplos.

Hay diez cocientes de E? de la forma E3/T', de los cuales seis son orientables y
cuatro no orientables. Nos centraremos aqui en los seis casos orientables, los cuales

surgen del cociente por los siguientes grupos I'y, ..., ', respectivamente.

i) 'y es generada por las traslaciones t1,to, t3 en las direcciones de tres vectores
linearmente independientes X1, X5, X3. El cociente E3/T'; es llamado toro tri-
dimensional. En el caso en que los X; corresponden a la base estandar de R3.

En este caso, I'; es el grupo de traslacion de la lattice de todos los puntos en

73:

ti(z,y,2) = (z+1,y,2)
tg(l',y,Z) = (fE,y—l-l,Z)

tg(ﬁ,y,Z) = (l"ay,Z‘i'l)
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ii) T'y es generado por I'; y una rotacién a (screw motion) con o? = t3. Aqui se
asume que el plano generado por X; y X5 es perpendicular a X3. En el caso

mas simple se tiene entonces

tiz,y,z) = (¢4 1y,2)
to(z,y,2) = (2,y+1,2)
ts(z,y,2) = (¢,9,2+1)
alz,y,z) = (—z,—y,z+1/2). (6.2)

iii) T's es generado por I'; y una rotacién « con a® = t3. Se asume que el plano
generado por X; y X5 es perpendicular a X3 y que ¢; y 5 son compatibles con

una rotacién de 27 /3, por ejemplo

t(z,y,2) = (x+1,y,2)

to(z,y,2) = (z—1/2,y+V3/2,2)

t3(z,y,2) = (z,y,2+1)

a(r,y,2) = (—x/2— (V3/2)y, (V3/2)x —y/2,2+1/3).  (6.3)

iv) T'y es generado por

y,—x,z+ 1/4), (6.4)
donde o = t5.

v) T's es definido como I's pero con a® = t3, de manera tal que el screw motion

contiene una rotacién de 7/3 en lugar de 27/3:

a(z,y, 2) = (2/2 — (V3/2)y, (V3/2)x +y/2, z + 1/6). (6.5)
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vi) I'¢ es definido como I'y agregando dos screw motions mas, con un angulo
de 7w, de tal manera que en este caso hay rotaciones alrededor de los ejes

(2,0,0),(0,y, %1) y (1,1, 2), respectivamente

ti(z,y,2) = (z+1,y,2)
to(r,y,2) = (x—1/2,y+3/2,2)
ts(x,y,2) = (z,9,2+1)
a(z,y,z) = (z+1/2,—y,—2)
B(x,y,}l—kz) = (—z,y+1/2,1/4—=2)
’y(%ler,ier,z) = (14—, 1/d—y,z+1/2). (6.6)

6.3. Estructura compleja en el espacio fase

En una variedad riemanniana se puede elegir una estructura compleja en su
fibrado cotangente, compatible con el levantamiento natural de la métrica, si y solo
si la variedad tiene curvatura nula [43, 89].

Primero se presenta el caso general. Sea () una variedad riemanniana compac-
ta y orientable de dimensién finita. () es visto como el espacio de configuracién
mientras que el fibrado cotangente T#(@), es el espacio de fases del sistema. Se con-
siderara aqui que T*(Q) esta equipado con la estructura simpléctica canodnica, w.

La métrica en () se puede levantar de manera natural al cotangente mediante
la siguiente construccién. Sean a(t) = (q1(t),p1(t)) v 5(t) = (g2(t), p2(t)) curvas en
T*(Q) tales que

a(0) = B(0) = (¢;p) =m, a'(0)=V, and fF'(0) =W, (6.7)

i.e. V y W son vectores tangentes en m. Se llamarad ¢ a la métrica en Q, y of al
isomorfismo inducido por ¢ entre T*Q) y T'Q). Luego se obtiene una métrica G en

T*() dada por la siguiente expresion

GV, W) = 0, (drV,dxW) + o, (og lzzft’l (0), 0" 1?;;2 (0)) . (6.8)
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Hasta el momento se tienen dos estructuras en 7*(), la estructura simpléctica canéni-
ca w y la métrica riemanniana . Una tercera estructura aparece naturalmente. Es
la estructura casi-compleja J. Si se llama w?: T*T*Q — TT*Q al isomorfismo indu-
cido por w y G*: TT*Q — T*T*Q al isomorfismo inducido por G, entonces J esta

dado por J = w!G’. Es decir para todo par de campos V' y W se tiene
GV, W) =w(V,JW). (6.9)

En cada punto m = (q,p) el mapa J,,: T,,7*Q — T,,T*Q verifica J2V = —V.
Ademas J es compatible con w. J es también compatible con G. J es una trans-
formacién canoénica y una isometria. (J,G,w) se denomina un triplete compatible.
Ahora surge el interés de encontrar coordenadas locales complejas. El fibrado tan-

gente complexificado, T¢T*@Q, se descompone de la siguiente manera
T°7*Q = TOOT*Q @ TONT*Q, (6.10)

en donde THOT*Q vy TODT*(Q son las iméagenes de las proyecciones I1T y IT~ dadas

por
.
I* = :zzj' (6.11)

Sea un vector V. = (¢',...,4", p1,...,Pn) € T, T*Q, luego II* constituye un
isomorfismo natural entre el espacio tangente real T,,7*Q) y el espacio tangente

holomorfo 40T *@. Se tiene entonces

0

IV =2 —
: 0zt

(6.12)

donde ' = ¢* +i0™ (p,, — pxT¥ '), v los correspondientes campos vectoriales holo-

morfos son

9 1/0 0 )
L0 e O O 1
97 2 (aqz+p’f 4 p “’Japﬂ) (6.13)

En estas expresiones los simbolos o;; y Ffj son los coeficientes de la matriz de

la métrica y los simbolos de Christoffel respectivamente. Aqui y en lo que sigue se

utiliza la convencion de suma de Einstein.
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Tomando el corchete de Lie de dos de los campos mencionados se obtiene
o 0 w0 0
—, — | = iR ppo” | — — — | . 6.14
[(‘32’ 829} kigP 0zt 07! (6.14)
Por ello la distribucién es integrable si y solo si el tensor de curvatura de la
métrica o es idénticamente nulo, i.e. la variedad base es flat, ver por ejemplo Gor-

bunov et al. [43]. Se asumira que el espacio de configuracion es flat.

6.4. Los espacios de Hilbert de cuantizacion

En una serie de trabajos Hall [57, 60, 66] mostr6 que para un grupo de Lie
compacto hay un isomorfismo natural entre el espacio de funciones de cuadrado
integrable en el grupo, con una medida dada por una solucién fundamental de la
ecuacion del calor, y el espacio de funciones holomorfas de cuadrado integrable en
la complexificacién del grupo (que es isomorfa al espacio cotangente).

Distintas pero equivalentes versiones de este isomorfismo pueden encontrarse en
la literatura, ver por ejemplo [57, 58, 66, 60, 126].

En esta tesis se muestra que en el caso de una variedad compacta riemanniana
de curvatura cero existe un isomorfismo natural entre el espacio de funciones com-
plejas de cuadrado integrable en la variedad y el espacio de funciones holomorfas
de cuadrado integrable en el espacio fase. Los productos escalares son definidos por
medio de una medida que proviene de la solucién fundamental de la ecuacién del ca-
lor en cada espacio. Y las integrales se desarrollan en espacios euclidianos. Esto nos
permite escribir la integral de Feynman en estos espacios, lo cual es el resultado fun-
damental del presente capitulo. Este parece ser el primer paso hacia la cuantizacion

de una variedad riemanniana mas general.

La representacién de Schrodinger

En particular se hallara la solucion fundamental de la ecuacién del calor, también

llamado kernel del calor, en variedades riemannianas flat. Como se dijo estas varie-
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dades pueden construirse como cociente de un poliedro, Q° en R™, por un subgrupo
I’ del grupo euclidiano. Las soluciones de la ecuacion del calor definidas en estas va-
riedades pueden hallarse encontrando soluciones en la carta dada por el poliedro )°.
Aquellas soluciones de la ecuacién del calor que resultan invariantes por la accion
del subgrupo I' son soluciones en la variedad.

Para ello se elige un punto xy € Q°. Se busca entonces una funcién p;°(z) que

verifique la ecuacion del calor

op°(x) 1. .
5 = oA (z), (6.15)

donde A es el Laplaciano. Ademas la funcion solucién debe verificar la condicion

lim p;°(x) = §(x — z9). (6.16)

t—0t

Como se vié previamente, la funcion debe ser de la forma

1 )
P (@) = o D exc(t)e ), (6.17)

KEeR
donde se ha introducido el volumen V' de la celda por cuestiones de normalizacién.
Ademads p;°(z) debe ser invariante por la accién del grupo I'. Introduciendo esta
ultima expresion en la ecuacién (6.15) y considerando (6.16), se tiene

() = % D el K2 (6.18)

KeR

La expresion anterior es bastante simétrica. En particular es invariante por la
accion del grupo. Esto es consecuencia de la simetria de los coeficientes del desarrollo.

En efecto si v = (4, a) € I, entonces

1 Ky () —
('7Pt>zo (x) _ V Z ezK y(z—20)—K?t/2
KeR

1 . )
_ V Z ezK~A(m—xo)+zK-a—K2t/2 (6.19)
KeR

= pi°(2).
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La ultima igualdad resulta de la ortogonalidad de A y del hecho de que I' tiene
indice finito en el grupo de simetrias del cristal. Luego la solucién fundamental en
Q° es la solucion fundamental en Q).

Se define el espacio de Hilbert L*(Q, pi°) de funciones complejas de cuadrado

integrable en () con producto escalar dado por la integracién en la variedad

fr9)o = /Q F@g(a)p (z) de. (6.20)

La diferencia entre este espacio y el de la representaciéon de Schrodinger, L%(Q)

es multiplicacién por una funcién positiva. Si fg es una funcién de L*(Q) entonces

flz) = fsm—(f) (6.21)
pi’ ()

es la correspondiente funcién de L*(Q, p;°). Este es un isomorfismo. A la represen-

tacion en L2(Q, pi°) se la llamard representaciéon de Schrodinger pesada.

La representacion holomorfa

El fibrado cotangente de una variedad flat tiene una estructura compleja natural.
Se ha visto que una carta adecuada para estas variedades es el interior de un poliedro
en R™ al que se denota por ()°. Usando esta carta el fibrado cotangente tiene una
carta natural Q)° x R". La estructura compleja puede elegirse tomando los puntos
del poliedro como las coordenadas reales de la variedad compleja. Cualquier funcion
analitica definida en ()° C R" tiene una extension analitica a Qg C C", donde Q¢
es Q% = Q° x R". En particular la solucién fundamental (6.17) tiene una extension
analitica en ambas variables = y xg.

Si se considera la ecuacién del calor en la variedad Q¢

Ov?(z) _ 1. .
5 QAVt (2), (6.22)

donde zy = o + iyo es un punto de Q¢ y el laplaciano A es el que corresponde

a las 2n variables reales x € Q° e y € R" de z = x + 1.
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Es conocido que el nicleo del calor en una variedad producto es el producto de
los respectivos nicleos del calor [49, 50, 131]. Debido a la naturaleza producto de la
carta, la solucion fundamental se puede calcular como el producto de la solucién en

(Q)° por la solucion en R"™, obteniéndose

1 2 ; 2
20 _ —|Im(z—z20)|?/2t 1K -Re(z—z0)—K t/2‘ 6.23
v (2) Viar) e K%%e (6.23)

Luego, se define el producto escalar

(.0, = | ¥(2)0(2)v)5(2) dz. (6.24)

Qc
La solucién fundamental ha sido evaluada en ¢/2 por conveniencia, como se

pondra de manifiesto més adelante. Se denotard HL*(Qc, Vf/oz) al espacio de Hilbert
de funciones de cuadrado integrable con este producto escalar.

Este espacio es un ejemplo de espacio de Hilbert con nicleo reproductor (reprodu-
cing kernel Hilbert space) [61]. Esto es debido a las propiedades del producto escalar.
En estos espacios por definicién existe una funcién holomorfa K(z,w), holomorfa
en ambos argumentos, i.e. K es holomorfa en z y antiholomorfa en w (holomorfa en

w). Para todo ¢ € HL*(Qc, V) se verifica la siguiente identidad

o(z) = g K(z,w)p(w)v(w) dw. (6.25)

Considérese ahora un operador lineal A en este espacio representado por un
kernel K 4(z,Zp) de la siguiente manera

Ap(z) = g Ka(z, w)p(w)vijp(w) dw. (6.26)

Dada una base ortonormal del espacio de Hilbert {u;(§)}, ¢ = 1,..., el kernel

reproductor puede escribirse

K(z,w) = Z wi(2)u; (w), (6.27)

y el correspondiente kernel del operador A se calcula como sigue

o0

Ka(z,0) = ) (Aui(2))ui (w). (6.28)

i=1
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A su vez la composicién de operadores tiene asociada el siguiente kernel

Kap(z,w) = Ka(z,0)Kp(v, )y, (v) dv. (6.29)
Qc

Isometria entre los espacios de Hilbert

Los espacios L*(Q, pi°) y HL*(Qc, v,7,) son naturalmente isomorfos. El isomor-
fismo

As: L(Q. pi) — HLX(Qe, V) (6.30)

viene dado por la integracién sobre () de la siguiente manera

Amazéﬁmﬂmw, (6.31)

donde p;(z) es la extension analitica de p;°(x) en la variable z.
La expresion anterior es un isomorfismo. Esto puede probarse explicitamente
usando las expresiones para los nucleos de las ecuaciones de calor de la siguiente

manera

(A f, At9>QC = Atf(z)Atg(z)uﬁoz(z) dz

= flx)g(2 “x, t)p; (2" ] fy (2) dz dx da’
Felote!) | 7502 .

La integral sobre Q¢ se evalué usando las expresiones (6.18) y (6.23) junto con las

relaciones de ortogonalidad usuales.

6.5. Integral de Feynman

En esta seccién se propone una definiciéon de integral de Feynman en la re-
presentacion holomorfa, adecuada para las variedades flat. Se dard una motivacién

heuristica de nuestra definicion. En primer lugar consideramos la propagacion de una



6.5. Integral de Feynman 119

funcién de onda ¢ durante un tiempo e. Esto es, se tiene una particula moviéndose
en la variedad sometida a algin potencial. La propagacion esta regida por la ecua-
cién de Schrodinger con operador hamiltoniano H. La isometria (6.30) representa un
mapa unitario entre la representacién de Schrodinger y la representacion holomorfa

en Qc. Se llamara H al hamiltoniano en esta tultima y Ky al kernel correspondiente.

Ho(z) = g Ky (z,0)p(w)y(w)dw. (6.33)

Partiendo de v¥(z,t) = e ) (z,0) como solucién de la ecuacién de Schrodinger

i% = Hyp con ¢(2,t) € HL*(Qc, ViTy)-

U(z,€) = e "Mp(2,0) = (1 — ieH)(2,0) =

= K(z,w)i(w,0)dvy(w) —ie [ Kp(z,w)Y(w,0)drv;j,(w). (6.34)
Qc Qc

Luego

K(z,w)¢(w,0) (1 - @'GM) ~

Oc K(z,w) -

~ K(Z, @)e_“KH(Z’E)/(K(Z’E))’QD('LU, O)dyf/% (w) (635)
Qc

Lo anterior es analitico, convergente y nos permite despreocuparnos por proble-

mas de dominio. Si bien, en general es cierto que
Ky (2,0)/(K(2,W)) # (Kn(z,w)/(K(2,)))" (6.36)

las dos integrales de Feynman difieren en términos cuadraticos en € para el caso
estudiado, dando lugar a la misma cuantica.

El operador de evolucion se obtiene exponenciando el hamiltoniano. Por medio
del desarrollo en serie de la exponencial y utilizando la propiedad de los kerneles de
las sucesivas potencias del hamiltoniano se obtiene lo siguiente

o) = [ (Z ““”KH?L@@)) S}y () du

n!

n=0

(6.37)

- K(z, w)e_“KH(Z’w)/K(Z’w)QS(w)Vf/OQ(w) dw + (2, €).
Qc
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Asi, llamando U,¢(z) = e “H ¢(z) y U.¢(2) a la tltima integral, se tiene

U.p(2) = U.p(2) 4 €4h(2, €). (6.38)

Si se divide un intervalo de tiempo 7' en n partes iguales, es decir T = ne, se
tiene

Ur = lim UZ,. (6.39)

n—o0

es decir

Urd(z) = lim Ufy,0(2) = lim (07,,6(2) + (T/n)’T(=,T/n)) = Uré(2). (6.40)

=1
n—oo

La ultima expresiéon sugiere definir un propagador de Feynman para un tiempo finito

T entre dos puntos de la variedad zy y 27, a tiempo T, dividiendo el intervalo [0, 7]

en n subintevalos iguales y tomando el limite n — co. Se obtiene

n n—1

G(zr, 20, T) = lim e D MR T K (2, 2m0) [ [ v (z) dzy, (641)
j=1

j=1
donde se ha definido el simbolo normal del hamiltoniano

Wz, @) = % (6.42)

~—

6.6. Ejemplos

El caso euclidiano

Como primer ejemplo se mostrara que en el caso euclidiano la definicién pro-
puesta para la integral de camino permite obtener los resultados conocidos para el
propagador [27]. Este caso no corresponde a una variedad compacta, pero la con-
vergencia de las integrales esta garantizada por la presencia de la medida gaussiana.
Este caso es el ejemplo candnico de espacios de funciones holomorfas, llamado espa-

cio de Segal-Bargman. El resultado puede compararse con otros en la bibliografia

139, 27].
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Considérese aqui el caso euclidiano unidimensional. La variedad ) es R. El kernel
del calor en R es
1 2
P(2) = ——= e~ (T /2, 6.43

La complexificacién de @) es Q¢ = C. El espacio de Hilbert holomorfo es el espacio de
Bargmann [7, 61]. Este es el espacio de Hilbert con kernel reproductor prototipico.

El kernel reproductor en este caso es

K(z,w) = ™", (6.44)
y la medida v™ es
T 1 —|z—x0|?
V(%) = —e lz=wol*/¢ (6.45)

La transformada (6.31) se reduce a la usual transformada de Bargmann, que

puede escribirse como
1
V27t

En lo que sigue se toma t =1y o = 0. A continuacién se considera el Hamilto-

Aif(z) = /Re_(x_z)Q/ztf(x) dzx. (6.46)

niano

0

que corresponde a un oscilador armoénico unidimensional renormalizado. El kernel

de este hamiltoniano es Kp(z, z) = zze**. La ecuacién (6.41) queda
1 n dz
n = - T n - n— .
GoreonT) = i [ Pt T 5 oy

Luego, reagrupando los términos se obtiene

_ n—1

7:j71)—i6 Z;z:_ll ijj_l—ieznznfl H dzj
L 271
Jj=1

(25

= n—1 _
G(zr, z0;T) = lim einin—1€ i1 %
n—oo Qn—l
C

(6.49)
donde se conservé el € = T'/n.
Como se ve esta expresion es la representacién de la conocida integral de Feynman

([27] o [139])

Gl 20 T) = / ¢ HT)FT) i [ (12(5)2)~h(=() Z)ds P (5] (6.50)
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El caso S!

Considérese el caso en que la variedad Q = S'. La solucién fundamental pfo(ﬁ),

centrada en 0, satisface la ecuacion del calor

apteo(e) 1 o
ot §A51pt () (6.51)

y converge a la delta de Dirac (6 — 6y), para t — 0. La funcién p% se escribe

[e.o]

o) = 3 pulye ), (6.:52)

k=—o00

y por lo tanto las funciones py satisfacen

dp(t) Lo
— =k t). 6.53
o 5 Pr(t) (6.53)
Obteniéndose finalmente
1 .
A0 = 3 et 5
keZ

Luego el producto escalar en S de dos funciones f y g es

<f7 g> _ QL /7r Z Emdneiﬁ(n—m) Z eik(e—ﬁo)—thﬂ do
TJ =

m,n=—o0o k=—o00

— Z émdne—i(m—n)eo—(m—n)%/z _ Z ( Z dej—k> e—ikeo—k2t/27

m,n=-—00 k=—o00 \j=—00
(6.55)

donde los ¢’s y d’s son los coeficientes de Fourier de f y g, respectivamente.

El espacio cotangente es el cilindro S* x R. Luego, la variedad compleja S
puede ser representada por la carta (—m,7) x R vista como la tira vertical en el
plano complejo.

Las funciones holomorfas definidas en el cilindro son aquellas funciones ho-
lomorfas en C y ademéds periddicas en la coordenada correspondiente a la parte
real. Como puede verse facilmente utilizando las condiciones de Cauchy—Riemann,

son de la forma

Ylw) = > e (6.56)

l=—
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Como el ntcleo del calor en una variedad producto es el producto de los res-
pectivos nucleos del calor [49, 50], en este caso en particular, el nicleo del calor en
S x R se obtiene de los nicleos del calor en S y R respectivamente, (6.54) y (6.43).

Luego, la medida v*°(z,t) en este caso es

1 _Im(z—zg)2 > in Ri _ 2
v (z) = e = einRe(z=20)—n"t/2, 6.57
0(E) = > (6.57)

La transformada de Segal-Bargmann (6.31) de una funcién f es muy facil de

hallar en funcién de sus coeficientes de Fourier, esta dada por

n(0—z)—n2t/2
27T/ f(o Ze db

n=—oo

2
E Cmezmz m t/2.

m=—00

(6.58)

Teniendo en cuenta que {€™*/y/27} con n entero constituye una base ortonor-
mal de L?(S'), usando (6.21) y (6.31) puede obtenerse {¢,}, base ortonormal de
HL*(S' x R, 1))

On(2) \/ﬁ / e dx. (6.59)

Luego, por la ecuacién (6.27) el kernel reproduetor es

e dxd
Z w - .
271— Z /—7( /_ﬂ pr (x)pxo (y) pt ( )pt (y) y

hez P (6.60)

_ L [Tpi@)pi(a)
27 /7r pi°(x) -

Por otra parte, como se dijo al referirse a la ecuacién (6.56) resulta que el kernel

reproductor en el cilindro se escribe como

i e ™% e (6.61)

m,n=—00

La propiedad (6.25) permite encontrar las condiciones que verifican los coeficientes
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kmn, en particular, tomando zy = 0 se tiene

W):/(_ K ) e

- 27r\1/ﬁ mm;j;w Dikon €™ Pt/ /(mr)XR pilwintipRew—(Imw)?/t g
B i e’ i Ytne PTG o
m=-00 n,p,l=—00
- i e i (0 i ke "2
o (6.62)
de donde se deduce que N
2, B = (669

n=—oo

Es decir, los coeficientes del kernel reproductor son los coeficientes de la matriz
(infinita) inversa de la que tiene coeficientes V,,,, = e(=t/2mn = ¢mn,

Encontrar la expresién exacta de los coeficientes k,,,, es un problema dificil. Sin
embargo, si se hace un ultraviolet cutoff, es decir si se considera solamente un ntiimero
finito de frecuencias, se puede obtener un expresion explicita.

Mediante un algoritmo puede obtenerse el kernel K (z, w) hasta el orden r deseado

Ko (z,0) = Y ke e (6.64)

m,n=—r

El kernel K,.(z,w) reproduce el subespacio generado por {eikz}zzo .

Matrices de Vandermonde

Por lo tanto, resolver k,,, implica encontrar la inversa de una matriz infinita de

Vandermonde generalizada.
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La matriz de Vandermonde generalizada usada en el presente caso es la siguiente

"zt Ayt 1 2l
—n —2 —1 2 n
T .z T 1 T T .
2 2 2 2 2 2
V(r) = ) (6.65)
—-n -2 -1 2 n
Topi1 o Topy1 Toppr 1 Topg1 Topyq - Loy

Encontrar la expresién exacta de los coeficientes k,,,, es un problema dificil. Sin
embargo, puede considerarse solamente un niimero finito de frecuencias y obtener un
expresion explicita, la cual reproduce hasta el orden deseado un subespacio generado
por armonicos de orden inferior.

En este caso :Uf = (=424 por lo cual la matriz resultante posee mayor simetria
en sus elementos, no obstante el alto grado de variabilidad en el orden de magnitud
de sus elementos dificulta el estudio desde un punto de vista numérico.

Por lo tanto, encontrar k,,, involucra encontrar la inversa de una matriz de

Vandermonde generalizada. La matriz de Vandermonde presente en este caso es

A Y
V"= 1 1 1 (6.66)
S A [

Es un problema de interés en particular encontrar algoritmos para invertir ma-
trices de Vandermonde generalizadas, [42, 87, 10, 115].

Pélya [113] ha dado condiciones suficientes en una matriz infinita A para asegu-
rar la solucion del sistema infinito de ecuaciones lineales Au = b, donde u y b son
vectores infinitos. Es interesante destacar que no se necesita imponer condiciones
sobre b. Dicha solucién resulta no ser tinica, de hecho se demostré que posee infini-
tas soluciones [113]. Este teorema ha sido 1til para la demostracién de problemas
similares, no triviales, como es el caso del trabajo de Copping [24] que mediante

la aplicacion del teorema de Pdlya encuentra condiciones para la existencia de in-
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finitas soluciones al problema de matrices infinitas AX — BX = C, donde B y C
son matrices arbitrarias y A una matriz que verifique las condiciones del teorema de
Polya.

Cabe destacar que encontrar la inversa de una matriz infinita de Vandermonde en
general es un problema complejo en lo que concierne a la existencia y unicidad, [115].
La tesis [115] estudia la convergencia de los elementos de la matriz de Vandermonde
infinita a través del método de seccion finita.

A continuacién se definen los polinomios de Horner para la base de potencias

{z7 .,z 1z, ... 2"}
Definiciéon 6.2. Sea

Qr) = an+1x"+1 +a, 2"+ .. taxtataxtta i+ Fax"

1

= (@ 2)(@ — 2a)or — ) @ — k)@t — ) (a!

-1

- 952n+1)
(6.67)

el polinomio maestro cuyos ceros (1, xa, ..., Tant1) son los nodos de la matriz de Van-

dermonde V (x). Luego se definen los polinomios {p_n(x), ...,p—1(x), po(z), ..., pn(x)}

como los polinomios de Horner de la base de potencias {x™", ...,z 1, 1,2,....2"} por
medio de
t —
Qita] = Y00 (6.68)

= ppt Aot po(x) Fpit 4+ pa(2)t” (6.69)
donde se define por conveniencia también el polinomio de Horner p,,1(x) = Q(x).

Puede obtenerse la matriz inversa de V() por medio de un algoritmo. Se obtiene

entonces V~!(z), la cual estd dada por la siguiente expresion

pi(21) pi(z2) - pi(Tonga)
V() = pg(.:m) P2(‘$2) p2($.2n+1) diag(

Q']

p2n+1(131) p2n+1($2) P2n+1($€2n+1)
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Por medio de este algoritmo puede obtenerse el kernel K(z,w) de manera aproxi-

mada hasta el orden r deseado

Ko (z,0) = Y kyne™e™™. (6.71)

m,n=—r






Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se desarrollaron modelos de cuantizacion que permiten generar la
evolucion cuantica en espacios de configuacion no triviales.

Los capitulos 1 y 2 se destinaron a introducir el concepto de cuantizacion y el
formalismo de integrales de Feynman resaltando su aplicacién a variedades rieman-
nianas.

En el capitulo 3, se desarrollé un método inspirado en el formalismo de inte-
grales de Feynman para el caso de grupos de Lie. Se estudié la evolucion de una
particula cuyo espacio de configuracion es un grupo de Lie equipado con una métrica
riemanniana bi-invariante. Para ello se definié un propagador infinitesimal, el cual
permite definir un propagador de Feynman. La integracion se realizé sobre el espacio
tangente al grupo en cada punto g € G, esto es, en el algebra de Lie del grupo en
consideracién por medio del paso al tangente mediante el mapa exponencial. Apare-
ce un potencial adicional en la ecuacién de Schrodinger dependiente de la curvatura
escalar del espacio de configuracién corroborando otros resultados previos. Ver [116].

Se estudio en particular el caso de una particula libre cuyo espacio de configura-
cion es el grupo SU(2) y se desarrollé la cuantizacién de una particula libre sobre la
esfera S™ para el caso n = 3 y n = 4. Todos los resultados presentados en el capitulo
3 son originales, la primera parte de los mismos se encuentra publicada en [15].

En el capitulo 4 se presento la conexién con el método de cuantizacion por medio

129
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de funciones holomorfas como el desarrollado por Hall [57] y con generalizaciones de
la transformada de Segal-Bargmann.

Luego en el capitulo 5 se desarrollé un método original de integracién funcional
inspirado en integrales de Feynman y en relacion con representaciones holomorfas de
la mecanica cuantica. El formalismo tiene en consideracion propiedades geométricas
de las variedades a cuantizar y mediante el uso del mapa exponencial se desarrolla-
ron las integrales que representan la evolucién infinitesimal en el espacio tangente
correspondiente.

En el capitulo 6 se construyé un método de cuantizaciéon por medio de integra-
les funcionales en variedades orientables compactas riemannianas de curvatura cero
(euclidean space forms), como primer paso para la cuantizacién en espacios mas
generales. La integracién se desarroll6 de manera distinta a la del capitulo anterior,
lo cual hace al formalismo esencialmente diferente. Las medidas de integracién pro-
vienen de la solucion fundamental de la ecuacién del calor. Los espacios de Hilbert
de funciones holomorfas definidos resultan ser ejemplos de espacios de Hilbert con
nicleo reproductor (Reproducing Kernel Hilbert Spaces). La existencia de un nicleo
reproductor permite escribir un propagador de Feynman y obtener asi expresiones
para la evolucion cudntica que en el caso euclidiano coinciden con las expresiones
conocidas de la integral de Feynman, ver por ejemplo [27]. El método de cuantiza-
cién propuesto en el capitulo 6 es un desarrollo original de la presente tesis y si bien
es aplicable a variedades de curvatura cero, el método que lleva a la construccion
de la integral de Feynman es interesante en si mismo. Ademads, permitié estudiar la
cuantizacion de space forms, lo cual es un resultado novedoso. Estos resultados se
encuentran en el trabajo [16].

Cabe destacar que las euclidean space forms de dimensién 3 presentan un in-
terés particular en cosmologia ya que permiten modelar la componente espacial de
los llamados flat-universe models, ver [34, 97]. Ver los trabajos més recientes de J.
Levin, en donde se busca desarrollar un modelo cosmoldgico plausible usando eu-

clidean space forms orientables y compactas de dimension 3 en concordancia con
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los resultados de las observaciones de la radiacion de fondo césmico de microondas

(cosmic microwave background) [98, 99, 100, 97].

Lineas de investigacion futuras

El fibrado cotangente de una variedad riemanniana admite una estructura com-
pleja compatible con la estructura simpléctica y el levantamiento natural de la métri-
ca riemanniana si y solo si la variedad es flat, es decir, la estructura compleja no es
integrable salvo que la curvatura sea cero (ver capitulo 6).

La restriccién en la integrabilidad para la estructura casi-compleja puede ser
eludida si se modifica la métrica. En [43], en el contexto de cuantizacién por defor-
macion, Gorbunov et al. construyen una métrica de Kahler en el espacio cotangente
que involucra potencias del momento, obteniendo asi una estructura de Kahler in-
tegrable.

También se ha probado que una variedad compleja puede construirse en un
entorno de la secciéon nula del fibrado tangente de una variedad riemanniana real. Son
los llamados tubos de Grauert [55, 56, 96, 127]. Las estructuras complejas definidas
alli, llamadas estructura complejas adaptadas, son compatibles con la estructura
simpléctica, dando lugar a variedades de Kéhler [65]. En ciertos casos la estructura
compleja existe en todo el tangente, por ejemplo, cuando la variedad base es un
grupo de Lie compacto con una métrica bi-invariante.

Resulta interesante estudiar a futuro la posibilidad de ampliar los resultados del
capitulo 6 y obtener una formulacién de integrales de Feynman holomorfa para el
caso de space forms no euclidianas.

Por otra parte, se podria profundizar la relacion exsitente entre los métodos de
cuantizacion desarrollados en la presente tesis y el formalismo de la cuantizacion

geométrica.






Apéndice A
Variedades riemannianas pesadas

Sea (M, u) una variedad riemanniana pesada (weighted Riemannian manifold)
[49], una funcién suave u(t,x) en RT x M se llama solucién fundamental de la

ecuacién del calor en un punto y € M si satisface en Rt x M la ecuacion del calor

ou
y la condicién
i t,.)=4,. A2
lim u(t,.) =9, (A.2)

Es decir, en el sentido de distribuciones, para toda ¢ € D := C§*(M),

tm [ ult,«)é(@)du(x) = o(y). (A.3)

t—0t M

Se dice que u(t,z) es solucién fundamental regular si, ademés de ser solucién
fundamental, es positiva y para todo ¢t > 0 verifica [, u(t,z)du(z) < 1.

Una funcién ¢;(z,y) en RT x M x M se llama solucién fundamental (regular) de
la ecuacion del calor, si para todo y € M, la funcién (¢, x) — ¢:(x,y) es una solucién
fundamental (regular) en y. Una funcién p,(z,y) definida en RT x M x M se llama

kernel del calor del operador A, si para todo f € L?,t > 0,2 € M,

e fx) = /N ) pe(z,y) f (y)du(y). (A4)
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Teorema A.1. [{9] Toda variedad riemanniana pesada (M, j1) posee un tinico kernel
del calor py(z,y), el cual es una funcion C> en RT x M x M y satisface las siguientes

propiedades:
» pi(x,y) es una solucion fundamental reqular de la ecuacion del calor
= pu(,y) = puly, )
 prs(@,y) = [y pe(@, 2)ps(z, y)di(z)

Veamos ahora el caso de una variedad pesada producto [49]. Se dice que (M, p)
es el producto directo de variedades pesadas (M’ 1/) y (M”, 1) si M es el producto
de M',M" y = 1/ ® p". Vale que los correspondientes Laplacianos A, y A,» se
extienden a L2(M, 1), conmutan y A, = A, + An. Luego et®r = e e y por
lo tanto el nicleo del calor p; en M es el producto tensorial de los ntcleos del calor

o,y pl en My M" respectivamente

pe(z,y) = pi(a’, y")pl (=", y"), (A.5)

donde z = (2',2") e My y = (v',y") € M.



Apéndice B
Formula de Trotter

Teorema B.1 (Trotter). Sean A y B dos operadores autoadjuntos en el espacio de
Hilbert H y sea A+ B un operador densamente definido y esencialmente autoadjunto

en Dom(A) N Dom(B). Vale el siguiente resultado:

i) Para todo ¢ € H se tiene que

lim Heit(A+B),¢ . (eitA/NeitB/N)NwH —0. (Bl)

N—oo

it) Si A y B son acotados inferiormente, entonces para todo 1 € H se tiene

lim ||e_t(A+B)¢ — (e_tA/Ne_tB/N)N¢|| =0. (B.2)

N—o0

En ambos resultados, la expresion A+ B se refiere a la inica extension autoadjunta

del operador definido en Dom(A) N Dom(B).

Para ver la prueba de este teorema para el caso especial en que A + B es densa-
mente definido y autoadjunto en Dom(A) N Dom(B) puede consultarse [64]. Para

la demostracién del teorema enunciado arriba, puede verse la seccion A.5 de [41].

135






Apéndice C

Complexificaciéon de un grupo de

Lie compacto

Dado un grupo de Lie K compacto y conexo definiremos su complexificacién K¢
[57],[58].

En principio K¢ debe ser un grupo complejo analitico cuya algebra de Lie £¢ sea
la complexificacién de ¢ (dlgebra de Lie correspondiente a K). Este requisito no hace

unico a K¢. Definimos entonces la complexificacion de K de la siguiente manera:

Definicién C.1. Sea K un grupo de Lie compacto y conexo. Su complexifiacion
K¢ es un grupo complejo-analitico de Lie junto con un homomorfismo de grupo
de Lie v : K — K¢ con la siguiente propiedad: si H es cualquier grupo de Lie
complejo-analitico y ¢ un homomorfismo de grupos de Lie de K en H, entonces
existe un unico homomorfismo complejo-analitico ® de K¢ en H tal que el siguiente

diagrama conmuta:
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En la definicién anterior si K resulta ser simplemente conexo, entonces es po-
sible probar que K¢ es el unico grupo de Lie conexo cuya algebra de Lie ¢ es la

complexificaciéon del algebra de Lie €.

Teorema C.1. Sea K un grupo de Lie compacto y conexo cuya dlgebra de Lie es €.

Luego
i) Eziste una complezificacion (i, K¢) y es inica, salvo isomorfismos.
ii) K¢ es conezo.
iii) El homomorfismo i : K — K¢ es inyectivo.
iv) El dlgebra de Lie de K¢ es la complezificacion de K.
v) ((K) es un subgrupo compacto mazimal de Kc.

Para ver la prueba de este teorema se puede consultar [71].

A modo de ejemplo mencionaremos los dos casos siguientes. Si K = R", luego
K¢ = C™. Por otro lado, si K = SU(n), K¢ = SL(n;C).

Observar que si K = R con la métrica usual, p; coincide con la medida gaussiana.

En particular, en el caso que K sea simplemente conexo, la complexificacion K¢

es el grupo de Lie simplemente conexo (unico) cuya dlgebra de Lie [¢ es [+ il.
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