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Resumen

Este trabajo es sobre la cohomologia de Hochschild de k-dlgebras de dimensién finita

HH*(A) = é HH"(A).

n>0

Los resultados obtenidos se refieren al calculo explicito de los grupos HH"(A) cuando A
es un algebra de cuerdas y a la descripcion de la estructura de dlgebra de Gerstenhaber
de HH*(A) cuando A es un élgebra monomial.

En primer lugar, utilizando la resolucion proyectiva de minimal de Bardzell, se hallan
los grupos de cohomologia de Hochschild de dlgebras de cuerdas triangulares y de dlgebras
de cuerdas cuadraticas, no necesariamente triangulares, haciéndose un analisis riguroso de
los elementos que son cociclos y cobordes del complejo asociado. Toda esta informacion
es usada en la ultima parte de este trabajo.

En segundo lugar construimos morfismos de comparacién entre la resolucion del radical
y la resolucién minimal de Bardzell en el caso de algebras monomiales. Estos morfismos
nos permiten definir la estructura de algebra de Gerstenhaber de HH*(A) cuando A es un
algebra monomial cuyos grupos de cohomologia HH"(A) han sido calculados a partir de
la resolucién de Bardzell.

Finalmente, utilizando el morfismo de comparacion y el conocimiento de los grupos
de cohomologia hallados en la primera parte de este trabajo, describimos la estructura
de algebra de Gerstenhaber de la cohomologia de Hochschild de las algebras de cuerdas
triangulares y de las dlgebras de cuerdas cuadraticas no necesariamente triangulares. En
el caso triangular pudimos mostrar que la estructura de anillo conmutativo graduado de
la cohomologia de Hochschild es trivial y pudimos obtener una férmula que nos permite
calcular su estructura de algebra de Lie graduada. En el caso cuadratico vimos que el
morfismo de comparacién adquiere una forma muy simple. En este caso usamos la infor-
macién de los grupos de cohomologia para encontrar condiciones sobre el carcaj asociado
a estas dlgebras que muestran como obtener estructuras no triviales.
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Abstract

This thesis is about the Hochschild cohomology of a finite dimensional k-algebra A

HH*(A) = é HH"(A).

n>0

The results refer to the explicit calculation of the groups HH"(A) when A is a string
algebra and the description of the Gerstenhaber algebra structure of HH*(A) when A is
a monomial algebra.

Firstly, using Bardzell’s projective minimal resolution, we find the Hochschild cohomo-
logy groups of triangular string algebras and of quadratic algebras, and we make a rigorous
analysis of the elements which are cocycles and coborders in the associated complex. All
this information is used in the latter part of this work.

Secondly, we construct comparison morphisms between the radical resolution and
Bardzell’s minimal resolution for monomial algebras. With these morphisms we define
the Gerstenhaber algebra structure of HH*(A) when A is a monomial algebra whose
cohomology groups are calculated using Bardzell’s resolution.

Finally, using the comparison morphisms and the knowledge of the cohomology groups
found in the first part of this work, we describe the Gerstenhaber algebra structure of
the Hochschild cohomology of A when A is a triangular string algebra and when A is a
quadratic algebra. In the triangular case we show that the structure of commutative ring
of the Hochschild cohomology is trivial, and we get a formula that allows us to calculate
the structure of graded Lie algebra. In the quadratic case we show that the comparison
morphisms take a very simple form, and we use the information about the cohomology
groups to find conditions on the bound quiver associated to these algebras in order to get
non-trivial structures.
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Introduccion

Esta introduccién tiene como objetivo presentar los principales resultados de este
trabajo y las motivaciones que nos impulsaron a la realizacién de los mismos.

La cohomologia de Hochschild es una teoria de homologia para algebras asociativas
sobre cuerpos. Posee importantes propiedades de invariancia, por ejemplo es invariante
bajo equivalencia derivadas y bajo equivalencia Morita. Fue introducida por G. Hochs-
child en 1945 en [Ho|. Para un &lgebra A sobre un cuerpo k y un A-bimédulo B, G.
Hochschild considera el grupo de aplicaciones n-lineales L} (A, B) y define el operador
coborde L?(A, B) — Ly (A, B) en analogfa con el correspondiente de la topologia alge-
braica. El n-ésimo grupo de cohomologia de este complejo se denota HH" (A, B), n > 0
y recibe el nombre de n-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild de A con coeficientes
en B. Posteriormente, en 1956, H. Cartan y S. Eilenberg extienden esta teoria a dlgebras
sobre anillos més generales en [CE]. Ellos prueban que los grupos de cohomologia pueden
obtenerse como un caso particular de la teoria de funtores derivados: si A° = A ®;, AP
es el dlgebra envolvente de A, y B es un A-bimdédulo (o, lo que es lo mismo, B es un A°-
modulo), ellos definen los grupos de cohomologia de A con coefcientes en B en términos
del funtor Ext, esto es, HH"(A, B) = Ext".(4, B).

Uno de los casos mas estudiados, y este sera el considerado en esta tesis, es cuando
el A-bimédulo B es igual a A, siendo A una k-algebra de dimension finita y & un cuerpo
algebraicamente cerrado. A las dlgebras que son de este tipo se les puede asociar un carcaj
con relaciones, lo que permite obtener informacién sobre los grupos HH"(A, A), que de
ahora en maés seran notados HH"(A), a partir de datos combinatorios que se expresan
en funcién del carcaj y las relaciones. Los primeros intentos de obtener féormulas para las
dimensiones de los grupos HH"(A) fueron hecho por Cibils [C1] y Happel [Hal. Sin em-
bargo, sélo en situaciones especificas se han hallado férmulas explicitas para determinar
estas dimensiones, ver por ejemplo [BLM, C1, C3, EH, GR, Ha, Lo, R1].

La cohomologfa de Hochschild HH*(A) = P, HH"(A) admite una estructura alge-
braica interesante; Gerstenhaber define en [G] dos operaciones: el producto cup

—U—:HH"(A) x HH™(A) — HH""™(A)
y el corchete de Lie
[—, =] : HH"(A) x HH™(A) — HH"t™ 1 (A).
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Ellos son inducidos por operaciones definidas usando la resolucién bar y dan a la coho-
mologia de Hochschild HH*(A) una estructura de dlgebra de Gerstenhaber. Mds precisa-
mente, (HH*(A),U) es un dlgebra conmutativa graduada y (HH*(A),[, |) es un dlgebra
de Lie graduada. Ademds estas dos operaciones se relacionan por medio de la identidad
de Poisson, esto es,

[gUh, f1=1lg, fJUh+ (—D)VIIH=Dg G [n, f]

y asi se tiene que (HH*(A),U, [, ]) es un algebra de Gerstenhaber. Ha sido probado que
ambas estructuras son preservadas bajo equivalencias derivadas, ver [Ha, K, R], lo que
aumenta aun mas el interés por su estudio.

Un problema actual es describir esta estructura, y una de las técnicas con que esto
puede hacerse es mediante la definicion de estas operaciones a partir de resoluciones mas
sencillas que la resolucién bar. Para el producto cup esto es posible, debido a que coincide
con el producto de Yoneda, y este tltimo se puede calcular utilizando cualquier resolucion
proyectiva del A-bimédulo A. Con respecto al corchete de Lie, sélo se han hecho descrip-
ciones en casos particulares, ver por ejemplo [Bu, SF, S].

Nuestro principal interés es el estudio de la cohomologia de Hochschild y su estructura
de 4lgebra de Gerstenhaber.

Los primeros resultados de este trabajo se refieren al calculo de los grupos de coho-
molgia de Hochschild de dlgebras de cuerdas triangulares y de algebras de cuerdas cuadrati-
cas.

Recordemos que un algebra es llamada de cuerdas si es Morita equivalente a un algebra
kQ/I con la presentacion (@), ) satisfaciendo:

S1) Cada vértice en @ es el origen de a lo sumo dos flechas y el final de a lo sumo dos
flechas;

S2) Para cada flecha a en @) existe a lo sumo una flecha § y a lo sumo una flecha v tal
que af € Iy ya & I.

S3) I es un ideal monomial.

Un algebra se dice cuadratica si el ideal I estd generado por caminos de longitud 2 y un
algebra se dice triangular si el carcaj asociado () no tiene circuitos orientados.

Debido a que las dlgebras de cuerdas son algebras monomiales, pudimos usar la re-
solucién proyectiva minimal de Bardzell desarrollada en [B] para calcular sus grupos de
cohomologia. De esta manera conseguimos formulas que nos permitieron determinar sus
dimensiones a partir de caminos visualizados en el carcaj con relaciones asociado a estas
algebras. Mas precisamente, obtuvimos los siguientes resultados:

Teorema 2.2.4. Si A es un dlgebra de cuerdas triangular entonces

1 sin =0,
dimy HH"(A) = { |Q1] + 7(0,0)7| — |Qo| +1 sin=1,
|+_(07 1)n| + ’_<070>r_1‘ 87; n Z 2

2



Teorema 2.3.8. Si A es un dlgebra de cuerdas cuadrdtica entonces

dim HHO(A) = |7(Qu//P1)7| +1,
dimy HH'(A) 17(0,0)7 | +[@1] = Qo] +1 st cark # 2,
) |7(0,0); | + |Q1] — |Qo] +14|Gi| sicark =2.

Teorema 2.3.10. Si A es un dlgebra de cuerdas cuadrdtica y n > 2 entonces

dimy HH"(A) = |7(0,0), [ + [€a] = [NEaaa| + 1 ((1,0) LU (0,1),,) N (AP//Qu))
dimy kG,,/ Im(1 — ¢) sin es par y cark # 2

+ ¢ dimyg £G,,—1/ Im(1 — ¢) sin es impar y cark # 2,
dimy kG,,/ Im(1 — t) + dimy kG,,_1/ Im(1 — ¢) si cark = 2.

En el desarrollo de la tesis daremos una definicién precisa de ~(a,b)”, T~ (a,b), con
a,b e {0,1}, G,, &y, v NE,—1, que son conjuntos especiales cuyos elementos son caminos
paralelos a ciertas concatenaciones de relaciones. Estos elementos nos permiten describir
bases de los grupos de cohomologia que son utilizados en la dltima parte de la tesis para
describir el producto cup y el corchete de Lie en HH*(A).

En la segunda parte de este trabajo nos concentramos en la estructura de algebra de
Gerstenhaber de la cohomologia de Hochschild de dlgebras monomiales. Nuestro propdsito
es obtener las definiciones del producto cup y del corchete de Lie a partir de la resolucion

de Bardzell.

Si A es un algebra monomial, consideramos la resolucién de Bardzell

Ap: ...— AQKAP,®A 2 AQKAP, @A — ... — AQKAP,®A 5 A — 0,
la resolucion del radical
Rad: ...— A@radA®" @4 A@radA® ' 94 — ... — AQA -3 A—50

y la resolucion bar

Bar: ...— A@pAY @p A A9y A% @p A — .. — A@p A =5 A — 0,

con F = kQ.

El producto cup y del corchete de Lie definidos por Gerstenhaber se expresan en fun-
cién de la resolucién bar, y la resolucion del radical fue utilizada por Claudia Strametz y
por Selene Sanchez-Flores en [S, SF] para estudiar el corchete de Lie.



Nosotros definimos explicitamente morfismos F : AP — Rad y G : Rad — AP y
asi obtenemos el primer resultado de comparacién:

Teorema 3.2.1. Las aplicaciones F y G son morfismos de comparacion entre las
resoluciones proyectivas Ap y Rad.

Su demostracion consiste en mostrar la conmutatividad de los diagramas

AQprad A% @p A—"> A @prad A% @5 A

Jo. =

A®p AP, @p A—" ~ Aoy AP, | ®p A

dn

A®p AP, ®p A A®p AP, ®p A

- [

A®prad A% @p A—"" A @y rad A% @ A.

Ademas estos morfimos de comparacion verifican la igualdad G o F = Idap.

Queremos destacar que nuestra eleccion de la resolucién del radical en lugar de la
resolucién bar ha sido simplemente para simplificar notaciones; a partir del morfismo G
se puede definir un nuevo morfismo de comparaciéon V : Bar — Ap y la misma demostra-
cién del Teorema 3.2.1 nos permite afirmar que V es también morfismo de comparacion.
Tenemos entonces que nuestro teorema compara la resolucién Bar y la resolucion Ap, y
de esta manera pudimos describir ambas estructuras, el corchete de Lie y el producto cup
en HH*(A), a partir de la resolucién de Bardzell. Mas precisamente, definimos el producto
cup y el corchete de Lie mediante las féormulas:

fUg=FmVr(Huv™g) vy [fgl=FmTHVR(f), V™ (9)))
donde

(F” : Homp_g(A%®", A) — Hompg_g(kAP,, A))
(V" : Homg_p(kAP,, A) — Homp_g(A®", A))

n>0 y
n>0

y estas férmulas inducen las operaciones Uy [, | en HH*(A).

En la ultima parte de este trabajo combinamos los resultados obtenidos para describir
explicitamente el producto cup y el corchete de Lie en la cohomologia HH*(A) cuando A
es un algebra de cuerdas triangular y cuando A es un dlgebra de cuerdas cuadratica.

En el primer caso, mostramos que la estructura de anillo conmutativo graduado de
HH*(A) es trivial.

Teorema 4.1.7. Si A es una dlgebra de cuerdas triangular, n,m > 0, entonces

HH"(A) U HH™(A) = 0.



Respecto a la estructura de algebra de Lie hallamos la siguiente formula de la operacion
0;, que se utiliza para calcular el corchete de Lie, en términos de caminos visualizados en
el carcaj con relaciones asociado a estas algebras:

Teorema 4.1.10. Sean n,m > 2, (p1,7) € ~(0,0);, LU(1,0)," y (p2,72) € ~(0,0), U

(1,0)+. Consideremos la descomposicion p; ==Y prap\™™". Entonces (p1,71) oi (p2,72)

es no nula st y solo si

(a) i =1, y5 = ba, mpﬁ"‘” € AP, 11 y by1 € P. En este caso,

(n—1)

(apl" ", 7) o1 (pa, ba) = (papt™ ™", 1),

(n

(b) i>1,a=cyy " Ypcpp e AP, m-1. En este caso,
(T orerap" ™) 01 (p2,72) = (P prcpap ™ ).

En el caso en que A es un algebra de cuerdas cuadratica vimos que, imponiendo condi-
ciones sobre el carcaj asociado a estas algebras, es posible obtener estructuras no triviales.

Teorema 4.2.4. Sea A un dlgebra de cuerdas cuadrdtica, n,m > 0. Si G, =0 = G,
entonces HH"(A) UHH™(A) = 0.

Teorema 4.2.7: Sea A un dlgebra de cuerdas cuadrdtica y G, # 0 para algin n > 0.
Entonces el producto cup definido en HH*(A) es no trivial. Mds precisamente,

(i) sin es parycark # 2, HH®"(A) UHH*"(A) # 0;

(ii) sin es impar y cark # 2, HH*'"(A) U HH*2"(A) # 0;
(1) si cark =2, HH*'"(A) UHH*"(A) # 0
para cualquier si, Sy > 1.

Con respecto al corchete de Lie, pudimos obtener resultados al considerar la subclase
de dlgebras gentiles, estas son algebras de cuerdas A = kQ/I tales que el ideal I esté ge-
nerado por relaciones cuadraticas y para cada flecha o € @) existe a lo sumo una flecha
y a lo sumo una flecha v tales que af € I y ya € I.

Teorema 4.2.9. Si A es un dlgebra gentil, n,m > 1, y G,_1 = 0 = G,,_1 entonces
[HH"(A), HH™(A)] = 0.

Teorema 4.2.12. Sea cark = 0 y A un dlgebra gentil tal que G, # 0 para algin
n > 0. Entonces el corchete de Lie definido en HH*(A) es no trivial. Mds precisamente,

(i) sin es par, [HH*"*1(A), HH*>""'(A)] £ 0;

(ii) sin es impar, [HH*" T (A), HH**" T (A)] # 0

5



para cualquier si,s9 > 1, 51 # Sg.

Queremos destacar que una de las principales motivaciones de esta tesis han sido los
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J.C. Bustamante estudia la estructura de anillo conmutativo graduado y la estructura
de algebra de Lie de la cohomologia HH*(A) en el caso en que A es un algebra de cuerdas
cuadratica triangular.

G. Ames, L. Cagliero y P. Tirao construyen un morfismo de comparacién entre la
resolucion reducida bar y la resolucion minimal de Bardzell para dlgebras truncadas y
describen el producto de Yoneda para estas familias de algebras.

Los resultados de esta tesis forman parte de tres articulos: uno publicado, uno enviado
y uno en etapa de redaccion.

Los resultados referidos a las algebras de cuerdas triangulares de las Secciones 2.2 y
4.1 aparecen en el trabajo
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Redondo, M. J.; Roman, L.
Gerstenhaber algebra of quadratic string algebras.
Disponible en arXiv:1504.02495v1 [math.RA].

Los resultados sobre el morfismo de comparacién del Capitulo 3 apareceran en el tra-
bajo

Romaén, L.
Comparison morphisms between resolutions for monomial algebras.
Trabajo en etapa de redacccién.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene definiciones y resultados tedricos que seran necesarios en todo
este trabajo.

1.1. Homologia

En esta seccion daremos algunas de las herramientas més importantes del dlgebra
homoldgica que serdan usadas a lo largo de esta tesis. Dada una categoria abeliana A,
notemos con C(A) a la categoria de complejos de A, cuyos objetos son los complejos
C*, esto es, C* es una sucesion de objetos y morfismos en A

C* - . on d" o+l artt Cnt2

con la propiedad de que d" o d"~! = 0, y los morfismos f : C* — D* en C(A) son familias
de morfismos ™ : C™ — D™ en A que hacen conmutativos a los diagramas

Cn ar CnJrl

fnl/ fn+1L

D" —— Dntl
Jn

Sin lugar a dudas, una de la definiciones elementales para comenzar a estudiar la teoria
de homologia es la de funtor de cohomologia:

HH" : C(A) — A, para cadan € Z,

con HH"(C*) definido por
HH" (C*) = Nud

~ Imdr1V’

HH"(f): HH"(C*) — HH"(D")

Zn — fulzn).



Para cada n € Z, el objeto HH"(C*) es llamado el n-ésimo grupo de cohomologia del
complejo C*. Los elementos del grupo HH"(C*) son llamados las clases de cohomologia y
los elemtentos de C™ son llamados las n-cocadenas. Cada clase de cohomologia esta re-
presentada por una n-cocadena c verificando que d"c = 0. Tales cocadenas son llamados
n-cociclos. Una cocadena ¢ de la forma d" !¢ se llama un n-coborde.

Sean C*,D* € C(A) y f,g : C* — D* morfismos en C(A). Una pregunta que es de
interés es cuando f y ¢g inducen el mismo morfismo entre HH(C*) y HH(D*). Para estudiar
este problema se introduce la nocién de homotopia.

Definicién 1.1.1. Sean f,g: C* — D* morfismos en C(A). Una homotopia s entre f
y g es una familia de morfismos s™ : C" — D"~}

on—1 ar! on dr ontl oL

n__n
/ Lf%
Canl dNn

. Dn—l Dn Dn+1 .

tales que d"ts™ + s"Tidn = fr — gn.

Si existe tal homotopia, se dice que f y g son homotdpicos y se nota f ~ g. Como
ya lo hemos anticipado, tenemos el siguiente resultado sobre homotopias.

Proposicién 1.1.2. [H, Proposition 3.1] Si f,g : C* — D* son morfismos de complejos
tales que f ~ g entonces

HH"(f) = HH"(g) : HH"(C*) — HH"(D*), para todo n € 7Z.

La relaciéon de homotopia es compatible con la composicion de morfismos y con la
aplicacién de funtores aditivos, esto es, si f ~¢g: C* — D*y ' ~ ¢ : D* — E* entonces

f'f~dg:C" = E,
y si F': Mod(A) — Mod(A) es un funtor aditivo entonces
Ff~Fg: FC* — FD".

Definicién 1.1.3. Sean C*,D* € C(A). Decimos que C* y D* son homotépicos si
existen morfismos f : C* — D*, g : D* — C* tales que fog~idp- ygo f ~idg+.

Una herramienta importante en el desarrollo de esta tesis se basa en la aplicacién de
los funtores Exty, donde A es una k-algebra. Si M es un A-médulo, los funtores

Ext”(—, M) : Mod(A) — Mod(k)

se definen como los funtores derivados a derecha del funtor contravariante aditivo Hom 4(—, M),
esto es,
Ext)(—, M) = R"(Homs(—, M)), paran > 0.
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Recordemos que esto significa que si N es un A-médulo, los grupos abelianos Ext'y (N, M)
pueden ser calculados como el n-ésimo grupo de cohomologia del complejo Hom 4 (P*, M),
donde

P —pmmt sp 5 P PP N—0

es una resolucién proyectiva de N. Es de suma importancia para su definiciéon verificar
que el funtor Ext”; (N, M) no depende de la resolucién proyectiva P* de N que se elija. El
siguiente resultado es esencial para este propésito.

Teorema 1.1.4. [H, Teorema 4.1] Sea f: X — X' un morfismo de A-mddulos,
pt.. 5P —-P_1—>--—F—>X—0

una resolucion proyectiva de X y
C*:iooo5C,—>Chy =5 Ch—> X' =0

un complejo exacto. Entonces eziste un morfismo de complejos (f,) : P* — C* tal que
fo1=f, y que es unico a menos de homotopias.

El morfismo (f,,) del teorema anterior es llamado un morfismo sobre f.

Corolario 1.1.5. [H, Proposicion 4.3] Dos resoluciones proyectivas de un A-mddulo N
son del mismo tipo de homotopia.

Como consecuencia de estos resultados obtenemos que Ext’} (N, M) no depende de la
resolucion proyectiva de N.

1.2. Cohomologia de Hochschild

Para describir la cohomologia de Hochschild necesitaremos fijar un cuerpo k y una
k-algebra A. Escribiremos ® en lugar de ®; y A®" para notar el producto tensorial
A®---® A de A n-veces. El dlgebra envolvente A° de A es simplemente el algebra
producto tensorial A ®; A% (donde A% es el dlgebra opuesta de A) y cuya multiplicacion
estd dada por (a ® b).(a' ® V') = ad’ ® b'b. Existe un isomorfismo entre las categorias
de A-bimédulos y A°-mdédulos a izquierda, obtenido de la siguiente manera: si X es un
A-bimoédulo entonces X tiene estructura de A°-médulo a izquierda, definiendo

(a®b)x =axb, paraa,b€e A z€ X,
Reciprocamente, si X es un A°-mdédulo a izquierda entonces definiendo
ar=(a®@1l)zyxb=(1®b)x, paraa,bc A xzeX
se tiene que X es un A-bimédulo.

La cohomologia de Hochschild se define como la cohomologia de un complejo espe-
cial asociado al A®-mddulo A. Debido a su importancia en esta tesis, describiremos la



construcciéon de este complejo. Se comienza definiendo una resolucion del A°-médulo A,
generalmente conocida como la resolucién bar. Para cada n > —1, los A°-mddulos
Sn(A) de esta resolucién son

Sp(A)=A""" = AQAR - AR A

vV
n+2 veces

donde la operacién de A°-moddulos estd dada por
alap ® a1 ®@ -+ ® ap @ Apy1)b = (aa0) ® a1 @ -+ @ ap, @ (an41b).
Para cada n > 0 los diferenciales b, : S,(A) — S,_1(A) son

bo(ap ®a1) = apar 'y
b(ap®a1 ® - ®a, ®ant1) = Z(_1)ia0®"'®aiai+1®"'®an+1-

0<i<n

Es claro que b, es morfismo de A°-médulos para todo n > 0. La demostracion de que
la sucesién de los A°-médulos S, (A) junto con los diferenciales b, forman un complejo
exacto se hace considerando primero las funciones s,, : S,(A) — S,41(A) definidas por
sp(a) =1®a, a € S,(A) que verifican que

bn—i—lsn + Sn—lbn = idS'n(A)a para n > 0;
boS_1 = IdS_l(A)-

De aqui se obtiene que by es un epimorfismo y que Nub; C Im b;, ;. Luego por induccion
sobre ¢ se prueba que b;b;;; = 0. Para més detalles ver [CE].

Asi la A°- resolucion bar del dlgebra A es la resolucion:
nt+2 by, n+1 3 b 2 b
bar: .- — A¥"T 25 A¥TT — 5 A 5 A® A — 0.

Si B es un A-bimédulo, aplicando el funtor contravariante Hom4e(—, B) a la resolucién
bar de A, obtenemos el complejo

0 — Homae(A%*, B) 5 Homae (A%°, B) -5 Hom e (A%", B) — -~

donde b"™ = Hom ¢ (b, B) es el morfismo inducido por b,. La cohomologia HH" (A, B) de
este complejo es el n-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild de A con coe-
ficientes en B. Los conjuntos de n-cocadenas, n-cociclos y n-cobordes de este complejo
seran notados como C"(A, B), Z"(A, B) y B"(A, B) respectivamente.

Para calcular los grupos de cohomologia de Hochschild es usual considerar identifica-
ciones de la forma

HOmAe(A®Ai®A7 B) — HOIl’lk(Az,B>
f—r
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donde f(a) = f(1®a®1). Asi obtenemos el isomorfismo de complejos

0 — Hom (A%, B) —2~ Hom. (A%°, B) %~ Hom . (42", B) —— - -

S

0 B © . Homy(A, B) —— Homy (A% B) —= -+ - |

1R

cuyos diferenciales
6" : Homy(A®", B) — Hom,(A®"" | B)

estan definidos por

@ a1 @ @ an1) = arf(az @+ ® apyr)

n

+ Z(_1>kf(al Q- Qaptpy1 @ -+ & Cln+1)
k=1

+ (—1)n+1f(a1 ® - @ ap)Unt1
y podemos calcular estos grupos como
HH"(A, B) 2 Nud"/Imdé" ', paran > 0.

Usando el isomorfismo anterior es posible dar una interpretacion de los primeros grupos
de cohomologia de Hochschild:

HH°(A,B) = Nu(s°)
= {be B:6§°0b) =0}
= {be B:6°b)(a) =ab—ba =0, Ya € A}.
En particular si el A>médulo B es igual a A, tenemos que HH’(A, A) = Z(A), el centro

de A.
HH'(A, B) = Nu(6")/Im(6°)

donde
Nu(6') = {f € Homy(4,B):6'(f)(a®b) =0, Va,b € A}
= {f € Homy(A, B) : af(b) — f(ab) + f(a)b =0, Va,b e A}
= Derk(A,B), el espacio de las derivaciones de A en B,
y

Im(6°) = {f € Homy(4,B): f =3°(b), b € B}
= {f, € Homy(A, B), b€ B: fy(a) = ab— ba}

= IntDery (A, B), el espacio de las derivaciones interiores de A en B.

Luego
HH'(A, B) ~ Dery (A, B)/IntDer (A, B).
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Observacién 1.2.1. Para cada n > 0 escribamos los A®-mddulos S,,(A) de la resolucion
bar en la forma

S(A)=AT"" —A@ A% @ A= A°® A%, (*)
Es claro que si A es k-proyectivo entonces A®" es k-proyectivo. Luego por (x) el A°-
mddulo S,(A) es A®-proyectivo. Asi bar es una A®-resolucidn proyectiva de A y por lo

tanto podemos definir el n-ésimo grupo de cohomologia de Hochschild de A con coeficientes

en B como
HH"(A, B) = Ext"j.(A, B).

En este caso tenemos que la cohomologia de Hochschild de A con coeficientes en B no
depende de la resolucion proyectiva de A sobre A° que se elija.

Parte de esta tesis tiene como objetivo calcular los grupos de cohomologia de Hochs-
child HH" (A, A) de una cierta familia de k-dlgebras A, donde k serd un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Teniendo en cuenta la observacion anterior, nuestro objetivo es encontrar
resoluciones adecuadas del A-bimdédulo A y hacer identificaciones, sobre sus complejos
asociados, de manera andloga a lo hecha anteriormente. En este caso los grupos de coho-
mologia HH"(A, A) los notaremos simplemente como HH"(A).

La cohomologia de Hochschild tiene importantes propiedades de invariancia, una de
ellas es la equivalencia Morita.

Definicién 1.2.2. Dos k-dlgebras A y B se dicen Morita equivalentes si existe un A-B-
bimodulo P y un B-A-bimaodulo Q) tales que PR®gQ ~ A como A-bimddulo y Q@ P ~ B

como B-bimddulo.
Se tiene el siguiente resultado referido a los bimédulos Py Q.

Lema 1.2.3. [W, Lema 9.5.4] Si P y Q definen una equivalencia Morita entre A y
B entonces P y () son proyectivos finitamente generados como A-modulos y como B-
modulos.

El siguiente resultado nos muestra la conexion entre la cohomologia de Hochschild y
la invariancia Morita:

Teorema 1.2.4. La cohomologia de Hochschild es invariante Morita, esto es, si A y B
son dlgebras Morita equivalentes, entonces

HH"(A, M) ~HH"(B,Q ®a M ®4 P) y HH"(B,N)~HH"(A,P®p N ®p Q)
para todo A-bimodulo M vy para todo B-bimddulo N.

Demostracién. Sea ¢ el funtor de la categoria de A-bimédulos a la categoria de B-
bimdédulos definido por

d(M)=Q R4 M ®4 P.

Similarmente sea 1) el funtor de la categoria de B-bimdédulos a la categoria de A-bimddulos
definido por
Y(N)=P®p N ®p Q.
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Por el lema anterior sabemos que P y () son proyectivos como A-médulos y como B-
modulos, entonces ellos inducen funtores exactos que envian resoluciones proyectivas de
A-bimédulos en resoluciones proyectivas de B-bimddulos y viceversa. Tenemos asi los
isomorfimos buscados

Ext’e (A, M) ~ Ext'ly.(B,¢p(M)) v  Exth(B,N)~ Ext}.(A,1(N)).
O
En particular, cuando el A-bimédulo M es igual a A tenemos el siguiente resultado.
Corolario 1.2.5. Si A y B son dlgebras Morita equivalentes entonces HH"(A) ~ HH"(B).

Demostracién. Se deduce del teorema anterior usando los isomorfismos
P(A)=QRs AR P~Q ®4 P~ B.
O

Por tdltimo daremos la siguiente proposiciéon que muestra que para calcular la coho-
mologia de Hochschild podemos restringirnos a algebras indescomponibles.

Proposicién 1.2.6. [W, Teorema 9.1.8] Sean A y B dos k-dlgebras. Si M es un A-
bimodulo y N es un B-bimddulo entonces

HH"(A x B, M x N) ~ HH"(A, M) & HH"(B, N).

1.3. El algebra de Gerstenhaber

En esta seccion mostraremos que la cohomologia de Hochschild de A admite una
estructura de dlgebra de Gerstenhaber.

Definicién 1.3.1. Una k-dlgebra graduada H = @©,czH" se dice un adlgebra de Gers-
tenhaber si existe un producto asociativo

U:H"x H™ — H"™™

y un corchete de Lie
[—,—]: H" x H™ — H"™1
tales que, dados a € H", b€ H™ y c € H', se verifican
1) bUa=(=1)""aUb (conmutativo);
2) [a,b] = —(=1)"=D=Dy a] (antisimétrico);

3) (_1)(n—1)(t—1)[[a7 b]a C] + (_1)(m—1)(n—1)[[b7 CL a’} + (_1)(t—1)(m—1)“c7 CL], b] =0 (zdentzdad
de Jacobi graduada);

4) [a,bUc] = [a,b] Uc+ (=1)"V™p U a,c] = 0 (identidad de Poisson).
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Gerstenhaber mostré en [G] que la cohomologia de Hochschild de un algebra A es
un dlgebra de Gerstenhaber. Mas precisamente, en el espacio de cohomologia HH*(A) se
pueden definir dos operaciones, un producto cup

U: HH"(A) x HH™(A) — HH""™(A)
y un corchete de Lie
[, —] : HH"(A) x HH™(A) — HH""™ 1(A).

Estas operaciones se definen a partir de férmulas explicitas expresadas en el complejo
de Hochschild. Luego se prueba que estas formulas inducen operaciones en los grupos de
cohomologia y que verifican las identidades de la Definicién 1.3.1.

Antes de mostrar estas operaciones tales como fueron hechas por Gerstenhaber, que-
remos presentar la definicion del producto de Yoneda, que coincide con el product cup
(ver [BGSS, Proposicién 1.1]) gracias al isomorfismo natural existente entre los grupos de
cohomologia de Hochschild y los funtores Ext".

Sean n,m > 0y sean P* y Q* resoluciones proyectivas del A°-médulo A. Sean f €
Exti.(A, A) y g € Ext’}.(A, A) con
f € Nu(Homae (dp41, A) : Homae (P, A) = Homye (P4, A) )

y
g € Nu(Homye(d), 1, A) : Homae (Qum, A) = Homae (Qut1, 4) ).

Como P* es una resolucion proyectiva y QQ* es exacta, existe una familia de A°-morfismos
fr @ Poyir — @ haciendo el siguiente diagrama conmutativo:

dn+m dn+m71 dn+l

Poim P P,
A N

Qu—— e Qe — Qo—Lm A—0
Lg

A.

La composicién go f,, : P, — A representa un elemento en Ext’;!™ (A, A) pues go f,, €
Nu(Hom ge(dpym, A)). Se puede mostrar que este elemento no depende de las elecciones
hechas, y asi hemos conseguido la aplicacién bilineal

Exth. (A, A) x Ext'. (A, A) — Ext%I™(A, A),  (f,9) = go fm

que recibe el nombre de producto de Yoneda.

Como ya mencionamos, el producto de Yoneda y el producto cup coinciden. La dife-
rencia entre los mismos radica en que el producto de Yoneda requiere de la construccién
de A°-morfismos completando de manera conmutativa el diagrama anterior, mientras que
el producto cup se describe directamente sobre cocadenas del complejo de Hochschild.
Damos entonces ahora la definicién a la que hicimos referencia en un principio.
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Definicién 1.3.2. Sean f € C"(A, A),g € C™(A, A) cocadenas del complejo de Hochs-
child. El producto cup de f y g es la (n + m)-cocadena

fUgeC™m(A,A)
definida por
fugl@a® @an®@1)=f1a® R, ®1)J(1® a1 ® @ tpyn @ 1).

De la definicién anterior tenemos que C*(A, A) = @;>0C"(A, A) se convierte con el
producto U en un anillo asociativo graduado. Ademas

T (fUg) =) Ug A+ (=) U (g).
Esta tltima igualdad muestra que, si
fezZ"AA) y geZ™A/A) entonces fUge Z™T(A,A),
y siendo f € Z"(A, A),g € Z™(A, A), si
feB"(AA) 6 g€ B"(A/A) entonces fUge B™T(A,A).

Por lo tanto, el producto cup induce un producto, también denotado por U, en HH*(A).
Gerstenhaber muestra en [G, Corolario 2| la conmutatividad de este producto, esto es,

fug=(=1)"gUf
para f € HH"(A), g € HH™(A).

La definicién del corchete de Lie, introducida por Gerstenhaber en [G], se realiza a
partir de operaciones intermedias definidas en C*(A, A). La primera de estas operaciones
es el producto o. Sean m > 0, f € C™(A,A)y g € C"(A, A). Para cadai = 1,...,m
consideremos la aplicacién bilineal

0; : C™(A, A) x C™(A,A) — C™" (A, A)
definida por sustitucion del i-ésimo lugar
foigl®ar® - @ anym-1®1)

=flRa® R4 109106 ®apyi1®1)Rapy; @ A1 @ 1)

cuando n > 0, y si n = 0, ¢ se identifica con un elemento de A y en este caso tenemos que
foglRa® ®ap1®1)=f1lRa1Q® - ®a1 IR a; - Qp_1 D 1).
El producto o es la aplicacién bilineal
0:C™(A A) x C"(A,A) — C™" (A, A)
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definida como la suma
m

fog=> (=) Dfog.

i=1
Esta definicién puede ser extendida a 0-cocadenas tomando fog = 0 si m = 0. Declarando

los elementos de C™(A, A) como homogéneos de grado m — 1, tenemos una primera
estructura de anillo graduado en C*(A, A) que satisface la identidad

(fog)oh—(=1)" VD (foh)og=fo(goh—(-1)" P Dhog)

para f,g,h en C™(A, A),C"(A, A) y CP(A, A) respectivamente. Asi (C*(A, A),0) es un
anillo graduado pre-Lie.

Ahora bien, consideremos la aplicacion bilineal
[—, =] @ C™(A,A) x C"(A,A) — C™" (A, A)

definida por

Esta aplicacion satisface las siguientes condiciones:
[f,9] = —(=1)t"= D= Vg, f] (1.1)

(_1)(m—1)(p—1)[[f’ g]a h] + (_1)(p—1)(n—1)[[h’ f]a g] + (_1)(n—1)(m—1) Hga h]a f] =0 (12>

para f,g,h en C™(A, A),C"(A, A) y CP(A, A) respectivamente y, por lo tanto, tenemos
que (C*(A, A),[—,—]) es un anillo de Lie graduado.

Para mostrar que la operacién definida induce una operaciéon en HH*(A), Gerstenhaber
considera el elemento m € C?(A, A) definido por

TlRaeab®1)=ab

y expresa el operador diferencial b* : C*(A, A) — C*(A, A) usando el cociclo 7 segin la
siguiente féormula:

bm+1(f) = [f: _ﬂ-] = [ﬂ-’f]'

De aqui se verifica facilmente que el operador b* es una derivacion de grado 1 del anillo
graduado de Lie C*(A, A), esto es, tenemos que

"t f, gl = [f,07 g + (=) IR g]
para f € C™(A, A),g € C"(A, A). Asi, si

fezZm™AA) y geZ'(A/A) entonces [f,g] € 2" (A, A)
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y siendo f € Z"(A, A),g € Z™(A, A), si
feB™A/A) 6 ge B"A/A) entonces [f,g] € B""(A, A)
y de esta manera (HH*(A),[—, —]) se convierte en un algebra de Lie graduada.

Ademas, Gerstenhaber prueba que la manera en que se relacionan los productos U y
[—, —] es por medio de la identidad de Poisson, esto es,

lgUh, f1=1g. flUh+ (=1)"* Vg U[h, f]

donde f, g, h son elementos de HH?(A), HH™(A), HH"(A) respectivamente.

Como conclusién de todo lo presentado, tenemos que (HH*(A), U, [—, —]) es un dlgebra
de Gerstenhaber.

1.4. Algebras de caminos y carcaj asociado a un alge-
bra

En esta seccién trabajaremos con k-algebras de dimensién finita, donde k sera un cuer-
po algebraicamente cerrado y, a menos que se indique lo contrario, de ahora en adelante
en esta tesis todas nuestras algebras seran asumidas con esta propiedad. La razon de esta
consideracién es que tales algebras pueden ser visualizadas mediante un carcaj con relacio-
nes. Mas exactamente, el Teorema de estructura de Gabriel dice que es equivalente
estudiar k-algebras de dimensién finita, basicas e indescomponibles, a estudiar cocientes
de algebras de carcaj por ideales admisibles. En esta seccién pretendemos recordar estos
resultados.

Definicién 1.4.1. Un carcaj @ = (Qo, Q1) es un grafo orientado. Mds precisamente, un
carcaj estd dado por un conjunto Qg de vértices y un conjunto ()1 de flechas, junto con
un par de funciones s,t : Q1 — Qq las cuales asocian a cada flecha o € Qq su origen s(«)
y su final t() respectivamente.

Una flecha a € )1 de origen s(a) = i y final t(«) = j usualmente es denotada por
a @1 — j. Un carcaj se dice finito si los conjuntos )y y @)1 son finitos. El grafico
subyacente () de un carcaj Q se obtiene a partir de @) olvidandonos de la orientacién de
las flechas. El carcaj @ se dice conexo si Q es un grafico conexo.

Un camino w de longitud [ > 1 con origen ¢ y final j es una sucesién de [ flechas
aj ...y tales que s(ay) =4, t(oy) = j v t(a,) = s(ay11), donde 1 < r <[ — 1. Denotamos
por | w | la longitud del camino w. A cada vértice i le asociamos un camino trivial de
longitud [ = 0, llamado e;, siendo en este caso s(e;) = t(e;) = i. Un circuito orientado
es un camino no trivial w tal que s(w) = t(w). Un circuito orientado de longitud 1 se
llama lazo. Un carcaj () se dice triangular si no contiene circuitos orientados.

Definicién 1.4.2. Sea () un carcaj y k un cuerpo. El dlgebra de caminos kQ) de () es
el k-espacio vectorial con base el conjunto de todos los caminos del carcaj @), incluso los
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triviales, con el producto de dos elementos base no triviales « =y ... o, y B =01...0m
de kQ definido por

0B = { 0 s1 t(an) £ 5(61)7
Tl areccanfre B st tHaw) = s(5)

y en el caso de los caminos triviales

0 sio=c¢e;,3=e¢€;j coni#j,
af=< f sia=e;,3=701...0m con s(fB) =1,
a  sia=o...an,0=¢; contla)=j.

Este producto se extiende por linealidad a todo kQ), obteniéndose asi la k-dlgebra asociativa

kQ.

Como ya lo hemos senalado anteriormente queremos considerar k-algebras A de di-
mension finita. Si A es un algebra de este tipo entonces A puede ser vista como un objeto
en Mod A y por el teorema de Krull - Schmidt, A admite una tinica descomposiciéon en
suma directa

A=PoP&...oP, (I

donde cada uno de los médulos P; son A- médulos proyectivos indescomponibles. Cuando
en la descomposicién anterior se tiene que P; ~ P; si y sélo si ¢ = j, la k-algebra A se
dice basica.

Nuestro objeto de estudio es la cohomologia de Hochschild de k-dlgebras de dimensién
finta y, de acuerdo al Corolario 1.2.5, en el siguiente teorema vemos que no se pierde
ninguna generalidad al considerar solamente k-algebras basicas.

Teorema 1.4.3. [AF, Proposicion 27.14] Para toda k-dlgebra A de dimension finita,
existe una unica, a menos de isomorfismos, k-dlgebra B de dimension finita y bdsica tal
que A y B son Morita equivalentes.

Una k-élgebra es indescomponible si no es suma directa de dos k-dlgebras o equi-
valentemente, si los Unicos idempotentes centrales son 0 y 1.

La Proposicion 1.2.6 y el siguiente resultado nos dicen que, sin pérdida de generalidad,
podemos restringirnos a algebras indescomponibles.

Teorema 1.4.4. [AF, Teorema 7.9] Toda k-dlgebra de dimension finita es isomorfa a una
suma directa de un numero finito de k-dlgebras indescomponibles de dimension finita.

Consideremos la k-algebra k£Q). No es dificil ver que si ) es un carcaj finito, k@) es una
k-algebra asociativa cuya unidad es Zier e, y que k@) es una k-algebra de dimensién
finita si y sélo si @) es triangular. Tenemos también el siguiente resultado.

Proposicién 1.4.5. [ASS, Corolario 1.11] Sea @ un carcaj finito, conexo y triangular.
Entonces el dlgebra de caminos kQ) es una k- dlgebra bdsica, indescomponible y {e; : i €
Qo} es un congunto completo de elementos idempotentes ortogonales primitivos de kQ).

18



Sea () un carcaj finito y conexo, denotemos por J el ideal bildtero de k() generado por
las flechas de ). Un ideal bilatero I del algebra de carcaj k(@) se dice admisible si existe
m > 2 tal que

JTCICJ

Una relacién p en () es una combinacion k-lineal de caminos de longitud mayor o igual

a dos,
p= Z Aiw;
i=1

donde \; € k y los caminos w; verifican que s(w;) = s(w;) y t(w;) = t(w;) para todo 1, j.
Cuando m = 1, p se dice una relacién monomial. Una relacién monomial w se dice
cuadratica si w es un camino de longitud 2.

Se puede probar que si () es un carcaj finito, existe un conjunto finito de relaciones
{p1,--.,pm} que generan el ideal admisible /. El par (@, ) se denomina carcaj con
relaciones y el algebra cociente kQ)/I es conocida como el dlgebra de caminos con
relaciones. Damos el siguiente resultado respecto al algebra kQ/I.

Proposicién 1.4.6. [ASS, Corolario 2.12] Sea QQ un carcaj finito e I un ideal admisible
de kQ. El dlgebra kQ/I es de dimension finita y bdsica. Si ademds Q) es conexo, kQ/I es
imdescomponzible.

Dado un carcaj (), hemos definido su algebra asociada y cocientes de estas por ideales
admisibles, y vimos que sometiendo () a algunas restricciones obtenemos algebras basicas
e indescomponibles. Haremos ahora un proceso inverso, dada una k-algebra A basica,
indescomponible y de dimensién finita sobre un cuerpo k, definiremos a continuacion el
carcaj ordinario de A que denotaremos () 4.

Consideremos un sistema completo de idempotentes ortogonales primitivos {ey, ..., e,},
la existencia de tal sistema es clara por ser A una k-algebra de dimension finita, mas atn,
A= Ae; @@ Ae, es la descomposicion (I) de A en suma de A-mddulos indescomponi-
bles. Los vértices de (04 seran tantos como los idempotentes del sistema, o sea n. A cada
vértice 7 se le asocia el idempotente e; y el nimero de flechas que comienzan en el vértice
1 y terminan en el vértice j es

dimy[e;(radA/rad®A)e;)

con la estructura natural de A-bimddulo del cociente radA/rad*A. Como A es de dimen-
sién finita, también lo es cada espacio vectorial de la forma e;(radA/rad?A)e;.

Hay otros carcajes asociados a A, como por ejemplo el carcaj de Auslarder-Reiten, el
carcaj estable. El nombre ordinario se le da a ()4 para distinguirlo de los otros.

El siguiente resultado, al cual nos hemos referido al comienzo de la seccion, fue probado
por Gabriel y muestra la importancia de las dlgebras de caminos.

Teorema 1.4.7. [ASS, Teorema 3.7] Toda dlgebra A de dimension finita sobre un cuerpo
k algebraicamente cerrado, basica e indescomponible es isomorfa a un cociente de un
dalgebra de caminos sobre un ideal admisible, es decir, A~ kQ/I.
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Si A es una k- algebra de dimension finita, basica e indescomponible, vimos que existe
un isomorfismo A ~ kQ4/I, donde I es un ideal admisible de kQ4 y el par (Q,I) es
llamado una presentacion del algebra A . En esta tesis consideraremos algebras de
la forma kQ/I, con @ finito y conexo e I un ideal admisible generado por relaciones
monomiales.

1.5. La resolucion de Bardzell

En esta seccién recordamos la definicion de la resolucién proyectiva minimal cons-
truida por M. Bardzell en [B] para algebras monomiales de dimension finita, esta son
algebras de la forma kQ/I, donde @) es un carcaj finito e I ideal admisible generado
por un ntumero finito de relaciones monomiales. Se incluiran también muchas de las pro-
piedades que esta verifica, debido a la utilidad de esta resolucion a lo largo de toda la tesis.

Sea A = k@Q/I un algebra monomial de dimension finita y sea R = {p1,...,pm} un
conjunto minimal de generadores monomiales minimales del ideal I, esto es, R es un con-
junto minimal de generadores de [ y si p; € R ningun subdivisor propio de p; estd en R,

ver [FFG].

Para describir los A-bimddulos proyectivos de la resolucién de Bardzell, necesitaremos
dar algunas definiciones y notaciones.

Las n-concatenaciones serdan elementos definidos inductivamente como sigue: dado
un camino 7" en @, consideremos el conjunto de vértices correspondientes a origenes y
finales de flechas pertenecientes a T', con < el orden natural del conjunto ordenado de
vértices del camino 7. Sea R(T) el conjunto de caminos en R que estan contenidos en el
camino 7T'. Fijemos p; € R(T') y consideremos el conjunto

Ly = {p € R(T) : s(p1) < 5(p) < tp1)}.

Si Ly # (), sea py € Ly tal que s(p2) es minimo respecto a todo p € Ls. Supongamos que
P1, P2, - - -, pj han sido construidos y sea

Lipr ={p € R(T) : tpj—1) < s(p) < t(p;)}-
Si Lji1 # 0, sea pji1 € Ly tal que s(pj41) es minimo con respecto a todo p € L.

Definicién 1.5.1. La upla (p1,...,pn—1) de elementos de R es llamada una n-concate-
nacién y el camino contenido en T de origen s(p1) y final t(p,—1) es llamado el soporte
de la concatenacion y denotado por w(py,...,pn_1)-

Notaremos AP, el conjunto de soportes de n-concatenaciones. Graficamente las con-
catenaciones pueden ser visualizadas de la siguiente manera:

p1 p3 ps
—_— —_—

p2 Pa
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Es posible hacer una construccion dual a la anterior. Consideremos nuevamente un
camino 7" en () con el orden natural < en los vértices y flechas de este camino y fijemos
¢1 € R(T) y tomemos ahora el conjunto

Ly ={q € R(T) : s(q1) < t(q) < t(q)}-

Si L3P # 0, sea go € L9” tal que t(g2) es méximo con respecto a todo ¢ € L3”. Supongamos
que qi, @2, - - -, ¢; han sido construidos y sea

LE, ={q € R(T) : s(g;) < t(q) < s(gj-1)}-

Si L%, # 0, sea g1 € L7, tal que £(g;41) es maximo respecto a todo g € L.

Definicién 1.5.2. La upla (¢n-1,-..,q1) de elementos en R es llamada una n-op-conca-
tenacidén y el camino contenido en T de origen s(q,—1) y final t(q1) es llamado el soporte
de la concatenacion y denotado por wP(q,—_1,...,q1).

Notaremos AP el conjunto de soportes de n-op-concatenaciones y w?(q,_1,...,q1) =
wP(qt, ... q"h).

Observacion 1.5.3. Por definicion AP, = AP,” = R.

El siguiente resultado muestra la importancia de considerar ambas construcciones.
Incluimos su prueba pues la misma no aparece en el trabajo de Bardzell y las desigualdades
que en ella demostramos seran muy necesarias en el desarrollo de esta tesis.

Lema 1.5.4. [B, Lema 3.1] Sin > 2 entonces AP, = AP.

Demostracién. Debemos probar que para cualquier n-concatenacién (py, ..., p,_1) exis-
te una tinica n-op-concatenacién (¢!, ..., ¢" 1) tal que w(py, ..., pn_1) = wP(q, ..., ¢"1).
Utilizaremos para esto la construccién de las relaciones p;; la otra inclusién se prue-
ba similarmente usando la construccién de los caminos ¢/. Observemos primero que
w(p1) = w(p1) y w(p1, p2) = w(p1,p2). Asumamos ahora que n > 3 y sea T el camino
dirigido w(py, . .., pn_1).- Es claro que ¢"~' = p,_; pues son relaciones en R contenidas en
el mismo camino 7'y finalizando en el mismo vértice. Mostraremos la existencia de las
demsés relaciones ¢’ para lo cual debemos ver que los conjuntos

LY = {qeR(T):s(¢*") <tlq) <s(¢/™?)}, paraj=1,....n—3 vy
LYy = {geR(T):s(q"™") <tlq) <t(d" ™)}

son no vacios. Como p,_; = ¢"!, de la construccién de p,_s v p,_1 sabemos que

§(pn—2) < t(pn-3) < 5(Pn-1) = s(¢""") < t(pn-2)

y por lo tanto como los elementos de R son caminos de longitud minimal

t(pn—z) < t(g"™"),

asi de las desigualdades anteriores se tiene que
S(qn_l) < t<pnf2) < t(qn_l)ﬂ
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esto es, p,_o € L¥,. Ahora ¢" 2 debe ser elegido de manera tal que t(¢"~?) sea maximo
entre todos los elementos de L ,, tenemos asf que t(p,_o) < t(¢"2) y como los elementos
en R son caminos de longitud minimal, s(p,_2) < s(¢"?). Ahora t(¢"™?) < t(¢"!) =
t(p,_1) nos dice que ¢""2 # p,_; y de la minimalidad del origen de p,_; es s(¢"?) <
t(pn—3). Entonces

$(pn-2) < s(¢"7?) <tpn-s) vy tPa—2) <HE ) < Upnr)-
Haremos ahora un argumento inductivo. Supongamos que existe ¢" 7 € R(T') verificando

$(Pnj) < s(¢"7) <tlpn—j1) ¥y t(Pn—j) <G < t(Projtr). (1.3)

n—j—1

Hallemos ¢ . De las anteriores desigualdades y la construccién de p,,—; 41 tenemos que

S(Clnij) < t(pnfjfl) S 5(pnfj+1) S 5(qn7j+1)-

Asf el conjunto L;” ; ; # 0, pues p,—;_1 € L’ ;| y de la maximalidad de t(¢"7~") se
tiene que

t(Pn—j—1) < t(q"’j’l) y por lo tanto  s(pp—j—1) < s(q"’j’l).

De la definicién de ¢" 7~ y de (1.3),

tg ) < s(¢" ) < tHpn—j)

y esto dice que ¢" 77! # p,_;. Por la minimalidad del origen de p,_; tenemos que
s(@"77Y) < t(pn—j2) v ast

$(pn—j—1) < s(" 7Y <tlpnj—2) ¥ tHpa—jr1) ST < Hpa—y). (1.4)

Habiendo ya mostrado la existencia de las relaciones ¢ para j = 1,...,n—1, para finalizar
la demostracién debemos ver que ¢! = p1, pero esto se deduce de las desigualdades

t(p1) < t(q') < s(¢) <t(p2), yporlotanto s(p1) < s(q') < s(p2),
y de la minimalidad del origen de ps. O
Definicién 1.5.5. Para cualquier w € AP,, Sub(w) = {w’ € AP,_; : w' divide w}.
Ejemplo 1.5.6. Consideremos las siguientes relaciones contenidas en el camino T':

P4
1 6
p 73 p

b7
b2 Y4

Entonces w = w(p17p27p47p57p7) es una 6-concatenacion , W= wop(p17p37p4ap6ap7) )

Sub(w) = {w(p1, pa2, P, Ps), W(P2, P3, P5, P6), W(D3, Pa, De, D7) }-

Como se verd en muchos resultados las syzygies de la resoluciéon de Bardzell experi-
mentan un comportamiento alternado. El siguiente lema es crucial para comprender este
comportamiento.
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Lema 1.5.7. [B, Lemma 3.3] Sim > 1 y w € APy, 1 entonces | Sub(w)| = 2.

Conforme al lema anterior, si m > 1 para cualquier w € APy, 11 tenemos que Sub(w) =
{11, 19}. Denotaremos L(11) y R(19) los caminos que verifican

w = L(Y1)11 = Y2 R(1y);

De la misma manera, para cualquier w € APy, si 1) € Sub(w) denotamos L(¢) y R(1))
a los caminos que verifican

w = L)Y R(V).
Lema 1.5.8. [B, Lema 3.4] Sim > 1, w € AP,, y ¢ € Sub(w) entonces L(1)), R(¢) no
son divisibles por caminos en R.

Teniendo todas las herramientas necesarias, describiremos la resolucién proyecti-
va minimal de Bardzell. La demostracién de su existencia puede encontrarse en [B,
Teorema 4.1]. Esta resolucién es la siguiente:

s AQKAP, @ A AQKAP, (©A — ... — AQKAP, @ A L5 A — 0

donde kAPy = kQo, kAP, = kQ1 vy EAP, es el espacio vectorial generado por el conjunto
de soportes de n-concatenaciones. Todos los productos tensoriales son tomados sobre
E = kQy, la subalgebra de A generada por los vértices. Los diferenciales de esta resolucion

dp: AQKAP, ® A - AR kAP, 1 ® A
estan dados a partir de las definiciones hechas anteriormente:
plee®l) = e,
Ql®a®l) = a®ep @1 -1 ey @ a,
bn(l@w®l) = > L) @¢eR{),

YESub(w)
dom1(1@w®1) = L) @Y @1 —1® 1 @ R(s).

Observacién 1.5.9.

1) La descripcion de la resolucion proyectiva que hemos dado es equivalente a la dada
por Bardzell, debido al isomorfismo de A-bimddulo

P As(p) @1 t(p)A~ A®p kAP, ®p ®A
peEAP,

dado por
At(p) @ s(p)p — A @B p @ 1,
donde \,u € A, p € AP,.

2) En [Sk] Skéldberg muestra la ezactitud del complejo que hemos descripto: define
E-A-morfismos c: AQ kAP, 1 ® A— AR kAP, ® A,

clayp®1)= Z L(w) ® w® R(w)

weAP,
L(w)wR(w)=a1)

que resultan ser una contraccion de homotopia de dicha resolucion, ver [Sk, Teorema
1] para mas detalles.
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Capitulo 2

Cohomologia de Hochschild de
algebras de cuerdas

Las algebras de cuerdas pertenecen a la clase de dlgebras biseriales especiales, que
fueron introducidas por Skowroniski y Waschbiisch en [SW].

Un algebra se dice biserial si el radical de todo mdédulo proyectivo indecomponible es
suma de dos médulos uniseriales cuya interseccién es simple o cero, ver [F]. Estas algebras
han sido estudiadas por varios autores y desde distintos puntos de vista dado que una
gran variedad de ejemplos naturales de algebras que aparecen en la literatura son de este
tipo.

La teoria de representacion de estas algebras fue estudiada por Gelfand y Ponomarev
en [GP], quienes clasificaron todos los médulos indescomponibles. Esta clasificacién mues-
tra que las algebras biseriales especiales son siempre de tipo manso. En el caso particular
de algebras de cuerdas, Butler y Ringel describieron en [BR] la estructura de su carcaj de
Auslander - Reiten.

Un élgebra se dice de cuerdas si es Morita equivalente a un algebra especial biserial
monomial.

En este capitulo calcularemos los grupos de cohomologia de Hochschild de algebras de
cuerdas triangulares y de algebras de cuerdas cuadraticas, no necesariamente triangulares.

2.1. Algebras de cuerdas

Comencemos la seccién dando la definicién de un algebra de cuerda. Sea A un élgebra
bésica, conexa, de dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k y sea (Q, I)
una presentacién de A.

El par (@, I) se dice biserial especial si satisface las siguientes condiciones:

S1) Cada vértice en @ es el origen de a lo sumo dos flechas y el final de a lo sumo dos
flechas;

S2) Para cada flecha a en @) existe a lo sumo una flecha § y a lo sumo una flecha v tal
que af €l yya&l.

Si ademads el ideal I estd generado por caminos, la presentacién (@, I) se dice de cuerdas.
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Definicién 2.1.1. [SW] Un dlgebra se dice biserial especial ( o de cuerdas) si es
Morita equivalente a un dlgebra de caminos kQ/I con (Q,I) una presentacion biserial
especial (o0 una presentacion de cuerdas, respectivamente).

Ejemplo 2.1.2. Sea A = kQ/I el dlgebra dada por el siguiente carcaj Q:

ZEN

-
@3
ag

w

g

1
a7T
6

N —

—_—

N

5

siendo I =< 100003, Qa0ly, Q50e0R05, (405, Qglly, Qir(lp, i3(iy >. Entonces A es un
algebra de cuerdas.

Debido a que la cohomologia de Hochschild es invariante bajo equivalencia Morita, sin
pérdida de generalidad podemos asumir que nuestras algebras de cuerdas son de la forma
A =kQ/I, donde (Q, ) es una presentacién que satisface las condiciones anteriores. Con
respecto al ideal I, fijaremos un conjunto minimal R de caminos de longitud minimal
que lo generan. Ademas, fijaremos un conjunto P de caminos en () tal que el conjunto
{v+ 1,7 € P} es una base de A = kQ/I.

2.2. Cohomologia de algebras de cuerdas triangulares

En esta seccion calcularemos los grupos de cohomologia de Hochschild de algebras de
cuerdas triangulares, esto es, el carcaj asociado () no tiene circuitos orientados.

Recordemos que los grupos de cohomologia de Hochschild HH*(A) de un &lgebra A
son los grupos Ext’_,(A, A) y ya que las dlgebras de cuerdas son algebras monomiales,
sus grupos de cohomologia de Hochschild pueden ser computados usando la resolucion
proyectiva minimal dada por Bardzell en [B] que ha sido descripta en los preliminares.

Mas precisamente, los grupos de cohomologia de Hochschild son los grupos de cohomo-
logia del complejo que obtenemos de la siguiente manera: aplicamos el funtor Hom4_4(—, A)
a la resolucién minimal de Bardzell y luego consideraremos los isomorfismos

Homy_ 4(A® kAP, ® A, A) ~ Homp_g(kAP,, A).
Asi el complejo con el cual trabajaremos es:
0 — Homp_p(kAPy, A) 2% Homp_p(kAP,, A) 22 Homp_p(kAP,, A) - --
donde
Di(f)(a) = af(eya)) — fles@))a,
Do(f)(w) = >, L@)()R(®),

YESub(w)

Domi1(f)(w) = L) f(shr) = f(h2) R(1h2).
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Para el calculo de la cohomologia necesitaremos describir este complejo: describiremos
bases explicitas de estos k-espacios vectoriales y estudiaremos el comportamiento de los
morfismos D, entre ellos con el propdsito de obtener informacién sobre sus ntcleos e
imagenes.

Recordemos que hemos fijado un conjunto P de caminos en () tal que el conjunto
{y+1:v € P} es una base de A = kQ/I. Para cualquier subconjunto X de caminos en
@, denotamos (X//P) el conjunto de pares (p,~y) € X x P tales que p,~y son paralelos en
@, esto es,

(X//P) ={(p,7) € X x P :s(p) = s(7),t(p) = t(7)}-

Observar que los k-espacios vectoriales Homp_g(kAP,, A) v k(AP,//P) son isomorfos vy,
de ahora en adelante, identificaremos a (p,v) € (AP,//P) con el elemento base f,,) en
Hompg_g(kAP,, A) definido por

v ostw=p,
f(ﬂﬁ)('w) = {

0 en caso contrario.

Comencemos introduciendo varios subconjuntos de (AP, //P) con el propdsito antes men-
cionado: dar una buena descripcién del nicleo e imagen de D,,. Para n = 0 tenemos que
(ARy//P) = (Qo//Qo). Para n = 1, (AP,//P) = (Q1//P) y consideramos la siguiente
particion

(@1//P) = (1,1)1U(0,0),

donde
(1,11 = {(a,a):ae @},
(0,0)1 = {(.,7) €(@//P):a#n}
y para n > 2
0,0), = {(p,7) € (AR//P): p=aupasy v & ankQ U kQas},
(1,0), = {(p,7) € (APR//P): p=aupasy v € ukQ,v & kQas},
0,1)n = {(p,7) € (AR//P) : p=cupasy v & k@, € kQaa},
(L1 = {(p7) € (AP//P) : p = asjpas y 7 € mkQas}.

Observacién 2.2.1.
1) Estos subconjuntos forman una particion de (AP,//P).

2) Cada (p,v) € (AP,//P) verifica que p y v tienen a lo sumo una primera flecha en
comiun y a lo sumo una ultima flecha en comin: sip=qay...asBpyy = aq ...as07,
con (3,90 flechas diferentes, entonces a8 € I. Como ay . .. a4 divide a7y, y -y pertenece
a P, entonces ay...as € I. Pero la n-concatenacion asociada a p debe comenzar
con una relacion en R(T), luego s = 1, esta concatenacion comienza con la relacion
asf y la seqgunda relacion de esta concatenacion comienza en s(f3). Andlogamente
se verifica que p y 7y tienen a lo sumo una ultima flecha en comun.
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8) Si(p,7) € (1,0)n, p = a1p,y = ar7y entonces p € AP, 1 y (p,7) € (0,0),—1. La
misma construccion vale también en (0,1),. Finalmente, si (p,v) € (1,1),, p =
Qg pag, v = agyag entonces p € AP, y (p,7) € (0,0),_2.

4) Si(p,y) € (ARy//P) = (R//P), vimos que p y~ tiene a lo sumo una primer flecha
en comun y una ultima flecha en comun. Supongamos que p = aycep, v = a1 37.
Como A es un dlgebra de cuerdas y~y & I tenemos que ayan € 1 y entonces p = aQis.
Ademds como estamos asumiendo que nuestras dlgebras son triangulares , tenemos
que p y v no pueden tener simultineamente una primer flecha en comin y una
ultima flecha en comun. Entonces

(1’ 1)2 - @
(170>2 = {(p, 7) S (Rv P) P = Qg € alea’V g kQa2}
(Oa 1)2 = {(P, 7) € (Ra P) P = i,y € O‘leaV € kQOQ}-

Distinguiremos también elementos dentro de cada conjunto anterior segun las siguien-
tes definiciones:

(X//P) = {(p.) € (X//P): Qv £ I},
“(X//P) = Alpy) € (X//P): Qiy C 1}
Anélogamente definimos (X//P)*, (X//P)~, "(X//P)t =t (X//P)N(X//P)*t y asi los

demaés casos.
Finalmente definimos

(1,0),” = {(p,7) € (1,0), : p = 1pag,y = 1¥,9Q1 C I},
(L,0)," = {(p,7) € (1,0), : p= arpag,y = 1y, 7Q1 £ I},
0, D)0 = {(p,) €0, )0 p=upay,y = Jag, Q1Y C I},
+7(0, D = {(p7) €(0, 1) : p= arpag,y =Yg, 1y € I}

Ahora estamos en condiciones de describir el comportamiento de los morfismos D,, en los
conjuntos que acabamos de definir.

Lema 2.2.2. Para n > 2 tenemos
(a) —(0,0), ;U (1,0), ;U ~(0,1),-1U(1,1),_1 C NuD,;
(b) la funcién D,, induce una biyeccién de ~(0,0)F ; a =7(0,1),;
(¢) la funcion D, induce una biyeccion de *(0,0),_, a (1,0),~;
(d) existen biyecciones ¢, : (1,0)F — 7(0,1), y ¥ = (1,0) 7 — T7(0,1),, tales que
(id + (=1)" " ¢n-1)((1,0);_,) € NuDy,

(=1)"Dn((1,0), 1) = (1, 1)n
Dy (7(0,0)54) = (id + (=1)"¢n)((1,0);) U (id + (=1)"n)((1,0),, 7).
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Demostracién. (a) Para probar que (p,7) pertenece a Nu D,, debemos ver que si w €

AP, es tal que p divide a w, esto es, w = L(p)pR(p) v |L(p)| + |R(p)| > 0, entonces
L(p)vR(p) € 1.

Si (p,7v) € ~(0,0),_, es claro que L(p)yR(p) € I.

Si (p,7) € (1,0),_, entonces YR(p) € I si |R(p)| > 0. En caso contrario w = L(p)p
y podemos deducir que L(p)y € I usando la Observacién 2.2.1(2): si L(p) & I
entonces la primera relaciéon en la n-concatenacion correspondiente a w tiene a oy
como ultima flecha y v = ay4.

La demostracién para (p,7y) € ~(0,1),-; es andloga.

Finalmente, si (p,7) € (1,1),-1, la afirmacién es clara para n = 2,3. Si n > 3
y p = aypag, de la Observacién 2.2.1(2) tenemos que si |L(p)| > 0 entonces la
primera relacion en la n-concatenacion correspondiente a w tiene a «y como tltima
flecha, y si |R(p)| > 0 entonces la tltima relacién tiene a ap como primera flecha. La
afirmacién es clara pues v = ayjag y entonces L(p)yR(p) = L(p)aryasR(p) € I.

Si (p,7) € ~(0,0),_; existe una tnica flecha § tal que 73 € P. Es claro que pj €
APy, (pB:78) € (0, 1)n ¥y Du(fip) = (=1)" fo8.18)-

Analogo al inciso anterior.

Si (ap,ay) € (1,0)) entonces existe una tnica flecha g tal que a5 € P. Es claro

que p € APy 1, (5,3) € 10,001, (p8,48) € *(0, D v (apB,038) € (1, s,
La afirmacién es clara si definimos ¢,,,(ap, ay) = (p5,70) pues

Dni1(fips58) = fapsass) = (=)™ Doy (fapos))-

Similarmente podemos ver que si (ap,ay) € (1,0),* entonces existe una tunica
flecha 3 tal que 43 € P. Ahora tenemos que p € AP,,_1, (p,4) € 7(0,0)) ;v
(58,38) € (0, 1)y, asi definimos Yrn(af, a%) = (58, 48).

Ahora si (p,4) € 7(0,0)} | existen tnicas flechas a, 3 tal que oy € Py 48 € P.
Si adp € P entonces (ap,a?) € (1,0)} v om(ap,ad) = (pB,38) € T(0,1),,. Si
ayB € I entonces (ap,ad) € (1,0). 7 v ¥n(ap,ay) = (p3,98) € T7(0,1),,. En
ambos casos

Din(fp4)) = Fapan) + (=1)" fop.50)-

Lema 2.2.3. Para n > 2 tenemos

dimg Nu Dy, = |7(0,0)5_, |+ (1, 0)at| 4 [7(0, Dys| + (L, 1)

dimy Im Dy, = [~7(0, 1)| + | (1, 0)] + (L, 1)al-

Demostracion. Del lema anterior podemos ver que

dimy Nu Dy, = [7(0,0),, 4+ [(1,0), [ + (0, Dna |+ [(1, Doa| 4 [(1, 054,
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y el resultado se sigue de

[(1,0)na] = [(1,0); 4] + |(1,0), 4]

Por otro lado

dimy Im D,, = |77(0, 1), + [(1,0),, 7| 4+ [(1, 1)n| + [(1,0),F] + [(1,0),, )],

|(1,0)n] = [(1,0), 7 + (1, 0), 7| +1(1,0),71.
O

Ahora estamos en condiciones de calcular los grupos de cohomologia de Hochschild.

Teorema 2.2.4. Si A es un dlgebra de cuerdas triangular, entonces

1 sin =0,
dimy HH"(A) = < |Q1] +7(0,0)7| = |Qo| +1 sin =1,
7700, D] +17(0,0),, sin > 2.

Demostracién. Es claro que HH°(A) = Nu D, es el centro de A, y que tiene dimensién
1 pues A es triangular. Esto implica que

dimyc Im Dy = [(Qo//Qo)| — dimy Nu Dy = |Qo — 1.
Luego
dimy HH'(A) = dimy Nu Dz — [Qo| + 1 = |(1,1)1| +[7(0,0)7 | — [Qo] + 1
pues (1,0); =0 = (0,1)1, y |(1,1)1] = |@Q1|. Finalmente para n > 2,
dim, HH"(A) = dimNuD,; — dimy Im D,
(1, D] 4+ (1, 0)n] + 70, 1)n] 4+ [7(0,0),,

= L 0)n] = [(1, D) = [77(0, 1)
= [77(0,1)al +[7(0,0),]|

O

El siguiente corolario incluye la subclase de algebras gentiles, estas son dlgebras de
cuerdas A = kQ/I tales que el ideal I estd generado por relaciones cuadréticas y para
cada flecha a € @) existe a lo sumo una flecha 8 y a lo sumo una flecha v tales que a8 € I
y ya € 1. En la siguiente seccion calcularemos los grupos de cohomologia de esta familia
de algebras sin la suposicion de ser triangulares.

Corolario 2.2.5. Si A es un dlgebra de cuerdas cuadrdtica y triangular entonces

1 sim =0,
dim HH"(A) = ¢ |Q1] +|7(0,0)7| — |Qo| +1 sin=1,
|7(0,0),, | sin > 2.
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Ejemplo 2.2.6. Sea A,, = kQ/I con

aq (0%} Qn

Q:0 1 2 n—1 n
:81 62 ﬂn

y I =< a1, BiBiv1 >(i=1,-. n—1y, n = 1. Entonces

1 sii=0, 1 sii=0,
dimHH'(A)) =<3 sii=1, : dim HH (Ay,,) = { 2m  sii =1,
0 en caso contrario 0 en caso contrario
y
1 sii=0,
: 2m+1 sii=1
dimHH (Agpir) = 4 70 055
2 st1=2m+1,
0 en caso contrario.

Como aplicacién del calculo de los grupos de cohomologia tenemos:

Corolario 2.2.7. [ABL, Teorema 5.1] Si A es un dlgebra de cuerdas triangular, las si-
guientes condiciones son equivalentes:

i) HH'(A) = 0;

ii) El carcaj Q es un drbol;
i1) HH'(A) = 0 para i > 0;
i) A es simplemente coneza.

Demostracién. Sabemos que un dlgebra monomial A es simplemente conexa si y sélo si
Q es un arbol. Si HH'(A) = 0, observando que |~(0,0); | > 0 tenemos que |Q;|—|Qo|+1 =
0, y por lo tanto el carcaj () es un arbol. Las demas implicaciones son claras. 0

2.3. Cohomologia de algebras de cuerdas cuadraticas

En la seccién anterior consideramos algebras de cuerdas triangulares, esto es, algebras
de la forma kQ/I con (Q,I) una presentacién de cuerdas y () un carcaj sin circuitos
orientados. Nuestro objetivo serd ahora estudiar las dlgebras de cuerdas cuadraticas sin
la suposicién de que el carcaj () sea triangular. Recordemos que un algebra de cuerdas
cuadratica A = kQ/I es un algebra de cuerdas tal que el ideal admisible I estd generado
por caminos de longitud dos. En esta seccién también vamos a tener en cuenta a las
algebras gentiles.

La estructura inicial que nos permitird estudiar la cohomologia de Hochschild HH"(A)
en el caso en que A sea un algebra de cuerdas cuadratica es similar a la utilizada en la
seccién anterior.
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Consideraremos la resolucién minimal de Bardzell, que en el caso particular de algebras
cuadraticas es la siguiente:

o AQKAP, ® A Y AQKAP, 1 @A — ... — AQKAPR® A5 A — 0
donde kAP, = kQo, kAP, = k@)1, kAP, es el espacio vectorial generado por
APn: {(Jél()éQ"‘OénZOéiOéi+1 G[,l §i<n},

todos los productos tensoriales son tomandos sobre E = k@), la subédlgebra de A generada
por los vértices, y los morfismos de A-bimédulos son

M(1®€l®1) = &
d1(1®Q®1) = a®€t(a)®1_]—®es(a)®a7
dW(l@o-a,®1) = y®ay 0,1+ (-1)"1®ay - ap_1 @ ay,.

El complejo que calcula la cohomologia se obtiene aplicando Homy 4(—, A) a esta reso-
lucion y usando luego los isomorfismos

Homa_ 4(A® kAP, ® A, A) ~ Homg_g(kAP,, A),

esto es,

D1

0 — Homp_p(kAPy, A) 2% Homp_p(kAP;, A) 22 Homp_p(kAPs, A) — - -
donde
Di(f)(e) = af(eya)) — flesw)a,
Dn(f)(Oél te an) = alf(CYQ T Oén) + (—1)nf(a1 T an—l)an‘

La descripcién de elementos base de los k-espacios vectoriales Hompg_g(kAP,, A), que
nos permitiran estudiar el nicleo y la imagen de los morfismos D,,, se realiza a partir del
conjunto de pares de caminos paralelos

(X//P)={(p,7) € X x P :5(p) = s(7),t(p) = t(7)}

donde P es el conjunto fijo de caminos en @ tal que el conjunto {y+ I : v € P} es una
base de A = kQ/I y X es cualquier subconjunto de caminos en ). También vamos a
considerar los conjuntos

(X//Pm) ={(p,7) € X x P :5(p) = s(7),t(p) =t(7), 7] = m},

y asi (X//P) = (X//Qo) U (X//P1), donde LI significa unién disjunta.
Recordemos el isomorfismo de k-espacios vectoriales

k(AP,//P) =~ Hompg_g(kAP,, A)
(0:7) = feom
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donde
v oslw=p,
fom(w) = {

0 en caso contrario.
Estos isomorfismos nos permiten construir los siguientes diagramas conmutativos

D7L+1

HOmE,E(k‘APn, A) HOmE,E(kJAPn_H, A)

1R
~
2
O+ [en}
=
3
+ o O
\_/
1R

Dl
k(AP,//Qo) ® k(AP //P1) - = - - == — = = k(APy+1//Qo) © k(APy11//Q1) ® k(APo+1//P2)
donde
D(l)(e’/’ver): (ﬁ?ﬁ)_ Z (575)7
{B€Q1: t(B)=r} {BeQ1: s(B)=r}
Dilen,y)= >  (B.BN— > (BB
{B€Qu: t(B)=r} {B€Qu: s(B)=r}
D?H—l(al"'anyer) = Z (6041 anaﬁ) ( )n+1 Z (al O‘nﬁ76)
{B€Qn: {BeQ1:
Ba1€I, t(B)=r} anBEI, s(B)=r}
y
Dl any) = Y Boreom B (DS (are BB
{B€Q: {BeQn:
Bar €I, BygI} anB€EI, vBEI}

Definiremos ahora subconjuntos de (AP, //P) de manera de dar una descripcién del nicleo
y la imagen de DY, y D} ;.

Paran = 0 tenemos que (AFy//P) = (Qo//P). Como A es de dimensién finita y cuadréti-
ca, si (e,, 0 -+ -ay) € (Qo//P1) entonces o, € 1.

Paran =1, (AP//P) = (Q1//P), y consideramos la siguiente particién

(@1//P) = (1,1)1 1 (0,0)1 U (1,0)1 U (0, 1);.

donde
(1,1); = {(ya):ae @},
0,00 = {(a,7) € (@Q1//P) : v & akQ UkQa}
(L,0)r = {(@) € (@//P): 7€ akQ,y & kQa},
0,11 = {(a,7) € (Q1//P) : v & akQ, 7 € kQa}.
Para cualquier n > 2 s

0,00, = {(p,7) € (AR//P): p=aupasy v & arkQ U kQas},
(L,0)y = {(p,7) €(AR//P): p=aupasy v € a1kQ,y & kQaz},
0,1), = {(p,7) €(AR//P): p=cupary v & cikQ,v € kQan},
(Lo = {(p,7) €(AR//P): p=aupas y v € arkQaz}
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y es claro que (AP,//P) = (0,0), U (1,0),, U (0,1), U (1,1),. Distinguiremos también
conjuntos dentro de cada conjunto anterior teniendo en cuenta las siguientes definiciones:

T(X//P) = {(p.v) € (X//P): Qv £ I}
“(X//P) = {lpy) € (X//P): Quy C I}

Similarmente definimos (X//P)*, (X//P)~, T(X//P)t =" (X//P) N (X//P)* y asi los

demaés casos.

Ahora vamos a describir el comportamiento de los morfismos D}, en los conjuntos
que acabamos de definir, andlogamente a lo que hicimos en el Lema 2.2.2, en este caso
para algebras de cuerdas cuadraticas.

Lema 2.3.1. Para todo n > 1 tenemos
(a) =(0,0), U(1,0), U —(0,1), U (1,1), CNuD},;
(b) La funcidn D}, induce una biyeccion de ~(0,0)} a =(0,1)p41 N (APyi1//P2);
(¢) La funcidn D}, induce una biyeccion de *(0,0),, a (1,0),,1 N (APyi1//P2);

(d) Existe una biyeccion ¢, : (1,0)} — 7(0,1),, dada por ¢,(ap,ay) = (pB,45) tal

que
(id + (=1)"¢a)((1,0);) € Nu D, ;,
(=1)""' D1 ((1,0)7) = (1, Dsr N (APosa/ /Po),
Dy 1 (F(0,0)5 N (AP//Pr)) = (id + (1) 6ni1) (1, 0),111) N E(AP 11/ /Po).

Demostracién. Similar al Lema 2.2.2 . O

Proposicién 2.3.2. Para todo n > 1 tenemos

dimNuDyp = [7(0,0),] 4+ 17(0, )| + (1, 1)n] + (1, 0)n],
dimk Im Drlw-l - | (_(07 1)n+1 . (17 O)n+l U (1> 1)n+1) N (Apn—i-l//PZ)"

Demostracion. Es clara, pues del lema anterior tenemos que el conjunto
(0,0),; U (1,0), 1 (0, 1) U (L, 1) U (id + (=1)" ) ((1,0),7)
es una base de Nu D, 4, el conjunto

(700, Dy L (1, 0) 0 U (L, Dger U (i + (= 1) dy1)(1,0)040)) N E(APs1//Po)

es una base de Im D | y
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Con el objetivo de describir el comportamiento de los morfismos DY | en k(AP,//Qo)
necesitamos definir elementos base en estos espacios vectoriales. Observemos que

(AP.//Qo) € 7(0,0),.

Definicién 2.3.3. Un par (a;---ay,e.) € (AP,//Qo) serd llamado incompleto si
anay € 1, y serd llamado completo si a0 € I. Denotamos I, y C,, a los conjuntos de
pares incompletos y de pares completos en (AP,//Qq) respectivamente.

El grupo ciclico Z,, =<t > de orden n actia sobre C,, con accion dada por

t<051 s Oy, es(al)) - (anal st Op—1, es(an))'

Dado (p,e) € C, definimos su orden como el primer nimero natural k tal que t*(p,e) =
(p,e), y consideramos la norma de este elemento definda por

k—1

N(p,e) =Y t'(p.e).

1=0

Claramente t y N inducen aplicaciones lineales t, N : kC,, — kC,,. Consideremos ahora los
siguientes subconjuntos de pares completos

Cn(o) = {(al o 'an76r) € Cn : 397 € Ql \ {an} Yy ﬂﬁ € Ql \ {al} con Oénﬁ7/ya1 S I}
Definicién 2.3.4.

(a) Un par completo (o - -y, e,) se dird gentil si t"(aq -« - ay, e,) € C,(0) para cual-
quier m € Z;

(b) Un par incompleto (aq - - ay,e,) se dird vacio si no existe relacion By € I con
t(B) =r=s(7).
Denotamos G, y &, a los conjuntos de pares gentiles y de pares vacios en (AP,//Qo)
respectivamente, y NG,, N&E, sus correspondientes complementos en C, y I, respectiva-
mente, esto es

(AP,//Qo) =C,UTL,,  C,=G,UNG,,  I,=E&,UNE,.

Para describir los morfismos Dy, : k(AP,//Qo) — k(AP,1//Q1) seréd suficiente
estudiar el comportamiento de los mismos en cada sumando directo kG,,kNG,, k&, y
kNE,. Observemos que cualquier elemento en el conjunto (1,1),41 N (AP,11//Q1) es de
la forma

(0&1062 ce OO, 041)

donde (a1as - - -y, €5(ay)) €s un par completo en C,, perteneciente a G, 6 a NG,. Luego
podemos descomponer el conjunto (1,1),41 N (AP,11//Q1) en la unién disjunta

(1, 1) U (1L, 1)
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Lema 2.3.5. La sucesion

es exacta.

Demostracién. Es claro que N(1 —t) = (1 —t)N = 0. Cada = € kG,, puede ser escrito
como

mi—l
T = Z Z /\ijtj(piaesz')’
i =0

con m; el orden de (p;,es,), \ij € k'y (pr,es,) # t/(pies,) si k # i. Ahora, N(z) = 0
implica que

0= Z)\ithj(phesi) = Z)‘ijN<pi>€Sz‘)

1,
pues Nt = N. Asi tenemos que Z;Zal Aij = 0, y luego

m;—1 m;—1

T = Z)‘Ut iy €s,) Z Z Xij)(piy €s,) Z Z Xij (7 — 1) (pi, e5,) € Im(1 — ).

Por otro lado, si (1 —¢)z = 0 entonces

m;—1

Z Z /\ijtj(pz-, esl Z Z )\z(j 1 pw esz>
j=0 i

i
asi \jp = \;; para cualquier j, y entonces

mi—l

T = Z Z )\iotj(pi,esi) = ZAiON(piaBSi) € ImN.
i j=0 i

Lema 2.3.6. Sin > 1 entonces D), = U}, ® U2, ® U2, siendo

Upis kE, — 0,

Ul kG, — k(1,1)7,,,
Ui+ k(NELUNG,) — k(1,137 @k (((1,0)n41 U (0, Dpgt) N (APasa// Q1)) -

Ademds, U2, es inyectiva, NuU3, | = kGayp,/Im(1 —t) y

Nul2, = 0 si cark # 2
" kGom—1/Im(1 —t) sicark =2.

36



Demostracion. Recordemos que

D2+1(a1"'an)er) = Z (50[1 an76) ( )n+1 Z (al anﬁvﬁ)
{BeQ: {BeQ:
Bai€l, t(B)=r} anB€eI, s(B)=r}
luego es claro que DY 1 (&,) =0, y si (o - -, e,) € G, entonces

Dy (o age) = (anar - o, an) + (1) a - agan, a1) € k(1 1)

Ahora debemos probar que NuU3, 1 = kGs,,/Im(1 — t). De la conmutatividad del dia-

grama

Uz,
kGom, — k(l, 1)gm+1

| |
kGopy ——————— kG,

(1-t)

donde (a1 - - - Qg €s(ay)) = (Q1 - - - Qamry, ) es un isomorfismo, tenemos que

NuU3, . = Nu(l—1t).

La igualdad
Nu(l—t) =Im N = kGop,/ NuN = kGy,,, / Im(1 — t)

sigue de la exactitud de la sucesion

kGom — kGom L kGor — N kGo,

probada en el Lema 2.3.5. Si car k = 2 la misma demostracién vale también para NuUs, .
Si car k # 2, definimos T': k(1,1)§, — kGap_1 como sigue:

m—2
Z (—1)th(061 T Q2m 1, es(al))

=0

N | —
[\&)

T(Oél ce s Olgm—100, 041) =

y tenemos que T o U2 =id y U3, oT =id, asi U3, es biyectiva.
Si (ag - ap,e.) € NE, entonces

(Bay -+ a, B) € k(1,0)n41,
Upa(ar - om,e) = $ (1) (o - - a4, y) € k0, Dnt1,
(ﬁal c Oy, 6) ( )n+l( o Q, 7) € k((17 0)n+1 U (07 1)n—|—1)7

dependiendo de la existencia de 8 y « satisfaciendo § # o, y fay € I, v # a1 vy a7y € 1.
Finalmente, si (a; - - - oy, e.) € NG, entonces

U3+1(a1 C QU ) =
(e - -y iy aq - o, o),

+ (Bar -y, B),

+ (=" ar - any, ),

+ (Bay - ag, B) + (=1)" a4y, y),

(=1)" )
apay g, o) + (=1)" M (ag - o, )
(=) ay -y, ap)
(=) (ay - anpar, o)

)
( )
( ...aman)
(e - )
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dependiendo de la existencia de § y v en () satisfaciendo § # «,, y fag € I, v # a1 y
o,y € I. Luego

U (ENE,) € k(((1,0)11 U (0,1)p41) N (APsi1//Q1)),
U (ENG) € k(L1 U(1,0)040 U (0, 1)ns1) N (APoia//Q1)) -

Ahora definimos la aplicacién lineal
Tk (1129 U (1,001 U (0, Do) 1 (AP //Q1)) — K(NE, LING,)

como sigue:

w(w)—1
T(ay - apon,on) = (1) Y (1) (w)
i—0
( si apaq €1,
0 siapoy €1y Iy # oy

T [0 "'Oén7 = <
(Bon 6)) tal que a,y € I,

L(—=1)" Zf:(%(w))fl(—l)mt”l(w) en caso contrario;

(— ?:(%(w))_l(—l)mti“(w) si apaq €1,
0 si apaq € 1y A6 #
Tlay---any,7) =
tal que Bay € I,
(=)™ w en caso contrario,

donde w = (@ * * - iy, €5(ay)) ¥ #(w) es el primer nimero natural tal que t*™)~1(w) ¢ C,,(0).
Un célculo directo muestra que T o U2, =id, y as{ U2, es inyectiva. UJ

Proposicién 2.3.7. Sin > 1 entonces

(|€,| + dimy kG, / Im(1 — ) sin es par y cark # 2,

dimy Nu D2+1 = 1Enl sim es impar y cark # 2,

| [En] 4 dimy kG, / Im(1 — t) sicark = 2;

(|C,| + |NE,| — dimy kG, /Tm(1 —t)  sin es par y cark # 2,
dimy Im D2+1 = ICo] + | NE,| sim es impar cark # 2,
| [Cn] + [NE,| — dimy kG, / Tm(1 — 1) sicark = 2.

Demostracion. Las férmulas de las dimensiones de NuDY,; se deducen por célculo
directo usando el Lema 2.3.6. La igualdad

dimy Im DY = [(AP,//Qo)| — dimy Nu DY,

y
(AP, //Qo)| = |Gnl + INGu| + |En] + [NE| = [Cul| + |En| + [NE,|

implican la férmula para dimy Im DY ;. H
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Comenzaremos a calcular los primeros grupos de la cohomologia de Hochschild.

Teorema 2.3.8. Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas cuadrdtica. Entonces

dim  HH(A) = [7(Qo//P1)"| +1,
dim HHl(A) — ‘_(O,O)I’+’Q1|— ’QO’ +1 St C&I‘k%z,
) (0,007 |+ |1 = |Qo| +1+1Gi| sicark =2.

Demostracién. Recordemos que los morfismos DY y D} del diagrama conmutativo

HOIHE_E(]{?Q(),A) D HomE_E(le,A)
N 0 0 N
DY 0

1

0 1
E(Qo//Qo) ® k(Qo//P1) —— k(Q1//Qo) ® k(Q1//Q1) ® k(Q1//P2)

estan dados por

DYe,,e,) = BB - Y. (BB,

{B€Q1: t(B)=r} {B€Qu: s(B)=r}
Di(er,7)= >, (8,87 - (8,78).
{B€Q1: t(B)=r} {B€Q1: s(B)=r}

Entonces

DY) Arlener)) = D (s = Asi) (8, 8) = 0

r€Qo BEQ1

implica que \; = A; siempre que exista una flecha 8 :7 — j. Como @ es conexo, tenemos
que )\; = \; para cualquier 4, j. Luego dim, Nu D} = 1.

Por otro lado, (Qo//P1) = (Qo//P1)” U™ (Qo//P1)T LT (Qo//P1)~ UT (Qo//P1)T v

tenemos que:
(i) Di("(Qo//P1)7) = 0;

(i) D{ induce una biyeccién de ~(Qo//P1)* a ~(0,1)y;

(iii) Di induce una biyeccién de T(Qo//P1)~ a (1,0)7;

(iv) existe una biyeccién ¢ : (1,0)7 — 7(0,1); dada por ¢ (a,ay) = (8,78) tal que
Di(*(Qo//P1)*) = (id — é1)((1,0)7).

Asf 7(Qo//P1)” es una base para Nu Dj y entonces

dimy HH(A) = dimy, Nu D; = dimy Nu D} + dim, NuDj = 1+ |~ (Qo//P1) |-
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De este calculo tenemos que

dimkImD? = [(Qo//Qo)| — dimkNuD(l) = |Qo| — 1,
dimy Im D} = |(Qo//P:)| — dimy Nu D;

De la Proposicién 2.3.2 y la Proposicion 2.3.7 tenemos que

dimy NuD; = dimy Nu Dg + dimy Nu D%
= ‘81| + |7(07 O)I‘ + ‘7(07 1)1’ - ’(17 1)1| - ’(170)1|

sicark # 2,y
dimy Nu Dy = [E1] 4 |7(0,0)1 [ +[7(0, 1)1 | + [(1, 1)1] + [(1,0)1] + dimy kG, / Im(1 — t)
si cark = 2. Ahora (1,1); = Q1, & = 0 pues A es de dimensién finita y
kG /Im(1 —t) = kG,

as{
17(0,0)1 [+ |@1] = Qo] +1 si cark # 2,

dim, HH'(A) =
o W {|_(070)1_|+|Q1’—|Q0| +141|G| sicark =2.
(]

Al igual que en el caso de dlgebras de cuerdas triangulares (Corolario 2.2.7), como
aplicacion del célculo de los primeros grupos de cohomologia tenemos:

Corolario 2.3.9. [ABL, Teorema 5.1] Si A es un dlgebra de cuerdas cuadrdtica, las
siguientes condiciones son equivalentes:

i) HH'(A) = 0;

ii) El carcaj Q es un drbol;
i1) HH'(A) = 0 para i > 0;
iv) A es simplemente coneza.

Finalmente, las dimensiones que hemos calculado en la Proposiciones 2.3.2 y 2.3.7
seran usadas para demostrar el teorema principal de esta seccion.

Teorema 2.3.10. Si A = kQ/I es un dlgebra de cuerdas cuadrdtica y n > 2 entonces
dimy HH"(A) = [7(0,0),, | + &, = [NE, 1| + 1 ((1,0), U 7(0,1),) N (AP,//Q))]
dimy kG, / Im(1 —t) sim es par y cark # 2

+ 4 dimyg k£G,,—1/ Im(1 — t) sim es impar y cark # 2,
dimy kG, / Im(1 — t) + dimy kG,,—1 / Im(1 — t) si cark = 2.
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Demostracién. De las Proposiciones 2.3.7 y 2.3.2 tenemos que si n es par y cark # 2
entonces

dimy HH"(A) = dimy NuD,,; — dimy Im D,
= [7(0,0), [+ [7(0, 1)n] + [(L, )u] + [(1,0)n]
| (7(0,1) U (1,0)n U (1,1),) N (AP, //Po)]
+ |&u| + dimy kG, / Im(1 — t) — |Crq| — INEi]

y la férmula buscada vale pues, de la identificacion
(061 T Qp_100, (11) e (al v, es(al))a

tenemos que [(1,1), N (AP,//Q1)| = |Cs—1|. Similarmente se deducen las otras férmulas.
0J

Ejemplo 2.3.11. Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas dada por el siquiente carcaj Q:

B2

donde I =< oyag, aaoig, aizaen, 132, BaB3, B, Braa >.

e Elementos base de la forma ~(0,0), para n > 1. Si (p,v) € (0,0), entonces v =
asfB3aq Poasfr. Luego p debe iniciar con la flecha By y finalizar con la flecha o,
ast p = (B2P361)" (aeazan )2, conty,ta > 1 yn = 3(t1+ts). De este modo obtenemos
que

|7 (0,0); |=0, [ (0,0); |=0
y para i > 1

70,05 |=i=1, 7 (0,0)5., [=0 'y [7(0,0)5, [=0.

e FElementos base de la forma ~(Qo//P1)~. Si (e,y) € (Qo//P1)” entonces e = es ¥y

v = agf3aqPaasfi. De este modo obtenemos que
|7 (Qo//P1)” |=1.

e FElementos base de la forma (1,0), N (AP,//Q1), n > 1. Para j = 1,2,3, tenemos que
(1,0), N (AP,//{a;}) = 0, pues no existe p € AP, que inicie con la flecha o y
finalice con la flecha B;. Luego si (p,7v) € (1,0), N (AP,//Q1) debe ser v = By, Ba

6 B3. Siy = By entonces p = B1(B20381) (agazar)? conty > 0, ta > 1 yn =
3(t1 + t2) + 1. De este modo obtenemos que

| (L0) N (AP //{B1}) |=0, | (1,0)20 (AP//{p1}) [= 0
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y para i > 1
| (1,0)3i41 N (APsi1//{B1}) [=1,

| (1,0)3 N (APsi//{B1}) =0y [ (1,0)si42 N (APsi2//{f1}) [= 0.

Siy = By entonces p = (B28301)" (avzay )2y conty > 1, t5 > 0 yn = 3(t1+t2)+1.
De este modo obtenemos que

| (1,0)1 N (AP//{B2}) [=0, [ (1,0)2N(APy//{fe}) [=0

y para i > 1
| (1,0)3i01 N (APsiy1//{B2}) |=i gy

| (1,0)3 N (APsi//{B2}) =0y [ (1,0)si42 N (APsit2//{f2}) [= 0.

Siy = By entonces p = B351(B2fsP1)" (azczan)asay conty > 0, t5 > 0 yn =
3(t1 + ta) + 1. De este modo obtenemos que

| (1,0)1 N (AP//{Bs}) |=0, [ (L1,0)2N(AP2//{f5}) [=0

y para i > 1
| (1,0)341 N (AP //{Bs}) |[=1

| (1,0)3 N (APsi//{Bs}) =0y [ (1,0)si42 N (APsit2//{fs}) [= 0.

e Elementos base de la forma —(0,1), N (AP,//Q1), n > 1. Si (p,v) € (0,1), N
(AP, //Q1) entonces v = ag. Luego p = (S23301)" (agazay )2 con t > 1, t5 > 0
yn =3(t1 +t2) + 1. De este modo obtenemos que

7 (0, 1)1 N (AP //{az}) [= 0, [ (0,1)2 N (AR//{as}) =0

y para i > 1
|7 (0, D)sita N (APsiv//{}) |= 14,

|7 (0,1)3 N (AP5/ {a}) [=0  y [T (0,1)3i42 N (APsig2//{a2}) [= 0
e G, =0 para todo n > 1.
e &, =0 para todon > 1.

e N =0, NE; =0 y parai > 1

NE; = {(Bi1(BB351)" (azazan)? g, e1) : ti,ta > 0,8 + o+ 1 =14}
U {((B2B351)" (aazan) ', e2) : by, 10 > 1,8 +tg =i}
U {(BsB1(BaBsf1) (aaazan )2 an, e3) : ty,te > 0,8+t + 1 =i}

N&Esiv1 =0, NEyy2 =0 y por lo tanto

| NE3iy1|=0, [ N&ia|=0 y |NE;|=3i—1
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Del andalisis anterior obtenemos
dim HHY(A) =2  dim, HH'(A) =4, dim, HH*(A4) =0

Yy para n > 3
1—1 sitn =3,
dimy HH"(A) =<i+1 sin=3i+1,
0 sin =3+ 2.

Los grupos de cohomologia de Hochschild de las algebras gentiles fueron calculados
en [L], y estos resultados han sido expresados en términos de un invariante derivado
introducido por Avella-Alaminos y Geiss en [AAG].

Corolario 2.3.12. Si A =kQ/I es un dlgebra gentil, entonces

dim HH°(A) = |7 (Qo//P1) | + 1,
dlmkHHl(A) — |7(070)1_|+|Q1|_|Q0| +1 st Cark%2v
17(0,0)7 [+ [@1] = |Qo| + 1+ [(Q1//Q0)| sicark =2,
dimy HH"(A) = |7(0,0),| + |&x| + adimg kG, / Im(1 — ¢) + bdimy kG,,—1/ Im(1 — t)
donde

(1,0) sin >2,n par, cark # 2
(a,b) =< (0,1) sin>2, nimpar, cark # 2,
(1,1) sin>2, cark =2.

Demostracion. De los Teoremas 2.3.8 y 2.3.10 es claro que s6lo debemos probar que
INEaoa] = 1((1,0), U 7(0,1),) N (AF//Qu)].
Como A es gentil, NG,,_; = (), y en este caso la aplicacién inyectiva
Uyt k(NEu-1) = k(((1,0), L (0,1),) N (AP,//Q1))
estudiada en el Lema 2.3.6 verifica

(6051"'05n717ﬁ> S k(LO)r_z?
Ud(ar ap_1,6) = < (=11 -+ - a1, 7) € k((0,1),),
(Bay -~ an_1, B) + (=1)™(a1 -+~ an17,y) € k((id + (=1)"¢n)(1,0);})

dependiendo de la existencia de 8y . Asi

INE,—1| = dim Im U = | ((1,0), LU ~(0,1),) N (AP,//Q1)].
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Ejemplo 2.3.13. Sea A = kQ/I el dlgebra gentil dada por el siguiente carcaj Q:

7 8 9 10 11
arz ag ag @19
g B1 Ba B3 Ba 1
ay
5 4 3 2

donde I =< a;jtiy1 >gi—1,.. 10y U < B182, P21, B3B4, Bafls >.
e Para cadan > 1, ~(0,0), = 0. Pues si (p,v) € (0,0),, debe ser
v = anar, agfsas, arfias, as, aafiang 0 aufas,

pero para estas posibilidades de vy, ¢ no es posible hallar p verificando que s(p) = s(7)
y t(p) = t(vy) 6 no es posible hallar p que inicie(finalice) con un flecha diferente a
la que inicia(finaliza) .

e Claramente ~(Qo//P1)” =0 y (Q1//Q0) = 0.

e Elementos base de la forma G,. Si (p,e) € G,, entonces p = (152)%, (B231), (B334)"
Y (5451)% yn = 2i. Como t((B152)" es) = ((B21)", e5), t?((ﬁlﬂﬂi,@s) = ((B1B2)", es),
t((B364)", €10) = ((BaBa)'; €3),, *((BaBa)’; €10) = ((BaBa)’, €10) obtenemos que

‘ 2, stn espar;
dimy kG, /Im(1 — ) = { 0, stn esimpar.

e Elementos base de la forma &,. Si (p,e) € &,, entonces e =ey y p=ay ...a11. Luego

1, sin=11;
e

en caso contrario.

Del andlisis anterior obtenemos
dim, HH(A) =1 dim HH'(A) =5
Yy para n > 2
3 =11
dim HH"(4) = {2 "=
2 en caso contrario.

Ejemplo 2.3.14. Sea A = kQ/I el dlgebra gentil dada por el siguiente carcaj Q:

2
B1 B2
ay ag
-~
ag

Be B3

Bs Ba

—_— o ——>
-~ <=

as
5
donde I =< oo, cpars, sy, 31 Ba, B33, 5354, BsB6, Be 1, tatus, ausoeg >
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Elementos base de la forma ~(0,0), . Si (p,v) € (0,0), entonces
Y = a5, Beonfacsfionfs 6 Paogoufs.

Solo cuando v = ay es posible hallar p = B58¢1 520304 verificando las condiciones

deseadas. Luego
B _ 1, sin=06;
7 (0,0),, |= { 0, en caso contrario.

Claramente ~(Qo//P1)” =0 y (Q1//Q0) = 0.

Elementos base de la forma G,. Si (p,e) € G, entonces p = (a1aa3)’, (aazay)’
0 (azonan)' y n = 3i. Como t((arasas)’ e1) = ((asaran)’, €3), (1)t er) =
((apazan)’,es) y 2 ((ananas)t, e1) = ((arasas)’, er) obtenemos que

1, sin=3i;
0, en caso contrario.

dimy kG,,/ Im(1 — t) = {

FElementos base de la forma E,. Si (p,e) € &,, entonces e = e5 y p = agasag. Luego

1, sin=3;
|en|:{

0, en caso contrario.

Del andlisis anterior obtenemos que si cark # 2
dim, HH(A) =1, dim HH'(A) =5, dim HH*(A) =0
dim HH*(A) =1, dim HH*(4) =0, dim HH*(A) =0 y dim HH(A) =2
y paran > 7

dim HH(A) = {1 sin=3i,n= 321 + 1, con 1 par,
0 en caso contrario.
y st cark = 2
dim, HH(A) =1, dim HH'(A) =5, dim HH*(A) =0

dim HH*(A) = 2, dim HH*(4) =1, dim HH*(A) =0 y dim HH(A) =2
y paran > 7

1 n=3,n=3+1
dimHH”(A):{ st n 1,1 1+ 1,

0 en caso contrario.

Ejemplo 2.3.15. Seap,q > 2y A,, = kQ/I el dlgebra gentil dada por el siguiente carcaj

- <— N - e ¢ —> N —_— e
B2g—1 Bq+2 “p+2 “2p—1
A Bg+1 “p+1 “2p
L]
Y V y 7
B2 Bg—1 ap—1 ag
e —_— e - <— e
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donde I =< ;i1 >(i=1,..2p-13 U < BiBig1 >(i=1,..2¢-1} -
Podemos ver que en este caso —(0,0), =0, G, =0, ~(Qo//P1)” =0, (Q:1//Q0) =

{(a1...agp, 1)}, sin=2p;
En = {(51-~52q762)}, sin=2q;
0, en caso contrario.
Obtenemos entonces que
dim, HH°(4,,) =1, y dim,HH'(4,,) =2
y para n > 2

2 s12p=2q=n,
dimHH"(A,,) =41 si2p=ny2q#nd2q=ny2p#n

0 en caso contrario.

Los siguientes resultados seran usados en el tltimo capitulo de esta tesis para describir
el producto cup y el corchete de Lie en HH*(A).

Proposicién 2.3.16. Sean > 1 y sea

t
f=>> Ailpivi) € NuDjy N k(AP,//Py)

tal que (p;, ;) € ~(0,0); para todo i con 1 <i <t. Entonces f =0 en HH"(A).

Demostracion. Del Lema 2.2.2 sabemos que f es combinacion lineal de elementos en

((1,0), L 7(0,1) U (1,1), LU (id + (=1)"n)((1,0),)) N E(AP//Po)

y del mismo lema deducimos que

(1,0), N(AP//P2) = D,(*(0,0),,)
(0, 1)n N (AP//P2) = D,(7(0,0);_y)
(LDa N (APR//P2) = (=1)"Dy((1,0);,)
(id + (=1)"¢n)((1,0)) N k(AP//P2) = D,(7(0,0);_ N (APu1//P1))

Proposicion 2.3.17. Sea A un dlgebra gentil, n > 1 y sea

t
f= Z&(Pm%’) € NuDy,,

i=1

tal que (pi,vi) € ~(0,0),

iy s (pisy) € (1,1),N(AP,//Q1) para todo i con 1 < i < t.
Entonces f =0 en HH"(A).
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Demostracién. Del Lema 2.2.2 sabemos que f puede ser escrito como f = f;+ f, donde
fi € NuDL,, (k(AP//Q1) v fo€ NuDL., Nk(AP,//Py).

Por la Proposicién 2.3.16 tenemos que fo = 0 en HH"(A). Por otro lado, f; es una
combinacion lineal de elementos en

(1,00, U (0, 1) U (id + (=1)"6n)((1,0);)) NVE(AP//Q1).
La demostracion del Corolario 2.3.12 muestra que
((1,0), U™ (0, 1), U (id + (=1)"¢n)(1,0);7) Nk(AP,//Q1) = Im Uy, C Tm D,
Luego fi = 0 en HH"(A). O
Corolario 2.3.18. Sea A un dlgebra gentil, n > 1 y sea
t
f=2 Nilpi) € NuDy
i=1

tal que (pi,v:) € —(0,0) para todo i con 1 < i < t. Si G,y = ) entonces f = 0 en
HH"(A).

Demostracién. El resultado buscado se sigue de la proposicién anterior pues (1,1), N
(AP,//Q1) = 0 debido a que

(17 1)” N (APTL//QI) = (17 1)2 U (17 1)flvg7
G,—1 = 0 por hipétesis y NG,,_; = () por ser A un algebra gentil. O
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Capitulo 3

Sobre la resolucién del radical y la
resolucion minimal de Bardzell

Dada un dlgebra A sobre un cuerpo k, Cibils introduce en [C2] una resolucién pro-
yectiva de A sobre A°, denominada la resolucion del radical, que es mas pequena que la
resolucion standard bar.

Esta resolucion ha sido muy utilizada: conecta la cohomologia de Hochschild con la
cohomologia simplicial; a partir de ella se han calculado los grupos de cohomologia de
Hochschild de dlgebras de radical al cuadrado cero y de dlgebras de incidencia, ver [C2, C3].

Sobre esta resolucién también son claras las dos estructuras definidas por Gerstenha-
ber. Mas especificamente, sobre esta resolucién el producto cup fue descripto por Claude
Cibils en [C3] y el corchete de Lie fue estudiado por Selene Sanchez-Flores en [SF].

Por otro lado, para una gran familia de dlgebras monomiales, la resolucién minimal de
Bardzell ha resultado ser una herramienta muy 1til en el calculo de grupos de cohomologia
y en el tratamiento de cuestiones y problemas homologicos.

En este capitulo construiremos un morfismo de comparacién entre la resolucion del
radical y la resolucién minimal de Bardzell para algebras monomiales.

3.1. Resoluciones proyectivas del algebra A

Sean X, X’ dos resoluciones proyectivas del A—bimdédulo A. Considerando el morfismo
identidad id 4, por el Lema 1.1.4 sabemos que existen aplicaciones

f X=X, 9g: X' =X

que levantan la aplicacién identidad de A, siendo f,g unicos a menos de equivalencia
homotopica.
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Asi también se tienen las homotopias fog ~idxs y go f ~idx.
X—A——0
f
id| X' —=A——0
g
id| X—A——0
f
X —A——0

y aplicando el funtor de cohomologia HH"(—) se tiene que
HH"(f) o HH"(9) = HH"(f o g) = HH"(idx/) = idun=(x)
HH"(g) o HH"(f) = HH"(go f) = HH"(idx) = iduun(x)

y por lo tanto HH"(f) y HH"(g) son isomorfismos para todo n. En particular asi obtene-
mos que los complejos Hom g (X, A) y Hom e (X', A) son quasi - isomorfos.

Los morfismos f, g que levantan la aplicacién identidad sobre A se llaman morfismos
de comparacion.

Consideremos
Rad: ...— A®radA®" @A A@rad A% @A — ... — ARA -3 A—0
la resolucion del radical definida en [C2], con diferenciales
ela®p) = ap,
by @ a1 ® ... @ ay @ apyy) = Z(—l)iao R ® ... ® i Q... ® Ay @ Apy1, >0
i=0
y
Ap: ... — AQKAP,® A" AQkAP, |®A — ... — AQKAP,® A 5 A — 0

la resolucién proyectiva minimal dada por Bardzell en [B] y descripta en los preliminares,
cuyos diferenciales estan dados por

ploe®1) = e
d1(1®a®1) = Oé®€t(a)®1_1®€s(a)®&
bm(l@w®l) = > LE)@¢eR®Y), m>0
YeSub(w)
domi1(1@w®1) = L) @1 @1 —1®11%, @ R(¢), m>0

donde todos los productos tensoriales son tomados sobre E = k@), la subalgebra de A
generada por los vértices. Por lo anterior, sabemos que existen morfismos de comparacién
entre ambas resoluciones, sin embargo su construccion no es inmediata. En las siguientes

secciones damos la definicién explicita de estos morfismos y desarrollamos herramientas
necesarias para probar que efectivamente son morfismos de comparacion.
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3.2. Morfismos de comparacién
Como observamos en la seccién anterior, la existencia de morfismos de comparacién
F:Ap—+Rad y G:Rad— Ap

es clara, sin embargo definir explicitamente tales morfismos no es muy simple. Por este
motivo en las dos secciones siguientes nos ocuparemos de construir dichos morfismos para
posteriormente mostrar el teorema principal de este capitulo:

Teorema 3.2.1. Las aplicaciones F y G son morfismos de comparacion entre las reso-
luciones proyectivas Ap y Rad.

La demostracién del teorema consistird en mostrar la conmutatividad de los diagramas

ARprad A% Qg A—"> A@prad A% @5 A

|o. =

AQp AP, 9p A—"" ~ Aoy AP, | ®p A

dn

A®p AP, ®p A ARp AP, ®p A

s -

AQprad A% @p A—> A @prad A% @5 A

por lo que se requeriran una gran cantidad de calculos. En esta seccién damos lemas ne-
cesarios y comunes a la prueba de ambos diagramas.

Los siguientes dos lemas tienen como objetivo describir divisores a izquierda y a de-
recha de caminos de la forma aw y wb respectivamente, donde w es el soporte de una
concatenacién y a, b € P. La existencia de estos divisores depende de cada caso particular
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.2. Sea w = w(py, p2, p3,p4) € APs, b € P con t(w) = s(b). Observemos que
la existencia de un divisor 1» € AP,, paran =4 ¢ 5 y tal que wb = L(1)1 depende de la
existencia de relaciones apropiadas. Por ejemplo , si wb es el siguiente camino

p1 p3
B — b

p2 D4

q4

la ezistencia de ¢ = V°P(q, 4%, ¢3, ¢*) depende de la existencia de una relacién cuyo vértice
final esté entre s(q®) y s(q?).

Lema 3.2.3. Sea w = w?(q',-- ,¢*"7') € APy,.
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(i) Siv=uv(p1, - ,pan_2) € APy, es tal que aw = vb con a,b caminos en Q y a € P
entonces t(pan_2) < s(¢> 1), y por lo tanto b € I;

(ii) Siu = u(pyr, - ,pon_1) € APs, es tal que aw = ub con a,b € P entonces eriste
2 € APy tal que z divide al camino ub y s(z) = s(u).

Demostracién. (i) Probemos por induccién que

s(q7 1) < t(paj—1) (3.1)
s(p2j) < 5((12] D) :
t(paj) < t(g¥ ™) (3.3)

para todo 7 = 1,...,n — 1. Claramente la segunda desigualdad implica la tercera
pues las relaciones paj, ¢¥ ! son minimales.
La hipdtesis de que a € P implica que

s(p1) < s(q") < t(p1). (3.4)
Como p, fue elegido en el conjunto

Li={v€R@):s(p) <s(y) <tlp) }

de manera tal que s(py) sea minimal con respecto a todos los v € Ly, de (3.4) se
deduce que

s(p2) < s(q") y por lo tanto, t(ps) < t(q").

Supongamos por hipétesis inductiva que se verifican las desigualdades (3.1), (3.2) y
(3.3). De la construccién de v se deduce que

t(p2j—1) < s(p2jr1) < t(p2;) (3.5)

y usando las desigualdades de la hipétesis inductiva obtenemos
s(q771) < s(paj1) < tg¥). (3.6)
Esta tltima desigualdad nos dice que
Hq7 ™) < t(pajsa)- (3.7)
De la construccién de w sabemos que ¢%~! fue elegido en el conjunto
Ly ={ v €Rw):s(q”) <t(y) <s(g¥") }

de manera tal que t(¢¥ ") sea maximal con respecto a todos los v € Lg% ;. Asf (3.7)
implica que pyjy1 & L3;_, y como

s(q¥) < t(¢¥ ") < t(pajsn)
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tenemos que
(@) < t(pajra)- (3.8)
Por lo tanto, de (3.3), (3.8) y la construccién de w® tenemos que
t(ij) < t(q%il) < S(Clsz) < t(P2j+1)-

Como payj4o fue elegido en el conjunto

Lojra={ v €R(v) : tpy) < s(7) < t(p2jr1) }

de manera tal que s(p2j+2) sea minimal con respecto a todos los v € L9, podemos
concluir que

s(p2j2) < s(¢¥T1) y por la tanto, #(pgj42) < t(g¥H). (3.9)
En particular, tenemos que t(pa,_o) < t(¢*"3) < s(¢**1).

(ii) Para probar la existencia de z tenemos que mostrar que existe ps, € R tal que z =
z2(p1, -+, Pan—1,P2n) Pertenece a APy, .1, esto es, tenemos que ver que el conjunto

{q € R(aw) : t(pan—2) < s(q) < t(p2n—1)}

es no vacio. Como b € P tenemos que s(¢*" ') < t(pa,_1), y por (i) sabemos que
t(pan—2) < s(¢*"1). Por lo tanto ¢ € {¢ € R(aw) : t(pan—2) < s(¢q) < t(pan-1)}-

]
Lema 3.2.4. Sea w = w(p1, - ,pn_1) € APy,.
(i) Siv =v%(q* - ,¢*" ') € APy, 1 es tal que wb = av con a,b caminos en Q vy
b € P entonces t(p1) < s(¢*), y por lo tanto a € I;
(ii) Siu=u"P(q", - ,¢*"" ') € APy, es tal que wb = au con a,b caminos en P entonces
existe z € APap 11 tal que z divide al camino au y t(z) = t(u).
Demostracion. Es dual a la del lema anterior. ([l

Proposicién 3.2.5. Sea w € APy, 1, Sub(w) = {11,102} con w = L(11)Yy = ¥aR(1)s).

Siw = w(py, ..., pan) = wWP(q, ..., ¢*"), tenemos que:
(1) Siy e Sub(yn) es tal que t(2) < t(y), entonces t(p1) < s(7).
(ii) Sivy € Sub(i)s) es tal que s() < s(11), entonces t(y) < s(¢*").

Demostracién. (i) Sean a,b tales que ¥;b = ay. Entonces b € P pues b divide a R(1)2)
y el resultado se sigue del Lema 3.2.4 (i).

(ii) Andalogamente, se deduce del Lema 3.2.3 (7).
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En el siguiente lema vemos que podemos debilitar las hip6tesis de la parte (i7) de los
lemas anteriores:

Lema 3.2.6. Sean w,u € APy, tales que wb = au, con a,b caminos en (). Entonces
a € P siysolosibeP.

Demostracién. Sean w = w(py, -+ ,Pon_1),u = u(¢*, - ,¢*" ') y supongamos que

a € P. Para mostrar que b € P basta verificar que s(¢*"™!) < t(pan_1) = s(b). De la
demostracién del Lema 3.2.3(i) tenemos que

s(®"7°) <tlpam—s) vy t(pam—2) <),

Estas desigualdades junto a t(pa,—3) < s(p2n—1) < t(p2n_2) obtenidas de la construccién
de w implican que
s(@®?) < s(pan-1) < (™)

y por lo tanto, t(¢**3) < t(pan_1), y de la maximalidad de t(q se deduce que
s(¢>" 1) < t(pan_1). Andlogamente se muestra que si b € P entonces a € P. O

2n73)

Asi, la parte (ii) de los lemas 3.2.4 y 3.2.3 puede enunciarse como sigue:
Lema 3.2.7. Sea w,u € AP,,, tales que wb = au con a ¢ b en P. Entonces:
(i) Existe z € APy,41 tal que z divide al camino au y t(z) = t(u).
(i1) Existe z € APy,41 tal que z divide al camino wb y s(z) = s(w).

Lema 3.2.8. Sea w € AP, y sea Sub(w) = {(1,...,(n} con w = L((p)Cm- St 101 €
Sub((n) es tal que G, = L(1)Yn, entonces L((p)L(Y) € 1.

Demostracién. El Lema 1.5.4 nos dice que AP, = AP, asi
w = w<p17 "'7pn71> = w0p<q1> ) qnil)

y etonces Gn = GG ™) ¥ 1 = ¥P(g", "), Tuego tar) < () = s(n) ¥
por lo tanto ¢* divide a L((y,) L(¢1). O

Lema 3.2.9. Sea {(1,...,(n} €l conjunto ordenado de todas las concatenaciones en
APy, 1 contenidas en un camino T, verificando que T = a;(;b;, con a;,b; € P, s(¢;) <
$(Giv1). Para cada i, sea Sub(G;) = {¢1,93} © APo—o, ¢ = ¥3R(¥5) = L(¥1)¢. Enton-

ces i = Yitt para todo i =1,...,m — 1.

Demostraciéon. Consideremos (;, (;1. Graficamente tenemos

Gi b;
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Si s(yi™) < s(¢%) tendremos que
s(Girr) = s(5™) < s(¥h) < t(W1) = HG) < HG)-

Luego serd 1t € Sub((;+1) con 1t # wéﬂ, Pl #£ wiﬂ. Esto es una contradiccién pues | Sub((i4+1)| =
2, ver Lema 1.5.7.

Si () < s(ith), sea § = ¢ib = ayt™. Entonces a y b € P pues a divide a a;11 y b divide
a b;. Por el Lema 3.2.7 (i) existird z € AP,— tal que z divide a § y verifica

s(Gi) < s(v1) < s(2) < t(z) = t(¥5™) < t(Giva)

Tendremos asi que z & {(1,...,(n}. Contradiccién. O

3.3. El morfismo de comparacién F

Comenzaremos definiendo la aplicacion
F:Ap — Rad

de la resoluciéon minimal de Bardzell a la resolucién del radical. Los morfismos de A-
bimddulos
F,: AQKkAP, @ A — A®rad A®" @ A

son
Fleel) = ex1l,
Flea®l) = 1®a®l,

m—1
F,low®l) = > 1®Li..LiF,1(1® G ® )Ry _ry... R, sin>2
i=1

donde el conjunto Sub(w) = {(i,...(n} C AP,—1 estd ordenado de manera tal que si
i < j entonces s((;) < s(¢;) con respecto al orden dado en el soporte de w, y L;, R; son
los caminos definidos por L;(;+1 = (;R,,—; para ¢ =1,...,m — 1. Graficamente,

w = Ll-'“LiCi—l—lRmf(H»l)-~--R1

Q] . ]%'mflI

Ly G ‘R

L2 <3 Rm73
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Nuestro objetivo es mostrar que F : Ap — Rad es morfismo de comparacion. Comen-
cemos dando una observacion sobre la definicién de F;, y sobre el comportamiento de los
diferenciales de la resolucién del radical.

Observacién 3.3.1.

1) i) Sin=2yw=a;..as € AP, , a; € Q1, entonces Sub(w) = {ay, ..., as}. Luego

EBleowwl) = Z 1®ar...c; Fi(1® a1 @ 1)agpo....a
= Z 1® Ozl...OZZ‘(l X (e7AN] X 1>O-/i+2-~--as

= Z 1® 1.0 & (O7AN] X Aiyo....0.

ii) Sin esimpar yw € AP,, entonces Sub(w) = {11,12} con w = L(¢1)Y. Luego
Flowel)=1® L) F,1(1® 1Y @ 1).

2) Sice Aywe AP, entonces
bhi1(l@cF,(leuw®l)=cF,(low®l)—1®c,F,(1ow®1)

pues b, 1 es lineal y
bni1(1®@clag® ... Q@ an11)) =clag® ... ®apy1) — 1R by(clag® ... R ani1))
=clap®...®ap11) — 1R chy(ag® ... R apy1)-

Con los resultados anteriores estamos en condiciones de demostrar que F : Ap — Rad
es morfismo de comparacion.

Demostraciéon de la primera parte del Teorema 3.2.1. Claramente coFjy = p pues
colf(l®el)=¢cle®l)=c=p(l®e®1).
Para n > 1 la demostraciéon de la conmutatividad del diagrama

dn

A®p AP, ®p A A®Rp AP,_1 ®p A
LFn an,1
A®prad A% @p A—"> A@prad A% @5 A
la haremos por induccion distinguiendo la paridad de n.
Sin=1, byoF; = Fyod; pues
bloF1(1®Oé®1> = a®l—-1®«a

= a®l—eyqRa
= F(a®eya)®1 —1® e50) ® )
= [odi(l®a®l).
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Sin=2,byoFy,=F i odypuessiw=aq;...a, €R,entonces

s—1 s—1

bQ @) Fg(l Rw& 1) = bz(z 1® ay...05 @ (078N &® C¥7;+2---C(S) = Z a1...0; @ (o7nN] X Q9.0
=1 =1
s—1 s—1

- E 1®C¥1...O{i+1 ®Oéi+2...0é8+ E 1®041...04i®04i+104i+2...043
i=1 i=1

s s
= E O{l...Ozi_1®Oéi®Oéi+1...Oz5:Fl(E al...ai_1®ai®ai+1...as)

=1 i=1

= F10d2(1®w®1)

Si n > 3, comencemos viendo que b, o F,, = F,,_1 od,,, para n impar.

bhoF,l®w®l) = b,(1® L(Y)F,1(1®1Y; ®1))
= L(¥)F1(1®¢Y1 ®1) = 1® L(Y1)bp—1Fn—1(1 ® Y1 @ 1)
= L)Fa(1© 1 ©1) = 1@ L(Y1) Fh2dn1 (1@ 91 © 1)

donde en la segunda igualdad hemos usamos la Observacion 3.3.1(2) y en la ultima igual-
dad la hipdtesis de induccién.
Por otro lado,

Foo1d,1@w®l) = F,_1(L(1) @Y1 ®@1) — F,_1(1 ® 1 @ R(¢2))
= L) Fa(1@v®@1) = Fa(1 @ ¢ @ 1) R(¢a).

Luego sélo debemos ver que
Foi(1® ¢ @ D)R(Y2) = 1@ L(t1) Fyoadp1 (1 @ 1 @ 1).

En efecto

Fra(1®@ s @ DR() = D 1® LyF, (107 @ 1)R,R(1)
YESub(v2)

1® L) Fp2dn1(1®Y1 ®1) = 1® L) F,—2 Z L(v) ®v® R(y)
YESub(v1)

= > 1®LW)LM)F.2(1®v8 )R(>).
~ESub(11)

Si vy € Sub(1hy) N Sub(1)y) es claro que
1 Ly Fy (197 @ DRy R() = 1@ L)L) Faa(1 87 @ DR().
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Siy € Sub(ig) v v & Sub(1)1) entonces debe ser s(v) < s(1). Luego por la Proposicién
3.2.5 (i), RyR(s) € I. Siy € Sub(y1) y v & Sub(12) entonces debe ser t(12) < (7).
Luego por la Proposicion 3.2.5 (i), L(¢1)L(v) € I. Esto termina la demostracion para n
impar.

Si n es par
m—1
o Fy(l@w®l) = bpy(d> 1® Ly LiFy1(1® G @ 1) Ryp_(is1)... R1)
i=1

3

Ly LiFy 1(1® i1 @ DRy (ig1y--Ra

i

3
L

1® Ll---Libn—an—l(l ® Ci—‘rl ® 1)Rm (i41)- Rl)

i

3
L

Ll...LiFn_l(l & Ci—f—l & 1)Rm,(i+1)...R1

1

3
L

- 1® Ly..LiFy_odp—1(1 ® (1 ® 1) Ry i1y R1)
1

7

donde, nuevamente, en la segunda igualdad hemos usado la Observacién 3.3.1(2) y en la
tercer igualdad la hipdtesis de induccion.

Como (i1 € AP,_; y n—1 es impar, Sub((;1) = {i™, 5T}, Luego la suma anterior
es igual a

m—1

> L LiFu (1@ Gyt @ 1) Ry_ign). R
=1

m—1

— Y 1@ L1 LLET) Faa(1@ 90 @ DRy i) R
=1

m—1

+ 1® Ly LiF, (1@ 95" @ DR(Y,™) R (i) Ra).
i=1

Por el Lema 3.2.9 tenemos que ¢! = 5™, para i = 1,. — 1. Luego de cancelar los

términos corespondientes en la suma anterlor obtenemos la suma

Z Ly .LiF, 1 (1® G ® 1) Ryp—(ig1)--- I

+ 1 ® LiF, 5(1@¢32 @ 1)R(3)Rm—o...R1 — 1@ Ly..Lyy 1 LY Fo(1 @Y7 @ 1).

Por el Lema 3.2.8, L;...L,,,_1 L(¥7") € I, pues L((y) = Ly...Ly,—1. Ademas por el Lema

3.2.9, ¥ = 9i, y esto implica que R(y3) = Rp1, pues L(Y1)1 Ryt = QRmo1 =
L3 R(¢)2). Como n — 1 es impar y Sub(¢;) = {41, 14}, usando la Observacién 3.3.1(1-ii)
tenemos que

Foi1@G DRy 1..Ry =1® L1 F, 5(1 @93 @ 1)R(V3)Ryy_s...Ry.
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Finalmente la suma anterior es igual a

ZLl LiFu1(10 G @ DRy Ry + Fuot (19 G @ 1) Ry Ry

= ZLl...Li_an_l(l ® ¢ @ 1) Rn_i. Ry

= Fai0d,(1®@w®l).

De esta manera finalizamos la demostracién de que b, o F,, = F},_1 o d,,. [

3.4. El morfismo de comparacion G

Comenzamos esta seccion definiendo el morfismo
G :Rad — Ap

de la resolucién del radical a la resolucién minimal de Bardzell. Como G es morfismo de
A-bimoédulos, basta definirlo en los elementos base

1 ®---Qv,®1, 111-677, t('l}i>:8(vl'+1)

de A®rad A®" ® A. Para esto necesitaremos distinguir n-uplas (vy, ..., v,) de elementos
de P.

Definicién 3.4.1. Una n-upla (vy,...,v,) € P" se dird bien concatenada si t(v;) =
s(viy1) para i = 1,...,n — 1. Para cada n-upla bien concatenada (vy,...,v,) definimos

los conjuntos

M /\/lmp(vl, . ,Un) = {] L Ugj—1.V2; g ]},
Mpar Mpar(vh e ;Un) = {j . ’l)2j.’l}2j+1 g I}

La n-upla bien concatenada (vi,...,v,) se llamard buena si verifica que My, = 0
cuando n es par y Myq, = 0 cuando n es impar. En otro caso, la n-upla bien concatenada
(v1,...,v,) se llamard mala.

Para cada n-upla (vy,...,v,) buena, consideremos el siguiente subconjunto de AP,:
X1, v,) ={w e AP, 1 vy ...v, = L(w)wR(w)}.
Asi, los morfismos de A - bimédulos
G, : Arad A¥" @ A — AQKAP, ® A
son

Go(1@1l) = 1@1el=>) 1001,
1€Qo

Gilev®l) = Zal...ai71®oﬁ®@i+1...0€3 siv; =y . ..o,
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Sil®u®- - ®v,®1 es un elemento base de A @ rad A®" @ A, y la n-upla (v1,...,v,)
es mala 6 x(vy,...,v,) =0,

Gn(ldn®- - ®u,®1)=0.
De otra manera, si x(vy,...,v,) # 0,
G,(l®® - ®v,®1)=Lw)®@w® R(w), sinespar,

donde w es tal que s(w) = min {s(w’) : w’" € x(v1,...,v,)} y

G(loan® - ®u,®1)= Z L(w)®w® R(w), sin esimpar.
weX(V1,...,0n)
s(v1)<s(w)<t(v1)

Nuestro objetivo es mostrar que
G:Rad — Ap

es morfismo de comparacién. Necesitamos primero demostrar lemas relativos a los con-
juntos M, Mg,

Sea (v1,...,v,) una n-upla bien concatenada. Si v;v;1; € I existen relaciones v € R
dividiendo al camino v;v;4, y verificando

s(vy) < s(vy) < t(vy)

$(0y41) < (7)< Hv32).

En lo que sigue llamaremos 7; a una de esas relaciones (elijo una).
A cada n-upla bien concatenada que verifique M, (v1,...,v,) = 0 le asociamos una
sucesion (o, Y4, - - - ):

Y2i—-2 Y2i V2i+-2
V2i—2 V2i—1 V24 V2i+1 V2i+2 V2i+3
Andlogamente, si M, (v1, ..., v,) = 0, ala n-upla le asociamos una sucesion (1,73, . . . ):
Y2i-3 Y2i—1 V2i+1
V2i—3 V2;—2 V2i—1 V24 V2i+1 V242

En las mismas condiciones anteriores, supongamos ademas que existe w € AP, tal que
v1...V, = awb con a,b caminos en P.

La pregunta que nos hacemos es:

i, Cuando existe z € AP, tal que w € Sub(z) y z € x(v1,...,v,) 7 (%)
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Por ejemplo, supongamos que n = 5, My, = 0 y existe w = w(p1,pa,p3) € AP,. Si
tenemos:

7 3

/n/_\ v2 v3 m vs

p2

p3

P1

existe z = z(v1,p1, P2, p3) € APs y w € Sub(z). Sin embargo, si tenemos

71 V3

p2

p3

p1

no existe z € APs.

El objetivo de los siguientes lemas es demostrar que bajo ciertas condiciones la pre-
gunta (%) tiene una respuesta afirmativa.

Lema 3.4.2. Sea (vq,...,v,) € P™ una n-upla bien concatenada y sea ademds w € AP,
tal que vy ... v, = awb.

(i) Siw=wpi,...,pn2), s(w) < t(vy) y Mpa =0 entonces

t(pn-2) < t(Vn-2) sin es par, (3.10)
t(pn—3) < t(Vn-3) si n es impar, (3.11)
donde (Y2,74,...) es una sucesion asociada a (vq,...,Uy,).
(ii) Sin es impar, w = wP(q',...,¢"?), s(v,) < H(w) y Mymp = 0, entonces
s(vs) < s(q”),
donde (y1,73,...) es una sucesion asociada a (vq,...,Uy,).

Demostracién. (i) Veamos que para i > 1 se verifican las desigualdades

t(p2i) < t(va)-

Como s(w) = s(p1) < t(v1) = s(v2) < s(72) es s(p1) < s(72), y por la tanto

t(p1) < t(12).

Por construccién de py tenemos que py = ¥ 6 s(p2) < s(72) , esto es,
t(p2) < t(72).
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Supongamos probado que t(pa;_2) < t(72i—2). Como t(y2;_2) < s(72;) tenemos que
t(poi—a) < t(y2i—2) < $(72:). De la construccién de po; se deduce que py; = g
6 s(p2i) < s(72i), esto es,

t(p2i) < t(72i)-

Finalmente analizando la paridad de n es claro que

t(pn—2) <t(yn—2)  sin es par,
t(pn—3) < t(Yn_3) si n es impar.

(ii) Veamos que para i > 1 se verifican las desigualdades

$(Yn—2i) < s(q" 7).

Como t(Vn_2) < s(v,) < t(w) = t(¢g"?) es t(yn_2) < t(¢"?), y por la tanto

$(Yn-2) < s(¢" 7).

Por construccién de ¢" 3 tenemos que ¢"> = v,,_2 6 t(Vn_2) < t(¢"3) , esto es,

$(m-2) < s(¢" 7).

Supongamos probado que s(7,_2;12) < s(g" %), Como t(V,_2:) < $(Vn_2i42) tene-

mos que t(Y,_2;) < 8(Yn_2i12) < s(¢"2"1). De la construccién de ¢" %1 se deduce
que ¢" 7 =, 05 6 tH(Yn_2i) < (g2, esto es,
s(Yn—2i) < s(g" 7).
Finalmente como n es impar, s(73) < s(¢?).
]
En lo que sigue, sea T' el camino dirigido vy . .. v,.
Lema 3.4.3. Sea n impar, (vq,...,v,) € P™ una n-upla bien concatenada, y w € AP, 1

tal que vy ...v, = cwb. Entonces

(i) Sibe P, s(w) < t(vr) y Mpar(v1,...,0,) = 0, existe z € AP, con z = wR(w) y
R(w) dividiendo a b.

(ii) Sice P, s(vn) < t(w) y Mimp(v1,...,v,) = 0, existe z € AP,, con z = L(w)w y
L(w) dividiendo a c.

Demostracién. (i) Sea w = w(p,...,pn_2). Necesitamos buscar § de manera tal que
el elemento z(p1,...,pn—2,9) € AP, verifique lo pedido. Del Lema 3.4.2 (i) sabemos
que t(pp—3) < t(Yn—3). Ademés b € P entonces s(v,-1) < t(w) = t(pp_2)-

Tn—3 Yn—1
t(qu?)) t(p»,i72)
Un—-3 Un—2 Un—1 Un

Luego el conjunto L = {y € R(T) : t(pn-3) < s() < t(pn—2)} # 0, pues v,,_1 € L.
Si 6 € L es tal que s(d) es minimo con respecto a todo s(v),y € L, construimos
z=2z(p1,...,Pn2,0) € AP, verificando las condiciones deseadas.
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(ii) Es andloga considerando la parte (i) del Lema 3.4.2.

[
Lema 3.4.4. Sean pary (v1,...,v,) € P" unan-upla bien concatenada. St Mpg, (v1, ..., v,) =
0 y existe w € AP,_1 tal que s(vy) < s(w) < t(v1) entonces t(w) < t(Yp—2) < t(vp_1).
Demostracién. Sea w = w(py,...,pn—2). Del Lema 3.4.2 (i) tenemos que t(p,_o) <
t(Yn-2). Ast t(w) = t(Pn-2) < t(n-2) < t(Va-1). m

Para comenzar la demostracién de que G es morfismo de comparacién, sélo necesita-
mos demostrar un lema similar al Lema 3.4.3 en el caso en que n sea par y el conjunto
M, = (0. Lamentablemente esta demostracién no serd sencilla debido a que el conjunto
de relaciones para construir z € AP, puede contener alguna o ninguna de las relaciones
que constituyen w, como se puede ver en el siguiente ejemplo:

Sean =4, w = w(py,p2) € AP;3 tal que

7 73

N N

V1 v2 v3 o

p1

P2

En este caso no existe z € APy tal que w € Sub(z) y z = L(w)w 6 z = wR(w), pero
si existe z = z(v1,p1,73) € AP, tal que w € Sub(2).
Si tenemos

aat 73

/_\/_\

v1 V2 v3 V4 )
Y

p1

p2
z=z(m1,7,73) € AP, es la unica concatenacién tal que w € Sub(z).

Nuestro objetivo sera ahora demostrar el siguiente lema:
Lema 3.4.5. Sean pary (vi,...,v,) € P" unan-upla bien concatenada. Si Mipp(v1, ..., v,) =
0 y existe w = w(p1,...,pn2) € AP,y con vy...v, = awb, a,b € P, entonces eriste

z € AP, tal que z divide a vy ...v, yw € Sub(z).

Como hemos dicho antes esta demostracion no sera sencilla. Comenzaremos presen-
tando un conjunto de relaciones {p); |, ph; 1 }1<2i-1<n—3 definidas por

1) ph;_, serd un elemento del conjunto
Tyier ={7 € R(T) : t(7) < s(Pyiya)},
con t(ph;_,) méximo entre todos los v € Ty;_1, donde pl, | = Vn_1;
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2) ph._, es elegido a partir de p), ,, y serd un elemento del conjunto

Si1 ={y € R(T) : s(py 1) < s(7)}
siendo s(ph;_,) minimo entre todos los v € Sg;_1.

Sea n par, (v1,...,v,) € P" una n-upla bien concatenada con My, (v1, ..., v,) = 0, y sea
(71,73, - - - ) la sucesién asociada. Sea w = w(py,...,pn2) € AP,_1 con vy ...v, = awb,
a,b € P,y supongamos que $(V,_1) < t(p,_3). Bajo estas condiciones demostraremos los
proximos dos lemas.

Lema 3.4.6. Los conjuntos Ts;_1 son no vacios, mds precisamente, vo;_1 € To; 1, y las
relaciones pl, _, verifican

s(72i-1) < 8(po;_1) < t(pai-3) (3.12)
para 2t —1 =1,...,n — 3, donde t(p_1) := s(p1).

Demostracién. Comencemos probando el lema cuando 2i — 1 = n — 3. Como t(7y,_3) <
$(Vn-1) ¥ Py = Yn—1, tenemos que v,_3 € T,,_3 y esto demuestra la existencia de p/,_,.
Asi de la maximalidad de t(p/,_3), de que y,,—3 € T,,—3 y de la hipétesis s(y,-1) = s(pl,_;) <
t(pn—3), tenemos

t(Yn-3) < t(Pp_s) < s(Pn1) < Hpn-s) (3.13)
y por lo tanto
$(Yn-3) < 5(Ph—s) < 5(Pn-3)- (3.14)

Usando la construccién de w sabemos que p,,_3 es elegido de manera que s(p,_3) es minimo
con respecto a todas las relaciones en el conjunto {y € R(T') : t(pn—s5) < s(7) < t(pn-4)}
Ast s(pl,_5) < t(pn—s), pues sit(pn—s) < s(pl,_3) debe ser s(p,—3) < s(pl,_3) contradiciendo
(3.14). Luego

$(n-3) < 5(P,—3) < t(pn-s)- (3.15)
Supongamos por hipétesis inductiva que existe p!,_,; ; verificando (3.12). Hallemos p/,_,, .

De (3.12), s(Vn-2i-1) < 8(Pj—9i—1) ¥ como t(Yn—2i-3) < $(Yn-2i-1), Yn-2i-3 € Tn-2i-3 ¥
esto muestra la existencia de p],_,; 5. Asi de la maximalidad de t(p],_o;_5) en T},_o;_3

t(Vn—%—B) < t(p;k%,:,,,)

y nuevamente con (3.12) obtenemos

t(n-2i-3) < D) _2i-3) < 5(Dh_9i 1) < t(Pn—2i-3) (3.16)

por lo tanto
$(Vn—2i-3) < 5(Pr_i—s) < $(Pn-2i-3)- (3.17)
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Usando la construccién de w sabemos que p,,_o;_3 fue elegido de manera tal que s(p,_2;_3)
es minimo entre los 7 € {y € R(T) : t(pn-2i—5) < s(7) < t(Pn-2i-4)}, luego s(pl,_o;_3) <
t(Prn—2i—5), pues si t(pn—2i—5) < s(p),_9;_3) debe ser s(pp_2i—3) < s(p},_9;_5) contradiciendo
(3.17). Asi obtenemos

$(Yn—2i-3) < 8(P)—9i—3) < t(Pn—2i-5)-
Ol

Lema 3.4.7. Los conjuntos Ss;_1 son no vacios, mads precisamente, pa;_1 € Sai_1, Yy las
relaciones py, _, verifican

$(Phi1) < t(P3—1) < t(p2i-1), (3.18)
t(paim1) < $(Phig1) < t(P3-1): (3.19)
para 2t —1=1,....n—3.

Demostracién. Sea i tal que 2i—1=1,...,n—3. Claramente Sy;_1 # () pues de (3.12),

s(ph;_1) < t(pai—3) y por construccion de w, t(pai—3) < s(pai—1), asi s(ph;_1) < s(p2i-1) v
Pai—1 € Sz;—1. De la minimalidad de s(pj;_;) en So;_1 tenemos que

5(Phi—1) < s5(pai-1)
y por lo tanto

t(py; 1) < t(pai-1)-

Asi, como s(ph; 1) < t(ph;_1), (pues si fuera t(py;_,) < s(ph;,,) entonces de la maxi-
malidad de #(ph;_;) en Tyi—1, serfa t(py; ;) < t(py;_y) y por lo tanto s(ph; 1) < s(py_4)
contradiciendo la definicion de pf, ), tenemos entonces que

$(Phir1) < t(Phim1) < t(pai1)- (3.20)

Finalmente de la definicién de ¢(p}; ;) y de la desigualdad anterior obtenemos
t(phi—1) < $(Phiyr) < t(Phio1)- (3.21)
0

Observacion 3.4.8. Las relaciones halladas pY, p| verifican que (p,py]) € AP;.
Estamos en condiciones de probar el Lema 3.4.5.

Demostracién del Lema 3.4.5. Supongamos primero que t(p,_3) < s(7,_1). Por hipdte-
sis vy ... v, = awb con b € P luego s(Vn—1) < t(pr—_2).

Tn—1

Pn-3

Asfi el conjunto
L={y€eR(T): t(pn-s) < s(v) < tpn-2)} #0
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pues v,_1 € L. Si § es de origen minimo con respecto a las relaciones en L, tenemos que
w =w(p1,...,Pn_2,0) € AP, verifica las condiciones deseadas.

Supongamos que s(V,—1) < t(p,—3). Hallaremos z = 2(21, ..., 2,-1) € AP, con z; = p.
La demostracion consistird en mostrar que el conjunto

Li={y € R(T) : (zi2) < s(7) < t(zi1)}

en no vacio. Luego bastara elegir z; de manera tal que s(z;) sea minimo entre todos los
s(y) con v € L;. De la Observacién 3.4.8 tenemos que zy = pf y, por (3.18), zo verifica la
desigualdad

t(pi) = t(z2) < t(pr).

Para obtener z3, de (3.19 ) tenemos que py € Lg, luego L3z # () y de la minimalidad de
s(z3) en Ls es s(z3) < s(p}), y por lo tanto

t(z3) < t(p3)-
Asi tenemos la siguiente desigualdad para z3:
t(p2) < t(z3) < t(ph) (3.22)

donde la primera desigualdad se deduce de que por ser a € P, s(p1) < t(71), vy de (3.12)
s(m) < s(p}) v por lo tanto t(y1) < t(p}). Asi

s(p1) <t(p)) = t(z1) < s(23)

y por la construccion de py es s(p2) < s(z3), por lo tanto t(p2) < t(z3).
Supongamos por hipétesis inductiva que existe z; verificando

t(pj-1) <t(z;) <t(pj) sijesimpar, (3.23)
t(pj_1) <t(z;) <t(pj-1) sijespar. (3.24)

Hallemos zj;1 para j +1=2i y para j +1 =21 + 1.

Sea j 4+ 1 = 2i. De la construccién de w, t(pj_2) < s(p;) < t(pj—1), y de (3.23) y (3.24)
tenemos t(z;_1) < s(p;) < t(z;). Asi p; € Lj;1 y esto asegura la existencia de z;41. De la
minimalidad de s(z;41) se tiene que s(z;+1) < s(p;) y por lo tanto

t(zj41) < t(py)- (3.25)

De (3.18) y (3.24), es s(p}) < t(zj-1) < s(2j41), entonces la minimalidad de s(p}) en Sj
nos dice que

) < s(z301)
y por lo tanto
9) < tz).

Esta ultima desigualdad unida a (3.25) nos da
t(p}) < tzj) < tpy). (3.26)
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Sea j + 1= 2i+ 1. Usando (3.19), (3.23) y (3.24) tenemos

t(zj-1) < tpj_1) < s(pj) <tpj1) <t(z),

luego p),; € L; y esto asegura la existencia de z;;1. De la minimalidad de s(2;11) se tiene
que s(zj41) < s(piy4), y por lo tanto

t(p;) < t(zj41) < HP))

donde la primera desigualdad se deduce de que por (3.23), t(pj_2) < t(2j-1) < s(zj41) ¥
de que p; fue elegido de manera que s(p;) es minimo respecto a todo ¢ pertenecientes al
conjunto

{v € R(T) : t(pj—2) < s(7) < t(pj-1)}-

De esta manera hemos hallado z = 2(21, 22, ...,2,-1) € AP, con z; verificando (3.23) y
(3.24) respectivamente. Lo tnico que nos queda por demostrar es que w € Sub(z). Para
esto es suficiente mostrar que

s(z) < s(w) y t(w) < t(2).
De (3.12), s(z) = s(z1) = s(p}) < t(p-1) = s(p1) = s(w), obteniendo asi la primera de las
desigualdades. Por (3.23), t(pn—2) < t(z,-1) y por lo tanto t(w) < t(z). O
Finalmente estamos en condiciones de mostrar que G es morfismo de comparacion.
Dada una n-upla bien concatenada (vy,...,v,) € P™ llamaremos, en caso de existir,
jO = min(Mimp)v jl = ma‘X(Mimp)
ip = min(M,q,), 11 = max(Mqg,).

Observaciéon 3.4.9. Usando los conjuntos My, Myer podemos cancelar términos en la
suma

Gn10b,(131®..01,01) = G 1(11 RV ®...Q0v, ®1)

+ Z Gn,1(1®v1®..®v2jv2j+1®..®vn®1)

(j:2<2 <n}

- Z Gro1(1® 1 ® .. @ Ugj_112; ® .. ® v, @ 1)

{5:1<2-1<n}
+ (-1D)"Gr1(1®@v & ... @ uy).
1) Si Myar =0 y Miynp = 0 entonces

+ (—1 nGn71<1®U1®'-~®Un)7

pues vvj11 € I para todo j.
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2) Si Mipp =0 y My, # 0 entonces
Gr10b,(131® .00, ®01) = G (1 Q@u®...0v,®1)
+ Y Ga(1®0® . ® vyt ® . @ v, ® 1)
{j: 260<2j<2i1}
+ (—1D)"Gh1(1®@ 1 ® ... @ uy),
pues Vaj_1V2; € I para todo j y vojvaji1 € 1 siJ <'ig 65 > 4y.
3) Si Mpar =0 y My, # 0 entonces
Gn10b,(101®..01,01) = G 1(1RV®...Q0v, ®1)
— Z Cr1(1® 11 ® .. @ Uyj_103; ® .. @ vy @ 1)
{7+ 2j0<2j<2j1}
+ (-1)"Gr1(1® 1 ®@ ... @ vy),
pues vVa;V9541 € I para todo j y voj_1v9; € 1 sij < jo 67 > ji.
4) Si Mpar # 0 y My, # 0 entonces
Gr10b,(101®...01,01) = G (@R ..Q0v,®1)
+ Z Gro1(1® 11 ® .. @ Ugjvgj11 ® .. ® v, @ 1)
{4+ 210<25<2i1}

- Z Gro1(1®@ 1 ® .. @ Ugj_112; ® .. ® v, @ 1)

{7+ 2jo<25<251}
+ (-1D)"Gp1(1®@ 1 ® ... Quy),
pues Vajvgjp1 €1 815 <o 07 > 11 YUV €1 515 <jo 0J > Ji.
Los conjuntos M, M,e también nos permiten caracterizar al nicleo de G,,:
Observacién 3.4.10. Sea (vy,...,v,) € P™ una n-upla bien concatenada. Entonces
G,(lon® - Qv,®1)=0

sty solo si una y solo una de las siguientes condiciones se satisfacen:
1) (v1,...,v,) es una n-upla mala,
2) (v1,...,v,) es una n-upla buena y x(vi,...,v,) =10,

3) (v1,...,0,) es una n-upla buena, x(vy,...,v,) #Z0 y

68



i) sin es par, L(w) ¢ R(w) € I para w € AP, tal que s(w) = min{s(w’) : w' €

X(Uh s 7”!1)};
ii) sin es impar, L(w) ¢ R(w) € I para todo w € x(v1,...,v,) con s(vy) < s(w) <
t(’l]l).

Observacién 3.4.11.

1) Si My, # 0 entonces

Z Gn,1<1®1}1®..®U2j,11}2j®..®1}n®1>

{7+ 2j0o<2j<2j1}

se reduce a

Gro1(1®@ v ® .. @ Vgjy—1V2j, ® .. @ v, @ 1) sin es impar,
Gro1(1®1 ® .. Qugjy_112j, .. Q v, ®1)  sin es par

porque (v1,...,V2j_1Va;,...,0,) €s una (n — 1)-upla mala si j > jo cuando n es
impar pues vVajo—1V25, & 1, y st j < j1 cuando n es par pues vaj,_1v9;, € I. El mismo
argumento puede ser usado para ver también que

Gr1(l®n®..®v,) =0 sin es impar, y
G111 ®..0v,®1)=0 sin esparyj # 1.
2) Si Mpar # 0 entonces

Z Gn—1(1®vl®-'®U2j1}2j+1®-~®vn)

(i 2i0<2j<2i1}
se reduce a

Gr1(1® v ® .. ® Ug;,U21041 ® .. Q v, ® 1) sin es par,
Gro1(1® v ® .. @ Uy, 25,41 ® .. RV, ® 1) sin es impar

porque (v, ..., V2V2j41,...,0, @ 1) es una (n — 1)-upla mala si j > iy cuando n es
par pues Vo Va1 & I, y st j < iy cuando n es impar pues vVo;, Vo, +1 € 1. El mismo
argumento puede ser usado para ver también que

Gr1(1® ®..®v,) =0 sin es par, y
Gr1(11®.0v,®1)=0 sin es impar.

Demostraciéon de la segunda parte del Teorema 3.2.1. Claramente
poGy=ce

pues
poG(l®l)=p(lelel)=1=¢11)
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y Goo by = d; o G pues
dioGi(1®aj..a;®1) = dl(z A1 @ G ® Qyq...0)
i=1
= Z Q1. O 106G @ () @ Q1. Qg — Z O1...0G 1 @ Eg(a;) @ Q41O
i=1 i=1

= Q1.0 ® Ca,) D1 = 1® e5a;) @ ay...as = Goob(1®v®1).
Para n > 1 la conmutatividad del diagrama
A@prad A% ©p A —2>~ A@prad A% @5 A

Gn Gn— 1

AQp AP, @ A—% - A®p AP, | @5 A

serd hecha en cuatro etapas definidas de acuerdo a las Observaciones 3.4.9 y 3.4.11.

Caso 1: Mu(v1,...,0,) =0y Mipp(ve, ... 0,) = 0.

En este caso

Gn10b,(131®..01,01) = G 1(11®V® ... 0V, ®1)
+ (-1)"Gr1(1®@ v @ ... @ vy,).

) SiG(1®1 ®...0v, ®1) =0 debemos ver que

G111 ®®..0u,®1)=—(-1)"G,_1(1 Qv ® ... ® vy,). (%)

Sea n impar. Comencemos observando que si G,_1(1 ® 11 ® ... ® v,) # 0, esto es,
Gro1i(1® v ®...Qv,) = Llw) @ w® Lw),

con L(w),R(w) € Py w € AP,_4, y se verifica que s(v1) < s(w) < t(vy), por el
Lema 3.4.3 (i) existird z € AP, con s(z) = s(w) y por lo tanto s(vy) < s(z) < t(vq)
contradiciendo que G,(1® 1 ® ... ® v, ® 1) = 0.

Luego, si G,—1 (1011 ®...0v,) = L(w)@wR(w) # 0, debe ser t(vy) = s(v2) < s(w).
Entonces en este caso tendremos la igualdad (x) pues w € x(vg, ..., v,).

Por otro lado supongamos que

Gro1i(1®@®---®v,) =0 'y
G @@ - ®v,®1) = Lw) @w® R(w) #0

con w € x(va,...,v,), s(w) minimo. Como (vy,...,v,_1) es una (n — 1)-upla buena,
la primera igualdad nos dice que estamos en el caso (2) 6 (3.i) de la Observacién
3.4.10.
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En el primer caso x(v1,...,v,-1) = 0, y por lo tanto w € AP, _; deberd verificar
que s(v,) < t(w) < t(v,). Luego por el Lema 3.4.3 (ii) existird z € AP,, con
t(z) = t(w) y w € Sub(z). Si t(v1) < s(z), tenemos que existe z; € Sub(z)\ {w} con
s(z1) = s(z) y esto contradice la minimalidad de s(w). Si s(z) < t(v1) se contradice
que Gp(l®@v ®...Qv, ®1) =0.

En el segundo caso x(vi,...,v,-1) # 0, y si u € AP, 4 es tal que s(u) es minimo
respecto de x(vy,...,v,-1) entonces L(u) 6 R(u) € I. Comparando u y w debe ser
aw = ub, con a € P pues a divide a L(w):

u

L a | w

Luego, por el Lema 3.2.7(i), existird z € AP, tal que t(z) = t(w) y tendremos dos
casos a analizar: si s(v1) < s(z) < t(vy), en este caso serd G, (1QV; ®...Qv,®1) # 0
y llegamos a un absurdo; si s(vy) < s(z) tomando z; € Sub(z)\{w} con s(z;1) = s(2),
se contradice la minimalidad de s(w) y llegamos a un absurdo nuevamente.

Sea ahora n par. Como (vy,...,v,) es una n-upla buena, estamos en el caso (2)
6 (3.1) de la Observacién 3.4.10.

Si x(vy,...,v,) =0 debe ser
anl(vl®1)2®...®’l}n®1):0 y Gn,1(1®’01®...®1}n):0

pues sino llegariamos a una contradiccion usando el Lema 3.4.5.

Si x(v1,...,v,) # 0 la contradiccién no serd inmediata. En este caso sabemos que
L(w) € I 6 R(w) € I siw € AP, es tal que s(w) es minimo respecto de x(vy, ..., v,).
Si fuera

G111 ®@u®..0v,1)#0 ¢ G 1(l@u®...Qu,) #0

existiria u € AP,y con v;...v, = L(u)uR(u), y L(u), R(u) € P y nuevamente
usando el Lema 3.4.5 construirfamos z € AP, con u € Sub(z). Observemos que
no puede ser w = z debido a que L(w) € I 6 R(w ) € I. Por ser s(w) minimo,
debe ser s(w) < s(z) y como L(w) divide a L(u), L(w) € P. Luego R(w) € Iy
asi t(w) < t(u).

L(u)eP | | R(u)eP

L(w)é w . R(w)

Ademds como az = wb con a € P, pues a divide a L(u),




ii)

tenemos por el Lema 3.2.6 que b € P. Finalmente, como wb’" = cu, podemos aplicar
el Lema 3.2.4 (i)

u

w b

pues b’ € P por estar b’ dividiendo a b, y asi obtenemos que ¢ € I lo que es un
absurdo, pues ¢ divide a L(u) y L(u) € P.

Sea ahora G,(1® 1 ® ... ®v, ® 1) # 0.

Si n es impar entonces

m

Col®v®..0v,®1) =) ;@b , s(v1) < s(G) < tv)

i=1
donde las concatenaciones {(i, ..., G} € AP, las consideramos ordenadas de manera
que s(¢;) < s(¢;) sii < j.

Si Sub(¢;) = {a%, i} por el Lema 3.2.9 tenemos que 5™ = ¢ parai=1,...,m—1.
Luego podemos cancelar términos en d,, o G,:

dyoGr(1@0 ®...0 v, ®1) = a; L(y}) @ i @by — Y a; @ b @ R(1h)b;
=1

7 =1

= anL(¥7") @ Y7 © by — a1 @ ¥ ® R(4y)br.
Veamos entonces que
Gn (1 @12 ® .0V, ®1) = anL(Y]") @Y]" @by, y (I
Gr1(1®0 ® ... Quy) = a1 ® Yy @ R(y)by. (I1)
Comencemos con (I), y supongamos primero que
am L(Y7") @ Y1 @ by, # 0,

esto es, a, L(Y7"), by, € P. Debemos ver que ¥} es tal que

s(7") = min{s(w) : w € x(va,...,v,)}.

Si fuera s(vy) < s(¥7") < t(v1) usando el Lema 3.4.3 (i) existirla z € AP, con
s(z) = s(¥"), y esto contradice la maximalidad de s((,) en {s(¢1), ..., s(Gn)} pues
s(CGm) < s(¥7") = s(z). Luego t(v1) < s(¥") y ¢ € x(va,...,v,). S6lo resta ver
que s(¥7") es minimo. Si & € x(ve,...,v,) verifica que s(d) < s(¢7")

5

b |

2

acP
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por el Lema 3.2.7 (i), existird z € AP, con t(z) = t(¢)1"). De aqui se desprende que
z = (pn y como t(vy) < s(9) < s(z) = s(¢n) se contradice que s((,,) < t(vy). Por
otro lado, supongamos que

am L(Y7") @ 7" @ by,

G ®@0u®.0v,®1)=ad®b # 0.
Puede suceder que s(¢7") < s(0) 6 s(9) < s(¢7")

(el , P s
6 | ! w’in(

Nuevamente el Lema 3.2.7(i) nos da la existencia de z € AP, verificando en el pri-
mer caso que t(z) = t(d) y contradiciendo la maximalidad de s((y,), pues s((pn) <
s(¥]") < s(z) < t(vy) (observemos que si fuera t(vy) < s(z) tomando z; € Sub(z),
z = z1R(z), s(0) no serfa minimo), y en el segundo caso, t(z) = ¢(x]") contradi-
ciendo que s((,) < t(vy), pues debe ser (,, = z y t(v1) < s(9) < s(2).

Veamos ahora (II) y supongamos primero que

a1 @ s @ R(h)by #£ 0.

Debemos ver que 13 es tal que s(¢3) = min{s(w) : w € x(vy,...,v,_1)}. Si fuera
s(v,) < t(2hd) el Lema 3.4.3 (ii), nos daria la existencia de z € AP, con t(z) = t(¢3),
contradiciendo la minimalidad de s(¢;) en {s((1), ..., 5(Cn)}, pues s(z) < s(¥i) =
5(¢1). Luego t(v3) < s(vn) vy ¥a € x(v1, ..., v,_1). Veamos que s(¢b3) es minimo. Si
§ € x(v1,...,v,_1) verifica que s(d) < s(13), usando el Lema 3.2.7(ii) se contradice
nuevamente la minimalidad de s((3).

Por 1ltimo, si

a1 @y @ R(p)b = 0y
Gro1(1®@u QU ® ... @ vy) a®0®b#0,

tendrfamos que s(d) < s(2)}), y nuevamente el Lema 3.2.7(ii) contradice la minima-
lidad de s((y).

Si n es par tenemos que
G,(1®1®..0v,R01)=aw®b

con w € AP,, s(w) minimo y a,b € P. Entonces

dyoG,(1R1®..0v,®1) = di(a®@w®b)= Z aL(w;) @ w; ® R(w;)b.

w; €Sub(w)

Como vyvy € I, por ser My, = (), sélo es suficiente considerar w; € Sub(w) tales
que s(vy) < s(w;) < t(vg).
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Asi, la suma anterior puede ser escrita como sigue

J= Z aL(w;) ® w; ® R(w;)b + Z aL(w;) ® w; ® R(w;)b
w; €Sub(w) w; €Sub(w)
s(v1)<s(w;)<t(v1) s(v2) <s(w;)<t(v2)

y lo que debemos probar es que
J=G (@1 ®.0v,®1)+G1(1®v Q..Quv,).

Teniendo en cuenta que si w; € Sub(w) y s(vy) < s(w;) < t(vy) por el Lema 3.4.4
t(w;) < s(v,) = t(v,—1), la igualdad buscada deberia deducirse de las igualdades

Z aL(w)) @w; @ R(w))b = G 1(l@u®...0wv,), ¥y
w; €Sub(w)
s(v1)<s(w;)<t(v1)
Z aL(wl) X w; K R(U}l)b = Gn—l(vl RV R ... AV, & 1)

w; €Sub(w)
s(v2) <s(w;)<t(v2)

Es claro que cualquier término de las sumas de la izquierda corresponde a un término
de las sumas de la derecha. Reciprocamente, sea 6 € AP, 1 con ¢c®d®d un término
de las sumas de la derecha y supongamos que § € Sub(w), entonces s(w) < s(9)

6 5(0) < s(w):

En el primer caso, serd wb' = ¢§, con b’ dividiendo a b y por lo tanto b’ € P.
Usando el Lema 3.2.4 (i) tendremos que ¢ € I y entonces c € I. Asi c® 6 @ d = 0.
Anélogamente en el segundo caso se ve que d € I usando el Lema 3.2.3 (i).

Caso 2: Mo (v1,...,0,) 0y Mip(ve,...,0,) = 0.
i) Sea Gp(l1® v ®...Qv, ®1) =0.

Si n es impar entonces

Gr10b,(101 ®...01,01) = G 1(l1®u ® ... ® Uy, V911 ® ... v, ® 1)
— Gl ®v®...Quv,)

y debemos mostrar que

Gro1(1®@ 0] ® ... ® V9,091,411 ® ... 0, ®1) =Gp1(1 @01 ® ... @ ). (%)
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Como
X(Ula sy /Un—l) g X(/Ula coey V241 V241415 -1y /Un)

es claro que si x(v1, ..., v,_1) # 0 obtenemos la igualdad (x).

Si x(vi,...,v,_1) = 0 y fuera
Gr1(1® v ® ... ® V94,094,411 ® ... v, ® 1) = L(w) ® w® R(w) # 0,

con w € AP,_; y s(w) minino, debe verificarse que s(v,) < t(w) < t(v,). Luego
el Lema 3.4.3 (ii) nos da la existencia de z € AP, con s(z) < s(w). Tomando
21 € Sub(z) con s(z1) = s(z) se contradice la minimalidad de s(w).

Si n es par entonces

Gr10b,(131®..00,01) = G (1R ...0u, 1)
+ Gra(1 @0 ® -+ ® VaigU2ip41 @ - - D v, @ 1).

La demostracién es igual al caso My, = Mpa, = 0.

i) Si G,(1®v; ® ... ® v, ® 1) # 0, por definicién de G, (vq,...,v,) es una n-upla
buena y por lo tanto n debe ser par. En este caso tenemos que

Gro10b,(1®011®...01,01) = G 1(11QV®...Q v, ®1)
—f- Gn_1(1®7}1®...®’02i01)2i0+1®...®Un®]_>.

La demostracién es igual al caso My, = My, = 0 (observando que la parte de
esta demostracién que utiliza el Lema 3.4.4 no es necesaria en este caso).

Caso 3: M,y (v1,...,0,) =0y Mipmp(ve,...,0,) # 0.
i) Sea Gp(l® v ®...Qv, ®1) =0.

Si n es impar entonces

1(211 ®U2®®’Un®1)

Gr1ob,(1®®..0v,®1) = G,
G 1(1®U1®'-'®U2jo—lv2jo®---®Un®]-)'

n—

La demostracién es igual al caso M, = Mo, = 0, con la tnica excepcién de que
como

X(va, .. vn) € X (V1,0 V2jg—1-V2jgs - - - 5 Un),

en el andlisis

Gn_1(1®vl®...®’l}2j0_11}2j0®...®Un®1) =0 y
Gro1( @02 ®...Qu, ®1) # 0,

no aparece el caso x(v1, . .. Vajo—1Vaj, - - - Un) = 0 en el cual se utilizaba el Lema 3.4.3

(ii).
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Si n es par entonces

Gro1b, (121 ®..0uv,®1) = G1(v1 @va...@v, ® 1)
- Gn_1(1®1)11)2®...1)n®1)
Gn,1(1®vl®...®vn) si jlzl,y

Gr1b(11 ®..0uv,®1) = G, 1101 ®...RQuv,)
Gn,1<1®1}1®...®1)2j1,11}2j1 ®®Un®1) si jl 7£ 1.

Observemos que por el Lema 3.4.4, si w € AP,_1 y s(w) < t(v1) entonces t(w) <
s(vp) = t(v,—1). Luego basta aplicar la definicién de G,,_; para ver que

G 1(1@n® . .0,01) =G, 1(11 .. v, 1)+ G, 1(1 Qv ® ... ®vy,)
en el primer caso, y que
Gro1(1®@®...0u,) =G (1@ @ ... ® V), 1025, ® ... R U, ® 1)
en el segundo caso.

i) Si Gp(l1® v ®...®v, ®1) # 0, por definicién de G,,, (vy,...,v,) es una n-upla
buena y por lo tanto n debe ser impar. En este caso tenemos que

Gro1b,(1®11 ®..01v,01) = G 1(v1Q12®...Q0v, ®1)
— Gn,1(1®"v1®...®U2j0,1'l}2j0®...®’l}n®1).

Luego se puede mostrar, de la misma manera que fue hecho en el caso My, =

Mpar = (Z)a que

Groi(01 @1 @ .0V, ®1) = anL(®¥]) @YY @by y
Gn—l(]- X U1 ®...R U2j0—lv2j0 ®...R Un, X 1) = a & ¢% & R(I/J%)bl

observando que en el caso (II) no es necesario utilizar el Lema 3.4.3(ii).

Caso 4: Mo (v1,...,0,) 0y Mip(ve, ... 0,) # 0.

En este caso la n-upla es mala y por lo tanto, G,(1® 1 ® ... ® v, ® 1) = 0.
Si n es impar entonces

Gro10b,(1011®..01,01) = G 1(1Rv;® ... ® Uy, V5,11 R ... ® v, ® 1)
- Gn_1(1®1}1®...®’02j0_1’02jo®...®Un®1).

Observemos que la (n — 1)-upla (vy, ..., v9;, Vi, 41, ..., Un) €8 buena si y soélo si lo es la
(n — 1)-upla (vy, ..., Vajo—1V2j, ---; Up), ¥ COMO

X (V14 ooy V23 V24, 415 -y V) = X (V14 oy U2jg—10V250 s -5 Un)
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por definicién de (G,,_; obtenemos que
Gn—l(l R K...R V249 V2ip+1 ®..Q Un X 1) = Gn—l(l RV KX...R V250—1V2j ®..R Un & 1)
Si n es par tenemos que

Gro100,(l® ®...00v,®1) = G q1(v1 @vs... v, ® 1)

G
G (1@ ® ... ® v, ® 1)
Gro1(1®@ v ® ... ® V90241 ® ... U, ®1) sijp=1,y

anl @) bn(l RV R ... U, ® 1) = Gn,1(1 XKV X... R V240 V2ip+1 X..Q0v, X 1)
Gn—l(l XKV K... R V94, —1V2j; X .Up & 1) si jl 7é 1.

Por definiciéon de GG,,_; obtenemos que

Gro1(1@u® .. Q0v,®1) = G, q(v ®@vy... v, ® 1)
+ Gr1(1®v ® ... @ U,V21541 @ ... QU @ 1)

en el primer caso, y como la (n — 1)-upla (vy, ..., Vo; U2;+1, ---, Un) €8 buena si y sélo si lo
€S (U1, ..o, U2jy—102j, 5 -y Un) s

Grn1(1®@ 01 ® ... @ V2igV2ip41 ® ... @V ® 1) = G (1 @ 01 & ... @ Vg5, 1025, & ..U, @ 1)

en el segundo caso.

O

3.5. Estructura de algebra de Gerstenhaber de HH*(A)

Nuestro objetivo es describir la estructura de algebra de Gerstenhaber de HH*(A) en
el caso en que A es un dlgebra monomial. En el proximo capitulo estudiaremos el caso
particular de algebras de cuerdas triangulares y algebras cuadraticas.

Como el corchete de Lie dota a HH'(A) con una estructura de algebra de Lie y
asi HH"(A) es un médulo de Lie sobre HH'(A), utilizaremos también la férmula ha-
llada del corchete de Lie para calcular dicha estructura en un caso particular de algebra
monomial.

Por tltimo veremos que el producto cup fUg, con f € Homg(AP,, A), g € Homg(AP,,, A)
y m par, admite una férmula muy simple. En el capitulo siguiente se vera que esta coin-
cide con la férmula para hallar el producto cup en algebras de cuerdas triangulares y
cuadraticas, sin la restriccion de la paridad de m.

Nos interesa considerar la resolucién bar, pues sobre esta resoluciéon conocemos el
producto cup y el corchete de Lie definidos por Gerstenhaber en [G]. Ahora estamos
en condiciones de definir estas operaciones en la resolucién de Bardzell utilizando los
morfismos de comparacion entre dichas resoluciones. Sea

Bar: ... - AR A” @p A A@p A% @p A — . — ARp A —3 A —30
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la resolucion bar de A, donde los diferenciales b, son los mismos que los definidos en la
resolucién del radical. Como A @prad A®” @5 A es un submédulo de A @y A®" ®p A, es
claro que F : Ap — Bar es morfismo de comparacién. Si definimos V : Bar — Ap por

Vil ®...0v,81) = G(ledn®...0uv,®1)sin#1ly

0 si | |=0,

ilew®l) = {G1(1®v1®1) si o[>0,

puede verificarse que la misma demostracién del Teorema 3.2.1 nos permite afirmar que
V es también morfismo de comparacion.

Comenzaremos reescribiendo la definicién del morfismo F de una manera conveniente
para nuestros propositos y mostraremos también que V o F = Idap.

Sea w € AP,, n > 2y ; € AP,_; soportes de concatenaciones dividiendo el camino
w y elegidas de la siguiente manera

w = L(¥1)
Vi = L(i)Yipr, sii=1,...,n—2.
Esto es, si w = w(¢',...,¢""!) entonces
v = (¢, .,¢"") parai=1,...,n—3,
Uno = "' =oa1...ap conq; €Qy
77Dn—1 = Qi
Graficamente
L) 1
o Ly2) P2 ‘
. L(w3) | P3
CL@e) | ta
Por definicién, si Sub(w) = {(1,. .., (m, } tenemos
mi1—2

Fn<]. Rw K 1) = Z 1 X L1 co Lan—1<]- X Ci-O-l X 1)Rm1—(i+l) SN R1
i=1
+ 1@ LW)F 1@y ®1),
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donde hemos notado (,, = 11. Andlogamente, si Sub(¢1) = {¢{,..., (), }

mo—2

F,i(1@y,®1) = Zl@L’ LiFs(1® Ly @ DR, iy - .- R

+ 1®L(¢2) n2(l®@y®1),

nuevamente ¢;, = ¢y y asi

F,lowel) = Y 1@Li... LiFya(1® Gy © 1) Ry —gy) - - B

mo—2
+ Y 19 L) ® Ly LiFu s(1© Gy @ DRy iy - - RS
=1

+ 1® L(11) ®@ L) Fr—a(1 @1 ® 1).

Es claro que reiterando n — 2 veces este argumento podemos escribir

F(louwel) = Z 1R Qe ®...Qa, b
(a1,a2,...,an,b)EX
+ 1®@L(t1) @ L(Y2) @ ... @ L(hn—1)F1(1 @ 1 ® 1)
donde K es cierto subconjunto de

{(ay,a2,...,a,,0) a1, ..., ap, bEP:|b|>0,w=a;...a,b}

F1<1®77Z)n—1®1):1®¢n—1®1

De esta manera hemos demostrado el siguiente resultado.

Lema 3.5.1. Siw € AP, yn > 2 se tiene que

Flowel) = Y 100 0n®.. ®a®b
(a1,a2,...,an,b)EL
+ 1QLY) @ L(t2) ® ... ® L(Yhn-1) @ b1 ® 1
donde IC es cierto subconjunto de
{(a1,a9,...,an,b) a1, ..., ap, bEP :|b|>0,w=nay...a,b}.

La descripcion anterior del morfismo F serd usada para describir el producto cup y
el corchete de Lie en algunos casos particulares, y también para demostrar la préxima
proposicion.

Proposicién 3.5.2. Los morfimos de comparacion verifican la igualdad V o F = Idap.
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Demostracién. Claramente

Voo Fp(1®e®1) = Vlel)=er1l®1=10e®1, y
VicFil®a®l) = Vi(lea®l)=10a® 1.

Siwée AP, y n > 2, de acuerdo a la descripcién anterior,

Voo F,low®l) = Z Go(l1®a ®a; ® ... Qa, b)

(a1,a2,...,an,b)EX
+ G(1® L) @ L) @ ... Q L(Yy_1) @ 1 @ 1).

Como w = ay...axb con | b |[> 0, es claro que x(ay,...,a,) = 0, pues de lo contrario
existiria z € AP,, dividiendo a ay ...a, y entonces z,w € AP, y z dividiria propiamente
a w. De aqui tenemos que

Y Glom®a®.. . ®a4eb) =0

(a1,a2,...,an,b)EX
Por otro lado, si w = w(q',...,¢"") entonces ¢' divide a L(v;)L(w;11),

qi qi+1 qi+2

> N

‘ L(gs) L(vpit1) l

y asilan-upla (L(¢1),. .., L(¢¥p_1),¥n_1) es buena, y como w = L(¢ ) L(ws) ... L(¢n_1)n_1

obtenemos

Go(l1@ L)@ L(Yr) @ ...0 Ly 1) @1y 1®1) =10 w® 1.
]

3.5.1. El producto cup y el corchete de Lie en algebras mono-
miales

Como hemos visto en la Seccion 1.3 de los Preliminares, el producto cup y el corchete de
Lie en la cohomologia HH*(A) son inducidos por operaciones definidas usando la resolucién
bar como sigue: dados f € Homp_p(A®", A), g € Homp_p(A®", A) tenemos que

fUg € Homp_p(A®""", A) y [f g] € Homp_p(A®"""", A)

estan definidos por

ng(U1®"‘®Un+m):f<U1®"'®Un)g<vn+1®"‘®vn+m)

[f.gl=fog— (-1 N Ngof
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donde

y
f O; g(Ul XK...Q Un+m—1) = f(Ul XR...0U_1Q g(’l}l X ... Ui—i—m—l) X Vitm X ... Un+m—1)~

Estas estructuras pueden ser definidas en la resolucién de Bardzell por medio de los
morfismos de comparaciéon

Fn
AQKAP, @ A ~AQA®" @ A.
Vn

Usando los isomorfismos
Homy 4(A® A¥" @ A, A) ~ Homp_g(A%", A),

Homy 4(A® kAP, ® A, A) ~ Homg_g(kAP,, A)

tenemos que los morfismos F'y V' inducen quasi-isomorfismos

= (Fn : HomE_E(A®n,A) — HOIIIE_E(/{ZAPn,A))
Ve = (Vn : HOHIE,E(k'APn, A) — HOHIE,E(A(@”, A))

n>0 y

n>0"
Con estos quasi-isomorfismos, el producto cup y el corchete de Lie, los cuales seguiremos
notando U y [, ], pueden ser definidos como sigue: dado f € Homp_g(kAP,, A) y
g c HomE,E(kAPm, A),

f U g€ HomEfE(kAPnera A) y f % g€ HomEfE(kAPnerfla A)a 1 < { <n

estan definidos por

fug=F"mVr(HUV™(g) vy foig=F"T"THV(f)oi V™ (g)),

y como
DHmH(fug) = D™ fug+ (=1)"fUD™yg
D™ (f,gl = [f, D" g+ (=1)" D" f, g]
tenemos que las operaciones Uy [—, —| definidas en el complejo (Hompg_g(kAP,, A), F™)n>0

inducen operaciones en la cohomologia HH*(A). En el Capitulo 2 hemos calculado los gru-
pos de cohomologia de algebras de cuerdas triangulares y de algebras de cuerdas cuadrati-
cas a partir del complejo obtenido de la resolucion de Bardzell. En el siguiente capitulo
usaremos el conocimiento de estos grupos para describir los productos U y [—, —] en estos
casos particulares.
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3.5.2. Estructura de médulo de Lie de HH*(A)

El primer grupo de cohomologia HH'(A) es un dlgebra de Lie, ver [S], y el corchete
de Gerstenhaber da una estructura de médulo de Lie sobre los grupos de cohomologia de
Hochschild:

[—,—]: HH'(A) x HH"(A) — HH"(A).

Usaremos ahora nuestra definicion del corchete de Lie para calcular esta estructura cuando
A es un élgebra monomial que verifica la siguiente propiedad: dimy e;Ae; = 1 si existe
a:i—j € Q. En este caso HH'(A) estd generada por elementos (o, @) € (Q1//Q1).
Sea g(a.a) € HH'(A) definido por

a, sif=aq;
Y(aa) (P) = { 0, en caso contrario

y sea f € HH™(A). Para calcular [f, g(a,a)] serd necesario calcular

Fr'(V™(f) 0i VN(gaw)) parai=1,...,n,y
Fn(vl (g(a,a)) 01 Vn(f))

Dado v = a1 ...a, con «a; € @1, notaremos C(a,v) = #{i : oy = o, i = 1,...,s}. Por
linealidad extendemos la funcién C(a, —) a todo A.
Sea w € AP,, por el desarrollo de F en el Lema (3.5.1) tenemos que

V() 0 VH(gaa)) Fulw) = > VD o VHGam) @ © ... @ an)b

(a1,a2,...,an,b)EL

+ V™(f)oi Vl(g(a’a))(L(@bl) ®...0 L(tp_1) ® Yp_1) =

Z V(a1 @ @ VY glam) (@) @...® a,)b

(a1,a2,...,an,b)EX

+ VL) ® .. @ Vgl (L) @ - @ o).

Por definicion V*(ga,a))(a;) = C(, a;)a;. Asi podemos ver que todos los términos de la
suma anterior con | b |> 0 se anulan, pues

V(a1 ® - @V gaa)(@) @ ... @a)b = V(a1 @ @Cla,a;)a; @ ... 3 an)b
= Cla,a)V" (a1 ® - ®a; ®...®ay)b

v x(ai,...,a,) =0, ya que de otra manera existiria w’ € x(ay,...,a,) con w’ dividiendo
aw=aj...a,b. Asi

V(f) 0 VHgaw) Fu(w) = V(L) ® ... &V (gaw)(L(¥i) @+ @ Y1)
= V'(NHLW)®... 00« L(%)) (i) © - @ Yna)
= Clon L) )V (L) @ ... @ L(th) @ - - @ ¢n1)
= Cla, L(¥i)) f(w).



En particular, V"(f) o, V(g(a,a)) Fn(w) = C(a, ¢,—1) f(w). Por lo tanto

n

F™(V™(f) o V! (glaw))(w) = Y Cla, L(yy)) f (w) = C(a, w) f(w).

i=1
Por otro lado

Vl(g(a,a)) o Vn(f>Fn(w) = Vl(Q(Oé,Oc))f(Vn © Fn<w))
VH{g(am) f(w) = Cla, f(w))f(w),

donde en la segunda igualdad hemos usado que V,, o F;, =id4p,. De esta manera, hemos
demostrado el siguiente resultado.

Teorema 3.5.3. Si A es un dlgebra monomial tal que dimy e;Ae; = 1 si existe o 1 i —
j € @1, entonces HH*(A) es un HH'(A)-mddulo de Lie con la estructura dada por: si
J(aa) € HH'(A), f € HH"(A) entonces [g(a.a), f] € HH"(A) es la clase del elemento

(Cla, =) f(=) = Cla, f(=)) [ (=) € Homp_p(KAE,, A).

3.5.3. El producto cup en @,>, HH*'(A).

En esta seccién veremos que la férmula para calcular el producto cup en grupos de
cohomologia de grado par en dlgebras monomiales adquiere una forma muy simple.

Sean f € Hompg_g(kAP,,A),g € Homg_g(kAP,,, A). De acuerdo a la Seccién 3.5.1
el producto cup de f y ¢ esta definido por

Fremvr(f)uvTig))

ysiw € AP, p, w = w(q*, ..., ¢ 1)

lado como sigue:

, utilizando el Lema 3.5.1 este puede ser calcu-

Frm (V) uvTtg)(w) = VUV (g) Fopm(w)

= S V@@ ®a)V™(9) (1 © - @ )b

(a1,a2,...,an+m,b)EX

+  VUHELE) @ - @ L))V (9)(L(Pn41) @ - @ Unpm—1)-
Veamos que los términos de la sumatoria
V(a1 @ -+ @ an)V™(g)(ans1 @ - -+ @ angm)b

son todos nulos. Si no lo fueran, entonces V™(g)(api1 @ ++ @ apim) # 0. En este caso,
deberfa existir u € AP, dividiendo Gp41...0pem ¥y como | b |[> 0, t(u) < t(anim) <
t(¢n+m—1). Entonces considerando

ue€ AP, vy wop<qn+l> cee aqn+m_1) = L(wn+l) ces L(wnerfl)wnerfl € AP,
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por el Lema 3.2.3 (ii) tenemos que existe z € AP,,;; con s(z) = s(u). Graficamente,

-----

Ahora vamos a comparar s(u) con s(¢"). Si s(¢") < s(u) entonces z € AP, dividiria
propiamente a w(q", ..., ¢" """ 1) € AP,,11, lo que es una contradiccién. Entonces s(u) <
s(q"), y por ser V*(f)(a; ® - -+ ® a,) # 0 deberia existir v € AP, dividiendo a a; ...a, y
por lo tanto

s(ar) <s(v) vy tw) <tla,) < s(u).

Del Lema 1.5.4 tenemos que w = w(q', ..., ¢"t" 1)

mismo lema,

=w(p1y. ., Porm—1) y de (1.4) del

s(¢") < t(pn-1).
Asi obtenemos que
s(p1) = s(ar) < s(v) <tv) < s(u) < s(¢") < t(pn-1)

y por lo tanto v € AP, divide propiamente a w(py,...,p,—1) € AP,, una contradiccién.
De esta manera vimos que cuando m es par los términos de la sumatoria con | b |> 0 se
anulan, obteniendo asi que

P (f)uvm™(g)(w) = V(L) @ - @ L))V (9)(L(Yn41) @+ @ Yngm—1))-

Usando que

L(wn+1> s L(wn+mfl)wn+mfl = wop(qn+17 oo aqn+m71) € APm

tenemos que V"™ (g)(L(¥n+1) @+ @ Ynym—1) = g(w(¢" ™, ..., ¢"™™1)). Por otro lado,
el Lema 1.5.4 nos dice que t(p,_1) < t(¢" ') < s(¢"™) y asi

w(ph e apn—l) € X(L(%)’ e 7L(¢n))

y como $(p;) = s(L(¢1)), su inicio es minimo con respecto a todas las concatenaciones
del conjunto anterior. Luego

VHL(W) @ -+ @ L)) = fw(ps, - .-, pnr))a.

De esta manera hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 3.5.4. Sean n,m pares, f € HH"(A), g € HH™(A). Entonces f U g €
HH"*"(A) es la clase del elemento en Homp_ g(kAP, m, A) que a cada w € APy,
le asigna el elemento

flw(pr, - pao1))ag(@™(q@", ... g )

donde w = w(py, .., p-r)aw(q"™, ..., L),
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Capitulo 4

Algebra de Gerstenhaber de la
cohomologia de Hochschild de
algebras de cuerdas

Dos operaciones se pueden definir en la cohomologia de Hochschild: el producto cup
—U— : HH"(A) x HH™(A) — HH""™(A)
y el corchete de Lie
[—, —] : HH"(A) x HH™(A) — HH""™ 1(A).

Estas operaciones fueron definidas por Gerstenhaber en [G] utilizando la resolucién bar.
En la Secciéon 3.5.1, utilizando los morfismos de comparacion F : Ap — Bar y V :
Bar — Ap, hemos definido estas operaciones utilizando la resolucién de Bardzell, pro-
porcionandonos de esta manera una gran herramienta para sus cédlculos. Una técnica
diferente puede ser usada para calcular el primer producto pues, debido a que los grupos
de cohomologia de Hochschild HH"(A) son identificados con los grupos Ext’; (A, A), el
producto de Yoneda define un producto en la cohomologia de Hochschild HH*(A), que
coincide con el producto cup definido en [G].

En este capitulo usaremos ambas técnicas para describir ambos productos en el caso
particular de algebras de cuerdas triangulares y algebras de cuardas cuadraticas. Sera ne-
cesaria la identificacion

HOHlE_E(k?APm+n, A) ~ k?(APm+n//P)

dada por
si p = w;

7,
ftor) < (p,7), donde f,.(w) —{ 0 siptu

y el conocimiento de los grupos de cohomologia de esta familia de dlgebras que hemos
hallado en el Capitulo 2.
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4.1. Algebras de cuerdas triangulares

En esta secciéon calcularemos el producto cup y el corchete de Lie sobre la cohomologia
de Hochschild de édlgebras de cuerdas triangulares. Particularmente estamos interesados
en describir los productos g U f y [g, f] entre aplicaciones f € Hompg_g(kAP,, A),g €
Homp_g(kAP,,, A) que estén en el nicleo de los morfismos

Dn+1 : HOHlE_E(/{ZAPn, A) — HOHIE_E(]{?APn+1, A)

Dm+1 : HOIHE,E(]{ZAPm, A) — HOmEfEU{:APm%»la A)

del complejo de Hochschild. Por tal motivo necesitamos elegir representantes convenientes
de las clases de fy g en HH"(A), HH™(A) respectivamente. Esto es lo que haremos en el
siguiente lema.

Lema 4.1.1. Sean > 1. Si A es un dlgebra de cuerdas triangular y f es un elemento en
Nu D, entonces existe f= tal que f — f= € Im D,, donde

t
2 =2 il NER
=1

con (pi, ;) € ~(0,0) ¢ (1,0), " para todo i con 1 <i <t.

Demostracién. Sea f € NuD, ., por el Lema 2.2.2 sabemos que f es combinacién
lineal de elementos base f(,,) con

(p,7) €{ 7(0,0),,(1,0),, (0, Dy (1, D, (i + (=1)"¢n ) ((1,0);7) }

y del mismo lema tenemos que

D, (7(0,0),1) = (1,0),~
Dy (7(0,0)5-1) = ~(0, 1)y,
(=1)"Dn((1,0)5-) = (1, 1),
Dy (F(0,0)5-1) = (id 4 (—=1)")((1,0);7) U (id + (=1)",)((1,0),7).

Para cada elemento base f(,,) definamos f(i ,) como sigue:

feom si (p,y) € 7(0,0), LU(1,0),7,
> e . _
f(;ﬂ/) = (_1) 1f¢vﬁl(p,'y) S1 (p7 /y) 6 + (07 1)71’
0 si (p,7) € ~7(0,1), U (1,0),” U (1,1),U(1,0)} LH0,1),,

. . ., . > .
entonces si = es la combinacién lineal de los elementos f(p s bor lo anterior tenemos que

f — f= € Im D,, para todo n > 0. Ademads, observemos que f= es una combinacién lineal
de elementos base f(,,) con (p,y) € (0,0), LU (1,0),*. O
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Observaciéon 4.1.2. Dado que las operaciones que queremos describir se definen en la
cohomologia, de ahora en mas asumiremos que todo elemento f € NuD, 1 es tal que
[ = fZ, esto es, [ una combinacion lineal de elementos base f(, .y con (p,) € (0,0), U
(1,0),*.

Para describir la estructura de anillo graduado de la cohomologia de Hochschild dada
por el producto cup en el caso de algebras de cuerdas triangulares usaremos el producto
de Yoneda. Esto es, si f € HH™(A) y g € HH"(A), el producto cup g U f € HH""™(A)
se define como g U f = gf, donde f,, es un morfismo que hace conmutativo al siguiente
diagrama:

A@ kAP n @ AT A @ kAP 0 @ AT I A @ B AR, @ A

’ - e
dn dnfl

AR kAP, @ A AR kAP, 1 ® A AQKAP,@ A—E=A—-0

ls

A

El siguiente lema nos permitira definir los morfismos f, del diagrama anterior.

Lema 4.1.3. Sin,m > 0, n+m > 2 entonces todo w(p1,...,Pnim-1) € AP, im puede
escribirse de una Unica manera como

w(pla s 7pn+m—1) = (n)w u w(m)

con Mw = w(py,...,puo1) € AP,, W™ = wP(¢g"*, ... "™ € AP? y u un camino
en Q. Ademds, p, =aubyq®=d ub cona,ad, b b caminos no triviales, y por lo tanto
ueP.

Demostracién. Del Lema 1.5.4 sabemos que w(py, ..., Ppim-1) = wP(q', ..., ¢" ™™ 1).

Es claro que w(py,...,pn1) € AP, y w(¢"™t, ..., ¢"™™ 1) € AP. Para probar la
existencia del camino u observemos que de (1.4) del Lema 1.5.4 y la construccién de la
relacién ¢"~! tenemos que

t(pn-1) < tg" ) < s(g™).

Finalmente, la relacion de w con p, y ¢" se sigue de las desigualdades

s(pn) < t(pn-1) < s(¢") < t(pn)

s(q") < t(pn—1) < s(¢"™) < t(q")

obtenidas nuevamente usando (1.4). O

Segun el lema anterior, si n,m > 0, cualquier w = w(py, ..., Pmin-1) € APpnin puede
descomponerse de una tnica manera como

w = "y w™

87



con Mw = w(py,...,pu1) € AP, y w'™ = wP(¢"*t,... ") € AP,,. Sim > 0,
definimos
fo i AQkAP, 1, ® A - AR kAP, ® A

por

Il fleowel) sin=0,

MIOWSD =45 ean, L@ @0 RW)10u™ 1) sin>0,
L)Y R@)="wu

De ahora en adelante usaremos la identificaciéon
Homy 4(A® kAP, ® A, A) ~ Homg_g(kAP,,, A)
por el cual si w € AP,,, f(w) significard f(1 ®@ w® 1).

Observacién 4.1.4. Si n es par entonces
fl@wel) =18 "weu fu™),

pues del Lema 4.1.3, w(p1, -+ ,pp) = ™w u b con b un camino no trivial y por el Lema
1.5.7

Sub(w(pla e 7pn)) = {¢17¢2 = w(pb s 7pn—1)}'
Luego L(Y)YR(Y) = Mw w implica que 1 = 1y = M.

El siguiente lema sera usado para mostrar que los morfismos f,, son efectivamente los
que completan de manera conmutativa el diagrama mencionado.

Lema 4.1.5. Siw = w(p1, -+ ,pa_1) = wP(q', -, ¢"1) y ¢™ tiene longitud 2 para algin
m tal que 1 < m < n entonces ¢™ = pm Y ¢ = Pri.

Demostracién. Sea ¢ = af. De (1.4) tenemos que

s(q™) < t(pm-1) < t(g"H).

Ahora s(¢™) = s(a) y t(¢"") = t(a), luego t(pm-1) = t(¢™") y entonces p,_1 = g™ .
Anélogamente,
s(q™) < t(pm) < ™),

s(g™) = s(B) y t(g™) = t(B), luego t(p,,) = t(¢™) y entonces p,, = ¢". O
Finalmente estamos en condiciones de demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1.6. Sea m > 0 y sea f € NuD,,,1 elegido segun la Observacion 4.1.2.
Entonces f = ufo v fao1dman = dnfn para todo n > 1.

Demostracién. Es claro que f = pfy pues para todo w € AP, tenemos que
phlowel)=plel® f(w) = f(w)=f1low®l).

Sean > lyseaw € AP, ,,. Lademostracién la haremos en etapas considerando f = f, -
con (p,~y) perteneciente a ~(0,0), 6 (1,0),".
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(i) Supongamos que (p,7) € ~(0,0),,. Por definicién

flewel)= Y L)@y R@)f(w™),
LR P

y usando que Q1 f(w™)) C I tenemos que

[ L) @@ f(w™), siexiste y € AP, tal que L(y)y = Mwu ;
fn(l@wel) = { 0, en caso contrario.

Si existe 1, la condicién @, f(w™) C I implica que

dful@wal) = > L)L) ®¢ @ R(¢)f(w™)
LR b

= L)L(¢) ® 6 f(w™)
donde ¢ € AP, _; es tal que L(v))L(¢)¢ = L(1)y) = ™wu. Graficamente

Por otro lado, si n +m es par entonces

dm(l@w®l)= > L)@ @ R

¥ €Sub(w)

mientras que si n + m es impar la suma anterior se reduce a dos términos. En
cualquiera de los dos casos, si ¢ € Sub(w) es tal que |R(¢’)| > 0 tenemos que

FW)R(') C I pues f(¢'™)Q; C I. Luego
fo1dnim(1@w® 1) = L) fua(1@9¢' @1)

con ¢ tal que L(1')1) = w. Ahora ¢’ = "=D/uw™ y nuevamente como Q; f(¢'™) C
I usando el mismo argumento del comienzo obtenemos que

/ / (m) ; ; / N A — oy
fo1(1@9/®1) = { éz(qb) ® ¢ @ f(w'™), siexiste ¢ € A.Pn—l tal que L(¢')¢' =/ ;
, en caso contrario.

Si existe ¢’ tenemos que
fo1nim(1®@w @ 1) = L) far (10 ¢ @ 1) = L)L) © ¢' @ fw™)
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donde L(¢")L(¢")¢' = L(") "Y'y = Mhwu. Graficamente

w

L) | ¥

() ¢ | wm

La igualdad buscada vale pues: si ¢ y ¢’ no existen, ambos términos se anulan. Si )
existe, entonces es claro que ¢’ también existe, en efecto ¢’ = ¢y L(¢')L(¢") @ ¢’ =
L(¥)L(¢) ® ¢. Finalmente asumamos que no existe ¢ € AP, tal que L(1)y = ™wu
y que ¢ existe con L(¢')L(¢') € P. Si n es par, el Lema 3.2.4(i) aplicado sobre
M y ¢ dice que t(p1) < s(¢') y entonces L(v')L(¢') = 0. Si n es impar, el Lema
3.2.4(ii) aplicado sobre ("= y ¢/ implica la existencia de 1, una contradiccién.

Supongamos ahora que (p,7v) € (1,0),.. Entonces p = ap = apy---ps, 7 = a¥y y
ap; € R. Como fue observado en el caso anterior, como f(w™)Q; C I sélo nos
interesa analizar en la suma d,;,(1 ® w ® 1) el término L(¢) ® 1, ® 1 donde
w = L(11)1;. Claramente si w™ # p entonces

Llewel) = 0 vy
fn—ldn+m(1®w®1) = L(¢1)fn—1(1®¢1®1):0

pues f(w™) = 0. Asumamos entonces que w™ = p. Asi de la descomposicién
(= o™ = =D p
tenemos que si n es impar, por la Observacion 4.1.4,
fa1lnim(1@w @ 1) = L) @ "y @ vf (™) = L) @ "y @ vy,

y sl n es par

fa1lnim(1®w® 1) = Y LW)L(¢)® ¢ ® R(9)y.

¢€AP7L—1
L(¢)¢R(¢)=""Yyyv

Por otro lado, w = ™w u w™ = ™y u p y entonces

flleowel) = Y L)@@ REW)f(w™)

PYEAP,
L)Y R(¥)="hwu

= Y L) ®@¢®REY) aF.
YEAP,
L)Y R($)="hwu

Como w contiene la relacién cuadrética ¢"*' = ap;, por el Lema 4.1.5 tenemos que
¢"" = Pu1 ¥ ¢" = P, asi t(p,) = t(a) y entonces Mhw u a = "y y

{v € AP,, L(Y)¥R(¥) = Mwu} = Sub(" ) \ {¥}
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donde ¢ = w(¢%,--- ,q") = "y v a y ™D = Ly )4, Gréaficamente:

n+1

q"=pn 4" =Pnt1
e~
:L(wl) | Y1
"y —
v I

Luego

fal@w® 1) = don (10 "o @ 17 — (1) L) @ P @4,
y entonces

~

dofo(l@w® 1) = (=1)"L(t1)dn(1 ® 1) @ 1)4.
Si n es impar
d,(1®% ®1) = L(th) @1 @ 1 — 1 @y @ R(thy)
y como por el Lema 3.2.8 es L(¢1)L(th;) = 0, tenemos que
dnfa(1@w @ 1) = L(th) ® o @ R($n)7 = L(vr) © "y @ vy

pues 7&2 = "=y, y por lo tanto R(@) = va.

Sin es par

dfulewel)= Y L)L) ® ¢ ® R(¢)y
Lo

y la igualdad buscada vale pues

{0 € APy L(9)0R(9) = "} = {6 € APy L(9)9R(9) = 0} \ {n}
y como hemos visto en el Lema 3.2.8, L(¢1)L(1;) = 0.
U

Hay pocos ejemplos de algebras de dimension global finita tales que la estructura de
anillo de HH*(A) es no trivial, en efecto, es conocida la conjetura que establece que si
A = kQ/I es un dlgebra monomial triangular entonces la estructura de anillo HH*(A) es
trivial. El siguiente teorema prueba que la conjetura es cierta para algebras de cuerdas
triangulares.

Teorema 4.1.7. Si A es una dlgebra de cuerdas triangular, n,m > 0, entonces HH"(A)U
HH™(A) = 0.
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Demostracién. Sean f € HH™(A) y g € HH"(A) con representantes elegidos segun la
Observacién 4.1.2 y veamos que g U f = 0. Sea w € AP, 1, w = ™w u w™ entonces

gUflewel)= " > LE)gW)R)f(w™).
LR

Como g € Nu D,, es una combinacién de elementos base en ~(0,0)"U(1,0)" ", g(¢))@Q1 C Z
y asf la anulacion de L(1)g() R(¥) f (w™) es clara pues para todo n,m > 0 tenemos que
| f(w™)] > 0. O

Calculemos ahora la estructura de algebra de Lie dada por el corchete de Lie [—, —]

en HH*(A) en el caso en que A es un élgebra de cuerdas triangular. En particular nos
interesa encontrar una férmula para calcular dicha estructura en términos de caminos
visualizados en el carcaj con relaciones de estas algebras. Segun la Seccién 3.5.1, para
calcular el corchete de Lie sélo es necesario describir la operacion bilineal o;.

Si f € Homg_g(kAP,, A), g € Homg_g(kAP,,,A) y w € AP, 1,

(f oi g)(w) = F™ ™ HV(f) 0 V™(g)) (w) = V"(f) 0: V™ (9) (Frm—1(w))

y de acuerdo al Lema 3.5.1

V() 0 VI (9) (Frgma (W) = Yoo VN VM(9)ar® . ® angm1)b

(al,CLQ ..... an,b)GK:

+ V”(f) 0; Vm(g)(L(Q/Jl) R... L(wn—&-m—Q) & @Z}n-i-m—?)

= > V@@ @V ® @ aim) @ @ A1 )b(41)

(a17a2 ----- an,b)EIC

+ VHNOLW) @ @ V) (L) @ - L(Yigm-1)) @+ @ Pnim-2),  (4.2)

donde cuando ¢ = n estamos notando L(¢yim-1) = ¥nim—2. Como nuestro objetivo
es calcular el corchete de Lie en HH*(A), comenzaremos usando el Lema 4.1.1 que nos
garantiza que si n > 2 sélo es necesario tomar elementos f(,,y € Homg_g(AF,, A) con
(p,7) € ~(0,0),, (1,0),".

Sea f(,) con (p,v) € ~(0,0), 6 (1,0)," y consideremos los términos de la suma (4.1),
que son de la forma

Vn(f(pﬁ)>(a1 Q- @V™g)a; @ @ Cigm—1) Q... D Upym—1)b
con | b |> 0. Por definicién

Vn(f(p,’y))<a1 Q& Vm(Q)(a’z X ai—l—m—l) ®...0 an+m—1)b
= f(pﬁ)vn(al R @V™g)a; ® - @ tiym—1) D ... D Anym—1)b,
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y como f,,)(p)@1 C I, tenemos que se anulan todos los términos de la suma (4.1). Por
lo tanto sélo nos interesa calcular el tltimo término (4.2)

V' (fon)(L(¥1) @ ... @ V™ (g)(L(¥i) @ ... L(Yigm-1)) @+ @ Vpym—2).

En el préximo lema estudiamos la no anulacién de los morfismos V" (f(,,.4)) € Hompg_ (A", A)
con (p,7) € ~(0,0)” LU (1,0)~*.

Lema 4.1.8. Sea f(,) € Homg_g(AP,, A) y (v1,...,v,) una n-upla buena en P".

(l) Si (p7 ’7) c —(070); entonces Vﬂ(f(p,y))(vl R R® Un) ;é 0 sz Y solo si V... Un=p, Y
en este caso V" (f(pq) (V1 @ -+ @ vy) = 7.

(ii) Si(p,7y) € (1,0), " entonces V"*(fpy) (1 @ -+ @ wy,) # 0 siy sdlo sivy...v, = bp,
con s(p) < t(vi), by € P, y en este caso V™' (fipy)) (01 @ - @ vy,) = by. Ademds, si
existe ¢ € AP, dividiendo a vivy con s(q) = s(vy), debe ser b € Q.

Demostracién. Si V"(f,))(v1 ®---®wv,) # 0 entonces x(v1,...,v,) # 0. Supongamos
que V(1@ ® - @u,®@1) =3 o) 0 ® W @ ¢ entonces

wex(vi,...,

0 siw # p

Vn(f(pﬁ))(vl R Quy) = Z bf(ﬂa’)’) (w)e = {bfyc st w = p.

WEX (V1 0y0n)

Si (p,7v) € ~(0,0), para que el término anterior sea no nulo debe ser w = py bye # 0lo que

implica que b, c € Qo y por lo tanto vy ... v, = py V" (fp) (1 @ - @vn) = flom(p) =7
Si (p,7y) € (1,0), % debe ser w = p, ¢ € Qo, by € P y por lo tanto v; ... v, = bp. Luego
V(o) (01 @ -+ - @ v,) = by. La condicién s(p) < t(v1) se desprende inmediatamente
de la definiciéon de V,, cuando n es impar, mientras que si n es par por comenzar p con
una relacién cuadratica, esto es, p = ay... a5 y ajas € R, y por ser v1vy € R debe ser
t(a1) = t(v1) y por lo tanto s(p) = s(ay) < t(v1). Mas atn, tanto para n par o impar,
a1y debe ser la tnica relacién que divide a v1v9 y de aqui se deduce que si existe ¢ € AP,
dividiendo a v1vy con s(q) = s(vy), entonces ¢ = ayas, s(p) = s(ay) = s(v1) y b € Qp. La
reciproca es clara. O

Usando el lema anterior podemos describir la operaciéon bilineal o; entre elementos de
HH"(A) y HH™(A).

Corolario 4.1.9. Sean n,m > 2 y sean f,, ) € NuD,, gy, .) € NuD,, elegidos segin
la Observacion 4.1.2. St w € AP,y m_1, entonces

byi, s L) .. L(¥m) = p2 y
f(p1,71) ©1 g(pQ,’YQ)(w) = 72L(¢m+1> S ¢n+m—2 - bpb be 7);
0, en caso contrario,

ysii>1

Y, st L) L(Yism1)) = p2 y

ftor.1) @i Yooy (W) = L) .. L(im1) V2 L(Ymi) - - - Ynpm—2 = p1;
0, en caso contrarto,
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donde w = w(q",...,¢" 7™ %) € APyim-1, ¥; = wP(¢, .., q"T ) € APuymi1

L(v;) son los caminos que verifican w = L(11)Y1, ¥; = L(Wi11)i parai=1,...,n+
m— 3.

Demostracién. Hemos visto que de todos los términos de la suma f(,, ) i J(pe,y2) (W)
sélo tenemos que estudiar el término (4.2):

Vn(f (p1,71) )( (wl) - ® Vm(g(pz,wz))<L<¢i) Q- L<wi+m71)) QK- wnerfQ)-

Como ¢* divide a L(¢;)L(¢i11) y s(L(1;)) = s(q'), de acuerdo al lema anterior tenemos
que V™(g(pon2)) (L(¥5) @ -+ - @ L(i4m—1)) serd no nulo si y sélo si

L) ... L(Yigm-1) = p2

obteniendo en este caso que el término (#x) serd igual a

Vn(f (p1,71) )( (@01) . & L(’@Zji—l) ® 2 ® L(d}m-l—i) & B 77Z}n-|-m—2)' (43)

Para continuar analizando la no anulacién de este tltimo término veamos que la n-upla
bien concatenada

(L(1)s oo L(®ia)s v2, L(mi)s - -+ Ynpm—2) € P"

es siempre buena. En efecto, como ¢' divide a L(;)L(¢;,1) para i = 1,...,n+m — 2,
tenemos que L(1;)L(1;1+1) € R. Luego s6lo nos resta mostrar que

L(Yi 1) €R, parai>2 v YL({ny) €R, parai<n—1.

Ambas relaciones son claras si (p2,72) € ~(0,0),,, mientras que si (p2,72) € (1,0),." se
obtiene rapidamente la segunda de las relaciones. Para ver que L(1;_1)y2 € R escribamos
(p2,72) = (g . . . a, a177h) donde ajay es la relacién cuadrética con que inicia py. Como

s(p2) = s(L(v:)) = s(¢')

debe ser ¢' = ajay entonces ¢t = By...fiar y L(wi1) = B1... 0 Asi L(Y 1)y € R
pues ¢! lo divide. Gréficamente

Asi, cuando ¢ = 1 el término (4.3) es de la forma

Vn(f(mm))('h & L(1/Jm+1) Q- 1/)n+m—2)7

y por el Lema 4.1.8 serd no nulo si y sélo si o L(Vmi1) - - - Ynim—o = bpy con b € P (mds
aun, b € Qo si (p1,71) € ~(0,0),,). En este caso

Vn(f(P17’Yl)>(72 ® L(¢m+l) - ® ¢n+m72) = b’ﬂ'
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Observemos que como

L(Wmi1) -+ Yngm-o = wP(g™, ... "™ %) € AP,

es un elemento de Sub(p;) con el mismo final que p;, tenemos que

s(p1) < s(L(¥Ymt1) - - - Vnpm—2) = t(72)-

Sii > 1 por el Lema 4.1.8 el término

Vn(f(pl,’h))(L(wl) ®...® L(¢Z—1) X Y2 ® L(¢m+z) K- & ¢n+m—2)

serd no nulo si y solo si

P1 = L(@Dl) cee L(%—l)”YzL(?ﬁmH) e WUngm—2,

pues s(¢') = s(L(¢1)), y en este caso

V"(f@m))(L(wl) ®...0 L(Yi—1) ® ¥2 ® L(Ym4i) @ -+ @ Ynym—2) =M.
O

Por ultimo daremos la descripcion de la operacion o; en términos de pares de caminos
en (AP,//P). Usando el Lema 4.1.3, podemos considerar las descomposiciones

pr =" py aﬂgnﬂ)

de
pr=p1(re, .. ra1) = p(2 ., 2" € AP,
donde
€s(p1) € Qo, cuando 7 = 1,
(i_l)pl = es la primer flecha de p;, sit =2,
p1(ri,...,1i9) € AP,_1, cuando 2 <i<mn.
y
pP (2 e AP, ;, cuando 1 <i<n-—1,
pgn_i) = ¢ es la ultima flecha de py, sii=n—1,
Ci(p) € Qo, cuando 7 = n.

Si i = 1, del corolario anterior sabemos que para que f(,, 1,) ©1 g(p,.1,) (W) N0 se anule debe
ser

L) ... L) =p2 v L(@ms1) - Unsms = bp1 = bap\" ™", con b € P.

Como L(Ymi1) -+ - Unim—2 € AP, _1, la segunda de las igualdades implica que

Yo=ba v L(tmi1) - Unimoa = Pgnil)
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y como w = L(¢1) ... L(tm) L(Ymi1) - - - L(¥nim—2)Vnim—2 tenemos que

n—1

Graficamente

P2= L(d)l)L(wm) Pgn_l): L(wm+l)~~~'¢'m+n72

\—/y'

Y2

Cuando 7 > 1, del Corolario 4.1.9 tenemos que f(,, 1) i G(ps0) (W) serd no nulo si

L) ... L(Yiym—1) = p2 ¥ (4.4)

L(wl) . L(¢F1)’Y2L(¢m+i) .- -¢n+m72 = p1 == mapg"*i).

Como L(Ymii) - Ynim—2 € AP,_;, la segunda de las igualdades implica que

L) .. L) ="V pia vy Lmii) - Cnmz = pi"". (4.5)
Veamos que =Y p; divide a L(¢;) ... L(1;—1). Sea ¢~V la concatenacion correspondiente
a la descomposicién de w, esto es, “"Dw = w(pi,...,pi—2) € AP;_1. Es claro que como

s(Yw) = s(L(11)) = s(“Ypy) tenemos que ““Yw = =Y p;. Usando las desigualdades
(1.4) del Lema 1.5.4 y la construccién de ¢'~2 tenemos que

t(pi—a) < t(¢"?) < s(q)

y por lo tanto ‘ '
(V1) = t(pie) < s(q') = s(L(¥)) = H(L(i))-
Asi

L(¢1) . L<77Dz—1) :(i_l) P1C, conceP (46)
y por (4.5) debe ser ¢y, = a. Por tltimo como

w = L) .. L) L(3) - .- L(igm—1) L(Wim) - - g2
de (4.4), (4.5) y (4.6) tenemos que

w ="V preppl" .

Gréaficamente

L(1)... L(%i-1)

| L(wZ)L("/)zﬁ»mfl) | L(¢i+m)-~-¢n+m—2 )
| i

| -
) \j2/ pgnﬂ>

72

(-1,

Esta caracterizacion a partir de pares de caminos paralelos junto al Corolario 4.1.9 nos
permiten obtener la siguiente descripcién de la operacién o; entre elementos de HH"(A)
y HH™(A) a partir de caminos visualizados en el carcaj asociado al dlgebra A.

96



Teorema 4.1.10. Sean n,m > 2, (p1,71) € ~(0,0), U (1,0),;" y (p2,72) € ~(0,0),, U

(1,0)*. Consideremos la descomposicion p1 =0 p1ap"™". Entonces (p1, 1) o1 (p2,72)
es no nula st y solo si

(a) i =1, y5 = ba, mpﬁ”‘” € AP,y m—1 y byy € P. En este caso,

(ap ™, m) o1 (pa, ba) = (papl" ™V, by);

(n

(b) i>1,a=cyyVpcpp = AP, n_1. En este caso,

((ifl)mc’hpg%z),’h) o, (Pzﬁz) = ((Fl)PlCPngniz)v%)'

Observacion 4.1.11. No hemos incluido en nuestros resultados los casos en que n =1
6 m = 1. Por el Lema 2.2.2 sabemos que si el elemento base f(,~) € NuD, debe ser
(p,7v) € ~(0,0)7 6 (p,v) € (1,1)1. Ya hemos hecho el andlisis para los elementos base

del primer tipo. Si (p,v) € (1,1); entonces (p,v) = (a,a) € (Q1//Q1) y este caso fue
analizado en la Seccion 3.5.2.

Ejemplo 4.1.12. Sea A = kQ/I el dlgebra de cuerdas dada por el siguiente carcaj Q:

. . .
aq ag asg ay as ag ay
. . 3 . . . .

donde I =< gy 10025009541, 52j—152j, 062j-152j—1, 523'042j+1 >{j=1,2,3}
Tenemos los elementos base:

“(0,0)y = { (maeazauasasar, v172)}

(0,05 = { (ififrazauasasar, 1y2), (uasaszBsBiasasar, 1172),
(041042043(1404555%(177 7172) }

7(0,0)§ = { (0415152(135354045@6047,’71’72), (04151520430440455556047,71’72),
(a1a204363/34a5/85560577 7172) }

(0,0);p = { (uBiBeasfsfsasBsBsar, 1y2) }

(L0)z7 = { (ufifa, nay), (asfsfs, azau), (asBs0s, asas) }-
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(0410426!3044045%%, 7172) o1 (Oflﬁlﬁz, @102)
(a1042043044a50460477 7172) 02 (04353547 043044)

(041042(%3044045046@7, 7172) O3 (045B5ﬁ67 045066)

En este caso las operaciones bilineales o; no nulas son:

(0415152%&4(%5%6!7, 7172)
(061(120435354(150660477 7172)

(041042043@40455556(17, 7172)

(o1 B1 Baazsasair, 1172) 04 (B34, azary) (1818203 B3 Bsas 6007, 7172)
(o agasBaBaasasar, 1172) 01 (a1 B1Ba, anaa) (o B1 Brces B3 Baas s ir, Y172)
(1B faazasasasar, Y172) o5 (s 855, asae) (181 Baczasars Bs Bscrr, 7172)
(araoasauasfsBsar, 1172) 01 (a1 B1fe, aran) = (cufifaasascsfsPsar, 1172)
(aranasBsfaasasar, 1172) 05 (58506, asas) = (rasasBsBiasfsBsar, 1172)
(1aoazauas 58607, 7172) 02 (3B38s, asay) = (nasasfBsBaasfsBsar, 1172)

(0415152CY35334045CY6047, 7172) o7 <04555ﬁ6> 045%‘) = (0415152043535401555560477 ’71’72)
(%5152043@40455556a77 7172) O4 (0‘353547 043044) = (@151ﬂ204353540455556047, 7172)
(&10420435354045ﬁ556&77 7172) ©1 (04151527 041062) = (0415152&3535406555560477 ’Yl’Yz)-

Usando las dimensiones de los grupos de cohomologia obtenidas en el Teorema 2.2.4 (y
de acuerdo al Lema 2.2.2(d), que nos dice que | (1,0). % |=|"" (0,1),, | ) podemos ver que

[HH"(A), HH™(A)] = HH"t™1(A).

4.2. Algebras de cuerdas cuadraticas

En esta secciéon calcularemos el producto cup y el corchete de Lie sobre la cohomologia
de Hochschild en el caso de algebras de cuerdas cuadraticas y hallaremos condiciones sobre
el carcaj asociado a estas algebras con el objetivo de obtener estructuras no tiviales.

La técnica usada para definir los productos U y [—, —] utilizando la resolucién minimal
de Bardzell se hard por medio de los morfismos de comparacion entre dicha resolucion y
la resolucién bar definidos en la Seccién 3.5.1.

4.2.1. Los morfismos de comparacién

Comenzaremos describiendo los morfismos de comparacién construidos en las Secciones
3.3 y 3.4 en el caso particular de algebras cuadraticas.

Recordemos que un dlgebra A es cuadrética si es de la forma A = kQ/I, con I un ideal
admisible generado por caminos de longitud 2. Como fue indicado en la Seccién 2.3, los
espacios vectoriales kAP, usados para construir los A-bimédulos proyectivos AQkAP, ® A
en la resolucion de Bardzell tienen la siguiente descripcion:

AP, ={ay...an oy € 1,1 <i<n},n>2.
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Para la definicién del morfismo F : Ap — Bar necesitamos analizar los conjuntos Sub(w)
paraw € AP,, n>2.Siw = ay...q, entonces

Sub(w) ={ay...an-1, ag...an}
luego en este caso
Flea...a,1)=10a1F, 1(1Qas...a, ®1).
Tenemos asi que
FFlee®l) = e®l
FFleal) = 1ga®l
F(l1®aa®1) 1o @ay®1

y de manera inductiva
Fl®a...c,®1) = 10y ®...0q,®1, sin>2.

Para la definicién del morfismo V : Bar — Ap, (recuérdese que habiamos notado al mor-
fismo V cuando pensabamos al morfismo G sobre la resolucién Bar) considerabamos
n-uplas (vy, ..., v,) bien concatenadas en P". Distinguiamos estas n-uplas en malas ¢ bue-
nas, y en este ultimo caso analizdbamos el conjunto x(v1, ..., v,).

El siguiente lema describe las n-uplas (vy, ..., v,) bien concatenadas de elementos en
P tales que x(vy, ..., v,) # 0.
Lema 4.2.1. Siw = ay...a, € x(v1,...,v,) entonces v1 = a1y, vV, = b, ¥y v; = o
para todo i = 2,...,n— 1, donde ay,b, € P.
Demostraciéon. Como «;a;1 € R, es claro que ninguna de estas relaciones puede dividir

a v; pues los caminos v; € P. Luego el lema sigue de observar que «;...a, divide a
V1 ... Up. O
Corolario 4.2.2. Sea (vy,...,v,) una n-upla bien concatenada en P". Entonces V,, (1 ®
V®...Q0U, ®1) #0 siy sdlo si vy = ajaq, v, = apb, yayvs. .. v, 10y, € AP,, donde
ar, o, € Q yay,b, €P.

Demostracién. Si V,(1® v ®...®v, ® 1) # 0, por defincién (vy, ..., v,) es una n-upla
buena y x(vi,...,v,) # . Luego el resultado sigue del lema anterior. Reciprocamente, es
inmediato que

X1, .., vn) = {aquy .. vy}
yenestecasoes V(101 ®...00v,®1) =a; ® aqvg ... v, 10, @ b, # 0. O

Como consecuencia del lema anterior tenemos que la definicién del morfismo V es:

Wilel) = 1elel=) 1ol

i€Qo
0 si =0
ileyel) = s .M
Zizlal"'ai—l®ai®ai+1"'as 8172061'--0@
a; @ vy V10, @by, 81 V1 = a1, Uy = anby,
Vn(1®7}1®®0n®1) = yalvg---vn,laneAPn,
0 en caso contrario.
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4.2.2. Descripcion del producto cup y del corchete de Lie

En esta seccion, utilizando el morfismo de comparacién para dlgebras cuadraticas,
describiremos el producto cup y el corchete de Lie en la resolucion de Bardzell, y como

DY (fug) = (D" H)ug+ (—1)"fuU (D™ )
D™ f, gl = [f,D""g]+ (=1)"'[D" [, g]

tendremos productos inducidos U y [—, —] en la cohomologia HH*(A). De acuerdo a la
Seccion 3.5.1, dados f € Homg_g(kAP,,A) y g € Homg_g(kAP,,, A),

f U g c HOHlE_E(/{ZAPn+m, A) y f 0; g € HOHlE_E(]{?APn+m_1, A), 1 S ) S n
estan definidos por
fug=F"mVr(HUV™g) v foig=F"" N V"(f) i V™(g)).
Tenemos asi la definicién del producto cup y del corchete de Lie en el complejo de Bardzell:
f U g(al T an+m) = f(al T an)g<0‘n+1 te aner)
y, si g € Hompg_p(kAP,,, A) es un elemento base, esto es, g = g(,) con

_ ) stw=p;
Yo (W) = { 0, en caso contrario, entonces

forglan...anpm) = pf(Bamir - Qnym-1) si gar - am) =pb € Py
y ﬁaerl € [7
fonglar.. anym-1) = flar o 1f)u si g(an - Qngm—1) = B € Py
y O‘n—lﬁ € I7
foiglan--anim) = flar-ai1Bipm: - Qnym-1) siglai - Qipm1) =€ Q1

Y BQiym, 18 €1
y cero en caso contrario.

Nos sera muy 1til, a la hora de describir esta estructuras, dar su definicion a partir de
pares de caminos paralelos visualizados en el carcaj con relaciones asociados a estas alge-
bras. Para esto usaremos la identificacion Hompg_p(kAP,1pn, A) ~ k(AP,,//P) dada
por

for <= (p,7),
entonces tenemos que, dada (p,y) = (a1 ...an,7) € (AP,//P),(0',7) = (B1...0m,7) €
(AP,,//P), vale
(0, (0y) = (pe',77)

(py) e (Py) = 0 si ' € Qo.
(p1P'p2,y) st p=p1v'p2, pr € APy, pr € AP,
Siv" € Qu, (p,7)oi (p',7) = y p1p'p2 € APpym1,
0 en caso contrario.
Siy' € P,y =upp=p5w, B,58 €Q1, entonces
(P, 7)o (PY) = (plag - an,uy) st =pFypay--a, €APn 1,

(P7 7) On (plaf}/) = (O-/l e an—lplvly/u/) s Qp = BI y &g an—lpl S APn—l—m—l

y cero en todos los demas casos.
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4.2.3. Estructuras no triviales

Nuestro objetivo es ahora describir el producto cup y el corchete de Lie definido en la
seccion anterior. Particularmente nos interesa hallar condiciones sobre el carcaj asociado a
estas dlgebras con el propdsito de obtener estructuras no triviales. Para esto necesitaremos
todas las cuentas y notaciones hechas en la Seccion 2.3. Las definiciones de los conjuntos de
pares gentiles G,, y pares vacios &, dadas en 2.3.4 seran elementales para nuestro objetivo.
La siguiente observacién nos serd muy necesaria para la descripcion del producto cup y
el corchete de Lie.

Observacién 4.2.3. Cada f = >, \i(pi,vi) en HH"(A) puede ser escrita como f =
Ji+ fa2 con
fi= Z Ailpis i) € NHDQH, f2= Z Ailpis i) € NHD}LH
Ivi|=0 [v:|>0

Ademdas de los lemas 2.3.1 y 2.5.6 tenemos que f1 € k(€,UG,) vy
fo € k(7(0,0),, L (L,0), U™ (0,1)n LU (1, 1), U (id + (=1)"¢n)((L, 0),0)).

Comencemos describiendo el producto cup.

Teorema 4.2.4. Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas cuadrdticas, n,m > 0. Si G, =
0 = G,, entonces HH"(A) UHH™(A) = 0.

Demostracion. Sea f = fi+f, € HH"(A), g = g1+g. € HH™(A) con f; € NuDY,,, fo €
Nu D}ZH, g1 € Nu DgLH, g2 € Nu D}nﬂ. Debemos mostrar que, para cualquier ¢,7 = 1, 2,
fi U gj = fl U gj = 0 en HHn+m(A>
La hip6tesis G,, = () junto al Lema 2.3.6 implica que f1 = >, \i(p:i, i) € k(E,), luego para

cualquier (p',v') € (AP,,//P) tenemos que

(pi; i) U (7)) =0
pues p;p' € AP, 1m. Ast f1 Ug; = 0. Similarmente, f; U g; = 0. Finalmente consideremos
f2 U go donde

f2= ZM(P@%‘) € Nu D}Hp 92 = ZH;(P}W}) € Nu D71n+1-

J

Recordemos que
S(0,0), UL 0 U™ (0,1, U (1,1, U -+ (~1)60)((1,0))
es base de Nu D}, y observemos que foUgs € NuD, s Nk(AP, 1/ /P2). Si (pi, 1) €
~(0,0),, 6 (p},7;) € ~(0,0),, entonces v;v; € I 'y ast (pip;, v57;) = 0. Si (ps,7i) € ~(0,1),
y (05,75) € (1,0),, tenemos que
(pis i) = (Proa, Yicn)  y  (05.75) = (a2, 027)

con aj,ap € Q. Entonces (pip),viv;) = (ﬁialagﬁ’j,ﬁialaﬁ’j) = 0 pues ajan € [
6 ﬁialagpA’j ¢ AP,ym. En todos los deméds casos (pip},7i7;) € ~(0,0),40m, y el resultado
buscado sigue de la Proposicién 2.3.16. O
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Observaciéon 4.2.5. En el caso particular de que A sea un dlgebra de cuerdas cuadrdtica
y triangular, serd G, = 0 = G,, para n,m > 0. Asi obtenemos el resultado de Juan Carlos
Bustamente dado en [Bu, Teorema 3.1].

Corolario 4.2.6. Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas cuadrdticas, car k # 2. Entonces
HH"(A) UHH™(A) = 0 para cualquier n,m > 0 nimeros naturales impares.

Demostracion. La afirmacién sigue de la proposicion anterior, pues como n es impar
tenemos que Nu DY, | = k&, y entonces la hipdtesis G,, = () es superflua en este caso. O

Teorema 4.2.7. Sea A = kQ/I un dlgebra de cuerdas cuadrdticas y G, # 0 para algin
n > 0. Entonces el producto cup definido en HH*(A) es no trivial. Mds precisamente,

(i) sin es par y cark # 2, HH*"(A) UHH*"(A) # 0;

(ii) sin es impar y cark # 2, HH*'"(A) U HH**"(A) # 0;
(111) si cark =2, HH*'"(A) UHH*"(A) # 0
para cualquier si, Sy > 1.

Demostracién. Por hipétesis existe w = (ay - - - o, €) € G,. Si este elemento tiene orden
kycark =2 6 cark # 2 y n es par, vimos en la demostraciéon del Lema 2.3.6 que

k-1
N(w)=N(og - an,e) = Zti(oq---ozn,e) € NuDSLH.
i=0

Ademds, para todo s > 1, el elemento w® = ((ay ---ay,)%, e) perteneciente a G, tiene
orden k y

N(w*) = N((a1--- )’ e) = Y _t'((ar -+ o)’ €) € NuDJ, .
El elemento N(w®) no es cero en HH*"(A) pues Im Dy, C k(AP,//P1). Para cualquier
$1,82 > 1y 0 <14, 5 <k, tenemos que
tH W) Ut (W) = 5t (w52)
donde 0;; es el delta de Kronecker. Entonces
N(w*) U N (w®) = N(w* %)

y asi
HH*"(A) U HH**"(A) # (0).

Si n es impar y cark # 2, consideramos los elementos w?® y tenemos que
HH*'™(A) U HH*2"(A) # (0)

para cualquier sq, s > 1. ]
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Describiremos ahora el corchete de Lie en dlgebras de cuerdas cuadraticas. Al igual
que con el producto cup, nuestro objetivo es encontrar condiciones sobre esta familia de
algebras de manera que este producto sea no trivial. Para tal descripcién necesitaremos
considerar la familia de algebras gentiles.

Lema 4.2.8. Sea A = kQ/I un dlgebra gentil, n,m > 1y g € ~(0,0),. . Entonces fog =0
para cualquier [ € (AP,//P).

Demostracién. Como fog=> 1 (—1)=Dm=1fo, g es suficiente calcular f o; g para

cada i con 1 <4 < n.Sea g = (p,7) = (B Bm,7), con v = py' ="v, p,v € Q1,
Br # 1y fBm #vysea f=(o...0n,0) € (AP,//P). Si fuera f o; g distinto de cero,

implicaria que
1.0 1P By -y € AP 1y ap =
6
1. 1B By € AP 1y p = 1.
En este caso
a1 e€lyaipel
6
Bz € Iy vy € 1.
Pero 1 # u, B # vy por hipotesis A es gentil. Esto es una contradiccién. O

Teorema 4.2.9. Si A = kQ/I es un dlgebra gentil, n,m > 1, y G, 1 = 0 = G4
entonces [HH"(A), HH™(A)] = 0.

Demostracion. Sea f = fi+f, € HH"(A), g = g1+92 € HH™(A), con f; € NuD?,,, f> €
NuD}, 91 € NuDS .., g, € NuD} .. Debemos mostrar que [f;, g;] = 0 en HH"™" ' (A)
para cualquier 7, j. Como f; € k(AP,//Qo) v g1 € k(AP,,//Qo), es claro que f; 0 g, =
0 = g; o f1 para cualquier 7. La afirmacién es clara si fo = 0 = g en HH*(A). Si fo # 0
en HH™(A), por el Corolario 2.3.18 podemos asumir que el representante f, pertenece a

k(~(0,0);). En este caso el Lema 4.2.8 implica que g; o fo = 0 para cualquier i. El caso
g2 # 0 en HH™(A) es andlogo. 0

Observacion 4.2.10. En el caso particular de que A sea un dlgebra de cuerdas cuadrdtica
triangular, serd G,_1 = 0 = G,,_1 para n,m > 1. Asi obtenemos el resultado de Juan
Carlos Bustamente dado en [Bu, Teorema 3.2].

Corolario 4.2.11. Sea A = kQ/I un dlgebra gentil, car k # 2. Entonces
[HH" (4), HH™1(4)] = 0
para cualquier n,m > 1 numero naturales impares.

Demostracion. De la demostracion previa y la Proposicién 2.3.17 se deduce que sélo de-
bemos considerar el caso fo € k(1,1),01Nk(AP,11//Q1) v g2 € k(1,1) 1Nk(AP11//Q1)-
Como A es gentil (1,1)y, N (APs//Q1) = (1,1)Y,, y la demostracién de la Proposicién
2.3.6 nos muestra que k(1,1)§, = Im U3, C Im Dy, asi fo =0y g, = 0 en HH*(A) en este
caso. 0
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Teorema 4.2.12. Sea cark =0 y A = kQ/I un dlgebra gentil tal que G, # O para algin
n > 0. Entonces el corchete de Lie definido en HH*(A) es no trivial. Mds precisamente,

(i) sin es par, [HH*"T1(A), HH="T1(A)] # 0;
(ii) sin es impar, [HH*"T1(A), HH**" "1 (A)] # 0
para cualquier s1,82 > 1, 51 # So.

Demostracién. Por hipétesis existe w = (aj---an,e) € G,; sea k el orden de este
elemento. Del Lema 2.3.1 tenemos que

Y(w) = (a1...ap01,0q) € NuDj
pues (g ...aza1,a1) € (1,1),41. Ademas, para cualquier s > 1, el elemento
WS — ((al e an)s’ e) c gsn

tiene orden k y
Y(W®) = ((q - ap)’ar, 1) € NuDL L.

Si n es par, el elemento ¥ (w?®) no es cero en HH*"™'(A), pues vimos en la demostracién
del Lema 2.3.6 que ¢ (w?®) € Im Dy, 41 si y s6lo si w® € Im(1 —¢). Pero Im(1 —t) = Nu N
y w® & Nu N. Para cualquier sq, s, > 1, tenemos que

s s wirts2) sig=1lk+ 1, paral=0,---,5%;
v orue) = { 57 P '

0, de otra manera.
Entonces
sin+1 51%
w(w&) o w(WSQ) — Z (_1)(i71)(82n)¢(w51) o; w(wsz) — Z(_l)(lk)(SQn)w(wsl+82)
i=1 =0
= (s + D)
y asi
D), 9] = ™) o p(w) — (DY) o ()
= e+ D) — (sl + D)
= (51— s,
Luego,

[ HHnsl—H(A)7 HHn32+1(A) ] 7é 0 si s 7é So.
Si n es impar, consideramos el elemento
(W) = ((a1...0n) a1, 1) € Nu Doy

y tenemos que
[ HH* P (A), HH*™2 T (A) ] # 0, si sy # so.
OJ
Observacién 4.2.13. El teorema anterior tambien vale en cualquier caracteristica si

agregamos alguna hipdtesis sobre el nimero 7.
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