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mente para la obtencion de otro titulo en esta Universidad u otra. La misma contiene los
resultados obtenidos en investigaciones llevadas a cabo en el ambito del Departamento de
Matematica de la Universidad Nacional del Comahue y del Departamento de Matemati-
cas de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional del Centro durante el
periodo comprendido entre los meses de mayo de 2009 y diciembre de 2014, bajo la direc-
cion del Dr. Sergio Celani de la Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad Nacional
del Centro.
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Resumen

Esta tesis tiene dos objetivos fundamentales. El primer objetivo es presentar y desa-
rrollar una representacion y dualidad topoldgica para variedades de dlgebras que corres-
ponden a los reductos {—} y {—, V} de la variedad de las dlgebras de Heyting. Estas
representaciones estdn basadas en un clase particular de espacios topologicos conocidos
como espacios sober. Es un hecho bien conocido que toda dlgebra de Heyting es repre-
sentable como subdlgebra del dlgebra de Heyting de todos los subconjuntos crecientes
de un conjunto ordenado. También es sabido que un édlgebra de Heyting es representa-
ble como una subdlgebra del conjunto de todos los abiertos de un espacio topolédgico 7.
Estas representaciones tienen muchas aplicaciones tanto en el estudio algebraico de es-
tas estructuras como en las aplicaciones de la 16gica intuicionista Int y algunas de sus
extensiones. Ademads, estas representaciones son la base para las conocidas dualidades
topoldgicas de Priestley y de Stone para las dlgebras de Heyting. Cuando miramos algtin
subreducto de las algebras de Heyting, como por ejemplo, en las dlgebras que correspon-
den al fragmento implicativo, conocidas como algebras de Hilbert, la teoria de represen-
tacion y dualidad desarrollada para las dlgebras de Heyting no es directamente aplicable a
estos fragmentos. El primer resultado que conocemos sobre representacion de un dlgebra
de Hilbert se encuentra en la tesis de A. Diego [29]. En dicha tesis aparece un teorema
de representacion tipo Stone, pero este resultado no tuvo un impacto muy significativo
ya que es insuficiente para desarrollar una dualidad categérica. El primer objetivo de esta
tesis es, justamente, presentar una dualidad topoldgica completa para las algebras de Hil-
bert y extender esta dualidad a la variedad de las dlgebras de Hilbert con supremo. Estos
resultados estdn basados en los espacios topolégicos conocidos como espacios sober y
extienden a los dados por M. Stone [67]. Primero probamos que la categoria formada por
algebras de Hilbert con semi-homomorfismos como morfismos es dualmente equivalente
a la categoria de espacios de Hilbert con ciertas relaciones binarias. También obtenemos
una dualidad para las dlgebras de Hilbert con homomorfismos. Aplicamos estos resulta-
dos para demostrar que el reticulo de sistemas deductivos de un algebra de Hilbert y el
reticulo de subconjuntos abiertos de su espacio de Hilbert dual, son isomorfos. Explo-
ramos como esta dualidad esta relacionada con la dada en [18] para dlgebras de Hilbert
finitas, y con la dualidad topoldgica desarrollada en [19] para dlgebras de Tarski. Todos
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Resumen Resumen

estos resultados son presentados en el Capitulo 3.

La otra variedad asociada a un fragmento de la 16gica Int que estudiamos es la va-
riedad de las dlgebras de Hilbert con supremo, i.e., dlgebras de Hilbert donde el orden
asociado es un supremo-semireticulo. Extendemos la dualidad encontrada para las élge-
bras de Hilbert al caso de las dlgebras de Hilbert con supremo. Probamos que el conjunto
ordenado de todos los ideales de un édlgebra de Hilbert con supremo tiene estructura de
reticulo. Demostramos que en este reticulo es posible definir una implicacion, pero la
estructura resultante no es un algebra de Heyting ni tampoco es un semireticulo implica-
tivo. Damos una descripcion dual para el reticulo de ideales de un dlgebra de Hilbert con
supremo. Estos resultados son presentados en el Capitulo 5.

El segundo objetivo fundamental de esta memoria estd centrado en estudiar algunas
extensiones modales de las algebras de Hilbert y de las algebras de Hilbert con supre-
mo. Estas extensiones corresponden a fragmentos de algunas extensiones modales de la
l6gica intuicionista Int. En esta memoria nos hemos centrado tnicamente en dos frag-
mentos. Primero introducimos la variedad de algebras de Hilbert con un operador mo-
dal [, llamadas H[l-algebras. La variedad de H[]-4lgebras es la contraparte algebraica
del {—,O}-fragmento de la 16gica modal intuicionista IntK, al cual denotamos con
IntK . Estudiamos la teoria de representacién y damos una dualidad topoldgica para la
variedad de H[l-dlgebras. Aplicamos estos resultados para probar que la 16gica modal
implicativa Int K es candnica y por lo tanto es completa. Determinamos las dlgebras
simples y subdirectamente irreducibles en algunas subvariedades de H[J-algebras. Tam-
bien estudiamos una interesante variedad de dlgebras, llamadas algebras de Hilbert Lax.
Todos estos resultados son presentados en el Capitulo 4.

El otro fragmento que investigamos es el fragmento {—, V, ¢} de la 16gica modal in-
tuicionista IntK,. Introducimos y estudiamos la variedad de H J-dlgebras, las cuales son
algebras de Hilbert con supremo enriquecidas con un operador modal ¢). Damos una re-
presentacion topoldgica para estas dlgebras usando la representacion topoldgica obtenida
para las dlgebras de Hilbert con supremo. Consideramos algunas subvariedades particula-
res de H y-algebras. Estas variedades son la contraparte algebraica de algunas extensiones
del fragmento implicativo de la 16gica modal intuicionista IntK,. Usamos la representa-
cion topoldgica obtenida para las [ J-dlgebras para probar que la 16gica modal implicativa
IntK}’ es candnica, y en consecuencia la 16gica IntK ;" es completa. También determi-
namos las congruencias de las H J-dlgebras en términos de ciertos subconjuntos cerrados
del espacio asociado, y en términos de una clase particular de sistemas deductivos. Es-
tos resultados nos permitieron caracterizar las H-dlgebras simples y subdirectamente
irreducibles. Estos resultados son presentados en el Capitulo 6.
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Abstract

This thesis has two main objectives. The first objective is to present and develop a
representation and a topological duality for some varieties of algebras corresponding to
the reducts {—} and {—, V} of the variety of Heyting algebras. These representations
are based on a particular class of topological spaces known as sober spaces. It is well-
known that every Heyting algebra is representable as a subalgebra of Heyting algebra of
all increasing subsets of a poset. Also, a Heyting algebra is representable as a subalgebra
of the set of all open subsets of a topological space 7. These representations have many
applications the algebraic study of these structures and applications of intuitionistic lo-
gic Int and some of its extensions. Moreover, these representations are the basis for the
known topological dualities of Priestley and Stone for Heyting algebras. When we look at
some subreduct of Heyting algebras, for example, algebras corresponding to the implica-
tive fragment, known as Hilbert algebras, representation theory and duality developed for
Heyting algebras is not directly applicable to these fragments. The first result we know
about representation of a Hilbert algebra is the thesis of A. Diego [29]. In this thesis a
theorem of Stone representation type appears, but this result did not have a significant
impact because this theorem is insufficient to develop a categorical duality. The first ob-
jective of this thesis is precisely present a complete topological duality for Hilbert algebras
and extend this duality to the variety of Hilbert algebras with supremum. These results are
based on topological spaces known as sober spaces and extend those given by M. Stone
[67]. First we prove that the category of Hilbert algebras with semi-homomorphisms is
dually equivalent to the category of Hilbert spaces with certain relations. We also obtained
a duality for Hilbert algebras with homomorphisms. We apply these results to prove that
the lattice of the deductive systems of a Hilbert algebra and the lattice of open subsets of
its dual Hilbert space, are isomorphic. We explore how this duality is related to the duality
given in [18] for finite Hilbert algebras, and with the topological duality developed in [19]
for Tarski algebras. All these results are presented in Chapter 3.

The other variety associated to a fragment of the logic Int that we study is the variety
of Hilbert algebras with supremum, i.e., Hilbert algebras where the associated order is a
join-semilattice. We extend the duality for Hilbert algebras to the case of Hilbert algebras
with supremum. We prove that the ordered set of all ideals of a Hilbert algebra with
supremum has a lattice structure. We also see that in this lattice it is possible to define
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Abstract Abstract

an implication, but the resulting structure is neither a Heyting algebra nor an implicative
semilattice. We give a dual description of the lattice of ideals of a Hilbert algebra with
supremum. These results are presented in Chapter 5.

The second main objective of this memory is centered on studying some modal exten-
sions of Hilbert algebras and Hilbert algebras with supremum. These extensions corres-
pond to fragments of some modal extensions of intuitionistic logic Int. In this memory
we have focused on only two fragments. First we introduce the variety of Hilbert algebras
with a modal operator [J, called H[J-algebras. The variety of H[J-algebras is the alge-
braic counterpart of the {—, [J}-fragment of the intuitionitic modal logic Int K, which
we denoted by IntK7. We study the theory of representation and we give a topological
duality for the variety of H[l-algebras. We use these results to prove that the basic impli-
cative modal logic IntK is canonical and therefore is complete. We also determine the
simple and subdirectly irreducible algebras in some subvarieties of [ []-algebras. These
results are presented in Chapter 4.

The other fragment investigated is the fragment {—, Vv, O} of intuitionistic modal lo-
gic IntK,,. We introduce and study the variety of H-algebras, which are Hilbert algebras
with supremum endowed with a modal operator ). We give a topological representation
for these algebras using the topological spectral-like representation for Hilbert algebras
with supremum given in [22]. We consider some particular varieties of H J-algebras. The-
se varieties are the algebraic counterpart of extensions of the implicative fragment of the
intuitionistic modal logic IntK,. We use the topological representation for [ -algebras
to prove that the implicative modal logic IntK " is canonical, and consequently the logic
IntK;’ is complete. We also determine the congruences of H -algebras in terms of cer-
tain closed subsets of the associated space, and in terms of a particular class of deductive
systems. These results enable us to characterize the simple and subdirectly irreducible
H -algebras. These results are presented in Chapter 6.
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Introduccion

El fuerte progreso y avance en las ultimas décadas en el estudio sobre algunas 16gi-
cas proposicionales estd fuertemente marcado por el desarrollo de adecuadas semanticas.
Es decir, estructuras matematicas que permiten interpretar los teoremas y/o reglas de de-
duccidn de las 16gicas asociadas. El ejemplo més conocido es el Calculo Proposicional
Clasico CPC y su relacion con las dlgebras de Boole. Otro importante ejemplo esta re-
presentado por la Logica Proposicional Intuicionista Int. La 16gica Int se puede estudiar
semanticamente a través de los conjuntos parcialmente ordenados o por medio de ciertas
estructuras algebraicas ordenadas llamadas édlgebras de Heyting. Los conjuntos parcial-
mente ordenados son un caso particular de lo que en la actualidad se conoce como marcos
de Kripke. Un marco de Kripke es un conjunto no vacio dotado de una o varias relaciones,
donde dichas relaciones se utilizan para interpretar en el conjunto a los conectivos de la
16gica proposicional en cuestion. Muchas de las 16gicas modales normales basadas tanto
en CPC como en la l6gica Int, pueden ser estudiadas por apropiados marcos de Kripke.

Como mencionamos anteriormente, otra posibilidad de abordar una légica es a través
de adecuadas semdnticas algebraicas. Es decir, se intenta asociar a una logica una es-
tructura algebraica de tal forma que los teoremas y las reglas de deduccién de la l6gica
correspondan a ciertas férmulas, ecuaciones o cuasi ecuaciones en la estructura algebrai-
ca asociada. Por ejemplo, y confundiendo el lenguaje algebraico con el lenguaje l6gico,
podemos decir que los teoremas del CPC son férmulas ¢ tal que la ecuaciéon p ~ 1 es
vdlida en la clase de las algebras de Boole. Consideraciones semejantes se pueden hacer
entre entre la 16gica Int y la clase de las dlgebras de Heyting.

En la mayoria de los casos, cuando existe una semdntica relacional y una semdntica
algebraica para una l6gica proposicional, estas semanticas estdn intimamente conectadas,
y en algunos casos estas conexiones son tan fuertes que es posible pasar de una semantica
a otra por medio de adecuadas construcciones. Este tipo de conexiones permiten encarar
la solucién de un problema desde varios puntos de vistas. Por ejemplo, es bien conocida la
dualidad que existe entre las algebras de Boole y los espacios de Stone, también llamados
espacios Booleanos. Este es el ejemplo mds conocido de lo que se conoce como teoria
de dualidad. Esta teoria surge alrededor de 1930 con los trabajos de M. Stone ([67] ,
[68]) sobre la representacion topoldgica para dlgebras de Boole, reticulos distributivos y
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Introduccion Introduccion

algebras de Heyting. Luego Jonsson y Tarski en sus articulos [44] y [45] extienden los
resultados de Stone a las dlgebras de Boole con operadores, los cuéles son conocidos mas
adelante como operadores modales. A comienzo de los afios 70, H. Priestley ([59], [60])
desarrolla una nueva dualidad topoldgica entre reticulos distributivos acotados y espacios
topoldgicos ordenados, compactos y totalmente disconexos en el orden, conocidos hoy
como espacios de Priestley. Desde entonces, establecer dualidades se ha convertido en un
importante problema metodoldgico en dlgebra y en l6gica, y actualmente existen muchas
estructuras algebraicas ordenadas que tienen una buena teoria de dualidad que permiten
transferir problemas 16gicos o algebraicos al campo de la topologia y viceversa.

En general, las estructuras algebraicas ordenadas para las cuales se logré desarro-
llar una buena representacion y dualidad topoldgica, tienen una estructura subyacente de
reticulo o reticulo distributivo. Pero, para dlgebras con estructura subyacente de semi-
reticulo, o para dlgebras correspondientes a semdnticas algebraicas de fragmentos im-
plicativos de Int, no existian aceptables teoremas de representacion que permitiesen un
estudio semantico relacional de las l6gicas asociadas, y menos una adecuada dualidad
topologica. Hasta donde tenemos noticias, la primera representacion topoldgica para se-
mireticulos distributivos, es la representacion desarrollada por G. Gritzer en su libro [38].
Como se demuestra en [38, Sec. I1.5, Thm. 8], un semireticulo es distributivo si el conjun-
to ordenado de todos los filtros forma un reticulo distributivo. En [21] se pueden encontrar
varias formas equivalentes de caracterizar a los semireticulos distributivos. La represen-
tacion de Gritzer no alcanza a ser una dualidad categérica, pues no dice nada acerca
de cémo son los objetos duales a los homomorfismos entre semireticulos distributivos.
Esta representacion sirvié como punto de partida para una serie de trabajos sobre repre-
sentacion y dualidad de semireticulos distributivos y semireticulos implicativos en [12],
[16] y [21]. Entre los principales aportes de estos trabajos se encuentra la caracterizacion
de los objetos duales a los semi-homomorfismos entre semireticulos y semireticulos im-
plicativos. En [12] se demuestra que los duales de los homomorfismos de semireticulos
distributivos no son necesariamente alguna forma de funcién continua entre los espacios
topoldgicos asociados, sino que son relaciones o ciertas funciones parciales. En el men-
cionado articulo se prueba que la categoria cuyos objetos son semireticulos distributivos
y cuyos morfismos son los homomorfismos de semireticulos es dualmente equivalente
a una categoria de espacios topoldgicos sober especiales (Ilamados DS-espacios en [12]
o [21]) y cuyos morfismos son relaciones entre los espacios topoldgicos satisfaciendo
ciertas condiciones adicionales. Posteriormente, G. Bezhanishvil y R. Jansana, en un par
de extensos articulos ([5], [6]), desarrollan una dualidad para los semireticulos distribu-
tivos acotados y para los semireticulos implicativos acotados utilizando ciertos espacios
de Priestley dotados de un subconjunto que sirve como parametro y algunas propiedades
adicionales. Estos espacios son llamados espacios de Priestley generalizados. Esta dua-
lidad es bastante mas complicada que la dualidad encontrada por medio de DS-espacios,
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pero tiene la ventaja de que se basa en los muy estudiados espacios de Priestley.

En 1923 es D. Hilbert el primero en observar que el tomar como axiomas a un conjun-
to de féormulas del CPC donde sélo figurase el conectivo implicacion, le permitia obtener
un fragmento interesante del mismo, el que se conoce como Cdlculo Proposicional Im-
plicativo Positivo. Y es en 1950, cuando L. Henkin ([40]) introduce la nocién de Modelo
Implicativo como contraparte algebraica a este fragmento. En la década del 60, A. Montei-
ro llama Algebras de Hilbert a las dlgebras asociadas al modelo implicativo. Las dlgebras
de Hilbert fueron intensamente estudiadas por A. Diego ([29]), A. Monteiro ([55]) y mds
recientemente por D. Busneag ([11]), I. Chajda y R. Halas ([26], [27]), S. Celani ([15],
[17]), S. Celani y L. Cabrer ([18], [19]), y D. Gluschankof y M. Tilli ([35]).

En [29], A. Diego obtiene una representacion topoldgica para las dlgebras de Hilbert
y prueba que toda dlgebra de Hilbert es isomorfa a la subélgebra del reducto implicativo
de un élgebra de Heyting generada por cierto espacio topoldgico, generalizando los re-
sultados de representacion dados por M. Stone para las dlgebras de Heyting ([1], [67]).
Otro teorema de representacion para las algebras de Hilbert puede darse usando conjun-
tos ordenados, como se hace en [15], donde se prueba que para toda algebra de Hilbert A
existe un conjunto ordenado (X, <) tal que A es isomorfa a la subdlgebra del reducto im-
plicativo del dlgebra de Heyting P<(X) de todos los subconjuntos crecientes de (X, <).
Desafortunadamente, éstas representaciones no dan una dualidad total. Para semireticu-
los implicativos se pueden hacer consideraciones similares, aunque en el caso finito si es
posible probar una dualidad categdrica, como lo demuestra P. Kohler en [47].

Consideremos un semireticulo implicativo A = (A, A, —, 1). Es un hecho conocido
que un subconjunto F' de A es un filtro si y s6lo si F' contiene al dltimo elemento 1y
ademas es cerrado bajo la regla de Modus Ponens, es decir, si a,a — b € F', entonces
b € F'. Por lo tanto, en la definicién de un filtro podemos prescindir de la operaciéon A. Si
Fi(A) es el conjunto de todos los filtros de A, entonces el conjunto ordenado (Fi(A), C)
es un reticulo distributivo ([26]). Como consecuencia de este hecho y apelando a la carac-
terizacion dada por G. Gritzer en [38], podemos deducir que (A, A, 1) es un semireticulo
distributivo. Por otra parte, es conocido que el reducto implicativo (A, —, 1) es un dlgebra
de Hilbert ([29], [55]). Por lo tanto, el conjunto ordenado de los filtros, ahora vistos sola-
mente en el reducto implicativo, sigue siendo un reticulo distributivo. Teniendo en cuenta
que esta propiedad es esencial para la dualidad dada en [12] se torna natural plantear la
siguiente pregunta:

Les posible desarrollar una dualidad topologica para las dlgebras de Hilbert utili-
zando las técnicas desarrolladas en la dualidad para los semireticulos distributivos por
medio de DS-espacios?

Responder a esta pregunta es el primer objetivo de esta memoria. Usando algunos
resultados de [19], y algunas ideas de [12], [13], [16] y [19], veremos que es posible
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desarrollar una dualidad categorica entre dlgebras de Hilbert y ciertos espacios topoldgi-
cos, llamados espacios de Hilbert. Estos resultados son presentados en el Capitulo 3 del
presente trabajo y son utilizados en los restantes capitulos de esta memoria.

Para formular la segunda pregunta que motiva esta memoria, debemos recordar que las
logicas modales cldsicas son extensiones de la 16gica cldsica con nuevos operadores, ge-
neralmente llamados modalidades u operadores modales ([25]). Similarmente, las logicas
modales intuicionistas son extensiones de la 16gica Intuicionista Int con nuevos operado-
res modales. Esto es, una 16gica modal intuicionista es cualquier subconjunto de férmulas
en el lenguaje proposicional intuicionista £ enriquecida por un conjunto de operadores
modales unarios M conteniendo todos los teoremas de la 16gica Int, y cerrado bajo las
reglas de Modus Ponens, substitucion y la regla de regularidad ¢ — «o/m¢ — ma, para
cada operador m € M.

Siguiendo con esta idea, podemos extender a la 16gica Int con un operador cuadrado
[, y/o con un operador rombo . En el caso caso de la 16gica clésica, estos operadores son
interdefinibles. Esto no ocurre en el caso intuicionista, pues la negacion intuicionista no
es involutiva. La modalidad cuadrado intuicionista [ y la modalidad rombo intuicionista
¢ no son interdefinibles, es decir, la formula {¢ no es equivalente a =[1—¢, o la férmula
¢ no es equivalente a la férmula —(—¢. En consecuencia, esto abre un abanico de
posibilidades para definir extensiones modales de la 16gica Int. Es posible considerar
l6gicas modales intuicionistas con un operador modal [], como por ejemplo la légica
IntKgenel lenguaje Lo = {V, A, —, [0, L, T}, y axiomatizada agregando a los axiomas
que definen a la 16gica Int los siguientes axiomas:

= D¢ = ¢) = ¢ = T),
« T =0T,
También podemos considerar 16gicas modales intuicionistas con un operador modal

O, como por ejemplo la 16gica IntK,, en el lenguaje L, = {V, A, —, O, L, T}, y definida
como la menor 16gica que contiene los axiomas

= O(pVq) < OpVOq,
n QL.

En los articulos [2], [9], [30], [33], [34], [48], [54] y [66] se pueden encontrar diversas
16gicas intuicionistas modales. Extensiones de IntK e IntK, fueron estudiadas en [9],
[30], [48] y [66].

También es posible estudiar 16gicas modales intuicionistas con los dos operadores
modales [J y ¢. Por ejemplo, podemos definir la 16gica IntKg, como la menor 16gica
en el lenguaje Lo, = Lo U Ly conteniendo a la vez a las l16gicas IntKp e IntK,,.
Extensiones de IntKp, fueron estudiadas en [2], [9], [30], [33] y [34].
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Asi como las dlgebras de Heyting son la contraparte algebraica de la l6gica Int, las
algebras de Heyting con operadores modales son la contraparte algebraica de las 16gicas
modales intuicionistas IntKg, IntK, e IntKg,. Teniendo en cuenta que la variedad
Hil de dlgebras de Hilbert es la semantica algebraica del fragmento implicativo positivo
del calculo proposicional intuicionista Int (ver [26], [29], o [55]), es natural formular el
siguiente objetivo general:

Estudiar los reductos implicativos de algunas légicas modales intuicionistas.

Al intentar responder a este objetivo y de igual modo que en el caso intuicionista, nos
encontramos con multiples posibilidades. Por ejemplo, podemos estudiar los fragmentos
{—,0} y {—,V, L, 0} de las l6gicas modales intuicionistas IntKp e IntK,, respec-
tivamente. Otra interesante posibilidad es estudiar algunos {—,V,, ¢ }-fragmentos de
IntK, o de la I16gica modal intuicionista F'Sp, definida por Fischer-Servi en [34]. En
este trabajo s6lo nos abocaremos a estudiar desde un punto de vista algebraico y relacio-
nal ciertas l6gicas definidas en los fragmentos {—, 0} y {—, V, L, O} correspondientes
a extensiones de las l6gicas modales normales intuicionistas IntKp e IntK,, respecti-
vamente. Dichos fragmentos son denotados por IntK e IntK,’, respectivamente. La
clase de dlgebras asociadas con IntK es la variedad Hily de dlgebras de Hilbert con un
operador modal necesidad L], las cuales son estudiadas en el Capitulo 4 de este trabajo.
En este capitulo también se prueba que cualquier extension de IntK es completa con
respecto a cierta clase de marcos generales llamados H[J-espacios. Es importante notar
que la variedad de dlgebras de Tarski modales estudiadas en [13] es la semdntica algebrai-
ca del {—,0}-fragmento de la 16gica modal clasica K, y por lo tanto, es una subvariedad
de HIID

La clase de dlgebras asociadas con IntK" son estudiadas en el Capitulo 6 y es la
variedad Hilg de algebras de Hilbert acotadas con supremo con un operador modal .
Andlogamente al caso de la l6gica Int K, también se prueba que cualquier extension
de IntK ;" es completa con respecto a cierta clase de marcos generales llamados H (-
espacios.

Organizacion de la memoria

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera.

En el Capitulo 1 recordamos las definiciones y propiedades basicas sobre reticulos,
semireticulos y dlgebras de Heyting que utilizaremos en el resto del trabajo.
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El Capitulo 2 estd dedicado a repasar los conceptos mas importantes de las dlgebras
de Hilbert. En la Seccién 2.2, estudiamos los sistemas deductivos y los ideales de or-
den de un 4lgebra de Hilbert. Revisamos algunas clases de sistemas deductivos, como
los sistemas deductivos irreducibles, maximales y completamente irreducibles, y algu-
nas caracterizaciones de los mismos. Mostramos un resultado andlogo al Teorema del
Filtro Primo, también conocido como Teorema de Birkhoff-Stone, para el caso de dlge-
bras de Hilbert probado originalmente en [15]. En la Seccidén 2.3 presentamos los semi-
homomorfismos y los homomorfismos de Hilbert, y damos una caracterizacion para los
semi-homomorfismos, que es de gran utilidad en el trabajo. En la Seccién 2.4 mostramos
una representacion para las dlgebras de Hilbert por medio de conjuntos ordenados, la cual
fue probada originalmente en [15]. En la siguiente seccidon recordamos el conocido resul-
tado que afirma que el reticulo de congruencias de un algebra de Hilbert es isomorfo al
reticulo formado por sus sistemas deductivos ([29], [35], [55]). Terminamos el capitulo
estudiando brevemente el fragmento implicativo de la 16gica proposicional Intuicionista,
estableciendo los resultados que permiten conectar este fragmento con las dlgebras de
Hilbert.

En el Capitulo 3 estudiamos la teoria de representacion y dualidad para las algebras
de Hilbert. Los resultados de este capitulo han sido publicados en [20] y [22]. En la pri-
mera seccion del capitulo definimos el espacio dual de un dlgebra de Hilbert, llamado
espacio de Hilbert o H-espacio. Mostramos que la definiciéon dada de espacio de Hilbert
puede enunciarse de tres maneras equivalentes cambiando una condicién en la definicion,
logrando de esta manera conectarla con la definicién de H-espacio dada inicialmente en
[20], que incluye una relacion de orden. En la Seccion 3.2 probamos que cualquier alge-
bra de Hilbert A es isomorfa al dlgebra de Hilbert dual de algin H-espacio (X, 7x), y
reciprocamente, mostramos que para cualquier espacio de Hilbert (X, T) existe un dlge-
bra de Hilbert A tal que (X, 7x) es homeomorfo al espacio de Hilbert dual de A. En la
siguiente seccion probamos dos dualidades categéricas para dos categorias diferentes, pe-
ro cuyos objetos son algebras de Hilbert. Una de las categorias tiene como morfismos a
los semi-homomorfismos entre dlgebras de Hilbert y la otra tiene como morfismos a los
homomorfismos entre dlgebras de Hilbert. En la Seccion 3.4 estudiamos el caso de dlge-
bras de Hilbert finitas, mostrando que a partir de un H-espacio finito podemos construir
un H-espacio ideal finito sobre el mismo universo cuya algebras de Hilbert asociadas
respectivamente coinciden, y reciprocamente. En la Seccion 3.5 usamos la dualidad en-
contrada para probar que el reticulo de sistemas deductivos de un dlgebra de Hilbert A es
isomorfo al reticulo formado por los subconjuntos abiertos del espacio dual.

En el Capitulo 4, estudiamos las dlgebras de Hilbert con un operador modal nece-
sidad [J, a las que llamamos H[l-dlgebras y cuya variedad denotamos por Hilg. Esta
clase de dlgebras es la contraparte algebraica del {—, J}-fragmento de la 16gica modal

XII



Introduccion Introduccion

intuicionista Int K. Las cinco secciones que conforman este capitulo se encuentran ma-
yormente publicadas en [23]. En la primer seccion introducimos y estudiamos a las H[ -
dlgebras y a los H[J-marcos. En la Seccién 4.2 introducimos la nocién de H[l-espacios.
Determinamos una representacion y dualidad topolégica para la variedad Hilg, aplican-
do los resultados obtenidos para las algebras de Hilbert en el Capitulo 3. La Seccion 4.3
estd dedicada al estudio de la 16gica IntK, es decir, del {—, (J}-fragmento de la l6gica
modal intuicionista Int K. Mostramos que cualquier extensién de IntK7 es completa
con respecto a la clase de H[J-marcos generales. En la Seccion 4.4 caracterizamos a las
H-algebras que satisfacen ciertas ecuaciones por medio de condiciones de primer orden
definidas en sus espacios duales correspondientes. Cada una de estas subvariedades de
Hily se corresponden con una extensién axiomatica de 16gica modal implicativa Int K.
En la Seccion 4.5, aplicando la representacion topoldgica obtenida para las /[ J-algebras,
caracterizamos las congruencias correspondientes a la variedad Hil5 y consecuentemen-
te, determinamos sus dlgebras simples y subdirectamente irreducibles. También caracte-
rizamos las algebras simples y subdirectamente irreducibles correspondientes a algunas
subvariedades de Hily. En la altima seccion de este capitulo estudiamos la variedad parti-
cular de H[-dlgebras que satisfacen las identidades z — Uz = 1y Oz = [0z, a las que
denominamos dlgebras de Hilbert Lax. Esta clase de dlgebras es sumamente interesante
ya que esta en correspondencia con el fragmento implicativo de la Légica Intuicionista
Modal Lax, definida en [31] y estudiada en diversos trabajos ([36], [37], [49]). La l6gica
Lax es una légica con interesantes aplicaciones, como se puede ver [31] y en las referen-
cias citadas en este articulo. Estudiamos la representacion y dualidad topoldgica para la
variedad formada por algebras de Hilbert Lax, introduciendo nuevos espacios topoldgi-
cos con especiales relaciones binarias llamados espacios de Hilbert Lax. Definimos a los
submarcos en un espacio de Hilbert y a las variedades submarco. Probamos que existe
una correspondencia uno a uno entre los submarcos de un espacio de Hilbert (X, Tx) y
las relaciones binarias Q C X x X tales que (X, 7k, @) es un espacio de Hilbert Lax.

Una variedad V de dlgebras de Hilbert se dice nuclear si cuando A € V y [Jes un
operador modal definido sobre A, resulta A = {a € A : Oa = a} € V. Finalizamos
este capitulo mostrando que una variedad de dlgebras de Hilbert es nuclear si y s6lo si es
una variedad cerrada bajo submarcos.

En el Capitulo 5 estudiamos a las dlgebras de Hilbert con supremo, a las que llama-
mos HV-dlgebras para abreviar. Son édlgebras de Hilbert donde el supremo de cualquier
par de elementos siempre existe y es una operacion algebraica. Esta clase de dlgebras es
una clase particular de BC'K-algebras con operaciones de reticulo estudiadas por P. M.
Idziak en [41]. Mostramos que las H"-dlgebras forman una clase ecuacional. La duali-
dad topoldgica se determina extendiendo la dualidad desarrollada en el Capitulo 3 para
algebras de Hilbert. Definimos relaciones binarias adecuadas en el espacio dual de una
HV-dlgebra mostrando que son las descripciones duales de los semi-homomorfismos y
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homomorfismos definidos entre dlgebras de Hilbert que preservan V. En este caso tene-
mos la operacion de supremo, la nocién de ideal de orden colapsa con la nocion usual de
ideal en supremo-semireticulos. Estudiamos a los ideales en un H"-dlgebra y mostramos
que el conjunto ordenado de todos los ideales de un dlgebra de Hilbert con supremo tiene
estructura de reticulo, el cual no es distributivo. También mostramos que en dicho reticulo
podemos definir una implicacion, pero sin embargo la estructura resultante no es un semi-
reticulo implicativo. Finalizamos este Capitulo introduciendo la nocion de subconjunto
abierto dirigido y probamos que estos conjuntos dan una descripcion dual del reticulo
de ideales de un algebra de Hilbert con supremo. Todo lo presentado en este capitulo se
encuentra publicado en [22].

En el Capitulo 6 introducimos el concepto de dlgebras de Hilbert con operador modal
posibilidad ¢, o H-algebras, las cuales son dlgebras de Hilbert acotadas con supremo
enriquecidas con un operador modal . Esta clase de dlgebras es la contraparte algebraica
del {—,V, L, 0}-fragmento de la 16gica intuicionista modal IntK,, estudiada en [30] y
[66]. En las primeras dos secciones de este capitulo obtenemos una representacion y dua-
lidad topoldgica por medio de espacios sober para estas dlgebras utilizando la dualidad
presentada en el Capitulo 5. En la tercer seccion estudiamos el {—, V, L, { }-fragmento
de la l6gica intuicionista modal Int K, que denotamos con Int K. Mostramos que cual-
quier extensién de IntK " es candnica y completa con respecto a la clase de H ¢-marcos
generales. En la Seccion 6.4 caracterizamos las H-dlgebras que satisfacen ciertas ecua-
ciones por medio de condiciones de primer orden definidas en sus espacios duales co-
rrespondientes. Estudiamos particularmente a la subvariedad HilXS5, debido a que esta
clase de H -dlgebras estd en correspondencia con el reducto {V, —, L, ¢} de las dlgebras
de Heyting monddicas, estas ultimas estudiadas por A. Monteiro y O. Varsavsky ([54]),
por G. Bezhanishvili ([2], [3]), y por Gisele Fischer Servi ([33], [34]). Mostramos una
dualidad topoldgica para esta clase de [ J-dlgebras a través de una categoria formada por
marcos de Kripke argumentados perfectos, siguiendo las ideas utilizadas por G. Bezha-
nisvili en [3] para dlgebras de Heyting monddicas. En la Seccién 6.5 logramos determinar
las congruencias de las H J-dlgebras en término de ciertos subconjuntos cerrados de los
H §-espacios duales siguiendo las ideas de A. Petrovich para reticulos distributivos ([58]),
y aplicando la representacién y dualidad encontrada para las H J-dlgebras. Resultado que
nos permitié caracterizar las algebras simples y subdirectamente irreducibles de la varie-
dad formada por las H-dlgebras, lo cual conforma la tltima seccién del capitulo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo hacemos un breve repaso de conceptos bdsicos sobre reticulos
distributivos acotados, semireticulos distributivos y dlgebras de Heyting, los cuales serdn
usados en los proximos capitulos. Para més detalles se puede consultar [1], [38] y [26].

1.1. Reticulos

Recordemos que un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (L, <) tal que para
todo subconjunto finito X C L existe el supremo \/K y el infimo AK. Si (L, <) es un
reticulo, entonces para cada par de elementos a, b € L denotamos al supremo entre a y b
como a V by al infimo entre ellos como a A b.

Los reticulos pueden ser caracterizados como estructuras algebraicas. En efecto, si
(L, <) es un reticulo, y definimos las siguientes operaciones binarias internas

V:LxL— L, dadapor V(a,b)=aVb
AN:LxL— L, dadapor A (a,b)=aAb

entonces podemos definir el algebra (L, A, V) a través de las siguientes identidades:
l. (avb)Ve=aV(bVc), (asociatividad)

2. (anb)ANe=aN (bAc),

3. aVb=>bVa, (conmutatividad)

4. aNb=DbAa,

5. aV a = a, (idempotencia)

6. aNa=a,



1.1 Reticulos Preliminares

7. aV (aAb) = a, (leyes de absorcion)

8. aN(aVb)=a.

Mads adn, si (L, A, V) es un dlgebra con dos operaciones binarias que cumplen las
identidades 1.- 8. entonces para todo a,b € L

aVb=bs aNb=a
Si en L definimos una relacion binaria interna < dada por
a<beaVb=b&saNb=a

entonces (L, <) es un reticulo siendo A y V el infimo y supremo del mismo, respectiva-
mente.

A partir de ahora, si no hay lugar a confusion, un reticulo (L, A, V) serd denotado
directamente por su conjunto soporte L.

Diremos que un reticulo L es distributivo si se satisface cualquiera de las dos siguien-
tes leyes distributivas equivalentes:

(D1) aV (bAc)=(aVb)A (aVc),paratodoa,b,c € L,

(D2) aN(bVe)=(aAb)V (aAc),paratodo a,b,c € L.

Diremos que un reticulo L es acotado si existen elementos 0,1 € L tales
que satisfacen las identidades

(Al) anN0 =0,

(A2) aVv1=1.

De la definicién de reticulo acotado se desprende que 0 y 1 son el primer y dltimo
elemento de L, respectivamente.

Diremos que (L, A,V,0,1) es un reticulo distributivo acotado si (L,\,V) es un
reticulo que satisface (D1) o (D2) (y por lo tanto ambas) y 0, 1 satisfacen (A1) y (A2), res-
pectivamente. También podemos decir que un reticulo distributivo acotado es un algebra
de tipo (2,2, 0, 0) tal que las operaciones binarias satisfacen 1.- 8. junto con (D1) (o bien
(D2)), una de las constantes satisface (Al) y la constante restante cumple (A2). Luego
podemos concluir que la clase de reticulos distributivos acotados forman una variedad.

Ejemplo 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. El reticulo (P (X) ,U, N, 0, X) es un reticulo
distributivo acotado.
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Para un conjunto parcialmente ordenado (X, <)e Y C X, sea
YV)={reX:JyeY:y<a}y (Y]={reX :FyeY :x<y}.

Si Y es el conjunto unitario {y}, entonces escribimos [y) y (y] en lugar de [{y}) y
({y}], respectivamente. Diremos que Y es un subconjunto creciente (resp. decreciente)
siY =[Y) (resp. Y = (Y]). Denotamos con P< (X)) al conjunto formado por todos los
subconjuntos crecientes de X .

Un subconjunto decreciente no vacio / de un reticulo L es llamado un ideal si se
satisface que a V b € I paratodo a,b € 1. Si X es un subconjunto de L entonces el ideal
generado por X (es decir, el menor ideal que contiene a X)) es igual a

Ig(X)={a€L:a<xVayV..Vzx,, paraalgin {z,zs,...,x,} C X,n € N}. (1.1)

Dualmente, un subconjunto creciente no vacio F' de un reticulo L es llamado un filtro
si se satisface que a A b € F' paratodo a,b € F. Diremos que [ es un filtro propio de L
si F' # L,y diremos que F' es un filtro primo de L si F' es un filtro propio tal que para
a,b € L se satisface que sia Vb € F entonces a € F'ob € F. Si X es un subconjunto
de L entonces el filtro generado por X (es decir, el menor filtro que contiene a X)) es

F(X)={a€L:a>x ANxs A ...\ x,, para algin {z1, xs, ..., 2, } C X, n € N}.

El siguiente resultado es conocido en la literatura con el nombre de Teorema de
Birkhoff-Stone (o Teorema del Filtro Primo) (ver [1] para una demostracion).

Teorema 1.1.1. Sea L un reticulo distributivo. Sea I un ideal de L y sea F' un filtro de L
tales que F' N I = (), entonces existe un filtro primo P de L tal que F C Py PN 1 = ().

Sea L un reticulo y sean a,b € L. Un elemento ¢ € L es llamado el pseudocomple-
mento relativo de a con respecto a b, y al que notaremos ¢ = a — b, si c es el mayor
elemento de L tal que a A ¢ < b, esto es, para todo z € L,

r<a—>b <<= xANa<b

Si a — b existe para todo a,b € L, entonces L es llamado reticulo relativamente pseudo-
complementado, reticulo Brouweriano o dlgebra de Heyting generalizada.

1.2. Semireticulos

Al igual que en la definicion de reticulos, podemos definir a un semireticulo como un
conjunto ordenado que satisface determinadas propiedades.

Sea (S, <) un conjunto ordenado. Diremos que (.S, <) es un supremo-semireticulo, o
simplemente V-semireticulo, si para todo par de elementos a,b € S, existe el supremo

3
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a V b. Diremos que (S, <) es un infimo-semireticulo, o simplemente A-semireticulo, si
para todo par de elementos a, b € S, existe el infimo a A b.

Los semireticulos también pueden ser caracterizados como estructuras algebraicas.
Un semireticulo es un algebra (S, o) del tipo (2) que satisface las siguientes identidades:

1. (aob)oc=ao(boc),
2. aob=boa,

3. aoa=a.

Es decir, o es una operacion binaria asociativa, conmutativa e idempotente.
Dado un semireticulo (S, o), podemos definir las siguientes relaciones binarias <,
<, en .S como:
a<,b siysblosi aob=a

a<yb siysdlosi aob=b,

respectivamente, siendo ambas Ordenes parciales sobre S que se denominan el orden
inducido por o. Consecuentemente, (S, <) es un A-semireticulo y (S, <) es un V-
semireticulo.

Por simple eleccion, durante el resto de la tesis vamos a considerar A-semireticulos.
Asimismo, los resultados posteriores también son validos para \V-semireticulos. A partir
de ahora, si no hay lugar a confusién, un semireticulo (S, A) serd denotado directamente
por S.

Ejemplo 1.2.1. Sea un conjunto parcialmente ordenado (X, <). Entonces (P< (X),N)
es un semireticulo con dltimo elemento X.

Definicion 1.2.1. Sea S un semireticulo. Diremos que S es distributivo si para todo
a, by, by € S tal que by A\ by < a, entonces existen ag,a; € S tal que by < ag, by < a1y
a = ag /N a.

Notemos que los elementos ay y a; no necesariamente son unicos. La clase de los
semireticulos distributivos no son una variedad.

1.3. Algebra de Heyting

Las édlgebras de Heyting son unas de las generalizaciones de las dlgebras de Boole mas
estudiadas y, como explicamos en la introduccion, corresponden a la semdntica algebraica
de la légica intuicionista Int.
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Un dlgebra de Heyting es un dlgebra (L, A, V,—,0,1) donde (L, A, V, 0, 1) es reticulo
acotado, y la implicacién — es una operacion binaria que satisface la siguiente condicion
paratodo a,b,c € L :

aNb<csiysbélosia <b— c.

Si L es un algebra de Heyting y \/S existe para S C L entonces se satisface la siguiente
ley distributiva generalizada:

x/\(\/S) :\/{x/\y:yGS}.

Luego, toda algebra de Heyting es un reticulo distributivo ([1]). La clase de todas las dlge-
bras de Heyting es definible por ecuaciones, es decir, es una variedad. Mds precisamente,
un dlgebra de Heyting es un dlgebra (L, A, V, —, 0, 1) de tipo (2,2, 2,0, 0) que verifica:

H1 (L, A, V,0,1) es un reticulo distributivo acotado,
H2 2 >z =1,

H3 (v = y) Ny =y,

H4 2 N (x —y)=x Ay,

H5 2 — (yANz)=(z = y) A (x — 2),

H6 (zVy) —z=(r—2)Ay—2).

A continuacién veremos como siempre es posible definir un 4lgebra de Heyting a
partir de un conjunto ordenado.

Dado un conjunto ordenado (X, <), sobre el conjunto P< (X) podemos definir una
estructura de algebra de Heyting del siguiente modo.

Ejemplo 1.3.1. Sea (X, <) un conjunto ordenado. La estructura
(P<(X),U,N,=<,0,X)
es un dlgebra de Heyting donde la implicacion = < estd definida de la siguiente manera:
U=V={UnV (1.2)

para U,V € P< (X). Es inmediato chequear que se cumplen las condiciones H;) — Hj).
Notemos que U =< V = {x: [z)NU C V}, yaque

relU=cV <— zeUnNVY) <— [)nUNVe=0) < [z)NUCV.

Ademds, U =< V € P<(X), sin ser necesariamente U,V € P (X). En efecto, sea
z,y € X tal que © < y y consideremos x € U =< V. Entonces [x) N U C V. Como
x <y, entonces [y) C [z) y porlo tanto, [y) NU C [z)NU C V.Luego,y € U = V.
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A continuacién mostramos otros ejemplos de dlgebras de Heyting:

Ejemplo 1.3.2. Un dlgebra de Boole (B, A, V,",0,1) donde se define a — b = o’ V b,
para todo a, b € B, es un dlgebra de Heyting.

Ejemplo 1.3.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces (7,0, U —, (), X') es un dlge-
bra de Heyting donde la implicacién — se define como

U—V=mt((X-U)uV),

paraU,V € 7.



Capitulo 2

Algebras de Hilbert

Las algebras de Hilbert representan la contraparte algebraica del fragmento implicati-
vo de la Logica Proposicional Intuicionista Int. En este capitulo exponemos, sin preten-
ciones de originalidad, nociones y resultados sobre dlgebras de Hilbert que son necesarios
para la comprension del resto del trabajo.

Gran parte de las demostraciones de los resultados dados en el presente capitulo pue-
den verse en [26], [29] o en [52].

2.1. Definiciones preliminares

Definicion 2.1.1. Un dlgebra de Hilbert es un dlgebra A = (A, —, 1) de tipo (2,0) que
verifica los siguientes axiomas:

(H1) a = (b—a) =1,
(H2) (a—= (b—=¢)) = ((a—=b) = (a—c) =1,
(H3) a - b=1=0b— aimplicaa = b.

Si A = {1}, diremos que A es trivial.

Lema 2.1.2. Sea A = (A, —, 1) un dlgebra de Hilbert y a,b,c € A. Entonces se satisfa-
cen las siguientes ecuaciones:

l.a—a=1,

2.a—>1=1,

3. a—=(b—=c)=b— (a— ),

4. a — (b—c) = (a—b) = (a — c) (ley de distributividad a izquierda),

7
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5.a— ((a—=b)—0b) =1,

6. a— (a—b)=a—0b,

7. ((a—=0b)—=b —=b=a—b

8 (a—b) = ((b—a)—a)=((b—a)— ((a—b) —b),
9. Sia<bentoncesc »>a<c—byb—c<a—c

En [29], Diego obtiene la siguiente caracterizacion ecuacional para las algebras de
Hilbert:

(H5)

(H6)

(H7) a — (b—c¢)=(a—b) = (a—c),

(H8) (a —=b) — ((b—a) »a)=(b—a)— ((a—>0b) =),

y prueba que el sistema de axiomas { H1, H2, H3, H4} es equivalente al sistema for-
mado por {H5, H6, H7, H8}, por consiguiente, queda demostrado que la clase de alge-
bras de Hilbert es una variedad, la cual denotamos con Hil.

Lema 2.1.3. Sea (A, —, 1) un dlgebra de Hilbert. Entonces la relacion binaria < definida
por
a<b & a—b=1,

es un orden parcial sobre A.

El orden parcial < dado en el Lema anterior es llamado el orden natural de A. Con
respecto a este orden, 1 es el ultimo elemento de A.

Diremos que un algebra de Hilbert A es acotada si tiene primer elemento 0 respecto
del orden natural, es decir, si existe 0 € Atalque 0 — a = 1, paratodo a € A. Denotamos
con Hil" a la variedad de 4lgebras de Hilbert acotadas. En las dlgebras de Hilbert acotadas
podemos definir el pseudocomplemento de un elemento a como —a = a — 0. Es claro
que "0=1y—-1=0.

Definicion 2.1.4. Una BCK-dlgebra es un dlgebra A = (A, —, 1) de tipo (2,0) que veri-
fica los siguientes axiomas para todo a, b, c € A:

l. (a—b) = ((b—=c)—=(a—0c)=1,

2. a— ((a—b) —b) =1,
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3.a—a=1,
4. a —>1=1,
5.a -b=1=0— aimplicaa = D.

La clase de las algebras de Hilbert es una subclase de las BCK-algebras, pues toda
algebra de Hilbert A es una BCK-dlgebra que satisface la ecuacion

a—(b—=c)=(a—=0b) — (a—c),
como puede verse en el siguiente resultado (para una prueba ver [26]).

Corolario 2.1.5. Toda dlgebra de Hilbert es una BCK-dlgebra. Reciprocamente, una
BCK-dlgebra es un dlgebra de Hilbert si 'y solo si se satisface la ley de distributividad
a izquierda del Lema 2.1.2.

El siguiente resultado muestra una caracterizacion inmediata para las dlgebras de Hil-
bert usando las identidades 1 — a = a y (6) del Lema 2.1.2 en lugar del axioma (H3), y
su demostracion se puede encontrar en [26].

Teorema 2.1.6. Un dlgebra A = (A, —, 1) de tipo (2,0) es un dlgebra de Hilbert si y
solo si A satisface las identidades (H1), (H2), 1 — a = ay (6) del Lema 2.1.2.

Definicion 2.1.7. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Un subconjunto no vacio K C X
es llamado directo (dualmente directo) si para cualquier x,y € K existe z € K tal que
r<zey<z(z<zxzyz<y).

En el Ejemplo 1.3.1, mostramos como es posible definir un dlgebra de Heyting a par-
tir de un conjunto ordenado. Considerando unicamente la parte implicativa de esta cons-
truccién, obtendremos un dlgebra de Hilbert. Es decir, si (X, <) un conjunto ordenado,

entonces la estructura
<P§ (X) 7U7ma:§’®7X>

es un dlgebra de Heyting donde la implicacion = < estd definida segtn (1.2). Luego,

<7)< (X),:><,X>

es un dlgebra de Hilbert.

Ejemplo 2.1.1. Si (H, A\, V,—,0, 1) es un dlgebra de Heyting, entonces (H,—, 1) es un
dlgebra de Hilbert. De igual forma, si (B, A,V ,0, 1) es una dlgebra de Boole, entonces
(B, —, 1) es un dlgebra de Hilbert donde a — b = @’ V b, paraa,b € B.
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Ejemplo 2.1.2. Sea X un conjunto no vacio y 7 una topologia sobre X, entonces (7, —, X)
es un dlgebra de Hilbert donde la implicacion — se define como

U—=V=it(X-U)UV),
paraU,V € 1.

Existen muchos ejemplos de dlgebras de Hilbert pero hay uno particularmente muy
importante, como mostramos a continuacion:

Ejemplo 2.1.3. Todo conjunto ordenado (X, <) con dltimo elemento 1 induce una estruc-
tura de algebra de Hilbert definiendo la implicacién — sobre X de la siguiente manera:

1 sia<b
a—b=
b sia£b

La implicacién — es llamada la implicacion inducida por el orden.

Observacion 2.1.8. El ejemplo anterior es de suma importancia ya que nos permite de-
finir dlgebras de Hilbert sobre semireticulos y también sobre reticulos que no son semi-
reticulos implicativos ni dlgebras de Heyting. Por ejemplo, el reticulo Booleano de cuatro
elementos y la implicacion inducida por el orden es un dlgebra de Hilbert pero no es dlge-
bra de Heyting. Estos casos motivan el estudio de dlgebras de Hilbert con operaciones
de reticulo, las cuales son subclases de BCK-dlgebras con operaciones de reticulos y han
sido consideradas por P. M. Idziak en [41].

El siguiente ejemplo, tomado de [18], es muy importante en el desarrollo del trabajo.
Vamos a definir, a partir de un conjunto ordenado y una familia distinguida de subconjun-
tos, un algebra de Hilbert que no es un dlgebra de Heyting.

Ejemplo 2.1.4. Un H-conjunto o marco de Kripke extendido (siguiendo la terminologia
dada por por Kirk en [46]) es una estructura del tipo (X, <, ) donde (X, <) es un con-
junto ordenadoy ) # K C P (X).

Cada H-conjunto define la siguiente familia de conjuntos:

He(X)={UeP(X):IWeKyaVCW (U=W=cV)}.
En [46] y en [18] se prueba que la estructura
Hi (X) = (He (X), =<, X)

es un dlgebra de Hilbert y una subdlgebra del dlgebra de Hilbert (P< (X),=<, X). El
algebra Hy (X) es llamada el dlgebra de Hilbert dual del H-conjunto (X, < K).

10
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2.2. Sistemas Deductivos e Ideales de Orden

Los sistemas deductivos, también llamados filtros implicativos, juegan un rol muy
importante en el desarrollo general de la teoria de las dlgebras de Hilbert. Por ejemplo, es
bien conocido que el conjunto de todos los sistemas deductivos de un dlgebra de Hilbert
forman un reticulo distributivo isomorfo al reticulo de sus congruencias. Los sistemas
deductivos fueron muy estudiados por A. Monteiro ([52], [55]), A. Diego ([29]) y D.
Busneag ([11]), entre otros.

Definicion 2.2.1. Sea A = (A, —, 1) un algebra de Hilbert. Un subconjunto D C A es
un sistema deductivo o filtro implicativode Asil € D,y sia,a — b € D, implica que
be D.

Sea A = (A,—,1) un dlgebra de Hilbert. Denotamos por Ds(A) al conjunto de
todos sus sistemas deductivos. Es claro que {1} y A son ejemplos triviales de sistemas
deductivos. En [29] se muestra que todo sistema deductivo es un conjunto creciente. Todo
sistema deductivo diferente de A sera llamado propio.

Es facil probar que Ds (A) es cerrado bajo intersecciones arbitrarias. Por lo tanto, para
cada S C A existe el menor sistema deductivo que contiene a .S. Luego, dado S C A, el
sistema deductivo generado por S es el conjunto

(S)=({DeDs(A): S C D}.

Dada un dlgebra de Hilbert A y una sucesion de elementos a,a,...,a, € A, se
define:
(a o ) = a, — a si n=1,
Preees B B a; — (ag,...,ap;a) si n>1.

Dado un subconjunto S de A, podemos caracterizar al sistema deductivo generado por
S de la siguiente manera:

Si S = () entonces (S) = {1}.
SiS#£0, (S)={a€ ABay,...,a, € S tales que (ay,...,a,;a) =1}.

Puede verse una demostracion de esta caracterizacion en [26].
Es claro que si S = {ay,...,a,} C A entonces

({ay,...,an}) ={a € A| (a1,...,an;a) =1}.

Mas atin, si S = {a}, (S) = ({a}) = [a) y es el sistema deductivo principal generado
por a.

En [29], A. Diego muestra que dada un dlgebra de Hilbert A = (A, —, 1), el conjunto
ordenado (Ds(A), C) admite una estructura de reticulo distributivo completo y acotado,

11
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donde el primer elemento es 1, el tltimo elemento es A y donde el infimo A y el supremo
V estan definidos de la siguiente manera:

Dl/\DgleﬂDQ

Dy V Dy = (DU Ds).

Puede encontrarse otra demostracion en [26].
En el mismo trabajo, Diego prueba también el siguiente resultado, el cual es una ver-
sién del teorema de la deduccion.

Lema 2.2.2. Sea A un dlgebra de Hilbert, a € Ay D € Ds(A). Entonces
(a)VD=(DU{a})={be A:a—be D}

Por recurrencia obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2.3. Sea A un dlgebra de Hilbert. Entonces
D(ay)V D(az) V...V D(a,) ={b:a; — (a2 — (...(a, = b)...) = 1}

Teniendo en cuenta el Lema anterior, podemos observar que por el Lema de Zorn, es
posible asegurar que para todo elemento a # 1 de A existe un sistema deductivo F' de A,
el cual es maximal con respecto a los sistemas deductivos que no contienen al elemento a.
Es decir, si F' C D, con D € Ds(A), entonces a € D. Tales sistemas deductivos pueden

caracterizarse como se muestra en el siguiente Corolario. La demostracion puede verse
en [29] o [26].

Corolario 2.2.4. Sea A un dlgebra de Hilbert. Entonces C € Ds(A) es maximal con
respecto a la propiedad de no contener al elemento a € A, a # 1siysélosia & C'y
b—ae€ Cparatodob ¢ C.

Podemos definir en el reticulo distributivo (Ds(A), C) la misma implicacién que se
defini6 en el Ejemplo 1.3.1 para el conjunto de partes crecientes de un conjunto ordenado
dado, restringido para Ds(A). Es decir, si Dy, Dy € Ds(A), definimos

Dy = Dy={a€ A:la)N Dy C Dy}.
En [11] se demuestra el siguiente resultado.
Lema 2.2.5. Si A un dlgebra de Hilberty Dy, Dy € Ds(A), entonces
1. D1 = Dy € Ds(A).
2. Si D € Ds(A) entonces DN Dy C Dy siysolosi D C Dy = Ds.

Los resultados anteriores nos permiten afirmar que dada un dlgebra de Hilbert A =
(A, —, 1) tenemos que
<DS<A)7 \/7 /\7 :>7 {1}7 A)

es una algebra de Heyting.

12
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2.2.1. Sistemas Deductivos Irreducibles, Maximales y Completamen-
te Irreducibles

En esta subseccion recordamos los distintos tipos de sistemas deductivos que existen
en un algebra de Hilbert. En la teoria de representacion de las dlgebras de Hilbert jue-
gan un rol central los elementos irreducibles pertenecientes al reticulo formado por los
sistemas deductivos, que son llamados sistemas deductivos irreducibles.

Definicion 2.2.6. Sea A un dlgebra de Hilbert. Dado D € Ds (A) — {A}, diremos que:

1. D es irreducible si y sdlo si para cualesquiera D1, Dy € Ds(A) de manera que
D = Dy N Dy, tenemos que D = Dy 0 D = Ds.

Al conjunto de todos los sistemas deductivos irreducibles de un dlgebra de Hilbert
A lo denotamos con X (A).

2. D es completamtente irreducible si y s6lo si para cualquier familia {D;}._, C
Ds(A) tal que D = ﬂDi, entonces existe ¢ € [ tal que D = D,.

icl

i€l

Denotamos con X.(A) al conjunto de todos los sistemas deductivos completamente
irreducibles del dlgebra de Hilbert A.

3. D es maximal siy s6lo si D no esta contenido propiamente en ningun otro sistema
deductivo propio.

Es claro que todo sistema deductivo completamente irreducible es irreducible.

Los sistemas deductivos irreducibles D de un dlgebra de Hilbert A pueden ser carac-
terizados por aquellos sistemas deductivos tales que A — D es filtrante superiormente,
como se muestra en el siguiente resultado. Se puede ver una demostracion del mismo en
[29] 0 en [26].

Teorema 2.2.7. Sea A un dlgebra de Hilbert y sea D € Ds(A) — {A}. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. De X(A).
2. Sia,b¢ D, existe c ¢ D tal que a,b < c.

3. Sia,b¢ D, existe c ¢ D tal que a — ¢,b — ¢ € D.

13
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2.2.2. Ideales de Orden

En la literatura sobre conjuntos ordenados existen diversas nociones de ideales. Aqui va-
mos a considerar una nocion de ideal usual en la teoria de conjuntos ordenados o de semi-
reticulos. Hasta donde conocemos, la primera vez que esta nocion se utilizé en el contexto
de 4lgebras de Hilbert fue en el articulo [15]. Este concepto resulta fundamental a la hora
de desarrollar la teoria de representacion topoldgica para las algebras de Hilbert.

Definicion 2.2.8. Sea A un algebra de Hilbert. Un subconjunto / de A es llamado un ideal
de ordende Asib € ['ya < b, entonces a € I,y para cada a,b € I existe ¢ € [ tal que
a<cyb<ec

Denotamos con Id(A) al conjunto ordenado de todos los ideales de orden de A.

A diferencia de lo que sucede con los sistemas deductivos de un dlgebra de Hilbert, la
interseccion no vacia de una familia de ideales de orden puede no ser un ideal de orden,
como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. La siguiente figura muestra un dlgebra de Hilbert finita cuyo universo
es {a,b,c,d, 1} y donde la operacién — es la inducida por el orden. Es claro que los
conjuntos decrecientes (c| y (d] son ideales de orden, pero (¢] N (d] = {a, b} no es un
ideal de orden.

Observacion 2.2.9. El complemento de un sistema deductivo D, no es necesariamente un
ideal de orden. Por ejemplo, la siguiente figura muestra un algebra de Hilbert finita cuyo
universo es {a, b, ¢,d, 1} y donde la operaciéon — es la inducida por el orden, donde se ve
claramente que el complemento del sistema deductivo D = [d) no es un ideal de orden.

c d
D
a

Si el sistema deductivo D fuese irreducible, entonces podemos afirmar que D¢ es un
ideal de orden. En efecto, es claro que D¢ es un subconjunto decreciente del dlgebra de
Hilbert dada, y si a,b € D¢, por Teorema 2.2.7, existe c € Dtalquea < cy b < c.

14



2.2 Sistemas Deductivos e Ideales de Orden Algebras de Hilbert

El siguiente resultado es andlogo al Lema del Filtro Primo de Birkhoff, para el caso
de dlgebras de Hilbert y estd demostrado por S. Celani en [15]. Dada su importancia, en
esta memoria vamos a dar una demostracion de este resultado.

Teorema 2.2.10. Sea A un dlgebra de Hilbert. Sea D € Ds (A) y sea I € 1d(A) tal que
D NI = 1. Entonces existe x € X(A) talque D Cxyx NI ={.

Demostracion. Sea D € Ds(A) yseal € Id(A) tal que D N I = (). Consideremos el
siguiente subconjunto de Ds (A):

F={HeDs(A):DCHyHNI =0}

Observemos que D € F, por lo tanto F # (). Es claro que la unién de una cadena de
elementos de F es nuevamente un elemento de F. Aplicando el lema de Zorn, podemos
asegurar que existe un sistema deductivo maximal x en F. Veamos que z € X (A). Sean
a,b € A tal que a,b ¢ z. Consideremos los sistemas deductivos P, = (xU{a})y
P, = (x U{b}). Es claro que z C P, U B, y por lo tanto P,, P, ¢ F.Como D C P,y
D C B, resulta que

Paﬁl#@beﬂI#QJ.

Entonces existen 7,7 € [ talesque i € P,y j € B,. Por Lema 222, a — 1 € xy
b — j € x. Ademds, por definicion de ideal de orden, existe k € [ talque : < ky
7 < k.PorLemalema2l1.2,a -1<a—kyb— j <b— k,yconsecuentemente,
a—k,b— k € xdonde k ¢ x pues x NI = (). Por Teorema 2.2.7, v € X (A). [

Observemos que en [46] se usa un teorema similar pero con la nocién de filtro a-
maximal. No es dificil chequear que todo filtro a-maximal es un sistema deductivo irre-
ducible pero la reciproca no es necesariamente valida.

Corolario 2.2.11. Sea A un dlgebra de Hilbert. Entonces

1. Paratodo a,b € A, sia £ b, entonces existe v € X (A) tal que a € xyb ¢ .

2. Siz € X(A), entonces a — b ¢ x siy solo si existey € X(A) talquex Cy,a €y
ybéy.

Demostracion. 1. Si a % b entonces el sistema deductivo [a) y el ideal de orden (b] son
disjuntos. Luego, el resultado es inmediato por Teorema 2.2.10.

2. Asumamos que a — b ¢ x. Veamos que (x U {a}) N (b] = (. Supongamos
que existe ¢ € Atal que ¢ € (xU{a}) y ¢ € (b]. Por lo tanto, existe d € z tal que
d—(a—c¢)=1yec<bLuego,1 =d— (a - ¢) <d— (a — b). Por ende,
d — (a — b) = 1 € x y consecuentemente, a — b € z, lo cual es una contradiccion. La
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reciproca es inmediata. n

A continuacion mostramos dos resultados sobre sistemas deductivos irreducibles de-
finidos sobre dlgebras de Hilbert acotadas.

Lema 2.2.12. Sea A € Hil’. Entonces,

1. Sia € x entonces —a ¢ x, para todo x € X (A).

2. Si—a ¢ y entonces existe v € X (A) tal que y C xy a € x, para todoy € X (A).

Demostracion. 1. Supongamos que —a € x. Por lo tanto, a — 0 € z. Como a € =z,
tenemos que 0 € z, lo cual es imposible pues x es un sistema deductivo propio de A.
2. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.2.10. |

El siguiente resultado caracteriza a los sistemas deductivos propios de un dlgebra de
Hilbert acotada.

Lema 2.2.13. Sea A un dlgebra de Hilbert acotada'y D € Ds(A). Entonces, D es propio
siysolosi0 ¢ D.

Demostracion. Resulta inmediata de la definicién de sistema deductivo propio y del he-
cho de que todo sistema deductivo es un subconjunto creciente. |

2.3. Semi-homomorfismos y homomorfismos

En cualquier estructura algebraica la nocion de homomorfismo juega un papel cen-
tral. En ciertas estructuras algebraicas ordenadas, es posible definir funciones entre las
algebras consideradas que cumplen condiciones més débiles que las de un homomorfis-
mo. Por ejemplo, en dlgebras de Boole la nocién de homomorfismo se puede debilitar y
definir los semi-homomorfismos, como aquellas funciones entre dos dlgebras de Boole
que unicamente preservan, por ejemplo, el infimo y el tltimo elemento. Estas funciones
pueden actuar como morfismos de una nueva categoria. En el caso Booleano, un estudio
completo y detallado de este tipo de semi-homomorfismos y su relacion con la ldgica
modal se puede encontrar en [65].

En esta parte de la memoria vamos a definir los semi-homomorfismos entre dos alge-
bras de Hilbert. Como veremos mads adelante, esta clase de funciones corresponden a
ciertos operadores modales definidos en dlgebras de Hilbert.

La siguiente nocion fue primero considerada en [15] y [16].
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Definicion 2.3.1. Sean A, B dlgebras de Hilbert. Una funciéon i : A — B es un semi-
homomorfismo si para todo a, b € A:

1. h(a — b) < h(a) = h(b),
2. h(1) = 1.

Un homomorfismo definido entre las dlgebras de Hilbert Ay B es un semi-homomorfismo
h tal que h(a) — h(b) < h(a — b), para a,b € A.

Observemos que un semi-homomorfismo h : A — B preserva el orden natural, es
decir, si a < b entonces h(a) < h(b). Por lo tanto, si A, B son dos édlgebras de Hilbert
acotadas, diremos que la funcién h : A — B es un semi-homomorfismo de dlgebras de
Hilbert acotadas si h es un semi-homomorfismo y ademas h(0) = 0.

El siguiente resultado dado en [15], presenta una caracterizacion clave de semi-homomorfismos
que muestra la importancia de éstos en el estudio de las dlgebras de Hilbert. Damos su
demostracién por completitud.

Teorema 2.3.2. Sean Ay B dlgebras de Hilbert. Sea h : A — B una funcion. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. h es un semi-homomorfismo,
2. h™*(D) € Ds(A) para todo D € Ds (B), donde h=*(D) = {a € A : h(a) € D}.

Demostracion. 1. —> 2. Sea D € Ds(B). Como h(1) = 1 € D, tenemos que 1 €
h=Y(D). Sia,a — b € h™'(D) entonces h(a), h(a — b) € D. Pero h(a — b) < h(a) —
h(b), luego h(a) — h(b) € D. Por Modus Ponens, h(b) € D, y consecuentemente,
b € h™1(D). Por lo tanto, h~! (D) € Ds (A).

2. = 1. Supongamos que h~! (D) € Ds(A) para todo D € Ds(B). Si h(1) # 1
entonces existe D € Ds (B) tal que h(1) ¢ D. Estoes, 1 ¢ h=!(D), lo cual es imposible.
Por lo tanto, h(1) = 1. Supongamos que h(a — b) £ h(a) — h(b). Por Corolario 2.2.11,
existe v € X (A) tal que h(a — b) € x'y h(a) — h(b) ¢ x. Consideremos el sistema
deductivo (x U h(a)). Por Lema 2.2.2, tenemos que h(b) ¢ (z U h(a)). Entonces existe
y € X(A) talque (xUh(a)) C yyh(b) ¢ y. Es decir, existe y € X (A) tal que x C y,
h(a) € yy h(b) ¢ y. Tenemos entonces que h(a — b) € y, por lo tanto a — b € h™*(y).
Como a € h™!(y), por lo asumido podemos asegurar que b € h~'(y). Luego, h(b) € v,
lo cual es una contradicciéon. Hemos probado entonces que A es un semi-homomorfismo.
|

Lema 2.3.3. Sean A y B dlgebra de Hilbert. Sea h : A — B un semi-homomorfismo. Si
x € X(A), entonces (h(z¢)] € 1d(B).
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Demostracion. Sea v € X (A). Esta claro que (h(z°)] es un subconjunto decreciente de
B. Sean a,b € (h(z)]. Por lo tanto, existen ¢,d ¢ z tales que a < h(c)y b < h(d).
Como x es un sistema deductivo irreducible, existe e ¢ x tal que ¢, d < e. Es inmediato
que h(e) € (h(z°)] y ademas, como h preserva el orden, a < h(e) y b < h(e). Luego,
(h(z°)] es un ideal de orden de B. |

2.4. Teorema de Representacion

A. Diego demostr6 en su tesis ([29]) que toda dlgebra de Hilbert puede ser representa-
da por medio de un algebra de Heyting de conjuntos definida en un espacio topologico 7.
Por otro lado, es conocido que cualquier dlgebra de Heyting (ver, por ejemplo [1] o [56])
es isomorfa a un dlgebra de Heyting de subconjuntos crecientes de un conjunto ordenado.
Como las algebras de Hilbert corresponden a los reductos implicativos de las dlgebras
de Heyting nos podemos preguntar si es posible dar un resultado de representacion para
las dlgebras de Hilbert por medio de conjuntos ordenados. Ahora vamos a presentar un
resultado en este sentido. El mismo fue demostrado en [15].

Recordemos que para cualquier conjunto ordenado (X, <), la estructura

<P< (X),:><,X>

es un dlgebra de Hilbert, donde la implicacion = < estd dada por 1.2.
Para cada dlgebra de Hilbert A consideremos el conjunto ordenado de los sistemas
deductivos irreducibles (X (A), C), y la funcién

QYA - A— Pg (X(A))
definida de la siguiente manera:
vala)={re X(A):a€x}.

Para simplificar la notacion escribiremos ¢ en lugar de ¢ 4, y = en lugar de =, cuando
esto no produzca confusiones. Como (X (A), C) es un conjunto ordenado, entonces

(Pc (X(A)), =, X(A))

es un dlgebra de Hilbert. Ahora damos el teorema de representacion y su prueba.

Teorema 2.4.1. Sea A un dlgebra de Hilbert. Entonces p es un homomorfismo inyectivo
de Aen (Pc (X(A)),=,X(A)).
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Demostracion. Veamos primero que ¢ es una aplicacién inyectiva. Sean a,b € A con
a # b. Supongamos que a % b. Por Corolario 2.2.11, existe € X (A) tal que a € x
yb ¢ x.Estoes, x € p(a) y x ¢ o(b). Por consiguiente, p(a) # ©(b). La misma
conclusién se obtiene para b £ a.

Veamos ahora que ¢ es un homomorfismo, es decir, que

p(a —b) = p(a) = »(b),

para cualesquiera a,b € A. Supongamos que x € X (A) es tal que x € p(a — b). Esto
es, a — b € x. Consideremos y € X (A) tal que y € [z) N ¢(a). Por lo tanto, z < y 'y
a € y. Luego, a — b € y y consecuentemente, b € y. Es decir, y € ¢(b). Hemos probado
entonces que p(a — b) C p(a) = p(b).

Supongamos ahora que existe z € X (A) tal que = ¢ p(a — b). Entonces, a — b ¢ x.
Por Corolario 2.2.11, existe y € X(A) talquex C y,a € yyb ¢ y. Luego, y € [x)Ny(a)
pero y ¢ ©(b). Entonces, = ¢ p(a) = ¢(b). |

Notemos que si A es un dlgebra de Hilbert acotada entonces ¢ (0) = 0.

2.5. Congruencias

Sea A = (A, —, 1) un dlgebra de Hilbert. Una congruencia ¢ definida sobre A es una
relacion de equivalencia compatible con —, esto es, si

(a,b), (c,d) € 0, entonces (a — ¢,b — d) € 0.

Denotamos al conjunto de todas las congruencias definidas en A por Con(A, —). El con-
junto ordenado (Con(A,—), C) admite una estructura de reticulo donde el primer ele-
mento es la relacion de igualdad w, el dltimo elemento es « = A x A, el infimo coincide
con la interseccion de conjuntos, y el supremo V se define como sigue:

para toda 6, P € Con(A,—) tenemos que (a,b) € 6V ® siy sélo si existe ¢y =
a,ci,...,c, =b,conn € N, tales que (¢;, ¢;11) € 0 U P paratodoi =0,1,....n — 1.

Un resultado bien conocido es que el reticulo de congruencias de un dlgebra de Hilbert
es isomorfo al reticulo de los sistemas deductivos de la misma. Esta relacion fue probada
en primer lugar por A. Monteiro, pero la primer publicacién conocida es de Gluschankof
y Tilli en [35].

El conjunto [1]g = {z € A: (x,1) € 0} es llamado niicleo de 6.

Pueden verse en [29], [35] y [26] los siguientes resultados.

Si A es un dlgebra de Hilbert y 6 es un congruencia definida sobre A, entonces [1]y €
Ds(A). Ademads, si D € Ds(A) entonces la relacion 6 definida por

(a,b) €Opsiysolosia -be Dyb—a€ D
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2.6 Cdlculo Implicativo Positivo Int™ Algebras de Hilbert

es una congruencia sobre A tal que [1]y,, = D. Luego, el reticulo de congruencias defini-
das sobre Ay el formado por todos los sistemas deductivos de A son isomorfos bajo las
funciones 6 — [1]g y D — 0p, las cuales son una inversa de la otra.

Como el reticulo (Ds(A), C) es distributivo, resulta que el reticulo de congruencias
definidas sobre A es distributivo, y por lo tanto podemos afirmar que la variedad de alge-
bras de Hilbert Hil tiene la propiedad de distributividad de congruencias.

2.6. Calculo Implicativo Positivo Int ™

En esta seccion revisamos brevemente al fragmento del Célculo Proposicional Intui-
cionista (Int) donde sélo figura el conectivo implicacidn, al cual denotamos con Int ™.

El estudio del sistema Int™ se inicia en el primer volumen de los “Grundlagen der
Mathematik™ de D.Hilbert y P.Bernays (1939). Mas tarde, Henkin, en “An Algebraic Cha-
racterization of Quantifiers” (1950) mostré que la nocién de modelos implicativos es el
instrumento algebraico adecuado para el estudio del Calculo Proposicional Positivo y son
las algebras de Hilbert, siguiendo la nomenclatura usada por D. Hilbert, las dlgebras dua-
les de los modelos implicativos.

Sea L el lenguaje que consiste de un conjunto infinito enumerable de variables pro-
posicionales que denotaremos con Var, para las cuales utilizamos las letras p, ¢, r, p1, ...,
los simbolos “(”, “)”, una constante proposicional T y el conectivo —. El conjunto de
todas las férmulas de £, es el menor conjunto Fm de sucesiones finitas de expresiones del
lenguaje tal que £ C Fm y si ¢, 1) pertenecen a Fm entonces (¢ — 1)) pertenece a Fm.

Sea D el menor subconjunto de férmulas tal que D C Fm y ademads contiene a todas

las férmulas de los tipos

(A1) ¢ = (¥ = 9),
(A2) (¢ = (¥ = p) = (0 = ¥) = (6 = p)),

estd cerrado por sustituciones y por la siguiente regla de inferencia:

bo— v

Modus Ponens:

Las formulas (A1), (A2) se dicen axiomas y D es el conjunto de los teoremas o férmu-
las demostrables. Luego, el sistema (Fm, D, —) es el {—, T }-fragmento del Cdlculo Pro-
posicional Intuicionista Int y lo notamos Int™. La nocién de édlgebra de Hilbert es el
instrumento algebraico adecuado para el estudio de Int ™.

El conjunto formado por el conectivo — y la constante T puede ser considerado como
los simbolos de operaciones en el lenguaje algebraico de tipo (2, 0), donde las férmulas
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2.6 Cdlculo Implicativo Positivo Int™ Algebras de Hilbert

son los términos en este lenguaje algebraico. En consecuencia, podemos considerar el
dlgebra de los términos, o dlgebra de las formulas como el dlgebra:

(Fm,—™ T

donde para cualquier ¢, € Fm:
=" (¢, ) = (¢ = ¥).

T =T.

Definicion 2.6.1. Llamaremos [dgica implicacional T a cualquier extensién de Int ™, es
decir, 7 es cualquier légica tal que Int™ C 7.

Por ejemplo, en [61], Prior define dos extensiones diferentes de Int™ por medio de
los axiomas

L=((¢—=¢)=p) = (= 0)—=p)=p)

O=(((¢=¢)=9)=p) = (6= ¢) = p) = p)

Ademés, Prior muestra que la extensiéon Int™ + {O} estd propiamente contenida en la
extension Int ™ +{ L}, pero sin embargo L es derivable en Int ™~ +{O} cuando ésta l6gica
es enriquecida con la conjuncién intuicionista. Es decir, ambas l6gicas son idénticas en la
l6gica intuicionista Int.

La siguiente definicién nos muestra un procedimiento para derivar férmulas a partir
de conjuntos de férmulas utilizando los axiomas (A1), (A2) y Modus Ponens.

Definicion 2.6.2. Sea I' U {¢} C F'm, decimos que ¢ se deduce de T en Int ™, y escri-
bimos I' Fin— ¢, si y s6lo si existe una sucesion finita de férmulas ¢4, ..., ¢, = ¢ con
n > 1, tal que se verifica alguna de las siguientes condiciones:

1. ¢; € {(A1),(A2)} UT, paral < i <n,

2. la féormula ¢; se obtiene por aplicacion de la regla Modus Ponens de dos férmulas
anteriores, es decir existen indices k, h < 1 tales que

Ok = Op — O

Cuando I' = (), escribimos 1,4+ ¢ y decimos que ¢ es un teorema de Int . Es decir,
¢ € D pues es una férmula deducible unicamente a partir de los axiomas de Int™ y la
regla de Modus Ponens. Si ¢ es un teorema de Int ™, escribimos .~ ¢ 0 bien ¢ €
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2.6 Cdlculo Implicativo Positivo Int™ Algebras de Hilbert

Int™. Omitimos Int™ de k.~ en contextos donde es claro que estamos trabajando en
Int™.

Notemos que el Teorema de la Deduccién es vélido en Int ™, pues se cumplen los
axiomas A;y As, y ademds, la inica regla mencionada en la definicion anterior es Modus
Ponens. Por consiguiente, si I'U{¢, ¢’} es un conjunto de férmulas y 'U{¢} F 1 entonces
I'Eo¢— .

Supongamos que I' U {¢} C Fm con ¢ ¢ I'y ¢ no es axioma de Int™, tal que
[' - ¢, entonces existe {¢1, ..., ¢, } C I'tal que I' U {1, ..., ¢, } I ¢. Por el Teorema de
la Deduccidn,

I'Eor— (g2 = oo = (00 — 9)..0)).

Definicion 2.6.3. Un conjunto de formulas 7" es una teoria si esta cerrado por la relacion
. Es decir, si T' - ¢ entonces ¢ € T'.
Una teoria es consistente si existe una férmula ¢ tal que ¢ ¢ T.

Usando la definicion de teoria obtenemos el siguiente resultado.

Lema 2.6.4. Sea T una teoria y sean ¢, € Fm. Entonces:

1. ¢ €T, para todo teorema ¢.
2. T es cerrada por Modus Ponens.
3. TeT.

4. ¢p€Tsiysolosi T —peTl.

Sea T una teoria de Int ™. Definimos la relacién de equivalencia = sobre Fm de la
siguiente manera:

p=rY siysolosiop > eTyy—pel.
Se puede ver una demostracion del siguiente resultado en [53].

Lema 2.6.5. Sea T' una teoria. La relacion =r definida sobre Fm es una relacion de
congruencia. Ademads,

1. Sio =ppy¢eT, entonces yp € T, para ¢, € F'm. Mds aiin, =1 es la mayor
congruencia con esta propiedad.

2. 9=y Tsiysolosio eT.

22



2.6 Cdlculo Implicativo Positivo Int™ Algebras de Hilbert

Podemos definir la clase de equivalencia [¢] = {¢» € Fm : ¢ =r 1 }. Por lo tanto,
si T" es una teoria, podemos identificar la teoria con la clase de equivalencia de T, i.e.,
[T] =T Luego,
Fm/ =r={[¢] : ¢ € Fm}.

En el conjunto Fm/ =¢ definimos la operacién [¢| — [¢)] = [¢ — 9. Es sencillo probar

que
AL)r = (Fm| =p,—,T)

es un dlgebra de Hilbert, llamada dlgebra de Lindenbaum-Tarski asociada a la teoria 7.
Si T es el conjunto de todos los teoremas, esto es, T = {¢ € Fm : |+ ¢}, escribimos
directamente =y A(L).

Sea A = (A, —, 1) € Hil y consideremos al conjunto de variables Var. Una valua-
cion definida en A es cualquier funcién v : Var — A que puede extenderse de modo
tinico a un homomorfismo ¥ entre el dlgebra de las férmulas (Fm, — Ty y (A, — 1)
de la siguiente forma:

1. 9(p) = v(p), paratodo p € Var,
2.9(T)=0(T) =1,
3. 9(¢p — ¥) =0(¢p) — U(¢), para cualquier ¢, € Fm.

Es claro que ¥ [y,.= vy que la extensién v es un homomorfismo del dlgebra libre
(Fm, —f™ TFm) en (A, —,1). Como esta extension es tnica, escribiremos v tanto para la
valuacién como para su extension. Luego, podemos identificar al conjunto de las valua-
ciones definidas en A con el conjunto de los homomorfismos de Hilbert Hom/(Fm, A).

Definicion 2.6.6. Sea (A, —, 1) un dlgebra de Hilbert y v € Hom(Fm, A). Se denomina
modelo algebraico al par (A, v).

A continuacién definimos la validez de las férmulas o conjuntos de férmulas, y de
ecuaciones en un modelo algebraico.

Definicién 2.6.7. Sea (A, v) un modelo algebraico, I' U {¢, 6} C Fm.

1. Una ecuacién ¢ ~ ¢ es vdlida en (A, v), en simbolos: (A,v) = ¢ =~ 0, si v(¢p) =
v(0).

2. Una férmula ¢ es vdlida en (A, v) si la ecuacion ¢ ~ 1 es valida en (A4,v), i.e.,
v(¢) = 1. Podemos escribirlo simbdlicamente: (A, v) = ¢.

3. Diremos que el conjunto de férmulas I" es valido en (A, v), si v(¢)) = 1 para toda
féormula ¢ en I, y escribiremos (A, v) = I" o bien v(I") = 1, para indicarlo.
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2.6 Cdlculo Implicativo Positivo Int™ Algebras de Hilbert

4. La ecuacion ¢ = 0 es vélida en A, en simbolos: A = ¢ ~ J obien =4 ¢ ~ 4, si
(A, v) = ¢ = paratodav € Hom(Fm, A).

5. Una férmula ¢ es valida en A si la ecuacion ¢ &~ 1 es vdlida en A. Simbdlicamente:

A = ¢ obien =4 ¢.

Denotamos por T'h(A) al conjunto de todas las férmulas vélidas en A, i.e.,

Th(A)={peFm: A=op~1}={p € Fm:E4 ¢~ 1}.

Definicion 2.6.8. Dada la variedad de algebras de Hilbert Hil, definimos la relacion de
consecuencia algebraica de la siguiente manera:

L. ¢1,....0n Em ¢ © VA € Hil Vo € Hom(Fm, A) : v ((¢1, ..., ¢n; ¢)) = L.
2. ):Hil ¢ <= VA € Hil Vo € Hom(Fm, A) ) (¢) = 1.

Teniendo en cuenta la definicion anterior obtenemos que, dada una clase de algebras
de Hilbert H,
Th(H) = [ |{Th(A) : A € H}.

Teorema 2.6.9. Si A es un dlgebra de Hilbert, entonces Th(A) es una légica implicacio-
nal. Si H es una clase de dlgebras de Hilbert, entonces Th(H) es una légica implicacio-
nal.

Demostracion. Sea A un dlgebra de Hilbert y sea v € Hom(Fm, A). Por (H1),(H2) de
la definicion de dlgebra de Hilbert y por ser v un homomorfismo de Hilbert, tenemos que
Th(A) es cerrado bajo los axiomas (Al) y (A2). Sean ¢,¢ € Fmtalesque A = ¢ ~ 1
y A = ¢ — ¢ =~ 1. Entonces para todo v € Hom(Fm, A) se satisface que v(¢) = 1y
v(p— 1) =v(p) = v(th) = 1. Por lo tanto, 1 = v (¢) < v(v)), por lo cual v(¢)) = 1.
Es decir, A = ¢ &~ 1. Hemos probado entonces que T'h(A) es cerrado por Modus Po-
nens. Sea ¢ : Fm — Fm una sustitucién y sea ¢ € Fm tal que A = ¢ ~ 1. Como
voe € Hom(Fm,A), tenemos que (voe) (o) = v(e(¢p)) = 1,estoes A = e(¢) ~ 1.
Por ende, Th(A) es cerrado por sustituciones. Hemos probado entonces que T'h(A) es
una légica implicacional. Luego, por la definicion de T'h(H), es claro que Th(H) es una
l6gica implicacional. ]

Sea I' un conjunto de férmulas. Observemos que para cada formula ¢ € I' podemos
considerar la ecuacién ¢ ~ 1. Consecuentemente, a cada conjunto de férmulas I podemos
definirle el conjunto de ecuaciones de I, es decir, ['¥ = {¢ ~ 1 : ¢ € I'}. La variedad
de dlgebras de Hilbert definida por el conjunto de ecuaciones ['* es denotada por V(I'™).
Esto es

V(I¥)={Ae€Hi: Ak ¢~1,paratodo ¢ € T'}.
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2.6 Cdlculo Implicativo Positivo Int™ Algebras de Hilbert

Notemos que a cada l6gica implicacional Z le corresponde una variedad de algebras
de Hilbert definida como sigue

V(Z)={Ae€Hi: AE ¢~ 1,paratodo ¢ € T}.

A continuacién, mostramos que toda l6gica implicacional Z es completa con respecto
a la variedad V(Z). Para ello, probaremos los siguientes resultados previos.

Teorema 2.6.10. Sea 7 una légica implicacional. Entonces
Th(A(L)1)) =T.

Es decir,

¢ €Isiysolosi Fary, ¢~ 1

Demostracion. Consideremos el homomorfismo canénico ¢ : Fm — Fm/ =z tal que
a(6) = [¢] para & € Fm.

Para probar la condicion suficiente, asumamos que ¢ € Z y consideremos el modelo
algebraico (A(L)z,v) donde v € Hom(Fm,Fm/ =z). Definimos una sustitucién de la
siguiente manera, e : Fm — Fm tal que e(p) = «,, para alglin o, € Fm de manera que
v(p) = q(a,) = [oy), ie., v = g o e. Entonces, para ¢ € T resulta v(¢) = (qoe) (¢p) =
le(¢)]. Como Z estd cerrado por sustituciones, e(¢) € Z. Luego, v(¢) = [e(¢)] = [T] = 1.
Como v es una valuacién arbitraria, tenemos que ¢ es vélidaen A(L)z, es decir, [=a(z), ¢.

Para probar la reciproca, supongamos que ¢ ¢ Z. Entonces ¢ #7 T, i.e., q(¢) # 1.
Como q € Hom(Fm,Fm/ =z), q es una valuacién de A(L)z con ¢(¢) # 1. Luego,
Pawy, ¢~ 1. u

Corolario 2.6.11. Sea 7 una légica implicacional. Para cada par de formulas ¢, 0:
Fac)y, =6 <= ¢ 6Tyl —pel

Demostracion.

Faw)y, =0 v(p) =v(d),Vv € Hom(Fm,Fm/ =7)
v(p—0)=1yv(d = ¢) =1,Yv € Hom(Fm,Fm/ =1)
p—>0~1yd— ¢~ 1sonvdlidas en A(L)r

p—>0€Tyd— el

1enl

Ahora estamos en condiciones de demostrar la completitud de una 16gica implicacio-
nal Z respecto de V(Z), es decir, respecto de la variedad de dlgebras de Hilbert correspon-
diente.
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Teorema 2.6.12. (de competitud algebraica) Toda logica implicacional T es completa
con respecto a la variedad V(I), es decir,

Fya) ¢ <= F1 0.

Demostracion. Debemos mostrar que Th(V(I)) = T. Es claro que T C Th(V(Z)). Para
probar la otra inclusion, supongamos que existe ¢ € Fm tal que ¢ € Th(V(Z))y ¢ ¢ T.
Si ¢ ¢ T por Teorema 2.6.10 tenemos que ¢ ¢ Th (A(L)z), es decir, A(L)z ¥ ¢, lo cual
es absurdo pues ¢ es vdlida en toda dlgebra de Hilbert perteneciente a la variedad V(Z),
en particular en A(L)z, el dlgebra de Lindenbaum-Tarski asociada a I. |

2.7. Semantica relacional para Int™

Es conocido que la I6gica intuicionista Int se puede estudiar semédnticamente por me-
dio de marcos de Kripke adecuados. Un marco de Kripke para Int o un marco intuicionis-
ta es simplemente un conjunto ordenado (X, <) donde por medio de una adecuada nocién
de valuacion se interpretan las formulas de Int. Para mds detalles se puede consultar el
libro [25]. Una generalizacion de la semantica de Kripke es la semantica representada por
marcos generales. Los marcos generales son una semdntica intermedia entre los marcos
de Kripke y la seméntica algebraica. También podriamos decir que los marcos generales
son una combinacién de una estructura relacional y una estructura algebraica.

Un marco general intuicionista es una estructura (X, <, D) donde (X, <) es un mar-
co intuicionista y D es una subdlgebra de Heyting del dlgebra de Heyting de conjuntos
(P(X),N,U,=,0, X). Las valuaciones de (X, <, D) son las valuaciones que se pueden
definir en la subalgebra D. Ahora veremos como extender estas nociones al caso de la
16gica Int ™.

Consideremos el par (X, ) donde X es un conjuntoy () # K C P (X). Definimos
la relacion
<kC X x X

por
x <gysiysdlosiVIV € C(x ¢ W implicay ¢ W). (2.1)

Es facil ver que la relacion <y es reflexiva y transitiva. Notemos que en general <, no es
un orden. Mas adelante veremos que cuando K sea la base de una topologia T, entonces
< corresponde al dual del orden asociado a la topologia.

A continuacion definimos dos operadores:

sat : P(X) — P(X)
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cl: P(X) — P(X),

de la siguiente forma. Para cada Y C X, sea

sat(Y)=N{W: Y CW e K} (2.2)

AY)={X -W: YW =0&W € K}. (2.3)

Vamos a utilizar la relacion binaria definida en 2.1 y el operador sat definido en 2.2.

Definicion 2.7.1. Un H-marco general es un par
(X, K)
de manera que (X, <x) es un conjunto ordenado y sat(U NV*¢) € K paratodo U,V € K.

Es claro que si (X, K) es un H-marco general entonces (X, <, K) es un H-conjunto
(ver Ejemplo 2.1.4).

Observacion 2.7.2. Sea (X, ) un H-marco general. Entonces para todo Y C X se tiene
que
sat(Y) = (Ve ={r € X1y €Y (z <cy)}

dY) =)o ={z€X:yeY (y<caz)}.

En efecto. Es claro que sat(Y) C (Y]<, . Para probar la otra inclusién, tomemos z €
(Y]<, y supongamos que = ¢ sat(Y). Por lo tanto, existe W € Ktalque Y C Wy
x ¢ W.Comoz € (Y]<,,existey € Y tal que z <y y. Luego, y € V paratodo V € K
tal que Y C V. En particular, para V' = W tenemos que x € W, lo cual es imposible.
Andlogamente se prueba que cl(Y) = [Y)<,.

Consecuentemente, podemos probar que para todo U, V' € P<,. se verifica que

U=V =sat(UNV)e,

donde recordemos que U =, V = (UN VC];C. Asumamos que x € X tal que x €
U =< V,ie, [z)<, NU C V. Supongamos que x € sat(U N V<) = (UNV_ .
Entonces existe y € U NV tal que v <g y. Comoy € Uy U € P, resulta que
x € U. Luego, x € [x)<,. NU y consecuentemente, x € V' lo cual es imposible. Por lo
tanto,U =<, V C sat(U N V). Consideremos ahora que = € sat(U N V)¢, entonces
existe W € Ktalque UNVe CW yax ¢ W. Veamos que x € U =, V. Sea
y€x)c. NU.Estoesz <xyey € U.Comoxz ¢ WyW € K, resultaquey ¢ W'y
por lo tanto, y ¢ U N V. Como y € U, tenemos que y € V.
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Sea (X, K) un H-marco general. Consideremos el conjunto
D(X)={U:U°e K}.
Lema 2.7.3. Sea (X, K) un H-marco general. Entonces
(D(X), =< X)

es una subdlgebra del dlgebra de Hilbert dual (Hc(X), =<,., X) del H-conjunto (X, <i, K).
Mas aiin, (D(X), =<, X) es subdlgebra del dlgebra de Hilbert (P<,(X),=<,,X).

Demostracion. Sea U € D(X). Veamos que U = U® =<, 0, es decir, que U = (U°]S
usando la observacién anterior. Como U¢ C (U¢|<,, resulta (U°]<,. C U. Supongamos
que v ¢ (U], . Existe y € U° tal que x <x y. Como U® € K ey € U¢, resulta que
x € U°. Tenemos entonces que U € Hy(X). Luego, D(X) C Hy(X). Ademas, por la
observacion anterior, para todo U,V € D(X),U =<, V =sat(U NV e D(X). Por
lo tanto, (D(X), =<,,X) subdlgebra de Hilbert de (Hy(X),=<,,X). Por el Ejemplo
214, (Hi(X),=<,,X) es subdlgebra del algebra de Hilbert (P<,.(X),=<,, X). Por
consiguiente, (D(X), =<, X) es subédlgebra del dlgebra de Hilbert (P, (X), =<, X).
|

El Lema anterior nos dice que dado un H-marco general (X, KC) se pueden definir tres
algebras de Hilbert diferentes.

Una valuacion V' definida sobre un H-marco general (X, K) es una funcién V' definida
de Var en D(X). Toda valuacion V' puede extenderse recursivamente a Fm por medio de
las siguientes cldusulas:

1. V(p) = V(p) para cada variable p € Var,

3. V(¢ = ) =V(¢) =<, V(¥) =sat(V(9) NV (1)),

Es claro que V,,. = V y como V es una extensién tnica de V desde el dlgebra
libre (Fm, =" T a (D(X), =<, X), podemos utilizar el mismo simbolo para la va-
luacion y su extension. Notemos que toda funcion V' es una valuaciéon en un /-marco
general F = (X, K) siy sélo si es un homomorfismo entre el dlgebra de todas las formu-
las (Fm, =" T y (D(X),=<., X). Es decir, el conjunto de todas las valuaciones
definidas en el H-marco general F es Hom(Fm, D(X)).

Llamaremos modelo general a toda estructura M = (X, IC, V) donde (X, ) es un
H-marco general y V' es una valuacion definida sobre (X, C).
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2.7 Semadntica relacional para Int™ Algebras de Hilbert

Sea (X, KC, V) un modelo general y sea I" un conjunto de féormulas. Definimos:

V(T) = [V(e).

oel’

SiT' = () entonces V(T') = X.

En la siguiente definicion introducimos las nociones semanticas de validez de férmu-
las en un H-marco general F = (X, K) y las nociones de verdad y validez de férmulas
del correspondiente modelo (F, V).

Definicion 2.7.4. Sea F un H-marco general, V' una valuacién definida sobre F y (F, V)
su correspondiente modelo general. Sea ¢ € Fm. Entonces

1. Una férmula ¢ es verdadera en un punto x € X del modelo general (F, V), y
escribimos (F, V) =, ¢, sixz € V(o).

2. Una férmula ¢ es vdlida en el modelo general (F, V'), y escribimos (F, V) |= ¢, si
es vélida en todo punto de X, i.e., V(¢) = X.

3. Una férmula ¢ es valida en el H-marco general F, en simbolos F = ¢, si para
cualquier valuacién V' definida sobre F, ¢ es vélida en el modelo general (F, V).

Luego, si I" es un conjunto de férmulas, tenemos que (F, V) = I'si (F,V) = ¢ para
cada ¢ € I'.
Notemos que (F, V) = ¢ — 1 es equivalente a afirmar que

V(g =19)=VI(9) =< V(¥) = X

Es decir, V (¢) C V().

A continuacion, probamos que toda l6gica implicacional Z es completa con respecto
a V(Z), es decir, a la variedad de dlgebras de Hilbert que ella genera, y ademds mostra-
mos que es completa con respecto a la clase de todos los H-marcos generales donde las
férmulas de Z son vélidas. Para ello definimos previamente los siguientes conceptos.

Definicion 2.7.5. Sea Z una l6gica implicacional. Denotaremos con GFr(Z) a la clase de
todos los H - marcos generales donde las formulas de Z son vélidas. Es decir,

GFr(Z) = {F marco general : F |= ¢ para toda ¢ € L}.

Sea F un H-marco general y M = (F, V') un modelo general. La teoria de F y la
teoria de M son los conjuntos de férmulas

Th(F)={¢ € Fm: F | ¢}
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Th(M) ={¢ € Fm: M |= ¢},

respectivamente. La teoria de una clase de H-marcos generales F son las formulas
validas en todo marco de F, es decir:

Th(F)={¢ € Fm: F |= ¢, para todo F € F}.

Diremos que una légica implicacional Z es completa respecto a la clase F de H-
marcos generales, cuando ¢ € Z siy sélo si ¢ € Th(F).

Observacion 2.7.6. Como cualquier valuaciéon V' definida en un H-marco general F es
un homomorfismo entre el dlgebra de Hilbert de todas las férmulas (Fm, —" T y el
dlgebra de Hilbert (D(X), =<, , X), tenemos que (F, V') es un modelo general si y sélo
si (D(X), V) es un modelo algebraico. Por lo tanto, ¢ es vélida en un H-marco general
JF siy solo si la ecuacion ¢ = 1 es valida en D(X).

De la observacion anterior, obtenemos inmediatamente el siguiente resultado:
Teorema 2.7.7. Sea F un H-marco general. Entonces, Th(F) = Th(D(X)), esto es,
F = o¢siysolosi Epixy ¢~ 1.
Ahora bien, tomemos un algebra de Hilbert A y consideremos la familia de conjuntos
Ka={X(A) = p(a) = p(a) :a € A} C Pey, (X (A)). (2.4)
Teorema 2.7.8. Sea A un dlgebra de Hilbert. Entonces
F(A) = (X(A4),Ka)
es un H-marco general.

Demostracion. Notemos que la relaciéon <y ,coincide con la relacion de orden inclusion
C. Enefecto. Sean z,y € X (A).

r<k,y <= VacA:xepa)implicay € p(a)
< Vae€ A:a€cximplicaa €y
— 1z Cuy.

Por lo tanto, F (A) es un conjunto ordenado. Sdlo resta probar que para todo U, V' €
Ka,sat(UNVE) € Ku.Como U,V € Ky, existen a,b € Atalesque U = ¢ (a)yV =
¢ (b)°. Por Teorema 2.4.1 sabemos que para todo a,b € A, ¢ (a — b) = ¢ (a) =c ¢(b).
Luego,

sat(p (a) N @ (0)°) = (¢ (a) N (b)c = (¢ (a) =c ¢ (b))" = ¢ (a—=b)" € Ka.
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Por lo tanto tenemos que si A es un dlgebra de Hilbert, F (A) = (X (A),K4) es un
H-marco general y por el Teorema 2.4.1, (D(X(A)),=c, X(A)) es la subdlgebra del
dlgebra de Hilbert (Pc (X (A)),=c, X(A)) isomorfa a A, donde D(X(A)) = {p(a) :
a€ A}

Como mostramos al comienzo de la seccidn, Prior define dos extensiones diferentes
de Int™, éstas son Int ~”+{O} y Int ~ +{ L}, las cuales son incompletas con respecto a la
semdntica de Kripke usual para la 16gica intuicionista. Teniendo en cuenta esta situacion,
Kirk define en [46] la clase de marcos de Kripke extendidos y muestra que toda légica
implicacional es completa respecto a esta clase de marcos. Puede facilmente comprobarse
que un marco de Kripke extendido F = (X, <, K) es exactamente igual a un H-conjunto
y que una valuacion en un marco de Kripke extendido F es una funciéon V' : Var —
Hic(X). Como es usual, toda valuacién puede extenderse al conjunto de todas las férmu-
las Fm. Entonces una féormula ¢ es védlida en un marco de Kripke extendido F si y sélo
si ¢ es vdlida en el dlgebra de Hilbert (Hy(X), =<, X). Como puede verse, la nocion de
marco de Kripke extendido es un tipo de generalizacion de H-marcos generales.

El siguiente resultado es andlogo al probado en [46] para marcos de Kripke extendidos
y prueba que cualquier 16gica implicacional es completa respecto a una clase de marcos
generales.

Teorema 2.7.9. Toda légica implicacional T es completa respecto a GFr(Z). Es decir,
7 =Th(GFr(2)).

Demostracion. Sea 7 una légica implicacional. Es claro que Z C Th (GFr(Z)). Pro-
bemos la otra inclusion. Para ello supongamos que existe ¢ € Fm tal que ¢ ¢ 7.
Por Teorema 2.6.10, A(L)z ¥ ¢, esto es, la ecuacion ¢ ~ 1 no es vélida en el alge-
bra de Hilbert A(L)z. Por lo tanto, existe un homomorfismo h : Fm — A(L)z tal que
h(¢) # 1,1e., 1 £ h(¢). Por Corolario 2.2.11, existe z € X (A(L)z) tal que h(¢) ¢ x.
Sea (X (A(L)z),Ka(c),) el H-marco general correspondiente a A(L)z. Sabemos que
v : A(L)r — D (X (A(L)z)) es un homomorfismo inyectivo, por lo tanto ¢ o h es un ho-
momorfismo de Fmen D (X (A(L)z)) y por consiguiente, ¢ o h es una valuacién definida
en el H-marco general (X (A(L)z),Kaz), ). Como h(¢) ¢ x entonces = ¢ ¢ (h(¢)).
Luego,
(90 h)(6) = » (h(6)) # X (A(L)r)

Por lo tanto, la férmula ¢ es refutada en el modelo general <X (A(L)z) s Kaeyz,po h>
Como (X (A(L)z) , Kaz),) € GFr(Z), hemos probado que ¢ ¢ T'h (GFr(I)). |
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Capitulo 3

Teoria de Representacion y Dualidad

El principal objetivo del presente capitulo es la obtencidn de una teoria de represen-
tacion topoldgica y una dualidad total para las dlgebras de Hilbert. Como recordamos en
la introduccidn, existen representaciones topologicas para las dlgebras de Hilbert, como
la encontrada por A. Diego en [29], donde prueba que toda dlgebra de Hilbert es isomor-
fa a la subalgebra del reducto implicativo de un édlgebra de Heyting generada por cierto
espacio topoldgico. O la dada por S. Celani en [15], a través de conjuntos ordenados.
Pero éstas representaciones no dan una dualidad total. Nosotros lo pudimos lograr gene-
ralizando para el caso de las dlgebras de Hilbert, la representacion topolégica dada en
[19] para las dlgebras de Tarski. Dicha representacion y dualidad topoldgica fue reciente-
mente desarrollada en [20] por S. Celani, L. Cabrer y la autora de la presente memoria,
para lo cual definimos el espacio dual de un dlgebra de Hilbert dada como un espacio
topoldgico ordenado (X, <, Tx) llamado espacio de Hilbert ordenado, donde K es una
base de subconjuntos abiertos, compactos y decrecientes para la topologia 7, la cual sa-
tisface condiciones adicionales. Como el orden < de un espacio de Hilbert ordenado es
el orden dual del orden de especializacion topoldgico, es decir, el orden < queda definido
automdticamente de la siguiente manera: x < y siy solo si y pertenece a la clausura to-
poldgica de {z} para cada par xz,y € X, pudimos simplificar la dualidad encontrada para
las dlgebras de Hilbert. El nuevo espacio dual asociado a las dlgebras de Hilbert son los
espacios topoldgicos sober con una base formada por subconjuntos abiertos y compactos
que satisfacen una condicién adicional. Esta representacion y dualidad simplificada pa-
ra las algebras de Hilbert se encuentra publicada en [22] por S. Celani y la autora de la
presente memoria.

3.1. Representacion Topologica

Comenzaremos recordando algunas nociones topoldgicas que nos seran de gran utili-
dad.
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Sea (X, T) un espacio topoldgico. Si K es una base del espacio topoldgico X =
(X,T) entonces lo denotaremos por (X, 7x) o simplemente (X, /). Indicamos con
O(X) y C(X) al conjunto de todos los subconjuntos abiertos y cerrados, respectivamente,
de (X, T).

Denotamos la clausura de un conjunto Y C X con cl(Y) y el interior con int(Y).
Diremos que un subconjunto Y C X es saturado si es interseccion de conjuntos abiertos
de X. Ademads, diremos que la saturacion de un subconjunto Y es el menor conjunto
saturado que contiene a Y . Por las definiciones (2.2) y (2.3), para cualquier subconjunto
Y de X tenemos que sat(Y") coincide con la saturacion de Y y cl(Y') coincide con la
clausura topoldgica de Y.

Notemos que la relacion <y definida en (2.1), puede definirse en términos del opera-
dor cl de la siguiente manera:

r<gy<eycec{z}) =cl(z).
En efecto, observemos que

r<gy < YU €K (y¢Uimplicaque z ¢ U)
& YU eK (ye X —Uimplicaquez € X — U)
@yEﬂ{X—U:x%U&UEK}
& yecx).

Recordemos que el orden de especializacion de un espacio topoldgico estd definido
porz < ysixz € cl({y}) = cl(y), por lo tanto la relaciéon <y definida en (X, T es el
orden dual de especializacién de X.

Observaciones 3.1.1. Sea (X, Tx) un espacio 7. Entonces:

1. La relaciéon <y es un orden parcial. En efecto. Sabemos que <y es transitiva y
reflexiva. Solo resta probar que la relacion <y es antisimétrica. Supongamos que
x # y. Entonces £ y 0y % x. Por lo asumido, existe U € K talque y € U'y
x ¢ Uobienexiste V € Ktalque xz € V ey ¢ V. Con lo cual resulta que x £ y
oy £x x. Queda probado entonces que <y es un orden parcial. Luego, podemos
concluir que

cl(z) = [1)<,
para todo z € X.

2. Todo subconjunto abierto (cerrado) es un subconjunto decreciente (creciente) res-
pecto de <. En efecto, sea W un subconjunto abierto de (X, 7i). Esto es, existe
L C Ktal que W = U{U U € L}. Sean z,y € X talesque v € W e
y <ix z. Entonces existe U € L tal que x € U. Por la definiciéon de <y, y € U
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y consecuentemente, y € V. Andlogamente se muestra que todo subconjunto ce-
rrado es creciente con respecto a <. Luego, como la interseccion de subconjunto
decrecientes (crecientes) es decreciente (creciente) entonces sat(Y') es decreciente
(cl(Y) es creciente).

Definicion 3.1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto no vacio Y de X
es irreducible si Y C Z U W para subconjuntos cerrados Z y W, implicaque Y C Z o
YCW.

Definicion 3.1.3. Diremos que un espacio topoldgico (X, T) es sober si para todo con-
junto cerrado e irreducible Y, existe un tnico € X tal que cl(z) =Y.

Es claro que todo espacio topoldgico sober es 7j. Recordemos que la relacion <g
definida en (2.1) es un orden parcial cuando el espacio es 7. Por lo tanto, de ahora en
mads y cuando no haya lugar a confusiones, para cada espacio topoldgico sober (X, 7i)
escribiremos < en lugar de <.

Ahora estamos en condiciones de definir los espacios topolégicos que serdn los duales
de las dlgebras de Hilbert y que juegan un papel central en esta memoria.

Definicion 3.1.4. Un espacio de Hilbert, o H-espacio para abreviar, es un espacio to-
poldgico (X, Tx) tal que:

(E'1) K es una base de subconjuntos abiertos y compactos para la topologia 7i definida
sobre X,

(E2) Paratodo U,V € K, sat(UNV*) € K,

(E3) (X, Tx) es sober.

Es inmediato que si (X, Tx) es un H-espacio entonces (X, KC) es un H-marco general.
Luego, por Lema 2.7.3, para todo H-espacio (X, Tx) ,

<D(X)7:>§7X>

es un dlgebra de Hilbert llamada el dlgebra de Hilbert dual del H-espacio (X, Tx), donde
< es el orden dual de especializacién y

U=V =(at(UNV) ' =UNVI] ={z:[z)nU CV}.

Observacion 3.1.5. La definicion 3.1.4 es una modificacion de la definicién que inicial-
mente se presento en el articulo [20]. En la definicion original se incluia una relacion de
orden. Pero como se observo en el articulo [22], este orden es el orden definible a partir
de la topologia. Por lo tanto el orden es redundante.
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El siguiente resultado nos muestra que la definicién de espacio de Hilbert puede enun-
ciarse de tres maneras equivalentes, cambiando la condicién (E3) de la Definicion 3.1.4.

Teorema 3.1.6. Sea (X, Tx) un espacio topolégico con una base K formada por sub-
conjuntos abiertos y compactos para una topologia T definida sobre X. Supongamos
que para todo U,V € K, sat(U N'V¢) € K. Entonces, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. (X, Tx) es Ty y para cada subconjunto cerrado Y de (X, Tx) y cada subconjun-
to L C K dualmente directo tal que Y N U # () para todo U € L, entonces
N{U|Uecyny £0.

2. (X, Tx) es Ty, y la aplicacion ex : X — X (D (X)) definida por
ex(x)={U e D(X)|zeU}
para cada x € X, estd bien definida y es sobreyectiva.

3. (X, Tx) es sober.

Demostracion. I. —> 2. Comencemos probando que ¢y estd bien definida. Sea x € X.
Claramente, X € ex(z). Sean U,U = V € ex(x). Entonces, z € Uy x € (UNV]".
Es decir,z ¢ UNV°ycomo x € U resultaque z € V,i.e., V € ex(x). Tenemos enton-
ces que x(z) es un sistema deductivo de D (X). Para probar que €x(z) es irreducible,
tomemos U,V € D (X) tales que U,V ¢ ex (z). Luego, x € U°N V*. Como U, V* €
IC, y K es una base para la topologia en X, existe O¢ € K tal que x € O° C U N V*.
Estoes, UUV C Oy O ¢ ex (z). Por lo tanto, existe O ¢ cx (z) tal que U,V C O. Por
Teorema 2.2.7,ex (z) € X (D (X)). Veamos que ¢x es sobreyectiva, para ello tomamos
P € X (D(X)). Consideremos el conjunto L = {Uf | U; ¢ P} C K. Como P es un
sistema deductivo irreducible tenemos que L es dualmente directo. Tomemos el conjunto

Y =({Vi e D(X)|V; € P}.

Es claro que Y es un subconjunto cerrado de (X, 7x). Ademds Y N US # () para cada
U; € L. En efecto, consideremos lo contrario, es decir, supongamos que existe U; € L
tal que Y N US = (). Entonces, US C |J{V)*| V; € P}. Como U5 es compacto, U5 C
Vo uVeu ... UVy, para Vy, Vi, ..., V,, € P. Luego

Vi, Vo, ., Vs Up) = (Vin Va0V, NUST S = (0]° = X.

Como V1, Vs, ..., V,, € P, tenemos que U; € P, lo cual es una contradiccion. Luego, por lo
asumido, Y N {US | U; ¢ P} # 0. ie.existex € N{V; | Vi e PYnN{US | U; ¢ P}.
Veamos que P = ecx (x). Es claro que P C ex (). SeaU € D(X) talque U € ex (),

35



3.1 Representacion Topologica Teoria de Representacion y Dualidad

i.e., x € U. Supongamos que U ¢ P, entonces x € U°, contradiccion. Luego, ex (x) C
P.
2. = 3. Sea Y un subconjunto cerrado e irreducible de (X, 7). Consideremos el
conjunto
P, ={UeDX)|Y CU}.

Es facil ver que Py es un subconjunto creciente de D(X). Supongamos que U, U =
V € Py.Entonces, Y CUyY C(UNV . Estoes, Y NUNVE =Y NV =
y por lo tanto V' € Py. Luego, Py es un sistema deductivo de D(X ). Veamos que Py
es irreducible. Sean U,V € D(X) tales que U,V ¢ Py. Entonces, Y ¢ UeY ¢ V,
y como Y es irreducible, Y ¢ U U V. Por lo tanto, existe x € Y tal que z € U°y
x € Ve Como U V¢ € K,y K es base de subconjuntos abiertos y compactos para la
topologia Tx, podemos asegurar que existe W € D(X) tal que z € W¢ C U° N Ve,
Entonces, Y ,Q_ W. Luego, existe W ¢ Py tal que W C U¢y W C V¢, Queda probado
entonces que Py € X (D(X)).Como X es T, e x es injectiva, y como £ x es sobreyectiva,
podemos asegurar que existe un tnico y € X tal que ex(y) = Py. Por dltimo, veamos
que Y = cl(y). Supongamos que = ¢ cl(y). Esto es, existe U € D(X) talquey € Uy
x ¢ U.Entonces, U € ex(y) = Py yx ¢ U. Luego, « ¢ Y. Por lo que hemos probado
que Y C cl(y). Ahora, supongamos que existe x € X tal que = € cl(y) y x ¢ Y. Como
Y es un subconjunto cerrado de (X, 7i), existe U € D(X)talqueY C Uyuxz ¢ U.
Entonces, U € Py y consecuentemente, y € U pero x ¢ U. Absurdo, pues x € cl(y).
Hemos probado entonces que (X, Tx) es sober.

3. = 1. Sea Y un subconjunto cerrado de (X, 7Tx) y sea L = {U; | i € I} una
subfamilia dualmente directa de K tal que Y N U; # () para todo 7 € I. Como Y° es
un subconjunto abierto y K es una base, Y = ({V | V € B C D(X)}. Consideremos
ahora el conjunto

H={U{|U; € L} C D(X).

Como L es dualmente directo, el subconjunto
(H] ={W € D(X) | W C Uf, para algin Uf € H}

es un ideal de orden de D(X). Sea (B) el sistema deductivo generado por B. Probaremos
que (B) N (H] = (. Supongamos lo contrario. Por lo tanto, existe U € H y existen
Vi,...Vo € Btalque Vi = (Vo = ...(V,, = Uf)...) = X. Como Y N Uy, # (), podemos
afirmar que existe v € X talque x € Y yx € Ug. Como x € Vi,...,V,, resulta que
x € Ug, lo cual es una contradiccion. Luego, existe P € X (D(X)) tal que (B) C Py
PN (H] = (). Consideremos el conjunto

Z=({VeDX)|VeP}.

Es claro que Z es un conjunto cerrado de (X, Tx) y ademds, como B C P, tenemos
que Z C Y. Veamos ahora que Z es un subconjunto irreducible de X. Sean 7, Z, dos
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subconjuntos cerrados de (X, 7x) tales que Z C Z; U Z,. Supongamos que Z ¢ Z;
y 4 SZ Zs. Por lo tanto, existen z,y € Z tales que x ¢ Z1yy ¢ Z,. Por ser Zy, Z
subconjuntos cerrados de (X, Tx), existen Wy, Wy € D(X) tales que Z; C Wi,z ¢ W,
y Zy C Wa,y ¢ Wa.Porlotanto, Z ¢ Wiy Z ¢ W,, y consecuentemente, Wy, Wa ¢ P.
Como P € X (D(X)), existe M € D(X)talque M ¢ Py W, C M, Wy C M. Luego,
Z CWiUW, C M,ie,({V |V € P} C M.Porende, M¢ C L_J{VC |V eP}LY
como M€ es compacto, resulta M C V°U...UV<con Vi, ..., V, € P. Luego,

Vi, Vo, o, Vs M) = (Vin Vo NV, N M = (0]° = X € P,

Como P es un sistema deductivo, M € P, lo cual es imposible. Hemos probado entonces
que Z es irreducible. Como (X, Tx) es sober, podemos asegurar que existe z € X tal que
Z =cl(z). Como Z C Y, tenemos que z € Y. Ademds, z € V, paratodo V € Py como
P CH® V ¢ H.Luego, z € U;paratodoi € I,ie.,z€ (\{U|U € L}NY. |

Observacion 3.1.7. Por el Teorema anterior, es inmediato ver que la Definicion 3.1.4 de
espacio de Hilbert dada es equivalente a la utilizada en [20], donde se definen los espacios
de Hilbert a través de espacios ordenados que verifican las condiciones (E1) y (E2),y se
reemplaza a la condicion (E3) por la primer condicion dada en el Teorema 3.1.6.

Lema 3.1.8. Sea (X, Tx) un H-espacio. Entonces, X € K siy sélo si (D(X),=<, X)
es un dlgebra de Hilbert acotada.

Demostracién. Es inmediato que X € K siysélosi) € D(X). |

Luego, si (X, Tx) un H-espacio tal que (D(X),=<, X) es un dlgebra de Hilbert
acotada, entonces (X, 7x) es compacto.

3.2. Espacio dual de un algebra de Hilbert

Ahora mostraremos que cualquier dlgebra de Hilbert A es (salvo isomorfismos) el
algebra de Hilbert dual de algin H-espacio. Sea A un algebra de Hilbert y consideremos
la familia de conjuntos K4 = {¢ (a) : a € A} definida en (2.4).

Es claro que |J {¢ (a)} C X(A). Seax € X(A). Por lo tanto x es un subconjunto

acA
propio de A, esto es, existe a € A tal que a ¢ x y consecuentemente, x € ¢ (a). Luego,

X(A) = J {7}

Esto nos dice que la familia X4 sirve como una subbase para una topologia definida en
X (A). Pero, como veremos a continuacion, esta familia es en realidad una base para una
topologia.
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Seaz € X(A)yseana,b € A. Por Teorema 2.2.7 tenemos que = € ¢ (a)* N (b)° si
y s6lo si existe c € Atalque a,b < cycé x,ie.,z € p(c) Cp(a) Ne (D).

Esto nos permite asegurar que K4 es una base para la topologia 7x, definida sobre
X(A).

Definicion 3.2.1. Sea A un édlgebra de Hilbert. El espacio topoldgico
(X(A), Tea)
se llama el espacio dual de A.

Si A es un dlgebra de Hilbert acotada entonces ¢(0) = (. Por lo tanto, X (A4) =
©(0)¢ € K4 y consecuentemente el H-espacio (X (A), Tx,) es compacto.

Por lo demostrado en el Teorema 2.7.8, podemos ver que el dual del orden de espe-
cializacion de (X (A), T,) es la relacion inclusion C.

Teorema 3.2.2. ([20]) Sea A un dlgebra de Hilbert. Entonces,
(X (A), Txa)

es un H-espacio y

0:A— D(X (A))
es un isomorfismo de dlgebras de Hilbert, siendo D(X (A)) = {¢(a) | a € A}
Demostracion. Veamos primero que (X (A), 7x,) es un H-espacio. Por Teorema 2.7.8
sabemos que (X (A),/4) es un H-marco general, por lo tanto s6lo nos resta probar las
condiciones (E1) y (£3) de la Definicién 3.1.4.

(E'1) Sabemos que K4 es una base para la topologia 7, definida sobre X (A). Vea-
mos que todo subconjunto abierto ¢ (a)® es compacto, para a € A. Para ello consideremos

pla) ={J{p®) |be B}

para algin B C A. Supongamos que a ¢ (B). Por lo tanto por Teorema 2.2.10, existe
r € X(A)talque (B) C xya ¢ x. Entonces z € ¢ (a)” = J{¢(b)°| b€ B}. Luego
existe un b € B tal que x € ¢ ()", es decir, b ¢ x, pero como B C x, tenemos que
b € z, lo cual es imposible. Luego, a € (B). Podemos asegurar entonces que existen
bi,...,b, € Btalque (by,...,b,;a) = 1,estoes, ¢ (by,...,by;a) = X. Luego,

o) N...Ne (b)) Ne(a) =0.

Entonces

Luego, ¢ (a)“ es compacto.
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(E3) Para probar esta condicion usaremos la equivalencia dada por el Teorema 3.1.6,
es decir, probaremos que (X (A), Tx,) es Ty, y que para cada subconjunto cerrado Y de
(X (A),Tx,) y cada subconjunto L C K 4 dualmente directo tal que Y NU # () para todo
U € L, se satisface que ({U | U € L} NY #£ 0.

Sean z,y € X (A) tal que « £ y. Por lo tanto existe a € x tal que a ¢ y. Luego, existe
pa)eKatalquey € ¢ (a)’yx ¢ ¢ (a)°. Esdecir, (X(A), Tx,) es Tp.

Sea Y un subconjunto cerrado de (X (A), i, ). Como K4 es una base para T ,, existe
B C Atal que

Y:m{gp(b) : be B}.

Consideremos el conjunto
D={acA:Y Cyp(a)}.

Es claro que D € Ds(A). Veamos que D = (B). Supongamos que existe a € A tal
que a ¢ (B). Entonces existe z € X (A) talque B C (B) C x y a ¢ x. Por lo tanto,
reYyx & pla), estoes, a ¢ D. Sea a € (B). Entonces existen by,....,b, € B
tal que (by,...,b,;a) = 1. Tomemos = € Y. Por ende, b € x para todo b € B. En
particular, by, ..., b, € x. Por consiguiente, a € z y entonces z € (a). Hemos probado
que Y C ¢(a) implicando que a € D. Ahora es facil ver que

Y:ﬂ{go(a) ca€ D}
Supongamos que L. C K4 es un subconjunto dualmente directo y sea
I={a€A:¢(a) €L}.

Es facil ver que (I] es un ideal de orden de A. Supongamos que Y N (a) # () para cada
a € I, entonces existe x, € X (A) talque a ¢ 2,y x, € Y. Luego, a ¢ D para cada
a € I,y entonces (I] N D = (). Por Teorema 2.2.10, existe x € X (A) talque D C z'y
(I1Nz=0.Porlotanto, z € ({p(b) :be D} =Y ycomo I Nz =0,z € ¢(a) para
todo a € I, es decir,z € ({p(a)":a € I}.Luego, Y N({p(a)":a € I} #0.
Finalmente, sia € A, entonces ¢ (a) € D (X (A)),yU € D (X(A)) siy s6lo si existe
a € Atalque U = ¢ (a). Luego, ¢ : A — D (X (A)) es un isomorfismo de algebras de
Hilbert. |

A continuacion demostramos que todo H-espacio es homeomorfo al espacio dual del
algebra asociado al H-espacio inicial. Mdas adelante, este resultado es crucial pues nos
permite completar la dualidad entre las dlgebras de Hilbert y los H-espacios.

Teorema 3.2.3. ([20]) Sea (X, Tx) un H-espacio. Entonces, los espacios topoldgicos
(X, Txc)y <X (D (X)), 77CD(X)> son homeomorfos por medio de la aplicacion

ex X = X (D (X))
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definida por
ex(z)={U e D(X)|zeU}

para cada v € X.

Demostracion. Como (X, Tx) es un H-espacio, por Teorema 3.1.6 podemos asegurar gue
ex estd bien definida y es sobreyectiva. El hecho de que (X, Tx) es Tj nos permite dedu-
cir que €x es una funcién inyectiva que preserva el orden. Luego, teniendo en cuenta que
£x es una biyeccion de X sobre X (D (X)) y que Ky Kpx)y = {¢(U)°: U € D(X)}
son bases para sus respectivos espacios topologicos, la prueba de que €x es un homeo-
morfismo sigue directamente de la siguiente observacion:

relU & Ucex(x) & ex(x)€p(U),

para cada z € X y paratodo U € D(X). |

3.3. Dualidad Topologica

Consideraremos las siguientes dos categorias donde los objetos son dlgebras de Hil-
bert, pero difieren los morfismos.

Objetos Morfismos
HilS = adlgebras de Hilbert + semi-homomofismos,
HilH = algebras de Hilbert + homomorfismos.

Denotamos con HilS [A, B] al conjunto de todos los morfismos del dlgebra de Hil-
bert A en B de la categoria HilS, i.e., h € HilS[A, B] si y sblo si h es un semi-
homomorfismo de A en B. Usamos una notacién similar para la categoria HilH. Cla-
ramente, HilH [A, B] C HilS [A, B] cualesquiera sean A, B algebras de Hilbert. Luego,
podemos asegurar que HilH es una subcategoria de HilS.

En la seccion previa hemos visto que las algebras de Hilbert estan relacionadas con
los H-espacios. Para lograr establecer una dualidad total entre las dlgebras de Hilbert
y los espacios de Hilbert, investigamos a continuacion los morfismos de las categorias
siguiendo las ideas de [15], [18] and [19].

3.3.1. Dualidad para HilS

Comenzamos estableciendo algunas notaciones que nos serdn de gran utilidad.
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Sean X; y X, conjuntos y sea R C X; x X, una relacion binaria dada. Para cada
C C X, denotamos

R(C)={ye Xy | Tz € C ((x,y) € R)}.

Si C' = {x} escribimos simplemente R (x) en lugar de R ({x}). Similarmente, para cada
D C X5, denotamos

RY'(D)={reX,|3yeD(z,y) € R}

Sean X3, Xy X3 conjuntos, R C X; x Xoy S C X5 x X3, entonces la composicion
de las relaciones Ry S se define de la siguiente manera:

RoS={(z,2): 3y e Xo,((z,y) € Ry (y,2) € 9)}.

Tomemos ahora una relacion binaria R definida sobre un conjunto X. Para cada natu-
ral n > 0 definimos inductivamente la relacion binaria 2" como sigue:

(z,y) € R°siysolosiz =1y, y(x,y) € R" = R"o R.
También definimos la relacidon binaria
R*=U{R" :n >0}. (3.1)

Ahora estamos en condiciones de estudiar la contrapartida topoldgica de los semi-
homomorfismos.

Definicion 3.3.1. Sean (X, Ti,) y (X2, Tk,) H-espacios. Consideremos la relacion R C
X7 x Xy. Diremos que R es una H-relacion de X; en X si satisface las siguientes
condiciones:

(HR1) R™Y(U) € K4, paratodo U € K.

(HR2) R(zx) esun subconjunto cerrado de (X5, 7k, ), para todo x € X;.
Veamos algunos ejemplos de H-relaciones.
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Ejemplo 3.3.1. Sea (X, Tx) un H-espacio. Como cada U € K es un subconjunto decre-
ciente de X, (<™1) (U) = U. Ademés, como [z) = cl(z), [z) es un subconjunto cerrado
de (X, Tx). Luego, < es una H-relacion.

Lema 3.3.2. Sean (X1, Tx,) y (X2, Tx,) H-espacios. Sea f : X1 — X, una funcion tal
que f~1(U) € Ky, para cada U € K,. Entonces la relacién f* C X, x X, definida por

(x,y) € f*siysolosi f(x) <y,
es una H-relacion.

Demostracion. Como f*(x) = [f(x)) = cl(f(x)) tenemos que f* satisface (HR2).
Probemos ahora (HR1). Sea U € K,. Usando que U es un conjunto decreciente y que
I (U) € Ky, resulta:

(f(U)={x e X, : (x,y) € f*paraalginy € U}
={reXi:[f(x)NU#0}
={zxeX;: f(x)eU}
= f1(U) eK,.

Usando el Lema anterior y el Teorema 3.2.3 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.3.3. Sea c : X — X (D(X)) la aplicacion definida en el Teorema 3.2.3.
Entonces, la relacion ¢* C X x X (D(X)) dada por

(x,P) € €" siysdlo sie(x) C P.
es una H-relacion.
El siguiente resultado nos permite asegurar que

Objetos Morfismos
SR = H-espacios + H-relaciones

es una categoria. Denotamos con SR [ X, X5] al conjunto de todos los morfismos existen-
tes entre los H-espacios (X1, Ti,) y (X2, Tk, ) pertenecientes a SR, i.e., R € SR [ X1, X5]
siy s6lo si R es una H-relacion entre los H-espacios (X1, Tc,) ¥ (X2, Tic,)-

Teorema 3.3.4. Sean (X1, Tx,) , (X2, Ticy) ¥ (X3, Ticy) H-espacios. Sea R € SR [ X1, Xo]
y S € SR |[X,, X3]. Entonces:
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1. La relacion <,€ SR [Xs, Xs] satisface que

RO SQZ Ry SQ OS: S

2. RoSeSR [Xl,Xg].

Demostracion. 1. Por la reflexividad de <5, podemos asegurar que R C (Ro <;) y que
S C (L5 08).

Probemos ahora las otras inclusiones. Como R(z) es un conjunto cerrado de (Xs, Ti,)
para cadax € X5, R(x) es un subconjunto creciente de X5, con lo cual resulta (Ro <5) C
R.

Para probar que (<, 0S) C S, consideremos z,y € Xy, 2z € Xj tales que x <5 y
y z € S(y). Supongamos que (x,z) ¢ S. Como S (z) es cerrado de (X3, Tk, ), existe
Ue€Kstalquez € Uy S(x) C U ie,z ¢ S (U). Como (y,2z) € S, tenemos
que y € S (U). Pero por (HR1), S~ (U) € Ky y por ende, S~ (U) es un conjunto
decreciente de X,. Luego, x € S~* (U), lo cual es una contradiccion.

2.SeaU € K3.Como R € SR[X1,X5]y S € SR [X,, X3,

(RoS) () =R (57 (1) € K.

Luego, R o S satisface (HR1).

Para probar que Ro.S satisface (H R2), tomemos x € X; y supongamos que existe z €
Xztalquez ¢ (Ro S) (x) = S(R(x)).Estoes, z ¢ S (y) paratodoy € R (z). Sabemos
que para cada y € R (x), S (y) es un subconjunto cerrado de (X3, Tk, ). Entonces, para
cada y € R(x) existe U, € Ky talque z € U, y S (y) C U5, ie.,y ¢ S~ (U,). Luego,

Rz)n({S™'(U): 2 € U&U € K3} = 0.

Como /C; es una base de (X3, Tx,), el conjunto {U : z € U & U € K3} es dualmente di-
recto. Entonces el conjunto {S~! (U) : z € U & U € K3} es dualmente directo pues S~*
preserva la inclusién de conjuntos. Como R (x) es un conjunto cerrado del H-espacio
(X5, Tk,)» por Teorema 3.1.6, existe U € Kz talque z € Uy R(z) NS~ (U) = 0.
Esto es, R(z) C S™!(U)". Luego, para caday € R (z) tenemos que y € S~ (U)"y
consecuentemente, S(y) C U i.e, (RoS)(z) C Uy z € U. Por lo tanto, (R o S) (z)
es un conjunto cerrado de (X3, Tx,). Luego, R o S satisface (H R2). |

El Teorema anterior nos permite concluir que SR es una categoria donde el morfismo
identidad de un H-espacio (X, 7x) es <. Es importante observar que la notacién de la
composicion de las relaciones invierte el orden de la composicién real de la categoria.
Decidimos conservar esta notacion usual, en lugar de dar una nueva, con el fin de hacer
esta memoria mas legible.
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Teorema 3.3.5. Sean (X1, Ti,) y (Xo, Tx,) H-espaciosy R € SR |[X1, Xs]. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es un isomorfismo en la categoria S'R.
2. R = f* para alguna funcion biyectiva f : X1 — Xy que satisface la condicion:

fH(U) €Ky siysdlosiU € K.

Demostracion. 1. —> 2. Sea S € SR ([Xy, Xj]Jtalque Ro S = <3y SoR = <.
Entonces, para todo =z € X3, (RoS)(z) = S(R(x)) = [z). Por lo tanto, existe y €
R (z) tal que S (y) = [x). Probemos que ¥ es unica. Supongamos que existen y;, y> € Xo
tales que S (y1) = [z) = S (y2). Como S o R =<,

[y1) = (SoR)(y1) = R(S (1)) = R(S(y2)) = (SoR) (32) = [12) -

Luego, y; = y». Podemos concluir que para cada x € X existe una tnica y € X, tal que
S (y) = [z). Denotemos con [ la funcién definida de X; en X, tal que:

f(x) =ysiysolosi S (y) = S(f(z)) = [z),

para cada x € X. Similarmente podemos probar que existe una funcién g : Xo — X tal
que R(g(y)) = [y) paracaday € X,. Como <5 0 S = S, S([y)) = S (y) para cada
y € Xo. Entonces, para todo x € X; tenemos que

lg (f (2))) = (RoS) (g (f () =S (R(g(f(x))))
=S5([f (@) = 5(f (x)) = [) .

Luego, g (f (z)) = x para cada x € X3, i.e., g o f es la funcién identidad en X;. Cam-
biando los roles de f y g, obtenemos que f o g es la funcién identidad en X,. Concluimos
que f es una funcion inyectiva definida de X; sobre X, y g es su inversa. Observemos
que R(z) = R(g(f(x))) =[f (z)), entonces R = f*. Similarmente, S = g*.

Ahora, tomemos U € Ky. Como R es una H-relacién y U es un conjunto decreciente,

RY'U)={z e X, :R(x)NU # 0}
={z e Xi:[f(z)NU # 0}
={reX,: f(x)eU}=f1(U) €Kk

Supongamos que f~! (U) € K; para algin U C X,. Como f y g son funciones una
inversa de laotray S es una H-relacion,

ST =g (ST U) =U € Ka.
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La implicacion 2. = 1. es consecuencia inmediata del Lema 3.3.2 y la definicion de
isomorfismo. |

Para completar la dualidad, necesitamos ver como definimos una H-relacion a partir
de un semi-homomorfismo definido entre dos algebras de Hilbert. Sean A y B algebras
de Hilbert y sea h € HilS [A, B]. Definimos la relacion binaria R, C X (B) x X(A) de
la siguiente manera:

(x,y) € Ry siysélosi h'(z) Cy. (3.2)

Lema 3.3.6. Sean Ay B dlgebras de Hilbert y sea h € HilS [A, B|. Entonces, para todo
x € X(B), h(a) € xsiysdlo si Ry(x) C p(a).

Demostracion. Sea a € Ay x € X(B). Consideremos h(a) € zyseay € X (A) tal
que y € Ry(x). Como a € h™!(x), por definicién de Ry, resulta a € y y por lo tanto,
y € ¢(a).

Para probar la reciproca, supongamos que existe a € A tal que h(a) ¢ z. Enton-
ces a ¢ h™'(z). Por Teorema 2.3.2, h~'(z) € Ds(A) y consecuentemente, por Teore-
ma 2.2.10 tenemos que existe y € X (A) tal que h~'(z) C y y a ¢ y. Luego, existe

y € Ry(x) talque y ¢ p(a). |

Teorema 3.3.7. Sean A, B dlgebras de Hilbert. Sea h € HilS [A, B]. Entonces:
1. R, € SR[X(B),X(A)].
2. Sea C un dlgebra de Hilberty g € HilS [B, C|, entonces R0, = R, 0 Ry,

Demostracion. 1. Probemos la condicion (H R1). Sea U € K 4. Por lo tanto, existe a € A
tal que U = ¢4 (a). Veamos que (R;) ™" (¢a(a)®) = ¢p(h(a))’. Sea x € X(B) tal
que z € (Ry,) ™" (pa(a)®), entonces existe y € X (A) tal que a ¢ yy h™'(z) C . Por lo
tanto, h(a) ¢ xz,i.e.,z € pp(h(a))°. Para probar la otra inclusion, supongamos que existe
x € X(B) tal que h(a) ¢ z. Por Lema 3.3.6 podemos asegurar que existe y € X (A) tal
que (x,y) € Rpya ¢ y. Estoes, y € Ry(z) cony € pa(a), e,z € (Ry) ™" (pala)).
Concluimos que

(Br) " (U) = (Ra) " (pa(a)?)) = @p(h (a)" € Kp.

Luego, (H R1) se cumple.
Para probar la condicién (H R2), observemos que por Lema 3.3.6 tenemos que

Ry(z) = [ Y{pala) : h(a) € },

45



3.3 Dualidad Topologica Teoria de Representacion y Dualidad

para cada x € X (B). Entonces R (x) es un subconjunto cerrado de (X (A), T, ). Luego,
R, € SR[X(B), X (A)].

2.Seax € X(C)ey € X(A).Si(z,y) € Ryop entonces (goh)*(z) = h ™' (g (x)) C
y. Veamos que el sistema deductivo g~ () y el ideal de orden (h(y¢)] de B son disjuntos.
Supongamos lo contrario. Sea a € g~!(x) N (h(y°)]. Esto es, a € g~*(z) y existe b € y°
tal que a < h(b). Por ende, h(b) € g~*(x) y por lo tanto, b € h=!(g~*(z)). Luego, b € y,
lo cual es imposible. Podemos asegurar entonces que existe 2 € X (B) tal que g~ '(z) C 2
y 2N (h(y©)] = 0, por lo cual, h~*(2) C y. Luego, (z,y) € R, o Ry.

Para probar la otra inclusién, tomamos (z,y) € R, o R;. Entonces existe z € X (B)
tal que g~'(x) C zy h™'(2) C y. Veamos que (go h)"(z) = h= (g7 (x)) C y. Sea
a € (go h)~'(x). Por lo tanto h(a) € g~ '(z). Por lo asumido, h(a) € z, es decir,
a € h™'(z) y consecuentemente, a € y. Hemos probado entonces que (z,y) € Ryop,. W

Observacion 3.3.8. Sea A un dlgebra de Hilbert y sea Id : A — A la funcion identidad.

Entonces
Ria={(z,y) € X(A) x X(A): Id""(z) C y} =C..

De los Teoremas 3.2.3 y 3.3.7, y la Observacion 3.3.8, podemos concluir que
X : HilS§ - SR

definida por

X(A) = (X(A),Tk,) si(A,—,1)esun H-dlgebra,
X(h) = Ry, si h es un semi-homomorfismo,

es un funtor contravariante .

A continuacién probaremos que existe un funtor contravariante de SR en HilS. Para
hacerlo, tomamos los H-espacios (X1, Tx, ), (X2, Tx,) y consideramos R € SR [ X1, X3].
Denotamos con hg, a la aplicacion definida de D (X3) en D (X;) tal que

hr(U) ={x € Xy : R(zx) CU}.
Como R es una H-relaciony U¢ € Ko, paracada U € D (X3), tenemos que:

hR(U):{:L‘EXlR(x)QU}:{xEXlR(x)ﬂUC:@}
={zeX;:z¢ R (U} = (R'(U)) €D(Xy).

Luego, hg esta bien definida.

Teorema 3.3.9. Sean (X1, Tx,) , (Xa, T,) y (X3, Tx,) H-espacios. Sea R € SR [ X1, X,
y S € SR [ X, X3]. Entonces:
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1. hg € HilH [D(X5), D(X})).
2. hRoS = hR o) hs.

Demostracion. 1. Primero notemos que hg (X3) = {z € X; : R(z) C X»} = X;. Por
lo tanto, hp satisface la condicién (2) de la Definicién 2.3.1. Sean U,V € D (X,), y
x € hg (U =V).Porlo tanto, R(z) C U = V' y consecuentemente, R () N U C V.
En efecto, seay € R(x) NU.Porende,y € U = V ey € U.Entonces, [y) NU CVy
por lo tanto, y € V. Para mostrar que « € hg (U) = hg (V), tomemos y € [x) Nhg (U),
ie,z <yyR(y) CU.Comoz < y,porel item (1) del Teorema 3.3.4 obtenemos que
R (y) € R (z). Luego,

Entonces, y € hg (V). Podemos concluir que hg (U = V) C hgr(U) = hg(V),y
consecuentemente, hi es un semi-homomorfismo.
2.SeaU € D (X3). Entonces,

hros (U) ={r € X;: (RoS)(z) C
={reXi:5(R(x)) CU}
={reX,:YyeR(x), S(y) CU}
= {z € Xy : R(z) Chs(U)} = hr (hs (U)) = (hrohs) (U).

U}

A partir del Teorema 3.3.9 podemos definir un funtor contravariante

D:SR — HilS
de la siguiente manera:
D(X)=(D(X),=,X) si(X,Tx)esun H-espacio,
D(R) = hg si R es una H-relacion.

Sea (X, Tx) un H-espacio. Recordemos que la funcién ¢ : X — X (D(X)) estd defi-
nida por € (z) = {U € D (X): x € U}. Por el Corolario 3.3.3, la relacion ¢* C X X
X (D(X)) dada por (z, P) € £* siy s6lo si e(x) C P, es una H-relacion.

Lema 3.3.10. =* es una equivalencia natural entre el funtor identidad de SR y X o .

Demostracion. Sea R € SR [X;, X»|. Probaremos que:
(z,y) € Rsiysdlosi (ex,(x),ex,(y)) € Rnp-
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Para demostrarlo, tomamos (z,y) € R. Sea U € D(X,) tal que U € hj'(ex,(2)).
Notemos que
Uehg'(ex (v) <= hg(U) €ex,(x)
<~ X € hR(U)
= R(z) CU.

Como y € R(x), tenemos que y € U, ie., U € £x,(y). Por lo tanto, hj;' (ex, (z)) C
e (y) i (23, (2), Ex,(9) € R

Para probar la reciproca, sea (ex, (x),ex,(y)) € Ry, y supongamos que (z,y) ¢ R.
Como R es una H-relacién, R(z) es un subconjunto cerrado de (X5, Ty, ). Por lo tanto,
existe U € Kytalquey € Uy R(x) C U° Estoes, x € hg(U°). Entonces, hr(U¢) €
ex, (v), i.e., U¢ € h™Y(ex,(x)). Por hipétesis, U¢ € ex,(y). Es decir, y ¢ U, lo cual es
imposible. Luego, (z,y) € R.

Probemos que

ey, 0 Rpp, = Roek,.

Sean x € X,y @ € X(D(X3)). Asumamos que (z,Q) € €%, o Ry,. Es decir, existe
P e X(D(Xy)) tal que (z, P) € €k, y (P,Q) € Ry,. Como cx,,cx, son sobreyectivas,
existeny € X;yz € Xotalesque P =ex,(y) y Q = £x,(2). Luego, ex, (z) C ex,(y)
Y (ex,(y),ex,(2)) € Rp,. Por lo tanto, (ex,(z),ex,(2)) € (CoRy,,) = Ry, y por lo
probado antes resulta (z,z) € R. Es claro que (z,ex,(2)) € €%, Resulta entonces que
(r,Q) € Roex,.

Para probar la otra inclusién, supongamos que (z,()) € R o e%,. Existe entonces
y € Xy tal que (z,y) € Ry (y,Q) € €%,. Usando la sobreyectividad de cx, y lo
probado antes, tenemos que (cx, (%),ex,(y)) € Ru, ¥ ex,(y) C ex,(2) = Q. Es decir,

(ex,(7),ex,(2)) € Rppo € = Ry, y como es trivial que (z,ex, (7)) € €%,, probamos
que (z,Q) € €%, o Ry,,.
Luego, hemos probado que €* es una equivalencia natural. |

Lema 3.3.11. ¢ es una equivalencia natural entre el funtor identidad de HilS y D o X.

Demostracion. Necesitamos probar que hp, o w4 = pp o h paratodo h € HilS [A, B].
Sea h € HilS [A, B] y a € A. Por Lema 3.3.6, tenemos que

r € hg, (pala)) <= Bp(x) Cpala) < h(e)exr < xcpp(h(a))

Luego, ¢ es una transformacion natural. Por Teorema 3.2.2, ¢ 4 es un isomorfismo de
AenD (X (A)). Esto concluye la demostracion. |

Hemos probado el siguiente resultado.
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Teorema 3.3.12. Los funtores contravariantes X y D y las equivalencias naturales €*
y @ definen una equivalencia dual entre la categoria de dlgebras de Hilbert con semi-
homomorfismos y la categoria de espacios de Hilbert con H-relaciones.

3.3.2. Dualidad para HilH

Sean A y B algebras de Hilbert y sea h : A — B un semi-homomorfismo. Sea
x € X(B),ey € X(A). Notemos que

Rp(x) = [y) siysolosi h(x) = y.

En efecto. Asumamos que R, (z) = [y), entonces y € Ry(z) y por ende, h~'(z) C y.
Para probar la otra inclusién supongamos que existe a € A tal que a ¢ h™'(z), es decir,
h(a) ¢ x. Por Lema 3.3.6, R, (x) € ¢(a), es decir, existe z € Ry(z) = [y) ya ¢ =
Consecuentemente, a ¢ y. Luego, h™'(z) = y. La reciproca es inmediata.

El siguiente Teorema, probado en [15, Theorem 3.3], nos da la descripcién dual de los
semi-homomorfismos que son también homomorfismos.

Teorema 3.3.13. Sean Ay B dlgebras de Hilbert y sea h : A — B un semi-homomorfismo.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. h es un homomorfismo.
2. Si(x,y) € Ry, existe z € X (B) tal que x C zy Rp(z) = [y).
Del Teorema anterior obtenemos la siguiente definicion (ver también [18]).

Definiciéon 3.3.14. Sean (X, Tx,) , (X2, Tx,) H-espacios. Diremos que R C X; x X, es
una H-relacion funcional si R es una H-relacion y satisface la siguiente condicion:

(HF) Si(z,y) € Rexiste z € X talque x < zy R(z2) = [y).

Usando los Teoremas 3.3.12, 3.3.13 y la definicién anterior obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 3.3.15. La categoria algebraica Hil'H es dualmente isomorfa a la categoria de
espacios de Hilbert con H-relaciones funcionales.
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3.4. Espacios de Hilbert finitos

En [18], S. Celani y L. Cabrer obtienen una representacion y dualidad topoldgica para
las algebras de Hilbert finitas, introduciendo la nocién de H -espacio ideal, o I H-espacio
para abreviar. En esta seccidn investigamos la relacion existente entre la nocién de H-
espacio finito e I H-espacio finito. La clase de los [ H-espacios no son un caso particular
de los H-espacios finitos, pero veremos que estas clases estdn estrechamente relacio-
nadas. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en [18], probaremos que para cada
H-espacio finito existe un [ H-espacio finito, el cual se obtiene a partir del H-espacio
finito dado, tal que las dlgebras de Hilbert asociadas son isomorfas, y reciprocamente.
Comenzamos recordando la definicion de [ H-espacios introducida en [18].

Definicion 3.4.1. (X, <, S) es llamado un espacio de Hilbert ideal finito, o I H-espacio
finito, si se satisfacen las siguientes propiedades:

) (X, <) es un conjunto ordenado finitoy ) #S C P (X).

IH2) Paracadax € X, {z} € S.

IH3) Paracada W € Sycadaz,y € W,six <y, entonces = = y.
)

1H4) SiW €S8,y V C W, entonces V € S.

Claramente, cada espacio de Hilbert ideal finito (X, <,S) es un H-conjunto. Més
aun, el dlgebra de Hilbert asociada con (X, <,S) es el dlgebra (Hs (X), =<, X) de-
finida en el Ejemplo 2.1.4. En [18] fue probado que cualquier dlgebra de Hilbert finita
(A, —, 1) es isomorfa al dlgebra de Hilbert (Hs, (X (A)), =<, X(A)) de un [ H-espacio
finito (X (A), C,S4). Y reciprocamente, para cada I H-espacio finito (X, <, S) existe un
dlgebra de Hilbert finita (Hs (X), =<, X)) tal que su I H-espacio finito es isomorfo a
(X,<,S).

Indicamos con max Y al conjunto de elementos maximales de Y con respecto a la
relacion de orden <, es decir,

maxY = {x € Y : paratodo z € Y, si x < z entonces z = z}.

Los siguientes resultados referentes a ciertas propiedades que poseen los [ H-espacios
finitos y los H-espacios finitos, serdn de gran utilidad en el resto de la presente seccion.

Lema 3.4.2. Sea (X,<,S) es un [ H-espacio finito. Entonces para cualquier U € S
tenemos que
U = max(U].
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Demostracion. Sea U € S y tomemos = € U. Por ende, x € (U]. Seay € (U] tal que
x < y. Entonces existe z € U tal que y < zy z < y, y consecuentemente, z < z. Por
(IH3), x = z. Por ende, y = x y consecuentemente, v € max(U|. Para probar la otra
inclusion, supongamos que = € méax(U]. Por lo tanto, x € (U] y entonces existe y € U
tal que x < y. Como y € (U] resulta que z = y. Luego, z € U. |

Lema 3.4.3. Sea (X, Tx) un H-espacio finito. Entonces para cualquier subconjunto finito
decreciente W de X tenemos que

W = (méx W]S)c'

Demostracion. Como W es decreciente, (W]<, = W. Sabemos que max W C W. En-
tonces (max W<, C (W]<,. = W.Seaz € W. Como W es finito, existe m € max W
tal que = <y m. Por lo tanto, z € (max W|<,. Luego, W C (max W<, [ |

Lema 3.4.4. Sea (X, Tx) un H-espacio finito. Entonces

1. Paracadax € X, (7] € K.

2. SiW e KyV CmaxW, entonces (V] _ € K.

Demostracion. 1. Sea x € X. Si X = (z]<,, tenemos que (z]<,. € K. Consideremos
X # (7)<, ie., (z]¢,. # 0. Como X es un conjunto finito, podemos determinar un
subconjunto finito {y1, ..., Y, } tal que {y1, ..., yn} = (2]%, . Como cada y; £x = paral <
i < n,existe U; € K tal que x € U; e y; ¢ U,. Por lo tanto, existen Uy, ..., U,, € K tal que
reUn.NU,ey; ¢ UyN..NU, paral < i <mn,ie., {y, ...yt S (U1 N...NT,)"
Luego,

zeUiN..NU, CT{y1, ..., yn} = (z]

<Kk’
Como K es base, existe V € Ktalquex €¢ V C UynN..NU, C (JJ]SK. Por ser V
decreciente con respecto a <y, (z]<, € V. Luego, V = (ZL‘]SK e K.

2.8SeaW € Ky V C maxW. Consideremos V' = méaxW. Como W es un
conjunto finito decreciente, por Lema anterior, W = (V]._ € K. Supongamos que
V # miaxW, esto es, maxW \ V =# (). Entonces existen yq,...,y, € X tal que
max W\ V ={y,...,yn}. Como V C méax W, tenemos que

VCWN (< Mo N (yn)S
En efecto. Supongamos que existe # € V tal que z ¢ W N (y1]¢,. N ... N (]S ,.. Como

V CmaxW C W, existe algini € {1,...,n} tal que v ¢ (1|, estoes, v <x y;. Como
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x € V tenemos que x € max W y por lo tanto, x = y;, lo cual es imposible. Luego,
(Vlee € (W N (1)e N N (Wal, -

Seax € (WnN(y1]s, N...N (ya]< . Entonces existe y € W N (y1]<, N...N (] tal
que x <x y. Como W es un conjunto finitoe y € W, existe m € max W tal que y <x m.
Consecuentemente, m € max W\ {y1, ...,yn} = Vpuesy € (]S, N... N (ynS,.. Por
lo tanto, = € (V]<,.. Luego,

(Vlce = W N (e 0N (wnle <

Por item (1) de este Lema, (y1]<,, ..., (Yn]<. € K ycomo W € K, por condicion (2)
de Definicion 3.1.4, resulta

sab(W N (]S, NN (nlS) = WO (S NN (nlS < = (Ve € K

Ahora estamos en condiciones de mostrar la manera de obtener un /-espacio ideal
finito a partir de un H-espacio finito (X, Tx) dado, de forma tal que las dlgebras de Hilbert
asociadas coincidan.

Teorema 3.4.5. Sea (X, Tx) un H-espacio finito. Entonces la estructura (X, <x,Sx),
donde Sk = {maxW : W € K} y <k es el orden dual de especializacion, es un H-
espacio ideal finito tal que

<H$;c (X) ) :>§}C7X> = ]D(<Xa77C>>

Demostracion. Veamos que (X, <x,Sk) es un [ H-espacio finito mostrando las condi-
ciones de la Definicién 3.4.1.

(IH1) Como (X, Tx) un H-espacio finito, (X, <x) es un conjunto ordenado finito
donde < es el orden dual de especializacion y ademads, como K # (), existe W € K. Por
consiguiente, max W € Sk. Luego, § # S C P (X).

(IH2) Seax € X.Por Lema 3.4.4, (z]<,. € K. Luego, {z} = max(z|<,. € Sk.

(IH3) Sea W € Sk ysean x,y € W tal que = <y y. Por lo tanto, existe W; € K tal
que W = max W. Luego, z,y € méax W; con z <y y. Lo que implica que xz = y.

(IH4) SeaW € Sy V C W.Estoes, existe W; € K talque V C W = maxW;.
Por Lema 3.4.4, (V]<, € K. Por Lema 3.4.3, (méx(V]<,|<, = (V]<,. Por lo tanto,
max(V]<, =V € Sk.

Sabemos que (D(X), =<, X)y (Hs, (X),=<,, X) son subdlgebras de Hilbert de
(P<, (X),=<,,X). Solo resta probar que Hs, (X) = D(X).SeaU € D(X). Por lo
tanto U € K y consecuentemente, por Lema 3.4.3, (méx U¢| < = U°. Luego, existe
() C U tal que

U= méxU NP =U =<, 0 € Hs (X).
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Sea U € Hs,(X). Existe W € K,y V C maxW tal que U = (maxW NV .
Veamos que
(maxW N V9, = (WnN(VI]S, <

Para ello veamos primero que max W N V¢ C (V]°. Supongamos lo contrario, es decir,
supongamos que existe m € max W N Ve tal que m ¢ (V]S . Entonces m € (V]<,.
Por lo tanto, existe z € V tal que m <x x. Como V C max W, x € max W. Luego,
max W € S conx, m € max W.Por Definicién 3.4.1, x = m € V,lo cual es imposible.
Como max W C W, se sigue que max W N'V< C W N (V]e. Por lo tanto,

i

(méXW A VC]S}C c (W N (V]CS)C]SK'

Para probar la otra inclusién, tomamos z € (W N (V]<, ]<,. Entonces existe y € W N
(V] tal que z <x y. Como IV es un conjunto finito, existe m € max W tal que y <x m
y consecuentemente, m ¢ V pues y ¢ (V]<,. Por lo tanto, m € max W N V°. Luego,
r e (maxW NV ,,.

Como W € Ky V C maxW, por item (2) de Lema 3.44, (V] € K. Luego,
sat(W N (V]S,) = (maxW N V<<, € Kyporlotanto U € D(X). |

El préximo resultado muestra la construccion reciproca a la dada en el resultado ante-
rior.

Teorema 3.4.6. Sea (X, <,S) un IH-espacio finito. Entonces la estructura (X, Tx),
donde Ks = {(W] : W € S}, es un H-espacio finito y

<HS (X>>:>?X> :D<<X>77Cs>)'

Demostracion. Primero probemos que (X, T ) es un H-espacio finito probando las con-
diciones de la Definicién 3.1.4.

(Ey) Sea x € X. Como (X, <,S) es un [ H-espacio finito, {x} € S. Por lo tanto,
para cada x € X existe (2] € Ks tal que = € (z]. Sean W,V € Stal que = € (W] N (V].
Entonces existen w € W, v € V talesque x < wy x < v. Luego, z € (z] C (W]nN
(V], donde (2] € Ks. Como X es un conjunto finito, para cada W € S tenemos que
(W] es finito y por consiguiente, (W] es compacto. Hemos probado que Ks es una base
subconjuntos abiertos y compactos para la topologia 7, definida en X.

(Ey) Sean W,V € S. Veamos que sat((W] N (V]°) = (W] N (V]C]SICS € Ks, donde
<k, es el orden dual de especializacién. Como W N (V] C Wy W € S, por (IH4) de
la Definicién 3.4.1, resulta W N (V]¢ € S. Por lo cual (W N (V]¢] € Ks. Mostraremos
entonces que

(W (VI =((WIn (V]

Primero observemos que < C  <j_. En efecto. Sean z,y € X tal que x < y. Sea
U € Kscony € U.Porlo tanto, existe V' € Stalque U = (V] cony € U. Esto es, existe
w € Vitalquey < w.Luego,z <y <wconw € V.Porende, z € U. Luego, v <x, v.

)CS.
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Consecuentemente, como W C (W], tenemos que

WVl (WnVgc (Win(vl.,, -
Para probar la otra inclusion, tomemos = € (W] N (V] <, Bstoes, existe y € (W] N
(V] tal que  <x, y. Entonces existe z € W tal que y < z. Ademads z ¢ (V], pues si
suponemos lo contrario, existe w € V' tal que z < w, con lo cual y € (V], contradiccion.
Luego, y € (W N (V] y como (WnN (V]| € Ks, resulta z € (W N (V]]. Hemos
probado entonces que

sat (W] N (V) = (Wn (V.. = Wn(V]]eKs.

SKS

(Es5) Para probar que (X, Tx,) es sober, usaremos la equivalencia dada por el Teo-
rema 3.1.6. Por la definicion de <y, es inmediato que (X, 7x,) es Tp. Supongamos
que existe un subconjunto cerrado Y de (X, Ti,) y una familia dualmente directa L =
{(U]|U €S} € Ks,conSy C S, tal que Y N ﬂ{(U] : (U] € L} = (. Entonces

Y C U {(U]¢: (U] € L}. Como Y es un conjunto finito, Y es compacto. Por lo tanto,
existen Uy, Uy, ..., U, € Sptal que Y C (U1]°U (Us]“ U ... U (U,]°. Como L es dualmente
directo, existe U € Sy talque U C Uy NU; N ... N U, y porlo tanto Y C (U] Esto es,
existe (U] € L tal que Y N (U] = 0.

Hemos probado entonces que (X, 7x,) es un H-espacio finito. Veamos ahora que
(Hs (X),=,X) =D ((X,Txs))-SeaU € Hg(X). En [18], Teorema 38, se prueba que
existe Z € S tal que U = (Z]°, como mostramos a continuacién. Como U € Hg(X),
existe W € Sy V C W tal que

U = W=V = {zeX:[zr)NW CV}
= {zeX:[x)NnWnNVe=0} = {zeX:[z)nW\V =0}
= W\V =0 — (W\V].

Como W\V C W, resulta W\V € S. Luego, U¢ € K. Para probar la otra inclusion,
tomamos V € Stalque U = (V] = (VN0 =V = (), con ) C V. Por lo tanto,
U € Hgs(X). Hemos probado entonces que (Hgs (X),=, X) =D ((X, Tky))- |

Teniendo en cuenta los Lemas 3.4.2 y 3.4.3, es claro ver que si (X, 7x) es un H-
espacio finito

Kse ={(W]:W e S} = {(méXU]S)C :Uek} =K
y si (X, <, S) es un I H-espacio finito

Sk = {maxW W e Ks} = {max(U]: U € S} = S.
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3.5. Sistemas Deductivos y Conjuntos Abiertos

La caracterizacién dada en esta seccion para los sistemas deductivos de un algebra
de Hilbert por medio de los conjuntos abiertos del H-espacio dual correspondiente, se
encuentra publicada en [20]. Realizando una pequena modificacién, hallamos una carac-
terizacion andloga en correspondencia con los subconjuntos cerrados del H-espacio dual
correspondiente, resultado que usaremos en el capitulo siguiente.

Sea A un dlgebra de Hilbert. Recordemos que (Ds(A), V, A, =, {1}, A) es una dlgebra
de Heyting, donde D; = Dy = {a € A: [a) N Dy C Dy} para Dy, Dy € Ds(A).

En [1] (ver también [29]) se demuestra que dado un espacio topoldgico (X, T), sus
conjuntos abiertos tienen naturalmente una estructura de dlgebra de Heyting

<7-7 ﬂ? U? >—>7 ®7 X>

donde la implicacién de dos conjuntos abiertos U, V' de (X, T), se define de la siguiente
manera:
U—V=int(U°UV).

El siguiente resultado muestra el isomorfismo existente entre los sistemas deductivos
de un dlgebra de Hilbert y los conjuntos abiertos de su correspondiente espacio dual.

Proposicion 3.5.1. Sea A un dlgebra de Hilbert y sea (X, Tx) su espacio dual. Entonces
las dlgebras de Heyting (Ds(A),A\,V,= {1}, A) y (Tx,N, U, —, 0, X) son isomorfas
bajo la aplicacion

v Ds(A) = Tk
definida por

:U{goc(a):aeD}.

Demostracion. Como ¢ (D) = |J{¢ (a)°: a € D} € Tk, 1 estd bien definida. Mas aun,
si D1, Dy € Ds(A) y Dy C Do, entonces ¢(D1) C 1(Ds). En efecto, sea z € X tal que
x € (D). Esto es, existe a € D tal que x € ¢ (a)". Por lo asumido, a € D, y por lo
tanto, = € ¥ (D5). Tenemos entonces que 1 preserva la inclusion.

Sea O € Tx. Consideremos el conjunto & (O) = {a € A: p(a)® C O}. Veamos que
€(0) € Ds(A) para cada O € Ti. Sean a,b € A tales que a € £ (O) y a < b. Entonces,
¢(a) C (b) y consecuentemente, ©°(b) C ¢°(a) € O. Luego, b € £ (O). Claramente
(1) =10 C O,ie., 1€ £(0).Sean a,a — b € £(0). Por lo tanto, ¢ (a)° C Oy
#(a) N (b)] C O. Luego

2 (0)" = (e () Np(a) U(p () Ne(a)) S (pd) Ne(a)]Ue(a) CO,

6

concluyendo que b € £ (O).
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Ahora probaremos que 1/ y £ son uno inverso del otro. Sea O € Ti. Entonces

Y (£0) =J{¢ (@) aenm(0)}) =¥ (a) ¢ () CO} CO.

Sea z € O. Como K es base de T, existe a € A tal que z € ¢°(a) C O y consecuente-
mente, z € ¢ (£ (0)). Luego, ¥ (£ (0)) = O.
Sea D € Ds(A). Entonces

5(¢(D))={GGAISOC(CL)QU{go(b)C:beD}}:D.

Luego, como 7 preserva la inclusién, deducimos que es un isomorfismo entre reticulos,
y por lo tanto, podemos concluir que 7/ es un isomorfismo entre las dlgebras de Heyting
(Ds(A), A, v, =, {1}, A) y (T, N, U, —, 0, X). C

Para cada dlgebra de Hilbert A y cada a € A, se tiene que el conjunto ¢ (a)® es un
subconjunto abierto y compacto de su espacio dual (X, 7x). Pero no todo subconjunto
abierto y compacto de (X, Tx) debe ser necesariamente un subconjunto de . En el si-
guiente resultado caracterizamos los subconjuntos abiertos y compactos del H-espacio
(X, Tx).

Dado un espacio de Hilbert (X, 7x), denotamos con
KO (X)
al conjunto de todos los subconjuntos abiertos y compactos de (X, 7). Notemos que
(KO (X),U,0)
es un semireticulo superior con primer elemento ().

Teorema 3.5.2. Sea A un dlgebra de Hilbert y sea (X, Tx) su espacio dual. Sea D €
Ds(A). Entonces ¢ (D) € KO (X) siy solo si D es finitamente generado.

Demostracién. Sea D € Ds(A). Asumamos que ¢ (D) € KO(X). Como ¢ (D) =

U ¢ (a)®y ¥(D) es compacto, existe un subconjunto finito {ay,...,a,} C D tal que
a€D

¥ (D)

U ¢ (a;)°. Luego,
i=1

acD & @(a)cgiﬁ(D):OsD(@i)c

& 9@ N ple) =0
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Por lo tanto, D = ({ay,...,a,}).
Probemos la reciproca. Asumamos que D € Ds(A) tal que D es finitamente gene-
rado. Supongamos que D = ({ay,...,a,}). Notemos que por lo probado, a € D siy

s6lo si p (a) C U (a;)°. Por Proposicién 3.5.1, ¢ (D) € O(X). Sélo nos resta probar

que ¢ (D) es compacto Sea x € ¢ (D). Por lo tanto, existe a € D tal que = € ¢ (a)°

y consecuentemente, r € U ¢° (a;). Luego, ¥ (D) C (J ¢°(a;). La otra inclusion es
=1 =1

trivial. Hemos probado que ¢ (D) € KO(X). |

Si L es un reticulo, entonces L? es el reticulo con el orden dual. Sean L, y L, dos
reticulos. Escribiremos L, = L para indicar que L; y Ly son isomorfos.

Observacion 3.5.3. Sea A un dlgebra de Hilbert y sea (X, Tx) su correspondiente espa-
cio dual. El conjunto C(X') formado por los conjuntos cerrados de X, ordenados con la
relacién inclusién, forman un reticulo donde el primer elemento es (), el Gltimo elemento
es X, el infimo es la interseccion y el supremo es la unién de subconjuntos cerrados de
(X, Tx). El reticulo (Ds(A), C), formado por los sistemas deductivos de A es dualmente
isomorfo al reticulo (C(X'), C). En efecto. Tomemos la aplicacién

p:Ds(A) = C(X)

definida por
:ﬂ{go(a):aED}:{xeX:Dgx}.
Para cada D € Ds(A), u (D) € C(X) por ser interseccién de subconjuntos cerrados de
X. Por lo tanto, u esta bien definida. Es claro que para F, D € Ds(A) tales que F C D
se satisface que (D) C pu (F).
Veamos ahora que la aplicacién 7 : C(X) — Ds(A) definida por

T(Y)={acA:Y Cp(a)},

estd bien definida. Tomemos Y € C(X). Como ¢(1) = X, tenemos que 1 € 7 (Y)
Sean a,b € Atal que a,a — b € 7 (Y). Estoes, Y C ¢p(a)yY C p(a—b) =
p(a) = @) = (p(a)Npd). Por lo probado en la Proposicién anterior, ¥ C
(o (a) N (b)) N (a) C p(b) y consecuentemente, b € 7 (V). Luego, w (Y') € Ds(A),
con lo cual tenemos que 7 esta bien definida.

Sélo nos resta probar que x y 7 son inversas entre si. Sea Y € C(X).

px(¥) = (e@laer®)} = (el lacY Cp(a)}
— d(Y) — v

Ahora tomemos D € Ds(A). Supongamos que existe a € A tal que a € 7 (u(D)) =
{be A:u(D)Cp)}yad D, estoes, (a)ND = (). Por Teorema 2.2.10, existe © € X
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tal que D C zy a ¢ x, lo cual contradice lo asumido. Por lo tanto, 7 (11(D)) C D. Por
otro lado, como p (D) = ﬂ {e () |be D} C ¢(a) para cada a € D, tenemos que
D Cx(u(D)).
Consecuentemente,
(Ds (A4),C) = (C(X), 9)".
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Capitulo 4

HU]-algebras

En este capitulo introducimos la variedad Hilg de dlgebras de Hilbert con opera-
dor modal necesidad L], llamadas H[I-algebras, las cuales estdn asociadas al fragmento
{—, 0} de la 16gica modal normal intuicionista Int K, denotado por IntK . El obje-
tivo principal del presente capitulo es estudiar la teorfa de representacion y dar una dua-
lidad topoldgica para la variedad Hily. Estos resultados nos permiten probar que Int K
y algunas extensiones axiomadticas son candnicas. También nos permiten caracterizar las
algebras simples y subdirectamente irreducibles en algunas subvariedades de H[]-dlge-
bras. Gran parte de lo presentado en este capitulo se encuentra publicado en [23].

4.1. Algebras y marcos

Definicion 4.1.1. Un dlgebra de Hilbert con un operador modal (1, o H-dlgebra pa-
ra abreviar, es un par A = (A,[J) donde A es un algebra de Hilbert y [J es un semi-
homomorfismo definido sobre A. Es decir,

1. 01 =1,

2. O(a — b) < Oa — Ob, para todo a, b € A.

Denotamos con Hilg a la variedad de las H[]-dlgebras. La variedad Hily se correspon-
de con el {J, — }-reducto de la variedad de dlgebras de Heyting con un operador modal [J
(ver, por ejemplo, [14]). Mas atin, la variedad de dlgebras de Tarski modales introducidas
en [13] es una subvariedad de Hil-.

Definicion 4.1.2. Sean A, B € Hilg. Una funcién i : A — B es un [-semi-homomorfismo
(O-homomorfismo) si h es un semi-homomorfismo (homomorfismo) tal que h(Ca) =
O(h(a)), para todo a € A.
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Denotamos con HilpS la categoria de H[J-dlgebras con [J-semi-homomorfismos y
con HilgH la categoria de H[1-dlgebras con [J-homomorfismos.

Sea X un conjunto y () una relacion binaria definida sobre X. Para cada U € P(X)
consideramos el siguiente conjunto

Oo(U) = {o € X : Q(x) C UY.

Ejemplo 4.1.1. ([30]) Un marco de Kripke intuicionista modal es una estructura relacio-
nal
F=({X<0Q),

donde (X, <) es un conjunto ordenado, y () es una relacién binaria definida sobre X tal
que
<oQ C Qo <,

donde o es la composicion de relaciones. Si F = (X, <, () es un marco de Kripke
intuicionista modal entonces

<PS(X)a =<, DQ7X>

es un H-dlgebra. En efecto. Sabemos que (P<(X),U,N,=<,0, X) es un dlgebra de
Heyting (ver Ejemplo 1.3.1). Sélo resta probar que [ es un operador modal definido en
dicha dlgebra. Comencemos mostrando que [ (U) € P<(X), para todo U € P<(X).
Seax € Up(U) yseay € X tal que z < y. Veamos que ()(y) C U. Tomemos z € X
tal que z € Q(y). Resulta entonces (z, z) € (< o)) y como (< oQ) C (Qo <), tenemos
que existe w € X talque w € Q(z) y w < z. Como Q(x) C U, w € Uy como U es
subconjunto creciente de X, z € U. Luego, y € Og(U). Mostremos ahora que (g, es un
semi-homomorfismo definido en P< (X ). Es claro que (g (X) = X. Ahora tomemos = €
Og(U =< V),con U,V € P<(X). Por lo tanto, Q(z) C U =< V y consecuentemente,
para todo z € Q(z) resulta [z) N U C V. Probaremos que z € [g(U) =< Og(V)
mostrando que [z) N Og(U) € Og(V). Seay € [x) N Og(U). Veamos que Q(y) C V.
Para ello tomamos w € Q(y), entonces w € U y ademds (z,w) € (< o@). Luego,
(x,w) € Qo < lo cual implica la existencia de k € X tal que k € Q(z) y k < w. Por
lo asumido, [k) N U C V. Como w € [k) N U, tenemos que w € V. Queda probado
que (P<(X),U,N,=<,0, X) es un dlgebra de Heyting con operador modal [Jg. Luego,
(P<(X),=<,0¢, X) es un H-dlgebra.

Definicion 4.1.3. La terna (X, K, Q) es un HO-marco si (X, <) es un conjunto orde-
nadoy (<x oQ) C (Qo <g).
Un HO-marco (X, K, Q) es un HO-marco general si:

1. sat(UNV®) € K, paratodo U,V € K.
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2. Q71(U) € K, paratodo U € K.

Observemos que usando la definicién 2.7.1, podemos decir que (X, IC, Q) es un H[J-
marco general si (X, KC) es un H-marco general tal que (< 0Q) C (Qo <x)yQ }(U) €
IC, para todo U € K.

Lema4.14. Si F = (X, K, Q) es un HO-marco general, entonces
A(F) = (P<(X),=<,0q, X) € Hily
vy (D(X),=<,0¢, X) es subdlgebra de A(F).

Demostracién. Como (X, <) es un conjunto ordenado, del Ejemplo 1.3.1 tenemos que
(P<(X),=<,X) es un dlgebra de Hilbert. Ademads, como (< o)) C (Qo <) resulta
Oo(U) € P<(X), para todo U € P<(X). Mas atin, como Ug(U) = Q~*(U*)® tenemos
que Og(U) € D(X), pues Q~1(U¢) € K para todo U € D(X). Finalmente, por Lema
2.7.3, podemos asegurar que (D(X),=<,0g, X) es subdlgebra de A(F). |

Sea A € Hilg. Para cada n € Ny, definimos inductivamente la férmula (0"a como
[’a = ay 0""'a = O(0O"a). Sea S un subconjunto de A. Definimos los siguientes
subconjuntos de A:

O)={0acA:acS}yO ! S)={ac A:Oac S}.

Es facil ver que (J71(D) € Ds(A) cuando D € Ds(A). Notemos ademds que, por
Lema 2.3.3, (O(z°)] es un ideal de orden cuando z € X (A).

Lema 4.1.5. Sea A € Hiln. Sea D € Ds(A) y a € A. Entonces, Oa ¢ D si y solo si
existe v € X(A) tal que 07 (D) Cxya ¢ z.

Demostracion. Sea D € Ds(A)y a € A. Asumamos que (a ¢ D. Estoes, (Ja|ND = ().
Por Teorema 2.2.10, existe y € X(A) talque D C yy Ua ¢ y. Por Lema 3.3.6, existe
r € X(A)talque O '(y) € zya ¢ x. Como I '(D) C O !(y), queda probada la
condicion suficiente. La reciproca es inmediata. |

Sea A una H[J-4lgebra. Teniendo en cuenta que [] es un semi-homomorfismo definido
sobre Ay el Teorema 3.3.7, podemos asegurar que la relacién binaria Q4 C X (A)x X (A)
definida por

(z,y) € Qasiysélosi 071 (x) Cy,

para cada par z,y € X(A), es la H-relacién asociada con el operador modal [J. Por lo
tanto, QATl(U ) € K4, paratodo U € K, y ademds, por Teorema 3.3.4, () 4 satisface la
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condicion Q4 = (C oQ4) = (Q a0 C). Més atn, por Lema 2.7.3, tenemos que sat(U N
V¢) € Kaparatodo U,V € K4. Luego, la estructura

F(A) = (X(A),Ka,Qa),

es un H[]-marco general.

4.2. H[-espacios

En la seccion anterior vimos que las /[ ]-4dlgebras son representables por medio de
HUJ-marco generales. Ahora vamos a definir los H[]-espacios (casos particulares de H[J-
marcos) los cuales resultan ser las estructuras relacionales duales a las H[]-4dlgebras.

Definicion 4.2.1. Una estructura (X, Tx, @) es un H-espacio si (X, Tx) es un H-
espacioy ) € X x X es una H-relacion.

Como en todo H-espacio (X, T, @), @ es una H-relacién, por Teorema 3.3.4, la
condicion (< o)) C (Qo <) es valida en cualquier H[J-espacio. Hecho por el cual ob-
tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.2.2. Todo HU-espacio es un H(1-marco general.

Resulta entonces que si (X, T, Q) es un H-espacio, entonces (D(X),p) es un
H[-4lgebra.

Teorema 4.2.3. Para cada HO-dlgebra (A, ) existe un HO-espacio (X, Tx, Q) tal que
(A,0) es isomorfo a (D(X),Hgp).

Demostracion. Como (X (A), Tx,) es un H-espacio y ()4 es una H-relacion, tenemos
que (X (A), Tx,,Qa) es un H-espacio, y consecuentemente, (D(X (A)),0g,) es un
H[J-algebra. Por Teorema 3.2.2, ¢ es un isomorfismo entre las dlgebras de Hilbert A y
D(X (A)). Por otro lado, como [J es un semi-homomorfismo, resulta como consecuencia
inmediata del Lema 3.3.6 que ¢(0a) = Og, (p(a)), paracada a € Ay por lo tanto, pode-
mos concluir que ¢ es un isomorfismo entre las H-dlgebras (A, ) y (D(X (A4)),Og).
|

Ahora estamos en condiciones de definir la contrapartida topolégica de los [J-semi-
homomorfismos y [J-homomorfismos definidos entre /[ ]-4lgebras.

Definicion 4.2.4. Sean (X, T,, Q1) y (Xo, Ti,, Q2) HO-espacios y sea R C X; X X,
una H-relacién. Diremos que R es una H[l-relacion si R conmuta con (), i.e., (Q; o R =

Ro QQ.
Si R C X; x X, es una H-relacion funcional tal que R conmuta con (), entonces R
es una Hl-relacion funcional.
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Denotamos con MpSR a la categoria formada por H[J-espacios y H[J-relaciones.
Vamos a probar que esta categoria es dualmente equivalente a HilS.
Sea (X, Tx) un H-espacio y consideremos la funcion definida en el Teorema 3.1.6:

e: X > X (D(X)) talquec(x) ={U € D(X):z € U}.
Por Corolario 3.3.3, tenemos que la relacién £* C X x X (D(X)) dada por
(x,P) € c*siysolosie(z) C P
es una H-relacién. Probaremos ahora que €* es un morfismo de MpSR.

Teorema 4.2.5. Sea (X, T, Q) un HO-espacio. Entonces, la funcion € es un homeo-
morfismo definido entre los HO-espacios (X, T, Q) y <X(D(X>>777CD(X)7QD(X)> tal
que

(z,y) € Qsiy s6lo si(e(x),e(y)) € Qpix)s
donde Q) p(x) es la H-relacién asociada con el operador modal Ulg. Mds aiin, la rela-
cion €* es una HUl-relacion.

Demostracion. Como (X, Ti, Q) es un HO-espacio, (D (X),0p) es un H-dlgebra.
Luego, <X (D (X)) ,77<D<X)> es un H-espacio. Sea Q)p(x) € D(X) x D(X) tal que

(F,P) € Qpx) si y solo si,'(F) C P,

para todo F, P € X(D(X)). Como g es un semi-homomorfismo definido en D(X),
por Teorema 3.3.7 tenemos que ()p(x) es una H-relacion, y por lo tanto, podemos afir-
mar que la estructura <X (D (X)) ,RD(X),QD(X)> es un H[J-espacio. Como sabemos
por Teorema 3.2.3 que € es un homeomorfismo definido entre los H-espacios (X, Tx)
y <X (D (X)) ,RD(X)>, siendo Kp(x) = {¢(U)° : U € D(X)}, tenemos probada la
primer parte del Teorema.

Sea (x,y) € Q. Probemos que (¢(x),2(y)) € Qp(x). i-e.. 05 (e(z)) C e(y). Sea
U e D(X) tal que U € O, (e(x)). Esto es, Q(x) € Uy como y € Q(x), tenemos que
y € U. Es decir, U € £(y). Ahora, asumamos que Dél(e(x)) C ¢(y) y supongamos que
(x,y) ¢ Q. Como Q(z) es un subconjunto cerrado de (X, Tx), existe U € D(X) tal que
Q(x) CUey ¢ U.Porlo tanto, U € Dél(e(:)s)) con U ¢ (y), lo cual contradice lo
asumido.

Por ultimo, para probar que €* es una H[J-relacidn, sélo resta mostrar que () o £* =
"o Qpx).Seax € Xy P e X (D(X)) tal que (x, P) € Q o &*. Por lo tanto, existe
y € Xtalque (z,y) € Qy (y, P) € e*,estoes, £(y) C P.Como (z,y) € @, tenemos que
(e(w),e(y)) € Qpx), ie., Dél(e(x)) C e(y) € P. Luego, (¢(z), P) € Q@p(x)- Es claro
que (z,e(x)) € €*. Resulta entonces (z, P) € €* o Qp(x). Luego, Q o * C €* 0 Qp(x).
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Supongamos que (x, P) € £* o Qp(x). Existe entonces ' € X (D(X)) tal que e(x) C F
y Dél(F) C P. Como ¢ es sobreyectiva, existen f,p € X tal que F' =¢(f)y P = <(p).
Tenemos entonces que (' (()) € O, (e(f)) € e(p). Luego, (¢(x),2(p)) € Qpx) ¥
consecuentemente, (x,p) € Q. Es claro que (p, P) € *. Porende, (z, P) € Qoc*. N

Sabemos por Teorema 3.3.9 que si (X1, Tx,) vy (Xo, Tk,) son H-espacios y R C
X; x X, es una H-relacién, entonces la aplicacion hg : D(X3) — D(X;) definida por

hr(U) ={x € X; | R(x) CU}

es un semi-homomorfismo. Veamos ahora que dicha aplicacién es [J-semi-homomorfismo
cuando R es una f{[J-relacion definida entre [ [J-espacios.

Teorema 4.2.6. Sean (X1, Tic,, Q1) v (Xs, Tx,, Q2) HO-espacios y R C X1 X Xo una
HU-relacion. Entonces, hgr es un morfismo de HilpS.

Demostracion. Probaremos que hr(Ug,(U)) = Og, (hg(U)), para cada U € D(X5).
Sea x € X;. Entonces

v € hp(0q,(U)) <= R(z) CUo,(U) <= R(x) CU
— R(@Qi(2)) U <= Vzei(z)(R(z)CU)
<~ Ql(:c) - hR<U) <~ TEc DQl(hR(U»

Usando el resultado anterior y el Teorema 3.3.15, obtenemos el siguiente Corolario.

Corolario 4.2.7. Sean (X1, Tic,, Q1) y (X2, Ti,, Q2) HO-espacios y R C X, x X5 una
HUl-relacion funcional. Entonces, hr es un morfismo de HiloH.

Sean A, B algebras de Hilbert y & : A — B un semi-homomorfismo. Por Teorema
3.3.7 sabemos que la relacion binaria R, C X (B) x X (A) definida por

(z,y) € Ry, <= h™'x)Cy

es una H-relacidon. A continuacién estudiamos a R}, siendo A un [J-semi-homomorfismo
definido entre H[J-4lgebras.

Teorema 4.2.8. Sean A, B € Hilgysea h : A — B un [J-semi-homomorfismo. Entonces,
Ry, es un morfismo de MpSR.

Demostracion. S6lo nos resta probar que R,0Q4 = QpoRy.Seax € X(B)ey € X(A)
tal que (z,y) € Ry, o Q4. Existe entonces z € X (A) tal que z € Rp(x) y (2,y) € Qa,
ie, h'(z) C 2y O z) C y. Consideremos en B el sistema deductivo (07!(z) y
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el ideal de orden (h(y°)]. Supongamos que existe a € U~ '(x) N (h(y°)]. Entonces,
Oa € z yexiste b € y° tal que a < h(b). Como Ua < O(h(b)) = h(0b), tenemos
que h(0b) € x. Luego, (b € z y por lo tanto, b € y, lo cual es una contradiccion. Resulta
entonces que (07! (z) N (h(y®)] = 0 y por Teorema 2.2.10, podemos asegurar que existe
w € X(B) tal que O '(z) C wy (h(y°)] Nw = 0. Es decir, existe w € X (B) tal que
w € Qp(r)yht(w) Cy,ie., (w,y) € Ry. Lo cual implica que y € Ry,(Qp(x)). Luego,
R, 0 Qa C Qg o Ry. De manera similar se demuestra la otra inclusion. [ |

Por los Teoremas 4.2.8 y 3.3.15, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.9. Sean A, B € Hilg y sea h : A — B un [J-homomorfismo. Entonces Ry,
es una HU-relacion funcional.

Usando el Lema4.2.6, el Lema4.1.4y el Teorema 4.2.6, concluimos que D : MpSR —
HilpS definido por

D(X) = (D(X),0g) si (X, Tk, Q) esun HO-espacio,
D(R) = hg si R es una H[J-relacion,

es un funtor contravariante. De la Observacion 3.3.8, Teorema 4.2.3 y Teorema 4.2.8,
podemos concluir que X : HilpS — MpSR definido por

X(A) = (X(A),Tx,,Qa) siAesun H-dlgebra,
X(h) = Ry, si h es un [J-semi-homomorfismo

es un funtor contravariante. De los Lemas 3.3.10 y 3.3.11, los Teoremas 4.2.3y 4.2.5,y
los Corolarios 4.2.7 y 4.2.9, tenemos los siguientes resultados.

Teorema 4.2.10. Las categorias HilpS y MpSR son dualmente equivalentes.

Corolario 4.2.11. La categoria HiloH es dualmente isomorfa a la categoria formada por
HU-espacios y HU-relaciones funcionales.

4.3. Algunas subvariedades de H[-algebras

Denotamos con Hily + {I'} a la variedad de H[J-dlgebras generada por un conjunto
finito de identidades I'. En esta seccion consideramos algunas variedades particulares de
H[-4lgebras. Estas variedades son la contrapartida algebraica de extensiones del frag-
mento implicativo de la l6gica intuicionista modal Int K.

Consideremos las siguientes identidades:
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IS a— Ua=1,
s, a— % =~ 1,
aT Ua — a1,

(14 Oa — %a ~ 1,
OwD [Pa—Oa=~1,
05 (Oa — 0Ob) — O(0a — 0b) =~ 1,

Observacion 4.3.1. Las variedades Hily + {05} y Hilg + {{JS} son subvariedades de
Hilg + {{J4}. En efecto. Por la monotonia de [J es fécil ver que MpoH + {{JS} satisface
la identidad Oa — [1?a ~ 1. Dicha identidad también se satisface para toda A € MoH +
{05}, pues cualquierasea b € A :

1 = (01 — Ob) — O(@1 — Ob) = Ob — OOk

Siguiendo la notacion estandar, identificamos a continuacion dos subvariedades im-

portantes de Hilg:
HiloS4 = Hilp+{OT,04},

HiloS5 = Hilg + {OT, 05},

Es claro que HilgS5 es subvariedad de Hil5S4. La variedad Hil5S4 es una generalizacion
de las dlgebras de Boole de clausura (ver [63]), y la variedad Hil5S5 es una generalizacién
de las édlgebras de Boole monddicas (ver [39]). Similarmente a lo realizado en [13], cada
una de la identidades anteriores sera caracterizada por medio de condiciones de primer
orden.

El siguiente resultado es una generalizacion del Lema 4.1.5 aplicado a sistemas de-
ductivos irreducibles.

Lema 4.3.2. Sea A € Hilg y sea (X, Tx, Q) su espacio dual. Sea x € X y a € A. Para
cadan € NU{0}, O"a ¢ x si 'y sélo si existe y € X tal que (z,y) € Q" ya ¢ y.

Demostracién. Realizamos la demostracion haciendo induccién sobre n € N U {0}. Es
inmediato paran = 0. Sea x € X. Asumamos que si [(J"a ¢ x entonces existe y € X tal
que (z,y) € Q" y a ¢ y. Supongamos que (" 'a ¢ z. Esto es, [ ((0"a) ¢ x. Por Lema
4.1.5, existe z € X tal que I~ (z) C 2 y 0" ¢ z. Por lo asumido, existe y € X tal que
(z2,y) € Q" ya ¢ y. Como (z,2) € Qy (z,y) € Q", tenemos que (z,y) € Q"", con
aéy.

Consideremos ahora el hecho de que si existe y € X tal que (z,y) € Q" ya ¢ vy,
entonces ("a ¢ z. Supongamos que (z,y) € Q" y a ¢ x. Por lo tanto, existe z € X
tal que (z,2) € Q" y (z,y) € Q. Estoes, J7'(2) C yy como a ¢ vy, resulta Ja ¢ 2.
Como (z,2) € Q" yOa ¢ z, por lo asumido resulta (1" 'a ¢ . |
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Sea (X, Ti, @) un HO-espacio. Siguiendo la notacién usada en [30], denotamos con
® y @' las siguientes condiciones de primer orden:

O & VaVyVz[zQy AyQz = Jw(z < w A wQz AVo(wQu = yQuv))] .

O o VaVyVz [zQuy A yQz = Fw(x < w A wQz A yQu)].

Observacion 4.3.3. Sea (X, Ti, @) un HJ-espacio. Observemos que ¢’ implica la tran-
sitividad de () (andlogamente sucede con ®). En efecto. Sean x, y, 2 € X tales que zQy e
yQz. Por @', existe w € X tal que z < w, wQz y yQw. Por Definicién 4.2.1 y Teorema
3.3.4, tenemos que Qo <= () =< o(), y consecuentemente, (x, z) € (). Este resultado
nos permite probar que si () es reflexiva entonces &’ y & son equivalentes. Para ello es
suficiente probar que Vv (wQuv = yQuv) < yQw. Usando que wQw, obtenemos la condi-
cion suficiente. Para probar la condicidn necesaria, se supone que yQw y wQv, para todo
v € X y luego se usa que ¢’ implica la transitividad de Q.

Teorema 4.3.4. Sea A € Hilg y sea (X, Ti, Q) su espacio dual. Entonces:
1. AEa — O =~ 1siy sélo siVaVy(zQ"y = = C y), conn € N.
2. AFEUOa — a =~ 1siysolo si () es reflexiva.
3. AFOa — 0% ~ 1 siy sélo si Q es transitiva.

4. A F Pa — Ua =~ 1 siy sélo si Q es débilmente densa, i.e.,N2Vy(zQy =
Fz(zQz A 2Qy)).

5. AEO(0a — a) = 1siy solo si VaVy(zQy = yQy).
6. AF (Oa — 0Ob) — O(0a — Ob) ~ 1 siy sélo si @ se satisface en (X, Ti, Q).

Demostracion.

1. Sean € N. Supongamos que Q" ZC. Por lo tanto, existen z,y € X tales que
(z,y) € Q" yx € y. Estoes, existe a € Atalque a € zya ¢ y. Como
(x,y) € Q" ya ¢ y, por Lema 4.3.2, ("a ¢ x. Como a < O"a, tenemos que
a ¢ x,lo cual es una contradiccion. Reciprocamente, supongamos que existe a € A
tal que a £ O"a. Por lo tanto, existe z € X tal que a € 'y "a ¢ x. Por Lema
4.3.2, existe y € X tal que (z,y) € Q" y a ¢ y. Por lo asumido, z C y y por lo
tanto a ¢ x, lo cual es imposible.

JaceA:Oata <— FreX:Oacryadx
— IeX:O'r)¢x
— dreX:(r,z)¢Q.

67



4.3 Algunas subvariedades de H[1-algebras HU-dlgebras

3. Asumamos que Ca < [0 para todo a € A. Supongamos que existen z,y,z € X
tales que (x,y), (y,2) € Qy (x,2) ¢ Q.Porende, existe a € () talque a ¢ z.
Como (z,2) € Q*ya ¢ z, por Lema 4.3.2, [1%a ¢ x. Como a < [?q, resulta
Oa ¢ z, lo cual es imposible. Reciprocamente, supongamos que () es transitiva y
que existe a € A tal que Oa £ [%a. Existe 2 € X tal que Oa € 'y (Pa ¢ .
Por Lema 4.3.2, existe y € X tal que (z,y) € Q* con a ¢ y. Por lo asumido,
(z,y) € Q,ie,0 ! (z) Cy.Como a ¢ y, resulta que Ua ¢ z. Contradiccion.

4. Asumamos que [(1?a < [la para todo a € A. Sean x,y € X tales que (7,y) € Q.
Consideremos el sistema deductivo ™! (z) y el ideal de orden (CJ(y¢)] definidos en
A. Supongamos que existe a € (7! (x) N (T(y°)]. Por lo tanto, a € z y existe p €
y°© tal que a < Cp. Por la monotonia de [J, Ca < [J?p < [p y consecuentemente,
Op € z. Por lo tanto, p € 0~ *(z). Como (z,y) € Q, entonces p € y, lo cual es
imposible. Luego, 07! (z) N (O(y¢)] = (. Por Teorema 2.2.10, existe z € X tal que
O z) Czyzn (O] = 0. Esto es, 2 C (y°)¢ 1o cual implica que 07(2) C
y. Por ende, existe z € X tal que (z,2) € Qy (z,y) € Q. Reciprocamente.
Asumamos que () es débilmente densa y supongamos que existe a € A tal que
(%a £ Oa. Por lo tanto, existe x € X tal que (%a € x y Oa ¢ x. Por Lema 4.1.5,
existe y € X tal que (x,y) € Qy a ¢ y. Por lo asumido, (z,y) € Q* y como
a ¢ y, tenemos que [(1?a ¢ z, lo cual es una contradiccion.

5. Consideremos que [(J(Cla — a) = 1 cualquiera seaa € Ay sean z,y € X tales
que (z,y) € Q, ie., 0 (x) C y. Tomemos a € [I7!(y). Como 1 € =, resulta
Oa — a € 07 () y consecuentemente, Ja — a € y. Como Ua € y, tenemos
a € y. Luego, 07! (y) C y. Reciprocamente, supongamos que existe a € A tal que
0(0a — a) # 1. Entonces existe z € X tal que J(Oa — a) ¢ z,ie.,0a — a ¢
O~!(x). Por Lema 4.1.5, existe y € X tal que 0" !(z) C yy Ja — a ¢ y. Por
Corolario 2.2.11, existe z € X talque y C 2, Ja € zy a ¢ 2. Luego, 07 '(x) C 2
y entonces, por lo asumido, (07!(z) C z. Como a € 7!(2), resulta a € z, lo cual
es imposible.

6. Asumamos que (Ca — 0b) < O(Oa — 0Ob), paratodo a,b € A. Sean z,y,z € X
tales que (z,y) € Qy (y, 2) € Q. Notemos que el sistema deductivo (z U (L7 (y)))
y el ideal de orden ([J(z°)] definidos en A son disjuntos. En efecto. Si existe a €
(xuOO Y(y))) y a € (O(z°)] entonces existe b € z,c € O '(y)yd ¢ = tal
que b —» (Oc — Od) = 1 € z. Luego, e — Od € x. Como Oe — Od <
O(0c — 0d), tenemos que (Oc — 0d) € x. Estoes, Je — 0Ob € O '(x) y
por como (z,y) € @ resulta Jc — Od € y. Como e € y, resulta Od € y y por
lo tanto d € z, lo cual es una contradiccion. Podemos afirmar entonces la existen-
ciadew € X tal que z C w, J(O ' (y)) C wy (O(z] Nw = 0. Por lo tanto,
O '(y) C O Yw)y O Hw) C 2. Paratodav € X tal que (w,v) € Q, tenemos
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que 07! (y) C O Hw) C v. Luego, (y,v) € Q. Hemos probado que ® se satisface
en (X, Tx, Q). Para probar la reciproca, supongamos que existen a, b € A tales que
Oa — Ob £ O(0a — 0b). Entonces existe © € X tal que Ua — b € 'y
O(0a — 0b) ¢ . Luego, existe y € X tal que U (z) C yy Ua — 0b ¢ y.
Por lo tanto, existe z € X talque y C z,0a € z y b ¢ z. Por Lema 4.1.5, existe
we Xtalque O7H(z2) Cwyb ¢ w. ComoI(z) Cyey C z resulta que
(x,2) € Q. Luego, como (z,2) € Qy (z,w) € Q, existe v € X tal que z C v,
(v,w) € Q y paratodo u € X tal que (v,u) € @), podemos afirmar que (z,u) € Q.
Como Ua — b € x, tenemos que Ua — b € v. Por otro lado, b ¢ w, por lo
tanto (Jb ¢ v. Luego, Ca ¢ v y consecuentemente, existe u € X tal que (v, u) € @
con a ¢ u. Resulta, (z,u) € @ lo cual implica que La ¢ z. Contradiccion.

Diremos que un H[J-dlgebra (A, ) es acotada si el dlgebra de Hilbert A es acotada.
Denotamos con Hil?, a la variedad de H[J-dlgebras acotadas.

Teorema 4.3.5. Sea A € Hil), y sea (X, T, Q) su correspondiente espacio dual. Enton-
ces,

1. AETO0 — 0~ 1siysolo siQ es serial, i.e, VxIy : (x,y) € Q.

2. Si Q es reflexiva y transitiva, tenemos que A F —a — [=Oa = 1 si y sdlo si

QC (CoQ).

Demostracion. 1. Sea [J0 = 0. Por Lema 2.2.13, 0 ¢ z para todo =z € X, entonces
0 ¢ O!(x). Luego, para cada x € X existe y € X tal que 0~ *(z) Cyy 0 ¢ y. Porlo
tanto, @ es serial. Para probar la reciproca, supongamos que [J0 £ 0. Existe z € X tal
que (J0 € 'y 0 ¢ z. Por lo tanto, 0 € J!(z) y por lo asumido, existe y € X tal que
O0-!(x) C y. Luego, 0 € y lo cual es imposible ya que y es un sistema deductivo propio
de A.

2. Sea ( reflexiva y transitiva. Asumamos que —[Ja < [J-[Ja paratodo a € Ay sean
z,y € X tales que (z,y) € Q. Supongamos que 0 € (z UO(T!(y))). Es decir, existe
a €xybell(y) talque a — (Ob — 0) = 1, 0 sea, a < —b. Luego, ~[Ib € =
y por lo tanto, (J-0b € z. Esto es, (0o € (O0~!(z) y consecuentemente, [1b — 0 € y.
Como [Jb € y, tenemos que 0 € vy, lo cual es imposible. Por lo tanto, existe z € X
tal que (xUO(O"!(y))) € 2y 0 ¢ 2. Entonces, x C 2y J(O ' (y)) C 2. Luego,
O '(y) € O7!(z). Como Q es reflexiva, (07!(z) C z y entonces (y,z) € Q. Resul-
ta, (z,y) € (C oQ~'). Para probar la reciproca, supongamos que existe a € A tal que
—0a £ O-0Oa. Entonces existe © € X tal que -Ua € z y O-Ua ¢ 2. Por Lema
4.1.5, existe y € X tal que O '(z) C yy =a ¢ y. Por Lema 2.2.12, existe y C z con
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Ca € z . Luego, (z,2) € @ con Ca € z. Por lo asumido, existe w € X tal que v C w'y
(z,w) € Q. Como —a € x, tenemos que =a € w. Por lo tanto, Ca ¢ w implicando
que %a ¢ z. Como () es transitiva, por Teorema 4.3.4, (a < [02a para todo a € A. Por
lo tanto, Oa ¢ z, lo cual es una contradiccion. [ ]

A continuacién identificaremos algunas subvariedades de Hil:

HilgS5 = Hilg + {OT, 05},
Hil2S5,1 = Hil} + {OT,04,~0a — O0-Oa ~ 1},
Hil%S5 = Hilg + {05,000 — 0~ 1}.

Observemos que HillS5 es subvariedad de Hil}S5,1 y Hil%S5. En efecto. Si A €
Hil%S5, tenemos que [Ja — a =~ 1, en particular, [J0 — 0 ~ 1. Luego, A € HiljS5.
Mis adn, por Observacién 4.3.1, Oa — [1?a ~ 1y como paratodaa € A, 1 = (Oa —
0) — O(0a — 0) = -0a — O-Oa , resulta A € Hil};S5,1. Es claro que Hil2S5,1 es
subvariedad de Hil’,S4 y consecuentemente, Hil2S5 es subvariedad de Hil,S4.

Corolario 4.3.6. Sea A € HiloD v (X, Tk, Q) su correspondiente espacio dual. Entonces,
A € HildS5.1 si y sélo si Q es reflexiva, transitivay Q C (C oQ ™).

Demostracion. Es inmediato por Teorema 4.3.4 y el Teorema anterior. |

4.4. El {— [}-fragmento de la l6gica modal intuicionis-
ta IHtKD

Comenzamos esta seccion recordando que la 16gica normal modal intuicionista Int K
estd axiomatizada adicionando a Int los siguientes axiomas: (¢ A ¢) = 0o ATy y
OT = T (ver [30], [9], [48] 0 [66]). Trabajamos en esta seccion con el {—, [}-fragmento
de IntK y algunas de sus extensiones.

Sea L el lenguaje proposicional modal necesidad, el cual consiste del lenguaje L,
definido en la seccién 2.6, mas el operador unario [J. La 16gica Int K es una 16gica en
el lenguaje L caracterizada por la siguiente lista de axiomas y reglas:

L.¢—= (¥ —9),
2. (0= W —¢) = (0 =) = ((¢—2)),
3. 0(¢ = ¢) = (Mo — Ty),

70



4.4 El {—, O}-fragmento de la I6gica modal intuicionista Int K HUJ-dlgebras

¢, ¢ =Y ¢ =

(MP) : (Rm)m-

Es claro que IntK es el {{1J, — }-fragmento de la 16gica modal intuicionista Int K.
Una ldgica implicativa modal necesidad I es cualquier extension de Int K.

Sea F = (X,K,Q) un HO-marco o un H[J-marco general (ver Definicion 4.1.3),
una valuacion definida sobre F es una funcion V : Var — P<(X) (V : Var — D(X)).
V puede extenderse recursivamente al dlgebra de todas las férmulas F'm por medio de las
clausulas:

1. V(T) =X,
2. V(¢ = ¢) = V() =<, V(1) = sat(V(¢) NV ()°)",
3. V(0¢) =Uo(¢) ={z € X : Qz) S V(9)}.

Llamamos H[J-modelo general a toda estructura M = (X, K,Q,V) donde F =
(X, K, Q) es un HO-marco o un H[J-marco general y V' es una valuacion definida sobre
F. De manera andloga a como lo hicimos en la Seccién 2.6 para H-marcos generales,
podemos notar que una funcién V' es una valuacién en un H[J-marco o en un H[J-marco
general F siy solo si V' es un homomorfismo entre el dlgebra de todas las féormulas F'm
y A(F) (D(X)). Entonces tenemos que una férmula ¢ es valida en un H[J-marco (H-
marco general) si y solo si la ecuacion ¢ ~ 1 es valida en el dlgebra de Hilbert A(F)
(D(X)). Luego, si F es un HJ-marco (H[J-marco general), entonces

FE¢siysolosi A(F)Eo~=1(D(X)EF ¢=1).

Como un H-marco general F = (X, K, Q) es también un H[J-marco, podemos consi-
derar las formulas vélidas en A(F) o en D(X') cuando estamos considerando H[J-marcos
generales. Sea F = (X, K, ()) es un H[J-marco general. Como D(X) es una subalgebra
de A(F), toda féormula vdlida en A(F) es también valida en D(.X), pero la reciproca en
general no es cierta.

Sea Zp una l6gica implicativa modal necesidad. Denotamos con Fr(Z5) a la clase de
todos los H-marcos generales donde las formulas de Z; son validas. Sea HSp(Zp) la
clase de todos los H-espacios F = (X, Tx, Q) tal que F E ¢, para toda ¢ € Zp.
Claramente la clase HSp(Z) es una subclase de Fr(Zn).

Definicion 4.4.1. Sea 7 una l6gica implicativa modal necesidad. Diremos que Z esta ca-
racterizada por una clase F de H[J-marcos generales, cuando ¢ € Z siy sélo si ¢ es
vdlida en todo H-marco general (X, K, Q) € F. Mds aln, Z es completa respecto a
marcos cuando ¢ € 7 siy s6lo si ¢ es vélida en todo H[J-marco general F = (X, K, Q),
para cualquier F € Fr(Zp).
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Es claro que una 16gica implicativa modal necesidad Zp; es completa respecto a marcos
si y sOlo si esta caracterizado por alguna clase de H[J-marcos generales.

Sea 75 una l6gica implicativa modal necesidad. Consideremos la variedad de dlgebras
de Hilbert con operador modal [I:

V(Zn) ={A € Hilp: AF ¢ = 1, paratodo ¢ € I} .
Con los mismos argumentos usados en la 16gica clasica modal, se puede probar que
F € HSp(Zn) siy sélo si D(X) € V(In).
Luego, tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 4.4.2. Toda l6gica implicativa modal necesidad Ir estd caracterizada por
la clase HSp(Zp).

Definicion 4.4.3. Diremos que la variedad V de H[J-algebras es candnica si A (F(A)) €
V, cuando A € V.

Una légica implicativa modal necesidad Z es canonica si la variedad V(Z) es candni-
ca.

Una légica implicativa modal necesidad Z; es H-persistente si A(F) € V(I5), cuan-
do D(X) € V(In), para todo H-espacio F = (X, T, Q).

La nocion de 16gica implicativa modal [ -persistente es una generalizacion de la no-
cion de 16gica modal d-persistente de la I6gica modal clasica (ver [8] o [65]).

De los resultados sobre dualidad obtenidos entre H[J-espacios y H[J-dlgebras, pode-
mos dar el siguiente resultado que prueba que las nociones de canonicidad y persistencia
son equivalentes.

Proposicion 4.4.4. Una l6gica implicativa modal necesidad I es H-persistente si 'y solo
si es canonica.

Demostracion. Supongamos que 7 es H-persistente. Sea A € V(Z). Como A es iso-
morfaa D(X(A)), tenemos que D(X (A)) € V(Zr). Como I es H-persistente y tenien-
do en cuenta que Pc (X (D(X(A)))) es isomorfo a Pc(X(A)), podemos asegurar que
Pe(X(A)) = A(F(A)) € V(L)

Para probar la reciproca tomemos un H-espacio F = (X, T, @), y supongamos
que D(X) € V(Zn). Como F es un H[J-espacio, X es homeomorfa (y también isomorfa
con respecto al orden) a X (D(X)). Entonces P<(X) es isomorfa a P<(X(D(X))). Lue-
go las H-dlgebras A(F) y A(F(D(X))) son isomorfas, y consecuentemente A(F) €
V(Zn). |
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Proposicion 4.4.5. Toda l6gica implicativa modal necesidad Iy candnica es completa
con respecto a Fr(Ip).

Demostracion. La demostracion es como en el caso de la 16gica modal cldsica. Nece-
sitamos probar que para cada formula ¢ ¢ 7 existe un HJ-marco F de Zp tal que ¢
es refutada en F. Sea ¢ ¢ Zg. Entonces existe un H[-dlgebra A tal que A ¥ ¢ ~ 1.
Entonces existe un homomorfismo h : F'im — A tal que h(¢) # 1. Por Teorema 2.2.10
existe x € X(A) tal que h(¢) ¢ x. Sea F(A) = (X(A), K4, Q4) el HO-marco de A.
Como 7 es candnica, A(F(A)) € V(In), i.e., F(A) es un HO-marco de Z. Como la
funcion ¢ : A — D (X (A)) es un homomorfismo uno a uno, la composicion ¢ o h es
un homomorfismo de F'm sobre D (X (A)), i.e., ¢ o h es una valuacién definida sobre
F(A). Por lo tanto, (p o h) (¢) = ¢(h(9)) # ¢(1) = X (A), pues = ¢ ¢ (h (¢)). Luego,
la formula ¢ es refutada en el modelo (X (A), K4, o h). Entonces ¢ es refutada en el
HO-marco F(A). |

Tomando en cuenta las caracterizaciones probadas en la Seccién 4.3, podemos asegu-
rar que la variedad de H[]-4lgebras axiomatizadas por algin subconjunto del siguiente
conjunto de ecuaciones

p_ { 08,08,,0T,0wD, 04,05, 06,
00 —=0~1,-0c¢—0-Oc~1,00a —a)~1 |

es canonica. Luego, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.4.6. Cualquier variedad de HU-dlgebras axiomatizadas por medio de las
formulas pertenecientes al conjunto P son candnicas. Mds ain, las logicas asociadas
son canonicas 'y completas respecto a H(-marcos.

4.5. HU[I-algebras simples y subdirectamente irreducibles

Por lo senalado en la Seccidn 2.5, sabemos que los reticulos (Ds(A), C) y (Con(A, —), C)
de un dlgebra de Hilbert A son isomorfos via las aplicaciones § — 1] y D — 0p. En
esta seccion estudiamos los reticulos de congruencias y de sistemas deductivos corres-
pondientes a las H[]-4lgebras.

Sea A = (A,0) € Hilp. Diremos que 6 es una -congruencia de A sif) € Con(A, —

) y ademads satisface que si (a,b) € 6 entonces (Ca,Jb) € 6, para a,b € A. Denotamos
con Con(A,—,) al conjunto de todas las [J-congruencias definidas en A. Luego, el
reticulo de las congruencias definidas sobre A es (Con(A, —, ), C).

Sea D € Ds(A). Diremos que D es un U-sistema deductivo si Ca € D, cuando

a € D,ie., D C D_l(D). El conjunto de todos los [-sistemas deductivos definidos
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sobre el H[J-dlgebra A es denotado con Dsy(A). Consecuentemente, el reticulo formado
por todos los [-sistemas deductivos definidos en A es (Dsg(A), C).
Sean € Ny. Definimos el simbolo

(an(a);b) = (a,0a,...,0%; b)

para todo a,b € A. Para cada subconjunto no vacio X de A, definimos el conjunto (X')
de la siguiente manera,

(X)g={a€A: 3y, ...,z € X,nq,...,np € No[(, (1) -5 (o, (25)50))...) = 1]}
Notemos que si X = {a}, entonces
({a})g=(a)g={be A:In e Ny: (ay(a);b) = 1}.

Observacion 4.5.1. Como cualquier algebra de Hilbert A satisface la ley de cambio, i.e.,
a— (b—¢)=b— (a— c)paratodo a,b,c € A, tenemos que cualquier H[J-dlgebra
(A, O) satisface

(amy (@); (any (b); ) = (0, (b); (am, (a); €)),
para todo a,b,c € Ay ni,n, € Ny. Mas adn, notemos que si A € Hilpy a,b € A son
tales que a < b, entonces (a,(c);a) < (a,(c);b), paratodo c € A, n € Ny.

Sea A € Hilp y X C A. Nuestro préximo propdsito es caracterizar al menor [J-
sistema deductivo que contenga a X . Para ello, mostramos los siguientes resultados.

Lema 4.5.2. Sea A € Hiln. Entonces,

7 = O(an(x);0) < (@ (@); Da),
para todo x,a € Ay conn € N.
Demostracion. Por Definiciéon 4.1.1,

O(an(x); a) O(z, Oz, ...,0%;a)

Oz — O(Ox, ...,0"x; a)
Oz — (D2 — (Br — ...(O" 'z — Oa)...)).

VAVAR|

Luego,
= O(an(2);a) <z — (Oz = (OPz — ..(O0"'z = Oa)...)) = (ans1(2); Oa).
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Corolario 4.5.3. Sea A € Hiln. Entonces,

= (Tpo1 = o (21 = O(an, (21); (oo (i (T8)5 @) .)]) o0) <
< (amya(@); (- (angpa (2); Da)) )

paratodo k € N,a,x,...,x, € A,nq,...,n, € N.
Demostracion. Por Lema 4.5.2,
x — O, ();a) < (ap41(zx); Oa) .

Por Observacidn anterior,

(s r1(@r1); (2 = Olar(zr);a) ) < (an,,11(2r-1); (a1 (2x); Oa))
y por Ley de Cambio,

2p = (s +1(26-1); O(ar(zn); a)) < (g, 41(2r-1); (g1 (2); Oa))
Nuevamente, por Lema 4.5.2,

zho1 — O (o, (ze1); (anzr);a)) < (an, 1 (zee1); O(on(z);a)) -

Por lo tanto,

2k = (11 (zr1); O(an(a); @)
(ank—1+1<xk*1); (Qny11(7); Da))-

T — (xk_l — 0 (Oénk,l(%—l); (o (zp); a)))

INIA

Repitiendo este procedimiento, obtenemos que

o = (@1 = e (21 = O (i, (21); (oo (g (21);0)) -0)]) o) <
< (@ng 1 (@1); (- (anya(22);Ha)) ).

Lema 4.5.4. Sea A € Hily y sea X C A. Entonces, (X ) es el menor O-sistema deduc-
tivo que contiene a X.

Demostracion. Es claro que (X)5 € Ds(A). Sea a € (X). Por ende, existe k € Ny
existen xq,...,xrp € X, nq,...,n; € Ny tales que

(o, (1); (am, (22); - (0, (22); @)).) = 1.

Por lo tanto, (v, (21); (o, (22); ... ((an, (z5); @))...) = 01 = 1. Luego,
= (Tp—1 — o (21 = O (an, (z1); (. (o, (21);0)) ..0)) ...) = 1.
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Por Corolario anterior, 1 < (cv,,+1(21); (.. (@n,+1(2x); Oa)) ...) y consecuentemente,

(any11(1); (o (1 (zg); Oa)) ...) = 1,

conzy,...,r; € X yny +1,...,n, + 1 € Ny. Luego, Oa € (X)5 y por lo tanto, (X ) €
Dsy(A).

Finalmente, supongamos que F' € Dsy(A) con X C F. Tomemos a € (X). Es
decir, existe {zy,...,xx} € X y ny,....,n, € Ny tal que (a, (21); (...(ap, (z1);a)...) =
1 € F.Como X C F, tenemos que {x1,...,x;} C F y paracadai,conl < i <k,
Oz; € F pues F' € Dsg(A). Luego, 0™x; € F, para todo m > 0y consecuentemente,
a € F. Por lo tanto, (X), C F. [ |

En algunas subvariedades de Hil; podemos dar expresiones simplificadas de (X))
como mostramos a continuacion:
Lema 4.5.5. Sea A € Hilp + {{04}. Entonces, para todo n € N tenemos que
(an(a);b) = (au(a); b). 4.1)

Demostracién. Observemos que [a < [(J%a < ... < [0"a, para todo n € N. Demostrare-
mos el resultado mediante induccion sobre n. Es inmediato para n = 1. Supongamos que
es valido para £ € N, y lo probamos para k£ + 1.

(pi1(a);b) = (a,Oa, ..., 0%a, 0" a;b) = (ag(a); (O a — b)).

Por lo asumido, (o (a); (0Fta — b)) = (ay(a); (O 1a — b)). Luego

(ary1(a);b) = (ai(a); (OFla — b)) = a— (Qa— (O"a — b))
= a— (0o — O*a) = (Oa —b) = a— (1 — (Oa—b))
a— (Ha —b) = (ai(a);b).
|

Lema 4.5.6. Sea A € HilgS4. Entonces, para todo n € N tenemos que
(an(a);b) = Oa — b. 4.2)

Demostraciéon. Notemos que (a = [(1?a = .... = [1"a , para todo n € N. Como Hil5S4
es subvariedad de Hily + {{J4}, tenemos que A € Hily 4 {{J4}. Entonces por el Lema
anterior, (o, (a);b) = (ay(a); b) cualquiera sea n € Ny para todo a,b € A. Mds atin,

(a1(a);b) = a— (Oa—0b) = Ua—(a—0)
= (Ha—a)—0a—b) = 1—(Ha—0Db)
= [Ua —b.
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A continuacién estudiamos los conjuntos cerrados pertenecientes al espacio dual co-
rrespondiente a una H[l-dlgebra dada, y mostramos que dichos conjuntos forman un
reticulo que se encuentra en correspondencia con el reticulo formado por los []-sistemas
deductivos y con el reticulo de las [1-congruencias, ambos reticulos definidos en dicha
H[J-algebra.

Definicion 4.5.7. Sea (X, Tx, Q) un HJ-espacio. Un subconjunto cerrado Y de X ser lla-
mado Q-cerrado si Q(Y') = U {Qly) :yeY} CY.

Denotamos con Cg(X) al conjunto de todos los subconjuntos )-cerrados de un HJ-
espacio (X, Tk, Q). Consecuentemente, el reticulo formado por todos los subconjuntos
(Q)-cerrados de un H[J-espacio (X, Ti, @) es (Co(X), C).

Proposicion 4.5.8. Sea A € Hilg y sea (X, Ti, Q) su correspondiente espacio dual.
Entonces,
(Con(A,—,0), <) = (Dsn(A), C) = (Co(X), ©)".

Demostracion. Sea § € Con(A, —, ). Es claro que [1], € Ds(A). Si a € [1]y entonces
(a,1) € 6y por lo tanto, (Ca,01) = (Ha,1) € 6. Luego, [1]s € Dsy(A). Ahora,
tomemos D € Dsy(A). Sabemos que 6p € Con(A, —).Si (a,b) € 0p entonces a —
b,b - a € D. Luego, J(a —b),0(b—a) € D. Como U(a —b) < Oa — 0,
tenemos que [la — [Jb € D. Andlogamente se prueba que [Jb — Ua € Dy por lo tanto,
(La,0b) € 0p. Hemos probado entonces que (Con(A, —, ), C) = (Dsp(A), C).

Ahora probaremos que (Dsi(A), C) 2 (Co(X), C)% Sea D € Dsy(A). Por Obser-
vacién 3.5.3,

uD)y={zeX:DCa}=(\{p(a)|acD}eC(X)

Veamos que (D) es un Q-cerrado de (X, Tx, Q). Para ello tomamos y € Q(u(D)).
Entonces existe z € u (D) tal que y € Q(x). Como D es un [J-sistema deductivo, D C
O-Y(D) € O (z) C y, lo que implica, y € (D), como queriamos mostrar. Es claro
ver que si D, F' € Dsp(A) tal que D C F entonces p (F) C p (D).

Veamos que 7 : Co(X) — Dsy(A) tal que

T(Y)={acA:Y Cp(a)}

estd bien definido. Por Observacion 3.5.3, 7 (Y') € Ds(A) paracadaY € Cq(X). Veamos
que 7 (Y) es un [J-sistema deductivo. Sea a € A tal que Y C ¢ (a). Como Y es Q-
cerrado, Q(Y) C Y C ¢(a). Supongamos que Y ¢ o(0a), ie., existe € Y tal que
Oa ¢ x. Por Lema 4.1.5, existe y € X talque y € Q(z) y a ¢ y. Como = € Y, tenemos
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que y € Q(Y) y consecuentemente, y € Y con y ¢ ¢(a), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, Y € Dsy(A).

Sabemos por Observacion 3.5.3 que p y 7 son inversas entre si. Por lo tanto, queda
probado que 1 es un anti-isomorfismo de reticulos y por ende, (Dsii(A), C) = (Co(X), €)%
|

Sea A € Hilg. Las algebras subdirectamente irreducibles y simples de A estan ca-
racterizadas a partir de sus congruencias: A es subdirectamente irreducible si'y sélo si
existe una tnica [J-congruencia no trivial minima 6 en A. Ademas, A es simple si y solo
si A tiene solamente dos []-congruencias. Por Proposicion 4.5.8 tenemos que A es sub-
directamente irreducible si y s6lo si existe un [I-sistema deductivo no trivial minimo en
A, o equivalentemente, si en su correspondiente H[J-espacio dual (X, Tx, @Q)) existe un
tinico subconjunto @-cerrado maximo distinto de X y (). Mds atin, A es simple si y s6lo
si Dsp(A) = {{1}, A}, o equivalentemente, Co(X) = {0, X}. A continuacién daremos
una caracterizacion de las dlgebras subdirectamente irreducibles y simples en la variedad
Hilg. Previamente mostraremos el siguiente resultado que nos serd de gran utilidad.

Lema 4.5.9. Sea (X, Tk, Q) un HO-espacio. Entonces, V,, = cl(Q*(x)) es el menor
conjunto QQ-cerrado que contiene al elemento .

Demostracion. Por (3.1) tenemos que Q* = U {Q" :n e NU{0}}. Como )* es una
relacion reflexiva y Q*(z) C cl(Q*(x)) para cada x € X, tenemos que = € cl(Q*(z)).
Mas atn, como cl(Q*(z)) es un subconjunto cerrado de (X, 7i), s6lo nos resta probar que
Q (cl(Q*(z))) C cl(Q*(x)) paracadax € X.Seay € X talque y € @ (cl(Q*(x))). Esto
es, existe z € cl(Q*(x)) tal que (z,y) € Q. Supongamos que y ¢ cl(Q*(z)), entonces
existe a € Atal que y ¢ p(a) y cl(Q*(x)) C ¢(a). Como Q*(z) C cl(Q*(x)) C ¢(a),
tenemos que Q)" (x) C p(a) paratodon € NU{0}. Es decir, a € w paratodo w € Q"(x).
Por Lema 4.3.2, [(0"a € x para todo n > 0. Por otro lado, como a ¢ y, resulta Ca ¢ z'y
como z € cl(Q*(z)), tenemos que ¢ (Oa) NQ*(x) # . Por lo tanto, existe v € X tal que
(x,v) € Q" paraalginm > 0y Ua ¢ v. Por Lema 4.3.2, "a ¢ x para algin m > 0, lo
cual es imposible. Luego, cl(Q*(x)) € Co(X). Sea V' € Cy(X) tal que z € V. Entonces
Q"(z) C V, paratodon € NU {0}, pues V es un Q-cerrado de (X, Tx, Q). Por lo tanto,
Q*(z) = U{Q"(x) :n e NU{0}} C V. Luego, V, = cl(Q*(z)) C cl(V) =V, con lo
cual queda probado el resultado. ]

Por lo probado anteriormente, es claro que cl(Q*(z)) = ﬂ{V Ve Co(X) y
reV}
Sea (X, Tx, @) un H-espacio. Definimos los siguientes subconjuntos de X:

]X:{I€X|%:X}YHX:X—]X,
donde V,, = cl(Q*(z)), paracada x € X.
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El préximo es uno de los principales resultados de esta Seccidn, donde caracterizamos
a las H[J-algebras simples como aquellas cuyo espacio dual estd generado por cada punto
del mismo.

Teorema 4.5.10. Sea A € Hilg y sea (X, Ti, Q) su correspondiente espacio dual. En-
tonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es simple,
2. Ix=X,ie,V, =X, paracada x € X,

3. (a)q = A, paratodoa € A—{1}.

Demostracion. 1. = 2. Es consecuencia inmediata del Lema 4.5.9.

2. = 3. Supongamos que existe « € A — {1} tal que (a); # A. Entonces existe
be Atalque b ¢ (a)-. Es decir, (ov,(a);b) # 1 para todo n > 0. Aplicando n sucesivas
veces el Teorema 2.2.10, podemos afirmar que existe x € X tal que [J"a € x para todo
n>0yb¢ x. Como cl(Q*(z)) = X, tenemos que p(a)® N Q*(x) # (). Luego, existe
z € Q*(x) tal que a ¢ z. Por ende, existe m > 0 tal que (x,z) € Q™ y a ¢ z. Por Lema
4.3.2,0"a ¢ x, 1o cual es una contradiccion.

3.=1.Sea D € Dsy(A). Tomemos a € D tal que a # 1. Entonces (a); = A C D.
Luego, D = A, y consecuentemente, Dsg(A) = {{1}, A}. Por lo tanto, A es simple. W

Es importante observar que el Teorema anterior afirma que A es un H[J-dlgebra sim-
ple siy sélo si Hy = 0.

Nuestro segundo resultado importante en esta Seccidn es la caracterizaciéon de las
H[-4lgebras subdirectamente irreducibles.

Teorema 4.5.11. Sea A € Hilg y sea (X, Ti, Q) su espacio dual. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. A es subdirectamente irreducible,
2. HX:{x€X|Vm7éX}€CQ(X)—{X},

3. Existea € A—{1} tal que paratodob € A— {1} existe n > 0 tal que («v,(b); a) =
1.

Demostracion. 1. —> 2. Por lo asumido, existe en (X, Tx, ()) un tinico elemento maximo
V € Co(X)—{X}. Probaremos que V = Hy.Letx € V.Como V € Cy(X), por Lema
459,V, C V.Como V # X, entonces V, # X y por ende, x € Hy. Por lo tanto,
V' C Hx. Para probar la otra inclusién, tomamos x € Hy, esto significa que V, # X.
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Como V,, € Co(X) — {X}, resulta V,, C V. Porlocual, z € V. Luego, Hy = V'y
consecuentemente, Hx € Co(X) — {X}.

2. = 3. Como Hy # X, existe x € X tal que x ¢ Hx.Como Hx es cerrado, existe
ac€A—{l}talque Hx C p(a) y z ¢ ¢(a). Demostremos que para todo b € A — {1}
existe n > 0 tal que (a,(b); a) = 1. Por el contrario, supongamos que existe b € A — {1}
tal que (v, (b);a) # 1 para todo n > 0. Por lo tanto, existe w € X tal que (0"b € w
paratodon > 0y a ¢ w. Como w ¢ ¢(a), tenemos que w ¢ Hx y consecuentemente,
cl(@Q*(w)) = X. Luego, Q*(w) N p(b)¢ # (), por lo cual podemos afirmar que existe
z € Q*(w) con b ¢ z. Por lo tanto, existe m > 0 tal que (w, z) € Q™ y b ¢ z. Por Lema
4.3.2,0"b ¢ w, lo cual es imposible.

3. = 1. Por lo asumido, a € (b) paratodo b € A — {1}. Como (b); € Dsy(A),
tenemos que (a) C (b) paratodo b € A—{1}. Como a # 1, tenemos que (a) # {1}.
Probemos que (a) es el tnico [J-sistema deductivo no trivial minimo de A. Sea F' €
Dsp(A) —{1}. Por lo tanto, existe b # 1 tal que b € F. Como (b) es el menor [J-sistema
deductivo que contiene a b, resulta (a)5 C (b), C F. Luego, A es subdirectamente irre-
ducible. |

A continuacion estudiamos las dlgebras simples y subdirectamente irreducibles en las
variedades Hil5S4, Hil},S4, Hil2S5,1 y Hil¥}S5.

Lema 4.5.12. Sea A € Hily + {04}. Entonces, (a); ={bec A:a — (Oa — b) = 1}.

Demostracion. Sean a,b € A tales que b € (a)o. Entonces existe n > 0 tal que
(ap(a),b) = 1. Sin = 0 entonces a — b = 1. Luego, a — (Ha — b) = Oa —
(a —b) =1.Sin € N, por (4.1),

1 = (an(a),b) = (a1(a);b) = a — (Ha — b).

Por lo tanto, (a)5 C {b € A:a — (Oa — b) = 1}. La otra inclusién es inmediata. W

Corolario 4.5.13. Sea A € HilgS4. Entonces, (a)q ={b€ A:0Oa — b= 1}.

Demostracion. Resulta inmediatamente de aplicar Lema 4.5.12 y (4.2). |

Observaciones 4.5.14. Sea A € HilpS4 y sea (X, T, @) su espacio dual.

1. De los items 3 y 4 del Teorema 4.3.4, tenemos que () es transitiva y reflexiva. Luego,
Q*(z) = Q(x), para cada x € X, y como ((x) es un subconjunto cerrado de (X, 7i),
resulta que Q(z) = V,, paracada z € X.
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2.Si Hx # (), entonces Hyx = U{go([la) :a € A—{1}}. En efecto:
x € Hx Qz) =Ve # X

JyeX:ydQ)

Jy e XdaeA:Q(z) Cpla) &y ¢ pla)

dye Xdae A:xeUp(e(a)) =¢0a)&ady

v €| J{p(@a):ac A-{1}}.

11ety

Proposicion 4.5.15. Sea A € HilpS4 y sea (X, Ti, Q) su espacio dual. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es simple,
2. Q(z) = X, para cada x € X,
3. (a) = A para todo a € A — {1}. Esto es, A es acotada.

Demostracion. 1. <= 2. Resulta por Teorema 4.5.10 y por item / de Observacion
4.5.14.

1. = 3. Sea a € A. Probemos que (a) = (a)5. Como Oa € (a)gy (a)g €
Dsp(A), tenemos (Ca) C (a)g. Sea b € (a)-. Por Corolario 4.5.13, Ja — b = 1y por
ende, b € (Oa). Luego, por Teorema 4.5.10, ((Ja) = A, paratodoa € A — {1}.

3. = 2. Supongamos que existe x € X tal que Q(x) # X. Entonces existe y € X
tal que y ¢ Q(z). Como Q(z) es cerrado, existe a € A — {1} tal que Q(z) C ¢(a) con
y ¢ ¢(a). Es decir, para todo w € Q(z) tenemos que a € w. Por Lema 4.1.5, 0a € z y
consecuentemente, A = ((a) C x, lo cual es imposible. [ |

Proposicion 4.5.16. Sea A € HilpS4 y sea (X, Ti, Q) su espacio dual. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. A es subdirectamente irreducible,
2. Hx € D(X) — {X},
3. Existe a € A — {1} tal que para todo b € A — {1} se satisface que (b < a.

Demostracion. 1. = 2. Por Teorema 4.5.11, Hx € Co(X) — {X}. Entonces existe
x € X tal que x ¢ Hx. Por lo tanto, existe c € A — {1} tal que Hx C ¢(c) y x & o(c).
Usando lo demostrado en Proposicién 4.5.8, si Hx € Co(X)y Hx C ¢(c) entonces
Hx C o(0c). Si Hx # 0, por Observacion 4.5.14, Hx = U {e(db) :be A—{1}}.
Como ¢ # 1, p(0c) C Hy. Luego, Hx = p(0c) € D(X) — {X}.
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2. = 3.Sea Hx € D(X)—{X}.Porlo tanto, existea € A—{1} talque Hx = ¢(a).
Si Hx = 0, entonces Q(x) = X para todo € X y por Proposicién 4.5.15, ((Jb) = A
paratodob € A—{1}.Seaa € A — {1}. Entonces a € ((Ib) paratodob € A — {1}. Por
lo tanto, [Ib < a, paratodo b € A — {1}. Ahora bien, si Hx # (), por Observacién 4.5.14,
Hy = U {e(@b) :be A—{1}} = p(a). Luego, ¢(00b) C ¢(a) y consecuentemente,
[0b < a paratodob € A — {1} pues ¢ es un isomorfismo.

3. = 1. Es consecuencia inmediata de la féormula (4.2) y de Teorema 4.5.11. [ |

Corolario 4.5.17. Sea A € Hil2S4 y sea (X, Tx, Q) su espacio dual. Entonces,

1. A es simple siy sélo si Ja = 0, para todo a € A — {1}.

2. A es subdirectamente irreducible siy solo si Hy € D(X) —{X} siy sdlo si existe
a € A— {1} tal que para todo b € A — {1} se satisface que (b < a.

Demostracion. 1. Como A es acotada, A = (0). Luego, por Proposicién 4.5.15, A es
simple si y sélo si ((Ja) = (0) paraa € A — {1} siy sélosi Ja =0 paraa € A — {1}.
2. Por Proposicién 4.5.16. ]

Proposicion 4.5.18. Sea A € Hil),S5,1. Entonces,

1. Aes simple si'y solo si Ja = 0, para todo a € A — {1}.

2. A es subdirectamente irreducible no simple si 'y solo si existe a € A — {1} tal que
para todo b € A — {1} se satisface que Jb < a 'y =Ca = 0.

Demostracion. 1. Por Corolario 4.5.17, pues Hﬂ%S5,1 es subvariedad de Hil%S4.

2. Sea A subdirectamente irreducible. Por Corolario 4.5.17, existe a € A — {1} para
todo b € A — {1} tal que 0Jb < a. S6lo nos resta probar que =[Ja = 0 si y sélo si A
es no simple. Si A es no simple entonces existe b # 1 tal que 0b # 0, i.e., Ob £ 0.
Esto es, =[Jb # 1 por lo cual, (-6 < a. Pero —[b < [O-=[0b, entonces —[1b < a 'y
consecuentemente, [1-[1b < [a. Luego, -[Jb < [a y por lo cual, -Ua < ——-0b.
Como en cualquier dlgebra de Hilbert se satisface que para todo ¢, d € A, (¢ — d) —
((d—=c¢)—c¢) = (d—c¢) = ((¢c—=d)— d), reemplazando ¢ por 0 resulta =—d =
—d — d. Luego, -la < —[b — b < =[b — by por lo tanto,

—Oa — (=0b — b) = (=0a — =0b) — (=0a — b) = 1.

Como b # 1, tenemos que [1b < a y por lo tanto, (b = [J%b < Oa . Seguidamente,
—Ua — —b = 1 y reemplazando en la igualdad anterior resulta, -[da — b = 1. Co-
mo —[Ja < b # 1, tenemos que —[a # 1y entonces, ~[a < [O=a < a. Por ende,
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(ap(=0a);a) = 1. Luego, a € (—=Oa)g. Como (—-Oa), € Dsy(A), Oa € (-Oa)yy
del hecho que, -Oa € (=Oa)y, por Modus Ponens tenemos que 0 € (—a). Luego,
—Ua = 0. Reciprocamente, si existe a # 1 tal que —[Ja = 0 entonces [Ja — 0 # 1. Esto
es, Ja £ 0y entonces, Oa # 0. Luego, A es no simple. |

Proposicion 4.5.19. Sea A € Hil"\S5. Entonces,
1. A es simple siy solo si Ja = 0, para todo a € A — {1}.

2. A es subdirectamente irreducible siy solo si existe a € A—{1} tal que (a1(b); a) =
1 paratodo b € A — {1}.

Demostracion. Sea A € Hil4S5. Por Observacion 4.3.1, Oa < [Ja para todo a € A.

I. =) Sea a € A. Como a < [1%a, tenemos que (b € (Ja) cuando b € (a).
Luego, ((Ja) € Dsp(A). Como A es simple, (Ha) = A o (a) = {1}. Esto es, a = 0
o Ua = 1. Demostremos la proposiciéon mostrando que [Ja = 1 es equivalente a afirmar
que a = 1. Es claro que si a = 1 entonces [Ja = 1. Supongamos que existe a € A,a # 1
tal que e = 1. Por ser a # 1y A simple, por Teorema 4.5.10, tenemos que (a) = A.
Veamos que para dicho elemento se satisface que (a)5 = (a). Es claro que (a) C (a)p.
Probemos la otra inclusién. Sea b € (a). Por Lema4.5.12resulta 1 = a — (Oa — b) =
a— (1 - b) =a — b Porlocual, b € (a). Luego, A = (a), y consecuentemente,
a = 0. Como [J0 = 0, resulta Lla = 0, lo cual es una contradiccion.

<=) Es claro que Oa € (a)5. Por lo tanto, (COa) C (a)5 para todo a € A. En
particular, para @ € A — {1}. Por lo asumido, A = (0) = (Oa) C (a)paraa € A — {1}
y consecuentemente, A = (a) para cadaa € A — {1}. Luego, por Teorema 4.5.10, A es
simple.

2. Por Teorema 4.5.11, existe a € A — {1} tal que para todo b € A — {1} existe
n > 0 tal que (a,(b);a) = 1. Por lo tanto, (ap(b);a) = 10 (a,(b);a) = 1 paran € N.
Por (4.1),b < ao (ay(b);a) =1.Sib < a,comoa < [Ob — a,resultab < b — ay
por lo tanto, (a1 (b); a) = 1. Lareciproca es consecuencia inmediata de Teorema 4.5.11. H

4.6. Algebras de Hilbert Lax

El objetivo de esta seccion es estudiar la variedad de []1H-algebras que satisfacen las
identidades adicionales ¢ — (a = 1y Oa = [%a, a las cuales llamamos 4lgebras de
Hilbert Lax siguiendo la nomenclatura utilizada por Fairtlough y Mendler en [31] para la
Loégica Modal Intuicionista denominada Légica Proposicional Lax (usaremos su abrevia-
tura en inglés PLL). La l6gica PLL tiene interesantes aplicaciones sobre los comporta-
mientos de los circuitos de hardware como se muestra en [31]. La seméantica algebraica de
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PLL son las dlgebras de Heyting equipadas con un operador modal que satisface ciertas
ecuaciones y fueron estudiadas por D. S. Macnab en [49], R. Goldblatt en [36] y [37], y
por G. Bezhanishvili y S. Ghilardi en [4].

Consideramos a esta clase de algebras como una extension de la variedad de las [LJH -
algebras. Pero es interesante notar, como estd fundamentado en [31] y en [37], que el
operador lax [J tiene un compartamiento parecido al de un operador modal ¢.

Definicion 4.6.1. Sea A un édlgebra de Hilbert. Un niicleo sobre A es un operador unario
[J: A — A que satisface las siguientes condiciones:

1. a <Ua,
2. Pa < Ua,

3. O(a — b) < Oa — Ob.

Definicion 4.6.2. Un dlgebra de Hilbert Lax, o L H-algebra, es un par (A, (J) tal que A es
un algebra de Hilbert y [] es un niicleo sobre A.

Observacion 4.6.3. Notemos que si (A, () es un L H-dlgebra, entonces [J1 = 1y por la
monotonia de [J, tenemos que [(J?a = Ca, para todo a € A. Luego, [(1"a = [a, para todo
a€ A,y paratodon € N.

Denotamos con LHil a la variedad formada por LH-dlgebras y con LHilgS a la
categoria formada por L H-4lgebras y [J-semi-homomorfismos.

De manera similar a lo realizado para dlgebras de Heyting por Macnab en [49], obte-
nemos el siguiente resultado que muestra que para toda dlgebra de Hilbert Lax se puede
dar una caracterizacion alternativa.

Teorema 4.6.4. Sea A un dlgebra de Hilbert. La siguientes condiciones son equivalentes:

1. O es un operador modal de manera tal que (A,0) € LHiln.

2. O es una funcion definida sobre A tal que para todo a,b € A :

a — b =UOa — Ob.

Demostracion. 1. —> 2. Sean a,b € A. Como a < [la para cada a € A, entonces
Oa — 0b < a — Ob. Supongamos que existen a,b € A tal que a — b £ Oa — Ob.
Por Corolario 2.2.11, existe x € X(A) tal que a — 0Ob € 'y Oa — Ob ¢ x. Por lo
tanto, existe y € X(A) tal que x C y, UJa € y y b = [1*b ¢ 3. Por Lema 4.3.2, existe
z € X(A) tal que (y,2) € Qay b ¢ 2. Como O07!(y) C 2y Ua € y, tenemos que
a € z. Mas atn, por item (1) del Teorema 4.3.4, tenemos que y C z. Por lo tanto, x C z
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y consecuentemente, a — [1lb € z. Luego, [lb € z lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, a — [Jb = Ua — b para todo a, b € A.

2. = 1. Como a — [Jb = a — b paratodo a,b € A, en particular, a — Ua =
Oa — Oa = 1. Es decir, a < [a para cada a € A. Mds atn, como 1 = Ua — Oa =
[?a — Oa, tenemos que [(1%2a < Ca para cada a € A.

Por ultimo, probemos que (e — b) < Oa — [Ob. Como b < [Jb, tenemos que
a— b<a— 0b=0Oa — 0Ob. Por lo tanto,

1= (a—b) = (Ha— 0Ob) =0a — ((a — b) — 1b)
=0a — (O(a — b) - 0b) = (e — b) — (Ha — O).

Es decir, J(a — b) < Oa — Ob. [ |

En el proximo resultado mostramos que en cualquier dlgebra de Hilbert es posible
definir al menos dos estructuras de dlgebras de Hilbert Lax.

Lema 4.6.5. Sea A un dlgebra de Hilbert. Para cualquier elemento a de A, definimos dos

funciones
Vg: A= Ayw,: A— A
como
ve(x) =a —x
Y

we(z) = (x = a) — a,
respectivamente. Entonces, (A,v,) y (A, w,) son dlgebras de Hilbert Lax.

Demostracion. Sean z,y € A. Por lo tanto,

T —=v(y) = x—(a—vy) = a—(x—vy)
= (a—=2) > (@—=y) = vo(x) = va(y).
Por otro lado,
we(z) = we(y) = ((x—a)—a)— ((y—a)—a)
= (y—=a)—(((r—=a)—a)—a) = (y—a) —(x—a)
r— ((y—a) —a) = T — wu(y).
Luego, por Teorema 4.6.4, (A, v,) y (A, w,) son dlgebras de Hilbert Lax. [

Sea (A,0) € LHilg. Consideremos el conjunto
A ={0a € A:a € A}

El conjunto A es llamado el conjunto de elementos abiertos de A. Mostramos que
Ap es subdlgebra de Hilbert de A.
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Lema 4.6.6. Si (A,00) € LHily, entonces An = {a € A : Oa = a} y Ap es una
subdlgebra de Hilbert de A.

Demostracion. Es claro que {a € A : Ua = a} C Ap. Para probar la otra inclusion,
tomemos ¢ € An. Por lo tanto, existe a € A tal que ¢ = Ua. Luego, Oc = (%?a = Oa = ¢
y consecuentemente, ¢ € {a € A : Oa = a}.

Veamos ahora que A es una subdlgebra de Hilbert de A. Es claro que Ag C A. Como
[J1 = 1 tenemos que 1 € Ap. Sean a,b € Ag. Esto es, [a = a 'y [Jb = b. Entonces,

a—b<0O(a—0b) <Oa—0b=a—b.

Luego, a — b = U(a — b) y por lo tanto, a — b € Ap. |

Sea (A,0) € LHilg. Denotamos con Ds(Ap) al conjunto de todos los sistemas de-
ductivos de Ap. Consideremos el conjunto

Ds*(A) ={F eDs(A):0'(F)=F}.
Lema 4.6.7. Let (A,J) € LHiln.
1. Si FeDs(A), 0 YO NF)=0YF).
2. Si F € Ds(Ap), entonces J71(F) € Ds* (A).
Demostracion. 1. Sea F' € Ds (A). Como [(J?a = Ua para todo a € A, resulta que
a €0 (F) < Oa=0%€F < acO (O YF)).

Por lo tanto, O~ 1 (O~ 1(F)) = O Y(F).

2.Sea F € Ds(Ap). Sean a,a — b € O !(F). Esto es, Ja,J(a — b) € F. Como
Oa,0b € Ap, tenemos que Lo — b € Ap 'y como O(a — b) < Oa — [Ob, resulta
Oa — b € F. Como F € Ds(Ap), podemos asegurar que (b € F,ie., b € O }(F).
Luego, 07! (F) € Ds (A).

Por el item /. anterior, I~ (O~ (F)) = O '(F). Porende, J'(F) € Ds* (4). H

Teorema 4.6.8. Sea (A,00) € LHilp. Entonces, los conjuntos ordenados (Ds™ (A),C) y
(Ds (An) , C) son isomorfos.

Demostracion. Definimos
a:Ds"(A) — Ds(Ap)

tal que
Oé(F) = <F ﬂ AD>AD ’
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donde (Y") a, denota el sistema deductivo de Ap generado por el subconjunto Y € Ap.
Probemos que a es 1-1. Sean Fy, I, € Ds" (A) tales que (Fy N Ag) , = (Fa N Ag) 4.
Tomemos a € F}. Entonces (la € F}, y por lo tanto Ca € F1 N A C (Fi N AD>AD =
(FoN AD>AD' Luego, existe f € F; N Ap tal que f < [a. Por lo tanto, Ua € Fy, i.e.,
a € O7Y(Fy) = Fy. Luego, F; C F;. Similarmente se prueba que Fy C F.

Probemos ahora que « es sobreyectiva. Para ello tomemos F' € Ds (Ap). Por item 2.
del Lema4.6.7, (07! (F) € Ds* (A). Probemos que a((07!(F)) = F.Seaa € (' (F)).
Existe f € O7Y(F) N Ap tal que f < a. Como 7 }(F) € Ds(A), resultaa € O7H(F) y
consecuentemente, (la € F.. Como a € (O7'(F) N An), € Ap, tenemos que Ja = a'y
por ende, a € F. Luego, (I7}(F) N Ap) an C F. Para probar la otra inclusion, tomamos
a € F' C Ap. Esdecir,lJa = a € F.Porlotantoa € O™ (F)NAg C(O71(F) N Ap) -
Luego, « es sobreyectiva. ]

Sea (A,0) € LHilg. Al conjunto de todos los sistemas deductivos irreducibles de la
subdlgebra A lo denotamos X (Ap). Consideremos el conjunto

X (A) ={zeX(4):0z)=2x}.

Observacion 4.6.9. Sea (A,[0) € LHilg. Como a < Oa para todo a € A, es inmediato
que z C O !(z) para todo z € X (A). Entonces, X*(A) = {z € X(A) : (z,7) € Qa},
i.e., el conjunto X*(A) es el subconjunto de los puntos reflexivos de X (A).

Lema 4.6.10. Sea (A,J) € LHiln. Si x € X(Ap), entonces
1. (z°N Ap] € Id(A).
2. Existey € X(A) tal que x =y N Ap.

3. O Yz) € X*(A).

Demostracion. Sea x € X (Ap).

1. Es claro que (z¢ N Ag] es un subconjunto decreciente de A. Sean a, b € A tales que
a,b € (z°N Apl. Por lo tanto existen ¢,d € x° N Ap tales que a < ¢y b < d. Como
x € X(An)yec,d ¢ x,existe f € z°NAptalque ¢ < fyd < f.Por lo tanto, existe f €
(x*NApltalque a < fyb < f.Luego, (z°N Ag] € 1d(A).

2. Consideremos el sistema deductivo (z) en A generado por z y el ideal de orden
(z° N Ap] de A. Probemos que

(x) N (z°N Ag] = 0.

Por el contrario, supongamos que existe a € (x) N (¢ N Ap]. Esto significa que existen
peExyq€er‘NAgtalesquep — a =1 € zya < q. Por Modus Ponens ¢ € z, lo
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cual es una contradiccion. Luego, existe y € X (A) tal que (x) Cyy (z°NAg] Ny = 0.
Por consiguiente, z C yy 2N Ao Ny = 0, i.e., y N Ag C 2. Mds atin, como x C Ay
x C y, tenemos que x C y N Ap. Luego, existe y € X (A) tal que Ap Ny = x.

3. Por Lema 4.6.7 tenemos que (17! (z) € Ds*(A). Como z es un sistema deductivo
propio de Ap, existe a = Oa € Ap tal que a ¢ x. Esto es, (a ¢ x y consecuentemente,
a ¢ O7Y(x),ie., O (x) es propio. Sean a,b € A tales que a,b ¢ (0~'(z). Por consi-
guiente, Ca, (b ¢ x y consecuentemente, existe ¢ € x° N Ap tal que Ha < cy b < c.
Como ¢ € Ap, Uc = ¢ ¢ x y por lo tanto, ¢ ¢ (07! (x). Es decir, existe ¢ ¢ [07!(z) tal
quea <Oa < cyb<0b< c Luego, 07 (z) € X*(A). [ |

Lema 4.6.11. Sea (A,01) € LHiln. Six € X* (A), entonces (x N Ap) o € X(An).

Demostracion. Es claro que (z 1 Anp),_ € Ds(An). Sean a,b € Ap tales que a,b ¢
(N Ap) 4. Entonces, a,b ¢ = N Ap, pues © N Ag C (x N Ap),_ . Por ende, a,b ¢ z,
y consecuentemente, existe ¢ ¢ x tal que a,b < ¢. Como ¢ ¢ x = U™!(z), resulta
Oec ¢ 2. Notemos que Uc ¢ (x N Ap),_, caso contrario, existe p € x N Ap tal que
p — Uec =1 € x. Por Modus Ponens, Llc € z, lo cual es imposible. Luego, existe
Oe & (N Ag) ,, tal que a,b < ¢ < e |

Teorema 4.6.12. Sea (A,00) € LHilg. Entonces, los conjuntos ordenados (X* (A),C)
y (X (An), C) son isomorfos.

Demostracion. Por Lema 4.6.10, para cada z € X (Ap), tenemos que 0! (z) € X*(A),
y por Lema 4.6.11, (y N An), € X(An), para cada y € X*(A). Por Teorema 4.6.8
tenemos que la aplicacion

Y=«

X*(A) X (A) — X (AD)

dada por ¢(x) = (z N An) 4 es unisomorfismo de orden sobreyectivo. Luego, (X (A), C)
y (X (Ap) , €) son isomorfos. |

4.6.1. Espacios de Hilbert Lax

En esta seccidon construimos una categoria dualmente equivalente a LHil5S. Note-
mos que si (A,J) es un dlgebra de Hilbert Lax y (X (A), Tx,,@a) es su H[J-espacio
dual entonces, por Teorema 4.3.4, la relacion binaria Q4 C X (A) x X (A) es transitiva,
débilmente densa y ademads, ()4 estd incluida en C. Por lo tanto, podemos establecer la
siguiente definicion:
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Definicion 4.6.13. Un HD-espacio (X, Tx, Q) es un espacio de Hilbert Lax si () satisface
las siguientes condiciones:

(@Q1) Si(z,y) € Q entonces = < y.
(@2) @=QoQ.

Sea (A,0) € LHiln. El Lema 4.6.10 nos permite probar la siguiente caracterizacion
de la relacién @) 4 definida sobre el H[J-espacio asociado a (A, [J).

Proposicion 4.6.14. Sea (A,J) € LHilg y sea (X (A), T, Qa) su HO-espacio dual.
Entonces,

(,y) EQa <= Fz€ X(A): (2,2) €Qa&zC2Cy,
para todo x,y € X(A).

Demostracion. —>) Sean z,y € X (A) tales que (z,y) € Q4. Notemos que ([J (y°)] 4., €
Id(Ap). En efecto. Es claro que (CJ(y°)]4, es un subconjunto decreciente de Ap. Sean
a,b € (O(y°)]a,. Por lo tanto, existen c¢,d € A tales que ¢,d ¢ yy a < Oc, b < Od.
Como ¢,d ¢ y, existe t ¢ ytal que ¢ < ¢ty d < t. Consecuentemente, a < e <
Ot,b < Od < Ot con Ot € O(y°). Luego,existe Ot € (O (y°)|ay y a,b < Ot. He-
mos probado entonces que (U (y°)]4, € Id(Ag). Probemos ahora que (z N Ap),_ N
(O (y°)]ay = 0. Supongamos lo contrario, es decir, consideremos que existe a € An tal
quea € (xNAn), ya€ (H(y)|a,. Estoes, existep € N Anyc € y‘talquep < a
y a < Oc. Por ende, p < Oec y consecuentemente, e € x. Como (z,y) € Qa, resulta
¢ € vy, lo cual es imposible. Luego, por Teorema 2.2.10, podemos asegurar que existe
we X (Ap) talque 2N Ag C wy (O(y°)]ay Nw = 0. Como w € X (Ap), por Lema
4.6.10, existe v € X (A) tal que w = v N Ap. Entonces,

tNAg CoNAgy (OY)]ag NN Ag = 0.

Sea z = O07!(w). Por Lema 4.6.10, = € X (A). Mostremos que (2,2) € Q4. Sea a €
O07!(2). Por lo tanto, Ja € 2 = 07! (w). Esto es, (1?a = Oa € w y consecuentemente,
a € z. Finalmente probemos que + C 2z C y. Sea a € z. Como a < Ua, resulta
Oa € x N Ap. Por lo tanto, Cla € v N An = w y por consiguiente, a € z. Luego, = C z.
Supongamos que z ¢ v, i.e., existe b € z tal que b ¢ y. Por lo tanto, b € w y 00b €
O (y©). Es decir, b € vn AnN (O (y°)], lo cual es contradictorio. Por lo tanto, z C z C y.

<) Asumamos la existencia de z € X (A) tal que (z,2) € Qay z C z C y. Probe-
mos que (z,y) € Q4. Seaa € O7!(x). Por lo tanto, (a € = C 2 y consecuentemente,
a € O07Y(z) C 2. Luego, a € z C y y entonces, a € ¥. [ |
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Denotemos con LMpSR a la categoria formada por espacios de Hilbert Lax y [JH -
relaciones. Luego, por los Teoremas 4.2.10 y 4.3.4, la categoria LHilgS es dualmente
equivalente a la categoria LMpSR.

Observemos que por la Proposicion 4.6.14 y la Definicion 4.6.13, tenemos que si
(X, Tx, Q) es un espacio de Hilbert Lax entonces,

QY <= 2 € X (2Q2&rx<2<y) < 2z X (2Qz & 2Qy &z < y).

La equivalencia anterior nos permite extender para el caso de dlgebras de Hilbert Lax
la dualidad encontrada en [4] por G. Berzhanishvili y S. Ghilardi para algebras de Heyting
con nucleo.

4.6.2. Espacio de los elementos abiertos

Dada un dlgebra de Hilbert Lax (A, [J), por Lema 4.6.6 queda probado que (Ag, —, 1)
es una subdlgebra de (A, —, 1). En esta subseccién mostramos una caracterizacion del
espacio dual de (Ag, —, 1) en términos de ciertos elementos reflexivos del espacio dual
de (A,0O).

Recordemos que si (X, 7) es un espacio topoldgico e Y es un subconjunto de X entonces
la familia

Ty ={UNY :UeT}

de subconjuntos de Y es una topologia para Y llamada la topologia relativa heredada
de (X, T) y el espacio topoldgico (Y, Ty) es un subespacio de (X, T). Los conjuntos
V' € Ty son los subconjuntos abiertos relativos de Y y los conjuntos VNY,con V € Ty,
son los subconjuntos cerrados relativos de Y. Sea S C Y. Denotamos con saty (S) y
cly (S) la saturacién y la clausura de S en el espacio (Y, Ty ), respectivamente. Esto es,

saty (S) =sat(S)NY ycly(S) =cl(S)NY.

Lema 4.6.15. Sea (X, Tx) un espacio topoldgico con una base K. SeaY C X. Entonces,
la familia
ICYZ{UQYZUEIC}

es una base para la topologia relativa Ty sobre Y.

Demostracién. Notemos que Y = XnY = | J{U : U e K}nY = | J{UNY : U € k}.
Mis atin, siU NV NY # 0, con U,V € K, entonces existe v € UNV yz € Y.
Como K es una base de Ti, existe W € K talque z € W C U N V. Por lo tanto,
reWnNY CUNVNY.Luego, Ky es una base para la topologia 7y sobre Y. |
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Definicion 4.6.16. Sea (X, Tx) un espacio topolégico con una base K de subconjuntos
abiertos y compactos. Diremos que un subconjunto Y de X es un K-subconjunto si U NY
es un conjunto compacto en el espacio topoldgico (Y, 7y ), para cada U € K.

Lema 4.6.17. Sea (X, Tx) un espacio topoldgico con una base K de subconjuntos abier-
tos y compactos. Sea Y un K-subconjunto de X. Entonces,

1. Ky ={UNY :U € K} es una base de subconjuntos abiertos y compactos para
la topologia Tx, sobreY .

2. Si Z es un subconjunto cerrado irreducible de (Y, Ty), entonces cl(Z) es un sub-
conjunto cerrado irreducible de (X, Ti)y Z =cl(Z)NY.

Demostracion. 1. Resulta inmediatamente de Lema 4.6.15 y Definicion 4.6.16.

2. Sea Z un subconjunto cerrado irreducible de (Y, 7y-). Probemos que Y Ncl(Z) = Z.
Es claroque Z C Y Ncl(Z). Seax € cl(Z)NY. Supongamos que = ¢ Z. Como Z es un
subconjunto cerrado de (Y, Ty ), existe U € D(X)talque Z CUNY CUyx ¢ U. Por
lo tanto, cl(Z) C cl(U) = U y consecuentemente, = € U, lo cual es imposible. Luego,
Z =Y ne(2).

Sélo nos resta probar que cl(Z) es un subconjunto irreducible de (X, 7). Sean W
y W5 dos subconjuntos cerrados de (X, Tx) tales que cl(Z) C W; U Ws,. Entonces,
Z =cdZ)ny C (WiNnY)U (WyNnY). Los subconjuntos Wy NY y Wy NY son
cerrados en la topologia 7y y ademds Z es un subconjunto irreducible de (Y, 7y ), por lo
tanto, Z C Wi NY CWy0Z CWonNY C Wi Entonces, cl(Z) C Wi o cl(Z) C Wh.
Luego, cl(Z) es un subconjunto cerrado irreducible de (X, 7). |

Consideremos el subconjunto
X*=X*(A)={re X(A): O (z) =2}

de X (A). Por Teorema 4.6.12, los conjuntos ordenados (X*, C) y (X (Ap), C) son iso-
morfos. A continuacién extendemos este resultado probando que los espacios topoldgicos

(X Tx) y <X(AD), 77CAD> son homeomorfos.

Proposicion 4.6.18. Sea (A,00) € LHilg y sea (X(A), Tk, Qa) su espacio de Hilbert
Lax dual. Entonces,

1. X* es un KC4-subconjunto de X (A).
2. (X, Tx~) es un H-espacio.

3. Los espacios topoldgicos (X*, Tx+)y <X (Ap), Tk Au> son homeomorfos.
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Demostracion. 1. Necesitamos probar que los elementos de (K4)y. = {p(a)® N X* :
©(a)¢ € K4} son subconjuntos compactos de (X*, Tx+). Para ello, primero probemos
que para cada a € A,
((a)* N X*] = p(Ta)" (43)

Seaa € Ayz € X(A).Siz € p(a)° N X* entonces, a ¢ x = (). Por lo tanto,
Oa ¢ z,ie., x € p(da) Luego, (¢(a)*N X*| C (p(Ha)] = ¢(0a)® pues p(Ha)*
es un subconjunto decreciente de X (A). Ahora tomemos = € ¢(a)¢, i.e., Ha ¢ x. Por
Lema 4.1.5, existe y € X(A) tal que (z,y) € Qay a ¢ y. Por Proposicién 4.6.14,
existe z € X(A) tal que (z,2) € Qayz C z C y. Como a ¢ y, tenemos que a ¢ z,
ie., z € p(a)°. Por Observacion 4.6.9, z € X* y por ende, z € ¢(a)® N X*. Luego,
x € (p(a)* N X7

Ahora probemos que ¢(a)°NX™* es un subconjunto compacto de (X*, Tx+), para todo
a € A, teniendo en cuenta que (K 4) . es una base para la topologia 7x- sobre X*. Sea

p(a)' N X* C | J{eb:)* N X" : b € BC A}
Por (4.3), tenemos que

p(Da) = (pla)nXT < [J{e b BC A}
= U{go[lbl .bzeBgA}.

Como ¢([a)® es un subconjunto compacto de (X (A), i, ), existen by, ...., b, € B tales
que p(Ha)¢ C @(0by)°U... U p(0Ob,)". Luego,

P(a)° N X" C (pla) N X*] = p(Ta)* € p(0b)° ... Uip(Tb, )
C (B1)° U Usplb,)".

Por lo tanto,
e(a)*NX"C (p(b1) V... Up(bn)) N X" = ((b1) NXT)U... U (p(bp) N XT),

y consecuentemente ¢(a)® N X* es un subconjunto compacto de (X*, Tx«). Por consi-
guiente, X* es un K 4-subconjunto de X (A).

2. Sean cly« y satx- la clausura y saturacién topoldgica en el espacio topoldgico
(X*, Tx~), respectivamente. Como X * es un K 4-subconjunto de X (A), por Lema 4.6.17
tenemos que (IC4) . = {p(a)*NX*: p(a)® € K4} es una base de subconjuntos abiertos
y compactos para la topologia 7y« definida sobre X *. Probaremos que (X*, Tx+) es sober.
Sea Z un subconjunto cerrado irreducible de (X*, 7x+). Por Lema 4.6.17, cl(Z) es un
subconjunto cerrado irreducible de (X (A), Tx,) y Z = cl(Z) N X*. Como (X (A), Txc,)
es sober, existe z € X (A) tal que cl(x) = [z) = cl(Z). Probemos que

Z = cly- (O (2)).
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Sea z € Z. Entonces z € cl(Z) N X* = [z) N X*. Por lo tanto, x C z y esto implica que
O-!(x) CO'(2) = z. Porende, z € [0 !(z)) N X* = clx- (O !(x)). Reciprocamente.
Supongamos que z € cly- (J7!(z)). Entonces O (z) C 2. Como z C 0~!(xz), resulta
z € [x)=cl(Z),ie. z € [x)NX*=cl(Z)N X* = Z. Luego, (X*, Tx~) es sober. S6lo
nos resta probar que satx-(U N V*) € (K4)x. para todo U,V € (Ka)y.. Como U,V €
(IC4) - existena,b € Atalesque U = p(a)‘NX*y V = ¢(b)°NX*. Consecuentemente,

satx«(UNVE) =sat(UNV)NX" = (pla)Npd) N X ]TNX"

Notemos que (¢(a)°Ne(b) N X*| = (p((b) N (p(a)N X*]]. En efecto. Sea = €
X(A) tal que z € (¢(b) N (p(a)*NX*], ie., existe y € ¢(b) N (¢(a)® N X* tal que
x < y. Por lo tanto, y € ¢(b) y existe z € ¢(a)* N X* tal que y < z. Como ¢(b)
es un subconjunto creciente de X (A), tenemos que z € ¢(b). Por lo tanto, existe z €
w(b) Np(a)*N X*tal que x < z, estoes, z € (p(a)® N p(b) N X*]. La otra inclusion es
inmediata pues ¢(a)° N X* C (p(a)® N X*|. Luego, por (4.3) resulta

satx- (UNV®) = (0(6) N ((a)° N X7) 0 X* = (9(8) N p(Da)] N X
— ((b) = ¢(0a))° N X* = (p(b = 0a))" N X* € (Ka) .

3. Por Lema 4.6.6, A es subdlgebra de Hilbert de A y por lo tanto, <X (An), Tk Am>
es su dual H-espacio. Sea f : X* — X (Ap) tal que

f(x)=(zN AD>AD :

Por Lema 4.6.11, f estd bien definida y es inmediato que f es una funcién que preserva
el orden. Sea g : X(An) — X* tal que

Por item 3 del Lema 4.6.10, g(x) € X*, y por lo tanto, g estd bien definida. Notemos que
siz,y € X(Ap) tales que z C y implica 0! (z) C O !(y). Luego, g es una funcién que
preserva el orden.

Mis atin, g o f = idx+ y f o g = idx(a,). Enefecto. Seaa € Ayz € X*. Si
a € g(f(x)) entonces Ua € f(z) = (zN Ap),_. Por lo tanto, existe f € = N Ap tal
que f — Oa = 1 € x. Por Modus Ponens, a € z, ie., a € O7'(z) = z. Luego,
(gof)(x) Cx.Seaa € x =0"'(z). Porlo tanto, Ja € x N Ap C (v N Ag) , . Luego,
a € g(f(z)). Queda probado que (g o f) () = z, paratoda z € X*.

Seaa € Anyw € X(Ap). Porlotanto,a € f(g(x))siysdlosia € (O (z) N An),_ =
x, por lo probado en el Teorema 4.6.8.

Consideremos el homomorfismo definido en la subdlgebra de Hilbert Ap,

on Ao — Pc(X(Anp)) tal que pp(a) = {z € X(An) : a € z}.
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Para probar que f es continua, mostramos primero que
f~ (eo(@a)) = ¢(a) N X*

paracadaa € A.Seax € X*ya € A.Siz € [~ (¢n(0a)°) entonces f(x) ¢ pn(Ha).
Estoes, Ua ¢ (x N An), . Como z N An C (x N Ap), . Ua ¢ 2N Ag'y consecuente-
mente, a ¢ z = [07!(z). Porende, z € p(a)°NX*. Luego, [~ (pn(0a)®) C p(a)*NX*.
Supongamos que existe a € A tal que p(a)* N X* € [~ (¢n(0a)c). Por lo tanto,
existe * € ¢(a)° N X* tal que z ¢ f~'(pn(0a)¢). Entonces, a ¢ = = O7'(z) y
f(x) € po(0a). Por lo tanto, Ua € (z N Ap),_. Existe f € x N Ap tal que f — Ua =
1 € z. Por Modus Ponens, Ua € z, ie., a € Dfl(x), lo cual es imposible. Luego,
I (pn(0a)¢) = p(a)* N X* para cadaa € A.

Sea U un subconjunto abierto de <X (Ap), Tx . > Por lo tanto, existe B C A tal que

U= U{ng(Db)c : b € B}. Por consiguiente,

O = ea@)) soe B} = J{eb) nX":be B,

es un subconjunto abierto de (X*, 7x-). Luego, f es continua.
Finalmente, probaremos la continuidad de g. Para ello demostremos que g~ ' (p(a) N X*) =
¢n(0a) paratodoa € A. Seax € X(Ap)ya € A:

reg(pla)NX") = g2)=0"(2) € pla)n X
<~ Uaecx = 2 € ¢p({a).

Sea V' un subconjunto cerrado de (X*, Tx-). Por lo tanto, existe C' C A tal que
V= ﬂ{SO(C) N X*:c e C}. Por lo tanto,

g (V)= ﬂ {g’l (ple)NX™):ce C} = m{wg(Dc) cce (Y,

es un subconjunto cerrado de <X (An), Tk ag > Luego, g es continua. |

4.6.3. Submarcos

A continuacién, definimos el concepto de H-funciones parciales que volveremos a
utilizar en el Capitulo 5.

Definicion 4.6.19. Sean (X1, Tx,) y (X2, Tx,) H-espacios. Sea f : X; — X, una funcién
parcial y sea dom( f) el dominio de f. Diremos que f es una H-funcion parcial si satisface
las siguientes condiciones:

1. f([x)) = [f(x)) en X, para todo = € dom(f),
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2. x € dom(f) siy sélo siexiste y € X, tal que f([x)) = [y),

3. SiU € K, entonces (f~H(U)] € K;.

La definicion anterior nos permite introducir la nocion de submarco de un espacio
de Hilbert, generalizando lo realizado por G. Berzhanishvili y S. Ghilardi en [4], donde
prueban que ciertas relaciones binarias definidas en espacios de Heyting estdn en corres-
pondencia con los submarcos definidos sobre espacios de Heyting.

Definicion 4.6.20. Sea (X, Tx) un H-espacioy S C X. Diremos que S es un submarco
de (X, Tx) si:

1. S es un K-subconjunto de X,

2. la funcién identidad ¢d : X — S es una H-funcidn parcial.

Denotamos con SM(X) al conjunto de todos los submarcos del H-espacio (X, Tx).
El siguiente resultado da una caracterizacion para submarcos definidos en /H-espacios.

Lema 4.6.21. Sea (X, Tx) un H-espacio y sea S un subconjunto de X. Entonces, S es
un submarco de (X, Tx) si 'y solo si S es un KC-subconjunto de X y (U] € K para todo
U € Kg, donde Ks ={VNS:VeK}

Demostracion. Sea S C X. Consideremos el subespacio (S, Ti,) de (X, Tx). Asumamos
que S € SM(X). Por lo tanto, S es un /C-subconjunto de X. Como la funcién identidad
id es una H-funcién parcial tenemos que (id~'(U)] € K paracada U € Ks.Si U € Kg
entonces existe V € Ltalque U = VNS C S. Como dom(id) = Sy U C S, resulta
que id~*(U) = U y consecuentemente, (U] = (id~*(U)] € K.

Para probar la reciproca s6lo nos resta probar que la funcién identidad ¢d : X — S es
una H-funcion parcial. Sea x € dom(id) = S. Es claro que id ([z)) = [z) = [id(z)) en
S. El item 2 de la Definicién 4.6.19 es inmediato. Finalmente, sea U € KCg. Por lo tanto,
U C Sy consecuentemente, (id~(U)] = (U] € K. |

Ahora estamos en condiciones de mostrar la correspondencia 1-1 que existe entre los
submarcos de un H-espacio y las relaciones binarias definidas sobre €l de manera que
convierten a dicho H-espacio en un espacio de Hilbert Lax.

Lema 4.6.22. Sea (X, Ti) un H-espacio. Existe una correspondencia 1-1 entre los sub-
marcos de (X, Tx) y las relaciones binarias Q C X x X donde (X, Tx, Q) es un espacio
de Hilbert Lax.
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Demostracion. Supongamos que S es un submarco de (X, 7). Definimos la relacion
binaria () sobre X de la siguiente manera:

(x,y) € Qs <= (Fs€ 9)(x <s<y).
Probemos que (X, 7, @s) es un espacio de Hilbert Lax. Notemos que

(,y) EQs <= (Fse€f(r<s<y) <<= (Is€9)(ser)&ks<y)
— (IseSnr))(s<y) <= yel[Sn|x)).

Como (X, Tx) es sober, Qg(z) = [SN[x)) = cl(SN[x)), i.e, Qs(x) es un subconjunto
cerrado de (X, Tx) para cada * € X. Ahora demostremos que Q' (U) € K para cada
U € K.SeaU € K. Entonces U es un subconjunto decreciente de X y consecuentemente,
tenemos que Q' (U) = (S N UJ. En efecto.

r€Qs'(U) <= (IelU)(ry) €Qs)
— (yelU)(dse 9 (r<s<y)
— (GsesSnU])(x<s)
= e (SnU].

Como SN U € Kg, resulta que Q5 (U) = (SN U] = (id~*(SNU)| € K para cada
U € K. Por lo tanto, (X, Tx, Qs) es un H[J-espacio. Supongamos que (x,y) € (5. Esto
es, existe s € Stalque x < s < y,i.e., x < y. Esclaro que (s,s) € Qg paratodo s € S.
Por lo tanto,

(r,y) €QRs <= 3Tse€S((s,9) €eQs&r<s<y).

Por Proposicién 4.6.14, (X, T, Qs) es un espacio de Hilbert Lax.

Para probar la reciproca, asumamos que (X, 7x, @) es un espacio de Hilbert Lax.
Consideremos el subconjunto Sg = {z € X : (z,2) € @} de X y equipamos a S
con la topologia relativa. Usando la Observacion 4.6.9 y la Proposicion 4.6.18, Sy es un
K-subconjunto de X. Sea U € Ks,. Por lo tanto, existe V' € K tal que U = V' N Sg.
Como V' = (V], tenemos que (U] = ((V] N Sp]. Notemos que

(Fy € (V]
(FzeV)(Fy e X)(yQy &z <y < z)
(

re ((VINSy <=
<
— (FzeV)(zQ2)
<~

S

N Se)(x < y)

z e (V).

Por lo tanto, (U] = Q (V) € K para todo U € Kg,. Por Lema 4.6.21, S; es un
submarco del H-espacio (X, Tx).

Finalmente, para todo z,y € X :
(r,y) €Qs, <= (3s€ Y (x
— (IseX)(z
— (z,y) €Q.

s <)

<s<
<s&(s,8) €Q&s<y)
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Esto es, QSQ = (). Mas aun,

r €Sy, <<= (z,2)€Qs — (dsefS)(xr<s<ux)
— (Fsef)(z=s) <= =zebs

Luego, Sg, = 5, lo cual completa la demostracion. n

Definicion 4.6.23. Sea V una variedad de dlgebras de Hilbert. Diremos que V es nuclear
si cuando A € V y [J es un nicleo definido sobre A, entonces A € V.

Por ejemplo, la variedad de algebras de Hilbert Lax es nuclear.

Definicion 4.6.24. Sea V una variedad de dlgebras de Hilbert. Diremos que V es variedad
submarco si A € V'y S es submarco del H-espacio dual (X (A), Tx,), entonces D(S) €
V.

Teorema 4.6.25. Sea V una variedad de dlgebras de Hilbert. Entonces, V es variedad
submarco siy solo si'V es variedad nuclear.

Demostracion. Sea (A,0) € LHilgy (X(A), Tx,,Qa) su correspondiente espacio de
Hilbert Lax dual. Sea <X (An), Tk AD> el H-espacio dual del dlgebra de Hilbert Ap. Pa-

ra Q@ C X? tal que (X, 7k, Q) es un espacio de Hilbert Lax, sea (g el operador mo-
dal correspondiente de D (X ). Usando la dualidad existente entre las categorias LHily y
LMpSR, la Proposicion 4.6.18 y el Lema 4.6.22, obtenemos que:

V es variedad submarco <= para cada A € V y cada submarco S de (X (A), Tk, ),
tenemos que D(S) € V <= paracada A € V y para cada Q4 C X(A)? tal que
(X(A), Tk, Qa) es un espacio de Hilbert Lax, resulta D(X(A))n,, € V <= para
cada A € Vy cada nucleo [J definido sobre A, Ap € V <= V es variedad nuclear. H
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Capitulo 5

Algebras de Hilbert con Supremo

Trabajamos en este capitulo con dlgebras de Hilbert donde que resultan supremo-
semireticulos con el orden asociado, a las cuales llamamos dlgebras de Hilbert con supre-
mo, o HV-dlgebras para abreviar. Esta clase de dlgebras es una clase particular de ciertas
BC K-algebras con operaciones de reticulo estudiadas por P. M. Idziak en [41]. Nuestro
principal logro en este capitulo consiste en extender la dualidad encontrada para dlgebras
de Hilbert en el Capitulo 3 con el objeto de encontrar una representacion y dualidad para
las HY-algebras. Ademds, mostramos que el conjunto ordenado de todos los ideales de un
algebra de Hilbert con supremo tiene estructura de reticulo, en el cual es posible definir
una implicacién, sin resultar ser, la estructura, ni un dlgebra de Heyting ni un semireticu-
lo implicativo. Por ultimo, damos una caracterizacion del reticulo formado por todos los
ideales de un dlgebra de Hilbert con supremo. Lo expuesto en este capitulo se encuentra
publicado en la revista Algebra Universalis (ver [22]).

5.1. Conceptos preliminares

Definicion 5.1.1. Un dlgebra (A, —,V, 1) de tipo (2,2,0) es un dlgebra de Hilbert con
supremo, o H"-dlgebra para abreviar, si

1. (A, —, 1) es un dlgebra de Hilbert.
2. (A,V, 1) es un V-semireticulo con dltimo elemento 1.
3. Paratodoa,be A,a—b=1siysdlosiaVb=>0.

Denotamos con HilSY la categoria cuyos objetos son H ¥-dlgebras y cuyos morfismos
son semi-homomorfismos que preservan la operacion V.

Ejemplos 5.1.2. 1. Recordemos que un algebra de Tarski es un algebra de Hilbert
(A,—,1) tal que (a — b) = b = (b — a) — a paratodo a,b € A. Es conocido
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que A es un V-semireticulo bajo la operacién V definida por a V b = (a — b) — b.
Luego, A es un algebra de Hilbert con supremo.

2. En todo V-semireticulo (A, V, 1) con ultimo elemento 1 es posible definir una es-
tructura de dlgebra de Hilbert con supremo considerando la implicacién — inducida
por el orden.

3. El reticulo Booleano con dos datomos By = {0, a, b, 1} con la implicacién — indu-
cida por el orden es un algebra de Hilbert donde el supremo existe para cualquier
par de elementos, pero no es un dlgebra de Heyting.

La clase de H"-dlgebras es una variedad, a la cual denotamos con Hil". Un Hy -dlge-
bra es un H"-algebra acotada. Indicamos con Hil] a la variedad formada por H -alge-
bras. El hecho de que la clase de HV-dlgebras es una variedad resulta por lo demostrado
en [41] por P. M. Idziak para BC' K -algebras con operaciones de reticulo. A continuacién
escribimos la demostracion.

Teorema 5.1.3. Consideremos un dlgebra (A, —,V, 1) de tipo (2,2,0). Entonces, (A, —,V, 1)
es un HV-dlgebra si y sélo si

1. (A, — 1) es un dlgebra de Hilbert,
2. (A,V, 1) es un \/-semireticulo con iltimo elemento 1,

3. A satisface las siguientes ecuaciones:

(@) a— (aVb)=1,

(b) (a—b) — ((aVb) —b) =1
Demostracion. —>) Como a V (a V b) = a V b entonces tenemos que a — (a V b) = 1.
Por otro lado, recordemos que para todo a,b € A,a < (a = b) = b,y b < (a — b) — b.

Entonces,
aV(a—b)—-b = (a—b)—b

bV(a—b)—-b = (a—0b)—0.

Por lo tanto, (a V b) V ((a — b) = b) = (a — b) — b, es decir,a Vb < (a — b) — b.
Estoes,1 = (aVb) = ((a—=b) —b)=(a—b) = ((aVb) —=b).

<) Sdélo resta probar que @ — b = 1 es equivalente a a V b = b, para todo a,b € A.
Supongamos que a — b = 1. Entonces,

l=(a—0b) = ((avd) -b)=1—((aVbd) —Db).
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Por lo tanto, (a V b) — b = 1. Como ademds b — (a VV b) = 1, tenemos que a V b = b.
Asumamos que a V b = b. Luego, 1 =a — (a Vb) =a — b. |

Sea A € Hil". Un hecho bien conocido es que si a,b son elementos de una BOK -
dlgebra tales que a V b existe, entonces para cada elemento ¢ € A se tiene que (a — ¢) A
(b—c)existey (aVb) — ¢ = (a— ¢) A (b— c). Esto permite probar el siguiente
resultado dado en [17].

Lema 5.1.4. Sea A € Hil". Sea D € Ds(A). Para todo a,b,c € A, sia — b € D
entonces (aV ¢) — (bV ) € D.

Demostracion. Asumamos que ¢ — b € D.Comoa — b <a— (bVc) € D, resulta

(avVe)—(bVe) = (a—=(bVe)A(c—(bVe)
= (a—= (bVe)ANl=a— (bVc)€ED.

Consecuentemente, este Lema permite demostrar que las congruencias definidas sobre
un dlgebra de Hilbert con supremo (A, —, V, 1) son las mismas congruencias del dlgebra
de Hilbert (A, —, 1). Denotamos con Con (A, —, V) al conjunto de las congruencias de
un HV-algebra A.

Teorema 5.1.5. Sea A € Hil". Entonces, Con (A, —,V) = Con (A, — ).

Demostracion. Es claro que Con (A, —,V) C Con(A,— ). Sea § € Con(A,— )
y sean a,b € A tales que (a,b) € 6. Entonces, a — b,b — a € 1y. Por Lema
514, (ave) — (bVe),(bVe) — (aVe) € 1y, para cualquier ¢ € A. Por ende,
(aVe,bVe) e f. Luego, Con (A, — ) C Con (A, —, V). |

5.2. Representacion y dualidad de /V-algebras

En esta seccién definimos el espacio dual de un HV-dlgebra como un H-espacio con
una condicion adicional. Generalizando lo realizado en el Capitulo 3 para las algebras de
Hilbert, daremos primero un teorema de representacion para H "-dlgebras y luego desa-
rrollaremos la dualidad topoldgica.

Sea A € Hil" y sea D € Ds(A). Diremos que D es primo siy sélo si D # Ay para
todoa,b € Atalque aVb € Dresultaquea € D ob € D.Como consecuencia inmediata
del Teorema 2.2.7 resulta que un sistema deductivo es irreducible si y solo si es primo.

Lema 5.2.1. Sea A € Hil". La funcion ¢ : A — Pc(X (A)) definida por o(a) =
{z € X(A) | a € x} es un homomorfismo inyectivo definido entre H"-dlgebras.
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Demostracion. Sabemos por Teorema 2.4.1 que ¢ es un homomorfismo inyectivo de
H-dlgebras. Sean a,b € A. Necesitamos probar que ¢ (aVb) = ¢ (a) U ¢ (b). Sea
x € X (A). Supongamos que = € ¢ (aVb). Estoes, a Vb € x. Como x es primo,
a € zob € z Porlo tanto, x € ¢ (a) U ¢(b). Ahora supongamos que = € ¢ (a) o
x € p(b). Entonces,a € x0b € x.Comoa < aV b b < aVbyxesun subconjunto
creciente de A, tenemos que a V b € z. Luego, x € ¢ (a V b). [ |

A continuacion, definimos los espacios duales correspondientes a un H V-algebra.

Definicion 5.2.2. Sea (X, Tx) un H-espacio. Diremos que (X, Tx) es un H"-espacio si
UNV e Kparatodo U,V € K.

De la definicién de HV-espacio, es inmediato el siguiente resultado.

Proposicion 5.2.3. Sea (X, Tx) un H"-espacio. Entonces, D(X) = (D (X),=,U, X)
es un dlgebra de Hilbert con supremo.

A continuacién caracterizamos a los H Y-espacios. Primero observemos que si (X, 7x)
es un espacio topolégico con una base X formada por subconjuntos abiertos y compactos,
entonces podemos definir sobre el conjunto X otra topologia, ésta es Tp(x) y lo logramos
tomando la familia D(X) = {U | U° € K} como subbase. Denotamos a este espacio
topolégico con (X, Tp(x))-

Proposicion 5.2.4. Sea (X, Tx) un espacio topolégico con una base K de subconjuntos
abiertos y compactos para la topologia T tal que U NV € K, para todo U,V € K.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Todo subconjunto cerrado de (X, Tx) es un subconjunto compacto del espacio to-
pologico <X, 7}7(X)>.

2. Si'Y es un subconjunto cerrado de (X, Ti)y L C K es un conjunto dualmente
directo tal que Y N U # () para todo U € L, entonces (\{U |U € L} NY # (.

Demostracién. 1. —> 2. Sea Y un subconjunto cerrado de (X, Tx) y sea L un subconjunto
dualmente directo de K tal que Y NU # () paracada U € L. Por lo asumido Y resulta ser
un subconjunto compacto en (X, Tp(x) ). Necesitamos probar que Y N(\{U | U € L} #
(. Por el contrario, supongamos que Y C | J{U® | U € L}. Como los conjuntos U*¢ son
subconjuntos abiertos del espacio topolégico <X . To X)> y ademds Y es compacto en este
espacio, existe un conjunto finito {Uy, ..., U, } C Ltalque Y C UfU...UUfS. Como L es
un subconjunto dualmente directo de /C, existe U € L talque U C U; N ... N U,. Luego,
Y NU = 0, lo cual es una contradiccién.

2. = 1. Sea Y un subconjunto cerrado de (X, 7). Sea J = {U; |i € [} C D (X)
tal que Y C U {U; | i € I'}. Consideremos la familia J formada por conjuntos V C X
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tal que existe una subfamilia finita {U, ..., U, } de J talque V' = U;U...UU,,. Es claro que
JCJ y que {VC |V e J } es un subconjunto dualmente directo de K pues K es cerrado

bajo la interseccion de conjuntos. Como Y N ﬂ {V"’ |V e j} = (), y como (X, T) es

un f{-espacio, por Teorema 3.1.6 podemos asegurar que existe V = U; U ...,U,, € J tal
queYNVe=10,ie.,Y CUU..UU, para Uy, ..., U, € D(X). Hemos probado entonces
que Y es un subconjunto compacto del espacio (X, Tp(x))-

A partir del resultado anterior obtenemos una manera alternativa de definir un H"-
espacio. |

Corolario 5.2.5. Sea (X, Tx) un espacio topolégico con una base K de subconjuntos
abiertos y compactos para la topologia Ti. Entonces, (X, Tx) es un H"-espacio si 'y sélo
si satisface las siguientes condiciones:

1. UNV €K, para todo U,V € K.
2. Paratodo U,V € I, sat(UNV*) € K.

3. Todo subconjunto cerrado de (X, Tx) es un subconjunto compacto del espacio to-
poldgico <X, 72)(X)>.

Demostracion. Sigue inmediatamente de usar la Definicién 5.2.2, el Teorema 3.1.6 y el
Lema 5.2.4. u

Mostramos a continuacién un teorema de representacion para las dlgebras de Hilbert
con supremo.

Teorema 5.2.6. Sea A un HY-dlgebra. Entonces, (X (A),Tx,) es un HY-espacio y la
aplicacion ¢ : A — D (X (A)) es un isomorfismo de H"-dlgebras.

Demostracion. Por Teorema 3.2.2 tenemos que (X (A), Tx,) es un H-espacio. Del Le-
ma 5.2.1 se sigue que U NV € Ky, para todo U,V € K4. Luego, (X (A), Ti,)
es un HY-espacio y consecuentemente, por Proposicién 5.2.3, podemos asegurar que
D (X (A) =(D(X(A)),=,U, X(A)) es un H"-dlgebra. |

Proposicion 5.2.7. Sea (X, Tx) un H"-espacio. Entonces la aplicacion ex : X —
X (D (X)) es un homeomorfismo entre los espacios (X, Txc) y <X (D (X)) ,77CD(X)>.

Demostracion. Por Teorema 3.2.3, sabemos que la funcién ¢ x es un homeomorfismo en-
tre los H-espacios (X, Tx) y <X (D (X)) 777CD(X)>' Por Proposicién 5.2.3, si (X, Tx)

es un HY-espacio, entonces D (X) es un H"-dlgebra, y por Lema 5.2.1 se sigue que
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<X (D (X)) ,77<D(X)> es un H"-espacio. |

Con el objeto de encontrar una dualidad total entre las categorias formadas por H"-
dlgebras y H"-espacios, investigamos los morfismos correspondientes.

Definiciéon 5.2.8. Sean A, B € Hil". Llamamos V-semi-homomorfismo a todo semi-
homomorfismo / : A — B que preserva el supremo, es decir, que satisface que h(aVb) =
h(a) V h(b) paratodo a,b € A.

Similarmente, si A es un homomorfismo que preserva el supremo, lo llamamos V-
homomorfismo.

Denotamos con HilS"Y a la categoria compuesta por H ¥-dlgebras con V-semi-homomorfismos,
y con HilH" a la categoria de H"-dlgebras con \V-homomorfismos.

Definicion 5.2.9. Sean (X, Tx,) y (Xo, Tx,) H-espacios. Consideremos la relacion bi-
naria R C X; x X5. Diremos que R es irreducible si, para cada x € X;, R(z) es un
subconjunto cerrado irreducible de (X5, Tx,) cuando R(z) # (.

Denotamos con SR a la categoria de H"-espacios cuyos morfismos son las H-
relaciones irreducibles, y con SF", la categoria de H"-espacios con H-relaciones fun-
cionales irreducibles.

Teorema 5.2.10. Sean A, B € Hil" ysea h : A — B un semi-homomorfismo de dlgebras
de Hilbert. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. h preserva la operacion V,
2. la relacion Ry, es irreducible,
3. paratodox € X(B), h"'(z) € X (A)oh™(z) = A

Demostracion. 1. —> 2. Sea x € X (B). Asumamos que Ry,(x) # (). Por Teorema 3.3.7,
Ry (x) es un subconjunto cerrado de (X (A),Tx,). Solo resta probar que Rj(z) es un
subconjunto irreducible de X (A). Sean Z y W dos subconjuntos cerrados de (X (A),Tx,)
tal que Ry, (z) C ZUW. Supongamos que Ry, (z) € Z'y Ry,(z) € W. Por lo tanto, existen
z,w € X(A) tales que z € Ry(z) — Zy w € Rp(x) — W. Luego, existen a, b € A tales
que Z Cp(a)conz ¢ p(a),y W C ¢(b) conw ¢ ¢(b). Como h™'(x) C z,h ' (x) Cw

¢(a),p(b) son subconjuntos crecientes de X (A), resulta que a,b ¢ h~*(x). Como
( ) € p(a Vb), resulta que € hg, (p(a VvV b)). Por Lema 3.3.11, hg, (p(a V b)) =
@(h(a V b)). Por lo tanto, h(a V b) € z. Como x es primo, h(a) € x o h(b) € z, i.e.,
a € h™'(z) ob € h™*(z), lo cual es una contradiccion. Hemos probado entonces que
Ry, (x) es irreducible.
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2. = 3. Seax € X(B). Por Teorema 2.3.2, h~'(x) € Ds(A). Supongamos que
h='(x) # A.Seaa Vb € h™'(z). Por lo tanto, para todo y € Ry(r) se satisface que
aVbeuy,ie.,y € p(aVb).Entonces, Ry(x) C p(aVb) = ¢(a)Up(b),y como Ry(x)
es irreducible, deducimos que Ry, () C p(a) o Ry(z) C ¢(b), i.e., h(a) € z 0 h(b) € x.
Luego, h™!(z) € X (A).

3. = 1. Para mostrar que h preserva la operacién V, tomemos a,b € A. Como h
es monGtono, h(a) V h(b) < h(a V b). Supongamos que h(a V b) £ h(a) V h(b). Por lo
tanto, existe © € X (B) tal que h(a V b) € x 'y h(a) V h(b) ¢ x. Por ende, h~'(z) # A.
Por otro lado, como z es un subconjunto creciente de A, h(a) ¢ x 'y h(b) ¢ z. Esto es,
a,b ¢ h™1(z). Por lo asumido, h~(z) € X (A). Luego, a Vb ¢ h™'(z) y consecuente-
mente, h(a V b) ¢ z, lo cual es una contradiccion. |

Corolario 5.2.11. Sean A, B € Hil". Sea h : A — B un semi-homomorfismo de dlgebras
de Hilbert. Entonces, h es un \/-homomorfismo si 'y sélo si R, es una H-relacion funcional
irreducible.

Demostracion. Resulta de los Teoremas 3.3.7, 3.3.13 y 5.2.10. |

Teorema 5.2.12. Sean (X1, Ti,) y (Xa, Tx,) H"-espacios. Sea R C X; x X5 una H-
relacion. Entonces, R es irreducible si y sélo si hg : D (X3) — D (X;) preserva la
operacion .

Demostracion. —>) Asumamos que R es una H-relacion irreducible. Por Teorema 3.3.9
resulta que h g es un semi-homomorfismo de dlgebras de Hilbert. Probaremos que hg(U U
V) = hr(U) U hg(V) paratodo U,V € D (X3). Seax € X; tal que x € hr(U UV).
Esto es, R(z) € U U V. Supongamos que R(z) # (). Como R(x) es un subconjunto
irreducible de X,, R(z) € U o R(z) C V. Por lo tanto, = € hg(U) U hg(V). La
reciproca es inmediata. Luego queda demostrado que hp preserva la operacion U.

<) Tomemos = € X; de manera que R(z) # (). Probemos que R(z) es irreducible.
Sean Z y W dos subconjuntos cerrados de (X, T, ) tales que R(x) C Z U W y supon-
gamos que R(z) € Zy R(x) € W. Porlo tanto, existen z € R(z) —Zyw € R(x)—W.
Luego, existen U, V € D(X,) talesque Z C U, W C V,conz ¢ Uy w ¢ V. Esto
implica que R(xz) C U UV y consecuentemente, x € hgr(U U V) = hg(U) U hg(V).
Entonces, R(z) C U o R(x) C V, lo cual es imposible pues z, w € R(z). |

Corolario 5.2.13. Sean (X1, Ti,) y (Xa, T,) H"-espacios. Sea R C X, x X5 una H-
relation. Entonces, hr : D (X3) — D (X1) es un homomorfismo de H"-dlgebras si y
solo si R es una H-relacion funcional irreducible.

104



5.3 H-funciones parciales Algebras de Hilbert con Supremo

Demostracion. Sigue de los Teoremas 3.3.7,3.3.13 y 5.2.12. |

De los resultados anteriores podemos concluir que las categorias SR y HilS" son
dualmente equivalentes, como asi también lo son las categorias SF" y HilH".

5.3. H-funciones parciales

En esta seccion mostramos que las H-relaciones funcionales irreducibles definidas
entre H¥-espacios pueden ser caracterizadas por medio de funciones parciales especiales
definidas entre H"-espacios (ver Definicién 4.6.19).

Sean (X, Tx,) , (Xa, T,) HY-espacios y sea R C X x X, una H-relacion funcional
irreducible. Tomemos = € X, tal que R(z) # (). Como R(x) es un subconjunto cerrado
irreducible de (X,, T,) y ademas, (X5, T,) es un espacio topoldgico sober, existe un
tnico y € X tal que R(z) = cl(y) = [y). Por lo tanto, podemos definir una funcién
parcial

frR:Xi — X

como sigue. Sea

dom(fr) = {x € X1 | R(z) # 0},

y para cada x € dom(fr) definimos fr(x) =y, i.e.,

fr(z) =ysiysodlosi R(z) =cl(y) = [y).
Notemos que R(z) = [fr(z)), para cada x € dom(fr).

Lema 5.3.1. Sean (X1, Tx,) , (Xa, Tx,) H"-espaciosy sea R C X, X X5 una H-relacion
funcional irreducible. Entonces, fr es una H-funcion parcial.

Demostracion. Probemos las tres condiciones de la Definicion 4.6.19:

1. Veamos que [fr(z)) = fr([z)) para cada x € dom(fr). Sea z € [fr(z)) = R(z).
Como R es una H-relacién funcional, existe w € X tal que z <; wy R(w) = [2).
Por lo tanto, w € [x)y fr(w) = z. Luego, z € fr([z)). Reciprocamente, sea
z € fr([x)). Entonces existe a € [z) tal que fr(a) = z. Estoes, z <; ay
z € cl(z) = R(a). Por Teorema 3.3.4, <; oR = R, por lo tanto, (z, z) € R. Luego,

z € R(x) = [fr(z)).

2. Siz € dom(fg) entonces R(x) = [fr(z)) = fr([z)) # 0. Por lo tanto existe
y = fr(x) € Xy tal que fr([z)) = [y). La reciproca es inmediata.
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3. SeaV € K. Veamos que (f5' (V)] € K. Tomemos » € R~'(V). Existe w € V tal
que w € R(x) = [fr(x)). Como V es un subconjunto decreciente de X, fr(z) € V
y consecuentemente, = € f5' (V). Luego, z € (fz'(V)]. Por lo tanto, R~}(V) C
(fr"(V)]. Para probar la otra inclusién, tomemos = € (f5"(V)]. Entonces, V N
[fr(z)) = V N R(z) # 0. Por lo tanto, z € R~(V). Como R es un H-relacion, ,
(fr* (V)] = R™Y(V) € K, paratodo V € KC,.

Sean (X1, Tk, ), (Xo, Tx,) H"-espacios y sea f : X; — X, una H-funcién parcial.
Definimos la relacion binaria Ry € X; x X de la siguiente manera:

[ [f(x)) si xedom(f),
Ry(w) = { si x ¢ dom(f),

para cada x € Xj.

Lema 5.3.2. Sean (X1, Tx,),(Xo, Tic,) H'-espaciosy sea f : X1 — X5 una H-funcion
parcial. Entonces, Ry es una H-relacion funcional irreducible.

Demostracion. Sea x € dom(f). Entonces R¢(x) = [f(x)) = cl(f(x)) es un subconjunto
cerrado de (X5, Ti,). Si @ ¢ dom(f), entonces R¢(x) = ) € C(X3), paratodo z € X.
Sea U € Ky. Veamos que R;l(U) € K. Para ello probemos que R;l(U) = (f~HU)].
Sea z € R;l(U). Esto es, existe w € U tal que w € Ry(z), i.e., f(z) <5 w. Como U
es decreciente, f(z) € U. Entonces, z € f~'(U) y consecuentemente, z € (f~*(U)].
Para probar la otra inclucién, tomemos = € (f~!(U)]. Entonces, [x) N f~1(U) # 0. Por
lo tanto, [f(x)) NU = U N Ry(x) # 0, i.e., z € R;'(U). Luego, por la tercer condicién
de la Definicién 4.6.19, R;l(U) = (f~1(U)] € K, paratodo U € K. Luego, R; es una
H-relacién. Supongamos que y € Ry(xz) = [f(x)). Como f es una H-funcién parcial,
[f(z)) = f([x)). Por lo tanto, existe z € [x) tal que y = f(z). Estoes, x <; zy
ly) = [f(2)) = R¢(z). Luego, Ry es una H-relacién funcional.

Si z € dom(f), entonces R¢(x) # (. Por lo tanto, para probar que Ry es una re-
lacion irreducible, s6lo nos resta demostrar que R;(z) es un subconjunto irreducible de
(X, Ti,) para todo x € dom(f). Sean Z, W dos subconjuntos cerrados de (Xs, Tx,)
tales que Ry(x) = [f(x)) € Z U W. Por lo tanto, f(x) € Z o f(z) € W. Como Z, W
son subconjuntos crecientes de Xo, [f(z)) € Z o [f(xz)) C W.Estoes, Rf(z) C Z o

Hemos probado que Iy es una H-relacion funcional irreducible. |

Usando el Corolario 5.2.13 y los Lemas 5.3.1 y 5.3.2 queda probado el siguiente
resultado.
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Corolario 5.3.3. Existe una equivalencia dual entre la categoria formada por H" -dlge-
bras y homomorfismos que preservan supremo y la categoria de H" -espacios cuyos mor-
fismos son H-funciones parciales.

5.4. Ideales de H"-algebras

Recordemos que un ideal de orden de un algebra de Hilbert A es un subconjunto
decreciente I de A tal que para cada a,b € [ existe ¢ € [ de maneraque a < cyb <,
e indicamos con Id(A) al conjunto de todos los ideales de orden de A (ver subseccién
2.2.2). Ahora bien, si A es un HY-dlgebra, la nocién usual de ideal definido en un V-
semireticulo coincide con la nocion de ideal de orden, como se establece en el siguiente
resultado.

Lema 5.4.1. Sea (A, —,V,1) un H"-dlgebra. Un subconjunto I de A es un ideal de
(A,V, 1) siy sdlo si I es un ideal de orden del dlgebra de Hilbert (A, —, 1).

Demostracion. Asumamos que [ es un ideal de (A, Vv, 1), por lo tanto I es decreciente y
para cada a,b € AexisteaVb € Italquea < aVbyb < aVb Luego, I € I1d(A).
Reciprocamente. Sea I un subconjunto decreciente de A tal que para cada a,b € [ existe
ce ldetalquea < cyb < c. Entonces, a Vb < cy consecuentemente,a Vbe I. N

Sea (A, —, 1) un dlgebra de Hilbert. A diferencia del caso de los sistemas deductivos
de (A, —, 1), la interseccién no vacia de una familia de ideales de (A, —, 1) puede no ser
un ideal, como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4.1. La siguiente figura nos muestra un algebra de Hilbert finita (A, —, 1)
donde A = {a,b,c,d,1} y la operacién — es la implicacién inducida por el orden. Los
conjuntos (c] y (d] son claramente ideales sin embargo (c| N (d] = {a, b} no es un ideal.

Este problema se soluciona al trabajar con dlgebras de Hilbert con supremo. En efecto.
Sea A € Hil" y sean I,.J € Id(A). Es claro que I N J es un subconjunto decreciente de
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A.Seana,b € INJ.Entonces a,b € I'ya,be J.Luego,aVbe IyaVbe J,porende
aVbelInJ.PorLema54.1,INJ e Id(A).

Sea A una HV-élgebra. En Id(A) podemos definir las operaciones de reticulo My LI,
y una implicacién — de la siguiente manera:

ImmJ = 1IndJ,
ruJ {aeA|FielTjed (a<iVy)},
I—-»J = {acA|VieldjeJ(a<i—))},

paratodo I, J € Id(A).

Si A es acotada, i.e., si existe 0 € A tal que 0 < a para todo a € A, podemos
asegurar que el elemento 0 siempre pertenece a cualquier ideal. Entonces, I M H # ()
para cualquiera I, H € Id(A). Pero si A no es acotada, pueden existir ideales [ y H tales
que I M H = (). Por tal razén, para el caso de dlgebras A no acotadas, consideramos al
conjunto Id(A) U {(}.

Usando resultados conocidos sobre \V-semireticulos (ver [26]) obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 5.4.2. Sea A un H"-dlgebra. Entonces, (Id(A) U{0},M, U, A) es un reticulo.

El siguiente ejemplo muestra que el reticulo (Id(A) U {0} ,M,, A) no es necesaria-
mente distributivo.

Ejemplo 5.4.2. La siguiente figura muestra un dlgebra de Hilbert con supremo finita
cuyo universo es A = {a,b,c,1} y la operacién — es la implicacién inducida por el
orden. Consideremos los siguientes ideales: (a|, (b] y (c|. Entonces, (a] M ((b] LU (c]) =

(a] (1] = (al, pero ((a] 11 (]) L ((a] 11 (c]) = 0.

Proposicion 5.4.3. Sea A un H"-dlgebra. Entonces,
1. I — J e ld(A) para todo I, J € 1d(A).
2.1 - J=Asiysolosil C JparatodoI,J € 1d(A).
3. JC I — Jparatodo I,J € 1d(A).

4. Sil - J=AyJ—I= Aentonces, | = J paratodo I,J € 1d(A).
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5. 8i1CJ— Zentonces INJ C Zparatodo I, J, 7 € 1d(A).

Demostracion.

1. Comencemos probando que I — J es un subconjunto decreciente de A. Sean a, b €
Atalesquea € [ - Jyb < a.Comoa € [ — Jresultaque paratodo ¢ € [ existe
j € Jtalque a < i — j.Porende, b < i — jy consecuentemente, b € I — J.
Ahora tomemos a,b € I — J. Por lo tanto, para todo ¢ € [ existe j € J tal que
a<i1— jyparatodoi € [ existe h € Jtalqueb < i — h.Como J € Id(A) y
h,j € J,existet € Jtalqueh <tyj <t.Comoi —>h<i—=tyi—=j<i—t
para todo ¢ € I, podemos concluir que a < ¢ — ty b < ¢ — t. Luego, para todo
1€ lexistet € JtalqueaVb<i—t Estoes,avVbel — Jdondea <aVby
b < a V b. Hemos mostrado entonces que I — J € Id(A).

2. Sil - J = A, entonces z € [ — J paratodo x € A. En particular, 1 € [ — J.
Por lo tanto, para todo ¢ € [ existe 7 € Jtalque 1 < ¢ — j. Luego,: — j = 1.
Esto es, ¢ < j paratodo ¢ € I. Como .J es un subconjunto decreciente de A, i € J
para todo ¢ € . Luego, I C J. Para probar la reciproca, asumamos que I C Jy
supongamos que I — J # A. Por lo tanto, existe = € A tal que x ¢ [ — J. Esto
es, existe iy € I tal que para toda j € J tenemos que = £ ip — j. Como I C J,
obtenemos que ¢y € J. Entonces, en particular, x ﬁ 19 — 19 = 1, lo cual es una
contradiccion.

3. Para probar que J C [ — J, tomamos j € J. Como j < ¢ — jparatodo: € I,
inmediatamente tenemos que j € [ — J.

4. Seal - J= Ay J — I = A. Aplicando 2. obtenemos que [ = J.

5. SiINJ = (), la proposicién es trivial. Supongamos que I N.J # (. Seal C J — Z
y tomemos z € I N .J. Como z € I, por lo asumido, x € J — Z. Por lo tanto, para
toda j € Jexiste z € Z tal que x < j — z. En particular, para z € J tenemos que
x < x — zy consecuentemente, | =z — (z — 2) = ¢ — 2. Es decir, z < z.
Como Z es un subconjunto decreciente de A, x € Z. Luego, INJ C Z.

Desafortunadamente, el conjunto de ideales de un HV-dlgebra con la implicaciéon —»
no siempre es un algebra de Hilbert como mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.4.3. La siguiente figura muestra un HV-algebra finita cuyo universo es A =
{a,b,c,d, 1} y la operacion — estd definida en la siguiente tabla.
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—la b ¢ d 1

c d all 1 1 1 1
b|/b 1 1 1 1

c|b d 1 d 1

d|b c ¢ 1 1

a l1]la b ¢ d 1

Consideremos los ideales I = (d], J = (b] y Z = (a]. Tenemos que
[ = (J = Z) = (d] - ((b] = (a]) = (d] = (b] = (c], pero
(I = J) > (I = Z)=((d - (b]) - ((d - (a]) = (c] = (0] = (d].

Observacion 5.4.4. Sea A un HY-dlgebra. En general, (Id(A) U {0}, —,M, A) no es
un semireticulo implicativo. Consideremos el reticulo Booleano con dos dtomos A =
{0,a,b, 1} y sea la operacion — la implicacion inducida por el orden. Considerando los
siguientes ideales: I = (a], J = (b y Z = (0], tenemos que INJ C Z,pero [ L J — Z.

Teorema 5.4.5. Sea A un HV-dlgebra. Entonces, la funcion n : A — 1d(A) definida
por n(a) = (a] para cada a € A es mondtona y preserva las operaciones de supremo e
implicacion.

Demostracion. Para probar que 7 es mondtona, tomemos a,b € A tales que a < b. Sea
c € n(a) = (a], i.e., ¢ < a < b. Luego, ¢ € n(b). Por lo tanto, n(a) C n(b). Ahora
probaremos que 7(a V b) = n(a) U n(b), cualesquiera sean a,b € A. Si ¢ € n(a) Un(b),
existe i < ay existe j < btales que ¢ < iV j < aVb. Porlo tanto, ¢ € n(a V b). Para
probar la otra inclusion, supongamos que existe ¢ € A tal que ¢ ¢ n(a) U n(b). Entonces,
para todo i € n(a) y para todo j € n(b) tenemos que ¢ £ 4V j. En particular, para
i =ayj = bresultac £ aV b. Entonces ¢ ¢ n(a V b). Por tltimo, probaremos que
n(a — b) = n(a) — n(b), para todo a,b € A. Sea c € n(a — b),i.e.,c < a — b. Como
i < aparatodoi € n(a), tenemos que ¢ < a — b < i — b. Porlo tanto, ¢ € n(a) — n(b).
Ahora, supongamos que ¢ € n(a) — 1(b). Esto es, para todo i € n(a) existe j € n(b) tal
que ¢ < i — j. En particular, para i = a, tenemos que ¢ < a — 7. Como j < b, resulta
¢c<a—j<a— b Porlotanto, c € n(a — b). [ ]

5.5. Ideales y subconjuntos abiertos dirigidos

En esta seccion mostramos como la dualidad desarrollada para las algebras de Hilbert
con supremo nos permite establecer una descripcion dual de la nocién de ideal.
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Sea (X, Tx) un H"-espacio. Consideremos Y C X,y sea B C D(X). Usaremos las
siguientes notaciones:

B={X-U|UeB}={U°|UeB}elIY)={UeDX)|UCY}.

Observemos que /(Y') es un ideal de D(X). En efecto. Es claro que 7(Y") es un sub-
conjunto decreciente de D(X). Sean U,V € I(Y). Entonces, U,V € D(X) tales que
UCYyV CY.Porlotanto, U UV C Y. Ademds, como U, V¢ € Ky (X, Tx)
es un H"-espacio, resulta que U° N V¢ € K. Consecuentemente, U UV € D(X) con
UUV CY.Luego, [(Y) € Id(D(X)).

Recordemos que a partir de un H-espacio (X, Tx) podemos definir otro espacio to-
polégico, (X, Tp(x)), definido sobre X considerando el subconjunto D(X) = {U¢ | U € K}
como sub-base de la topologia 7px).

Definicion 5.5.1. Sea (X, Tic) un H"-espacio. Diremos que Y C X es un abierto dirigido
si y s6lo si existe un subconjunto B C D(X) talqueY = J{U | U € B} = B.

Notaremos con Od(X) al conjunto de todos los subconjuntos abiertos dirigidos del
HY-espacio (X, Tr).

Observaciones 5.5.2. 1. Sea (X, 7x) un H"-espacio. Sea Y € Od(X), y sea B C
D(X) tal que Y = (J{U | U € B} = |JB. Entonces, para todo U € B, te-
nemos que U C B = Y,ie, B C I(Y).Como Y = B C JI(Y) =
{UeDX)|UCY}CVY,resultaque Y = JI(Y) . Podemos concluir que

Y C X es un abierto dirigido <— Y = U I(Y).

2. Es claro que [JI(O) C O para cualquier subconjunto abierto O de (X, Tp(x) ).
Sin embargo, no todo subconjunto abierto de <X . To X)> puede escribirse como
\J(O) pues D(X) es solamente una sub-base de (X, Tp(x)).

El siguiente resultado nos muestra que definiendo operaciones de infimo y supremo,
y una implicacion adecuadas en Od(X), obtenemos un reticulo cerrado con respecto a la
implicacion definida.

Proposicion 5.5.3. Sea (X, Tic) un H"-espacio. Entonces, Od(X) es cerrado bajo unio-
nes de conjuntos y bajo las operaciones de infimo e implicacion definidas de la siguiente
manera:

YAZ=UI(YnNZ),
Y- Z=|J{UeDX)|UcCYUZ}=]JI(Y°U2),

para cada 'Y, Z € Od(X).
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Demostracion. Sean Y, Z € Od(X). Usando la definicién de subconjunto abierto dirigi-
do, es inmediato que Y — Zy Y A Z pertenecen a Od(.X ). Nos resta probar que Y U Z €
Od(X). Para ello, mostremos que Y U Z = |JI (Y U Z). Claramente, |J (Y U Z) C
YUZ.ComoY CY UZ, tenemos que [(Y) C I(Y UZ).Porlotanto, Y =|JI(Y) C
UI (Y UZ). Similarmente, Z C |JI (Y U Z). Luego, Y UZ C |JI (Y UZ), lo cual
completa la demostracion. |

Teorema 5.5.4. Sea (X, Tx) un H"-espacio. Entonces, (Od(X), A,U, X) es un reticulo,
yparatodoY,Z € Od(X) se satisface:

1. Y CZsiysolosiY — Z = X.
2. ZCY — Z.

3. 8i1Y —-Z=XyZ —Y =X, entoncesY = Z.
Demostracion. Por Proposicion anterior, tenemos que (Od(X), A, U, X) es un reticulo.

1. SiY C Z, entonces YU Z = X. Por lo tanto, ¥ — 7 = UI(YCUZ) =

UI(X) = X. Ahora, asumamos que Y — Z = X y supongamos que Y ¢ Z.
Luego, existe a € Y talque a ¢ Z.Comoa € X =Y — Z, existe U € D(X) tal
queac UyU CY°U Z.Porlotanto,a € YU Z.Estoes,a € Y°obiena € Z,
ambas posibilidades imposibles. Hemos probado entonces que Y C 7.

2. SiU € D(X)talque U C Z,entonces U C Y°UZ. Consecuentemente, UI(Z) C
LJI(YC UZ).Estoes, Z CY — Z.

3.SY - Z=XyZ—Y = X, aplicando /. es inmediato que Y = Z.

Ahora estamos en condiciones de mostrar que el reticulo de ideales de un édlgebra
de Hilbert con supremo es isomorfo al reticulo formado por los subconjuntos abiertos
dirigidos del espacio dual correspondiente.

Proposicion 5.5.5. Sea A un H"-dlgebray sea (X, Tx) su correspondiente H"-espacio
dual. Entonces, la aplicacion ( : 1d(A) — Od(X) definida por

BI)={z e X |zn#0}

para cada I € 1d(A), es un isomorfismo de reticulos que preserva la implicacion.
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Demostracion. Sea I € 1d(A) y sea z € X. Por lo tanto,

refB(l) <= aznNI#0 < JacAlacryacl)
< dJacA(recyla)yacl) — :L’GU{ga(a):aEI}.

Luego, 5(I) = U{cp(a) | a € I}y porlo tanto S(I) € Od(X) para todo I € Id(A).
Lo cual demuestra que (/) estd bien definida.

Probemos que / C J siy sélosi 5(I) C (J) paracada I,J € Id(A). Asumamos
que [ C Jyseaz € B(I). Estoes,existea € [ya € z.ComoI C J,a € JNux
y consecuentemente, x € [(J). Ahora supongamos que existen /,J € Id(A) tales que
I ¢ J.Estoes,existea € I tal que a ¢ J, i.e., [a) N.J = (. Por lo tanto, existe y € X
tal que a € y e y N J = (. Es decir, existe y € 3(I) pero y ¢ 5(.J). Luego, 5(I) ¢
B(J). Hemos probado entonces que (3 es un isomorfismo de orden y consecuentemente,
[ es inyectiva. Esto nos permite concluir que 3 es un homomorfismo de reticulo, i.e.,
BUINT)=p(I)AB(J)yB(IUJ)=p(I)US(J),paratodo I, J € Id(A).

Para probar que [ es sobreyectiva, tomemos Y € Od(X). Esto es, existe B C
tal que Y = (J{p(a) | a € B}. Mostremos que existe I € Id(A) tal que 5(I) =
Consideremos el ideal generado por B, i.e.,

A
Y.
Ig(B)y={ce A|3{by,....0,} CB(c<byV..Vb,)}.

Probemos que 3(Ig(B)) =Y. Seax € 5(Ig(B U{cp ) | b € Ig(B)}. Entonces
existe b € Ig(B) tal que = € ¢(b). Por lo tanto, ex1sten bi,...,b, € Btalesque b < by V
..Vb,ybe x.Luego,b;V...Vb, € xycomoz € X, b; € x paraalginb; € {bi,...,b,}.
Entonces, x € (b;) para algin b; € {by,...,b,},i.e., z € |J{p(b) | b € B} =Y. Ahora,
tomemos x € Y. Esto es, existe b € B tal que = € (b). Por lo tanto, x N Ig(B) # 0, i.e.,
x € B(Ig(B)).Luego, Y = [(Ig(B)). Hemos probado entonces que [ es biyectiva.
Sélo resta probar que 5(I — J) = B(I) — [(J), paratodo I, J € Id(A). Seaz € X
tal que x € 5(I — J). Entonces, z N (] — J) 7£ (). Esto es, existe ac Atalquea € zy

a € I — J.Supongamos que = ¢ 3(/ U{gp X) | (b)) C B(I1)cuUB(J)}.
Entonces

xeﬂ{so C BU) VB
Como a € z, resulta p(a) € B(I ) Entonces existe y € X tal que y € (a) pero

y ¢ B(I)°uUpB(J). Por con51gu1ente, a 6 y,yNI #PeynJ =0.ComoynI # (), existe
10 € I talque g € y. Comoa € [ — J, paratodo: € [ existe j € Jtalquea <1 — j.
En particular, a < i — j. Como a € y, 190 — j € y, y por Modus Ponens, j € y, lo cual
es una contradiccion pues y N J = (). Luego, S(I — J) C (1) — B(J).

Para mostrar que (1) — p(J) C B(I — J), tomamos x € X tal que z € 3(I) —
B(J). Por lo tanto, existe a € A tal que ¢(a) C B(1)°U B(J)y = € ¢(a). Supongamos
quez ¢ 5(I — J),ie.,zN (I — J)=0.Comoa € z, tenemos que a ¢ I — J. Luego,

113



5.5 Ideales y subconjuntos abiertos dirigidos Algebras de Hilbert con Supremo

existe iy € [ tal que a £ 4o — j para toda j € .J. Por lo tanto, iy — j ¢ (a) para toda
j € J,ie,j¢ ({a,io}) paratoda j € J. Consecuentemente, ({a,io}) N J = (. Luego,
existe y € X tal que ({a,ip}) CyeynNJ =0.Comoa € yy ¢(a) C (1)U B(J),
resultay € S(I)°oy € B(J). Comoy ¢ 3(J), tenemos que I Ny = (), lo cual es una
contradiccion pues iy € y y ig € I. Luego, hemos probado que (1) — B(J) = B(I —
J) paratodo I, J € Id(A).

Por lo tanto, tenemos que /3 es un isomorfismo de reticulos que preserva la implica-
cion. |
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Capitulo 6

H <\>/-élgebras

El principal objetivo de este capitulo es el estudio del {—,V, L, { }-fragmento de la
16gica modal intuicionista IntK, y su correspondiente seméntica algebraica. Para ello
introducimos y estudiamos la variedad formada por las dlgebras de Hilbert acotadas con
supremo enriquecidas con un operador modal ¢, a las que llamamos H J-dlgebras. Nues-
tro proposito es obtener una representacion topoldgica para estas dlgebras usando la en-
contrada para dlgebras de Hilbert con supremo en el capitulo anterior. Gran parte de lo
expuesto en este clapitulo se encuentra publicado en la revista Studia Logica (ver [24]).

Definicién 6.0.6. Un dlgebra (A, () es un H-dlgebrasi (A, —,V,0,1) € Hily y ¢ esun
operador unario definido en A que satisface las siguientes condiciones:

(01) 00 =0,
(02) O(aVb)=>aV Ob.

Observemos que bajo estas condiciones el operador ) es monétono. En efecto. Sean
a,b € Atal que a < b. Entonces aVb = by por lo tanto, GaV Qb = O(aVb) = Ob. Esto es,
Oa < Ob. Denotamos con Hilg a la variedad formada por H. g -algebras. La variedad Hilg
corresponde al {V, —, 0, { }-reducto de la variedad de dlgebras de Heyting con operador
modal  (ver [56], [57] o [66]).

Sean (A, O) , (B, ¢) € Hily. Diremos que la funcién i : A — B conmuta con ¢ si se
satisface que h(Qa) = Qh(a) paratodo a € A. Denotamos con Hil{S a la categoria cuyos
objetos son [y -dlgebras y cuyos morfismos son V-semi-homomorfismos que conmutan
con ¢ y satisfacen que h(0) = 0. Denotamos con HilX?—[ a la categorfa de [ J-dlgebras y
V-homomorfismos que conmutan con ¢ y h(0) = 0.

Sea (A, Q) € Hil y C' C A. Definimos el conjunto

O HC)={ac A:QacC}.
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Notemos que por la monotonia del operador ¢, para cada subconjunto decreciente (cre-
ciente) C' de A se satisface que ¢ ~!(C') es un subconjunto decreciente (creciente) de A.
Mas atin, O~1(I) y (O(I)] son ideales de A para cada I € Id(A). Luego, podemos afirmar
que para cada z € X (A), tenemos que ¢ (z¢) = O~(x)¢ € Id(A). Estos resultados
serdn de utilidad en el presente capitulo.

6.1. Dualidad para objetos

Procedemos a encontrar una representacién topoldgica para las I -dlgebras.
Sea X un conjunto y S C X x X. Consideramos la aplicacién Qg : P(X) — P(X)
definida por:

Os(U) = {z € X : S(x) NU # 0} = S~ (V).

A continuacion definimos los espacios topoldgicos asociados a las H J-dlgebras.

Definicién 6.1.1. Diremos que (X, Tx, S) es un H J-espacio si (X, Tx) es un H"-espacio
y S es una relacién binaria definida en X tal que:

1. X e K.
2. Paracadaz € X, S(z)¢ € Od(X).
3. SiU € D(X), entonces Qs5(U) € D(X).
Lema 6.1.2. Sea (X, Ty, S) un HJ-espacio. Entonces
1. S(z) es un subconjunto compacto de (X, Tx), para cada x € X.
2. (€710S) = (So <71 =S, donde < es <.

Demostracion.

1. Tomemos z € X y sea L C K. Consideremos S(z) C |J{U:U € L}, ie.,
ﬂ {U°¢:U € L} C S(z)°. Como S(z)¢ € Od(X) resulta

Sa)* = J{V € D(X): V € S(2)7}.

y consecuentemente, m {Uc:UelL}ln ﬂ {Vve:VeDX)yV CSx)} =0.
Observemos que {V°: V € D(X)yV C S(x)°} es un subconjunto dualmente di-
recto de K. En efecto. Sean V, W € D(X) tales que V' C S(z)*y W C S(z)“.
Como (X, Tx) es un HV-espacio, V.U W € D(X). Mas ain, VUW C S(x)°
y (VUW)® C Ve Wwe. Como (.]{UC : U € L} es un subconjunto cerrado de
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(X, Tx), por Teorema 3.1.6, existe Vj, € D(X) con Vy C S(x)° tal que ﬂ {U¢:U e LN
Vi =0, esto es,
Sy cvyc|J{U:UeL}.
Como V" es un subconjunto compacto de (X, T, existen Uy, ..., U,, € L tales que
S(z) CVy CUU...UU,.

2. Por la reflexividad de <™!, es inmediato que S C (<! 0S)y S C (So <7!). Para
probar que (<7 oS) C S, tomemos z,y € X tales que (z,y) € (<! 0S). Es
decir, existe z € X tal que z < zy (z,y) € S. Supongamos que (z,y) ¢ S,
esto es, y € S(x)¢. Como S(z)¢ € Od(X), existe U € D(X) tal que U C S(z)°
cony € U.Como y € S(z), resulta z € Qg(U). Como O5(U) € D(X)yz <z,
tenemos que € Og(U). Esto es, S(x) N U # 0, lo cual es imposible. Luego,
S = (<7 0S). Probemos ahora que (So <7') C S. Sea (z,y) € (So <71), ie.,
existe z € X tal que xSz e y < z. Supongamos que y ¢ S(x). Por lo tanto, existe
Ve D(X)talque V C S(x)°yy € V. Luego, z € V y consecuentemente,
z ¢ S(x), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, S = (So <71).

Observacion 6.1.3. En [57] estd probado que si (X, <) es un conjunto ordenado y S es
una relacién binaria definida sobre X entonces la condicion (<! oS) C (So <7!)es
equivalente a afirmar que P<(X) es cerrado bajo {s.

Consecuentemente, tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.1.4. Si (X, i, S) es un H-espacio, entonces
<7)S(X>’ <>S> = <PS(X)7 =, U, Os, (Z)a X>
esun Hy-dlgebra,y (D(X), Os) = (D(X),=,U, Og, 0, X) es una subdlgebra de (P<(X), Qs).

Sea (A, O) un H-algebra. Consideremos la relacion binaria S, definida sobre X (A)
por:
(2,y) € Sa =y S 07 (2).

El siguiente Lema serd usado con frecuencia durante este capitulo :

Lema 6.1.5. Sea (A, ) € Hil{ y sea = € X(A). Entonces, Qa € x si y sélo si existe
y € X(A) tal que (x,y) € Saya € y.

Demostracion. Supongamos que $a € x. Por lo tanto, a ¢ O~!(z¢). Como ¢~ '(z¢) €
Id(A), tenemos que [a) N O~!(x)¢ = . Por Teorema 2.2.10, existe y € X (A) tal que
y C O"!(z) y a € y. La reciproca es inmediata. |
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Proposicién 6.1.6. Si (A, O) € Hil), entonces (X (A), Tr,, Sa) es un HY-espacio.

Demostracién. En el Teorema 5.2.6 hemos probado que (X (A), Tx,) es un H"-espacio.
A continuacién demostramos que S4 satisface las condiciones de la Definicién 6.1.1:
1.Como 0 € A, p(0) =0 € D(X(A)) y consecuentemente, X € /4.
2 Seanz,y € X(A).

yeSa(z): <= yZ o (v — ynNO ) #0
— yef0 ().

Por Proposicion 5.5.5, Sa(z)¢ € Od(X(A)).
3. Observemos que si U € D(X(A)) entonces existe a € A tal que U = ¢(a). Por
Lema 6.1.5:

z € 0s5,(U) = 0s,(pla)) <= Salx)Npla) %0
= eXA) @Yo (r)&kacy)
— Qaex
= 1z € p(Qa).

Considerando la Proposicion anterior tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.1.7. Para cada H-dlgebra (A, Q) existe un H-espacio (X, Tx,S) tal que
(A, Q) es isomorfo a (D(X), Og).

Demostracion. Consideremos la estructura (X (A), Tic,, Sa). Por Teorema 5.2.6, tene-
mos que ¢ : A — D (X (A)) es un isomorfismo definido entre H"-dlgebras y que
(X (A),Tx,) esun H"-espacio. Como (A, () es una H-algebra, por Proposicion 6.1.6
tenemos que p(Oa) = Og,(p(a)) paracadaa € Ay que (X (A),Tk,,Sa) es un Hy-
espacio. Por Lema 6.1.4, (D(X(A)), 0s,) es una Hy-dlgebra y consecuentemente, ¢ es
un isomorfismo entre las H-dlgebras (A, Q) y (D(X(A)), Os,)- [

Notemos que si (X, Tx, S) es un H -espacio, entonces <X (D(X)) s Ticpx SD(X)>

es el [ -espacio correspondiente al [J-dlgebra (D(X), {g), donde para todo F, P ¢
X(D(X)),
(F, P) S SD(X) — PC Ogl(F)

Teorema 6.1.8. Sea (X, Tx,S) un HJ-espacio. Entonces, la aplicacion ex : X —
X (D (X)) es un homeomorfismo entre Hy-espacios tal que

(z,y) € S <= (ex(v),ex(y)) € Spx)

para todo x,y € X.
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Demostracion. En Proposicion 5.2.7, hemos probado que € x es un homeomorfismo entre
los HV-espacios (X, 7x) y <X(D(X)),77CD(X)>. Mas atin, como (D(X),0g) € Hily,

la Proposicién 6.1.6 demuestra que <X(D(X)), Tk pix)» SD(X)> es un [/-espacio. Sean
x,y € X. Sélo necesitamos probar que (z,y) € S es equivalente a (ex(z),ex(y)) €
Sp(x). Asumamos que (z,y) € S. Para probar que £x(y) C Og'(ex()), tomamos
U € D(X) tal que U € ex(y). Por lo tanto, y € U y como y € S(z), obtenemos que
z € O5(U). Como O5(U) € D(X), Os(U) € ex(z) y porlo tanto, U € O5' (ex(x)). Pa-
ra probar la reciproca, supongamos que y ¢ S(x). Como S(z)° € Od(X), y € S(x)® =
U{U € D(X):U C S(x)°}. Por lo tanto, existe U € D(X) tal que U € ex(y) y
UNS(z) =0.Estoes, x ¢ Os(U). Luego, existe U € ex(y) tal que Og(U) ¢ ex(z).
Entonces, ex(y) € O5'(ex(x)), ie. (ex(x),ex(y)) € Sp(x)- [

6.2. Dualidad para morfismos

Para completar la dualidad, necesitamos asignarle una apropiada H -relacion irreduci-
ble a cada V-semi-homomorfismo que conmuta con ¢ y preserva el primer elemento entre
H-algebras.

Definicion 6.2.1. Sean (X, Ti,) y (Xo, T,) H-espacios. Sea R C X x X, una relacion.
Diremos que R es una H-relacion irreducible fuerte si es una H-relacion irreducible tal
que R(x) # (), para cada x € X;.

Observemos que
Ve € X1 (R(x) # 0) siysdlosi hgr(D) = 0.

En efecto. Considerar h(()) # () es equivalente a asegurar la existencia de x € X tal
que = € hg(0). Lo cual significa que R(z) C . Es decir, existe z € X tal que R(z) = ().

Por lo tanto, si R es una relacion binaria definida entre H J-espacios, podemos afirmar
que R es una H-relacion irreducible fuerte si y sélo si hi es un V-semi-homomorfismo
que preserva el primer elemento.

Recordemos que en el Capitulo 5, cada H-relacién irreducible R definida entre H"-
espacios (X, Tk,) vy (X2, Tx,) nos provee de una funcion parcial fr : X; — X, tal
que

fr(z) =y siysdlosi R(zx) = cl(y) = [y),

donde = € dom(fr) = {z € X; | R(xz) # 0}. Ahora bien, si R es una H-relacién
irreducible fuerte definida entre los Hy-espacios (X1, Tx,,S1) ¥ (X2, Tk,, Sa) entonces
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fr es una funcién ya que por definicién R(z) # (), paracada x € X7, i.e., dom(fr) = X;.
Luego, para cada x € X1, resulta R(x) = [fr(z)). Mds ain, para cada U € Iy, tenemos
que

RYU) = {z€X;:(x,y) € Rparaalginy € U}
= {zveXi:[fr(@))NU # 0}
= {zeXi: frlx) €U} = 7' (U),
y como R es una H-relacién, R~1(U) = f'(U) € K.

Observacion 6.2.2. Notemos que si R es una H-relacion irreducible fuerte definida entre
los H J-espacios (X1, Tx,, S1) y (X2, Tk, S2), entonces

her(U) = frH(U),

para cualquier U € D(X,). En efecto. Sea U € D(X,) yseax € hr(U). Como U es
un subconjunto creciente de X5 resulta:

zehpr(U) <= R@)=[fr(x)CU <= frx)elU <= z¢€ fz'(U).

Definicién 6.2.3. Sean (X1, Tk, S1) y (X2, Tk,, S2) Hy-espacios. Sea R C X x X, una
H-relacion irreducible fuerte. Diremos que R es una (-relacion si satisface las siguientes
condiciones:

(MF1) Si(x,y) € S, entonces (fr(x), fr(y)) € Sa.

(MF2) hg(0s,(U)) C Og, (hr(U)), paratodo U € D(Xs).

Denotamos con M SR " ala categoria cuyos objetos son H, ¢/ -espacios y cuyos mor-
fismos son {-relaciones.

Proposicion 6.2.4. Sean (Xy,Tx,,51) y (Xa, Tk,, S2) Hy-espacios. Sea R C X; x X,
una H-relacion irreducible fuerte. Entonces, R satisface la condicion (M F'1) siy sélo si
Os, (hr(U)) C hr(0s,(U)), para todo U € D(X3).

Demostracion. —>) SeaU € D(Xy)yx € Qg,(hg(U)).Porlotanto, S;(z)Nhr(U) # 0,
ie., existe w € X; tal que w € Si(x) yw € hg(U) = f5z'(U). Esto es, fr(w) € U.
Como (z,w) € Sy, por (MF1), fr(w) € So(fr(z)). Luego, Ss (fr(x)) NU # 0y por
ende, fr(x) € Os,(U). Porlo tanto, z € ' (0s,(U)) = hr(0s,(U)).

<=) Sea x € X;. Supongamos que existe y € Si(x) tal que fr(y) ¢ S2(fr(z)).
Como Sy(fr(z))¢ € Od(X3), tenemos que

fr(y) € Sa(fr(2))" = |J{U € D(X,) : U C Sy(fr())}.
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Luego, existe U € D(X,) tal que U C Sy(fr(x))°y fr(y) € U.Porlotanto,y € hr(U).
Como Si(z) N hr(U) # 0, resulta x € Og, (hg(U)). Por lo asumido, x € hr(Os,(U)),
ie., fr(x) € Og,(U). Luego, UNSy(fr(x)) # 0, lo cual contradice que U C Ss(fr(x))".
|

Considerando la Proposicion 6.2.4 y el Teorema 5.2.12, obtenemos el siguiente resul-
tado.

Corolario 6.2.5. Sean (X1, Tx,,S1) y (X2,Ky, Sa) Hy-espacios y R C X, x X, una
O-relacion. Entonces, hr es un morfismo de HilXS .

Ahora estudiamos la relacién R, definida en (3.2) cuando h es un morfismo de la
categoria HilXS .

Proposicion 6.2.6. Sean (A, O) , (B, ) € Hil{. Sea h : A — B un V-semi-homomorfismo
que conmuta con ) y preserva el primer elemento. Entonces, Ry, es una {-relacion.

Demostracion. Por Teorema 5.2.10, Rj, es una H-relacion irreducible. Para probar que
Ry, es una H-relacion irreducible fuerte mostraremos que Ry (x) # (), para cada z €
X (B). Como h es un V-semi-homomorfismo, por Teorema 5.2.10 resulta que h™*(z) €
X (A) o h™(x) = A para cada x € X(B). Supongamos que existe x € X (B) tal que
h~'(xz) = A. Por lo tanto, 0 € h~'(x). Es decir, h(0) = 0 € x y por lo tanto, z = A,
lo cual es imposible. Luego, h ™' (z) € X(A) y consecuentemente, h~'(z) € Ry, () para
cada x € X(B). Esto prueba que R, una H-relacién irreducible fuerte y por lo tanto,
Ry (x) = [h~Y(z)) para cada z € X (B). Entonces tenemos la siguiente funcién,

fr, : X(B) = X(A) tal que fr, (v) = h™'(z).

Probaremos que R, satisface las condiciones de la Definicién 6.2.3 . Por Lema 3.3.11
tenemos que hg, o4 = wpoh,ie., hg,(pa(a)) = ¢p(h(a)), paratodo a € A. Entonces,
para cada a € A se satisface:

hr, (0sa(ala))) = hr,(0a(0a)) = ¢p(h(0a)) =
= ¢p(0ha)) = Oszep(h(a)) = Osshr,(wala)).

Luego, por Definicién 6.2.3 y Proposicion 6.2.4, R), resulta ser una {)-relacion. |

Luego, por los Teoremas 6.1.7 y 6.1.8, el Corolario 6.2.5 y la Proposicién 6.2.6, po-
demos afirmar que las categorias Hil{S y M,SR" son dualmente equivalentes.

Sea Hilg?—[ la categorfa con H-dlgebras y V-homomorfismos que conmutan con ¢
y preservan el primer elemento y sea MSF " la categoria con H ¢/ -espacios cuyos mor-
fismos son las H-relaciones funcionales irreducibles que son {-relaciones. Por los Co-
rolarios 5.2.11 y 5.2.13, tenemos que los V-homomorfismos definidos entre H "-adlgebras
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son duales a las H-relaciones funcionales irreducibles definidas en los H"-espacios co-
rrespondientes. Luego, de los resultados obtenidos previamente podemos afirmar que las
categorfas Hil{H y MSF" son dualmente equivalentes.

6.3. Algunas subvariedades de [/ <\>/ -algebras

En esta seccion consideramos algunas variedades particulares de Hy-dlgebras. Estas
variedades son la contraparte algebraica de extensiones de los fragmentos implicativos de
la 16gica modal intuicionista Int K.

Sea (A, Q) € Hil<v>. Para cada n € Ny, definimos inductivamente la férmula ™ como

O%a =a

<>n+1a — <>(<>na)

Andlogamente a lo realizado en el Capitulo 4 para las [/ []-algebras, denotamos con
Hil<v> + {I'} ala variedad de H J-dlgebras generadas por un conjunto finito de identidades
L.

Consideremos las siguientes identidades:

oT a— Qa~1,
04 %0 — Qa~1,
05 O (0a — Ob) — (Oa — Ob) ~ 1.

Siguiendo la notacién estdndar, identificamos dos subvariedades importantes de Hil<v>:

Hil{S4 = Hil{ + {0T, 04},
HilJS5 = Hil{ + {0T, 05}

Observacion 6.3.1. La variedad Hil ;S5 es subvariedad de Hil{S4. En efecto. Sea (A, ¢) €
Hil<v>S5. Como a < Qa paratodo a € A, en particular se satisface para a = 1. Por lo tanto,
01 = 1. Luego, para todo b € A resulta:

1=0(01 = Ob) — (01 — Ob) = O (1 = Ob) — (1 — Ob) = O*b — Ob.

El siguiente resultado serd de gran utilidad en esta seccion y es una generalizacion del
Lema6.1.5.

Lema 6.3.2. Sea (A, Q) € Hil} y sea (X, Tx,S) su correspondiente Hy-espacio. Sea
n € Nyseax € X. Entonces, Q"a € x siy solo si existe y € X tal que (x,y) € S™y
a € vy.
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Demostracion. La prueba se hace por induccion sobre n. Por Lema 6.1.5, la equivalencia
es valida para n = 1. Supongamos que la proposicion se satisface para n. Consideremos
O™ la = O(O"a) € x. Por Lema 6.1.5, existe y € X tal que y € S(z) y 0"a € y.
Por lo asumido, existe z € X tal que (y,z) € S" y a € z. Luego, existe z € X tal
que (z,z) € Sy a € z. Ahora probemos la reciproca. Asumamos que existe y € X
tal que (z,y) € S™™ con a € y. Por lo tanto, existe z € X tal que (z,2) € Sy
(z,y) € S. Como a € y, tenemos Qa € zy como (z,z) € S", por hipétesis inductiva
resulta O"(Oa) = 0" a € z. [ ]

Sea (X, Tk, S) un H, g -espacio. Siguiendo la notacién usada en [30], definimos las
siguientes condiciones de primer orden:

0 & VaVyVz xSy A xSz = 3ty <t ANtSz AVu(tSu = xSu))].
o & VaVylzSy = Jt(y <t AtSx AaSt)].

Observacion 6.3.3. Notemos que si S es reflexiva y transitiva entonces o y ¢’ son equiva-
lentes. En efecto. Supongamos que o se satisface en (X, Tx, S) y sean z,y € X tales que
xSy. Como S es reflexiva, tenemos que =Sy y xSx. Por o, podemos asegurar que existe
te Xtalquey <t tSxyparatodou € X, tSuimplica xSu. En particular, como ¢.5t,
resulta xSt. Con lo cual ¢’ se satisface en (X, Tx, S). Reciprocamente, sean x,y, z € X
tales que (z,y) € Sy (z,2) € S. Si xSy entonces existe t € X talque y < t, tSxy zSt.
Como tSx y xSz, por la transitividad de S resulta ¢Sz. Tomemos ahora cualquier u € X
tal que tSu. Como xSt, por transitividad de S tenemos que zSu. Luego, existe ¢t € T tal
que y < t,tSzyparatodou € X, tSuimplica xSu.

Establecemos a continuacion ciertas condiciones adicionales definidas en un H -alge-
bra las cuales estdn en correspondencia con determinadas propiedades definidas en su
correspondiente espacio dual.

Teorema 6.3.4. Sea (A, Q) € Hilj y (X, Tk, S) su HY-espacio dual correspondiente. Las
siguientes afirmaciones se satisfacen:

1. 0"a — a = 1paratodo a € Asiysdlosi Vr,yl(x,y) € S" = y C z|, para todo

n € N.
2. (A, Q) € Hil{ + {OT} si y sdlo si S es reflexiva.
3. (A, Q) € Hil{ + {04} siy sdlo si S es transitiva.
4. (A, Q) € Hilg + {05} siy sdlo si o se satisface en (X, Tx, S).
5. (A, Q) € Hil{ + {OT,05} siy slo si ¢ se satisface en (X, Tx, S) y S es reflexiva

y transitiva.
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Demostracion. 1. Sea n € N. Asumamos que ("a < a para todo a € A. Consideremos
(z,y) € S™y tomemos b € y. Por Lema 6.3.2, 0"b € z. Como {"b < b, resulta b € z.
Queda probado entonces que y C z. Reciprocamente, asumamos que (x,y) € S™ implica
y C z. Supongamos que existe a € A tal que ¢"a £ a. Por lo tanto, existe € X tal
que O"a € x'y a ¢ x. Por Lema 6.3.2, existe y € X tal que (z,y) € S" y a € y. Por lo
asumido, y C z y consecuentemente, a € x, lo cual es una contradiccion.

2. Asumamos que a < Qa paratodoa € A.Seax € X ytomemos b € z. Por ende,
Ob € x 'y consecuentemente, b € O~ (z). Por lo tanto, z C O~ !(z) cualquierasea z € X.
Luego, S es reflexiva. Ahora consideremos que S' es reflexiva y supongamos que existe
a € Atal que a £ Qa. Entonces existe x € X tal que a € x'y $a ¢ x. Por lo asumido,
x C O~z ycomo a € x, resulta Qa € z, lo cual es imposible.

3. Asumamos que {*a < (a paratodo a € A. Sean x,vy,2 € X tal que (z,y) € Sy
(y,2z) € S. Es decir,y C O~ 1(x) y 2 C O~ !(y). Para mostrar que (z, z) € S, tomemos
a € z. Por ende, a € y y consecuentemente, O%a € x. Por lo asumido, $a € = y
entonces a € O~ !(z). Luego, S es transitiva. Para probar la reciproca, supongamos que
existe a € A tal que O*a £ Qa. Entonces existe © € X tal que ¢?a € zy Qa ¢ z.
Por Lema 6.3.2, podemos asegurar que existe y € X tal que (z,y) € S?y a € y. Por lo
asumido, (z,y) € S'y por lo tanto, Qa € z, lo cual es imposible.

4. Asumamos que O (¢a — Ob) < Qa — Ob para todo a,b € A. Para probar que
existe un elemento t € X talque y < ty z € S(t), consideremos el sistema deductivo
(yUQz) y el ideal de orden (O (O~!(2¢))] definidos en A. Probemos que (y U {z) N
(O (O1(x¢))] = 0. Supongamos lo contrario, esto es, existe a € Atal que a € (y U Oz) y
a € (O (071 (z9))]. Por lo tanto, existen b € y, c € zy d € O~*(z°) tal que b — (Oc —
Od) = 1 € y. Luego, Oc — Od € yy comoy C O~!(x), resulta O(Oc — Od) € .
Por lo asumido, Oc — ¢d € x. Como z C {~!(z), tenemos que Oc € x, y entonces
Qd € z, lo cual es una contradiccion. Luego, existe t € X talquey C t, Oz C ty
O (O (z¢))Nt=0.Estoes, 2z C O7H(t) y O (z¢) C O71(t). Seau € X tal que tSu,
ie., u C O7(t). Como O~ 1(t) C O~ '(x), tenemos que xSu. Luego, existe t € X tal que
y Ct,tSz yparatodou € X, sitSu entonces xSu.

Para la reciproca, supongamos que existen a,b € A tales que ¢ (Q0a — Ob) f Oa —
Ob. Entonces existe x € X tal que ¢ (0a — Ob) € x,0a € z'y Ob ¢ z. Por Lema 6.1.5,
existen y, z € S(x) tales que Qa — Qb € yy a € z. Como p se satisface en (X, T, 5),
tenemos que existe t € X tal que y C ¢, 2 C O~1(¢) y para todo u € X, tSu implica
xSu. Por lo tanto, a — Ob € t 'y Qa € t. Por ende, Ob € t. Por Lema 6.1.5, existe
v € X tal que (t,u) € Syb € u. Luego, (x,u) € S'y consecuentemente, Ob € x, lo cual
es imposible.

5. Resulta inmediatamente de aplicar los items (2), (3), (4) anteriores y la Observa-
cién 6.3.3. |
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6.3.1. La subvariedad Hil{S5

En esta parte del trabajo estudiamos particularmente a la subvariedad HﬂXS5, es decir,
a las Hg—élgebras que satisfacen las identidades a — Qa =~ 1y ¢(0a — Ob) — (Qa —
Ob) ~ 1. La importancia de estas dlgebras reside en el hecho de que son el reducto
{V,—, L, 0} de las dlgebras de Heyting monddicas, la cuales han sido muy estudiadas
principalmente por A. Monteiro y O. Varsavsky en [54], por G. Bezhanishvili en [2] y [3],
y por Gisele Fischer Servi en [33] y [34].

Siguiendo las ideas de R.Cignoli en [28] para ()-reticulos distributivos, podemos dar
otra definicion de dichas dlgebras usando el concepto de cuantificador.

Definicion 6.3.5. Sea A = (A, —,V, 1,0) un dlgebra de Hilbert con supremo acotada.
Un cuantificador definido en A es un operador unario V que satisface:

1. VO=0,
2. a < Va,
3. V(Va — Vb) < (Va — Vb),

4. V(aVb)=VaV Vb.

Podemos decir también que cada cuantificador V es un operador de clausura aditivo
del HV-élgebra acotada A, como lo definen R. Balbes y P.Dwinger en [1].

Luego, (4, ) € HilXS5 siy s6lo si A es un dlgebra de Hilbert con supremo acotada
y ¢ es un cuantificador definido sobre A.

Consideremos el subconjunto de (A, ¢) siguiente.

Ay ={0a:a € A}.
Lema 6.3.6. Sea (A, ) € Hil{S5. Entonces
1. Ay ={ae€ A:a={a}.
2. (Ay, Q) es subdlgebra de (A, ).
3. Qa es el menor elemento en el conjunto [a) N Ay.
4. yNAy, Cx siysolosiy C O ().

Demostracion. 1. Es claro que {a € A : a = Qa} C A,. Para probar la otra inclusiéon
tomamos a € Ag. Esto es, existe b € A tal que a = Ob. Por lo tanto, 0a = O*b = Ob = a.

2. Es claro que Ay € A. Como 00 = 0y 01 = 1, entonces 0,1 € A,. Como
Oa = {%a cualquiera sea a € A, tenemos que $a € Ay. Sean a,b € Ay.a Vb € Ay pues
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aVb=~_0aVOb= O(aVb). Veamos ahora que a — b € A,. Como a,b € A entonces
a—be Ayporlotanto,a — b < O(a — b). Peroa — b = Qa — Ob > O(Qa —
Ob) = O(a — b). Luego, a — b = O(a — b) y por consiguiente, a — b € Ay.

3.Comoa < Qay Qa € Ay, tenemos que Qa € [a) N Ay. Seab € [a) N Ay, entonces
a < byb= 0b. Luego, Oa VvV Ob = O(a VvV b) = Oby consecuentemente, ¢a < Ob = b.
Hemos probado que (a es el menor elemento en el conjunto [a) N Ay.

4. Asumamos que y N A, C 2y tomemos a € y. Entonces Qa € y N Ay, por lo tanto
Qa € x y consecuentemente, a € <>‘1(:1:). La reciproca es inmediata. [ |

Representacion topologica

En [58], A. Petrovich define el concepto de cuasi-equivalencia como relaciones bi-
narias S definidas en un conjunto X siendo S reflexiva, transitiva y tal que satisface que
paraz,y € X con xSy, existet € X talquey < ¢, xSty tSx.

Teniendo en cuenta la notacion de A. Petrovich y la caracterizacion dada en el Teore-
ma 6.3.4, podemos afirmar que toda dlgebra (A, ¢) € HilXS5 estd en correspondencia con
un H-espacio (X, Tk, S), donde S es una cuasi-equivalencia. Notamos con Hil;S5S a
la categoria formada por dlgebras de la variedad HilXSS y cuyos morfismos son semi-
homomorfismos que preservan primer elemento, supremo y el operador modal <.

A continuacién probamos una dualidad topoldgica para las dlgebras pertenecientes a
la variedad HilXS5 distinta a la descripta anteriormente, siguiendo las ideas utilizadas por
G. Bezhanisvili en [3] para dlgebras de Heyting monddicas.

Definicion 6.3.7. Sea X un conjunto y R una relacion binaria definida sobre X. Defini-
mos la relacion £'r C X x X de la siguiente manera:

(x,y) € Er <= xRy & yRux.

Observaciones 6.3.8. Es claro que si R es reflexiva y transitiva, entonces Fr es una
relacion de equivalencia.

Siguiendo la notacién utilizada por G. Bezhanisvili en [3], llamamos marcos de Krip-
ke argumentados perfectos a los espacios asociados a las dlgebras pertenecientes a la
variedad HilXSS.

Definicion 6.3.9. Diremos que una terna (X, 7i, E) es un marco de Kripke argumentado
perfecto si (X, Ti) es un HY-espacio con X € Ky F es una relacién de equivalencia
definida sobre X tal que:

1. (Fo<)C (<0oFE),

2. E - EE'OS_la
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3. EU)={z € X : E(x)NU # 0} € D(X) paratodo U € D(X),

4. paracadax € X, siy € E(x)¢ entonces existe U € D(X)talquez € U,y ¢ Uy
E(U)=Uobien,existe V € D(X)talqueye V,x ¢ VyEV)=V.

El siguiente resultado prueba que para todo marco de Kripke argumentado perfecto
existe un dlgebra asociada en la variedad Hil;S5.

Proposicion 6.3.10. Sea (X, Ti, E') un marco de Kripke argumentado perfecto. Entonces
(D(X),FE) € Hil<v>S5.

Demostracién. Como (X, Tx) es un HY-espacio con X € K, por Proposicién 5.2.3,
tenemos que (D (X),=,U, X, D) es un H"-édlgebra acotada. Veamos que E es un cuan-
tificador definido sobre D(X). Como (X, Tx, F) es un marco de Kripke argumentado
perfecto, para todo U € D(X) tenemos que E(U) € D(X). Es claro que E() = () y que
EUUV)=EU)UE(QV)paratodo U,V € D(X). Ademads, por la reflexividad de £
tenemos que U C E(U). Sélo resta probar que

E(E(U)=E(V)) CEU)= E(V).

Tomemos z € X talque x € E(E(U) = E(V)). Estoes, existey € E(U) = E(V)
tal que (y,x) € E, ie., [y) N E(U) C E(V)y ademds, z € E(y). Veamos que x €
E(U) = E(V). Para ello, tomemos z € [z) N E(U). Como yEx y x < z, resulta
(y,2) € (Fo<) C (<oF). Por lo tanto, existe u € X tal que y < uy uFz. Co-
mo z € E(U) y E es simétrica y transitiva, podemos asegurar que © € E(U). Luego,
u € [y) N E(U) y por lo asumido resulta u € E(V'). Como (u, z) € E, por la transitivi-
dad de E resulta z € E(V). |

Para toda élgebra en la variedad HilXS5 podemos encontrar un marco de Kripke ar-
gumentado perfecto asociado, como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 6.3.11. Sea (A, Q) € Hil{S5. Entonces, (X(A), Tx,, Ea) es un marco de
Kripke argumentado perfecto, donde E 4 C X(A) x X (A) tal que

(x,y) € EasiysolosizN Ay =yN A

Demostracion. Por como estd definida la relacién binaria £/, es inmediato que E4 es
una relacién de equivalencia. Ademds, por Teorema 5.2.6, tenemos que si A € Hil"
entonces (X (A), Tx,) es un H"-espacio. Ademds, como 0 € A, p(0) =0 € D(X(A))y
consecuentemente, X € 4. Veamos que (X (A), Tx,, E4) cumple con las condiciones
de la Definicién 6.3.9. Tomemos x,y € X (A).
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1. Si(z,y) € (Eao C), existe z € X (A) tal que (x,z) € E4y z C y. Consideremos
el sistema deductivo (z U (y N Ay)) y el ideal generado por y°N Ay, y probemos que
son disjuntos. Supongamos lo contrario. Sea a € Atalque a € (z U (yNAp))y
a € Ig(y° N Ap). Por lo tanto, existe b € x, ¢ € yNAyy ki,....,kn € y°N
Ay tales que b — (¢ — a) = 1ya < ky V...V k,. Consecuentemente, b —
(c—= (k1 V..Vky))=11ie,b<c— (k V..Vk,). Usando la monotonia de {
y sabiendo que ¢, k1, ..., k, € A, resulta:

Ob < O(Oc— (Ok1 V...V Oky)) = 0(0c—= O (k1 V...V k)

Como b € x N Ay = 2z N A, tenemos que Ob € z C y. Luego, Oc —
O(kyV...Vk,) € y. Como Oc = ¢ € y, resulta O (ky V...V k,) = Oky V
... V. Ok, € y. Teniendo en cuenta que y es sistema deductivo primo, existe 7,
con 1 < i < n,tal que Ok; = k; € y, lo cual es imposible. Luego,

(xU(yNAgy))Nlgly°nAy) =0.

Por Teorema 2.2.10, existe w € X (A) tal que z C w, yNAy C wywNy*NAy = 0.
Estoes, wnN Ay C y. Luegow N Ay C yN Ay. Como y N Ay C w N Ay tenemos
que (w,y) € E4. Porlo tanto, (z,y) € (C oFy).

2. Sea (x,y) € FEj4. Por la reflexividad de C~!y la simetria de £/, tenemos que

(z,y) € Fao C'y ademds que (y,z) € Eao C7'. Luego, (z,y) € EAp oc1y:
- Esto es, (r,y) € (Eao C Y e (y,2) €
(Eao C71). Por lo tanto, existen z,w € X(A) tales que (z,z) € Eu,z C!
y,(y,w) € Eg4yw C ' . Porende,z N Ay =2NAy,y Cz,yNAy =wnNAyy
x Cw.Luego,yNAy CzNAy=2nNAyyxnNAy, CwnAy=yn A Porlo
tanto (z,y) € E4.

Ahora tomemos (z,y) € EA(EA0C71

3. Veamos que E4(U) € D(X(A)), paratodo U € D(X(A)). SeaU € D(X(A)).
Por lo tanto existe a € A tal que U = ¢(a). Probemos que E4(p(a)) = ¢(Oa).
Sea x € Ea(p(a)). Por lo tanto, existe y € ¢(a) tal que (y,z) € E4. Como
a€yya < Qa,resulta Ga € yN Ay = 2N Ay y por lo tanto, z € ¢(Qa). Para
probar la otra inclusion, tomemos = € ¢(Qa). Esto es, $a € x y en consecuencia,
[a) N Ay € x N Ay. En efecto. Tomemos b € [a) N Ay. Entonces a < by b = Qb.
Entonces, ¢a < Oby como Qa € z, Ob = b € z. Luego, b € x N A. Consideremos
ahora el sistema deductivo ([a) U (z N Ay)) y el ideal generado por 2°N A,. Usando
las mismas técnicas aplicadas en el item /., se prueba que

(l[a) U (z N Agy)) NIg(x®n Ay) = 0.
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Por lo tanto, existe z € X(A) talque [a) C z,2 N Ay C zyzNaN A, = 0.
Estoes,a € z,x N Ay C2NAyyzNnAy, Cxn Ap. Esdecir, existe z € ¢(a) tal
que (z,z) € E4. Por consiguiente, z € E4(p(a)). Luego, Ea(p(a)) = ¢(Qa) €
D(X(A)).

4. Seay € E4(x)". Entonces y N Ay # 2N Ag, estoes, y N Ay € x N Ay o bien
rNAy € yNAy. SiyNAy € xN Ay, existea € yN Ay tal que a ¢ xNA,. Estoes,
existe a € Atalque a € y,a ¢ xy a = Qa. Por lo tanto, existe p(a) € D(X(A))
tal que y € p(a),x ¢ p(a)y p(a) = ¢(Qa) = E4(p(a)). Andlogamente se prueba
la condicién cuando x N Ay € y N A,.

Sea (A, ) € HilsS5. Por Teorema 5.2.6, ¢ : A — D(X(A)) es un isomorfismos
entre H"-dlgebras, donde ¢(0) = (. Ademas, por Proposicién 6.3.11, (X(A), T, Ea)
es un marco de Kripke argumentado perfecto y consecuentemente, por Proposicion 6.3.10,
(D(X(A)), E4) € HiliS5 y ©(Oa) = Ea(p(a)). Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo entre
las dlgebras de la variedad HiljS5, (A, O) y (D(X(A)), Ea).

Por otro lado, si (X, 7k, F) es un marco de Kripke argumentado perfecto, enton-
ces <X (D(X)), Tiepxy B X)> es el marco de Kripke argumentado perfecto correspon-

diente al dlgebra (D(X), E) de la variedad Hil{S5, donde para todo F, P € X (D(X)),
(F,P) € Epy) <= FND(X)z=PND(X)p
yD(X)g={U e DX):U=EUU)}.

Teorema 6.3.12. Sea (X, T, E) un marco de Kripke argumentado perfecto. Entonces,
la aplicacion ex : X — X (D (X)) es un homeomorfismo entre marcos de Kripke argu-
mentados perfectos tal que

(:p,y) c b «— (EX(.’L'),a’fx(y)) c ED(X)-

Demostracion. Por Proposicion 5.2.7, ¢ : X — X(D(X)) es un homeomorfismo entre
HYespacios. Ms atin, como (D(X), E) es un dlgebra de la variedad Hil;S5, por Proposi-

cién 6.3.10 resulta que <X(D(X)), Tk pix)» ED(X)> es un marco de Kripke argumentado

perfecto. S6lo necesitamos probar que (x,y) € FE es equivalente a (ex(z),ex(y)) €
Ep(x), para todo z,y € X. Asumamos que (x,y) € E'y probemos primero que ¢ x (x) N
D(X)g Cex(y) N D(X)g. Paraello tomamos U € D(X) tal que U € ex(x) N D(X)g.
Estoes,z € Uy U = E(U). Comoy € E(z) entonces y € E(U) = U. Luego,
U € ex(y) N D(X)g. Usando la simetria de £ se prueba la otra inclusion, resultando
(ex(2),ex(y)) € Ep(x). Supongamos ahora que = ¢ E(y). Por condicién 4 de la defini-
ci6én 6.3.9, existe U € D(X)talquex € U,y ¢ Uy E(U) = U o bien, existe V € D(X)
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talquey € Ve ¢ Vy E(V)=V.Estoes,U € ex(x) ND(X)gyU ¢ ex(y) N D(X)g
obien, V € ex(y) N D(X)gyV ¢ ex(x) N D(X)g. En ambos casos tenemos que
(ex(7),ex(y)) & Epix).- ]

Hemos probado entonces el siguiente resultado.

Teorema 6.3.13. Para toda dlgebra (A, Q) € Hil<v>S5 existe un marco de Kripke argu-
mentado perfecto (X, Tx, E) tal que (A, Q) es isomorfa al dlgebra (D(X), E) pertene-
ciente a la variedad HilXS5. Mas atin, para todo marco de Kripke argumentado perfecto
(X, Tk, E) existe un dlgebra (A, ) € Hil[S5 tal que (X, Ty, E) es homeomorfo al mar-
co de Kripke argumentado perfecto (X (A), Tk, Ea), donde (x,y) € E4 siy solo si
rNAy=yNAp.

Dualidad para morfismos

En orden de completar la dualidad, necesitamos asignarle una apropiada /-relacién
irreducible a cada morfismo de la categoria HilXSSS .

Sean (X1, Ti,, E1) y (Xa, Ti,, Es) espacios de Kripke argumentados perfectos y sea
R C X x X, una H-relacion irreducible. Como hy(()) = (), resulta que toda H-relacion
irreducible definida entre espacios de Kripke argumentados perfectos es fuerte y conse-
cuentemente, nos provee de una funcién fr : X; — X, tal que

fr(x) =y siysdlosi R(z) = cl(y) = [y) = [fr(2)).

Definicion 6.3.14. Sean (X, Ti,, E1) y (Xa, Ti,, E2) espacios de Kripke argumentados
perfectos. Sea R C X; X X5 una H-relacion irreducible fuerte. Diremos que R es una
E-relacion si satisface las siguientes condiciones:

(EF1) Si(x,y) € Ey, entonces (fr(z), fr(y)) € Es.

(EF2) Paratodo v € Xy,y € X, si (fr(x),y) € E», entonces existe z € X; tal que
(x,2) € Eyey < fr(2).

Proposicion 6.3.15. Sean (X1, Tx,, E1) y (X2, Tk,, Es) espacios de Kripke argumenta-
dos perfectos. Sea R C X; x X5 una E-relacion. Entonces hg : D(X3) — D(X;) es un
V-semi-homomorfismo que conmuta con E'y preserva el primer elemento.

Demostracion. Por Teorema 5.2.12, tenemos que h es un V-semi-homomorfismo y por
ser R una H-relacién irreducible fuerte, hg()) = 0. Sea U € D(X,). Veamos que
Ey(hg(U)) = hr(E2(U)). Sea © € E; (hgr(U)). Entonces existe y € hgr(U) tal que
(y,x) € Ej. Por (EF1), (fr(y), fr(z)) € E,. Ademias, R(y) = [fr(y)) C U, es-
to es fr(y) € U. Por lo tanto, fr(x) € Ey(U) y como Ey(U) € D(X,), resulta
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R(z) = [fr(x)) C E5(U). Luego, © € hgr(F2(U)). Para probar la otra inclusion, to-
mamos = € hr(Ey(U)), i.e., R(z) = [fr(x)) C Ey(U). Como fr(x) € Ey(U), existe
y € Utalque (fr(z),y) € Ey.Por (EF2),existe z € X talque (z,2) € F1ey < fr(2).
Como y € U resulta fz(z) € U y consecuentemente, R(z) C U. Por la simetria de £},
x € Ey(z)conz € hg(U).Estoes, x € Ey(hr(U)). |

A continuacién, estudiamos la relacion R;, definida en (3.2) cuando A es un V-semi-
homomorfismo definido entre dlgebras de la variedad HilXS5 que conmuta con ) y pre-
serva el primer elemento.

Proposicién 6.3.16. Sean (A, O) , (B, O) € Hil{S5. Sea h : A — B un \/-semi-homomorfismo
tal que conmuta con § y preserva el primer elemento. Entonces, Ry, es una E-relacion.

Demostracion. De lo demostrado en la Proposicién 6.2.6, podemos asegurar que R;, C
X (B) x X(A) es una H-relacion irreducible fuerte y por consiguiente, nos provee de una
funcién fr, : X(B) — X(A) tal que fg, (z) = h~'(x). Veamos que Ry, satisface las
condiciones de la Definicién 6.3.14:

(EF1) Sean z,y € X(B) tales que (x,y) € Ep,i.e.,xN By = yN By. Tomemos a €
Atalquea € fg, (r)NAy.Osea,a € h™*(z)ya € Ap. Porlo tanto, h(a) € zy a = Qa.
Luego, h(a) = h(Qa) = Oh(a) € xN By = y N By. Bstoes, a € h™'(y) N Ag. Luego,
fr,(x) N Ao C fr, (y) N Ay. Andlogamente se prueba que fg, (v) N Ay C fr, (z) N Ay.
Queda probado que (fr, (), fr,(y)) € Ea.

(EF2) Seaz € X(B)ey € X(A) tales que (fr,(z),y) = (h"'(x),y) € Ea.
Para probar que existe z € X (B) tal que (z,2) € Egey < fg,(z), consideremos el
sistema deductivo (h(y) U (x N By)) y el ideal generado por x¢ N By, pertenecientes a B,
y veamos que estos conjuntos son disjuntos. Para ello supongamos lo contrario, es decir,
asumamos que existe a € B tal que a € (h(y) U (zNBy))ya € Ig(z°N By). Por lo
tanto, existe b € y,c € tNByy ky, ..., k, € x°N By tales que h(b) — (¢ > a) =1lya <
kiV..Vk,. Porende, h(b) = (c = (k1 V...V k,)) = L,ie,h(b) <c— (k1 V..V k).
Considerando la monotonia de ¢ y que ¢, k1, ..., k,, € By, resulta:

Oh(b) = h(0b) <O (Oc— (k1 V... VOk,)) =0 (Oc = O (k1 V... V k)
< Q= O (kg V... V).

Como b € yyb < Ob, tenemos que Ob € y y consecuentemente (b € y N
Ay = h7l(x) N Ay. Por lo tanto, h(Ob) € z y por la desigualdad anterior, {c —
O (k1 V... Vk,) € x.Como Qc € x, por Modus Ponens, Ok V...V Ok, € x'y consecuen-
temente, existe algtin ¢, con 1 < ¢ < n, tal que Ok; = k; € x, lo cual es imposible. Hemos
probado entonces que (h(y) U (z N By))NIg(z°N By) = 0. Luego, existe z € X (B) tal
que h(y) C z,2aN By CzyaNByNz=10.Estoes,y Ch ! (z),xrNBy C2zNByy
BynNz Cx,o0sea, By Nz CxN By, con lo cual queda probado la condicion. [ |

131



6.4 E1{—,V, L, O}-fragmento de la I6gica modal intuicionista IntK H ) -dlgebras

De los resultados obtenidos previamente podemos afirmar que la categoria HilXS5S
es dualmente equivalente a la categoria formada por los marcos de Kripke argumenta-
dos perfectos y cuyos morfismos son E-relaciones. Consecuentemente, como la categoria
HilXSSS es dualmente equivalente a la categorfa de H-espacios (X, Tk, S), donde S es
una cuasi-equivalencia y cuyos morfismos son {-relaciones, podemos asegurar que dicha
categoria es equivalente a la categoria de marcos de Kripke argumentados perfectos y
E-relaciones.

64. El{— vV, L O}-fragmento de la légica modal intui-
cionista Int K’

En esta seccion estudiamos el {—, Vv, L, ¢ }-fragmento de la 16gica modal normal in-
tuiticionista Int K ( ver [2], [9], [57], [56] y [64]). Vamos a demostrar que toda extension
T, del fragmento IntK " es canénica y en consecuencia es completa con respecto a la
clase de sus marcos Fr(Z).

Sea L, el lenguaje proposicional modal universal, el cual consiste del lenguaje £
definido en la seccion 2.6, mas la constante proposicional _L, el conectivo V y el operador
unario . La Iégica IntK es una l6gica en el lenguage L, caracterizada por la siguiente
lista de axiomas y reglas:

L. ¢—= (¥ —9),

2 (6 (0 2)) = (6= 9) > (6= )
39 (0 9),

44— (V)

5. (0 =) = (6 9) = (Vv 9) ),
6. L— 1,

7. 0@V ) = (0 V OY),

(P) 228 (o) S

Es claro que IntK " es el {—,V, L, ¢ }-fragmento de la 16gica modal intuiticionista
IntK,. Una légica implicativa modal universal I, es cualquier extension de Int K.

Definicion 6.4.1. La estructura (X, IC, S) es un H-marco general si:
1. (X,K) es un H-marco general,
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2. (€71 0S) C (So <71), donde < es <,
3. S7HU) = 05(U) € D(X), paratodo U € D(X).

Notemos que los Hy-espacios son casos particulares de /{-marcos generales.

Sea F = (X, K, S) un H{-marco general. Por lo probado en [57], la segunda condi-
cioén de la definicién de H{-marco general nos permite asegurar que P<(X) es cerrado
bajo {5 y consecuentemente tenemos que

A(‘F) = <,P§(X)705> = <P§(X)v:>>u><>57®>X>

es un Hy-dlgebra, y (D(X), 0g5) = (D(X),=,U, 05,0, X) es una subdlgebra de A(F).
Una valuacion definida sobre F es una funcion V' : Var — D(X). Toda valuacién V
puede extenderse recursivamente a /'m por medio de las siguientes clausulas:

L V(L) =0

2.

<

T) =X,

V) =V(e) UV (¥),

¢ =) = V() =<, V(¢) = sat(V(¢) N V(¥))",
09) = 0s(9) ={z € X : S(z)NV(¢) # 0}

Llamaremos H {-modelo general a toda estructura M = (X, K, S, V) donde F =
(X, K, S) es un HO-marco general y V' es una valuacién definida sobre F. Una funcién
V' es una valuacion en un H {-marco general F siy solo si V' es un homomorfismo entre
el dlgebra de todas las formulas F'm y D(X). Por lo tanto, ¢ es vélida en un H {-marco
general si y s6lo si la ecuacion ¢ =~ 1 es vilida en el dlgebra de Hilbert D(X). Luego, si
F es un H{-marco general, entonces

(
(M) =X
3. V(
4. V(

(

5.

<

FE¢siysolosi D(X)Fop~1

Sea Z,, una l6gica implicativa modal universal. Denotamos con Fr(Z) a la clase de todos
los H{-marcos generales donde las formulas de Z,, son vélidas. Sea HSp(Z,) la clase de
todos los H-espacios F = (X, Tx,S) tal que F F ¢, para todo ¢ € Z,. Como todo
H -espacio es un [ {-marco general, la clase HSp(Z,,) es una subclase de Fr(Zy,).

Anélogamente a lo realizado para l6gicas implicativas modales necesidad en la Sec-
cion 4.4, diremos que una ldgica implicativa modal universal Z,, estd caracterizada por
la clase F de H{-marcos generales, cuando ¢ € Z; si y solo si ¢ es valida en cualquier
H{-marco general (X, C,S) € F. Mas atn, Z, es completa respecto a marcos cuando
¢ € L, siy solo si ¢ es vélido en cualquier H $-marco general F = (X, K, S), para todo
F e FI"(IQ).
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Sea 7, una logica implicativa modal universal. Consideremos la variedad de H-
algebras
V(Z,) = {A€Hily: AF ¢ ~ 1, paratodo ¢ € I} .

Tenemos entonces que
F € HSp(Z,) siy solosi D(X) € V(Zy).
Luego,

Proposicion 6.4.2. Toda logica implicativa modal universal T, estd caracterizada por la
clase HSp(Zy).

Diremos que una variedad V of [ J-algebras es candnica, si A(F(A)) € V, cuando
A € V. Una extensién de IntK ', 7, es candnica si la variedad V(Z,) es candnica.
Ademds, 7, es H-persistente si A(F) € V(Iy), cuando D(X) € V(Zy), para todo H-
espacio F = (X, T, 5).

De los resultados sobre dualidad obtenidos entre HJ-espacios y HJ-dlgebras, pode-
mos dar los siguientes resultados andlogamente a lo realizado para el caso de la légica
modal implicacional Zr (ver Seccion 4.4).

Proposicion 6.4.3. Una extension de IntK.;’, Z,, es H-persistente si y solo si es candnica.

Proposicién 6.4.4. Toda extension candnica de IntK,', T, es completa con respecto a
FI(IQ).

Usando las caracterizaciones probadas en la Seccion 6.3, podemos asegurar que cual-
quier variedad de [ ;-dlgebras axiomatizada por algunos de los subconjuntos pertene-
cientes al siguiente conjunto de ecuaciones:

P={0T,04,05,0"a — a~ 1}
es canonica. Luego, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.4.5. Cualquier variedad de H-dlgebras axiomatiza por férmulas pertene-
cientes al conjunto P es candnica. Luego, las logicas asociadas son candnicas y comple-
tas respecto a marcos.

6.5. Congruencias de X -algebras

En esta parte del trabajo estudiamos las congruencias de las [J-dlgebras, a las que
denominamos {)-congruencias, e introducimos la nocién de sistemas deductivos cerrados.
Probamos que los reticulos formado por {)-congruencias y por sistemas deductivos cerra-
dos son isomorfos, y demostramos ademds que ambos reticulos son dualmente isomorfos
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al reticulo formado por ciertos subconjuntos cerrados del correspondiente espacio asocia-
do. Estos resultados nos permiten caracterizar, en la seccién siguiente, a las 7 -dlgebras
simples y subdirectamente irreducibles.

Sea A es un dlgebra de Hilbert. Recordemos que

(Con(4, =), C) 2 (Ds (4), C) = (C(X),9)".

) = )y =

Ademis, si (A, —,V, 1) es un H -dlgebra, su reticulo de congruencias Con(A, —, V)
es igual al reticulo de congruencias Con(A, —) del dlgebra de Hilbert A. Recordemos
ademds que denotamos con max Y al conjunto de todos los elementos méximales de Y
(ver Seccion 3.4).

Sea (A, ) € Hil{. Diremos que 6 es una {-congruencia siy s6lo si 6 es una relacion
de congruencia definida sobre A la cual es compatible con —, V y ¢. Denotamos con
Cony (A) al conjunto de todas las O-congruencias de (A, O).

Definicién 6.5.1. Sea (X, 7k, S) un H-espacio. Un subconjunto Y C X es S-maximal
si para todo = € Y se satisface que méx S(z) C Y.

Es claro que X y () son conjuntos S-maximales triviales y es facil chequear, teniendo
en cuenta la definicidn anterior, que la interseccion y la union de cualquier familia de con-
juntos S-maximales es nuevamente un conjunto S-maximal. Por lo cual podemos afirmar
que el conjunto de todos los subconjuntos S-maximales del [y -espacio (X, T, S), orde-
nados bajo la relacién inclusion, es un subreticulo completo de (P(X), C). En particular,
los subconjuntos S-maximales y cerrados de (X, T, S) forman el conjunto Cy,4,(X), el
cual ordenado bajo la inclusién, forma un subreticulo de (C(X'), C) cerrado bajo intersec-
ciones arbitrarias.

Sea (X, Tk, S) un H-espacio. La familia de todos los subconjuntos cerrados y S-
maximales de (X, Ti, S) define una topologia,

Te ={X =Y :Y € Coax(X)},

sobre X, donde sus subconjuntos cerrados son exactamente los elementos de Cpax(X).
Denotamos con cly,4(Y") a la clausura de un subconjunto Y de X, donde X estd dotado
con la topologia Tg. Es claro que clysx(Y) € Ciax(X). En particular, si Y € Cpax(X),
entonces ¢l (Y) = cl(Y'). Un subconjunto Y de X es llamado S-cerrado (S-denso), si
es un subconjunto cerrado (denso) de X con respecto a la topologia 7.

Observacién 6.5.2. Sea (A, Q) € Hil{ y sea (X, T, S) su correspondiente H ) -espacio
dual. Notemos que

si S(x) # () entonces méx S(x) # 0, parax € X.
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Para probar esto, mostraremos que para cada x € X se satisface que toda cadena en S(z)
tiene cota superior en S(x). Sea x € X y tomemos una familia {y;},_, totalmente orde-
nada, con y; € S(x) paracadai € . Sea z = U {vi},c;- Es claro que z es cota superior
de la cadena {y;},.,. Probemos que z € X. Por ser unién de subconjuntos crecientes de
X, z es subconjunto creciente de X. Sean a,b € A tales que a,a — b € z. Esto es,
existen¢,j € I talque a € y; y a — b € y;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
v < j, por lo tanto, y; C y;. Luego, a € y;,a — b € y; y consecuentemente, b € y;. Por
ende, b € z y queda probado que z es un sistema deductivo de A. Supongamos ahora que
aV b € z. Entonces existe 7 € [ talque a Vb € y;. Comoy; € X,a € y; 00 € y;. En
cualquiera de los dos casos, @ € z 0 b € 2. Luego, z € X. Para mostrar que z € S(x),
tomemos a € z. Entonces existe ¢ € [ tal que a € y; y como y; € S(z), resulta que
a € O7'(x). Hemos probado que toda cadena en S(x) tiene cota superior en S(z), y por
Lema de Zorn tenemos que existe m tal que m € méx S(x). Es decir, max S(z) # 0.

A continuacién daremos una caracterizacion de las {-congruencias aplicando la dua-
lidad encontrada y usando técnicas dadas en [58].

Teorema 6.5.3. Sea (A, Q) € Hily y sea (X, Ti, S) su correspondiente H -espacio dual.
Entonces,

(Conic( X), ) 22 (Comyg (A4), S).
Demostracion. Probemos que la aplicacion ® : Cy4x(X) — Conyg (A) definida por
OY)={(a,b) e AxA:a—bb—acn(Y)}

es un anti-isomorfismo, donde 7(Y) = {a € A: Y C p(a)}.

SeaY € Cpsx(X). Por Observacion 3.5.3, 7 (Y') € Ds (A). Luego, ®(Y) = 6(n(Y)) €
Con(A). Para mostrar que ® estd bien definida necesitamos demostrar que ®(Y") preserva
0. Esto es, si a,b € A tales que (a,b) € ®(Y), probemos que (Qa,Ob) € ®(Y). Para
ello, mostremos que ¢a — ¢Ob € 7(Y), i.e.,

Y C p(0a) = p(0b) = {2 € X : [) N @(0a) C p(0B)}.

Seax € Yyseay € X tal que y € [x) Np(Oa). Porlo tanto, z C y y Qa € y. Por Lema
6.1.5, existe z € X tal que z € S(y) y a € z. Por Observacién 6.5.2, existe w € max S(y)
tal que z C w C O_l(y) y como a € z, resulta a € w. Por otro lado, comoxz € Y e Y
es un subconjunto creciente de X, tenemos que y € Y y como max S(y) C Y, resulta
w € Y. Porlo asumido, a — b € 7(Y") y entonces, [w) N ¢(a) C ¢(b). Como w € p(a),
tenemos que w € (b). Luego, b € w C O~!(y) y consecuentemente Ob € v, i.e.,
y € ¢(Ob). Por ende, Oa — Ob € m(Y). Con argumentos similares se prueba que Ob —
Oa € m(Y'). Luego, hemos mostrado que ®(Y') € Cong (A) para cada Y € Crax(X).
Sean Y, W € Cpax(X). Es claro que si Y C W entonces (W) C ®(Y'). Para probar
que la funcién ® es uno a uno, asumamos que ®(Y') = ®(W) y supongamos que Y # W.
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que existe x € Y tal que = ¢ W. Como W es
un subconjunto cerrado de (X, Tx), existe a € A tal que W C ¢(a) y ¢ ¢(a). Luego,
a=1—a¢cnx(W)ycomon(W) € Ds(A), 1 = a — 1 € n(W). Por lo tanto,
(1,a) € ®(W) = ®(Y) y consecuentemente, a € 7(Y). Estoes, Y C ¢(a) y por ende,
x € p(a), lo cual es una contradiccion.

Para completar la demostracion, s6lo nos resta probar que ® es sobreyectiva. Sea
0 € Cony (A) y

Z=(We(a):acllp}={zeX:[lCa}.

Es claro que Z € C(X). Veamos que Z es un subconjunto S-maximal de (X, 7k, S).
Para ello, supongamos lo contrario, es decir, tomemos x € Z, y € max S(x) cony ¢ Z.
Entonces existe a € [1]4 tal que a ¢ y. Consecuentemente, el sistema deductivo (y U {a})
y el ideal O~'(z¢) definidos en A son disjuntos. En efecto. Supongamos lo contrario,
estoes, seab € Atal que b € (yU{a}) N 07! (x°). Entonces existe ¢ € y tal que
c—>(a—b)=1€yyOb¢ x.Comoc € y,resultaa — b € y,y como y € S(x),
O (a — b) € x. Por otro lado, como (a,1) € 6 tenemos que (a — b,b) € 6. Luego,
(O (a — b),0b) € Oy porende, (O (a — b) — Ob, 1) € 0. Entonces,  (a — b) — Qb €
[1]g y como [1]y C z, O (a — b) — Ob € x. Como O (a — b) € z, resulta Ob € z, lo cual
es una contradiccion. Luego, (y U {a}) N O~(z°) = 0, y por lo tanto, existe w € X tal
que (yU{a}) Cwywnd(z¢) =0.Estoes,y Cwyw € S(x). Comoy € max S(x),
tenemos que ¥y = w y por lo tanto a € y, lo cual es imposible. Hemos probado entonces
que max S(z) C Z, paratodo x € Z.Luego, Z € Crax(X).

Ahora probemos que ®(Z) = 6. Notemos que Z C (a) siy sélo si a € [1]y. En
efecto. Por como estd definido el conjunto Z, es claro que si a € [1]4 entonces Z C p(a).
Ahora supongamos que a ¢ [1]y. Entonces, [1]y N (a] = 0. Por lo tanto, existe z € X tal
que [1Jp Caxya ¢ x.Estoes, Z € p(a).

Luego,
(a,b) € O(Z) — a—-bb—acen(Z) <~
ZCypla—=b),plb—a) <= a—bb—acllly <=
(@ —b,1),(b—>a,l)el < (a,b) € 6.

Probemos esta ultima equivalencia. La condicion necesaria es inmediata. Probemos
la condicién suficiente, para ello tomemos (a — b,1),(b — a,1) € #. Como (b —
a,1) € 0, (b - a) — a,a) € 6. Como (a — b,1) € 0, tenemos que ((a —
b) - (b—a)—a),l1 - a) = ((a - b)) — ((b—a)—a),a) € 0. Andloga-
mente se prueba que ((b — a) — ((a —b) = b),b) € 6y como por Lema 2.1.2,
(@ —b) — (b—a)—a) = (b — a) = ((a—=b) —b), por la transitividad y si-
metria de 6 resulta (a,b) € 6. |
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Ahora estudiamos a los sistemas deductivos definidos en H-dlgebras que estdn en
correspondencia con las {-congruencias.

Definicién 6.5.4. Sea (A, ¢) € Hil]. Un sistema deductivo F' de A es un sistema deduc-
tivo cerrado si a — b € F implica ¢a — Ob € F, para todo a,b € A.

Al conjunto formado por todos los sistemas deductivos cerrados del H J-dlgebra (A, ¢)
lo denotamos con Ds,, (A).

Proposicién 6.5.5. Sea (A, O) € Hil; y sea (X, Ty, S) su HY-espacio dual. Entonces
<DS<> (A) ) g) = <Cméx(X>7 g>d .

Demostracion. Sea i : Dsy (A) — Cpax(X) tal que p (F') = {x € X : F' C «} para todo
F € Dsy (A). Por Observacion 3.5.3, sabemos que p (F') es un subconjunto cerrado de
(X, Tx), paratodo F' € Ds(A). Es claro que si F, D € Ds,, (A) tal que F' C D entonces
p (D) C p(F). Probemos ahora que u(F') es un subconjunto S-maximal de (X, Tk, S)
para cada I’ € Dsg (A). Sea x € p(F'). Supongamos que existe y € max S (z) tal que
y ¢ w(F),ie., F ¢ y. Entonces, existe f € F' tal que f ¢ y. Consideremos el sistema
deductivo (y U {f}) definido en A. Como y € max S (x),

u{fh) £ 07" (x).

Luego, existe d € Atalque d € (yU{f}) yd ¢ O~ (z). Esto es, existe ¢ € y tal que
f—=(q@—=d =1€ Fy{d¢ x. Porlotanto, ¢ — d € F'y como F' es un sistema
deductivo cerrado, ¢0q — ¢d € F.Como F' C z, g — {d € x. Teniendo en cuenta que
q € ycony € S(x), resulta Og € x. Luego, por Modus Ponens, d € z, lo cual es una
contradiccion. Luego, u(F') € Crsx(X).

Sea 7 : Cax(X) — Dsg (A) talque m(Y) = {a € A:Y C p(a)}. Por lo probado en
la demostracion del Teorema 6.5.3, sabemos que 7(Y") es un sistema deductivo cerrado
para todo Y € Cp(X). Como 1y 7 son inversas una de la otra, deducimos que j es un
anti-isomorfismo de reticulos. |

Por Teorema 6.5.3 y Proposicion 6.5.5, es inmediato el siguiente resultado.

Corolario 6.5.6. Sea (A,O) € Hil{ y sea (X, Tk, S) su correspondiente Hy-espacio
dual. Entonces,

(Cong (A), C) = (Dso (4), C) = (Cmax(X), ).

) = ) = y =
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6.6 H ) -dlgebras simples y subdirectamente irreducibles H ) -dlgebras

6.6. H g -algebras simples y subdirectamente irreducibles

Sea (A, Q) € Hil. Por Teorema 6.5.3 y Proposicién 6.5.5, podemos afirmar que
un [ -dlgebra (A, ) es subdirectamente irreducible si y s6lo si en su [J-espacio dual
(X, Tk, S) existe un inico Y € Cpsx(X) maximo en Cp 4, (X)) distinto de X y ), o lo que
es equivalente a asegurar que existe un unico {-sistema deductivo minimo no trivial. Mas
atin, (A, Q) es simple siy 8610 si Crax(X) = {0, X} siy s6losi Dsy(A) = {{1}, A}.

El siguiente resultado caracteriza a las dlgebras simples y subdirectamente irreduci-
bles de la variedad Hilg.

Teorema 6.6.1. Sea (A, ) € Hil{ y (X, Tx,S) su correspondiente HY-espacio dual.
Entonces:

1. (A, Q) es simple siy sdlo si todo subconjunto unitario de X es S-denso en X, i.e.,
clmax(x) = X, para cada x € X.

2. (A, Q) es subdirectamente irreducible si 'y solo si {x € X : clpix(z) # X} €

Demostracion. 1. Asumamos que (A, ¢) es simple. Por lo tanto, Cp,(X) = {0, X }. Sea
x € X.Como z € clys(x), resulta clys () # 0y como clysx () € Crax(X), tenemos
que clysx(z) = X. Para probar la reciproca, asumamos que clys () = X para todo
x € X y supongamos que existe Y € Cp4c(X) tal que Y # (). Por lo tanto, existe y € X
tal que y € Y y consecuentemente, X = cls(y) C Y. Luego, X = Y y por lo tanto,
(A, Q) es simple.

2. Consideremos el conjunto

V={reX: clnu(r)#X}

Supongamos que (A, ¢) es subdirectamente irreducible y sea Y el dltimo elemento de
Cmax(X) — {X}. Veamos que Y = V. Sea = € Y. Entonces, cls«(z) CY # X y con-
secuentemente, x € V. Por lo tanto, Y C V. Ahora tomemos = € V. Luego, clys () €
Cmax(X)—{ X} y por lo asumido, cl,,4 () C Y. Entonces, € Y. Hemos probado enton-
cesque V =Y € Cpa(X)—{0, X}. Reciprocamente, sea V' € Cp (X) —{ X }. Veamos
que V es el ultimo elemento de C,,4c(X) — { X'}. Supongamos que existe Y € Cpax(X)
tal que Y ¢ V. Entonces existe © € Y tal que = ¢ V. Por lo tanto, X = clysx(z) C Y.
Es decir, Y = X, lo cual completa la demostracion. [ |

A continuacion, caracterizamos las dlgebras simples y subdirectamente irreducibles
de las H J-dlgebras que satisfacen la ecuacion a — Qa ~ 1.

Teorema 6.6.2. Sea (A, O) € Hil] + {OT} y sea (X, Tk, S) su correspondiente H\-
espacio dual. Entonces,

139



6.6 H ) -dlgebras simples y subdirectamente irreducibles H ) -dlgebras

1. (A, Q) es simple si 'y sélo si max S(z) es S-denso en X, para cada x € X.

2. (A, Q) es subdirectamente irreducible si'y solo si

{r € X : max S(z) noes S-denso en X } € Cpax(X) — {X}.

Demostracion. Por Teorema 6.3.4, S es reflexiva.

1. Asumamos que (A, ) es simple. Por lo tanto, Cps(X) = {0, X}. Por ser S re-
flexiva, S(x) # () para todo x € X y consecuentemente, por Observacién 6.5.2 resulta
max S(x) # 0. Porlo tanto, ¢l (méx S(2)) € Crnax(X)—{0}. Luego, cliysx (méx S(x))
X cualquiera sea * € X. Para probar la reciproca, asumamos que max S(zx) es S-
denso para cada © € X. Sea Y € Cupu(X) — {0}. Por ende, existe z € Y y como
Y es S-maximal, méx S(x) C Y. Luego, X = clys (max S(z)) € Y y entonces,
Y = X. Queda probado que (A, {) es simple.

2.SeaT = {z € X : max S(x) no es S-denso en X }. Asumamos que (A, ) es
subdirectamente irreducible y sea Y el dltimo elemento de Cps(X) — {X}. Es claro
que Y C T. Para probar que 7' C Y, tomemos y € T, i.e., clys(méxS(y)) # Xy
consecuentemente, cl, s (max S(y)) C Y. Por ser S reflexiva, y € S(y), lo que implica
que existe z € max S(y) tal que y C z. Por ende,

Y € clmax(¥) C clmax(2) C el max(méx S(y)) C Y.

Luego, Y = T € Cunax(X) — {X}. Para probar la reciproca, supongamos que 7" €
Cmax(X) — {X}. Probaremos que 7" es el dltimo elemento de Cpa(X) — {X}. Sea
Y € Chuax(X) — {X}. Six € Y entonces, clys(méx S(z)) CY # X.Estoes,z € T'y
entonces, Y C T'. Luego, queda probado que (A, () es subdirectamente irreducible. W
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