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Abstract

De Morgan pseudocomplemented algebras were first considered by A. Romanowska

([66]) who called them pM−algebras and characterized the finite subdirectly irreducible

algebras. Later on, H. Sankappanavar ([67, 68]) continued studying pM−algebras by ex-

amining congruences and characterizing all the subdirectly irreducible algebras.

On the other hand, A. V. Figallo and P. Landini ([23, 21]), with the aim of pre-

senting different axiomatic for tetravalent modal algebras ([42, 43]), they proved that

pM−algebras verifying the additional condition x∨ ∼ x ≤ x ∨ x∗ admit a tetravalent

modal algebra structure. Hence, they called them De Morgan pseudocomplemented modal

algebras, or mpM−algebras, for short.

Our aim in this thesis is to study in deep the variety mpM of mpM−algebras. More

precisely, we have organized this work in four chapters. In Chapter I, basic definitions

are provided and we do also a review of the most important results in universal algebra.

Furthermore, we have also included a brief discussion on Priestley’s dualities for bounded

distributive lattices and p−algebras ([60, 61, 63]). Finally, we describe W. Cornish and P.

Fowler’s duality ([18, 19]) for De Morgan algebras. These topics have been included not

only to simplify the reading but also to fix the notations and the definitions that we will
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use in this volume.

In Chapter II, we began the study of mpM−algebras. Here, we boarded the problem

of characterizing the subdirectly irreducible members of this variety. To this aim, we

determine a topological duality for these algebras which allowed us to characterize the

congruence lattice. We must point out that this duality is strongly used throughout all this

work. Furthermore, we prove that mpM−algebras constitute a locally finite, semisimple,

residually small and residually finite variety. In the last section of this chapter we obtain,

by means of algebraic techniques, other characterizations of the congruences by means of

special subsets of the algebra. Some of the above results were presented in the Annual

Meeting of the Unión Matemática Argentina in 2004 and 2006.

In Chapter III, and in order to obtain more information on the variety mpM , we car-

ried out a detailed study of the principal congruences. First, we indicate two descriptions

of them by means certain subsets of the associated space to an mpM−algebra, which

allowed us to conclude that they constitute a Boolean algebra. Next we show, among

other results, that mpM is a discriminator variety which also provided us many prop-

erties of mpM−congruences. Later on, we prove that principal and Boolean congruences

coincide and this statement allows us to determine the number of congruences in the fi-

nite mpM−algebras. By the end of this chapter, we determine the ternary discriminator

polynomial for this variety and we also establish an equational description of the princi-

pal congruences. It is worth mentioning that some of the topics presented in this chapter

were previously discussed at the XIII Latin American Symposium on Mathematical Logic,

Oaxaca, Mexico, and in the Annual Meeting of the Unión Matemática Argentina in 2006

and 2007 respectively.

Chapter IV consists of 2 sections. In the first one, we focus our study on the properties

of finite and finitely generated mpM−algebras. In the second one, we determine the
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structure of the free mpM−algebras with a finite set of free generators. Finally, we indicate

a formula which allows us to calculate the cardinal number of the free mpM−algebras

in terms of the number of the free generators of the algebras. Some of the results of this

chapter were presented at the Annual Meeting of the Unión Matemática Argentina in

2008,

Some of the topics of this thesis have been accepted for publication in ([24]).
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Resumen

Las álgebras de De Morgan pseudocomplementadas fueron consideradas por primera

vez por A. Romanowska ([66]) quien las denominó pM−álgebras y caracterizó las álge-

bras subdirectamente irreducibles finitas. Posteriormente, H. Sankappanavar ([67, 68])

continuó con el estudio de las pM−álgebras examinando las congruencias y caracterizan-

do todas las subdirectamente irreducibles.

Por otra parte, A. V. Figallo y P. Landini ([23, 21]) con el propósito de presentar

distintas axiomáticas para las álgebra tetravalente modales ([42, 43]), mostraron que las

pM−álgebras que verifican la condición adicional x∨ ∼ x ≤ x∨x∗ admiten una estructura

de álgebra tetravalente modal y las denominaron álgebras de De Morgan pseudocomple-

mentadas modales ó mpM−álgebras, para abreviar.

En esta tesis hacemos un estudio detallado de la variedad de las mpM−álgebras. Al

volumen lo hemos organizado en cuatro caṕıtulos. En el Caṕıtulo I, damos las definiciones

básicas y hacemos un repaso de los resultados más importantes de álgebra universal.

También hemos inclúıdo una breve exposición sobre la teoŕıa de la dualidad de Priestley

para los ret́ıculos distributivos acotados y para las p−álgebras ([60, 61, 63]). Por último,

describimos la dualidad de W. Cornish y P. Fowler ([18, 19]) para las álgebras de De
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Morgan. Todos estos temas los hemos incluido tanto para facilitar la lectura como para

fijar los conceptos que utilizaremos en los caṕıtulos posteriores.

En el Caṕıtulo II, comenzamos el estudio de las mpM−álgebras. En él abordamos

el problema de caracterizar los miembros subdirectamente irreducibles de esta variedad

para lo cual determinamos, en primer lugar, una dualidad topológica para estas álgebras

la que nos permitió caracterizar al ret́ıculo de las congruencias. Cabe señalar que esta

dualidad es utilizada fuertemente a lo largo de todo el trabajo. Además, probamos que

las mpM−álgebras constituyen una variedad localmente finita, semisimple, residualmen-

te pequeña y residualmente finita. En la última sección de este caṕıtulo obtenemos, con

técnicas algebraicas, otras caracterizaciones de las congruencias a partir de ciertos sub-

conjuntos especiales del álgebra. Algunos de los resultados anteriores fueron expuestos en

la Reunión Anual de Comunicaciones Cient́ıficas de la UMA en el 2004 y el 2006.

En el Caṕıtulo III, y con el propósito de obtener una mayor información sobre la var-

iedad mpM de las mpM−álgebras, hacemos un estudio detallado de las congruencias

principales. En primer lugar, indicamos dos descripciones de las mismas por medio de cier-

tos subconjuntos del espacio asociado lo que nos permitió concluir que ellas constituyen

un álgebra de Boole. A continuación mostramos, entre otros resultados, que mpM es dis-

criminadora lo cual nos proporcionó numerosas propiedades de las mpM−congruencias en

general. Posteriormente, probamos que las congruencias principales y booleanas coinciden

y esta afirmación hizo posible determinar el número de congruencias de las mpM−álgebras

finitas. Finalizamos este caṕıtulo determinando el polinomio discriminador ternario para

esta variedad y estableciendo una descripción ecuacional de las congruencias principales.

Cabe mencionar que algunos de los temas investigados en esta unidad fueron presentados

en el XIII Simposio Latinoamericano de Lógica Matemática, Oaxaca, Méjico en el 2006 y

en la Reunión Anual de Comunicaciones Cient́ıficas de la UMA en el 2007.
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El Caṕıtulo IV consta de dos secciones. En la primera, nos abocamos al estudio de las

propiedades de las mpM−álgebras finitas y finitamente generadas. En la segunda, deter-

minamos la estructura de las mpM−álgebras libres con un conjunto finito de generadores

libres y finalmente, indicamos la fórmula que nos permite calcular el cardinal de álgebra

libre con un conjunto finito de generadores libres en función del número de generadores

de la misma. En la Reunión Anual de Comunicaciones Cient́ıficas de la UMA del 2008

fueron expuestos parte de los resultados anteriores.

Alguno de los temas de esta tesis han sido aceptados para su publicación en ([24]).
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Introducción

Es bien sabido que en la literatura existen numerosas generalizaciones de las álgebras

de Boole, entre ellas se encuentran las p−álgebras cuyo estudio comenzó en 1929 con V.

Glivenko ([30]). En 1949, P. Ribenboim ([65]) fue el primero en probar que la clase de

estas álgebras constituyen una variedad mostrando que pueden ser caracterizadas como

ret́ıculos distributivos con primer elemento y una operación unaria adicional ∗ que verifica

las identidades x ∧ (x ∧ y)∗ = x ∧ y∗, x ∧ 0∗ = x y 0∗∗ = 0. Un caso particular de las

mismas la constituyen las álgebras de De Morgan pseudocomplementadas cuyo estudio

comenzó A. Romanowska en [66] y las denominó pM−álgebras. Cabe destacar que en la

definición de las mismas no se establece ninguna relación entre las operaciones unarias ∗ y

∼. Posteriormente, H. P. Sankappanavar [67, 68] continuó con el estudio de estas álgebras

obteniendo, entre otros resultados, todas las pM−álgebras subdirectamente irreducibles.

Además, investigó las subvariedades de las pM−álgebras que tienen la propiedad de las

congruencias principales definibles ecuacionalemente. En particular, describió los miem-

bros subdirectamente irreducibles y el ret́ıculo de las subvariedades de V0, es decir, de

las pM−álgebras que verifican la condición adicional x ∧ (∼ x)∗ = (∼ (x ∧ (∼ x)∗)∗.

Una de tales subvariedades es polinómicamente equivalente a las álgebras de Lukasiewicz

3-valuadas y otra, tiene conexiones con las consideradas por R. Cignoli y M. S. de Gallego
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en [16].

Por otra parte, las lógicas multivaluadas fueron introducidas en 1920 por J.  Lukasiewicz

([48]) quien definió un cálculo proposicional 3–valuado. Con posterioridad, este autor con-

sideró cálculos proposicionales con una cantidad finita y, aún infinita, de valores de verdad

(ver [49] o [69, Caṕıtulo IV]). Cabe destacar que en la misma época, E. Post ([59]) tam-

bién estudió cálculos proposicionales con un número finito de valores de verdad, diferentes

de los de  Lukasiewicz. En 1940, G. Moisil introdujo la noción de álgebra de  Lukasiewicz

3–valuada con el propósito de obtener la contrapartida algebraica de la correspondien-

te lógica de  Lukasiewicz. La definición original dada por Moisil para las álgebras de

 Lukasiewicz 3−valuadas fue simplificada por él en 1960, y presentada de manera diferente

por diversos autores entre los que podemos citar [54, 15, 3]. Posteriormente en 1966, L.

Monteiro ([56]) demostró que de los ocho axiomas indicados por A. Monteiro, siete son

independientes. Para exhibir la independencia de uno de ellos consideró un ejemplo que

motivó a A. Monteiro para definir una nueva variedad de álgebras a la que denominó álge-

bras tetravalentes modales. I. Loureiro, por sugerencia de Monteiro, inició el estudio de

las mismas y los resultados obtenidos forman parte de su tesis doctoral ([43]) (ver tam-

bién [41, 42, 45, 46, 47]). Ellas también fueron investigadas por diferentes autores (ver

[21, 23, 28, 42, 43]). Actualmente estas álgebras continúan siendo tema de estudios de

diferentes autores. Desde el punto de vista de la lógica, M. Coniglio y M. Figallo [26, 17]

las estudiaron bajo la perspectiva de las lógicas paraconsistentes. Además, S. Celani en [13]

probó, entre otros resultados, que las álgebras tetravalentes modales tienen la propiedad

de amalgamación y superamalgamación.

En [23], A. Figallo y P. Landini probaron que las álgebras tetravalentes modales son

polinómicamente equivalentes a las álgebras de De Morgan con una operación unaria

adicional e que verifica:
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(TM1) x∧ex = 0,

(TM2) x∨ex = x∨ ∼ x.

Entonces, como consecuencia directa de esta afirmación resulta que las pM−álgebras

que verifican (TM2) son las álgebras tetravalentes modales. Más precisamente, ellas son

las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes. Aśı, con el propósito de encontrar la subclase

maximal de las álgebras De Morgan pseudcomplementadas que admiten una estructura de

TM−algebra, Figallo and Landini ([23]) consideraron la subvariedad de las pM−álgebras

que verifican:

(tm) x∨ ∼ x ≤ x ∨ x∗,

y que ellos llamaron álgebras De Morgan pseudcomplementadas modales (o mpM− álge-

bras). Posteriormente, A. Figallo ([21]) mostró que toda mpM−álgebra es una TM−álge-

bra definiendo ∇x =∼ (∼ x ∧ x∗). Sin embargo, las variedades de las mpM−álgebras y

las TM−álgebras no coinciden como lo mostraremos en la Sección 2.3.

Por otra parte, cabe mencionar que estas álgebras constituyen una subvariedad propia

de la variedad V0 descripta anteriormente ([68]). Para ello es suficiente considerar el álge-

bra L4 cuyo diagrama de Hasse se indica a continuación y donde las operaciones ∼ y ∗

están dadas en las siguientes tablas:

•
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•
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a
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1
x ∼ x x∗

0 1 1

a b 0

b a 0

1 0 0

donde b = a∨ ∼ a 6≤ a ∨ a∗ = a.

Por las consideraciones antes expuestas, creemos que la variedad mpM de las mpM−

álgebras merece ser investigada.
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1. Caṕıtulo I

Comenzaremos este caṕıtulo haciendo un repaso de las definiciones básicas y de los

resultados más importantes de álgebra universal, todos ellos necesarios en lo que sigue.

También desarrollaremos una breve exposición sobre la teoŕıa de la dualidad de Priestley

para diversas clases de álgebras. Además, daremos por conocida la teoŕıa de los ret́ıculos

distributivos y para ampliar detalles sobre este tema el lector interesado puede consultar,

por ejemplo [2, 7]. Comenzaremos introduciendo algunas notaciones.

Sean X, Y conjuntos. Dada una relación R ⊆ X × Y , para cada Z ⊆ X, R(Z)

denotará la imagen de Z por R. Si Z = {x}, escribiremos R(x) en lugar de R({x}).

Además, para cada V ⊆ Y , R−1(V ) denotará la imagen inversa de V por R, i.e., R−1(V ) =

{x ∈ X : R(x) ∩ V 6= ∅}. Si V = {y}, escribiremos R−1(y) en lugar de R−1({y}). Por

otra parte, denotaremos con Rop a la relación opuesta de R, i.e., Rop = {(y, x) ∈ Y ×X :

(x, y) ∈ R}. Si R, T ⊆ X ×X, entonces la relación R ◦ T está definida por (x, y) ∈ R ◦ T

si, y sólo si, existe z ∈ X tal que (x, z) ∈ T y (z, y) ∈ R.

Si (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado e Y ⊆ X, entonces representaremos
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con (Y ] ([Y )) el conjunto de todos los x ∈ X tal que x ≤ y (y ≤ x) para algún y ∈ Y ,

y diremos que Y es creciente (decreciente) si Y = [Y ) (Y = (Y ]). Escribiremos (y] ([y))

en lugar de ({y}] ([{y})). Además, denotaremos con maxY (minY ) al conjunto de los

elementos maximales (minimales) de Y .

Una relación R ⊆ X × X es creciente si para todo (x, y) ∈ X × X y todo y, z ∈ X,

(x, y) ∈ R e y ≤ z implican (x, z) ∈ R, i.e. si R(x) es creciente para todo x ∈ X.

Considerando la relación de orden opuesta, Q ⊆ X × X es decreciente si (x, y) ∈ Q y

z ≤ y implican (x, z) ∈ Q.

1.1. Elementos de álgebra universal

En esta sección expondremos algunas notaciones y resultados de álgebra universal que

necesitamos en este trabajo. Los mismos pueden ampliarse en [12, 34] y en las referencias

que estos autores citan.

1.1.1. Álgebras, subálgebras y homomorfismos

Álgebras

Un tipo de similaridad F es una m− upla (n1, . . . , nm) de enteros no negativos. El

orden de F es m y escribiremos O(F) = m.

Un álgebra A de tipo F = (n1, . . . , nO(F)) es un par 〈A, F 〉 donde A es un conjunto

no vaćıo y F es una O(F)−upla (fA
1 , fA

2 , . . . , fA
O(F)) tal que para cada i, 1 ≤ i ≤ O(F),

fA
i es una operación ni−aria sobre A. En general, cuando no haya lugar a confusión,

escribiremos fi en lugar de fA
i y a cada álgebra A = 〈A, F 〉 la notaremos simplemente

con el conjunto A.
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Subálgebras

Sean A y B dos álgebras del mismo tipo F . Entonces B es una subálgebra de A y lo

notaremos B /A, (o simplemente B / A) si B ⊆ A y cada operación de B es la restricción

de la correspondiente operación de A.

Dada un álgebra A, para cada X ⊆ A definimos

[X] =
⋂

{B : X ⊆ B y B es una subálgebra de A}.

Entonces [X] es una subálgebra de A, llamada la subálgebra generada por X.

Si X ⊆ A, diremos que X genera a A o que A está generada por X si [X] = A. El

álgebra A es finitamente generada si tiene un conjunto finito de generadores.

Homomorfismos

Sean A y B dos álgebras del mismo tipo F . Una función h : A −→ B se dice un

homomorfismo de A en B si para cada śımbolo de función n–ario f de F y para toda

n−upla (a1, a2, . . . , an) de elementos de A se verifica que:

h(fA(a1, a2, . . . , an)) = fB(h(a1), . . . , h(an)).

Si h es inyectiva, diremos que h es una inmersión y si h es sobreyectiva, se denomina

epimorfismo. En el caso que h sea biyectiva, el homomorfismo h es llamado isomorfismo,

además diremos que A es isomorfa a B y escribiremos A ' B.

A continuación daremos diversos ejemplos de álgebras que utilizaremos más adelante

y también repasaremos algunas propiedades y resultados que serán necesarios para el

desarrollo posterior.

1. Álgebras de Boole

Un álgebra de Boole es un álgebra 〈L,∨,∧, ′, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0) donde el reducto

〈L,∨,∧, 0, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado y se satisfacen las siguientes condiciones:
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(B1) x ∧ x′ = 0,

(B2) x ∨ x′ = 1.

Las álgebras de Boole, introducidas por G. Boole en 1850, son los modelos algebraicos

del cálculo proposicional de la lógica clásica. Para una mayor información sobre estas

álgebras se pueden consultar, por ejemplo en [37].

2. Ret́ıculos distributivos pseudocomplementados

Existen en la literatura numerosas generalizaciones de las álgebras de Boole en las

cuales la negación es reemplazada por diversas operaciones unarias, que satisfacen algunas

de las propiedades de la operación original. Una de ellas son los ret́ıculos distributivos

pseudocomplementados cuyo estudio comenzó con un trabajo de V. Glivenko ([30]) en

1929.

Un álgebra 〈L,∨,∧,∗ , 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0) es un ret́ıculo distributivo pseudocom-

plementado (o p−álgebra) si 〈L,∧,∨, 0, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado tal que para

cada a ∈ L, el elemento a∗ es el pseudocomplemento de a; i.e. x ≤ a∗ si y sólo si a∧x = 0.

Cabe destacar que numerosos autores tales como H. Lakser y G. Grätzer ([35]) de-

nominaron a estas álgebras p−álgebras distributivas ya que el nombre de p−álgebras en

general, es utilizado por autores tales como H. P. Sankappanavar ([67]), T. Hecht y T.

Katrin̆ák ([38]) para las no necesariamente distributivas.

En 1949, P. Ribenboim ([65]) mostró que la clase de las p−álgebras constituyen una

variedad. Más precisamente, probó que estas álgebras son ret́ıculos distributivos acotados

con una operación unaria adicional ∗ que verifica las siguientes identidades:

(R1) x ∧ (x ∧ y)∗ = x ∧ y∗,

(R2) x ∧ 0∗ = x,

(R3) 0∗∗ = 0.
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Es bien conocido que en toda p−álgebra L se verifican las siguientes propiedades para

todo a, b ∈ L:

(P1) a ∧ a∗ = a∗∗ ∧ a∗ = 0,

(P2) a ∧ b = 0 si, y sólo si, a ≤ b∗,

(P3) a 6 a∗∗,

(P4) a∗∗∗ = a∗,

(P5) a ∧ b = 0 si, y sólo si, a∗∗ ∧ b = 0,

(P6) a 6 b implica b∗ 6 a∗,

(P7) (a ∨ b)∗ = a∗ ∧ b∗,

(P8) (a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗,

(P9) (a∗∗ ∨ b∗∗)∗∗ = (a ∨ b)∗∗,

(P10) (a ∨ a∗)∗ = 0.

3. Álgebras de De Morgan

Un álgebra de De Morgan (o M–álgebra) es un álgebra 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 0, 0)

donde el reducto 〈L,∨,∧, 0, 1〉 es un ret́ıculo distributivo acotado y se verifican las sigu-

ientes condiciones:

(M1) ∼∼ x = x,

(M2) ∼ (x ∨ y) =∼ x∧ ∼ y.
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En lo que sigue y por simplicidad, al álgebra de De Morgan 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 la notaremos

con (L,∼).

De la definición resulta que en toda M–álgebra se verifican las siguientes propiedades:

(M3) x ≤ y si, y sólo si, ∼ y ≤∼ x,

(M4) ∼ (x ∧ y) =∼ x∨ ∼ y,

(M5) ∼ 1 = 0.

(M6) Si (L,∼) es una M–álgebra con más de un elemento, se puede definir sobre el conjun-

to X(L) de todos los filtros primos de L la transformación ϕ llamada transformación

de Birula y Rasiowa que a cada P ∈ X(L) le asigna ϕ(P ) = L\ ∼ P ∈ X(L), donde

∼ P = {∼ x : x ∈ P} ([6]). Las dos propiedades importantes de ϕ son:

(ϕ1) ϕϕ(P ) = P , para cada P ∈ X(L),

(ϕ2) si P, Q ∈ X(L) son tales que P ⊆ Q, entonces ϕ(Q) ⊆ ϕ(P ).

La noción de álgebra de De Morgan fue estudiada por A. Bialynicki-Birula y H. Ra-

siowa ([6]) y por H. Rasiowa ([64]) como un instrumento algebraico para el estudio de

lógicas constructivas con negación fuerte. Estos autores dan en sus trabajos a las álgebras

de De Morgan el nombre de álgebras quasi–booleanas.

4. Álgebras de De Morgan pseudocomplementadas

El estudio de álgebras más complejas en las cuales dos o más generalizaciones de las

álgebras de Boole ocurren simultáneamente dieron origen, entre otras, a las álgebras de

De Morgan pseudocomplementadas.

Un álgebra de De Morgan pseudocomplementada es un álgebra 〈L,∨,∧,∼,∗ , 0, 1〉 de

tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) tal que 〈L,∨,∧,∗ , 0, 1〉 es una p−álgebra y 〈L,∨,∧,∼, 0, 1〉 es un álge-

bra de De Morgan.
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Cabe destacar que en la definición anterior no se establece ninguna relación entre las

operaciones ∼ y ∗.

En [66], A. Romanowska denominó a estas álgebras pM−álgebras y determinó las

pM−álgebras subdirectamente irreducibles finitas. Posteriormente, H. Sankappanavar [68]

caracterizó a todas las subdirectamente irreducibles aśı como también a las pM−congruencias

principales.

5. Álgebras de  Lukasiewicz trivalentes

La teoŕıa de las álgebras de  Lukasiewicz trivalentes fue introducida y desarrollada por

Gr. Moisil [52]. A. Monteiro (ver [54, 55]) indicó una axiomática equivalente a la dada

por Moisil y la que daremos a continuación es debida a L. Monteiro (ver [56]).

Un álgebra 〈A,∨,∧,∼,∇, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) se dice un , álgebra de  Lukasie-

wicz trivalente si el reducto 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 es un álgebra de De Morgan y se satisfacen

las identidades:

(L1) ∼ x ∨ ∇x = 1,

(L2) ∼ x ∧ ∇x =∼ x ∧ x,

(L3) ∇(x ∧ y) = ∇x ∧∇y.

6. Álgebras tetravalentes modales

En 1978, A. Monteiro introdujo a las álgebras tetravalentes modales como una gen-

eralización de las álgebras  Lukasiewicz trivalentes omitiendo la identidad (L3). Más pre-

cisamente,

Un álgebra 〈A,∨,∧,∼,∇, 0, 1〉 de tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) es un álgebra tetravalente modal

(o TM−álgebra), si el reducto 〈A,∨,∧,∼, 0, 1〉 es un álgebra de De Morgan y se satisfacen

las identidades (L1) y (L2) indicadas anteriormente.

La teoŕıa de las TM−álgebras ha sido desarrollada por I. Loureiro en [41, 42, 43, 44,
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45, 46, 47] y A. V. Figallo en [20, 21, 22]. J. Font y M. Rius indicaron, en la introducción

del importante trabajo [28], una breve pero detallada reseña sobre estas álgebras.

En [43], I. Loureiro demostró que si A es una TM−álgebra con más de un elemento,

entonces existe un conjunto no vaćıo X tal que A es isomorfa a una subálgebra de T X
4 ,

con T4 = 〈T4,∨,∧,∼,∇, 1〉, donde T4 = {0, a, b, 1} tiene el diagrama de Hasse indicado

en la figura y ∼ ,∇ están definidas por medio de las siguientes tablas:
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1 0 1

Denotaremos con T3, T ′
3 y T2 a las únicas subálgebras de T4.
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T3 y T ′
3 son álgebras isomorfas.

1.1.2. Productos directos y subdirectos

Productos directos

Sea {Ai}i∈I una familia de álgebras de tipo F . Entonces el producto directo A =
∏

i∈I

Ai

es un álgebra de tipo F cuyo soporte es
∏

i∈I

Ai y si f ∈ F es un śımbolo de operación
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n−ario y a1, . . . , an ∈
∏

i∈I

Ai, se define fA(a1, . . . , an)(i) = fAi(a1(i), . . . , an(i)), es decir

fA se define coordenada a coordenada.

La aplicación pj :
∏

i∈I

Ai −→ Aj definida por pj(a) = aj para cada j ∈ I es llamada la

proyección sobre la j−ésima coordenada y determina el epimorfismo pj :
∏

i∈I

Ai −→ Aj.

Una clase V de álgebras del mismo tipo es una variedad, si es una clase cerrada por

imágenes homomórficas, subálgebras y productos directos.

Productos subdirectos

Un álgebra A es producto subdirecto de una familia de álgebras de tipo F {Ai}i∈I, si

se verifican las siguientes condiciones:

(PS1) existe una inmersión h : A −→
∏

i∈I

Ai,

(PS2) la composición pj ◦ h : A −→ Aj es sobreyectiva, donde pj :
∏

i∈I

Ai −→ Aj es la

proyección sobre la j−ésima coordenada para cada j ∈ I .

Un álgebra A es subdirectamente irreducible, si tiene más de un elemento y, si A

es producto subdirecto de la familia de álgebras {Ai}i∈I entonces existe i ∈ I tal que

pi ◦ h : A −→ Ai es un isomorfismo, siendo h cualquier función que verifica (PS1) y

(PS2).

1.1.3. Congruencias y álgebras cociente

Sea A un álgebra de tipo F y sea θ ⊆ A × A una relación de equivalencia. En-

tonces diremos que θ es una congruencia sobre A, si satisface la siguiente propiedad de

compatibilidad:

(PC) para cada śımbolo de función n−ario f ∈ F y elementos ai, bi ∈ A, si ai θ bi para

todo i, 1 ≤ i ≤ n, entonces fA(a1, . . . , an) θ fA(b1, . . . , bn).
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El conjunto de todas las congruencias sobre un álgebra A lo denotaremos por Con(A)

o por Con(A) cuando sea conveniente. Si θ ∈ Con(A), para cada x ∈ A representaremos

con [x]θ y A/θ la clase de congruencia de x relativa a θ y el álgebra cocinte A/θ, respecti-

vamente. A/θ es el álgebra cuyo universo es A/θ y cuyas operaciones fundamentales están

definidas por

fA/θ([a1]θ, [a2]θ, . . . , [an]θ) = [fA(a1, a2, . . . , an)]θ,

donde a1, a2, . . . , an ∈ A y f es un śımbolo de función n−ario en F . Las álgebras cocientes

de A son del mismo tipo que A. Por lo tanto, la aplicación canónica q : A −→ A/θ es un

epimorfismo.

Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 1.1.1. Con(A) ordenado por la relación de inclusión es un ret́ıculo acotado

y completo, cuyo primer elemento es la relación idA identidad sobre A y cuyo último

elemento es A × A.

El ret́ıculo de las congruencias de un ret́ıculo es siempre distributivo aunque el ret́ıculo

general no lo sea.

La siguiente caracterización de las álgebras subdirectamente irreducibles es muy útil

y la usaremos con frecuencia.

Teorema 1.1.2. Un álgebra A es subdirectamente irreducible si, y sólo si, existe una

única ρ ∈ Con(A), ρ 6= idA tal que ρ ⊆ θ para toda θ ∈ Con(A) \ {idA}.

Un teorema fundamental del álgebra universal debido a G. Birkhoff es el siguiente:

Teorema 1.1.3. (Birkhoff) Toda álgebra A con más de un elemento es isomorfa a un

producto subdirecto de álgebras subdirectamente irreducibles (las cuales son imágenes ho-

momórficas de A).
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Como consecuencia inmediata del teorema anterior resultan los siguientes corolarios:

Corolario 1.1.4. Toda álgebra finita es isomorfa a un producto subdirecto de un número

finito de álgebra subdirectamente irreducibles finitas.

Corolario 1.1.5. Toda variedad está determinada por sus miembros subdirectamente ir-

reducibles.

Por otra parte, recordemos que una clase particular de álgebras subdirectamente irre-

ducibles son las simples, donde un álgebra A con más de un elemento es simple si, y sólo

si, las únicas congruencias de A son las triviales, es decir idA y A×A. Además un álgebra

A con más de un elemento se dice semisimple, si es isomorfa al producto subdirecto de

una familia de álgebras simples. Una variedad V es semisimple, si cada miembro de V es

semisimple.

Una caracterización de las variedades semisimples es la siguiente:

Teorema 1.1.6. Una variedad V es semisimple si, y sólo si, cada miembro de V subdi-

rectamente irreducible es simple.

Propiedad de extensión de congruencias

Un álgebra A tiene la propiedad de extensión de congruencias (PEC), si para cada

subálgebra B de A y cada θ ∈ Con(B) existe Φ ∈ Con(A) tal que Φ ∩ (B × B) = θ.

Una clase K de álgebras tiene la (PEC), si toda álgebra de K la tiene.

A continuación describiremos algunas congruencias especiales que juegan un papel

importante en el desarrollo del Caṕıtulo III.

Congruencias principales

Sea A un álgebra y a1, . . . , an ∈ A, con θ(a1, . . . , an) denotaremos la congruencia

generada por {(ai, aj) : 1 ≤ i, j ≤ n} es decir, la menor congruencia tal que a1, . . . , an
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están en la misma clase de equivalencia. Llamaremos congruencia principal a θ(a1, a2) y

notaremos con ConP (A) al conjunto de las congruencias principales de A.

Propiedad de congruencias principales definibles ecuacionalmente

Una variedad V tiene la propiedad de congruencias principales definibles ecuacional-

mente (PCPDE), si existe un número finito de pares (p1, q1), . . . , (pn, qn) de polinomios

en cuatro variables tal que para toda álgebra A ∈ V y cualesquiera sean a, b, c, d ∈ A,

(c, d) ∈ θ(a, b) si, y sólo si, pi(a, b, c, d) = qi(a, b, c, d) para cada i ∈ {1, . . . , n}.

En el Caṕıtulo III obtendremos diversas descripciones de las congruencias principales

en las álgebras objeto de nuestro estudio.

Congruencias factores

Dada un álgebra A, θ ∈ Con(A) es una congruencia factor, si existe φ ∈ Con(A) tal

que

(F1) θ ∩ φ = idA,

(F2) θ ∨ φ = A × A,

(F3) θ ◦ φ = φ ◦ θ.

El par θ, φ se denomina par de congruencias factores en A.

Álgebras directamente indescomponibles

Un álgebra A es directamente indescomponible si A no es isomorfa al producto directo

de dos álgebras no triviales.

Las congruencias factores de un álgebra A permiten caracterizar a las álgebras direc-

tamente indescomponibles del siguiente modo:
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Teorema 1.1.7. Un álgebra A es directamente indescomponible si, y sólo si, las únicas

congruencias factores de A son idA y A × A.

Además, se verifica

Teorema 1.1.8. Un álgebra subdirectamente irreducible es directamente indescomponible.

Uno de los temas importantes de álgebra universal es el estudio de ciertas propiedades

de las congruencias de un álgebra. En particular, las que presentamos a continuación.

Álgebras a congruencias conmutativas

Un álgebra A es a congruencias conmutativas, si se verifica que θ ◦ ρ = ρ ◦ θ para toda

θ, ρ ∈ Con(A). Una clase K de álgebras es a congruencias conmutativas, si toda álgebra

de K es a congruencias conmutativas.

Álgebras a congruencias regulares

Un álgebra A es a congruencias regulares, si para toda θ, ρ ∈ Con(A) se verifica la

siguiente condición: [a]θ = [a]ρ para algún a ∈ A implica θ = ρ.

Una clase K de álgebras es a congruencias regulares, si toda álgebra de K es a con-

gruencias regulares.

Álgebras a congruencias uniformes

Un álgebra A es a congruencias uniformes o normales, si para toda θ ∈ Con(A) y

para todo a, b ∈ A |[a]θ| = |[b]θ| donde |X| denota el número de elementos de X.

Una clase K de álgebras es a congruencias normales, si toda álgebra de K es a con-

gruencias normales.
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Álgebras a congruencias distributivas

Un álgebra A es a congruencias distributivas si Con(A) es un ret́ıculo distributivo.

Una clase K de álgebras es a congruencias distributivas si, y sólo si, toda álgebra de K

es a congruencias distributivas.

Un resultado que vincula propiedades de las congruencias y que será de interés más

adelante debido a W.J. Blok y D. Pigozzi es el siguiente

Teorema 1.1.9. ([8]) Toda variedad con la PCPDE es a congruencias distributivas y

tiene la PEC.

Variedades directamente representables

Una variedad V es directamente representable si está finitamente generada y tiene (a

menos de isomorfismo) sólo un número finito de miembros directamente indescomponibles

finitos.

Un importante estudio de estas variedades fue hecha por McKenzie en [51] (ver también

[12, pp. 188–189]).

Teorema 1.1.10. Si V es una variedad directamente representable, entonces

(i) todo miembro finito de V es a congruencias uniformes,

(ii) V es a congruencias conmutativas.

Variedades aritméticas

Una variedad V es aritmética si es a congruencias distributivas y conmutativas.
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1.2. Dualidades topológicas para varias clases de álgebras

En esta sección repasaremos la dualidad de Priestley para los ret́ıculos distributivos

acotados y sus extensiones a distintas clases de álgebras.

1.2.1. Dualidad para los ret́ıculos distributivos

En lo que sigue indicaremos con L a la categoŕıa de los ret́ıculos distributivos acotados

y sus correspondientes homomorfismos.

Recordemos que un espacio topológico totalmente disconexo en el orden es una ter-

na (X, τ,≤) donde (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado, (X, τ ) es un espacio

topológico y dados x, y ∈ X tales que x 6≤ y, existe U ⊆ X abierto, cerrado y creciente

tal que x ∈ U e y 6∈ U .

Un espacio de Priestley (o P–espacio) es un espacio topológico compacto y totalmente

disconexo en el orden. Una P–función de un P–espacio en otro es una función continua

y creciente.

A la categoŕıa de los P–espacios y las P–funciones la denotaremos con P . Como es

usual, a los objetos de P lo representaremos por su conjunto subyacente X.

H. Priestley en [60, 61] definió los funtores contravariantes Ψ : P −→ L y Φ : L −→ P

como sigue:

si X es un objeto de P , Ψ(X) = D(X) donde D(X) = 〈D(X),∪,∩, ∅, X〉 es el

ret́ıculo de los subconjuntos abiertos, cerrados y crecientes de X,

para cada f ∈ P(X1, X2), Ψ(f)(U) = f−1(U) para cada U ∈ D(X2).

Además,

si L es un objeto en L, Φ(L) = X(L) donde X(L) = (X(L),⊆, τ ) el conjunto de

los filtros primos de L ordenados por la relación inclusión y con la topoloǵıa que
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tiene como sub-básicos a los conjuntos de la forma σL(a) = {P ∈ X(L) : a ∈ P} y

X(L) \ σL(a) para cada a ∈ L,

si h ∈ L(L1, L2), entonces Φ(h)(P ) = h−1(P ) para cada P ∈ X(L2).

Por otra parte, σL : L −→ D(X(L)) es un isomorfismo de ret́ıculos distributivos acotados

y la función εX : X −→ X(D(X)) definida por εX(x) = {U ∈ D(X) : x ∈ U} es un

isomorfismo en P, es decir, es un homeomorfismo y un isomorfismo de orden. Aśı, los

funtores Ψ y Φ establecen una completa dualidad entre las categoŕıas L y P .

Por otra parte H. A. Priestley caracterizó a las congruencias de los ret́ıculos distribu-

tivos acotados por medio de ciertos subconjuntos del P–espacio asociado de la siguiente

manera:

Teorema 1.2.1. Sea L un ret́ıculo distributivo acotado e Y un subconjunto cerrado de

X(L). Entonces

Θ(Y ) = {(a, b) ∈ L × L : σL(a) ∩ Y = σL(b) ∩ Y }

es una congruencia en L y la correspondencia Y −→ Θ(Y ) establece un anti-isomor-

fismo entre el ret́ıculo de todos los subconjuntos cerrados de X(L) y el ret́ıculo de las

congruencias de L.

Observemos que las congruencias en los ret́ıculos distributivos acotados también pueden

ser caracterizadas del siguiente modo:

Teorema 1.2.2. Sea L un ret́ıculo distributivo acotado y G un subconjunto abierto de

X(L). Entonces

ΘO(G) = {(a, b) ∈ L × L : σA(b)NσA(a) ⊆ G}
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donde KNH denota la diferencia simétrica de los conjuntos K y H, es una congruencia

en L y la correspondencia G −→ ΘO(G) establece un isomorfismo entre el ret́ıculo de

todos los subconjuntos abiertos de X(L) y el ret́ıculo de las congruencias de L.

Esta última descripción será fundamental para el estudio de las congruencias princi-

pales en las álgebras de De Morgan modales pseudocomplementadas.

Las siguientes propiedades de los espacios de Priestley serán usados frecuentemente

en este trabajo.

Proposición 1.2.3. Sea X un espacio de Priestley y R un subconjunto cerrado de X.

Entonces,

(Pr1) maxR 6= ∅ y minR 6= ∅,

(Pr2) para cada x ∈ R existen y ∈ minR y z ∈ maxR tales que y ≤ x ≤ z,

(Pr3) [R) y (R] son subconjuntos cerrados.

Dem. Sólo mostraremos (Pr3) ya que (Pr1) y (Pr2) pueden ser consultadas en [62].

(Pr3): Sea P ∈ X\[R). Entonces Q 6⊆ P , para todo Q ∈ R. Luego, por la total disconexión

en el orden, para cada Q ∈ R existe UQP ∈ D(X) tal que Q ∈ UQP y P 6∈ UQP . Como

R ⊆
⋃

Q∈R

UQP y es compacto, tenemos que R ⊆
n
⋃

i=1

UQiP . Entonces, V = X \
n
⋃

i=1

UQiP

es abierto y decreciente. Por otra parte, es claro que P ∈ V y R ∩ V = ∅. Además,

[R) ∩ V = ∅. En efecto, si T ∈ [R) ∩ V , entonces existe S ∈ R tal que S ⊆ T y como V

es decreciente resulta que S ∈ V . De esta afirmación concluimos que S ∈ R ∩ V lo que

es una contradicción. Luego, para cada P ∈ X \ [R) existe V abierto tal que P ∈ V y

V ⊆ X \ [R) y por lo tanto [R) es cerrado.

La demostración de la otra afirmación es análoga. 2
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1.2.2. Dualidad para las p−álgebras

En adelante, indicaremos con Lp a la categoŕıa de las p−álgebras y sus correspondien-

tes homomorfismos.

En [63], H. Priestley describió una dualidad topológica para las p−álgebras consideran-

do la categoŕıa Pp cuyos objetos son los p−espacios y cuyos morfismos son las p−funciones.

Más precisamente,

Un p−espacio es un espacio de Priestley (X, τ,≤) tal que para todo U ∈ D(X), (U ]

es un subconjunto abierto de X. Además, una p−función f de un p−espacio X1 en otro

X2 es una P−función tal que f(maxX1 ∩ [x)) = maxX2 ∩ [f(x)) para cada x ∈ X1.

Entonces se verifica que

Si L es un objeto en Lp, entonces X(L) es un objeto en Pp.

Si X es un objeto en Pp, entonces 〈D(X),∪,∩,∗ , ∅, X〉 es un objeto en Lp definiendo

U∗ = X \ (U ] para cada U ∈ D(X).

Además, se probó que la categoŕıa Pp es naturalmente equivalente a la dual de la

categoŕıa Lp, donde σL y εX, definidas de la manera indicada anteriormente, son las

equivalencias naturales correspondientes. Por otra parte, H. Priestley probó que

Teorema 1.2.4. Si L es una p−álgebra, entonces el ret́ıculo de todos los subconjuntos

cerrados Y de X(L) tales que maxX(L) ∩ [Y ) ⊆ Y es isomorfo al dual de ret́ıculo de

todas las congruencias de L.

1.2.3. Dualidad para las álgebras de De Morgan

W. Cornish y P. Fowler ([18], [19]) extendieron la dualidad de Priestley a las álgebras

de De Morgan de la manera que indicamos a continuación.

Un espacio de De Morgan (o m-espacio) es un par (X, g), donde X es un objeto de P
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y g : X −→X es un homeomorfismo involutivo y un anti-isomorfismo de orden. Por otra

parte, una m-función de un m-espacio (X1, g1) en un m-espacio (X2, g2) es una P -función

f : X1 −→ X2 tal que verifica f ◦ g1 = g2 ◦ f .

Denotaremos con m a la categoŕıa de los m–espacios y las m–funciones y con M a la

categoŕıa de las M–álgebras y sus correspondientes homomorfismos.

Si (L,∼) es un objeto de M y gL : X(L) −→ X(L) está definida por

gL(P ) = L \ {∼ x : x ∈ P} para cada P ∈ X(L),

entonces (X(L), gL) es un objeto de m. Por otra parte, si (X, g) es un m–espacio y se

define la operación ∼ : D(X) −→ D(X) por la prescripción

∼ U = X \ g−1(U) para cada U ∈ D(X),

entonces (D(X),∼) es un objeto de M. Luego, las categoŕıas M y m son dualmente

equivalentes y los isomorfismos σL y εX son las equivalencias naturales correspondientes.

Por otra parte, Cornish y Fowler en [19] introdujeron la noción de conjunto involutivo

de un m–espacio (X, g) como un subconjunto Y de X tal que g(Y ) = Y , lo que es

equivalente a decir que y ∈ g(Y ) si, y sólo si, y ∈ Y . Entonces, mostraron que

Teorema 1.2.5. Si L es un álgebra de De Morgan, entonces el ret́ıculo de todos los

subconjuntos cerrados e involutivos de X(L) es isomorfo al dual del ret́ıculo de todas las

congruencias de L.

Observación 1.2.6. Cabe mencionar que si (X, g) es un m–espacio e Y ⊆ X es involu-

tivo entonces Y es involutivo, donde Y indica la clausura de Y . En efecto, de la hipótesis

resulta que Y = g(Y ) y como g es un homeomorfismo conluimos que Y = g(Y ).



25

2. Caṕıtulo II

En este caṕıtulo comenzamos el estudio de las álgebras de De Morgan pseudocom-

plementadas que verifican una condición adicional y a las que se denominan álgebras de

De Morgan modales pseudocomplementadas. En primer lugar, establecemos una dualidad

topológica para estas álgebras teniendo en cuenta las ya conocidas para las álgebras de De

Morgan ([18, 19]) y para los ret́ıculos distributivos pseudocomplementados ([60, 61, 63]). A

partir de esta dualidad caracterizamos el ret́ıculo de las congruencias por medio de ciertos

subconjuntos del espacio asociado. Estos resultados fueron fundamentales para determi-

nar las álgebras subdirectamente irreducibles. Además, probamos que la variedad de las

álgebras de De Morgan pseudocomplementadas modales es localmente finita, semisim-

ple, residualmente pequeña y residualmente finita. Finalmente, obtenemos con técnicas

álgebraicas otras caracterizaciones de las congruencias a partir de ciertos subconjuntos

especiales del álgebra.
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2.1. mpM−álgebras

Definición 2.1.1. Un álgebra de De Morgan pseudocomplementada modal (o mpM−

álgebra) es un algebra 〈A,∨,∧,∼,∗ , 1〉 de tipo (2, 2, 1, 1, 0) que verifica las siguientes condi-

ciones:

A1) x ∨ 1 = 1,

A2) x ∧ (x ∨ y) = x,

A3) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

A4) ∼∼ x = x,

A5) ∼ (x ∨ y) = ∼ x∧ ∼ y,

A6) x ∧ (x ∧ y)∗ = x ∧ y∗,

A7) x ∧ 0∗ = x, donde 0 =∼ 1,

A8) 0∗ ∗ = 0,

A9) x∨ ∼ x 6 x ∨ x∗.

Denotaremos con mpM a la variedad de las mpM−álgebras. Como es usual, indi-

caremos a un álgebra de esta variedad simplemente con A.

De la definición anterior se deduce que toda mpM− álgebra A verifica que 〈A,∨,∧,∗ , 1〉

es una p−álgebra y 〈A,∨,∧,∼, 1〉 es un álgebra de De Morgan.

Proposición 2.1.2. En toda mpM−álgebra se verifican las siguientes propiedades:

A10) ∼ x∗ ∨ ∼ x = 1,

A11) (∼ x)∗ 6∼ x∗,
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A12) x∧ ∼ (∼ x)∗ 6 x∧ ∼ x,

A13) (∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ (∼ x)∗ = 0,

A14) ∼ (∼ x)∗∨ ∼ x ∨ (∼ x)∗ = 1,

A15) (∼ (∼ x)∗)∗ 6 x,

A16) (∼ (x ∧ y))∗ = (∼ x)∗ ∧ (∼ y)∗.

A17) (x∗ ∧ y)∗ ∗ = x∗ ∧ y∗ ∗ = (x ∨ y∗)∗.

Dem.

A10) : Es consecuencia directa de A5 y P1.

A11) : De A10 y P1 tenemos que (∼ x)∗ = (∼ x∗∨ ∼ x)∧ (∼ x)∗ =∼ x∗∧ (∼ x)∗. Luego,

(∼ x)∗ 6∼ x∗.

A12) : De A9 resulta que ∼ x ∨ x 6∼ x ∨ (∼ x)∗, de donde concluimos x∧ ∼ (∼ x)∗ 6

x∧ ∼ x.

A13) : De A12 y P1, (∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ (∼ x)∗ 6 (∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ x = 0.

A14) : Inmediata de A13.

A15) : Teniendo en cuenta A11, P6, P3 y P4 inferimos que (∼ (∼ x∗))∗ 6 x∗ 6 x.

A16) : Resulta de P7.

A17) : Es consecuencia directa de P8, P4 y P7. 2
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2.2. Una dualidad topológica para las mpM−álgebras

A continuación, describiremos una dualidad topológica para las mpM−álgebras te-

niendo en cuenta las descriptas en el Caṕıtulo 1 para los ret́ıculos distributivos pseudo-

complementados y para las álgebras de De Morgan.

Definición 2.2.1. Un espacio de De Morgan pseudocomplementado modal (o mpM−

espacio) es un par (X, g) que es un m−espacio y un p−espacio simultáneamente y verifica

la condición adicional siguiente:

(pm1) si x, y ∈ X y x ≤ y, entonces x = y o g(x) = y.

Si (X1, g1) y (X2, g2) son mpM−espacios, entonces f : X1 −→ X2 es una mpM−función

si f es una m−función y una p−función simultáneamente.

Observación 2.2.2. De (pm1) se infiere que todo mpM−espacio es la suma cardinal de

una familia de cadenas, cada una de las cuáles tiene a lo sumo dos elementos. Luego, todo

mpM−espacio totalmente ordenado tiene a lo sumo dos elementos.

Sea (X, g) un mpM − espacio. En lo que sigue, para cada x ∈ X denotaremos com Cx

la única cadena maximal de X tal que x ∈ Cx.

Lema 2.2.3. Sea (X, g) un mpM−espacio y sea x un elemento maximal de X. Entonces,

Cx = {x} y Cg(x) = {g(x)} o Cx = {x, g(x)} y Cg(x) = Cx.

Dem. Como x es un elemento maximal de X, entonces se pueden presentar los siguientes

casos: Cx = {x} o Cx = {z, x} con z < x. En el primer caso, tenemos que g(x) es el

único elemento de Cg(x). En efecto, supongamos que Cg(x) = {g(x), t}. Luego, g(x) < t o

t < g(x). Si g(x) < t, entonces g(t) < x lo que contradice el hecho que Cx = {x}. Por otra

parte, si t < g(x) resulta que x < g(t), en contradicción con la maximalidad de x. Por lo
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tanto, Cg(x) = {g(x)}. En el segundo caso, tenemos que g(z) = x, luego g(x) = z < x y

por lo tanto Cg(x) = {g(x), x} = Cx. 2

El Lema 2.2.4 es la herramienta fundamental para obtener la mencionada dualidad.

Lema 2.2.4. Sea (X, g) un mpM−espacio. Entonces las siguientes condiciones son equiv-

alentes:

(pm1) x ≤ y implica x = y o g(x) = y,

(pm2) (X \ U) ∩ (U ] ⊆ (X \ U) ∩ g(U) para todo U ∈ D(X).

Dem. (pm1) ⇒ (pm2): Sea p ∈ (X \ U) ∩ (U ]. Entonces, existe q ∈ U tal que p ≤ q y

por (pm1) tenemos que p = q o g(p) = q. Si p = q, inferimos que p ∈ U lo que es una

contradicción. Por lo tanto, g(p) = q de donde concluimos que p ∈ (X \ U) ∩ g(U).

(pm2) ⇒ (pm1): Sean x, y ∈ X tales que x < y. Entonces, existe U ∈ D(X) tal que

y ∈ U y x 6∈ U . Luego, x ∈ (X \ U) ∩ (U ] de donde por (pm2) resulta que x ∈ g(U). Por

lo tanto, existe z ∈ U y z = g(x). Si y 6= z, tenemos que y 6< z o y < z.

Supongamos que y 6< z. Entonces por la total disconección del orden en X concluimos

que existe V ∈ D(X) tal que y ∈ V y z 6∈ V . Sea W = U∩V ∈ D(X). De las afirmaciones

anteriores concluimos que x ∈ (X \W )∩ (W ] y por (pm2) tenemos que x ∈ g(W ). Luego,

z ∈ W ⊆ V lo que es una contradicción. Por lo tanto, y < z de donde resulta que existe

H ∈ D(X) tal que z ∈ H e y 6∈ H. Estas afirmaciones implican que y ∈ (X \ H) ∩ (H],

entonces por (pm2) concluimos que y ∈ g(H). Si y = g(y), inferimos que y ∈ H lo cual

es una contradicción. Luego, y 6= g(y).

Si suponemos que y 6≤ g(y), entonces existe S ∈ D(X) tal que y ∈ S y g(y) 6∈ S.

Sea R = H ∩ S ∈ D(X). Luego, teniendo en cuenta que y < z e y /∈ H inferimos que

z ∈ R de donde resulta que y ∈ (X \ R) ∩ (R]. Entonces por (pm2) y ∈ g(R) y por lo
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tanto g(y) ∈ S lo que es una contradicción. Finalmente, en el caso que g(y) 6≤ y, existe

T ∈ D(X) tal que g(y) ∈ T e y 6∈ T . Además, como x = g(z) < y tenemos que g(y) < z

de donde resulta que z 6≤ g(y). Entonces, existe K ∈ D(X) tal que z ∈ K y g(y) 6∈ K. Sea

M = K∩T ∈ D(X). De estas últimas afirmaciones concluimos que g(y) ∈ (X \M)∩ (M ].

Luego, por (pm2) tenemos que g(y) ∈ g(M) y teniendo en cuenta que g2 = idX resulta

que y ∈ M . Por lo tanto, y ∈ T lo que es una contradicción. 2

Proposición 2.2.5. Si X es un mpM−espacio, entonces mpM(X) = 〈D(X),∪,∩,

∼,∗ , ∅, X〉 es una mpM−álgebra donde para cada U ∈ D(X), U∗ y ∼ U están definidos

en la Sección 1.2.2 y 1.2.3 respectivamente.

Dem. De la hipótesis sólo resta probar que U∪ ∼ U ⊆ U ∪ U∗ para todo U ∈ D(X).

De (pm2) tenemos que X \ ((X \ U) ∩ g(U)) ⊆ X \ ((X \ U) ∩ (U ]) y por lo tanto,

U ∪ (X \ g(U)) ⊆ U ∪ (X \ (U ]) de donde concluimos la demostración. 2

Proposición 2.2.6. Si A es una mpM−álgebra, entonces mpM(A) = (X(A), gA) es

un mpM−espacio donde para todo P ∈ X(A), gA(P ) está definida en la Sección 1.2.3.

Además, la función σA es un mpM−isomorfismo.

Dem. De la hipótesis, la Definición 2.2.1 y el Lema 2.2.4 sólo resta probar (pm2). De (A9)

resulta que σA(a)∪ ∼ σA(a) = σA(a∨ ∼ a) ⊆ σA(a ∨ a∗) = σA(a) ∪ (σA(a)∗). Luego, de

esta afirmación y teniendo en cuenta que todo U ∈ D(X) es de la forma U = σA(a) para

algún a ∈ A, resulta que U ∪ (X(A) \ gA(U)) ⊆ U ∪ (X(A) \ (U ]) para todo U ∈ D(X). 2

A continuación vamos a caracterizar los mpM−isomorfismos.

Proposición 2.2.7. Sean (X1, g1) y (X2, g2) mpM−espacios y f : X1 −→ X2 una

mpM−función. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f(maxX1 ∩ [x)) = maxX2 ∩ [f(x)), para todo x ∈ X1,
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(ii) f(maxX1) ⊆ maxX2.

Dem. (i) ⇒ (ii): Sea y ∈ f(maxX1), entonces y = f(x) con x ∈ maxX1. Luego,

[x) = {x}. Por lo tanto, maxX1 ∩ [x) = {x} de donde por (i) resulta que f({x}) =

maxX2 ∩ [f(x)) lo que implica que y = f(x) ∈ maxX2.

(ii) ⇒ (i): Sea x ∈ X1, entonces x ∈ maxX1 ó x ∈ minX1 \ maxX1.

Si x ∈ maxX1, entonces maxX1∩[x) = {x} de donde inferimos que f(maxX1∩[x)) =

{f(x)}. Luego, de (ii) resulta que f(x) ∈ maxX2. Por lo tanto, {f(x)} = maxX2∩[f(x)),

de donde concluimos que f(maxX1 ∩ [x)) = maxX2 ∩ [f(x)).

Si x ∈ minX1 \ maxX1, entonces x < g1(x) y g1(x) ∈ maxX1. Luego, maxX1 ∩

[x) = {g1(x)} = maxX1 ∩ [g1(x)). Entonces aplicando el caso anterior a g1(x) tenemos

que f(maxX1 ∩ [g1(x)) = maxX2 ∩ [f(g1(x))) lo que implica que f(maxX1 ∩ [x)) =

maxX2 ∩ [f(g1(x))). Por otra parte como f es una mpM−función, f(x) ≤ f(g1(x)) =

g2(f(x)). Luego, maxX2∩ [f(x)) = maxX2∩ [f(g1(x))). Por lo tanto, f(maxX1∩ [x))) =

maxX2 ∩ [f(x)) lo que completa la demostración. 2

Corolario 2.2.8. Sean (X1, g1) y (X2, g2) mpM−espacios y f una mpM−función de X1

en X2. Entonces f(minX1) ⊆ minX2.

Dem. Sea y ∈ f(minX1), entonces existe x ∈ minX1 tal que y = f(x). Luego, x ∈

minX1 \ maxX1 ó x ∈ minX1 ∩ maxX1.

Si x ∈ minX1 \ maxX1, entonces x < g1(x). Por lo tanto, g1(x) ∈ maxX1. Como f

es una mpM−función de la Proposición 2.2.7 resulta que f(g1(x)) = g2(f(x)) ∈ maxX2

y f(x) ≤ g2(f(x)). Luego, f(x) ∈ minX2.

Si x ∈ minX1 ∩ maxX1, x = g1(x) ó x 6≤ g1(x) y g1(x) 6≤ x. Si x = g1(x), entonces

f(x) = g2(f(x)) y por lo tanto f(x) ∈ minX2 ∩ maxX2. Si x 6≤ g1(x) y g1(x) 6≤ x, por

la Proposición 2.2.7 podemos afirmar que f(x), g2(f(x)) ∈ maxX2 de lo que concluimos

por ser X2 un mpM−espacio que f(x), g2(f(x)) ∈ minX2. 2
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Corolario 2.2.9. Sean (X1, g1) y (X2, g2) mpM−espacios y f una función de X1 en X2.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es una mpM−función,

(ii) f es una función isótona y continua tal que

(a) f ◦ g1 = g2 ◦ f ,

(b) f(maxX1) ⊆ maxX2.

Dem. Es consecuencia directa de la Proposición 2.2.7 y del hecho que f es una mpM−función

si y sólo si es una m−función y una p−función. 2

Finalmente, los resultados anteriores nos permitieron obtener la caracterización de los

mpM−isomorfismos buscada.

Proposición 2.2.10. Sean (X1, g1) y (X2, g2) mpM−espacios y f una función de X1 en

X2. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es un mpM−isomorfismo,

(ii) f es un isomorfismo de orden y un homeomorfismo tal que:

(a) f ◦ g1 = g2 ◦ f ,

(b) f(maxX1) = maxX2.

Dem. Resulta inmediata del Corolario 2.2.9. 2

Proposición 2.2.11. Sea (X, g) un mpM−espacio. Entonces εX : X −→ X(D(X)) es

un mpM−isomorfismo.
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Dem. Es consecuencia directa de las Proposiciones 2.2.7, 2.2.10 y los resultados estable-

cidos en [63] y [18]. 2

De las Proposiciones 2.2.5, 2.2.6 y 2.2.11, con técnicas habituales concluimos el sigu-

iente teorema.

Teorema 2.2.12. La categoŕıa de los mpM−espacios y las mpM−funciones es natural-

mente equivalente al dual de la categoŕıa de las mpM−álgebras y sus correspondientes

homomorfismos.

A continuación, teniendo en cuenta la dualidad topológica obtenida anteriormente

caracterizaremos el ret́ıculo Con(A) de todas las mpM−congruencias de A. Con este

propósito comenzaremos mostrando una propiedad de los subconjuntos involutivos de los

mpM−espacios.

Observación 2.2.13. Sea (X, g) un m−espacio y sea Y un subconjunto involutivo de X.

Entonces Y es creciente si, y sólo si, Y es decreciente. En efecto, sean x ∈ X e y ∈ Y

tales que x ≤ y. Luego, g(y) ≤ g(x) y teniendo en cuenta que Y es involutivo y creciente

tenemos que g(x) ∈ Y . Por lo tanto, x ∈ Y . La otra implicación es similar.

Lema 2.2.14. Sea (X, g) un mpM−espacio. Si Y es un subconjunto no vaćıo e involutivo

de X, entonces Y es creciente y decreciente.

Dem. Sean x ∈ X e y ∈ Y tales que x ≤ y. Por (pm1), tenemos que x = y o x =

g(y). Como Y es involutivo, entonces g(y) ∈ Y . Por lo tanto, Y es decreciente y por la

Observación 2.2.13 concluimos que Y es creciente. 2

Teorema 2.2.15. Sea A una mpM−álgebra. Entonces, el ret́ıculo CI(mpM(A)) de todos

los subconjuntos cerrados e involutivos de mpM(A) es isomorfo al dual del ret́ıculo Con(A);

y el isomorfismo lo establece la función ΘI : CI(mpM(A)) −→ Con(A) que es la restricción

de la definida en el Teorema 1.2.1.
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Dem. En primer lugar observemos que si Y es un subconjunto involutivo de X(A),

entonces por el Lema 2.2.14 inferimos que maxX(A)∩[Y ) = maxX(A)∩Y ⊆ Y . Entonces,

teniendo en cuenta los resultados establecidos en la Sección 1.2.2 y 1.2.3 concluimos la

demostración. 2

La siguiente versión del Teorema 2.2.15 nos facilitará la determinación de las congru-

encias principales de las mpM−álgebras. La misma está basada en las dos afirmaciones

siguientes, de fácil comprobación:

(i) Y ⊆ X(A) es cerrado (abierto) involutivo si, y sólo si, X(A)\Y es abierto (cerrado)

involutivo,

(ii) σA(a) ∩ Y = σA(b) ∩ Y si, sólo si, σA(a) NσA(b) ⊆ X(A) \ Y .

Teorema 2.2.16. Sea A una mpM−álgebra. Entonces, el ret́ıculo OI(mpM(A)) de todos

los subconjuntos abiertos e involutivos de mpM(A) es isomorfo al ret́ıculo Con(A); y el

isomorfismo lo establece la función ΘOI : OI(mpM(A)) −→ Con(A) definida por ΘOI(G) =

{(a, b) ∈ A ×A : σA(b) NσA(a) ⊆ G}.

2.3. mpM−álgebras subdirectamente irreducibles

En lo que sigue aplicaremos los resultados de la sección anterior para determinar las

álgebras subdirectamente irreducibles de esta variedad. Con este próposito caracterizare-

mos los subconjuntos involutivos de los mpM−espacios.

Proposición 2.3.1. Sea (X, g) un mpM−espacio y sea Y un subconjunto no vaćıo de X.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Y es involutivo,
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(ii) Y es la suma cardinal de una familia C = {Ci}i∈I de cadenas maximales en X tal

que g(Ci) ∈ C para todo i ∈ I.

Dem. (i) ⇒ (ii): Por la Observación 2.2.2, para cada y ∈ Y , existe una única cadena

maximal Cy en X, tal que y ∈ Cy. Como Y es involutivo, por el Lema 2.2.14 tenemos

que Cy ⊆ Y , luego Y =
⋃

y∈Y

Cy. Luego, de la hipótesis resulta que Cg(y) ⊆ Y y como

Cg(y) = g(Cy), concluimos que g(Cy) ⊆ Y .

(ii) ⇒ (i): De la hipótesis tenemos que Y =
⋃

i∈I

Ci, entonces g(Y ) =
⋃

i∈I

g(Ci) y por lo

tanto Y = g(Y ). 2

Proposición 2.3.2. Sean (X, g) un mpM−espacio e Y un subconjunto cerrado y no vaćıo

de X. Si mpM(X) es subdirectamente irreducible, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) Y es involutivo,

(ii) Y es la suma cardinal de una familia de cadenas maximales tal que max X ⊆ Y ,

(iii) Y = X.

Dem. (i) ⇒ (ii): Como Y es un subconjunto no vaćıo e involutivo de X, de la Proposición

2.3.1, concluimos que Y es la suma cardinal de cadenas maximales de X. Supongamos

ahora que max X 6⊆ Y , entonces por el Lema 2.2.3 para cada x ∈ max X \ Y tenemos

que Wx = Cx ∪ Cg(x) es un subconjunto no vaćıo, cerrado e involutivo de X y como Y es

involutivo resulta que Wx∩Y = ∅. Entonces, existen al menos dos subconjuntos cerrados,

involutivos y no triviales de X. Esta última afirmación y el hecho que X =
⋃

x∈maxX

Cx im-

plican que X = Y ∪
⋃

x∈maxX\Y

Wx, de donde resulta que no existe un subconjunto máximo,

propio, cerrado e involutivo de X. De esta afirmación y el Teorema 2.2.15 concluimos que

mPM(X) no es una mpM−algebra subdirectamente irreducible, lo que es una contradic-

ción.
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(ii) ⇒ (iii): De la Observación 2.2.2 el mpM−espacio X es la suma cardinal de cadenas,

cada una con a lo sumo dos elementos. Como Y es suma cardinal de una familia de cadenas

maximales y maxX ⊆ Y inferimos que Y = X.

(iii) ⇒ (i): Inmediato. 2

Teorema 2.3.3. Sea (X, g) un mpM−espacio. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) mPM(X) es subdirectamente irreducible,

(ii) mPM(X) es simple.

Dem. (i) ⇒ (ii): Si Y es un subconjunto no vaćıo, cerrado e involutivo de X, entonces

por la Proposición 2.3.2 concluimos que Y = X. Por lo tanto, los únicos subconjuntos

cerrados e involutivos de X son los triviales, de donde por el Teorema 2.2.15 concluimos

la demostración.

(ii) ⇒ (i): Inmediata por resultados bien conocidos de álgebra universal. 2

Corolario 2.3.4. Toda mpM−álgebra A no trivial es isomorfa a un producto subdirecto

de álgebras simples.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 1.1.3 de la Sección 1.1.3 y el Teorema 2.3.3.

2

Proposición 2.3.5. Sea A una mpM−álgebra y mpM(A) = (X(A), gA). Si X(A) es una

anticadena, |X(A)| = 2 y

(i) gA 6= idX(A), entonces A es simple,

(ii) gA = idX(A), entonces A no es simple.
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Dem. De la hipótesis tenemos que X(A) = {P, Q} donde P 6⊆ Q y Q 6⊆ P .

(i) Como gA 6= idX(A), es claro que los únicos subconjuntos involutivos de X(A) son ∅

y X(A), de lo que sigue por el Teorema 2.2.15 que A es simple.

(ii) Como gA = idX(A), entonces tenemos que {P} y {Q} son subconjuntos cerrados,

involutivos y no triviales de X(A), de donde por Teorema 2.2.15 resulta que A no es

simple. 2

Proposición 2.3.6. Sea A una mpM−álgebra y mpM(A) = (X(A), gA). Si X(A) es una

anticadena y |X(A)| > 2, entonces A no es simple.

Dem. Sea X(A) una anticadena con más de dos elementos, entonces se pueden presentar

los siguientes casos: gA = IdX(A) o gA 6= idX(A). En el primer caso, tenemos que, para todo

P ∈ X(A), {P} es un subconjunto cerrado, involutivo y propio de X(A). En el segundo

caso, existe P ∈ X(A) tal que gA(P ) 6= P y por lo tanto {P, gA(P )} es un subconjunto

cerrado, involutivo y propio de X(A). De las afirmaciones anteriores y el Teorema 2.2.15

concluimos que, en ambos casos, A no es simple. 2

Proposición 2.3.7. Sea A una mpM−álgebra y mpM(A) = (X(A), gA). Si X(A) no es

anticadena y | X(A) |> 2, entonces A no es simple.

Dem. De las hipótesis y la Observación 2.2.2 existe al menos una cadena con dos elementos

estrictamente contenida en X(A). Luego, existen P, Q ∈ X(A) tales que P 6= Q, P ⊂

gA(P ) y Q 6= gA(P ). Por lo tanto, {P, gA(P )} es un subconjunto propio de X(A), no

vaćıo, cerrado e involutivo, lo que implica por el Teorema 2.2.15 que A no es simple. 2

Finalmente, caracterizamos a los miembros subdirectamente irreducibles de mpM del

siguiente modo:

Teorema 2.3.8. Sea A una mpM−álgebra y mpM(A) = (X(A), gA). Entonces las sigu-

ientes condiciones son equivalentes:
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(i) A es simple,

(ii) |X(A)| ≤ 2 y X(A) es una cadena o X(A) es una anticadena en la cual gA no es

la identidad.

Dem. (i) ⇒ (ii): Si suponemos que | X(A) |> 2, entonces por la Observación 2.2.2 se

infiere que X(A) no es una cadena. Luego, por la Proposición 2.3.6 y 2.3.7 resulta que A

no es simple, contradicción. Por lo tanto, | X(A) |≤ 2 y por la Observación 2.2.2 se tiene

que X(A) es una cadena con a lo sumo dos elementos ó X(A) es una anticadena con dos

elementos. En este último caso, como A es simple, entonces por la Proposición 2.3.5 gA

no es la identidad.

(ii) ⇒ (i) Si X(A) = {P, Q} con P ⊂ Q, por (pm1) resulta gA(P ) = Q. Por otra

parte, si X(A) = {P}, entonces gA(P ) = P . Además, si X(A) = {P, Q} con P 6⊆ Q y

Q 6⊆ P , de la hipótesis resulta que gA no es la identidad. Luego, en todos los casos los

únicos subconjuntos cerrados e involutivos de mpM(A) son los triviales y por el Teorema

2.2.15 tenemos que A es simple. 2

Como consecuencia directa del Teorema 2.3.8 tenemos la siguiente descripción de las

mpM−álgebras subdirectamente irreducibles.

Corolario 2.3.9. Las únicas mpM−álgebras subdirectamente irreducibles son, salvo iso-

morfismo, las álgebras B, T y M indicadas a continuación:

(a) B = {0, 1} con 0 < 1, ∼ 0 = 0∗ = 1, ∼ 1 = 1∗ = 0,

(b) T = {0, c, 1}, con 0 < c < 1, ∼ c = c, c∗ = 0, ∼ 0 = 0∗ = 1, ∼ 1 = 1∗ = 0,

(c) M = {0, a, b, 1} con a 6≤ b, b 6≤ a y 0 < a, b < 1, ∼ b = a∗ = b, ∼ a = b∗ = a,

∼ 0 = 0∗ = 1, ∼ 1 = 1∗ = 0.
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1

M

Observación 2.3.10. Del Corolario 2.3.9 resulta que T no es una subálgebra de M ya

que c∗ = 0 y a∗ = b. De esta afirmación se concluye que la variedad de las mpM−álgebras

es diferente de la de las álgebras tetravalentes modales.

Recordemos que una variedad V es residualmente pequeña si contiene, a menos de

isomorfismo, sólo un conjunto de álgebras subdirectamente irreducibles y residualmente

finita si todos los miembros subdirectamente irreducibles de V son finitos. Además, una

variedad V es localmente finita si para cada álgebra de la variedad se verifica que toda

subálgebra finitamente generada es finita.

A continuación, a partir de los resultados anteriores, mostraremos ciertas propiedades

de mpM .

Teorema 2.3.11. mpM es localmente finita, semisimple, residualmente pequeña y resid-

ualmente finita.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.3.3, el Corolario 2.3.9 y resultados bien

conocidos de álgebra universal ([12, Theorem 10.16, Lemma 12.2] and [71, Section 2.4]).

2
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2.4. Otras caracterizaciones de las congruencias

2.4.1. El operador 4

Si A es una mpM−álgebra, entonces a partir de las operaciones de negación ∼ y de

pseudocomplemento ∗ se puede definir una operación unaria 4 por medio de la fórmula:

4x = (∼ x)∗ ∧ x.

Lema 2.4.1. En toda mpM−álgebra A se verifican las siguientes propiedades:

(T1) 40 = 0, 41 = 1,

(T2) 4x ≤ x,

(T3) x 6 y, implica 4x ≤ 4y,

(T4) 4x es un elemento booleano y su complemento es ∼ 4x,

(T5) (∼ 4x)∗ = 4x,

(T6) (∼ 4x)∗ = 4(∼ x)∗,

(T7) 44x = 4x,

(T8) (4x)∗ =∼ 4x,

(T9) 4 ∼ 4x =∼ 4x,

(T10) 4(x ∧ y) = 4x ∧ 4y,

(T11) x ∈ 4A si, y sólo si, x = 4x,

(T12) 4A es una subálgebra de A,
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(T13) ∼ x ∧ 4x = 0,

(T14) x∨ ∼ 4x = 1,

(T15) 4(4x ∨ y) = 4x ∨4y,

(T16) 4(∼ 4x ∨ y) =∼ 4x ∨ 4y.

Dem. Sólo probaremos T3, T4, T5, T7, T10, T12, T15 y T16.

(T3) De la hipótesis y P6 tenemos que (∼ x)∗ 6 (∼ y)∗, luego 4x 6 4y.

(T4) 4x∧ ∼ 4x = (∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ ((∼ x)∗ ∧ x) = (∼ x)∗ ∧ x ∧ (∼ (∼ x)∗∨ ∼ x) =

((∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ (∼ x)∗) ∨ ((∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ x), de donde por A13 y P1 resulta que

4x∧ ∼ 4x = 0. Además, ∼ 4x ∨ 4x =∼ (4x∧ ∼ 4x) =∼ 0 = 1.

(T5) Por T4 tenemos que ∼ 4x∧4x = 0. Por otra parte, sea k ∈ A tal que k∧ ∼ 4x = 0.

Entonces 4x = (4x ∨ k) ∧ (4x∨ ∼ 4x) = 4x ∨ k, por lo tanto k ≤ 4x lo que

completa la demostración.

(T7) 44x = (∼ ((∼ x)∗ ∧ x))∗ ∧ (∼ x)∗ ∧ x = (∼ (∼ x)∗∨ ∼ x)∗ ∧ (∼ x)∗ ∧ x =

(∼ (∼ x)∗)∗ ∧ (∼ x)∗ ∧ x. Luego, por A15, T6 y T5 tenemos que 44x =

(∼ (∼ x)∗)∗ ∧ (∼ x)∗ = 4(∼ x)∗ = 4x.

(T10) De T5, P7, T2 y P6 tenemos que 4x ∧ 4y = (∼ 4x)∗ ∧ (∼ 4y)∗ = (∼ 4x∨ ∼

4y)∗ = (∼ (4x∧4y))∗ ≤ (∼ (x∧ y))∗. Luego, 4x∧4y ≤ (∼ (x∧ y))∗ ∧ (x∧ y) =

4(x ∧ y). La otra desigualdad es inmediata.

(T12) Es consecuencia directa de T8, T9 y T10.

(T15) De T4 tenemos que x = x ∨ 0 = x ∨ (4y∧ ∼ 4y) = (x ∨ 4y) ∧ (x∨ ∼ 4y)

de donde por T10 resulta (1) 4x = 4(x ∨ 4y) ∧ 4(x∨ ∼ 4y). Por otra parte,
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de T2 concluimos que 4x∨ ∼ 4y ≤ x∨ ∼ 4y y por T12 y T11 tenemos que

4x∨ ∼ 4y ≤ 4(x∨ ∼ 4y). Luego, (4x∨ ∼ 4y) ∧ 4(x ∨ 4y) ≤ 4(x∨ ∼

4y)∧4(x∨4y), de donde por (1) inferimos que (4x∨ ∼ 4y)∧4(x∨4y) ≤ 4x.

Por lo tanto, (4x∨ ∼ 4y)∧4(x∨4y)∨4y ≤ 4x∨4y de donde concluimos que

4(x ∨4y) ≤ 4x ∨4y. La otra desigualdad es inmediata.

(T16) Resulta de T9 y T15. 2

Cabe mencionar que en toda mpM−álgebra a partir de las operaciones ∼ y 4 se

puede definir una operación unaria ∇ por medio de la fórmula:

∇x =∼ 4 ∼ x.

Teniendo en cuenta las propiedades de la negeción en las álgebras de De Morgan resulta

que ∇ es un operador dual de 4.

Esta operación desempeñará un papel fundamental en el Caṕıtulo III para determinar

ecuacionalmente a las congruencias principales de las mpM−álgebras.

La noción que introduciremos a continuación es fundamental para obtener una nueva

descripción de las congruencias.

Definición 2.4.2. Sea A una mpM−álgebra y F un filtro de A. Diremos que F es un

4−filtro de A, si verifica la siguiente condición:

(DF) x ∈ F implica 4x ∈ F .

Indicaremos con F(A) al conjunto de todos los 4−filtros de A.

Es claro que en toda mpM−álgebra, {1} y A son 4−filtros de A y la intersección de

una familia no vaćıa de 4−filtros es un 4−filtro.
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Si H es un subconjunto de A, denotaremos con F4(H) al 4−filtro de A generado

por H. Si H = {a}, escribiremos F4(a) en lugar de F4({a}) y se denomina el 4−filtro

principal generado por a.

Proposición 2.4.3. Sean A una mpM−álgebra, H ⊆ A y a ∈ A. Entonces se verifican

las siguientes condiciones:

(i) F4(H) = F (4H), donde F (X) es el filtro generado por X ⊆ A,

(ii) F4(a) = F (4a),

(iii) F4(H ∪ {a}) = F (H ∪ {4a}), si H es un 4−filtro de A.

Dem.

(i) Veamos que F (4H) es un 4−filtro de A. Si x ∈ F (4H), entonces existen 4h1,

4h2,. . . , 4hn ∈ 4(H) tales que 4h1 ∧ 4h2∧ ,. . . , ∧4hn ≤ x lo que implica por

T3, T10 y T7 que 4h1 ∧4h2∧ ,. . . , ∧4hn ≤ 4x de donde 4x ∈ F (4H). Además,

de T2 resulta que H ⊆ F (4H). Por otra parte, si T es un 4−filtro de A tal que

H ⊆ T , entonces 4H ⊆ T y como T es filtro resulta F (4H) ⊆ T , lo que completa

la demostración.

(ii) Resulta inmediata del inciso (i) tomando H = {a}.

(iii) Es de rutina teniendo en cuenta que F (H ∪ 4a) = {x ∈ A : existe h ∈ H y

h ∧4a ≤ x}. 2

A continuación estableceremos un isomorfismo entre el ret́ıculo de las congruencias de

una mpM−álgebra A y el ret́ıculo de los 4−filtros de A.

Lema 2.4.4. Sean A ∈ mpM . Para cada F ∈ F(A) sea R(F ) = {(x, y) ∈ A × A :

existe f ∈ F, tal que x ∧ f = y ∧ f}. Entonces se verifican las siguientes condiciones:
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(i) R(F ) ∈ Con(A),

(ii) |1|R(F ) = F .

Dem.

(i) Sólo probaremos la compatibilidad con ∼ y ∗. Sea (x, y) ∈ R(F ), entonces (1)

existe f ∈ F tal que x ∧ f = y ∧ f , de donde por A5 tenemos que (∼ x∨ ∼

f)∧4f = (∼ y∨ ∼ f)∧4f . Luego, por T13 resulta ∼ x∧4f =∼ y∧4f y por la

condición (DF) concluimos que (∼ x,∼ y) ∈ R(F ). Por otra parte, de (1) tenemos

que (x∧ f)∗ = (y ∧ f)∗. Por lo tanto, f ∧ (x∧ f)∗ = f ∧ (y ∧ f)∗ y por A6 inferimos

que f ∧ x∗ = f ∧ y∗, entonces (x∗, y∗) ∈ R(F ).

(ii) Inmediato. 2

Lema 2.4.5. Sea A ∈ mpM con más de un elemento y Θ ∈ Con(A). Entonces se

verifican las siguientes condiciones:

(i) FΘ = |1|Θ es un 4−filtro de A,

(ii) R(|1|Θ) = Θ.

Dem.

(i) Sólo probaremos que |1|Θ verifica (DF). En efecto, sea x ∈ |1|Θ, entonces

(x, 1) ∈ Θ y ((∼ x)∗, 1) ∈ Θ. Luego, ((∼ x)∗ ∧ x, 1) ∈ Θ de donde resulta que

(4x, 1) ∈ Θ y por lo tanto, 4x ∈ |1|Θ.

(ii) Sean x, y ∈ A tales que (x, y) ∈ R(|1|Θ), entonces existe f ∈ |1|Θ tal que x∧f = y∧f .

Como (f, 1) ∈ Θ, tenemos que (x ∧ f, x) ∈ Θ y (y ∧ f, y) ∈ Θ, de donde resulta que

(x, y) ∈ Θ. La otra inclusión es consecuencia del hecho que si (x, y) ∈ Θ, entonces

f = 4((∼ 4x ∨ y) ∧ (∼ 4y ∨ x) ∧ (∼ 4(∼ x∨ ∼ y)∨ ∼ x) ∧ (∼ 4(∼ x∨ ∼ y)∨ ∼

y)) ∈ |1|Θ y x ∧ f = y ∧ f . 2
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Teorema 2.4.6. Sea A ∈ mpM con más de un elemento. Entonces se verifican:

(i) Con(A) = {R(F ) : F ∈ F(A)}, donde R(F ) = {(x, y) ∈ A × A : existe f ∈ F tal

que x ∧ f = y ∧ f}.

(ii) Los ret́ıculos Con(A) y F(A) son isomorfos considerando las correspondencias

Θ 7−→ FΘ y F 7−→ R(F ), que son inversas una de la otra.

Dem.

(i) Es consecuencia de los Lemas 2.4.4 y 2.4.5.

(ii) De las definiciones dadas tenemos que F ⊆ F
′
implica R(F ) ⊆ R(F

′
), y que Θ ⊆ Θ

′

implica FΘ ⊆ FΘ
′ . Además, por el inciso (i) resulta que ambas correspondencias son

biyectivas y como son crecientes, entonces son isomorfismos de ret́ıculos. 2

Proposición 2.4.7. Sea A una mpM−álgebra. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) 4A = {0, 1},

(ii) A es simple.

Dem. (i) ⇒ (ii): Supongamos que existe un 4−filtro F no trivial de A y sea x ∈ F ,

x 6= 1. Como 4x ∈ F ∩ 4A, entonces de la hipótesis resulta que 4x = 1 o 4x = 0.

Si 4x = 1, entonces x = 1 lo que es una contradicción. Por lo tanto, 4x = 0 de donde

resulta F = A, contradicción.

(ii) ⇒ (i): Sea x ∈ A tal que 0 < 4x < 1. Entonces por la Proposición 2.4.3 tenemos

que F (4x) es un 4−filtro propio de A. Por lo tanto A no es simple, lo que contradice la

hipótesis. 2
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2.4.2. La implicación débil

A continuación obtendremos una nueva descripción de las mpM−congruencias para

lo cual definimos una nueva operación binaria �, a la que llamaremos implicación débil,

por medio de la siguiente fórmula:

x � y =∼ 4x ∨ y.

La Proposición 2.4.8 resume las propiedades más importantes de � que serán usadas

en lo que sigue.

Proposición 2.4.8. En toda mpM−álgebra se verifican las siguientes propiedades:

(W1) 1 � x = x,

(W2) x � 1 = 1,

(W3) x � x = 1,

(W4) x � (y � x) = 1,

(W5) x � (y � z) = y � (x � z),

(W6) x � (y � z) = (x � y) � (x � z),

(W7) x 6 y implica z � x 6 z � y,

(W8) x 6 y implica x � y = 1,

(W9) ((x � y) � x) � x = 1,

(W10) x � (x � y) = x � y,

(W11) y 6 x � y,
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(W12) x 6 y implica y � z 6 x � z,

(W13) (x ∨ y) � z 6 (x � z) ∧ (y � z),

(W14) x � (y ∨ z) = (x � y) ∨ (x � z),

(W15) x � (y � (x ∧ y)) = 1,

(W16) x � (x ∧ y) = x � y,

(W17) 4x ∧ (x � y) = 4x ∧ y,

(W18) x � 4x = 1.

Dem. Sólo probaremos W4, W6, W8, W9, W13, W15 y W17.

(W4) x � (y � x) =∼ 4x∨ ∼ 4y ∨ x = 1 por T14.

(W6) De T16 y T4 deducimos que (x � y) � (x � z) =∼ 4(∼ 4x ∨ y)∨ ∼ 4x ∨ z =

∼ (∼ 4x∨4y)∨ ∼ 4x∨ z = (4x∧ ∼ 4y)∨ ∼ 4x∨ z =∼ 4x∨ ∼ 4y ∨ z = x �

(y � z).

(W8) Como x 6 y, por T3 tenemos que ∼ 4y 6∼ 4x. Luego, ∼ 4y ∨ y 6∼ 4x ∨ y de

donde por T14 concluimos la demostración.

(W9) Observemos que (x � y) � x =∼ (∼ (∼ (∼ x)∗∨ ∼ x ∨ y))∗ ∨ ((∼ x)∗ ∧ x∧ ∼

y) ∨ x =∼ (∼ (∼ (∼ x)∗∨ ∼ x ∨ y))∗ ∨ x =∼ ((∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ y))∗ ∨ x. Por otra

parte, por P6 tenemos que ∼ ((∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ y)∗ ≤∼ (∼ x)∗∗ y por P3 resulta

que ∼ (∼ x)∗∗ ≤ x. Entonces, ∼ ((∼ x)∗ ∧ x∧ ∼ y)∗ ≤ x de donde inferimos que

(x � y) � x = x con lo que se concluye la demostración.

(W13) Por T3 tenemos que 4x,4y 6 4(x∨ y) de donde resulta que ∼ 4(x∨ y)∨ z 6∼

4x∨z y ∼ 4(x∨y)∨z 6∼ 4y∨z. Entonces ∼ 4(x∨y)∨z 6 (∼ 4x∨z)∧(∼ 4y∨z)

y por lo tanto (x ∨ y) � z 6 (x � z) ∧ (y � z).
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(W15) x � (y � (x ∧ y)) =∼ 4x∨ ∼ 4y ∨ (x ∧ y) =∼ (4x ∧4y) ∨ (x ∧ y). Luego, por

T10 y T14 concluimos que x � (y � (x ∧ y)) =∼ 4(x ∧ y) ∨ (x ∧ y) = 1.

(W17) Es consecuencia directa de T4. 2

Definición 2.4.9. Sea A ∈ mpM y D ⊆ A. Diremos que D es un sistema deductivo

débil de A (s.d.d.) si se verifican las siguientes condiciones:

(d1) 1 ∈ D,

(d2) si x, x � y ∈ D, entonces y ∈ D.

Indicaremos con D(A) al conjunto de todos los sistemas deductivos débiles de A.

Proposición 2.4.10. Sea A ∈ mpM y D ∈ D(A). Si d ∈ D, entonces x � d ∈ D, para

todo x ∈ A.

Dem. Por W4 y d1 tenemos que d � (x � d) ∈ D, de donde por d2, resulta que

x � d ∈ D. 2

La siguiente proposición establece la equivalencia de las nociones de 4−filtros y sis-

temas deductivos débiles.

Proposición 2.4.11. Sea A ∈ mpM y D ⊆ A. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) D es un 4−filtro,

(ii) D es un s.d.d..

Dem.

(i) =⇒ (ii): Sean x, x � y ∈ D. De la hipótesis tenemos que 4x, 4x∧ (x � y) ∈ D,

de donde por W17 deducimos que 4x∧y ∈ D y como 4x∧y 6 y, concluimos que y ∈ D.
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(ii) =⇒ (i): Sean x, y ∈ A tales que x ∈ D y x ≤ y. Entonces por W8 tenemos

que x � y ∈ D de donde resulta que y ∈ D. Por otra parte, si x, y ∈ D por W15

x � (y � (x ∧ y)) = 1 ∈ D. Luego, de las hipótesis inferimos que x ∧ y ∈ D. Además, si

x ∈ D por W18 concluimos que 4x ∈ D. 2

Proposición 2.4.12. Sea A ∈ mpM y F ⊆ A un 4−filtro. Entonces dados x, y ∈ A

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) existe f ∈ F tal que x ∧ f = y ∧ f ,

(ii) x � y ∈ F , y � x ∈ F , ∼ (x ∧ y) �∼ y ∈ F , ∼ (x ∧ y) �∼ x ∈ F .

Dem.

(i) =⇒ (ii): Como f ∈ F , por W16 y la Proposición 2.4.11 tenemos que x � (x∧f) =

x � (y∧f) ∈ F . Por otra parte, como y∧f ≤ y, por W7 resulta que x � (y∧f) ≤ x � y

de donde concluimos que x � y ∈ F . De manera análoga se prueba que y � x ∈ F .

Además, de la hipótesis inferimos que (∼ (x ∧ y)∨ ∼ f) ∧

4f = (∼ y∨ ∼ f)∧4f . Luego, ((∼ (x∧y)∧4f)∨(∼ f∧4f))∧(∼ f)∗ = ((∼ y∧4f)∨(∼

f∧4f))∧(∼ f)∗ de donde por P1 resulta que ∼ (x∧y)∧4f∧(∼ f)∗ =∼ y∧4f∧(∼ f)∗.

Teniendo en cuenta que 4f ≤ (∼ f)∗ deducimos que ∼ (x∧y)∧4f =∼ y∧4f . De esta

afirmación y W16 resulta que ∼ (x∧ y) � (∼ y ∧4f) =∼ (x∧ y) � (∼ (x∧ y)∧4f) =

∼ (x ∧ y) � 4f . Como 4f ∈ F resulta que ∼ (x ∧ y) � (∼ y ∧ 4f) ∈ F y como

∼ (x ∧ y) � (∼ y ∧ 4f) ≤∼ (x ∧ y) �∼ y concluimos que ∼ (x ∧ y) �∼ y ∈ F . De

manera análoga tenemos que ∼ (x ∧ y) �∼ x ∈ F , lo que completa la demostración.

(ii) =⇒ (i): De las hipótesis y teniendo en cuenta que F es un 4−filtro tenemos que

f = 4((x � y) ∧ (y � x) ∧ (∼ (x ∧ y) �∼ x) ∧ (∼ (x ∧ y) �∼ y)) ∈ F . Además, se

verifica que x ∧ f = y ∧ f . 2

Como consecuencia directa de las Proposiciones 2.4.11, 2.4.12 y el Teorema 2.4.6 pode-

mos afirmar que:
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Teorema 2.4.13. Sea A una mpM−álgebra con más de un elemento. Entonces se verif-

ican:

(i) Con(A) = {R(D) : D ∈ D(A)}, donde R(D) = {(x, y) ∈ A × A : x � y ∈ D,

y � x ∈ D, ∼ (x ∧ y) �∼ y ∈ D, ∼ (x ∧ y) �∼ x ∈ D}.

(ii) Los ret́ıculos Con(A) y D(A) son isomorfos considerando las correspondencias

Θ 7−→ DΘ y F 7−→ R(F ), que son inversas una de la otra.

Definición 2.4.14. Sea A una mpM−álgebra y D un s.d.d. propio de A. Diremos que

D es un s.d.d. maximal de A si el único s.d.d. de A que contiene propiamente a D es A.

Corolario 2.4.15. Sea A una mpM−álgebra con más de un elemento. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) M ∈ D(A) es maximal,

(ii) A/R(M) es simple.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 2.4.13 y de [12, Theorem 8.9]. 2

En lo que sigue si D ∈ D(A), notaremos con A/D a A/R(D) para simplificar.

Finalmente, caracterizamos a los s.d.d. maximales.

Teorema 2.4.16. Sea A una mpM−álgebra no trivial y M ∈ D(A). Entonces las sigu-

ientes condiciones son equivalentes:

(i) M maximal,

(ii) si a 6∈ M , entonces existe m ∈ M tal que ∼ 4a∨ ∼ m = 1,

(iii) si 4a ∨ b ∈ M , entonces a ∈ M o b ∈ M ,



51

(iv) si a /∈ M , entonces ∼ 4a ∈ M ,

(v) si a 6∈ M y b ∈ A, entonces a � b ∈ M .

Dem. (i) =⇒ (ii): Si ∼ 4a∨ ∼ m 6= 1, para todo m ∈ M , entonces 4a ∧ m 6= 0, para

todo m ∈ M . De esta afirmación y la Proposición 2.4.3 resulta que F4(M ∪ {a}) es un

s.d.d. propio de A y como a /∈ M tenemos que M ⊂ F4(M ∪ {a}), contradicción.

(ii) =⇒ (iii): Supongamos que a /∈ M , entonces por (ii) existe m ∈ M tal que 4a∧m =

0. Como por hipótesis 4a∨ b ∈ M , tenemos que (4a∨ b)∧m ∈ M , de donde conclúımos

que b ∧ m ∈ M y por lo tanto, b ∈ M .

(iii) =⇒ (iv): Como 4a∨ ∼ 4a = 1 ∈ M y por la hipótesis a /∈ M , entonces por (ii)

resulta que ∼ 4a ∈ M .

(iv) =⇒ (v): Es consecuencia directa de las hipótesis y el hecho que a � b =∼ 4a∨b.

(v) =⇒ (i): Sea M ∈ D(A) y supongamos que M no es maximal. Entonces existe un

s.d.d. M ′ tal que M ⊂ M ′ ⊂ A. Luego, existen a ∈ M ′\M y b ∈ A\M ′ y por (v) tenemos

que a � b ∈ M ′. Por lo tanto, b ∈ M ′ lo que es una contradicción. Luego, M es maximal.

2

Observación 2.4.17. De las propiedades (W1), (W4), (W6) y (W9), teniendo en cuenta

un resultado bien conocido de A. Monteiro ([54]) concluimos que todo s.d.d. propio de

una mpM−álgebra A es intersección de s.d.d. maximales, de donde resulta que {1} es la

intersección de todos los s.d.d. maximales de A.
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3. Caṕıtulo III

Con el fin de profundizar el estudio de la variedad de las mpM−álgebras, comenzamos

este caṕıtulo obteniendo distintas caracterizaciones de las congruencias principales v́ıa

ciertos subconjuntos del espacio asociado. Además, mostramos que ellas forman un álgebra

de Boole, coinciden con las congruencias compactas y tienen la propiedad de ser definibles

ecuacionalmente. De las afirmaciones anteriores conclúımos que mpM es una variedad

discriminadora. Por otra parte probamos, entre otros resultados, que las congruencias

principales coinciden con las booleanas y, en el caso finito, calculamos el cardinal de

Con(A). Finalmente, con técnicas algebraicas, determinamos el polinomio discriminador

y el dual discriminador ternarios para mpM . Esto nos facilitó el camino para obtener

una descripción ecuacional de las congruencias principales y coprincipales

3.1. mpM−congruencias principales

Observemos en primer lugar que si a, b ∈ A y θ(a, b) es la congruencia principal

generada por (a, b) como θ(a, b) = θ(a ∧ b, a ∨ b), entonces podemos suponer sin pérdida



53

de generalidad que a ≤ b.

A continuación indicaremos propiedades de los mpM−espacios que serán de utilidad

para la determinación de las congruencias principales.

Lema 3.1.1. Sea (X, g) un mpM−espacio y R ⊆ X. Entonces [R) \ R es creciente.

Dem. Sea x ∈ [R) \R e y ∈ X tal que x ≤ y. Luego, existe t ∈ R tal que t ≤ x de donde

resulta que y ∈ [R). Si suponemos que y ∈ R, entonces t < x ≤ y y por la Observación

2.2.2 tenemos que x = y. Por lo tanto x ∈ R, lo que es una contradicción. 2

Lema 3.1.2. Sea (X, g) un mpM−espacio. Si R ⊆ X es abierto y cerrado, entonces existe

W ∈ D(X) tal que [R) \ R ⊆ W y R ∩ W = ∅.

Dem. Sea x ∈ [R)\R. Como por el Lema 3.1.1, [R)\R es creciente tenemos que para cada

y ∈ R, x 6≤ y. Entonces por la total disconexión en el orden existe Uxy ∈ D(X) tal que

x ∈ Uxy e y 6∈ Uxy. Luego, [R) \R ⊆
⋃

x∈[R)\R

Uxy. Además, de la hipótesis y la Proposición

1.2.3 resulta que [R)\R es cerrado y por lo tanto compacto. De las afirmaciones anteriores

concluimos que existen x1, . . . , xn ∈ [R) \ R tales que [R) \ R ⊆
n
⋃

i=1

Uxiy = Uy. Entonces

para cada y ∈ R existe Uy ∈ D(X) tal que y 6∈ Uy y R ⊆
⋃

y∈R

(X \ Uy). Luego, como R

es compacto existen y1, . . . , yn ∈ R tales que R ⊆
n
⋃

i=1

(X \ Uyi
) = X \

n
⋂

i=1

Uyi
y tomando

W =
n
⋂

i=1

Uyi
concluimos la demostración. 2

3.1.1. Cerrados e involutivos asociados a congruencias principales

En esta sección describiremos a las congruencias principales de las mpM−álgebras por

medio de ciertos subconjuntos cerrados e involutivos del espacio asociado.

Observación 3.1.3. Sean A una mpM−álgebra e Y un subconjunto cerrado e involutivo

de mpM(A). Dados a, b ∈ A tales que a 6 b, por el Teorema 2.2.15 tenemos que (a, b) ∈

ΘI(Y ) si y sólo si (σA(b) \ σA(a)) ∩ Y = ∅.
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Con el propósito de determinar las congruencias principales en las mpM−álgebras

introducimos la siguiente noción considerada en [10].

Definición 3.1.4. Sea X un mpM−espacio, R ⊆ X. Diremos que Y ∈ CI(X) es maxi-

malmente disjunto con R si se verifican las siguientes condiciones:

(i) Y ∩ R = ∅,

(ii) para todo T ∈ CI(X) tal que Y ⊂ T , T ∩ R 6= ∅.

Proposición 3.1.5. Sea A una mpM−álgebra. Si Y ∈ CI(mpM(A)) y a, b ∈ A son tales

que a 6 b, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ΘI(Y ) = θ(a, b),

(ii) Y es maximalmente disjunto con σA(b) \ σA(a).

Dem. (i) ⇒ (ii): De la hipótesis y el Observación 3.1.3 tenemos que (σA(b)\σA(a))∩Y = ∅.

Por otra parte, si F es un subconjunto cerrado e involutivo de X(A) tal que (σA(b) \

σA(a)) ∩ F = ∅, entonces F ⊆ Y . En efecto, por el Teorema 2.2.15 resulta que ΘI(F ) es

una congruencia y por el Observación 3.1.3 (a, b) ∈ ΘI(F ). Luego, ΘI(Y ) ⊆ ΘI(F ) y por

el Teorema 2.2.15 inferimos que F ⊆ Y . Por lo tanto, Y es maximalmente disjunto con

σA(b) \ σA(a).

(ii) ⇒ (i): De la hipótesis tenemos que (σA(b)\σA(a))∩Y = ∅ y como Y ∈ CI(mpM(A))

por el Observación 3.1.3 tenemos que (a, b) ∈ ΘI(Y ). Por otra parte, si ϑ es una congru-

encia tal que (a, b) ∈ ϑ, entonces por el Teorema 2.2.15 existe F ⊆ X(A) cerrado e

involutivo tal que ϑ = ΘI(F ) y por el Observación 3.1.3 (σA(b) \ σA(a)) ∩ F = ∅. Luego,

de la hipótesis inferimos que F ⊆ Y y por el Teorema 2.2.15 tenemos que ΘI(Y ) ⊆ ϑ, de

donde resulta que ΘI(Y ) = θ(a, b). 2
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En el Teorema 3.1.6 mostraremos de manera expĺıcita como obtener el conjunto Y que

determina a la congruencia principal generada por (a, b) con a, b ∈ A, a 6 b. Para ello,

notaremos con Cab a la familia de todas las cadenas maximales C de mpM(A) tales que

(C ∪ g(C)) ∩ (V \ U) = ∅, siendo U = σA(a), V = σA(b).

Teorema 3.1.6. Sean A una mpM−álgebra y a, b ∈ A tales que a 6 b. Si Y =
⋃

C∈Cab

C,

entonces ΘI(Y ) = θ(a, b).

Dem. En primer lugar observemos que si C ∈ Cab, entonces gA(C) ∈ Cab. Luego si P ∈ Y ,

entonces P ∈ C para algún C ∈ Cab. Por lo tanto, gA(P ) ∈ gA(C) de donde concluimos que

gA(P ) ∈ Y lo que implica que Y es involutivo. Además, Y ∩ (V \ U) = ∅. Por otra parte,

si H es un subconjunto cerrado e involutivo de X(A) tal que H ∩ (V \ U) = ∅, entonces

H ⊆ Y . En efecto, si P ∈ H, tenemos que gA(P ) ∈ H. Luego, C = {P, gA(P )} es una

cadena maximal de X(A) tal que C ∩ (V \ U) = ∅. De esta última afirmación deducimos

que C ∈ Cab de donde resulta que C ⊆ Y . Luego, P ∈ Y y por lo tanto H ⊆ Y . Luego,

hemos probado que Y es maximalmente disjunto con V \U . Además, teniendo en cuenta

que Y ∩ (V \U) = ∅ y que V \U es cerrado en X(A), inferimos que Y ∩ (V \U) = ∅. Como

por la Observación 1.2.6 tenemos que Y es involutivo, entonces Y ⊆ Y de donde resulta

que Y es cerrado. De las afirmaciones precedentes concluimos que Y es un subconjunto

cerrado e involutivo maximalmente disjunto con σA(b) \ σA(a) y por la Proposición 3.1.5,

resulta que ΘI(Y ) = θ(a, b). 2

Proposición 3.1.7. Sean A una mpM−álgebra. Si Y ∈ CI(mpM(A)), entonces las sigu-

ientes condiciones son equivalentes:

(i) ΘI(Y ) es una congruencia principal,

(ii) existe un subconjunto abierto y cerrado R de X(A) tal que Y es maximalmente

disjunto con R.
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Dem. (i) ⇒ (ii): Es consecuencia inmediata de la Proposición 3.1.5 considerando R =

σA(b) \ σA(a).

(ii) ⇒ (i): De la hipótesis, la Proposición 1.2.3 y el Lema 3.1.1 resulta que [R) \ R

es cerrado y creciente. De esta afirmación y el Lema 3.1.2 existe W ∈ D(X(A)) tal que

[R) \ R ⊆ W y R ∩ W = ∅. Sea V = R ∪ W y veamos que V es creciente. En efecto, sea

P ∈ V y Q ∈ X(A) tal que P ⊆ Q. Si P ∈ W , entonces es inmediato que Q ∈ W y por

lo tanto Q ∈ V . Si P ∈ R, podemos afirmar que Q ∈ [R). Luego, pueden presentarse los

siguientes casos: Q ∈ R o Q 6∈ R. Si Q ∈ R, resulta que Q ∈ V . Si Q 6∈ R, tenemos que

Q ∈ [R)\R y por lo tanto, Q ∈ W de donde deducimos que Q ∈ V . Luego, V es creciente.

Como V, W ∈ D(X(A)), existen a, b ∈ A con a 6 b tales que W = σA(a), V = σA(b). De

esta afirmación y teniendo en cuenta que R = V \W inferimos que R = σA(b) \ σA(a), de

donde por la hipótesis y la Proposición 3.1.5 concluimos ΘI(Y ) = θ(a, b). 2

3.1.2. Abiertos e involutivos asociados a congruencias principales

Si bien ya tenemos una descripción de las congruencias principales, en lo que sigue y

con el propósito de estudiar más propiedades de las mismas, las vamos a determinar v́ıa

ciertos subconjuntos abiertos e involutivos del espacio asociado. En primer lugar tenemos

que:

Observación 3.1.8. Sean A una mpM−álgebra y G un subconjunto abierto e involutivo

de mpM(A). Dados a, b ∈ A tales que a 6 b, por el Teorema 2.2.16 tenemos que (a, b) ∈

Θ(G) si y sólo si σA(b) \ σA(a) ⊆ G.

Proposición 3.1.9. Sea A ∈ mpM y sean a, b ∈ A tales que a ≤ b. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ΘOI(G) = θ(a, b),
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(ii) G es el menor subconjunto de OI(mpM(A)), en el sentido de inclusión, que contiene

a σA(b) \ σA(a).

Dem. (i) ⇒ (ii): De la hipótesis y la Observación 3.1.8 tenemos que σA(b) \ σA(a) ⊆ G.

Además, si H ∈ OI(mpM(A)) es tal que σA(b) \ σA(a) ⊆ H, entonces por la Observación

3.1.8 inferimos que (a, b) ∈ ΘOI(H). Luego, por (i) ΘOI(G) ⊆ ΘOI(H) de donde por el

Teorema 2.2.16 concluimos que G ⊆ H.

(ii) ⇒ (i): De la Observación 3.1.8 tenemos que (a, b) ∈ ΘOI(G). Además, si ϕ ∈

Con(A) es tal que (a, b) ∈ ϕ, entonces por el Teorema 2.2.16 existe H ∈ OI(mpM(A)) tal

que ΘOI(H) = ϕ. De estas afirmaciones y la Observación 3.1.8 resulta que σA(b)\σA(a) ⊆

H. Luego, de la hipótesis y el Teorema 2.2.16 se sigue que ΘOI(G) ⊆ ϕ, de lo que

concluimos que ΘOI(G) = θ(a, b). 2

En lo que sigue describiremos expĺıcitamente a los subconjuntos del inciso (ii) de la

Proposición 3.1.9.

Proposición 3.1.10. Sea A ∈ mpM y sean a, b ∈ A tales que a ≤ b. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ΘOI(G) = θ(a, b),

(ii) G = (σA(b) \ σA(a)) ∪ gA(σA(b) \ σA(a)).

Dem. (i) ⇒ (ii): De la hipótesis y la Proposición 3.1.9 tenemos que G es el menor abierto

e involutivo de OI(mpM(A)) que contiene a σA(b) \ σA(a). Además, como G es involutivo,

gA(σA(b) \ σA(a)) ⊆ G, de lo que se sigue que (σA(b) \ σA(a)) ∪ gA(σA(b) \ σA(a)) ⊆ G.

Por otra parte, como (σA(b) \ σA(a))∪ gA(σA(b) \ σA(a)) es abierto, involutivo y contiene

a σA(b) \ σA(a), concluimos que G = (σA(b) \ σA(a)) ∪ gA(σA(b) \ σA(a)).

(ii)⇒(i): De la hipótesis, es claro que G verifica el inciso (ii) de la Proposición 3.1.9

de donde concluimos (i). 2
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Corolario 3.1.11. Sea A ∈ mpM . Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ΘOI(G) es una congruencia principal,

(ii) existe un subconjunto R abierto y cerrado de mpM(A) tal que G = R ∪ gA(R).

Dem. (i) ⇒ (ii): De la hipótesis existen a, b ∈ A con a ≤ b tales que ΘOI(G) = θ(a, b).

Entonces por la Proposición 3.1.10 tomando R = σA(b)\σA(a) conclúımos la demostración.

(ii) ⇒ (i): De la hipótesis es inmediato que X(A) \ G es un cerrado involutivo de

mpM(A) tal que (X(A) \ G) ∩ R = ∅. Además, si F es un cerrado involutivo de mpM(A)

tal que F ∩ R = ∅, entonces G ∩ F = ∅ y por lo tanto, F ⊆ X(A) \ G. Luego, X(A) \ G

es maximalmente disjunto con R de donde, por la Proposición 3.1.7, concluimos que

ΘI(X(A) \ G) es una congruencia principal y como ΘI(X(A) \ G) = ΘOI(G) resulta (i).

2

3.1.3. Caracterización de las congruencias principales y propiedades

Finalmente, las distintas descripciones de las congruencias principales en las mpM-

álgebras, indicadas anteriormente, quedan resumidas en el Teorema 3.1.12.

Teorema 3.1.12. Sea A ∈ mpM . Entonces el ret́ıculo COI(mpM(A)) de todos los sub-

conjuntos cerrados, abiertos e involutivos de mpM(A) es isomorfo al ret́ıculo ConP (A) de

todas las congruencias principales de A; y el isomorfismo, que denotaremos con ΘCOI , es

la restricción de ΘOI a COI(mpM(A)).

Dem. Si G ∈ COI(mpM(A)), entonces G = G ∪ gA(G) de donde por el Corolario 3.1.11

inferimos que ΘOI(G) ∈ ConP (A). Rećıprocamente, sea ρ ∈ ConP (A). Entonces por el

Teorema 2.2.16 existe G ∈ OI(mpM(A)) tal que ρ = ΘOI(G). De estas afirmaciones y el

Corolario 3.1.11 existe un abierto y cerrado R de mpM(A) tal que G = R ∪ gA(R) y como
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gA es un homeomorfismo involutivo, tenemos que G ∈ COI(mpM(A)) de donde concluimos

la demostración. 2

Corolario 3.1.13. Si A ∈ mpM , entonces

(i) ConP (A) es un álgebra de Boole,

(ii) La intersección de un número finito de congruencias principales es una congruencia

principal,

(iii) ConP (A) = ConC(A), donde ConC(A) es el conjunto de las congruencias compactas

de A.

Dem. (i) Sea ρ ∈ ConP (A). Entonces por el Teorema 3.1.12 existe G ∈ COI(mpM(A))

tal que ρ = ΘCOI(G). Teniendo en cuenta que X \ G ∈ COI(mpM(A)), concluimos que

φ = ΘCOI (X \ G) ∈ ConP (A) es el complemento booleano de ρ.

(ii) Es consecuencia directa de (i).

(iii) Es bien sabido que las conguencias compactas son los miembros finitamente gener-

ados de Con(A) y por [12, pp. 38] ellas son el supremo de un número finito de congruencias

principales. Entonces, por (i) concluimos que ConC(A) ⊆ ConP (A). La rećıproca es in-

mediata. 2

Corolario 3.1.14. En mpM la composición de congruencias principales es conmutativa.

Dem. Sean ϕ1, ϕ2 ∈ ConP (A). Entonces por el Teorema 3.1.12 existen Y1, Y2 ∈ COI(mpM(A))

tales que ϕ1 = ΘCOI(Y1) y ϕ2 = ΘCOI(Y2). Supongamos ahora que (x, y) ∈ ϕ2 ◦ ϕ1, en-

tonces existe z ∈ A tal que (x, z) ∈ ϕ1 y (z, y) ∈ ϕ2. Estas últimas afirmaciones implican

que σA(x)∩Y1 = σA(z)∩Y1 y σA(z)∩Y2 = σA(y)∩Y2. Sea U = (σA(x)∩Y1∩Y2)∪(σA(x)∩

(Y2\Y1))∪(σA(y)∩(Y1\Y2)). Entonces, por el Lema 2.2.14, concluimos que U ∈ D(X(A)).

Por lo tanto, w = σ−1
A (U) ∈ A. Además, es simple verificar que σA(w) ∩ Y2 = σA(x) ∩ Y2
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y que σA(w) ∩ Y1 = σA(y) ∩ Y1. Luego, tenemos que (x, w) ∈ ϕ2 y (w, y) ∈ ϕ1 de donde

inferimos que (x, y) ∈ ϕ1◦ϕ2. Por lo tanto, ϕ2◦ϕ1 ⊆ ϕ1◦ϕ2. La otra inclusión es análoga.

2

El conocimiento de las congruencias principales nos permitió afirmar que

Corolario 3.1.15. mpM tiene las congruencias principales definibles ecuacionalmente

(CPDE).

Dem. Resulta del Corolario 3.1.13 (i) y [9, Theorem 0.3]. 2

Corolario 3.1.16. mpM es filtral (ver [8, Corollary 3.7]).

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 3.1.15, teniendo en cuenta que mpM es

semisimple. 2

3.2. Propiedades de las congruencias

En el párrafo anterior hemos mostrado algunas propiedades de las congruencias princi-

pales. Nuestro próximo objetivo es estudiar el comportamiento de las mpM−congruencias

en general, para lo cual se hace necesario determinar algunos resultados sobre esta var-

iedad.

Proposición 3.2.1. En mpM toda álgebra directamente indescomponible es simple.

Dem. Sea ρ ∈ Con(A), ρ 6= IdA. Entonces existen a, b ∈ A, a 6= b tal que (a, b) ∈ ρ

lo que implica que θ(a, b) ⊆ ρ. Además, por el Corolario 3.1.13 (i) y el Corolario 3.1.14

tenemos que θ(a, b) es una congruencia factor, de donde por [12, p.53] concluimos que

θ(a, b) = A × A. Por lo tanto, ρ = A × A lo que completa la demostración. 2

Proposición 3.2.2. Sea A ∈ mpM . Entonces las siguientes condiciones son equivalen-

tes:
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(i) A es subdirectamente irreducible,

(ii) A es directamente indescomponible.

Dem. (i) ⇒ (ii): Inmediata del Teorema 1.1.8.

(ii) ⇒ (i): Resulta inmediata del Teorema 2.3.3 y la Proposición 3.2.1. 2

Teorema 3.2.3. mpM es directamente representable.

Dem. De la Proposición 3.2.2 y el Corolario 2.3.9 concluimos que mpM tiene solo un

número finito de miembros directamente indescomponibles finitos. Luego, mpM es di-

rectamente representable. 2

Ahora, teniendo en cuenta resultados establecidos en el Teorema 1.1.10 y el Teorema

3.2.3 podemos afirmar que

Corolario 3.2.4. (i) mpM es a congruencias conmutativas.

(ii) Todo miembro finito de mpM es a congruencias uniformes,

A continuación, y como consecuencia de resultados anteriores, mostraremos una im-

portante propiedad de la variedad de las mpM-álgebras para lo cual recordemos que, la

función discriminadora ternaria t sobre un conjunto X está definida por las condiciones

siguientes:

t(x, y, z) =











z si x = y,

x en otro caso.

.

Además, una variedad V es discriminadora, si tiene un polinomio p(x, y, z) que coincide

con la función discriminadora ternaria sobre cada miembro subdirectamente irreducible

de V ; tal polinomio se denomina polinomio discriminador ternario para V .

Entonces, podemos afirmar que
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Teorema 3.2.5. mpM es discriminadora.

Dem. Es consecuencia directa del Corolario 3.2.4 (i), del Corolario 3.1.15 y el Teorema

2.3.11 y lo establecido en [9, Corollary 3.4]. 2

Este último teorema y los resultados establecidos en [71] nos permiten obtener otras

propiedades de las congruencias en mpM .

Corolario 3.2.6. Sea A ∈ mpM . Entonces se verifican:

(i) las congruencias de A son distributivas,

(ii) para todo a, b, c, d ∈ A se verifica que (c, d) ∈ θ(a, b) si, y sólo si, p(a, b, c) =

p(a, b, d),

(iii) cada congruencia principal de A es una congruencia factor,

(iv) las congruencias de A son regulares,

(v) las congruencias de A son normales (o uniformes),

(vi) las congruencias de A son filtrales,

(vii) mpM tiene la propiedad de extensión de congruencias.

3.3. mpM−congruencias booleanas

Del Corolario 3.2.6 sabemos que en las mpM−álgebras toda congruencia principal es

booleana, a continuación mostraremos que vale la rećıproca.

Proposición 3.3.1. Sean A ∈ mpM y ρ ⊆ A × A. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
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(i) ρ es una congruencia principal,

(ii) ρ es una congruencia booleana.

Dem. (i) ⇒ (ii): Es consecuencia directa del Corolario 3.2.6.

(ii) ⇒ (i): Por el Teorema 2.2.16 existe Y ⊆ X(A) abierto e involutivo tal que ρ =

ΘOI(Y ). Además, por la hipótesis existe ϕ ∈ Con(A) tal que ρ ∨ ϕ = X(A) × X(A) y

ρ∧ϕ = idA. Por otra parte, del Teorema 2.2.16, existe G ⊆ X(A) abierto e involutivo tal

que ϕ = ΘOI(G). De las afirmaciones anteriores tenemos que Y ∪G = X(A) y Y ∩G = ∅.

Por lo tanto, Y = X(A) \ G es cerrado, de donde por el Teorema 3.1.12 concluimos la

demostración. 2

Corolario 3.3.2. Sean A ∈ mpM finita. Entonces Con(A) = ConP (A) = ConB(A)

donde ConB(A) es el ret́ıculo de las congruencias booleanas.

Dem. Es consecuencia del Teorema 2.2.16, Teorema 3.1.12 y la Proposición 3.3.1 teniendo

en cuenta que si A es un álgebra finita, la topoloǵıa en mpM(A) es la discreta. 2

En lo que sigue, nuestro propósito es determinar el número de congruencias de una

mpM−álgebra finita, para lo cual la operación unaria 4 definida en la Sección 2.4 juega

un rol fundamental. Previamente necesitamos mostrar algunos resultados previos.

Proposición 3.3.3. Sea (X, g) un mpM − espacio, {Ci}i∈I el conjunto de todas las ca-

denas maximales de X. Entonces para cada U ∈ mpM(X) se satisfacen las siguientes

identidades:

(i) 4U = U ∩ g(U) =
⋃

Ci ⊆U ∩g(U )

Ci,

(ii) ∇U = U ∪ g(U) =
⋃

Ci ∩ U 6= ∅
o

Ci ∩ g(U) 6= ∅

Ci.
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Dem.

(i) Sea y ∈ 4U = (X \ (X \ g(U)])∩U ⊆ g(U) ∩U . Rećıprocamente, sea y ∈ U ∩ g(U)

y supongamos que y 6∈ (X \ (X \ g(U)]). De esta afirmación resulta que existe

t ∈ X \ g(U) tal que y ≤ t. Como y ∈ g(U), entonces y < t. Luego, por (mp1)

concluimos que t = g(y) ∈ g(U), contradicción. Por lo tanto y ∈ (X\(X\g(U)])∩U .

Además, 4U =
⋃

Ci⊆U∩g(U )

Ci. En efecto, sea x ∈ 4U y sea Cx la cadena maximal

que contiene a x. Veamos que Cx ⊆ U ∩ g(U). Sea y ∈ Cx y supongamos que x ≤ y.

Como 4U es creciente, entonces y ∈ U ∩ g(U). Por otra parte, si y < x, entonces

por (mp1) g(y) = x ∈ 4U y como 4U es involutivo y ∈ U ∩g(U). La otra inclusión

es inmediata.

(ii) De (i) resulta que ∇U =∼ ((X\g(U))∩g(X\g(U)) =∼ (X\(U∪g(U))) = U∪g(U).

Además, ∇U =
⋃

Ci ∩ U 6= ∅
o

Ci ∩ g(U) 6= ∅

Ci. En efecto, sea x ∈ ∇U y sea Cx la cadena maximal

que contiene a x. Como ∇U = U ∪ g(U) es claro que U ∩ Cx 6= ∅ o Cx ∩ g(U) 6= ∅.

Rećıprocamente, si consideramos x ∈
⋃

Ci ∩ U 6= ∅
o

Ci ∩ g(U) 6= ∅

Ci, entonces x ∈ Ci para algún Ci

tal que Ci ∩ U 6= ∅ o Ci ∩ g(U) 6= ∅. Si Ci ∩ U 6= ∅, entonces existe u ∈ U tal que

u ∈ Ci. Luego, u ≤ x o x < u. Si u ≤ x, como U es creciente x ∈ ∇U = U ∪g(U). Si

x < u, por (mp1) tenemos que u = g(x), entonces x = g(u) y por lo tanto, x ∈ ∇U .

Si Ci ∩ g(U) 6= ∅, siguiendo un razonamiento análogo resulta que x ∈ ∇U . 2

Corolario 3.3.4. Sea (X, g) un mpM −espacio y sea U ∈ mpM(X). Entonces se verifican

las siguientes condiciones:

(i) U ∈ ∇(mpM(X))) si y sólo si U = ∇U ,

(ii) U ∈ 4(mpM(X)) si y sólo si U = 4U ,
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(iii) ∇(mpM(X)) = 4(mpM(X)).

Dem. Es consecuencia directa de la Proposición 3.3.3. 2

Proposición 3.3.5. Sea (X, g) un mpM − espacio. Entonces se verifican:

(i) U ∈ 4(mpM(X)) si, y sólo si, U es abierto, cerrado e involutivo,

(ii) U ∈ B(mpM(X)) si, y sólo si, U es abierto, cerrado y U =
⋃

x∈U

Cx,

(iii) ∇(mpM(X)) = 4(mpM(X)) ⊆ B(mpM(X)).

Dem.

(i) Si U ∈ 4(mpM(X)), del Corolario 3.3.4 y la Proposición 3.3.3 se concluye la de-

mostración. Rećıprocamente, como U es involutivo, tenemos que U = g(U) y por lo

tanto, 4U = U de donde por el Corolario 3.3.4 resulta que U ∈ 4(mpM(X)).

(ii) De la hipótesis tenemos que U es abierto, cerrado y existe V ∈ D(X) tal que

U ∩V = ∅ y U ∪V = X. Luego, V = X \U . Además, si y ∈
⋃

x∈U

Cx, entonces existe

x0 ∈ U tal que y ∈ Cx0 . Si x0 ≤ y, como U es creciente resulta que y ∈ U . Si y < x0

e y /∈ U tenemos que y ∈ V y como V es creciente, entonces x0 ∈ V , de donde

resulta que x0 ∈ U ∩ V , contradicción. Luego, y ∈ U y por lo tanto,
⋃

x∈U

Cx ⊆ U . La

otra inclusión es inmediata.

Rećıprocamente, sean x ∈ U , y ∈ X tales que x ≤ y, entonces y ∈ Cx y por lo tanto

y ∈
⋃

x∈U

Cx = U . Luego, U es creciente. De esta afirmación y las hipótesis concluimos

que U ∈ D(X). Por otra parte, sea V = X \ U de donde resulta que V es abierto

y cerrado. Además, de la Observación 2.2.2 tenemos que V =
⋃

y∈X\U

Cy y siguiendo

un razonamiento análogo al anterior concluimos que V es creciente. De lo expuesto,

resulta que V ∈ D(X), U ∩ V = ∅ y U ∪ V = X. Luego, U ∈ B(mpM(X)).
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(iii) Sea U ∈ 4(mpM(X)). Entonces por (i) tenemos que U es involutivo. Además, si

y ∈
⋃

x∈U

Cx, entonces existe x0 ∈ U tal que y ∈ Cx0. Si x0 ≤ y, como U es creciente

resulta que y ∈ U . Si y < x0, por (pm1) tenemos que g(y) = x0 ∈ U y por lo tanto

y ∈ g(U) = U . Luego,
⋃

x∈U

Cx ⊆ U . La rećıproca es inmediata, de donde concluimos

que U ∈ B(mpM(X)). 2

El siguiente ejemplo muestra una mpM−álgebra A tal que ∇(A) ⊂ B(A).

Ejemplo 3.3.6. Sea M mpM−álgebra indicada en la figura, entonces se verifica que

∇(M) = 4(M) = {0, 1} ⊂ B(M) = M .
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b∗ =∼ a = a b =∼ b = a∗

1

Corolario 3.3.7. Sea A una mpM−álgebra finita tal que su espacio asociado es la suma

cardinal de n cadenas con dos elementos, m cadenas involutivas con un elemento y 2l

cadenas no involutivas con un elemento. Entonces

(i) |4(A)| = |∇(A)| = 2n+m+l,

(ii) |B(A)| = 2n+m+2l.

Dem. Es consecuencia directa de la Proposición 3.3.5 teniendo en cuenta que la topoloǵıa

es la discreta. 2

Proposición 3.3.8. Sea A una mpM−álgebra y G ⊆ X(A). Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

(i) G ∈ 4(mpM(X(A))),



67

(ii) existe a ∈ 4A tal que G = σA(a).

Dem. (i) ⇒ (ii): Como G ∈ mpM(X(A)) y σA es un mpM−isomorfismo, entonces existe

a ∈ A tal que G = σA(a). Además, de la hipótesis tenemos que σA(a) = 4σA(a) =

σA(4a). Luego, a = 4a lo que completa la demostración.

(ii) ⇒ (i): Se concluye de la hipótesis teniendo en cuenta que σA es un mpM−isomor-

fismo. 2

Corolario 3.3.9. Sean A ∈ mpM . Entonces, los ret́ıculos 4A y COI(mpM(A)) son

isomorfos.

Dem. Es consecuencia directa de la Proposición 3.3.5 y Proposición 3.3.8. 2

Corolario 3.3.10. Sea A una mpM−álgebra finita tal que su espacio asociado es la suma

cardinal de n cadenas con dos elementos, m cadenas involutivas con un elemento y 2l

cadenas no involutivas con un elemento. Entonces |Con(A)| = |ConB(A)| = |ConP (A)| =

2n+m+l.

Dem. Es inmediata del Corolario 3.3.9, el Corolario 3.3.2 y el Corolario 3.3.7. 2

3.4. Polinomio discriminador y dual discriminador

En el Teorema 3.2.5 hemos probado que mpM es discriminadora. En lo que sigue

determinaremos el polinomio discriminador ternario para esta variedad y por lo tanto,

tendremos una descripción ecuacional de las congruencias principales.

Teniendo en cuenta [47], dada A ∈ mpM consideramos la operación binaria ⊕ definida

por medio de la fórmula:

a ⊕ b = (∼ 4(a ∨ b) ∨ 4(a ∧ b)) ∧ (∼ ∇(a ∨ b) ∨∇(a ∧ b)),
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donde 4 y ∇ están definidos de la manera indicada anteriormente, es decir 4x = (∼

x)∗ ∧ x y ∇x =∼ x∗ ∨ x.

Observemos que 〈B,⊕〉 y 〈T,⊕〉 son subálgebras de 〈M,⊕〉 y la tabla de ⊕ sobre M

es la siguiente:

⊕ 0 a b 1

0 1 0 0 0

a 0 1 0 0

b 0 0 1 0

1 0 0 0 1

Proposición 3.4.1. Sea A ∈ mpM . Entonces, se verifican

(S1) x = y si, y sólo si x⊕ y = 1,

(S2) x ⊕ y = y ⊕ x,

(S3) x ⊕ 1 = 4x,

(S4) (x ⊕ y) ∧ x = (x⊕ y) ∧ y,

(S5) 4(x ⊕ y) = x ⊕ y,

(S6) ∇(x⊕ y) = x ⊕ y,

(S7) ∼ (x ⊕ y) y x ⊕ y son complementos booleanos.

Dem. Es de rutina. 2

Teorema 3.4.2. El polinomio discriminador ternario para mpM es

p(x, y, z) = ((x ⊕ y) ∧ z) ∨ (∼ (x ⊕ y) ∧ x).



69

Dem. De (S1), tenemos que p(x, x, z) = z. Si x 6= y, entonces por (S1) inferimos que

x⊕ y 6= 1, de donde por (S5) y la Proposición 2.4.7, concluimos que x⊕ y = 0. Entonces,

p(x, y, z) = x. 2

Del Teorema 3.4.2 y el inciso (ii) del Corolario 3.2.6 concluimos que

Corolario 3.4.3. Sea A ∈ mpM y a, b ∈ A. Entonces

θ(a, b) = {(x, y) ∈ A×A : (a ⊕ b) ∧ x) ∨ (∼ (a ⊕ b)∧ a) = (a⊕ b) ∧ y)∨ (∼ (a ⊕ b)∧ a)}.

Recordemos que un álgebra finita A se dice cuasi-primal si tiene un polinomio discrim-

inador ([12]). Estas álgebras fueron introducidas por A. Pixley en 1970, bajo el nombre de

álgebras algebraicas simples y ellas constituyen una exitosa generalización de las álgebras

de Boole con dos elementos.

Corolario 3.4.4. Cada mpM−álgebra subdirectamente irreducible es cuasi-primal y fun-

cionalmente completa.

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 3.4.2 y de [71, Corolary 1.9]. 2

Nuestro próximo objetivo es obtener otra descripción más simple de las mpM−con-

gruencias principales, para lo cual el siguiente lema ha sido fundamental.

Lema 3.4.5. Sea A ∈ mpM y a, b ∈ A. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

(i) (a ⊕ b) ∧ x) ∨ (∼ (a ⊕ b) ∧ a) = (a ⊕ b) ∧ y) ∨ (∼ (a ⊕ b) ∧ a),

(ii) (a ⊕ b) ∧ x = (a ⊕ b) ∧ y.

Dem. Sólo probaremos (i) ⇒(ii). Sean x, y ∈ A tales que verifican (i). Entonces por el

Teorema 3.4.2 y el inciso (ii) del Corolario 3.2.6, inferimos que (x, y) ∈ θ(a, b) lo que
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implica que (∼ x,∼ y) ∈ θ(a, b). Luego, ((a ⊕ b)∧ ∼ x) ∨ (∼ (a ⊕ b) ∧ a) = ((a ⊕ b)∧ ∼

y) ∨ (∼ (a ⊕ b) ∧ a). Entonces, ((a ⊕ b)∧ ∼ x)∨ ∼ (a ⊕ b) = ((a ⊕ b)∧ ∼ y)∨ ∼ (a ⊕ b) y

por lo tanto de (S7), tenemos que ∼ (a⊕ b)∨ ∼ x =∼ (a⊕ b)∨ ∼ y, de donde concluimos

la demostración. 2

Finalmente, la otra caracterización ecuacional de las congruencias principales buscada

es la siguiente:

Teorema 3.4.6. Sea A ∈ mpM y a, b ∈ A. Entonces

θ(a, b) = {(x, y) ∈ A × A : x ∧ (a ⊕ b) = y ∧ (a ⊕ b)}.

Dem. Es consecuencia del Corolario 3.4.3 y el Lema 3.4.5. 2

E. Fried y A. Pixley en [29] introdujeron el estudio de una función estrechamente

relacionada con la función discriminadora ternaria t. Más precisamente, consideraron la

función dual discriminadora ternaria d sobre un conjunto X definida por las condiciones

siguientes:

d(x, y, z) =











x si x = y,

z en otro caso,

y mostraron que d puede ser obtenida a partir de t del siguiente modo:

d(x, y, z) = t(x, t(x, y, z), z).

De esta afirmación se concluye que toda álgebra discriminadora es dual discriminado-

ra. Luego, del Teorema 3.4.2, el Teorema 3.4.6 y los resultados de [29] podemos afirmar

que

Teorema 3.4.7. mpM es una variedad dual discriminadora y el polinomio dual dis-

criminador ternario es
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q(x, y, z) = (∼ (x ⊕ y) ∧ z) ∨ ((x ⊕ y) ∧ x).

Recordemos que, dada una variedad V , para cada A ∈ V y a, b ∈ A se denomina

congruencia co-principal γ(a, b) a la congruencia definida por

γ(a, b) = {(x, y) ∈ A × A : q(a, b, x) = q(a, b, y)} ([29]).

Teniendo en cuenta [29, Theorem 3.8] y el hecho que θ(∼ (a⊕b), 1), es el complemento

booleano de θ(a, b) conluimos que

Proposición 3.4.8. Sea A ∈ mpM y a, b ∈ A. Entonces

γ(a, b) = {(x, y) ∈ A × A :∼ (a ⊕ b) ∧ x =∼ (a ⊕ b) ∧ y}.
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4. Caṕıtulo IV

En este caṕıtulo nos abocamos, en primer lugar, al estudio de las propiedades de las

mpM−álgebras finitas y finitamente generadas. Entre los resultados que obtenemos, se

destaca el Teorema 4.1.4 que nos suministra una factorización de dichas álgebras. Por otra

parte, el conocimiento de las álgebras simples en una variedad localmente finita permite,

en muchos casos, hallar el número de elementos del álgebra libre con un conjunto finito de

generadores libres. Nosotros determinamos la estructura de dichas álgebras aplicando la

técnica usada por L. Monteiro en [57, p. 20] y finalmente, en el Teorema 4.2.7 indicamos

la fórmula para calcular el cardinal del álgebra libre con un conjunto finito de generadores

libres, en función del número de generadores de la misma.

4.1. mpM−álgebras finitas y finitamente generadas

El Lema 4.1.1 y 4.1.2 serán fundamentales para la demostración del Teorema 4.1.4.

Lema 4.1.1. Sea A mpM−álgebra finita. Entonces las siguientes condiciones son equiv-

alentes:
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(i) F es un 4−filtro de A,

(ii) F = F (4a) para algún a ∈ A.

Dem. (i) =⇒ (ii): Como A es finita, de la hipótesis resulta que F = F (x) para algún

x ∈ A y por lo tanto, 4x ∈ F . Luego, por T2 tenemos que 4x = x.

(ii) =⇒ (i): Es consecuencia directa de la Proposición 2.4.3. 2

Lema 4.1.2. Sea A una mpM−álgebra finita y no trivial. Entonces las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(i) F (4a) es un 4−filtro maximal de A,

(ii) 4a es un átomo de 4A.

Dem. (i) =⇒ (ii): Sea x ∈ 4A tal que 0 ≤ x ≤ 4a y supongamos que x 6= 0. Entonces

F (4a) ⊆ F (x) 6= A. Por el Lema 4.1.1, F (x) es un 4− filtro de A y como F (4a) es

maximal, entonces F (4a) = F (x) y por lo tanto 4a = x.

(ii) =⇒ (i): Por el Lema 4.1.1 tenemos que F (4a) es un 4− filtro de A. Además,

F (4a) es maximal. En efecto, sea F (x) un 4− filtro propio de A tal que F (4a) ⊆ F (x).

Luego 0 < 4x ≤ 4a de donde por la hipótesis resulta 4x = 4a lo que completa la

demostración. 2

Observación 4.1.3. Del Lema 4.1.2 resulta que si A es finita y no trivial, el número de

4−filtros maximales de A coincide con el de átomos de 4A.

Teorema 4.1.4. Si A es una mpM−álgebra finita y no trivial, entonces A es isomorfa

a
n
∏

i=1

A/F (4ai), donde {4ai}1≤i6n es el conjunto de todos los átomos de 4A.

Dem. Del Lema 4.1.2, la Proposición 2.4.11 y la Observación 2.4.17 inferimos que la

aplicación h : A −→
n
∏

i=1

A/F (4ai) definida por h(x) = (q1(x), . . . , qn(x)) es un monomor-

fismo, donde qi : A −→ A/F (4ai) para 1 ≤ i ≤ n es el epimorfismo canónico. Luego,
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sólo resta probar que h es sobreyectiva. En efecto, sea y = (y1, . . . , yn) ∈
n
∏

i=1

A/F (4ai),

entonces para cada yi ∈ A/F (4ai) existe xi ∈ A tal que qi(xi) = yi para 1 ≤ i ≤ n. Sea

x =
n
∨

i=1

(xi ∧4ai). Como 4ai ∈ 4A, 1 ≤ i ≤ n es claro que qj(4ai) ∈ 4(A/F (4ai)), de

donde por la Proposición 2.4.7 tenemos que qj(4ai) ∈ {0, 1}. Si qj(4ai) = 1, con i 6= j, en-

tonces 4ai ∈ F (4aj) y por lo tanto 4aj < 4ai, contradicción. Luego, qj(4ai) = 0, para

todo j 6= i, y qi(4ai) = 1 lo que implica que qj(x) =
n
∨

i=1

(qj(xi)) ∧ qj(4ai)) = qj(xj) = yj

para todo j, 1 ≤ j ≤ n. De esta afirmación concluimos que h(x) = y. 2

Proposición 4.1.5. Sea A una mpM−álgebra, b ∈ A y [0, b] = {x ∈ A : 0 ≤ x ≤ b}. Si

b ∈ 4A, entonces

(i) 〈[0, b],∧,∨,−, e, 0, b〉 es una mpM−álgebra donde −x =∼ x∧ b y ex = x∗ ∧ b, para

todo x ∈ [0, b],

(ii) L/F (b) y [0, b] son álgebras isomorfas.

Dem.

(i) Es inmediata.

(ii) Sea hb : A/F (b) −→ [0, b] definida por hb(x) = x ∧ b. Es claro que hb está bien

definida y es biyectiva. Por otra parte, hb es un mpM−homomorfismo. En efecto, como

b ∈ 4A es booleano tenemos que −hb(x) = −(x∧b) =∼ (x∧b)∧b = (∼ x∧b)∨(∼ b∧b) =∼

x ∧ b = hb(∼ x). Además, de (A6) resulta que eh(x) = (x ∧ b)∗ ∧ b = x∗ ∧ b = h(x ∗). La

demostración de las restantes propiedades es de rutina. 2

Corolario 4.1.6. Sea A una mpM−álgebra finita y no trivial. Si {4ai}1≤i6n es la familia

de todos los átomos de 4A, entonces A es isomorfa a
n
∏

i=1

[0,4ai].

Dem. Es consecuencia directa del Teorema 4.1.4 y Proposición 4.1.5. 2
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Ejemplo 4.1.7. Sea A la mpM−álgebra cuyo diagrama de Hasse es el indicado en la

figura y donde las operaciones ∼ y ∗ están dadas en la siguiente tabla:
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0

a bc

d ef g

j

A

i h

1

x 0 a b c d e f g h i j 1

∼ x 1 i j h e d f g c a b 0

x∗ 1 j i e e d b a 0 b a 0

4x 0 0 0 0 d e 0 0 e d d 1

Como 4A = {0, d, e, 1} entonces A ' [0, d] × [0, e].

4.2. mpM−álgebras libres

En esta sección nuestro propósito es determinar la estructura de las mpM−álgebras

libres finitamente generadas e indicar una fórmula para calcular su cardinal en término

del número de generadores libres. Para ello se hacen necesarias algunas consideraciones

previas.

Denotaremos con L(c) la mpM−álgebra libre con un conjunto G de generadores libres

tal que |G| = c, donde c es un número cardinal. La noción de álgebra libre está definida

de la manera usual, esto es:

Definición 4.2.1. ([7]) Sea K una clase de álgebras similares y L ∈ K. L es un álgebra

que tiene a G como conjunto de generadores libres, si se verifican las siguientes condi-

ciones:

(L1) [G] = L,

(L2) para cada álgebra B ∈ K y cada función f : G −→ B existe un homomorfismo

h : L −→ B que extiende a f , esto es se verifica h(g) = f(g), para todo g ∈ G.
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El homomorfismo h de (L2) es único y si A′ es un álgebra de K con un conjunto G′ de

generadores libres tal que existe una biyección de G en G′, entonces A y A′ son álgebras

isomorfas.

Como las mpM−álgebras constituyen una variedad, para cualquier cardinal c, c > 0

el álgebra libre existe y es única a menos de isomorfismo (ver [7]).

En lo que resta de esta sección, y para simplificar el desarrollo de la misma, notaremos

con Ai para 1 ≤ i ≤ 3 a las mpM−álgebras simples B, T y M respectivamente.

En primer lugar, teniendo en cuenta el Teorema 2.3.11, el Corolario 1.1.4, Teorema

2.3.3, el Corolario 2.3.9 y el Corolario 2.4.15 concluimos que

(I) L(n) = A1
|M1| × A2

|M2| × A3
|M3|,

donde

Mj = {M ∈ M(L(n)) : L(n)/M ' Aj}, 1 ≤ j ≤ 3,

y M(L(n)) denota al conjunto de todos los sistemas deductivos maximales de L(n). Luego,

conocemos la estructura de los factores de L(n), por lo tanto sólo debemos calcular el

número de veces que aparecen cada uno de ellos.

Determinación de |Mj|

En lo que sigue si L, L
′

son mpM−álgebras, indicaremos con Epi(L, L
′
) y Aut(L)

el conjunto de los epimorfismos de L en L
′

y el conjunto de los automorfismos de L

respectivamente.

Lema 4.2.2. |Mj| =
|Epi(L(n), Aj)|

|Aut(Aj)|
, 1 ≤ j ≤ 3.

Dem. Sea α : Epi(L(n), Aj) −→ Mj la aplicación definida por α(h) = Ker(h). Luego,

α es sobre. En efecto, para cada M ∈ Mj sea f = γM ◦ qM , donde qM es la aplicación

canónica y γM es el mpM-isomorfismo de L(n)/M en Aj. Entonces, f ∈ Epi(L(n), Aj) y
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Ker(f) = M de donde resulta que α(f) = M . Además, si M ∈ Mj y α(h) = M , entonces

α−1(M) = {g ◦ h : g ∈ Aut(Aj)}. Por lo tanto, |Mj| · |Aut(Aj)| = |Epi(L(n), Aj)| de

donde concluimos la demostración. 2

Observación 4.2.3. Es claro que |Aut(A1)| = |Aut(A2)| = 1 y que sólo existen 2 auto-

morfismos de A3.

Lema 4.2.4. Si j = 1, 2, entonces |Epi(L(n), Aj)| = |F ∗(G, Aj)| donde F ∗(G, Aj) = {f :

G −→ Aj : [f(G)] = Aj}.

Dem. Sea β : Epi(L(n), Aj) −→ F ∗(G, Aj) la aplicación definida por β(h) = h/G. Es

simple verificar que β es inyectiva. Por otra parte, para cada f ∈ F ∗(G, Aj) existe un

único homomorfismo hf : L(n) −→ Aj que extiende a f . Además, hf (L(n)) = hf([G]) =

[f(G)] = Aj de donde concluimos que β es sobre. 2

Corolario 4.2.5. (i) |M1| = 2n,

(ii) |M2| = 3n − 2n.

Dem. Es consecuencia directa del Lema 4.2.2, Lema 4.2.4 y la Observación 4.2.3. 2

Lema 4.2.6. |M3| = 2n−1(2n − 1).

Dem. Del Lema 4.2.2, Lema 4.2.4 y la Observación 4.2.3 tenemos que

|M3| =
|F ∗(G, A3)|

2
.

Por otra parte, como la única subálgebra de A3 es A1 resulta que

|F ∗(G, A3)| = 4n − 2n = 2n(2n − 1).

Luego, |M3| = 2(n−1)(2n − 1). 2

De (I) y los resultados anteriores podemos enunciar el siguiente teorema.



78

Teorema 4.2.7. Sea L(n) la mpM−álgebra libre con n generadores libres. Entonces el

cardinal |L(n)| puede expresarse por la fórmula siguiente:

|L(n)| = 22n

× 33n−2n

× 42n−1(2n−1).

Ejemplo 4.2.8. Por el Teorema 4.2.7 tenemos que para n = 1

|L(1)| = 22 × 3 × 4 = 48

y su diagrama de Hasse es el siguiente:
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Por otra parte recordemos que I. Loureiro, en su tesis doctoral determinó el álgebra

tetravalente modal libre T4(n) con n generadores libres y mostró que su cardinal está dado

por:
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|T4(n)| = 22n

× 33n−2n

× 42n−1(2n+1)−3n

.

Luego, si n = 1, |T4(n)| = 12 y su diagrama de Hasse es el siguiente:
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Este resultado nos permite comprobar nuevamente que mpM es una subvariedad

propia de la variedad de las álgebras tetravalentes modales.
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Conclusiones y estudios futuros

En esta tesis se estudiaron las álgebras de De Morgan pseudocomplementadas modales

o mpM−álgebras las cuales constituyen una subvariedad propia de las pM−álgebras

([66]) y también de la variedad de las pM−álgebras que satisfacen la condición adicional

x∧(∼ x)∗ = (∼ (x∧(∼ x)∗)∗ estudiadas en [68]. Las mismas son pM−álgebras a las que se

les puede asociar un álgebra tetravalente modal ([43]) considerando el operador ∇ definido

en el Caṕıtulo III. Esta última clase de álgebras ha dado origen al estudio de lógicas

tetravalentes modales por diferentes autores y con técnicas diversas ([27, 28, 5, 17, 26])

Desde esta perspectiva se plantea como trabajo futuro presentar un cálculo proposi-

cional estilo Hilbert que tenga como contrapartida algebraica a las mpM−álgebras. Para

la obtención del mismo conjeturamos que la implicacion débil definida en el Caṕıtulo

II jugará un papel fundamental. Otra alternativa, es proveer una teoŕıa de prueba para

la lógica naturalmente asociada a estas álgebras. Más precisamente, se puede procurar

un cálculo de secuentes que sea correcto y completo con respecto a las mpM−álgebras.

Seŕıa muy importante que este cálculo tuviera la Propiedad de eliminación de corte de-



81

bido a sus múltiples consecuencias positivas (como decidibilidad, consistencia, teoremas

de interpolación, etc.).

Por otra parte, muchas otras cuestiones permanecen abiertas y merecen un estudio

futuro, como es el caso de las mpM−álgebras equipadas con un cuantificador existen-

cial. Como en el caso de las álgebras de Boole, con cada cuantificador existencial sobre

una mpM−álgebra está asociado un cuantificador universal, por lo tanto podemos llamar

mpM−álgebras monádicas a la nueva clase de álgebras obtenida. Las mismas resultaŕıan

ser una generalización de las álgebras de Boole monádicas introducidas por Halmos en [36].

Además, debeŕıan presentarse de modo tal que tengan asociadas a las álgebras tetrava-

lentes monádicas introducidas y estudiadas en [72] y que resulten ser una generalización

de las álgebras de Lukasiewicz trivalentes monádicas investigadas en [58].

El estudio de las mpM−álgebras se abordó utilizando fundamentalmente técnicas

topológicas. Luego, el estudio de las mpM−álgebras monádicas podŕıa encararse de man-

eras diversas. Por ejemplo, teniendo en cuenta los resultados anteriores y la dualidad

establecida por R. Cignoli ([14]) para los Q−ret́ıculos o considerando la dualidad dada

por R. Golblatt en [32] para el caso particular de ret́ıculos distributivos acotados con un

∨−hemimorfismo unario dado que los cuantificadores verifican esta última condición.
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