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Resumen

En esta tesis se presenta un estudio de los vínculos de Dirac asociados a una teoría de campos
desde el punto de vista de sistemas diferenciales exteriores (EDS).

Con este fin en mente, se estudió una clase mayor de problemas variacionales, denominados
problemas variacionales no estándar, que permiten tratar en pie de igualdad tanto sistemas me-
cánicos como teorías de campos. Para ello se recurrió al concepto de problema variacional
Lepage equivalente (tal como se define en [Got91b]), a través del cual fue posible representar
las ecuaciones para las extremales del problema original como un sistema diferencial exterior
IH-C.

Este sistema diferencial exterior resulta ser un objeto central en la búsqueda de los vínculos
de Dirac de la teoría: introduciendo una descomposición del espacio de campos en hojas de
tiempo constante, se muestra que IH-C permite dar dos versiones equivalentes para dichos
vínculos, la usual, en término de funciones sobre un espacio de fases de dimensión infinita, y
la novedosa, que los representa como un conjunto de generadores de un sistema diferencial
exterior asociado a IH-C y la foliación introducida.

Se aplicó el esquema desarrollado al estudio de una serie de ejemplos, algunos físicamente
motivados, como el campo electromagnético, el campo de Yang-Mills y el sistema Toda, como
así también para el cálculo de las consecuencias diferenciales de un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales. Además fue posible construir un ejemplo de juguete en el cual el método
de Dirac falla en alcanzar su culminación, permitiéndonos entender fenómenos presentes en
teorías de campo más realistas [Got].
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Abstract

In this thesis, a study of the Dirac constraints arising in the canonical treatment of a field theory,
from exterior differential system (EDS) viewpoint, is presented.

Keeping this in mind, a bigger class of variational problems, the so called non standard variatio-
nal problems, was studied, allowing us to deal with both mechanical systems and field theories.
In order to achieve this task, it was necessary to use Lepage-equivalent variational problems, as
defined by [Got91b], permitting us to give a representation of the equations for the extremals
in terms of an exterior differential system IH-C.

This exterior differential system then becomes a central object in searching the Dirac constraints
of the field theory: in fact, by introducing a decomposition of the field space into constant-time
slices, it is shown here that IH-C gives two equivalent versions for these constraints, namely,
the usual, written in terms of functions on an infinite-dimensional phase space, and the new
one, where they are represented as generators of an exterior differential system closely related
with IH-C and the slicing.

This scheme was applied in a number of examples, some of them physically motivated, such
as the electromagnetic field, the Yang-Mills field and the Toda system, and also for the calcu-
lation of the differential consequences of a system of partial differential equations. Moreover,
it was possible to formulate a toy model where the Dirac method fails in reaching a successful
termination, in order to improve our understanding of more realistic field theories [Got].
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Filosofía

AUNQUE suene paradójico, el hecho reflejado por la frase siguiente da sustento a gran parte
del material incluído en este trabajo, que intenta ser un trabajo de geometría: El lugar na-

tural para trabajar con ecuaciones diferenciales es el análisis, y el trabajo diario de un geómetra con los
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que se esconden detrás de los campos vectoriales tiende a
ocultar esta particularidad. O sea, un vector es un objeto geométrico, a través del cual podemos
definir ecuaciones diferenciales ordinarias sobre variedades, mientras que el conjunto de solu-
ciones de un sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias es un objeto analítico. Un teorema
de existencia y unicidad permite asignarle a cada campo vectorial una familia de curvas que
lo tienen como tangente; dicho teorema forja un vínculo entre el objeto geométrico (el campo
vectorial) y el objeto analítico (la familia de curvas). Por otra parte, existen diferencias esen-
ciales entre estos tipos de objetos, que se manifiestan cuando queremos describir ecuaciones
en derivadas parciales desde un punto de vista geométrico: En tal caso, uno se ve obligado a
trabajar con subespacios de las fibras del fibrado tangente, y se diluye la conexión entre dichos
objetos y sus soluciones. Por lo tanto, conviene tener siempre presente que esta confusión es un
producto no deseado de los alcances del teorema de existencia y unicidad de soluciones para
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, que identifican fuertemente los objetos geomé-
tricos con su contraparte analítica. Esto es, el concepto de campo vectorial parece capturar en sí
mismo todas aquellas condiciones suficientes para la existencia de soluciones de una amplia
familia de ecuaciones diferenciales ordinarias, aunque no puede hacerse lo mismo para los ob-
jetos geométricos que representan ecuaciones en derivadas parciales sobre una variedad. ¿Por
qué recurrimos a este tipo de consideraciones en un trabajo que intenta explorar descripciones
geométricas de sistemas mecánicos? Sucede que, por un lado, las ecuaciones de movimiento de
una teoría mecánica son casi siempre ecuaciones diferenciales, y que una descripción satisfacto-
ria de su espacio de soluciones pasa por identificar un espacio que lo describa de alguna forma.
De hecho, la teoría de espacio de fases covariante [CW87, Gaw91] se basa en la esperanza de
que el espacio de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales cualquiera tiene una
estructura simpléctica o presimpléctica subyacente. Por ejemplo, las soluciones de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado a un problema mecánico pueden caracterizarse
por sus valores iniciales [AdA80]. La conexión de este espacio con el espacio de soluciones se
efectúa via un teorema de existencia de soluciones para el sistema de ecuaciones diferenciales
en cuestión. El primer elemento a tener presente para una parametrización exitosa del espacio
de soluciones de una teoría de campos es disponer de un teorema de estas características. ¿Dón-
de se esconde la estructura (pre)simpléctica? Una razón por la que se espera que el espacio de
soluciones de una teoría mecánica admita tal estructura reside en el hecho de que provienen
de un problema variacional, el así llamado principio de Hamilton-Pontrjagin (ver sección 4.3.1).
Éste es un problema variacional sobre curvas γ : I ⊂ R → TQ ⊕ T ∗Q : t 7→ (q (t) , q̇ (t) , p (t)),
con acción

S [γ] =

∫
I

[p (t) q̇ (t)− L (q (t) , q̇ (t))] dt;

uno puede probar que las extremales de este problema están en correspondencia uno a uno con
las del problema variacional de Euler-Lagrange. Las curvas en TQ⊕T ∗Q pueden interpretarse
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Capítulo 1. Introducción

como secciones del fibrado trivial Λ̃ := I × (TQ⊕ T ∗Q)→ I , y la acción puede escribirse

S [γ] =

∫
I

γ∗λ,

donde λ|(t;q,q̇,p) := θ|(q,p) + L (q, q̇) dt y θ es la 1-forma canónica sobre T ∗Q. Entonces si 0 ∈
I , uno puede identificar en Λ̃ el espacio correspondiente a las condiciones iniciales, Λ̃0 :=
{0} × (TQ× T ∗Q), y la forma presimpléctica y el hamiltoniano que rigen la dinámica pueden
recuperarse a partir de la forma λ mediante las fórmulas

H :=
∂

∂t
y λ| Λ̃0,

ω := dλ| Λ̃0.

Puede probarse (ver ejemplo 6.4A) que al aplicar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds [GNH78]
a estos datos se reobtienen las ecuaciones de movimiento de Hamilton. Esto significa que uno
puede darle contenido a la esencia de la teoría de espacios de fases covariantes, al menos en
el caso en que las ecuaciones diferenciales en cuestión provienen de un problema variacional.
Esto fijará parte de los alcances de nuestro trabajo: Cada vez que se discuta una ecuación dife-
rencial, la misma estará asociada a un problema variacional.
Una vez que hemos limitado en algún sentido el alcance de nuestro estudio, es interesante pre-
guntarse acerca del tipo de restricción que estos límites imponen. Por ejemplo, una ecuación
diferencial lineal sobre u : U ⊂ R2 → R definida mediante

(1) ux − uy = 0

¿podrá ser tratada como un problema variacional? La respuesta es sí, como se muestra en el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1A: Ecuaciones diferenciales y problemas variacionales. La ecuación diferencial
de arriba puede estudiarse como el problema variacional sobre el espacio Λ̃ := I×R×R×R (I
es un intervalo real compacto) con coordenadas (x, y, u;λ), que consiste en extremar la acción

S [u, λ] :=

∫
I×R

λ (x, y) [ux (x, y)− uy (x, y)] dxdy

sobre el par de funciones λ, u : I × R→ R. Notemos que si definimos

σ : (x, y) 7→ (x, y;u (x, y) , λ (x, y)) ,

esta acción puede escribirse como

S [σ] =

∫
I×R

σ∗λ̃,

donde λ̃ := λ (du ∧ dy + du ∧ dx) ∈ Ω2
(

Λ̃
)

. De todas formas, es interesante rescatar que
una ecuación como la anterior es susceptible de representarse como extremal de un problema
variacional, y por lo tanto es válido preguntarse si su espacio de soluciones admite una es-
tructura de variedad presimpléctica. Una de las consecuencias del esquema presentado en este
trabajo es que la respuesta a tal pregunta es afirmativa. Si P es el subconjunto del espacio de
Sobolev HN,2

(
I,R2

)
que sobre ∂I asumen un valor fijo c : ∂I → R2 para N suficientemente

grande (por definiciones, consultar la sección 5.2.2.1), entonces uno puede verificar que P es
una variedad infinito-dimensional modelada sobre un espacio de Banach, tal que sobre cada
s : x ∈ I 7→ (u (x) , λ (x)) ∈ R2 en P , el espacio tangente es igual a todas las secciones tipo
Sobolev a orden N del fibrado pullback s∗

(
{0} × TR2

)
que en ∂I se anulan. Más aún, para

2



1.2. Ingredientes involucrados

δsi : x 7→ (x, s (x) ; 0, δui (x) , δλi (x)) , i = 1, 2 un par de vectores tangentes, las fórmulas

ω|s (δs1, δs2) :=

∫
I

s∗
(
δs1yδs2yi

∗dλ̃
)

=

∫
I

[δλ1 (x) δu2 (x)− δλ2 (x) δu1 (x)] dx

H [s] :=

∫
I

s∗i∗∂yyλ̃

=

∫
I

λ (x)ux (x) dx

donde i : I × R2 ↪→ Λ̃ : (x, u, λ) 7→ (x, 0;u, λ) es la inclusión de este espacio en el espacio origi-
nal Λ̃ (con imagen la subvariedad y = 0), definen una estructura presimpléctica y una función
hamiltoniana sobre P , que es el dato indispensable para aplicar el algoritmo de Gotay, Nester
y Hinds. Como P está modelado sobre un espacio de Banach reflexivo, y la forma ω es topo-
lógicamente cerrada, las condiciones analíticas para la efectiva aplicación de este algoritmo se
satisfacen; otro resultado alcanzado aquí tiene como consecuencia la necesaria correspondencia
entre las soluciones obtenidas a partir de este algoritmo y las soluciones de la ecuación diferen-
cial original (1). Puede verificarse que en tales condiciones kerω = 0, de donde resulta que el
campo vectorial de evolución puede determinarse (con componentes x 7→ (δuH (x) , δλH (x)))
a partir de la lista de ecuaciones∫

I

[δλHδu− δλδuH ] dx = −
∫
I

(uxδλ− λxδu) dx ∀δu, δλ : I → R

en cada sección s (se han utilizado resultados que se probarán más adelante; el propósito de
este ejemplo es darle sentido al problema planteado). Por lo tanto las ecuaciones hamiltonianas
de movimiento

uy = δuH , λy = δλH

se traducen en las ecuaciones ux − uy = 0, λx − λy = 0, que contienen a la ecuación original. s

¿Qué hemos ganado? A primera vista, sólo hemos construído una formulación alternativa para
una ecuación diferencial en derivadas parciales. Sin embargo, el hecho de que la nueva formu-
lación sea en términos de un sistema dinámico sobre una variedad presimpléctica nos permite
utilizar métodos que no son tradicionalmente empleados en la teoría de ecuaciones diferen-
ciales. Recíprocamente, en aquellos casos en los que la descripción dinámica tenga problemas,
uno puede recurrir a una representación tradicional de las ecuaciones diferenciales para enfo-
car el problema desde un punto de vista diferente. En particular, nuestro enfoque se centrará
en la representación de PDEs via sistemas diferenciales exteriores, ideales en el álgebra exterior
de la variedad sobre la que se define la ecuación diferencial.
Gran parte del trabajo desarrollado en esta tesis consiste en aislar los diversos ingredientes que
permiten justificar la construcción esbozada en el ejemplo anterior, sin perder de vista la rela-
ción entre las soluciones del sistema dinámico definido por estos nuevos datos y las extremales
del problema variacional original. El éxito de esta empresa nos debería proveer con un conjun-
to de condiciones suficientes que aseguren sentido a la expectativa de la teoría de espacio de
fases covariante.

1.2. Ingredientes involucrados

Procediendo con un orden más bien gastronómico antes que científico ni matemático, descri-
biremos en primer lugar los ingredientes a tener en cuenta para llevar a cabo la construcción
de los espacios de fases relacionados con ecuaciones diferenciales. Uno de los aspectos que el
presente trabajo explora son características geométricas del así llamado método de vínculos de
Dirac. Como en la literatura existente no hay un consenso absoluto acerca de lo que “método
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Capítulo 1. Introducción

de Dirac” significa, adoptaremos la siguiente convención a lo largo de este trabajo, a menos
que explícitamente se diga lo contrario: “Método de Dirac” será sinómino de “algoritmo de
Gotay, Nester y Hinds”, tal como el mismo se presenta en [GNH78]. En particular, estamos
interesados en una descripción del algoritmo de Dirac en teorías de campo, entendiendo por
teorías de campo a cierto tipo de problemas variacionales sobre el espacio de secciones de algún
fibrado sobre la variedad M que describe al espacio-tiempo; el tipo de fibrado da cuenta del
tipo de campo que quiere describirse con la teoría. En este contexto, el plan puede describirse
suscintamente como sigue:

En primer término se provee una definición de lo que se entiende por problema varia-
cional no estándar, y de esta manera se delimita el tipo de problemas variacionales con
los que vamos a trabajar.
Es indispensable por lo tanto contar con la formulación de alguna teoría multihamil-
toniana adecuada para el problema variacional en cuestión. La herramienta teórica
utilizada para llevar adelante esta parte es la noción de Lepage-equivalencia, tal como se
describe en [Got91b]; cabe remarcar que un esquema análogo para el caso de proble-
mas variacionales sobre espacios de jets fue formulado en [Got91a].
Esta teoría multihamiltoniana conduce a la definición de un sistema dinámico sobre el
espacio de secciones de un fibrado, íntimamente relacionado con el fibrado de campos
mediante el punto anterior. Aquí “sistema dinámico” significa el dato mínimo nece-
sario para la aplicación del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds, esto es, “estructura
presimpléctica más un hamiltoniano”. Es necesario introducir una foliación por hojas
de tiempo constante del fibrado de campos modificado para cumplir con este objetivo.
Bajo ciertas hipótesis de regularidad, se demuestra entonces que los vínculos hallados
por la aplicación del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds al sistema dinámico del punto
anterior admiten una descripción como generadores de un sistema diferencial exterior1

definido sobre la hoja de tiempo cero por el sistema diferencial exterior que describe a
las secciones críticas del problema variacional Lepage-equivalente asociado al original.

Como se sugirió en la sección anterior, el hecho de admitir problemas variacionales más gene-
rales que los que surgen en el contexto de las teorías de campo usuales (i.e., como secciones
de un fibrado de jets) nos permite trabajar con familias de PDEs como si fuesen sistemas me-
cánicos; una consecuencia interesante de esto es que uno puede aplicar el algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds para trabajar con ellas. El segundo punto de esta lista también presenta carac-
terísticas poco usuales: La posibilidad de definir una teoría multisimpléctica para un problema
variacional sin necesidad de contar con una transformación de Legendre. Como se indicará
oportunamente, hay un precio que pagar por esta libertad: La prueba de equivalencia de so-
luciones entre un problema variacional y su Lepage-equivalente se vuelve dependiente del
caso considerado. Consideramos que éste es un precio justo en relación a nuestros objetivos,
que son los de establecer un marco de trabajo para problemas variacionales no estándar que
tenga en cuenta los vínculos de Dirac asociados al mismo. Conviene aclarar aquí que la nota-
ción adoptada a lo largo del trabajo es la de dicho artículo, que no coincide exactamente con
la notación clásica, tal como es presentada en, por ejemplo, las referencias [Kru87, Kru73]. El
tercer punto es una extensión del método usual de definición de un espacio de fases para una
teoría de campos, aunque sin perder de vista la conexión con las ecuaciones de movimiento de
la teoría. Finalmente, se obtiene una novedosa descripción para los vínculos de Dirac: En ella
estos vínculos se pueden interpretar como generadores de un ideal diferencialmente cerrado
en el álgebra exterior de un fibrado relacionado al fibrado de campos. En esta interpretación
de los vínculos, la cantidad de pasos necesarios para la finalización del algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds está relacionada con la cantidad de prolongaciones a la que debe someterse al

1A partir de este momento nos podremos referir a los sistemas diferenciales exteriores con este nombre o con el
acrónimo EDS, indistintamente.
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1.3. Antecedentes

EDS asociado a las ecuaciones de movimiento de la teoría de campos, para conseguir un EDS
involutivo.

1.3. Antecedentes

La consideración de problemas variacionales no estándar aparece en [Gri98]; de acuerdo a la
revisión de Hermann de este libro [Her84], las ideas centrales pueden rastrearse hasta finales
del siglo XIX. Básicamente, uno trabaja con un problema variacional usual, pero considera que
las funciones incógnitas son soluciones de un sistema de PDEs; claramente, esto introduce res-
tricciones sobre las variaciones permitidas al calcular la condición de extremal. La construcción
de la teoría multisimpléctica asociada a nuestro tipo de problema variacional se ha llevado ade-
lante, como ya dijimos, hallando una forma de Cartan adecuada (sobre un espacio adecuado)
con métodos de sistemas diferenciales exteriores. La idea general del formalismo es introducir
coordenadas adicionales y definir un nuevo problema variacional mediante la integración de
una forma (la forma de Cartan), de manera que en el nuevo espacio no hay restricción sobre las
variaciones, y existe una equivalencia entre los extremales del problema original y el nuevo;
por resultados y referencias, puede consultarse [dLR87]. En nuestro caso hemos utilizado la
construcción de la forma de Cartan indicada en [Got91b], que es particularmente apta para el
caso en que las restricción sobre las variaciones viene dada por un sistema diferencial exterior.
De cualquier forma, el problema variacional Lepage-equivalente debe considerarse como una
especie de principio variacional de Hamilton-Pontrjagin [YM06b]; la observación fundamental
que debe hacerse aquí es que la aplicación del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds al dato diná-
mico consistente en el fibrado de Pontrjagin TQ⊕T ∗Q y el hamiltoniano asociado a la forma de
Cartan, conduce a ecuaciones dinámicas equivalentes a las hamiltonianas (que se obtendrían
mediante la formulación usual via transformada de Legendre). Imitando el procedimiento de-
tallado en [GIM97, GIM04], se utiliza una foliación del fibrado construído arriba por hojas
de tiempo constante para hallar un dato dinámico equivalente a un problema variacional no
estándar; el espacio de fases resulta ser el espacio de secciones de una de estas hojas, con la
forma presimpléctica y el hamiltoniano definidos a partir de la forma de Cartan antes encon-
trada. Una fuente de inspiración para llevar adelante estas definiciones puede encontrarse en
el artículo [Gaw91]; procedimientos formalmente similares abundan en la teoría de espacio de
fases covariante (ver por ejemplo [CW87]), aunque en nuestro caso no se invoca la existencia
a priori de una “variedad de soluciones” para el problema variacional dado; antes que eso, se
intenta describir datos geométricos suficientes para parametrizar tales espacios. El algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds sobre el dato dinámico así construído conduce a una subvariedad2

maximal respecto de la propiedad de ser estables por el flujo hamiltoniano; por otra parte, el
sistema diferencial exterior asociado a las ecuaciones de Hamilton-Cartan induce un sistema
diferencial exterior sobre la hoja de tiempo constante fijada. Uno de los resultados principales
de este trabajo consiste en relacionar estos dos puntos de vista para las ecuaciones de movi-
miento: Resulta que las secciones que viven en la variedad final de vínculo obtenida por el
primer procedimiento son exactamente las secciones integrales del sistema diferencial exterior
construído en segundo término. Varios resultados previos han influído en la formulación de es-
ta relación. A nivel de mecánica clásica, los trabajos pioneros [HTT91, RS96] realizan parte del
programa de relacionar los vínculos de Dirac con datos geométricos asociados a las ecuaciones
de movimiento; por otro lado, desde el punto de vista de la teoría formal de ecuaciones dife-
renciales, las referencias [ST95, GKM03] presentan resultados que en mayor o menor grado se
aproximan a los alcanzados aquí desde el punto de vista de sistemas diferenciales exteriores.

2No estamos considerando aquí la pérdida de regularidad de los subconjuntos de vínculo.
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Capítulo 1. Introducción

1.4. ¿De qué se trata todo esto?

Esta sección se incluye como un medio de explicar la idea central de toda nuestra construcción.
Sin embargo, debemos advertir al lector informado que no hemos dado con una justificación a
la siguiente observación empírica: Parece ser un hecho que los espacios de soluciones de ecua-
ciones diferenciales contienen estructuras presimplécticas sobre ellos. Ésta es la razón por la
cual las teorías de espacio de fases covariantes son existosas, dándole de esta manera sentido
al presente trabajo. O sea, hemos decidido representar el espacio de soluciones de un siste-
ma de ecuaciones diferenciales a través de su “espacio de condiciones iniciales”, y ello nos ha
conducido a una estructura de este tipo. Ahora bien, para alcanzar el éxito en tal empresa, ne-
cesitamos en particular un teorema de existencia que entre sus hipótesis incluya algo similar
a un espacio de condiciones iniciales, y como conclusión la existencia de soluciones del pro-
blema de ecuaciones diferenciales en cuestión. Cuando uno busca en la literatura tal tipo de
teoremas, en particular de ecuaciones en derivadas parciales, se encuentra con multitud de
ellos, algunos muy poderosos, pero que adolecen de una limitación que, para el punto de vista
adoptado aquí, es poco menos que fatal: Se refieren a familias restringidas de tales sistemas,
cuando no directamente a uno solo de tales objetos. El único resultado que escapa a esta re-
gla, al menos hasta donde el conocimiento del autor alcanza a discernir, es el llamado teorema
de Cartan-Kähler, que es una reformulación del teorema de Cauchy-Kowalevsky al contexto de
sistemas diferenciales exteriores. Por lo tanto se hace indispensable introducirse de lleno en el
estudio de tales objetos. La idea subyacente es que, aunque el teorema de Cauchy-Kowalevsky
admite hipótesis razonables (excepto por la analiticidad), su formulación exige coordenadas,
por lo cual es un resultado de poco valor en el contexto de variedades; es más, esta exigencia es
natural si se tiene en cuenta que las ecuaciones diferenciales parciales se formulan usualmen-
te utilizando coordenadas. Por consiguiente, urge la necesidad de codificar geométricamente
los sistemas de PDEs, y esto fue logrado por Cartan mediante la introducción de los sistemas
diferenciales exteriores (véase sección 2.1 a continuación para una breve discusión sobre el
significado geométrico de los mismos).

Problema
no estándar

Problema
Lepage-equivalente

Sistema dinámico
EDS de

Hamilton-Cartan

?

6

�
�
�

�
�

�
��+

3 Q
Q
Q
Q
Q
QQs

k

De cualquier manera, intentemos justificar la razón por la cual esperamos poder relacionar los
vínculos de Dirac de una teoría de campos con datos geométricos más directamente relaciona-
dos con la formulación variacional del mismo. El concepto clave, como ya dijimos, es quizás
el espacio de soluciones del problema variacional Lepage-equivalente (por definiciones véase
sección 4.3). Básicamente, un problema variacional Lepage-equivalente a uno dado se obtiene
incorporando grados de libertad de manera tal que las variaciones en el mismo son totalmente
arbitrarias; por contraposición, las de un problema variacional como el de Euler-Lagrange, las
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1.4. ¿De qué se trata todo esto?

variaciones de las velocidades están determinadas por las de la posición. En caso de bivarian-
cia (ver también la sección 4.3), las extremales de este problema se ponen en correspondencia
biunívoca con las del problema no estándar asociado. Para cada problema Lepage-equivalente
y teniendo en cuenta ciertos datos adicionales puede construirse un espacio presimpléctico y
una función sobre él; llamaremos a este dato sistema dinámico asociado. Condiciones de regu-
laridad e invariancia permiten establecer una correspondencia similar entre las soluciones de
este problema dinámico y las extremales del problema Lepage equivalente. Las ecuaciones de
Euler-Lagrange para un problema Lepage-equivalente pueden expresarse como un EDS, de-
nominado EDS de Hamilton-Cartan. La validez del teorema de Cartan-Kähler para secciones
contenidas en este sistema dinámico asegura el mismo comportamiento entre soluciones del
EDS de Hamilton-Cartan y las extremales del problema Lepage-equivalente. Estas relaciones
se muestran esquemáticamente en el anterior diagrama, donde las flechas representan identi-
ficaciones entre soluciones de los problemas que las mismas unen.
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Capítulo 2

Elementos de geometría diferencial

2.1. Ideas geométricas sobre sistemas de PDEs

LA versión geométrica de la mecánica se debe en gran parte a la interpretación de las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias involucradas como campos vectoriales. Este hecho nos induce

a pensar que una versión geométrica de las ecuaciones en derivadas parciales podría ser de
gran utilidad a la hora de trabajar con problemas variacionales que involucren más de una va-
riable independiente.
La clave es considerar que, cuando se interpreta una ecuación diferencial ordinaria como cam-
po vectorial, se está considerando que dicha ecuación determina un conjunto de direcciones
permitidas a lo largo de las cuales pueden pasar soluciones de la misma. De igual forma, una
función

(
x1, · · · , xn

)
7→
(
u1 (x) , · · · , um (x)

)
determina en cada punto un plano tangente a su

gráfica; un conjunto de generadores para dicho plano está dado por

vi := ∂xi +

m∑
α=1

uαi (x) ∂uα , i = 1, · · ·n.

Un sistema de ecuaciones en derivadas parciales (de primer orden) puede ser visto entonces
como una restricción a los posibles valores que en cada punto x pueden tomar las componentes
libres de esta lista de vectores. Veremos a continuación que la geometría introduce condiciones
sobre estas restricciones.

Ejemplo 2.1A: Un sistema sobredeterminado. Si el sistema es de la forma{
ux = A (x, y) ,

uy = B (x, y) ,

entonces los posibles planos tangentes a la gráfica de la solución en R3 con coordenadas (x, y, u)
serán generados por los vectores

vx = ∂x +A (x, y) ∂u, vy = ∂y +B (x, y) ∂u.

Uno de los aportes fundamentales de Cartan a la geometría diferencial [Car45] consiste en
considerar subespacios del tangente a una variedad como el anulador de una lista de formas;
concretamente, en el ejemplo anterior uno puede decir que los planos tangentes a las soluciones
del sistema de PDEs son los anuladores de la forma

θ|(x,y,u) := du−A (x, y) dx−B (x, y) dy.

De este modo se codifican de manera más eficiente las condiciones necesarias de integrabilidad
de un sistema de PDEs. Así, si existe una solución de este sistema, los vectores vx, vy generarán
el espacio tangente a su gráfica, de donde se deduce que su corchete debe vivir allí, esto es,

[vx, vy]|(x,y,u) = µ (x, y, u) vx + ν (x, y, u) vy

para ciertas funciones µ, ν. Pero esto equivale a pedir que Ay −Bx = 0. En término de la forma
anuladora, la existencia de una gráfica solución equivale a que exista una superficie S en R3 tal
que θ|S = 0; como la restricción conmuta con la diferencial exterior, esto implica que dθ|S = 0,
y esto tiene como consecuencia (Ay −Bx) dx ∧ dy = 0. Desde el punto de vista computacional
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Capítulo 2. Elementos de geometría diferencial

es mucho más conveniente trabajar con diferenciales exteriores que con corchetes de Lie; esto
es consecuencia de las elecciones que uno debe hacer al intentar describir un subespacio en
términos de una base. s

De acuerdo a la discusión previa, si los posibles planos tangentes en cada punto x ∈ M son
exactamente las soluciones al problema

θk (x) = 0, k = 1, · · · , N
donde {θ1, · · · , θN} ⊂ Ω• (M) es una colección de formas sobre M , entonces aquellos planos
que sean además tangentes a alguna solución deben satisfacer las condiciones adicionales

dθk (x) = 0, k = 1, · · · , N.
Sin embargo, rara vez esta nueva lista de condiciones es suficiente; por lo general, uno debe
explorar la familia de consecuencias diferenciales de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales para encontrar todas las restricciones que los planos tangentes a sus soluciones deben
satisfacer.

Ejemplo 2.1B: Sistema de ecuaciones diferenciales parciales con consecuencias diferenciales
de orden superior. El siguiente ejemplo fue tomado de la tesis doctoral de W. Seiler [Sei94].
Consideremos el sistema sobre funciones reales con dominio en R3:{

uz + yux = 0,

uy = 0.

Notemos que dicho sistema puede representarse diferencialmente de la forma siguiente{
θ1 := du ∧ dy ∧ (dx− ydz) = 0,

θ2 := du ∧ dx ∧ dz = 0,

sobre el espacio R4 de coordenadas (x, y, z, u) y que además se verifican idénticamente las
condiciones dθ1 = dθ2 = 0. Luego las condiciones necesarias de integrabilidad no agregan
nada nuevo a nuestro sistema de ecuaciones. Sin embargo, notemos que existen 3-planos sobre
R4 que anulan a θ1 y θ2 pero que no son tangentes a ninguna solución del sistema original.
Efectivamente, definamos el 3-plano Πλ, λ 6= 0 sobre (x0, y0, z0, u0) mediante

Πλ := 〈∂x + λ∂u, ∂y, ∂z − yλ∂u〉 ;
entonces Πλ es un espacio 3-dimensional sobre el cual se verifican las condiciones θ1|(x0,y0,z0,u0) =

θ2|(x0,y0,z0,u0) = 0. Por otro lado, cualquier solución suave de la primer ecuación del sistema
original puede escribirse

u (x, y, z) = f (x− yz) + g (y) ;

si además pedimos que Πλ sea tangente al gráfico de u en el punto (x0, y0, z0, u0), las funciones
suaves f y g deben satisfacer las condiciones{

f (x0 − y0z0) + g (y0) = u0,

f ′ (x0 − y0z0) = λ

en dicho punto. Pero la ecuación θ2 = 0 impone la condición

(2) − zf ′ (x− yz) + g′ (y) = 0

en todo punto (x, y, z, u) sobre la gráfica de u, y esto implica en particular que{
−zf ′′ (x− yz) = 0 derivando respecto de y la condición (2)
yzf ′′ (x− yz)− f ′ (x− yz) = 0 derivando respecto de z.

Evaluando en particular en el punto (x0, y0, z0, u0), estas condiciones implican que λ = 0,
contra lo supuesto. Luego ninguna función (x, y, z) 7→ u (x, y, z) puede ser tangente a Πλ. En
definitiva, existen planos que verifican el EDS por los cuales no pasa ninguna solución. s
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2.2. Jets y topología en un espacio de secciones

Si uno quiere seguir adelante con el programa esbozado hasta aquí para la geometrización de
los sistemas de ecuaciones en derivadas parciales, es necesario hallar condiciones sobre las for-
mas que describen a los posibles planos tangentes que nos aseguren que dichos planos serán
tangentes a alguna solución. Notar que en el ejemplo discutido se debió apelar a derivadas
sucesivas de las funciones incógnitas para hallar las condiciones de integrabilidad “ocultas”;
ésta es una de las razones por la cual las condiciones necesarias de integrabilidad no alcan-
zan a discernirlas. El objetivo a conseguir es el de asegurar, para un dado sistema de planos
definidos por la anulación de un conjunto de formas, que por cada uno de ellos pase una so-
lución del sistema de PDEs que se está representando; cuando tal cosa ocurre, decimos que
el conjunto de planos es involutivo. Debido a que no hay una elección natural de condiciones
suficientes para que los planos anuladores de un conjunto de formas sean tangentes a solu-
ciones del sistema de PDE asociado, existen en la literatura muchas nociones diferentes de
involutividad, dependiendo en general de la teoría que se use: Janet-Riquier, Spencer o Cartan
[Pom78, BD02]. Las condiciones suficientes que adoptaremos aquí surgen de la extensión del
teorema de Cauchy-Kowalevsky al nuevo contexto, el así llamado Teorema de Cartan-Kähler; la
involutividad se verifica en tal caso apelando al test de Cartan.

Nota 1. Se hace importante aclarar que las condiciones de integrabilidad que surgirían a partir de una
representación del sistema de PDEs como distribución generada por una colección de campos vectoria-
les sí serían suficientes: Para el sistema del ejemplo 2.1B, uno tiene que en el espacio de coordenadas
(x, y, z, u) las soluciones serán siempre tangentes a la distribución D generada por los vectores

X := ∂x + f∂u, Y := ∂y, Z := ∂z − yf∂u
siendo f una función arbitraria (salvo cuestiones de regularidad). Las condiciones de integrabilidad
[D,D] ⊂ D se traducen en

[X,Y ] = −fy∂u
[X,Z] = − (fz + yfx) ∂u
[X,Y ] = − (f + yfy) ∂u.

Como suponemos que f no es idénticamente nula, entonces ∂u /∈ 〈X,Y, Z〉 y por lo tanto resultan las
ecuaciones 

fy = 0,

fz + yfx = 0,

f + yfy = 0,

cuya única solución posible es f ≡ 0. Desde este punto de vista hemos entonces recuperado las condicio-
nes suficientes para la existencia de soluciones; sin embargo, para sistemas más complejos la descripción
de las ecuaciones en derivadas parciales por distribuciones son difíciles de manejar.

2.2. Jets y topología en un espacio de secciones

Antes de continuar, debemos saldar una deuda que se ha generado implícitamente en la discu-
sión previa: Probar que cualquier ecuación diferencial puede representarse como el anulador
de un conjunto de formas sobre alguna variedad. Para ello, hay que introducir el concepto de
espacio de jets.

2.2.1. Geometría del espacio de jets. Un concepto utilizado en varios lugares a lo largo
de esta tesis es el de espacio de jets de un fibrado π : E → M . Para introducirlo correctamente,
vale la definición siguiente.

Definición 1. El espacio de secciones locales deE es el conjunto Γloc (E) formado por todas las secciones
del fibrado π−1 (W ), donde W ⊂ M es alguna subvariedad abierta de M . El conjunto de todas las
secciones locales de E cuyos dominios contienen a p ∈M se denotará mediante Γp (E).
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Estamos en condiciones de formular el lema siguiente, que justifica la construcción del fibrado
de jets de E.

Lema 1. Sea π : E →M y p ∈M ; sean además φ, ψ ∈ Γp (E) tales que φ (p) = ψ (p). Supóngase que(
xi, uα

)
e
(
yj , vβ

)
son un par de sistemas de coordenadas adaptados a E definidos en un entorno de p.

Si
∂|I| (uα ◦ φ)

∂xI

∣∣∣∣
p

=
∂|I| (uα ◦ ψ)

∂xI

∣∣∣∣
p

para todo 1 ≤ α ≤ m y 1 ≤ |I| ≤ k, entonces

∂|J|
(
vβ ◦ φ

)
∂yJ

∣∣∣∣∣
p

=
∂|J|

(
vβ ◦ ψ

)
∂yJ

∣∣∣∣∣
p

para todo 1 ≤ β ≤ m y 1 ≤ |J | ≤ k.

Entonces puede definirse la siguiente relación de equivalencia sobre Γp (E).

Definición 2. φ, ψ ∈ Γp (E) son k-equivalentes si y sólo si φ (p) = ψ (p) y además en algún sistema
de coordenadas adaptadas

(
xi, uα

)
vale que

∂|I| (uα ◦ φ)

∂xI

∣∣∣∣
p

=
∂|I| (uα ◦ ψ)

∂xI

∣∣∣∣
p

para todo 1 ≤ α ≤ m y 1 ≤ |I| ≤ k. La clase de k-equivalencia que contiene a φ ∈ Γp (E) se denota
mediante jkpφ.

El conjunto de estas clases de k-equivalencias es lo que denominaremos espacio de k-jets.

Definición 3. El espacio de k-jets de E es el conjunto

Jk (π) :=
{
jkpφ : p ∈M,φ ∈ Γp (E)

}
.

Las proyecciones fuente y objetivo están definidas, respectivamente, por

πk : Jk (π)→M : jkp (E) 7→ p

y
πk,0 : Jk (π)→ E : jkp (E) 7→ φ (p) .

Si 1 ≤ l ≤ k, la l-proyección de un k-jet está dada por

πk,l : Jk (π)→ J l (π) : jkpφ 7→ jlpφ.

Es interesante verificar que Jk (π) es una variedad diferencial [MRA02]. Para hacer esto, intro-
ducimos un cubrimiento de este espacio por cartas.

Definición 4. Sea π : E → M un fibrado y (U, u) un sistema de coordenadas adaptadas a E, de
manera tal que u =

(
xi, uα

)
. El sistema de coordenadas (o carta) inducido sobre Jk (π), y denotado

mediante
(
Uk, uk

)
está definido mediante

Uk :=
{
jkpφ : p ∈ U, φ ∈ Γp (E)

}
,

uk :=
(
xi, uα;uβI

)
donde xi

(
jkpφ
)

= xi (p) , uα
(
jkpφ
)

:= uα (φ (p)) y

uαI
(
jkpφ
)

:=
∂|I| (uα ◦ φ)

∂xI

∣∣∣∣
p

donde 1 ≤ |I| ≤ k.
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Para probar que estas cartas inducen una estructura diferenciable sobre Jk (π), hay que demos-
trar que son compatibles.

Proposición 1. Dado un atlas de cartas adaptadas (U, u) sobreE, las cartas inducidas
(
Uk, uk

)
forman

un atlas suave finito-dimensional sobre Jk (π).

Notemos que la definición de variedad con la que estamos trabajando no requiere de la defi-
nición de una topología sobre el espacio que se quiere describir. Sin embargo, dicha estructura
está inducida por la estructura diferencial. Tal topología está definida como sigue [MRA02].

Definición 5. Un subconjunto V ⊂ Jk (π) es abierto si y sólo si, para cada v ∈ V existe una carta(
Uk, uk

)
tal que v ∈ U y U ⊂ V .

Notar que los dominios de las cartas son una base, y que la topología sobre Jk (π) es exacta-
mente la asociada a dicha base [Mun00].

2.2.2. Jets y ecuaciones diferenciales. Aunque en las discuciones introductorias se ha
dado por supuesto que uno puede representar una ecuación en derivadas parciales (de primer
orden) mediante la anulación de una cierta cantidad de formas sobre una variedad adecuada,
no es obvio que esto sea así en general. Supongamos que trabajamos con un sistema de PDEs
de la forma

(3) Fk (x;uI (x)) = 0, k = 1, · · · ,M
donde las incógnitas son de la forma u : x :=

(
x1, · · · , xn

)
7→
(
u1 (x) , · · · , um (x)

)
y los símbo-

los I denotan multiíndices de orden |I| ≤ k. Si(
x1, · · · , xn;u1, · · · , um; pI : 1 ≤ |I| ≤ k

)
es un conjunto de coordenadas locales sobre Jk (Rn,Rm), podemos interpretar el conjunto de
ecuaciones (3) como definiendo un subconjunto allí mediante

(4) Fk (x; pI) = 0, k = 1, · · · ,M ;

bajo condiciones de regularidad, este subconjunto es una subvariedad, y el conjunto de formas
que describen al sistema original proviene de la restricción de la estructura de contacto a ella,
que está localmente generada por

θlJ := dul − pJ,idxi

para 1 ≤ l ≤ m y |J | < k. De hecho, esta estructura es la que nos asegura que las variables
p son derivadas de las u respecto de las x. Llamaremos al par formado por la subvariedad de
Jk (Rn,Rm) inducida por las condiciones (4) y la restricción a ella el sistema diferencial exterior
canónicamente asociado al sistema de PDEs (3).

2.2.3. Topología C∞ de Whitney. Estamos listos para introducir la topología C∞ de
Whitney [GG74, Mic78].

Definición 6. Sea π : E →M un fibrado.

1. La familia
{
Mk (U) : U es un abierto en Jk (π)

}
donde

Mk (U) :=
{
φ ∈ Γ (E) : jkφ (M) ⊂ U

}
es una base para una topología sobre Γ (E). Dicha topología se denomina topología Ck de
Whitney; además denotemos por Tk el conjunto de abiertos en Γ (E) de esta topología.

2. La topología C∞ de Whitney sobre Γ (E) es la topología con base T∞ := ∪k∈NTk.

Debemos probar que las definiciones anteriores son consistentes.

Lema 2. Las topologías Ck y C∞ de Whitney están bien definidas.
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DEMOSTRACIÓN. Primero probemos que, efectivamente, el conjunto{
Mk (U) : U abierto en Jk (π)

}
es una base para una topología. Luego, siguiendo la referencia [Mun00], esto significa que, por
cada par Mk (U) ,Mk (V ) con U, V abiertos en Jk (π), existe W abierto allí tal que

Mk (U) ∩Mk (V ) ⊂Mk (W ) .

Pero esto se satisface por verificarse que Mk (U) ∩Mk (V ) = Mk (U ∩ V ). Finalmente T∞ es
una buena base; para probarlo, notemos que Tk ⊂ Tl para todo k ≤ l. Efectivamente, si U es un
abierto de Jk (π), entoncesMk (U) = Ml

(
π−1
l,k (U)

)
: Si φ ∈Mk (U), entonces jkφ (M) ⊂ U y por

lo tanto jlφ (M) ⊂ π−1
l,k (U); inversamente, ψ ∈ Ml

(
π−1
l,k (U)

)
implica que jlψ (M) ⊂ π−1

l,k (U)

y por lo tanto
(
πl,k ◦ jlψ

)
(M) = jkψ (M) ⊂ U . Por lo tanto si U ∈ Tk y V ∈ Tl, en particular

U ∈ Tl y U ∩ V ∈ Tl ⊂ T∞, como queríamos probar. �

2.3. Sistemas diferenciales exteriores

Como se ha discutido en las secciones anteriores, pueden caracterizarse geométricamente los
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales si se describen como conjuntos de planos suje-
tos a condiciones de involutividad adecuadas. Vimos también que una manera conveniente de
tener en cuenta ciertas condiciones necesarias de integrabilidad consistía en usar una repre-
sentación en la cual tales planos son el espacio anulador de un cierto número de formas; ahora
bien, teniendo en cuenta que si un conjunto de formas se anulan sobre una variedad, lo mismo
ocurre con el ideal generado por ellas y sus diferenciales en el álgebra exterior, los objetos na-
turales para describir sistemas de PDEs resultan ser los ideales diferencialmente cerrados en el
álgebra exterior de la variedad con la que se está trabajando. Los sistemas diferenciales exteriores
son exactamente tales objetos; la estrategia de Cartan para trabajar con ellos se basa en medirles
propiedades que aseguren condiciones suficientes de integrabilidad.
Vamos a presentar aquí las ideas centrales sobre sistemas diferenciales exteriores (EDS, por sus
siglas en inglés); las referencias consultadas para elaborar esta parte del trabajo son [BCG+91,
IL03, Kam00, Olv95, Een06]. El problema geométrico subyacente consta de dos pasos funda-
mentales, a saber:

1. En seleccionar, de manera suave en cada punto de una variedad, un subespacio de
direcciones tangentes a la misma, y

2. en preguntarse acerca de la existencia y unicidad de subvariedades cuyo espacio tan-
gente esté contenido en tal subespacio punto a punto.

Una manera de describir subespacios del espacio tangente es como el núcleo de formas dife-
renciales sobre ella.

Definición 7. Un sistema diferencial exterior sobre una variedadM es un ideal I ⊂ Ω• (M) cerrado
con respecto del operador de derivada exterior; este hecho se indica diciendo que el ideal I es diferen-
cialmente cerrado. Una subvariedad que anula todos los elementos de I se denomina subvariedad
integral de M .

Ejemplo 2.3A: Subvariedades integrales para el EDS canónico. En particular, para el sistema
diferencial exterior canónicamente asociado a un sistema de PDEs, vale el resultado siguiente
[Gar69].

Proposición 2. Sea Σ ⊂ Jk (Rn,Rm) el subconjunto del espacio de k-jets definido por el sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (3) via (4); supongamos además que Σ es subvariedad,
y definamos IΣ ⊂ Ω•

(
Jk (Rn,Rm)

)
como el EDS inducido sobre Σ por la estructura de contacto.

Entonces si u : V ⊂ Rn → Rm es solución de (3), y Su := jku (V ), vale que IΣ|Su = 0, esto es, Su es
subvariedad integral de IΣ.
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Esto significa que las subvariedades integrales de la estructura de contacto son las gráficas de
las prolongaciones, y que las soluciones de un sistema de PDEs pueden hallarse pidiendo que
los gráficos de sus prolongaciones sean subvariedades de Σ. s

Notemos que para construir subvariedades integrales de una dimensión dada, encontramos
primero los posibles planos tangente resolviendo algebraicamente, en cada punto de la varie-
dad, las condiciones impuestas sobre estos planos por el EDS. Acto seguido, se buscan con-
diciones que aseguren que tales planos son efectivamente tangentes a alguna variedad. Para
llevar adelante este plan, es útil tener en cuenta la definición siguiente.

Definición 8. Un elemento integral de dimensión k para un EDS I es un subespacio E ⊂ TxM de
dimensión k tal que α|E = 0 para todo α ∈ I. El conjunto de todos los k-elementos integrales de un
dado I se denotan mediante el símbolo Vk (I), y están naturalmente incluídos en la variedad Gk (TM),
el grassmanniano de orden k sobre M .

La verificación de que un dado subespacio es integral para algún EDS involucra la resolución
de un sistema lineal, por lo general muy grande, como se muestra a continuación.

Lema 3. Definamos Ik := I ∩ Ωk (M); además, fijemos(
α1

1, · · · , α1
k1
, α2

1, · · · , α2
k2
, · · · , αp1, · · · , α

p
kp

)
⊂ Ω• (M)

como conjunto de generadores I tal que
{
αl1, · · · , αlkl

}
⊂ Il para todo l. Entonces

Vk (I) |x =
{
E ∈ Gk (TxM) : α|E = 0 ∀α ∈ Ik

}
.

El subespacio E ⊂ TxM es r-integral para I si y sólo si αml |E = 0 para todo 1 ≤ l ≤ km y
1 ≤ m ≤ r.

Como consecuencia importante, hay que notar que la verificación de la integrabilidad de un
elemento en término de generadores algebraicos de un dado EDS, involucra probar que el
subespacio dado anula todos los generadores de grado menor o igual a su dimensión. Si el
EDS I está definido sobre algún fibrado F τ−→ B, es natural preguntarse sobre subvariedades
integrales que además son secciones del fibrado dado, denominadas secciones integrales 1; si
n = dimB, el procedimiento que permite encontrar tales subvariedades integrales consiste en
fijar un elemento no nulo Ω ∈ Ωn (B) y buscar subvariedades n-integrales para I sobre las
cuales τ∗ (Ω) 6= 0. Los conceptos involucrados en esta discusión se definen a continuación.

Definición 9. Un EDS con condición de independencia sobre una variedad M es un par (I,Ω)
compuesto por un EDS I y una n-forma diferencial Ω. Los elementos integrales (resp. subvariedades) de
tal objeto son los elementos integrales (resp. subvariedades) de I tales que Ω 6= 0 sobre ellos.

La condición de independencia cambia dramáticamente el análisis de un EDS, como se verá en
la discusión sobre el teorema de Cartan-Kähler.

2.3.1. Elementos integrales Kähler-ordinarios. Hablaremos aquí acerca de las nociones
de regularidad que hay que tener presente para establecer el teorema de Cartan-Kähler; debe
separarse estas condiciones en dos partes. La primera de ellas se refiere a la regularidad desde
el punto de vista de geometría diferencial.

Definición 10. Sea I ⊂ Ω• (M) un EDS. Un elemento n-integral E ∈ Vn (I) es Kähler-ordinario
si y sólo si existe un entorno E ∈ U ⊂ Gn (TM) tal que U ∩ Vn (I) es una subvariedad de Gn (TM).

Este requisito nos asegura que localmente el conjunto de elementos n-integrales es el conjun-
to de nivel de algunas funciones diferenciables. En el caso general, los conjuntos Vn (I) son
subvariedades algebraicas de Gn (TM), por lo que puede esperarse la aparición de puntos
singulares.

1El conjunto de secciones integrales de un EDS sobre un fibrado se denotará mediante el símbolo Γ (I).
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2.3.2. Espacios polares y Kähler-regularidad. El teorema de Cartan-Kähler es una exten-
sión a EDSs del teorema de Cauchy-Kowalevsky para ecuaciones en derivadas parciales. Esto
significa que se intentará construir variedades integrales de dimensión n a partir de subvarie-
dades integrales de dimensión n−1, y por consiguiente deben estudiarse las direcciones en las
cuales eso es posible.

Definición 11. Dado un elemento E ∈ Vk (I), su espacio polar es el subespacio generado por todos
los elementos integrales de dimensión k + 1 para I que contienen a E. El espacio polar de un elemento
E será indicado mediante H (E).

El siguiente lema nos provee un método para calcular espacios polares.

Lema 4. Si E ⊂ TxX y {v1, · · · ,vk} es una base de E, entonces

H (E) =
{
w ∈ TxX : φ (v1, · · · ,vk, w) = 0, ∀φ ∈ Ik+1

}
.

Este lema nos permite explorar la manera en que se determina el espacio polar de un elemento
integral. O sea, supongamos que I tiene generadores como los detallados en el lema 3 y que
E = 〈v1, · · · ,vn〉; el vector x ∈ TxX estará en H (E) si y sólo si

(5)



α1
ρ (x) = 0, 1 ≤ ρ ≤ k1

α2
ν (vi1 , x) = 0, 1 ≤ ν ≤ k2, 1 ≤ i1 ≤ n
α3
µ (vj1 ,vj2 , x) = 0, 1 ≤ µ ≤ k3, 1 ≤ j1 < j2 ≤ n

...
...

αn+1
σ (v1, · · · ,vn, x) = 0, 1 ≤ σ ≤ kn+1.

Por lo tanto hemos transformado un conjunto de ecuaciones algebraicas para el elemento E en
un sistema lineal cuyos coeficientes dependen de una bandera en E; la siguiente noción tiene
que ver con la regularidad de este sistema lineal, en el sentido que asegura la invariancia de su
rango.

Definición 12. Un elemento Kähler-ordinario E ∈ Vn (I) es Kähler-regular si

codimH (E) = codimH (E′)

para todo E′ en un entorno de E en Vn (I) ⊂ Gn (TX).

La siguiente proposición es útil al trabajar con ejemplos.

Proposición 3. El conjunto V on (I) de n-elementos integrales Kähler-ordinarios de un EDS I es abierto
relativo en el conjunto Vn (I). Además el conjunto de n-elementos integrales Kähler-regulares es un
abierto denso de V on (I).

Esta noción de regularidad es central a la hora de establecer condiciones suficientes de inte-
grabilidad para un EDS; a fin de ganar algún tipo de intuición con el concepto, examinemos el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.3B: Particularidades de un sistema no regular. Vamos a analizar desde este punto
de vista el EDS no regular ya tratado en el ejemplo 2.1B. Un conjunto de generadores algebrai-
cos para este EDS viene dado por la lista{

θ1 := du ∧ dy ∧ (dx− ydz) ,
θ2 := du ∧ dx ∧ dz,

y como vimos, existen 3-elementos integrales del mismo por los cuales no pasa ninguna solu-
ción del sistema de PDEs original. Sin embargo, el teorema de Cartan-Kähler implicaría que a
través de cualquier 2-elemento integral Kähler-regular para I debería pasar una solución de
dicho sistema de PDEs, lo cual no ocurre en este caso. El problema con este ejemplo es que
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los 2-elementos integrales de I que son Kähler-regulares no están contenidos en 3-elementos
integrales, esto es, son inextensibles. Veamos como puede probarse esta afirmación.

Lema 5. El conjunto

Uy :=
{
E ∈ G2

(
TR4

)
: E = 〈v + λ∂u,w + µ∂u〉 para algún par

v,w ∈ 〈∂x, ∂y, ∂z〉 tal que 〈v,w〉 ⊥ ∂y
}

es un abierto denso de G2

(
TR4

)
.

DEMOSTRACIÓN. Efectivamente, llamando π : R4 → R3 a la proyección

(x, y, z, u) 7→ (x, y, z) ,

notemos que puede escribirse Uy = U1 ∩ U2, donde cada uno de los conjuntos

U1 :=
{
E ∈ G2

(
TR4

)
: π∗ (E) ⊥ ∂y

}
U2 :=

{
E ∈ G2

(
TR4

)
: E ⊥ ∂u

}
son abiertos y densos en G2

(
TR4

)
. Pero una variedad de dimensión finita es localmente com-

pacta, por lo cual es un espacio de Baire, y la intersección de abiertos densos es densa [Dug66].
�

Además como I está generado por 3-formas, resulta que Uy ⊂ V2 (I). Cualquier E ∈ Uy puede
escribirse como

E = 〈∂x +m∂y + λ∂u, ∂z + n∂y + µ∂u〉
para ciertos números reales m,n, λ, µ; las ecuaciones que determinan H (E) para un elemento
de esta forma serán {

(∂x +m∂y + λ∂u)y (∂z + n∂y + µ∂u)yθ1 = 0,

(∂x +m∂y + λ∂u)y (∂z + n∂y + µ∂u)yθ2 = 0,

o equivalentemente

(6)

{
−µdy − n [λ (dx− ydz)− du]− y (λdy −mdu) = 0,

µdz + λdx− du = 0.

Supongamos ahora que E es extensible a un 3-elemento integral E+; por las condiciones de
transversalidad que definen a Uy , puede escribirse

E+ = E + 〈∂y + ν∂u〉 ,

y siE+ ∈ V3 (I), entonces debe valer que ν = 0, µ = −yλ. Pero esto significa que el subconjunto
Z ⊂ Uy de elementos 2-integrales extensibles a un elemento 3-integral tiene interior vacío, en
tanto los elementos no extensibles de Uy forman el abierto denso

U ′y := {E ∈ Uy : E = 〈v + λ∂u,w + µ∂u〉 con ν + yλ 6= 0} .

Pero tenemos el resultado general siguiente.

Lema 6. Sea J un EDS sobre una variedad M , n = dimM . Entonces el conjunto Zrn (J ) formado por
todos los elementos n-integrales Kähler-regulares que son extensibles a un elemento n + 1-integral, es
abierto.

DEMOSTRACIÓN. SeaE ∈ Zrn (J ); comoE ∈ V rn (J ), existe un entorno V deE enGn (TM)
tal que

codimH (E) = codim (E′)
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para todo E′ ∈ V . Pero E ⊂ E+ para algún E+ ∈ Vn+1 (J ) si y sólo si dimH (E) = n+ k para
algún k > 0, dado que E ⊂ H (E); ahora bien, como

codimH (E) = N − dimH (E) = N − n− k
resulta que dimH (E′) = n + k para todo E′ ∈ V . Entonces V ⊂ Zrn (J ) y este conjunto será
abierto. �

Este lema aplicado a nuestro caso nos dirá que Z = ∅, que es el único abierto con interior vacío.
s

Veremos que probar que un elemento integral de dimensión n− 1 es Kähler-regular y extensi-
ble constituye condición suficiente para que por él pase una solución; éste es el contenido del
teorema de Cartan y Kähler, que discutimos en la próxima subsección.
Finalmente el ejemplo discutido nos permite vislumbrar las dificultades que resultan de inten-
tar verificar la condiciones de Kähler-regularidad. En efecto, esta condición es la más difícil
de analizar en la práctica debido a que se necesita considerar abiertos en una variedad de
Grassmann. El recurso teórico para manejar este problema se denomina Test de involutividad de
Cartan.

Teorema 1 (Test de involutividad de Cartan). Sea Ek, 0 ≤ k ≤ n una bandera de elementos inte-
grales para I en x, y definamos

ck := codimH (Ek) , 0 ≤ k ≤ n− 1.

Entonces
codimEnVn (I) ≥ c0 + · · ·+ cn−1,

donde la codimensión de Vn (I) en En se mide en sentido algebraico: Es el número máximo de funciones
suaves sobre Gn (TX) que se anulan sobre Vn (I) y que tienen diferenciales independientes en En.

Más aún, Vn (I) es suave y de codimensión igual a c0 + · · ·+ cn−1 en En si y sólo si los elementos Ek
son todos Kähler-regular para 0 ≤ k ≤ n− 1.

2.3.3. Teorema de Cartan-Kähler. Ya hemos introducido los ingredientes esenciales para
formular la versión que necesitamos del teorema de Cartan-Kähler [IL03, Kam00] que, como
mencionamos más arriba, nos permitirá asegurar que Kähler-regularidad más extensibilidad
es un buen conjunto de condiciones suficientes para la integrabilidad de un EDS.

Teorema 2 (Teorema de Cartan-Kähler). Supongamos que I es un EDS analítico sobreM y Pn ⊂M
es una subvariedad analítica integral que es Kähler-regular y tal que, en cada p ∈ P , H (TpP ) tiene
dimensión n + r + 1. Además supongamos que R ⊂ M es una subvariedad analítica de codimensión
r tal que P ⊂ R y TpR se intersecta transversalmente con H (TpP ). Entonces para cada p ∈ P existe
un entorno U ⊂ R de p y una única subvariedad integral (n+ 1)-dimensional N ⊂ U que contiene a
P ∩ U .

El principal problema con este teorema es que es válido sólo en la categoría analítica. Aunque
los sistemas con los que trabajaremos aquí satisfacen esta condición, es importante remarcar
que esta es una condición fuerte a pedir para un teorema de existencia.
Necesitaremos la siguiente consecuencia del teorema de Cartan-Kähler.

Corolario 1. Sea I un EDS analítico sobre la variedad M , P ⊂ M una variedad compacta integral
Kähler-regular de dimensión n tal que dimH (TpP ) = n + r + 1 para todo p ∈ P . Sea R ⊂ M una
subvariedad analítica de codimensión r tal que

1. P ⊂ R, y
2. TpR se interseca transversalmente con H (TpP ) en cada p ∈ P , esto es,

dim (TpR ∩H (TpP )) = n+ 1.

18



2.3. Sistemas diferenciales exteriores

Enonces existe una variedad integral Q para I de dimensión n+ 1 tal que P ⊂ Q ⊂ R.

Nota. La diferencia entre el teorema de Cartan-Kähler y este corolario es la conclusión P ⊂ Q;
estamos por lo tanto intentando globalizar el teorema anterior.

DEMOSTRACIÓN. Sea (Up, Np)p∈P una colección de entornos de p y variedades integrales
de dimensión n+ 1 determinada por el teorema 2. Sean p1, · · · , pN tal que {Upi : i = 1, · · · , N}
cubre a P . Queremos probar que el conjunto

Q :=

N⋃
i=1

Npi

es una variedad integral de dimensión n + 1 para I que satisface P ⊂ Q ⊂ R. Para demostrar
que es variedad, recurrimos al lema siguiente.

Lema 7. Sean V,W ⊂ Z subvariedades regulares de dimensión k. Si V ∩W es subvariedad regular de
dimensión k de Z, entonces V ∪W también será una k-subvariedad regular de Z.

Utilizando la unicidad de soluciones a través de cada punto deP podemos probar queNpi∩Npj
(cuando no es vacío) es subvariedad de R de dimensión n+ 1, por lo cual la aplicación de este
lema nos permite concluir que Q ⊂ R es subvariedad regular de dimensión n+ 1. Como cada
Npi es integral, entonces Q será subvariedad integral, como queríamos. �

2.3.4. Teorema de Cartan-Kuranishi. ¿Qué es lo que ocurre si nuestro sistema no veri-
fica el test de involutividad de Cartan? En tal caso uno debe usar una construcción estándar,
llamada prolongación, que definimos más abajo.

Definición 13. Sea I ⊂ Ω• (M) un EDS sobreM , yE ∈ Vn (I). Una bandera 0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En =
E es una bandera regular si y sólo si Ek es un elemento k-integral regular de I para 1 ≤ k ≤ n− 1.

Las banderas regulares nos permiten resolver la ecuación en derivadas parciales que subyace
a un dado EDS como una sucesión de problemas de Cauchy-Kowalevsky. El siguiente concep-
to es fundamental a la hora de tratar con la integrabilidad de este sistema de ecuaciones en
derivadas parciales.

Definición 14. Un EDS es n-involutivo si y sólo si cada elemento n-integral es el elemento final de
una bandera regular.

La principal consecuencia de esta definición y del teorema de Cartan-Kähler es la proposición
siguiente (ver por ejemplo [BCG+91]).

Proposición 4. Si un EDS es n-involutivo, por cualquier elemento n-integral pasa una subvariedad
integral de dimensión n.

Puede probarse que existe una operación, llamada prolongación, que asocia a cada EDS I sobre
M y cada n ∈ N un nuevo EDS I ′ sobre otra variedad M ′ tal que

Existe una submersión p : M ′ →M , y además
los elementos n-integrales de I e I ′ están en correspondencia uno a uno por la aplicación
p.

El resultado clave es provisto por el Teorema de Cartan-Kuranishi, el cual afirma que, bajo ciertas
hipótesis de carácter técnico [BCG+91], aplicando un número finito de veces la operación de
prolongación, cualquier EDS puede ser convertido en un EDS n-involutivo.
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2.4. Fibrados sobre variedades con borde

Vamos a incluir las definiciones relevantes para trabajar con fibrados (en la categoría diferen-
ciable) cuya base es una variedad con borde.

Definición 15 (Fibrados localmente triviales). Un fibrado (localmente trivial) es un cuádruple

(E, p,M,F )

donde E,M,F son variedades y p : E → M es una aplicación suave sobreyectiva, tal que para cada
m ∈ M existe un entorno Um 3 m y un difeomorfismo F : p−1 (Um) → Um × F tal que el siguiente
diagrama es conmutativo,

p−1 (Um) Um × F

Um

-F

Q
QQsp

�
��+ p1

siendo p1 : Um × F → Um la proyección en el primer factor.

Los entornos de la definición se denominan entornos trivializadores, por obvias razones. El si-
guiente lema es una consecuencia inmediata de la definición [Sau89].

Lema 8. Sea (E, p,M,F ) un fibrado, y sea prn : Rn+m → Rn la proyección en las primeras n compo-
nentes. Valen las afirmaciones siguientes:

1. Las dimensiones de las variedades involucradas en la definición satisfacen la restricción dimF+
dimM = dimE.

2. p es una submersión.
3. Para cada z ∈ E existe una carta (V, φ) con

φ : z ∈ V 7→
(
x1, · · · , xn; y1, · · · , ym

)
,

donde n = dimM,m = dimF , tal que V ⊂ p−1
(
Up(z)

)
para algún entorno trivializador

Up(z) alrededor de p (z), y además si z1, z2 ∈ V son tales que p (z1) = p (z2), entonces prn ◦
φ (z1) = prn ◦ φ (z2).

Las cartas del tercer punto en este lema se denominan cartas adaptadas a la estructura del fibra-
do. Si M tiene borde, entonces E también tiene borde, y vale que

(∂E, p| ∂E, ∂M,F )

es un fibrado.

La condición usual de subvariedad debe tener en cuenta lo que ocurre en el borde; de ahí la
siguiente definición.

Definición 16. Sea M una variedad con borde y A una subvariedad (embebida). Diremos que A es
limpia si y sólo si ∂A = A ∩ ∂M y además para todo x ∈ A se cumple que TxA 6⊂ Tx (∂M).

Las subvariedades limpias admiten entornos tubulares [Hir76].

Teorema 3. Sea N ⊂M una subvariedad limpia en M . Entonces N admite un entorno tubular en M .

Un resultado de importancia para este trabajo es el siguiente.

Lema 9. Si (E, p,M,F ) es un fibrado (en el que su base puede tener borde no vacío) y s es una sección
suave del mismo, entonces s (M) es una subvariedad limpia y cerrada de E.
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DEMOSTRACIÓN. Sabemos que s (∂M) ⊂ ∂E, por lo cual podemos dividir el problema en
dos partes: En los puntos interiores de M , se verifica que s (M) es una subvariedad embebida
([Sau89], página 14), y en el borde se verifica que Ts(x)s (M) 6⊂ Ts(x) (∂E). Para ver que la
imagen de una sección es cerrada, notemos que si z ∈ s (M), entonces tomamos una carta
adaptada (V, φ) alrededor de él, y valdrá que s (M)∩V es cerrado (es el gráfico de una función
allí), de donde z ∈ s (M). �
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Capítulo 3

El cálculo variacional

DE acuerdo al esquema presentado arriba, parte de nuestra discusión se va a centrar en
problemas variacionales sobre espacios de secciones. Debemos, por lo tanto, establecer al-

gunas definiciones y fijar notación acerca del cálculo variacional. La referencia utilizada para
ello es [Kru73]. Sin embargo, el libro clásico [GF63] ha servido como inspiración permanente.
La idea es tomar contacto con los aspectos geométricos del cálculo de variaciones, de mane-
ra de llegar lo más rápidamente posible a las ecuaciones que gobiernan las extremales de un
problema variacional. Por otra parte, fue necesario trabajar con una definición más general
de problema variacional que la que se utiliza normalmente en mecánica [AM78, Ble81], dado
que el escenario de trabajo trascenderá los espacios de jets sobre fibrados. A estos efectos, se
estudian las condiciones de extremo para un funcional convenientemente definido sobre las
secciones de un fibrado, sujeto a condiciones diferenciales provistas por medio de un EDS. En me-
cánica, por contraposición, siempre se trabaja con el mismo EDS, a saber, el inducido por la
estructura de contacto del espacio de jets subyacente al problema en cuestión.

3.1. Cálculo variacional con base compacta

Definición 17. Un problema variacional es un triple (Λ, λ, I), donde Λ→M es un fibrado sobre la
variedadM compacta de dimensión n, λ es una n−forma sobre Λ e I ⊂ Ω• (Λ) es un sistema diferencial
exterior sobre Λ.

Cada problema variacional tiene asociado un funcional sobre el espacio de secciones Γ (Λ)
mediante la fórmula

Γ (Λ) 3 σ 7→
∫
M

σ∗λ

que denotaremos como Sλ; la teoría variacional estudia el comportamiento de Sλ restringido
al conjunto de secciones integrales de I

Γ (I) := {σ ∈ Γ (Λ) : σ∗α = 0 ∀α ∈ I} .

En particular, se quieren estudiar los puntos críticos del funcional asociado. Para ello es ne-
cesario tomar en cuenta derivadas direccionales del mismo. Consideremos por lo tanto, para
cada σ ∈ Γ (Λ), el conjunto Γ (σ∗V Λ) que consiste de todas las secciones del fibrado pullback
σ∗V Λ→M ,

σ∗V Λ V Λ

M Λ

-

? ?

τΛ|V Λ

-
σ

siendo V Λ→ Λ el fibrado de vectores verticales (contenido en el fibrado tangente.)

Proposición 5. V ∈ Γ (σ∗V Λ) si y sólo si V es una aplicación de M en V Λ tal que τΛ ◦ V = σ.
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Capítulo 3. El cálculo variacional

Diremos que V ∈ Γ (σ∗V Λ) es extensible si existe V̂ campo vectorial vertical sobre Λ tal que
V = V̂ ◦ σ. La existencia de extensiones para campos vectoriales está regulada por el tipo de
subconjuntos sobre el que están definidos; para fibrados vectoriales, sin embargo, se dispone
del siguiente lema de extensión.

Lema 10. Sea (E, p,M, V ) un fibrado vectorial, s : M → E una sección y X : s (M) → V E tal que
τE ◦X = idE . Entonces existe V̂ ∈ X (E) tal que X̂ ◦ s = X .

DEMOSTRACIÓN. Para cada z ∈ E identificamos VzE con Ep(z) mediante

Φz : v ∈ Ep(z) 7→
~d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(z + tv) ∈ TzE.

Asimismo denotemos por Ψs : E → E la aplicación que a cada z ∈ E le asigna el elemento
s (p (z)). Entonces podemos definir

X̂ : z 7→
[
Φz ◦ Φ−1

Ψs(z)

]
(X ◦Ψs (z)) .

Por definición X̂ (z) ∈ VzE, y además es diferenciable por ser composición de operaciones
diferenciables. �

La existencia de entornos tubulares implica entonces la posibilidad de extender vectores verti-
cales definidos sobre imágenes de secciones.

Proposición 6. Todo elemento de Γ (σ∗V Λ) es extensible, para todo σ ∈ Γ (Λ).

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que σ (M) es subvariedad limpia y cerrada de Λ; luego existe
un entorno tubular para esta imagen, y si X ∈ Γ (σ∗V Λ), entonces tiene una extensión a todo
este entorno tubular. Extendiendo por 0 fuera de dicho entorno, obtenemos lo que queríamos.

�

La perspectiva aquí es ligeramente diferente a la de [Kru73] (véase también [Kru87]), dado que
en dicha referencia no se supone una estructura de fibrado entre Λ y M , que es el dato que nos
asegura que la imagen de un elemento de Γ (σ∗V Λ) es una subvariedad en V Λ; la alternativa es
considerar el problema variacional como un cuádruple (Λ,M, λ, I) y las extremales se buscan
entre las aplicaciones φ : M → Λ tal que φ∗I = 0. En tal circunstancia hace falta una condición
topológica que transforme una inmersión en un embebimiento, y la condición natural es la de
pedir que M sea compacta.
En cualquier caso, estamos listos para definir variaciones infinitesimales de una sección σ ∈
Γ (Λ).

Definición 18. Una variación infinitesimal de una sección σ es una sección de σ∗ (V Λ) tal que
V | ∂M = 0.

Con estas herramientas definiremos la variación de un funcional. Como hemos asegurado la
existencia de extensiones, uno puede tomar una variación infinitesimal y extenderla a un cam-
po, por lo cual se tienen flujos; estos flujos pueden interpretarse como deformaciones unipara-
métricas de la sección que se quiere variar, esto es, curvas en el espacio de secciones. Inversa-
mente, una familia monoparamétrica t 7→ σt de secciones tal que σ0 = σ genera una variación
infinitesimal mediante la fórmula

M 3 x 7→
~d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[σt (x)] ∈ Vσ(x)Λ

bajo condiciones de regularidad adecuadas. Esta identificación entre variaciones infinitesima-
les y deformaciones de secciones da sustento heurístico a la definición siguiente [EnL92].
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3.1. Cálculo variacional con base compacta

Definición 19. La primera variación de Sλ en σ a lo largo de la variación infinitesimal V es el
número

V |σ · Sλ :=
d
ds

[∫
M

(
φV̂s ◦ σ

)∗
λ

]∣∣∣∣
s=0

,

donde V̂ es alguna extensión de V y φXt : Λ→ Λ denota el flujo del campo X para t ∈ (−ε, ε).

Es necesario asegurarse que ésta es una buena definición, esto es, que la variación no dependa
de la elección de la extensión elegida para V . En el siguiente ejemplo mostramos cómo, en el
caso en que M no es compacta, la definición anterior no tiene sentido, aún garantizando la
existencia de extensiones para las variaciones infinitesimales.

Ejemplo 3.1A: Variación dependiente de extensiones. Sea p1 : E := R× R→ R la proyección
en el primer factor; una sección s para E es simplemente una función f ∈ C∞ (R), de manera
tal que s (x) = (x, f (x)). Asimismo uno puede identificar a las variaciones de una tal s con
funciones suaves g sobre R via δs : x 7→ (x, f (x) ; 0, g (x)) ∈ V(x,f(x))

(
R2
)
, de manera que

cualquier extensión para δs debe ser de la forma

δ̂s : (x, y) 7→ (x, y; 0, g (x) + h (x, y))

donde h ∈ C∞
(
R2
)

satisface
h (x, f (x)) = 0

para todo x ∈ R. Tales extensiones dan origen a las familias de secciones

st : x 7→ (x, Yx (t))

donde Yx : J ⊂ R→ R satisface Ẏx (t) = g (x)+h (x, Yx (t)) y la condición inicial Yx (0) = f (x).
En cualquier caso, consideremos el funcional definido mediante

T : s 7→
∫
R
y (x) dx si y sólo si s : x 7→ (x, y (x)) ,

y tomemos dos posibles familias de secciones

st : x 7→ (x, 0)

s′t : x 7→ (x, Yx (t))

donde Yx (t) es 0 cuando t ≤ 0, y para cada t > 0 es un chichón de soporte compacto Kt ⊂ R
tal que

1. Yx (t) es suave como función de (x, t),
2. para cada t existen números reales at, bt tales que Kt ⊂ [at, bt] y at, bt → ∞ cuando t

tiende a 0, y
3. el área bajo Y· (t) es igual a t.

Incluso puede pedirse que máxx∈R {Yx (t)} tienda a cero cuando t tienda a cero, por lo cual
Yx → 0 uniformemente cuando t = 0. Entonces tanto s := ĺımt→0 st como s′ := ĺımt→0 s

′
t son la

sección 0 en la topología compacta-abierta, y además la variación asociada es, en cada caso

δs := ĺım
t→0

ṡt = 0

δs′ := ĺım
t→0

ṡ′t = 0

dado que la región en donde Y no es constante yace siempre dentro del compacto Kt. Luego
estas familias extienden de dos maneras diferentes a la variación nula de la sección 0, pero sin
embargo

δs|0 · T = 0, δs′|0 · T = 1.

Luego la variación depende de la extensión. s

Por otra parte, aquí tenemos disponible la compacidad de la base M .
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Capítulo 3. El cálculo variacional

Proposición 7. Si M es compacta, entonces V |σ · Sλ no depende de la extensión elegida para V . De
hecho, vale que

(7) V |σ · Sλ =

∫
M

σ∗
(
V̂ ydλ

)
.

DEMOSTRACIÓN. El problema con el ejemplo anterior es que las hipótesis no nos permiten
intercambiar derivación e integración. Si M es una variedad compacta, esto es posible, por lo
cual si φt : M →M es el flujo de un campo X ∈ X (M), entonces vale que

d
dt

[∫
M

φ∗tλ

]∣∣∣∣
t=0

=

∫
M

LXλ.

Aplicando esto a la expresión que define a la variación de Sλ, teniendo en cuenta el teorema
de Stokes y que las variaciones infinitesimales son nulas en ∂M , resulta la expresión (7), que es
independiente de la extensión. �

Sabemos que las variaciones infinitesimales inducen deformaciones de secciones de Λ a través
de los flujos de sus extensiones; sin embargo, aún cuando σ ∈ Γ (I), por lo general φV̂t ◦σ /∈ Γ (I)
si V es una variación infinitesimal arbitraria.

Lema 11. Sea X ∈ X (Λ) un campo vertical y φt : Λ→ Λ, t ∈ (−ε, ε) su flujo; sea además σ ∈ Γ (I).
Entonces σ∗ (φ∗tI) = 0 si y sólo si σ∗ [φ∗t (LXI)] = 0 para todo t ∈ (−ε, ε).

Este hecho motiva la definición siguiente.

Definición 20. Una variación infinitesimal V ∈ Γ (σ∗V Λ) es permitida si y sólo si admite una
extensión V̂ ∈ X (Λ) tal que σ∗

(
LV̂ I

)
= 0.

Aunque esto se discute con mayor profundidad en la sección 3.4, es interesante señalar aquí
que, en el caso de mecánica clásica, la condición de que una variación infinitesimal sea permi-
tida respecto de la estructura de contacto es equivalente a pedir “que el símbolo de variación
conmute con la derivación”, o dicho más precisamente, que la derivada temporal de las varia-
ciones de las coordenadas es igual a la variación de las velocidades. En cualquier caso, estamos
listos para definir lo que entendemos por extremal de un problema variacional.

Definición 21. Un punto crítico o extremal para un problema variacional

(Λ→M,λ, I)

es una sección σ ∈ Γ (Λ) tal que ∫
M

σ∗
(
V̂ ydλ

)
= 0

para todo V variación infinitesimal permitida.

Una nota de precaución acerca de las definiciones adoptadas: La condición de anulación de
las variaciones sobre el borde de M puede ser una condición muy fuerte a la hora de fijar las
variaciones permitidas de un problema variacional, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1B: Problemas variacionales y localización. Sea D ⊂ R2 un disco cerrado, y Λ el fi-
brado π : D×R2 → D : (x, y;u, v) 7→ (x, y). Consideremos el problema variacional (Λ, λ, IC−R)
donde IC−R está generado algebraicamente por{

θ+ := du ∧ dx+ dv ∧ dy = 0,

θ− := du ∧ dy − dv ∧ dx = 0
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3.2. Cálculo variacional con base no compacta

y λ|(x,y;u,v) :=
[(
u− x2 + y2

)2
+ (v − 2xy)

2
]

dx ∧ dy. Las secciones integrales de IC−R son
exactamente las funciones analíticas sobre D. Si σ ∈ Γ (Λ) tiene la expresión σ : (x, y) 7→
(x, y;u (x, y) , v (x, y)), un elemento V de Γ (σ∗V Λ) será de la forma

V : (x, y) 7→ (x, y;u (x, y) , v (x, y) ; 0, 0; f (x, y) , g (x, y)) ,

y un tal V será variación infinitesimal permitida si y sólo si (x, y) 7→ (f (x, y) , g (x, y)) es una
función analítica sobre D, dado que{

σ∗
(
LV̂ θ+

)
= df ∧ dx+ dg ∧ dy = 0,

σ∗
(
LV̂ θ−

)
= df ∧ dy − dg ∧ dx = 0.

Entonces a partir de la condición V | ∂D = 0 resulta que V = 0 necesariamente. Por otra parte,
sin la restricción sobre el borde, las funciones componentes f, g de V son las componentes de
una función analítica arbitraria sobre D, por lo cual, a partir de∫

D

[(
u (x, y)− x2 + y2

)
f (x, y) + (v (x, y)− 2xy) g (x, y)

]
dxdy = 0,

debe resultar u (x, y) = x2 − y2, v (x, y) = 2xy, dado que puede elegirse en particular f (x, y) =
u (x, y)− x2 + y2, g (x, y) = v (x, y)− 2xy.

Luego el problema variacional obtenido sin la restricción de las variaciones en el borde tiene
como única extremal a la sección (x, y) 7→

(
x, y;x2 − y2, 2xy

)
, mientras que, cuando se le pide

a las variaciones infinitesimales que se anulen en el borde, las únicas variaciones permitidas
son la variación nula y todas las secciones integrales de IC−R son (trivialmente) extremales. s

Moraleja: Hay que tomarse en serio la definición adoptada para las variaciones infinitesimales.

3.2. Cálculo variacional con base no compacta

Ahora vamos a formular la noción de problema variacional cuando la base del fibrado en cues-
tión no es compacta. La idea intuitiva es localizar la discusión: esto es, analizar el funcional
tomando variaciones concentradas en cada compacto suave de M . Como vimos en el ejemplo
3.1A, la noción de variación infinitesimal carece de sentido si no localizamos.

Definición 22. Una variación infinitesimal V de σ se dice K-admisible (K ⊂M compacto) si y sólo
si sopV ⊂ K.

Entonces podemos extender el cálculo variacional al caso en que la base no es compacta.

Definición 23. Una sección σ ∈ Γ (Λ) es extremal para el problema variacional (Λ→M,λ, I) si y
sólo si, para cada K ⊂M subvariedad compacta∫

K

σ∗
(
V̂ ydλ

)
= 0

para toda variación infinitesimal permitida V que sea K-admisible.

La siguiente consecuencia es de mucha importancia para el resto del trabajo: Para problemas
variacionales en los que no hay condiciones diferenciales, esto es, tales que I = 0, puede carac-
terizarse a sus extremales mediante un EDS; dicha caracterización será de fundamental impor-
tancia en los próximos capítulos.

Proposición 8. Sea Λ̃→M un fibrado. Las secciones extremales del problema variacional(
Λ̃→M, λ̃, 0

)
son exactamente las secciones integrales del EDS IH-C generado por el conjunto{

V ydλ̃ : V ∈ V Λ̃
}
.
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Capítulo 3. El cálculo variacional

Tal EDS se conoce con el nombre de EDS de Hamilton-Cartan.

DEMOSTRACIÓN. Sea σ ∈ Γ (IH−C); entonces σ∗
(
V̂ ydλ̃

)
= 0 para todo vector vertical

V , en particular, para variaciones infinitesimales K-admisibles, donde K es una subvariedad
compacta arbitraria.
Inversamente, si una sección σ es un extremal para el problema variacional considerado, debe
valer que

σ∗
(
V ydλ̃

)
= dρσV

para todo V ∈ Γ
(
σ∗V Λ̃

)
, donde ρσV ∈ Ωn−1 (M). Sin embargo para f ∈ C∞

(
Λ̃
)

, resulta de
aquí que

(f ◦ σ) dρσV = dρσfV ,

por lo cual d (f ◦ σ) ∧ dρσV = 0 para toda función suave sobre Λ̃ y todo V ∈ V Λ̃. Luego necesa-
riamente debe valer que dρσV = 0 para todo tal V , y σ debe ser sección integral de IH-C . �

3.3. Expresiones locales

Sea (Λ, λ, I) un problema variacional sobre el fibrado Λ
π−→M ; uno puede obtener expresiones

locales que codifican condiciones necesarias para que una sección sea extremal del problema
variacional. Si σ es una extremal, tomamos una variación infinitesimal V ∈ Γ (σ∗V Λ) tal que
sopV ⊂ U para algún entorno coordenado U ⊂ M ; si σ̄, V̄ , λ̄ son las expresiones locales para
cada uno de estos objetos, entonces vale que

(8)
∫
M

σ∗
(
V̂ ydλ

)
=

∫
U

σ̄∗
(

ˆ̄V ydλ̄
)
.

En tal caso puede utilizarse la proposición 7 para escribir las ecuaciones locales.

Ejemplo 3.3A: Ejemplo de expresiones locales de un problema variacional. Por ejemplo, su-
pongamos que I = 0 y λ = Lω, con L ∈ C∞ (Λ) y ω el pullback a lo largo de la proyección
de una forma de volumen sobre M . Sean

(
x1, · · · , xn;u1, · · · , um

)
coordenadas adaptadas al

fibrado tales que ω̄ = dx1 ∧ · · · ∧ dxn; cualquier variación infinitesimal de la sección

σ̄ :
(
x1, · · · , xn

)
7→
(
x1, · · · , xn; f1 (x) , · · · , fm (x)

)
será de la forma

V̄ :
(
x1, · · · , xn

)
7→
(
x1, · · · , xn; f1 (x) , · · · , fm (x) ; 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸

n ceros

; g1 (x) , · · · , gm (x)
)

para ciertas funciones suaves g1, · · · , gm sobre U . La condición de extremal respecto de este
tipo de variaciones infinitesimales será entonces[

m∑
k=1

gk
∂L̄

∂uk

]
dx1 ∧ · · · ∧ dxn = 0.

Notar que una variación de este tipo es automáticamente extensible, debido a que localmente
el fibrado es trivial. s

Para trabajar convenientemente con expresiones locales de un problema variacional, introdu-
cimos la notación siguiente.

Definición 24. Sea (Λ→M,λ, I) un problema variacional y U ⊂ M un abierto. Una sección σ̄ ∈
Γ
(
π−1 (U)

)
es una extremal local (sobre U ) para dicho problema variacional si y sólo si∫

U

σ̄∗
(
V̂ ydλ̄

)
= 0
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para toda variación infinitesimal V que sea U -admisible.

La versión local de un problema variacional permite formular la siguiente condición necesaria
para la existencia de extremales.

Proposición 9. Sea (Λ→M,λ, I) un problema variacional y {Uα} un cubrimiento deM por abiertos.
Si σ es un extremal de (Λ→M,λ, I), entonces la restricción de σ ∈ Γ (Λ) es un extremal local para
este problema variacional sobre cada Uα.

DEMOSTRACIÓN. Si σ es un extremal, entonces en particular sus restricciones son extre-
males locales, como se deduce de la ecuación (8). �

No hay garantía sobre la afirmación inversa: Las extremales locales de un problema variacional
pueden ser diferentes de las globales, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3B: Extremales locales versus extremales globales. Para I ⊂ R intervalo abier-
to, consideremos el fibrado Λ := I × TS2 → S2 tal que cada elemento allí puede escribirse
(ξ, v) ∈ Λ, y la 2-forma λ|(ξ,v) := ξ

(
||v||2 − (f ◦ τS2) (v)

)
ω, donde ||·||2 es la norma inducida

por la métrica usual de S2, ω es la forma de volumen allí, y f es una función suave estric-
tamente positiva sobre S2. El problema variacional a considerar es (Λ, λ, 0); como probamos
en la proposición 8, la condición de extremal para una sección σ : p ∈ S2 7→ (µ (p) , w (p)) es
equivalente a

σ∗
(
V̂ ydλ

)
= 0

para todo V ∈ Γ (σ∗V Λ). Ahora bien, cualquier vector vertical sobre (ξ, v) ∈ Λ puede escribirse
V = (Ξ,W ) para Ξ ∈ R y W ∈ Vv

(
TS2

)
. Luego la condición de extremal para σ toma la forma

Ξ (p)
[
||w (p)||2 − f (p)

]
ω − µ (p)w∗

[
Ŵ (p)yd (Lω)

]
= 0

donde Ξ es una función suave arbitraria sobre S2, L (v) := ||v||2 − (f ◦ τS2) (v) y W ∈ X
(
TS2

)
es un campo sobre TS2 también arbitrario. Por consiguiente, una condición necesaria para que
σ sea extremal es que

||w (p)||2 = f (p)

para todo p ∈ S2; sin embargo, hay una obstrucción topológica a la existencia de w ∈ X
(
S2
)

que no tenga ceros. Los problemas variacionales locales no participan de esta obstrucción, dado
que cualquier subconjunto propio de S2 es difeomorfo a un subconjunto de R2, cuyo fibrado
tangente es trivial. s

Este ejemplo muestra que la descripción de un extremal con condiciones locales (por ejemplo,
mediante condiciones que involucren coordenadas) puede cambiar el problema. En la próxima
sección estudiamos la suficiencia de condiciones locales cuando el ideal I genera la relación
diferencial que existe entre una coordenada y su derivada.

3.4. Problemas variacionales y ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta sección relacionaremos el problema variacional, tal como fue presentado en las sec-
ciones anteriores, con las ecuaciones de Euler-Lagrange para la mecánica clásica. Sea Λ el fi-
brado TQ × I → I , donde I ⊂ R es un intervalo real cerrado y acotado y Q es una varie-
dad cualquiera de dimensión n. Sean U, V ⊂ Q un par de entornos coordenados tales que
U ∩ V 6= ∅, y

(
qi, vi

)
,
(
Qj , V j

)
las coordenadas inducidas por ellos sobre TQ. Consideremos

sobre τ−1
Q (U ∩ V )× I los EDSs Icont (U ∩ V ) e I ′cont (U ∩ V ) generados respectivamente por las
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Capítulo 3. El cálculo variacional

colecciones de 1-formas
{
θi := dqi − vids

}
y
{

Θi := dQi − V ids
}

. Por las fórmulas de cambio
de coordenadas, tenemos que

Θi =

n∑
j=1

∂Qi

∂qj
θj

y también

θi =

n∑
j=1

∂qi

∂Qj
Θj ,

de donde se deduce que Icont (U ∩ V ) = I ′cont (U ∩ V ). Sea α ∈ Ω• (Λ); diremos que α ∈ Icont si
y sólo si αU := α| τ−1

Q (U) ∈ Icont (U) para cada entorno coordenado U ⊂ Q. Entonces resulta
que Icont está bien definido, y es un EDS sobre Λ: Si α ∈ Icont, entonces (dα)U = d (αU ) ∈
Icont (U) para cada entorno coordenado U , y por lo tanto dα ∈ Icont; si β ∈ Ω• (Λ), entonces
(α ∧ β)U = αU ∧ βU ∈ Icont (U) para cada tal U , y por consiguiente α ∧ β ∈ Icont. Llamaremos
a Icont el EDS de contacto sobre TQ× I . Una vez definido este EDS, caractericemos sus secciones
integrales.

Lema 12. σ : I 7→ TQ × I : s 7→ (φ (s) , s) es una sección integral de Icont si y sólo si φ = γ′ para
alguna curva γ : I → Q.

DEMOSTRACIÓN. Si γ : I → Q es una curva en Q, la sección σγ : s 7→ (γ′ (s) , s) es
integral para Icont. Efectivamente, si σ̄γ : s 7→

(
qi (s) , q̇i (s) , s

)
es la expresión local respecto

del entorno coordenado U , resulta que (σ̄γ)
∗
θi = 0. Inversamente, si σ̄ : s 7→

(
qi (s) , vi (s) , s

)
es la expresión local en las U -coordenadas de una sección integral σ, debe ser vi (s) = q̇i (s)
para todo s tal que

(
q1 (s) , · · · , qn (s)

)
∈ U . Luego la curva γ sobre Q tal que φ = γ′ será

directamente la proyección γ := τQ ◦ φ. �

Sea δσ ∈ Γ (σ∗ (V Λ)) una variación infinitesimal; en cada entorno coordenado τ−1
Q (Uα) × Iα

tal que σ (Iα) ⊂ τ−1
Q (Uα) existirán funciones δqi, δvi : Iα → R tales que

δσ : s 7→
(
qi (s) , q̇i (s) , s, δqi (s) , δvi (s) , 0

)
,

en las coordenadas locales inducidas sobre TTQ × I . Si δσ es Iα-admisible, entonces será per-
mitida si y sólo si

σ∗
(
dδqi − δvids

)
= 0

para todo i = 1, · · · , n, esto es, δvi =
(
δqi
)·. Estas consideraciones son importantes a la hora

de escribir localmente las condiciones de extremal ya que, de acuerdo al lema siguiente, toda
variación puede escribirse como suma de variaciones locales.

Lema 13. Sea σ ∈ Γ (Icont), {Uα} un cubrimiento deQ por abiertos coordenados y {Iα} un cubrimiento
de I por abiertos tales que σ (Iα) ⊂ τ−1

Q (Uα). Cualquier variación infinitesimal δσ ∈ Γ (σ∗ (V Λ))

puede escribirse como
δσ =

∑
α

δσα

donde {δσα} es una familia de variaciones infinitesimales tales que

1. sop δσα ⊂ τ−1
Q (Uα)× Iα para todo índice α, y

2. en cada (v, t) ∈ σ (t), δσα (v, t) 6= 0 sólo para un número finito de índices.

Sin embargo, este lema no es suficiente, dado que no nos asegura que cualquier variación per-
mitida pueda escribirse como suma de variaciones permitidas Uα-admisibles; para el EDS Icont
esto puede probarse como sigue.

Lema 14. Sea σ ∈ Γ (Icont), {Uα} un cubrimiento deQ por abiertos coordenados y {Iα} un cubrimiento
de I por abiertos tales que σ (Iα) ⊂ τ−1

Q (Uα). Existe una colección {Vρ} de secciones de Γ (σ∗V Λ) tales
que
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1. cada Vρ es una variación infinitesimal permitida sobre σ,
2. cada Vρ es Uα-admisible para algún α, y
3. para cada s ∈ I existe un entorno Ws ⊂ I y una colección ρ1, · · · , ρ2n de índices tales que
{Vρ1 , · · · , Vρ2n} forman una base de Vσ(s′)Λ para cada s′ ∈Ws.

DEMOSTRACIÓN. Si v = σ (s0) con s0 ∈ Iα, elegimos la colección de funciones{
δq1
l,m, · · · , δqnl,m

}
tal que {

δqil,m (s0) = δil ,(
δqil,m

)·
(s0) = δim,

y sus soportes están contenidos en Iα; definamos V s0l,m ∈ Γ (V Λ) via

V s0l,m : s 7→

{(
σ (s) ; δqil,m (s) ,

(
δqil,m (s)

)·
, 0
)
, si s ∈ Iα

(σ (s) ; 0) si s /∈ Iα.

Existirá un entorno Ws0 ⊂ I de s0 tal que
{
V s0l,m (s′)

}
es una base de vectores verticales sobre

σ (s′) para todo s′ ∈Ws0 . Entonces la colección buscada es{
V s0l,m : s0 ∈ I, l,m = 1, · · · , n

}
. �

Este lema tiene como corolario la suficiencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange para que una
sección de Λ sea extremal del problema variacional (Λ, Lds, Icont).

Corolario 2. Una sección σ ∈ Γ (Λ) es extremal para el problema variacional (Λ, Lds, Icont) si y sólo
si, para cada entorno coordenado U ⊂ Q con coordenadas

(
qi, vi

)
, sus componentes locales σ : s 7→(

qi (s) , q̇i (s) , s
)

satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange

(9)
∂L̄

∂qi
(
qi (s) , q̇i (s)

)
− d

ds

[
∂L̄

∂vi
(
qi (s) , q̇i (s)

)]
= 0

donde L̄ es la versión local de la función L ∈ C∞ (TQ).

DEMOSTRACIÓN. Si δσ es una variación infinitesimal local (esto es, tal que sopδσ ⊂ Iα,
donde Iα cumple que σ (Iα) ⊂ τ−1

Q (Uα) para Uα ⊂ Q un entorno coordenado), entonces vale
que {

σ : s 7→
(
qi (s) , vi (s) ; s

)
,

δσ : s 7→
(
qi (s) , vi (s) , s; δqi (s) , δvi (s) ; 0

)
.

Como la variación infinitesimal se anula fuera de Iα, uno tiene, a partir de la proposición 7,
que

δσ|σ · S0 =

∫
Iα

σ∗
(
(δq, δv)yd

(
L̄ds

))
.

Luego como d
(
L̄ds

)
= L̄qidqi ∧ ds+ L̄vidvi ∧ ds resulta que

δσ|σ · S0 =

∫
Iα

σ∗
(
L̄qiδq

ids+ L̄viδv
ids
)
.

Sabemos que la condición para esta variación de ser permitida es equivalente a pedir que

σ∗
(
L(δq,δv)θ

i
)

= 0
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Capítulo 3. El cálculo variacional

donde θi son los generadores locales para el EDS Icont; luego σ∗
(
d
(
δqi
)
− δvids

)
= 0 y por lo

tanto

δσ|σ · S0 =

∫
Iα

σ∗
(
L̄qiδq

ids+ L̄vid
(
δqi
))

=

∫
Iα

σ∗
(
L̄qids− dL̄vi

)
δqi (s) .

Luego una sección σ es extremal para nuestra acción si y sólo si σ∗
(
dqi − vids

)
= 0 y además

σ∗
(
dL̄vi − L̄qids

)
= 0.

La interpretación de esta ecuación en las coordenadas locales para σ da lugar a la ecuación de
Euler-Lagrange (9). �

De la prueba de arriba surge la siguiente caracterización local: Una sección σ es extremal para
el problema variacional del corolario anterior si y sólo si su restricción a τ−1

Q (Uα) × Iα es una
sección integral del EDS generado por

(10)

{
dqi − vids
dL̄vi − L̄qids

para cada Uα ⊂ Q entorno coordenado. Debe tenerse en cuenta también que la posibilidad de
describir localmente a la extremal del problema variacional de Euler-Lagrange proviene de la
validez del Lema 14. En general, el conjunto de variaciones infinitesimales permitidas de un
problema variacional (Λ, λ, I) es un módulo sobre el anillo C∞ (Λ), y la posibilidad de escribir
ecuaciones locales para sus extremales está ligada a la existencia de un conjunto de genera-
dores para este módulo cuyos soportes estén contenidos en entornos coordenados. Conviene
enfatizar que aún la posibilidad de escribir ecuaciones locales no nos asegura la suficiencia
de dichas condiciones; en particular, el problema variacional del ejemplo 3.3B tiene como va-
riaciones permitidas cualquier vector vertical, y el módulo de vectores verticales de cualquier
fibrado admite un conjunto de generadores con soporte contenido en entornos coordenados,
pese a que admite extremales locales sin tener ninguna extremal global.
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Capítulo 4

Problemas no estándar y Lepage equivalencia

LOS problemas variacionales en los que centraremos nuestra atención serán llamados1 proble-
mas variacionales no estándar. Este concepto rescata el hecho de que, en una teoría mecánica

(considerando con este nombre general tanto mecánica clásica como teorías de campo), los
grados de libertad están divididos en dos grupos: Las “coordenadas” y las “velocidades”, y
el segundo grupo tiene una relación diferencial con el primero. Sin dudas la idea de problema
variacional que hemos introducido más arriba ha sido formulada teniendo presente este hecho;
lo único que estamos haciendo aquí es poner énfasis en la estructura que nos interesa.
Mención aparte debe hacerse del concepto de Lepage equivalencia para problemas variaciona-
les. Dado un problema variacional (Λ, λ, I), la idea es incorporar el sistema diferencial exterior
I como parte de las ecuaciones que definen al extremal. Para ello se agregan nuevos grados de
libertad, una especie de multiplicadores de Lagrange, y se modifica la forma λ; así se obtiene
un nuevo problema variacional

(
Λ̃, λ̃, 0

)
, y en caso favorable puede establecerse de manera

natural una correspondencia entre los extremales de ambos problemas. Cuando tal cosa ocu-
rre, se dice que el problema Lepage equivalente es bivariante. Como se muestra en la sección
4.3.1, es la noción de Lepage equivalencia la que permite asociar el principio variacional de
Hamilton con el principio de Hamilton-Pontrjagin.

4.1. Versión no estándar de la mecánica

4.1.1. Motivaciones. El enfoque de la mecánica presentado en [Gri98], es muy interesan-
te en tanto permite

1. Unificar la mecánica de partículas con las teorías de campo.
2. Incluir algún tipo de vínculo como estructura del espacio de velocidades.

Puede interpretarse la mecánica de partículas como la búsqueda de secciones del fibrado trivial
Q× I → I, I ⊂ R que son extremales de la acción

S [γ] :=

∫
I

γ̇∗ (Ldt)

donde L ∈ C∞ (TQ× I) es la función lagrangiana del sistema. Notar que la acción se calcula a
partir de la curva γ̇ : I → TQ, que puede interpretarse a su vez como una sección del fibrado
TQ × I → I que cubre a γ, esto es, tal que τQ ◦ γ̇ = γ. Además, como vimos en el lema 12, la
sección γ̇ es integral para el sistema diferencial exterior generado por la colección de formas

θi
∣∣
(q,v,t)

:= dqi − vidt.

Como estructura básica para definir una mecánica se necesita por lo tanto un fibrado doble

Λ→ Λ1 →M,

1A falta de un nombre mejor...
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Capítulo 4. Problemas no estándar y Lepage equivalencia

una forma λ ∈ Ωn (Λ) , n = dimM y una manera de asociar a cada sección s1 : M → Λ1 una
sección s de Λ que la cubra; diremos que s =: prs1. La acción a extremar se construye con esta
estructura, de acuerdo a la prescripción

S [s1] :=

∫
M

(prs1)
∗
λ.

El espacio Λ se denominará espacio de velocidades, y es el análogo al fibrado tangente en este
contexto. Sin más información es difícil decir algo de utilidad sobre las extremales de S; esto
cambia cuando se prolongan las secciones de Λ1 mediante el auxilio de un sistema diferen-
cial exterior sobre Λ. En algunos casos (por ejemplo, en la teoría del campo electromagnético,
ver ejemplo 4.1C) parte de los vínculos que aparecen al intentar formular una versión hamil-
toniana de las ecuaciones de movimiento pueden incluirse como generadores de este sistema
diferencial exterior.

4.1.2. Estructura formal de la mecánica. De acuerdo a lo dicho en la sección anterior,
podemos fijar la definición siguiente.

Definición 25 (Problema variacional no estándar). Un problema variacional no estándar es un
triple (Λ→ Λ1 →M,λ, I) compuesto por los elementos siguientes:

Una fibración doble

Λ
π1−→ Λ1

p−→M, n = dimM,

Un sistema diferencial exterior I ⊂ Ω• (Λ), y
Una forma lagrangiana λ ∈ Ωn (Λ).

Nota. A menos que explícitamente se diga lo contrario, cada vez que trabajemos con un pro-
blema no estándar (Λ→ Λ1 →M,λ, I), las proyecciones intermedias se denotarán mediante
π1 : Λ1 → Λ, p : Λ1 →M , con composición π := p ◦ π1.

La única diferencia con la definición de problema variacional adoptada anteriormente está re-
lacionada con la estructura del fibrado: Aquí se supone que las coordenadas “dependientes”
se separan en dos conjuntos, de manera que, como mencionamos arriba, este EDS nos indica la
relación de las coordenadas con las velocidades (en el sentido en que aquí entendemos a estas
palabras). Esto es, el abuso de notación cometido al utilizar el símbolo (Λ, λ, I) para describir
tanto a problema variacionales a secas como problemas variacionales no estándar es sólo apa-
rente, en tanto que, la diferencia entre un problema y otro, reside en que el fibrado subyacente
en los problemas no estándar admite un fibrado intermedio, y tal estructura está ausente en
los problemas variacionales usuales. De todas formas, y como indica el ejemplo 4.1D, la dis-
tinción entre estas definiciones es una cuestión de gustos, a menos que se asuman condiciones
adicionales sobre el EDS I.

Definición 26 (Prolongación de una sección). Dado un problema variacional no estándar

(Λ→ Λ1 →M,λ, I)

la prolongación de una sección σ ∈ Γ (Λ1) es una aplicación

pr : Γ (Λ1)→ Γ (Λ)

tal que, para cada σ ∈ Γ (Λ1), la sección prσ de Λ satisface las siguientes condiciones:

1. prσ cubre a σ mediante p, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo:

Λ

M Λ1

?

p

�
�
���prσ

-
σ
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4.1. Versión no estándar de la mecánica

2. El gráfico de prσ es subvariedad integral para I, esto es,

(prσ)
∗

(I) = 0.

Sin otras condiciones sobre I no podemos asegurar que la aplicación pr esté definida a partir
de estas condiciones. Por ejemplo, para I = 0 cualquier sección que cubra a σ a través de p es
una buena prolongación para ella.

4.1.3. Ejemplos. El propósito de esta sección es ilustrar con ejemplos importantes la per-
tinencia del esquema presentado para la mecánica, de manera de adquirir cierta intuición acer-
ca del significado de los diferentes elementos en juego. Primero mostraremos cómo nuestro
modelo inicial, la mecánica clásica, nos proporciona un ejemplo de problema variacional no
estándar.

Ejemplo 4.1A: Mecánica clásica. En este caso la fibración doble es

I × TQ id×τQ−→ I ×Q p1−→ I ⊂ R

con coordenadas locales
(
t, qi, vi

)
sobre Λ. El EDS que determina las prolongaciones está dife-

rencialmente generado mediante

I :=
〈
θi := dqi − vidt

〉
diff ,

mientras que la forma lagrangiana es λ := Ldt, siendo L el lagrangiano del sistema. Para
prolongar, tomamos σ : t 7→

(
t, qi (t)

)
como sección para I × Q y proponemos la siguiente

forma para su prolongación
prσ : t 7→

(
t, αi (t) , βi (t)

)
.

Por la condición de cubrimiento, tenemos que αi (t) = qi (t) para todo t ∈ I ; por otra parte

(prσ)∗
∣∣
(t,q(t),β(t))

(
∂

∂t

)
=

∂

∂t
+ q̇i (t)

∂

∂qi
+ β̇i (t)

∂

∂vi
,

de donde concluimos que

0 =
[
(prσ)

∗
(
θi
∣∣
(t,q(t),β(t))

)]( ∂

∂t

)
= θi

∣∣
(t,q(t),β(t))

(
∂

∂t
+ q̇i (t)

∂

∂qi
+ β̇i (t)

∂

∂vi

)
= q̇i (t)− βi (t) .

Por lo tanto
prσ : t 7→

(
t, qi (t) , q̇i (t)

)
.

es la expresión buscada para la prolongación de secciones en mecánica clásica. s

Las teorías de campo también tienen cabida en este esquema: La formulación usual [GIM97,
Ble81] considera que los campos son secciones de un fibrado p : Λ1 → M sobre el espacio-
tiempo, y la generalización natural del tangente al fibrado tangente es el espacio de 1-jets J1 (p)
asociado a tal fibrado. Resulta aún más sugestivo y notorio el hecho de que todo espacio de jets
tiene un EDS naturalmente inducido por su estructura de contacto [Sau89]; en el siguiente ejem-
plo mostramos la manera en que estas estructuras forman parte de un problema variacional no
estándar.

Ejemplo 4.1B: Teorías de campo de primer orden. Supongamos que los campos son seccio-
nes de un dado fibrado F π−→ M sobre el espacio-tiempo. La fibración doble es en este caso
simplemente

Λ := J1 (π)
π1,0−→ Λ1 := J0 (π) = F →M,
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donde Jk (π) denota el espacio de k-jets de F . Si U ⊂ F es un entorno coordenado adaptado
con coordenadas locales

(
xi, uα

)
, entonces

π|U : (x, u) 7→ x.

Por lo tanto existe un sistema de coordenadas inducido sobre U1 = π−1
1,0 (U) ⊂ J1 (π) y con

coordenadas locales
(
xi, uα, uβk

)
; la estructura de contacto sobre U1 es el EDS generado por la

colección de 1-formas
θα := duα − uαkdxk.

Supongamos ahora que tenemos la sección σ ∈ Γ (F ); en las coordenadas introducidas tendrá
la expresión

σ : xi 7→
(
xi, fα (x)

)
para ciertas funciones fα ∈ C∞ (π (U)). Es más, la prolongación prσ : π (U) → U1 está deter-
minada por la colección de funciones suaves

{
gα, Hβ

l

}
mediante

prσ : xi 7→
(
xi, gα (x) , Hβ

l (x)
)
.

Debido a que prσ cubre a σ, tendremos que π1,0 ◦ prσ = σ, lo cual implica que fα = gα para
todo α. Además dado que el gráfico de prσ es integral para la estructura de contacto,

0 = (prσ)
∗ (
θβ
)

= dfβ −Hβ
k dxk,

y por lo tanto Hβ
k = ∂kf

β ; esto es, la prolongación en este caso está determinada por σ via

prσ : xi 7→
(
xi, fα (x) , ∂kf

β (x)
)
.

Globalmente esto puede escribirse prσ = j1σ. Si L ∈ C∞
(
J1 (π)

)
, la n-forma λ := Ldx1 ∧ · · · ∧

dxn satisface
(prσ)

∗
λ =

(
L ◦ j1σ

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn;

el problema variacional consistente en hallar las extremales de

σ 7→
∫
M

(
L ◦ j1σ

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

es el principio de Hamilton usual para teorías de campo de primer orden con densidad lagran-
giana L. s

En la introducción a este capítulo sugerimos que el hecho de considerar estructuras de prolon-
gación de secciones más generales que las estructuras de contacto podría utilizarse para incluir
en el mismo problema variacional algunos de los vínculos que aparecen en ciertos problemas
mecánicos. En el caso del campo electromagnético, trabajos que proceden en esa dirección son
[Hor91, Del05]; el siguiente ejemplo muestra cómo una construcción similar puede llevarse a
cabo en el contexto de problemas no estándar. Puede notarse la manera en que una parte de
los vínculos que surgen en el tratamiento usual del campo electromagnético [HT94] (esto es, el
hecho que F es la parte antisimétrica de j1A, si A es el cuadripotencial y F el tensor de campo)
son incorporados naturalmente en la estructura de prolongación.

Ejemplo 4.1C: Campo electromagnético. Presentamos aquí una descripción del campo electro-
magnético como una teoría de campo de primer orden ajustada a los lineamientos presentados
anteriormente, la cual difiere de la aproximación usual en que las velocidades guardan infor-
mación sólo de la derivada exterior del campo, en lugar de todas las derivadas. El fibrado doble
es en este caso

T ∗M ⊕
2∧

(T ∗M)
p1−→ T ∗M

τ̄M−→M.
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4.1. Versión no estándar de la mecánica

Para definir la estructura de levantamiento, notemos que sobre el fibrado τ̄kM :
∧k

(T ∗M) →
M,k ∈ N, está definida la k-forma canónica

Θk|α := α ◦
(
τ̄kM
)
∗ , α ∈

k∧
(T ∗M) ;

si además M tiene una estructura (pseudo)riemanniana, existe otro tipo de k-forma canónica,
esto es

Θ]
k

∣∣∣
α

:= (?α) ◦
(
τ̄kM
)
∗ , α ∈

k∧
(T ∗M) .

Aquí hay un ligero abuso de notación: En rigor la estrella de Hodge es un operador sobre
elementos de Ω• (M), no covectores, aunque podemos inducir un operador sobre covectores
usando la siguiente definición: Para cada α ∈

∧k
(T ∗mM), se define

?α := (?α̂)|m ,

donde α̂ ∈ Ωk (M) es tal que α̂|m = α. Puede probarse (por ejemplo, utilizando expresiones
locales) que esta definición no depende de la extensión utilizada para α. Con estas definicio-
nes en mente podemos escribir el sistema diferencial exterior que determina la estructura de
levantamiento para el campo electromagnético, esto es

I := 〈dΘ1 −Θ2〉diff .

Si denotamos mediante σ : m ∈ M 7→ A|m una sección del fibrado intermedio T ∗M (esto es,
A es una 1-forma sobre M ) y con prσ : m 7→ (A′|m , F |m) su correspondiente levantamiento,
entonces la primera condición para el levantamiento equivale a pedir que A = A′; el gráfico de
prσ será una subvariedad integral para I si y sólo si F = dA. s

Como ya hemos advertido, la colección de problemas variacionales no estándar contiene a los
problemas variacionales como caso particular, tal como mostraremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1D: EDS como problema no estándar. La siguiente es una observación importante
desde el punto de vista de las aplicaciones de nuestro esquema: Todo EDS I sobre un fibrado
F → M puede considerarse como un problema no estándar si se utiliza la siguiente fibración
doble

F
id−→ F →M,

con estructura de prolongación dada por I y n-forma lagrangiana trivial λ = 0. En tal caso, el
fibrado intermedio tiene sólo una sección, esto es, σ0 = idF , por lo cual a partir del diagrama

F

M F
?
idF

�
�
��prσ

-
σ

resulta que prσ = σ, y por lo tanto una sección será prolongable si y sólo si es integral para
I. Más adelante usaremos este hecho para utilizar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds en la
búsqueda de las condiciones de integrabilidad de un sistema de PDEs (véase el ejemplo de la
sección 8.2). s

Finalmente vamos a considerar un ejemplo con motivos principalmente pedagógicos: En la
gravedad via tétradas [Ash91], los campos forman una cobase sobre el espacio-tiempo. Co-
mo la teoría es geométrica (en el sentido de que el lagrangiano depende de datos geométricos,
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como la curvatura escalar), es natural esperar que las únicas “velocidades” relevantes se corres-
pondan con las formas de curvatura. Desde este punto de vista, la introducción de las variables
del espacio de 1-jets sobre el fibrado de cobases parece una complicación innecesaria.

Ejemplo 4.1E: Gravedad via tétradas. Sea M una 4-variedad riemanniana. Vamos a considerar
una formulación del problema variacional para la gravedad via tétradas sobre M en estos tér-
minos. Los campos son en este caso las componentes eµ ∈ Ω1 (M) , µ = 0, · · · , 3 de un tétrada
sobre el espacio-tiempo M . En lugar de tomar como “velocidades” a sus prolongaciones en
J1 (τM ), desde el punto de vista geométrico es más natural considerar como velocidades para
una tétrada a las formas de conexión asociadas ωµν ∈ Ω1 (M). entonces podremos formular la
gravedad via tétradas como un problema no estándar sobre la fibración doble

F ∗O (M)⊕ (T ∗M)
⊕4 → F ∗O (M)→M

donde p̄M : F ∗O (M) → M es el fibrado de cobases sobre M , con estructura de prolongación
generada por las formas

Θα := dEα − Ωαν ∧ Eν , ν = 0, · · · , 3.

Aquí las letras mayúsculas denotan las formas canónicas definidas sobre los espacios corres-
pondientes. El lagrangiano es la curvatura escalar, por lo cual

λ := ?
(
Eα ∧ Eβ

)
∧ (dΩαβ + Ωνα ∧ Ωνβ) .

La prolongación significa, en este caso en particular, que la conexión en cuestión no tiene tor-
sión. s

4.2. Extremales para problemas variacionales no estándar

Ya hemos señalado que no hay diferencias fundamentales entre los problemas variacionales no
estándar y los problemas variacionales estudiados en el capítulo 3. Esto nos allanará el camino
al estudio de los problemas no estándar; por ejemplo, definiremos ahora los extremales de un
problema no estándar utilizando su similitud con los problemas variacionales usuales.

Definición 27 (Extremales de un problema variacional no estándar). Una sección s ∈ Γ (Λ) es
una extremal del problema variacional no estándar

(Λ→ Λ1 →M,λ, I)

si y sólo si es un extremal del problema variacional (Λ→M,λ, I) y prolongación de alguna sección s1

de Λ1.

De igual manera, para encontrar los extremales de un problema no estándar debemos utilizar
las Definiciones 21 y 23, y luego quedarnos con aquellas extremales que son complementarias
a las fibras de π1 : Λ→ Λ1. Sin embargo, vale el siguiente resultado.

Proposición 10. Sea Λ→ Λ1 →M una fibración doble y s ∈ Γ (Λ→M). Entonces s es prolongación
de alguna sección s1 ∈ Γ (Λ1 →M).

DEMOSTRACIÓN. Definimos la aplicación s1 : M → Λ1 : m 7→ (π1 ◦ s) (m); entonces

p ◦ s1 = p ◦ (π1 ◦ s) = (p ◦ π1) ◦ s = π ◦ s = idM

y s1 ∈ Γ (Λ1). Como s cubre por definición a s1, tenemos el resultado deseado. �
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4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

Queremos construir una versión hamiltoniana para los problemas variacionales no estándar.
La aproximación usual a este problema no es la más conveniente, debido a las siguientes ca-
racterísticas de la misma [GIM04, GIM97, Ble81]:

El espacio de multimomentos covariante es un fibrado específicamente asociado a un
espacio de jets.
La dinámica en el espacio de multimomentos se define haciendo uso (en un modo
aparentemente esencial) de una noción de transformada de Legendre.

Una manera de evitar estas dificultades es imitando el pasaje, en el contexto de mecánica clá-
sica, desde el principio variacional de Hamilton al de Hamilton-Pontrjagin [YM06a, YM06b]:
En tal pasaje se incluyen los generadores de la estructura de prolongación en la densidad la-
grangiana mediante una especie de multiplicadores de Lagrange. En los siguientes párrafos,
y siguiendo la referencia [Got91b], explicaremos cómo hacer esto por intermedio de problemas
Lepage equivalentes canónicos.

4.3.1. Principio de Hamilton-Pontrjagin. Sea L una función suave sobre el fibrado tan-
gente TQ, siendoQ el espacio de configuraciones de un cierto sistema mecánico. Para I ⊂ R un
intervalo real cerrado, armemos el fibrado Λ := (TQ⊕ T ∗Q) × I → I ; en coordenadas locales
un punto de Λ está descrito por la 3n + 1-upla (q, v, p; s), si n = dimQ, donde (q, v) son coor-
denadas locales de la parte en TQ y (q, p) las correspondientes a T ∗Q. En estas coordenadas la
proyección viene dada simplemente por π : (q, v, p; s) 7→ s. Definimos sobre Λ la 1-forma λ tal
que en las coordenadas introducidas tiene la expresión λ|(q,v,p;s) := pi

(
dqi − vids

)
+ Lds, y

podemos construir el siguiente funcional sobre curvas en Λ:

S [γ] :=

∫
I

γ∗λ.

Nótese que podemos escribir

λ|(q,v,p;s) = pidqi −
(
piv

i − L
)

ds,

por lo cual λ tiene la expresión global λ|(w,α) := Θ|α − [α (w)− L (w)] ds, siendo Θ la 1-forma
canónica sobre T ∗Q. El problema variacional (Λ, λ, 0) es el problema de Hamilton-Pontrjagin
[YM06b]; el siguiente lema relaciona sus extremales con las del problema variacional de Euler-
Lagrange (TQ× I → I, Lds, Icont), donde Icont está localmente generado por la colección de
1-formas

θi
∣∣
(q,q̇;s)

:= dqi − q̇ids.

Lema 15. La proyección j : (q, v, p; s) 7→ (q, v) induce un isomorfismo entre las curvas extremales de
S y las soluciones del sistema mecánico definido sobre TQ por el lagrangiano L.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que

dλ = dpi ∧ dqi − dH ∧ ds

= dpi ∧ dqi −
(
Hqidqi +Hvidvi +Hpidpi

)
∧ ds

con H (q, v, p) := piv
i − L (q, v), por lo que, considerando variaciones nulas en los bordes de I

δσ|σ · S =

∫
I

σ∗
((
δ̂q, δ̂v, δ̂p

)
ydλ

)
=

∫
I

σ∗
(
−
(
dpi +Hqids

)
δqi +

(
dqi −Hpids

)
δpi +Hvidsδv

i
)
.
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Una extremal σ para esta acción deberá satisfacer
σ∗
(
dpi +Hqids

)
= 0

σ∗
(
dqi −Hpids

)
= 0

σ∗ (Hvids) = 0,

por lo cual deberá ser integral para el EDS generado por

(11)


dpi − Lqids,
dqi − vids,
pi − Lvi = 0.

Definamos entonces la aplicación F : (q, v; s) 7→
(
q, v, ∂L∂v ; s

)
; tenemos que F es una sección pa-

ra j, y que además el pullback de este EDS a lo largo de F es igual al EDS de Euler-Lagrange,
Ec. (10). Por lo tanto, cada extremal del problema variacional de Euler-Lagrange se levanta
a un extremal de (Λ, λ, I) via F ; recíprocamente, cada extremal de este último problema va-
riacional, por el tercer generador en la expresión (11), es la composición de una aplicación
s 7→ (q (s) , v (s)) con F , donde las funciones coordenadas satisfacen el EDS{

dLvi − Lqids,
dqi − vids,

esto es, son extremales del problema de Euler-Lagrange. �

4.3.2. Problemas Lepage equivalentes. Uno de los datos más antipáticos en un proble-
ma variacional es el EDS de restricción de las secciones, ya que implica la noción de variación
infinitesimal permitida, y esto obliga a caracterizar a este espacio a la hora de calcular las ecua-
ciones de Euler-Lagrange. Una forma de manejar eficientemente esta situación es a través de
otro problema variacional equivalente, cuyas extremales estén en correspondencia uno a uno
con las del problema original, y tal que su EDS de restricción es trivial. Así, los problemas va-
riacionales quedan clasificados en clases de equivalencia por sus extremales, de manera que
la la noción de Lepage equivalencia es una relación intermedia destinada a describir, dentro de
cada clase, aquel problema variacional con EDS trivial y, por lo tanto, más fácilmente soluble.

4.3.2.1. Introducción. Vamos a seguir la exposición que del tema se hace en [Got91b]. Lo
primero que hay que advertir al trabajar con este concepto es que, aunque el nombre lo sugiera,
la relación de Lepage equivalencia no es una relación de equivalencia. Como explicaremos en detalle
en las secciones siguientes, podemos definir sobre la clase de problemas variacionales en, por
ejemplo, las secciones de un fibrado fijo, clases de equivalencia respecto de las extremales de
dichos problemas: En tal caso, dos problemas variacionales son equivalentes si y sólo si tienen
las mismas secciones extremales. Entonces dar un problema Lepage equivalente bivariante
canónico a uno dado es la elección de un representante con características particulares dentro
de la misma clase del problema en cuestión.
Como ya hemos establecido en el capítulo 3, el símbolo

(
Λ

π−→M,λ, I
)

refiere al problema
variacional que consiste en extremar la acción

S [σ] =

∫
M

σ∗ (λ)

donde σ ∈ Γ (Λ) es una sección integral del EDS I. Además E (λ) denotará el conjunto de
extremales para el problema

(
Λ

π−→M,λ, I
)

.

Buscaremos eliminar de alguna manera los vínculos impuestos sobre las secciones del proble-
ma por el EDS I; intuitivamente esperamos entonces que el número de funciones incógnita
aumente cuando esto pueda llevarse a cabo.
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Definición 28 (Problema variacional Lepage equivalente). El Lepage equivalente de un proble-
ma variacional

(
Λ

π−→M,λ, I
)

es otro problema variacional(
Λ̃

ρ−→M, λ̃, {0}
)

junto a una submersión sobreyectiva ν : Λ̃→ Λ tal que

ρ = π ◦ ν, y
si γ ∈ Γ

(
Λ̃
)

es tal que ν ◦ γ es una sección integral de I, entonces

γ∗λ̃ = (ν ◦ γ)
∗
λ.

Existe una forma canónica de construir algún problema Lepage equivalente para un problema
variacional dado

(
Λ

π−→M,λ, I
)

, denominado problema variacional Lepage equivalente canónico,
descrita en la subsección siguiente.

4.3.2.2. Problema Lepage equivalente canónico. La idea subyacente a los problemas Lepa-
ge equivalentes está relacionada con multiplicadores de Lagrange: Para un problema varia-
cional tradicional (Λ→M,λ, I), puede modificarse la forma λ agregando los generadores
{α1, · · · , αN} de I por medio de multiplicadores

{
λ1, · · · , λN

}
, elegidos de manera tal que,

para cada k = 1, · · · , N , las expresiones λk ∧ αk sean n-formas. Si los multiplicadores son nue-
vas variables, este procedimiento permite, al variar respecto de ellas, obtener los generadores
{α1, · · · , αN} como parte del conjunto completo de ecuaciones de movimiento; las ecuacio-
nes de movimiento también pueden recuperarse a través de este procedimiento. De hecho,
puede demostrarse que, al eliminar las variables adicionales, las extremales del nuevo proble-
ma variacional obedecen las mismas ecuaciones que las extremales del problema original. Sin
embargo, no es inmediato probar que cada extremal del problema original está debidamente
representada entre las extremales del nuevo problema. Cualquiera sea el caso, lo primero que
tenemos que asegurar es que la cantidad de generadores de I sea finita; para ello se introduce
la siguiente hipótesis de rango constante.

Definición 29. Un EDS I ⊂ Ω• (Λ) es de rango constante si y sólo si está diferencialmente generado
por las secciones de un subfibrado graduado I en

∧•
(T ∗Λ).

Nota. Un subfibrado J en
∧•

(T ∗Λ) es graduado si admite una descomposición J = J1⊕· · ·⊕JP
en término de subfibrados vectoriales J1, · · · JP , de manera tal que Ji ∧ Jk ⊂ Ji+k.

Sea entonces I diferencialmente generado por las secciones del subfibrado graduado I ⊂∧•
(T ∗Λ). Definamos Ialg como el ideal algebraico en Ω• (Λ) generado por Γ (I), y(

Ialg
)l

:= Ialg ∩ Ωl (Λ) .

El ideal
(
Ialg

)l
está compuesto por todos los elementos del álgebra exterior de Λ que son suma

de formas generadoras de I multiplicadas exteriormente con formas arbitrarias, de manera tal
que el grado total sea l. Ahora necesitamos trabajar con el conjunto de formas que están en
λ +

(
Ialg

)n
, para una forma λ fija. Por lo tanto, para λ ∈ Ωn (Λ), definimos el subfibrado afín

Wλ ⊂
∧n

(T ∗Λ) cuya fibra sobre p ∈ Λ es

Wλ
∣∣
p

:=
{
λ|p + β|p : β ∈

(
Ialg

)n}
.

Definición 30 (Problema Lepage equivalente canónico). Bajo las consideraciones anteriores, el
problema Lepage equivalente canónico es el triple

(
Wλ ρ−→M, Θ̃, 0

)
, donde la submersión sobreyectiva

ν (ver definición 28) es la proyección canónica τ̄nΛ :
∧n

(T ∗Λ) → Λ restringida a Wλ, ρ := π ◦ ν y Θ̃
es el pullback de la n-forma canónica

Θn|α := α ◦ (τ̄nΛ)∗
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a Wλ. La forma Θ̃ es usualmente denominada forma de Cartan del problema variacional.

Para ejemplos de este procedimiento, véase sección 4.3.5. Puede demostrarse entonces que el
problema Lepage equivalente canónico es un problema Lepage equivalente para

(
Λ

π−→M,λ, I
)

de acuerdo a la definición previa, esto es, que el nombre está bien puesto.

Proposición 11. El problema Lepage equivalente canónico es un problema Lepage equivalente en el
sentido de la definición 28.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que Wλ ⊂
∧n

(T ∗Λ) con la restricción de la proyección satis-
face la primera condición de la definición, dado que por construcción ρ = π ◦ ν. Ahora necesita
verificarse la segunda condición. Para ello tomamos γ ∈ Γ

(
Wλ

)
tal que ν ◦ γ =: φ ∈ Γ (I);

tenemos entonces el diagrama siguiente

Λ M

Wλ

.......................................................................................................................................................................................
.....
.......
.....

ρ

.......................................................................................................................................................................................................................................................................
....
............

ν

............................................................................................................................................................................................ ............

π ....................................................................................................................................................................................................................................................
..........

........
.......
......
..................
............

φ

..............................
..........
........
.......
......
......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......
......
.......
........
...........

....................................
.................

γ

Utilizando un argumento similar al de la proposición 6, puede hallarse una sección

µ ∈ Γ

(
n∧

(T ∗Λ)→ Λ

)
tal que γ = µ ◦ φ. Por la propiedad universal de la forma canónica, se tiene que µ∗Θn = µ para
toda µ, de donde

γ∗Θ̃ = (µ ◦ φ)
∗

Θ̃ = φ∗µ.

Pero Imµ ⊂ Wλ, por lo cual, teniendo en cuenta que φ ∈ Γ (I), debe valer φ∗µ = φ∗λ =
(ν ◦ γ)

∗
λ, que es lo que queríamos probar. �

A continuación estudiaremos la manera en que se relacionan las extremales de un problema
variacional y su Lepage-equivalente.

4.3.2.3. Problemas Lepage equivalentes contravariantes y covariantes. Vimos que no es auto-
mático que las extremales de un problema y su Lepage equivalente se correspondan; para
capturar este hecho, introducimos la siguiente definición.

Definición 31 (Problemas Lepage equivalentes covariantes y contravariantes). Decimos que un
problema Lepage equivalente

(
Wλ ρ−→M, Θ̃, {0}

)
para el problema variacional

(
Λ

π−→M,λ, I
)

es

covariante si ν ◦ γ ∈ E (λ) para todo γ ∈ E
(

Θ̃
)

, donde, como dijimos arriba, E (·) denota el conjunto
de extremales del problema variacional asociado a la forma correspondiente. Por el contrario, se lo deno-
minará contravariante si cada extremal σ ∈ E (λ) es la proyección de alguna extremal en E

(
Θ̃
)

por ν.
Un problema Lepage equivalente es bivariante si y sólo si es tanto covariante como contravariante.

El problema Lepage equivalente canónico tiene además la propiedad de ser covariante.

Teorema 4. El problema Lepage equivalente canónico es covariante.
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DEMOSTRACIÓN. Sea γ una extremal del problema canónico y definamos, como antes,
φ := ν ◦ γ. Necesitamos demostrar que

1. φ∗I = 0, y
2. que φ es una extremal para el problema variacional (Λ, λ, I).

Estamos trabajando bajo la hipótesis de rango constante; luego suponemos que existe un sub-
fibrado graduado I ⊂

∧•
(T ∗Λ) cuyas secciones generan I. Sea Ip := I ∩

∧p
(T ∗Λ); para

β ∈ Γ (In) tendremos que las traslaciones

Wλ
m 3 α 7→ α+ tβ (m)

generan un flujo en Wλ con campo tangente (vertical) Xβ , el cual satisface

XβydΘ̃ = ν∗β.

Luego

φ∗β = γ∗ν∗β = γ∗
(
XβydΘ̃

)
.

Por otra parte, y dado que γ es extremal del problema
(
Wλ, Θ̃, {0}

)
, la proposición 8 nos

asegurará que γ∗
(
XβydΘ̃

)
= 0; entonces φ∗β = 0. Si β ∈ Γ (Ip) y p > n, entonces φ∗β = 0 por

ser dimM = n; si, por otra parte, p < n, tomamos α una (n− p)-forma arbitraria, y entonces
β ∧ α ∈ Γ (In) debido a que I es un ideal, de donde deducimos que φ∗β = 0 en este caso
también. Entonces φ es una sección integral de I.
Resta probar que φ es una extremal del problema variacional (Λ, λ, I). Consideremos para ello
una curva t 7→ φt ∈ Γ (I), junto con un levantamiento2 t 7→ γt ∈ Γ

(
Wλ

)
tal que γ0 = γ. Por ser

problema Lepage equivalente, debe valer que∫
K

φ∗tλ =

∫
K

γ∗t Θ̃

para todo t y toda subvariedad K ⊂ M compacta; teniendo en cuenta que γ es una extremal
para el problema canónico, resulta que φ0 = φ es una extremal para el problema variacional
original. �

Esta demostración fue extraída de [Got91b]. La naturaleza contravariante de un problema Le-
page equivalente es mucho más difícil de tratar. De hecho, es la noción de transformada de Le-
gendre la que permite demostrar la contravariancia de muchos problemas mecánicos, como se
muestra en [GN79] para lagrangianos casi regulares. El siguiente ejemplo indica este fenómeno
en un contexto más reducido.

Ejemplo 4.3A: Contravariancia y transformada de Legendre. Tomemos el problema varia-
cional no estándar (TQ× R→ Q× R→ R, Lds, Icont) ya estudiado en la sección 3.4. Como
se mostrará en el ejemplo 4.3B más adelante, el Lepage equivalente canónico en este caso es
equivalente al principio de Hamilton-Pontrjagin, sección 4.3.1. Establecer la contravariancia
del problema canónico en este caso implica demostrar, para cada sección integral σ : s 7→(
s; qi (s) , vi (s)

)
del EDS de Euler-Lagrange

(12)

{
dqi − vids
dL̄vi − L̄qids

que existe una colección de funciones s 7→ pi (s) tales que

Σ : s 7→
(
s; qi (s) , vi (s) , pi (s)

)
2Esto es consecuencia de la propiedad de levantamiento de homotopías de los fibrados.
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es una sección integral del EDS de Hamilton-Cartan asociado al principio de Hamilton-Pontrjagin

(13)


dqi − vids
dpi − L̄qids(
pi − L̄vi

)
ds.

Así llegamos al resultado siguiente, que es una traducción del lema 15 al nuevo lenguaje.

Lema 16. El problema Lepage equivalente canónico asociado a

(TQ× R→ Q× R→ R, Lds, Icont)

es contravariante.

DEMOSTRACIÓN. Se define

Σ : s 7→
(
s; qi (s) , vi (s) ,

∂L̄

∂vi
(q (s) , v (s))

)
,

donde σ : s 7→
(
s; qi (s) , vi (s)

)
satisface el EDS (12), esto es{

σ∗
(
dqi − vids

)
= 0

σ∗
(
dL̄vi − L̄qids

)
= 0.

Es inmediato verificar que en tal caso Σ es sección integral del EDS (13). �

Vemos que, en este caso, la sección integral del problema canónico es el levantamiento de la
sección integral del EDS de Euler-Lagrange a lo largo de la transformada de Legendre. Fórmu-
las similares se utilizan en la demostración de la contravariancia del problema canónico en el
contexto de teorías de campo, ver [Got91b]. s

A continuación mostraremos la construcción de otro tipo de problema Lepage equivalente,
inspirada en la construcción canónica, que reduce el número de variables dependientes adi-
cionales (i.e., el rango del fibrado Λ̃ sobre Λ) aunque manteniendo la covariancia. En general
esta construcción tendrá menos chances de ser contravariante, aunque veremos con algunos
ejemplos que se comporta razonablemente bien en algunos casos.

4.3.3. Otro problema Lepage equivalente canónico. El problema Lepage equivalente ca-
nónico está diseñado para lidiar con EDSs generales; en nuestro caso, las estructuras de prolon-
gación vienen dadas usualmente por elementos en algún subfibrado particular, lo que ayuda a
simplificar el formalismo. Esto es, definamos

Z1 (Λ) :=

{
α ∈

•∧
(T ∗Λ) : v1yv2yα = 0 ∀v1, v2 ∈ V Λ

}
(donde V Λ es el fibrado vertical respecto de la estructura de fibrado Λ → M ) y supongamos
que los generadores de I están en Z1 (Λ); como antes, tenemos un subfibrado In ⊂

∧n
(T ∗Λ).

Sea Kn ⊂ In el subfibrado cuyas fibras son los subespacios Kn|γ ⊂ In|γ de formas de grado
algebraico 1 en los generadores; definamos K̃n := Kn ∩ Z1 (Λ). Dependiendo del EDS I, esta
definición puede dar lugar a un subfibrado afín W̃λ en

∧•
(T ∗Λ) con fibras

W̃λ
∣∣∣
γ

:=

{
λ|γ + ψ : ψ ∈ K̃n

∣∣∣
γ

}
.

Como antes, la aplicación ν : W̃λ → Λ es la restricción de la proyección canónica τ̄•Λ :
∧•

(T ∗Λ)→
Λ. Las razones para esta elección serán evidentes más adelante: Los problemas variacionales
asociados a formas en Z1 (Λ) tienen una descripción bien comportada en términos de la diná-
mica sobre una variedad presimpléctica (en general de dimensión infinita, cf. prop. 5.5.4).
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Definamos el fibrado pullback π∗
(∧•

(T ∗M)
)

sobre Λ; entonces tenemos el diagrama conmu-
tativo

π∗

( •∧
(T ∗M)

)
•∧

(T ∗M)

Λ M
?

π∗(τ̄•M )

-f

?

τ̄•M

-
π

Sea Z0 (Λ) ⊂
∧•

(T ∗Λ) el subfibrado de formas semibásicas sobre Λ, y defínase Zk0 (Λ) :=

Z0 (Λ) ∩
∧k

(T ∗Λ) para todo k ∈ N. El siguiente lema puede encontrarse en [Sau89] (cf. lema
3.3.5 allí).

Lema 17. Existe una identificación natural entre los fibrados π∗
(∧•

(T ∗M)
)

y Z0 (Λ).

Esta identificación nos provee con la aplicación f , que tiene la siguiente propiedad.

Proposición 12. La aplicación submersiva de fibrados f : Z0 (Λ)→
∧•

(T ∗M) verifica

(14)
(
f |Zk0 (Λ)

)∗
ΘM
k = ΘΛ

k

∣∣Zk0 (Λ) , ∀k ∈ N

donde ΘΛ
k ∈ Ωk

(∧k
(T ∗Λ)

)
y ΘM

k ∈ Ωk
(∧k

(T ∗M)
)

son las k-formas canónicas sobre los espacios
correspondientes.

Simplificaciones más importantes pueden realizarse si el EDS en cuestión admite un conjunto
de generadores globales

I|γ = R
〈
α1

1

∣∣
γ
, · · · , α1

k1

∣∣
γ
, α2

1

∣∣
γ
, · · · , α2

k2

∣∣
γ
, · · · , αp1|γ , · · · , α

p
kp

∣∣∣
γ

〉
, ∀γ ∈ Λ,

donde
〈
αj1, · · · , α

j
kj

〉
diff

= I(j) =: I ∩ Ωj (Λ). Estamos suponiendo que aunque αji ∈ Z1 (Λ)

para todo j = 1, · · · , p, i = 1, · · · , kj , ninguno de ellos está en Z0 (Λ). Definamos ahora Λ̃ :=

Λ×M
⊕p

l=1 (
∧ml T ∗M)

⊕kl donde3ml := n−l; el lema anterior nos permite definir Fλ : W̃λ → Λ̃
via

Fλ : λ|γ +

p∑
l=1

kl∑
i=1

αli
∣∣
γ
∧ βiml 7→

7→
(
γ, f

(
β1
m1

)
, · · · , f

(
βk1
m1

)
, · · · , f

(
β1
mp

)
, · · · , f

(
βkpmp

))
.

Sobre Λ̃ definimos además la n-forma

λ̃ :=

p∑
l=1

 kl∑
j=1

αlj ∧ βjml

− λ;

Además asumiremos que la ecuación lineal
p∑
l=1

kl∑
i=1

αli
∣∣
γ
∧ βiml = 0

admite sólamente la solución trivial βjml = 0. En este contexto vale el resultado siguiente, que
nos asegura que podemos utilizar Λ̃ como Lepage equivalente en todos los casos en los que el
EDS de prolongación I admita generadores globales; en cualquier caso, este lema nos provee
con una descripción local para el problema Lepage equivalente canónico modificado.

3Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que p ≤ dimM = n, porque estamos tratando con secciones
integrales, que es un subconjunto de variedades integrales de dimensión n para I.

45
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Lema 18. Supóngase que I admite un conjunto de generadores con las propiedades detalladas más
arriba; entonces la aplicación Fλ : W̃λ → Λ̃ es un difeomorfismo, y F ∗λ λ̃ = Θ̃.

Como mencionamos anteriormente, la diferencia principal entre nuestra construcción y la del
problema Lepage equivalente canónico es que en nuestro caso el fibrado afín tiene rango me-
nor. Esto tiene como ventaja que debemos tomar en cuenta una menor cantidad de variables
dependientes, y como desventaja que aumentan las probabilidades de que el problema Lepage
equivalente hallado no sea contravariante. Sin embargo será mostrado (con ejemplos) que esta
prescripción funciona muy bien en casos importantes.

4.3.4. Lepage equivalente canónico para un problema no estándar. Apliquemos estas
consideraciones a nuestro problema. Lo más importante a tener en cuenta es que, si un dado
problema variacional no estándar admite un problema Lepage equivalente bivariante, entonces
se lo puede considerar como un tipo de Principio de Hamilton-Pontrjagin; de hecho, probare-
mos más adelante que la construcción detallada aquí conduce en el caso de la mecánica clásica
a este problema variacional (véase ejemplo 4.3B).

Enonces supongamos que tenemos el problema no estándar definidos por los siguientes datos
Λ→ Λ1 →M,

I ⊂ Ω• (Λ) ,

S [σ] :=
∫
M

(prσ)
∗

(λ) .

Si I en el problema no estándar dado satisface las condiciones adecuadas de regularidad (i.e.
la hipótesis de “rango constante”), entonces el problema variacional (Λ→M, I, λ) tendrá un
problema Lepage equivalente canónico

(
W̃λ →M, {0} , Θ̃

)
, y podremos aplicar el esquema

descrito arriba. Para llevar adelante esta tarea localmente, supongamos como arribva que las
fibras del fibrado I sobre un abierto U ⊂ Λ pueden escribirse como

I|γ = R
〈
α1

1

∣∣
γ
, · · · , α1

k1

∣∣
γ
, α2

1

∣∣
γ
, · · · , α2

k2

∣∣
γ
, · · · , αp1|γ , · · · , α

p
kp

∣∣∣
γ

〉
, γ ∈ U

de manera que la estructura de prolongación I está diferencialmente generada por

I =
〈
αji : 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ ki

〉
diff

sobre U , donde
〈
αj1, · · · , α

j
kj

〉
diff

= I(j) =: I ∩ Ωj (U). Entonces podemos definir para cada

1 ≤ l ≤ p los números ml := dim (M)− l y la n-forma resulta

λ̃ :=

p∑
l=1

 kl∑
j=1

αlj ∧ βjml

− λ
donde

(
βm1

1 , · · · , βm1

k1
, · · · , βmp1 , · · · , βmpkp

)
denota secciones de algún fibradoKml ⊂

∧ml (T ∗Λ)

complementario a I l := I∩
∧l

(T ∗Λ); los superíndices en estas secciones indican por lo tanto su
grado (en el sentido de álgebra exterior). Se probará en los ejemplos a continuación que, en im-
portantes casos, las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas al problema no estándar definido
por los datos 

Λ̃
id−→ Λ̃→M,

0 ⊂ Ω• (Λ) ,

S [σ] :=
∫
M

(prσ)
∗
(
λ̃
)
,
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4.3. Formalismo multisimpléctico mediante Lepage equivalencia

tienen una familia de soluciones isomorfa a la familia de soluciones del sistema anterior; esto
es, en tales casos el problema Lepage equivalente así definido es contravariante. Por la propo-
sición 8, las ecuaciones de Euler-Lagrange para una sección estacionaria σ ∈ Γ

(
Λ̃
)

son

(15) σ∗
(
V ydλ̃

)
= 0, ∀V ∈ Γ

(
V Λ̃
)

porque no hay condiciones para la admisibildad de variaciones; estas secciones son secciones
integrales para el EDS

(16) I :=
〈
V ydλ̃ : V ∈ Γ

(
V Λ̃
)〉

diff
.

Llamaremos a este EDS el EDS DE HAMILTON-CARTAN (como en la proposición 8 para extre-
males de problemas variacionales usual).

4.3.5. Algunos ejemplos. Ilustraremos con algunos ejemplos cómo los problemas varia-
cionales usuales encajan en nuestro esquema no estándar; además usaremos este esquema en
ejemplos con descripción no estándar propiamente dicha.

Ejemplo 4.3B: Principio de Hamilton-Pontrjagin. Consideremos el problema variacional es-
tándar de la mecánica clásica; este esquema puede encontrarse en [Gri98, HTT91]. El fibrado
subyacente al problema Lepage equivalente de la mecánica clásica será

•∧
(T ∗ (R× TQ)) = T ∗ (R× TQ) = R× R× T ∗TQ.

Para construir una versión local del problema Lepage equivalente canónico, fijamos un abierto
coordenado U ′ ⊂ Q. Entonces sobre U := R × TU ′ el EDS I está generado por la colección
de formas θi := dqi − q̇idt; por lo tanto el fibrado I ⊂ T ∗ (R× TQ) tendrá como fibras los
subespacios

I|(t,q,q̇) =
{
aiθ

i : ai ∈ Rn and i = 1, · · · , n
}
.

Por consiguiente I1 = K1 (los elementos en I son de primer grado en los generadores); además

T ∗ (R× TQ) ⊂ Z1 (R× TQ)

lo cual implica que K̃1 = K1 ∩ Z1 (R× TQ) = I1. En término de nuestra descripción local
obtenemos que W̃λ

∣∣∣U = U × Rn, donde

W̃λ
∣∣∣
(t,q,q̇)

=
{
−Ldt+ aiθ

i : ai ∈ R, i = 1, · · · , n
}

∀
(
t, qi, q̇i

)
∈ U.

Las a’s en la fórmula anterior tienen un significado importante en relación a la variedad Λ̃ :=

R×(TQ⊕ T ∗Q) con la 1-forma λ̃ ∈ Ω1
(

Λ̃
)

definida mediante λ̃
∣∣∣
(t,v,α)

:= − [L (α)− α (v)] dt+

ω1
∣∣
α

, como muestra el lema siguiente.

Lema 19. La aplicación PL : W̃λ → Λ̃ dada localmente por

PL
(
−Ldt+ aiθ

i
)

=

(
t, q̇i

∂

∂qi
⊕ aidqi

)
es un difeomorfismo, y P ∗Lλ̃ = Ω̃.

Podemos trabajar entonces directamente en el espacio Λ̃ = R× (TQ⊕ T ∗Q), donde localmente

λ̃ = pi
(
dqi − q̇idt

)
− Ldt.

El problema Lepage equivalente canónico consiste en hallar secciones σ de R × (TQ⊕ T ∗Q)
que son extremales para

S [σ] =

∫
R
σ∗
(
pi
(
dqi − q̇idt

)
− Ldt

)
;
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las ecuaciones para una sección estacionaria σ : t 7→ (q (t) , q̇ (t) , p (t)) son por lo tanto
dqi − q̇idt = 0

dpi − Lqidt = 0

(pi − Lq̇i) dt = 0.

O sea, hemos conseguido reformular el principio de Hamilton-Pontrjagin en este contexto. s

Ejemplo 4.3C: Teorías de campo de primer orden. Las teorías de campo de primer orden tra-
bajan con secciones σ de un fibrado π : F → M con fibra típica V ; una densidad lagrangiana
L ∈ C∞

(
J1 (π)

)
nos permite definir la acción

S [σ] :=

∫
M

(L ◦ prσ) dx0 ∧ · · · ∧ dx3

=

∫
M

(
L ◦ j1σ

)
dx0 ∧ · · · ∧ dxn

de acuerdo a consideraciones hechas anteriormente. Sea U ⊂ F una carta coordenada adapta-
da, cuyas componentes son

(
xk, uβ

)
; entonces I sobre Û := J1 (π)

∣∣U tiene los generadores{
θα := duα − uαkdxk : α = 1, · · · ,dimV

}
⊂ Ω1

(
Û
)
.

Por lo tanto el fibrado I admite sobre Û la siguiente descripción

In| Û =
{
βn−1
α1
∧ θα1 + βn−2

α1α2
∧ θα1 ∧ θα2 + · · ·

· · ·+ β0
α1···αnθ

α1 ∧ · · · ∧ θαn : βn−kα1···αk ∈ Ωn−k
(
Û
)
, k = 1, · · · , n

}
y tendremos para el subfibrado Kn que

Kn| Û =
{
βn−1
α1
∧ θα1 : βn−1

α1
∈ Ωn−1

(
Û
)}

.

También

Z1

(
Û
)

=
{
ZJdxJ + Zα,Jduα ∧ dxJ : |J | ≥ 1

}
dándonos la siguiente expresión local de K̃n:

K̃n
∣∣∣ Û =

{
β̃n−1
α1
∧ θα1 : β̃n−1

α1
∈ Zn−1

0

(
Û
)}

.

Luego

W̃λ
∣∣∣ Û =

{
λ+ β̃n−1

α1
∧ θα1 : β̃n−1

α1
∈ Zn−1

0

(
Û
)}

;

via la aplicación Fλ podremos escribir

W̃λ
∣∣∣ Û ' Û ⊕ [n−1∧

(T ∗M)

]⊕dimV

,

y esta es la descripción local que adoptaremos. Por lo tanto podemos considerar la forma de
Cartan sobre Λ̃ := Û ⊕ Z con coordenadas locales

(
xk;uα, uαk ,mα

)
; aquí hemos puesto Z :=[∧n−1

(T ∗M)
]⊕dimV

, denotando el conjunto de dimV formas de grado n − 1 sobre M . Por
consiguiente podremos escribir

λ̃ := mα ∧
(
duα − uαkdxk

)
− Ldx0 ∧ · · · ∧ dxn−1
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para la forma de Cartan. Si las variaciones son (0; δuα, δuαk , δmα) entonces las ecuaciones de
Hamilton-Cartan resultan

(0; δuα, δuαk , δmα)ydλ̃ = 0⇒

⇒
(
∂L

∂uα
δuα +

∂L

∂uαk
δuαk

)
dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1 + δmα ∧

(
duα − uαkdxk

)
−

− δuαdmα −mαδu
α
kdxk = 0.

Ahora podemos definir la siguiente colección de (n− 1)-formas (Γα) via(
∂L

∂uαk
δuαk

)
dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1 = Γαδu

α
kdxk, ∀δuαk ,

de donde obtenemos que las soluciones

xk 7→
(
xk;uα (x) , uαk (x) ,mα (x)

)
deben verificar el EDS generado localmente por

Γα −mα = 0

duα − uαkdxk = 0

dmα −
(
∂L
∂uα

)
dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1 = 0.

Este sistema proyecta sobre la versión local de las ecuaciones de Euler-Lagrange para las teorías
de campo de primer orden. El espacio de multimomentos es localmente Û ⊕ Z . s

Ejemplo 4.3D: Electromagnetismo - Cont. La primera teoría no estándar canónica que con-
sideraremos es el electromagnetismo, tal como lo hemos venido trabajando aquí; en este caso
tenemos que Λ̃ :=

∧2
(T ∗M)⊕Λ and λ̃ = p∗1 (∗Θ2)∧(dp∗3Θ1 − p∗2Θ2)+λ, siendo pi la proyección

en el i-ésimo sumando de Λ̃ y λ es el pullback de la forma correspondiente sobre Λ. Como an-
tes, supongamos que indicamos con (P, F,A) ∈ Λ̃ un elemento de este espacio de (multi)fases;
entonces una sección σ : x 7→ (P (x) , F (x) , A (x)) será una solución para las ecuaciones (15)
sii 

F = dA
P = ∗F
dP = 0.

Por consiguiente el espacio de momentos coincide con el espacio de velocidades. s

Ejemplo 4.3E: Modelos sigma Poisson. Los modelos sigma Poisson [CF01, BS03, BZ05, Rub06]
pueden analizarse desde este punto de vista. Éste es un sistema interesante, dado que su des-
cripción usual (cf. las referencias citadas arriba) es no estándar, en el sentido de que trabaja con
variaciones sin una estructura de prolongación. Concretamente, para una superficie Σ y una
variedad de Poisson (M,π) tenemos la fibración

Λ̃ :=

2∧
(T ∗ (M × Σ))→ Σ×M → Σ.

Entonces el abierto S := Z2
1 (Σ×M) − Z2

0 (Σ×M) es un subfibrado; llamemos ν : S → Σ la
restricción de la proyección anterior. El problema variacional para el modelo Sigma Poisson es
el triple

(
S ν−→ Σ, 0, λ̃

)
, donde en las coordenadas locales (ξα, xµ, ηβν) asociadas a un sistema

de coordenadas sobre M × Σ via

α ∈ S|(x,ξ) 7→ −ηβνdξβ ∧ dxν ,
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la 2-forma λ̃ viene dada por

λ̃
∣∣∣
(ξ,x,η)

:= −ηβνdxν ∧ dξβ +
1

2
πµνηαµηβνdξα ∧ dξβ .

La estructura de Poisson sobre M define una aplicación de fibrados Π : T ∗M → TM y por lo
tanto induce otra aplicación de fibrados (inidicada por el mismo símbolo) Π : T ∗ (M × Σ) →
TM × T ∗Σ; entonces la forma λ̃ puede escribirse en términos globales como

λ̃
∣∣∣
η

= Θ2|η +
1

2
〈Π (η) ∧, η〉

donde 〈·, ·〉 es el “pairing” de un elemento de TM × T ∗Σ con un elemento de T ∗ (M × Σ) '
T ∗M × T ∗Σ y Θ2 es la 2-forma canónica (restringida a S). Los generadores locales del EDS de
Hamilton-Cartan EDS son en este caso{

dxµ − πµνηανdξα,
dηασ ∧ dξα − 1

2 (∂σπ
µν) ηαµηβνdξβ ∧ dξα.

Por consiguiente estos sistemas están naturalmente formulados en un espacio multisimplecti-
co. s
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Capítulo 5

Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

EL objetivo de este capítulo es desarrollar una teoría hamiltoniana para cualquier problema
variacional Lepage-equivalente de uno dado no estándar. El dato inicial consiste pues en

un fibrado Λ̃
p−→ M sobre una variedad M , la cual se denominará espacio-tiempo debido a

sus aplicaciones físicas, y una n-forma λ̃ sobre Λ̃ (donde n = dimM ); no es necesario (y de
hecho, por lo general esto no ocurre) que Λ̃ sea un fibrado vectorial. Con estos datos armamos
el problema variacional

(
Λ̃→M, λ̃, 0

)
; veremos en las secciones siguientes cómo asociar a este

problema variacional una variedad presimpléctica (en general, de dimensión infinita) con un
hamiltoniano sobre ella. Entonces probamos que las soluciones del sistema dinámico definido
así se corresponden con las extremales del problema variacional.
Aunque una discusión más completa acerca del método de Dirac y el algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds podrá encontrarse en un capítulo posterior, conviene desviarnos un poco de
nuestro recorrido para describir someramente qué son los vínculos de Dirac y cuál es su lugar
en el contexto de una teoría de campo.

5.1. Justificación de nuestra construcción

El problema a resolver es el de intentar una descripción en términos de geometría de dimensión
finita de los vínculos de Dirac en teorías de campo. Estos vínculos aparecen cuando se intenta
hallar una descripción canónica de algún problema variacional que involucre secciones de al-
gún fibrado (que llamaremos fibrado de campos) sobre el espacio-tiempo [Dir65, HT92, Sun82].
Como se explicará en detalle en el capítulo 6, la construcción usual necesita una descompo-
sición del fibrado de campos y del espacio-tiempo en hojas de tiempo constante; con ello y el
lagrangiano de la teoría puede introducirse sobre el espacio de secciones a tiempo constante
una estructura presimpléctica y una función hamiltoniana. La aplicación del así llamado al-
goritmo de Gotay, Nester y Hinds a este dato da origen a lo que denominaremos los vínculos de
Dirac de la teoría, que resultan ser restricciones a las secciones en la hoja de tiempo elegida para
la construcción. Un detalle que sin dudas llama la atención en esta descripción es el siguiente:
¿Cuál es la dependencia de los vínculos de Dirac de las elecciones hechas en su construcción? O
sea, no se puede dejar de notar que hemos introducido una descomposición de todo el fibrado
de campos en términos de hojas de tiempo constante, y además hemos tenido que elegir una
de tales hojas. Las exigencias usuales de covariancia de la física subyacente limitan el alcance
de dicha dependencia, y un buen entendimiento de la naturaleza de los vínculos no debe dejar
de lado este aspecto.
Existe por otro lado en la literatura un enfoque al problema de definir una teoría hamiltoniana
asociada a un problema variacional para una teoría de campos que se ajuste a los requisitos
de covariancia: Son las teorías de espacio de fases covariante [CW87]. En ellas, y de acuerdo a un
receta no muy clara, se construye una estructura presimpléctica sobre una hoja de tiempo cons-
tante, verificando que la misma es invariante por homotopías. Esto es, si se tienen un par de
subvariedades correspondientes a hojas de tiempo constante respecto a dos descomposiciones
del fibrado de campos que son además homotópicas entre sí, esta homotopía induce un difeo-
morfismo a nivel de secciones, y se prueba que la estructura presimpléctica es invariante por
este difeomorfismo. Parte esencial de esta prueba necesita que se considere el fibrado tangente
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a un espacio de secciones. Este hecho hace indispensable la reflexión acerca de estructuras dife-
renciables sobre espacios de dimensión infinita. Las definiciones usuales para estas estructuras
requieren un espacio de Banach sobre el cual modelar el espacio en cuestión [Eel66, BSF98];
existen enfoques más generales [Mic78, KM97], que no consideraremos en el presente traba-
jo, dado que necesitamos utilizar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds tal como se presenta
en [GNH78], que modela las variedades de dimensión infinita sobre espacios de Banach refle-
xivos. De cualquier manera, una vez que se tiene la estructura presimpléctica invariante por
homotopías, es inmediato probar que la misma depende sólo de las clases de homotopía de
subvariedades del fibrado de campos a dimensión espacial, y esto discretiza el conjunto de
posibles estructuras presimplécticas: Si dos descomposiciones tienen sus hojas de tiempo cons-
tante en la misma clase, entonces no hay que preocuparse sobre la dependencia de la misma
respecto de las elecciones necesarias para la construcción de los vínculos de Dirac.

Ejemplo 5.1A: Hojas de tiempo constante y estructura simpléctica. Consideremos un ejemplo
en el que la estructura presimpléctica sobre el espacio de secciones de dos hojas de tiempo
constante no homotópicas es necesariamente distinta. Para ello consideremos sobre T 2 = S1 ×
S1 el fibrado lineal tal que en la dirección del primer círculo es una banda de Möbius y en la
dirección del segundo un cilindro; si M

pM−→ S1 es la banda de Möbius, estamos pensando en
el fibrado T 2 ×M → T 2 cuya proyección es p := p1 × pM . Si el segundo círculo es el tiempo,
las secciones de la hoja del fibrado a tiempo constante se corresponden con funciones sobre el
círculo antiperiódicas. Si, en cambio, la variable tiempo se corresponde con el primer círculo, las
secciones de alguna hoja a tiempo constante corresponde a secciones del cilindro, que son todas
las funciones a valores reales sobre el círculo, esto es, funciones periódicas sobre el mismo.
Estos espacios no son ni siquiera homeomoformos en, por ejemplo, la topología compacta-
abierta, dado que cualquier par de secciones antiperiódicas, si no son iguales, comparten un
número impar de puntos, mientras que las periódicas pueden tener imágenes disjuntas. s

De cualquier forma las exigencias de covariancia tienen por lo general carácter local, por lo que
cada una de las familias de formas presimplécticas asociadas a un problema variacional son
estructuras válidas y su elección final dependerá de otro tipo de consideraciones. Lo destacable
de la construcción del espacio de fases invariante es que provee el marco adecuado para una
correcta definición de los vínculos de Dirac; la desventaja es que dicho espacio de fases es
precisamente el espacio de extremales del problema variacional, en cuyo entendimiento juegan
algún rol los mismos vínculos de Dirac. Para resolver este aparente círculo vicioso, apelaremos
a la teoría de sistemas diferenciales exteriores descrita en el capítulo 2: El teorema de Cartan-
Kähler nos permitirá establecer correspondencias entre las soluciones del problema mecánico
y soluciones sobre una variedad de dimensión menor (estamos pensando específicamente en
hojas de tiempo constante), que utilizaremos para describir el espacio de soluciones.

Ejemplo 5.1B: Ecuación de onda. Trataremos un caso clásico desde este punto de vista. Sobre
las secciones del fibrado F := J1 (K,R) ×K T ∗K → K (K ⊂ R2 la clausura de un abierto
conexo y acotado) con coordenadas (t, x, u; p, q;m,n), consideramos el problema variacional
definido por el funcional

S [σ] :=

∫
K

σ∗λ

donde λ ∈ Ω2 (F ) viene dado por

λ|(t,x;p,q;m,n) :=
(
p2 − q2

)
dt ∧ dx+ α ∧ (du− pdt− qdx)
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y α := mdt+ ndx. Efectuando la variación respecto de todos los grados de libertad se obtiene
el EDS 

du− pdt− qdx = 0,

dm ∧ dt+ dn ∧ dx = 0,

(2p+ n) dt ∧ dx = 0,

(2q −m) dt ∧ dx = 0,

sujeto a la condición de independencia dt ∧ dx 6= 0. Esto conduce al siguiente EDS sobre
F ′ := J1 (K,R)→ K dado por 

du− pdt− qdx = 0,

dq ∧ dt− dp ∧ dx = 0,

dp ∧ dt+ dq ∧ dx = 0

con la misma condición de independencia. Un subespacio 1-dimensional del tangente E dado
por

E := 〈∂x + Ux∂u + Px∂p +Qx∂q〉
será 1-integral para este EDS si y sólo si Ux = q. El espacio polar asociado a un tal elemento
integral estará entonces determinado por el sistema

du− pdt− qdx = 0,

Qxdt− Pxdx+ dp = 0,

Pxdt+Qxdx− dq = 0

que tiene rango maximal; como esta condición se debe verificar en un abierto de G1 (TF ′),
resulta que E debe ser Kähler-regular. Finalmente, veamos que los elementos integrales de
esta forma son también extensibles; definiendo

E+ := E + 〈∂t + Ut∂u + Pt∂p +Qt∂q〉
entonces E+ será 2-integral si y sólo si

Ut = p,

Qx + Pt = 0,

Qt − Px = 0.

Por consiguiente todo elemento 1-integral será extensible, y estamos en posición para aplicar
el teorema de Cartan-Kähler: Por cada subvariedad integral de dimensión 1 contenida en una
hoja t = k ∈ R de F ′ pasa una única subvariedad integral de dimensión 2 (dado que en es-
te caso dimH (E) = 2, tenemos que r = 0 y no hay necesidad de imponer las condiciones
adicionales provistas por R). Esto es, podemos describir las extremales del problema varia-
cional original con curvas de la forma x 7→ (x, k, f (x) ; g (x) , f ′ (x)) para f, g funciones reales
arbitrarias (siempre hay que admitir un grado suficiente de diferenciabilidad , sin olvidar la
analicitidad indispensable por las hipótesis del teorema de Cartan-Kähler) o, de manera equi-
valente, mediante subvariedades 1-integrales del EDS original que viven en la hoja de tiempo
constante t = k. s

La moraleja del ejemplo anterior debe quedar clara: Bajo condiciones de involutividad, uno
puede reducir el estudio de las extremales de un problema variacional al estudio de las varie-
dades integrales de un EDS asociado viviendo sobre una hoja (subvariedad de codimensión 1)
del espacio en cuestión. Es más, el EDS asociado es simplemente el pullback del EDS determi-
nado por las ecuaciones de movimiento a la hoja.

Ejemplo 5.1C: Espacio de fases invariante en mecánica clásica. Veamos un ejemplo extremo
de la construcción del espacio de fases invariante: La mecánica clásica. En este caso uno trabaja
sobre (T ∗Q⊕ TQ) × I siendo Q el espacio de configuraciones e I ⊂ R un intervalo compacto

53



Capítulo 5. Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

conteniendo 0 en su interior; en las coordenadas locales (q, v, p) la forma de Cartan que lo
describe viene dada por λ := Ldt + pi

(
dqi − vidt

)
= −Hdt + pidqi, donde H := piv

i −
L. El EDS que caracteriza a sus extremales estará generado por (asumiendo la condición de
independencia dt 6= 0 sobre ellas) 

dpi +Hqidt,
dqi −Hpidt,
Hvi = 0.

Las dos primeras líneas equivalen a las ecuaciones de Hamilton; como se reducen a un sistema
de ecuaciones ordinarias de primer orden, sus soluciones están en relación uno a uno con los
datos iniciales. Luego existe una biyección entre el espacio de soluciones de las ecuaciones de
las dos primeras líneas y, por ejemplo, T ∗Q⊕ TQ× {0}, la hoja de nuestro espacio correspon-
diente al instante t = 0. Sin embargo, nada a priori nos asegura que cada uno de los puntos de
esta hoja satisfagan la tercera línea. Si, por ejemplo, el lagrangiano L es independiente de algu-
na de las velocidades, digamos vk, el momento pk correspondiente se anula, y la primera línea
debe actuar en consecuencia, conduciendo a la condición algebraica Hqk = 0. En la referencia
[HTT91] se puede encontrar la manera de relacionar este hecho con la aparición de vínculos
de Dirac en la teoría usual. Adelantemos, por lo pronto, que la noción de involutividad requie-
re que el EDS en cuestión no tenga condiciones algebraicas, por lo que se necesita restringir
dicho EDS al conjunto de puntos que verifican tales condiciones; los vínculos de Dirac están
asociados, por lo tanto, a la búsqueda de involutividad del EDS asociado a las ecuaciones de
movimiento. s

Notemos entonces que la posibilidad de describir el espacio de soluciones mediante condi-
ciones iniciales está ligada a ciertas propiedades estructurales de las mismas ecuaciones de
movimiento. Queda planteada entonces la cuestión acerca de si es posible usar las ecuaciones
de movimiento sólamente para conocer el espacio de soluciones. La raíz del problema se pue-
de vislumbrar sin dudas: En general cuando se mezclan condiciones diferenciales de diferente
orden, no siempre alcanza con dar el dato inicial para determinar una solución. Como vimos
anteriormente, un sistema de ecuaciones diferenciales (de diferente orden, y que involucre qui-
zás condiciones algebraicas) que admite una reducción tal se dice que es involutivo. Luego si
nos interesa trabajar con alguna descripción del espacio de soluciones mediante condiciones
iniciales, es imprescindible tener en cuenta este aspecto de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales.

Ejemplo 5.1D: Involución en sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. La noción de
involutividad está pensada originalmente para sistemas de ecuaciones en derivadas parcia-
les, en donde el fenómeno es muy fácil de encontrar. Por ejemplo, consideremos el problema
variacional sobre secciones del fibrado trivial R3 × K → K, K como en el ejemplo 5.1B, con
coordenadas (u, v, w;x, y) 7→ (x, y) que consiste en extremar la acción asociada a la 2-forma

λ|(u,v,w;x,y) := (du−Adx−Bdy) ∧ (vdy + wdx)

siendo A,B funciones de x, y. Al efectuar la variación obtenemos que las funciones

u = u (x, y) , v = v (x, y) , w = w (x, y)

que caracterizan a una sección extremal deben satisfacer el sistema
ux −A = 0,

uy −B = 0,

vx − wy = 0.

Supongamos que queremos caracterizar al espacio de soluciones de este sistema. Tomamos y
constante, y resolvemos las ecuaciones que dependen de las derivadas en x; luego tendremos

54



5.2. Espacio de secciones

que
u = a (y)

siendo a (y) una primitiva (en la variable x) para A (x, y). Reemplazando en la segunda ecua-
ción resultará que

B =
∂a (y)

∂y

o, derivando ambos miembros respecto de x

Bx −Ay = 0.

Entonces no habrá solución a menos que las funciones A y B satisfagan esta condición. s

Este último ejemplo caracteriza una nueva fuente de problemas a la hora de trabajar con las
soluciones a un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, las llamadas condiciones de inte-
grabilidad. Desde el punto de vista de las ecuaciones, estas condiciones se originan en la exis-
tencia de relaciones de conmutatividad entre las derivadas parciales de orden mayor que 1 de
cualquier solución; las condiciones de independencia, esto es, que las soluciones sean expresa-
bles localmente como funciones de variables en alguna subvariedad del espacio sobre el que
vive el EDS, agravan la situación, dado que descartan direcciones en las que la involutividad
del sistema podría estar asegurada.

La visión geométrica de las ecuaciones de movimiento provista por los EDSs codifica en la ope-
ración de prolongación la búsqueda de un EDS involutivo cuyas soluciones estén relacionadas
con las de las ecuaciones con las que se trabaja. En cualquier caso, supongamos que el EDS
asociado a las ecuaciones que describen a una extremal de un problema variacional es invo-
lutivo, y que sus elementos regulares1 contienen al tangente a la hoja de tiempo elegida. Esto
significará que si tomamos una solución del EDS que se obtiene del original al restringirlo a la
hoja de tiempo constante elegida, entonces existirá al menos una extremal que corta a esta hoja
en la solución elegida. Más aún, si el EDS es invariante por el campo transversal, uno puede
utilizar a tales soluciones (y algún otro conjunto de funciones adicionales) para parametrizar el
conjunto de extremales. En la filosofía del espacio de fases covariante, esto significa que puede
tomarse el conjunto de secciones de la hoja de tiempo constante, junto a las restricciones im-
puestas por el EDS inducido sobre ella por las ecuaciones extremales, como espacio de fases
del problema variacional.

5.2. Espacio de secciones

De la discusión previa se desprende la necesidad de poder manejar las condiciones iniciales de
un problema variacional, como una manera de comprender su espacio de extremales. Cuando
la dimensión del espacio base es 1, estas condiciones iniciales son puntos de una variedad de
dimensión finita; en presencia de dimensiones mayores de la base, éstas son secciones de una
hoja de tiempo constante en el fibrado de campos. Lo mejor que podemos esperar entonces
es que el conjunto que componen dichas secciones tengan una estructura diferenciable, y esto
nos coloca de lleno en el problema de determinar una estructura diferenciable conveniente
sobre un espacio de funciones. Debemos advertir, sin embargo, que la discusión de este tipo de
estructura no será tan detallada como quisiéramos, debido a que el tratamiento adecuado nos
llevaría demasiado lejos de nuestro objetivo principal. De todas formas, debe tenerse en cuenta
que estamos dejando de lado una buena cantidad de terreno virgen sin explorar por aquí.

1La noción de regularidad de un EDS se detalla en la sección correspondiente; intuitivamente, es comparable a
las que existen en ecuaciones ordinarias.
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5.2.1. Consideraciones previas. El dato inicial con el que construiremos una teoría de
vínculos à la Dirac es un problema variacional (Λ, λ, I), compuesto, como ya hemos visto, por
un fibrado Λ → M , una n−forma λ sobre Λ (donde n = dimM ) y un sistema diferencial
exterior I ⊂ Ω• (Λ), y el problema consiste en hallar las secciones Σ de Λ que extreman la
acción

Σ 7→
∫
M

Σ∗ (λ)

y que son integrales para I. Como vimos en el capítulo 4, bajo ciertas condiciones de regulari-
dad uno puede reformular este problema; o sea, puede construirse una aplicación ν : Λ̃→ Λ de
fibrados sobreM sobreyectiva tal que las extremales del problema variacional sobre Λ̃ dado por
el triple

(
Λ̃→M, λ̃, 0

)
están en correspondencia uno a uno a través de ν. A tal problema se lo

denominó Lepage equivalente. Si a esto le agregamos un par de hipersuperficies Λ̃0 ⊂ Λ̃,M0 ⊂M
tal que la proyección de Λ̃ restringida a Λ̃0 da una estructura de fibrado de esta hipersuperficie
sobreM0, y un campo vectorial ∂0 definido sobre Λ̃0 que sea complementario a ella, entonces el
espacio Γ

(
Λ̃0

)
adquiere una estructura presimpléctica y una función hamiltoniana (por defi-

niciones, ver más adelante). En cualquier caso, un resultado interesante que uno puede probar
con estos datos es que las secciones de Λ̃0 que satisfacen los vínculos de Dirac pueden ser des-
critas como secciones integrales de un sistema diferencial exterior sobre Λ̃0.
En este fugaz resumen uno puede distinguir ciertos hechos que deben examinarse con mayor
detenimiento:

La existencia de un problema Lepage equivalente asociado a uno dado. Esto tuvo una
respuesta afirmativa (bajo hipótesis razonables) en el capítulo 4.
La introducción de una estructura diferencial razonable sobre el espacio de secciones
nos provee con una descripción muy útil para los vectores tangentes, lo cual permite
precisar lo que entendemos por forma diferencial sobre el mismo espacio, y en parti-
cular con la noción de forma presimpléctica.
Se supone también que el método de Dirac da origen a una subvariedad final de víncu-
los. Esto puede llegar a ser una sobresimplificación en algunos casos, en los que uno
podría recurrir a otro tipo de descripción para este subconjunto (por ejemplo, en la
dirección algebraica y analítica, como en [CE06].)
La introducción del “slicing” para construir la forma presimpléctica implica la selec-
ción de ciertas banderas integrales en la verificación de involutividad al utilizar el teo-
rema de Cartan y Kähler; esto da origen a una nueva noción de involutividad, en los
que los elementos integrales regulares deben estar contenidos en algún subespacio de
vectores tangentes, y ello implica modificar el criterio de Cartan para la involutividad
de un EDS.

Además conviene tener presente que, en última instancia, los problemas variacionales con los
que trabajaremos son de la forma

(
Λ̃→M, λ̃, 0

)
, en donde la base M del fibrado subyacente

es de la forma M = Σ × R, para Σ compacta y (posiblemente) con borde. Luego los espa-
cios de secciones a considerar tendrán base compacta, lo cual simplifica razonablemente las
precauciones a tomar en su construcción.

5.2.2. Estructura diferencial sobre un espacio de secciones. En esta sección tenemos por
objetivo construir un tipo de estructura diferenciable sobre algún subconjunto razonable de
secciones de un fibrado dado; dicha estructura debe ser modelada sobre un espacio de Banach
reflexivo (para la correcta aplicación del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds), y debe contener
como funciones diferenciables las funcionales del tipo

s 7→
∫

Σ

s∗λ̃.
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Como vimos en el ejemplo 3.1A, esta condición puede ser muy fuerte cuando Σ no es com-
pacta; los trabajos de Michor y colaboradores [Mic78, KM97] apuntan a definir estructuras
diferenciables sobre espacios de secciones de este tipo de fibrados, de manera de incluir a tales
funcionales entre las funciones diferenciables. Aquí vamos a describir dos tipos de estructu-
ras diferenciables discutidas en la literatura, una de ellas sobre las secciones con un número
finito de derivadas continuas y otra definida sobre un espacio que, en rigor, no es exactamente
un espacio de secciones, los así llamados espacios de Sobolev, pero que puede considerarse co-
mo tal a partir de un resultado importante, denominado teorema de embebimiento, que permite
considerarlo un subconjunto de secciones con un número finito de derivadas continuas.

5.2.2.1. Espacios de Sobolev. Los requisitos para la aplicación del algoritmo de Gotay, Nes-
ter y Hinds no se ajustan bien a la topología CN , en tanto estos espacios no son en gene-
ral reflexivos; esto nos lleva a considerar espacios de Sobolev, basándonos en las referencias
[Mar74, Ada75]. Sea entonces O ⊂ Rn un abierto acotado y tal que ∂O es localmente el gráfico
de una función de Lifschitz continua; el conjunto CN

(
Ō,Rm

)
indica el conjunto de funcio-

nes con las derivadas hasta orden N continuas2. Para cada multiíndice α := (k1, · · · , kn), el
operador Dα : CN

(
Ō,Rm

)
→ CN−|α|

(
Ō,Rm

)
está definido mediante

Dαu :=
∂|α|u

∂xk1
1 · · · ∂x

kn
n

.

Para m ∈ N tal que m ≤ N , 1 ≤ p ≤ ∞ y u ∈ CN
(
Ō,Rq

)
, se definen los números

||u||m,p :=

 ∑
0≤|α|≤m

||Dαu||pp

1/p

||u||m,∞ := máx
0≤|α|≤m

||Dαu||∞,

donde ||·||p denota la norma en el espacio Lp
(
Ō,Rm

)
. Entonces los espacios de Sobolev se defi-

nen como sigue.

Definición 32. Para cada N ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞, los espacios de Sobolev HN,p (O,Rm) son el
completamiento de CN

(
Ō,Rm

)
respecto de la norma ||·||N,p.

La importancia de estos espacios residen en el lema siguiente [Ada75], ver también [ABM05].

Lema 20. Para cualquier N y 1 < p <∞, los espacios HN,p pueden describirse de la manera siguiente

HN,p (O,Rm) = {f ∈ Lp (O,Rm) : Dαf ∈ Lp (O,Rm) para 1 ≤ |α| ≤ N}
entendiendo la derivada en el sentido débil. Con la norma definida por ||·||N,p son espacios de Banach
reflexivos. Además, si p = 2, HN,2 (O,Rm) es un espacio de Hilbert con el producto

(u, v) :=
∑

1≤|α|≤N

(Dαu,Dαv) ,

donde (·, ·) sobre funciones denota el producto L2.

Para enunciar los hechos que nos interesan, fijemos la notación siguiente. SeaO abierto y acota-
do en Rn; luego su clausura Ō es un compacto. También vamos a suponer que el borde de O es
bien comportado; el requisito técnico (para abiertos acotados) es que el borde pueda represen-
tarse localmente como el gráfico de una función Lipschitz continua. Denotemos entonces con
el símbolo CjB (O,Rm) al conjunto de funciones con j derivadas continuas y acotadas sobre O,
con la norma

||u;CjB (O,Rm)|| := máx
0≤α≤j

sup
x∈O
||Dαu (x)||

2Esto es, que existen y son continuas en algún abierto O′ que contiene a Ō.
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Además consideraremos el subespacio cerrado Cj
(
Ō,Rm

)
⊂ CjB (O,Rm) compuesto de las

funciones que admiten j derivadas acotadas y uniformemente continuas sobreO, con la norma
||·;Cj

(
Ō,Rm

)
|| heredada del espacio ambiente. Como cualquier función acotada y uniforme-

mente continua sobre un abierto acotado O tiene una única extensión continua y acotada a la
clausura Ō, resulta que la notación adoptada para el conjunto Cj

(
Ō,Rm

)
no tiene ambigüeda-

des; entonces podemos decir que Cj
(
Ō,Rm

)
es el conjunto de funciones j veces diferenciable

con continuidad sobre algún abierto V que contiene al disco cerrado Ō.

Intuitivamente uno sabe que, manteniendo control sobre determinados órdenes de suavidad,
las funciones obtenidas como sucesión de funciones con ese orden de suavidad deben ser de-
rivables con continuidad en algún orden; suponiendo que3 p > 1 tenemos el teorema siguiente
[Ada75, Mar74, ABM05], que es una expresión de tal intuición.

Teorema 5. Si Mp > n, entonces tenemos el embebimiento

i : HM+j,p (O,Rm)→ Cj
(
Ō,Rm

)
.

Los embebimientos HM,p (O,Rm)→ Cj
(
Ō,Rm

)
significan que, para cada [u] ∈ HM,p (O,Rm),

existe u0 ∈ [u] ∩ Cj
(
Ō,Rm

)
tal que

(17) ||u0;Cj
(
Ō,Rm

)
|| ≤ K||u||M,p

para algún número positivo K independiente de u.

Lema 21. El embebimiento i : HM,p (O,Rm)→ Cj
(
Ō,Rm

)
es lineal y continuo.

DEMOSTRACIÓN. Si [u] , [v] ∈ HM,p (O,Rm), entonces

i ([u] + [v]) = i ([u+ v]) = (u+ v)0 ,

con (u+ v)0 ∈ [u+ v] ∩ Cj
(
Ō,Rm

)
; pero si u0 ∈ [u] ∩ Cj

(
Ō,Rm

)
, v0 ∈ [v] ∩ Cj

(
Ō,Rm

)
, será

[u0 + v0] = [u0] + [v0] = [u] + [v] = [u+ v] ,

con u0 +v0 ∈ Cj
(
Ō,Rm

)
, por lo cual (y dado que dos funciones diferenciables sobre un abierto

conexo que difieren en un conjunto de medida nula son iguales) (u+ v)0 = u0 + v0, de donde
i (u+ v) = u0 + v0 = i (u) + i (v), y esto prueba la linealidad. La condición (17) equivale a decir
que el embebimiento es acotado, y por lo tanto continuo. �

Esto quiere decir que si pedimos suficiente regularidad, nuestros espacios, pese a ser completa-
miento de un espacio de funciones suaves, contienen funciones derivables hasta algún orden.
Más específicamente, cada uno de los puntos de los espacios de Sobolev considerados son cla-
ses de equivalencias de funciones, las cuales difieren unas de otras en un conjunto de medida
nula; el teorema de embebimiento nos asegura que dentro de cada una de estas clases [u] existe
una función u∗ continuamente derivable hasta algún orden, y que la aplicación [u] 7→ u∗ es
continua si sobre Cl

(
Ō,Rm

)
se considera la norma del supremo hasta la derivada l-ésima. Es-

to en particular nos permite definir un operador lineal rest : HN,2 (O,Rm) → Cl (∂O,Rm) que
resulta además acotado, interpretando aquí Cl (∂O,Rm) como el conjunto de funciones Rm-
valuadas sobre ∂O con extensión continuamente diferenciable hasta un orden l a algún abierto
Ô que contiene a ∂O.

3El caso p = 1 es un poco menos regular, y no es de nuestro interés inmediato.
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5.3. Estructuras de variedad sobre espacios de secciones

Esta sección es una especie de excursión cultural, en la medida que los temas aquí tratados
recibirán una atención superficial. La profundidad de estos asuntos nos obliga a ello; sin dudas,
queda aquí terreno virgen a explorar. De la extensa literatura existente en la que se trabaja
con variedades de aplicaciones, sólo tomaremos dos fuentes: [Mar74] y [BSF98]. Queda por
estudiar la perspectiva conveniente de Michor y colaboradores [Mic78, KM97].

Explicaremos brevemente cuál es el procedimiento para definir una estructura diferenciable
sobre el espacio de secciones globales de un fibrado. Primero se introduce una estructura de es-
pacio de Banach sobre el espacio de secciones de un fibrado vectorial; acto seguido se proveen
condiciones suficientes para que la imagen de cualquier sección en el fibrado de estudio admi-
ta entornos tubulares. Estos entornos tubulares constituyen el modelo local para el espacio de
secciones del fibrado en cuestión; el isomorfismo local del entorno con un fibrado vectorial de-
fine una carta sobre todas las secciones cuyas imágenes están contenidas en el entorno tubular.
Finalmente, el lema ω permite demostrar la compatibilidad de las cartas así introducidas.

5.3.1. Variedades modeladas sobre espacios de Banach. Antes de introducir las estruc-
turas de variedad con las que vamos a trabajar en esta tesis, debemos referirnos brevemente a
la geometría diferencial de espacios de dimensión infinita. Como es natural, la definición fun-
damental es equivalente al caso de dimensión finita: Uno espera que el espacio en cuestión sea
localmente homeomorfo a un espacio vectorial, aunque en este caso se abandona la condición
de finitud de dimensión. Esto tiene consecuencias profundas, en tanto no existe un único ti-
po de topología sobre tales espacios. La utilidad de trabajar con espacios de Banach (o, más
generalmente, con espacios de Fréchet) proviene de que sobre ellos se puede definir lo que se
entiende por funciones diferenciables.

Definición 33. Sean E,F espacios de Banach y f : U ⊂ E → F una función de un abierto U
en F . Diremos que f es diferenciable en el sentido de Fréchet en el punto x0 ∈ U si existe una
transformación lineal Df (x0) : E → F continua tal que, para todo ε > 0, existe δ > 0 de manera que

||f (x0 + h)− f (x0)−Df (x0) (h)||F < ε||h||E
para todo h ∈ E tal que ||h||E < δ.

Si el conjunto L (E,F ) de todas las transformaciones continuas deE en F se viste con la norma

||T ||L(E,F ) := sup
||x||E=1

||Tx||F ,

entonces uno puede utilizar inducción para definir las derivadas superiores de una función.

Por lo tanto se busca trabajar con espacios vectoriales topológicos en los que sea posible derivar
funciones: De esta forma se llega a variedades modeladas sobre espacios locamente convexos
[Kel74]. Los espacios de funciones diferenciables entre variedades (o, más generalmente, de
secciones diferenciables de algún fibrado) forman variedades naturalmente modeladas sobre
espacios de Fréchet [Mic78, Eel66]; si sólo admiten un número finito de derivadas continuas,
la estructura de variedad sobre dichos espacios está modelada sobre espacios de Banach.

5.3.2. Espacio de secciones de fibrados vectoriales. Para definir la estructura de varie-
dad sobre el conjunto de secciones (con alguna regularidad) de un fibrado π : Λ → M , nece-
sitamos en principio un modelo al cual dicho conjunto va a ser localmente homeomorfo. Para
ello recurrimos al siguiente razonamiento heurístico: Si σt : M → Λ es una familia monopara-
métrica de secciones, entonces puede definirse una sección σ̇0 : M → σ∗0 (V Λ) (donde V Λ es el
fibrado de vectores verticales sobre Λ) mediante la fórmula

x ∈M 7→
~d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[σt (x)] ∈ Vσ0
Λ ⊂ Tσ0

Λ
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en caso de que tal derivada exista. Luego los vectores tangentes al espacio de secciones se-
rán secciones del fibrado vectorial σ∗ (V Λ) → M , para cada sección σ. Por consiguiente se
hace indispensable estudiar los espacios de secciones de fibrados vectoriales. Como es natural
esperarse de esta discusión, seremos capaces de definir sobre tales espacios una estructura de
espacio de Banach, y la geometría de los fibrados subyacentes nos proveerá las cartas buscadas.

5.3.2.1. Espacios de Sobolev de secciones de un fibrado vectorial. Sea π : E → M un fibrado
vectorial de rango m sobre una variedad compacta M (y quizás con borde); existe una ma-
nera de introducir una norma de Sobolev sobre secciones de tales fibrados vectoriales [Eel66,
Weh04]. Para ello se introduce un producto interno sobre las fibras (·, ·)E : E × E → C∞ (M)
sobre E, una conexión ∇E : Γ (E) → Γ (T ∗M ⊗ E) y una métrica riemanniana (·, ·)M sobre la
baseM (el símbolo Γ (E) denotará el conjunto de secciones suaves deE, para cualquier fibrado
vectorial E); si ∇M : X (M)→ Γ (T ∗M ⊗ TM) denota la conexión de Levi-Civita, la fórmula

∇α (X0, · · · , Xl) := ∇EX0
(α (X1, · · · , Xl))− α

(
∇MX0

X1, · · · , Xl

)
−
− · · · − α

(
X1, · · · ,∇MX0

Xl

)
para todo X0, · · · , Xl ∈ X (M) define una aplicación

∇ : Γ

(
l⊗
T ∗M ⊗ E

)
→ Γ

(
l+1⊗

T ∗M ⊗ E

)
.

Indiquemos simplemente por (·, ·) la extensión de las métricas anteriores al fibrado vectorial⊗l
T ∗M ⊗ E para todo l; luego si

|·| : Γ

(
l⊗
T ∗M ⊗ E

)
→ C∞ (M)

denota la norma |s| := (s, s)
1/2, definimos

||s||p :=

(∫
M

|s|p
)1/p

y la Hk,p (E)-norma de s ∈ Γ (E) viene dada por

||s||Hk,p :=

(
k∑
i=1

∫
M

|∇is|p
)1/p

=

(
k∑
i=1

||∇is||pp

)1/p

.

Definición 34. El espacio de SobolevHk,p (E) de secciones del fibrado vectorialE es el completamiento
de Γ (E) respecto de la norma ||·||k,p.

Una consecuencia inmediata de esta definición es la siguiente.

Proposición 13. Hk,p (E) es un espacio de Banach.

Sea M =
⋃N
i=1 Ui un cubrimiento de M por abiertos tales que, para cada i = 1, · · · , N , existe

Vi ⊂ Rn y Φi : π−1 (Ui)→ Vi×Rm tal que Φi es un isomorfismo de fibrados vectoriales (esto es,
{Ui} es un cubrimiento de M por abiertos trivializantes). Introduzcamos sobre Γ (E) la norma

||s||
′

Hk,p
:=

N∑
i=1

||(Φi)∗ (s)||Hk,p(Vi,Rm)

y completemos dicho espacio respecto de esta norma; llamemos momentáneamente H ′k,p (E)
al espacio de Banach así definido.

Proposición 14. H ′k,p (E) = Hk,p (E), esto es, las normas introducidas son equivalentes.
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En particular, la última descripción de la norma sobre Hk,p (E) no dependerá de la trivializa-
ción elegida. En este contexto también tenemos un teorema de embebimiento.

Teorema 6. Sea lp > n. Existe una aplicación lineal, continua e inyectiva

i : Hk+l,p (E) ↪→ Γk (E)

para todo p > 1, donde Γk (E) es el espacio de secciones con k derivadas continuas, vestido con la
topología Ck de Whitney. De hecho, bajo las hipótesis actuales, esta aplicación es compacta.

Nota 2. Debido a la compactidad de M , la topología Ck de Whitney coincide con la inducida por la
norma

||s||Hk,∞ := sup
j≤k

[
sup
x∈M
|∇js (x)|

]
.

5.3.3. Entornos tubulares y cartas. Sea ahora π : Λ → M un fibrado cualquiera, no ne-
cesariamente vectorial. Para construir la estructura diferenciable se procede como sigue: Para
cada s ∈ Γ (Λ) seleccionamos un entorno tubular para su imagen s (M) [Lan99, Lan02], que
consta de un fibrado vectorial ε : F → M sobre M , un entorno abierto V ⊂ F para la sección
nula 0M ∈ Γ (F ), un entorno abierto Ns para s (M) ⊂ Λ y un difeomorfismo j de V en Ns que
preserva la fibra, cubre a la identidad en M y tal que

j ◦ 0M = s.

En términos de diagramas

Λ ⊃ Ns V ⊂ F Ns V

M M

Q
QQsπ|N

� j

�
��+ ε|V

� j

Q
QQk
s �

��3
0M

Esta información nos permitirá definir una estructura diferenciable sobre ciertos conjuntos aso-
ciados a espacios de secciones de Λ.

5.3.3.1. Cartas sobre Γk (Λ). Los espacios de secciones de fibrados vectoriales considera-
dos serán vestidos con la topologíaCk de Whitney, para algún k ∈ N; la estructura diferenciable
resulta de la siguiente definición.

Definición 35. El par
(
Γk (Ns) , j

−1
∗
)

se denomina una carta alrededor de s ∈ Γk (Λ).

De acuerdo a esto, el modelo para nuestra variedad es el espacio vectorial topológico

Γk (0∗M (V F )) ;

esto no deja de ser un inconveniente, dado que el fibrado F depende esencialmente de la sec-
ción s, por lo cual diferentes puntos tendrán diferentes modelos a su alrededor.

Ejemplo 5.3A: Fibrados no equivalentes alrededor de distintas secciones. Sea L el fibrado
lineal sobre el toro T = S1 × S1 que es trivial en la dirección de uno de los círculos y una
banda de Möbius en la dirección del otro (cf. ejemplo 5.1A). Sean 01

T , 0
2
T las secciones nulas de

L restringidas a S1 × {e} y {e} × S1 respectivamente. Por consiguiente uno tiene un par de
secciones s1, s2 del fibrado trivial S1 × L definidas mediante

s1 :θ ∈ S1 7→ (θ, e)
0M7−→ 0M (θ, e) ∈ 01

M

s2 :θ ∈ S1 7→ (e, θ)
0M7−→ 0M (e, θ) ∈ 02

M .

Luego cualquier entorno tubular de s1

(
S1
)

es isomorfo a un fibrado vectorial no trivial sobre
S1 (contiene una banda de Möbius), mientras que los entornos tubulares de s2

(
S1
)

serán todos
fibrados vectoriales triviales sobre S1. s
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Capítulo 5. Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

5.3.3.2. Cartas sobre Hk,p (Λ). Utilizaremos entornos tubulares para inducir cartas tam-
bién sobre Hk,p (Λ). Para ello se utiliza el teorema de embebimiento, de manera de conside-
rar Hk,p (Λ) como un subconjunto de Γl (Λ) para todo l tal que (k − l) p − n > 0. Luego si
s ∈ Hk,p (Λ), tomamos š := i (s) ∈ Γl (Λ), y definimos Ňs := i−1 (Nš); además se define
φ̌s (t) := j−1 ◦ i (t) para todo t ∈ Ňs.

Definición 36. El par
(
φ̌s, Ňs

)
se denomina carta alrededor de s ∈ Hk,p (Λ).

Notemos en particular que, visto desde este punto de vista, Hk,p (Λ) puede modelarse sobre
espacios de Banach de la forma Hl,k (Nš), para cualquier l tal que (k − l) p− n > 0.

5.3.4. Compatibilidad y lema ω. Aquí, y con el objetivo de simplificar notación, utiliza-
remos el símbolo Γ (·) para indicar un espacio de secciones con un número finito de derivadas.
De cualquier manera, la aplicación tangente Tj restringida convenientemente establece un iso-
morfismo de fibrados vectoriales entre 0∗M (V F ) y s∗ (V Λ), de donde deducimos que (Tj)∗
identifica el modelo local para Γ (Λ) con Γ (s∗ (V Λ)) en cada s ∈ Γ (Λ). Esto podría haberse he-
cho explícitamente si se hubiesen definido cartas a partir de la aplicación exponencial asociada
a alguna métrica sobre el espacio total Λ: Esto es, para cada V ∈ Γ (s∗V Λ) tenemos una sección
sV := exp ◦V .
En detalle, si t ∈ Γ (Ns), entonces la función coordenada φs := (j∗)

−1 induce una sección de V ,
esto es

φs (t) := j−1 ◦ t ∈ Γ (V ) .

La inversa de φs, que denotaremos por ψs, estará dada por

ψs (f) := j ◦ f

para toda f ∈ Γ (V ). Si s′ es otra sección tal que Γ (Ns)∩Γ (Ns′) 6= ∅, entonces s, s′ ∈ Γ (Ns ∩Ns′);
luego Ns ∩ Ns′ resulta entorno tubular para las imágenes de ambas secciones, y existirán un
par de entornos tubulares V, V ′ de la sección nula del fibrado vectorial auxiliar V y aplicacio-
nes j : Ns ∩ Ns′ → V ⊂ F, j′ : Ns ∩ Ns′ → V ′ ⊂ F tales que j ◦ 0M = s, j′ ◦ 0M = s′.
Las cartas introducidas serán C∞-compatibles si las aplicaciones φs ◦ ψs′ : Γ (V ′) → Γ (V ) y
φs′ ◦ ψs : Γ (V ) → Γ (V ′) son ambas infinitamente diferenciables en el sentido de la defini-
ción 33. Ésto es consecuencia de un lema importante, conocido como el lema ω, que es válido
tanto cuando los espacios de secciones de los fibrados vectoriales involucrados se consideran
espacios de Sobolev [Mar74] como cuando se utilizan las normas de supremo [BSF98].

Lema 22. Si V1, V2 son fibrados vectoriales sobre la variedad M (todas de dimensión finita, y M
compacto), y se considera sobre Γ (V1) ,Γ (V2) la estructura de espacio de Banach inducida como es-
pacios de Sobolev, o via la norma del supremo sobre las derivadas sucesivas, entonces la aplicación
f∗ : Γ (V1)→ Γ (V2) inducida mediante

f∗ : s 7→ f ◦ s

por la aplicación de fibrados f : V1 → V2 que cubre a la identidad en M , es diferenciable con derivada
continua.

De hecho, se puede decir aún más [Mic78].

Corolario 3. En las condiciones del lema anterior resulta la siguiente expresión

D (f∗) (s) = Ff ◦ s

para la derivada de la aplicación inducida f∗, siendo

Ff (v) :=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

[f (tv)] ∈ Vf(v) (V2)

la derivada de f a lo largo de la fibra x en la dirección de v ∈ (V1)x.
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Luego como

φs ◦ ψs′ (f) =
[
j ◦ (j′)

−1
]
◦ f

φs′ ◦ ψs (f) =
(
j′ ◦ j−1

)
◦ f

resulta la compatibilidad buscada para las cartas elegidas.

5.3.4.1. Submersiones y subvariedades. Para definir apropiadamente el concepto de subva-
riedad de una variedad modelada sobre un espacio de Banach de dimensión infinita, hay que
tener presente que no todo subespacio cerrado de un espacio de Banach admite un comple-
mento cerrado. Por esta razón las definicones difieren un poco del caso de dimensión finita.
Entonces adoptaremos la siguiente definición [MRA02, Mar74].

Definición 37. Sea M una variedad modelada sobre un espacio de Banach V . Un subconjunto S ⊂M
se dice subvariedad de M modelada sobre W si y sólo si

1. W ⊂ V es un subespacio cerrado,
2. existe W ′ ⊂ V subespacio cerrado tal que V = W ⊕W ′, y
3. para cada p ∈ S existe (U, φ) entorno coordenado de p en M y w ∈W ′ tal que

φ (S ∩ U) = φ (U) ∩ (W × {w}) .

Queremos hallar condiciones que nos aseguren que el conjunto de nivel de funciones suaves
sobre una variedad M sea una subvariedad; a nuestro rescate viene la definición siguiente.

Definición 38. Diremos que una aplicación suave f : N → M entre variedades modeladas sobre
espacios de Banach es una submersión sobre S si, para cada x ∈ S, la aplicación derivada

f∗|x : TxN → Tf(x)M

es sobreyectiva, y además existe W ⊂ TxN subespacio cerrado tal que

TxN = ker f∗|x ⊕W.

Nota. Sabemos que la derivada de una aplicación es un operador lineal continuo entre los
respectivos espacios vectoriales; de ello se deduce que su núcleo es siempre cerrado, y ésta es
una buena definición.

Para este tipo de aplicaciones vale un teorema de regularidad de los conjuntos de nivel.

Teorema 7. Sean m ∈ M y f : N → M una submersión sobre S := f−1 (m) ⊂ N . Entonces S es
una subvariedad de N .

La demostración puede hallarse en [Mar74]. Además de la demostración de este teorema se
deduce el siguiente corolario, que caracteriza los espacios tangentes a los conjuntos de nivel.

Corolario 4. Para todo x ∈ S, TxS = ker f∗|x.

5.4. Un ejemplo de espacio de secciones

5.4.1. Esquema general. Se intenta construir una estructura diferenciable sobre algún es-
pacio asociado al espacio de secciones del fibrado trivial p : Λ̃ := D×Rm → D, donde D ⊂ Rn
es un disco abierto. La idea es conseguir que esta estructura diferenciable esté modelada so-
bre un espacio de Banach reflexivo, de manera de ajustarse suficientemente a las hipótesis
de [GNH78]. Los espacios de funciones con un número finito de derivadas continuas, con la
norma del supremo, son espacios de Banach, pero no son reflexivos. Los espacios Lp son na-
turalmente reflexivos, aunque resultan incómodos para trabajar, debido a que no se pueden
seleccionar funciones derivables en todas sus clases, impidiendo un tratamiento simple de las
condiciones de borde, y obligándonos a trabajar con la noción débil de derivada. Los espacios
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de Sobolev son más amigables, debido a que los teoremas de embebimiento son más podero-
sos. En particular el teorema de embebimiento 5 nos permite definir, para Mp − n > 0, una
aplicación lineal y continua

rest : HM+j,p (D,Rm)→ Cj (∂D,Rm) ,

componiendo el embebimiento con la restricción de funciones sobre D̄ al borde.

5.4.2. Estructura diferenciable. Empezamos con el hecho siguiente.

Proposición 15. El conjunto (rest)−1
(0) ⊂ HM+j,p (D,Rm) es un espacio de Banach.

DEMOSTRACIÓN. Como (rest)−1
(0) = ker (rest) y rest es lineal y continua, entonces

(rest)−1
(0)

es un subespacio cerrado, y por lo tanto un espacio de Banach con la norma restringida. �

Entonces tenemos el teorema.

Teorema 8. Sea c ∈ C∞ (∂D,Rm). Entonces (rest)−1
(c), si no es vacía, es una variedad diferencial

modelada sobre el espacio de Banach (rest),1 (0).

DEMOSTRACIÓN. Sea φ0 ∈ (rest)−1
(c); entonces definimos la aplicación

Φ0 : (rest)−1
(c)→ (rest)−1

(0) : s 7→ s− φ0.

Esta aplicación es una biyección entre (rest)−1
(c) y (rest)−1

(0), por lo cual el par(
(rest)−1

(c) ,Φ0

)
es un atlas en el sentido de la definición adoptada aquí. �

Corolario 5. El espacio tangente a (rest)−1
(c) en cualquier elemento s es igual a

(rest)−1
(0) .

Si h ∈ (rest)−1
(0) y F es una función diferenciable sobre (rest)−1

(c), entonces tenemos la siguiente
expresión

h|s · F =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[F (s+ th)]

para la derivada direccional de F en s a lo largo de h.

Por comodidad definamos

F jc
(
D̄,Rm

)
:=
{
f ∈ Cj

(
D̄,Rm

)
: f | ∂D = c

)
para alguna función c ∈ C∞ (∂D,Rm). De la misma forma que se probó para (rest)−1

(c), uno
puede probar que ésta es una variedad de Banach difeomorfa al espacio de Banach F j0

(
D̄,Rm

)
(con la norma ||·||Fj0(D̄,Rm) que proviene de la restricción de ||·;Cj

(
D̄,Rm

)
||); este espacio será

útil en las próximas secciones.

5.4.3. Estructura presimpléctica y hamiltoniano sobre F jc
(
D̄,Rm

)
. Usaremos el embe-

bimiento para hacer pullback de estructuras cuya diferenciabilidad sobre un espacio de fun-
ciones propiamente dichas se conoce. Entonces tomamos el espacio de Banach Cj

(
D̄,Rm

)
, y

definimos sobre él una función y una 2-forma, para finalmente utilizarlas como medio para
definir estructuras análogas sobre (rest)−1

(c) ⊂ HM+j,p

(
D̄,Rm

)
, para ciertos números M y p

que satisfacen las hipótesis del teorema de embebimiento.
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5.4.3.1. El hamiltoniano. Para cada par s, h ∈ Cj
(
D̄,Rm

)
tal que h| ∂D = 0, definimos la

aplicación

h 7→ δsh :=
~d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(s+ th) ∈ Γj
(
s∗Λ̃

)
.

En particular tenemos que [δsh1
, δsh2

] = 0.
Sea ahora α ∈ Ωn

(
Λ̃
)

; sobre Cj
(
D̄,Rm

)
definimos la función

H̃α : f 7→
∫
D

f∗α.

Entonces tenemos el resultado siguiente.

Proposición 16. Si j > 1 entonces H̃α es suave; de hecho, su k-ésima derivada tiene la expresión

DkH̃α (s) (h1, · · · , hk) =

∫
D

s∗
(
Lδsh1

· · · Lδshkα
)
.

DEMOSTRACIÓN. Probemos esto primero para el caso k = 1. Queremos ver que DH̃α (s)

es una buena aproximación lineal para H̃α en algún entorno de s, esto es, probar que

1. DH̃α (s) es una transformación lineal continua. Para ello escribamos

α =
∑

|I|+|P |=n

aI,PdxI ∧ dyP

donde I ⊂ {1, · · · , n} , P ⊂ {1, · · · ,m} denota multiíndices; si β es un índice en
{1, · · · ,m}, Pβ denotará el multiíndice construído a partir de P al que se le ha extraído
el índice β, y el símbolo δ̃β,P vendrá dado por

δ̃β,P =

{
(−1)

j si β está en el i-ésimo lugar en P
0 en otro caso.

Entonces

δshydα =

(
m∑
γ=1

hγ
∂

∂yγ

)
y

 ∑
|I|+|P |=n

daI,P ∧ dxI ∧ dyP


=

∑
|I|+|P |=n

m∑
β=1

hβ

[
∂aI,P
∂yβ

dxI ∧ dyP + (−1)
|I|
δ̃β,PdaI,P ∧ dxI ∧ dyPβ

]

de donde se deduce que∫
D

|s∗ (δshydα)| ≤Mα (s)µ (D) ||h;Cj
(
D̄,Rm

)
||

siendo Mα (s) un número positivo que depende de α y s hasta las derivadas primeras,
y µ (D) es la medida de D. Por lo tanto tendremos que∣∣∣∣∫

D

s∗ (Lδshα)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
D

s∗ (δshyα)

∣∣∣∣
≤
∫
D

|s∗ (δshydα)|

≤Mα (s)µ (D) ||h;Cj
(
D̄,Rm

)
||,

lo cual demuestra la continuidad.
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2. Para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que

|H̃α (s+ th)− H̃α (s)− tDH̃α (s) (h)| < ε|t|

para toda h ∈ Cj
(
D̄,Rm

)
tal que ||h;Cj

(
D̄,Rm

)
|| = 1. Pero como D̄ es un compacto,

tenemos la identidad
d
dt

∣∣∣∣
t=0

[∫
D

(s+ th)
∗
α

]
=

∫
D

s∗ (δshydα)

que puede traducirse en que, para cada ε′ > 0, existe δ′ > 0 tal que∣∣∣∣∫
D

(s+ th)
∗
α−

∫
D

s∗α− t
∫
D

s∗ (δshydα)

∣∣∣∣ < ε′|t|;

esto prueba que H̃α tiene primera derivada.

Para las siguientes derivadas, basta reemplazar α con Lδshα y derivar; la continuidad de la
forma multilineal así obtenida resulta del principio de acotación uniforme, tal como se enuncia
en [RS80], página 81. �

5.4.3.2. La estructura presimpléctica. Sea ahora ζ ∈ Ωn+2
(

Λ̃
)

; si suponemos que

σ ∈ Fjc
(
D̄,Rm

)
,

el espacio tangente a F jc
(
D̄,Rm

)
puede identificarse con F j0

(
D̄,Rm

)
, y la identificación se

realiza a través de la aplicación h ∈ Fj0
(
D̄,Rm

)
7→ δσh ◦ σ ∈ Γ

(
σ∗V Λ̃

)
. Luego la n+ 2-forma

ζ induce una 2-forma sobre F jc
(
D̄,Rm

)
mediante

ωζ |σ (δσh1 , δσh2) :=

∫
D

σ∗ (δσh1yδσh2yζ)

para cada par h1, h2 ∈ Fj0
(
D̄,Rm

)
.

Lema 23. La 2-forma ωζ es diferenciable. Si dζ = 0, entonces dωζ = 0.

DEMOSTRACIÓN. Como F jc
(
D̄,Rm

)
es difeomorfo a un espacio de Banach, sus 2-formas

son secciones del fibrado trivial F jc
(
D̄,Rm

)
× A2

(
F j0
(
D̄,Rm

))
→ Fjc

(
D̄,Rm

)
, esto es, apli-

caciones ω : F jc
(
D̄,Rm

)
→ A2

(
F j0
(
D̄,Rm

))
con un grado adecuado de diferenciabilidad. En

nuestro caso la aplicación es
ωζ : σ 7→ ωζ |σ (·, ·)

La demostración de continuidad para todo σ ∈ Fjc
(
D̄,Rm

)
resulta entonces de un corolario del

principio de acotación uniforme (pág. 81 de [RS80]), que nos asegura la continuidad conjunta
de una forma bilineal si se conoce la continuidad de cada entrada por separado, y ésta última
puede probarse como arriba.
Para la diferenciabilidad notemos que A2

(
F j0
(
D̄,Rm

))
es un espacio de Banach con norma

||ω||A2(Fj0(D̄,Rm)) := sup
||(v,w)||

Fj0(D̄,Rm)×Fj0(D̄,Rm)
=1

|ω (v, w)|

donde ||(v, w)||Fj0(D̄,Rm)×Fj0(D̄,Rm) := ||v||Fj0(D̄,Rm) + ||w||Fj0(D̄,Rm) es la norma usual asociada al
producto cartesiano de un par de espacios de Banach. Entonces uno debe verificar que existe
Dωζ : F jc

(
D̄,Rm

)
→ L

(
F j0
(
D̄,Rm

)
,A2

(
F j0
(
D̄,Rm

)))
tal que, para cada ε > 0, existe δ > 0

de manera que se cumple

||ωζ (σ + h)− ωζ (σ)−Dωζ (σ) (h)||A2(Fj0(D̄,Rm)) < ε||h||Fj0(D̄,Rm)
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para todo ||h||Fj0(D̄,Rm) < δ. La idea es probar que

Dωζ (σ) (v, w) =

∫
D

σ∗ [Lδσh (vywyζ)] =

∫
D

σ∗ [δσhyd (vywyζ)] .

Notemos para ello que uno puede escribir σ + th = φt ◦ σ, donde φt : D × Rm → D × Rm :
(x, y) 7→ (x, y + th (x)) es el flujo del campo vertical δσh : (x, y) 7→ (x, y; 0, h (x)); por lo tanto

(σ + th)
∗

(δσh1yδσh2yζ)− σ∗ (δσh1yδσh2yζ)− σ∗ [Lδσh (δσh1yδσh2yζ)] =

= σ∗ [φ∗t (δσh1
yδσh2

yζ)− δσh1
yδσh2

yζ − Lδσh (δσh1
yδσh2

yζ)]

= σ∗ {δσh1
yδσh2

y [φ∗t (ζ)− ζ − Lδσhζ]}

dado que [δσh, δσh′ ] = 0 para cualquier par h, h′ ∈ Fj0
(
D̄,Rm

)
. Luego si ||h||Fj0(D̄,Rm) = 1 y

h1, h2 ∈ Fj0
(
D̄,Rm

)
, tendremos que

(18)
∣∣∣∣∣∣∣∣∫

D

{
(σ + th)

∗
(δσh1

yδσh2
yζ)− σ∗ (δσh1

yδσh2
yζ)− σ∗ [Lδσh (δσh1

yδσh2
yζ)]

}∣∣∣∣∣∣∣∣2 =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
D

σ∗ {δσh1
yδσh2

y [φ∗t (ζ)− ζ − Lδσhζ]}
∣∣∣∣∣∣∣∣2

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∫
D

σ∗

 ∑
|I|+|P |=n

m∑
α,β=1

(−1)
|I|
MI,P δ̃α,P δ̃β,Pα

(
hα1h

β
2 − hα2h

β
1

)
dxI ∧ dy(Pα)β

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∑
|I|+|P |=n

(−1)
|I|

m∑
α,β=1∫

D

(MI,P ◦ σ) δ̃α,P δ̃β,Pα

[
(hα1 ◦ σ)

(
hβ2 ◦ σ

)
− (hα2 ◦ σ)

(
hβ1 ◦ σ

)]
∂ Ī,(Pα)βσdnx

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

≤ 2
∑

|I|+|P |=n

m∑
α,β=1

|δ̃α,P ||δ̃β,Pα |
∫
D

|MI,P ◦ σ|2|hα1 ◦ σ|2|h
β
2 ◦ σ|2|∂

Ī,(Pα)βσ|2dnx

donde se ha puesto
φ∗t (ζ)− ζ − Lδσhζ =

∑
|I|+|P |=n

MI,PdxI ∧ dyP ,

∂K,Rσ indica el determinante de la submatriz de la matriz jacobiana de σ obtenida usando las
columnas con índices en K y las filas con índices en R, e Ī es algún complemento positivo de
I (i.e. I ∪ Ī = {1, · · · , n} a menos de una permutación par). Extendiendo el producto euclídeo
a
∧n (

T ∗Λ̃
)

, la definición de la derivada de Lie de una forma nos garantiza, para cada ε > 0 y
cada x ∈ D, la existencia de un número positivo δx tal que

(19)
∑

|I|+|P |=n

|MI,P (x)|2 = || [φ∗t (ζ)− ζ − Lδσhζ]|x||
2 < ε2|t|2,

si |t| < δx. Para probar que puede elegirse un δ positivo que valga para todo x en D̄, utiliza-
remos la compacidad de D̄ como sigue. Elijamos los δx maximales respecto de la desigualdad
(19), esto es, aquellos para los cuales cada t mayor o igual a δx verifica∑

|I|+|P |=n

|MI,P (x)|2 ≥ ε2|t|2.

Si (xn) es una sucesión de puntos en D̄ tal que la sucesión de números positivos (δxn) tiende
a 0, existe una subsucesión de (xn) convergente (dado que D̄ es compacto) tal que la colección
de sus δx también converge a 0. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que

67



Capítulo 5. Problemas Lepage equivalentes y estructuras presimplécticas

(xn) es convergente; sea x0 := ĺımn→∞ xn ∈ D. Luego todo entorno de x0 contiene puntos y
para los cuales δy toma valores arbitrariamente pequeños. Ahora bien, la forma ζ̃ := φ∗t (ζ) −
ζ − Lδσhζ es, en particular, continua como aplicación de D en

∧n+2
(
T ∗Λ̃

)
, por lo cual, para

todo número positivo ρ > 0 existe r > 0 tal que

||ζ̃ (y)|| < ρ+ ||ζ̃ (x0)||

si y ∈ Br (x0). Sea δε/2x0 > 0 el número positivo que verifica la desigualdad (19) para ε/2 en
x0; tomemos y en Br (x0) tal que δεy < δ

ε/2
x0 . Luego de la desigualdad anterior, para t tal que

δεy < |t| < δ
ε/2
x0 tendremos que

ε|t| ≤ ||ζ̃ (y)|| < ρ+ ||ζ̃ (x0)|| < ρ+
ε

2
|t|,

y tal y puede encontrarse para cualquier ρ; tomando ρ ≤ ε
2δ
ε/2
x0 , obtenemos una contradicción.

Luego el conjunto de números de la forma δx tiene una cota inferior positiva, como queríamos
probar.
Volviendo al tema principal de esta demostración, juntando todo podemos probar que, para
todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

sup
x∈D̄
|MI,P (x)|2 < ε2|t|2

si |t| < δ. Además como las funciones h1, h2 están en F j0
(
D̄,Rm

)
(para N > 1, lo cual implica

que son al menos continuas) y ||h1||+ ||h2|| = 1, podemos afirmar que∫
D

|hα1 ◦ σ|2|h
β
2 ◦ σ|2dnx ≤ R

para R un número independiente de h1 y h2. Reemplazando todo esto en la desigualdad (18),
obtenemos que la integral

I (h1, h2) :=

=

∫
D

{
(σ + th)

∗
(δσh1yδσh2yζ)− σ∗ (δσh1yδσh2yζ)− σ∗ [Lδσh (δσh1yδσh2yζ)]

}
puede acotarse por un número proporcional a |t| (si |t| es suficientemente pequeño) y que es
independiente de h1 y h2; como

||ωζ (σ + h)− ωζ (σ)−Dωζ (σ) (h)||A2(Fj0(D̄,Rm)) = sup
||h1||+||h2||=1

I (h1, h2) ,

resulta la diferenciabilidad de ωζ . Finalmente, aplicando la fórmula para la derivación de for-
mas a lo largo de campos vectoriales (y tomando como campos vectoriales a campos de la
forma σ 7→ δσh para h ∈ Fj0

(
D̄,Rm

)
), resulta que las formas ζ cerradas dan origen a formas

cerradas sobre F jc
(
D̄,Rm

)
. �

5.4.4. Sistema dinámico sobre (rest)−1
(c). Sea σ ∈ (rest)−1

(c); entonces se define la apli-
cación bilineal

Ωζ (σ) (h1, h2) := ωζ (σ̌)
(
δσȟ1

, δσȟ2

)
para cada par h1, h2 ∈ (rest)−1

(0), donde si u ∈ HM+j,p

(
D̄,Rm

)
, entonces ǔ ∈ Cj

(
D̄,Rm

)
in-

dica el representativo diferenciable asignado por el embebimiento. Como la aplicación h 7→ δσȟ
es lineal y continua (por continuidad del embebimiento) entonces ésta es una buena forma bi-
lineal para cada σ. Es más, como el embebimiento es lineal y continuo, toda aplicación lineal y
continua entre espacios de Banach es diferenciable, y la composición de aplicaciones diferen-
ciables entre variedades de Banach es diferenciable, resulta que la aplicación

Ωζ : σ ∈ (rest)−1
(c) 7→ Ωζ (σ) ∈ A2

(
(rest)−1

(0)
)
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es diferenciable. Lo mismo puede hacerse con el hamiltoniano, esto es, definir

Hα : σ ∈ (rest)−1
(c) 7→ H̃α (σ̌) ,

que define, por análogas razones, una función diferenciable sobre (rest)−1
(c).

5.5. Estructura presimpléctica sobre un espacio de secciones

Dejemos de lado entonces el problema de definir sobre un espacio de secciones una estructu-
ra diferenciable adecuada, y supongamos por el momento que existe alguna modelada sobre
un espacio de Banach reflexivo; además admitiremos que, respecto de tal estructura, los espa-
cios tangentes en una sección4 σ ∈ Γ

(
Λ̃→M

)
a la variedad de secciones serán de la forma

Γ
(
σ∗
(
V Λ̃
))

. Bajo tales hipótesis, en la presente sección se definirá, a partir de un problema
variacional del tipo Lepage equivalente, un sistema dinámico sobre el espacio de secciones de
un fibrado elegido cuidadosamente. Debe remarcarse que esta definición contempla la intro-
ducción de una nueva estructura, que se suma a las que componen el problema variacional en
cuestión: La foliación del fibrado de campos en hojas de tiempo constante.

5.5.1. Estructura presimpléctica y foliaciones. Para llevar adelante la construcción, es
necesario introducir el concepto de foliación compatible [GIM04]. Este dato es indispensable pa-
ra definir rigurosamente la idea intuitiva de hoja de tiempo constante en un fibrado de campos:
Está compuesto de la subvariedad de tiempo constante en el espacio-tiempo Σ, la hoja de cam-
pos en ese tiempo L̃, y las direcciones de tiempo creciente Z0, Z̃0.

Definición 39 (Foliaciones compatibles). Una foliación compatible para un fibrado Λ̃ → M es
un cuádruple

(
L̃, Ẑ0; Σ, Z0

)
tal que

1. L̃ ⊂ Λ̃,Σ ⊂M son subvariedades de codimensión 1,
2. p

(
L̃
)
⊂ Σ, de manera que p| L̃ : L̃→ Σ es un fibrado, y

3. El campo vectorial Ẑ0 está definido sobre L̃ y es transversal a dicha variedad, Z0 está definido
sobre Σ, siendo tranversal a ella, y además p∗

(
Ẑ0

)
= Z0.

Ejemplo 5.5A: Foliación compatible canónica. Sea p̃ : L̃→ Σ un fibrado cualquiera, y defínase

p : L̃× R→ Σ× R : (l, t) 7→ (p̃ (l) , t) .

Sean ∂̃0 ∈ X (Σ× R) , ∂0 ∈ X
(
L̃× R

)
los campos vectoriales asociados a las direcciones en la

variable real; la foliación compatible canónica para L̃× R es
(
L̃, ∂̃0; Σ, ∂0

)
s

Notar que la transversalidad implica que los campos transversales de una foliación de este tipo
no tienen ceros. En cualquier caso, una foliación compatible nos permite definir un sistema

dinámico sobre el espacio P de secciones del fibrado L̃
p|L̃−→ Σ.

Nota. Una foliación compatible para un fibrado no es una foliación en el sentido tradicional.
Sin embargo, la condición de transversalidad para los campos Z̃0 y Z0 implica que, dada una
foliación compatible

(
L̃, Ẑ0; Σ, Z0

)
, existen entornos UL̃ ⊂ Λ̃ de L̃ y UΣ ⊂ M de Σ tales que

UL̃ ' L̃ × R y UΣ ' Σ × R, y esta identificación aplica la foliación compatible considerada en

4A partir de este momento, y a menos que se haga mención explícita de lo contrario, denotaremos por Γ (E), para
E → M fibrado, a la variedad de secciones del mismo con la estructura diferenciable adecuada para la aplicación del
algoritmo de Gotay, Nester y Hinds.
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la canónica. Entonces, cuando sea necesario, consideraremos que el espacio-tiempo M admite
una descomposición M = Σ × R, que algo análogo ocurre con el espacio de campos, esto es
Λ̃ = L̃×R, de manera tal que la fibración de L̃ sobre Σ hace que ambas descomposiciones sean
compatibles:

Λ̃ = L̃× R L̃

M = Σ× R Σ
?

-p1

?
-

p1

Para cada t ∈ R, denotaremos mediante Λ̃t y Mt los conjuntos siguientes

Λ̃t := L̃× {t} ,
Mt := Σ× {t} .

Estas consideraciones serán útiles cada vez que se discutan propiedades locales.

Definición 40. El espacio de secciones asociado a una foliación compatible

F
(

Λ̃
)

:=
(
L̃, Ẑ0; Σ, Z0

)
de un fibrado Λ̃→M será el conjunto de secciones PF(Λ̃) := Γ

(
L̃
)

del fibrado L̃
p|L̃−→ Σ que sobre ∂Σ

asumen un valor fijo s0 : ∂Σ→ L̃
∣∣∣ ∂Σ.

Supongamos que tenemos una foliación compatible F
(

Λ̃
)

=
(
L̃, Ẑ0; Σ, Z0

)
del fibrado sub-

yacente a un problema variacional Lepage equivalente
(

Λ̃→M, λ̃, 0
)

, de manera tal que Σ es
compacta; entonces sobre el espacio de fases asociado PF(Λ̃) definiremos un sistema dinámico,

al que llamaremos sistema dinámico asociado a F
(

Λ̃
)

, asumiendo implícitamente que el fibrado

Λ̃ pertenece a un problema variacional Lepage equivalente.

Definición 41 (Sistema dinámico asociado a una foliación compatible). Dada la foliación com-
patible F

(
Λ̃
)

, el sistema dinámico (sobre PF(Λ̃)) asociado a ella es el par
(
ωλ̃, H λ̃

)
de manera

tal que, si δs1, δs2 ∈ Γ
(
s∗V L̃

)
son un par de elementos en TsPF(Λ̃), la 2-forma presimpléctica está

definida mediante

(20) ωλ̃
∣∣∣
s

(δs1, δs2) :=

∫
Σ

s∗
(
δ̂s1yδ̂s2y dλ̃

∣∣∣ L̃) .
y la función hamiltoniana sobre PF(Λ̃) se define por la fórmula

(21) H λ̃ (s) :=

∫
Σ

s∗
[(
Ẑ0yλ̃

)∣∣∣ L̃] .
Nota. En la definición anterior suponemos que el tangente al espacio de secciones PF(Λ̃) en

una sección dada s es el conjunto de elementos en Γ
(
s∗V L̃

)
que se anulan sobre el borde de

Σ.
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Es importante demostrar que la forma definida en (20) es realmente una forma presimpléctica
sobre el espacio de secciones; teniendo en cuenta que suponemos la existencia de una estruc-
tura diferenciable “buena” sobre PF(Λ̃), damos por sentado que vale la fórmula

(22) dα (X0, · · · , Xn) =

n∑
i=0

(−1)
i
Xi · α

(
X0, · · · , X̂i, · · · , Xn

)
+

+
∑
i<j

(−1)
i+j

α
(

[Xi, Xj ] , · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xn

)
para cualquier n-forma α y cualquier colección X1, · · · , Xn de campos vectoriales. En tal caso
podemos establecer el resultado siguiente.

Lema 24. SeaF
(

Λ̃
)

una foliación compatible de un problema variacional Lepage equivalente. Entonces

el par
(
PF(Λ̃), ω

λ̃
)

es una variedad presimpléctica.

DEMOSTRACIÓN. Sean s ∈ PF(Λ̃) y V1, V2, V3 ∈ TsPF(Λ̃); si U es un entorno de s, definimos

los campos Ṽi, i = 1, 2, 3 sobre U mediante

Ṽi : s′ 7→ V̂i ◦ s′ ∀s′ ∈ U
con flujos s′ 7→ φit ◦ s′ sii φit : L̃→ L̃ es el flujo de V̂i, i = 1, 2, 3. Entonces vale la identidad

Vi|s ·
∫

Σ

s∗
(
VjyVkydλ̃

)
=

∫
Σ

s∗
[
LV̂i

(
V̂jyV̂kydλ̃

)]
y de la fórmula (22), obtenemos que dωλ̃

∣∣∣
s

= 0. �

Corolario 6. El diferencial de la función H λ̃ puede escribirse

dH λ̃
∣∣∣
s

(V ) =

∫
Σ

s∗
(
V̂ yd

(
Ẑ0yλ̃

∣∣∣ L̃))
para todo V ∈ Γ

(
s∗
(
V L̃
))

que se anule sobre ∂Σ.

5.5.2. Invariancia por difeomorfismos. La dependencia en la definición anterior de la fo-
liación compatible introducida induce a pensar que es díficil conseguir una descripción en tales
términos de las extremales del problema variacional subyacente, dado que dichos extremales
son enteramente indiferentes a la foliación compatible. Sin embargo, esta precaución es ilusoria
si, como esperamos, las estructuras definidas en base a la foliación son el reflejo de estructuras
análogas existentes en el espacio de extremales del problema variacional en consideración. Va-
mos a probar que esto es así, verificando que si dos hojas de tiempo constante se aplican una en
la otra por un difeomorfismo del fibrado de campos, entonces las estructuras presimplécticas
sobre ellas son isomorfas; vale mencionar que el argumento central en esta demostración es
una reconstrucción del dado en la excelente referencia [Dir65].
Sean entonces

(
L̃, Ẑ0; Σ, Z0

)
,
(
L̃(1), Ẑ

(1)
0 ; Σ(1), Z

(1)
0

)
un par de foliaciones compatibles para un

problema Lepage equivalente
(

Λ̃, λ̃, 0
)

, y supongamos por lo tanto que existe un difeomorfis-

mo Φ0 : Λ̃ → Λ̃ que aplica L̃ en L̃(1), y Z̃0 en Z̃(1)
0 . Denotemos su restricción a L̃ con el mismo

símbolo. Supongamos además que existe φ0 : M →M difeomorfismo tal que

L̃ L̃(1)

Σ Σ(1)
?

p

-Φ0

?
p(1)

-
φ0
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es conmutativo, siendo aquí φ0 la restricción de dicho difeomorfismo a Σ.

Lema 25. Para s ∈ Γ
(
L̃
)

, la aplicación definida mediante Φ̂0 (s) := Φ0 ◦ s ◦ φ−1
0 es una sección de

L̃(1).

DEMOSTRACIÓN. Hay que verificar que p(1) ◦ Φ̂0 (s) = idΣ(1) , usando el diagrama anterior
y p ◦ s = idΣ. �

Uno puede derivar la aplicación Φ̂0 inducida sobre las secciones de L̃, usando que en nuestro
caso

TsΓ
(
L̃
)

= Γ
(
s∗
(
V L̃
))

y que por hipótesis estamos admitiendo que todos los elementos del espacio tangente son
extensibles.

Proposición 17. La derivada de Φ̂0 en una sección s en la dirección δs viene dada por la fórmula

Φ̂0∗

∣∣∣
s

(δs) := Φ0∗

(
δ̂s
)
◦ Φ̂0 (s)

para cualquier extensión δ̂s de δs.

DEMOSTRACIÓN. Si γt : L̃→ L̃ es el flujo de la extensión δ̂s para δs, uno tiene que

Φ̂0∗

∣∣∣
s

(δs) =
~d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[
Φ̂0 (γt ◦ s)

]
=

~d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[
Φ0 ◦ (γt ◦ s) ◦ φ−1

0

]
=

~d
dt

∣∣∣∣∣
t=0

[(
Φ0 ◦ γt ◦ Φ−1

0

)
◦
(
Φ0 ◦ s ◦ φ−1

0

)]
de donde resulta lo que queríamos. �

A partir de esta proposición obtenemos el principal resultado acerca de la invariancia de la
estructura presimpléctica asociada a Γ

(
L̃
)

.

Lema 26. Si Φ∗0

(
dλ̃
∣∣∣ L̃(1)

)
= dλ̃

∣∣∣ L̃, entonces Φ̂0 es una aplicación presimpléctica.

DEMOSTRACIÓN. Sean s ∈ Γ
(
L̃
)
, V,W ∈ Γ

(
s∗
(
V L̃
))

; luego

ωλ̃
∣∣∣
Φ̂0(s)

(
Φ̂0∗ (V ) , Φ̂0∗ (W )

)
=

∫
Σ(1)

Φ̂0 (s)
(

Φ0∗

(
V̂
)
yΦ0∗

(
Ŵ
)
ydλ̃

)
=

∫
φ0(Σ)

(
φ−1

0

)∗ ◦ s∗ (V̂ yŴydΦ∗0

(
λ̃
))

=

∫
Σ

s∗
(
V̂ yŴydΦ∗0

(
λ̃
))

que demuestra lo que queríamos. �

Las formas cerradas poseen una propiedad fundamental: Son invariantes por homotopías. Esto
nos da una condición sobre las hojas de tiempo constante que nos asegura que la estructura
presimpléctica definida sobre su espacio de secciones sea independiente de su elección.

Teorema 9. Si L̃ y L̃(1) son subvariedades homotópicas, el morfismo Φ̂0 sobre el espacio de secciones es
presimpléctico.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que L̃ y L̃(1) son subvariedades homotópicas. O sea, su-
pongamos que Φ0 es homotópica a la identidad; sea Ξ : [0, 1]× L̃→ Λ la homotopía correspon-
diente. Definamos el siguiente operador Ψ sobre las N -formas en [0, 1] × L̃ (N es el grado de
dλ̃):

Ψω :=
∑

j1<···<jN

(∫
[0,1]

bj1,··· ,jN (t, x) dt

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjN

si y sólo si ω =
∑
j1<···<jN bj1,··· ,jN (t, x) dt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjN . Sea Ξt := Ξ (t, ·); uno puede

verificar [BT82, Mor01] que este operador satisface

Ξ∗1

(
ω| L̃(1)

)
− Ξ∗0

(
ω| L̃

)
= d (Ψω) + Ψdω,

por lo cual, si reemplazamos ω = dλ̃, obtenemos que Ξ∗1

(
dλ̃
∣∣∣ L̃(1)

)
= Ξ∗0

(
dλ̃
∣∣∣ L̃). Si conside-

ramos que Ξ0 = idL̃ es la inmersión de L̃ en Λ y que Ξ1 = Φ0, uno tiene que Φ∗0

(
dλ̃
∣∣∣ L̃) =

dλ̃
∣∣∣ L̃. �

Para aplicar este teorema, suponemos que para cada difeomorfismo φ0 : M → M de la base
de Λ existe un difeomorfismo inducido sobre el fibrado total Λ (por ejemplo, cuando Λ es el
fibrado de bases o alguno de sus fibrados asociados); en tal circunstancia la invariancia homo-
tópica de formas cerradas implica que la forma presimpléctica sobre Γ

(
L̃
)

es invariante por
reparametrizaciones.

Ejemplo 5.5B: Invariancia en mecánica clásica. La base en este caso es R, el fibrado total Λ :=
R× (TQ⊕ T ∗Q), y λ = pidq

i +Hdt; para f : R→ R difeomorfismo, uno lo cubre con F : Λ→
Λ : (t, q, p) 7→ (f (t) , q, p) y se tiene que

F ∗
(
pidq

i +Hdt
)

= pidq
i + f ′ (t)Hdt,

por lo cual F ∗ (λ| {t = f (t0)}) = λ| {t = t0}. s

Notar la importancia de un dato proveniente de la propia teoría de campos: La manera en que
se levantan los difeomorfismos del espacio-tiempo al espacio de campos.

5.5.3. Foliación y dinámica. Por lo tanto los problemas variacionales Lepage equivalen-
tes asocian a cada foliación compatible del fibrado de campos una variedad presimpléctica, y
si las foliaciones son homotópicas, hemos probado arriba que dichas variedades son simplec-
tomorfas. Como además podemos definir con estos datos una función hamiltoniana, estamos
en posición para definir un sistema dinámico al cual aplicarle el algoritmo de Gotay, Nester y
Hinds. En el siguiente ejemplo se muestra un tipo particular de patologías que pueden desa-
rrollarse al aplicar esta construcción, si no se toman algunos recaudos sobre las propiedades de
λ̃ en relación a la foliación compatible elegida.

Ejemplo 5.5C: Vínculos de Dirac e invariancia por Z̃0. Retomemos el problema variacional
considerado en el ejemplo 5.1D en la página 54, para K = [0, 1]× [0, 1]. Intentaremos aplicar en
el mismo la construcción esbozada más arriba, esto es, haciendo uso de una hipersuperficie en
la base junto a un campo vectorial complementario definido sobre ella, tomaremos la porción
del fibrado de campos sobre ella y calcularemos la estructura presimpléctica inducida sobre
el espacio de secciones de este fibrado, así como la función hamiltoniana correspondiente. A
riesgo de perder la atención del lector, adelantemos el resultado de la aplicación del algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds allí: Las ecuaciones que se obtienen no son equivalentes a las origi-
nales, o dicho de otra manera, la subvariedad de vínculos en el espacio de secciones no guarda
relación con las soluciones del EDS original. El entendimiento de esta particularidad nos dará
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claves esenciales sobre condiciones suficientes que garanticen una conexión entre esta subva-
riedad de vínculos y el EDS que gobierna la dinámica de una teoría de campos. Supongamos
por consiguiente que la hipersuperficie en cuestión es de la forma

{
(x, y) ∈ K ⊂ R2 : x = k

}
para alguna constante k ∈ (0, 1), y que el campo complementario es simplemente ∂x. Luego
la porción del fibrado (que llamaremos Λk) sobre esta hipersuperficie constará de todas las 5-
uplas (x, y;u, v, w) tales que x = k, y la forma presimpléctica sobre su espacio de secciones
vendrá dada simplemente por

ω|s (X1, X2) =

∫
[0,1]

(δu2δv1 − δu1δv2) dy

si y sólo si Xi = (0, 0; δui, δvi, δwi) , i = 1, 2. Asimismo el hamiltoniano que uno construye con
la receta dada más arriba será5

H (s) = −
∫

[0,1]

(
Av − w

(
uy −Bk

))
dy.

El núcleo de la forma presimpléctica en una sección s contiene al vector Z := (0, 0; 0, 0, δw), y
la condición de invariancia para H nos dará

0 = Z|s ·H =

∫
[0,1]

(
δw
(
uy −Bk

))
dy

para toda función δw : [0, 1] → R. Luego uy − Bk = 0 es un vínculo primario. Además, de
acuerdo al algoritmo, los campos vectoriales hamiltonianos (si existen) asociados a los víncu-
los están en el complemento simpléctico ortogonal de la superficie de vínculo; por lo tanto el
campo vectorial hamiltoniano asociado a Fh (s) :=

∫
[0,1]

h (y)
(
uy −Bk

)
dy para h ∈ C∞ (R)

arbitraria. Si XFh = (0, 0; δu1, δv1, δw1), y tomando en cuenta que

X2|s · Fh = −
∫

[0,1]

δu2hy

via una integración por partes, resulta que

XFh |s = (0, 0; 0,−hy, 0) .

Como ya dijimos, si M (1) :=
{
s ∈ Γ (Λk) : uy −Bk = 0

}
, entonces

XFh |s ∈ (TsΓ (Λk))
⊥
,

por lo cual tendremos la nueva condición de estabilidad

0 = XFh ·H =

∫
[0,1]

Ahydy = −
∫

[0,1]

Ayhdy

para toda función h. Luego aparece el vínculo Ay = 0, que es notoriamente diferente al co-
rrespondiente al sistema diferencial exterior original, esto es Ay − Bx = 0. Notar que éstos
coinciden sólo cuando B es independiente de la variable x. s

Supongamos que tenemos el problema variacional
(
L̃× R→ Σ× R, λ̃, 0

)
tal que L∂0

λ = 0

(esto es, la forma de Cartan no depende explícitamente de la variable real). Entonces podemos
probar que los sistemas dinámicos correspondientes a las foliaciones compatibles

(
Λ̃t, ∂̃0;Mt, ∂0

)
con t ∈ R son todos equivalentes entre sí, y equivalentes a

(
L̃, ∂̂0,Σ, ∂0

)
.

5A riesgo de complicar innecesariamente la notación, escribiremos Bk para la función de variable real y 7→
B (k, y)
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Lema 27. Si λ no depende explícitamente de t, entonces la familia de aplicaciones

ft,t′ : Λ̃t → Λ̃t′ : (l, t) 7→ (l, t′)

inducen una familia de simplectomorfismos a nivel del espacio de fases de la foliación, y estos simplecto-
morfismos transforman entre sí los hamiltonianos a distintos tiempos.

DEMOSTRACIÓN. Utilizando el teorema 9 de invariancia por difeomorfismos, podemos
probar la primera parte, esto es, que ft,t′ induce simplectomorfismos. Por otra parte, si lla-

mamos H λ̃
t al hamiltoniano inducido sobre Γ

(
Λ̃t

)
, entonces para cada s′ ∈ Γ

(
Λ̃t′
)

tenemos
que

H λ̃
t (s′ ◦ ft,t′) =

∫
Mt

(s′ ◦ ft,t′)
∗
(
∂̃0yλ̃

∣∣∣ Λ̃t)
=

∫
Mt

f∗t,t′s
′∗
(
∂̃0yλ̃

∣∣∣ Λ̃t)
=

∫ ∗
ft,t′ (Mt)

s′∗
(
∂̃0yλ̃

∣∣∣ Λ̃t′)
= H λ̃

t′ (s
′)

dado que, como λ̃ es independiente de t, λ̃
∣∣∣ Λ̃t = λ̃

∣∣∣ Λ̃t′ para todo t, t′ ∈ R. �

Dejando de lado cuestiones relativas a la estructura infinito-dimensional de los espacios in-
volucrados, la cuestión inmediata a resolver es la siguiente: ¿Cuál es la relación entre las so-
luciones de este sistema dinámico y las extremales asociadas al funcional definido sobre las
secciones de Λ̃ por λ̃? La respuesta es que bajo hipótesis de regularidad razonables, existe una
correspondencia uno a uno entre dichas soluciones y los extremales.

5.5.4. Sistema dinámico sobre Γ
(

Λ̃t

)
y EDS de Hamilton-Cartan. Vincularemos ahora

el sistema dinámico construído sobre la hoja de tiempo constante Λ̃t con el EDS de Hamilton-
Cartan, cuyas secciones integrales, en el caso bivariante, son las extremales del problema va-
riacional que estamos describiendo.
Primero vamos a establecer un resultado importante relativo a formas sobre un espacio de sec-
ciones. Para ello sea F π−→ B un fibrado sobreB variedad compacta, y adoptemos la definición
siguiente.

Definición 42. Para cada k ∈ Z defínase el fibrado Zn+k
k (F )

τ̄n+k
F−→ F en el cual la fibra sobre e ∈ F

viene determinada por

Zn+k
k (F )

∣∣
e

:=

{
α ∈

n+k∧
(T ∗e F ) : V1y · · ·Vk+1yα = 0 ∀V1, · · · , Vk+1 ∈ VeF

}
.

Este conjunto será denominado espacio de las n + k-formas k-semibásicas. Diremos que una forma
no nula α pertenece a Z•k propiamente sii α ∈ Z•k aunque α /∈ Z•k−1 (F ).

Tomemos sobre F una n + k-forma φ ∈ Ωn+k (F ) , k ∈ Z, n = dimB, y sobre Γ (F ) definamos
la k-forma Φ via

(23) Φ|σ (V1, · · · , Vk) :=

∫
B

σ∗
(
V̂1y · · · V̂kyφ

)
.

En este contexto puede demostrarse la proposición siguiente.

Proposición 18. Supóngase que φ ∈ Γ
(
Zn+l
k (F )

)
propiamente para l ≤ k, y sea Φ definido por la

ecuación (23). Entonces Φ = 0 sii φ = 0.
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Nota 3. Podemos reformular la proposición anterior de la forma siguiente: La aplicación φ 7→ Φ es
inyectiva cuando se la restringe a las formas propias de Γ

(
Zn+l
k (F )

)
.

DEMOSTRACIÓN. Es inmediato probar que φ = 0 implica Φ = 0. Para la demostración
de la afirmación recíproca, notemos que Φ = 0 implica

∫
B
σ∗
(
V̂1y · · · V̂lyφ

)
= 0 para todo

σ ∈ Γ (F ), con V1, · · · , Vl vectores verticales definidos sobre Imσ; entonces V̂1y · · · V̂lyφ = 0
para cualquier colección de l vectores verticales, y esto implica que φ ∈ Zl−1 (F ). Por lo tanto
φ = 0. �

Supongamos que tenemos un problema Lepage equivalente
(

Λ̃, λ̃, 0
)

sobre el fibrado Λ̃ → M

junto a una foliación compatible F
(

Λ̃
)

con Σ compacto; para cada τ ∈ R podemos definir el

siguiente EDS sobre L̃

Iτ : = i∗τ

(
I| Λ̃τ

)
,(24)

donde iτ : L̃ ↪→ Λ̃ es la inclusión con imagen Λ̃τ . Éste será un objeto fundamental en las
próximas secciones, por estar íntimamente relacionado con los vínculos de Dirac obtenidos a
partir del dato dinámico asociado al problema variacional en cuestión. Podemos establecer la
siguiente caracterización para las soluciones del sistema dinámico asociado a estos datos.

Proposición 19. Sea el problema variacional
(

Λ̃, λ̃, 0
)

con foliación compatible F
(

Λ̃
)

y Σ compacto,

y para cada τ ∈ R defínase las formas Ωτ ∈ Ωn+1
(

Λ̃τ

)
,Hτ ∈ Ωn−1

(
Λ̃τ

)
mediante

Ωτ := i∗τ dλ̃
∣∣∣ Λ̃τ ,

Hτ := i∗τ

(
Ẑ0yλ̃

)∣∣∣ Λ̃τ .
Entonces un par (στ , Xτ ) ∈ TστΓ

(
L̃
)

satisface las ecuaciones de Hamilton para secciones

(25) (Xτyωτ )|στ = dHτ |στ
si y sólo si se verifica la siguiente ecuación

(26) σ∗τ (V y (XτyΩτ − dHτ )) = 0, ∀V ∈ Γ
(
σ∗τ

(
V L̃
))

.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que si vale la ecuación (26), entonces se verifica (25), si se utiliza
el corolario 6.
Inversamente, si suponemos que vale la ecuación (25) y usamos el corolario 6, podemos escribir∫

Σ

σ∗τ (V yXτyΩτ − V ydHτ ) = 0

para todo V campo vertical definido sobre στ . Como los vectores verticales pueden tener su
soporte en cualquier abierto de Σ (basta multiplicarlo por una función convenientemente ele-
gida) entonces esto implica la ecuación (26). �

Nota 4. Para un tratamiento en profundidad del caso n = 1, véase [Hsu92].

¿De qué manera esta proposición relaciona extremales del problema variacional
(

Λ̃, λ̃, 0
)

con

soluciones de las ecuaciones de Hamilton sobre Γ
(

Λ̃τ

)
determinadas por el par (ωτ , Hτ )? Bien,

teniendo en cuenta el EDS de Hamilton-Cartan, Eq. (16), su conclusión es que el par (στ , Xτ )

76



5.6. Sobre estructuras de Dirac en una teoría de campos

será una solución para las ecuaciones de Hamilton sobre Γ
(

Λ̃τ

)
definidas a partir de ωτ y Hτ

si y sólo si
Vτ := Ẑ0 +Xτ

está en el espacio polar del elemento n − 1-integral στ∗ (TΣ) para dicho EDS. Por lo tanto si
existe una bandera regular para este EDS cuyos términos finales sean

0 ⊂ · · · ⊂ στ∗ (TΣ) ⊂ 〈στ∗ (TΣ) , Vτ 〉 ,
la variedad integral de dimensión n que pasa por ella generará soluciones para la ecuación de
Hamilton, y viceversa, cada solución de la ecuación de Hamilton nos permitirá construir tales
variedades integrales para dicho EDS. El capítulo 7 utilizará esta relación fundamental en la
búsqueda de relaciones entre el EDS (24) y los vínculos de Dirac asociados a las ecuaciones de
Hamilton sobre Γ

(
Λ̃τ

)
.

5.6. Sobre estructuras de Dirac en una teoría de campos

Describiremos aquí algunas ideas que aportan al problema de definición de lo que entendemos
por estructuras de Dirac [YM06a, YM06b] para una teoría de campos, que se derivan natu-
ralmente del esquema introducido. Éste no pretende ser un análisis exhaustivo ni definitivo,
mereciendo ser explorado con mayor profundidad.

5.6.1. Estructuras de Dirac en teorías de campo. La construcción esbozada en la sección
anterior permite intuir la manera en la cual definir una estructura de Dirac asociada a una teoría
de campos. Recordemos para ello la definición de este tipo de estructura: Dada una variedad
Q, se define el producto sobre TQ⊕ T ∗Q

〈(X1, α1) , (X2, α2)〉 = α1 (X2) + α2 (X1) .

Una estructura de Dirac en Q es un subfibrado vectorial D ⊂ TQ ⊕ T ∗Q isotrópico respecto
del producto. En el caso de que Q sea una variedad presimpléctica con 2−forma ω, existe una
estructura de Dirac Dω definida mediante

Dω|m := {(X,Xy ω|m) : X ∈ TmQ} .
Con esto en mente, tomamosQ := Γ (Λ0), esto es, el espacio de secciones del fibrado de campos
a tiempo 0, junto con la estructura presimpléctica definida más arriba. Ya tenemos una idea
acerca de lo que significa el espacio TQ en este caso: Uno define TΣ (Γ (Λ0)) := Σ∗ (V Λ0). Por
lo tanto el cotangente será algo que pueda contraerse con estos elementos y conduzca a un
número real. Si n = dimM (M , recordemos, es la base del fibrado Λ) entonces podemos definir
el subfibrado Z(1)

0 ⊂
∧•

(T ∗Λ0) tal que

Z(1)
0

∣∣∣
l

:=

{
α ∈

n∧
(T ∗l Λ0) : V1yV2yα = 0∀V1, V2 ∈ VlΛ0

}
.

Para Σ sección de Λ0 y V ∈ Σ∗ (V Λ0), uno puede definir su contracción contra un elemento
α ∈ Σ∗

(
Z(1)

0

)
mediante

〈V, α〉 :=

∫
M0

Σ∗ (V yα) ,

por lo cual, formalmente al menos, uno puede tomar T ∗ΣΓ (Λ0) ≡ Σ∗
(
Z(1)

0

)
, teniendo en cuenta

que la contracción involucra tomar pullback a lo largo de Σ e integración a lo largo de la base
M0.

Luego la estructura de Dirac en Γ (Λ0) asociada al problema variacional tipo Lepage será

DΩ0 |Σ :=
{

(V, α) ∈ Σ∗
(
V Λ0 ⊕Z(1)

0

)
: α := V ydλ

}
.
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El dato dinámico viene fijado por H := ∂0yλ: Una solución para las ecuaciones de Hamilton en
Σ ∈ Γ (Λ0) es una sección X ∈ Γ (Σ∗ (V Λ0)) tal que (X,dH) ∈ DΩ0

|Σ.

Nota 5. Esta estructura de Dirac puede obtenerse a partir de la usual considerando restricción a la
subvariedad Λ0: Efectivamente, de acuerdo con [Dor93], la estructura de Dirac usual asociada a una
estructura diferencial es el complejo de De Rham junto a los campos vectoriales sobre la variedad en
cuestión. Aquí hemos restringido los campos a campos verticales (evaluados sobre la subvariedad) y
restringimos el espacio de formas al subcomplejo

Z(0)
0 → Z(1)

0 → · · ·
donde

Z(k)
0 := {ω ∈ Ωn (Λ0) tal que V1y · · ·yVk+1yω = 0 para todo V1, · · · , Vk+1 ∈ V Λ0}

Llamemos D0 ⊂ TΛ0 ⊕
∧n

(T ∗Λ0) a la estructura de Dirac tal que su fibra viene dada por

D0|l :=
{

(V, α) ∈ VlΛ0 ⊕ Z(1)
0

∣∣∣
l

: α = V y dλ|l
}
.

Entonces DΩ0
|Σ = Γ (Σ∗ (D0)). Por consiguiente, uno puede considerar a las estructuras de Dirac

sobre Γ (Λ0) como espacios de la forma D|Σ = Γ (Σ∗ (D)) para alguna estructura de Dirac D sobre
M0.
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Capítulo 6

Método de Dirac

LLEGÓ la hora de describir el método de Dirac, o más precisamente, el algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds para sistemas dinámicos (M,ω,H) compuestos de una variedad presim-

pléctica (M,ω) y una función hamiltoniana H . Empezaremos describiendo el caso más simple,
esto es, el caso de dimensión finita, para luego pasar a los casos en los que las variedades en
cuestión están modeladas sobre espacios de Banach.

6.1. Descripción geométrica

Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión finita y (N, ω|N) subvariedad simpléctica
de M ; indiquemos mediante ı : N ↪→M la inmersión.

Lema 28. El espacio tangente a M en un punto n ∈ N ⊂M puede descomponerse como sigue:

(27) TnM = TnN ⊕ (TnN)
⊥

donde (·)⊥ indica complemento ortogonal simpléctico.

DEMOSTRACIÓN. Como N es subvariedad simpléctica, la restricción de ω a TnN es no
degenerada; como ker (ω|N) = TnN ∩ (TnN)

⊥, resulta lo que queríamos. �

Indicaremos por VF el campo vectorial hamiltoniano asociado a la función F (sobre la variedad
que correspondiera).

Corolario 7. Sea πN : TNM → TN el proyector inducido por el lema anterior. Si F ∈ C∞ (M),
entonces

VF |N = πN (VF ) .

DEMOSTRACIÓN. Tenemos que

d (F |N) = dF |N
= (VF yω)|N
= (πN (VF )yω)|N
= πN (VF )y (ω|N) ,

lo que demuestra lo que queríamos. �

El proyector πN admite una descripción interesante cuando N es la superficie de nivel de una
aplicación submersiva Ψ : M � P .

Teorema 10. Sea p0 ∈ P un valor regular para Ψ, y definamos N := Ψ−1 (p0). Entonces vale la
siguiente descomposición

T ∗nM = ω|n (TnN)⊕ (Ψ∗|n)
∗

(Tp0
P )

para cada n ∈ N .
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DEMOSTRACIÓN. Tenemos que ker (Ψ∗|n) = TnN , por lo cual

TnN =
(
(Ψ∗|n)

∗
(Tp0

P )
)0

;

de igual manera vale que
(ω|n (TnN))

0
= (TnN)

⊥
,

por lo cual la descomposición de T ∗nM inducida a partir de (27) via anuladores demuestra el
teorema. �

A partir de esta demostración podemos concluir el corolario siguiente.

Corolario 8. Las descomposiciones anteriores se conservan por la biyección ω|n : TnM
∼→ T ∗nM .

DEMOSTRACIÓN. Claramente ω|n aplica TnN en ω|n (TnN); además de la demostración
del teorema anterior resulta que

(TnN)
0

= (Ψ∗|n)
∗

(Tp0
P ) ,

de lo cual se deduce que ω|n
(

(TnN)
⊥
)

= (Ψ∗|n)
∗

(Tp0P ). �

6.2. Clasificación parcial de vínculos

Vamos ahora a suponer que tenemos una submersión Ψ : M � P y N ⊂M es la superficie de
nivel de P :

N := Ψ−1 (p0) .

La naturaleza de los vínculos representados por Ψ puede clasificarse parcialmente teniendo en
cuenta su interacción con la estructura simpléctica como sigue:

1. Vínculos de primera clase def⇐⇒ (TnN)
⊥ ⊂ TnN para todo n ∈ N ⇐⇒ N es una subvariedad

coisotrópica.
2. Vínculos de segunda clase def⇐⇒ TnN ∩ (TnN)

⊥
= {0} para todo n ∈ N .

Es evidente entonces que la clasificación no puede ser exhaustiva. Como vimos en la sección
anterior, si N es subvariedad simpléctica, entonces Ψ representa vínculos de segunda clase; la
implicación opuesta vale también. Además tenemos el teorema siguiente.

Teorema 11. Ψ representa una colección de vínculos de segunda clase si y sólo si

ω|n (ker Ψ∗|n) ∩ (Ψ∗|n)
∗

(Tp0P ) = 0

para todo n ∈ N .

DEMOSTRACIÓN. Sabemos entonces que TnN ∩ (TnN)
⊥

= 0 y que TnN = ker (Ψ∗|n); el
resto sale del corolario 8. �

Sea (U , φ) un entorno coordenado de p0 tal que φ : p 7→ (f1 (p) , · · · , fr (p)) para todo p ∈ U .
Luego

{
df1|po , · · · , dfr|po

}
es una base para Tp0

P y por consiguiente

B := {d (f1 ◦Ψ)|n , · · · , d (fr ◦Ψ)|n}
será una base para (Ψ∗|n)

∗
(Tp0

P ). Vale entonces el resultado siguiente.

Proposición 20. El conjunto {Vfi◦Ψ (n)}ri=1 es una base para (TnN)
⊥.

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que Vfi◦Ψ (n) = (ω|n)
−1

(d (fi ◦Ψ)|n) para todo n ∈ N ; de
aquí resulta la proposición debido a que ω|n respeta las descomposiciones, por lo cual

(TnN)
⊥

= (ω|n)
−1 (

(Ψ∗|n)
∗

(Tp0
P )
)

para todo n ∈ N . �
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Para F ∈ C∞ (M) tendremos que

VF |N (n) = VF (n)−
r∑
i=1

ai (n)Vfi◦Ψ (n)

donde los coeficientes ai (n) deben satisfacer el sistema lineal

{F, fj ◦Ψ} (n) =

r∑
i=1

ai (n) {fi ◦Ψ, fj ◦Ψ} (n) .

Dado que Cij (n) := {fi ◦Ψ, fj ◦Ψ} (n) son los coeficientes de una matriz que resulta de la
contracción entre todos los elementos de sendas bases de un espacio y su dual, tal matriz resulta
invertible, de donde resulta la siguiente expresión

ai (n) =

r∑
j=1

Cji (n) {F, fj ◦Ψ} (n) .

Por lo tanto

VF |N (n) = VF (n)−
r∑

i,j=1

Cji (n) {F, fj ◦Ψ} (n)Vfi◦Ψ (n)

y finalmente, dado que VF |N (n) ·G = {F |N, G|N} (n), resulta la expresión clásica

{F |N, G|N} (n) = {F,G} (n)−
r∑

i,j=1

Cji (n) {F, fj ◦Ψ} (n) {fi ◦Ψ, G} (n)

6.3. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds

Describamos ahora el algoritmo desarrollado por Gotay, Nester y Hinds en el artículo [GNH78]
(también conocido como algoritmo de Gotay, Nester y Hinds). En la sección anterior obtuvimos
el corchete de una subvariedad simpléctica en un espacio de fases bajo dos hipótesis demasiado
fuertes para nuestras necesidades, a saber:

1. la variedad M se supuso de dimensión finita, y
2. se supuso conocida la subvariedad en cuestión.

El algoritmo de Gotay, Nester y Hinds (o, más generalmente, el método de Dirac) provee in-
trucciones precisas para encontrar esta subvariedad; más aún, suponiendo que la variedad
presimpléctica original está modelada sobre un espacio de Banach reflexivo, y que la forma
presimpléctica es topológicamente cerrada (i.e. aplica cerrados de TM en cerrados de T ∗M ),
este algoritmo da fórmulas bastante explícitas para describir la subvariedad de vínculos.

6.3.1. Teoría geométrica de vínculos. Como ya hemos advertido, nuestra configuración
inicial es un triple (M,ω,N), donde (M,ω) es una variedad presimpléctica modelada sobre un
espacio de Banach, y N ⊂M es una subvariedad1 de M .

Definición 43. El complemento simpléctico de N es el conjunto (TN)
⊥ definido mediante

(TN)
⊥

:= {Z ∈ TNM : (ω|N) (Z,W ) = 0 para todo W ∈ TN} .

Sea j : N ↪→ M la inclusión de N en M ; entonces tenemos la siguiente caracterización del
complemento simpléctico de N .

Proposición 21. El complemento simpléctico puede describirse mediante

(TN)
⊥

= {Z ∈ TNM : j∗ (Zyω) = 0} .

1En el sentido técnico de la definición 37.
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Esta descripción nos permitirá escribir el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds de una manera
más conveniente para el cálculo. Para ello introduzcamos la definición siguiente.

Definición 44. Sea S ⊂ E un subespacio de E. Su anulador S0 ⊂ E′ es el conjunto de todos los
funcionales continuos β ∈ E′ tales que β (v) = 0 para todo v ∈ S.

Sobre espacios de Banach reflexivos, tenemos el siguiente resultado.

Lema 29. Si E es un espacio de Banach reflexivo y S ⊂ E es un subespacio, entonces(
S0
)0

= S̄.

Si una variedad M está modelada sobre un espacio de Banach reflexivo, entonces diremos que
es una variedad reflexiva. Entonces tenemos la siguiente caracterización de los complementos
simplécticos, útil, como ya dijimos, al aplicar efectivamente el algoritmo de Gotay, Nester y
Hinds.

Proposición 22. Si (M,ω) es una variedad presimpléctica, donde M es reflexiva y la aplicación Z 7→
Z[ := Zyω es topológicamente cerrada, entonces(

TN⊥
)0

= (TN)
[
.

6.3.2. Algoritmo de vínculos. Las siguientes consideraciones están basadas en parte en
las notas manuscritas [Got] y en el artículo [GNH78]. Supongamos que tenemos una variedad
presimpléctica (M0, ω0), y una función H0 ∈ C∞ (M0). Entonces definimos la sucesión de va-
riedades presimplécticas con hamiltoniano (Mk, ωk, Hk) , k ∈ N mediante la fórmula recursiva

Mk+1 :=
{
m ∈Mk : dHk|m (X) = 0 para todo X ∈ (TmMk)

⊥
}

donde para toda subvariedadN ⊂M de una variedad presimpléctica (M,ω) y n ∈ N se define,
como se dijo más arriba, mediante

(TnN)
⊥

= {Z ∈ TnM : ω|n (Z,X) = 0 para todo X ∈ TnN} .

Dada la caracterización introducida por la proposición 22, siM es reflexiva y ω topológicamen-
te cerrada, tenemos que

Mk+1 :=
{
m ∈Mk : dHk|m ∈ (TmMk)

[
}

dado que, como la restricción de una aplicación cerrada es cerrada y los subespacios cerrados
de una espacio de Banach reflexivo son reflexivos [Con85], cada par (Mk, ω|Mk) consta de
una variedad reflexiva y una forma presimpléctica topológicamente cerrada. Suponiendo que
Mk+1 es una subvariedad de Mk, entonces se definen las restricciones

ωk+1 := ωk|Mk+1
, Hk+1 := Hk|Mk+1

.

En caso de que la subvariedadM0 sea de dimensión finita, uno tiene las alternativas siguientes:

1. Mk = ∅ para algún k, en cuyo caso no hay solución posible para el problema dinámico
planteado por los datos.

2. Mk es discreto para algún k, de donde se sigue que las únicas soluciones posibles son
puntos fijos del vector de evolución, o

3. Mk+1 = Mk =: Mf no vacío a partir de algún valor del índice. La variedad Mf es
lo que se denomina variedad final de vínculo, y allí el problema dinámico tiene siempre
solución (aunque por lo general ésta no es única).

El caso de dimensión infinita agrega otra alternativa: una sucesión infinita M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃
· · · de variedades no vacías. La variedad que resulta de la intersección de todos los términos
en la sucesión debería ser la variedad final de vínculos en tal caso.
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6.4. Ejemplos motivadores

Como una introducción al capítulo siguiente, vamos a aplicar el algoritmo recién descrito a
un par de problemas clásicos, esto es, para un sistema mecánico descrito por el principio de
Hamilton-Pontrjagin, y el sistema dinámico subyacente al problema variacional canónico aso-
ciado a una teoría de campo de primer orden. La conclusión es importante: Se reobtiene de
esta forma la teoría usual de vínculos [GIM04, HT94]. Esto motiva el método desarrollado en
el capítulo siguiente en pos de relacionar los vínculos de Dirac de un problema variacional no
estándar con el EDS que describe a sus ecuaciones de movimiento.

6.4.1. Principio de Hamilton-Pontrjagin revisitado. Volvemos una vez más al principio
de Hamilton-Pontrjagin; en particular, estudiaremos el método general esbozado en el capítulo
anterior para asociar un sistema dinámico a los datos correspondientes al problema variacional
subyacente a este principio. Verificaremos que el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds conduce
en este caso a las ecuaciones correctas bajo condiciones de regularidad de la función lagrangia-
na.

Ejemplo 6.4A: Principio de Hamilton-Pontrjagin - Cont. Seguiremos utilizando aquí la no-
tación del ejemplo 4.3B; como M0 = R0 = {0}, la foliación compatible canónica de Λ̃ es
F
(

Λ̃
)

:= (TQ⊕ T ∗Q, ∂t; {0} , ∂t), las secciones de Λ̃0 → {0} son simplemente puntos de Λ̃0,
por lo cual PF(Λ̃) = {0} × (TQ⊕ T ∗Q), y las integrales se reducen a evaluación en dichos

puntos, esto es, si f ∈ Ω0
(

Λ̃
)

= C∞
(

Λ̃
)

, entonces∫
{0}

σ∗ (f) = f (σ (0)) .

Por consiguiente ω0 = dp ∧ dq y H0 (q, q̇, p) = pq̇ − L (q, q̇), y podemos aplicar el algoritmo de
Gotay, Nester y Hinds en TQ ⊕ T ∗Q. Como kerω0 = {(0, δq̇, 0)}, resulta el vínculo primario
dH0 (δq̇) = 0, por lo cual la subvariedad de vínculos correspondiente será

M1 =

{
(q, q̇, p) : p− ∂L

∂q̇
= 0

}
.

Si M1 es transversal a la proyección p2 : TQ⊕T ∗Q→ T ∗Q (lo cual corresponde a lagrangianos
regulares), dicha proyección induce un difeomorfismo entre M1 y T ∗Q, el cual aplica la estruc-
tura simpléctica de este último espacio en la forma presimpléctica ω1 := ω0|M1, y el algoritmo
debe terminar aquí. Para ver que la condición de transversalidad adoptada es equivalente a la
de regularidad sobre el lagrangiano, notemos que el espacio tangente a M1 es el núcleo de la
colección de 1-formas ρi := dpi − ∂2L

∂qk∂q̇i
dqk − ∂2L

∂q̇l∂q̇i
dq̇l (para i = 1, · · · , n, con n = dimQ), por

lo cual si M1 ⊥ p2, deben existir µi, νi ∈ Rn para cada i = 1, · · · , n tales que los vectores

vi :=
∂

∂qi
+

n∑
j=1

µji
∂

∂q̇j
, wi :=

∂

∂pi
+

n∑
k=1

νik
∂

∂q̇k

son tangentes a M1 (recordar que M1 y las fibras de p2 tienen dimensiones complementarias, y
que además ker (p2)∗ =

〈
∂
∂q̇i : i = 1, · · · , n

〉
) y linealmente independientes. Pero esto implica

que, para cada i, j = 1, · · · , n, debe valer que

µkj
∂2L

∂q̇i∂q̇k
+

∂2L

∂qj∂q̇i
= 0, νik

∂2L

∂q̇k∂q̇j
− δij = 0.

Este par de ecuaciones sólo puede verificarse bajo condiciones de regularidad de la función L.
s
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6.4.2. Teorías de campo de primer orden. Para las teorías de campos de primer orden
ocurre algo similar.

Ejemplo 6.4B: Teorías de campo de primer orden - Cont. Queremos encontrar el sistema diná-
mico asociado a la estructura multisimpléctica para este tipo de teorías de campos hallada en
el ejemplo 4.3C; aquí designaremos genéricamente mediante Γ (·) el espacio de secciones del
fibrado correspondiente, respecto de alguna estructura diferenciable no especificada. Luego
localmente tenemos que λ̃ = mα ∧

(
duα − uαkdxk

)
− Ldx0 ∧ · · · ∧ dxn−1, por lo cual

dλ̃ = dmα ∧
(
duα − uαkdxk

)
− dL ∧ dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1 − (−1)

n−1
mα ∧ duαk ∧ dxk,

y teniendo en cuenta que mα ∈ Ωn−1 (M), obtendremos(
uαkdmα ∧ dxk

)∣∣
N0

=
(
mα ∧ duαk ∧ dxk

)∣∣
N0

= 0

donde N0 :=
{
P ∈ Û ⊕ Z : x0 (P ) = 0

}
. Por lo tanto si

Ň0 :=
{
m ∈M : x0 (m) = 0

}
,

a partir de la Ec. (20), obtendremos para la forma presimpléctica sobre Γ (N0) la expresión

ωx|σ (X,Y ) =

∫
Ň0

(
δm0

αδv
α − δn0

αδu
α
)

dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

teniendo presente que X := (0; δuα, δuαk , δmα) , Y := (0; δvα, δvαk , δnα) indica un par de vecto-
res tangentes en σ ∈ Γ (N0). Introduciendo las coordenadas

mα := mk
αdkx,

con el símbolo dkx definido como

dkx := ∂xky
(
dx0 ∧ · · · ∧ dxn−1

)
= (−1)

k dx0 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxn−1,

entonces veremos que, para la restricción de la n− 1-forma

∂x0yλ̃ = (∂x0ymα) ∧
(
duα − uαkdxk

)
− Ldx1 ∧ · · · ∧ dxn−1 − (−1)

n−1
uα0mα

a N0, puede demostrarse que vale la expresión siguiente

∂x0yλ̃
∣∣∣
N0

= (∂x0ymα)|N0
∧
(
duα − uαAdxA

)
−
[
L− (−1)

n
uα0m

0
α

]
dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

donde las letras mayúsculas toman valores en el rango 1, · · · , n− 1. Finalmente

(∂x0ymα) ∧ dxB = mA
α (∂x0ydAx) ∧ dxB

= (−1)
n−1

mB
αdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

por lo que, a partir de la Ec. (21), la función hamiltoniana Hx ∈ C∞ (Γ (N0)) resultará

Hx (σ) :=

∫
Ň0

σ∗
(
∂x0yλ̃

∣∣∣
N0

)
=

∫
Ň0

{
(−1)

n−1
mB
α [(∂Bu

α)− uαB ]− L− (−1)
n−1

uα0m
0
α

}
dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1.

Estamos listos para tomar contacto con la teoría usual de vínculos para este tipo de teorías.
Para hacerlo, es necesario calcular los vínculos primarios asociados al dato dinámico recién
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hallado. Esto puede llevarse adelante notando que kerωx =
{(

0; 0, δuαk , δm
A
α

)}
, por lo cual los

vínculos primarios para este sistema dinámico serán

0 = dHx (δuαk )

=

∫
Ň0

[
(−1)

n
mk
α −

∂L

∂uαk

]
δuαkdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1,

0 = dHx
(
δmA

α

)
=

∫
Ň0

(−1)
n−1

[(∂Bu
α)− uαB ] δmB

αdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1.

El conjunto de vínculos primarios estará entonces definido mediante

C1 :=

{
(−1)

n
mk
α −

∂L

∂uαk
, (∂Bu

α)− uαB :

: α = 1, · · ·dimV, k = 0, · · · , n− 1, B = 1, · · · , n− 1

}
;

de modo que M1 ⊂ Γ (N0), el lugar geométrico de los ceros de C1, es una variedad presimpléc-
tica con un hamiltoniano, en donde ambas estructuras están definidas via restricción. Sea ahora
N0 el fibrado trivial Ň0×Rm×Rm(n−1)×Rm×Rm sobre Ň0 con coordenadas (x;φα, φαB , φ

α
0 , πα);

por consiguiente la aplicación Π : N0 → N0 definida mediante

Π :


φα = uα,

φαB = uαB ,

φα0 = uα0 ,

πα = (−1)
n
m0
α

tiene las propiedades detalladas en el siguiente lema.

Lema 30. Sea L1 ∈ C∞ (N0) la única aplicación tal que L1 ◦ Π = L. El conjunto M̃1 := Π ◦ (M1)
está compuesto por las secciones de N0 definidas mediante

σ : x 7→ (x;φα (x) , φαB (x) , φα0 (x) , πα (x))

y tales que

πα =
∂L1

∂φα0
, φαB =

∂φα

∂xB
.

Si M̃1 es una variedad, entonces la forma presimpléctica dada por

ω1 =

∫
Ň0

dπα ∧ dφα ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

verifica que (Π◦)∗ ω1 = ωx|M1
; asimismo la función hamiltoniana

H1 (σ) =

∫
Ň0

σ∗ (φα0 πα − L1) dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1

satisface (Π◦)∗H1 = Hx|M1
. La inyectividad de (Π◦)∗ implica que estos requisitos definen unívoca-

mente a tales estructuras.

Entonces el problema dinámico se reduce a resolver

XH1yω1 = dH1

sobre cada σ : x 7→ (x;φα (x) , φαB (x) , φα0 (x) , πα (x)) tal que

πα =
∂L1

∂φα0
, φαB =

∂φα

∂xB
,
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Capítulo 6. Método de Dirac

y éste es el esquema básico de la teoría usual para teorías de campos de primer orden; por
consiguiente, los vínculos primarios desde el punto de vista “estándar” están relacionados vía
Π con los vínculos primarios hallados en el esquema no estándar. s
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Capítulo 7

Vínculos y sistemas diferenciales exteriores

VAMOS a relacionar aquí el conjunto de vínculos obtenidos de la aplicación exitosa del al-
goritmo de Gotay, Nester y Hinds al dato dinámico (21), (20) asociado a un problema va-

riacional de la forma
(

Λ̃, λ̃, 0
)

, con los generadores de un sistema diferencial exterior que uno
construye a partir de (una prolongación del) EDS de Hamilton-Cartan y la foliación de tiempo
constante con la que se definió el dado dato dinámico. La demostración consta de varias eta-
pas: Primero uno debe asegurarse que el EDS con el que se trabaja es involutivo, de manera
de tener una identificación completa entre extremales del problema completo y soluciones del
problema reducido a una hoja de tiempo constante.

7.1. Una caracterización útil de los vínculos

Como venimos diciendo, nuestro propósito es relacionar los vínculos de Dirac que aparecen al
aplicar el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds a una teoría de campos, con datos geométricos
asociados al EDS de Hamilton-Cartan. Por consiguiente, vamos a caracterizar geométricamente
dichos vínculos; la siguiente descripción resulta ser útil para alcanzar este objetivo [GIM04].

Definición 45. Dada una variedad presimpléctica (N,ω) con un hamiltoniano H ∈ C∞ (N), la sub-
variedad de vínculos es la subvariedad de N maximal respecto de la propiedad

(28) dH
(
TC⊥

)
= 0

donde TC⊥ denota el (quizás singular) subfibrado de TN compuesto por los complementos simplécticos
de las fibras del subfibrado TC. Una subvariedad en N que satisfaga la propiedad (28) se dice que es
invariante respecto de la dinámica definida por (ω,H).

Dado que necesitamos conocer los espacios tangentes para las subvariedades Γ (K) ⊂ Γ
(
L̃
)

compuestas de las secciones integrales de un dado EDS K, probaremos la proposición siguien-
te.

Lema 31. Si el conjunto Γ (K) , conK ⊂ Ω•
(
L̃
)

un dado EDS, es una subvariedad en Γ
(
L̃
)

, entonces
su espacio tangente en σ ∈ Γ (K) es el espacio vectorial

TσΓ (K) =
{
X ∈ Γ

(
σ∗
(
V L̃
))

: σ∗
(
LX̂K

)
= 0
}
,

donde el sombrero denota alguna extensión a X
(
L̃
)

de un elemento de Γ
(
σ∗
(
V L̃
))

.

DEMOSTRACIÓN. Bajo nuestras hipótesis, alcanza con derivar a lo largo de una curva para
obtener el lema. �

7.2. Secciones admisibles e involución

Nuestro punto de partida es un problema variacional no estándar (Λ→M,λ, I); suponiendo
que existe un problema Lepage equivalente bivariante

(
Λ̃→M, λ̃, 0

)
con suryección ν : Λ̃ →

Λ, pasamos nuestro problema a un problema variacional sin restricciones diferenciales sobre
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el nuevo fibrado Λ̃ → M . Las ecuaciones variacionales, como vimos, definen allí un EDS I ⊂
Ω•
(

Λ̃
)

; las secciones integrales para este EDS son las soluciones clásicas de nuestra teoría de
campos. Por consiguiente tenemos el EDS(

I,Ω := dx1 ∧ · · · ∧ dxn
)

generado por las ecuaciones de movimiento, i.e.

(29) I :=
〈
V ydλ̃ : V ∈ Γ

(
V Λ̃
)〉

diff
,

y haciendo uso del teorema de Cartan-Kuranishi, hallamos un fibrado Λ̃′ → M , una submer-
sión Π : Λ̃′ → Λ̃ y un EDS (I ′,Ω′) ⊂ Ω•

(
Λ̃′
)

que es n-involutivo y verifica

Π∗ (Vn (I ′,Ω′)) = Vn (I,Ω) .

Nota 6. Es importante destacar los puntos siguientes.

El EDS no puede utilizarse si las direcciones posibles de engrosamiento de variedades integrales
de dimensión n − 1 descansan en la misma hoja de tiempo constante. La manera de evitar
este hecho indeseable es tomando en cuenta en Vn (I) sólo aquellos elementos integrales que
satisfacen la condición de independencia; además están las propias condiciones de integrabilidad
que uno debe admitir deben verificar los elementos integrales a través de los cuales pasa alguna
solución. Este subconjunto de secciones puede ser descripto por las subvariedades integrales de
dimensión n para un EDS involutivo I ′, obtenido a partir de I mediante un número suficiente
de prolongaciones.
Se supone también que no hay 0-formas que tener en cuenta en I y I ′; cuando ello ocurre, deben
incluirse las mismas en las definiciones de los fibrados Λ̃ y Λ̃′, esto es, redefiniendo tales conjun-
tos teniendo presente que las nuevas 0-formas se anulan sobre ellos. Los EDS correspondientes
son simplemente el pullback de los originales.
Otra suposición es que Λ̃ → M admite una foliación compatible; supondremos además que lo
mismo ocurre para Λ̃′ →M , y que la descomposición inducida es Λ̃′ ' R× L̃′. Este difeomor-
fismo será indicado mediante sΛ̃′ . Hay que agregar, sin embargo, una suposición adicional: la
existencia de una submersión Π0 : L̃′ → L̃ tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Λ̃′ Λ̃

L̃′ L̃

?
p2

-Π

?
p2

-
Π0

Para cada τ ∈ R estamos tentados por definir el EDS

I ′τ := i∗τ

(
I ′| Λ̃′τ

)
⊂ Ω•

(
L̃′
)

donde Λ̃′τ := iτ

(
{τ} × L̃′

)
y

iτ : L̃′ ↪→ Λ̃′ : l 7→ sΛ̃′ (τ, l) ,

para intentar concluir que

(30) Γn−1 (I ′τ , ω′) = i∗τ (Γn (I ′,Ω′))
donde ω′ := ∂0yΩ′. La inclusión fácil en esta igualdad es

Γn−1 (I ′τ , ω′) ⊃ i∗τ (Γn (I ′,Ω′)) .
La n-involutividad de I ′ nos asegura que cada elemento n-integral es tangente a alguna solu-
ción; sin embargo, la inclusión opuesta

Γn−1 (I ′τ , ω′) ⊂ i∗τ (Γn (I ′,Ω′))
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es satisfecha si cada elemento n− 1-integral de I ′τ puede ser “engrosado” (regularmente) a un
elemento n-integral de I ′. El requisito de involutividad no es suficiente; en su lugar, necesita-
mos la regularidad de cada elemento n− 1-integral del EDS I ′τ .

Introduciremos ahora la noción de regularidad para una foliación. Ella nos asegurará la exis-
tencia de una extensión de cualquier variedad integral de dimensión n− 1 para el EDS restrin-
gido a una hoja de tiempo constante, a una variedad integral de dimensión n del EDS original;
en este sentido es fundamental asegurar que la dimensión de los espacios polares sea estric-
tamente mayor a n − 1, dado que podría ocurrir un caso como el del ejemplo 2.3B, en el cual
no hay involutividad porque los elementos regulares no son extensibles. De hecho, analicemos
detenidamente la estructura de los vínculos de Dirac para este ejemplo.

Ejemplo 7.2A: Sistema con elementos regulares no extensibles. Estudiemos el sistema del
ejemplo 2.3B. Para ello, y utilizando la notación adoptada allí, construyamos el problema va-
riacional Lepage equivalente que lo describe; si Λ̃ es el fibrado R6 → R3, donde en coordenadas
la flecha viene dada simplemente por π : (x, y, z;u, α, β) 7→ (x, y, z), y

λ̃
∣∣∣
(x,y,z;u,α,β)

:= αθ1 + βθ2,

el problema variacional en cuestión será
(

Λ̃, λ̃, 0
)

. Luego el EDS I de Hamilton-Cartan estará
generado mediante

I = 〈θ1, θ2,dα ∧ dy ∧ (dx− ydz) + dβ ∧ dx ∧ dz〉alg .

Notemos entonces que, para k ∈ R, podemos definir la hoja

Ok :=
{

(x, y, z;u, α, β) ∈ R6 : z = k
}
,

que es un fibrado sobre R2 por la restricción de la proyección π a la hoja. Luego resulta que

Ik := I|Ok
= 〈du ∧ dx ∧ dy,dα ∧ dx ∧ dy〉alg ,

de donde se obtiene que las secciones integrales de Ik son todas las funciones

(x, y) 7→ (u (x, y) , α (x, y) , β (x, y))

dado que los generadores de Ik son de grado 3. Sin embargo, como vimos oportunamente, las
secciones integrales de I están caracterizadas por u (x, y) = Uk para alguna constante Uk ∈ R,
y tales que las funciones α, β satisfacen la ecuación diferencial

αz + yαx + βy = 0.

Esto significa que Γ2 (Ik) ⊃ Γ3 (I), y la inclusión es estricta.
Podemos por otra parte estudiar el sistema dinámico asociado a este problema variacional;
para ello tomamos K ⊂ R3 la clausura de un disco en R3, y restringimos nuestro fibrado a K.
Entonces obtenemos un nuevo fibrado ΛK := K×R3, y allí el problema variacional

(
ΛK , λ̄, 0

)
,

con λ̄ := λ̃
∣∣∣ΛK . Designemos por el mismo símbolo Ok al conjunto Ok ∩ ΛK (admitiendo que

elegimos el número k de manera tal que el plano z = k tiene intersección no vacía con IntK);
entonces

dλ̄
∣∣Ok = −dα ∧ du ∧ dx ∧ dy,

∂zyλ̄ = βdu ∧ dx− yαdu ∧ dy
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por lo cual si Xi : (x, y) 7→ (0, 0; δui (x, y) , δαi (x, y) , δβi (x, y)) , i = 1, 2 indican un par de
elementos tangentes en σ : (x, y) 7→ (u (x, y) , α (x, y) , β (x, y)), tendremos que

ωz|σ (X1, X2) :=

∫
K

(δu1δα2 − δu2δα1) dx ∧ dy,

Hz (σ) :=

∫
K

(βuy + yαux) dx ∧ dy

para la estructura presimpléctica y el hamiltoniano sobre el espacio de secciones deOk. Enton-
ces (con la estructura de espacio de Sobolev de orden adecuado) puede probarse el resultado
siguiente.

Lema 32. El conjunto

ker (ωz|σ) := {X1 ∈ Γ (σ∗V ΛK) : ωz|σ (X1, X2) = 0 ∀X2 ∈ Γ (σ∗VOk)}
es el subespacio cerrado

ker (ωz|σ) = {(0, 0, δβ) : δβ ∈ Cs (K)}
siendo s el orden del espacio de Sobolev considerado.

Si Z ∈ ker (ωz|σ) es de la forma Z = (0, 0, δβ) con δβ ∈ Cs (K), entonces el vínculo primario
se obtiene a partir de la ecuación Z|σ ·Hz = 0, y por consiguiente

0 = Z|σ ·H
z

= −
∫
K

δβuydx ∧ dy.

Esto es, el vínculo primario que las secciones deben satisfacer es uy = 0. Para calcular si existen
vínculos secundarios, definimos, para cada f ∈ Cs (K), la función sobre Γ (Ok) dada por

F1 (σ) :=

∫
K

fuydx ∧ dy.

Entonces (recordando que los elementos tangentes a nuestro espacio de secciones se anulan
sobre ∂K)

X1 · F1 = −
∫
K

fyδu1dx ∧ dy

y por lo tanto el campo XF1
que a cada sección σ de Ok le asigna el vector tangente

XF1
(σ) : (x, y) 7→ (σ (x, y) ; 0, 0, 0,−fy (x, y) , 0)

es un campo vectorial hamiltoniano para F1. El vínculo secundario resulta a partir de la condi-
ción de estabilidad XF1 (σ) ·Hz = 0, por lo cual

0 = XF1
(σ) ·Hz

= −
∫
K

yuxfydx ∧ dy

=

∫
K

(yux)y fdx ∧ dy,

de donde ux + yuxy = 0. Como ya sabemos que sobre la superficie final de vínculos debe valer
uy = 0, de aquí resulta el vínculo secundario equivalente ux = 0. Es más, si repetimos este
procedimiento con el nuevo vínculo ux = 0, no obtenemos un vínculo independiente de los
anteriores, por lo cual la variedad final de vínculos en Γ (Ok) es el conjunto C de secciones tales
que ux = uy = 0. Ahora bien, a partir de

(X1 ·Hz)| C = −
∫
K

(βy + yαx) δu1dx ∧ dy

resulta que el campo XH dado por

XH (σ) : (x, y) 7→ (σ (x, y) ; 0, 0, 0,−βy − yαx, g (x, y))
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para g ∈ Cs (K), es un campo vectorial hamiltoniano para el hamiltoniano Hz ; las ecuaciones
de movimiento para el sistema dinámico sobre C serán pues

uz = 0,

αz = −βy − yαx,
βz = g (x, y) .

El algoritmo de Gotay, Nester y Hinds conduce pues al resultado correcto. s

Debido a la discusión previa, introducimos una nueva definición, con el objetivo específico de
garantizar las condiciones que permitan describir los vínculos que aparecen al estudiar un pro-
blema variacional con el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds, mediante un sistema diferencial
exterior juiciosamente elegido.

Definición 46. Sea I un EDS involutivo sobreM y supongamos queM ' R×N para alguna variedad
N ; como hicimos arriba, para cada τ ∈ R definamos el siguiente EDS sobre N

Iτ := i∗τ (I| {τ} ×N) .

Diremos que la foliación inducida es regular con respecto al EDS I si cada elemento de Vn−1 (Iτ ) , τ ∈
R, es regular y dimH (E) > n− 1 para cada E ∈ Vn−1 (Iτ ).

Además, bajo las condiciones de independencia adecuadas la involutividad requerida nos ase-
gurará que la extensión no está incluída en dicha hoja. En estos términos puede formularse el
resultado siguiente.

Proposición 23. Si I es un EDS involutivo sobre P , y sP : P
∼−→ Q×R es una foliación regular para

I, entonces
Γn−1 (Iτ , ω) = i∗τ (Γn (I,Ω)) ,

donde ω := ∂0yΩ y ∂0 es el campo vectorial que apunta en la R-dirección de la foliación.

DEMOSTRACIÓN. La inclusión difícil es

Γn−1 (Iτ , ω) ⊂ i∗τ (Γn (I,Ω)) .

A causa de la regularidad, el teorema de Cartan-Kähler implica que cualquier sección integral
de dimensión n− 1 de Iτ puede extenderse a una sección integral de dimensión n para I. �

Necesitaremos algunas propiedades de las soluciones de un EDS; el siguiente resultado esta-
blece alguna de ellas.

Lema 33. Sea I un EDS sobre la variedad M , N ⊂ M una subvariedad integral y X ∈ Γ (TNM) tal
que

(Xyα)|N = 0

para todo α ∈ I. Si X̂ ∈ X (M) es cualquier extensión para X , entonces(
LX̂I

)∣∣N = 0.

DEMOSTRACIÓN. Si i : N ↪→M es la inmersión canónica, tendremos que

i∗
(
X̂yα

)
= i∗ (Xyα) ,

por lo cual (
LX̂α

)∣∣N = i∗
(
X̂ydα+ d

(
X̂yα

))
= i∗ (Xydα) + di∗ (Xyα)
= 0

para todo α ∈ I. �
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Utilizando la definición (24) obtenemos un EDS (I ′τ , ω′ := ∂0yΩ′) sobre L̃′. Como veremos en
las siguientes secciones, este sistema diferencial exterior nos proporcionará otra descripción
para los vínculos de Dirac, esto es, como generadores algebraicos de un EDS.

7.3. La subvariedad de vínculos como un espacio de secciones

7.3.1. Guía rápida a la demostración. Describiremos aquí los elementos esenciales invo-
lucrados en la demostración de que la subvariedad de vínculos coincide con el conjunto de
aplicaciones Π0 ◦ Γn−1 (I ′τ , ω′). Dado que esta prueba utiliza la caracterización de C como la
subvariedad invariante maximal del conjunto de secciones del fibrado L̃, es necesario demos-
trar que

1. Π0 ◦ Γn−1 (I ′τ , ω′) es invariante, y
2. C ⊂ Π0 ◦ Γn−1 (I ′τ , ω′).

Intuitivamente es razonable suponer que la primera condición se puede deducir del hecho que
la PDE original (26) son satisfechas por los elementos de este conjunto. La segunda condición
puede verificarse construyendo una sección de dimensión n a partir de la fórmula

σ : (τ, x) 7→ (τ, στ (x))

teniendo presente que ésta es una sección integral de (I ′,Ω′), y entonces restringiéndose a la
hoja correspondiente al tiempo τ . Como fue definido previamente, una subvariedad Q ⊂ P en
nuestro espacio de fases Γ

(
L̃
)

es invariante si y sólo si

dH
(
TQ⊥

)
= 0.

De acuerdo a un resultado de Marsden et al [GIM04], la propiedad de invariancia es equiva-
lente a la existencia de soluciones tangentes a las ecuaciones de Hamilton reestringidas a Q;
esto es, para cada q ∈ Q el sistema

(XHyω)|q = dH|q
tiene una solución XH |q perteneciente a TqQ. En la primera parte de la demostración uno cons-
truye las soluciones de las ecuaciones de Hamilton tangentes a la superficie de vínculos, lo cual
implica la invariancia buscada. En la segunda parte la estrategia consiste en probar que nuestra
subvariedad es maximal con respecto a la propiedad de invariancia; en este punto se utiliza la
caracterización de invariancia en el sentido contrario, esto es, se demuestra que la subvarie-
dad en cuestión es invariante, para poder concluir entonces que las ecuaciones de Hamilton
admiten soluciones tangentes a la misma. Dado que las ecuaciones de Hamilton pueden re-
lacionarse con generadores algebraicos del EDS de Hamilton-Cartan restringido a la hoja de
tiempo constante con la que estamos trabajando, uno puede relacionar a partir de este resulta-
do ambos puntos de vista.
Después de este precalentamiento, estamos preparados para formular el teorema y su demos-
tración.

7.3.2. El teorema principal y su demostración. Existen muchos elementos a incluir en la
demostración de este teorema. En los párrafos previos argumentamos acerca de la necesidad de
tener una submersión Π : Λ̃′ → Λ̃ entre fibrados que hagan el siguiente diagrama conmutativo:

Λ̃′ Λ̃

M

-Π

@
@R

�
�	

Acto seguido, supusimos que existe una foliación compatible (respecto de las estructuras de
fibrado de ambos fibrados) de la base M que se comporta bien con las aplicaciones de este
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diagrama. Esto es, existe una aplicación Π0 : L̃′ → L̃ que hace conmutar el diagrama detallado
a continuación

Λ̃′ L̃′ × R

Λ̃ L̃× R

M Σ× R

-
sΛ̃′

?

Π

?

Π0×id

-
sΛ̃

? ?
-

sM

La foliación en hojas de tiempo constante de Λ̃′ nos permite por lo tanto definir el EDS

I ′τ := i∗τ

(
I| L̃′ × {τ}

)
,

el cual no es otra cosa que el EDS involutivo I ′ restringido a la hoja L̃′×{τ}. Para asegurarnos
que Vn−1 (I ′τ ) ⊂ V rn−1 (I ′), se pide además que la foliación supuesta sea regular respecto del
EDS I ′. Ahora definamos

Γ (I ′τ ) := Π0 ◦ Γn−1 (I ′τ , ω′) ,
Vamos a asumir además que cada sección σ ∈ Γn−1 (I ′τ ) está contenida en una subvariedad
Rσ ⊂ Λ̃′ de codimensión rσ := dimH (σ∗ (TM)) − n + 1 que es transversal a H (σ∗ (TM)), lo
cual, via el corolario 1, nos garantiza la unicidad de la extensión de σ a una sección integral
del fibrado total Λ̃′. Ésta es una condición fuerte, pero necesaria en vista de que estamos tra-
bajando con secciones globales de los fibrados en cuestión. Finalmente supondremos que los
conjuntos de secciones integrales con los que trabajaremos admiten estructura diferenciable; la
debilitación de esta hipótesis requiere técnicas que están fuera de los alcances de este trabajo
(por ejemplo, un esquema de desingularización tal como en [CE06]).

El teorema principal puede formularse como sigue.

Teorema 12. Supongamos que el EDS I definido mediante (29) es τ -invariante, esto es

L∂0I ⊂ I.

Entonces la subvariedad de vínculos C en la variedad presimpléctica de secciones es igual a Γ (I ′τ ).

DEMOSTRACIÓN. La subvariedad de vínculos C puede caracterizarse como la subvarie-
dad invariante maximal del conjunto de secciones de L̃ [GIM04], donde la invariancia para
J ⊂ Γ

(
L̃
)

significa que

dH
(
TJ⊥

)
= 0,

para H la función hamiltoniana para nuestro sistema dinámico y el complemento ortogonal
se toma respecto de la estructura presimpléctica definida sobr el espacio de secciones. Puede
demostrarse (prop. 6.9 en [GIM04]) que la invariancia de una subvariedad J en una variedad
simpléctica es equivalente a pedir que a través de cualquier punto de J existan soluciones a
las ecuaciones de Hamilton que sean tangentes a dicha subvariedad. Tomemos entonces στ ∈
Γ (I ′τ ); por definición de este espacio de secciones, existe una única sección σ′τ ∈ Γn−1 (I ′τ , ω′)
tal que

στ = Π0 ◦ σ′τ .

A causa de la regularidad de la subvariedad Im (σ′τ ) ⊂ Λ̃′, y teniendo en cuenta que asumimos
la existencia de variedades de restricción R′στ , podremos aplicar el corolario 1 y encontrar una
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sección integral σ′ ∈ Γn (I ′,Ω′) tal que σ′|
(
L̃′ × {τ}

)
= σ′τ . Si ∂0 denota los campos vectoriales

definidos mediante

∂0|(λ,τ) : = (sΛ̃′)
−1
∗

∣∣∣
(λ,τ)

(
0,

d
dτ

∣∣∣∣
τ

)
on Λ̃′

∂0|(m,τ) : = (sM )
−1
∗

∣∣∣
(m,τ)

(
0,

d
dτ

∣∣∣∣
τ

)
on M

entonces se puede definir la sección X ′τ ∈ Γ
(

(σ′τ )
∗
(
V L̃′

))
= Tσ′τ

(
Γ
(
L̃′
))

via

(31) (σ′)∗ (∂0) = ∂0 + iτ∗ (X ′τ ) .

Por lo tanto la expresiónXτ := Π0∗ ◦X ′τ define una sección del fibrado “pullback” (στ )
∗
(
V L̃
)

,
que está bien definida porque en procedimiento de prolongación y la proposición 23 nos ase-
gura que la aplicación Π0 ◦ (·) entre n − 1-secciones de los fibrados en cuestión es uno a uno.
Más aún, proyectando ambos lados de (31) según Π∗ ◦ (·) se obtiene que

(32) σ∗ (∂0) = ∂0 + iτ∗ (Xτ )

donde σ := Π ◦ σ′ es una sección n-integral para I sobre Λ̃, debido a propiedad de las pro-
longaciones. En particular, σ∗|(m,τ) (TmM ⊕ ∂0) ⊂ T Λ̃ es un elemento n-integral para I que
contiene el subespacio στ∗|m (TmM), que es a su vez n − 1-integral para Iτ . Por lo tanto
σ∗ (∂0) ∈ H (στ∗|m (TmM)), y debemos tener que

(σ∗ (∂0)yα)| (στ∗|m (TmM)) = 0, ∀α ∈ I.
Utilizando la Ec. (29), resulta que Xτ satisface

σ∗τ (V y (XτyΩ− dH)) = 0, ∀V ∈ Γ
(
σ∗τ

(
V L̃
))

,

y esto significa, por proposición 19, que Xτ es una solución de las ecuaciones de Hamilton
asociadas a H . Queda por demostrarse que esta solución es tangente a Γ (I ′τ ); de acuerdo al
lema 31, esto equivale a probar que

σ∗τ

(
LX̂τIτ

)
= 0

para alguna extensión X̂τ ∈ X
(
L̃
)

de Xτ . Por lema 33 y teniendo en cuenta que στ es una
subvariedad n− 1-dimensional de I, concluimos que

(33) σ∗τ
(
LX̂I

)
= 0,

donde X̂ := ∂0 + iτ

(
X̂τ

)
, y X̂τ ∈ X

(
L̃
)

es alguna extensión para Xτ . La τ -invariancia

L∂0I ∈ I
implica que1

(34) σ∗τ

(
Liτ∗(X̂τ)I

)
= 0,

y además, debido a que Xτ (m) ∈ V L̃ para todo m ∈M , para cada α ∈ I tendremos que

σ∗τ (iτ∗ (Xτ )yα) = σ∗τ

(
iτ∗ (Xτ )y

(
α| L̃× {τ}

))
= σ∗τ

(
Xτy

(
i∗τ α| L̃× {τ}

))
.

Entonces la fórmula mágica de Cartan nos permite reescribir la expresión (34) como

σ∗τ

(
LX̂τIτ

)
= 0,

1Aquí estamos cometiendo un abuso de lenguaje: El símbolo iτ∗
(
X̂τ

)
en esta ecuación representa el campo

vectorial (l, s) 7→ is∗
(
X̂s (m)

)
on Λ̃ ' L̃× R, donde el número τ refiere al segundo factor en esta descomposición.
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la cual es la condición de tangencia deseada. Entonces hemos probado que Γ (I ′τ ) es una sub-
variedad invariante de Γ

(
L̃
)

.
Nustra siguiente tarea es probar que Γ (I ′τ ) es maximal entre todas las subvariedades invarian-
tes del espacio de secciones Γ

(
L̃
)

. Por consiguiente sea Q ⊂ Γ
(
L̃
)

una subvariedad invarian-

te. Entonces para cada σ0 ∈ Q existe X0 ∈ Γ
(
σ∗0

(
V L̃
))

tal que

X0 ∈ Tσ0
Q, y

σ∗0 (V y (X0yΩ− dH)) = 0 para todo V ∈ Γ
(
σ∗0

(
V L̃
))

.

Suponiendo que cualquier campo vectorialZ ∈ X (Q), que a cada sección σ0 le asigna un vector
X0 con estas características, tiene curvas integrales τ 7→ στ que pasan por σ0 ∈ Q cuando τ = 0,
podremos construir la n-sección σ : (τ, x) 7→ (τ, στ (x)) del fibrado Λ̃. Esta sección es n-integral
para I a causa de las ecuaciones de Hamilton. De hecho, las condiciones supuestas implican
que στ∗ (TxΣ)⊕ 〈∂0|τ 〉 (para τ en algún entorno de 0) anula el conjunto de formas

S :=
{
V ydλ̃ : V ∈ Γ

(
V Λ̃
)}

;

dado que S ⊂ I, entonces será 〈S〉diff = I (por definición de I, véase EDS de Hamilton-
Cartan, ecuación (16)) y por lo tanto Vn (〈S〉diff) = Vn (I). Entonces debido a las propiedades
de la prolongación, podemos encontrar una sección integral σ′ la cual es n-integral para I ′ y
proyecta sobre σ, esto es Π ◦ σ′ = σ; más aún,

i0 ◦ σ0 = Π0 ◦
(
σ′| Λ̃′0

)
y σ| Λ̃′0 ∈ Γn−1 (I ′0), por lo cual σ0 ∈ Π0 ◦ Γn−1 (I ′0) = Γ (I ′0). �
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Ejemplos importantes en mecánica no estándar

8.1. EDSs no regulares y fallas del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds

QUEREMOS construir un ejemplo en el cual el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds falle de
alguna manera; para llevar adelante la tarea, vamos a tomar en cuenta nuestro teore-

ma sobre la relación entre vínculos y generadores de un EDS. Como sabemos, si el EDS de
Hamilton-Cartan es regular y la hoja de tiempo constante elegida para construir la teoría canó-
nica es regular, entonces existe una correspondencia uno a uno entre los generadores del EDS
restringido a la hoja elegida y los vínculos de Dirac de la teoría. Por lo tanto, para encontrar
ejemplos en donde el algoritmo de Dirac falle de alguna manera, es necesario tener en cuenta
EDSs no regulares. El siguiente ejemplo se construyó en base a un EDS con múltiples fuen-
tes de no regularidad: Por una parte, existen para el mismo hojas de tiempo constante que no
son regulares; además, el conjunto de elementos regulares no es una variedad, sino que puede
separárselo en varios estratos, y cada una de ellos presentan diferentes tipos de regularidad.
Como veremos, este último hecho da origen a un comportamiento muy curioso del algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds, de acuerdo al cual dicho algoritmo termina o no según los valores
que asumen las funciones incógnita; podremos relacionar este hecho con los diferentes tipos
de regularidad de los elementos integrales del EDS de Hamilton-Cartan.

8.1.1. Preliminares. Consideremos el EDS I generado por las 1−formas

θ1 := du− qdx, θ2 := dv − qdr

sobre Λ := R× I ×R4 con coordenadas (x, y, u, v, q, r), donde I ⊂ R es un intervalo compacto;
la condición de independencia es dx ∧ dy 6= 0. Para trabajar con este EDS como problema va-
riacional no estándar, consideramos que I es el ideal definiendo la estructura de prolongación
sobre Λ con estructura de fibrado doble dada por

Λ → Λ1 := I × R3 → M := I × R
(x, y, u, v, q, r) 7→ (x, y, u, v) 7→ (x, y) ,

y tomamos el lagrangiano trivial λ = 0. El problema canónico Lepage equivalente se construirá
sobre Λ̃ :=

(
R× I × R4

)
⊕ (T ∗ (R× I)⊕ T ∗ (R× I)), con acción

S :=

∫
R×I

(α ∧ θ1 + β ∧ θ2) ,

donde α = adx+bdy, β = mdx+ndy. Necesitamos demostrar que éste es un problema Lepage
equivalente bivariante.

Lema 34. La proyección
ν : (x, y, u, v, q, r, α, β) 7→ (x, y, u, v, q, r)

convierte a
(

Λ̃, 0, α ∧ θ1 + β ∧ θ2

)
en un Lepage equivalente de (Λ, I, 0). Más aún, es bivariante, esto

es, cada extremal del problema variacional definido por S sobre secciones de Λ̃ projecta sobre una sección
integral de I (dado que el lagrangiano en este caso es trivial, no hay acción de la que preocuparse allí) e
inversamente, cada sección integral de I puede levantarse a una extremal de S.

97



Capítulo 8. Ejemplos importantes en mecánica no estándar

DEMOSTRACIÓN. Las variaciones respecto de α y β nos darán los generadores para I; esto
muestra que este problema es covariante. Por otra parte variaciones respecto de u, v, q y r dan
lugar al siguiente sistema para α y β:

dα = 0,

dβ = 0,

β ∧ dr + α ∧ dx = 0,

d (qβ) = 0.

Para cada aplicación (x, y) 7→ (u, v, q, r) que es una sección integral de I, este sistema admite
solución, de donde resulta la contravariancia. �

Sea N0 = I × R8 ⊂ Λ̃ el subconjunto sobre el cual x = 0. A continuación procederemos a
estudiar las ecuaciones variacionales para S desde dos puntos de vista: Considerándolo un
sistema dinámico sobre el espacio Γ (N0) formado por todas las funciones en HN,2

(
I,R8

)
que

asumen valores fijos sobre los extremos de I , o estudiando el EDS que resulta de la restricción
a N0 del EDS de Hamilton-Cartan asociado al problema variacional anterior.

Nota. Debemos tener en cuenta los siguientes hechos:

1. A partir de este momento será de cierta importancia la consideración de problemas
equivalentes al siguiente: Hallar f1 ∈ HN,2 (I) tal que∫

I

f1 (y) f2 (y) dy = 0

para todo f2 ∈ HN,2 (I). Por el teorema de representación de Riesz, esto implica que
necesariamente f1 ≡ 0.

2. Si f ∈ HN,2 (I,Rm), entonces cada función coordenada pertenece a HN,2 (I), y vice-
versa, una colección de m funciones f1, · · · , fm en HN,2 (I) genera un elemento de
HN,2 (I,Rm) via x 7→

(
f1 (x) , · · · , fm (x)

)
.

3. Se utilizará repetidamente el teorema 7 y su corolario 4 para describir los espacios de
vínculos obtenidos y sus espacios tangentes. En general, los vínculos que aparecen aquí
son superficies de nivel de aplicaciones de la forma D : HN,2 → HN−k,2, para D algún
operador diferencial.

8.1.2. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds I. Tomamos la hoja de tiempo constante que
corresponde a x = 0; ésta es un fibrado sobre I , y nuestra tarea será definir una estructura
presimpléctica sobre su espacio de secciones, junto a una función hamiltoniana. Para ello, lo
primero que hay que tener en cuenta es que para λ̃ := α ∧ θ1 + β ∧ θ2

dλ̃ = dα ∧ (du− qdx) + α ∧ dq ∧ dx+ dβ ∧ (dv − qdr) + β ∧ dq ∧ dr,

por lo que

dλ̃
∣∣∣
N0

= db ∧ dy ∧ du+ dn ∧ dy ∧ (dv − qdr) + ndy ∧ dq ∧ dr.

Entonces si

Xi = (δui, δvi, δqi, δri; δαi, δβi) , i = 1, 2
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denota un par de elementos arbitrarios en TσΓ (N0), la estructura presimpléctica será

ωx|σ (X1, X2) =

∫
I

[
(δu1δb2 − δu2δb1) +

+ (δv1 − qδr1) δn2 − (δv2 − qδr2) δn1 + n (δq1δr2 − δq2δr1)
]
dy,

=

∫
I

[
δu1δb2 − δu2δb1+

+ (δv1 − qδr1) δn2 − δn1δv2 + δr2 (qδn1 + nδq1)− nδq2δr1

]
dy,

por lo cual su kernel estará generado mediante

kerωx =

=
〈

(0, 0, 0, 0; δadx, δmdx) : δa, δm ∈ HN,2 (I) tal que δa| ∂I = δm| ∂I = 0
〉
.

Para construir la función hamiltoniana, tomemos ∂x como campo vectorial complementario
definido sobre la hoja N0; entonces

∂xyλ̃ = a (du− qdx) + qα+m (dv − qdr)

de donde podemos concluir que

∂xyλ̃
∣∣∣
N0

= adu+ qbdy +m (dv − qdr) .

La función hamiltoniana será por lo tanto

Hx =

∫
I

[auy + qb+m (vy − qry)] dy.

8.1.2.1. Vínculos primarios. Estos vínculos pueden obtenerse via dHx (kerωx) = 0. Por
consiguiente

0 = δa ·Hx

=

∫
I

δauydy ⇒ uy = 0,

0 = δm ·Hx

=

∫
I

δm (vy − qry) dy ⇒ vy − qry = 0.

El conjunto de vínculos pimarios será C1 := {uy, vy − qry}, y la subvariedad primaria M1 es el
conjunto de ceros de C1.

Para ver que M1 es una subvariedad de Γ (N0), definamos la aplicación G1 : Γ (N0) → Nz tal
que a cada s ∈ Γ (N0) le asigna la función

G1 (s) : y 7→ (uy (y) , vy (y)− q (y) ry (y)) ,

donde Nz :=
{
f ∈ HN−1,2

(
I,R2

)
:
∫
I
f i = z

}
; aquí f i : I → R son las funciones coordenadas

de f , z := c (b)− c (a), y c : {a, b} → R es la función que provee el dato en el borde de I = [a, b].

Lema 35. Nz es una variedad modelada sobre N0.

DEMOSTRACIÓN. Puede verificarse que N0 es un subespacio de HN−1,2

(
I,R2

)
, que es

además cerrado por ser la intersección de los núcleos de las funcionales lineales f 7→
∫
I
f i, i =

1, 2. La carta que induce la estructura diferencial está dada por

Φ : f 7→
(
f1 − 1, f2 − 1

)
sobre todo Nz . �
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Queremos probar que G1 es una submersión sobre G−1
1 (0) en el sentido de la definición 38.

Esto resulta del lema siguiente.

Lema 36. La aplicación lineal

Dy : H0
N,2 (I,R)→ N0 : u 7→ uy

es acotada y sobreyectiva.

DEMOSTRACIÓN. Para cadaw ∈ N0 se define u (y) :=
∫ y

0
v; entonces puede verificarse que

uy = v, y que las demás condiciones se satisfacen. �

Con este conjunto de vínculos podemos proceder con la aplicación del algoritmo de Gotay,
Nester y Hinds. Para ello definimos la subvariedad M1 := {C1 = 0}, y los nuevos vínculos
provendrán de la condición

dHx
(

(TM1)
⊥
)

= 0,

donde (TM1)
⊥ indica el ortogonal simpléctico de TM1. El tamaño de este conjunto puede

medirse heurísticamente por la fórmula (válida en dimensión finita)

dim (TM1)
⊥

= dimTM − dimTM1 + dim (kerωx ∩ TM1) ,

por lo cual debemos conocer el conjunto kerωx ∩ TM1. Puede probarse que

kerωx ∩ TM1 = 〈(0, 0, 0, 0; δadx, δmdx)〉 ,

por lo que, a partir de dimTM − dimTM1 = #C1 = 2 obtenemos que dim (TM1)
⊥

= 4.
Entonces necesitamos encontrar un par de vectores complemetnarios a kerωx en (TM1)

⊥.

8.1.2.2. Vínculos secundarios. Si F es una función que admite un campo vectorial hamilto-
niano XF (esto no está garantizado al trabajar sobre una variedad presimpléctica) y F |M1

= 0,
entonces XF es un campo vectorial en (TM1)

⊥. Entonces definiendo

Fu :=

∫
R
fuydy

para f ∈ C∞ (R) arbitraria, vemos que

X2 · Fu =

∫
R
f (δu2)y dy

= −
∫
R
fyδu2dy;

a partir de la expresión obtenida arriba para ωx vemos que un posible campo vectorial hamil-
toniano para Fu será

XFu = (0, 0, 0, 0; fydy, 0)

que no está en kerωx. El vínculo asociado a este vector es

0 = dHx (XFu) =

∫
R
qfydy = −

∫
R
qyfdy

para todo f ∈ C∞ (R), de donde obtenemos el nuevo vínculo qy = 0.
Ahora definamos

Fv :=

∫
R
g (vy − qry) dy

para una función suave arbitraria g. Luego

X2 · Fv =

∫
R
g
[
(δv2)y − ryδq2 − q (δr2)y

]
dy

= −
∫
R

[
gyδv2 + gryδq2 − (gq)y δr2

]
dy
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y (suponiendo que n 6= 0) un campo vectorial hamiltoniano será

XFv =
(

0,
qgry
n

,
gqy
n
,
gry
n

; 0, gydy
)
∈ (TM1)

⊥
.

Dado que Hx es independiente de n, obtenemos a partir de aquí que

0 = XFv ·Hx

=

∫
R

[
m
(qgry

n

)
y

+
gqy
n

(b−mry)−mq
(gry
n

)
y

]
dy

=

∫
R
g
[qy
n

(b−mry) + (mq)y
ry
n
− myqry

n

]
dy

=

∫
R
g

(
qyb

n

)
dy ⇒ qyb = 0.

Esto da lugar al nuevo vínculo qy = 0.
En este casoC2 := C1∪{qy} yM2 := {C2 = 0}; entonces kerωx∩TM2 = 〈(0, 0, 0, 0; δadx, δmdx)〉,
y

dim (TM2)
⊥

= #C2 + 2 = 5.

Resulta que (TM1)
⊥ ⊂ (TM2)

⊥, de donde concluímos que se debe hallar un nuevo vector
complementario allí. Luego definamos

Gq :=

∫
R
hqydy

y derivémosla en una dirección arbitrariaX2; obtenemos por lo tanto queX2·Gq = −
∫
R hyδq2dy,

de donde

XGq =

(
0,
qhy
n
, 0,

hy
n

; 0, 0

)
.

El vínculo asociado a este vector será

0 = XGq ·Hx

=

∫
R
m

[(
qhy
n

)
y

− q
(
hy
n

)
y

]
dy

=

∫
R

mqy
n

hydy

= −
∫
R

(mqy
n

)
y
hdy ⇒

(mqy
n

)
y

= 0,

pero esta condición es idénticamente satisfecha sobre M2.

Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir deXHxyωx = dHx; tomando en cuenta que

dHx (X2) =

∫
R

{
uyδa2 + a (δu2)y + bδq2 + qδb2+

+ (vy − qry) δm2 +m
[
(δv2)y − q (δr2)y − ryδq2

]}
dy

el vector gobernando la evolución XHx será

XHx =

(
q,
q

n
(b−mry) , 0,

1

n
(b−mry) , Adx+ aydy,Mdx+y dy

)
.
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Por lo tanto las ecuaciones de movimiento en este caso serán

ux = q,

vx = q
n (b−mry) ,

qx = 0,

rx = 1
n (b−mry) ,

ax = A,

bx = ay,

mx = M,

nx = my,

donde A,M son funciones arbitrarias sobre R2. El problema aquí es que, aunque cualquier
solución de este sistema es solución del EDS original, existen soluciones de este EDS que no
aparecen aquí. Por ejemplo, tomando en el EDS original a todas las funciones incógnita como
funciones de la variable x sólamente, dicho EDS se reducirá a

ux = q, vx − qrx = 0, uy = vy = ry = my = ay = 0, n = b = 0,

que admite soluciones no triviales para cada q función de x sólamente. Puede demostrarse que
este EDS es 2-regular en la dirección y pero no en la dirección x, de donde resulta que no hay
posibilidad de construir soluciones “engrosando” 1-soluciones sobre el eje y en la dirección x.

8.1.3. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds II. En vista del resultado anterior, tomemos
ahora como subvariedad N0 ⊂ Λ̃ aquella compuesta por los puntos en Λ̃ tales que y = 0;
de nuevo, éste es un fibrado sobre R, y nuestra tarea es definir sobre su espacio de secciones
una estructura presimpléctica y una función hamiltoniana. De nuevo, empezamos con λ̃ :=
α ∧ θ1 + β ∧ θ2, de donde

dλ̃ = dα ∧ (du− qdx) + α ∧ dq ∧ dx+ dβ ∧ (dv − qdr) + β ∧ dq ∧ dr,

por lo cual

dλ̃
∣∣∣
N0

= da ∧ dx ∧ du+ dm ∧ dx ∧ (dv − qdr) +mdx ∧ dq ∧ dr.

Luego si

Xi = (δui, δvi, δqi, δri; δαi, δβi) , i = 1, 2

indica un par de elementos arbitrarios en TΓ (N0), la estructura presimpléctica resultará

ωy (X1, X2) =

∫
R

[
− δa1δu2 − δm1δv2 −mδr1δq2+

+ (qδm1 +mδq1) δr2 + δu1δa2 + (δv1 − qδr1) δm2

]
dx

y se obtiene

Hy =

∫
R

[b (ux − q) + n (vx − qrx)] dx.

para la función hamiltoniana.

8.1.3.1. Vínculos primarios. Como antes

kerωy =

〈
(0, 0, 0, 0; δbdy, 0)︸ ︷︷ ︸

Z1

, (0, 0, 0, 0; 0, δndy)︸ ︷︷ ︸
Z2

〉

102



8.1. EDSs no regulares y fallas del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds

y los vínculos primarios resultarán a partir de dHy (kerωy) = 0. Entonces

0 = dHy (Z1)

=

∫
R
δb (ux − q) dx ⇒ ux − q = 0,

0 = dHy (Z2)

=

∫
R
δn (vx − qrx) dx ⇒ vx − qrx = 0.

Definamos C1 := {ux − q, vx − qrx} yM1 := {C1 = 0}; por consiguiente kerωy∩TM1 = kerωy

y luego
dimTM⊥1 = #C1 + 2 = 4.

Para encontrar el par de vectores complementarios, se define

F1 :=

∫
R
f1 (ux − q) dx, F2 :=

∫
R
f2 (vx − qrx) dx;

por lo tanto

X2 · F1 =

∫
R
f1 [(δu2)x − δq2] dx

= −
∫
R

[(f1)x δu2 + f1δq2] dx,

X2 · F2 =

∫
R
f2 [(δv2)x − rxδq2 − q (δr2)x] dx

=

∫
R

[(qf2)x δr2 − (f2)x δv2 − rxf2δq2] dx.

Entonces, bajo la hipótesis m 6= 0, se obtiene que

XF1 =

(
0,
qf1

m
, 0,

f1

m
; (f1)x dx, 0

)
XF2

=

(
0,
qrxf2

m
,
qxf2

m
,
rxf2

m
; 0, (f2)x dx

)
,

y esto conduce a los vínculos secundarios

0 = dHy (XF1
)

=

∫
R
n

[(
qf1

m

)
x

− q
(
f1

m

)
x

]
dx

=

∫
R
n
qxf1

m
dx ⇒ n

qx
m

= 0

0 = dHy (XF2
)

=

∫
R

{
− bqxf2

m
+ n

[(
qrxf2

m

)
x

− rx
qxf2

m
− q

(
rxf2

m

)
x

]}
dx

= −
∫
R
b
qxf2

m
dx ⇒ b

qx
m

= 0.

Esto nos pone en una posición sumamente incómoda: Supongamos que definimos C2 := C1 ∪{
n qxm , b

qx
m

}
y M2 := {C2 = 0}, y para continuar con el algoritmo, intentamos calcular kerωy ∩

TM2. Este conjunto está compuesto por aquellos vectores en kerωy que anulan los diferenciales
de los nuevos vínculos; entonces Z = (0, 0, 0, 0; δbdy, δndy) ∈ TM2 si y sólo si{

δn qxm = 0

δb qxm = 0.
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Por lo tanto, si qx 6= 0 el algoritmo debe parar, dado que en tal caso TM⊥2 = TM⊥1 , y continuará
en aquellos puntos para los que qx = 0. Éste es un comportamiento muy desagradable del
algoritmo de Gotay, Nester y Hinds y, como se verá más adelante, está asociado a la naturaleza
singular del EDS.

8.1.4. Análisis via EDS. El análisis de este sistema de PDEs desde este punto de vista es
interesante, dado que su conjunto de elementos integrales consta de varios estratos, y cada uno
de ellos tiene su propio comportamiento desde el punto de vista de la regularidad. De hecho,
son precisamente estas diferencias las que introducen las singularidades a nivel del algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds.
Describamos brevemente el conjunto I de elementos integrales. Éste se divide en dos subcon-
juntos: El conjunto W , que consta de aquellos elementos para los cuales qx = 0, y U3, que es
el conjunto de elementos integrales de I para los cuales n = b = 0. Ninguno de ellos contiene
elementos regulares; en particular, los elementos en U3 tienen 0-formas en su definición, de
manera que debe ser redefinido apropiadamente. El procedimiento en estos casos consiste en
restringir el EDS original I a la subvariedad definida por la colección de 0-formas problemáti-
cas. Esto da origen a un nuevo EDS I3, cuyos elementos integrales se descomponen en término
de un nuevo par de subconjuntos V1 y V3. El conjunto V3 está caracterizado por el vínculo
m = 0, que es otra 0-forma, y no será estudiado, dado que en tal caso cambia cualitativamente
la forma presimpléctica; el conjunto V1 está compuesto de elementos regulares. Finalmente, la
prolongación de la porción del EDS I que corresponde a los elementos enW da lugar a un EDS
IW sobre G2

(
TR10

)
que es regular.

Pasemos ahora a caracterizar apropiadamente nuestro EDS I; primero que nada, notemos que
un conjunto de generadores algebraicos para I será

{θ1, θ2,dq ∧ dx,dq ∧ dr,dα,dβ, β ∧ dr + α ∧ dx, β ∧ dq} .

Con ellos podemos tratar de calcular los caracteres reducidos para la bandera E0 := 0 ⊂ E1 :=
〈v1〉 ⊂ E := 〈v1, v2〉, donde hemos puesto

v1 := ∂x + U1∂u + V1∂v +Q1∂q +R1∂r +A1∂a +B1∂b +M1∂m +N1∂n,

v2 := ∂y + U2∂u + V2∂v +Q2∂q +R2∂r +A2∂a +B2∂b +M2∂m +N2∂n

para describir los vectores generadores como elementos en T(x,y,u,v,q,r)R10. Por consiguiente,
si E es un elemento integral de I, estas componentes deben satisfacer el sistema



v1y (du− qdx) = 0 ⇔ U1 − q = 0,

v1y (dv − qdr) = 0 ⇔ V1 − qR1 = 0,

v2y (du− qdx) = 0 ⇔ U2 = 0,

v2y (dv − qdr) = 0 ⇔ V2 − qR2 = 0,

(v1 ∧ v2)ydq ∧ dx = 0 ⇔ Q2 = 0,

(v1 ∧ v2)ydq ∧ dr = 0 ⇔ Q2R1 −Q1R2 = 0,

(v1 ∧ v2)ydα = 0 ⇔ A2 −B1 = 0,

(v1 ∧ v2)ydβ = 0 ⇔ M2 −N1 = 0,

(v1 ∧ v2)y (β ∧ dr + α ∧ dx) = 0 ⇔ nR1 −mR2 − b = 0,

(v1 ∧ v2)yβ ∧ dq = 0 ⇔ nQ1 −mQ2 = 0.
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Esto es, V2 (I) viene descrito por las ecuaciones

U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = qR2,

Q2 = 0, Q1R2 = 0,

A2 −B1 = 0,

M2 −N1 = 0,

nR1 −mR2 − b = 0,

nQ1 = 0.

Vamos a analizar cuidadosamente este sistema. Resulta que uno puede escribir V2 (I) = W∪U3,
donde

W :



U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = qR2,

Q1 = 0, Q2 = 0,

A2 −B1 = 0,

M2 −N1 = 0,

nR1 −mR2 − b = 0,

U3 :



U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, R2 = 0,

A2 −B1 = 0,

M2 −N1 = 0,

b = 0,

n = 0.

Calculemos ahora los espacios polares para los elementos integrales del elemento integral E;
tenemos entonces que

H (E0) =
{
v ∈ T(x,y,u,v,q,r,a,b,m,n)R10 : vy (du− qdx) = 0, vy (dv − qdr) = 0

}
,

H (E1) =
{
v ∈ H (E0) : vy (v1ydq ∧ dx) = 0, vy (v1ydq ∧ dr) = 0, vy (v1ydα) = 0,

vy (v1ydβ) = 0, vy (v1y (β ∧ dr + α ∧ dx)) = 0, vy (v1yβ ∧ dq) = 0
}

=
{
v ∈ H (E0) : vy (Q1dx− dq) = 0, vy (Q1dr −R1dq) = 0,

vy (A1dx+B1dy − da) = 0, vy (M1dx+N1dy − dm) = 0,

vy (mdr −R1β − bdy) = 0, vy (mdq −Q1β) = 0
}
.

Con estas expresiones uno puede tratar de calcular los caracteres de Cartan reducidos para E
en cada uno de los conjuntos W y U3; en cada caso tenemos que c0 (E) = 2 y c1 (E) = 6 en
W , suponiendo que1 m 6= 0. Además uno tiene que codimEW = 9, implicando vía el test de
Cartan que W no contiene elementos regulares.
Sobre U3 debemos tener presente que estos elementos integrales están definidos mediante 0-
formas, concretamente, los vínculos n = 0 y b = 0. La regularidad de I debe estudiarse a través
de la regularidad del EDS I3 obtenido a partir de I restringido a la subvariedad

Λ̃3 := {(x, y, u, v, q, r, a, 0,m, 0) : x, y, u, v, q, r, a,m ∈ R} ;

un conjunto de generadores para I3 será

{θ1, θ2,dq ∧ dx,dq ∧ dr,da ∧ dx,dm ∧ dx,mdx ∧ dr,mdx ∧ dq} .

Entonces si

w1 := ∂x + U1∂u + V1∂v +Q1∂q +R1∂r +A1∂a +M1∂m,

w2 := ∂y + U2∂u + V2∂v +Q2∂q +R2∂r +A2∂a +M2∂m

1En los puntos para los que m = 0, algunos de los caracteres decrecen en una unidad.
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el conjunto de 2-elementos integrales V2 (I3) estará descrito por las ecuaciones

U ′3 :



U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, Q1R2 = 0,

A2 = 0,M2 = 0,

mR2 = 0.

Entonces tendremos que U ′3 = V1 ∪ V3, donde

(35) V1 :


U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, R2 = 0,

A2 = 0,M2 = 0,

V3 :



U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, Q1 = 0,

A2 = 0,M2 = 0,

m = 0

y codimEV1 = 8. Por otro lado, los espacios polares para la bandera E′0 := 0 ⊂ E′1 := 〈w1〉 ⊂
E′ := 〈w1, w2〉 serán

H (E0) =
{
v ∈ T(x,y,u,v,q,r,a,m)R8 : vy (du− qdx) = 0, vy (dv − qdr) = 0

}
,

H (E1) =
{
v ∈ H (E0) : vy (w1ydq ∧ dx) = 0, vy (w1ydq ∧ dr) = 0,

vy (w1yda ∧ dx) = 0, vy (w1ydm ∧ dx) = 0,

vy (w1y (mdx ∧ dr)) = 0, vy (w1y (mdx ∧ dq)) = 0
}

=
{
v ∈ H (E0) : vy (Q1dx− dq) = 0, vy (Q1dr −R1dq) = 0,

vy (A1dx− da) = 0, vy (M1dx− dm) = 0,

vy (mdr −mR1dx) = 0, vy (mdq −mQ1dx) = 0
}
,

y para E ∈ V1 tendremos que c0 (E) = 2, c1 (E) = 6. Por consiguiente, los elementos integrales
en V1 son regulares.
Finalmente es necesario considerar la prolongación del conjunto W , para verificar si alguno de
sus elementos puede ser considerado como el espacio tangente de alguna solución. La prolon-
gación de un I ⊂ Ω• (M) es el pullback del EDS de contacto sobre G2 (TM) a la subvariedad
V2 (I). Para describir este procedimiento, introduzcamos las coordenadas

(x, y, u, v, q, r, a, b,m, n, ux, vx, qx, rx, ax, bx,mx, nx, uy, vy, qy, ry, ay, by,my, ny)

sobre G2

(
TR10

)
; entonces W es el subconjunto descrito por

W :



ux = q, uy = 0,

vx = qrx, vy = qry,

qx = 0, qy = 0,

ay − bx = 0,

nx −my = 0,

nrx −mry − b = 0,
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y su pullback IW de la estructura de contacto a W tendrá los generadores

θu := du− qdx
θv := dv − q (rxdx+ rydy)

θq := dq
θr := dr − rxdx− rydy
θa := da− axdx− aydy
θb := db− aydx− bydy
θm := dm−mxdx−mydy
θn := dn−mydx− nydy

⇒



dθu ≡ 0

dθv = −q (drx ∧ dx+ dry ∧ dy)

dθq = 0

dθr = −drx ∧ dx− dry ∧ dy
dθa = −dax ∧ dx− day ∧ dy
dθb = −day ∧ dx− dby ∧ dy
dθm = −dmx ∧ dx− dmy ∧ dy
dθn = −dmy ∧ dx− dny ∧ dy.

Sea E la bandera E0 := 0 ⊂ E1 := 〈v1〉 ⊂ E := 〈v1, v2〉, con base

v1 := ∂x + U1∂u + V1∂v +Q1∂q +R1∂r +A1∂a +B1∂b +M1∂m +N1∂n+

+ U1
x∂ux + V 1

x ∂vx +Q1
x∂qx +R1

x∂rx +A1
x∂ax +B1

x∂bx +M1
x∂mx +N1

x∂nx+

+ U1
y∂uy + V 1

y ∂vy +Q1
y∂qy +R1

y∂ry +A1
y∂ay +B1

y∂by +M1
y∂my +N1

y∂ny ,

v2 := ∂y + U2∂u + V2∂v +Q2∂q +R2∂r +A2∂a +B2∂b +M2∂m +N2∂n+

+ U2
x∂ux + V 2

x ∂vx +Q2
x∂qx +R2

x∂rx +A2
x∂ax +B2

x∂bx +M2
x∂mx +N2

x∂nx+

+ U2
y∂uy + V 2

y ∂vy +Q2
y∂qy +R2

y∂ry +A2
y∂ay +B2

y∂by +M2
y∂my +N2

y∂ny ;

entonces V2 (IW ) está dado por
U1 = q, U2 = 0, V1 = qrx, V2 = qry, Q1 = 0, Q2 = 0, R1 = rx, R2 = ry,

A1 = ax, A2 = ay, B1 = ay, B2 = by,M1 = mx,M2 = my, N1 = my, N2 = ny,

R2
x −R1

y = 0, A2
x −A1

y = 0, B2
x −B1

y = 0,M2
x −M1

y = 0, N2
x −R1

y = 0.

Esto significa que codimEV2 (IW ) = 21. Para E elemento integral los espacios polares son

H (E0) =
{
v ∈ TW : vyθu = 0, vyθv = 0, vyθq = 0, vyθr = 0,

vyθa = 0, vyθb = 0, vyθm = 0, vyθn = 0
}

H (E1) =
{
v ∈ H (E0) : vy (drx + · · · ) = 0, vy (dax + · · · ) = 0,

vy (day + · · · ) = 0, vy (dmx + · · · ) = 0, vy (dmy + · · · ) = 0
}
,

y los caracteres de Cartan reducidos resultan c0 (E) = 8, c1 (E) = 13; entoncesE es un elemento
integral regular.

8.1.4.1. Bonus: Caso m = 0. El conjunto V3 debe ser considerado aparte; definamos

Λ̃′3 := {(x, y, u, v, q, r, a, 0, 0, 0) : x, y, u, v, q, r, a ∈ R} ⊂ Λ̃3;

un conjunto de generadores para I ′3 := I3|Λ̃′3 será

{θ1, θ2,dq ∧ dx,dq ∧ dr,da ∧ dx} .

Tomando

w′1 := ∂x + U1∂u + V1∂v +Q1∂q +R1∂r +A1∂a,

w′2 := ∂y + U2∂u + V2∂v +Q2∂q +R2∂r +A2∂a
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el conjunto de 2-elementos integrales V2 (I ′3) estará descrito por las ecuaciones

V ′3 :


U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, Q1R2 = 0,

A2 = 0.

Por lo tanto V ′3 = W1 ∪W2, y

W1 :


U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, Q1 = 0,

A2 = 0,

W2 :


U1 = q, U2 = 0,

V1 = qR1, V2 = 0,

Q2 = 0, R2 = 0,

A2 = 0

luego si E′′ es la bandera E′′0 := 0 ⊂ E′′1 := 〈w′1〉 ⊂ E′′ := 〈w′1, w′2〉 entonces codimEW1 =
codimEW2 = 7. Para los espacios polares de E′′ tendremos las expresiones

H (E0) =
{
v ∈ T(x,y,u,v,q,r,a)R7 : vy (du− qdx) = 0, vy (dv − qdr) = 0

}
,

H (E1) =
{
v ∈ H (E0) : vy (w′1ydq ∧ dx) = 0, vy (w′1ydq ∧ dr) = 0,

vy (w′1yda ∧ dx) = 0
}

=
{
v ∈ H (E0) : vy (Q1dx− dq) = 0,

vy (Q1dr −R1dq) = 0, vy (A1dx− da) = 0
}
,

de donde c0 (E′′) = 2 in V ′3 y

c1 (E′′) =

{
4 if E′′ ∈W1

5 if E′′ ∈W2.

Por consiguiente el conjunto W2 contiene más elementos regulares.

La prolongación deW1. El próximo paso es prolongar la parte del EDS correspondiente aW1,
para individualizar allí nuevos elementos regulares. Para ello tomamos G2

(
TR7

)
con coorde-

nadas
(x, y, u, v, q, r, a, ux, vx, qx, rx, ax, uy, vy, qy, ry, ay) ∈ G2

(
TR7

)
;

las ecuaciones a continuación definen a W1 como un subconjunto de G2

(
TR7

)

W1 :


ux = q, uy = 0,

vx = qrx, vy = 0,

qx = 0, qy = 0,

ay = 0.

El EDS correspondiente es el pullback de la estructura de contacto en este espacio a W2. Es de
esperar, desde un punto de vista intuitivo, que este sistema resultase ser involutivo, dado que,
de acuerdo al mismo, todas las funciones incógnita parecieran ser independientes de la variable
y. Desde el punto de vista formal, consideremos la bandera E compuesta de los subespacios
E0 := 0 ⊂ E1 := 〈v1〉 ⊂ E := 〈v1, v2〉; la base generadora es

v1 := ∂x + U1∂u + V1∂v +Q1∂q +R1∂r +A1∂a + U1
x∂ux + V 1

x ∂vx+

+Q1
x∂qx +R1

x∂rx +A1
x∂ax + U1

y∂uy + V 1
y ∂vy +Q1

y∂qy +R1
y∂ry +A1

y∂ay ,

v2 := ∂y + U2∂u + V2∂v +Q2∂q +R2∂r +A2∂aU
2
x∂ux + V 2

x ∂vx+

+Q2
x∂qx +R2

x∂rx +A2
x∂ax + U2

y∂uy + V 2
y ∂vy +Q2

y∂qy +R2
y∂ry +A2

y∂ay .
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Como hemos mencionado antes, el EDS de la prolongación es la restricción del EDS de contacto
a W1; por consiguiente 

du− qdx,dv − qrxdx,
dq,dr − rxdx− rydy,
da− axdx,
drx ∧ dx+ dry ∧ dy,
dax ∧ dx.

Entonces E es un elemento integral si y sólo si
U1 − q = 0, V1 − qR1 = 0, Q1 = 0, R1 − rx = 0, A1 − ax = 0,

U2 = 0, V2 = 0, Q2 = 0, R2 − ry = 0, A2 = 0,

R2
x −R1

y = 0, A2
x = 0.

Vemos por lo tanto que codimEW2 = 12. Por otra parte, los espacios polares para este elemento
son

H (E0) =
{
v ∈ TG2

(
R7
)

: vy (du− qdx) = 0, vy (dv − qrxdx) = 0,

vydq = 0, vy (dr − rxdx− rydy) = 0, vy (da− axdx) = 0
}

H (E1) =
{
v ∈ H (E0) : vy (v1ydax ∧ dx) = 0,

vy (v1ydrx ∧ dx+ v1ydry ∧ dy) = 0
}

=
{
v ∈ H (E0) : vy (dax + · · · ) = 0, vy (drx + · · · ) = 0

}
donde los puntos suspensivos indican términos que pueden ser ignorados en el cálculo de
los caracteres reducidos. Luego estos caracteres para E resultan c0 (E) = 5, c1 (E) = 7 y la
prolongación de W1 está compuesta de elementos regulares.

8.1.5. Vuelta al algoritmo de Gotay, Nester y Hinds. Es interesante desingularizar los
vínculos surgidos durante la aplicación del algoritmo de Gotay, Nester y Hinds imitando el
procedimiento que uno realiza en dimensión finita: Para ello suponemos que las secciones
que satisfacen los vínculos conflictivos se separan en dos subconjuntos, por un lado, aquellas
para las cuales se cumple que n = b = 0, y por el otro las secciones tales que qx = 0. Sin
cuestionarnos demasiado la validez de tal procedimiento, consideraremos la continuación del
algoritmo a cada uno de estos conjuntos.

Caso n = b = 0. Aquí vale que C ′2 := C1 ∪ {n, b} y si M ′2 es el conjunto de ceros
para C ′2, entonces kerωy ∩ TM ′2 = 0. Por lo tanto el algoritmo debe parar aquí, esto es,
M ′2 es una variedad invariante. Para hallar las ecuaciones dinámicas, obtengamos el
campo vectorial hamiltoniano para Hy sobre Γ (N0), restringiéndolo a la subvariedad
M ′2. Tendremos por lo tanto que

(36) X2 ·Hy =

∫
R

{
δb2 (ux − q) + δn2 (vx − qrx) +

+ b [(δu2)x − δq2] + n [(δv2)x − rxδq2 − q (δr2)x]
}

dx

de donde X2 ·Hy|M ′2 = 0; si el campo vectorial hamiltoniano para la función Hy se es-
cribe como XHy = (uy, vy, qy, ry, aydx+ bydy,mydx+ nydy), las soluciones tangentes
a M ′2 de las ecuaciones de Hamilton deben ser2 XHy = 0 y las ecuaciones dinámicas

2Todos los campos hamiltonianos para Hy tienen la forma XHy = µ1Z1 + µ2Z2, y la condición de tangencia
requiere que µ1 = µ2 = 0.
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resultan ser 

uy = 0

vy − qry = 0

qy = 0

ay = 0

my = 0.

Este sistema debe compararse con el EDS regular V1 descrito por las ecuaciones (35):
Esta rama del procedimiento de regularización encuentra aquellas soluciones asocia-
das con los elementos regulares en V1.
Case qx = 0. Ahora C ′′2 := C1 ∪ {qx}, y M ′′2 = {C ′′2 = 0}. Entonces kerωy ∩ TM ′1 =

kerωy ∩ TM ′′2 de donde obtenemos que dim (TM ′′2 )
⊥

= #C ′′2 + 2 = 5. Si definimos

G :=

∫
R
gqxdx

su derivada en la dirección X2 resulta ser

X2 ·G =

∫
R
g (δq2)x dx = −

∫
R
gxδq2dx.

Luego

XG =
(

0, q
gx
m
, 0,

gx
m
, 0; 0, 0

)
∈ (TM ′2)

⊥

y la condición de invariancia resulta ser

0 = XG ·Hy

=

∫
R
n
[(
q
gx
m

)
x
− q

(gx
m

)
x

]
dx

=

∫
R
gx
nqx
m

dx ⇒
(
n
qx
m

)
x

= 0.

Esta condición se satisface sobre M ′′2 , de donde se sigue que es una subvariedad inva-
riante para la dinámica definida por ωy y Hy . Entonces calculemos el campo vectorial
hamiltoniano XHy , restringiéndolo a M ′′2 ; dada la ecuación (36) se obtiene que

X2 ·Hy|M ′′2 =

∫
R

[
− bxδu2 − (b− nrx) δq2 − nxδv2 (nq)x δr2

]
dx.

Por lo tanto las ecuaciones de movimiento son

uy = 0

vy − qry = 0

qy = 0

ay = bx

by = δb

my = nx

ny = δn.

En este caso las soluciones de las ecuaciones dinámicas están en correspondencia uno
a uno con las soluciones asociadas a los elementos regulares en la prolongación IW de
W ; es más, el paso adicional en el algoritmo de Gotay, Nester y Hinds está relacionado
con la prolongación efectuada.
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8.2. Mecánica no estándar y condiciones de integrabilidad

En [ST95] se afirma que el siguiente sistema de PDEs{
φzz + yφxx = 0

φyy = 0

tiene como condiciones de integrabilidad las ecuaciones φxxy = φxxxx = 0. Notemos que el
sistema puede escribirse como el EDS I generado por{

θ := dφ− pdx− qdy − rdz,

Γ1 := dr ∧ dx ∧ dy + ydp ∧ dy ∧ dz,Γ2 := dq ∧ dx ∧ dz
}

sobre el espacio R7 con coordenadas (x, y, z, φ, p, q, r). Ahora bien, notemos que en I no apa-
rece más que la derivada segunda de φ, y que una prolongación agrega un orden más en las
derivadas de las variables en juego, así que para conseguir las condiciones de integrabilidad se
necesitan al menos dos prolongaciones. El propósito de estos párrafos es usar nuestra corres-
pondencia entre EDSs y sistemas dinámicos para llevar adelante este proceso via el algoritmo
de Gotay, Nester y Hinds. Para ello necesitamos un problema variacional no estándar al cual
aplicarle nuestra técnica; si consideramos el fibrado doble

Λ := R7 → Λ1 := R4 → M := R3

(x, y, z, φ, p, q, r) 7→ (x, y, z, φ) 7→ (x, y, z) ,

la estructura de levantamiento está definida allí por I, y la dinámica dada por el lagrangiano
trivial λ = 0, podemos intentar asociarle un problema Lepage equivalente via la prescripción
usual. Esto es, construímos

Λ̃ := Λ⊕
2∧

(T ∗M)⊕ R2

con coordenadas (x, y, z, φ, p, q, r;α, λ, µ), α = Adx ∧ dy + Bdx ∧ dz + Cdy ∧ dz; la acción
considerada sobre las secciones de este nuevo fibrado será

S :=

∫
M

(α ∧ θ + λΓ1 + µΓ2) .

Debemos probar que podemos recuperar todas las soluciones del problema variacional original
a partir de las soluciones de este nuevo problema, esto es, que es un problema variacional
Lepage equivalente bivariante.

Lema 37. La proyección

ν : Λ̃→ Λ : (x, y, z, φ, p, q, r;α, λ, µ) 7→ (x, y, z, φ, p, q, r)

aplica extremales de S en secciones integrales para I; inversamente, para cada sección integral de I dada
por

(x, y, z) 7→ (x, y, z, φ, p, q, r)

existen α ∈ Ω2 (M) , λ, µ ∈ C∞ (M) tal que junto con dicha sección integral forman un extremal para
S.

DEMOSTRACIÓN. Las variaciones respecto de α, µ y ν dan los generadores de I, de donde
resulta que la proyección genera secciones integrales de I. Las variaciones respecto de φ, p, q y
r conducen a las ecuaciones 

dα = 0,

ydλ ∧ dy ∧ dz + α ∧ dx = 0,

dµ ∧ dx ∧ dz + α ∧ dy = 0,

dλ ∧ dx ∧ dy + α ∧ dz = 0.
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Queremos ver que este sistema tiene soluciones para cualquier valor que asuman (φ, p, q, r)
como funciones de (x, y, z); el único problema es la condición de compatibilidad sobre las de-
rivadas de λ, que aparecen a partir de la segunda y cuarta ecuación de esta lista

yAx − Cz.

No es difícil verificar que el sistema tiene soluciones. �

8.2.1. Sistema dinámico asociado. Como es usual, llamemos λ̃ al integrando de S, y de-
finamos N0 ⊂ Λ̃ como la subvariedad en la cual z = 0. Entonces

dλ̃ = dα ∧ (dφ− pdx− qdy − rdz)− α ∧ (dp ∧ dx+ dq ∧ dy + dr ∧ dz) +

+ dλ ∧ (dr ∧ dx ∧ dy + ydp ∧ dy ∧ dz) + dµ ∧ dq ∧ dx ∧ dz

por lo cual

dλ̃
∣∣∣
N0

= dA ∧ dx ∧ dy ∧ dφ+ dλ ∧ dr ∧ dx ∧ dy;

esto nos permite definir sobre el espacio de secciones de N0 la forma presimpléctica

ωz (X1, X2) :=

∫
R2

[(δA1δφ2 − δA2δφ1) + (δλ1δr2 − δλ2δr1)] dx ∧ dy,

donde

Xi = (δφi, δpi, δqi, δri; δαi, δλi, δµi) , i = 1, 2

denotan vectores genéricos tangentes a Γ (N0). Debemos caracterizar el núcleo de esta forma.

Proposición 24. El núcleo de ωz está dado por

kerωz = 〈(0, δp, δq, 0; δBdx ∧ dz + δCdy ∧ dz, 0, δµ)〉 .

Ahora construyamos la función hamiltoniana; contrayendo λ̃ en la dirección de la variable z

∂zyλ̃ = − (Bdx+ Cdz) ∧ (dφ− pdx− qdy − rdz)− rα+ yλdp ∧ dy + µdq ∧ dx,

por lo que

∂zyλ̃
∣∣∣
N0

= − (Bdx+ Cdy) ∧ dφ+ (Bq − Cp) dx ∧ dy − rAdx ∧ dy + yλdp ∧ dy + µdq ∧ dx

y la función hamiltoniana será

Hz =

∫
R2

[(Cφx −Bφy) + (Bq − Cp− rA) + (yλpx − µqy)] dx ∧ dy.

8.2.1.1. Vínculos primarios. Los vínculos de primer orden se obtienen via

dHz (kerωz) = 0.
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Teniendo en cuenta los cálculos previos, será

0 = dHz (δp)

=

∫
R2

[yλ (δp)x − Cδp] dx ∧ dy

= −
∫
R2

(yλx + C) δpdx ∧ dy ⇒ yλx + C = 0

0 = dHz (δq)

=

∫
R2

[
Bδq − µ (δq)y

]
dx ∧ dy

=

∫
R2

(B + µy) δqdx ∧ dy ⇒ B + µy = 0

0 = dHz (δB)

=

∫
R2

(q − φy) δBdx ∧ dy ⇒ φy − q = 0

0 = dHz (δC)

=

∫
R2

(φx − p) δCdx ∧ dy ⇒ φx − p = 0

0 = dHz (δµ)

=

∫
R2

qyδµdx ∧ dy ⇒ qy = 0.

Definimos por lo tanto el conjunto

C1 := {yλx + C,B + µy, φy − q, φx − p, qy}

y la subvariedad M1 = {C1 = 0} ⊂ Γ (N0). Nótese que un vector X está en TM1 si y sólo si
sus componentes satisfacen las versiones linealizadas de las ecuaciones que definen a M1; por
lo tanto 

y (δλ)x + δC = 0,

δB + (δµ)y = 0,

(δφ)y − δq = 0,

(δφ)x − δp = 0,

(δq)y = 0

son las condiciones que determinan si un vector es tangente a M1. De aquí resulta que

kerωz ∩ TM1 =
〈(

0, 0, 0, 0;− (δµ)y dx ∧ dz, 0, δµ
)〉

de donde

dim (TM1)
⊥

= dimTM − dimTM1 + dim (kerωz ∩ TM1)

= #ecs. en C1 + 1

= 6.

Heurísticamente podemos esperar describir (TM1)
⊥ con 6 vectores; como kerωx está conte-

nido en este conjunto y hay 5 vectores que describen este núcleo, nos falta un vector. Para
encontrarlo, vamos a utilizar el método del vector hamiltoniano para una función de vínculo.
De acuerdo a este método, si F es un vínculo que tiene asociado un campo vectorial hamilto-
niano XF , entonces XF ∈ (TM1)

⊥. El problema es que como la forma es solo presimpléctica,
no todas las funciones tienen campo hamiltoniano asociado. Pero, por otra parte, hay bastantes
funciones para elegir. Por ejemplo, tomemos los vínculos qy = 0 y φ1 − q = 0; aunque ninguno
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de los dos tiene campo hamiltoniano asociado, podemos armar el vínculo φyy = 0. En tal caso
la función

F1 :=

∫
R2

φyyf1dx ∧ dy

(con f1 ∈ C∞
(
R2
)

arbitraria) si tiene campo hamiltoniano. Efectivamente, a partir de la ecua-
ción

ωz (XF1
, X2) = dF1 (X2)

y observando que

dF1 (X2) =

∫
R2

(δφ2)yy f1dx ∧ dy

=

∫
R2

δφ2 (f1)yy dx ∧ dy

concluímos que

XF1
=
(

0, 0, 0, 0; (f1)yy dx ∧ dy, 0, 0
)
.

Este vector no está en kerωz , por lo cual provee una nueva dirección en la cual verificar inva-
riancia.

8.2.1.2. Vínculos de segundo orden. Estos vínculos se obtienen a partir de

dHz
(

(TM1)
⊥
)

= 0;

entonces

0 = dHz (XF1
)

= −
∫
R2

r (f1)yy dx ∧ dy

= −
∫
R2

ryyf1dx ∧ dy ⇒ ryy = 0.

Por lo tanto definamos C2 := C1 ∪ {ryy} y su conjunto de ceros M2 := {C2 = 0}; puede com-
probarse que kerωz ∩ (TM1) = kerωz ∩ (TM2). Entonces dim (TM2)

⊥
= 7, por lo que necesi-

taremos hallar un nuevo vector complementario a (TM1)
⊥. Utilizando el vínculo adicional ryy

definimos la función F2 sobre Γ (N0) via

F2 :=

∫
R2

ryyf2dx ∧ dy

por lo cual

dF2 (X2) =

∫
R2

(δr2)yy f2dx ∧ dy =

∫
R2

δr2 (f2)yy dx ∧ dy;

el campo vectorial hamiltoniano asociado a F2 será

XF2 =
(

0, 0, 0, 0; 0, (f2)yy , 0
)
.

Éste es el vector complementario buscado; la nueva condición de invariancia resultará ser

0 = dHz (XF2)

=

∫
R2

(f2)yy ypxdx ∧ dy

=

∫
R2

f2 (ypx)yy dx ∧ dy ⇒ (ypx)yy = 0.
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Pero sobre M2 vale que p = φx, por lo cual

(ypx)yy = (yφxx)yy

= (yφxxy + φxx)y
= yφxxyy + 2φxxy

= 2φxxy

sobre M2.

8.2.1.3. Vínculos de tercer orden. El nuevo conjunto de vínculos es C3 := C2 ∪ {φxxy} y,
como antes, M3 será el conjunto de ceros para estos vínculos. De nuevo se cumple que kerωz ∩
(TM1) = kerωz ∩ (TM3), de donde dim (TM3)

⊥
= 8. Para continuar con el algoritmo es

necesario hallar un vector adicional en el ortogonal simpléctico de TM3. Para ello definimos

F3 :=

∫
R2

f3φxxydx ∧ dy,

y su derivada a lo largo de X2 será

dF3 (X2) =

∫
R2

f3 (δφ2)xxy dx ∧ dy

= −
∫
R2

(f3)xxy δφ2dx ∧ dy.

Entonces
XF3 =

(
0, 0, 0, 0;− (f3)xxy dx ∧ dy, 0, 0

)
,

con el nuevo vínculo asociado

0 = dHz (XF3
)

=

∫
R2

r (f3)xxy dx ∧ dy

= −
∫
R2

rxxyf3dx ∧ dy ⇒ rxxy = 0.

Nota. Uno puede preguntarse por qué se ha considerado a XF3 linealmente independiente
de XF1

, cuando ambos apuntan en la dirección (0, 0, 0, 0; dx ∧ dy, 0, 0). La razón reside en las
posibles funciones f1 y f3 que se utilizan para construir las funciones F1 y F3. Debido a las
integraciones por partes que se realizan para reescribir los diferenciales de las funciones F1 y
F3, resulta indispensable pedir que f1 y f3, junto con algunas de sus derivadas parciales, se anulen
en el borde de la región R de integración. Esto hace que los subespacios de HN,2 (R) dados por{

f1 : f1| ∂R = (f1)y

∣∣∣ ∂R = (f1)yy

∣∣∣ ∂R = 0
}

y {
f3 : f3| ∂R = (f3)x| ∂R = (f3)xx| ∂R = (f3)xxy

∣∣∣ ∂R = 0
}

no estén contenido uno en el otro.

8.2.1.4. Vínculos de cuarto orden. En este caso definimos C4 := C3 ∪ {rxxy} y su conjunto
de ceros M4 := {C4 = 0}; aún tenemos que kerωz ∩ (TM1) = kerωz ∩ (TM4) por lo cual
dim (TM4)

⊥
= 9. Entonces definimos

F4 :=

∫
R2

f4rxxydx ∧ dy

y su derivada en la dirección de X2 resultará dF4 (X2) = −
∫
R2 (f4)xxy δr2dx ∧ dy, por lo que

el nuevo vector en (TM4)
⊥ será

XF4
=
(

0, 0, 0, 0; 0,− (f4)xxy , 0
)
.
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Entonces tenemos que

0 = dHz (XF2)

= −
∫
R2

ypx (f4)xxy dx ∧ dy

=

∫
R2

(ypx)xxy f4dx ∧ dy ⇒ (ypx)xxy = 0.

Pero sobre M4

(ypx)xxy = (yφxx)xxy = (yφxxxx)y = φxxxx + yφxxy = φxxxx,

y esto conduce al nuevo vínculo φxxxx = 0.

8.2.1.5. Vínculos de quinto orden. Con las definicionesC5 := C4∪{φxxxx} ,M5 := {C5 = 0},
obtenemos que kerωz ∩ (TM1) = kerωz ∩ (TM5) y por lo tanto

dim (TM5)
⊥

= 10.

De nuevo, recurriendo a la función auxiliar

F5 :=

∫
R2

f5φxxxxdx ∧ dy

tenemos que dHz (X2) =
∫
R2 (f5)xxxx δφ2dx ∧ dy por lo que puede concluirse

XF5
= (0, 0, 0, 0; (f5)xxxx dx ∧ dy, 0, 0) ;

Un nuevo vínculo se obtiene a partir de

0 = dHz (XF5
) =

∫
R2

rxxxxf5dx ∧ dy ⇒ rxxxx = 0.

8.2.1.6. Finalización del algoritmo. DefinamosM6 ⊂M5 como el conjunto de ceros de rxxxx
en M5; agregando el campo vectorial hamiltoniano de

F6 :=

∫
R2

f6rxxxxdx ∧ dy

a (TM5)
⊥, obtenemos el espacio vectorial (TM6)

⊥. Puede probarse que la función dHz (XF6
)

se anula idénticamente sobre M6, y por lo tanto es una subvariedad invariante de Γ (N0). Eli-
minando las variables auxiliares introducidas en el conjunto de vínculos C6 := C5∪{rxxxx}, de
forma tal de mantener sólo las variables originales x, y, z, φ, vemos que las condiciones de inte-
grabilidad resultan ser φxxy = 0, φxxxx = 0. O sea, deberíamos poder describir el conjunto que
resulta de proyectar sobre el espacio de las variables originales el conjunto M6; sin embargo,
esto puede dar origen a problemas casi tan díficiles como el original del cálculo de condiciones
de integrabilidad.

8.3. Electromagnetismo

Ejemplo 8.3A: Electromagnetismo con 2-formas. Tomemos el fibrado doble
3∧

(T ∗M)⊕
2∧

(T ∗M)→
2∧

(T ∗M)→M

formado por pares (F,A), junto a la estructura de prolongación

I := 〈F − dA〉

y la dinámica determinada por la densidad lagrangiana

L := F ∧ ∗F.
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Las ecuaciones de movimiento asociadas a estos datos son

F − dA = 0, d (∗F ) = 0,

y el sistema diferencial exterior inducido por ellas es

K := 〈F − dA, d (∗F ) , dF 〉 .
Podemos probar que este sistema es involutivo. Para ello tomamos el conjunto de vectores
tangentes al fibrado total

V µ := (∂µ;Fµ, Aµ)

que inducen la bandera de subespacios

E0 := {0} ⊂ E1 :=
〈
V 1
〉
⊂ E2 :=

〈
V 1, V 2

〉
⊂ E3 :=

〈
V 1, V 2, V 3

〉
⊂ E

tangentes al fibrado total en E :=
〈
V 0, · · · , V 3

〉
⊂ T(F,A)Λ, que es el elemento integral al que

queremos calcularle los caracteres de Cartan.

Concretamente

Dado que K(1) := K ∩ Ω1 (Λ) = {0} obtenemos

H (E0) =
{
v ∈ T(F,A)Λ : vyφ = 0 for all φ ∈ K(1)

}
= T(F,A)Λ

por lo cual c0 = codim H (E0) = 0.
Ahora

H (E1) =
{
v ∈ T(F,A)Λ : vy (wyφ) = 0 for all φ ∈ K(2) y w ∈ E1

}
,

por lo cual v ∈ H (E1) si y sólo si

vy
((
∗F 1

)
− ∂1yd (∗F )

)
= 0;

entonces c1 = rank M
(
V 1
)

= 1.
En este caso

H (E2) =
{
v ∈ T(F,A)Λ : vy (w1yφ) = 0 y vy (w2yw3yψ) = 0

for all φ ∈ K(2), ψ ∈ K(3) y w1, w2, w3 ∈ E2

}
y entonces v ∈ H (E2) si y sólo si es solución del sistema

vy
((
∗F 1

)
− ∂1yd (∗F )

)
= 0

vy
((
∗F 2

)
− ∂2yd (∗F )

)
= 0

vy
(
∂1y∂2yF + ∂1yA

2 − ∂2yA
1 + ∂1y∂2ydA

)
= 0;

por lo cual c2 = 4.
Las ecuaciones que determinan H (E3) serán

vy
((
∗F 1

)
− ∂1yd (∗F )

)
= 0

vy
((
∗F 2

)
− ∂2yd (∗F )

)
= 0

vy
((
∗F 3

)
− ∂3yd (∗F )

)
= 0

vy
(
∂1y∂2yF + ∂1yA

2 − ∂2yA
1 + ∂1y∂2ydA

)
= 0

vy
(
∂1y∂3yF + ∂1yA

3 − ∂3yA
1 + ∂1y∂3ydA

)
= 0

vy
(
∂2y∂3yF + ∂2yA

3 − ∂3yA
2 + ∂2y∂3ydA

)
= 0

vy
(
∂1y∂2yF

3 + ∂2y∂3yF
1 + ∂3y∂1yF

2 + ∂1y∂2y∂3ydF
)

= 0

y el carácter de Cartan será
c3 = 7.
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Calculemos la codimensión de la subvariedad V4 (K) ⊂ G4 (TΛ) en E; en este caso esto será
igual al rango del operador lineal asociado al sistema lineal 3

V µyV νy (d (∗F )) = 0

V µyV νyV σy (F − dA) = 0

V µyV νyV σyV τy (dF ) = 0 ∀µ, ν, σ, τ = 0, · · · , 3.

Las simetrías del operador de contracción nos dicen que las ecuaciones a priori independientes
en este conjunto son las correspondientes a los pares de índices

(0, 1) , (0, 2) , (0, 3) , (1, 2) , (1, 3) , (2, 3) ,

el conjunto de triples
(0, 1, 2) , (0, 1, 3) , (0, 2, 3) , (1, 2, 3)

y la cuaterna (0, 1, 2, 3). Las ecuaciones asociadas a estos pares de índices son

∂0y
(
∗F 1

)
− ∂1y

(
∗F 0

)
= 0

∂0y
(
∗F 2

)
− ∂2y

(
∗F 0

)
= 0

∂0y
(
∗F 3

)
− ∂3y

(
∗F 0

)
= 0

∂1y
(
∗F 2

)
− ∂2y

(
∗F 1

)
= 0

∂1y
(
∗F 3

)
− ∂3y

(
∗F 1

)
= 0

∂2y
(
∗F 3

)
− ∂3y

(
∗F 2

)
= 0

para los triples

∂0y∂1y∂2yF − ∂0y∂1yA
2 − ∂1y∂2yA

0 − ∂2y∂0yA
1 = 0

∂0y∂1y∂3yF − ∂0y∂1yA
3 − ∂1y∂3yA

0 − ∂3y∂0yA
1 = 0

∂0y∂2y∂3yF − ∂0y∂2yA
3 − ∂2y∂3yA

0 − ∂3y∂0yA
2 = 0

∂1y∂2y∂3yF − ∂1y∂2yA
3 − ∂2y∂3yA

1 − ∂3y∂1yA
2 = 0

y finalmente

∂0y∂1y∂2yF
3 + ∂1y∂2y∂3yF

0 + ∂2y∂3y∂0yF
1 + ∂3y∂0y∂1yF

2 = 0.

El operador lineal es constante, y por lo tanto tiene rango máximo en todas partes; por consi-
guiente codimEV4 (K) = # ecuaciones = 11. Resulta entonces que el EDS K es involutivo, por
lo cual un conjunto de vínculos de Dirac para la teoría hamiltoniana asociada al problema de
Lepage definido por la 4-forma

λ := L+ Γ ∧ (F − dA)

sobre el fibrado Λ̃ := Λ ⊕ T ∗M (con coordenadas (F,A,Γ)) puede construirse de la siguiente
manera: Definiendo

A =: B ∧ dx0 + C

F =: G ∧ dx0 + H

resulta que el EDS restringido a una hoja de tiempo constante en Λ̃ está generado por

{H− dC,dH,d (∗G)} ,

y éstos son los vínculos usuales de la versión hamiltoniana del campo electromagnético. s

3La linealidad de este sistema es una característica particular, inducida por la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell.
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Ejemplo 8.3B: Electrodinámica sin campos. Es interesante introducir el siguiente problema
de mecánica no estándar sobre Λ :=

∧2
(T ∗M) con coordenadas (F1, F1), cuya proyección

intermedia es en la primera componente:
∧2

(T ∗M)⊕
∧2

(T ∗M)→
∧2

(T ∗M)→M

I := 〈dF1, F1 − F2〉
L := F2 ∧ ∗F2.

El problema variacional asociado a esta mecánica es complementario al planteado por el ejem-
plo anterior: Aquí se trata de levantar sólo aquellas secciones que son cerradas, mientras que
el ejemplo previo provee levantamientos para cualquier sección del fibrado intermedio. s

8.4. Campos de Yang-Mills y espacios de fases covariantes

8.4.1. Introducción. Como hemos señalado anteriormente, existe otro método de asignar
una teoría canónica a un problema variacional, que se describe en [CW87]. La construcción ex-
puesta en esta referencia se basa en considerar como espacio de fases al conjunto de extremales
del problema variacional. Como un ejemplo extremo, si se ha formulado una teoría mecánica
desde el punto de vista hamiltoniano, entonces las ecuaciones de movimiento son de primer
orden y están escritas en la forma normal, por lo cual las soluciones del sistema están en co-
rrespondencia uno a uno con los puntos mismos del espacio. No hay mención explícita de la
estructura diferenciable a utilizar sobre este espacio de extremales; como receta general, a apli-
car cada vez que se diga algo acerca de ello, se sugiere que los vectores tangentes al espacio de
fases deben satisfacer la linealización de las ecuaciones de movimiento. En nuestro contexto,
esta operación equivale a pedir que la sección δσ ∈ Γ

(
σ∗
(
V Λ̃
))

satisfaga

σ∗
(
L
δ̂σ
α
)

= 0, ∀α ∈ I

si I es el EDS que representa las ecuaciones de movimiento. Notemos que la operación de li-
nearizar una ecuación de movimiento no determina la estructura diferencial; por el contrario,
el resultado de esta operación dependerá de lo que uno considere como vectores (o más en ge-
neral, variaciones) de las funciones incógnita. Las formas admitidas en [CW87] como base para
el fibrado cotangente al espacio de extremales no pueden existir en nuestro contexto, pero esto
es así en particular porque no nos hemos tomado el (bastante dificultoso, sin dudas) trabajo
de caracterizarlo por completo. En particular, en dicha referencia se consideran como base las
formas que evalúan una variación infinitesimal en un punto; para introducir esto de manera
consistente, se debe usar teoría de distribuciones. En cualquier caso, no parece ser indispen-
sable para seguir la construcción de estos autores tener definidas dicha formas; en lugar de
ello, uno puede conformarse con adoptar la definición provista por los autores, la cual, no de-
pende esencialmente de la base singular que introducen previamente. Antes de enfocarnos en
ejemplos particulares, debemos mencionar un aspecto global de la referencia citada: no propor-
cionan una construcción general para la forma presimpléctica sobre el espacio de soluciones,
sino que se limitan a proveerla en los casos que se discute. Obviamente en nuestro caso damos
una definición que abarca a todas aquellas teorías mecánicas en las que sus soluciones clásicas
son extremales de un problema variacional tipo Lepage.

8.4.2. Estructura dinámica de la teoría de Yang-Mills.

8.4.2.1. La estructura presimpléctica de Yang-Mills. Vamos a comparar los diferentes enfo-
ques particularizando en un ejemplo: la teoría de campos de calibre de Yang-Mills. En este
caso, y usando la notación usual para estas teorías, la forma introducida es

(37) ωYM =

∫
Σ

dΣαtr (δAµδFµα) .
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Como se verá más adelante, los campos de Yang-Mills pueden describirse como extremales del
siguiente problema variacional para secciones

σ : m 7→ (A|m , F |m , G|m)

de T ∗M ⊕
∧2

(T ∗M)⊕
∧2

(T ∗M):

SYM [σ] :=

∫
M

σ∗λ̃

=

∫
M

σ∗
(

1

2
B (F ∧, ∗F ) + B

(
F − dA− 1

2
[A ∧, A] ∧, ∗G

))
donde B es la forma de Killing sobre el álgebra de Lie del grupo de calibre. Entonces de acuerdo
a nuestras prescripciones, el espacio de secciones en alguna hoja a tiempo constante Λ̃0 sobre
la subvariedad Σ ⊂M adquiere la forma (presimpléctica en general, ver más adelante)

ω0|s (V1, V2) =

∫
Σ

s∗
(
V̂1yV̂2yα0

)
donde α0 := dλ̃

∣∣∣ Λ̃0 y V1, V2 ∈ Γ
(
s∗
(
V Λ̃
))

. Notemos que como Λ̃0 está sobre la subvariedad
tridimensional Σ ⊂M , uno tiene que las siguientes formas se deben anular por ser semibásicas

B (F ∧, ∗F )| Λ̃0 = B (F ∧, ∗G)| Λ̃0 = B ([A ∧, A] ∧, ∗G)| Λ̃0 = 0;

por lo tanto α0 = B (dA ∧, d (∗G))| Λ̃0. Comparando con la ecuación (37) vemos que estamos
en presencia de la misma forma (pre)simpléctica.
Resta analizar en este caso que es lo que ocurre con el núcleo de esta forma. Para ello deberemos
caracterizar las transformaciones de calibre en este contexto. Siguiendo las definiciones básicas
que en este sentido se dan en [Ble81], podemos asumir que una transformación de calibre
está caracterizada por una función g : M → G, y actúa sobre nuestros campos mediante las
fórmulas

(g ·A)|m = Ad(g(m))−1 (A|m) + g∗
(
θL
)∣∣
m

(g · F )|m = Ad(g(m))−1 (F |m)

(g ·G)|m = Ad(g(m))−1 (G|m)

donde hemos llamado θL a la forma de Maurer-Cartan por izquierda sobre G. Las fórmulas

d
(
Adg−1A

)
= Adg−1 (dA) +

[
Adg−1A ∧, g∗ (λ)

]
d (g∗ (λ)) = −1

2
[g∗ (λ) ∧, g∗ (λ)](38)

sirven para verificar que estas transformaciones son compatibles con la ecuación4

F − dA− 1

2
[A ∧, A] = 0.

Proposición 25. Sea ξ ∈ C∞ (M, g). Los generadores infinitesimales para la acción adjunta son de la
forma

ξΓ(Λ̃0)
∣∣∣
s

= (dξ − adξA,−adξF,−adξG)

si y sólo si s : m 7→ (A|m , F |m , G|m).

DEMOSTRACIÓN. Para calcular los generadores infinitesimales para esta acción, necesita-
mos caracterizar el fibrado tangente al grupo de calibre. Notando que

C∞ (M,G) = Γ (M ×G→M) ,

podemos usar la estructura diferencial que hemos definido para este tipo de espacios, esto es,
aquella respecto de la cual Tg (C∞ (M,G)) = Γ (g∗ (V (M ×G→ G))).

4Los signos son todos compatibles...
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Lema 38. Si (g, ξ) ∈ C∞ (M,G× g) y m ∈M , la aplicación

(m, g, ξ) 7→ (m, g (m) ; 0, g (m) ξ (m))

establece una correspondencia uno a uno entre C∞ (M, g) y Tg (C∞ (M,G)).

Notemos que para ξ ∈ C∞ (M, g), el elemento ξ : m 7→ (m, e; 0, ξ (m)) en el espacio tangente
Te (C∞ (M,G)) está en el álgebra de Lie del grupo de calibre; una extensión posible para el
mismo es el campo vectorial

(m, g) 7→ (m, g; 0, gξ (m))

sobre M ×G, cuyas curvas integrales son simplemente

γt (m, g) = (m, g exp (tξ (m))) .

La curva correspondiente en el grupo de calibre C∞ (M,G) es por lo tanto5 γt ◦ e, esto es

gt : m 7→ (m, exp (tξ (m))) .

Luego si s : m 7→ (A|m , F |m , G|m), entonces por definición

ξΓ(Λ̃0)
∣∣∣
s

:=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(gt · s)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(
Adexp−tξA+ (exp tξ)

∗ (
θL
)
,Adexp−tξF,Adexp−tξG

)
y utilizando las fórmulas (38), el generador infinitesimal asociado a una tal aplicación ξ ∈
C∞ (M, g) resulta ser

ξΓ(Λ̃0)
∣∣∣
s

= (dξ − adξA,−adξF,−adξG) .

Entonces hemos probado la proposición. �

8.4.2.2. Dinámica y grupo de calibre. Si bien hemos llegado a estructuras simplécticas análo-
gas, los espacios de fases sobre los que trabajamos acá no son los mismos; de hecho, mientras
que en [CW87] el espacio de fases es el espacio de soluciones, nosotros estamos en Γ

(
Λ̃0

)
.

A priori no existe una relación precisa entre estos espacios. Es claro que, por restricción, cada
solución al problema variacional original produce una sección de Λ̃0; si dos soluciones pro-
duciendo por restricción la misma sección de Λ̃0 son necesariamente iguales, entonces puede
considerarse al espacio de soluciones como una subvariedad de Γ

(
Λ̃0

)
. Aunque en general

esto no es cierto, probaremos que esto es así para los campos de Yang-Mills. Se hace indispen-
sable investigar la naturaleza de las ecuaciones de movimiento: Esto es, básicamente, establecer
si Λ̃0 es una buena superficie de Cauchy.
De la discusión previa se desprende que no podemos comparar sin más la manera en que se
trabaja con el grupo de calibre: Los generadores infinitesimales están en el núcleo de la forma
presimpléctica sobre el espacio de soluciones, y si se repasa cuidadosamente la demostración
de este hecho en la referencia, se descubre que es necesario tener en cuenta (al menos) una
parte de las ecuaciones de movimiento. En nuestro esquema las ecuaciones de movimiento no
existen, dado que aún no hemos definido el hamiltoniano que regirá la dinámica. Luego ne-
cesitamos considerar más en detalle la descomposición del espacio de campos en hojas tipo
tiempo. Supongamos por lo tanto que sobre Λ̃0 tenemos definido un campo ∂0 ∈ Γ

(
TΛ̃0

Λ̃
)

transversal en todo punto a Λ̃0 y cuya proyección en la base existe (se lo denota con el mismo
símbolo ∂0), es no nula, y además es perpendicular a Σ (recordemos que M es una variedad
pseudoriemanniana). Supongamos también que podemos introducir una forma φ0 ∈ Ω1 (M)
tal que

1. φ0 (∂0) = 1 en todos los puntos de Σ, y

5Aquí hemos indicado por e a la función que a cada punto deM le asigna la unidad enG, esto es e : m 7→ (m, e).
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2. φ0 es cerrada (esto se pide por conveniencia).

Entonces podemos elegir un conjunto de coordenadas más convenientes sobre Λ̃0, definidas
por la descomposición de T ∗ΣM inducida por α0 y (TΣ)

⊥:

A =: a0φ
0 + a,

F =: (?e) ∧ φ0 + b,

G =: (?m) ∧ φ0 + n

donde ? es la 3−estrella de Hodge inducida por la métrica sobre Σ; por lo tanto cada sección
de Λ̃0 quedará especificada por una función a0, una 1−forma a y las cuatro 2−formas e, b,m, n
sobre Σ. Como ∂0 es perpendicular a Σ, uno tiene que

∗F =: (?b) ∧ φ0 − e,
∗G =: (?n) ∧ φ0 −m

La proposición siguiente nos da la expresión de los datos dinámicos en las nuevas coordenadas.

Proposición 26. En las nuevas coordenadas la forma presimpléctica sobre Λ̃0 es (usando la notación
usual para extensión de campos)

ω0|s (V1, V2) = −
∫

Σ

s∗
[
V̂1yV̂2yB (da ∧, dm)

]
y el hamiltoniano puede escribirse como

H (s) =

∫
Σ

s∗

[
1

2
B (b ∧, ?b)− 1

2
B (e ∧, ?e)− B (?e ∧, m) + B (b ∧, ?n) +

+ B (da0
∧, m)− B (da ∧, ?n)− 1

2
B ([a ∧, a] ∧, ?n)− B ([a0, a] ∧, m)

]
para cualquier s ∈ Γ

(
Λ̃0

)
.

DEMOSTRACIÓN. En tales coordenadas será

λ̃ =
1

2
B (F ∧, ∗F ) + B

(
F − dA− 1

2
[A ∧, A] ∧, ∗G

)
=

1

2
B
(
(?e) ∧ φ0 + b ∧, (?b) ∧ φ0 − e

)
+

+ B

(
(?e) ∧ φ0 + b− da0 ∧ φ0 − da− 1

2

[
a0φ

0 + a ∧, a0φ
0 + a

]
∧, (?n) ∧ φ0 −m

)

=

[
1

2
B (b ∧, ?b)− 1

2
B (e ∧, ?e)− B (?e ∧, m) + B (b ∧, ?n) +

+ B (da0
∧, m)− B (da ∧, ?n)− 1

2
B ([a ∧, a] ∧, ?n)− B ([a0, a] ∧, m)

]
∧ φ0 + B (da ∧, m)

por lo cual

∂0yλ̃ =
1

2
B (b ∧, ?b)− 1

2
B (e ∧, ?e)− B (?e ∧, m) + B (b ∧, ?n) +

+ B (da0
∧, m)− B (da ∧, ?n)− 1

2
B ([a ∧, a] ∧, ?n)− B ([a0, a] ∧, m)

λ̃
∣∣∣ Λ̃0 = B (da ∧, m) .

Diferenciando la segunda de estas identidades resulta la proposición. �
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Como primer consecuencia de esta proposición resulta que

ker ω|s =

{
m 7→

(
m; δa0 (m) φ0

∣∣
m
, δF |m , δn|m

)
:

: δa0 ∈ C∞ (Σ, g) , δF ∈ Γ

(
2∧

(T ∗M)⊗ g

∣∣∣∣∣Σ
)
, δn ∈ Ω2 (Σ, g) y todas cubren a s

}

por lo que las condiciones de invariancia dH
(
TΓ
(

Λ̃0

))⊥
= 0 se reducen a

(39)


dH|s (δn) = 0 ⇒ b− da− 1

2 [a ∧, a] = 0

dH|s (δe) = 0 ⇒ m+ e = 0

dH|s (δb) = 0 ⇒ b+ n = 0

dH|s
(
δa0φ

0
)

= 0 ⇒ dm+ [a ∧, m] = 0

para las componentes de la sección s. Notar que, por la forma en que está definido el hamil-
toniano H , estos vínculos (pese a que no se muestra acá) incluyen sus diferenciales. Efectiva-
mente, supongamos que la variación δn es tal que ∗δn = dk para 1-formas k arbitrarias; luego

δn ·H =

∫
Σ

B

(
b− da− 1

2
[a ∧, a] , ∗δn

)
=

∫
Σ

B

(
b− da− 1

2
[a ∧, a] ,dk

)
= −

∫
Σ

B (db− [da ∧, a] , k)

y los diferenciales de los vínculos son parte de los mismos vínculos.

Definición 47. La variedad primaria de vínculos Γ(1) será el conjunto de todas aquellas secciones de
Λ̃0 que satisfacen las condiciones (39).

El grupo de calibre opera de la siguiente manera sobre las nuevas coordenadas:

(g · a0)|p = Ad(g(p))−1a0 (p) + θL
(
g∗

(
∂0|p

))
(g · a)|p = Ad(g(p))−1 a|p + (g|Σ)

∗ (
θL
)

(g · e)|p = Ad(g(p))−1 e|p
(g · b)|p = Ad(g(p))−1 b|p

(g ·m)|p = Ad(g(p))−1 m|p
(g · n)|p = Ad(g(p))−1 n|p

para todo p ∈ Σ. Notemos que el subconjunto Γ(1) es invariante por la acción del grupo de
calibre. Sin embargo C∞ (M,G) no actúa de manera efectiva sobre Γ

(
Λ̃0

)
. O sea, cualquier

g en el grupo de calibre tal que g|Σ = e y g∗ (∂0) = 0 deja invariante a todas las secciones,
de acuerdo a las fórmulas de transformación de arriba. Entonces tales elementos, pese a no
ser necesariamente la unidad en el grupo total, operan como la identidad sobre las secciones
de Λ̃0. De cualquier manera, podemos utilizar el mismo argumento que en la proposición 25
para calcular los generadores infinitesimales en las coordenadas (a0, a; e, b;m,n); así tendremos
(para las componentes de interés) que

ξΓ(Λ̃0)
∣∣∣
s

= (∗,dξ − adξa; ∗, ∗;−adξm, ∗) .
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Sea ahora X = (δa0, δa; δe, δb; δm, δn) un vector tangente a Γ(1) en una sección s; entonces sus
secciones componentes satisfarán, en particular, la linealización de la última ecuación en (39)

d (δm) + [δa ∧, m] + [a ∧, δm] = 0.

Luego suponiendo que ∂Σ = 0 (o que las secciones se anulan allí)

XyξΓ(Λ̃0)y ω0|s =

∫
Σ

s∗ [−B (dξ − adξa ∧, δm) + B (δa ∧, −adξm)]

=

∫
Σ

s∗ [B (ξ,d (δm) + [δa ∧, m] + [a ∧, δm])]

= 0

por lo cual los generadores infinitesimales del grupo de calibre están en el núcleo de la restric-
ción de ω0 a Γ(1). No está claro, sin embargo, que éstas sean todas las direcciones singulares de
esta estructura.

8.4.2.3. Estudio de Yang-Mills via EDS. El problema es el de siempre: ¿Hemos hallado ya
todos los vínculos de Dirac en la teoría de Yang-Mills? En rigor, no disponemos de argumentos
de dimensionalidad para responder a una pregunta de esta naturaleza. De hecho, miremos la
subvariedad Γ(1). Sobre ella las únicas cantidades independientes son las secciones a0 y a, dado
que, de las ecuaciones (39), la primera determina b totalmente, con lo cual la tercera fija el valor
de n. Luego la cuarta es una ecuación diferencial para m que uno espera resolver sin más, y
la segunda nos dice cómo elegir e. La cuarta ecuación relaciona a con m, y esto advierte sobre
la existencia de un núcleo no trivial en la forma presimpléctica restringida a Γ(1); la simetría
de calibre provee elementos en este núcleo, dejando abierta la cuestión acerca de si es posible
caracterizarlo completamente. Esto es equivalente a resolver el problema siguiente:

Problema. Encontrar todos los pares de formas f1 ∈ Ω1 (P, g) , g1 ∈ Ω2 (P, g) relacionadas mediante

dg1 + [a ∧, g1] + [f1
∧, m] = 0,

para algún par a ∈ Ω1 (P, g) ,m ∈ Ω2 (P, g) satisfaciendo dm+ [a ∧, m] = 0, tales que∫
P

[−B (f1
∧, g2) + B (f2

∧, g1)] = 0

para todo par f2, g2 relacionadas de la misma forma.

La teoría de sistemas diferenciales exteriores nos permitirá conocer si no hay más vínculos tipo
Dirac que los ya hallados, si podemos probar que el EDS de Hamilton-Cartan es involutivo
respecto de alguna hoja tipo tiempo.
Calculemos los caracteres de Cartan y la codimensión del espacio de elementos integrales de
dimensión 4 para el EDS de Hamilton-Cartan para el campo de Yang-Mills. Debemos advertir
que esto fue hecho, para el caso SU (2), en [Est08], utilizando programas de cálculo numé-
rico. De cualquier forma, efectuando variaciones en nuestra teoría obtenemos que el EDS de
Hamilton-Cartan (que denotaremos aquí como I) estará diferencialmente generado por

dA+ 1
2 [A ∧, A]− F

F +G

d (∗G) + [A ∧, ∗G] .

Ahora bien, por simplicidad vamos a estudiar el EDS sobre Λ :=
(∧2

(T ∗M)⊗ g
)
⊕(T ∗M ⊗ g)

generado por {
Φ := dA+ 1

2 [A ∧, A] +G

Ψ := d (∗G) + [A ∧, ∗G]

124



8.4. Campos de Yang-Mills y espacios de fases covariantes

que es la restricción del anterior a la subvariedad F + G = 0. Luego usando la identidad de
Jacobi

dΦ = [dA ∧, A] + dG

≡
[
−G− 1

2
[A ∧, A] ∧, A

]
+ dG mód I0

= − [G ∧, A] + dG

y también

dΨ = [dA ∧, ∗G]− [A ∧, d (∗G)]

≡
[
−G− 1

2
[A ∧, A] ∧, ∗G

]
− [A ∧, − [A ∧, ∗G]] mód I0

= − [G ∧, ∗G]

= 0

donde I0 es el ideal algebraico generado por Φ y Ψ. Se ha utilizado también la identidad de
Jacobi en la forma

[A ∧, [A ∧, ∗G]]− 1

2
[[A ∧, A] ∧, ∗G] = 0.

Luego un conjunto de generadores algebraicos para este EDS es
Φ := dA+ 1

2 [A ∧, A] +G

Ξ := dG+ [A ∧, G]

Ψ := d (∗G) + [A ∧, ∗G] .

Analicemos la estructura de este EDS; para ello nos basaremos en un método explicado en
[Olv95]. Supongamos que un elemento integral E ⊂ T(A,G) (Λ) de este EDS está generado por
los vectores Vµ := (∂µ, δAµ, δGµ) , µ = 0, · · · , 3; definimos la bandera de subspacios

0 =: E0 ⊂ E1 := 〈V1〉 ⊂ E2 := 〈V1, V2〉 ⊂ E3 := 〈V1, V2, V3〉 ⊂ E

y queremos calcular la codimensión de los espacios polares asociados. Entonces:

1. El EDS I no contiene formas de grado 1, por tener generadores de grado 2 y 3; luego
H (E0) = T(A,G)Λ y por lo tanto c0 = codimH (E0) = 0.

2. El EDS I tiene un único generador de grado 2, esto es, Φ, por lo cual v ∈ H (E1) si y
sólo si vy (V1yΦ) = 0, o sea

vy (∂1ydA+ formas semibásicas) = 0.

La codimensión de H (E1) es igual al número de ecuaciones independientes en esta
lista; luego se tiene que c1 = codimH (E1) = dimg.

3. En este caso v ∈ H (E2) si y sólo si

vy (∂1ydA+ formas semibásicas) = 0

vy (∂2ydA+ formas semibásicas) = 0

vy (∂1y∂2ydG+ formas semibásicas) = 0

vy (∂1y∂2yd (∗G) + formas semibásicas) = 0.

Todas las ecuaciones en esta lista son independientes; esto es consecuencia de la apari-
ción de la estrella de Hodge. Luego c2 = codimH (E2) = 4dimg.

125



Capítulo 8. Ejemplos importantes en mecánica no estándar

4. Finalmente calcularemos la codimensión de H (E3); la lista de ecuaciones que deter-
minan los elementos v ∈ H (E3) será

vy (∂1ydA+ formas semibásicas) = 0

vy (∂2ydA+ formas semibásicas) = 0

vy (∂2ydA+ formas semibásicas) = 0

vy (∂1y∂2ydG+ formas semibásicas) = 0

vy (∂1y∂3ydG+ formas semibásicas) = 0

vy (∂2y∂3ydG+ formas semibásicas) = 0

vy (∂1y∂2yd (∗G) + formas semibásicas) = 0

vy (∂1y∂3yd (∗G) + formas semibásicas) = 0

vy (∂2y∂3yd (∗G) + formas semibásicas) = 0.

Por lo tanto c3 = 9dimg.

Estos números pueden compararse con los listados en [Est08] para el caso en que g = su2. Para
calcular la codimensión de la subvariedad V4 (I) de G4 (TΛ) determinada por el EDS I en el
elemento integral E, notemos que un conjunto de condiciones suficientes para describir a esta
subvariedad es la lista

VµyVνyΦ = 0

VµyVνyVσyΨ = 0

VµyVνyVσyΞ = 0

para todo µ, ν, σ = 0, · · · , 3. A lo sumo habrá aquí 10dimg ecuaciones independientes, corres-
pondientes a los pares de índices

(0, 1) , (0, 2) , (0, 3) , (1, 2) , (1, 3) , (2, 3)

para la primera lista de ecuaciones, y para los triples de índices

(0, 1, 2) , (0, 1, 3) , (0, 2, 3) , (1, 2, 3)

en las restantes. Pero sabemos [IL03] que

codimEV4 (I) ≥ c0 + c1 + c1 + c2 + c3 = 10,

de donde resulta que necesariamente debe cumplirse la igualdad, y estamos en presencia de
un EDS involutivo.

8.4.2.4. Conjunto completo de vínculos de Dirac para Yang-Mills. El apartado anterior nos
permite hallar un conjunto completo de vínculos para la teoría de Yang-Mills; de acuerdo a
la teoría general, un EDS involutivo induce sobre alguna hoja de tiempo constante Λ̃0 (conte-
niendo al elemento E3 de una bandera regular) dicho conjunto, que no es otra cosa que algún
conjunto de generadores para el EDS K := I| Λ̃0. Usando las coordenadas adaptadas a esta
hoja, notemos que los generadores de I pueden escribirse

Φ = d
(
a0φ

0 + a
)

+
1

2

[
a0φ

0 + a ∧, a0φ
0 + a

]
+ (?m) ∧ φ0 + n

= (da0 − [a0, a] + ?m) ∧ φ0 + da+
1

2
[a ∧, a] + n

Ξ = d
(
(?m) ∧ φ0 + n

)
+
[
a0φ

0 + a ∧, (?m) ∧ φ0 + n
]

= {d (?m) + [a ∧, ?m] + [a0, n]} ∧ φ0 + dn+ [a ∧, n]

Ψ = d
(
(?n) ∧ φ0 −m

)
+
[
a0φ

0 + a ∧, (?n) ∧ φ0 −m
]

= {d (?n) + [a ∧, ?n]− [a0,m]} ∧ φ0 − dm− [a ∧, m] ,
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de donde resulta que

K =

〈
da+

1

2
[a ∧, a] + n,dn+ [a ∧, n] ,dm+ [a ∧, m]

〉
alg
.

De F + G = 0 sabemos que n = −b, de donde resulta que estos generadores son los vínculos
primarios hallados a través del formalismo usual sobre el espacio de fases covariante. Luego
Γ(1) es invariante, de donde deducimos que no hay nuevos vínculos.
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Capítulo 9

El sistema Toda como mecánica no estándar

9.1. El método AKS: Factorizaciones y sistemas integrables

SUPONGAMOS que tenemos un grupo de Lie real G que factoriza de manera única en un par
de subgrupos A y B:

G = A ·B.

En tales circunstancias (ver [Ova03] y referencias citadas allí) uno puede utilizar la factoriza-
ción para hallar soluciones a problemas mecánicos canónicamente asociados a las estructuras
presentes. En lo que sigue llamaremos método AKS a tal construcción, por las iniciales de los
autores que lo establecieron: M. Adler, B. Kostant y W. Symes [AvM80, Kos79, Sym80].

9.1.1. El teorema principal.

9.1.1.1. Representación transadjunta. Vamos a tomar como punto de partida una factoriza-
ción como la detallada arriba; dicha factorización induce una descomposición

g = a⊕ b

en subálgebras de Lie. Supongamos además que tenemos una forma bilineal no degenerada
(aunque no necesariamente Ad−invariante) 〈·, ·〉 : g×g→ R. Por trasposición, la acción adjunta
deG sobre su álgebra de Lie induce una nueva representación τ : G→ Aut (g), que llamaremos
transadjunta:

〈τ (g) ·X,Y 〉 =
〈
X,Adg−1Y

〉
para todo X,Y ∈ g, g ∈ G. Si la forma bilineal es Ad−invariante, entonces ambas represen-
taciones son equivalentes; en cualquier caso, la representación transadjunta es isomorfa a la
representación coadjunta, lo cual implica las propiedades siguientes.

Proposición 27. Sea X un elemento de g, e indiquemos mediante el símboloOτX la órbita de G a través
de X via la represntación transadjunta. Entonces

1. El espacio tangente a la órbita en Y ∈ OτX está dado por

TYOτX =
{

adtZY : Z ∈ g
}

donde adt· : g→ End (g) está definido mediante
〈
adtZX,Y

〉
= −〈X, [Z, Y ]〉 para todo X,Y ∈

g.
2. El conjunto OτX es una variedad simpléctica con estructura simpléctica ω está dada por

ωY
(
−adtZ1

Y,−adtZ2
Y
)

= 〈Y, [Z1, Z2]〉 .

3. El campo vectorial hamiltoniano asociado a una función H := f | OτX está dado por

VH |Y = −adt∇f(Y )Y

donde ∇f ∈ C∞ (g, g) es el gradiente de f ∈ C∞ (g) respecto a la forma bilineal 〈·, ·〉.
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DEMOSTRACIÓN. Probaremos sólo el tercer apartado. Tenemos que

dH|Y
(
adtZY

)
= df |Y

(
adtZY

)
=

〈
∇f (Y ) , adtZY

〉
= 〈[Z,∇f (Y )] , Y 〉

y por otro lado, utilizando la expresión VH |Y := adtZH(Y )Y ,

ωY
(
VH , adtZY

)
= 〈Y, [ZH , Z]〉 .

A partir de la ecuación dH + VHyω = 0 entonces obtenemos que ZH (Y ) = ∇f (Y ), por lo que

VH |Y = adt∇f(Y )Y.

Esto concluye la demostración. �

9.1.1.2. Funciones invariantes y dinámica. Una función suave f ∈ C∞ (g) es τ−invariante
sii

f (τ (g) ·X) = f (X)

para todo X ∈ g y g ∈ G. Esta familia de funciones comparten las siguientes propiedades.

Proposición 28. Si f es una función τ−invariante, entonces

∇f (τ (g)X) = Adg∇f (X) para todo g ∈ G,X ∈ g.
adt∇f(X)X = 0 para todo X ∈ g.

DEMOSTRACIÓN. For Y ∈ g arbitraria tenemos que

〈∇f (τ (g)X) , Y 〉 = df |τ(g)X (Y )

=
d
dt

[f (τ (g)X + tY )]|t=0

=
d
dt
[
f
(
X + tτ

(
g−1

)
Y
)]∣∣

t=0

= df |X
(
τ
(
g−1

)
Y
)

=
〈
∇f (X) , τ

(
g−1

)
Y
〉

= 〈Adg∇f (X) , Y 〉
y de aquí es inmediata la primera parte de la proposición. La segunda parte es una versión
infinitesimal de la primera. �

9.1.1.3. Descomposición de álgebras de Lie y dinámica. En base a las estructuras presentes
tenemos dos formas de descomponer al álgebra de Lie g:

g = a⊕ b = a⊥ ⊕ b⊥

donde a⊥ := {Z ∈ g : 〈Z,X〉 = 0 ∀X ∈ a}, y similar para b⊥. Una propiedad importante de
estos nuevos subespacios es su τ−invariancia.

Lema 39. Los subespacios a⊥, b⊥ ⊂ g son τ−invariantes.

DEMOSTRACIÓN. Sea g ∈ A,Z ∈ a⊥ y X un elemento arbitrario de a. Entonces

〈τ (g) · Z,X〉 =
〈
Z,Adg−1X

〉
= 0

dado que Adg−1X ∈ a. Una demostración similar puede utilizarse para el otro factor. �

Además la aplicación X 7→ 〈X, ·〉 induce isomorfismos g⊥± ' g∗∓, a lo largo de los cuales pode-
mos trasladar la acción coadjunta de cada subgrupoG± sobre el dual de su álgebra de Lie. Esto
da origen a un par de acciones (que denotaremos por un único símbolo) τ̃ : G∓ → Aut

(
g⊥±
)
.
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Lema 40. Si π⊥+ : g → a⊥ y π⊥− : g → b⊥ son los proyectores asociados a la descomposición g =

a⊥+ ⊕ b⊥−, entonces

1. La nueva acción puede calcularse mediante

(40) τ̃A (h) · Z± = π⊥+ (τ (h)Z)

para todo h ∈ B,Z ∈ a⊥. Una fórmula similar es válida para la acción τ̃B de A sobre B.
2. El generador infinitesimal asociado a Y ∈ b está dado por

(Y )
a⊥
∣∣∣
Z

= π⊥+
(
−adtY Z

)
.

DEMOSTRACIÓN. Probaremos sólo la primera parte del lema. Si X es un elemento arbitra-
rio de b entonces

〈τ̃A (h)Z,X〉 ≡ (Ad∗h−1 〈Z, ·〉) (X) = 〈Z,Adh−1X〉
= 〈τ (h)Z,X〉

por lo cual τ̃A (h)Z − τ (h)Z ∈ b⊥, y esto significa que

π⊥+ (τ̃A (h)Z − τ (h)Z) = 0.

Dado que τ̃A (h)Z ∈ a⊥, esta ecuación demuestra la primera parte del lema. �

La órbita Oτ̃AX es, como fue destacado más arriba, una variedad simpléctica, con espacio tan-
gente

TYOτ̃AX =
{
π⊥+
(
−adtZY

)
: Z ∈ b

}
.

La forma simpléctica está dada por

ωY
(
π⊥+
(
−adtZ1

Y
)
, π⊥+

(
−adtZ2

Y
))

= 〈Y, [Z1, Z2]〉 .

Tiene sentido por lo tanto plantearse el problema dinámico inducido sobre ella por funciones
definidas sobre todo g; el siguiente teorema nos da una descripción de tales problemas, y la
manera de resolver los asociados a funciones τ−invariantes. Uno puede llamar a este resultado
método AKS generalizado.

Teorema 13. Sea f una función sobre g.

1. El campo vectorial hamiltoniano para H := f | Oτ̃AX en un punto Y es

VH |Y = π⊥+

(
adt(∇f(Y ))−

Y
)

donde se indicó mediante Z± las componentes de un elemento Z ∈ g respecto de la descompo-
sición g = a⊕ b.

2. Si f es τ -invariante entonces el campo vectorial hamiltoniano se reduce a

VH |Y = adt(∇f(Y ))−
Y = −adt(∇f(Y ))+

Y.

3. El problema sobre Oτ̃AX ⊂ a⊥ dado por

(41)

{
Ẋ = −adt(∇f(X))+

X

X (0) = X0

para f una función τ -invariante, puede resolverse por factorización. De hecho, si g+ : R → A
y g− : R→ B son curvas sobre estos grupos definidas por la ecuación

exp (t∇f (X0)) = g+ (t) g− (t)

la solución del sistema (41) vendrá dada por

X (t) := τ (g+ (t))X0.
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DEMOSTRACIÓN. Si Y ∈ Oτ̃AX entonces será

dH|Y
(
π⊥+
(
−adtZY

))
= df |Y

(
π⊥+
(
−adtZY

))
=

〈
∇f (Y ) , π⊥+

(
−adtZY

)〉
=

〈
(∇f (Y ))− ,−adtZY

〉
=

〈[
(∇f (Y ))− , Z

]
, Y
〉
.

Por otra parte si VH |Y = π⊥+

(
−adtZH(Y )Y

)
entonces

ωY

(
π⊥+

(
−adtZH(Y )Y

)
, π⊥+

(
−adtZY

))
= 〈Y, [ZH (Y ) , Z]〉

por lo cual podemos elegir ZH (Y ) := − (∇f (Y ))− (¡cualquier otra elección nos da el mismo
campo vectorial sobre la órbita!)

Si f es una función τ -invariante, usando la proposición 28 tendremos que adt∇f(Y )Y = 0, por
lo cual

adt(∇f(Y ))−
Y = −adt(∇f(Y ))+

Y ;

entonces

VH |Y = π⊥+

(
adt(∇f(Y ))−

Y
)

= π⊥+

(
−adt(∇f(Y ))+

Y
)

= −adt(∇f(Y ))+
Y.

El último punto puede probarse derivando la solución propuesta, debido al teorema de unici-
dad de flujos para campos vectoriales. Si Y− ∈ g− es arbitraria, entonces la función

FY− (t) := 〈Y−, X (t)〉 =
〈

Ad(g+(t))−1Y−, X0

〉
tiene derivada

˙FY− (t) =

〈
Ad(g+(t))−1

(
adL

(g+(t))−1∗ġ+(t)

Y−

)
, X0

〉
=

〈
Y−, adtL

(g+(t))−1∗ġ+(t)

X (t)

〉
.

Utilizando la proposición 28 obtenemos que

∇f (X (t)) = ∇f (τ (g+ (t))X0)

= Ad(g+(t))−1∇f (X0) .

Ahora bien, si g (t) = exp (t∇f (X0)) tendremos que∇f (X0) = R(g(t))−1∗ġ (t) por lo cual

∇f (X0) = R(g+(t))−1∗R(g−(t))−1∗
(
Lg+(t)∗ġ− (t) + Rg−(t)∗ġ+ (t)

)
= Adg+(t)

(
R(g−(t))−1∗ġ− (t) + L(g+(t))−1∗ġ+ (t)

)
;

entonces
∇f (X (t)) = L(g+(t))−1∗ġ+ (t) + R(g−(t))−1∗ġ− (t) ∈ g+ ⊕ g−

que significa que
(∇f (X (t)))+ = L(g+(t))−1∗ġ+ (t) .

Por consiguiente ˙FY− (t) =
〈
Y−, adt(∇f(X(t)))+

X (t)
〉

para cualquier Y− ∈ g−, y esto implica a

su vez que Ẋ (t) = adt(∇f(X(t)))+
X (t), como queríamos probar. �
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9.2. Mecánica no estándar y método AKS

9.2.1. Mecánica no estándar y vínculos sobre las velocidades. El propósito de esta sec-
ción es usar la mecánica no estándar como una manera de pensar los sistemas AKS. Considere-
mos para ello un sistema mecánico libre sobre R descrito mediante el lagrangiano en I×TR×R

L|(t;q,v;w) :=

[
1

2
v2 − v0w

]
dt

y la estructura de levantamiento

θ|(t;q,v;w) := dq − (v − w) dt.

Esto significa que las variaciones satisfacen la relación dδq − (δv − δw) dt = 0; variando una
curva γ : t 7→ (t; q (t) , v (t) ;w (t)), la variación de la acción asociada será (ignorando términos
de borde)

δS =

∫
I

γ∗ (vδv − v0δw) dt

=

∫
I

γ∗ [v (dδq + δwdt)− v0δw]

=

∫
I

γ∗ (δqdv + (v − v0) δwdt) .

Esto significa que las ecuaciones de Euler-Lagrange para esta mecánica no estándar serán{
v̇ = 0,

v = v0.

Este ejemplo sobresimplificado señala una característica fundamental de este tipo de modifica-
ciones a la estructura de levantamiento: La capacidad de inducir vínculos sobre las velocidades.
Vamos a utilizar esta capacidad de inducir vínculos sobre velocidades para escribir un siste-
ma mecánico del tipo AKS como un sistema no estándar. Para ello utilizaremos la referencia
[FG02a], de acuerdo a la cual uno puede escribir los sistemas AKS sobre un grupo factorizable
considerando una dinámica natural (digamos, la inducida por una métrica) sobre dicho grupo,
y admitiendo la existencia de ciertos vínculos sobre las velocidades. Sea por consiguiente G
un grupo factorizable de la forma G = AB, y consideremos G × g∗ con la estructura simpléc-
tica canónica (suponiendo trivialización por izquierda). La factorización supuesta induce las
descomposiciones

g = a⊕ b

g∗ = a0 ⊕ b0

del álgebra de Lie y su dual, donde (·)0 denota anulador. Sean πa0 , πb0 los proyectores en cada
uno de los sumandos de la descomposición de g∗; tomemos µ ∈ b0, ν ∈ a0. Entonces podemos
definir la subvariedad

Λ̃µν :=
{

(g, ζ) ∈ G× g∗ : πb0

(
Ad∗g−1ζ

)
= µ, πa0 (ζ) = ν

}
.

Veremos más adelante que esta subvariedad es de primera clase, y que el núcleo de la forma
canónica restricta a ella está generado por los generadores infinitesimales asociados al levanta-
miento de la acción de Aµ ×Bν sobre G via

(a, b) · g := agb−1,

donde Aµ (resp. Bν) son los subgrupos de isotropía de µ (resp. ν) respecto de las acciones

a · φ := πb0 (Ad∗a−1φ) , ∀φ ∈ b0,

b · ψ := πa0 (Ad∗b−1ψ) , ∀ψ ∈ a0.
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Cocientando por esta acción uno obtiene por lo tanto una variedad simpléctica, cuyas ecuacio-
nes de movimiento son las de los sistemas AKS.

9.2.2. La mecánica no estándar de AKS. Este ejemplo es importante, en tanto provee un
nexo entre mecánica no estándar y sistemas integrables; está inspirado fuertemente en [FG02b].
Consideremos como espacio de velocidades

Λ := TG⊕ aG ⊕ bG

donde, como antes, se supone que G admite la descomposición G = AB y los fibrados sobre G
denotados mediante aG y bG son simplemente G× a y G× b; un punto de este espacio (con la
trivialización por izquierda para TG) será (g, J ;α, β). Allí definimos la 1−forma g−valuada

θ|(g,J;α,β) := λ|g −
(
J −Adg−1α− β

)
dt,

(aquí λ es la forma de Maurer-Cartan por izquierda) con la cual definiremos la estructura de
levantamiento, y consideraremos el lagrangiano

Lµν |(g,J;α,β) :=

[
1

2
B (J, J)− µ (α)− ν (β)

]
dt

donde µ ∈ b0, ν ∈ a0 y, como ya se advirtió, (·)0 es el anulador de la subálgebra correspondien-
te.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen variando la acción

Sµν [γ] :=

∫
I

γ∗ (Lµνdt)

donde γ : t 7→ (t; g (t) , J (t) ;α (t) , β (t)) es una curva en I × Λ. Una variación de tal curva es
un campo vectorial

δ̂γ : (t; g, J ;α, β) 7→ (0; g, ξ, J, δJ ;α, δα, β, δβ)

para ciertas funciones ξ : Λ → g, δJ : Λ → g, δα : Λ → a, δβ : Λ → b (estamos considerando
nuevamente a TG trivializado por izquierda) tal que

γ∗
(
L
δ̂γ
θ
)

= 0.

De esta última condición obtenemos que sobre γ las funciones anteriores deben satisfacer la
relación

(42) dξ + [λ, ξ]−
(
δJ −Adg−1 (δα)−

[
Adg−1α, ξ

]
− δβ

)
dt = 0.

Como

δSµν [γ] =

∫
I

γ∗
(
δ̂γ · Lµνdt

)
y

δ̂γ · Lµν = B (δJdt, J)− [µ (δα) + ν (δβ)] dt

= B
(
dξ +

[
λ+

(
Adg−1α

)
dt, ξ

]
, J
)

+

+
[
B
(
Adg−1δα+ δβ, J

)
− µ (δα)− ν (δβ)

]
dt.

Para cada φ ∈ g∗ y cada κ ∈ Ω1 (Λ, g) definamos la 1−forma g∗−valuada ad]κφ mediante(
ad]κφ

)
(ξ) := φ ([ξ, κ]) , ∀ξ ∈ g,

indiquemos con el símbolo ξ[ la forma B (ξ, ·), y denotemos mediante Ad] : G → Hom (g∗) la
representación coadjunta, definida via(

Ad]gφ
)

(ξ) = φ
(
Adg−1ξ

)
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para todo ξ ∈ g, φ ∈ g∗, g ∈ G. Con esta notación, el elemento de g∗ obtenido al contraer un
vector v tangente a Λ con la 1−forma satisface(

ad]κφ
)

(v) = ad]κ(v)φ,

donde el elemento en el miembro de la derecha es el generador infinitesimal para la acción
coadjunta asociada a κ (v) ∈ g en el punto φ ∈ g∗. Entonces las variaciones en δα, δβ nos darán,
respectivamente, las ecuaciones

πb0

(
Ad]gJ

[ − µ
)

= 0, πa0

(
J[ − ν

)
= 0,

y la variación a lo largo de TG (compatible con la restricción (42)) conduce a

dJ[ + ad]
(λ+Adg−1αdt)

(
J[
)

= 0.

Las soluciones a las ecuaciones de Euler-Lagrange son curvas integrales en I × Λ del EDS
generado por 

dJ[ − ad]βdt

(
J[
)
,

λ−
(
J −Adg−1α− β

)
dt,

πb0

(
Ad]gJ[

)
− µ,

πa0

(
J[
)
− ν

que satisfacen dt 6= 0; aquí se ha supuesto que ad]ζdtζ
[ = 0 para todo ζ ∈ g.

9.2.3. Problema hamiltoniano. Intentemos construir una teoría hamiltoniana con estos
datos. Armamos Λ̃ := I × (Λ⊕ (G× g∗)) y sobre ella definimos la 1−forma

λ̃
∣∣∣
(g,J;α,β;σ)

:= Lµν (g, J ;α, β) dt+ σ (θ) .

El EDS que describe a las curvas extremales del problema variacional definido por esta forma
estará generado por 

dσ + ad]
(λ+Adg−1αdt)

σ

J[ − σ
λ−

(
J −Adg−1α− β

)
dt,

πb0

(
Ad]gσ

)
− µ,

πa0 (σ)− ν,

donde φ\ es el isomorfismo inverso a (·)[. Luego la proyección

Π : I × Λ̃→ I × Λ : (t; g, J ;α, β;σ) 7→ (t; g, J ;α, β)

mapea uno a uno soluciones de este EDS en soluciones del EDS de Euler-Lagrange.
Entonces Λ̃

∣∣∣ {t = t0} es una variedad presimpléctica, con forma presimpléctica

ω0|(g,J;α,β;σ) := dλ̃
∣∣∣ {t = t0}

= 〈dσ ∧, λ〉+ σ (dλ)

= 〈dσ ∧, λ〉 − 1

2
σ ([λ ∧, λ]) ,
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indicando con 〈·, ·〉 la contracción de g∗ con g. El hamiltoniano que rige a la dinámica se obtiene
de λ̃ a través de

H (g, J ;α, β;σ) :=
(
∂tyλ̃

)∣∣∣ {t = t0}

= σ
(
Adg−1α+ β − J

)
+ L (g, J ;α, β)

= −1

2
σ (J) +

1

2

(
J[ − σ

)
(J) +

(
Ad]gσ − µ

)
(α) + (σ − ν) (β) .

9.2.4. Algoritmo de Gotay, Nester y Hinds. Si l := (g, J ;α, β;σ)(
TlΛ̃

)⊥
=
{
X = (ξ, δJ, δα, δβ; δσ) ∈ TlΛ̃ : Xy ω0|l = 0

}
=
{
X ∈ TlΛ̃ : δσ (λ)− dσ (ξ)− σ ([ξ, λ]) = 0

}
=
{
X ∈ TlΛ̃ : δσ = 0, ξ = 0

}
,

por lo cual serán invariantes todos los puntos l ∈ Λ̃ tales que X|l·H = 0 para todoX ∈
(
TlΛ̃

)⊥
,

esto es

0 = X|l ·H

=
(
J[ − σ

)
(δJ) +

(
Ad]gσ − µ

)
(δα) + (σ − ν) (δβ)

para todo δα ∈ a, δβ ∈ b, δJ ∈ g. El vínculo primario es, por lo tanto
J[ − σ = 0

πb0

(
Ad]gσ − µ

)
= 0

πa0 (σ − ν) = 0.

Definimos

Λ̃(1) :=
{

(g, J ;α, β;σ) ∈ Λ̃ : J[ = σ, πb0

(
Ad]gσ − µ

)
= 0, πa0 (σ − ν) = 0

}
,

y queremos ver si esta subvariedad es invariante por el flujo generado por el hamiltoniano
dado. Para ello usaremos el resultado siguiente.

Lema 41.
(
TlΛ̃

(1)
)⊥
⊂ TlΛ̃ está generado por los campos vectoriales hamiltonianos asociados a las

funciones

fκ2 (g, J ;α, β;σ) :=
(
πb0

(
Ad]gσ

)
− µ

)
(κ)

fω2 (g, J ;α, β;σ) := (πa0 (σ)− ν) (ω)

donde κ, ω ∈ g son elementos arbitrarios.

DEMOSTRACIÓN. La demostración se basa en el cálculo de la dimensión de
(
TlΛ̃

(1)
)⊥

usando la fórmula

dim (TN)
⊥

= dimP − dimN + dim (Nucω0 ∩ TN)

válida para cada subvariedadN ⊂ P de una variedad presimpléctica. Notemos que Nuc ω0|l =(
TlΛ̃

)⊥
, por lo que si X = (ξ, δJ, δα, δβ, δσ) está en

(
TlΛ̃

)⊥
y respeta el vínculo impuesto por

las f1’s, entonces X = (0, 0, δα, δβ, 0), por lo que es también tangente a TlΛ̃(1). Por lo tanto

dim
(

Nuc ω0|l ∩ TlΛ̃
(1)
)

= dim a + dim b = dim g.
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Queda por probarse la existencia de alguna relación entre las funciones f2 y las f3; sus diferen-
ciales son

dfκ2 =
(
πb⊥

(
Ad]g

(
dσ + ad]λσ

)))
(κ)

= dσ
(
Adg−1πa (κ)

)
−
(

ad]Adg−1πa(κ)
σ

)
(λ)

dfω3 = dσ (πb (ω)) .

Nótese que si, por ejemplo, σ es un elemento central, entonces podría ocurrir que estos diferen-
ciales fuesen linealmente dependientes. En tal caso podemos asumir la siguiente hipótesis, que
es válida cuando la factorización considerada proviene de una descomposición de Iwasawa:

Para cualquier g ∈ G, si X ∈ b ∩ Adga, entonces X = 0.

Con ello estamos seguros de que nuestras funciones son independientes; luego hay dim a fun-
ciones independientes de tipo f2 y dim b de tipo f3. Por consiguiente

dim Λ̃(1) = dim Λ̃− dim g− dim a− dim b,

y juntando todo

dim (TN)
⊥

= 2dim g + dim a + dim b = 3dim g.

Finalmente escribiendo Xfφk
:=
(
ξφk , δJ

φ
k , δα

φ
k , δβ

φ
k , δσ

φ
k

)
para el campo hamiltoniano asociado

a la función fφk , resulta que

Xfφk
yω0 =

(
δσφk + ad]

ξφk
σ
)

(λ)− dσ
(
ξφk

)
.

Esto implica las siguientes expresiones para estos campos hamiltonianos:

Xfκ2
=
(
−Adg−1πa (κ) , δJκ2 , δγ

κ
2 , δχ

κ
2 , 0
)

Xfω3
=
(
πb (ω) , δJω3 , δγ

ω
3 , δχ

ω
3 ,−ad]πb(ω)σ

)
(con δγφk , δχ

φ
k funciones a y b−valuadas arbitrarias, δJφk función g−valuada también arbitra-

ria) mientras que las funciones f1 no tienen campos hamiltonianos asociados (¡recordar que
estamos sobre una variedad presimpléctica!.) Como hay 3dim g campos linealmente indepen-

dientes aquí, y ellos pertenecen todos a
(
T Λ̃(1)

)⊥
, hemos demostrado el lema. �

Aplicamos ahora la condición de invariancia; ello implica encontrar los puntos l ∈ Λ̃(1) en

los cuales se anulan las componentes de dH|l en las direcciones de
(
TlΛ̃

)⊥
. Ahora si l =

(g, J ;α, β;σ) ∈ Λ̃(1)

Xfκ2

∣∣
l
·H = −1

2
σ (δJκ2 ) +

1

2
B (δJκ2 , J)−Ad]g

(
ad]Adg−1πa(κ)

J

)
(α)

= σ
([

Adg−1πa (κ) ,Adg−1α
])

=
(

Ad]gσ
)

([πa (κ) , α])

=
(
πb0

(
Ad]gσ

))
([πa (κ) , α])

= µ ([πa (κ) , α])

=
(

ad]αµ
)

(πa (κ)) ,
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por lo cual la estabilidad de los vínculos definidos por f2 impone la condición de que α esté en
aµ, el grupo de isotropías del elemento µ ∈ b0 respecto de la acción1

a ∈ A 7→ πb0

(
Ad]aµ

)
.

Asimismo para los vínculos f3, y suponiendo que ad]ζζ
[ = 0 para todo ζ ∈ g

Xfω3

∣∣
l
·H = −1

2
σ (δJω3 ) +

1

2
B (δJω3 , J) +

1

2

(
ad]πb(ω)σ

)
(J) +

+
1

2

(
ad]πb(ω)σ

)
(J)−

(
Ad]gad]πb(ω)σ

)
(α)−

−
(

ad]πb(ω)σ
)

(β) +
(

Ad]gad]πb(ω)σ
)

(α)

= −
(

ad]πb(ω)σ
)

(β)

= σ ([πb (ω) , β])

= πa0 (σ) ([πb (ω) , β])

=
(

ad]β (πa0 (J))
)

(πb (ω))

=
(
πa0

(
ad]βν

))
(πb (ω))

de donde deducimos que β debe vivir en el álgebra de Lie del grupo de isotropías de ν respecto
de la acción2

b ∈ B 7→ πa0

(
Ad]bν

)
para todo ν ∈ a0.
Luego aparecen nuevos vínculos, y la superficie de vínculos secundarios será

Λ̃(2) := {(g, J ;α, β;σ) ∈ Λ̃(1) : α ∈ aµ, β ∈ bν}.

Entonces tendremos el siguiente resultado.

Proposición 29. Λ̃(2) es invariante.

DEMOSTRACIÓN. Sea l := (g, σ;α, β, σ) ∈ Λ̃(2). Notemos además que
(
TlΛ̃

)⊥
= {(ξ, δJ, δα, δβ; δσ) ∈

TlΛ̃ : δσ = ξ = 0}; por lo tanto un elemento X de
(
TlΛ̃

)⊥
∩
(
TlΛ̃

(2)
)

es de la forma

X = (0, 0; δα, δβ; 0)

con δα ∈ aµ, δβ ∈ bν . Esto significa que dim
((

TlΛ̃
)⊥
∩
(
TlΛ̃

(2)
))

= dim aµ+dim bν . Además

dim
(

Λ̃(2)
)

= dim
(

Λ̃(1)
)
− (dim (a)− dim (aµ) + dim (b)− dim (bν))

por lo cual

dim
(
TlΛ̃

(2)
)⊥

= dim
(

Λ̃
)
− dim

(
Λ̃(1)

)
+ dim (a) + dim (b) .

Como vimos antes dim
(

Λ̃
)
− dim

(
Λ̃(1)

)
= 2dim g, de donde se sigue que

dim
(
TlΛ̃

(2)
)⊥

= 3dim g.

1¡Es una acción!
2¡Ver la nota al pie anterior!

138



9.3. Fijación de calibre y reducción

Sabemos que
(
TlΛ̃

(1)
)⊥
⊂
(
TlΛ̃

(2)
)⊥

por ser Λ̃(2) subvariedad de Λ̃(1); como ambos son de la
misma dimensión, serán iguales. En el lema 41 habíamos obtenido la base{

Xκ
1 :=

(
−Adg−1κ, 0; 0, 0; 0

)
, Xω

2 :=
(
ω, 0; 0, 0;−ad]ωσ

)
, δ̂J := (0, δJ ; 0, 0; 0) ,

, δ̂α := (0, 0; δα, 0; 0) , δ̂β := (0, 0; 0, δβ; 0) : κ, δα ∈ a, ω, δβ ∈ b, δJ ∈ g

}
para

(
TlΛ̃

(1)
)⊥

. Luego no aparecerán nuevos vínculos, ya que Λ̃(2) está definido como el sub-

conjunto de Λ̃(1) en el cual H es invariante por elementos de
(
T Λ̃(1)

)⊥
. �

9.3. Fijación de calibre y reducción

De los cálculos hechos arriba tenemos que Λ̃(2) es una variedad presimpléctica, cuya forma
ω2 := ω0| Λ̃(2) tiene núcleo

Nuc ω2|l =
(
TlΛ̃

(2)
)⊥
∩
(
TlΛ̃

(2)
)
.

Ahora bien, un elemento arbitrario de
(
TlΛ̃

(2)
)⊥

se escribe

X⊥ :=
(
−Adg−1κ+ ω, δJ ; δα, δβ;−ad]ωσ

)
para algún κ, δα ∈ a, ω, δβ ∈ b y δJ ∈ g. Como

TlΛ̃
(2) =

{
(ξ, δσ; δα, δβ; δσ) : δα ∈ aµ, δβ ∈ bν ,

, πb0

(
Ad]g

(
δσ + ad]ξσ

))
= 0, πa0 (δσ) = 0

}
entonces X⊥ estará en la intersección de estos espacios si y sólo si δα ∈ aµ, δβ ∈ bν , (δJ)

[
=

−ad]ωσ y además

0 = πb0

(
Ad]g

(
−ad]ωσ + ad]

−Adg−1κ+ω
σ

))
= −πb0

(
Ad]g

(
ad]Adg−1κ

σ

))
= −πb0

(
ad]κ

(
Ad]gσ

))
0 = −πa0

(
ad]ωσ

)
.

Teniendo en cuenta que a0 es invariante por la ad]−acción de a, y lo mismo ocurre con b0

respecto de b, estas condiciones son equivalentes a

0 = −πb0

(
ad]κπb0

(
Ad]gσ

))
= −πb0

(
ad]κµ

)
0 = −πa0

(
ad]ωπa0σ

)
= −πa0

(
ad]ων

)
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dado que κ ∈ a, ω ∈ b. Luego κ ∈ aµ, ω ∈ bν asegura, junto a las condiciones halladas arri-
ba, que X⊥ sea tangente a Λ̃(2). Podemos interpretar las direcciones singulares δ̂α, δ̂β como
generadores infinitesimales de una acción del grupo abeliano aµ × bν sobre Λ̃(2) via

(α′, β′) · (g, σ;α, β;σ) = (g, σ;α+ α′, β + β′;σ) .

Si definimos Λµν :=
{

(g, σ) ∈ G× g : πb0

(
Ad]gσ

)
= µ, πa0 (σ) = ν

}
la proyección Π′ : (g, σ;α, β;σ) ∈

Λ̃(2) 7→ (g, σ) ∈ Λµν induce un difeomorfismo de variedades presimplécticas entre Λ̃(2)/ (aµ × bν)
y Λµν , esta última considerada como subvariedad de G× g∗ con estructura simpléctica

ω := 〈dσ ∧, λ〉+ σ (dλ) ,

que es la canónica de G × g∗. Luego Λµν es presimpléctica con las direcciones singulares en
(g, σ) generadas por vectores de la forma

X (κ, ω) :=
(

Adg−1κ− ω, ad]ωσ
)

para todo par (κ, ω) ∈ aµ × bν .

Lema 42. Sea ξL,R el generador infinitesimal asociado al levantamiento de las traslaciones por izquierda
(cuando el supraíndice esL) o las traslaciones por derecha (cuando esR) en el grupo aG×g∗ considerado
como el fibrado cotangente a G via traslaciones por izquierda. Luego X (κ, ω) =

(
κL + ωR

)∣∣
(g,σ)

.

Este lema permite dar sentido al esquema desde el punto de vista de reducción de Marsden-
Weinstein: Efectivamente, podemos considerar aG×g∗ como unA×B-espacio, siG×g∗ ' T ∗G
via la trivialización por izquierda y levantamos la acción de A×B sobre G dada por

A×B ×G→ G : (a, b; g) 7→ agb−1.

Uno puede determinar la aplicación momento para esta acción, usando que la estructura sim-
pléctica de T ∗G es exacta y que las acciones son levantadas; luego resultará que

J :G× g∗ → b0 × a0

(g, σ) 7→
(
πb0

(
Ad]gσ

)
, πa0 (σ)

)
.

Entonces simplemente Λµν = J−1 (µ, ν); por la teoría de reducción (veasé [AM78]) la aplica-
ción de Λµν sobre Λµν/Aµ × Bν es presimpléctica, y las curvas solución del sistema mecánico
definido allí por el hamiltoniano invariante H (g, σ) = 1

2σ
(
σ[
)

están en relación 1 − 1 con las
del sistema inducido sobre el cociente. Para trabajar con estas ecuaciones, introduzcamos un
sistema de coordenadas conveniente; notemos que la aplicación

Lµν : Λµν → OAµ ×OBν : (g, σ) 7→
(
πb0

(
Ad]

g−1
A

µ
)
, πa0

(
Ad]gBν

))
7→
(
πb0

(
Ad]gBσ

)
, πa0

(
Ad]gBσ

))
si y sólo si g = gAgB , desciende a un difeomorfismo en el cociente Λµν/ (Aµ ×Bν). Si (g, ξ;σ, η)
es un vector tangente aG×g∗ (como siempre, todas las trivializaciones se toman por izquierda)
entonces la derivada de Lµν toma la forma

(43) (Lµν)∗
∣∣
(g,σ)

(g, σ; ξ, η) =
(
−πb0

(
ad]ξAAd]

g−1
A

µ
)
, πa0

(
ad]ξBAd]gBν

))
=
(
πb0

(
ad]ξBAd]gBσ

)
+ πb0

(
Ad]gBη

)
, πa0

(
ad]ξBAd]gBσ

)
+ πa0

(
Ad]gBη

))
si y sólo si g = gAgB , ξA = πa (AdgBξ) , ξB = πb (AdgBξ). En este contexto nos encontramos la
siguiente sorpresa.
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Proposición 30. Sea OAµ × OBν con la estructura simpléctica producto ωµν = ωµ − ων , siendo ωµ,ν
las respectivas estructuras simplécticas de Kirillov-Kostant sobre cada una de las órbitas. Si iµν : Λ ↪→
G× g∗ es la inclusión, entonces vale que

i∗µνω = L∗µνωµν .

DEMOSTRACIÓN. Si (ω1, ω2) =
(
πb0

(
Ad]aµ

)
, πa0

(
Ad]bν

))
es un elemento arbitrario de

OAµ ×OBν , entonces el espacio tangente en dicho punto viene dado por

T(ω1,ω2)

(
OAµ ×OBν

)
=
{(
πb0

(
ad]ξω1

)
, πa0

(
ad]ζω2

))
: ξ ∈ a, ζ ∈ b

}
.

La estructura simpléctica ωµν en estos términos viene dada por

(44) ωµν |(ω1,ω2)

((
πb0

(
ad]ξ1ω2

)
, πa0

(
ad]ζ1ω2

))
,
(
πb0

(
ad]ξ2ω2

)
, πa0

(
ad]ζ2ω2

)))
=

= ω1 ([ξ1, ξ2])− ω2 ([ζ1, ζ2]) .

Tomemos ahora una elemento (g, σ; ξ, η) que sea tangente a Λµν en el punto (g, σ); entonces
vale que

(45)

{
πb0

(
Ad]g

(
ad]ξσ + η

))
= 0

πa0 (η) = 0.

Como g = gAgB entonces la primera condición puede reescribirse como

πb0

(
Ad]gA

(
ad]

(AdgB ξ)

(
Ad]gBσ

)
+ Ad]gBη

))
= 0

que, dada la condición de no degeneración3 es equivalente a pedir que

(46) πb0

(
ad]

(AdgB ξ)

(
Ad]gBσ

)
+ Ad]gBη

)
= 0.

Supongamos ahora que (g, σ; ξ1, η1) , (g, σ; ξ2, η2) ∈ T(g,σ)Λµν ; entonces evaluados sobre la for-
ma canónica tendremos que

ω|(g,σ) ((g, σ; ξ1, η1) , (g, σ; ξ2, η2)) = η1 (ξ2)− η2 (ξ1)− σ ([ξ1, ξ2])

= πb0

(
Ad]gBη1

)
((ξ2)A) + πa0

(
Ad]gBη1

)
((ξ2)B)−

− πb0

(
Ad]gBη2

)
((ξ1)A)− πa0

(
Ad]gBη2

)
((ξ1)A)−

−
(

Ad]gBσ
)

([ξ1, (ξ2)A])−
(

Ad]gBσ
)

([(ξ1)B , (ξ2)B ])−
(

Ad]gBσ
)

([(ξ1)A , (ξ2)B ])

= πb0

(
Ad]gBη1 + ad]ξ1

(
Ad]gBσ

))
((ξ2)A) + πa0

(
Ad]gBη1

)
((ξ2)B)−

− πb0

(
Ad]gBη2 + ad](ξ2)B

(
Ad]gBσ

))
((ξ1)A)− πa0

(
Ad]gBη2

)
((ξ1)A)−

−
(

Ad]gBσ
)

([(ξ1)B , (ξ2)B ])

donde hemos usado la notación (utilizada en párrafos previos) según la cual (ξk)A,B = πa,b (AdgBξk)

para k = 1, 2. El primer término de esta expresión se anula por la ecuación (46); el segundo y el
cuarto también se anulan como consecuencia de que, a partir de la segunda ecuación en (45),
resulta que ηk ∈ b0, k = 1, 2, y este subespacio es invariante por la acción de B a través de
la representación transadjunta Ad]. Asimismo para el tercer término del segundo miembro,
usando nuevamente la ecuación (45), podremos escribir

πb0

(
Ad]gBη2 + ad](ξ2)B

(
Ad]gBσ

))
((ξ1)A) = −

(
Ad]gBσ

)
([(ξ1)A , (ξ2)A]) ,

3Esto es, que Ad]ga0 ∩ b0 = 0 para todo g ∈ G.
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por lo cual

ω|(g,σ) ((g, σ; ξ1, η1) , (g, σ; ξ2, η2)) =

= πb0

(
Ad]gBσ

)
([(ξ1)A , (ξ2)A])− πa0

(
Ad]gBσ

)
([(ξ1)B , (ξ2)B ]) .

A partir de la ecuación (44) y usando la fórmula (43) para la derivada a lo largo de la aplicación
Lµν , probamos con esto la proposición. �

Por lo tanto OAµ ×OBν con la estructura simpléctica producto ωµν es simplectomorfo al espacio
reducido de Marsden-Weinstein asociado a la acción de A × B antes definida sobre G × g∗.
Como ya hemos advertido, el hamiltoniano H (g, σ) := 1

2σ
(
σ[
)

es invariante por dicha acción,
por lo que las soluciones del sistema definido por tal hamiltoniano en G × g∗ están en corres-
pondencia uno a uno con las del sistema inducido sobre OAµ × OBν por el hamiltoniano Hµν

[AM78] definido mediante
i∗µνH = L∗µνHµν .

Notemos ahora que si Lµν (g, σ) = (ω1, ω2), entonces Ad]gBσ = ω1 + ω2, de donde resulta que

Hµν (ω1, ω2) =
1

2

(
Ad]

g−1
B

(ω1 + ω2)
)[(

Ad]
g−1
B

(ω1 + ω2)
)[]

=
1

2

(
Ad]

g−1
B

(ω1 + ω2)
) [

Adg−1
B

(ω1 + ω2)
[
]

=
1

2
ω1

(
ω[1

)
+

1

2
ω2

(
ω[2

)
+ ω1

(
ω[2

)
.

Por consiguiente

dHµν |(ω1,ω2)

(
πb0

(
ad]ξω1

)
, πa0

(
ad]ζω2

))
=

= πb0

(
ad]ξω1

)(
ω[1 + ω[2

)
+ πa0

(
ad]ζω2

)(
ω[1 + ω[2

)
por lo que el campo vectorial hamiltoniano vendrá dado por

(47) XHµν

∣∣
(ω1,ω2)

=

(
πb0

(
ad]

πa(ω[1+ω[2)
ω1

)
, πa0

(
ad]

πb(ω[1+ω[2)
ω2

))
.

En general la solución de sistemas mecánicos via reducción procede en dirección opuesta en
la que estamos construyendo aquí: O sea, una vez que se define el sistema mecánico sobre el
espacio reducido, se lo resuelve allí, ya que uno espera que sea más fácil de resolver, dado
que contiene menos grados de libertad. Después se encuentra la solución del sistema original
levantando de manera conveniente la solución hallada. En el caso de sistemas AKS la dirección
en la que se resuelve es la opuesta: Notemos que el sistema mecánico sobre G×g∗ definido por
H tiene campo vectorial hamiltoniano

XH |(g,σ) =
(
σ[,−ad]

σ[
σ
)

=
(
σ[, 0

)
dada la condición ad]ξξ

[ = 0 para todo ξ ∈ g. Por consiguiente la solución en el espacio sin
reducir que pasa por (g, σ) a tiempo cero es simplemente

t 7→
(
g exp tσ[, σ

)
,

y si este dato inicial satisface πb0

(
Ad]gσ

)
= µ, πa0 (σ) = ν, entonces dicha curva estará en Λµν

para todo t. Luego la curva

t 7→
(
πb0

(
Ad]

(gA(t))−1µ
)
, πa0

(
Ad]gB(t)ν

))
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donde gA : R→ A, gB : R→ B son las curvas definidas por gA (t) gB (t) = g exp tσ[, es solución
para el sistema asociado al campo vectorial (47), que es sin dudas más difícil de solucionar que
el sistema original.
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Capítulo 10

Conclusiones, comentarios y nuevas direcciones

10.1. Conclusiones

EN esta tesis se exploró la posibilidad de representar los vínculos de Dirac en la geometría
del problema variacional subyacente. Para ello fue indispensable desarrollar un lenguaje

común en el cual coexistiesen dos maneras de entender las ecuaciones de movimiento de una
teoría de campos (o, más en general, problemas variacionales no estándar): Por un lado la
representación de las mismas como un sistema dinámico sobre el espacio de secciones de una
hoja de tiempo constante en el fibrado de campos (como se vió en el capítulo 5), y por el otro,
utilizando la restricción del EDS inducido por las ecuaciones de movimiento a dicha hoja. Fue
posible relacionar estas representaciones (cf. el teorema del capítulo 7), y se aplicó esta relación
en el capítulo 8 a un cierto número de ejemplos, tanto de índole matemático como físicamente
relevantes. El concepto de problemas variacionales no estándar nos permitió además incorporar el
método AKS de construcción de sistemas integrables al esquema general desarrollado en esta
tesis.

10.2. Comentarios

Parte de lo discutido en esta tesis fue publicado en [Cap10]; sin embargo, aquí se han incluído
otros ejemplos que no fueron publicados allí por falta de espacio. Además el trabajo iniciado
con Hugo Montani sobre sistemas AKS ha dado lugar a un nuevo artículo [CM10], en el que
se discute el esquema de dualidad T [CM06] para grupos de Lie de dimensión finita. Si bien
no hemos incluído ninguna discusión de este trabajo aquí, vale la pena indicar que parte del
esfuerzo realizado durante el desarrollo de este doctorado fue dirigido a llevarlo adelante.

10.3. Nuevas direcciones

Han quedado algunas direcciones a explorar a futuro, a saber:

1. El estudio en profundidad de los sistemas dinámicos obtenidos sobre los espacios de
secciones de las hojas de tiempo constante. Aquí hay dos aspectos a tener en cuenta:
El estudio desde el punto de vista analítico, esto es, la exploración de las diferentes
estructuras diferenciables sobre estos espacios de secciones, y el estudio desde el punto
de vista global, es decir, la debilitación de las hipótesis de localidad asumidas en el
teorema principal del capítulo 7.

2. Las teorías de campo de orden superior (ver [dLR87, ddSM04] y el libro [dLR85]) tam-
bién pueden pensarse como problemas variacionales no estándar, tomando el fibrado
doble Jk (Λ) → Λ → M y como EDS I el generado por la estructura de contacto en el
espacio de k-jets. Tal vez puede ser interesante qué puede decir nuestro método en el
contexto de las teorías de campo de orden superior.

3. Para ser una tesis sobre mecánica geométrica, este trabajo adolece de una omisión im-
portante: Nada se ha dicho sobre simetrías de problemas variacionales no estándar.
Sin dudas, aquí hay una discusión pendiente; el punto de partida podría ser la carac-
terización de simetrías para un problema variacional no estándar (Λ→ Λ1 →M,λ, I)
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como transformaciones del fibrado total que mantienen la estructura intermedia y que
además son simetrías infinitesimales del EDS I.

4. En la descripción de la teoría del campo electromagnético y de las teorías de calibre se
asumió que la relación entre el campo de calibre F y su potencialA era F = dA+A∧A
sobre el fibrado principal que define a la teoría. Esto asume que tenemos un poten-
cial A definido en todas partes; sin embargo, en general uno puede definir la forma
de curvatura F proveyendo un cubrimiento por entornos trivializadores del fibrado
principal con el que está trabajando, y una forma A g-valuada definida sobre cada uno
de estos entornos, relacionadas entre sí por transformaciones de calibre definidas sobre
las intersecciones de dichos entornos. Un caso prototípico es el campo electromagné-
tico producido por un monopolo magnético. Sería interesante preguntarse como los
EDS definidos localmente se relacionan entre sí, y si existe algún objeto global que los
sustente.

5. Aunque el producto final no lo refleje, una de las motivaciones iniciales del presente
trabajo fue el de disponer de un marco de referencia para extrapolar los procedimientos
de desingularización utilizados en [CE06] a las teorías de campo con vínculos singula-
res; aunque se ha iniciado el estudio de este tipo de teorías desde este punto de vista,
queda aún mucho por hacerse.

6. Las estructuras de Dirac forman un marco adecuado para el estudio de ciertos tipos
de mecánica con vínculos. Aquí hemos indicado una dirección en la cual podría ge-
neralizarse esta noción al caso de teorías de campo (véase sección 5.6); uno espera
profundizar a futuro este tipo de reflexiones.
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